
Thèse de Doctorat

Thomas BEAUDOUIN

Mémoire présenté en vue de l’obtention du

grade de Docteur de l’Université de Nantes

sous le sceau de l’Université Bretagne Loire

École doctorale : Sciences et technologies de l’information, et mathématiques

Discipline : Mathématiques, section CNU 25

Unité de recherche : Laboratoire de mathématiques Jean Leray (LMJL)

Soutenue le 19 décembre 2017

Etude de la cohomologie d’algèbres de Leibniz
via des suites spectrales

JURY

Président : M. Camille LAURENT-GENGOUX, Professeur des universités, Université de Lorraine

Rapporteurs : M. Jörg FELDVOSS, Professeur des universités, University of South Alabama

Mme Christine VESPA, Maîtresse de conférences, Université de Strasbourg

Examinateurs : M. Martin BORDEMANN, Professeur des universités, Université de Haute Alsace

M. Aurélien DJAMENT, Chargé de recherche au CNRS, Université de Nantes

M. Geoffrey POWELL, Directeur de recherche au CNRS, Université d’Angers

Directeur de thèse : M. Friedrich WAGEMANN, Maître de conférences, Université de Nantes





Remerciements

Mes premiers et plus vifs remerciements reviennent évidemment à Friedrich Wagemann,
pour son soutien indéfectible et ses encouragements même dans les moments de doutes
les plus intenses de ces trois années.

Je tenais également à remercier Jörg Feldvoss et Christine Vespa pour leur précieux
travail de relecture et leurs commentaires constructifs, ainsi que tous les autres membres
de mon jury pour avoir accepter d’en faire partie : Martin Bordemann, Aurélien Djament,
Camille Laurent-Gengoux et Geoffrey Powell.

Mes premiers (moins officiels) remerciements vont à ma maman pour avoir fait le
déplacement depuis les lointaines contrées mayennaises pour assister à un exposé des plus
abscons, mais aussi pour avoir géré la logistique du pot qui a suivi !

Je remercie évidemment Coralie pour avoir relu et corrigé le manuscript malgré le
peu de lignes compréhensibles pour les non-initées (que penses-tu maintenant des espace
vectoriels de cohomologie de modules d’isomorphismes ?), mais aussi d’avoir été présente
au pire moment : les dernières heures de stresse avant le grand oral.

Viennent ensuite mes deux camarades du bureau 25, sans qui cette aventure aurait
peut-être été plus sérieuse, mais à quel prix... Merci à Victor pour ces débats toujours
animés et vifs sur des sujets allant que Maitre Gims et l’écriture inclusive ! (enfin bon je
savais bien que tu finirais par admettre que j’ai toujours raison). Merci à Thomas pour
son trollage permanent de tous ces débats mais surtout pour avoir pu partager doutes et
angoisses avec quelqu’un qui me comprennait et avait peu ou prou les mêmes incertitudes.
Courage pour la fin camarade !

Merci à Johan, plus vieux compagnon de route, pour tous ces moments partagés depuis
les soirées tarotsrhums et les midis patessaucestomates angevines jusqu’à la sagesse bien
vite acquise de Nantes.

Merci ensuite à tous les doctorants et toutes les doctorantes ayant animé la vie de ce
labo depuis mon arrivée. Procédons par ordre pour n’oublier et ne froisser personne :

Par respect pour leur grand âge, commençons par les ancien-ne-s, avec qui la co-
habitation fut de bien trop courte durée pour pouvoir bien apprendre à les connaître :

3



4

Chritophe, Hilaria et Virgile (pour des raisons évidentes, Thomas G. ne rentre pas dans
cette catégorie).

Un échec à un certain concours m’avait forcé à quitter à ma plus grande tristesse Da-
mien, Pierre et Valentin ; les retrouvailles n’en furent que plus chaleureuses. Le mythique
Bureau 9 a été un modèle à suivre : on pouvait réussir brillament une thèse tout en ayant
un panier de basket et des armes (factices, n’éxagérons rien) dans son bureau ! Mais cette
génération se compose aussi des deux plus grands informaticiens que la terre est connue :
Florian et son amour pour les étudiant-e-s et les communistes ; et Victor le premier et
unique légumophobe qu’il m’a été donné de rencontrer, aucun espoir de guérison en vu le
concernant...

Ma génération ne s’est pas seulement composée de mes cobureaux, mais aussi d’Olivier,
qui malgré tout nos bruyants efforts pour l’empêcher de finir sa thèse à brillament soutenu
6 mois avant moi ; de Noémie la reine de la chorale (bon courage pour ta soutenance qui
approche à grand pas !) ; et de Guillaume le petit génie des maths et des escapes !

Vint ensuite Caroline, (presque) toujours partante pour une soirée bières/jeux de so-
ciété ; et Hala, rencontre remarquable et enrichissante, qui a tant oeuvré pour essayer de
m’inculquer les 3 mots de libanais que je connais désormais !

Pour finir, débarqua Caroline, enfin une camarade campagnarde pour prendre le relais.
Dans le même panier, nous avons eu le droit à Solène (merci pour les cookies chocolatées !),
Hélène, qui possède la plus grande collection de jeux de Nantes (voir du monde, mais on
n’est pas encore sûr), et Zeinab, qui malgré son regrettable choix de faire de l’analyse
est très sympathique ! Mais cette année vit aussi arriver Côme, que je remercie pour sa
non-présence au labo qui me permit de conserver mon bureau quelques mois de plus, et
Mathieu (il va râler), enfin la relève militante et chevelue au labo de maths, je commençais
à desesperer entouré de tou-te-s ces *** qui ne mettent jamais un pied en manifs !

En ce jour d’annonce de l’abandon du projet d’aéroport de NNDL, je ne peux oublier
d’adresser un immense merci à mes camarades et ami-e-s de luttes, et plus particulièrement
à celles et ceux de Solidaires étudiant-e-s, qui m’ont permis de me sortir des maths, de me
former politiquement (mais aussi musicalement) et de vivre des moments mémorables ! Je
vais essayer de tous et toutes les citer (milles excuses par avance aux oublié.e.s) : Mathieu,
Solène, Dorian, Medhi, Rémi, Thomas, Nathan, Ulysse, Dany, Sofia, Vincent, Benjamin,
Florent, Pierô, Marie, Vincent, Sidonie, Tom, Soline, Camille,...

Merci pour finir à tou-te-s les collègues du labo de maths, et particulièrement aux
secrétaires : Brigitte, Annick, Stephanie, et les autres, sans qui je me serais mille fois
perdu dans les méandres labyrinthiques de la bureaucratie doctorale.



Table des matières

1 Préambule sur les algèbres de Leibniz 15

1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Aparté : algèbre de Leibniz à droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2 Préambule sur les suites spectrales 31

2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Suites spectrales issues d’une filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3 Multiplicativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3 Définition et études des suites spectrales 53

3.1 Etude de la première suite spectrale EC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2 Etude de la deuxième suite spectrale FC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Définition de la filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.13 Calcul des premières pages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3 Etude de la troisième suite spectrale GC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3.1 Définition de la filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.3.11 Etude des premières pages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.4 Etude de la quatrième suite spectrale GBC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4.1 Définition de la filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4.8 Calcul des premières pages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.4.15 Que peut-on dire de la deuxième page ? . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Applications aux algèbres semi-simples 91

4.1 Définitions et théorèmes généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.2 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.2.1 Applications concernant FC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5



6 TABLE DES MATIÈRES

4.2.7 Application concernant GC(L,M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.2.9 Application concernant l’injection de Leib dans Lie . . . . . . . . . 94

5 Conclusion 95



Introduction

Genèse

Dans un article intitulé "Cohomology of Lie algebra" ([8]) paru en 1953, G. Hochschild et
J.-P. Serre prouvent d’importants théorèmes concernant la cohomologie d’algèbres de Lie,
comme par exemple ce résultat permettant un calcul de la cohomologie d’une algèbre de
Lie grâce à des résultats de semi-simplicité :

Théorème. [Hochschild, Serre, 1953]

Soient g une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps K de caractéristique nulle,
M un g-module de dimension finie et h un idéal de g tel que g/h soit semi-simple. On a
alors pour tout n ≥ 0 l’isomorphisme suivant :

Hn(g,M) '
⊕
i+j=n

H i(g/h,K)⊗Hj(h,M)g.

Ces résultats sont obtenus grâce à un outil d’algèbre homologique développé quelques
années plus tôt par J. Leray lors d’un cours dispensé au Collège de France ([9]) : les
suites spectrales. L’idée générale de cette théorie est de découper le calcul potentiellement
extrêmement difficile d’un espace de cohomologie en l’étude de plusieurs espaces plus
simples. On construit pour cela une suite (Er, dr)r≥0 de complexes, dont chaque "page" Er
est essentiellement la cohomologie de la page précédente. Dans les cas que nous étudierons,
cette suite deviendra stationnaire : c’est cette valeur stabilisée qui nous apportera les
informations souhaitées sur les espaces de cohomologie. Néanmoins le calcul de la page
E2 suffit généralement à obtenir des résultats intéressants, heureusement car le calcul des
pages suivantes est souvent compliqué.

Dans [8], G. Hochschild et J.-P. Serre construisent une suite spectrale à partir d’une fil-
tration du complexe de Chevalley-Eilenberg Cn(g,M) := Λn(g,M), essentiellement définie
par :

EpCn(g,M) := {f : g⊗n →M | f(x1, . . . , xn) = 0 si n-p+1 arguments appartiennent à h}.

C’est une méthode usuelle pour construire des suites spectrales qui convergent vers (dans
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le sens "qui vont donner des informations sur") la cohomologie du complexe considéré.
Cette filtration induit une suite spectrale dont les auteurs montrent que la deuxième page
vérifie, sous certaines hypothèses, l’isomorphisme suivant :

Ep,q
2 ' Hq(g/h, Hp(h,M)),

où Ep,q
2 est un élément de la page E2 = {Ep,q

2 }p,q∈Z. Le calcul de cette deuxième page
permet d’obtenir entre autres le théorème cité ci-dessus.

Les algèbres de Leibniz

Dans son article [10], J.-L. Loday pose les bases de l’étude d’une version non commutative
des algèbres de Lie : les algèbres de Leibniz. Ces dernières sont des algèbres L dont le
crochet vérifie seulement l’identité suivante :

∀x, y, z ∈ L, [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]].

Une des motivations pour s’intéresser à de tels objets est d’ordre cohomologique : pour
prouver que la différentielle de Chevalley-Eilenberg en est bien une, on n’utilise en ef-
fet pas le caractère antisymétrique du crochet. J.-L. Loday construit donc une théorie
(co)homologique liée à ces algèbres en s’inspirant de celle associée aux algèbres de Lie,
c’est-à-dire qu’il définit une "bonne" notion de module et de complexe de (co)chaînes :

Définition. Soit L une algèbre de Leibniz. Un L-module est la donnée d’un espace vecto-
riel M et de deux applications linéaires : [−,−]l : L⊗M → M et [−,−]r : M ⊗ L→ M

vérifiant : ∀x, y ∈ L, ∀m ∈M ,

(LLM) [x, [y,m]l]l = [[x, y],m]l + [y, [x,m]l]l,

(LML) [x, [m, y]r]l = [[x,m]l, y]r + [m, [x, y]]r,

(MLL) [m, [x, y]]r = [[m,x]r, y]r + [x, [m, y]r]l.

Cette définition de module a pour intérêt de généraliser celle de module au sens de
Lie : si le crochet est antisymétrique, alors on retrouve la notion usuelle de module.

Le complexe de cochaînes (dit de Loday), noté C(L,M), a cette fois pour espace sous-
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jacent en degré n l’espace Hom(L⊗n,M) et pour différentielle :

dnf(x1, . . . , xn+1) :=
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)if(x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ [xi, xj]⊗ · · · ⊗ xn+1)

+
n∑
i=1

(−1)i−1[xi, f(x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i · · · ⊗ xn+1)]l

+ (−1)n+1[f(x1 ⊗ · · · ⊗ xn), xn+1]r.

Une étude poussée de ces espaces de (co)homologie à été effectuée, notamment dans
l’article sus-cité, mais aussi par T. Pirashvili dans [19], ou en collaboration dans [14] et
[15]. Ces résultats sont en général des adaptations de théorèmes connus dans le cadre
moins général des algèbres de Lie. On peut par exemple citer le résultat suivant, issu de
[14], et qui montre bien le rapprochement entre algèbres de Lie et de Leibniz :

Théorème. [Loday, P irashvili, 1993]

Soient L une algèbre de Leibniz et M un L-module. On a l’isomorphime suivant :

H∗(L,M) ' Ext∗UL(L)(U(LLie),M),

où LLie est l’algèbre de Lie naturellement associée à L et UL(L) est une généralisation
de l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie aux algèbres de Leibniz.

Suites spectrales et homologie d’algèbres de Leibniz

Dans sa thèse ([5]), A. V. Gnedbaye utilise des méthodes similaires à celle de G. Hochschild
et J.-P. Serre, mais cette fois pour étudier l’homologie d’algèbres de Leibniz (à valeur dans
un Lie-comodule M). A partir d’une algèbre de Leibniz g et d’un idéal h de g, il définit la
filtration Fp≤nCn(g,M) := g⊗(n−p)⊗h⊗M du complexe de chaînes Cn(g,M) := g⊗n⊗M,

et construit à partir de celle-ci une suite spectrale E dont la première page vérifie, pour
p ≥ 1 :

E1
p,q ' HLq(h,M)⊗ (g/h)⊗ g⊗(p−1).

Dans certains cas particuliers, mais aussi pour p = 0, 1, il réussit même à calculer le terme
E2. Il montre par exemple que sous certaines conditions, on a l’isomorphisme suivant pour
p ≥ 2 :

Ep,q
2 ' Hq(K,M)⊗Hp(L,L/K).

De cette étude, il déduit certains calculs d’homologie pour des algèbres de Leibniz de
petite dimension, mais retrouve aussi une formule de type Künneth pour les algèbres de
Leibniz, déja montrée par J. L. Loday dans [12] :
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Théorème. [Loday, 1996]

Pour L,L′ deux algèbres de Leibniz, on a l’isomorphisme suivant :

H∗(L⊕ L′,K) ' H∗(L,K) ? H∗(L′,K),

où ? est le produit libre de module gradué défini dans [12].

Organisation de la thèse et principaux résultats

Cette thèse débute par deux parties introductives : une première sur les algèbres de
Leibniz, puis une deuxième sur les suites spectrales.

La première partie est principalement basée sur l’article [10] de Jean-Louis Loday et
sur la thèse [3] de Simon Covez pour la partie théorie, et sur [2] et [4] pour les exemples.
On commence par définir les algèbres de Leibniz, ainsi que les notions algèbriques intrinsè-
quement liées : sous-algèbres, morphismes,... On détaille ensuite la théorie cohomologique
liée à ces algèbres développée par J.-L. Loday, on revient notamment sur la notion de mo-
dule d’algèbre de Leibniz et de complexe de Loday : une partie importante de ce chapitre
est dédiée à prouver que la différentielle que l’on introduit en est bien une.

A noter que nous travaillons ici avec des algèbres de Leibniz à gauche, tandis que
J.-L. Loday utilise des algèbres à droite. Cette distinction est mise en perspective dans ce
chapitre.

Le deuxième chapitre, introduisant les suites spectrales, a été écrit à partir du livre
[20] de Weibel, de [16] de Mac Lane, et de [17] de McCleary. On débute ce chapitre en
définissant ce qu’est une suite spectrale, et, comme pour les algèbres de Leibniz, les objets
algébriques liés à ces dernières.

On se penche ensuite sur l’étude d’un genre particulier de suites spectrales : celles
définies à partir d’une filtration du complexe de cochaîne dont on souhaite connaître la
cohomologie. En effet, si FC est une filtration d’un complexe C, alors en posant :

Ep,q
0 := FpCp+q

Fp+1Cp+q ,

on peut construire une suite spectrale qui converge sous certaines conditions vers la co-
homologie du complexe.

Le troisième chapitre constitue le corps de cette thèse : nous y étudions non pas l’ho-
mologie comme A. V. Gnedbaye, mais la cohomologie d’algèbres de Leibniz, en s’appuyant
sur ces travaux et sur ceux cités ci-dessus, mais aussi sur l’article [7] de G. Hochschild et
J.-P. Serre dans lequel ils étudient grâce à des suites spectrales la cohomologie de groupe.
Nous définissons au total quatre suites spectrales inspirées de ces différentes publications.
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Dans un premier temps, on transpose telle quelle la filtration définie sur les algèbres
de Lie, et on obtient le théorème suivant décrivant la page E0 :

Théorème. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K une sous-algèbre de L. On a,
pour tout p, q ≥ 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Ep,q
0 ' Hom

 ∑
Ap+1,q−1

(L/K)⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ (L/K)⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm ,M

 ,
où Ap,q := {α1, β1, . . . , αm, βm ∈ {0, 1} | m ∈ N, ∑

1≤i≤m
(αi +βi) = p+ q,

∑
1≤i≤m

βi = q+ 1}.

L’intérêt de cette suite spectrale est qu’elle est multiplicative, dans un sens que nous
définirons au chapitre 2, malheureusement le calcul des pages suivantes s’avère insaisis-
sable.

Dans une deuxième partie, on s’inspire de [7] pour définir la filtration du complexe de
Loday suivante :

FpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = 0 si ∃i ≥ n− p+ 1 tel que xi ∈ K}.

On montre que la suite spectrale issue de cette filtration ne converge pas vers la coho-
mologie de C(L,M), mais vers celle du complexe quotient C(L,M)/C(L/K,M), que nous
décrirons dans cette section. On parvient cette fois à calculer sous certaines hypothèses
la deuxième page de la suite spectrale pour obtenir le théorème suivant :

Théorème. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L vérifiant
[K,M ] = [M,K] = 0. Pour tout p ≥ 0, q ≥ 1, on a :

F p,q
2 ' Hq−1(L,Hom(K,Hp(L/K,M))),

où Hom(K,Hp(L/K,M)) est un L-module symétrique.

On en déduit ensuite par exemple le résultat suivant, sous les mêmes hypothèses que
le théorème :

H1(C(L,M)/C(L/K,M)) ' H0(L,Hom(K,H0(L/K,M))).

Dans la troisième section de ce chapitre, on définit la filtration duale de celle définie par
A. V. Gnedbaye pour l’homologie d’algèbre de Leibniz. Malgré le fait que cette filtration
soit prévue pour étudier les algèbres de Leibniz à droite, elle est encore valide pour les
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algèbres à gauche, et permet même une étude intéressante. Plus précisément, on pose :

GpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|K⊗(n+1−p)⊗L⊗(p−1) = 0}.

La suite spectrale construite à partir de cette filtration converge cette fois bien vers la
cohomologie de l’algèbre L à valeurs dans M . On peut à nouveau calculer la deuxième
page de la suite spectrale : on obtient plus précisément le théorème suivant :

Théorème. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L. On a
pour p ≥ 1 les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Gp,q
2 ' Hq(K,Hom(L/K,Hp−1(L,M))),

où Hom(L/K,Hp−1(L,M)) est un K-module symétrique.

Finalement, on définit la quatrième suite spectrale comme la précédente, mais cette
fois en tenant compte du fait que l’on travaille avec des algèbres de Leibniz à gauche. On
obtient alors la filtration suivante :

GBpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|L⊗(p−1)⊗K⊗(n+1−p) = 0},

qui converge toujours bien vers H(L,M). Le calcul de la première page de la suite issue
de cette filtration donne lieu au théorème suivant :

Théorème. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal à gauche de L. Pour
tout q ≥ 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

GBp,q
1 '


Hq(K,M) si p = 0,

Hom(L⊗(p−1) ⊗ L/K,Hq(K,M)) si p ≥ 1,
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Il est par contre plus difficile de décrire la deuxième page en toute généralité, mais
comme A. V. Gnedbaye, on calcule certains termes de la page E2 pour p petit :

Théorème. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si [K,M ] =
[K,K] = 0, alors pour tout q ≥ 0, on a l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

GB0,q
2 ' H0(L/K,Hq(K,M)), GB1,q

2 ' H1(L/K,Hq(K,M)),

où Hq(K,M) est un L/K-module symétrique.

Grâce à la suite exacte à 5 termes (décrite au chapitre 2), on obtient pour corol-
laire l’injection de H1(L/K,H0(K,M)) dans la cohomologie H1(L,M) sous les mêmes
hypothèses. L’étude de cette dernière suite termine ce chapitre. Les applications de ces
différents théorèmes à des calculs plus explicites de cohomologie sont l’objet du chapitre
quatre.

Dans ce dernier chapitre on appliquera ces résultats à des algèbres de Leibniz faisant
intervenir des algèbres de Lie semi-simples en s’appuyant en particulier sur l’adaptation
à la cohomologie du théorème suivant, énoncé par T. Pirashvili dans l’article [19] :

Théorème. [Pirashvili, 1994]

Soit g est une algèbre de Lie semi-simple de dimension finie et M un g-Lie-module.
Alors Hi(g,M) est nul dès que i 6= 0.





1
Préambule sur les algèbres de
Leibniz

1.1 Généralités

On nomme algèbre tout couple (A, µ) composé d’un espace vectoriel A et d’une application
linéaire µ : A ⊗ A → A, appelée multiplication. Sauf mention contraire, on considèrera
dans ce manuscript des algèbres et des espaces vectoriels de dimension finie définis sur un
corps K de caractéristique 0.

Définition 1.1.1. Une algèbre de Leibniz à gauche est une algèbre L dont la multiplica-
tion, notée [·, ·] et appelée "crochet", vérifie l’identité dite de Leibniz à gauche :

∀x, y, z ∈ L, [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]].

Remarque 1.1.2.

• L est une algèbre de Leibniz à gauche si et seulement si pour tout x ∈ L, l’application
linéaire [x, ·] est une dérivation à gauche.

• Il existe une notion d’algèbre de Leibniz à droite, détaillée dans l’aparté 1.2. Sauf
mention contraire, on travaillera dans cette thèse uniquement avec des algèbres de
Leibniz à gauche, sans plus effectuer cette précision.

15
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Exemple 1.1.3.

1. Une algèbre de Lie est une algèbre de Leibniz.

2. Le crochet défini pour tout i, j ∈ [1, n] par [pi, qj] := λijz, où λij est un réel fixé
(les autres crochets élémentaires étant nuls), munit l’espace vectoriel Hn de base
{z, p1, q1, . . . , pn, qn} d’une structure d’algèbre de Leibniz dite de Heisenberg (pour
sa similitude avec les algèbres de Lie de Heisenberg définie dans [2]). En effet, toute
composition du crochet de Hn est nulle.

3. Soit A une algèbre associative et D : A → A une application linéaire. Si D est
soit un endomorphisme d’algèbres vérifiant D2 = D, soit une dérivation vérifiant
D2 = 0, alors le crochet [a, b] := D(a)b− bD(a) fait de A une algèbre de Leibniz qui
n’est pas en général une algèbre de Lie (voir [10]). Dans quelques cas particuliers
comme D = 0, D = Id, etc... (A, [·, ·]) est une algèbre de Lie.

Remarque 1.1.4. Par soucis de concision, lorsque l’on définira le crochet d’une algèbre
de Leibniz sur ces vecteurs de bases, on ne précisera que les valeurs non nulles.

Définition 1.1.5. Soit L une algèbre de Leibniz. Une sous-algèbre K de L est un sous-
espace vectoriel de L stable par crochet (i.e. : vérifiant [K,K] ⊂ K). On dit de plus
qu’elle est :

• un idéal à gauche si [L,K] ⊂ K,

• un idéal à droite si [K,L] ⊂ K,

• un idéal bilatère si elle est un idéal à gauche et à droite.

Exemple 1.1.6.

1. Si L est une algèbre de Lie, tout idéal de L au sens de Lie est un idéal bilatère au
sens de Leibniz.

2. [L,L] est toujours un idéal bilatère d’une algèbre de Leibniz L.

3. Le sous-espace de Hn (algèbre définie dans l’Exemple 1.1.3) de base {p1, . . . , pn}
est un idéal à gauche, mais pas à droite. Par contre, tout sous-espace contenant le
vecteur z est un idéal bilatère.

Exemple 1.1.7. Si L est une algèbre de Leibniz, alors Leib(L) := V ect({[x, x] | x ∈ L})
est un idéal bilatère de L, qui est de plus abélien (i.e. : ∀x, y ∈ Leib(L), [x, y] = 0).
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En effet, pour tout x, y ∈ L, on a d’un côté par l’identité de Leibniz :

[[x, x], y] = [x, [x, y]]− [x, [x, y]] = 0,

ce qui montre à la fois que Leib(L) est abélien et que c’est un idéal à droite de L. De
l’autre :

[y, [x, x]] =[[y, x], x] + [x, [y, x]]

=[[y, x] + x, [y, x] + x]− [x, x]− [[y, x], [y, x]] ∈ Leib(L),

donc Leib(L) est bien un idéal bilatère de L.

Remarque 1.1.8. Si Leib(L) = 0, alors : ∀ x, y ∈ L, 0 = [x + y, x + y] = [x, y] + [y, x],
et donc L est une algèbre de Lie.

Proposition 1.1.9. Une algèbre de Leibniz L de dimension 2 de base {e1, e2} est soit
une algèbre de Lie, soit isomorphe à l’une des deux algèbres de Leibniz suivantes : celle
de crochet [e1, e1] = e2 (que l’on notera L2

1), ou celle de crochet [e1, e1] = [e1, e2] = e2 (que
l’on notera L2

2).

Démonstration. Soit L une algèbre de Leibniz de dimension 2 qui ne soit pas une algèbre
de Lie. Leib(L) 6= 0 car L n’est pas une algèbre de Lie, et Leib(L) 6= L car L n’est
pas abélienne. Donc Leib(L) est un sous-espace vectoriel de L de dimension 1. Soit donc
e1 ∈ L− {0} tel que e2 := [e1, e1] 6= 0 : Leib(L) = V ect(e2). De plus, e1 /∈ Leib(L) (sinon
e2 = [e1, e1] = 0 car Leib(L) abélien), donc {e1, e2} est une base de L.

On obtient le crochet (partiel) suivant sur cette base : [e1, e1] = e2, [e2, e2] = 0, [e2, e1] =
0. De plus, il existe α tel que [e1, e2] = αe2 car Leib(L) est un idéal de L. Deux cas se
présentent alors : soit α = 0, et on trouve alors L2

1, soit α 6= 0, et quitte à remplacer e1

par e′1 := 1
α
e1 et e2 par e′2 := 1

α2 [e1, e1], on peut supposer α = 1 et on trouve finalemement
L2

2.

Exemple 1.1.10. V ect(e2) est le seul idéal propre des deux algèbres de Leibniz L1
2 et L2

2,
il est de plus bilatère.

Définition 1.1.11. Soient L et L′ deux algèbres de Leibniz et f : L→ L′ une application
linéaire. On dit que f est un morphisme (d’algèbres de Leibniz) si elle vérifie l’identité
suivante :

f([x, y]L) = [f(x), f(y)]L′

Si de plus l’application est bijective, on parle alors d’isomorphisme.

Exemple 1.1.12. Il existe exactement deux familles à un paramètre g1,α et g2,α de mor-
phismes de L2

1 dans L2
2 définies par g1,α(e1) = α(f1 − f2), g1,α(e2) = 0 et g2,α(e1) =
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αf2, g2,α(e2) = 0, où on note {e1, e2} la base de L2
1 définie dans l’Exemple 1.1.9, et {f1, f2}

celle de L2
2 définie dans ce même exemple.

En effet, si on note g(e1) = αf1 + βf2 et g(e2) = α′f1 + β′f2, alors g([x, y]) =
[g(x), g(y)] ∀x, y ∈ L2

1 ⇔ α′ = β′ = 0, α = −β ou α′ = β′ = α = 0.

Définition 1.1.13. Soit L une algèbre de Leibniz. Un L-module est la donnée d’un espace
vectoriel M et de deux applications linéaires : [−,−]l : L⊗M →M et [−,−]r : M ⊗L→
M vérifiant : ∀x, y ∈ L, ∀m ∈M ,

(LLM) [x, [y,m]l]l = [[x, y],m]l + [y, [x,m]l]l,

(LML) [x, [m, y]r]l = [[x,m]l, y]r + [m, [x, y]]r,

(MLL) [m, [x, y]]r = [[m,x]r, y]r + [x, [m, y]r]l.

Un L-module est dit trivial si [−,−]l = [−,−]r = 0.

Définition 1.1.14. Soit L une algèbre de Leibniz. Un L-Lie-module est la donnée d’un
espace vectoriel M et d’une application linéaire : [−,−]l : L⊗M →M vérifiant (LLM).

Remarque 1.1.15. Si L est une algèbre de Lie, alors un L-Lie-module est simplement
un L-module, au sens usuel du terme pour une algèbre de Lie.

Exemple 1.1.16. Soit L une algèbre de Leibniz.

1. L est un L-module pour [−,−]l = [−,−]r = [−,−]L.

2. Si M est un L-Lie-module, il y a deux manières naturelles d’en faire un L-module :
soit en posant [−,−]r = 0, soit en posant [−,−]r = −[−,−]l ◦ τ , où τ(a, b) := (b, a).

Définition 1.1.17. Soit L une algèbre de Leibniz et M un L-Lie-module.

• En posant [−,−]r = 0, on définit un M-module dit antisymétrique.

• En posant [−,−]r = −[−,−]l ◦ τ , on définit un M-module dit symétrique.

Remarque 1.1.18. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite les deux appli-
cations [−,−]l et [−,−]r de la même façon que le crochet de L. Aucune confusion n’est
à redouter puisque les éléments impliqués nous montrent bien de quel crochet il s’agit.
Néanmoins, pour les désigner, on appelera le premier "action à gauche" et le deuxième
"action à droite". Un L-Lie-module est la donnée uniquement d’une action à gauche.

Proposition 1.1.19. Soit L une algèbre de Leibniz et K un idéal bilatère de L. Si K
est un idéal, alors le crochet [l, l′] := [l, l′], où l désigne la classe de l dans L/K, est bien
défini pour tout l, l′ ∈ L et vérifie l’identité de Leibniz.



1.1. GÉNÉRALITÉS 19

Démonstration. Il suffit de montrer que ce crochet est bien défini, le fait qu’il vérifie
l’identité de Leibniz découle immédiatement du fait que le crochet de L la vérifie.

Soient l, l′ ∈ L et k, k′ ∈ K. [l + k, l′ + k′] = [l, l′] + [k, l′] + [l, k′] + [k, k′], et
[k, l′], [l, k′], [k, k′] ∈ K car K est un idéal bilatère, donc le crochet est bien défini.

Exemple 1.1.20. Soit L une algèbre de Leibniz et K une sous-algèbre de L. L’espace
L/K admet la structure de K-module suivante :

[k, l]l := [k, l] et [l, k]r := [l, k].

Comme pour la proposition précédente, la seule chose à vérifier est que ce crochet est bien
défini. Or : ∀l ∈ L, ∀k, k′ ∈ K, [k, l + k′] = [k, l] + [k, k′] et [l + k, k′] = [l, k′] + [k, k′].
Donc, comme K est une sous-algèbre, [k, k′] ∈ K, et ainsi le crochet est bien défini.

Si de plus K est un idéal bilatère, alors la structure de module précédente est triviale
et l’espace L/K admet la structure de L-module (resp. de L/K-module) suivante :

[l′, l]l := [l′, l] et [l, l′]r := [l, l′] (resp [l′, l]l := [l′, l] et [l, l′]r := [l, l′]).

Comme ci-dessus, la seule chose à vérifier est que ce crochet est bien défini. Or : ∀l ∈ L,
∀k, k′ ∈ K, [l′, l + k] = [l′, l] + [l′, k] et [l + k, l′] = [l, l′] + [k, l′]. Donc, comme K est un
idéal, [l′, k], [k, l′] ∈ K, et ainsi le premier crochet est bien défini. Le deuxième l’est par la
Proposition 1.1.19.

Proposition 1.1.21. Soient L une algèbre de Leibniz et M1,M2 deux L-Lie-module.

1. Hom(M1,M2) est un L-Lie-module pour l’action définie pour tout l ∈ L, m ∈M et
f ∈ Hom(M1,M2) par :

[l, f ](m) = [l, f(m)]− f([l,m]).

2. M1 ⊗M2 est un L-Lie-module pour l’action définie pour tout l ∈ L,m1,m2 ∈ M

par :
[l,m1 ⊗m2] = [l,m1]⊗m2 +m1 ⊗ [l,m2].

Démonstration. 1. Soient l, l′ ∈ L et f ∈ Hom(M1,M2). Montrons que le crochet
défini dans la proposition vérifie bien

(LLM) : [l, [l′, f ]] = [[l, l′], f ] + [l′, [l, f ]].

On considère m ∈M puis on calcule séparément les trois termes de cette égalité :
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(a) [l, [l′, f ]](m) = [l, [l′, f(m)]]− [l, f([l′,m])]− [l′, f([l,m])] + f([l′, [l,m]]);

(b) [[l, l′], f ](m) = [[l, l′], f(m)]− f([[l, l′],m]);

(c) [l′, [l, f ]](m) = [l′, [l, f(m)]]− [l′, f([l,m])]− [l, f([l′,m])] + f([l, [l′,m]]).

Or puisque M2 et M1 sont deux L-Lie-module, on a les égalités suivantes :

[l, [l′, f(m)]]− [[l, l′], f(m)]− [l′, [l, f(m)]] = 0 ;

f([l′, [l,m]]) + f([[l, l′],m])− f([l, [l′,m]]) = 0.

Ainsi :

[l, [l′, f ]](m)− [[l, l′], f ](m)− [l′, [l, f ]](m)

= −[l, f([l′,m])]− [l′, f([l,m])]− (−[l′, f([l,m])]− [l, f([l′,m])])

= 0.

Ceci étant vrai pour toutm ∈M , on a bien pour tout l, l′ ∈ L et f ∈ Hom(M1,M2) :

[l, [l′, f ]] = [[l, l′], f ] + [l′, [l, f ]],

et donc le crochet construit dans la proposition défini bien une structure de L-Lie-
module sur Hom(M1,M2).

2. Soient l, l′ ∈ L et m1 ⊗ m2 ∈ M1 ⊗ M2. Montrons que le crochet défini dans la
proposition vérifie bien

(LLM) : [l, [l′,m1 ⊗m2]] = [[l, l′],m1 ⊗m2] + [l′, [l,m1 ⊗m2]].

On calcule séparément les trois termes de cette égalité :

On obtient pour le premier :

[l, [l′,m1 ⊗m2]] = [l, [l′,m1]]⊗m2 + [l′,m1]⊗ [l,m2]

+ [l,m1]⊗ [l′,m2] +m1 ⊗ [l, [l′,m2]],

pour le deuxième : [[l, l′],m1 ⊗m2] = [[l, l′],m1]⊗m2 +m1 ⊗ [[l, l′],m2],

et finalement pour le troisième :

[l′, [l,m1 ⊗m2]] = [l′, [l,m1]]⊗m2 + [l,m1]⊗ [l′,m2]

+ [l′,m1]⊗ [l,m2] +m1 ⊗ [l′, [l,m2]].
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Or puisqueM2 est un L-Lie-module : [l, [l′,m1]]⊗m2− [[l, l′],m1]⊗m2− [l′, [l,m1]]⊗
m2 = 0, et comme M2 est un L-Lie-module : m1 ⊗ [l, [l′,m2]] −m1 ⊗ [[l, l′],m2] −
m1 ⊗ [l′, [l,m2]] = 0. Ainsi :

[l, [l′,m1 ⊗m2]]− [[l, l′],m1 ⊗m2]− [l′, [l,m1 ⊗m2]]

= [l,m1]⊗ [l′,m2] + [l′,m1]⊗ [l,m2]

− ([l,m1]⊗ [l′,m2] + [l′,m1]⊗ [l,m2])

= 0.

On a finalement bien montré que pour tout l, l′ ∈ L et m1 ⊗m2 ∈M1 ⊗M2 :

[l, [l′,m1 ⊗m2]] = [[l, l′],m1 ⊗m2] + [l′, [l,m1 ⊗m2]],

et donc le crochet construit dans la proposition défini bien une structure de L-Lie-
module sur M1 ⊗M2.

Corollaire 1.1.22. Soient L une algèbre de Leibniz, K un idéal bilatère de L et M un L-
module. On considère A,B,C ∈ {K,L, L/K}. Pour p, q, r ∈ N, Hom(A⊗p⊗B⊗q⊗C⊗r,M)
est un L-Lie-module pour l’action à gauche suivante :

[l, f ](a⊗ b⊗ c) := [l, f(a⊗ b⊗ c)]− f([l, a]⊗ b⊗ c)− f(a⊗ [l, b]⊗ c)− f(a⊗ b⊗ [l, c]),

où a ∈ A⊗p, b ∈ B⊗q, c ∈ C⊗r et [l, x] :=
p∑

k=1
x1⊗· · ·⊗ [l, xk]⊗· · ·⊗xp si x = x1⊗· · ·⊗xp.

Remarque 1.1.23. Le L-module symétrique associé à ce L-Lie-module a pour action à
droite :

[f, l](a, b, c) := −[l, f(a, b, c)] + f([l, a], b, c) + f(a, [l, b], c) + f(a, b, [l, c]).

Il paraîtrait plus naturel de prendre pour action à droite :

[f, l](a, b, c) := [f(a, b, c), l]− f([a, l], b, c)− f(a, [b, l], c)− f(a, b, c),

cette action n’est pourtant en général pas compatible (au sens de la Définition 1.1.13)
avec celle à gauche définie dans le corollaire précédente.

Pour une algèbre de Leibniz L, M un L-module, et par soucis de concision, on notera
dans la suite :

• dlm(f)(x1, . . . xn+1) = f(x1, . . . , x̂l, . . . , [xl, xm], . . . , xn+1),
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• δk(f)(x1, . . . xn+1) = [xk, f(x1, . . . , x̂k, . . . , xn+1)],

• ∂(f)(x1, . . . xn+1) = [f(x1, . . . , xn), xn+1],

où f ∈ Hom(L⊗n,M), xi ∈ L.

Définition/Théorème 1.1.24. [Loday, 1994]

Soient L une algèbre de Leibniz et M un L-module.

On note Cn(L,M) := Hom(L⊗n,M) et dn : Hom(L⊗n,M) → Hom(L⊗(n+1),M)
l’application définie par :

dn :=
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)idij +

n∑
i=1

(−1)i−1δi + (−1)n+1∂.

Le couple (C∗(L,M), d∗) est un complexe de cochaînes, on l’appelle complexe de Loday
associé à L et à valeurs dans M .

Prouver ce théorème revient à montrer que d◦d = 0. On commence par montrer cette
égalité pour un L-module trivial (Lemme 1.1.25), puis pour un L-module dont l’action à
droite est nulle (Lemme 1.1.26), et enfin on prouve le théorème dans le cas général.

Lemme 1.1.25. Soit L une algèbre de Leibniz et M un L-module. Si M est trivial, alors
dn+1dn = 0 pour tout n ≥ 0.

Démonstration. On considère une application f ∈ Hom(L⊗n,M). Puisque nous nous
plaçons dans le cas d’une action triviale, la différentielle de f est définie par :

dn(f) :=
∑

1≤l<m≤n+1
(−1)ldlm(f).

On cherche à calculer :

dn+1dn(f) =
∑

1≤i<j≤n+2
1≤l<m≤n+1

(−1)l+idijdlm(f).

On découpe la somme de la façon suivante :

dn+1dn(f) =
∑

1≤i≤l<m≤n+1
(−1)l+idi,l+1dlm(f) +

∑
1≤i<m+1

1≤l<m≤n+1

(−1)l+idi,m+1dlm(f)

+
∑

1≤i<j≤n+2
1≤l<m≤n+1
j /∈{l+1,m+1}

(−1)l+idijdlm(f).
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Pourquoi ce choix ? Puisque si j /∈ {m+1, l+1}, les crochets ne se rencontrent pas aux deux
étapes de la composition. On va avoir dans ce cas de simples formules de commutation
du type d ◦ d = d ◦ d. Dans les autres cas, l’annulation des termes vient de ce que le
crochet vérifie l’identité de Leibniz. Des calculs immédiats montrent que l’on obtient plus
précisément les relations suivantes :

1. ∀ 1 ≤ i < j ≤ l < m ≤ n+ 1, dijdlm = dl+1,m+1dij,

2. ∀ 1 ≤ i ≤ l < j − 1 < m ≤ n+ 1, dijdlm = dl+1,m+1di,j−1,

3. ∀ 1 ≤ l < i < j ≤ m ≤ n+ 1, dijdlm = dl,m+1di−1,j−1.

4. ∀ 1 ≤ l < i ≤ m ≤ n+ 1, dl,m+1di−1,m − di,m+1dl,m + dl,idi−1,m = 0.

Grâce aux trois premières relations, on montre que le dernier terme de la somme est nul :

∑
1≤i<j≤n+2
1≤l<m≤n+1
j /∈{l+1,m+1}

(−1)l+idijdlm =
 ∑

1≤i<j≤l<m≤n+1
(−1)l+idijdlm +

∑
1≤l<m<i<j≤n+2

(−1)l+idijdlm



+
 ∑

1≤i≤l<j≤m≤n+1
(−1)l+idijdlm +

∑
1≤l<i≤m<j≤n+2

(−1)l+idijdlm


+
 ∑

1≤l<i<j≤m≤n+1
(−1)l+idijdlm +

∑
1≤i≤l<m<j≤n+2

(−1)l+idijdlm


=

∑
1≤i<j≤l<m≤n+1

(−1)l+i(dijdlm − dl+1,m+1dij)

+
∑

1≤i≤l<j−1<m≤n+1
(−1)l+i(dijdlm − dl+1,m+1di,j−1)

+
∑

1≤l<i<j≤m≤n+1
(−1)l+i)(dijdlm − dl,m+1di−1,j−1)

= 0.

Puis grâce à la dernière relation, on montre que les deux premiers termes de la somme
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s’annulent :

∑
1≤i≤l<m≤n+1

(−1)l+idi,l+1dlm +
∑

1≤i<m+1
1≤l<m≤n+1

(−1)l+idi,m+1dlm

=
∑

i≤l<m≤n+1
(−1)l+idi,l+1dlm +

∑
i<m+1

l<m≤n+1

(−1)l+idi,m+1dlm

=
∑

i≤l<m≤n+1
(−1)l+idi,l+1dlm

+
∑

l<i≤m≤n+1
(−1)l+idi,m+1dlm +

∑
i≤l<m≤n+1

(−1)l+idi,m+1dlm

=
∑

1≤l<i≤m≤n+1
(−1)l+i+1(dl,idi−1,m − di,m+1dl−1,m + dl,m+1di−1,m)

= 0.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Lemme 1.1.26. Soit L une algèbre de Leibniz etM un L-module. Si M vérifie [M,L] = 0,
alors dn+1dn = 0 pour tout n ≥ 0.

Démonstration. La différentielle de f est définie par :

dn(f) :=
∑

1≤l<m≤n+1
(−1)ldlm(f) +

∑
1≤k≤n

(−1)k−1δk(f).

D’après le lemme précédent, seuls les termes suivants de dn+1dn sont a priori non nuls :

∑
1≤i<j≤n+2

1≤k≤n

(−1)i+k−1dijδk(f) +
∑

1≤i<j≤n+1
1≤k≤n+1

(−1)i+k−1δkdij(f) +
∑

1≤l≤n+1
1≤k≤n

(−1)l+kδlδk(f). (1.1)

Par des calculs immédiats, on montre les relations de commutations suivantes :

1. Pour 1 ≤ i < j ≤ n+ 1, dijδj−1 − δiδj−1 + δjδi = 0,

2. pour 1 ≤ i < j ≤ k ≤ n, dijδk = δk+1dij,

3. pour 1 ≤ k < i < j ≤ n+ 1, dijδk = δkdi−1,j−1,

4. pour 1 ≤ i ≤ k < j − 1 ≤ n, dijδk = δk+1di,j−1.

On découpe la première somme de (1.1) en deux parties et on étudie séparément les deux
termes obtenus :

∑
1≤i<j≤n+2

1≤k≤n

(−1)i+k−1dijδk =
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)i+jdijδj−1 +

∑
1≤i<j≤n+2

1≤k≤n
k 6=j−1

(−1)i+k−1dijδk.
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D’après l’assertion 1., on a dans un premier temps :

∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jdijδj−1 =
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)i+jδiδj−1 −

∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jδjδi

= −
∑

1≤l≤n+1
1≤k≤n

(−1)l+kδlδk.

D’après les assertions 2., 3. et 4., on obtient ensuite :

∑
1≤i<j≤n+2

1≤k≤n
k 6=j−1

(−1)i+k−1dijδk = −
∑

1≤i<j≤n+1
1≤k≤n+1

(−1)i+k−1δkdij.

Ceci permet de conclure quant à la nullité de dn+1dn en réintégrant ces relations à (1.1).

Démonstration du théorème. La différentielle de f est désormais définie par :

dn(f) :=
∑

1≤l<m≤n+1
(−1)ldlm(f) +

∑
1≤k≤n

(−1)k−1δk(f) + (−1)n+1∂(f).

D’après les résultats issus des Lemmes 1.1.25 et 1.1.26, les seuls termes restant au calcul
de dn+1dn sont :

dn+1dn =
∑

1≤i<j≤n+2
(−1)n+i−1dij∂ +

∑
1≤i<j≤n+1

(−1)n+i∂dij

+
∑

1≤k≤n+1
(−1)n+kδk∂ +

∑
1≤k≤n

(−1)n+k+1∂δk − ∂2.

On calcule les relations suivantes :

1. ∀ 1 ≤ i < j ≤ n+ 1, dij ◦ ∂ = ∂ ◦ dij,

2. dn+1,n+2∂ = ∂2 + δn+1∂,

3. ∀ 1 ≤ k ≤ n, δk∂ = ∂δk + dk,n+2∂.



26 CHAPITRE 1. PRÉAMBULE SUR LES ALGÈBRES DE LEIBNIZ

On obtient donc, en regroupant les termes pour utiliser ces relations :

d2 =
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)n+i−1 (dij∂ − ∂dij)

+
∑

1≤k≤n
(−1)n+k(δk∂ − ∂δk − dk,n+2∂)

+ dn+1,n+2∂ − δn+1∂ − ∂2

=0.

Ceci termine la preuve du théorème.

Remarque 1.1.27. Il existe au moins une autre preuve de ce théorème (voir par exemple
[13]) plus habituelle, mais nous exposons ici celle-ci dans le but d’introduire certaines
relations de commutation entre les applications dij, δk et ∂, qui seront réutilisé dans le
chapitre 3.

Exemple 1.1.28.

1. Pour n = 0, on obtient :

d0 : Hom(L⊗0,M) 'M → Hom(L,M)

m 7→ d0m : l 7→ −[m, l].

2. Pour n = 1, on obtient :

d1 : Hom(L,M) → Hom(L⊗2,M)

f 7→ d1f : x⊗ y 7→ −f([x, y]) + [x, f(y)] + [f(x), y].

3. Pour n = 2, on obtient :

d2f(x1 ⊗ x2 ⊗ x3) = −f([x1, x2]⊗ x3) + f(x1 ⊗ [x2, x3])− f(x2 ⊗ [x1, x3])

+[x1, f(x2 ⊗ x3)]− [x2, f(x1 ⊗ x3)]− [f(x1 ⊗ x2), x3].

Remarque 1.1.29. Dans le cas oùM = L, les exemples ci-dessus amènent les remarques
suivantes, pouvant motiver la définition de la différentielle :
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1. d0m = 0 ⇔ m ∈ Zg(L), où Zg(L) est l’idéal à droite (appelé centre à droite) de L
défini par Zg(L) := {m ∈ L | [m,L] = 0},

2. d1f = 0⇔ f est une dérivation à gauche sur L,

3. Soit (L, [·, ·]) une algèbre (au sens général). L est une algèbre de Leibniz si et seule-
ment si d2([·, ·]) = 0 (d est évidemment bien définie sur toute algèbre).

Définition 1.1.30. Soit L une algèbre de Leibniz. Un L-comodule est la donnée d’un
espace vectoriel M et de deux applications linéaires : [−,−]l : L ⊗M → M et [−,−]r :
M ⊗ L→M vérifiant : ∀x, y ∈ L, ∀m ∈M ,

(LLM)’ [[x, y],m]l = [x, [y,m]l]l + [y, [m,x]r]l,

(LML)’ [y, [m,x]r]l = [[y,m]l, x]r + [[x, y],m]l,

(MLL)’ [[m,x]r, y]r = [m, [x, y]]r + [[m, y]r, x]r.

Un comodule est dit trivial si [−,−]l = [−,−]r = 0.

Proposition 1.1.31. Un L-module est le dual d’un L-comodule dans le sens suivant :

SiM est un L-comodule, alorsM∗ est un L-module pour les actions définies ci-dessous.

1. [x, α]l(m) := α([m,x]r) pour tout α ∈M∗, x ∈ L et m ∈M ,

2. [α, x]r(m) := α([x,m]l) pour tout α ∈M∗, x ∈ L et m ∈M ,

Démonstration. Soient α ∈M∗, x, y ∈ L et m ∈M .

On calcule d’un côté :

• [x, [y, α]l]l(m) = α([[m,x]r, y]r),

• [[x, y], α]l(m) = α([[m, [x, y]r),

• [y, [x, α]l]l(m) = α([[m, y]r, x]r).

Par la relation (MLL)′ : α([[m,x]r, y]r) = α([m, [x, y]]r) + α([[m, y]r, x]r), et donc les
crochets vérifient bien (LLM).

Puis :

• [x, [α, y]r]l(m) = α([y, [m,x]r]l),

• [[x, α]l, y]r(m) = α([y,m]l, x]]r),

• [α, [x, y]]r(m) = α([[x, y],m]l).
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Par la relation (LML)′ : α([y, [m,x]r]l) = α([y,m]l, x]]r) + α([[x, y],m]l), et donc les
crochets vérifient bien (LML).

Et finalement :

• [α, [x, y]]r(m) = α([[x, y],m]l),

• [[α, x]r, y]r(m) = α([x, [y,m]l]l),

• [x, [α, y]r]l(m) = α([y, [m,x]r]l).

Par la relation (LLM)′ : α([[x, y],m]l) = α([x, [y,m]l]l) + α([y, [m,x]r]l), et donc les cro-
chets vérifient bien (MLL).

Ainsi M∗ est bien un L-module pour les actions définies dans la proposition.

Définition/Théorème 1.1.32. [Loday, 1994]

Soient L une algèbre de Leibniz et M un L-comodule. On note Cn(L,M) := L⊗n⊗M
et dn : L⊗n⊗M → L⊗(n−1)⊗M l’application définie par : ∀ x1, . . . , xn ∈ L,∀m ∈M, ∀f ∈
Hom(L⊗n,M),

dn(x1 ⊗ · · ·⊗xn ⊗m) :=∑
1≤i<j≤n

(−1)ix1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ · · · ⊗ xj−1 ⊗ [xi, xj]⊗ xj+1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗m

+
∑

1≤i≤n−1
(−1)i−1x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ [m,xi]

+ (−1)nx1 ⊗ · · · ⊗ xn−1 ⊗ [xn,m].

Le couple (C∗(L,M), d∗) est un complexe de chaînes.

Démonstration. Une preuve de ce théorème (pour les algèbres de Leibniz à droite) est
explicitée par J.-L. Loday et T. Pirashvili dans son article [14].

Exemple 1.1.33. On obtient les premières différentielles suivantes, où x, y ∈ L et m ∈
M :

1. d1(x⊗m) = −[x,m],

2. d2(x⊗ y ⊗m) = −[x, y]⊗m+ y ⊗ [m,x] + x⊗ [y,m].

Remarque 1.1.34. Une motivation pour choisir cette définition de différentielle peut
être la suivante : (d1 ◦d2)(x⊗y⊗m) = [[x, y],m]− [x, [y,m]]− [y, [m,x]]. Donc d1 ◦d2 = 0
équivaut à ce que les actions de L sur M vérifient l’identité (LLM)′.
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Définition 1.1.35. Soient C∗ et D∗ deux complexes de cochaînes.

1. Un morphisme de complexes de cochaînes φ∗ : C∗ → D∗ est une famille φ = (φn)n
de morphismes d’espaces vectoriels φn : Cn → Dn vérifiant φn+1 ◦ dnD = dnC ◦ φn.

2. Un isomorphisme de complexes est un morphisme vérifiant de plus que chaque φn
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes qui induit des isomor-
phismes d’espaces vectoriels au niveau cohomologique.

Remarque 1.1.36. Un isomorphisme est en particulier un quasi-isomorphisme.

Remarque 1.1.37. On définit de même ces objets pour les complexes de chaînes.

Proposition 1.1.38. Soient L une algèbre de Leibniz et M un L-comodule. On considère
M∗ comme un L-module au sens de la Proposition 1.1.31. Alors le complexe de Loday est
isomorphe au dual gradué du complexe de chaînes de l’algèbre de Leibniz L dans le sens
suivant :

Cn(L,M∗) ' (Cn(L,M))∗

Démonstration. On fixe n ∈ N. Lorsque M est de dimension finie, on a les isomorphismes
d’espaces vectoriels suivant :

Cn(L,M∗) ' Hom(L⊗n,M∗) ' Hom(L⊗n ⊗M,R) = (Cn(L,M))∗.

On note ψn la composée de ces deux isomorphismes. La différentielle sur (Cn(L,M))∗

est définie comme suit : dn(Cn)∗(f̃) := f̃ ◦ dn+1. Il s’agit de montrer que (ψn+1 ◦ dn)(f) =
(dn(Cn)∗ ◦ ψn)(f) = ψn(f) ◦ dn+1.

D’une part :

ψn(f) ◦ dn+1(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1 ⊗m) :=∑
1≤i<j≤n+1

(−1)iψ(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ · · · ⊗ xj−1 ⊗ [xi, xj]⊗ xj+1 ⊗ . . . xn ⊗m)

+
n∑
i=1

(−1)i−1ψ(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ · · · ⊗ xn+1 ⊗ [m,xi])

+ (−1)nψ(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ [xn+1,m]).

D’autre part, en reprenant la Proposition 1.1.31, on trouve bien la même expression en
calculant (ψn+1 ◦ dn)(f).

Ainsi on a bien l’isomorphisme demandé : Cn(L,M∗) ' (Cn(L,M))∗.
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1.2 Aparté : algèbre de Leibniz à droite

Si on choisit de travailler avec des algèbres de Leibniz à droite, voici ce qu’il convient de
modifier :

• Le crochet vérifie l’identité de Leibniz à droite : [x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y].

• Un L-module est défini de la façon suivante :

(LLM) [x, [y,m]l]l = [[x, y],m]l − [[x,m]l, y]r,

(LML) [x, [m, y]r]l = [[x,m]l, y]r − [[x, y],m]l,

(MLL) [m, [x, y]]r = [[m,x]r, y]r − [[m, y]r, x]r.

• Cn(L,M) := M ⊗ L⊗n

• La différentielle en cohomologie devient la suivante :

dnf(x1, . . . , xn+1) :=∑
1≤i<j≤n+1

(−1)j−1f(x1, . . . , xi−1, [xi, xj], xi+1, . . . , x̂j . . . xn+1)

+
n∑
i=2

(−1)i[f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1), xi]+

+ [x1, f(x2, . . . , xn+1)].

• De même que précédemment, il existe la caractérisation suivante : L est une algèbre
de Leibniz à droite si et seulement si d2([·, ·]) = 0.

• Un L-comodule M est défini par les trois relations suivantes :

(LLM)’ [[x, y],m]l = [x, [y,m]l]l − [y, [x,m]l]l,

(LML)’ [y, [m,x]r]l = [[y,m]l, x]r − [m, [x, y]]r,

(MLL)’ [[m,x], y]r = [m, [x, y]]r − [[y,m]l, x]r.

• La différentielle en homologie devient, pour un L-comodule M :

dn(m⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn) := ∑
1≤i<j≤n

(−1)j+1m⊗x1⊗···⊗xi−1⊗[xi,xj ]⊗xi+1⊗···⊗x̂j⊗···⊗xn

+
n∑
i=2

(−1)i[xi,m]⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ x̂i ⊗ · · · ⊗ xn

+[m,x1]⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn.
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Préambule sur les suites spectrales

2.1 Généralités

Sauf mention contraire, dans cette section r désignera un entier naturel et p, q des entiers
relatifs.

Définition 2.1.1. Une suite spectrale est la donnée de deux éléments :

1. Une famille d’espaces vectoriels E := {Ep,q
r }p,q,r,

2. Une famille de différentielles d := {dp,qr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r }p,q,r.

On obtient donc une famille de complexes de cochaînes :

{(C∗p,q,r, d∗p,q,r) := (Ep+r(∗−p−q),q+(−r+1)(∗−p−q)
r , dp+r(∗−p−q),q+(−r+1)(∗−p−q)

r )}p,q,r.

On demande enfin qu’il existe des isomorphismes :

Ep,q
r+1 ' Hp+q(C∗p,q,r, d∗p,q,r).

On appelle page Er (ou page r) d’une suite spectrale (E, d) le couple ({Ep,q
r }p,q, {dp,qr }p,q),

où parfois par abus de language simplement la famille {Ep,q
r }p,q.

31
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Remarque 2.1.2. A quoi ressemblent les premières pages d’une suite spectrale (E, d) ?

1. Les complexes qui constituent la page E0 ont pour espaces sous-jacents C∗p,q,0 =
Ep,∗−p

0 , et pour différentielles en degré p+ q : dp+q
p,q,0 = dp,q0 : Ep,q

0 → Ep,q+1
0 .

On peut représenter cette page E0 par la Figure 2.1, où le point de coordonnées
(p, q) représente l’espace Ep,q

0 et les flèches les différentielles.

p

q

Figure 2.1 : Page E0.

D’après la Définition 2.1.1, on a :

Ep,q
1 ' Hp+q(Ep,∗−p

0 )

' Ker(dp,q0 : Ep,q
0 → Ep,q+1

0 )/Im(dp,q−1
0 : Ep,q−1

0 → Ep,q
0 ).

On peut remarquer que l’espace Ep,q
1 est isomorphe à un sous-quotient de Ep,q

0 . Cette
assertion est en fait vraie à chaque page :

∀r ≥ 0, Ep,q
r+1 est isomorphe à un sous-quotient de Ep,q

r .

En effet :

Ep,q
r+1 = Hp+q(Ep+r(∗−p−q),q+(−r+1)(∗−p−q)

r )

= Ker(dp,qr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1)/Im(dp,q−1

r : Ep−r,q+r−1
r → Ep,q).

En particulier, si Ep,q
r = {0} pour un certain triplet p, q, r, alors Ep,q

r′ = {0} pour
tout r′ ≥ r.

2. La page E1 de la suite spectrale E est traversée par les complexes suivants :

(E∗−q,q1 , d∗p,q,1 = d∗−q,q1 : E∗−q,q1 → E∗−q+1,q
1 ).

La différentielle de degré p + q est donc la suivante : dp+q
p,q,1 = dp,q1 : Ep,q

1 → Ep+1,q
1 .

De même que pour la page précédente, on peut représenter cette page E1 (voir la
Figure 2.2).
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p

q

Figure 2.2 : Page E1.

On obtient ensuite la deuxième page comme étant la cohomologie suivante : Ep,q
2 =

Hp+q(E∗−q,q1 ).

3. De la même manière, les complexes de E2 sont :

(E2∗−2q−p,−∗+2q+p
2 , d2∗−2q−p,−∗+2q+p

2 ).

La différentielle en degré p+ q est donc la suivante : dp+q
p,q,2 = dp,q2 : Ep,q

2 → Ep+2,q−1
2 ,

comme illustré par la Figure 2.3.

p

q

Figure 2.3 : Page E2.

Remarque 2.1.3. On peut remarquer que dans les trois exemples précedents, si on
appelle p + q le degré total de Ep,q

r , la différentielle partant d’un espace de degré total
p+ q arrive dans un espace de degré total p+ q + 1 (voir Figure 2.4).

Ceci se généralise à toutes les pages. En effet, une différentielle ayant pour espace de
départ Ep,q

r , avec p+q = n, arrive dans l’espace Ep+r,q−r+1
r , de degré total p+r+q−r+1 =

p+ q + 1 = n+ 1.
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p

q

d0

d1

d2

d3

Degré total 2

Degré total 3

Figure 2.4 : Différentielles.

Exemple 2.1.4. On considère la suite spectrale dont les espaces de la page E0 sont :

Ep,q
0 :=


R2 si p, q positifs

{0} sinon,

et les différentielles dp,q0 (x, y) := (y, 0) pour tout p, q positifs (Voir Figure 2.5).

p

q

R2

R2

R2

R2

R2

R2

R2

R2

R2

0 0

Figure 2.5 : Page E0 - Exemple 2.1.4
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On calcule immédiatement que Ep,0
1 = Ker(dp,00 ) ' R pour p ≥ 0, et que Ker(dp,q0 ) '

Im(dp,q−1
0 ) pour tout couple (p, q) vérifiant p ≥ 0 et q ≥ 1.

On obtient donc la page E1 suivante (voir Figure 2.6) :

Ep,q
1 '


R si p ≥ 0 et q = 0

{0} sinon.

On considère la différentielle suivante : d2p+1,0
1 = 0, d2p,0

1 (x) = λp · x, pour des λp réels
non nuls.

p

q

R R R

0 0 0

0 0 0

Figure 2.6 : Page E1 - Exemple 2.1.4

On obtient donc la deuxième page suivante représentée par la figure 2.7.

p

q

R0 0

0 0 0

0 0 0

Figure 2.7 : Page E2 - Exemple 2.1.4

Finalement, la différentielle d2 est forcément nulle, et donc la page E3 sera la même
que la page E2. De plus, puisque les diagonales de degré total pair sont nulles, toutes les
différentielles supérieures sont nulles, et ainsi : ∀r ≥ 2, Er = E2.
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Exemple 2.1.5. On considère désormais la suite spectrale dont la page E0 est constituée
des espaces :

Ep,q
0 :=


R3 si q ≥ 0

{0} sinon,

et des différentielles dp,q0 (x, y, z) := (y + z, 0, 0) pour tout (p, q) tels que q ≥ 0.

Des calculs élémentaires donnent les résultats suivants :

• ∀q ≥ 0, Ker(dp,q0 ) = {(x, y, z) ∈ R3 | y + z = 0}

• ∀q ≥ 0, Im(dp,q0 ) = {(x, y, z) ∈ R3 | y = z = 0}.

On obtient donc la première page suivante :

Ep,q
1 '



R2 si q = 0

R si q ≥ 1

{0} sinon.

Les seules différentielles non nulles de cette première page seront celles entre les espaces
isomorphes à R2, que l’on choisit comme suit : dp,q1 (x, y) := (y, 0).

On obtient donc comme deuxième page :

Ep,q
2 '


R si q ≥ 1

{0} sinon.

Comme dans l’exemple précédent, toutes les différentielles supérieures sont nulles, et
donc pour tout r ≥ 2, Er = E2.
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Définition 2.1.6. Une suite spectrale (E, d) est dite :

• Bornée s’il existe r ≥ 0 tel que pour tout n ∈ N, il n’y a qu’un nombre fini d’espaces
Ep,n−p
r non nuls.

• Minorée s’il existe r ≥ 0 tel que pour tout n ∈ N, les espaces Ep,n−p
r sont nuls à

partir d’un certain rang p.

• Stationnaire si pour tout (p, q), il existe une page r telle que Ep,q
r′ =Ep,q

r pour tout
r′ ≥ r. On note Ep,q

∞ cet espace.

Proposition 2.1.7. Une suite spectrale bornée est stationnaire.

Démonstration. On considère (E, d) une suite spectrale bornée. On fixe p, q ∈ Z. Les
espaces de la diagonale de degré total p + q + 1 sont nulles à partir d’un certain rang p,
donc les différentielles sortante de Ep,q

r seront également nulles pour r assez grand.

Un constat similaire pour la diagonale de degré total p+ q − 1 permet de conclure la
même chose pour les différentielles entrantes.

On a bien montré qu’à partir d’un certain rang r, les différentielles qui concernent
l’espace Ep,q

r sont nulles, et donc que pour tout r′ ≥ r, Ep,q
r ' Ep,q

r . Ceci étant valable
pour tout p, q, (E, d) est bien stationnaire.

Exemple 2.1.8.

1. La suite spectrale de l’Exemple 2.1.4 est bornée, donc stationnaire. On a même vu
que E∞ = E1.

2. Celle de l’Exemple 2.1.5 est seulement minorée, mais tout de même stationnaire :
E∞ = E2.

Exemple 2.1.9. Suite spectrale nulle en dehors du premier quadrant.

Soit (E, d) une suite spectrale telle qu’à une certaine page r, Ep,q
r = 0 dès que p ≤ −1

ou q ≤ −1. Une telle suite est bornée puisque pour chaque n, #{Ep,n−p
r 6= 0} ≤ n + 1.

D’après la Remarque 2.1.2., cette propriété de nullité se propage à toutes les pages qui
suivent.

On fixe des indices p et q.

• si r > q + 1, alors la différentielle partant de Ep,q
r est nulle, en effet :

dp,qr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r = {0}.
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• si r > p, alors la différentielle arrivant sur Ep,q
r est nulle, en effet :

dp−r,q+r−1
r : Ep−r,q+r−1

r = {0} → Ep,q
r .

Ainsi dès que r > max(p, q + 1), les différentielles qui concernent l’espace Ep,q
r sont

nulles, et donc Ep,q
r′ =Ep,q

r pour tout r′ ≥ r. Comme on l’a énoncé ci-dessus, la suite est
bien stationnaire.

Exemple 2.1.10. Une suite spectrale nulle en dehors du demi-plan gauche est minorée,
mais non bornée.

Définition 2.1.11. Soient (E, d) et (E ′, d′) deux suites spectrales. Un morphisme f :
(E, d)→ (E ′, d′) est une famille d’applications {fp,qr : Ep,q

r → E
′p,q
r }p,q,r vérifiant :

• ∀r ≥ 0, d′rfr = frdr,

• ∀r ≥ 0, fr+1 est l’application induite par fr en cohomologie.

Un isomorphisme de suites spectrales est un morphisme tel que pour un certain r, les
applications fp,qr soient des isomorphismes pour tout p, q.

Proposition 2.1.12. Soit f : E → E ′ un isomorphisme de suites spectrales. Alors à
partir d’un certain rang r, tous les fp,qr sont des isomorphismes. Si de plus (E, d) et
(E ′, d′) sont bornées, alors tous les fp,q∞ : Ep,q

∞ → E
′,p,q
∞ sont des isomorphismes.

Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans [16] page 321 (Théorème 1.1).

Définition 2.1.13. Une filtration d’un espace vectoriel E est une famille FE := (FpE)p
de sous-espaces vectoriels de E vérifiant :

· · · ⊂ FpE ⊂ Fp−1E ⊂ · · · .

On appelle (E,F) un espace filtré.

La filtration est de plus dite exhaustive si E = ∪FpE, séparée si ∩FpE = {0} et finie
s’il existe s ≥ t ∈ Z tels que F sE = {0} et F tE = E.

Remarque 2.1.14. Une telle filtration est plus précisément dite décroissante, elle est
dite croissante si les inclusions de la définition ci-dessus sont inversées.

Exemple 2.1.15. Les espaces Rn[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à n consti-
tuent une filtration (croissante) exhaustive et séparée, mais non finie, de R[X].
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Définition 2.1.16.

1. Une suite spectrale minorée est dite convergente s’il existe une famille H := {Hn}n
d’espaces vectoriels, chacun admettant une filtration exhaustive et séparée FHn,
telle que :

∀p, q ∈ Z, Ep,q
∞ ' FpHp+q/Fp+1Hp+q.

2. Une suite spectrale bornée est dite convergente s’il existe une famille {Hn}n d’espaces
vectoriels, chacun admettant une filtration finie F sHn, telle que :

∀p, q ∈ Z, Ep,q
∞ ' FpHp+q/Fp+1Hp+q.

Dans les deux cas, on note Ep,q
0 ⇒ Hp+q et on dit que (E, d) converge vers H.

Exemples 2.1.17.

• La suite spectrale bornée de l’Exemple 2.1.4 converge vers la famille {Hn ' R}n
munie de la filtration triviale : FpHn ' R si p = n, FpHn ' {0} sinon.

• Celle minorée de l’Exemple 2.1.5 converge vers la famille {H0 := R}∪{Hn := Rn}n≥1

munie de la filtration suivante :

– si n = 0 : F0H0 ' R et F1H0 ' {0},

– si n ≥ 1 : FpHn ' Rn−p ∀p ∈ [0, n].

Le théorème suivant nous montre que cette notion de convergence est bien consistante.

Théorème 2.1.18. Soient E et E ′ deux suites spectrales minorées qui convergent respec-
tivement vers H et H ′. S’il existe un isomorphisme f : E → E ′, alors tout morphisme
h : H → H ′ compatible avec f est un isomorphisme.

Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans [20] page 126 (Théorème de conpa-
raison 5.2.12).

2.2 Suites spectrales issues d’une filtration

Définition 2.2.1. Une filtration d’un complexe de cochaînes C est une famille FC :=
(FpC)p∈Z de sous-complexes de C vérifiant :

· · · ⊂ FpC ⊂ Fp−1C ⊂ · · · .
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On appelle (C,F) un complexe filtré.

La filtration est de plus dite :

1. minorée si pour tout n ≥ 0, il existe s ∈ N tel que F sCn = {0},

2. majorée si pour tout n ≥ 0, il existe t ∈ N tel que F tCn = Cn,

3. bornée si elle est minorée et majorée (ou de façon équivalente si pour chaque n, la
filtration de Cn est finie).

Remarque 2.2.2.

• Les notions de filtrations exhaustives et séparées s’exportent aisément depuis la
Définition 2.1.13.

• Si C est un complexe positif (i.e. : Cn n’est défini que pour n ≥ 0) , on dit que la
filtration est canoniquement bornée si F0C = C et que Fn+1Cn = {0} pour tout
n ≥ 0.

Exemple 2.2.3. D’après [8], de G. Hochschild et J.-P. Serre.

On considère une algèbre de Lie A, un A-moduleM (au sens de Lie) et une sous-algèbre
K de A. A l’algèbre A, on associe le complexe positif Λ(A,M) dont les espaces sous-jacents
sont les Λn(A,M) et la différentielle est celle donnée par la Définition/Théorème 1.1.24.

On pose F0C := C, et pour tout n ≥ 0, on définit les sous-espaces de Cn suivants :

FpCn(A,M) =


{f :A⊗n→M | f(a1,...,an)=0 si ∃ai0 ,...,ain−p∈K} si p ∈ [0, n],

{0} si p ≥ n+ 1.

On a bien les inclusions FpCn ⊂ Fp−1Cn pour tout p, n. De plus, on deduit de l’expression
suivante que si f ∈ FpCn, alors df ∈ FpCn+1 :

dnf(x1, . . . , xn+1) =
∑

1≤i<j≤n+1
(−1)if(x1, . . . , x̂i, . . . , xj−1, [xi, xj], xj+1, . . . , xn+1)

+
n+1∑
i=1

(−1)i−1[xi, f(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)]

+ (−1)n−1[f(x1, . . . , xn), xn+1].

Donc les FpC sont des sous-complexes, et (C,F) est bien un complexe filtré, sa filtration
est de plus canoniquement bornée.
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Exemple 2.2.4. D’après [7], de G. Hochschild et J.-P. Serre.

On considère un groupe G, un G-module M (i.e. : un ensemble sur lequel G agit)
et un sous-groupe distingué K de G. On note A(G,M) le complexe positif des cochaînes
normalisées de G à valeurs dansM (i.e. : dont le nieme espace est composé des morphismes
de Gn dans M nuls si l’un des argument est le neutre e de G). La différentielle de ce
complexe est définie comme suit :

dn(f)(g1, . . . , gn+1) := g1 · f(g2, . . . , dn+1)

+
n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

On filtre le complexe de la façon suivante : pour tout p ∈ [0, n], on pose :

FpAn(G,M) := {f : Gn →M | f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn−p, gn−p+1, . . . , gn)},

où g désigne la classe de g dans G/K, et on prend pour convention : Fn+1Cn(A,M) = {0}.

On montre comme dans l’exemple précédent que ces espaces forment bien une filtration
canoniquement bornée de A.

Lemme 2.2.5. Si (Fp)p est une filtration du complexe de chaînes (Cn, dn), alors les es-
paces F p := {f ∈ Hom(Cn,K) | f|Fp = 0} définissent une filtration du complexe de
cochaînes (Cn := Hom(Cn,K), dn), où dn(f)(x) := f(dn(x)).

De plus, par ce procédé, une filtration croissante deviendra décroissante (et inverse-
ment) et une filtration exhaustive deviendra séparé (et inversement).

Démonstration. Soit (FpCn)p est une filtration du complexe de chaînes (Cn, dn). C’est-à-
dire que dn(FpCn) ⊂ FpCn−1.

Soit f ∈ F pCn := {f ∈ Hom(Cn,M) | f|FpCn = 0}.

On a tout d’abord F pCn ⊂ F pCn+1 pour tout p, n, puis :

dnf(FpCn+1) = f(dn+1(Fp+1Cn)) ⊂ f((FpCn)) = 0,

Donc dn(F pCn) ⊂ F pCn+1, et (F pCn)p est bien une filtration (croissante) de (Cn, dn).
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Proposition 2.2.6. Si (C,F) est un complexe filtré, alors on peut construire une suite
spectrale de page E0 définie comme suit :

∀p, q ∈ Z, Ep,q
0 := FpCp+q

Fp+1Cp+q ,

et dont les différentielles dp,qr sont induites par la différentielle de C.

Démonstration. Tout d’abord, Fp+1Cp+q est bien un sous-espace de FpCp+q d’après la
Définition 2.2.1. De plus, toujours d’après cette dernière, la différentielle de C vérifie
d(FpCp+q) ⊂ FpCp+q+1 et d(Fp+1Cp+q) ⊂ Fp+1Cp+q+1, donc induit bien une application
dp,q0 : Ep,q

0 = FpCp+q

Fp+1Cp+q −→ Ep,q+1
0 = FpCp+q+1

Fp+1Cp+q+1 .

Pour tout r ≥ 1 et p, q ∈ Z, on va maintenant construire des sous-quotients Ep,q
r de

Ep,q
0 , et des différentielles dp,qr : Ep,q

r → Ep+r,q−r+1
r . On montrera ensuite que ces espaces

forment bien une suite spectrale.

On fixe r ≥ 1 et p, q ∈ Z.

Pour construire dr, on s’appuie sur la différentielle dp,q0 : Ep,q
0 → Ep,q+1

0 , issue de
d : FpCp+q → FpCp+q+1. La première contrainte est que l’espace d’arrivée doit être un
sous-quotient de Ep+r,q−r+1

0 = Fp+rCp+q+1/Fp+r+1Cp+q+1. Il faut donc trouver un sous-
espace Zp,q

r de FpCp+q vérifiant d(Zp,q
r ) ⊂ Zp+r,q−r+1

r (⊂ Fp+rCp+q+1).

On introduit pour cela les sous-espaces de FpCp+q suivants :

Zp,q
r := {x ∈ FpCp+q | dx ∈ Fp+rCp+q+1}.

Par définition de ces espaces, on a bien d(Zp,q
r ) ⊂ Fp+rCp+q+1. De plus, puisque d◦d =

0, on a même l’inclusion d(Zp,q
r ) ⊂ Zp+r,q−r+1

r . On a donc bien pour l’instant d : Zp,q
r →

Zp+r,q−r+1
r .

Mais les espaces Ep,q
r doivent être des sous-quotients de Ep,q

0 : on doit donc quotienter
au départ par Fp+1Cp+q ∩ Zp,q

r = Zp+1,q−1
r−1 et à l’arrivée par Fp+r+1Cp+q+1 ∩ Zp+r,q−r+1

r =
Zp−r+1,q+r−2
r−1 .

Mais la potentielle application "d : Zp,q
r /Zp+1,q−1

r−1 → Zp+r,q−r+1
r /Zp−r+1,q+r−2

r−1 " est mal
définie car d(Zp+1,q−1

r−1 ) 6= 0 dans le quotient Zp+r,q−r+1
r /Zp−r+1,q+r−2

r−1 .

Pour obtenir une application bien définie, il faut donc quotienter une dernière fois à
l’arrivée par l’image de cet espace :

d(Zp+1,q−1
r−1 )/Zp−r+1,q+r−2

r−1 ∩ d(Zp+1,q−1
r−1 ) = d(Zp+1,q−1

r−1 )/d(Zp+1,q−1
r ),

et donc par cohérence au départ par : d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 )/d(Zp−r+1,q+r−2

r ).
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Finalement, en posant :

Ep,q
r = Zp,q

r /Zp+1,q−1
r−1

d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 )/∂(Zp−r+1,q+r−2

r )
,

on obtient un sous-quotient de Ep,q
0 , et la différentielle dp,qr : Ep,q

r → Ep+r,q
r construite

ci-dessus est bien définie et induite par d.

Il ne reste plus qu’à vérifier que la famille {Ep,q
r , dp,qr }r,p,q que l’on vient de construire

constitue bien une suite spectrale, c’est-à-dire que la page r+1 est bien issue du passage à
la cohomologie de la page r comme demandé dans la Définition 2.1.1. Il s’agit de montrer
que :

Ep,q
r+1 ' Ker(dp,qr )/Im(dp−r,q+r−1

r ).

• Par définition des espaces Zp,q
r , le noyau de d : Zp,q

r → Zp+r,q−r+1
r /Zp+r+1,q−r

r−1 est
exactement Zp,q

r+1. De plus, Zp,q
r+1 ∩ Z

p+1,q−1
r−1 = Zp+1,q−1

r , ainsi :

Ker(dp,qr ) = Zp,q
r+1/Z

p+1,q−1
r

d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 )/d(Zp−r+1,q+r−2

r )
.

• Pour l’image, on a tout d’abord :

Im(dp−r,q+r−1
r ) := d(Zp−r,q+r−1

r )/Zp+1,q−1
r−1 ∩ d(Zp−r,q+r−1

r )
d(Zp−r+1,q+r−2

r−1 ) ∩ d(Zp−r,q+r−1
r )/d(Zp−r+1,q+r−2

r ) ∩ d(Zp−r,q+r−1
r )

Or Zp+1,q−1
r−1 ∩ d(Zp−r,q+r−1

r ) = d(Zp−r,q+r−1
r+1 ), ∂r−1(Zp−r+1,q+r−2

r−1 ) ∩ d(Zp−r,q+r−1
r ) =

d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 ), et d(Zp−r+1,q+r−2

r ) ∩ d(Zp−r,q+r−1
r ) = d(Zp−r+1,q+r−2

r ), donc :

Im(dp−r,q+r−1
r ) = d(Zp−r,q+r−1

r )/d(Zp−r,q+r−1
r+1 )

d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 )/d(Zp−r+1,q+r−2

r )
.

On en déduit immédiatement que :

Ep,q
r+1 = Zp,q

r+1/Z
p+1,q−1
r

∂r(Zp−r,q+r−1
r )/d(Zp−r,q+r−1

r+1 )
' Ker(dp,qr )/Im(dp−r,q+r−1

r ),

ce qui termine la preuve de cette proposition.

Exemple 2.2.7. Cas d’une filtration triviale

Si la filtration est triviale (i.e. : F0C = C,F1C = {0}), alors la page E0 est concentrée
sur la colonne ”p = 0” et à pour valeurs E0,∗

0 = C∗. On obtient ensuite E0,q
∞ = E0,q

1 = Hq.



44 CHAPITRE 2. PRÉAMBULE SUR LES SUITES SPECTRALES

Exemples 2.2.8. Cas d’une filtration canoniquement bornée

Si C est un complexe filtré positif et que sa filtration FC est canoniquement bornée,
alors Ep,q

0 est nul dès que p < 0 ou q < 0 : on obtient une suite spectrale nulle en dehors
du premier cadran.

1. Etude de la ligne ”q = 0”.

Les termes de la ligne ”q = 0” de chaque page sont donnés par la formule Ep,0
r =

Zp,0
r /d(Zp−r+1,r−2

r−1 ). Pour les premières pages, on obtient Ep,0
0 = FpCp, Ep,0

1 = {x ∈
FpCp | dx ∈ Fp+1Cp}, Ep,0

2 = Ker(d : FpCp → FpCp+1), etc...

On peut de plus remarquer que :

• Dès que r ≥ 2, le numérateur ne dépend plus de r et vaut Ker(dq|FpCq).

• Dès que r ≥ p + 1, le dénominateur ne dépend plus de r et à pour valeur
dp+q−1(Z0,p+q−1

p ).

Ainsi chaque terme de la ligne ”q = 0” se stabilise pour p ≥ 1 en :

Ep,0
∞ = Ep,0

p+1 =
Ker(dq|FpCq)

dp+q−1(Z0,p+q−1
p )

.

2. Etude de la colonne ”p = 0”

On obtient de même que précédemment l’isomorphisme suivant pour q ≥ 1 :

E0,q
∞ = E0,q

q+1 =
Ker(dq)/Ker(dq|F1Cq)

dq−1(Cq−1) .

Remarque 2.2.9. Quelques généralités sur la page E1

Puisque pour tout p, q on a l’égalité Zp,q
0 = {x ∈ FpCp+q | dx ∈ FpCp+q+1} = FpCp+q,

la construction donnée dans la preuve précédente nous donne, pour r = 1 :

Ep,q
1 = Zp,q

1 /Fp+1Cp+q

d(FpCp+q−1)/d(Zp,q−1
1 )

.

Explicitons l’isomorphime Hp+q(Ep,∗−p
0 ) ' Ep,q

1 .

D’une part : Ker(d : FpCp+q → FpCp+q+1/Fp+1Cp+q+1) = Zp,q
1 , et donc Ker(d0) =

Zp,q
1 /Fp+1Cp+q.
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D’autre part :

Im(d0 : FpCp+q−1/Fp+1Cp+q−1 → FpCp+q/Fp+1Cp+q)

= Im(d : FpCp+q−1 → FpCp+q)/
(
Fp+1Cp+q ∩ Im(d : FpCp+q−1 → FpCp+q)

)
= d(FpCp+q−1)/d(Zp,q−1

1 ))

On retrouve donc bien que Hp+q(Ep,∗−p
0 ) = Ep,q

1 .

Exemple 2.2.10. Retour sur l’Exemple 2.2.3

Si K est un idéal, on obtient alors la suite spectrale de premières pages :

Ep,q
0 ' Cq(K, Cp(A/K,M)), Ep,q

1 ' Hq(K, Cp(A/K,M)), Ep,q
2 ' Hq(K,Hp(A/K,M)).

Exemple 2.2.11. Retour sur l’Exemple 2.2.4

Si K est distingué dans G, on obtient alors la suite spectrale de premières pages :

Ep,q
0 ' Cp(G/K, Cq(K,M)), Ep,q

1 ' Cp(G/K,Hq(K,M)).

Lemme 2.2.12. Soient (C,F) un complexe filtré et E la suite spectrale associée selon la
méthode enoncée dans la Proposition 2.2.6. Si FC est minorée (resp. bornée), alors E est
minorée (resp. bornée).

Démonstration. On suppose dans un premier temps que la filtration est minorée. C’est-
à-dire qu’il existe s ∈ Z tel que F sCn = 0. On obtient donc que Ep,n−p

0 = FpCn

Fp+1Cn = 0 si
p ≥ s. Ainsi E est bien minorée.

Si maintenant la filtration FC est bornée, alors il existe s, t ∈ Z tels que : {0} =
F sCn ⊂ F s−1Cn ⊂ · · · ⊂ F t+1Cn ⊂ F tCn = Cn. On obtient alors immédiatemant que
Ep,q

0 = FpCp+q

Fp+1Cp+q = 0 dès que p ≥ s ou p ≤ t + 1. Il n’y a donc bien qu’un nombre fini
d’espaces Ep,n−p

0 non nuls pour tout n ∈ Z, et ainsi E est bien bornée.

Théorème 2.2.13. Soient (C,F) un complexe filtré et E la suite spectrale associée selon
la méthode énoncée dans la Proposition 2.2.6. Si la filtration est exhaustive et minorée,
alors la suite spectrale est minorée et converge vers la cohomologie de C.

Lemme 2.2.14. Soient A un espace vectoriel et B,C deux sous-espaces de A. On a
l’isomorphisme suivant :

A/B

A ∩ C/B ∩ C
' A/A ∩ C
B/B ∩ C

.

Démonstration. (du lemme) On quotiente l’application linéaire surjective A � A/A ∩ C
en A/B � A/A∩C

B/B∩C . Elle a pour noyau A ∩ C/B ∩ C, donc on obtient bien l’isomorphisme
souhaité.
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Démonstration. (du théorème)

Supposons que la filtration FC de C est exhaustive et minorée.

Tout d’abord, la suite spectrale est bien minorée d’après le Lemme précédent.

On considère ensuite la filtration suivante sur H(C, d) :

FpHn(C, d) := Im

(
Ker(dn) ∩ FpCn
dn−1(Cn−1) ∩ FpCn ↪→ Hn(C, d)

)
.

On cherche à montrer qu’alors :

FpHp+q(C, d)
Fp+1Hp+q(C, d) ' Ep,q

∞

D’un côté :

FpHp+q(C, d)
Fp+1Hp+q(C, d) '

Ker(dp+q) ∩ FpCp+q/dp+q−1(Cp+q−1) ∩ FpCp+q

Ker(dp+q) ∩ Fp+1Cp+q/dp+q−1(Cp+q−1) ∩ Fp+1Cp+q

' Ker(dp+q) ∩ FpCp+q/Ker(dp+q) ∩ Fp+1Cp+q

dp+q−1(Cp+q−1) ∩ FpCp+q/dp+q−1(Cp+q−1) ∩ Fp+1Cp+q ,

le deuxième isomorphisme découlant du Lemme 2.2.14.

De l’autre :

Ep,q
∞ =

⋂
r(Zp,q

r /Zp+1,q−1
r−1 )⋃

r(∂r−1(Zp−r+1,q+r−2
r−1 )/Zp+1,q−1

r−1 ∩ ∂r−1(Zp−r+1,q+r−2
r−1 ))

Etudions le numérateur puis le dénominateur de Ep,q
∞ :

• F est une filtration minorée, donc pour r suffisament grand, Fp+rCp+q+1 = {0}, et
par suite l’espace Zp,q

r est simplement Ker(dp,q) ∩ FpCp+q. Or ces espaces sont liés
par les inclusions suivantes : · · · ⊂ Zp,q

r ⊂ Zp,q
r−1 ⊂ . . . , donc :

⋂
r

(Zp,q
r /Zp+1,q−1

r−1 ) = Ker(dp,q) ∩ FpCp+q/Ker(dp,q) ∩ Fp+1Cp+q.

• On considère un élément x ∈ FpCp+q ∩ d(Cp+q−1). Il existe donc a ∈ Cp+q−1 tel que
x = da ∈ FpCp+q. Mais puisque F est exhaustive, a ∈ F tCp+q−1 pour un certain
t ∈ Z. Et finalement a ∈ Zp−r+1,q+r−1

r−1 , pour r = p− t+ 1.

Ainsi ⋃r d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 ) = d(Cp+q−1) ∩ FpCp+q.

De plus, puisque · · · ⊂ Zp+1,q−1
r−1 ⊂ Zp+1,q−1

r−2 ⊂ · · · ⊂ Zp+1,q−1
0 , on obtient que⋃

r Z
p+1,q−1
r−1 = Zp+1,q−1

0 = Fp+1Cp+q, ce qui permet de conclure la preuve.
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Remarque 2.2.15. En particulier, si la filtration est bornée, alors la suite spectrale est
aussi bornée et converge vers la cohomologie de C.

Corollaire 2.2.16. Soient (C,F) un complexe filtré et E la suite spectrale associée selon
la méthode énoncée dans la Proposition 2.2.6. Si la suite spectrale associée est minorée,
alors elle converge vers la cohomologie de ⋃pFpC/⋂pFpC.
Démonstration. On note C ′ := ⋃

pFpC/
⋂
pFpC. La filtration induite par F sur C ′ est bien

exhaustive et minorée, donc la suite spectrale issue de cette filtration converge bien vers
la cohomologie de C ′. Finalement, il est clair que les suites spectrales issues de FC et de
FC ′ sont bien isomorphes, ce qui termine la preuve de ce corollaire.

Lemme 2.2.17. Soient C un complexe de cochaînes, FC une filtration de ce complexe
et E la suite spectrale associée. Si la filtration est canoniquement bornée, alors la suite
d’espaces vectoriels suivante est exacte :

0→ E1,0
2 → H1(C∗)→ E0,1

2 → E2,0
2 → H2(C∗).

En particulier, E1,0
2 s’injecte dans H1(C∗).

Démonstration. Les différentielles qui concernent les espaces E1,0
r , E0,1

r pour r ≥ 2 et E2,0
r

pour r ≥ 3 sont nulles car les espaces de départ et d’arrivée sont nuls. Donc E1,0
∞ ' E1,0

2 ,
E0,1
∞ ' E0,1

2 et E2,0
∞ ' E2,0

3 .

D’un côté E1,0
2 ' F1H1/F2H1 ' F1H1 car la filtration est canoniquement bornée et

donc E1,0
2 ↪→ H1.

De l’autre, E0,1
2 ' F0H1/F1H1 ' H1/E1,0

2 , toujours car la filtration est canonique-
ment bornée, on obtient donc une application H1 → E0,1

2 de noyau E1,0
2 .

On a donc pour le moment :

0→ E1,0
2 → H1(C∗)→ E0,1

2
d0,1

2−→ E2,0
2 .

On a ensuite H2 ' F2H2/F3H2 ' E2,0
∞ ' E2,0

3 ' Ker(d2,0
2 )/Im(d0,1

2 ). Mais d2,0
2 = 0

et E0,1
2 ↪→ E2,0

2 , d’où H2 ' E2,0
2 /E0,1

2 , ce qui permet de terminer la preuve.
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2.3 Multiplicativité

Lemme 2.3.1. Soit (E, d) une suite spectrale. Supposons que pour un certain r ≥ 0 :

1. il existe un produit bigradué Ep1,q1
r × Ep2,q2

r → Ep1+p2,q1+q2
r pour tout pi, qi.

2. dr vérifie la relation dr(xy) = dr(x)y + (−1)p1+q1xdr(y), où x ∈ Ep1,q1
r , y ∈ Ep2,q2

r .

Alors le produit sur la page Er induit un produit sur la page Er+1.

Remarque 2.3.2. Pour plus de renseignements sur ce lemme, voir [20], paragraphe 5.2.13,
ainsi que l’errata (1995).

Définition 2.3.3. Une suite spectrale est dite multiplicative s’il existe un rang a ≥ 0 tel
que Er admette un produit (au sens du lemme précédent) pour tout r ≥ a.

Proposition 2.3.4. Soit (C, µ) une algèbre différentielle graduée. Soit FC une filtration
de C respectant le produit de C dans le sens suivant : pour tout p, q, µ(FpC×F qC) ⊂ Fp+qC.

Alors la suite spectrale construite à partir de cette filtration est multiplicative.

Démonstration. Le produit du complexe C est bien défini sur la page E0 :

FpC/Fp+1C × F qC/F q+1C → Fp+qC/Fp+q+1C.

En effet, la filtration vérifie les inclusions suivantes :

• µ(FpC × F qC) ⊂ Fp+qC

• µ(FpC × F q+1C) ⊂ Fp+q+1C

• µ(Fp+1C × F qC) ⊂ Fp+q+1C

De plus, on montre par récurence que pour tout r ≥ 0, la différentielle dr vérifie bien
l’identité demandé car par définition d’une algèbre différentielle graduée, on a la relation
suivante :

∀x, y ∈ C, d(xy) = d(x)y + (−1)pxd(y), où x ∈ Cp.

Définition 2.3.5. On dit qu’une permutation σ ∈ Sp+q est un (p, q)-shuffle si :

• σ(1) < · · · < σ(p),

• σ(p+ 1) < · · · < σ(p+ q),
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On note alors shpq : L⊗(p+q) → L⊗(p+q) l’application définie par :

shp,q(x1 ⊗ · · · ⊗ xp+q) :=
∑

σ∈{(p,q)−shuffle}
xσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ xσ−1(p+q).

Exemple 2.3.6.

• Les (1, 1)-shuffle sont id et (12), et donc :

sh11(x⊗ y) = x⊗ y + y ⊗ x,

• Les (2, 1)-shuffle sont id, (23) et (123), et donc :

sh21(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ z + x⊗ z ⊗ y + z ⊗ x⊗ y,

• Les (1, 2)-shuffle sont id, (12) et (132), et donc :

sh12(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ z + y ⊗ x⊗ z + y ⊗ z ⊗ x.

Définition 2.3.7. On appelle s̃h l’image de l’application sh définie ci-dessus sous l’anti-
morphisme induit par σ 7→ sgn(σ) · σ−1. On obtient donc la formule :

s̃hp,q(x1 ⊗ · · · ⊗ xp+q) :=
∑

σ∈{(p,q)−shuffle}
sgn(σ) · xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(p+q).

Exemple 2.3.8.

• s̃h11(x⊗ y) = x⊗ y − y ⊗ x,

• s̃h21(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ z − x⊗ z ⊗ y + y ⊗ z ⊗ x,

• s̃h12(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ z − y ⊗ x⊗ z + z ⊗ x⊗ y.

Définition 2.3.9. Soit g une algèbre de Lie et (A, µ) une algèbre commutative qui soit
de plus un g-module trivial. On définit l’application bilinéaire produit-cup

∪ : Cp(g, A)× Cq(g, A)→ Cp+q(g, A)

par :
f ∪ g := µ ◦ (f, g) ◦ s̃hp,q.



50 CHAPITRE 2. PRÉAMBULE SUR LES SUITES SPECTRALES

Exemple 2.3.10.

• Si f ∈ C1(g, A) et g ∈ C1(g, A), alors :

(f ∪ g)(x, y) = f(x)g(y)− f(y)g(x).

• Si f ∈ C2(g, A) et g ∈ C1(g, A), alors :

(f ∪ g)(x, y, z) = f(x, y)g(z)− f(x, z)g(y) + f(y, z)g(x).

• Si f ∈ C1(g, A) et g ∈ C2(g, A), alors :

(f ∪ g)(x, y, z) = f(x)g(y, z)− f(y)g(x, z) + f(z)g(x, y).

Exemple 2.3.11. Soient g une algèbre de Lie, h une sous-algèbre de g etM un g-module.
On considère la filtration du complexe de Chevalley-Eilenberg définie dans l’Exemple 2.2.3.
Montrons qu’elle respecte le produit défini ci-dessus au sens de la Proposition 2.3.4 : Soient
f ∈ FpCn et g ∈ F qCm : montrons que f ∪ g ∈ Fp+qCn+m. Soient x1, . . . , xn+m n + m

vecteurs de g dont au moins n + m − p − q + 1 appartiennt à la sous-algèbre h. Il s’agit
de prouver que (f ∪ g)(x1, . . . , xn+m) = 0.

(f ∪ g)(x1, . . . , xn+m)

= µ ◦ (f, g) ◦ s̃hn,m(x1, . . . , xn+m)

=
∑

σ∈{(n,m)−shuffle}
sgn(σ) · f(xσ−1(1), . . . , xσ−1(m))g(xσ−1(m+1), . . . , xσ−1(n+m)).

Or puisqu’il y a n+m− p− q + 1 vecteurs dans h, il y en a forcément soit n− p+ 1 en
arguments de f , soit m − q + 1 en arguments de g quelque soit la permutation σ. Ainsi
(f ∪g)(x1, . . . , xn+m) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit respecte bien la filtration.
Par la Proposition 2.3.4, on en déduit que la suite spectrale issue de cette filtration est
multiplicative au sens de la Définition 2.3.3

Définition 2.3.12. Soit L une algèbre de Leibniz et (A, µ) une algèbre commutative qui
soit de plus un L-module trivial. On définit l’application bilinéaire produit-cup

∪̃ : Cp(L,A)× Cq(L,A)→ Cp+q(L,A)

par :
f ∪̃g := µ ◦ (f ⊗ g) ◦ (s̃hp,q−1 ⊗ idL).



2.3. MULTIPLICATIVITÉ 51

Exemple 2.3.13.

• Si f ∈ C1(L,A) et g ∈ C1(L,A), alors :

(f ∪̃g)(x⊗ y) = f(x)g(y).

• Si f ∈ C2(L,A) et g ∈ C1(L,A), alors :

(f ∪̃g)(x⊗ y ⊗ z) = f(x⊗ y)g(z).

• Si f ∈ C1(L,A) et g ∈ C2(L,A), alors :

(f ∪̃g)(x⊗ y ⊗ z) = f(x)g(y ⊗ z)− f(y)g(x⊗ z).

Remarque 2.3.14. Cette structure multiplicative est l’adaptation aux algèbres de Leib-
niz à gauche de celle définie par J.-L. Loday dans [11]. Nous allons étudier dans le prochain
chapitre si les suites spectrales que nous définirons sont multiplicative ou non pour ce cup-
produit ∪̃.

Proposition 2.3.15. (C∗(L,A), (−1)deg(·)deg(·) ·∪̃) est une algèbre Zinbiel, c’est-à-dire que
le produit cup vérifie l’identité suivante :

f ∪̃(g∪̃h) = (f ∪̃g)∪̃h+ (−1)|f ||g|(g∪̃f)∪̃h).

Lemme 2.3.16. Le produit (v1⊗· · ·⊗vp) · (vp+1, . . . vp+q) := (shp,q−1⊗ id)(v1⊗· · ·⊗vp+q)
munit l’algèbre tensorielle T (V ) d’une structure d’algèbre Zinbiel (à gauche), c’est-à-dire
qu’il vérifie l’identité :

x · (y · z) = (x · y) · z + (y · x) · z.

Démonstration. (Du lemme)

Il s’agit de montrer que :

(shp,q+r−1 ⊗ id)◦(idCp ⊗ shq,r−1 ⊗ id)) = (shp+q,r−1 ⊗ id) ◦ ((shp,q−1 ⊗ id⊗ idCr))

+ (shp+q,r−1 ⊗ id) ◦ (shq,p−1 ⊗ id⊗ idCr) ◦ (τp,q ⊗ idCr).

Or par associativité des shuffles, on a :

(shp,q+r−1 ⊗ id) ◦ (idCp ⊗ shq,r−1 ⊗ id) = (shp+q,r−1 ⊗ id) ◦ (shp,q ⊗ idCr).

Finalement, shp,q = shp,q−1⊗ id+(shq,p−1⊗ id)◦τp,q, puisque les (p, q)-shuffle se terminent
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soit par l’élément vp, soit par vp+q. On obtient ainsi bien l’identité d’algèbre Zinbiel sur
T (V ).

Démonstration. (De la proposition)

Si on développe l’identité qu’il faut démontrer, on obtient immédiatement :

(idCp ⊗ s̃hq,r−1 ⊗ id) ◦ (s̃hp,q+r−1 ⊗ id) = (s̃hp,q−1 ⊗ id⊗ idCr) ◦ (s̃hp+q,r−1 ⊗ id)

+ (−1)pq(τp,q ⊗ idCr)(s̃hq,p−1 ⊗ id⊗ idCr) ◦ (s̃hp+q,r−1 ⊗ id).

Or cette expression est simplement l’image par l’antimorphisme considéré précédement
(celui engendré par σ 7→ sgn(σ) ◦ σ−1) de :

(shp,q+r−1 ⊗ id)◦(idCp ⊗ shq,r−1 ⊗ id)) = (shp+q,r−1 ⊗ id) ◦ ((shp,q−1 ⊗ id⊗ idCr))

+ (shp+q,r−1 ⊗ id) ◦ (shq,p−1 ⊗ id⊗ idCr) ◦ (τp,q ⊗ idCr).

Et cette dernière égalité est exactement l’identité d’algèbre Zinbiel du lemme précédent,
donc la Proposition est bien démontrée.

Corollaire 2.3.17. (H∗(L,A), (−1)deg(·)deg(·) · ∪̃) est une algèbre Zinbiel.

Démonstration. Il s’agit de montrer que le produit cup est bien défini au niveau cohomo-
logique, c’est-à-dire que la différentielle cohomologique agit comme une dérivation sur les
cochaînes. Pour cela on adapte la preuve du Lemme 2.6 de [11] aux algèbres de Leibniz à
gauche.



3
Définition et études des suites
spectrales

Dans ce chapitre, nous allons construire et étudier 4 suites spectrales liées à la cohomologie
d’algèbres de Leibniz. Pour ce faire nous commencerons par étudier 4 filtrations EC(L,M),
FC(L,M), GC(L,M) et GBC(L,M) du complexe de Loday, essentiellemment définies par :

• EpCn(L,M):={f :L⊗n→M | f(x1,...,xn)=0 si n-p+1 arguments appartiennent à K},

• FpCn(L,M):={f :L⊗n→M | f(x1⊗···⊗xn)=0 si ∃i≥n−p+1 tel que xi∈K},

• GpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|K⊗(n+1−p)⊗L⊗(p−1) = 0},

• GBpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|L⊗(p−1)⊗K⊗(n+1−p) = 0},

où L est une algèbre de Leibniz, K une sous-algèbre de L et M un L-module. Puis nous
construirons 4 suites spectrales à partir de ces filtrations selon la méthode décrite au
chapitre précédent dont nous calculerons les premières pages.

Avant de commencer cette étude, on calcule la cohomologie en bas degré de certaines
algèbres de Leibniz de petites dimensions, pour avoir une base d’exemples qui pemettront
d’illustrer les suites spectrales construites dans ce chapitre. Les applications plus poussées
viendront dans le chapitre suivant.

Exemple 3.0.1. On considère l’algèbre de Leibniz L2
1 dont le crochet sur une base {e1, e2}

est : [e1, e1] = e2 (voir Exemple 1.1.9) et on étudie sa cohomologie à valeurs elle-même.

53
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Pour les calculs qui suivent, on note l := l1e1 + l2e2 ∈ L2
1, l′ := l′1e1 + l′2e2 ∈ L2

1 et
f = (aij)1≤i,j≤2 ∈ Hom(L2

1, L
2
1). On note également E1 := vect(e1) et E2 := vect(e2).

• d0(l)(l′) = −[l, l′] = −l1l′1e2, donc H0(L2
1, L

2
1) ' Ker(d0) ' E2.

• Calcul de H1(L2
1, L

2
1) :

d1(f)(l ⊗ l′) =− f([l, l′]) + [l, f(l′)] + [f(l), l′]

=− l1l′1a12e1 + (−a22l1l
′
1 + 2a11l1l

′
1 + a12l2l

′
1 + a12l1l

′
2)e2

Donc :
f ∈ Ker(d1)⇔ f(l) = a11l1e1 + (a21l1 + 2a11l2)e2.

Puis comme Im(d0) ' Hom(E1, E2), on obtient :

H1(L2
1, L

2
1) ' {f : L2

1 → L2
1 | f(l) = a(l1e1 + 2l2e2) où a ∈ R}.

Exemple 3.0.2. On considère l’algèbre de Leibniz L2
2 dont le crochet sur une base {e1, e2}

est : [e1, e1] = [e1, e2] = e2 (voir Exemple 1.1.9) et on étudie sa cohomologie à valeurs dans
elle même.

Pour les calculs qui suivent, on note l := l1e1 + l2e2 ∈ L2
2, l′ := l′1e1 + l′2e2 ∈ L2

2 et
f = (aij)1≤i,j≤2 ∈ Hom(L2

2, L
2
2). On note également E2 := vect(e2).

• Calcul de H0(L2
2, L

2
2) : d0(l)(l′) = −[l, l′] = −l1(l′1 + l′2)e2, donc H0(L2

1,K) '
Ker(d0) ' E2.

• Calcul de H1(L2
2, L

2
2) :

d1(f)(l ⊗ l′) =− f([l, l′]) + [l, f(l′)] + [f(l), l′]

=− a12(l1l′1 + l1l
′
2)e1 − a22(l1l′1 + l1l

′
2)e2

+ l1(l′1(a11 + a21) + l′2(a12 + a22))e2

+ (a11l1 + a12l2)(l′1 + l′2)e2.

Donc :
f ∈ Ker(d1)⇔ ∃a tel que f(l) = a(l1 + l2)e2.

Mais un calcul immédiat donne Im(d0) ' Ker(d1), donc H1(L2
2, L

2
2) = 0

Exemple 3.0.3. On considère l’algèbre de Lie gl2(K) des matrices de taille (2, 2) et
on étudie sa cohomologie à valeurs dans elle même. On note A = (aij)1≤i,j≤2 et B =
(bij)1≤i,j≤2, et h2 l’idéal des homothéties.
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• d0(A)(B) = −[A,B], donc H0(gl2(K), gl2(K)) ' Ker(d0) ' h2.

• Calcul de H1(gl2, gl2).

Grâce à l’isomorphisme de modules suivant : gl2 ' sl2 ⊕ h2, on a :

H1(gl2, gl2) ' H1(gl2, sl2 ⊕ h2) ' H1(gl2, sl2)⊕H1(gl2, h2).

Or la cohomologie de Leibniz de degré 1 d’une algèbre de Lie à valeurs dans un
Lie-module est la même que la cohomologie de Lie, donc par le Théorème 10 de [8] :
H1(gl2, sl2) = 0. Ainsi on a simplement :

H1(gl2, gl2) ' H1(gl2, h2).

Puis H1(gl2, h2) ' Hom(gl2/[gl2, gl2], h2) ' Hom(h2, h2).

Exemple 3.0.4. Le dernier exemple de cette série est l’algèbre de Leibniz L6 de dimension
3 dont le crochet est défini sur une base {e1, e2, e3} par [e2, e3] = −[e3, e2] = e2, [e3, e3] =
e1.

L6 est bien une algèbre de Leibniz : en effet, pour tout x, y, z ∈ L6, on calcule
[x, [y, z]] = −x3(y2z3 − y3z2)e2, [[x, y], z] = (x2y3 − x3y2)z3e2 et [y, [x, z]] = −y3(x2z3 −
x3z2)e2. Donc le crochet respecte bien l’identité de Leibniz.

On étudie sa cohomologie à valeurs dans elle-même. Pour les calculs qui suivent, on
note l := l1e1 + l2e2 + l3e3 ∈ L6, l′ := l′1e1 + l′2e2 + l′3e3 ∈ L6 et f = (aij)1≤i,j≤3 ∈
Hom(L6, L6). On note également à nouveau Ei = vect(ei) pour i ∈ {1, 2, 3}.

• d0(l)(l′) = −[l, l′] = −l3l′3e1 − (l2l′3 − l3l′2)e2, donc H0(L6, L6) ' Ker(d0) ' E1.

• Calcul de H1(L6, L6) :

On cherche des conditions sur f pour avoir d1(f)(l ⊗ l′) = −f([l, l′]) + [l, f(l′)] +
[f(l), l′] = 0 pour tout l, l′ ∈ L6. Le terme en e3 de cette équation nous montre
que a31 = a32 = 0, celui en e1 que a12 = 0 et que a11 = 2a33, puis celui en e2 que
a21 = a33 = 0. Ainsi :

f ∈ Ker(d1)⇐⇒ f =



0 0 a13

0 a22 a23

0 0 0


.
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Puis comme d0(l) =



0 0 l3

0 l3 l2

0 0 0


, on obtient que :

f ∈ H1(L6, L6)⇔ ∃l ∈ K tel que f =



0 0 l

0 −l 0

0 0 0


.

On termine cette section par un lemme qui nous servira à étudier les pages 0 des suites
spectrales dans la section suivante.

Lemme 3.0.5. Soient E etM deux espaces vectoriels. On note F ∗ := {f : E →M | f|F =
0}. Soient F et G deux sous-espaces de E tels que F ⊂ G. Alors :

F ∗/G∗ ' Hom(G/F,M).

Démonstration. On considère l’application bien définie et surjective suivante :

φ : F ∗ → Hom(G/F,M).

f 7→ f : x̄ 7→ f(x)

Il est immédiat que Ker(φ) = G∗, donc on a bien un isomorphisme :

Φ : F ∗/G∗ → Hom(G/F,M).
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3.1 Etude de la première suite spectrale EC(L,M)

Définition/Proposition 3.1.1. Soient une algèbre de Leibniz L, un L-module M et une
sous-algèbre K de L. Si K est une sous-algèbre de L, alors les complexes (EpC∗(L,M))p≥0

suivants constituent une filtration du complexe C∗(L,M) :

• E0C∗(L,M) = C∗(L,M)

• Pour tout p ≥ 1 :

– ∀n ≥ p− 1, EpCn(L,M) :=

{f : L⊗n →M | f(x1, . . . , xn) = 0 si n-p+1 arguments appartiennent à K}.

– ∀n ≤ p− 1, EpCn(L,M) = 0.

On note EC(L,M) la suite spectrale associée à cette filtration selon la méthode décrite
dans la Proposition 2.2.6.

Démonstration. Soient p ≥ 1, n ≥ p− 1 et f ∈ EpCn(L,M).

Montrons que df ∈ EpCn+1(L,M), c’est-à-dire que df(x1⊗· · ·⊗xn+1) = 0 si au moins
n+ 1− p+ 1 arguments appartient à K. Soit x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1 ∈ L⊗(n+1) un (n+ 1)-uplet
dans lequel au moins n−p+2 éléments appartiennent à K. Les termes de type ”dij” de la
différentielles sont nuls car f ∈ EpCn(L,M) et K est une sous-algèbre, ceux de la forme
”δi” et ∂ car f ∈ EpCn(L,M).

Les cas p = 0 et n ≤ p − 1 étant immédiats, on peut conclure que EC(L,M) est une
filtration du complexe C(L,M).

Remarque 3.1.2.

1. La filtration EC(L,M) est la retranscription de celle définie dans [8] pour étudier la
cohomologie d’algèbres de Lie (développée dans l’exemple 2.2.3).

2. Cette filtration est bornée.

Proposition 3.1.3. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K une sous-
algèbre de L. On a, pour tout p, q ≥ 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Ep,q
0 ' Hom

 ∑
Ap+1,q−1

(L/K)⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ (L/K)⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm ,M

 ,
où Ap,q := {α1, β1, . . . , αm, βm ∈ {0, 1} | m ∈ N, ∑

1≤i≤m
(αi +βi) = p+ q,

∑
1≤i≤m

βi = q+ 1}.
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Démonstration. On peut voir EpCp+q(L,M) comme étant l’ensemble des applications
f : Cp+q → Cp+q+1 nulles sur l’ensemble suivant :

∑
Ap,q

L⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ L⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm ,

Sous cette reformulation, on peut appliquer le Lemme 3.0.5 pour obtenir :

Ep,q
0 ' Hom


∑

Ap+1,q−1
L⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ L⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm

∑
Ap,q

L⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ L⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm
,M


On considère alors l’application linéaire surjective suivante :

∑
Ap+1,q−1

L⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ · · · ⊗K⊗βm →
∑

Ap+1,q−1

(L/K)⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ · · · ⊗K⊗βm ,

Le noyau de cette application est :

∑
Ap,q

L⊗α1 ⊗K⊗β1 ⊗ L⊗α2 ⊗ · · · ⊗K⊗βm ,

donc on obtient bien l’isomorphisme demandé.

Exemples 3.1.4.

On obtient les espaces Ep,q
0 suivants :

• E0,0
0 C(L,M) 'M,

• E0,1
0 C(L,M) ' Hom(K,M), E1,0

0 C(L,M) ' Hom(L/K,M),

• E0,2
0 C(L,M) ' Hom(K⊗2,M),

• E2,0
0 C(L,M) ' Hom((L/K)⊗2,M),

• E1,1
0 C(L,M) ' Hom(K ⊗ L/K + L/K ⊗K,M).

Proposition 3.1.5. La suite spectrale EC(L,M) converge vers la cohomologie de L à
valeurs dans M .

Démonstration. Il s’agit simplement d’une application du théorème de convergence (Théo-
rème 2.2.13).

Proposition 3.1.6. La suite E est multiplicative pour le cup-produit ∪̃ (voir Définition
2.3.12).
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Démonstration. Montrons que la filtration EC(L,M) est stable pour le cup-produit ∪̃.
Soient f ∈ EpCn(L,M) et g ∈ EqCm(L,M) : montrons que f ∪ g ∈ Ep+qCn+m(L,M).
Soient x1, . . . , xn+m n+m vecteurs de L dont au moins n+m− p− q + 1 appartiennt à
la sous-algèbre K. Il s’agit de prouver que (f ∪̃g)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m) = 0.

Or (f ∪̃g)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m)

= (µ ◦ (f ⊗ g) ◦ (s̃hn,m−1 ⊗ idL))(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m)

=
∑

σ∈{(n,m−1)−shuffle}
sgn(σ) · f(xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n))

g(xσ(n+1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n+m−1) ⊗ xn+m).

Or puisqu’il y a n + m − p − q + 1 vecteurs dans K, il y en a forcément soit n − p + 1
en arguments de f , soit m − q + 1 en arguments de g quelque soit la permutation σ.
Ainsi (f ∪̃g)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit respecte bien
la filtration. Par la Proposition 2.3.4, on en déduit que la suite spectrale issue de cette
filtration est multiplicative au sens de la Définition 2.3.3.

3.2 Etude de la deuxième suite spectrale FC(L,M)

3.2.1 Définition de la filtration

Définition/Proposition 3.2.2. Soient une algèbre de Leibniz L, un L-module M et une
sous-algèbre K de L. Si K est un idéal bilatère de L vérifiant [K,M ] = [M,K] = 0, alors
les complexes (FpC∗(L,M))p≥0 suivants constituent une filtration du complexe C∗(L,M) :

• F0C∗(L,M) = C∗(L,M)

• Pour tout p ≥ 1 :

– ∀n ≥ p, FpCn(L,M) :=

{f : L⊗n →M | f(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = 0 si ∃i ≥ n− p+ 1 tel que xi ∈ K},

– ∀n ≤ p− 1, FpCn(L,M) = FnCn(L,M).

On note FC(L,M) la suite spectrale associée à cette filtration selon la méthode décrite
dans la Proposition 2.2.6.

Démonstration. Soient p ≥ 1, n ≥ p et f ∈ FpCn(L,M).
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Montrons que df ∈ FpCn+1(L,M), c’est-à-dire que df(x1⊗· · ·⊗xn+1) = 0 si au moins
un argument parmi les p derniers appartient à K. Soit x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1 ∈ L⊗(n+1) un
(n+ 1)-uplet dans lequel au moins un élément parmi xn−p+2, . . . , xn+1 appartient à K.

On découpe la différentielle en les six termes suivants :

dnf(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) :=
∑

1≤i<j≤n−p+1
(−1)i−1(−1)idij(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) (3.1)

+
∑

1≤i≤n−p+1
n−p+2≤j≤n+1

(−1)idij(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) (3.2)

+
∑

n−p+2≤i<j≤n+1
(−1)i−1(−1)idij(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) (3.3)

+
n−p+1∑
i=1

(−1)i−1δi(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) (3.4)

+
n+1∑

i=n−p+2
(−1)i−1δi(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1) (3.5)

+ (−1)n+1∂(f)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+1). (3.6)

Les termes 3.1 et 3.4 sont nuls car f ∈ FpCn(L,M), le terme 3.2 est nul car [L,K] ⊂ K,
et 3.3 car [L,K] ⊂ K et [K,L] ⊂ K. La somme 3.5 est nulle car [K,M ] = 0, et 3.6 car
[M,K] = 0, il faut en effet prendre en compte le cas où c’est l’élément de K qui n’est plus
en argument de f .

Les cas p = 0 et n ≤ p − 1 étant immédiats, on peut conclure que si K est un idéal
bilatère vérifiant [K,M ] = [M,K] = 0, alors FC(L,M) est une filtration du complexe
C(L,M).

Remarque 3.2.3.

1. La filtration FC(L,M) est la retranscription de celle définie dans [7] pour étudier
la cohomologie de groupe (développée dans l’exemple 2.2.4).

2. Soit p ≥ 1. Si n ≥ p, alors FpCn(L,M) e.v.' Hom(L⊗(n−p) ⊗ (L/K)⊗p,M), et si
n ≤ p− 1, FpCn(L,M) ' Hom((L/K)⊗n,M).

3. Cette filtration est majorée, mais pas séparée :

∀n,
⋂
p

FpCn ' Hom((L/K)⊗n,M).

Exemple 3.2.4.

On considère l’algèbre de Leibniz L2
1 = V ect(e1, e2) définie dans l’Exemple 1.1.9, dont

la cohomologie a été calculée dans l’Exemple 3.0.1, ainsi que son idéal bilatère E2 :=
V ect(e2). On étudie sa cohomologie à valeurs dans elle-même.
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Ces données entrent bien dans le cadre de la Définition/Proposition 3.2.2 puisque
[E2, L

2
1] = [L2

1, E2] = 0.

On obtient des espaces FpCn(L2
1, L

2
1) ' Hom((L2

1)⊗(n−p) ⊗ E⊗p1 , L2
1) pour p ≥ 0 et

n ≥ p, où on a noté E1 := L2
1/E2 ' V ect(e1). Explicitement, Cn(L2

1, L
2
1) est filtrée comme

suit :

Hom(E⊗n1 , L2
1) ↪→ Hom(L2

1 ⊗ E
⊗(n−1)
1 , L2

1) ↪→ . . . ↪→ Hom((L2
1)⊗n, L2

1) ' Cn(L2
1, L

2
1).

Exemple 3.2.5.

On considère l’algèbre de Lie gl2 des matrices de taille (2, 2) à coefficients dans K et
l’idéal bilatère h2 des matrices d’homothéties de même taille. On étudie sa cohomologie
à valeurs dans elle-même, ce qui est possible ici puisque une matrice de h2 commute avec
toute autre matrice. Le calcul explicite de cette cohomologie est traité dans l’Exemple
3.0.3.

On obtient alors un espace quotient pgl2 = gl2/h2 de dimension 3, et les espaces de
filtration suivants : FpCn(gl2, gl2) ' Hom(gl⊗(n−1)

2 ⊗ pgl⊗p2 , gl2).

Proposition 3.2.6. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal
bilatère de L vérifiant [K,M ] = [M,K] = 0. On a, pour tout p ≥ 0, l’isomorphisme
d’espaces vectoriels suivant :

F p,q
0 C(L,M) '


{0} si q = 0

Hom(L⊗(q−1) ⊗K ⊗ (L/K)⊗p,M) si q ≥ 1.

Démonstration. Soient p ≥ 0 et q ≥ 1. On considère l’application de restriction (surjec-
tive) suivante, le premier isomorphisme étant donné par la Remarque 3.2.3 et la Définition
3.2.2 :

φp,q0 : FpCp+q(L,M) e.v.' Hom(L⊗q ⊗ (L/K)⊗p,M)→ Hom(L⊗(q−1) ⊗K ⊗ (L/K)⊗p,M).

Il est immédiat que Ker(φp,q0 ) ' Hom(L⊗(q−1) ⊗ (L/K)⊗(p+1),M) e.v.' Fp+1Cp+q(L,M),
on obtient donc bien l’isomorphisme d’espaces vectoriels souhaité. Le cas q = 0 découle
simplement du fait que Fp+1Cp(L,M) = FpCp(L,M) pour tout p ≥ 0.

Exemple 3.2.7. Retour sur l’Exemple 3.2.4

On obtient ici la première page de la suite spectrale suivante (pour q ≥ 1) :

F p,q
0 C(L2

1, L
2
1) ' Hom((L2

1)⊗(q−1) ⊗ E2 ⊗ E⊗p1 , L2
1).
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Exemple 3.2.8. Retour sur l’Exemple 3.2.5

On obtient la première page de la suite spectrale suivante (pour q ≥ 1) :

F p,q
0 C(gl2, gl2) ' Hom(gl⊗(q−1)

2 ⊗ h2 ⊗ pgl⊗p2 , gl2).

Proposition 3.2.9. La suite spectrale FC(L,M) converge vers la cohomologie du com-
plexe quotient C(L,M)/C(L/K,M) :

FC(L,M)⇒ H∗(C∗(L,M)/C∗(L/K,M)).

Démonstration. C’est une simple application du Corollaire 2.2.16.

Remarque 3.2.10. L’espace vectoriel sous-jacent du complexe quotient est nul en degré
0, égale à Hom(K,M) en degré 1, et plus généralement égal en degré n à :

Hom(
∑

1≤i≤n
L⊗ · · · ⊗ L⊗K ⊗ L⊗ · · · ⊗ L,M),

où le facteur K est à la ime place.

On peut remarquer que si {e1, . . . , em} est une base de L et {ek, . . . , em} une base de
K, alors une base de ∑

1≤i≤n
L⊗· · ·⊗L⊗K⊗L⊗· · ·⊗L peut être constuite simplement à

partir de la base canonique de L⊗n en y otant les k − 1 vecteurs suivants : e⊗n1 , . . . , e⊗nk−1.

En effet, ce sont les seuls vecteurs de la base canonique qui ne sont pas présents dans ce
sous-espace de L⊗n.

Exemple 3.2.11. On calcule la cohomologie en degré 1 du complexe décrit dans la
Remarque précédente pour L = M = L2

1 et K = E2.

Soit f = (ai)1≤i≤2 ∈ Hom(E2, L
2
1). Une base de L ⊗ K + K ⊗ L est {e1 ⊗ e2, e2 ⊗

e1, e2 ⊗ e2}, et on calcule

d1f(e1 ⊗ e2) = d1f(e2 ⊗ e1) = a1e2, d
1f(e2 ⊗ e2) = 0,

donc
H1(C(L2

1, L
2
1)/C(E1, L

2
1)) = Ker(d1) ' Hom(E2, E2).

Exemple 3.2.12. On calcule la cohomologie en degré 1 du complexe décrit dans la
Remarque précédente pour L = M = gl2 et K = h2. Soit f = (aij)1≤i,j≤2 ∈ Hom(h2, gl2),
une base de C2(gl2, gl2)/C2(pgl2, gl2) est {I⊗Mij,Mij⊗I} pour 1 ≤ i, j ≤ 2, (i, j) 6= (2, 2),
et on calcule que :

d1f(I ⊗M11) = 0⇔ a21 = a12 = 0,

et par suite la condition d1f(I ⊗M21) = 0 nous donne les résultats suivantes : a11 = a22.
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Les autres contrainte n’apportent pas plus d’informations sur f , on obtient donc :

H1(C(gl2, gl2)/C(pgl2, gl2)) = Ker(d1) ' Hom(h2, h2).

3.2.13 Calcul des premières pages

Théorème 3.2.14. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L vérifiant
[K,M ] = [M,K] = 0. On a, pour tout p ≥ 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels
suivants :

F p,q
1 '


{0} si q = 0,

Hq−1(L,Hom(K ⊗ L/K⊗p,M)) si q ≥ 1,

où Hom(K ⊗ (L/K)⊗p,M) est le L-module symétrique défini dans le Corollaire 1.1.22.

Remarque 3.2.15. On obtient ici précisément l’action à gauche suivante :

[l, f ](k1 ⊗ l2 ⊗ · · · ⊗ lp+1) :=[l, f(k1 ⊗ l2 ⊗ · · · ⊗ lp+1)]− f([l, k1]⊗ l2 ⊗ · · · ⊗ lp+1)

−
p+1∑
i=2

f(k1 ⊗ l2 ⊗ · · · ⊗ [l, li]⊗ · · · ⊗ lp+1),

Démonstration. Soient p ≥ 0 et q ≥ 1. On note toujours φp,q0 l’isomorphisme d’espaces
vectoriels F p,q

0 → Hom(L⊗(q−1) ⊗ K ⊗ L/K⊗p,M), dp,∗ la différentielle du complexe
C∗−1(L,Hom(K⊗ (L/K)⊗p,M)) (où Hom(K⊗ (L/K)⊗p,M) est considéré comme étant
un module symétrique), et dp,q0 : F p,q

0 → F p,q+1
0 la différentielle sur la page 0 de la suite

spectrale.

Il s’agit maintenant de vérifier que φp,q+1
0 ◦ dp,q0 = dp,q−1 ◦ φp,q0 , ce qui impliquera que

F p,q
1 ' Hp+q(F p,∗−p

0 ) est isomorphe à Hq−1(L,Hom(K ⊗ L/K⊗p,M)).

Soit f ∈ FpCp+q, on note f sa classe dans F p,q
0 .

D’une part :

dp,q0 (f) =
∑

1≤i<j≤p+q+1
(−1)idij(f) +

p+q∑
i=1

(−1)i−1δi(f) + (−1)p+q+1∂(f).

Mais dp,q0 (f) ∈ F p,q+1
0 = FpCp+q+1

Fp+1Cp+q+1 et :

• dij(f) ∈ Fp+1Cp+q+1 dès que i ≥ q + 1 car K est un idéal,

• δi(f) ∈ Fp+1Cp+q+1 dès que i ≥ q + 1 car [K,M ] = 0,
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• ∂(f) ∈ Fp+1Cp+q+1 car [M,K] = 0.

Donc dp,q0 (f) = ∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q

(−1)idij(f) +
q∑
i=1

(−1)i−1δi(f).

D’où l’on déduit que :

(φp,q+1
0 ◦ dp,q0 )(f)(l1, . . . lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q

(−1)iφp,q+1
0 (dij(f))(l1, . . . lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

+
q∑
i=1

(−1)i−1φp,q+1
0 (δi(f))(l1, . . . lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1).

D’autre part :

dp,q−1 ◦ φp,q0 (f)(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

=
∑

1≤i<j≤q
(−1)idij(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

+
q−1∑
i=1

(−1)i−1δi(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.7)

+ (−1)q∂(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.8)

=
∑

1≤i<j≤q
(−1)idij(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

+
q−1∑
i=1

(−1)i−1δi(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.9)

−
∑

1≤i≤q−1
q+1≤j≤p+q

(−1)i−1dij(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.10)

− (−1)qδq(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.11)

+ (−1)q
∑

q+1≤j≤p+q+1
dqj(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1) (3.12)

=
∑

1≤i≤q
1≤i<j≤p+q+1

(−1)idij(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1)

+
q∑
i=1

(−1)i−1δi(φp,q0 (f))(l1, . . . , lq, kq+1, lq+2, . . . , lp+q+1).

Les lignes 3.9 et 3.10 découle de la ligne 3.7 d’après la Remarque 3.2.15, et les lignes 3.11
et 3.12 proviennent de la ligne 3.8 par symétrie du module Hom(K ⊗ (L/K)⊗p,M). Il
s’agit donc de vérifier que :

• ∀i ∈ [1, q], ∀j ∈ [i, p+ q + 1], dij ◦ φp,q0 = φp,q+1
0 ◦ dij ;

• ∀i ∈ [1, q], δi ◦ φp,q0 = φp,q+1
0 ◦ δi.
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Or ceci est immédiat puisque φ0 est simplement issu de la factorisation à un sous-quotient
d’une application de restriction. On a donc bien φp,q+1

0 ◦ dp,q0 = dp,q−1 ◦ φp,q0 pour tout
p, q ∈ N (le cas q = 0 est immédiat), ce qui termine la preuve.

Exemple 3.2.16. Retour sur l’Exemple 3.2.4

On note M̃p = Hom(E2⊗E⊗p1 , L2
1). Ici l’action à gauche de L2

1 sur M̃p est simplement
[l, f ](e2 ⊗ e⊗p1 ) := [l, f(e2 ⊗ e⊗p1 )] car les crochets [L2

1, E2] et [L2
1, E1] sont nuls. Donc, en

notant xpe1 +ype2 := f(e2⊗e⊗p1 ) et l = l1e1 + l2e2, on obtient que [l, f ](e2⊗e⊗p1 ) = l1xpe2.

Calculons explicitement quelques espaces F p,q
1 pour de petites valeurs de q.

• F p,1
1 C(L,M) = H0(L2

1, M̃p) = {f ∈ M̃p | ∀l ∈ L2
1, [f, l] = 0}.

Or on calcule que [f, L] = 0 ⇔ xp = 0, et donc F p,1
1 ' Hom(E2 ⊗ E⊗p1 , E1) est de

dimension 1.

• F p,2
1 C(L,M) = {f ∈ Hom(L2

1, M̃p) | ∀l, l′ ∈ L2
1, f([l, l′]) = [l, f(l′)] + [f(l), l′]}
dM̃p

.

On montre que ∀l, l′ ∈ L f([l, l′]) = [l, f(l′)] + [f(l), l′]⇔ f ∈ Hom(E1, Hom(E2 ⊗
E⊗p1 , L2

1)), et que Im(d) ' Hom(E1, Hom(E2 ⊗ E⊗p1 , E2)). Ainsi :

F p,2
1 C(L,M) ' Hom(E1, Hom(E2 ⊗ E⊗p1 , E1)).

Exemple 3.2.17. Retour sur l’Exemple 3.2.5

Calculons explicitement quelques espaces F p,q
1 pour de petites valeurs de q.

• F 0,1
1 C(gl2, gl2) = H0(gl2, Hom(h2, gl2)) = {f : h2 → gl2 | ∀A ∈ gl2, [f, A] = 0}.

Puisque Hom(h2, gl2) est symétrique, [f, A](h) = −[A, f(h)]. Or h2 est un espace de
dimension 1 engendré par la matrice identité I. Si on note f(I) = (bij) et A = (aij),
alors

[f, A](I) =


−a12b21 + b12a21 b12(a22 − a11) + a12b11 − a12b22

a21(b22 − b11) + b21a11 − a22b21 a12b21 − b12a21

 ,

et donc [f, gl2] = 0⇔ f(I) ∈ h2. Ainsi F 0,1
1 C(gl2, gl2) ' Hom(h2, h2).

• F 1,1
1 C(gl2, gl2) = H0(gl2, Hom(h2 ⊗ pgl2, gl2)) = {f : h2 ⊗ pgl2 → gl2 | [f, gl2] = 0}.

On a [f, A](I ⊗ B) = −[A, f(I ⊗ B)] + f(I ⊗ [A,B]). On note (Eij) la base cano-
nique de gl2 : (Eij)(i,j)6=(2,2) est donc une base de pgl2. On pose ensuite f(I, E11) =
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(aij), f(I, E12) = (bij) et f(I, E21) = (cij). Finalement, en étudiant à quelles condi-
tions [f, A](I ⊗ E11), [f, A](I ⊗ E12) et [f, A](I ⊗ E21) sont nuls pour tout A ∈ gl2,
on montre que F 1,1

1 C(gl2, gl2) est nul.

Théorème 3.2.18. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L vérifiant
[K,M ] = [M,K] = 0. Pour tout p ≥ 0, q ≥ 1, on a :

F p,q
2 ' Hq−1(L,Hom(K,Hp(L/K,M))),

où Hom(K,Hp(L/K,M)) est le L-module induit par Hom(K ⊗ (L/K)⊗p,M).

Démonstration. D’après la construction étudiée au chapitre 2, la différentielle d1 de la
page F1 est définie par dp,q1 ([f ]0) := [dp,qf ]0, où f ∈ F p,q

0 et dp,q : F p,q
0 → F p+1,q

0 est induite
par la différentielle globale du complexe C(L,M).

D’après les isomorphismes de la Proposition 3.2.6, on a ici :

dp,q : Hom(L⊗(q−1) ⊗K ⊗ (L/K)⊗p,M)→ Hom(L⊗(q−1) ⊗K ⊗ (L/K)⊗(p+1),M),

et donc dp,q := ∑
q+1≤l<m≤p+q+1

(−1)ldlm + ∑
q+1≤r≤p+q

(−1)r−1δr + (−1)p+q+1∂.

On reconnaît ici la différentielle du complexe Hom(L⊗(q−1) ⊗K,C∗((L/K),M)).

Ainsi, si les différentielles d0 et d commutent, ce qui est prouvé dans le lemme suivant,
alors on peut prendre la cohomologie des espaces F1 par rapport à la différentielle d et on
obtient exactement le théorème demandé.

Lemme 3.2.19. Pour tout p ≥ 0, q ≥ 1, on a la relation de commutation suivante :

dp+1,q
0 dp,q + dp,q+1dp,q0 = 0.

Démonstration. On réutilise ici les notations utilisées dans la preuve du Théorème 1.1.24
et des lemmes qui suivent :

• dp,q0 := ∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q

(−1)idij + ∑
1≤k≤q

(−1)k−1δk,

• dp,q := ∑
q+1≤l<m≤p+q+1

(−1)ldlm + ∑
q+1≤r≤p+q

(−1)r−1δr + (−1)p+q+1∂.
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On obtient alors d’un côté :

dp+1,q
0 dp,q =

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q

(−1)p+q+i+1dij∂ +
∑

1≤k≤q<l<m≤p+q+1
(−1)l+k−1δkdlm

+
∑

1≤k≤q<r≤p+q
(−1)k+rδkδr +

∑
1≤k≤q

(−1)k+p+qδk∂

et de l’autre :

dp,q+1dp,q0 =
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q

q+2≤l<m≤p+q+2

(−1)i+ldlmdij +
∑

q+2≤l<m≤p+q+2
1≤k≤q

(−1)l+k−1dlmδk

+
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q

q+2≤r≤p+q+1

(−1)r+i−1δrdij +
∑

1≤k≤q
q+2≤r≤p+q+1

(−1)k+rδrδk

+
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q

(−1)p+q+i∂dij +
∑

1≤k≤q
(−1)k+p+q−1∂δk

Pour faciliter la lecture, on numérote dans la suite les termes de dp+1,q
0 dp,q de (1) à (6)

et ceux de dp,q+1dp,q0 de (a) à (f).

Pour commencer, par la relation 3. de la preuve du Lemme 1.1.26, on obtient :

∑
q+2≤l<m≤p+q+2

1≤k≤q

(−1)l+k−1dlmδk =
∑

1≤k≤q<l<m≤p+q+1
(−1)l+kδkdlm,

et par les relations 1. et 3. de la preuve du théorème 1.1.24, on a :

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q

(−1)p+q+i+1dij∂+
∑

1≤i≤q
(−1)p+q+iδi∂ =

∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q

(−1)p+q+i+1∂dij +
∑

1≤i≤q
(−1)p+q+i∂δi

C’est-à-dire (4) = −(b) et (3) + (6) = −(e)− (f).

On étudie ensuite le terme (1), en le décomposant en cinq sommes distinctes pour
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utiliser les relations décrites dans la preuves du Lemme 1.1.25.

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<l<m≤p+q+1

i<j≤l

(−1)i+ldijdlm

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<l<m≤p+q+1

l+1<j≤m

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<l<m≤p+q+1

m+1<j

(−1)i+ldijdlm

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<l<m≤p+q+1

j=m+1

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<l<m≤p+q+1

j=l+1

(−1)i+ldijdlm.

Par la relation 4., les deux dernières sommes donnent :

∑
1≤l≤q<i−1<m≤p+q+1

(−1)i+l+1dim+1dlm.

Puis par les relations 1.,2. et 3., on obtient pour les trois premières :

∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q
q+2≤l<m≤p+q+2

(−1)i+l+1dlmdij −
∑

1≤l≤q<i−1<m≤p+q+1
(−1)i+l+1dim+1dlm.

Ainsi ∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm =
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q

q+2≤l<m≤p+q+2

(−1)i+l+1dlmdij,

et donc (1) = −(a).

Attaquons nous pour finir à (2), que l’on scinde en trois :

∑
1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

j≤r

(−1)i+r−1dijδr +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

j≥r+2

(−1)i+r−1dijδr

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

j=r+1

(−1)i+r−1dijδr,

pour pouvoir utiliser cette fois les relations 1., 2. et 4. issues de la preuve du lemme 1.1.26
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et obtenir :

∑
1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

j≤r

(−1)i+r−1δr+1dij

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q<r≤p+q

j≥r+2

(−1)i+r−1δr+1di,j−1

+
∑

1≤i≤q<j−1≤p+q
(−1)i+j(δiδj−1 − δjδi)

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q<r−1≤p+q

j≤r−1

(−1)i+rδrdij +
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q<r−1≤p+q

j≥r

(−1)i+rδrdi,j

+
∑

1≤i≤q<j≤p+q
(−1)i+j+1δiδj −

∑
1≤i≤q<j−1≤p+q

(−1)i+jδjδi

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q<r−1≤p+q

(−1)i+rδrdij

+
∑

1≤i≤q<j≤p+q
(−1)i+j+1δiδj −

∑
1≤i≤q<j−1≤p+q

(−1)i+jδjδi

Donc on trouve (2) + (5) = −(c)− (d).

Finalement, on a montré que dp+1,q
0 dp,q + dp,q+1dp,q0 = 0

Corollaire 3.2.20. Soient L une algèbre de Leibniz,M un L-module et K un idéal bilatère
de L vérifiant [K,M ] = [M,K] = 0.

H1(C(L,M)/C(L/K,M)) ' H0(L,Hom(K,H0(L/K,M))).

Démonstration. Pour tout p ≥ 0, F p,0
2 = F p,0

1 = {0}, donc la suite exacte à 5 termes
donnée par le Lemme 2.2.17 est la suivante :

{0} → H1(C(L,M)/C(L/K,M))→ F 0,1
2 → {0}.

Et donc on a bien l’isomorphisme demandé puisque F 0,1
2 ' H0(L,Hom(K,H0(L/K,M)))

d’après le théorème précédent.

Exemple 3.2.21. Retour sur l’Exemple 3.2.4

D’après le corollaire précédent, F p,q
2 (L2

1, L
2
1) ' Hq−1(L2

1, Hom(E2, H
p(E1, L

2
1))). Mais

un calcul immédiat montre que d : Cp(E1, L
2
1)) → Cp+1(E1, L

2
1)) est nulle, et donc que

pour tout q ≥ 1, F p,q
2 (L2

1, L
2
1) ' Hq−1(L2

1, Hom(E2 ⊗ E⊗p1 , L2
1)) ' F p,q

1 .

On peut remarquer que le corollaire est bien vérifié ici : on a calculé dans l’Exemple
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3.2.11 que H1(C(L2
1, L

2
1)/C(L2

1/E2, L
2
1)) ' Hom(E2, E2) et dans l’Exemple 3.2.16 que F 1,0

1

est aussi isomorphe à Hom(E2, E2).

Exemple 3.2.22. Retour sur l’Exemple 3.2.5

On se place dans le cas où p = 0, pour obtenir H0(pgl2, gl2) ' Hom(h2, h2), et ensuite,
puisque d : C0(pgl2, gl2) → C1(pgl2, gl2) est nulle, on obtient donc que pour tout q ≥ 1,
F 0,1

2 (gl2), gl2)) ' Hom(h2, h2).

Comme ci-dessus, le corollaire est à nouveau bien vérifié puisque nous avons calculé
dans l’Exemple 3.2.12 que

H1(C(gl2, gl2)/C(pgl2, gl2)) ' Hom(h2, h2).

Remarque 3.2.23. Dans certains cas, notamment sous des conditions de semi-simplicité,
on peut relier la cohomologie quotient calculée grâce à la suite FC(L,M) et la cohomologie
H(L,M). Ces liens sont expliqué dans le chapitre consacré aux applications.

Remarque 3.2.24. La filtration FC n’est pas multiplicative.

En effet, on peut montrer le contre-exemple suivant : si f ∈ F1C1(L,M) et g ∈
F1C2(L,M), alors f ∪̃g n’est en général pas dans l’espace F2C3(L,M).

3.3 Etude de la troisième suite spectrale GC(L,M)

3.3.1 Définition de la filtration

Définition/Proposition 3.3.2. Soient L une algèbre de Leibniz, K une sous-algèbre de
L et M un L-module. Les complexes (GpC(L,M))p≥0 suivants constituent une filtration
du complexe C∗(L,M) :

• G0C∗(L,M) := C∗(L,M)

• Pour tout p ≥ 1 :

– ∀n ≥ p− 1,GpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|K⊗(n+1−p)⊗L⊗(p−1) = 0},

– ∀n < p− 1, GpCn(L,M) := {0}.

On note GC(L,M) la suite spectrale associée à cette filtration sur le modèle de la Propo-
sition 2.2.6.

Démonstration. Soient p ≥ 1, n ≥ p − 1 et f ∈ GpCn(L,M). Montrons que dnf ∈
GpCn+1(L,M). Soient donc k1, . . . , kn+2−p ∈ K et ln+3−p, . . . , ln+1 ∈ L : il s’agit de mon-
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trer que dnf(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1) = 0. On découpe la somme comme suit :

dnf(k1, . . . , kn+2−p,ln+3−p, . . . , ln+1) =∑
1≤i<j≤n+2−p

(−1)idij(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1)

+
∑

1≤i≤n+2−p<j≤n+1
(−1)idij(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1)

+
∑

n+3−p≤i<j≤n+1
(−1)idij(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1)

+
n+2−p∑
i=1

(−1)i−1δi(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1)

+
n+1∑

i=n+3−p
(−1)i−1δi(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1)

+(−1)n+1∂(f)(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1).

Pour montrer que la première somme est nulle, on utilise le fait que K soit une sous-
algèbre de L et que f|K⊗(n+1−p)⊗L⊗(p−1) = 0 ; pour chacun des autres termes, le fait que
f|K⊗(n+1−p)⊗L⊗(p−1) = 0 suffit. Donc on a bien :

dnf(k1, . . . , kn+2−p, ln+3−p, . . . , ln+1) = 0.

Si n < p − 1, le résultat est immédiat, notamment puisque GpCp−1(L,M) = {0}. Fina-
lement, le cas p = 0 est trivialement vrai, donc on peut conclure que GC(L,M) est bien
une filtration du complexe C(L,M).

Exemple 3.3.3.

• G1Cn(L,M) = {f : L⊗n →M) | f|K⊗n = 0}.

• GnCn(L,M) = {f : L⊗n →M) | f|K⊗L⊗n−1 = 0}.

Remarque 3.3.4.

• La filtration GC(L,M) est la filtration duale (au sens du Lemme 2.2.5) de celle
définie dans [6] pour l’homologie d’algèbres de Leibniz à droite.

• La filtration GC(L,M) de C(L,M) est canoniquement bornée. En effet, pour tout
n :

G0Cn(L,M) = Cn(L,M) et Gn+1Cn(L,M) = 0.

Exemple 3.3.5. On considère l’algèbre de Leibniz L2
2 définie dans l’exemple 1.1.9, dont

le crochet est défini par [e1, e1] = [e1, e2] = e2, et son idéal bilatère E2 :=< e2 >. On
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étudie sa cohomologie à valeurs dans elle-même, précédemment calculée dans l’Exemple
3.0.2. On obtient pour tout p ≥ 1 et n ≥ p− 1 des espaces :

GpCn(L2
2, L

2
2) = {f : (L2

2)⊗n → L2
2 | f|E⊗(n+1−p)

2 ⊗(L2
2)⊗(p−1) = 0}.

Exemple 3.3.6. On considère l’algèbre de Leibniz L6, dont la définition et le calcul de
la cohomologie en petit degré sont donnés dans l’Exemple 3.0.4, et son idéal bilatère
E12 :=< e1, e2 >. On obtient pour tout p ≥ 1 et n ≥ p− 1 des espaces :

GpCn(L6, L6) = {f : L⊗n6 → L6 | f|E⊗(n+1−p)
12 ⊗(L6)⊗(p−1) = 0}.

Proposition 3.3.7. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K une sous-
algèbre de L. Pour q ≥ 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Gp,q
0 C(L,M) '


Hom(K⊗q,M) si p = 0,

Hom(K⊗q ⊗ L/K ⊗ L⊗(p−1),M) si p ≥ 1.

Démonstration. Cette proposition découle immédiatement du Lemme 3.0.5.

Exemple 3.3.8. Retour sur l’Exemple 3.3.5

On obtient ici pour p = 0 un espace : G0,q
0 (L2

2, L
2
2) ' Hom(E⊗q2 , L2

2), et pour p ≥ 1 :
Gp,q

0 (L2
2, L

2
2) ' Hom(E⊗q2 ⊗ E1 ⊗ (L2

2)⊗(p−1), L2
2).

Exemple 3.3.9. Retour sur l’Exemple 3.3.6

On obtient maintenant pour p = 0 un espace : G0,q
0 (L6, L6) ' Hom(E⊗q12 , L6), et pour

p ≥ 1 : Gp,q
0 (L6, L6) ' Hom(E⊗q12 ⊗ E3 ⊗ (L6)⊗(p−1), L6), où E3 = vect(e3).

Proposition 3.3.10. Soient L une algèbre de Leibniz, K une sous-algèbre de L et M un
L-module. La suite spectrale GC(L,M) converge vers H∗(L,M).

Démonstration. C’est une application immédiate du Théorème 2.2.13, qui s’applique
puisque la filtration considérée est bornée.
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3.3.11 Etude des premières pages

Théorème 3.3.12. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L. On a les
isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Gp,q
1 C(L,M) '


Hq(K,M) si p = 0,

Hq(K,Hom(L/K ⊗ L⊗(p−1),M)) si p ≥ 1,

où Hom(L/K ⊗L⊗(p−1),M) est le K-module symétrique défini dans le Corollaire 1.1.22.

Remarque 3.3.13. On rappelle queHom(L/K⊗L⊗(p−1),M) admet précisément la struc-
ture de L-Lie-module suivante :

[k, f ](l1, l2, . . . , lp) = [k, f(l1, l2, . . . , lp)]−
p∑
i=2

f(l1, l2, . . . , [k, li], . . . , lp),

pour tout k ∈ K, l1, . . . , lp ∈ L et f ∈ Hom(L/K ⊗ L⊗(p−1),M). Le terme pour p = 1 de
la somme étant nulle puisque puisque [k, l1] = 0.

Démonstration. On fixe p ≥ 1 et q ≥ 0, et on note :

• ϕp,q0 l’isomorphisme d’espaces vectoriels Gp,q
0 ' Hom(K⊗q ⊗ L/K ⊗ L⊗(p−1),M)

donné par la Proposition 3.3.7,

• dp,∗C la différentielle du complexe C∗(K,Hom(L/K ⊗ L⊗(p−1),M)), où le K-module
est comme dans l’énoncé considéré comme symétrique.

On cherche à montrer que l’isomorphisme commute avec les différentielles, c’est-à-dire
l’on a la relation suivante :

ϕp−1,q+1
0 ◦ dp,q0 = dp−1,q

C ◦ ϕp,q0 .

On considère f ∈ GpCp+q(L,M) dont on note f sa classe dans le quotient Gp,q
0 C(L,M).

D’une part, puisque d0 est induite par la différentielle du complexe C(L,M), on obtient :

dp,q0 (f) =
∑

1≤i<j≤p+q+1
(−1)idij(f) +

p+q∑
i=1

(−1)i−1δi(f) + (−1)p+q∂(f).

Mais dp,q0 (f) ∈ Gp,q+1
0 = GpCp+q+1(L,M)

Gp+1Cp+q+1(L,M) , et :
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• dij(f) ∈ Gp+1Cp+q+1 dès que i ≥ q + 2,

• δi(f) ∈ Gp+1Cp+q+1 dès que i ≥ q + 2,

• ∂(f) ∈ Gp+1Cp+q+1,

donc on obtient finalement : dp,q0 f = ∑
1≤i<j≤p+q+1

i≤q+1

(−1)idij(f) +
q+1∑
i=1

(−1)i−1δi(f).

D’où l’on déduit que pour tout k1, . . . , kq+1 ∈ K et lq+2, . . . , lp+q+1 ∈ L :

(ϕp−1,q+1
0 ◦dp,q0 )(f)(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
i≤q+1

(−1)iϕp−1,q+1
0 (dij(f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

+
q+1∑
i=1

(−1)i−1ϕp−1,q+1
0 (δi(f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1).

D’autre part,

dp,qCq ◦ ϕp,q0 (f)(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

=
∑

1≤i<j≤q+1
(−1)idij(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3, . . . , lp+q+1)

+
q∑
i=1

(−1)i−1δi(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

+ (−1)q−1∂(ϕp,q0 f)(k1 ⊗ · · · ⊗ kq ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1) (3.13)

=
∑

1≤i<j≤q+1
(−1)idij(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3, . . . , lp+q+1)

+
q∑
i=1

(−1)i−1δi(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

−
∑

1≤i≤q
q+1≤j≤p+q+1

(−1)i−1dij(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1, lq+2 ⊗ lq+3, . . . , lp+q+1)

− (−1)q−1δq+1(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1) (3.14)

+ (−1)q−1
p+q+1∑
j=q+1

dq+1,j(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

(3.15)

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1

(−1)idij(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1, lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1)

+
q+1∑
i=1

(−1)i−1δi(ϕp,q0 (f))(k1 ⊗ · · · ⊗ kq+1 ⊗ lq+2 ⊗ lq+3 ⊗ · · · ⊗ lp+q+1).

Les lignes (3.14) et (3.15) proviennent de la ligne (3.13) car le module Hom(L/K ⊗
L⊗(p−1),M) est symétrique. Il s’agit donc de vérifier que :
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• ∀i ∈ [1, q + 1], ϕp−1,q+1
0 ◦ δi = δi ◦ ϕp,q0 ;

• ∀i ∈ [1, q + 1], j ∈ [i+ 1, p+ q + 1], ϕp−1,q+1
0 ◦ dij = dij ◦ ϕp,q0 .

Or ceci est immédiat puisque ϕ0 est simplement issue de la factorisation d’une application
de restriction à un sous-quotient. Ainsi on a bien l’égalité souhaitée : ϕp,q+1

0 ◦ dp,q0 =
dp,qC ◦ ϕ

p,q
0 . Le cas p = 0 étant immédiat, ceci termine la preuve.

Exemple 3.3.14. Retour sur l’Exemple 3.3.5

On note f(e⊗q2 ) := a1e1 + a2e2 et g ∈ Hom(E⊗q2 , Hom(E1, L
2
2)). On commence par

calculer les différentielles sur Gp,q
0 C(L,M) pour de petits p et q :

• d0,q
0 (f)(e⊗q2 ) = (−1)q+1a1e2.

• dp,q0 (g) = 0 si p ≥ 1.

On en déduit que :

• G0,q
1 C(L2

2, L
2
2) ' Hq(E2, L

2
2) ' {0}.

• Gp,q
1 C(L2

2, L
2
2) ' Gp,q

0 ' Hom(E⊗q2 ⊗ E1 ⊗ (L2
2)⊗(p−1), L2

2) si p ≥ 1.

Exemple 3.3.15. Retour sur l’Exemple 3.3.6

On considère les vecteurs w = w1e1 + w2e2 + w3e3 ∈ L6 et x = x1e1 + x2e2, y =
y1e1 + y2e2 ∈ E12, ainsi que les applications f = (aij)ij ∈ Hom(E12, L6) g = (ai)i ∈
Hom(E3, L6) et h ∈ Hom(E12, Hom(E3, L6)) définie par h(e1)(e3) = (bi)i, h(e2)(e3) =
(ci)i. On commence par calculer les différentielles sur Gp,q

0 pour de petits p et q :

• d0,0
0 (w)(x) = w3x2e2.

• d0,1
0 (f)(x⊗ y) = a31(x2y1 − x1y2)e2.

• d1,0
0 (g)(x)(e3) = x2a3e2

• d1,1
0 (h)(x⊗ y)(e3) = (y1x2b3 + y2x2c3)e2.

Puis on obtient :

• G0,0
1 C(L6, L6) ' H0(E12, L6) ' E12.

• G0,1
1 C(L6, L6) ' H1(E12, L6) ' Hom(E12, E1)⊗Hom(E1, E2)⊗Hom(E2, E1).

• G1,0
1 C(L6, L6) ' H0(E12, Hom(E3, L6)) ' Hom(E3, E12).

• h ∈ G1,1
1 C(L6, L6)⇔ h(e1)(e3) ∈ E12 et h(e2)(e3) ∈ E1.
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Théorème 3.3.16. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatère de L. On a
pour p ≥ 1 les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Gp,q
2 C(L,M) ' Hq(K,Hom(L/K,Hp−1(L,M))),

où Hom(L/K,Hp−1(L,M)) est le K-module induit par le L-module du Théorème 3.3.12.

Remarque 3.3.17. De même que pour FC(L,M), pour pouvoir identifier d1 à la dif-
férentielle d du complexe Hom(K⊗q ⊗ L/K,C∗(L,M)), il suffit que d0 commute avec
d.

Lemme 3.3.18. Pour tout p ≥ 1 et q ≥ 0 :

dp+1,q
0 ◦ dp,q + dp,q+1 ◦ dp,q0 = 0.

Démonstration. On reprend ici le schéma de preuve utilisé précédemment pour démontrer
le Lemme 3.2.19.

• dp,q0 := ∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q+1

(−1)idij + ∑
1≤k≤q+1

(−1)k−1δk,

• dp,q := ∑
q+2≤l<m≤p+q+1

(−1)ldlm + ∑
q+2≤r≤p+q

(−1)r−1δr + (−1)p+q+1∂.

On obtient alors d’un côté :

dp+1,q
0 dp,q =

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1

(−1)p+q+i+1dij∂ +
∑

1≤k≤q+1<l<m≤p+q+1
(−1)l+k−1δkdlm

+
∑

1≤k≤q+1<r≤p+q
(−1)k+rδkδr +

∑
1≤k≤q+1

(−1)k+p+qδk∂

et de l’autre :

dp,q+1dp,q0 =
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1

q+3≤l<m≤p+q+2

(−1)i+ldlmdij +
∑

q+3≤l<m≤p+q+2
1≤k≤q+1

(−1)l+k−1dlmδk

+
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1

q+3≤r≤p+q+1

(−1)r+i−1δrdij +
∑

1≤k≤q+1
q+3≤r≤p+q+1

(−1)k+rδrδk

+
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1

(−1)p+q+i∂dij +
∑

1≤k≤q+1
(−1)k+p+q−1∂δk
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Pour faciliter la lecture, on numérote dans la suite les termes de dp+1,q
0 dp,q de (1) à (6)

et ceux de dp,q+1dp,q0 de (a) à (f).

Pour commencer, par la relation 3. de la preuve du Lemme 1.1.26, on obtient :

∑
q+3≤l<m≤p+q+2

1≤k≤q+1

(−1)l+k−1dlmδk =
∑

1≤k≤q+1<l<m≤p+q+1
(−1)l+kδkdlm,

et par les relations 1. et 3. de la preuve du théorème 1.1.24, on a :

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1

(−1)p+q+i+1dij∂+
∑

1≤i≤q+1
(−1)p+q+iδi∂ =

∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q+1

(−1)p+q+i+1∂dij +
∑

1≤i≤q+1
(−1)p+q+i∂δi

C’est-à-dire (4) = −(b) et (3) + (6) = −(e)− (f).

On étudie ensuite le terme (1), en le décomposant en cinq sommes distinctes pour
utiliser les relations décrites dans la preuves du lemme 1.1.25.

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

i<j≤l

(−1)i+ldijdlm

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

l+1<j≤m

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

m+1<j

(−1)i+ldijdlm

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

j=m+1

(−1)i+ldijdlm +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

j=l+1

(−1)i+ldijdlm.

Par la relation 4., les deux dernières sommes donnent :

∑
1≤l≤q+1<i−1<m≤p+q+1

(−1)i+l+1dim+1dlm.

Puis par les relations 1.,2. et 3., on obtient pour les trois premières :

∑
1≤i<j≤p+q+1

1≤i≤q+1
q+3≤l<m≤p+q+2

(−1)i+l+1dlmdij −
∑

1≤l≤q+1<i−1<m≤p+q+1
(−1)i+l+1dim+1dlm.
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Ainsi : ∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1<l<m≤p+q+1

(−1)i+ldijdlm =
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1

q+3≤l<m≤p+q+2

(−1)i+l+1dlmdij,

et donc (1) = −(a).

Attaquons nous pour finir à (2), que l’on scinde en trois :

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

j≤r

(−1)i+r−1dijδr +
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

j≥r+2

(−1)i+r−1dijδr

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

j=r+1

(−1)i+r−1dijδr,

pour pouvoir utiliser cette fois les relations 1., 2. et 4. issues de la preuve du Lemme 1.1.26
et obtenir :

∑
1≤i<j≤p+q+2

1≤i≤q+1<r≤p+q

(−1)i+r−1dijδr =
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

j≤r

(−1)i+r−1δr+1dij

+
∑

1≤i<j≤p+q+2
1≤i≤q+1<r≤p+q

j≥r+2

(−1)i+r−1δr+1di,j−1

+
∑

1≤i≤q+1<j−1≤p+q
(−1)i+j(δiδj−1 − δjδi)

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1<r−1≤p+q

j≤r−1

(−1)i+rδrdij +
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1<r−1≤p+q

j≥r

(−1)i+rδrdi,j

+
∑

1≤i≤q+1<j≤p+q
(−1)i+j+1δiδj −

∑
1≤i≤q+1<j−1≤p+q

(−1)i+jδjδi

=
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤q+1<r−1≤p+q

(−1)i+rδrdij

+
∑

1≤i≤q+1<j≤p+q
(−1)i+j+1δiδj −

∑
1≤i≤q+1<j−1≤p+q

(−1)i+jδjδi

Donc on trouve (2) + (5) = −(c)− (d).

Finalement, on a montré que dp+1,q
0 dp,q + dp,q+1dp,q0 = 0
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Proposition 3.3.19. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal
bilatère de L tels que M est un K-module trivial et [K,K] = 0. Pour tout q ≥ 0 :

G0,q
2 ' Hq(K,H0(L/K,M)),

où H0(L/K,M) est un K-module symétrique dont l’action à gauche est induite par la
Remarque 3.3.13.

Démonstration. On considère le complexe (Hom(Kq, C∗(L/K,M)), d∗,q) et on cherche à
montrer que d1,q

0 d0,q + d0,q+1d0,q
0 = 0.

D’un côté d0,q = −∂, et de l’autre :

d0,q
0 =

∑
1≤i<j≤q+1

(−1)idij +
∑

1≤k≤q+1
(−1)kδk + (−1)q+1∂.

On montre immédiatement en utilisant les relations de la preuve du Théorème 1.1.24 que
ces deux différentielles commutent, ce qui conclut la preuve de la Proposition.

Exemple 3.3.20. Retour sur l’Exemple 3.3.5

• Tout d’abord, G0,q
2 (L2

2, L
2
2) = 0 car G0,q

1 (L2
2, L

2
2) = 0.

• Ensuite, pour tout p ≥ 1, dp,q1 est nulle, donc encore une fois Gp,q
2 (L2

2, L
2
2) =

Gp,q
1 (L2

2, L
2
2) = Gp,q

0 (L2
2, L

2
2).

Exemple 3.3.21. Retour sur l’Exemple 3.3.6

On note w = w1e1 + w2e2 + w3e3 ∈ L6.

• Calcul de G0,q
2 (L6, L6) ' Hq(E12, H

0(E3, L6)).

Tout d’abord H0(E3, L6) ' E1 car dw(e3) = −[w, e3] = −w3e1 − w2e2, puis comme
E1 est un module trivial, on obtient G0,q

2 (L6, L6) ' Hom(E⊗q12 , E1). On peut remar-
quer que H0(L6, L6) ' E1, et donc : G0,0

2 (L6, L6) ' H0(L6, L6).

• Puis G1,q
2 (L6, L6) ' Hq(E12, Hom(E3, H

0(L6, L6))) ' Hq(E12, Hom(E3, E1)), mais
la différentielle du complexe C∗(E12, Hom(E3, E1)) est à nouveau nulle, donc :

G1,q
2 (L6, L6) ' Hom(E⊗q12 ⊗ E3, E1).

On peut en déduire par exemple, grâce au Lemme 2.2.17 qui énonce que l’espace
G1,0

2 (L6, L6) ' Hom(E3, E1) s’injecte dans H1(L6, L6), que cet espace de cohomo-
logie est non nul.
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Corollaire 3.3.22. Soient L une algèbre de Leibniz, K un idéal bilatère de L vérifiant
[K,K] = 0 et M un L-module tel que M soit un K-module trivial. La suite suivante est
exacte :

0→H0(K,Hom(L/K,H0(L,M))→ H1(L,M)→

H1(K,H0(L/K,M))→ H0(K,Hom(L/K,H1(L,M))→ H2(L,M).

Démonstration. C’est la suite exacte à 5 termes définie dans le Lemme 2.2.17 appliquée
à la suite spectrale GC(L,M).

Exemple 3.3.23. Pour l’algèbre L2
2, on obtient la suite exacte suivante :

0→ Hom(E1, E2)→ H1(L2
2, L

2
2) ' 0→ Hom(E2, E2)→ 0.

En effet :

• H0(E2, Hom(E1, H
0(L2

2, L
2
2)) ' H0(E2, Hom(E1, E2)) d’après les calculs effectués

dans l’Exemple 3.0.2. PuisH0(E2, Hom(E1, E2)) ' Hom(E1, E2) car la différentielle
est nulle.

• H1(E2, H
0(E1, L

2
2)) ' H1(E2, E2) ' Hom(E2, E2)

• H0(E2, Hom(E1, H
1(L2

2, L
2
2))) ' 0.

Exemple 3.3.24. Pour l’algèbre L6, on obtient la suite exacte suivante :

0→ Hom(E3, E1)→ H1(L6, L6) ' Hom(E3, E1)→ Hom(E12, E1)→ Hom(E⊗2
3 , E1).

En effet :

• H0(L6, L6) ' E1 par le calcul effectué dans l’Exemple 3.0.4, puis :

H0(E12, Hom(E3, H
0(L6, L6)) ' H0(E12, Hom(E3, E1) ' Hom(E3, E1),

le dernier isomorphisme découlant du fait que la différentielle est nulle.

• H1(E12, H
0(E3, L6)) ' Hom(E12, E1) car H0(E3, L6) ' E1.

• H0(E12, Hom(E3, H
1(L6, L6)) ' Hom(E⊗2

3 , E1).

Proposition 3.3.25. La suite G est multiplicative pour le cup-produit ∪̃ (au sens de la
Définition 2.3.12).
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Démonstration. Montrons que la filtration GC(L,M) est stable pour le cup-produit ∪̃.
Soient f ∈ GpCn(L,M) et g ∈ GqCm(L,M) : montrons que f ∪ g ∈ Gp+qCn+m(L,M).
Soient x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m ∈ K⊗(n+m+1−p−q) ⊗ L⊗(p+q−1). Il s’agit de prouver que

(f ∪̃g)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m) = 0.

Or (f ∪̃g)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m)

= (µ ◦ (f ⊗ g) ◦ (s̃hn,m−1 ⊗ idL))(x1 ⊗ · · · ⊗ xn+m)

=
∑

σ∈{(n,m−1)−shuffle}
sgn(σ) · f(xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n))

g(xσ(n+1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n+m−1) ⊗ xn+m).

Or puisqu’il y a n+m− p− q + 1 vecteurs dans K, il y en a forcément soit n− p+ 1 en
arguments de f , soit m− q+ 1 en arguments de g quelque soit la permutation σ. De plus,
puisque σ ∈ {(n,m − 1) − shuffle}, dans les 2 cas les termes xi ∈ K sont toujours en
premières places. Ainsi (f ∪̃g)(x1⊗· · ·⊗xn+m) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit
respecte bien la filtration. Par la Proposition 2.3.4, on en déduit que la suite spectrale
issue de cette filtration est multiplicative au sens de la Définition 2.3.3.

3.4 Etude de la quatrième suite spectrale GBC(L,M)

3.4.1 Définition de la filtration

Définition/Proposition 3.4.2. Soient L une algèbre de Leibniz, K un idéal à gauche
de L et M un L-module. Les complexes (GBpC(L,M))p suivants constituent une filtration
du complexe C∗(L,M) :

• GB0C∗(L,M) = C∗(L,M),

• Pour tout p ≥ 1 :

– ∀n ≥ p− 1, GBpCn(L,M) := {f : L⊗n →M | f|L⊗(p−1)⊗K⊗(n+1−p) = 0}

– ∀n ≤ p− 2, GBpCn(L,M) := {0}.

On note GBC(L,M) la suite spectrale associée à cette filtration sur le modèle de la Pro-
position 2.2.6.

Démonstration. Soient p ≥ 1, n ≥ p − 1 et f ∈ GBpCn(L,M). Montrons que dnf ∈
GBpCn(L,M). Soient donc l1, . . . , lp−1 ∈ L et kp, . . . , kn+1 ∈ K : il s’agit de montrer que
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dnf(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1) = 0. Pour bien voir que cette assertion est vraie, on découpe
la somme comme ci-dessous :

dnf(l1, . . . , lp−1,kp, . . . , kn+1)

=
∑

1≤i<j≤p−1
(−1)idijf(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1)

+
∑

1≤i≤p−1<j≤n+1
(−1)idij(f)(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1) (3.16)

+
∑

p≤i<j≤n+1
(−1)idij(f)(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1)

+
p−1∑
i=1

(−1)i−1δif(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1]

+
n+1∑
i=p

(−1)i−1δif(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn+1]

+ (−1)n+1∂f(l1, . . . , kn+1)

K est un idéal à gauche de L, donc les vecteurs en arguments de f à la ligne 3.16 sont
bien dans L⊗(p−1) ⊗ K⊗(n+1−p). Pour les autres lignes, cette vérification est immédiate,
donc puisque f|L⊗(p−1)⊗K⊗(n+1−p) = 0, on a bien :

dnf(l1, . . . , lp−1, kp, . . . , kn) = 0.

Les cas p = 0 et "p ≥ 1, n ≤ p− 2" étant immédiats, on conclut que GBC(L,M) est bien
une filtration du complexe C(L,M).

Exemple 3.4.3. GB1Cn(L,M) = {f : L⊗n →M) | f|K⊗n = 0}

Exemple 3.4.4. On considère l’algèbre de Leibniz L2
1 de base {(e1, e2)} définie dans

l’Exemple 1.1.9, dont la cohomologie a été calculée dans l’Exemple 3.0.1, ainsi que son
idéal bilatère E2 := V ect(e2). On étudie sa cohomologie à valeurs elle-même.

On obtient pour p ≥ 1 et n ≥ p− 1 les espaces suivants :

GBpCn(L2
1, L

2
1) ' {f : (L2

1)⊗n →M | f|(L2
1)⊗(p−1)⊗E⊗(n+1−p)

2
= 0}.

Exemple 3.4.5. On considère l’algèbre de Leibniz L6 de crochet défini sur une base
{e1, e2, e3} par [e2, e3] = −[e3, e2] = e2, [e3, e3] = e1, et son idéal bilatère E2. On étudie sa
cohomologie à valeurs elle-même (voir l’Exemple 3.0.4).

On obtient pour p ≥ 1 et n ≥ p− 1 les espaces suivants :

GBpCn(L6, L6) ' {f : L⊗n6 → L6 | f|L⊗(p−1)
6 ⊗E⊗(n+1−p)

2
= 0}.
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Remarque 3.4.6.

• La filtration GBC(L,M) est une adaptation de GC(L,M) aux algèbres de Leibniz à
gauche.

• La filtration GBC(L,M) est canoniquement bornée.

Proposition 3.4.7. La suite spectrale converge vers la cohomologie de L à valeurs dans
M .

Démonstration. Il s’agit simplement d’une application du théorème de convergence (Théo-
rème 2.2.13).

3.4.8 Calcul des premières pages

Proposition 3.4.9. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal à
gauche de L. Pour tout q ≥ 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

GBp,q
0 '


Hom(K⊗q,M) si p = 0,

Hom(L⊗(p−1) ⊗ L/K ⊗K⊗q,M) si p ≥ 1.

Démonstration. Cette proposition découle immédiatement du Lemme 3.0.5.

Exemple 3.4.10. Retour sur l’Exemple 3.4.4

On obtient pour p = 0 : GBp,q
0 ' Hom(E⊗q2 , L6), et pour p ≥ 1 :

Hom(L⊗(p−1)
6 ⊗ E13 ⊗ E⊗q2 ,M)

Exemple 3.4.11. Retour sur l’Exemple 3.4.5

On obtient pour p = 0 : GBp,q
0 ' Hom(E⊗q2 , L2

1), et pour p ≥ 1 :

Hom((L2
1)⊗(p−1) ⊗ E1 ⊗ E⊗q2 ,M)
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Théorème 3.4.12. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal à gauche de L. Pour
tout q ≥ 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

GBp,q
1 '


Hq(K,M) si p = 0,

Hom(L⊗(p−1) ⊗ L/K,Hq(K,M)) si p ≥ 1,

Démonstration. Dans un premier temps, on considère p ≥ 1 et q ≥ 0. Pour faciliter la
lecture, on notera ki les éléments de K, li ceux de L et li ceux de L/K. On note de plus :

• ψp,q0 l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

GBp,q
0 ' Hom(L⊗(p−1) ⊗ L/K,Hom(K⊗q,M)),

issu de la Proposition 3.4.9.

• dp−1,∗
K la différentielle du complexe Hom(L⊗(p−1) ⊗ L/K,C∗(K,M)) définie par :

dp−1,q
K (f) =

∑
p+1≤i<j≤p+q+1

(−1)i−pdij(f) +
p+q∑
i=p+1

(−1)i−p+1δi(f) + (−1)q+1∂(f).

• dp,q0 : GBp,q
0 → GBp,q+1

0 la différentielle sur la page 0 de la suite spectrale.

Nous allons montrer que ψp,q+1
0 ◦ dp,q0 = (−1)pdp−1,q

K ◦ ψp,q0 , ce qui permettra de conclure.

Soit f ∈ GBpCp+q, on note f sa classe dans GBp,q
0 . Rappelons que :

dp,q0 (f) =
∑

1≤i<j≤p+q+1
(−1)idijf +

p+q∑
i=1

(−1)i−1δif + (−1)p+q+1∂f.

Mais dp,q0 f ∈ GBp,q+1
0 = GBpCp+q+1

GBp+1Cp+q+1 et :

• dij(f) ∈ GBp+1Cp+q+1 dès que i ≤ p,

• δi(f) ∈ GBp+1Cp+q+1 dès que i ≤ p.

D’où l’on obtient que :

dp,q0 (f) =
∑

p+1≤i<j≤p+q+1
(−1)idij(f) +

p+q∑
i=p+1

(−1)i−1δi(f) + (−1)p+q+1∂(f).
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Puis :

(ψp,q+1
0 ◦ dp,q0 )(f) =

∑
p+1≤i<j≤p+q+1

(−1)iψp,q+1
0 (dij(f))

+
p+q∑
i=p+1

(−1)i−1ψp,q+1
0 (δi(f))

+ (−1)p+q+1ψp,q+1
0 (∂(f)).

Or, on a vu ci-dessus que :

dp−1,q
K (ψp,q0 (f)) =

∑
p+1≤i<j≤p+q+1

(−1)i−pdij(ψp,q0 (f))

+
p+q∑
i=p+1

(−1)i−p+1δi(ψp,q0 (f))

+ (−1)q+1∂(ψp,q0 (f)).

Ainsi, puisque ψ0 commute avec les opérateurs dij, δi et ∂, on a bien l’identité souahitée
pour tout p ≥ 1 et q ≥ 0 :

ψp,q+1
0 ◦ dp,q0 = (−1)pdp−1,q

K ◦ ψp,q0 .

Si p = 0, alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels ψ0,q
0 est simplement l’application de res-

triction, et la preuve de cette égalité est immédiate. Ainsi les espaces vectoriels considérés
dans l’énoncé sont bien isomorphes.

Exemple 3.4.13. Retour sur l’Exemple 3.4.4

On calcule immédiatement que Hq(E2, L
2
1) ' Hom(E⊗q2 , L2

1), et donc GB1 ' GB0.

Exemple 3.4.14. Retour sur l’Exemple 3.4.5

On commence par calculer Hq(E2, L6) : soit f ∈ Cq(E2, L6) définie par f(e⊗q2 ) :=
l1e1 + l2e2 + l3e3.

df(e⊗(q+1)
2 ) =

q∑
i=1

(−1)i−1[e2, f(e⊗q2 )] + (−1)q+1[f(e⊗q2 ), e2]

=
q∑
i=1

(−1)i−1l3e2 + (−1)ql3e2

= l3e2(
q+1∑
i=1

(−1)i−1)

Ainsi df(e⊗(q+1)
2 ) = l3e2 si q est pair, 0 sinon.
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On en déduit immédiatement que :

GB0,q
1 (L6, L6) '


Hom(E2, E12) si q est pair,

Hom(E2, E13) si q est impair.

et que pour tout p ≥ 1 :

GBp,q
1 (L6, L6) '


Hom(L⊗(p−1)

6 ⊗ E1 ⊗ E2, E12) si q est pair,

Hom(L⊗(p−1)
6 ⊗ E1 ⊗ E2, E13) si q est impair.

3.4.15 Que peut-on dire de la deuxième page ?

Remarque 3.4.16. Le problème qui se pose ici et qui n’apparaissait par pour les suites
spectrales FC(L,M) et GC(L,M) est que la différentielle d1 définie sur GB1C(L,M) par :

d1([f ]0) := [d(f)]0,

où f ∈ GBp,q
0 C(L,M) et d est induite par la différentielle globale d : Cp+q(L,M) →

Cp+q+1(L,M), ne s’identifie à aucune différentielle usuelle.

En effet, on obtient d : GBp,q
0 C(L,M)→ GBp+1,q

0 C(L,M) définie par :

d =
∑

1≤i<j≤p+q+1
1≤i≤p+1

(−1)idij +
∑

1≤i≤p+1
(−1)i−1δi.

Observons si dans certains cas particuliers on peut tout de même interpréter d1.

Lemme 3.4.17. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si
[K,M ] = [K,K] = 0, alors :

• Hom(K,M) est un L/K-Lie-module pour l’action suivante, induite par le Corollaire
1.1.22 :

[l, f ](k1 ⊗ · · · ⊗ kq) := [l, f(k1 ⊗ · · · ⊗ kq)]−
q∑
i=1

f(k1 ⊗ . . . [l, ki]⊗ · · · ⊗ kq).

• Hq(K,M) est un L/K-Lie-module.
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Démonstration. • Puisque nous avons comme hypothèse que [K,M ] = [K,K] = 0 :

[k, f ](k1 ⊗ · · · ⊗ kq) := [k, f(k1 ⊗ · · · ⊗ kq)]−
q∑
i=1

f(k1 ⊗ . . . [k, ki]⊗ · · · ⊗ kq) = 0.

Donc Hom(K,M) est bien un L/K-module.

• Pour f ∈ Cq(K,M), la formule de Cartan [k, f ] = d ◦ ιk(f) + ιk ◦ d(f) nous montre
que Hq(K,M) est bien un K-module. Cette action de K sur Hq(K,M) s’étend à
L puisque M est un L-module et K un idéal à gauche. Le premier point du lemme
nous montre que [K,Hq(K,M)] = [Hq(K,M), K] = 0 et ainsi Hq(K,M) est bien
un L/K-module.

Proposition 3.4.18. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de
L. Si [K,M ] = [K,K] = 0, alors pour tout q ≥ 0, on a l’isomorphisme d’espaces vectoriels
suivant :

GB0,q
2 ' H0(L/K,Hq(K,M)),

où Hq(K,M) est un L/K-module symétrique pour l’action décrite dans le lemme précé-
dent.

Démonstration. Pour p = 0 on obtient la différentielle d suivante :

d(f) = −
∑

2≤j≤q+1
d1j + δ1.

Or c’est exactement la différentielle de degré 0 du complexe C∗(L/K,Hom(K⊗q,M)),
où Hom(K⊗q,M)) est un L/K-module symétrique pour l’action donnée par le lemme
précédent. On montre comme dans les parties précédentes pour conclure que d et d0

commutent.

Théorème 3.4.19. [B., 2017]

Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si [K,M ] =
[K,K] = 0, alors pour tout q ≥ 0, on a l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

GB1,q
2 ' H1(L/K,Hq(K,M)),

où Hq(K,M) est un L/K-module symétrique pour l’action décrite dans le lemme précé-
dent.

Démonstration. Pour p = 1 la différentielle d de donnée par la Remarque 3.4.16 est la
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suivante :
d(f) = −

∑
2≤j≤q+2

d1j +
∑

3≤j≤q+2
d2j + δ1 − δ2.

C’est-à-dire explicitement :

df(l1, l2, k3,⊗ · · · ⊗ kq+2) = −f([l1, l2], k3, . . . kq+2)]

−
∑

3≤j≤q+2
f(l2, k3 ⊗ . . . [l1, ki]⊗ · · · ⊗ kq+2)

+
∑

3≤j≤q+2
f(l1 ⊗ k3 ⊗ . . . [l2, ki]⊗ · · · ⊗ kq+2)

+ [l1, f(l2 ⊗ k3 ⊗ · · · ⊗ kq+2)− [l2, f(l1 ⊗ k3 ⊗ · · · ⊗ kq+2)

Donc puisque [K,M ] = [K,K] = 0, on a :

df(l1, l2, k3,⊗ · · · ⊗ kq+2) = −f([l1, l2], k3, . . . kq+2)]

−
∑

3≤j≤q+2
f(l2, k3 ⊗ . . . [l1, ki]⊗ · · · ⊗ kq+2)

+
∑

3≤j≤q+2
f(l1 ⊗ k3 ⊗ . . . [l2, ki]⊗ · · · ⊗ kq+2)

+ [l1, f(l2 ⊗ k3 ⊗ · · · ⊗ kq+2)− [l2, f(l1 ⊗ k3 ⊗ · · · ⊗ kq+2)

On reconnait ici la différentielle de degré 1 du complexe C∗(L/K,Hom(K⊗q,M)). On
peut finalement montrer d et d0 commutent par des calculs similaires à ceux concernant
les deux suites spectrales précédentes, ce qui termine cette preuve.

Remarque 3.4.20. Malheuresement, dès le cas p = 2, la différentielle d donnée par la
Remarque 3.4.16 ne correspond plus à celle du complexe C∗(L/K,Hom(K⊗q,M)).

En effet, un simple calcule :

df(l1 ⊗ l2 ⊗ l3 ⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3) =

− f([l1, l2]⊗ l3 ⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3)−
q+3∑
i=4

f(l2, l3, k4 ⊗ . . . [l1, ki]⊗ . . . kq+3)

+ f(l1 ⊗ [l2, l3]⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3) +
q+3∑
i=4

f(l1, l3, k4 ⊗ . . . [l2, ki]⊗ . . . kq+3)

−
q+3∑
i=4

f(l1, l2, k4 ⊗ . . . [l3, ki]⊗ . . . kq+3)

+ [l1, f(l2 ⊗ l3 ⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3)− [l2, f(l1 ⊗ l3 ⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3)

+ [l3, f(l1 ⊗ l2 ⊗ k4 ⊗ · · · ⊗ kq+3).

montre bien cette différence.
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Exemple 3.4.21. Retour sur l’Exemple 3.4.4

On considère l’algèbre L2
1 dont le crochet est [e1, e1] = e2, et on étudie sa cohomologie

à valeurs dans elle-même (calculée explicitemment dans l’Exemple 3.0.1). On utilise pour
ce faire l’idéal bilatère E2 de L2

1 qui vérifie bien les hypothèses requise pour utiliser la
Proposition 3.4.18 et le Théorème 3.4.19.

• On calcule GB0,q
2 ' H0(E1, H

q(E2, L
2
1)). Tout d’abord la différentielle de C∗(E2, L

2
1)

est nulle, doncGB0,q
2 ' H0(E1, Hom(E⊗q2 , L2

1)). Puis, si on pose f(e⊗q2 ) := l1e1+l2e2,
alors df(e1)(e⊗q2 ) = l1e2 et par suite GB0,q

2 ' Ker(d) ' Hom(E⊗q2 , E2).

• Calcul de GB1,0
2 ' H1(E1, H

0(E2, L
2
1)).

H0(E2, L
2
1)) ' L2

1, mais ici il est vu comme un module symétrique. Puis df(e1⊗e1) =
0 et d(l)(e1) = l1e2. donc : GB1,0

2 ' Hom(E1, E1).

Corollaire 3.4.22. Soient L une algèbre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de
L. Si [K,M ] = [K,K] = 0, alors la suite suivante est exacte :

0→ H1(L/K,H0(K,M))→ H1(L,M)→ H0(L/K,H1(K,M))

→ GB2,0
2 (L,M)→ H2(L,M)

Démonstration. Découle immédiatement du Lemme 2.2.17 en utilisant les isomorphismes
du Théorème 3.4.19.

Exemple 3.4.23. Retour sur l’Exemple 3.4.4

Pour l’algèbre L2
1, d’après les calculs effectués dans l’Exemple 3.4.21, on obtient la

suite exacte suivante :

0→ Hom(E1, E1)→ H1(L2
1, L

2
1)→ Hom(E2, E2)→ GB2,0

2 (L2
1, L

2
1)→ H2(L,M)

Remarque 3.4.24. La filtration GBC(L,M) n’est pas multiplicative

En effet, on peut montrer le contre-exemple suivant : si f ∈ GB1C1(L,M) et g ∈
GB1C2(L,M), alors f ∪̃g n’est en général pas dans l’espace GB2C3(L,M).





4
Applications aux algèbres
semi-simples

4.1 Définitions et théorèmes généraux

Définition 4.1.1. Une algèbre de Lie est dite simple si elle n’est pas abélienne et ne
contient pas d’idéaux non propres.

Exemple 4.1.2. Pour n ≥ 2, sln(C) et pour n ≥ 5, son(C) sont des algèbres de Lie
simples.

Définition 4.1.3. Une algèbre de Lie est dite semi-simple si elle ne contient pas d’idéal
abélien non nul.

Proposition 4.1.4. Soit g une algèbre de Lie. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. g est semi-simple.

2. g est somme directe d’algèbres de Lie simples.

3. g n’a pas d’idéal résoluble non nul.

Théorème 4.1.5. [Pirashvili, 1994]

Soit g une algèbre de Lie semi-simple et M un g-Lie-module. Alors l’homologie de
Leibniz de g est concentrée en degré 0 :

∀k ≥ 1, Hk(g,M) = 0.
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Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans l’article [19] de T. Pirashvili.

Remarque 4.1.6. L’homologie de Leibniz d’une algèbre de Lie à valeurs dans un Lie-
module est celle à valeurs dans le comodule antisymétrique associé (c’est-à-dire pour le
crochet à droite nul).

Remarque 4.1.7. F. Wagemann et B. Omirov ont prouvé que ce théorème est aussi vrai
en cohomologie dans [18].

4.2 Applications

4.2.1 Applications concernant FC(L,M)

Proposition 4.2.2. Soit L une algèbre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/K soit une
algèbre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module. Alors :

∀i ≥ 1, H i(L,M) ' H i

(
C(L,M)
C(L/K,M)

)
.

Démonstration. La suite exacte courte de complexes suivante :

0→ C(L/K,M)→ C(L,M)→ C(L,M)/C(L/K,M)→ 0

induit une suite exacte longue en cohomologie qui commence par :

0→H1(L/K,M)→ H1(L,M)→ H1(C(L,M)/C(L/K,M))→

H2(L/K,M)→ H2(L,M)→ H2(C(L,M)/C(L/K,M))→ · · ·

Mais puisque L/K est semi-simple, H i(L/K,M) est nulle pour tout i ≥ 1 par la remarque
qui suit le Théorème 4.1.5. On obtient donc exactement les isomorphismes demandés.

Remarque 4.2.3. L’hypothèse demandée sur L de posséder un idéal tel que L/K soit
semi-simple n’est pas contraignante. En effet la décomposition de Levi en affirme l’exis-
tence pour toute algèbre de Leibniz de dimension finie sur un corps de caractéristique 0
(voir [1]).

Corollaire 4.2.4. Soit L une algèbre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/K soit une
algèbre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module vérifiant [K,M ] = [M,K] = 0. La suite
spectrale FC(L,M) converge vers la cohomologie H̃(L,M), égale à celle de H(L,M) sauf
en degré 0 où elle est nulle.

Corollaire 4.2.5. Soit L une algèbre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/K soit une
algèbre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module tel que [K,M ] = [M,K] = 0. On a
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l’isomorphisme suivant :

H1(L,M) ' H0(L,Hom(K,H0(L/K,M))).

Démonstration. D’après le Corollaire 3.2.20 :

H1(C(L,M)/C(L/K,M)) ' H0(L,Hom(K,H0(L/K,M))),

ce qui donne le résultat souhaité grâce à la Proposition précédente.

Proposition 4.2.6. Soient L une algèbre de Leibniz, K un idéal tel que L/K soit une
algèbre de Lie semi-simple et M un L/K-Lie-module tel que [M,K] = 0. Alors on a
l’isomorphisme suivant, pour q ≥ 1 :

Hq(L,M) ' Hq−1(L,Hom(K,ML/K)).

Démonstration. Par le Théorème 4.1.5, on obtient que

F p,q
2 ' Hq−1(L,Hom(K,Hp(L/K,M)))

est nul dès que p ≥ 1 (et pour q = 0 par définition). Ceci nous donne tout d’abord que
toutes les différentielles d’ordre r ≥ 2 sont nulles, et donc que F∞ ' F2. On fixe q ≥ 1.
Par la Proposition 4.2.2, on a l’isomorphisme :

Hq(L,M) ' Hq

(
C(L,M)
C(L/K,M)

)
,

donc la suite FC(L,M) converge dans notre cas vers la cohomologie H(L,M). De plus,
par le définition de la convergence :

∀p ≥ 0, q ≥ 1, F p,q
∞ ' FpHp+q(L,M)/Fp+1Hp+q(L,M),

et donc : 0 ' F1Hq(L,M)/F2Hq(L,M) ' · · · ' F qHq(L,M)/F q+1Hq(L,M). Mais
F q+1Hq(L,M) ' 0, donc on obtient que F iHq(L,M) ' 0 pour tout i ≥ 1. Ainsi

Hq−1(L,Hom(K,ML/K)) ' F 0,q
2 ' F0Hq(L,M)/F1Hq(L,M) ' F0Hq(L,M),

et puisque F0Hq(L,M) ' Hq(L,M), on a bien le résultat escompté.
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4.2.7 Application concernant GC(L,M)

Proposition 4.2.8. Soient L une algèbre de Leibniz, K un idéal de L qui soit une algèbre
de Lie semi-simple et M un L-module. Alors Gp,q

2 (L,M) = 0 dès que q ≥ 1 et p ≥ 2.

Démonstration. Le K-module Hom(L/K,Hp−1(L,M)) est trivial. En effet, l’action de K
sur L/K est évidemment trivial, et celle de K sur Hp−1(L,M) (puisque p ≥ 2) l’est grâce
aux formule de type Cartan décrites dans la Proposition 1.3.2 de [3]. Ainsi, puisque K est
semi-simple, on obtient par le théorème de Pirashvili et le Théorème 3.3.16 que :

Gp,q
2 (L,M) ' Hq(K,Hom(L/K,Hp−1(L,M)))

est nul dès que q ≥ 1 et p ≥ 2.

4.2.9 Application concernant l’injection de Leib dans Lie

Proposition 4.2.10. Soit g une algèbre de Lie et M un g-module. L’inclusion

Hom(Λng,M) ↪→ Hom(g⊗n,M)

induit un morphisme entre le complexe de Chevalley-Eilenberg CLie(g,M) et celui de Loday
C(g,M).

Ce dernier morphisme induit à son tour trois morphismes de suites spectrales (multi-
plicatif dans le premier cas) de ECLie(g,M) vers EC(g,M), GC(g,M) et GBC(g,M).

Démonstration. La première affirmation est l’objet de la Proposition 1.3.4 de [3]. La
deuxième découle du fait que le morphisme de complexes est immédiatement compatible
avec les filtrations EC(g,M), GC(g,M) et GBC(g,M).



5
Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes servi d’un outil mathématique, les suites spectrales,
dans le but d’étudier la cohomologie des algèbres de Leibniz.

Nous avons défini et étudié plusieurs suites spectrales, en nous inspirant des travaux
récents de A.V. Gnedbaye, et plus anciens de G. Hochschild et J.-P. Serre. En effet, ces
derniers ont défini des suites spectrales à partir de filtrations de complexes d’algèbres de
Lie d’une part, et de groupe d’autre part. Nous nous sommes resservi de ces filtrations
dans le cadre des complexes d’algèbres de Leibniz. Nous avons alors réussi à calculer, sous
certaines conditions, la page E0 de la suite, ainsi qu’à montrer qu’elle est multiplicative,
dans le premier cas ; et la deuxième page dans le cas s’inspirant de l’étude des groupes.

De son côté, A.V. Gnedbaye a défini une suite spectrale à partir d’une filtration de
complexe de chaînes d’une algèbre de Leibniz, que nous avons dualisé pour se retrouver
dans le cas cohomologique. On obtient alors deux suites spectrales différentes, selon que
l’on adapte ou non son travail aux algèbres de Leibniz à gauche, dont nous arrivons à
calculer la deuxième page dans un cas, la première dans l’autre.

Les applications que nous avons développées permettent essentiellement l’étude de la
cohomologie de Leibniz de certaines algèbres de Lie : celles qui possèdent un idéal bilatère
tel que le quotient soit semi-simple ou celles possédant un idéal semi-simple.
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Etude de la cohomologie d’algèbres de Leibniz via des suites spectrales

A study of the cohomology of Leibniz algebras via spectral sequences

Résumé
L’objectif de ce travail est d’étudier différentes suites
spectrales permettant d’obtenir des propriétés
intéressantes concernant la cohomologie d’algèbres
de Leibniz en générale ou dans certains cas
particuliers. Cette étude est faite dans l’esprit des
travaux effectués par J.-P. Serre et G. Hochschild sur
les algèbres de Lie, et dans la continuité de ceux
effectués par A.V. Gnedbaye sur l’homologie d’algèbre
de Leibniz à valeurs dans une semi-représentation.
Dans le premier chapitre, on définit la notion d’algèbre
de Leibniz, comme généralisation des algèbres de
Lie, et on en donne les propriétés fondamentales qui
vont nous être utiles pour l’étude ultérieure.
Le deuxième chapitre est un préambule rappelant les
principales définitions et propriétés liées aux suites
spectrales, en particulier celles définies à partir d’une
filtration de complexe. On étudiera attentivement la
convergence de ces suites spectrales.
Le chapitre trois, corps de cette étude, est consacré
spécifiquement à la définition de différentes suites
spectrales et à l’étude des propriétés qu’elles
permettent de prouver concernant la cohomologie
d’algèbre de Leibniz.
Enfin le dernier chapitre permettra d’étudier des
applications des résultats énoncés dans le chapitre
trois.

Abstract
This thesis is devoted to the study of different spectral
sequences for the cohomology of Leibniz alebras in
general or in certain specific examples. Some of the
results are motivated by work of G.Hochschild and
J.-P. Serre for Lie algebras and groups as well as the
thesis of A.V. Gnedbaye on the homology of Leibniz
algebras with values in a special kind of modules.
In the first chapter we define the notion of aLeibniz
algebras as a generalization of a Lie algebras with a
non-antisymmetric bracket. We also prove some basic
properties of Leibniz algebras.
The second chapter is a general introduction to
spectral sequences, especially those defined from a
filtration of a complex. Among other topics, we
consider the notion of convergence of a spectral
sequence.
In the third chapter four different filtrations of Loday’s
complex defining Leibniz cohomology are studied. We
compute the first pages for the spectral sequences
arising from each of these filtrations. As a
consequence we derive some properties of Leibniz
cohomology.
The last chapter give some other applications of the
results obtain in Chapter 3.
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