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Introduction

Genése

Dans un article intitulé "Cohomology of Lie algebra" ([8]) paru en 1953, G. Hochschild et
J.-P. Serre prouvent d’importants théorémes concernant la cohomologie d’algebres de Lie,
comme par exemple ce résultat permettant un calcul de la cohomologie d'une algebre de

Lie grace a des résultats de semi-simplicité :
Théoréme. [Hochschild, Serre, 1953]

Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps K de caractéristique nulle,
M un g-module de dimension finie et b un idéal de g tel que g/b soit semi-simple. On a

alors pour tout n > 0 l’isomorphisme suivant :

H"(g,M)~ P H'(g/h,K)® H’(h, M)".

i+j=n

Ces résultats sont obtenus grace a un outil d’algebre homologique développé quelques
années plus tot par J. Leray lors d'un cours dispensé au College de France ([9]) : les
suites spectrales. L’idée générale de cette théorie est de découper le calcul potentiellement
extrémement difficile d’'un espace de cohomologie en 1’étude de plusieurs espaces plus
simples. On construit pour cela une suite (E,, d,),>o de complexes, dont chaque "page" E,
est essentiellement la cohomologie de la page précédente. Dans les cas que nous étudierons,
cette suite deviendra stationnaire : c’est cette valeur stabilisée qui nous apportera les
informations souhaitées sur les espaces de cohomologie. Néanmoins le calcul de la page
Es suffit généralement a obtenir des résultats intéressants, heureusement car le calcul des

pages suivantes est souvent compliqué.

Dans [§], G. Hochschild et J.-P. Serre construisent une suite spectrale a partir d'une fil-
tration du complexe de Chevalley-Eilenberg C"(g, M) := A™(g, M), essentiellement définie

par :
EPCM(g, M) :={f :g®" — M | f(z1,...,2,) = 0 si n-p+1 arguments appartiennent a h}.

C’est une méthode usuelle pour construire des suites spectrales qui convergent vers (dans

7
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le sens "qui vont donner des informations sur") la cohomologie du complexe considéré.
Cette filtration induit une suite spectrale dont les auteurs montrent que la deuxiéme page

vérifie, sous certaines hypotheses, I'isomorphisme suivant :
Ey® ~ H%g/h, H (b, M)),

ou EY? est un élément de la page Ey = {EY?}, jez. Le calcul de cette deuxiéme page

permet d’obtenir entre autres le théoréme cité ci-dessus.

Les algeébres de Leibniz

Dans son article [10], J.-L. Loday pose les bases de I’étude d'une version non commutative
des algebres de Lie : les algebres de Leibniz. Ces dernieres sont des algebres L dont le

crochet vérifie seulement 1’'identité suivante :
Va,y,z € L, [x,[y, 2] = [[=,y], 2] + [y, [z, 2]].

Une des motivations pour s’intéresser a de tels objets est d’ordre cohomologique : pour
prouver que la différentielle de Chevalley-Eilenberg en est bien une, on n’utilise en ef-
fet pas le caractere antisymétrique du crochet. J.-L. Loday construit donc une théorie
(co)homologique liée & ces algebres en s’inspirant de celle associée aux algebres de Lie,

c’est-a-dire qu’il définit une "bonne" notion de module et de complexe de (co)chaines :

Définition. Soit L une algébre de Leibniz. Un L-module est la donnée d’un espace vecto-
riel M et de deuzx applications linéaires : [—, =, : L@ M — M et [—,—], M@ L - M
vérifiant : Vx,y € L, Vm € M,

(LLM) [Z‘, [3/, m]l]l = HJC, Z/], m]l + [3/7 [QJ, m]l]b

(LML) [I, [m7 y]r]l = HZL“, m]l’ y]?“ + [m> [ZE, y]]rf

(MLL)  [m, [z, yll, = [[m, 2], 4] + [z, [m, yl:]1.

Cette définition de module a pour intérét de généraliser celle de module au sens de

Lie : si le crochet est antisymétrique, alors on retrouve la notion usuelle de module.

Le complexe de cochaines (dit de Loday), noté C(L, M), a cette fois pour espace sous-
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jacent en degré n l'espace Hom(L®", M) et pour différentielle :

" flxr,. o apn) = Y (FD)f(01®- Q8@ [2,15] @ @)

1<i<j<n+1
+ Z(—l)i_l[ﬂ, f($1 R RL R $n+1)]l
i=1

+ (=) fr1 ® - @ 2n), Tpgt]r-

Une étude poussée de ces espaces de (co)homologie a été effectuée, notamment dans
l'article sus-cité, mais aussi par T. Pirashvili dans [19], ou en collaboration dans [14] et
[15]. Ces résultats sont en général des adaptations de théoremes connus dans le cadre
moins général des algebres de Lie. On peut par exemple citer le résultat suivant, issu de

[T14], et qui montre bien le rapprochement entre algebres de Lie et de Leibniz :

Théoréme. [Loday, Pirashuvili, 1993]

Soient L une algebre de Leibniz et M un L-module. On a [isomorphime suivant :
H*(L, M) ~ Extgp, ) (U(LLie), M),

ot Ly est Ualgébre de Lie naturellement associée a L et UL(L) est une généralisation

de l’algebre enveloppante d’une algébre de Lie auz algébres de Leibniz.

Suites spectrales et homologie d’algebres de Leibniz

Dans sa these ([5]), A. V. Gnedbaye utilise des méthodes similaires a celle de G. Hochschild
et J.-P. Serre, mais cette fois pour étudier I'homologie d’algebres de Leibniz (a valeur dans
un Lie-comodule M). A partir d’une algebre de Leibniz g et d'un idéal b de g, il définit la
filtration FP<"C, (g, M) := g®" P @ h® M du complexe de chaines C,(g, M) := g*" ®@ M,
et construit a partir de celle-ci une suite spectrale F dont la premiere page vérifie, pour
p=>1:

EL, ~ HL,(h, M) ® (a/h) © g°.

Dans certains cas particuliers, mais aussi pour p = 0, 1, il réussit méme a calculer le terme
E?. Tl montre par exemple que sous certaines conditions, on a I’isomorphisme suivant pour
p=>2:

EY~H(K,M)® H,(L,L/K).

De cette étude, il déduit certains calculs d’homologie pour des algebres de Leibniz de
petite dimension, mais retrouve aussi une formule de type Kiinneth pour les algebres de

Leibniz, déja montrée par J. L. Loday dans [12] :
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Théoréme. [Loday, 1996]

Pour L, L' deux algébres de Leibniz, on a l’isomorphisme suivant :
H.(L® L' K)~ H,(LK)x H, (LK),

ot x est le produit libre de module gradué défini dans [12].

Organisation de la theése et principaux résultats

Cette these débute par deux parties introductives : une premiere sur les algebres de

Leibniz, puis une deuxieme sur les suites spectrales.

La premiére partie est principalement basée sur I'article [10] de Jean-Louis Loday et
sur la these [3] de Simon Covez pour la partie théorie, et sur [2] et [4] pour les exemples.
On commence par définir les algebres de Leibniz, ainsi que les notions algebriques intrinse-
quement liées : sous-algebres, morphismes,... On détaille ensuite la théorie cohomologique
liée a ces algebres développée par J.-L. Loday, on revient notamment sur la notion de mo-
dule d’algebre de Leibniz et de complexe de Loday : une partie importante de ce chapitre

est dédiée a prouver que la différentielle que 1’on introduit en est bien une.

A noter que nous travaillons ici avec des algebres de Leibniz a gauche, tandis que
J.-L. Loday utilise des algebres a droite. Cette distinction est mise en perspective dans ce

chapitre.

Le deuxiéme chapitre, introduisant les suites spectrales, a été écrit a partir du livre
[20] de Weibel, de [16] de Mac Lane, et de [I7] de McCleary. On débute ce chapitre en
définissant ce qu’est une suite spectrale, et, comme pour les algebres de Leibniz, les objets

algébriques liés a ces dernieres.

On se penche ensuite sur 1’étude d’un genre particulier de suites spectrales : celles
définies a partir d’une filtration du complexe de cochaine dont on souhaite connaitre la

cohomologie. En effet, si FC est une filtration d'un complexe C, alors en posant :

Ep7q . _/_-'PCP‘HI
0 7 Feticpta’

on peut construire une suite spectrale qui converge sous certaines conditions vers la co-

homologie du complexe.

Le troisiéme chapitre constitue le corps de cette these : nous y étudions non pas 1’ho-
mologie comme A. V. Gnedbaye, mais la cohomologie d’algebres de Leibniz, en s’appuyant
sur ces travaux et sur ceux cités ci-dessus, mais aussi sur l'article [7] de G. Hochschild et
J.-P. Serre dans lequel ils étudient grace a des suites spectrales la cohomologie de groupe.

Nous définissons au total quatre suites spectrales inspirées de ces différentes publications.
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Dans un premier temps, on transpose telle quelle la filtration définie sur les algebres
de Lie, et on obtient le théoréme suivant décrivant la page Ej :
Théoréme. [B.,2017]

Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K une sous-algébre de L. On a,

pour tout p,q > 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Eg,ngom( Z (L/K>®a1 ®K®ﬁ1 ®(L/K)®a2®~~®[(®ﬁm,]\/[) 7

Ap+1,4-1
ou Ap,q = {alaﬁb s 7am7/8m € {071} | me N, 1<Z< (Oéz—i_ﬁl) :p+Q7 1<Z< 61 - q+1}

L’intérét de cette suite spectrale est qu’elle est multiplicative, dans un sens que nous
définirons au chapitre 2, malheureusement le calcul des pages suivantes s’avere insaisis-

sable.

Dans une deuxiéme partie, on s’inspire de [7] pour définir la filtration du complexe de

Loday suivante :
FPC (L, M) :={f :L*" > M | f(r1 ® - ®x,) =0si Fi >n—p+1 tel que x; € K}.

On montre que la suite spectrale issue de cette filtration ne converge pas vers la coho-
mologie de C(L, M), mais vers celle du complexe quotient C(L, M)/C(L/K, M), que nous
décrirons dans cette section. On parvient cette fois a calculer sous certaines hypotheses

la deuxieme page de la suite spectrale pour obtenir le théoreme suivant :

Théoréme. [B.,2017]

Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L vérifiant
[K,M]=[M,K|=0. Pour toutp >0,qg > 1, on a :

FP'~ H™Y (L, Hom(K, H?(L/ K, M))),
ot Hom(K,HP(L/K, M)) est un L-module symétrique.

On en déduit ensuite par exemple le résultat suivant, sous les mémes hypothéeses que

le théoreme :
HY(C(L,M)/C(L/K,M)) ~ H*(L, Hom(K, H*(L/K, M))).

Dans la troisieme section de ce chapitre, on définit la filtration duale de celle définie par
A. V. Gnedbaye pour I’homologie d’algebre de Leibniz. Malgré le fait que cette filtration

soit prévue pour étudier les algebres de Leibniz a droite, elle est encore valide pour les



12 TABLE DES MATIERES

algebres a gauche, et permet méme une étude intéressante. Plus précisément, on pose :
gpcn(L, M) = {f . L®’I’L — M ‘ f‘K®(n+17p)®L®(pfl) - O}

La suite spectrale construite a partir de cette filtration converge cette fois bien vers la
cohomologie de 'algebre L a valeurs dans M. On peut a nouveau calculer la deuxiéme

page de la suite spectrale : on obtient plus précisément le théoréme suivant :

Théoreme. [B.,2017]

Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L. On a

pour p > 1 les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :
Gb" ~ H(K, Hom(L/K, H*"\(L, M))),

ou Hom(L/K, HP~Y(L, M)) est un K-module symétrique.

Finalement, on définit la quatrieme suite spectrale comme la précédente, mais cette
fois en tenant compte du fait que 'on travaille avec des algebres de Leibniz a gauche. On

obtient alors la filtration suivante :
ngCm(L, M) = {f L s M | f|L®(p—1)®K®(n+1—p) = O},

qui converge toujours bien vers H(L, M). Le calcul de la premiére page de la suite issue

de cette filtration donne lieu au théoreme suivant :

Théoréme. [B.,2017]

Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal a gauche de L. Pour

tout ¢ > 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

» HI(K, M) sip =0,
GBYY ~

Hom(L®PY @ L/K, HI(K,M)) sip>1,
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Il est par contre plus difficile de décrire la deuxieme page en toute généralité, mais

comme A. V. Gnedbaye, on calcule certains termes de la page Es pour p petit :

Théoréeme. [B.,2017]
Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si [K, M] =

[K, K] =0, alors pour tout ¢ > 0, on a l'isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :
GBy! ~ H'(L/K,HY(K,M)), GBy? ~ HY(L/K, H(K, M)),
ou HI(K, M) est un L/K-module symétrique.

Gréace a la suite exacte a 5 termes (décrite au chapitre 2), on obtient pour corol-
laire l'injection de H'(L/K, H*(K, M)) dans la cohomologie H'(L, M) sous les mémes
hypotheses. L’étude de cette derniere suite termine ce chapitre. Les applications de ces
différents théoremes a des calculs plus explicites de cohomologie sont ’objet du chapitre

quaftre.

Dans ce dernier chapitre on appliquera ces résultats a des algebres de Leibniz faisant
intervenir des algebres de Lie semi-simples en s’appuyant en particulier sur 'adaptation

a la cohomologie du théoréme suivant, énoncé par T. Pirashvili dans l'article [19] :

Théoréme. [Pirashvili, 1994]

Soit g est une algébre de Lie semi-simple de dimension finie et M un g-Lie-module.
Alors Hi(g, M) est nul dés que i # 0.






Préambule sur les algebres de

Leibniz

1.1 Généralités

On nomme algebre tout couple (A, ) composé d’un espace vectoriel A et d’une application
linéaire p : A ® A — A, appelée multiplication. Sauf mention contraire, on considerera
dans ce manuscript des algebres et des espaces vectoriels de dimension finie définis sur un

corps K de caractéristique 0.

Définition 1.1.1. Une algébre de Leibniz a gauche est une algeébre L dont la multiplica-

tion, notée [-,-] et appelée "crochet', vérifie lidentité dite de Leibniz a gauche :
Va,y,2 € L, [z, [y, 2]] = [z, 4], 2] + [y, [z, ]].

Remarque 1.1.2.

o L est une algebre de Leibniz a gauche si et seulement si pour tout z € L, 'application

linéaire [x, -] est une dérivation a gauche.

o Il existe une notion d’algébre de Leibniz a droite, détaillée dans laparté [1.2] Sauf
mention contraire, on travaillera dans cette these uniquement avec des algebres de

Leibniz a gauche, sans plus effectuer cette précision.

15



16 CHAPITRE 1. PREAMBULE SUR LES ALGEBRES DE LEIBNIZ

Exemple 1.1.3.

1. Une algebre de Lie est une algebre de Leibniz.

2. Le crochet défini pour tout ¢,7 € [1,n| par [p;, ¢;] := Aijz, ol A;; est un réel fixé
(les autres crochets élémentaires étant nuls), munit 1'espace vectoriel H,, de base
{z,p1,q1, - - -, Pn, ¢@u} d'une structure d’algebre de Leibniz dite de Heisenberg (pour
sa similitude avec les algebres de Lie de Heisenberg définie dans [2]). En effet, toute

composition du crochet de H,, est nulle.

3. Soit A une algebre associative et D : A — A une application linéaire. Si D est
soit un endomorphisme d’algébres vérifiant D? = D, soit une dérivation vérifiant
D? = 0, alors le crochet [a, b] := D(a)b—bD(a) fait de A une algebre de Leibniz qui
n’est pas en général une algebre de Lie (voir [10]). Dans quelques cas particuliers
comme D =0, D = Id, etc... (A,[-,]) est une algebre de Lie.

Remarque 1.1.4. Par soucis de concision, lorsque 1’on définira le crochet d'une algebre

de Leibniz sur ces vecteurs de bases, on ne précisera que les valeurs non nulles.

Définition 1.1.5. Soit L une algebre de Leibniz. Une sous-algebre K de L est un sous-
espace vectoriel de L stable par crochet (i.e. : wvérifiant [K, K] C K). On dit de plus

qu’elle est :

o un idéal d gauche si [L, K] C K,
e un idéal a droite si [K,L] C K,
o un idéal bilatére si elle est un idéal a gauche et a droite.

Exemple 1.1.6.

1. Si L est une algebre de Lie, tout idéal de L au sens de Lie est un idéal bilatere au

sens de Leibniz.
2. [L, L] est toujours un idéal bilatere d’une algebre de Leibniz L.

3. Le sous-espace de H, (algebre définie dans I'Exemple [1.1.3) de base {pi,...,pn}
est un idéal a gauche, mais pas a droite. Par contre, tout sous-espace contenant le

vecteur z est un idéal bilatere.

Exemple 1.1.7. Si L est une algebre de Leibniz, alors Leib(L) := Vect({[z,z] | € L})
est un idéal bilatere de L, qui est de plus abélien (i.e. : Va,y € Leib(L), [z,y] = 0).
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En effet, pour tout z,y € L, on a d’un c6té par I'identité de Leibniz :
[[35, ZB], y] = [.I, [:v,y]] - [337 [33, y]] =0,

ce qui montre a la fois que Leib(L) est abélien et que c’est un idéal a droite de L. De

Pautre :

. [z, 2] =lly, «], ] + [z, [y, «]
Hyv ZL‘] + z, [ya ZE] + 37] - [$7 ZL‘] - Hya 1’], [y,l']] € LeZb(L)7

donc Leib(L) est bien un idéal bilatere de L.

Remarque 1.1.8. Si Leib(L) =0, alors : Vz,y € L, 0 = [z + y,x + y] = [z,y] + [y, 2],

et donc L est une algebre de Lie.

Proposition 1.1.9. Une algébre de Leibniz L de dimension 2 de base {e1,es} est soit
une algébre de Lie, soit isomorphe a l'une des deux algébres de Leibniz suivantes : celle
de crochet [e1, e1] = ey (que U'on notera L?), ou celle de crochet [e1, e1] = [eq, e2] = ey (que

I’on notera L3).

Démonstration. Soit L une algebre de Leibniz de dimension 2 qui ne soit pas une algebre
de Lie. Leib(L) # 0 car L n’est pas une algebre de Lie, et Leib(L) # L car L n’est
pas abélienne. Donc Leib(L) est un sous-espace vectoriel de L de dimension 1. Soit donc
er € L — {0} tel que eg := [eq,e1] # 0 : Leib(L) = Vect(es). De plus, e; ¢ Leib(L) (sinon

ey = |e1,e1] = 0 car Leib(L) abélien), donc {e1, es} est une base de L.

On obtient le crochet (partiel) suivant sur cette base : [e1, e1] = eg, [e2, €2] = 0, [e2, €1] =
0. De plus, il existe « tel que [e1, es] = ey car Leib(L) est un idéal de L. Deux cas se
présentent alors : soit a = 0, et on trouve alors L?, soit o # 0, et quitte & remplacer e;
par e} := éel et ey par ef 1= é[el, e1], on peut supposer a = 1 et on trouve finalemement

L2 O

Exemple 1.1.10. Vect(es) est le seul idéal propre des deux algebres de Leibniz L} et L3,
il est de plus bilatere.

Définition 1.1.11. Soient L et L' deux algébres de Leibniz et f : L — L' une application
linéaire. On dit que f est un morphisme (d’algébres de Leibniz) si elle vérifie 'identité

sutvante :

flz,yle) = [f (@), f(y)]e

Si de plus application est bijective, on parle alors d’isomorphisme.

Exemple 1.1.12. Il existe exactement deux familles a un parametre g o, et g2, de mor-

phismes de L? dans L3 définies par gi.(e1) = a(fi — f2), g1.a(e2) = 0 et ganler) =
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afa, ga.a(€2) = 0, ot on note {ey, €2} la base de L3 définie dans I'Exemple(1.1.9, et {f1, f2}

celle de L3 définie dans ce méme exemple.

En effet, si on note g(e1) = afi + Bf2 et gle2) = o'fi + f'fo, alors g([z,y]) =
l9(x),9()] Y2,y €L} & o = =0,a=—-Poua =f =a=0.

Définition 1.1.13. Soit L une algébre de Leibniz. Un L-module est la donnée d’un espace
vectoriel M et de deux applications linéaires : [—,—|,: L& M — M et [—,—], : M@ L —
M vérifiant : Vx,y € L, Ym € M,

(LLM) [z, [y, mli = [[=,y],m]i + [y, [z, m]s,
(LML) [z, [m,y]:]: = [[z, ml, ylr + [m, [z, y]],,
(MLL)  [m, [z,y]l; = [[m, 2], ylr + [z, [m, yl]i
Un L-module est dit trivial si [—, ], = [, —], = 0.

Définition 1.1.14. Soit L une algébre de Leibniz. Un L-Lie-module est la donnée d’un
espace vectoriel M et d’une application linéaire : [—, —|; : L& M — M vérifiant (LLM).

Remarque 1.1.15. Si L est une algebre de Lie, alors un L-Lie-module est simplement

un L-module, au sens usuel du terme pour une algebre de Lie.

Exemple 1.1.16. Soit L une algebre de Leibniz.

1. L est un L-module pour [—, -], = [—, =], = [, —]L.

2. Si M est un L-Lie-module, il y a deux manieres naturelles d’en faire un L-module :

soit en posant [—, —|, = 0, soit en posant [—, —|, = —[—, =], 07, ou 7(a, ) := (b, a).

Définition 1.1.17. Soit L une algébre de Leibniz et M un L-Lie-module.

e [En posant [—,—], =0, on définit un M-module dit antisymétrique.
e En posant [—,—|, = —[—, =] o T, on définit un M-module dit symétrique.

Remarque 1.1.18. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite les deux appli-
cations [—, —]; et [—, —], de la méme fagon que le crochet de L. Aucune confusion n’est
a redouter puisque les éléments impliqués nous montrent bien de quel crochet il s’agit.
Néanmoins, pour les désigner, on appelera le premier "action a gauche' et le deuxieme

'action a droite". Un L-Lie-module est la donnée uniquement d’une action a gauche.

Proposition 1.1.19. Soit L une algébre de Leibniz et K un idéal bilatére de L. Si K
est un idéal, alors le crochet [I,1'] := [I,I'], ou | désigne la classe de l dans L/K, est bien

défini pour tout l,I' € L et vérifie l'identité de Leibniz.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que ce crochet est bien défini, le fait qu’il vérifie
I'identité de Leibniz découle immédiatement du fait que le crochet de L la vérifie.

Soient [,I' € L et kK € K. [l + kU + K] = [LLU] + kU] + [,K] + [k, K], et
[k, U], [1, K], [k, k'] € K car K est un idéal bilatere, donc le crochet est bien défini. O

Exemple 1.1.20. Soit L une algebre de Leibniz et K une sous-algebre de L. L’espace

L/K admet la structure de K-module suivante :

6,1 = [, 0] et [1, K], = 0 &].

Comme pour la proposition précédente, la seule chose a vérifier est que ce crochet est bien
défini. Or : VI € L, Vk, k' € K, [k, + K] = [k, 1] + [k, K] et [l + k, K] = [I, K] + [k, K]

Donc, comme K est une sous-algebre, [k, k'] € K, et ainsi le crochet est bien défini.

Si de plus K est un idéal bilatere, alors la structure de module précédente est triviale

et 'espace L/K admet la structure de L-module (resp. de L/K-module) suivante :

0= [0 et [I,1], .= [1,I'] (vesp [I/,1]; := [I',1] et [I,1'], := [, 1']).

Comme ci-dessus, la seule chose a vérifier est que ce crochet est bien défini. Or : VI € L,
Vi K € K, [I',l+ k| =[U',]] +[U',k] et [l + Kk, '] = [I,I'| + [k,!']. Donc, comme K est un

idéal, [I', k], [k,l'] € K, et ainsi le premier crochet est bien défini. Le deuxiéme l'est par la

Proposition [I.1.19

Proposition 1.1.21. Soient L une algébre de Leibniz et My, My deux L-Lie-module.

1. Hom(M;y, My) est un L-Lie-module pour laction définie pour toutl € L, m € M et
f € Hom(My, My) par :

[ f1(m) = [l f(m)] = f([I, m]).

2. My ® My est un L-Lie-module pour l’action définie pour tout | € L,my,ms € M
par :

[l,m1 & TTLQ} = [l,ml] & mo + mq & [l,mg].

Démonstration. 1. Soient [,I' € L et f € Hom(M;, My). Montrons que le crochet

défini dans la proposition vérifie bien

(LLM) : [, [I', [T} = ([L 0], ST+ 10 2 £

On considere m € M puis on calcule séparément les trois termes de cette égalité :
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(@) [L 10, A)0m) = (1[0 fm)]] = [ FQE, m))] = [ F([mD] + £ 1L, m]])
(b) {[t; 7], f1(m) = {11, 1], f(m)] = F([[L, V'], m]);
(c) [ 10, fJ(m) = [ 10, f(m)]] = [, f([, mD)] = [, £, m])] + f([L, [, m]]).

Or puisque Ms et M; sont deux L-Lie-module, on a les égalités suivantes :

L[ fm)]] = [[LE], fm)] = [, [ f(m)]] = 0
S Tml]) + f([1 1T, m]) = £ [, m]]) = 0.

Ainsi :

[ [ f11(m) = [[L2], f1(m) = [V, 1, f1](m)
= =L A mD)] = [ f (1 mD] = (=1, £ (L mD] = [0, £, m]))
= 0.

Ceci étant vrai pour tout m € M, on a bien pour tout [,I' € Let f € Hom(My, M,) :
[l7 [l/7 f“ = [[l> ll]’ f] + [l/a [l> .ﬂ]v

et donc le crochet construit dans la proposition défini bien une structure de L-Lie-
module sur Hom(Mi, M,).

. Soient [,I" € L et m; ® my € M; ® M. Montrons que le crochet défini dans la

proposition vérifie bien
(LLM) : [I, [I';my @ ma]] = [[I,I'], m1 @ ma] + [I', [I, m1 @ ms]].

On calcule séparément les trois termes de cette égalité :

On obtient pour le premier :

(L my @me)] = [ [, my]] @ mo + [I', my] @ [1, mo]
+ [lv ml] ® [l,va] +m; & [l7 [l/? m2]]7

pour le deuxieme : [[I,I'], m; ® ma] = [[I,I'], m1] ® ma + my @ [[[,1'], ma],

et finalement pour le troisieme :

[ [l,my @ma)] = [, [1,m1]] @ ma + [I,my] @ [I'; ma]
+ [l’,ml] X [l,mg] + my X [l/, [l, mg]]
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Or puisque M est un L-Lie-module : [I, [I, m; || @ma —[[1, '], m1] @mo—[I, [I, m1]] @
me = 0, et comme M; est un L-Lie-module : my ® [I, [lI', ma]] — mq & [[[, '], ma] —

my @ [I',[l,ms]] = 0. Ainsi :

[lv [l/v m; & mQ]] - Hl7 l/]7m1 ® mQ] - [117 [l? mp & mZH
= [l,my] @ [I',ma] + [I', m1] & [, ms]
—([l,m1] @ [I', ma] + [I',ma] @ [I, ma))
= 0.

On a finalement bien montré que pour tout [,I’ € L et mi @ my € My @ M, :
(L[, my @ mo]] = [[I,1'], m1 @ mo] + [, [1,m1 & my]],

et donc le crochet construit dans la proposition défini bien une structure de L-Lie-
module sur M; ® Ms.

]

Corollaire 1.1.22. Soient L une algébre de Leibniz, K un idéal bilatére de L et M un L-
module. On considére A, B,C € {K,L,L/K}. Pourp,q,r € N, Hom(A®?®@B®1QC%" M)

est un L-Lie-module pour l'action a gauche suivante :
[ Ale@b@c):=[ fla®b@c)] = f([,a]@b@c) = fla®[l,b]®c) = fla®@b& [l d]),

P
oua€ AP be B¥, ce C® et[l,z] = X 11®@ Q0] @ - Qxp iz =710 - Q.
k=1

Remarque 1.1.23. Le L-module symétrique associé a ce L-Lie-module a pour action a

droite :

[f,(a,b,c) := —[l, f(a,b,c)] + f([l,a],b,c) + f(a,[l,b],c) + f(a,b,[l,c]).

Il paraitrait plus naturel de prendre pour action a droite :

[fv l](avb> C) = [f(a’ bv C)vl] - f([avl]7bv C) - f(a> [bv l],C) - f(av b’ C),

cette action n’est pourtant en général pas compatible (au sens de la Définition (1.1.13])

avec celle a gauche définie dans le corollaire précédente.

Pour une algebre de Leibniz L, M un L-module, et par soucis de concision, on notera

dans la suite :

o di(f)(x1, . pyr) = f(ar, . 2 [T, Tl - o Tst),
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o () (@rs  wppa) = [zg, f(21, 000 By Tng)],
° a(f)(xlv . 'xn+1) = [f(f)?l,...,l‘n),l‘n+1],
ou f € Hom(L®", M), x; € L.

Définition/Théoréme 1.1.24. [Loday, 1994]
Soient L une algebre de Leibniz et M un L-module.

On note C™(L, M) := Hom(L®", M) et d* : Hom(L®", M) — Hom(L®"+V) M)
Uapplication définie par :

d" = > (=1)di+ > (-1)7'6 + (1)

1<i<j<n+1 i=1

Le couple (C*(L,M),d*) est un complexe de cochaines, on l’appelle complexe de Loday

associ¢ a L et a valeurs dans M.

Prouver ce théoreme revient a montrer que dod = 0. On commence par montrer cette
égalité pour un L-module trivial (Lemme [1.1.25]), puis pour un L-module dont I'action &
droite est nulle (Lemme |1.1.26)), et enfin on prouve le théoreme dans le cas général.

Lemme 1.1.25. Soit L une algebre de Leibniz et M un L-module. Si M est trivial, alors
d"d™ = 0 pour tout n > 0.

Démonstration. On considére une application f € Hom(L®", M). Puisque nous nous

placons dans le cas d’une action triviale, la différentielle de f est définie par :

d'(f):== > (=D'dn(f).

1<l<m<n+1

On cherche a calculer :

() = Y (=) dydim(f)-

1<i<j<n+2
1<l<m<n-+1

On découpe la somme de la fagon suivante :

() = Y ()M diadim () A+ Y (=) i din(f)

1<i<l<m<n+1 1<i<m+1
1<l<m<n+1
I+i
+ S (=D dydin(f).
1<i<j<n+2
1<l<m<nt1

je{l+1,m+1}
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Pourquoi ce choix ? Puisque si j ¢ {m+1,{+1}, les crochets ne se rencontrent pas aux deux
étapes de la composition. On va avoir dans ce cas de simples formules de commutation
du type d od = d o d. Dans les autres cas, I'annulation des termes vient de ce que le
crochet vérifie I'identité de Leibniz. Des calculs immédiats montrent que 1’on obtient plus

précisément les relations suivantes :

1. V1 §Z<]§l<m§n+1, dijdlm:dl+1,m+1dij7
2.V1<i<l< ] — l<m<n+ 1, dijdlm = dl+1,m+1di,jfla
3.V1I<i<i< i<m<n+41, dijdlm = dl,m—&—ldi—l,j—l-

4. V1<i<i<m<n+1, dgpndioim — dimprdim + diidi—1m = 0.

Grace aux trois premieres relations, on montre que le dernier terme de la somme est nul :

Y. () Tdydy, = ( > (D)Tdydi, + > (_1)l+idijdlm)

1<i<j<n+2 1<i<j<l<m<n+1 1<l<m<i<j<n+2
1<l<m<n+1
jE{l+1,m+1}

- ( > (=)™ didy, + > (—1)l+idijdlm)

1<i<l<j<m<n+1 1<I<i<m<j<n+2

+ ( > (=) dyjdyn, + >, (_1>l+idijdlm)

1<i<i<j<m<n+1 1<i<i<m<j<n+2

= > (—1)"*(dijdim — dis1,mr1dij)

1<i<j<l<m<n+1

+ > (=) (dijdim — diy1mr1dij1)

1<i<l<j—l<m<n+1

+ > (=1)"*(dijdim — dimardi1,j—1)

1<i<i<j<m<n+1

= 0.

Puis grace a la derniere relation, on montre que les deux premiers termes de la somme
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s’annulent :

Z (—1)l+idi,l+1dlm + Z (_1)l+idi,m+1dlm

1<i<l<m<n+1 1<i<m+1
1<l<m<n+1
_ I+ I+
= Y (“D"diydm+ Y. (1) di
i<l<m<n+1 i<m—+1
l<m<n+1
_ I+
= > (D)"digndim
i<l<m<n+1
I+ I+
+ Z (_1) di,m—l—ldlm + Z (_1) di,m+1dlm
I<i<m<n+1 i<l<m<n+1

= > (=D Y dyidi1m — dimgrdi—1m + dims1dio1m)

1<i<i<m<n+1

= 0.

Ce qui conclut la preuve du lemme. O

Lemme 1.1.26. Soit L une algébre de Leibniz et M un L-module. Si M vérifie [M, L] = 0,

alors d"™d™ = 0 pour tout n > 0.

Démonstration. La différentielle de f est définie par :

d'(f):= Y (=D'dim(f)+ D (=D ().

1<i<m<n+1 1<k<n

D’aprés le lemme précédent, seuls les termes suivants de d"*'d" sont a priori non nuls :

oo (=D dga(f) + DD ()T edp () + DD (=0)TFFe6(f). (1.1)

1<i<j<n+2 1<i<j<n+1 1<i<n+1
1<k<n I<k<n-+1 I<k<n

Par des calculs immédiats, on montre les relations de commutations suivantes :
1. Pour 1 <i<j<n+1, djdj_1 —6;0;—1 +9;0; =0,

2. pour 1 <i<j<k<n,d;o = Op1dij,

3. pour 1 <k <i<j<n+1,d;o = 0di—1,;-1,

4. pour 1 <i<k<j—1<mn, djéy = dp41d; 1.

On découpe la premiere somme de ([1.1)) en deux parties et on étudie séparément les deux

termes obtenus :

i+k—1 i+j i+k—1
Y. DT dgee = Y0 (F1)Mdydi+ 0 Y (=) .
1<i<j<n+2 1<i<j<n+1 1<i<j<n+2
1<k<n 1<k<n
K£j—1
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D’apres 'assertion 1., on a dans un premier temps :

Y. (D)Mdidia= Y0 (C1)M6G - Y (=D

1<i<j<n+1 1<i<j<n+1 1<i<j<n+1

=— > (=166

1<i<n+1
1<k<n

D’apres les assertions 2., 3. et 4., on obtient ensuite :

Z (_1)i+k71dij5k - _ Z (_1)i+k715kdij'

1<i<j<n+2 1<i<j<n+1
1<k<n I<k<n+1
kZj—1

Ceci permet de conclure quant & la nullité de d"*1d" en réintégrant ces relations a ([1.1)).
O

Démonstration du théoreme. La différentielle de f est désormais définie par :

()= > (=D'dm(f)+ D (=D '6(f) + (=1)"a(f).

1<i<m<n+1 1<k<n

D’apres les résultats issus des Lemmes [1.1.25] et [1.1.26] les seuls termes restant au calcul

de d"ttd" sont :

dn-i—ldn — Z (_1)n+i—1dija + Z (_1)n+zadm

1<i<j<n+2 1<i<j<n+1
+ Z n-&—ka a + Z n-&-lc-i—laalC o 82.
1<l~c<n+1 1<k<n

On calcule les relations suivantes :

1. \V/1§Z<j§n+1, dijoﬁzﬁodij,

2. dn+17n+2({9 — 82 + 6n+18,

3.V1 S k S n, 6k8 = a(;k + dk7n+28.
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On obtient donc, en regroupant les termes pour utiliser ces relations :

= > (=1 (dy;0 — ody)

1<i<j<n+1
+ > (—1)"(6,0 — 96k — din420)
1<k<n
+ 1120 — 65110 — O?
=0.
Ceci termine la preuve du théoreme. n

Remarque 1.1.27. 1l existe au moins une autre preuve de ce théoréme (voir par exemple
[13]) plus habituelle, mais nous exposons ici celle-ci dans le but d’introduire certaines
relations de commutation entre les applications d;;, 0 et 0, qui seront réutilisé dans le
chapitre

Exemple 1.1.28.

1. Pour n = 0, on obtient :

d’: Hom(L®°, M)~ M — Hom(L,M)

m = d'm o L= —[m, .

2. Pour n =1, on obtient :

d': Hom(L,M) — Hom(L** M)

f = dUf @y e —f([2,y]) + [z, f()] + [ (2), Y]
3. Pour n = 2, on obtient :
Pflrr@ra@a3) = —f([x1, 2] @ w3) + f(21 @ [w2, 23]) — f(22 ® [0, 23])

1, f(22 @ 23)] — [T2, f(21 ® 23)] — [ (21 @ 22), 73]

Remarque 1.1.29. Dans le cas ou M = L, les exemples ci-dessus amenent les remarques

suivantes, pouvant motiver la définition de la différentielle :
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1. dm =0 me Z,(L), on Z,(L) est I'idéal & droite (appelé centre a droite) de L
défini par Zy(L) :={m € L | [m, L] = 0},

2. d'f =0 < f est une dérivation a gauche sur L,

3. Soit (L, [-,-]) une algebre (au sens général). L est une algebre de Leibniz si et seule-

ment si d*([-,-]) = 0 (d est évidemment bien définie sur toute algebre).

Définition 1.1.30. Soit L une algébre de Leibniz. Un L-comodule est la donnée d’un
espace vectoriel M et de deux applications linéaires : [—,—|, : L@ M — M et [—,—], :
M ® L — M vérifiant : Vx,y € L, Ym € M,

(LLM)’ [z, yl, mli = [, [y, mili + [y, [m, 2l ]1,
(LML)* [y, [m, z]:; = [ly, mls, x] + [[z, y], m]s,
(MLL)  [[m, z]p, ylr = [m, [z, 4]l + [[m, ylr, 2.
Un comodule est dit trivial si [—, ], = [, =], = 0.

9

Proposition 1.1.31. Un L-module est le dual d’un L-comodule dans le sens suivant :

Si M est un L-comodule, alors M* est un L-module pour les actions définies ci-dessous.

1. [z,a](m) = a([m, z].) pour tout « € M*, x € L et m € M,

2. o, z] . (m) == a([z,m];) pour tout « € M*, x € L etme M,
Démonstration. Soient o € M*, x,y € L et m € M.

On calcule d'un coté :

o [z [y, adili(m) = a(([m, x, yl),

o [lz, ], alilm) = a([m, [z, y],),

* [y, [z, alili(m) = a(([m, yl,, z],).

Par la relation (MLL) : a([[m,z],,y],) = a([m,|z,y]].) + a([[m,y]., x],), et donc les
crochets vérifient bien (LLM).

Puis :
o [ZL‘, [a7y]7“]l(m) = a([ya [m’ x]?”h)?
o [z, ali,ylr(m) = a(ly, mi, «]]),

o [ [z, yll-(m) = a(llz, y], ml).
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Par la relation (LML) : o[y, [m,z]];)) = a(ly,m]i, z]],) + a([[z,y],m]:), et donc les
crochets vérifient bien (LM L).

Et finalement :

o [ [z, 9]l (m) = a([[z, yl, m)),
o [l aly, gl (m) = alle, [y, mhily),
o [z [, yleli(m) = ally, m, z],]1).

Par la relation (LLM) : a([z,y], m];) = a([z, [y, m|)];) + a([y, [m, z].];), et donc les cro-
chets vérifient bien (M LL).

Ainsi M* est bien un L-module pour les actions définies dans la proposition. O

Définition/Théoréme 1.1.32. [Loday, 1994]

Soient L une algébre de Leibniz et M un L-comodule. On note C,,(L, M) := L®" @ M
etd, : L®"@M — LV M Uapplication définie par :¥ x1,...,x, € L,.Ym € M, Vf €
Hom(L®"™, M),

dn(11 @ - Qxp, @ M) 1=
o ()@ 05® Q110 1,1 @1 Q- @1, @m

1<i<j<n

+ > ()R Q80 ®z, @ (M, 7]
1<i<n—1

+(=1)"t1 @ @ Ty @ [, M.

Le couple (C(L, M),d,) est un complexe de chaines.

Démonstration. Une preuve de ce théoréme (pour les algebres de Leibniz a droite) est

explicitée par J.-L. Loday et T. Pirashvili dans son article [14]. O

Exemple 1.1.33. On obtient les premieres différentielles suivantes, ou z,y € L et m €

M :
1. di(z ®@m) = —[x,m],

2. dh(z®@y®@m)=—[z,y @m+y[m,z] + & [y, m].

Remarque 1.1.34. Une motivation pour choisir cette définition de différentielle peut
étre la suivante : (dyody)(x®@y®@m) = [[z,y], m] — [z, [y, m]] — [y, [m, x]]. Donc dy 0dy = 0

équivaut a ce que les actions de L sur M vérifient I'identité (LLM)'.
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Définition 1.1.35. Soient C* et D* deux complexes de cochaines.

1. Un morphisme de complezes de cochaines ¢* : C* — D* est une famille ¢ = (¢"),

de morphismes d’espaces vectoriels ¢™ : C™ — D" vérifiant ¢" ' o dl}, = d o ¢™.

2. Un isomorphisme de complexes est un morphisme vérifiant de plus que chaque ¢,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes qui induit des isomor-

phismes d’espaces vectoriels au niveau cohomologique.
Remarque 1.1.36. Un isomorphisme est en particulier un quasi-isomorphisme.
Remarque 1.1.37. On définit de méme ces objets pour les complexes de chaines.

Proposition 1.1.38. Soient L une algébre de Leibniz et M un L-comodule. On considére
M* comme un L-module au sens de la Proposition|1.1.51. Alors le complexe de Loday est
isomorphe au dual gradué du complexe de chaines de l'algébre de Leibniz L dans le sens

sutvant :
C’"(L,M*) ~ (Cn(L, M))*

Démonstration. On fixe n € N. Lorsque M est de dimension finie, on a les isomorphismes

d’espaces vectoriels suivant :
C"(L, M*) ~ Hom(L®", M*) ~ Hom(L®" @ M,R) = (C,,(L, M))*.

On note ¢" la composée de ces deux isomorphismes. La différentielle sur (C, (L, M))*

est définie comme suit : d?cn)*(f) = fo dpt1. 11 s’agit de montrer que (¢"*! o d™)(f) =
(d?cn)* o")(f) =¢"(f) o dpya.

D’une part :

¢n(f) Odn+1(131 Q@ Tt ®m) =
Y (DY@ @@ @71 ® [0, 2] ® 2541 @ .2, @ M)

1<i<j<n+1

+ i(—l)i_ll/)(f)(xl ®RF®  ®Tnt1 ® [m, Ty])
+ (=1D)"P(f) (21 @ -+ @ Ty @ [Ty1,m]).

D’autre part, en reprenant la Proposition [1.1.31] on trouve bien la méme expression en

calculant (" o d™)(f).
Ainsi on a bien 'isomorphisme demandé : C™(L, M*) ~ (C, (L, M))*. O
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1.2 Aparté : algebre de Leibniz a droite

Si on choisit de travailler avec des algebres de Leibniz a droite, voici ce qu’il convient de

modifier :

o Le crochet vérifie 'identité de Leibniz a droite : [z, [y, z]] = [[z,v], 2] — [[z, 2], y]-

Un L-module est défini de la fagon suivante :

(LLM) [ZE, [yvm]l]l = [[$7y]7m]l - Hxvm}hy]rv
(LML) [x> [mv y]r]l = Hm7m]l7y]7’ - [[:L‘?yLm]h
(MLL)  [m, [z, 9]}, = [[m, ], y]; — [[m. ylr, 2],

Co(L, M) := M ® L®"

La différentielle en cohomologie devient la suivante :

dnf<x1, SN ,$n+1) =

Z (_1)j_1f($17"'axi—17[xi7'rj]7xi+l7"'7fj

1<i<j<n+1
+ Z<_1)l[f(xl7 s 7fi7 s 7xn+1)7 xz]"’
1=2

+ [ZL’l, f(.%‘g, ce ,In+1)].

De méme que précédemment, il existe la caractérisation suivante : L est une algebre

de Leibniz & droite si et seulement si d*([-,-]) = 0.

Un L-comodule M est défini par les trois relations suivantes :
(LLM)’ HIE, y]’ m]l = ['1'7 [y7 m]l]l - [yv [[IZ’, m}l]l?
(LML)’ [yv [mv x]f‘]l = Hyv m]lv ZU]T, - [m7 [33, y“ra

(MLL)’ Hmv (L’], y]r = [m’ [I’, y]]?“ - Hya m]la x]r-

La différentielle en homologie devient, pour un L-comodule M :

c. xn—i—l)

dn<m RL1 R - & «Tn) = > (—DIMmEr @ Qwi—1®[2i,4;]0Ti41 @ ®F; Q- QTn

1<i<j<n

n

+ (D) z,m| @ @ QL ® - - -

1=2

+Hm, 2] @y @ -+ @ X

& Ty



Préambule sur les suites spectrales

2.1 Généralités

Sauf mention contraire, dans cette section r désignera un entier naturel et p, ¢ des entiers

relatifs.
Définition 2.1.1. Une suite spectrale est la donnée de deux éléments :
1. Une famille d’espaces vectoriels E := {EP?}, ..,
2. Une famille de différentielles d .= {dP4 : EP? — EPYra—r+iy .
On obtient donc une famille de complexes de cochaines :

{(C;%N ;7(”) — (Ef+r(*—p—q),q+(—r+1)(*—p—q)7dzra+r(*—p—q)7q+(—r+1)(*—p—q))}pw

On demande enfin qu’il existe des isomorphismes :

EPS, ~ HPY(C, dE ).

D,q,T7 TP,q,T

On appelle page E, (ou page r) d’une suite spectrale (E,d) le couple ({E?}, 4, {d?},,),

ou parfois par abus de language simplement la famille {E?9}, ,.

31
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Remarque 2.1.2. A quoi ressemblent les premiéres pages d’une suite spectrale (E,d) ¢

1. Les complexes qui constituent la page Ej ont pour espaces sous-jacents C;,q,() =

E}*P et pour différentielles en degré p+ ¢ : db,h = db? - Ej? — EPatt

On peut représenter cette page Ey par la FIGURE [2.1] ou le point de coordonnées

(p, q) représente l'espace Ef? et les fleches les différentielles.

q

—_—> e .-
——S>e—— >0 ---
——S>e—>0 ---

FIGURE 2.1 : Page Ey.
D’apres la Définition 2.1.1] on a :

E{’yq ~ Hp+q (E(%’»**P)

~ Ker(dj?: EY? — By /Im(dy™"  BY' — EPY).

On peut remarquer que I'espace EV? est isomorphe a un sous-quotient de EF?. Cette

assertion est en fait vraie a chaque page :

Vr >0, EYf est isomorphe d un sous-quotient de EP.

En effet :

EPY, = Hp+q(Eerr(*fpfq),q+(*r+1)(**p*q))
= Ker(dP? : BP9 — EPHra—r+1) [ Ip(@pa=t . gr-ratr=1 _, pra).
En particulier, si EP? = {0} pour un certain triplet p, q,r, alors E%? = {0} pour
tout r’ > r.

2. La page F; de la suite spectrale F est traversée par les complexes suivants :
*—q, * *—q,q . *—q, *—q+1,
(By " dy g =dy ™ By — BT,

La différentielle de degré p + ¢ est donc la suivante : d) % = dp? : EP? — EPia,

De méme que pour la page précédente, on peut représenter cette page F; (voir la

FIGURE [2.2)).
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FIGURE 2.2 : Page Ej.

On obtient ensuite la deuxiéme page comme étant la cohomologie suivante : E5? =
Hp-i—q(ET—q,Q)'

3. De la méme maniere, les complexes de Fy sont :
25 —2q—p,—*+2 2 —2q—p,—%+2
(Ez* q—p,—*+ q+p’d2* q—p,—*+ q+p).

La différentielle en degré p + ¢ est donc la suivante : d % = db? : E5? — Errrat

comme illustré par la FIGURE [2.3|

TR
I

FIGURE 2.3 : Page Es.

Remarque 2.1.3. On peut remarquer que dans les trois exemples précedents, si on
appelle p + ¢ le degré total de EP? | la différentielle partant d'un espace de degré total
p + q arrive dans un espace de degré total p 4+ ¢+ 1 (voir FIGURE [2.4).

Ceci se généralise a toutes les pages. En effet, une différentielle ayant pour espace de
départ EP4. avec p+q = n, arrive dans l'espace EPT47"t1 de degré total p+r+q—r+1 =

ptq+l=n+1
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do

Degré total 2

FIGURE 2.4 : Différentielles.

Exemple 2.1.4. On considere la suite spectrale dont les espaces de la page Ej sont :

Pq . __
BP9 =

R?  si p, q positifs

{0} sinon,

et les différentielles df?(z,y) := (y,0) pour tout p, g positifs (Voir FIGURE [2.5)).

q
A A
RQ RQ R2 >
R? R? R? >
- RQ RQ RZ p
0 0
FIGURE 2.5 : Page E, - Exemple
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On calcule immédiatement que EP° = K er(dg’o) ~ R pour p > 0, et que Ker(dj?) ~

Im(d5"") pour tout couple (p, q) vérifiant p > 0 et ¢ > 1.
On obtient donc la page E; suivante (voir FIGURE :

R sip>0etqg=0
EPt ~

{0} sinon.

On considere la différentielle suivante : d?p O — ), d%p ’O(x) = )\, - @, pour des A, réels

non nuls.
q
A A
0 — 0 — 0 >
p
R R R
0 — 0 — 0 >

FIGURE 2.6 : Page E; - Exemple

On obtient donc la deuxiéme page suivante représentée par la figure 2.7}

q

FIGURE 2.7 : Page E5 - Exemple

Finalement, la différentielle dy est forcément nulle, et donc la page F3 sera la méme
que la page Es. De plus, puisque les diagonales de degré total pair sont nulles, toutes les

différentielles supérieures sont nulles, et ainsi : Vr > 2, E,. = Es.
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Exemple 2.1.5. On consideére désormais la suite spectrale dont la page Ej est constituée

des espaces :

R? sig>0
EPY =

{0} sinon,

et des différentielles di!(x,y, z) := (y + 2,0,0) pour tout (p, q) tels que g > 0.

Des calculs élémentaires donnent les résultats suivants :

« Vg =0, Ker(dy?) = {(z,y,2) € R? [ y + 2z = 0}

« Vg >0, Im(dy?) = {(z,y,2) €R’ | y = 2= 0}.

On obtient donc la premiere page suivante :

R? sig=0
Dd

BT~ R q>1

{0} sinon.

Les seules différentielles non nulles de cette premiere page seront celles entre les espaces

isomorphes & R?, que I'on choisit comme suit : d}"!(z,y) := (y,0).

On obtient donc comme deuxieme page :

R sig>1
ER? ~

{0} sinon.

Comme dans 'exemple précédent, toutes les différentielles supérieures sont nulles, et

donc pour tout r > 2, E, = E».
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Définition 2.1.6. Une suite spectrale (E,d) est dite :

e Bornée s’il existe r > 0 tel que pour tout n € N, il n’y a qu’un nombre fini d’espaces

EP"™P non nuls.

e Minorée s’il existe r > 0 tel que pour tout n € N, les espaces EP'"™P sont nuls a

partir d’un certain rang p.

e Stationnaire si pour tout (p,q), il existe une page r telle que EV*=EP? pour tout

" > 1. On note EP4 cet espace.

Proposition 2.1.7. Une suite spectrale bornée est stationnaire.

Démonstration. On considere (E,d) une suite spectrale bornée. On fixe p,q € Z. Les
espaces de la diagonale de degré total p + ¢ + 1 sont nulles a partir d’'un certain rang p,

donc les différentielles sortante de EP? seront également nulles pour 7 assez grand.

Un constat similaire pour la diagonale de degré total p + ¢ — 1 permet de conclure la

méme chose pour les différentielles entrantes.

On a bien montré qu’a partir d’un certain rang r, les différentielles qui concernent
I'espace EP? sont nulles, et donc que pour tout r' > r, EP? ~ EP4. Ceci étant valable

pour tout p,q, (F,d) est bien stationnaire. ]

Exemple 2.1.8.

1. La suite spectrale de 'Exemple est bornée, donc stationnaire. On a méme vu
que F, = F.

2. Celle de 'Exemple est seulement minorée, mais tout de méme stationnaire :
By = Es.

Exemple 2.1.9. Suite spectrale nulle en dehors du premier quadrant.

Soit (E, d) une suite spectrale telle qu’a une certaine page r, EP? = 0 dés que p < —1
ou ¢ < —1. Une telle suite est bornée puisque pour chaque n, #{EP"? £ 0} < n+ 1.
D’apres la Remarque [2.1.2], cette propriété de nullité se propage a toutes les pages qui

suivent.

On fixe des indices p et q.

e sir > q+ 1, alors la différentielle partant de EP? est nulle, en effet :

P:d . P9 p+r.g—r+1 _
et EP — EF = {0}.
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o sir > p, alors la différentielle arrivant sur EP est nulle, en effet :

—r,q+r—1 . —-rqtr—1 __ ,
dp-ratr=l . pronatr=l — (0} EPA

Ainsi dés que r > max(p,q + 1), les différentielles qui concernent 'espace EPY sont
nulles, et donc EZ?=EP? pour tout ' > r. Comme on I'a énoncé ci-dessus, la suite est

bien stationnaire.

Exemple 2.1.10. Une suite spectrale nulle en dehors du demi-plan gauche est minorée,

mais non bornée.

Définition 2.1.11. Soient (E,d) et (E',d’) deux suites spectrales. Un morphisme f :
(E,d) — (E',d') est une famille d’applications { P : EP? — EP9}, . vérifiant :

e Vr >0, d.f, = fod,,

o Vr >0, fri1 est Uapplication induite par f. en cohomologie.

Un isomorphisme de suites spectrales est un morphisme tel que pour un certain r, les

applications fP? soient des isomorphismes pour tout p,q.

Proposition 2.1.12. Soit f : E — E’' un isomorphisme de suites spectrales. Alors a
partir d’un certain rang r, tous les fP9 sont des isomorphismes. Si de plus (E,d) et

’ / . .
(E',d") sont bornées, alors tous les f21: EPY — E_ P9 sont des isomorphismes.

Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans [16] page 321 (Théoreme 1.1). O

Définition 2.1.13. Une filtration d’un espace vectoriel E est une famille FE := (FPE),

de sous-espaces vectoriels de E vérifiant :
S CFPECF'EC---.

On appelle (E, F) un espace filtré.

La filtration est de plus dite exhaustive si E = UFPE, séparée si NFPE = {0} et finie
s’il existe s >t € 7 tels que F°E = {0} et F'E = E.

Remarque 2.1.14. Une telle filtration est plus précisément dite décroissante, elle est

dite croissante si les inclusions de la définition ci-dessus sont inversées.

Exemple 2.1.15. Les espaces R,,[X]| des polynémes de degré inférieur ou égal a n consti-

tuent une filtration (croissante) exhaustive et séparée, mais non finie, de R[X].
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Définition 2.1.16.

1. Une suite spectrale minorée est dite convergente s’il existe une famille H := {H"},
d’espaces wvectoriels, chacun admettant une filtration exhaustive et séparée FH™,

telle que :
\V/p, qec 27 EPA ~ prp+q/j_‘p+1Hp+q'

2. Une suite spectrale bornée est dite convergente s’il existe une famille {H"},, d’espaces

vectoriels, chacun admettant une filtration finie F*H", telle que :
Vp, q e 27 EPA ~ prp+q/‘/—_‘p+1Hp+q'
Dans les deur cas, on note EY? = HPY? et on dit que (E,d) converge vers H.

Exemples 2.1.17.

 La suite spectrale bornée de I’'Exemple converge vers la famille {H" ~ R},
munie de la filtration triviale : FPH"™ ~ R si p = n, FPH™ ~ {0} sinon.

o Celle minorée de I'Exemple converge vers la famille { H := R}U{H" := R"},,>1

munie de la filtration suivante :
—sin=0:F°H'~Ret FLH ~ {0},
—sin>1:FPH" ~R"?Vpe[0,n].
Le théoreme suivant nous montre que cette notion de convergence est bien consistante.

Théoréme 2.1.18. Soient E et £ deux suites spectrales minorées qui convergent respec-
tivement vers H et H'. S’il existe un isomorphisme f : E — E', alors tout morphisme

h: H — H' compatible avec f est un isomorphisme.

Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans [20] page 126 (Théoreme de conpa-
raison 5.2.12). O
2.2 Suites spectrales issues d’une filtration

Définition 2.2.1. Une filtration d’un complexe de cochaines C est une famille FC :=

(FPC)pez de sous-complexes de C vérifiant :

.CFPCCFICC-.
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On appelle (C, F) un compleze filtré.
La filtration est de plus dite :

1. minorée si pour tout n > 0, il existe s € N tel que F°C" = {0},
2. majorée si pour tout n > 0, il existe t € N tel que F'C" = C",

3. bornée si elle est minorée et majorée (ou de fagon équivalente si pour chaque n, la

filtration de C™ est finie).

Remarque 2.2.2.

o Les notions de filtrations exhaustives et séparées s’exportent aisément depuis la
Définition 2.1.13

o Si C est un complexe positif (i.e. : C" nest défini que pour n > 0) , on dit que la
filtration est canoniquement bornée si F°C = C et que F"*'C" = {0} pour tout

n > 0.

Exemple 2.2.3. D’apres [§8], de G. Hochschild et J.-P. Serre.

On considere une algebre de Lie A, un A-module M (au sens de Lie) et une sous-algebre
K de A. A Talgebre A, on associe le complexe positif A(A, M) dont les espaces sous-jacents
sont les A"(A, M) et la différentielle est celle donnée par la Définition/Théoréeme [1.1.24]

On pose F°C :=C, et pour tout n > 0, on définit les sous-espaces de C" suivants :

{FAB" M | f(a1,an)=0 Si Jagg ., ek} sip € [0,n],

@iy

FPCY (A, M) =
{0} sip>n+1.

On a bien les inclusions FPC" C FP~1C" pour tout p, n. De plus, on deduit de I'expression
suivante que si f € FPC", alors df € FPC™ :

dnf($17...,$n+1) = Z (—].)if(xl,...,fi,...,ZEj_l,[I'i,Ij],$j+1,...,ZEn_H)
1<i<j<n+1

n+1

+ Z(—l)lil[l'“ f(l'l, . ,.ZIZ'Ai, . ,$n+1>]
+ (=D f (@ ), B

Donc les FPC sont des sous-complexes, et (C, F) est bien un complexe filtré, sa filtration

est de plus canoniquement bornée.
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Exemple 2.2.4. D’apreés [7], de G. Hochschild et J.-P. Serre.

On considére un groupe G, un G-module M (i.e. : un ensemble sur lequel G agit)

et un sous-groupe distingué K de G. On note A(G, M) le complexe positif des cochaines

ieme

normalisées de G a valeurs dans M (i.e. : dont le n espace est composé des morphismes

de G™ dans M nuls si 'un des argument est le neutre e de G). La différentielle de ce

complexe est définie comme suit :

d"(f)(g1s- - Gny1) =91 f(G2, s dnya)

+3 (=1 f(g1,- -+ 9iGit1s - Gnt1)

=1

+ (=1 f(g1s-- - gn)-

On filtre le complexe de la fagon suivante : pour tout p € [0,n], on pose :

‘FPAH(G’M) = {fGn_>M | f(gb?gn) :f(gla"'7gnfp>gn7p+17"'7gin)}7

ol g désigne la classe de g dans G/ K, et on prend pour convention : F*"1C™(A, M) = {0}.

On montre comme dans I’exemple précédent que ces espaces forment bien une filtration

canoniquement bornée de A.

Lemme 2.2.5. Si (F},), est une filtration du compleze de chaines (Cy,d,), alors les es-
paces P = {f € Hom(Cy,K) | fir, = 0} définissent une filtration du complexe de
cochaines (C™ := Hom/(C,,K),d™), ou d"(f)(x) := f(d.(x)).

De plus, par ce procédé, une filtration croissante deviendra décroissante (et inverse-

ment) et une filtration exhaustive deviendra séparé (et inversement).

Démonstration. Soit (F,C,,), est une filtration du complexe de chaines (C,,,d,,). C'est-a-
dire que d,(F,C,) C F,Cy_1.

Soit f € FPC" := {f € Hom(Cy,, M) | fir,c, = 0}.
On a tout d’abord FPC™ C FPC™"! pour tout p,n, puis :

dnf(FanJrl) = f(dn+1<Fp+ICn)> - f((Fan)) =0,

Donc d"(FPC™) C FPC™ !, et (FPC™), est bien une filtration (croissante) de (C™,d"). O
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Proposition 2.2.6. Si (C,F) est un compleze filtré, alors on peut construire une suite

spectrale de page Ey définie comme suit :

fpcp'i-q

Pq
Vp.q € Z, Ey ]-“p+1cp+q

et dont les différentielles d? sont induites par la différentielle de C.

Démonstration. Tout d’abord, FPTICPT4 est bien un sous-espace de FPCPTY d’apres la
Définition 2.2.1} De plus, toujours d’apres cette derniere, la différentielle de C vérifie

d(FPCPTa) C FPCPTatl et d(FPHicr+a) c FPHICPTaTl donc induit bien une application

p.q . P9 _ _FPCPta p,g+1 _ Fpeptatl
do” 2 Ey” = FHrigr —— BT = FHrigererT-

Pour tout » > 1 et p,q € Z, on va maintenant construire des sous-quotients EP¢ de
E¥?. et des différentielles dP? : EP9 — EPT74~"T1 On montrera ensuite que ces espaces

forment bien une suite spectrale.

On fixer > 1et p,q € Z.

1 .
EPT issue de

Pour construire d,, on s’appuie sur la différentielle df? : EF? —

d : FPCPta — FPCPTeTL La premiére contrainte est que lespace d’arrivée doit étre un
. il

sous-quotient de Ef™ITT = Fpirepratl ) prir+loptatl ] faut donc trouver un sous-

espace ZP1 de FPCPTY vérifiant d(ZP9) C Zptra—rTl(c Frreptatl),

On introduit pour cela les sous-espaces de FPCP14 suivants :

7P = {x € FPCPH | do € Frivertatly,

Par définition de ces espaces, on a bien d(ZP4) C FPT"CPT4+1, De plus, puisque dod =

0, on a méme l'inclusion d(ZP9) C ZP™4~"+1 On a donc bien pour l'instant d : ZP4 —
p+r,g—r+1
Z .

Mais les espaces EP? doivent étre des sous-quotients de Ef'? : on doit donc quotienter

, 1l.g—1 N s _
au départ par FPHicrten zpa = zP 971 ot  larrivée par FPrticptatt n zptra-rtl —

Zp r+1,q+r— 2

Mais la potentielle application "d : Zp9/ZPHH71 — Zptra—rl / zp7 it =20 ot ma]

définie car d(ZPT]“7") # 0 dans le quotient ZPtma—r+1 /zP—rtlatr=2,

Pour obtenir une application bien définie, il faut donc quotienter une derniere fois a

I’arrivée par I'image de cet espace :
AZP 2 2 = Az Az,

et donc par cohérence au départ par : d(ZP~[THITT2) /q(Zp-rilatr=2),
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Finalement, en posant :

s
d(Zf:{+1’q+T_2)/8(Z£_T+1’q+r_2) )

Pa
EPT =

on obtient un sous-quotient de EfY, et la différentielle d2? : EP4 — EPT™1 construite

ci-dessus est bien définie et induite par d.

II ne reste plus qu’a vérifier que la famille { EP?, d??}, , . que l'on vient de construire
constitue bien une suite spectrale, c’est-a-dire que la page r+ 1 est bien issue du passage a
la cohomologie de la page r comme demandé dans la Définition Il s’agit de montrer

que :
VY, = Ker(d2)/Im(d2 "),

, el _ 1l.0—
o Par définition des espaces ZP9, le noyau de d : ZP94 — zZptra=rtl/zPrrtbaTr o
1,41 Sl
exactement Z2%,. De plus, ZP% N ZP717 = Zp+ba=1 ainsi

P.q +1,q—1
ZT’-{- /Zp !

Ker(di?) = (70N g e TRy

o Pour I'image, on a tout d’abord :

d(zyrn )z d(ze )
d(Zp r+1,q+r— 2) ﬂd( f—r,q—&—r—l)/d( 71"7—7"+1,q+r—2) ﬂd( 71ﬂ;—r,q+r—1>

Im(d? 1) =

Or ZZ 1 N d(Zy =) = d(ZE Y, 0, (20T Nz =

d(Zf,{—i_l’qur_Q), et d(Zf*T‘Fl,Q‘FT’*Q) N d(for,qﬂ" 1) — d(szrJrl,quer)’ donc :

Az (2

—r,q+r—1\ __
]m(df - )_ d(Zp r+1,q+r— 2>/d(Z7g r+1,q+7‘—2)‘

On en déduit immédiatement que :

P,q p+1,q—1
Zr-i- /Z

~ K dp,q [ dpfr,qurfl ’
a (Zp r,q+r— 1)/d( £+{q+r—1) 67"( T )/ m( T )

Er—l—l =

ce qui termine la preuve de cette proposition. ]

Exemple 2.2.7. Cas d’une filtration triviale
Si la filtration est triviale (i.e. : F°C = C, F'C = {0}), alors la page Ej est concentrée

N 0 . . 0
sur la colonne ”p = 0” et & pour valeurs Ey* = C*. On obtient ensuite F%¢ = E}"! = HY.
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Exemples 2.2.8. Cas d’une filtration canoniquement bornée

Si C est un complexe filtré positif et que sa filtration FC est canoniquement bornée,
alors E5? est nul dés que p < 0 ou ¢ < 0 : on obtient une suite spectrale nulle en dehors

du premier cadran.

1. Etude de la ligne "q = 0”.

Les termes de la ligne "¢ = 0” de chaque page sont donnés par la formule EP? =
ZP0 /d(ZP—7T"72). Pour les premiéres pages, on obtient EP? = Frer, B’ = {z €

Frer | dx € Frricr}, EY® = Ker(d : FPCP — FPCPTY), ete...

On peut de plus remarquer que :

e Des que r > 2, le numérateur ne dépend plus de r et vaut K er(dffpcq).

e Des que r > p+ 1, le dénominateur ne dépend plus de r et a pour valeur

qrta—1 (Zg,erq— 1 ).

Ainsi chaque terme de la ligne "¢ = 0” se stabilise pour p > 1 en :

Ker (df}'pcq )

0
EPY = EPY = :
00 PHLT Iptg—1 (Zg,erq*l)

2. Etude de la colonne "p = 0”

On obtient de méme que précédemment 1'isomorphisme suivant pour ¢ > 1 :

Ke’r(dq)/Ker(dfflcq) |

0,g _ 10,9 __
Eooq - qul - dqil(cqil)

Remarque 2.2.9. Quelques généralités sur la page E

Puisque pour tout p, ¢ on a I'égalité¢ Z{'? = {x € FPCPT1 | dx € FPCPTITl} = FPCPTe,

la construction donnée dans la preuve précédente nous donne, pour r =1 :

pa _ vaq/}“pﬂcpﬂ
Lo d(Frerte) fd(Zpeh)

Explicitons I'isomorphime HPT4(EP*™7) ~ EP.
D’une part : Ker(d : FPCPT4 — FpCrratl/Frricrtatl)y = 7P ot donc Ker(dy) =
704 | Frigpta,
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D’autre part :

Im(do . pcp+q—1/Fp+1cp+q—l N Pcp+q/f‘p+1cp+q)
= Im(d : Frerta=t — Frerte) ) (FrEiertan Im(d - Frertet — Frerte))
= d(FPCrtah) fd(Zp)

On retrouve donc bien que HPT(E™ ") = EP.
Exemple 2.2.10. Retour sur I’Exemple (2.2.

Si K est un idéal, on obtient alors la suite spectrale de premieres pages :
Ey? ~CIK,CP(A/K,M)), EY? ~ HI(K,CP(A/K,M)), 5" ~ HY (K, H?(A/K, M)).

Exemple 2.2.11. Retour sur ’Exemple

Si K est distingué dans GG, on obtient alors la suite spectrale de premieres pages :
EY? ~CP(G/K,CY(K,M)), EP? ~ CP(G/K,HY (K, M)).

Lemme 2.2.12. Soient (C,F) un complexe filtré et E la suite spectrale associée selon la
méthode enoncée dans la Proposition[2.2.6, Si FC est minorée (resp. bornée), alors E est

minorée (resp. bornée).

Démonstration. On suppose dans un premier temps que la filtration est minorée. C’est-

a~dire qu’il existe s € Z tel que F°C™ = 0. On obtient donc que Ef" 7 = fﬁfgn = 0 si

p > s. Ainsi E est bien minorée.

Si maintenant la filtration FC est bornée, alors il existe s,t € Z tels que : {0} =
FsCcr c Foiem ¢ oo FHHCn ¢ F'C™ = C™. On obtient alors immédiatemant que
EP? = ffifigjiq =0desquep > soup <t+1. Il ny adonc bien qu'un nombre fini

d’espaces E5" P non nuls pour tout n € Z, et ainsi F est bien bornée. ]

Théoréme 2.2.13. Soient (C,F) un compleze filtré et E la suite spectrale associée selon
la méthode énoncée dans la Proposition [2.2.6. Si la filtration est exhaustive et minorée,

alors la suite spectrale est minorée et converge vers la cohomologie de C.

Lemme 2.2.14. Soient A un espace vectoriel et B,C deux sous-espaces de A. On a

lisomorphisme suivant :
A/B N AJANC
ANC/BNC ~ B/BnC’

Démonstration. (du lemme) On quotiente I'application linéaire surjective A - A/ANC

en A/B — g;‘ggg. Elle a pour noyau AN C/BNC, donc on obtient bien I'isomorphisme

souhaité. O
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Démonstration. (du théoréme)
Supposons que la filtration FC de C est exhaustive et minorée.
Tout d’abord, la suite spectrale est bien minorée d’apres le Lemme précédent.

On considere ensuite la filtration suivante sur H(C,d) :

m DN
FPHNC.d) = 1 < Ker(d")n FrC

— H"(C,d) ] .
dr=1(Cn=t) N FrCn ¢ )>
On cherche a montrer qu’alors :

FPHPH(C, d)
_;l-‘zH—llT-[erq(C7 d)

~ EPi

D’un coté :

FPHPH(C, d) Ker(drta) n Frcrta [qrta—t(crta—1) n Frerta
FritHria(Cod)  Ker(drta) n FreiCrra/drta=i(Crra1) 0 FrriCrta
N Ker(dPt) N FPCPT4/Ker(dP+e) N Frricrta
- dp+q71(6p+qfl) N ]-“pCerq/derqfl(CIqul) N Fp+iCrt+a’

le deuxieme isomorphisme découlant du Lemme [2.2.14]
De l'autre :

(Zp q/ZP+LQ*1>

EPa —
00 Ur<ar71(Zp r+1,g+r— 2)/ p+1q lmar 1( f I+1,q+r72)>

Etudions le numérateur puis le dénominateur de ERY :

o F est une filtration minorée, donc pour r suffisament grand, FPT"CPTet!t = {0}, et
par suite l'espace ZP9 est simplement Ker(dP?) N FPCP*4. Or ces espaces sont liés

par les inclusions suivantes : --- C ZP? C ZP9, C ..., donc :

\(ZP4)ZE4H 1) = Ker(dP?) N FPCPT ) Ker(d) N FPHierte.

r

« On considére un élément z € FPCPT1 N d(CPTI71). 11 existe donc a € CPT77! tel que
r = da € FPCPT9. Mais puisque F est exhaustive, a € F'CPT9~! pour un certain
t € Z. Bt finalement a € Z2~ 7 pour r = p —t 4 1.
Ainsi U, d(ZP~TH9 %) = d(crta—t) n Frert.

De plus, puisque --- C zZPH97h c zPtpeh o oo < ZPTRTLon obtient que

1g-1 1,4-1
U, zPtpet = zthaml — Frticrta ce qui permet de conclure la preuve.



2.2. SUITES SPECTRALES ISSUES D’UNE FILTRATION 47

Remarque 2.2.15. En particulier, si la filtration est bornée, alors la suite spectrale est

aussi bornée et converge vers la cohomologie de C.

Corollaire 2.2.16. Soient (C,F) un compleze filtré et E la suite spectrale associée selon
la méthode énoncée dans la Proposition [2.2.0. Si la suite spectrale associée est minorée,

alors elle converge vers la cohomologie de U, FPC/ N, FPC.

Démonstration. On note C' := U, FPC/ N, FPC. La filtration induite par F sur C’ est bien
exhaustive et minorée, donc la suite spectrale issue de cette filtration converge bien vers
la cohomologie de C'. Finalement, il est clair que les suites spectrales issues de FC et de

' ien 1 p quli i preuve de ce corollaire.

]

Lemme 2.2.17. Soient C un complexe de cochaines, FC une filtration de ce complexe
et E la suite spectrale associée. Si la filtration est canoniquement bornée, alors la suite

d’espaces vectoriels suivante est exacte :
0— Ey° = HYC*) — EY' — Ey° — H*(C).
En particulier, Ey° s’injecte dans H'(C*).

Démonstration. Les différentielles qui concernent les espaces E}?) E%! pour r > 2 et E2°
, . 1,0
pour r > 3 sont nulles car les espaces de départ et d’arrivée sont nuls. Donc EL0 ~ ;"
0,1 2,0
E%l ~ By et E20 ~ E3.

D'un c¢oté Ey° ~ F'H'/F?H' ~ F'H" car la filtration est canoniquement bornée et

donc E,° — H'.

De lautre, Ey' ~ FOH'/F'H' ~ H'/E,", toujours car la filtration est canonique-

ment bornée, on obtient donc une application H! — Ey" de noyau Ej°.

On a donc pour le moment :
1,0 * 0,1 d ! 2,0
0 — E127 — H1<O ) — EQ’ —>2 E2’ .

On a ensuite H? ~ F2H?/F3H? ~ E20 ~ E2° ~ Ker(dy°)/Im(dy"). Mais d3° = 0

et Eg’l — E22’0, d'ott H? ~ ES’O/ES’I, ce qui permet de terminer la preuve.
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2.3 Multiplicativité

Lemme 2.3.1. Soit (E,d) une suite spectrale. Supposons que pour un certain r > 0 :

1. il existe un produit bigradué EP»® x EP>2 — EPITP2OTR pnoyr tout p;, ;.

2. d" vérifie la relation d” (vy) = d"(x)y + (—1)P"T0xd (y), ou x € BP9,y € EP>2,

Alors le produit sur la page E, induit un produit sur la page E,..1.

Remarque 2.3.2. Pour plus de renseignements sur ce lemme, voir [20], paragraphe 5.2.13,

ainsi que l'errata (1995).

Définition 2.3.3. Une suite spectrale est dite multiplicative s’il existe un rang a > 0 tel

que E, admette un produit (au sens du lemme précédent) pour tout r > a.

Proposition 2.3.4. Soit (C, ) une algébre différentielle graduée. Soit FC une filtration
de C respectant le produit de C dans le sens suivant : pour tout p, q, p(FPCx FIC) C FPTaC.

Alors la suite spectrale construite a partir de cette filtration est multiplicative.
Démonstration. Le produit du complexe C est bien défini sur la page Ej :
FPC/FPHIC x FiC/Frtic — Friac ) Frratic,
En effet, la filtration vérifie les inclusions suivantes :
o u(FPC x FC) C FrtaC
o u(FPC x FItiC) c Frratic
o u(FPHIC x FIC) C Frratic

De plus, on montre par récurence que pour tout r > 0, la différentielle d" vérifie bien
I'identité demandé car par définition d’une algebre différentielle graduée, on a la relation
suivante :

Va,y € C, d(xy) = d(z)y + (—1)Pzd(y), ou x € CP.

Définition 2.3.5. On dit qu’une permutation o € Sy, est un (p,q)-shuffle si :
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On note alors shy, : LEP+0 — L2+ Papplication définie par :

Shpg(21 ® -+ @ Lpiq) = > To-1(1) @+ @ To-1(ptq)-
oc{(p,q)—shuffle}

Exemple 2.3.6.
o Les (1, 1)-shuffle sont id et (12), et donc :

shi(z@y)=r®y+yQ

o Les (2,1)-shuffle sont id, (23) et (123), et donc :

shy(z®@yY®z2)=rQYRz+1R2Q0Y+ 201 Ry,

o Les (1,2)-shuffle sont id, (12) et (132), et donc :
shi(z®@Y®z2)=2QYR2z+yYRIR2+yR 2z x.

Définition 2.3.7. On appelle sh l’image de Uapplication sh définie ci-dessus sous l’anti-

morphisme induit par o — sgn(c) - o', On obtient donc la formule :

Shp (21 ® -+ @ Xpyy) 1= Z sgn(o) - To(1) @ -+ & To(ptq)-
oe{(p,q)—shuffle}

Exemple 2.3.8.
. 8?111(1’®y):x®y_y®$7
¢ sShyu(z®yY®2)=1QYR2—2Q20Y+yYQ 2,
¢ sShp(TRYR2)=2QYR2—yYRIrRz+201 QY.

Définition 2.3.9. Soit g une algébre de Lie et (A, pu) une algébre commutative qui soit

de plus un g-module trivial. On définit ’application bilinéaire produit-cup
U:CP(g,A) x C(g, A) — C""(g, A)

par :

fU95:NO(f79>OS7Lp,q-
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Exemple 2.3.10.
. SifeCl g A)etge Cl(g,A), alors :
(fUg)(z,y) = f(x)g(y) — f(y)g(z).
. SifeC(g,A)etgeClg,A), alors :
(f U9z, y,2) = f(z,9)9(2) = [z, 2)g(y) + f(y, 2)g(x).
. Sife (g, A) et ge (g, A), alors :

(fUg)x,y,2) = f(2)g(y,2) — f(y)g(x, z) + f(2)g(z,y).

Exemple 2.3.11. Soient g une algebre de Lie, h une sous-algebre de g et M un g-module.
On considere la filtration du complexe de Chevalley-Eilenberg définie dans ’Exemple[2.2.3]
Montrons qu’elle respecte le produit défini ci-dessus au sens de la Proposition : Soient
f € FPC™ et g € FIC™ : montrons que f U g € FPHIC™™ Soient Z1,...,Tpim N+ m
vecteurs de g dont au moins n + m — p — ¢ + 1 appartiennt a la sous-algebre . Il s’agit

de prouver que (f U g)(z1,...,Tntm) = 0.

(f U g)(ffl, s axn—‘rm)
- ILL o (f? g) o 37ln,m<'r17 L) 7'/1;1’L+m)
= Z sgn(a) : f(.TU—l(l), R ,$U—1(m))g($a—1(m+1), ce ,:L‘U—l(n+m)).

oe{(n,m)—shuf fle}
Or puisqu’il y an+m — p — g + 1 vecteurs dans b, il y en a forcément soit n —p+ 1 en
arguments de f, soit m — g + 1 en arguments de g quelque soit la permutation o. Ainsi
(fUg)(xy,...,Tnem) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit respecte bien la filtration.
Par la Proposition [2.3.4] on en déduit que la suite spectrale issue de cette filtration est

multiplicative au sens de la Définition [2.3.3]

Définition 2.3.12. Soit L une algébre de Leibniz et (A, u) une algébre commutative qui

soit de plus un L-module trivial. On définit application bilinéaire produit-cup
U:CP(L,A) x CY(L,A) — CPTI(L, A)

par :

fOg = po(f®@g)o (shy, 1 @idy).
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Exemple 2.3.13.
e Si feCYL,A) et ge CY(L,A), alors :
(fOg)(z @y) = f(x)g(y).
e SifeCL,A) et ge CY(L,A), alors :
(fU9)(z @y ®2) = flz@y)g(z).
« SifeCL,A) et ge C2(L,A), alors :
(fU9)(z@y®z) = flz)g(y®2) - f(y)g(z ® 2).

Remarque 2.3.14. Cette structure multiplicative est I'adaptation aux algebres de Leib-
niz a gauche de celle définie par J.-L. Loday dans [I1]. Nous allons étudier dans le prochain
chapitre si les suites spectrales que nous définirons sont multiplicative ou non pour ce cup-

produit U.

Proposition 2.3.15. (C*(L, A), (—1)%90)490).0) est une algébre Zinbiel, c’est-a-dire que

le produit cup vérifie l'identité suivante :
fO(g0R) = (fOg)0h + (=1)19 (g0 f) ).

Lemme 2.3.16. Le produit (v1®---®@vp) - (Vps1, - - - Uprq) = (8hp -1 @1d) (11 @ - - @ Vpiy)
munit lalgébre tensorielle T(V') d’une structure d’algébre Zinbiel (d gauche), c’est-d-dire
qu’il vérifie 'identité :

- (y-2)=(x-y) - 2+(y 2) =2

Démonstration. (Du lemme)

Il s’agit de montrer que :

(Shp,q—i-r—l ® id)O(idcp ® Shq7r_1 ® Zd)) = (Shp—l—q,'/‘—l ® Zd) @) ((Shp,q—l ® Zd ® chw))
+ (Shptgr—1 ®id) o (shyp—1 ® id @ ider) o (Tpq @ ider).

Or par associativité des shuffles, on a :
(Shp,q+r—1 & Zd) 9) (idcp X Shqf,‘_l & Zd) == (Shp+q,r—1 (24 Zd) ©) (Shp,q & idcr).

Finalement, sh, , = shy, 41 ®id+ (shyp—1®@1id) o7, ,, puisque les (p, ¢)-shuffle se terminent
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soit par I'élément v,, soit par v,;,. On obtient ainsi bien l'identité d’algebre Zinbiel sur
(V). m

Démonstration. (De la proposition)

Si on développe l'identité qu’il faut démontrer, on obtient immédiatement :

(idew @ shyr—1 @ id) o (shyger1 @ id) = (shyg—1 @ id @ ider) o (shppqr_1 @ id)
+ (= 1)1y ®ider ) (shyp1 @ id @ idor) © (Shygr—1 @ id).

Or cette expression est simplement I'image par 'antimorphisme considéré précédement

(celui engendré par o +— sgn(o) oo~ !) de:

(Shp,q—‘rr—l ® ld)O(Zde ® Shq,r—l ® Zd)) - (Shp—l-q,r—l ® Zd) 9] ((Shp,q—l ® Zd ® ZdCT))
+ (Sthrq’r,l ® Zd) 9] (Shq,p,1 ®id ® idcr) o (prq X chr).

Et cette derniere égalité est exactement l'identité d’algebre Zinbiel du lemme précédent,

donc la Proposition est bien démontrée. O

Corollaire 2.3.17. (H*(L, A), (—1)90)4es() . O) est une algébre Zinbiel.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que le produit cup est bien défini au niveau cohomo-
logique, c’est-a-dire que la différentielle cohomologique agit comme une dérivation sur les
cochaines. Pour cela on adapte la preuve du Lemme 2.6 de [11] aux algebres de Leibniz a

gauche. O]



Définition et études des suites

spectrales

Dans ce chapitre, nous allons construire et étudier 4 suites spectrales liées a la cohomologie
d’algebres de Leibniz. Pour ce faire nous commencerons par étudier 4 filtrations EC(L, M),
FC(L,M),GC(L, M) et GBC(L, M) du complexe de Loday, essentiellemment définies par :

EPC(L,M):={f:L®" =M | f(z1,...,zs)=0 Si n-p+1 arguments appartiennent a K},

FPC(L,M):={f:L®" M | f(1®®z,)=0 Si Ji>n—p+1 tel que z;eK},

gpc’n(L7 M) = {f . L®TL _> M | flK@(n+17p)®L®(p71) — 0},

ngCn(L, M) = {f . L®n — M | f|L®(p—1)®K®(n+1—p) == O},

ou L est une algebre de Leibniz, K une sous-algebre de L et M un L-module. Puis nous
construirons 4 suites spectrales a partir de ces filtrations selon la méthode décrite au

chapitre précédent dont nous calculerons les premieres pages.

Avant de commencer cette étude, on calcule la cohomologie en bas degré de certaines
algebres de Leibniz de petites dimensions, pour avoir une base d’exemples qui pemettront
d’illustrer les suites spectrales construites dans ce chapitre. Les applications plus poussées

viendront dans le chapitre suivant.

Exemple 3.0.1. On considére I'algébre de Leibniz L? dont le crochet sur une base {e1, s}

est : [e1,e1] = es (voir Exemple|1.1.9)) et on étudie sa cohomologie & valeurs elle-méme.

23
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Pour les calculs qui suivent, on note [ := lie; + loey € L2, I' := lley + lhey € L? et

[ = (aij)1<ij<2 € Hom(L3}, L?). On note également F; := vect(e) et Ey := vect(ey).
o A" = —[1I,I')| = —lyl}ey, donc HO(L2,L?) ~ Ker(d®) ~ E.

o Calcul de H' (L2, 13) :

d(HAV) == f(LUD) + L FO]+ (D), 1]

= — lllllalgel + (—agglllll -+ 2&11[11/1 -+ alglglll + alglllé)eg

Donc :

f c Ker(dl) = f(l) = a11l1€1 -+ (a21l1 -+ 2&11l2>€2.

Puis comme I'm(d’) ~ Hom(E}, F,), on obtient :
HY L3, LY ~ {f : L? = L? | f(I) = a(lie; + 2lye5) ot a € R}.

Exemple 3.0.2. On considére l'algebre de Leibniz L3 dont le crochet sur une base {e1, es}
est : [e1,e1] = [e1, €2] = €2 (voir Exemple|[1.1.9) et on étudie sa cohomologie a valeurs dans

elle méme.

Pour les calculs qui suivent, on note [ := lye; + loey € L3, I' := ey + lhey € L3 et

[ = (aij)1<ij<2 € Hom(L3, L3). On note également E, := vect(es).

o Calcul de HY(L3,L3) : d°()(I') = —[I,I']| = =i} + l})es, donc H°(L3 K) =~
Ker(d®) ~ E,.

o« Calcul de H'(L3,L3) :

d'(NHIU) =~ f([LU) + [ FA] + (D), 1]
= — a(Lil] + l1l5)er — aga (11} + 11} es
+ Ll (a1 + a21) + l5(ar12 + as))es
+ (a11ly + agals) (1} + 15)es.

Donc :
f € Ker(d") < 3a tel que f(I) = a(l; + ly)es.
Mais un calcul immédiat donne I'm(d°) ~ Ker(d"), donc H'(L3,L3) =0
Exemple 3.0.3. On considere l'algebre de Lie gl,(K) des matrices de taille (2,2) et

on étudie sa cohomologie a valeurs dans elle méme. On note A = (a;;)1<ij<2 et B =

(bz’j)lgi,j§27 et hg I'idéal des homothéties.
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« d°(A)(B) = —[A, B], donc H°(gl,(K), gl,(K)) ~ Ker(d®) ~ bs.

« Calcul de H'(gl,, gl,).

Gréace a l'isomorphisme de modules suivant : gl, ~ sly & bhs, on a :
H'(gly, gly) ~ H'(gly, slo & by) ~ H'(gly, sl5) & H'(gly, ba).

Or la cohomologie de Leibniz de degré 1 d’une algebre de Lie a valeurs dans un
Lie-module est la méme que la cohomologie de Lie, donc par le Théoreme 10 de [8] :

H'(gl,, sly) = 0. Ainsi on a simplement :
H'(gly, gly) = H' (gly, h2).

Puis H1(9[27 b2) ~ Hom(gly/[gly, gly], b2) ~ Hom(bs, b).

Exemple 3.0.4. Le dernier exemple de cette série est 1'algebre de Leibniz Lg de dimension
3 dont le crochet est défini sur une base {e1, €2, e3} par [eq, e3] = —[es, e2] = €2, [e3, €3] =
€1.

Lg est bien une algebre de Leibniz : en effet, pour tout z,y,z € Lg, on calcule
[, [y, 2]] = —x3(y225 — yaz2)ea, [[2,y],2] = (ways — w3y2)23€2 et [y, [7,2]] = —ys(z22s —
x329)es. Donc le crochet respecte bien identité de Leibniz.

On étudie sa cohomologie a valeurs dans elle-méme. Pour les calculs qui suivent, on
note [ = 1161 + l262 -+ l363 - LG, I = l’1€1 + l/262 + lé€3 S L6 et f = (aij)lgﬂjgg -

Hom(Lg, Lg). On note également a nouveau E; = vect(e;) pour ¢ € {1,2,3}.
o A1) = —[1,1'] = —l3lhe; — (Ioly — I315)es, done H(Lg, Lg) ~ Ker(d°) ~ Ej.

 Calcul de H'(Lg, Lg) :

On cherche des conditions sur f pour avoir d'(f)(I @) = —f([I,I']) + [I, f(I')] +
[f(1),l'] = 0 pour tout [,I" € Lg. Le terme en ez de cette équation nous montre
que asz; = azs = 0, celui en e; que a;o = 0 et que a;; = 2ass, puis celui en ey que

a91 = azz = 0. Ainsi :

0 0 a13

1 _
feKer(d) < f= 0 as aos
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0 0 I
Puis comme d°(1) = | ls I, |» on obtient que :
0 0 O

feH (Le,Lg) & A eKtelque f=|g _; o

On termine cette section par un lemme qui nous servira a étudier les pages 0 des suites

spectrales dans la section suivante.

Lemme 3.0.5. Soient E et M deux espaces vectoriels. On note F* == {f : E — M | fir =
0}. Soient F et G deux sous-espaces de E tels que F C G. Alors :

F*/G* ~ Hom(G/F, M).

Démonstration. On considere I'application bien définie et surjective suivante :

¢: F* — Hom(G/F,M).

[ [ o)
Il est immédiat que Ker(¢) = G*, donc on a bien un isomorphisme :

¢ : F*/G* — Hom(G/F, M).
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3.1 Etude de la premiere suite spectrale EC(L,M)

Définition /Proposition 3.1.1. Soient une algébre de Leibniz L, un L-module M et une
sous-algebre K de L. Si K est une sous-algébre de L, alors les complexes (EPC* (L, M)),>o
suivants constituent une filtration du complexe C*(L, M) :

o E9C*(L, M) =C*(L,M)

e Pour toutp>1:

—Vn>p—1, EPC*(L, M) :=
{f:L®" = M| f(z1,...,2,) =0 si n-p+1 arguments appartiennent d K}.

—Vn<p-—1, ECYL, M) =0.

On note EC(L, M) la suite spectrale associée a cette filtration selon la méthode décrite

dans la Proposition |2.2.6.

Démonstration. Soient p > 1,n>p—1et f € EPC"(L, M).

Montrons que df € EPC™ (L, M), c’est-a~dire que df (z1 ® - - ® x,,41) = 0 si au moins
n -+ 1 —p+ 1 arguments appartient & K. Soit 71 ® -+ ® 2,41 € L™+ un (n 4 1)-uplet
dans lequel au moins n —p+2 éléments appartiennent a K. Les termes de type "d;;” de la
différentielles sont nuls car f € EPC™(L, M) et K est une sous-algebre, ceux de la forme
70;” et O car f € EPC™(L, M).

Les cas p = 0 et n < p — 1 étant immédiats, on peut conclure que EC(L, M) est une
filtration du complexe C(L, M). O

Remarque 3.1.2.

1. La filtration EC(L, M) est la retranscription de celle définie dans [§] pour étudier la
cohomologie d’algebres de Lie (développée dans I'exemple [2.2.3)).

2. Cette filtration est bornée.

Proposition 3.1.3. Soient L une algebre de Leibniz, M un L-module et K une sous-

algébre de L. On a, pour tout p,q > 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

quzHom( Z (L/K)@Jm ®K®,31 ®(L/K)®a2®---®K®ﬂm,M) ’

Apti1,9-1

OdAp,q = {0517ﬁ17"'705m7ﬁm6{071}|mEN7 1<2; (Oéri‘ﬁz):p"‘q,K; ﬁz:q—i_l}
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Démonstration. On peut voir EPCPTI(L, M) comme étant ensemble des applications

f: CPta — CPTat! pulles sur 'ensemble suivant :

Z L®011 ® K@ﬁl ® L®a2 ® ... ® K@Bm’
Apvq

Sous cette reformulation, on peut appliquer le Lemme [3.0.5| pour obtenir :

= L% K®b6 QLP*”? Q...® K ®Bm

Pq Ap+1,q71
EO ~ Hom ZL®Q1®K®[3’1 ®L®02®..-®K®Bm 7M
Ap,q

On considere alors 'application linéaire surjective suivante :

Z L®a1®K®'B1®---®K®’6’"—> Z (L/K)®a1®K®ﬁl®_”®K®ﬁm’

Apti1,q-1 Apt1,9-1

Le noyau de cette application est :

Z L®011 ® K@Bl ® L®a2 ® ... ® K@Bm’
Apvq

donc on obtient bien I'isomorphisme demandé. O]

Exemples 3.1.4.

On obtient les espaces Ef? suivants :

EY°C(L, M) ~ M,

Ey'C(L, M) ~ Hom(K, M), Ey°C(L, M) ~ Hom(L/K, M),

Ey?C(L, M) ~ Hom(K®2 M),

E°C(L, M) ~ Hom((L/K)®%, M),

Ey'C(L,M) ~ Hom(K ® L/K + L/K @ K, M).

Proposition 3.1.5. La suite spectrale EC(L, M) converge vers la cohomologie de L a

valeurs dans M.

Démonstration. 11 s’agit simplement d’une application du théoréme de convergence (Théo-

reme [2.2.13)). O]

Proposition 3.1.6. La suite E est multiplicative pour le cup-produit U (voir Définition

EERE]
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Démonstration. Montrons que la filtration EC(L, M) est stable pour le cup-produit U.
Soient f € EPC™(L,M) et g € EIC™(L, M) : montrons que fUg € EPHIC"T™ (L, M).
Soient 1, ..., T, m 1+ m vecteurs de L dont au moins n +m — p — ¢ + 1 appartiennt a

la sous-algebre K. Il s’agit de prouver que (fUg)(z1 ®@ -+ ® Tpym) = 0.

= (:u o (f ® g) © <5~hn,m—1 & ZdL))(xl K- xn—‘,—m)

= > sgn(o) - f(2o1) ® -+ @ To@m))
oe{(n,m—1)—shuf fle}

g(‘ra(n—&—l) SR Lo(n+m—1) & J;n—l—m)-

Or puisqu’il y a n +m — p — ¢ + 1 vecteurs dans K, il y en a forcément soit n —p + 1
en arguments de f, soit m — ¢ + 1 en arguments de g quelque soit la permutation o.
Ainsi (fUg)(z1 ® -+ @ xpym) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit respecte bien
la filtration. Par la Proposition [2.3.4] on en déduit que la suite spectrale issue de cette
filtration est multiplicative au sens de la Définition [2.3.3] O

3.2 Etude de la deuxiéme suite spectrale FC(L,M)

3.2.1 Définition de la filtration

Définition /Proposition 3.2.2. Soient une algébre de Leibniz L, un L-module M et une
sous-algebre K de L. Si K est un idéal bilatére de L vérifiant [K, M] = [M, K| =0, alors
les complexes (FPC*(L, M)),>0 suivants constituent une filtration du complexe C*(L, M) :

. FOC*(L,M) = C*(L, M)
e Pour toutp>1:
- Vn >p, FPC"(L,M) =
{f: L M| fz1® - ®@x,)=0siFi >n—p+1 tel que x; € K},
- Vn<p-1, FPC"(L,M) = F"C"(L,M).

On note FC(L, M) la suite spectrale associée a cette filtration selon la méthode décrite

dans la Proposition |2.2.6.

Démonstration. Soient p > 1,n > pet f € FPC*(L, M).
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Montrons que df € FPC™" (L, M), c’est-a-dire que df (1 ®- - - @z, 1) = 0 si au moins
un argument parmi les p derniers appartient & K. Soit &1 ® -+ ® xpy1 € L) un

(n + 1)-uplet dans lequel au moins un élément parmi z,,_p49, ..., Zy41 appartient a K.

On découpe la différentielle en les six termes suivants :

d"f(r1® - @ Tpy) = | Z, (1) (=1)di (f) (21 ® - ® Tps1) (3.1)
+ > (D@ @ ® ) (3.2)

n—p+2<j<nt1

+ > DT ()@ @ @ ) (3.3)

n—p+2<i<j<n+1

+n§p:+1 )T ()@ @ ® ) (3.4)

+ § )T )@@ @ @) (3.5)
i=n— p+2

+ (=1)"O(f) (21 @ -+ @ Tpia). (3.6)

Les termes[3.1]et[3.4]sont nuls car f € FPC"(L, M), le terme[3.2]est nul car [L, K] C K,
et car [L, K] C K et [K,L] C K. La somme [3.5] est nulle car [K, M| = 0, et [3.6] car
[M, K] =0, il faut en effet prendre en compte le cas ou c’est ’élément de K qui n’est plus

en argument de f.

Les cas p = 0 et n < p — 1 étant immédiats, on peut conclure que si K est un idéal
bilatere vérifiant [K, M] = [M, K] = 0, alors FC(L, M) est une filtration du complexe
(L, M). O

Remarque 3.2.3.

1. La filtration FC(L, M) est la retranscription de celle définie dans [7] pour étudier
la cohomologie de groupe (développée dans l'exemple [2.2.4)).

2. Soit p > 1. Si n > p, alors FPC™(L, M) =~ Hom(L®" P @ (L/K)%, M), et si
n<p-1, FPC"(L, M)~ Hom((L/K)®", M).

3. Cette filtration est majorée, mais pas séparée :

Vn, (FPC" ~ Hom((L/K)*", M).

Exemple 3.2.4.
On considére I'algebre de Leibniz L3 = Vect(ey, e3) définie dans I'Exemple dont

la cohomologie a été calculée dans ’Exemple [3.0.1] ainsi que son idéal bilateére Ey :=

Vect(ey). On étudie sa cohomologie a valeurs dans elle-méme.
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Ces données entrent bien dans le cadre de la Définition/Proposition puisque
[En, Li] = [Li, E] = 0.

On obtient des espaces FPC"(L3?,L?) ~ Hom((L})®"P) @ B, L?) pour p > 0 et
n > p, ot on a noté K, := L3/ FEy ~ Vect(e;). Explicitement, C*(L?, L?) est filtrée comme

suit :
Hom(E®", L) — Hom(L2 ® EP"V L2) — . < Hom((L3)®", L2) ~ C"(L2, L?).

Exemple 3.2.5.

On considere 1'algebre de Lie gl, des matrices de taille (2,2) a coefficients dans K et
I'idéal bilatere hy des matrices d’homothéties de méme taille. On étudie sa cohomologie
a valeurs dans elle-méme, ce qui est possible ici puisque une matrice de hy commute avec
toute autre matrice. Le calcul explicite de cette cohomologie est traité dans I'Exemple

B.0.3
On obtient alors un espace quotient pgl, = gl,/hs de dimension 3, et les espaces de

filtration suivants : FPC"(gly, gly) ~ Hom(g[gg("*l) ® paly?, gly).

Proposition 3.2.6. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal
bilatére de L vérifiant [K, M] = [M,K]| = 0. On a, pour tout p > 0, l"isomorphisme

d’espaces vectoriels sutvant :

{0} siqg=0
FPIC(L, M) ~

Hom(L®@ Y@ K® (L/K)* M) siq>1.

Démonstration. Soient p > 0 et ¢ > 1. On considere application de restriction (surjec-
tive) suivante, le premier isomorphisme étant donné par la Remarque et la Définition
0.2.2] :

61 FPOPHI(L, M) '~ Hom(L® ® (L/K)®", M) = Hom(L*""V @ K ® (L/K)®, M).

€.V.

Il est immédiat que Ker(¢h?) ~ Hom(L®@V @ (L/K)®P+D M) '~ FrHiCrra(L, M),
on obtient donc bien l'isomorphisme d’espaces vectoriels souhaité. Le cas ¢ = 0 découle
simplement du fait que FPTCP(L, M) = FPCP(L, M) pour tout p > 0. O

Exemple 3.2.7. Retour sur I’Exemple|5.2.

On obtient ici la premiere page de la suite spectrale suivante (pour g > 1) :

FyPC(L3, LY) = Hom((L})®“™V ® By ® By, L)
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Exemple 3.2.8. Retour sur I’Exemple|5.2.

On obtient la premiére page de la suite spectrale suivante (pour ¢ > 1) :
F{C(gly, gly) = Hom(gly'"™" @ by © pgls”, gly).

Proposition 3.2.9. La suite spectrale FC(L, M) converge vers la cohomologie du com-
plexe quotient C(L, M)/C(L/K, M) :

FC(L, M) = H*(C*(L, M)/C*(L/K, M)).

Démonstration. C’est une simple application du Corollaire [2.2.16) O

Remarque 3.2.10. L’espace vectoriel sous-jacent du complexe quotient est nul en degré

0, égale & Hom(K, M) en degré 1, et plus généralement égal en degré n a :

Hom( ) L®---@LOK®QL®---®L,M),

1<i<n

ou le facteur K est a la i™¢ place.

On peut remarquer que si {ej,...,en,} est une base de L et {ey,...,e,} une base de
K, alorsune basede > L®---QL®KQL®---® L peut étre constuite simplement a

1<i<n
partir de la base canonique de L®™ en y otant les k — 1 vecteurs suivants : eF", ... ev".

En effet, ce sont les seuls vecteurs de la base canonique qui ne sont pas présents dans ce

sous-espace de L®™.

Exemple 3.2.11. On calcule la cohomologie en degré 1 du complexe décrit dans la
Remarque précédente pour L = M = L} et K = F,.
Soit f = (a;)1<i<a € Hom(FE,, L?). Une base de L @ K + K ® L est {e; ® 3,65 ®

e1,62 @ es}, et on calcule
d1f<el & 62) = dlf(€2 ® 61) = ape2, d1f<€2 & 62) =0,

donc
HYC(L3, L3)/C(Ey, L})) = Ker(d') ~ Hom(E,, E,).

Exemple 3.2.12. On calcule la cohomologie en degré 1 du complexe décrit dans la
Remarque précédente pour L = M = gl, et K = ba. Soit f = (aij)1<ij<2 € Hom(bha, gly),
une base de C*(gl,, gly)/C*(pgly, gl,) est {I@M,;, M;; @1} pour 1 < 4,5 <2, (4,7) # (2,2),
et on calcule que :

dlf([ ®@ M) =0 an = a2 =0,

et par suite la condition d' f(I ® My;) = 0 nous donne les résultats suivantes : a3 = ags.
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Les autres contrainte n’apportent pas plus d’informations sur f, on obtient donc :

Hl(C(g[Q,9[2)/C(pg[2,g[2)) = Ker(dl) ~ Hom(bha, ba).

3.2.13 Calcul des premiéres pages

Théoréme 3.2.14. [B.,2017]

Soient L une algebre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L vérifiant
[K,M] = [M,K] = 0. On a, pour tout p > 0, les isomorphismes d’espaces vectoriels
sutvants :

. {0} siq=0,
7t~

H™YL,Hom(K ® L/K®,M)) siq>1,
ot Hom(K ® (L/K)®?, M) est le L-module symétrique défini dans le Corollaire|1.1.22.

Remarque 3.2.15. On obtient ici précisément l'action a gauche suivante :

LAK L @) =L (L& @) — [([Lk]®@L® - @1,)
p+1

> [k - @LL] - @),
=2

Démonstration. Soient p > 0 et ¢ > 1. On note toujours ¢§? I'isomorphisme d’espaces
vectoriels Fy'? — Hom(L® V) @ K ® L/K® M), d”* la différentielle du complexe
C*YL,Hom(K ® (L/K)®?, M)) (ot Hom(K @ (L/K)®, M) est considéré comme étant
un module symétrique), et dy? : FP'? — FPUT a différentielle sur la page 0 de la suite
spectrale.

1 _ L
patl o @h? = @Pa=t o ¢B?. ce qui impliquera que

Il s’agit maintenant de vérifier que
FP9 ~ HPT(FP™"P) est isomorphe & HY (L, Hom(K ® L/K®P, M)).

Soit f € FPCPT4, on note f sa classe dans F3™.

D’une part :
p+q
0= ¥ (VD + LT + ().
1<i<j<p+q+1
B FrCptatl
., +1_ :
Mais d8?(f) € FP W et :

o dii(f) € FPHICPTIT! dés que i > ¢ + 1 car K est un idéal,

o 0;(f) e FPHICPTatl dés que i > g+ 1 car [K, M] =0,
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o O(f) € Frricrtatt car [M, K| = 0.

Done &)= ¥ (~1)idy(F) + X (~1)5,(F).
1§z<1]§§iggq+1 i=1

D’ou 'on déduit que :

(¢g7q+1 © dg’q)(f)(h, ool kg lgras oy lp+q+1)
= > (DT (), g g Do - Dyrgr)

1<i<j<ptqtl
1<i<q

q . J—
L T TS sl Fgrr Ty Trart)-
=1

D’autre part :

a0 g (F) (s - gy Kgras Tgvas 5 Dprgra)
= Z (_) l]((ﬁpq(f))(llw"’lqakq+1vlq+2w--alp+q+1>

1<i<j<q
+ Z D760 () (s - - by kgt lgrzs - -+ lpigan) (3.7)
+ (=105 (s - - g kg Tz, - lpgr) (3.8)
- Z ( ) ( g ( ))(llw"7lqvkq+lalq+2w-'7lp+q+1)
1<i<j<q
+Z )R (o ) ISV 10 PRy S MY (3.9)
- Z <_ )l_ldij(qsgq(f))(ll? R llb kQ-i-la lq+2a s >ZP+Q+1) (310)
1<i<g—1
q+1<j<p+q
- (_1)q5q( 8’(1(?))(117 e 7lq= kQ+17 llI+27 T lp+¢1+1) (3'11)
+ (_1)(1 Z dqj(ﬁﬁg’q(?))(lla e 7lqv kq+17 lq+2a T lp+q+1) (3'12)
gH1<j<ptg+1
= Z (_ ) zj(¢pq(?))<l1a---7lqakq+1alq+2>---’lp+q+l)
1<i<q
1<z‘<j<p+q+1

+ Z l 15 ¢pq(?))(ll> s 7lq7 kq-l—la lq—i—?a s >lp+q+1)-

Les lignes [3.9] et découle de la ligne [3.7] d’aprés la Remarque [3.2.15], et les lignes
et proviennent de la ligne par symétrie du module Hom(K @ (L/K)®?, M). 1l

s’agit donc de vérifier que :

e Vi€ [lq], Vj€Ei,p+q+1], dijodh?=¢h" " ody;

e Vie(l,q], 6i0dh?=gbit o4,
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Or ceci est immédiat puisque ¢q est simplement issu de la factorisation a un sous-quotient
. . . . . 1 —_
d’une application de restriction. On a donc bien ¢§" o di? = dP9~1 o ¢h? pour tout

p,q € N (le cas ¢ = 0 est immédiat), ce qui termine la preuve. ]

Exemple 3.2.16. Retour sur [’Exemple|3.2.

On note M, = Hom(E,® EF?, L?). Ici I'action & gauche de L? sur M, est simplement
(1, fl(ea @ €57) == [I, f(ea @ €5P)] car les crochets [L?, Bs] et [L?, E1] sont nuls. Donc, en

notant zye; +ypez i= flea®@eS?) et | = lieg +lzey, on obtient que [1, f](ex ®@e5?) = lizpes.

Calculons explicitement quelques espaces FP'? pour de petites valeurs de q.

- FPIC(L, M) = H(L}, M,) = {f € M, | ¥l € L}, [f,1] = 0}.

Or on calcule que [f,L] = 0 < x, = 0, et donc FP' ~ Hom(E, ® E{?, E,) est de

dimension 1.

. Ry, = U S HomERNG) | VLY € B LD = SO+ V0.0

p
On montre que VI,I' € L f([L,I']) = [I, f(I)] + [f(),l']| & f € Hom(E,, Hom(E; ®
EFP L2)), et que Im(d) ~ Hom(E;, Hom(E, ® EY?, E,)). Ainsi :

FP2C(L, M) ~ Hom(E,, Hom(E, ® E{*, Ey)).

Exemple 3.2.17. Retour sur [’Exemple|3.2.

Calculons explicitement quelques espaces F1*? pour de petites valeurs de q.

« F"'C(gly, 0l) = H(gly, Hom(ba, gly)) = {f : o — gly | VA € gy, [f, 4] = 0}.

Puisque Hom(bs, gly) est symétrique, [f, A](h) = —[A, f(h)]. Or b est un espace de
dimension 1 engendré par la matrice identité I. Si on note f(I) = (b;;) et A = (a;;),

alors

—a12b91 + bi2a9; 1712(&22 - Cl11) + ai2b11 — a12b2

[, AI(T) = ,

a21(b22 - b11) + boray1 — ageba a12b21 — bi2a9

et donc [f, gl,] = 0 < f(I) € by. Ainsi F{"'C(gly, gly) ~ Hom(hy, bs).

. F11’10<9[2,9[2) = H%gly, Hom(by @ pgly, gly)) = {f : b2 ® paly, — gly | [, gly] = 0}.

On a [f, Al ® B) = —[A, f(I ® B)] + f(I ® [A, B]). On note (E;;) la base cano-
nique de gl : (Eij)i,j)£(2,2) est donc une base de pgl,. On pose ensuite f(1, Ey1) =
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(aij), f(I, E12) = (bi;) et f(I, E91) = (ci;). Finalement, en étudiant a quelles condi-
tions [f, AJ(I ® E11), [f, A](I ® E2) et [f, A]({ ® Ey;) sont nuls pour tout A € gl,,

on montre que F,"'C(gl,, gl,) est nul.

Théoréme 3.2.18. [B.,2017]

Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L vérifiant
[K,M]=[M,K]=0. Pour toutp>0,g>1, on a :

Fp ~ HY(L, Hom(K, H*(L/ K, M))),

ot Hom(K, HP(L/K, M)) est le L-module induit par Hom(K & (L/K)®?, M).

Démonstration. D’apres la construction étudiée au chapitre 2, la différentielle d; de la
page Fy est définie par d([f]o) := [dPf]o, ot f € FP9 et dP9 : FP9 — FUTH9 est induite
par la différentielle globale du complexe C(L, M).

D’apres les isomorphismes de la Proposition [3.2.6] on a ici :
dP?: Hom(L®9 ™V @ K @ (L/K)®", M) — Hom(L®Y™Y @ K @ (L/K)®®*Y M),

et donc d™? := Y (Ddm+ X (1) 4 (1)L,

q+1<I<m<p+q+1 q+1<r<p+q

On reconnait ici la différentielle du complexe Hom(L®@~Y @ K, C*((L/K), M)).

Ainsi, si les différentielles dy et d commutent, ce qui est prouvé dans le lemme suivant,
alors on peut prendre la cohomologie des espaces F| par rapport a la différentielle d et on

obtient exactement le théoréme demandé. O

Lemme 3.2.19. Pour tout p > 0,q > 1, on a la relation de commutation suivante :
d18+17qdp,q + dp7q+1d187q —0.

Démonstration. On réutilise ici les notations utilisées dans la preuve du Théoreme

et des lemmes qui suivent :

. dg’q = Z (—1)Zdz]+ Z <_1)k715ka
1<i<j<p+g+1 1<k<q
1<i<q
c =Y (Dt Y (<116 4 (— 1)t

g+1<l<m<p+q+1 q+1<r<p+q
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On obtient alors d’un coté :

+1,9 pg _ i+1 i+r—1
do 1dPt = ) (=) digdim + 3, (1) dy0
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g<l<m<p+q+1 1<i<g<r<p+q
tgtitl I+k—1
+ ) ()P0 + > (=17 dndim
1<i<j<p+q+2 1<k<g<l<m<p+gq+1
1<i<q
k k
+ Y (FDMTERG + DY (—1)MPTIs0
1<k<g<r<p+q 1<k<gq

et de l'autre :

,q+1 gpq i+l I+k—1
AP b = > (=1 dydy; + > (=)™, 0,
1<i<j<p+qg+1 q+2<l<m<p+q+2
1<i<q 1<k<q
g+2<l<m<p+q+2
r+i—1 k+r
+ > =DTed+ o Y (D)0
1<i<j<p+q+1 1<k<q
1<i<q q+2<r<p+q+1
q+2<r<p+qg+1
_1\ptat+ig g _ 1\k+pt+q—1
Y (Ut Y (1),
1<i<j<p+q+1 1<k<q
1<i<q

Pour faciliter la lecture, on numérote dans la suite les termes de df™9d”4 de (1) & (6)
et ceux de dP*1db? de (a) & (f).

Pour commencer, par la relation 3. de la preuve du Lemme [1.1.26] on obtient :

> (=D, 65 = > (=) Sy,

g+2<l<m<p+q+2 1<k<g<i<m<p+q+1
1<k<q

et par les relations 1. et 3. de la preuve du théoreme [1.1.24] on a :

Z (_1)P+q+i+1dija+ Z (_1)p+q+i5ia _
1§7i<1]'<§.2+¢ﬁ-2 1<i<q
1xq

Z (_1)p+q+i+ladij 4 Z (_1)p+q+i65i
1§i<13'<§£+q+1 1<i<q
<i<q

Cest-a-dire (4) = —(b) et (3) + (6) = —(e) — (f).

On étudie ensuite le terme (1), en le décomposant en cinq sommes distinctes pour



68 CHAPITRE 3. DEFINITION ET ETUDES DES SUITES SPECTRALES

utiliser les relations décrites dans la preuves du Lemme [1.1.25]

Z (_1)i+ldijdlm = Z (_1)i+ldijdlm

1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g<l<m<p+q+1 1<i<g<l<m<p+qg+1
i<j<l
i+l i+l
+ > (—=1)""d;dyy, + > (—=1)""dydyyn,
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g<l<m<p+q+1 1<i<g<l<m<p+g+1
I+1<j<m m+1<j
i+l i+l
+ Z (=1)""dydyy, + Z (=1 dijdym.
1<i<j<p+g+2 1<i<j<p+qg+2
1<i<g<i<m<p+q+1 1<i<g<i<m<p+q+1

Par la relation 4., les deux derniéres sommes donnent :

Z (_1)i+l+1dim+ldlm'

1<i<g<i—1<m<p+q+1

Puis par les relations 1.,2. et 3., on obtient pour les trois premieres :

i+1+1 i+1+1
E (_1) dlmdij - E (_1> dim+1dlm'
1<i<j<p+q+l 1<I<q<i—1<m<ptq+1
1<i<q

q+2<I<m<p+q+2

Ainsi
Z (—1)i+ldijdlm = Z (_1)i+l+1dlmdij7

1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+1
1<i<g<i<m<p+q+1 1<i<q
g+2<l<m<p+q+2

et donc (1) = —(a).

Attaquons nous pour finir a (2), que 'on scinde en trois :

Z (_1)i+r_ldij5r — Z (_1)i+r_1dij57“ + Z (_1)i+r—1dij5r

1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g<r<p+gq 1<i<g<r<p+gq 1<i<q<r<p+gq
Jj<r Jj2r+2
i+r—1
+ > (=),
1<i<j<p+q+2
1<i<q<r<p+q
j=r+1

pour pouvoir utiliser cette fois les relations 1., 2. et 4. issues de la preuve du lemme (1.1.26
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et obtenir :

1+r—1 _ i+r—1
Z (—1) d;j0, = Z (-1 Ort1dij
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g<r<p+gq 1<i<q<r<p+q
Jj<r
i+r—1
+ Z (_1) 5r+1di,jfl
1<i<j<p+q+2

1<i<g<r<p+q
Jj=r+2

+ Y (CD(G6, — 5,6

1<i<g<j—1<p+q

_ 3 (=1)"*"6,d;; + > (=1)"*"6,d;

1<i<j<p+q+1 1<i<j<p+q+1
1<i<g<r—1<p+q 1<i<g<r—1<p+q
Jj<r—1 jzr
il "
S D € § A T D W G DRI OT S
1<i<q<j<p+gq 1<i<g<j—1<p+q
_ i+
= ) (=1)7ody
1<i<j<p+q+1

1<i<g<r—1<p+q

+ Y ()T~ Y. (=16

1<i<q<j<p+q 1<i<g<j—1<p+q

Donc on trouve (2) + (5) = —(¢) — (d).

Finalement, on a montré que dj™"?dP4 + @pat1dh? = ( O
Corollaire 3.2.20. Soient L une algébre de Leitbniz, M un L-module et K un idéal bilateére
de L vérifiant [K, M| = [M, K] = 0.

HY(C(L,M)/C(L/K,M)) ~ H°(L, Hom(K, H*(L/K, M))).

Démonstration. Pour tout p > 0, Fé”o = Ff’o = {0}, donc la suite exacte a 5 termes

donnée par le Lemme [2.2.17| est la suivante :
{0} = H'(C(L,M)/C(L/K,M)) — Fy"" — {0}.

Et donc on a bien I'isomorphisme demandé puisque Fy"' ~ HO(L, Hom(K, H*(L/K, M)))

d’apres le théoreme précédent. O

Exemple 3.2.21. Retour sur [’Exemple|3.2.

D’apres le corollaire précédent, F3*4(L3, L3) ~ HY (L3, Hom(Ey, HP(E,, L?))). Mais
un calcul immédiat montre que d : CP(Ey, L?)) — CPTY(E), L?)) est nulle, et donc que
pour tout ¢ > 1, FYU(L3, I3) = H™\(I3, Hom(E, @ EE”, L)) = FI".

On peut remarquer que le corollaire est bien vérifié ici : on a calculé dans I'Exemple



70 CHAPITRE 3. DEFINITION ET ETUDES DES SUITES SPECTRALES

3.2.11 que H'(C(L3, L?)/C(L3/Es, L2)) ~ Hom(E,, E,) et dans 'Exemple [3.2.16 que F}'°

est aussi isomorphe & Hom/(Ey, Es).

Exemple 3.2.22. Retour sur I’Exemple [3.2.5

On se place dans le cas ot p = 0, pour obtenir H°(pgl,, gly) ~ Hom/(hs, bs), et ensuite,

puisque d : C%(pgly, gly) — C(pgly, gl,) est nulle, on obtient donc que pour tout ¢ > 1,
Fy'(gl), 8ly)) = Hom(by, bo).

Comme ci-dessus, le corollaire est a nouveau bien vérifié puisque nous avons calculé

dans I’Exemple [3.2.12] que

H'(C(gly, gly) /C(pgly, gly)) ~ Hom(bs, ba).

Remarque 3.2.23. Dans certains cas, notamment sous des conditions de semi-simplicité,
on peut relier la cohomologie quotient calculée grace a la suite FC(L, M) et la cohomologie

H(L, M). Ces liens sont expliqué dans le chapitre consacré aux applications.

Remarque 3.2.24. La filtration FC n’est pas multiplicative.

En effet, on peut montrer le contre-exemple suivant : si f € F'CYL, M) et g €
FIC?(L, M), alors fUg n’est en général pas dans l'espace F2C3(L, M).

3.3 Etude de la troisieme suite spectrale GC(L,M)

3.3.1 Définition de la filtration

Définition /Proposition 3.3.2. Soient L une algébre de Leibniz, K une sous-algébre de
L et M un L-module. Les complezes (GPC(L, M)),>o suivants constituent une filtration
du complexe C*(L, M) :

e G'C*(L,M) :=C*(L, M)
e Pourtoutp>1:

—Vn>p—1,G°C"(L, M) :={f : L®" — M | f|K®(n+17p)®L®(pfl) =0},
- Vn<p-—1, GPC*(L, M) = {0}.

On note GC(L, M) la suite spectrale associée a cette filtration sur le modéle de la Propo-

sition [2.2.0.

Démonstration. Soient p > 1,n > p—1 et f € GPC"(L,M). Montrons que d"f €
GrC™ (L, M). Soient donc ki, ..., knyo—p € K €t lyi3—p, ..., o1 € L : il s’agit de mon-
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trer que d"f(k1, ..., knt2—ps lnts—p, - - - s lns1) = 0. On découpe la somme comme suit :

dnf(kl, ceey k’n-i—?—paln-i-?)—p) . o 7ln+1) -
Z (_1)Zd1j(f)(k17 s 7kn+2—p7 ln+3—p7 R ln-l—l)

1<i<j<n+2—p

+ Z <_1)ldzg(f)(k:17 s ’kn+2—p’ ln+3—p7 st 7ln+1)

1<i<n+2—p<j<n+1

+ Z (—1)id¢j(f)(k’1; ey kng2—py bngs—py -5 lng1)

n+3—p<i<j<n+l

n+2—p
+ Z Z 15 (kla s 7kn+2—p7 ln+3—p7 SRR ln-i-l)
n+1
+ Z Z 16 )(k17 SRR kn-l—?—pv ln+3—p7 s 7ln+1>
i=n+3—p

+H(=1)"O(f)(k1y - Fnropy lnss—ps - -5 lns1)-

Pour montrer que la premiere somme est nulle, on utilise le fait que K soit une sous-
algebre de L et que fixemi-ngrere-n = 0; pour chacun des autres termes, le fait que

f|K®<n+17p>®L®(p71> = ( suffit. Donc on a bien :

dnf(kla SR kn+2—p7 ln+3—p7 sy ln-i-l) = 0.

Sin < p—1, le résultat est immédiat, notamment puisque GPC*~'(L, M) = {0}. Fina-
lement, le cas p = 0 est trivialement vrai, donc on peut conclure que GC(L, M) est bien
une filtration du complexe C(L, M). O

Exemple 3.3.3.

e« GICM(L, M) ={f: L% = M) | figen = 0}.
e GUCM(LM) = {f : L% = M) | fixoron = 0}.

Remarque 3.3.4.

o La filtration GC(L, M) est la filtration duale (au sens du Lemme [2.2.5)) de celle

définie dans [6] pour I'homologie d’algebres de Leibniz a droite.

o La filtration GC(L, M) de C(L, M) est canoniquement bornée. En effet, pour tout
n:

G°c™(L, M) =C"(L,M) et G"**C"(L, M) = 0.

Exemple 3.3.5. On consideére I'algébre de Leibniz L3 définie dans I'exemple [1.1.9] dont

le crochet est défini par [e1,e;] = [e1,es] = ea, et son idéal bilatére Ey :=< es >. On
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étudie sa cohomologie a valeurs dans elle-méme, précédemment calculée dans I’Exemple
3.0.2l On obtient pour tout p > 1 et n > p — 1 des espaces :

GPC™ (L3, I3) = { + (3™ = L3 | f yotr g0 = O}

Exemple 3.3.6. On considere 'algebre de Leibniz Lg, dont la définition et le calcul de
la cohomologie en petit degré sont donnés dans ’'Exemple [3.0.4] et son idéal bilatere

E15 :=< ey, es >. On obtient pour tout p > 1 et n > p — 1 des espaces :
gpcn<L67 LG) = {f . Lé@n — L6 | f|E%(n+1—p)®(L6)®(p_l) = O}

Proposition 3.3.7. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K une sous-

algebre de L. Pour g > 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Hom(K®1, M) sip=0,
GYIC(L, M) ~

Hom(K®'® L/K @ L*®=) M) sip>1.

Démonstration. Cette proposition découle immédiatement du Lemme [3.0.5] O]

Exemple 3.3.8. Retour sur I’Exemple [3.3.5

On obtient ici pour p = 0 un espace : Go?(L2, L3) ~ Hom(E3", L?), et pour p > 1 :
GY(L3, L) ~ Hom(Ey" @ By @ (L3)*®~Y, L3).

Exemple 3.3.9. Retour sur I’Ezemple[3.3.6

On obtient maintenant pour p = 0 un espace : Go*(Lg, Lg) ~ Hom(ESY, Lg), et pour
p>1:GE(Lg, L) ~ Hom(E7Y @ E3 ® (Lg)®®~Y, Lg), ou E3 = vect(es).

Proposition 3.3.10. Soient L une algébre de Leibniz, K une sous-algébre de L et M un
L-module. La suite spectrale GC(L, M) converge vers H*(L, M).

Démonstration. C’est une application immédiate du Théoreme [2.2.13] qui s’applique

puisque la filtration considérée est bornée. O
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3.3.11 Etude des premiéres pages

Théoréme 3.3.12. [B.,2017]

Soient L une algebre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L. On a les

isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

HY(K, M) sip=0,
GYIC(L, M) ~

HYK,Hom(L/K @ L®®"=Y_M)) sip>1,
ott Hom(L/K @ L¥®=Y M) est le K-module symétrique défini dans le Corollaire|1.1.24,

Remarque 3.3.13. On rappelle que Hom(L/K®L®®~Y M) admet précisément la struc-

ture de L-Lie-module suivante :
- - p
[k,f](ll,lg,...,lp):[k,f(ll,lg,..., Zfll,lg,.. k’ l] lp),
=2

pour tout k € K, Iy,...,l, € Let f € Hom(L/K @ L®®~Y M). Le terme pour p = 1 de

la somme étant nulle puisque puisque [k, [;] = 0.
Démonstration. On fixe p > 1 et ¢ > 0, et on note :

o b Tisomorphisme d’espaces vectoriels G5? ~ Hom(K®! ® L/K @ L®®P~Y M)
donné par la Proposition |3.3.7]

o d%" la différentielle du complexe C*(K, Hom(L/K @ L¥®~Y M)), ot1 le K-module

est comme dans 1’énoncé considéré comme symétrique.

On cherche a montrer que l'isomorphisme commute avec les différentielles, c¢’est-a-dire

l'on a la relation suivante :

P,q

—~1,g+1 —1
p—1q+ odl = dl M o b

%o

On considere f € GPCPT4(L, M) dont on note f sa classe dans le quotient GhC(L, M).
D’une part, puisque dy est induite par la différentielle du complexe C(L, M), on obtient :

- p+q .
()= > (-1 Z )0(f) + (=DFHO(F).
1<i<j<p+q+1
_ pCP+a+l
Mais db(f) e Ghet = g (L, M) et :

gp+1Cp+q+1 (L M)
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di;i(f) € GrriCPTatl des que i > q + 2,
5;(f) € grHCoPTatl des que i > g + 2,

(‘9(?) c gjoJrlcanqurl7

Q-‘rl

donc on obtient finalement : df?f = > (—1)id;(f) + ( 1)=16:(f).

1<i<j<p+q+1 i=1
1<q+1
D’ou I'on déduit que pour tout ki, ..., kg1 € K et lgpo,. .., lhyqr1 € L :
(90 “hat dp(l)(?)( o ® kg ®lqj®lq+3®"'®lp+q+l)
= > ( Db (dig () (k1 @ -+ @ kigys @ Lo @ lys @ -+ @ lyygr)
1<i<j<p+q+1
1<g+1
q+1

+ Z Z ! p 1q+1( 1(7))(/{1 Q- qu ®lqj® lq+3 Q- ® lp+q+1)-
D’autre part,

s o o0 (f) (k1 ® -+ @ kgy1 @ lgya @ lgys @ -+ ® lpig41)
= > (1)@t (f) (k1 ® - @ kg1 @ lgro @ lgis, -+ lpsgi1)

1<i<j<q+1

+Z YT () (kr ® -+ @ kg1 @l @ lgz @ @ lpgin)

+ (_ )qila(SOO’ f)(kl Q- ® kq ® kq+1 ®lqj® lq+3 Q- ® lp+q+1) (3-13)
= Z (_1)idij(90g7q(?))(kl @ ® kq+1 ® Zq+2 ® lq+37 s vlp+q+1)

1<i<j<q+1

+Z 215 (f))(]ﬁ@“'@kqﬂ®lqj®lq+3®"'®lp+q+l)

- Z <_1)i71dij(90g7q(?))<kl - ® kq+lalq? ® lq+3a s >lp+q+1)

1<i<q
q+1<j<p+q+1
- (_ )q_léq-&-l(‘Pg’q(?))(kl Q@ kq+1 ® lqj ® lq+3 K- lp+q+1) (3-14)
p+g+1 . L
+ (_l)qil Z dq+1,j ((Pg’q(f))(kl Q- ® qu ® lq+2 ® lq+3 K- lp+q+1)
Jj=q+1

(3.15)
= Z (_ ) ZJ(QOO (?))(kl Q- ® kqﬂalqE@ lq+3 - lp+q+1)

1<i<j<p+q+1
1<i<qg+1

q+1

+Z Z 16 (?))<k1®®kq+l ®lqj®lq+3®"‘®lp+q+l).

Les lignes (3.14) et (3.15) proviennent de la ligne (3.13)) car le module Hom(L/K ®
LEP=1 M) est symétrique. 11 s’agit donc de vérifier que :
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e Vie[Lg+1], of " odi = 8oe?;

e Vice[l,g+1), jeli+lp+qg+1], of " ody =dio b

Or ceci est immédiat puisque g est simplement issue de la factorisation d’une application

o . N . . . . / syl 2 sy 7 1
de restriction & un sous-quotient. Ainsi on a bien I’égalité souhaitée : @b o di? =

de? o . Le cas p = 0 étant immédiat, ceci termine la preuve. O

Exemple 3.3.14. Retour sur [’Exemple|3.5.

On note f(eg?) := aje; + asey et g € Hom(ES?, Hom(Ey, L2)). On commence par

calculer les différentielles sur G5C(L, M) pour de petits p et ¢ :

On en déduit que :
o GYIC(13,13) ~ HY(E», L) ~ {0}.
o GPIC(L3,13) ~ G8 ~ Hom(E5' ® By @ (L3)®P=1 L2) sip > 1.

Exemple 3.3.15. Retour sur I’Exemple[3.3.6

On considere les vecteurs w = wie; + woeg + wzes € Lg et © = z1€1 + Toe9,y =
y1e1 + yoea € Eio, ainsi que les applications f = (a;;)i; € Hom(Ei2, Le) g = (a;); €
Hom(FEs3,Lg) et h € Hom(Ey2, Hom(Es, Lg)) définie par h(ei)(ez) = (b;)i, h(es)(e3) =

(¢;);- On commence par calculer les différentielles sur G5 pour de petits p et ¢ :
o )% (w)(x) = wszoes.

dg’l(f)(;v ®y) = azi1(x2y1 — T1Y2)e€2.

. dclfo(g)(f)(@s) = Taaze2

dcl)’l(h)(x ®y)(es) = (y122b3 + Yoxacs)es.

Puis on obtient :

GY°C(Lg, Lg) ~ H°(E\y, Lg) ~ Fis.

G(1)710<L6, LG) ~ H1<E12, LG) ~ HOm(Elg, El) ® Hom(El, EQ) ® Hom(Eg, El)

G1°C(Lg, L) ~ HO(Ey, Hom(Es, Lg)) ~ Hom(Es, Eys).

h - G}JC(LG, L6> = h(el)(eg) - E12 et h(62>(63) - El.
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Théoréme 3.3.16. [B.,2017]
Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal bilatére de L. On a

pour p > 1 les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :
GBC(L, M) ~ HY(K, Hom(L/K, H*\(L, M))),

ou Hom(L/K, HP~Y(L, M)) est le K-module induit par le L-module du Théoréme|3.5.12.

Remarque 3.3.17. De méme que pour FC(L, M), pour pouvoir identifier d; a la dif-
férentielle d du complexe Hom(K®? @ L/K,C*(L,M)), il suffit que dy commute avec
d.

Lemme 3.3.18. Pour toutp>1etq>0 :
df™H 0o @+ @Pt o dh = 0.

Démonstration. On reprend ici le schéma de preuve utilisé précédemment pour démontrer

le Lemme 3.2.791

° dg’q = ‘ Z (—1)7'd” + Z (—1)]671(5]9,
1<i<j<p+g+1 1<k<g+1
1<i<q+1
- > (=Dl + X (=1)715, + (—1)PretLy.
q+2<l<m<p+q+1 q+2<r<p+q

On obtient alors d’un coté :

p+1,9 jp,q __ i+l i+r—1
dy " dPt = Z (=1)"™""d;;dyy, + Z (—1) d;j0y,
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g+1<l<m<p+qg+1 1<i<qg+1<r<p+q
+q+it1 I+k—1
+ > (D)0 + b (=1)™" Ordim
1<i<j<p+q+2 1<k<g+1l<l<m<p+q+1
1<i<q+1
k k
+ Z (—1) 560, + Z (—1) trtag, o
1<k<g+1<r<p+q 1<k<g+1

et de l'autre :

,q+1 gpq i+l I+k—1
P b = > (=1 dydi; + > (=), 6,
1<i<j<p+q+1 q+3<l<m<p-+q+2

1<i<q+1 1<k<g+1
q+3<i<m<p+q+2
r+i—1 k+r
LD DR G VR R D D € AN
1<i<j<p+q+1 1<k<g+1
1<i<g+1 g+3<r<p+q+1
q+3<r<p+q+1
pt+q+i . _1\k+ptg—-1
Y g e Y (—1)eian,
1<i<j<p+q+1 1<k<g+1

1<i<g+1
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Pour faciliter la lecture, on numérote dans la suite les termes de dj™9dP4 de (1) & (6)
et ceux de dP11dh? de (a) & (f).

Pour commencer, par la relation 3. de la preuve du Lemme [1.1.26] on obtient :

Z (_]‘)l+k_1dlm5k - Z (—1)l+k(5kdlm,

g+3<l<m<p+q+2 1<k<g+1<i<m<p+q+1
1<k<g+1

et par les relations 1. et 3. de la preuve du théoreme [1.1.24] on a :

Z (_1)p+q+i+1dija+ Z (_1)p+q+i5ia —
1§li<<j§pitf+2 1<i<q+1
1XQ
Z (_ 1)p+q+i+1adij + Z (_ 1)p+q+ia5i

1<i<j<p+q+l 1<i<q+1
1<i<q+1

Clest-a-dire (4) = —(b) et (3) + (6) = —(e) — (f).
On étudie ensuite le terme (1), en le décomposant en cing sommes distinctes pour

utiliser les relations décrites dans la preuves du lemme [1.1.25]

Z (_1>i+ldijdlm — Z (_1)i+ldijdlm

1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g+1<l<m<p+g+1 1<i<g+1<l<m<p-+q+1
i<j<l
i+ i+
+ > (—1) " dijdpm + > (—1)*dyjdpm,
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g+1<i<m<p+qg+1 1<i<g+1<i<m<p+q+1
I+1<j<m m+1<j
141 i+
+ > (=1)"*"dydym + > (=1)"*"dydym.
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<g+1<l<m<p+g+1 1<i<g+1<l<m<p+g+1

Par la relation 4., les deux derniéres sommes donnent :

Z (_1)i+l+1dim+ldlm-

1<I<g+1<i—1<m<p+q+1

Puis par les relations 1.,2. et 3., on obtient pour les trois premieres :

i+-1+1 i+l+1
E (_1) dlmdij - E (_1) dim+1dlm-
1<i<j<p+q+1 1<i<g+1<i—1<m<p+q+1
1<i<g+1

g+3<l<m<p+q+2
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Ainsi :
Z (—1)i+ldi]’dlm = Z (_1)i+l+1dlmdija
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+1

1<i<g+1<i<m<p+q+1 1<i<q+1
q+3<l<m<p+q+2

et donc (1) = —(a).

Attaquons nous pour finir a (2), que 'on scinde en trois :

Z (_1)i+r_1dij5r — Z (_1)i+r_1dij5r + Z (_1)i+r—1dij6T

1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<q+1<r<p+q 1<i<qg+1<r<p+q 1<i<q+1<r<p+q
J<r jzr+2
i+r—1
+ Z (—1) d;j0y,
1<i<gj<p+q+2
1<i<g+1<r<p+q
j=r+1

pour pouvoir utiliser cette fois les relations 1., 2. et 4. issues de la preuve du Lemme|(1.1.26

et obtenir :

i4r—1 — itr—1
1<i<j<p+q+2 1<i<j<p+q+2
1<i<qg+1<r<p+q 1<i<g+1<r<p+q
J<r
i+r—1
+ Z (—1) Op1dij—1
1<i<j<p+q+2
1<i<g+1<r<p+q
j>r+2

+ S (1) (5:8;_1 — 6;6;)

1<i<q+1<j—1<p+q

= Z (=1)"*7"6,d;; + Z (=1)"*"6,.d;

1<i<j<p+q+1 1<i<j<p+q+1
1<i<q+1<r—1<p+q 1<i<q+1<r—1<p+q
Jj<r—1 j=r
ritl i
+ > ()T - > (=1)"74;0:
1<i<q+1<j<p+q 1<i<q+1<j—1<p+gq
_ +r
= > (=1)""0,dy
1<i<j<p+q+1

1<i<q+1<r—1<p+q

+ > ()G - > (—1)"775;0;

1<i<q+1<j<p+q 1<i<q+1<j—1<p+q

Donc on trouve (2) + (5) = —(c¢) — (d).

: . 1
Finalement, on a montré que dj™"?dP? + @ra+1dh? = 0 O
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Proposition 3.3.19. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal
bilatére de L tels que M est un K-module trivial et [K, K] = 0. Pour tout ¢ >0 :

Gy ~ HY(K, H*(L/K, M)),

ou HY(L/K, M) est un K-module symétrique dont l’action d gauche est induite par la
Remarque [3.3.13

Démonstration. On considere le complexe (Hom (K9, C*(L/K, M)),d*?) et on cherche a

1 0
montrer que dy?d®? + d* T dy? = 0.

D’un coté d*? = —9, et de lautre :

=Y (=Did+ Y (DR + (=1)*0.

1<i<j<g+1 1<k<q+1

On montre immédiatement en utilisant les relations de la preuve du Théoreme [1.1.24] que

ces deux différentielles commutent, ce qui conclut la preuve de la Proposition. O

Exemple 3.3.20. Retour sur ’Exemple

o Tout d’abord, G(L2, L2) = 0 car G®(L2, L2) = 0.

« Ensuite, pour tout p > 1, di"? est nulle, donc encore une fois GH(L2, L3) =
GY(L3, L3) = Gg*(L3, L3).

Exemple 3.3.21. Retour sur I’Exemple

On note w = wieq + woey + wses € Lg.

« Calcul de GY(Lg, Lg) ~ HY(Ey, H(Es, Lg)).

Tout d’abord HY(FE3, Lg) ~ E) car dw(e3) = —[w, e3] = —wse; — waey, puis comme
By est un module trivial, on obtient G9(Lg, Lg) ~ Hom(E%, Ey). On peut remar-
quer que H°(Lg, Lg) ~ Fi, et donc : Go®(Lg, Lg) ~ H°(Lg, Lg).

o Puis Gy/(Lg, Lg) ~ H9(Eyy, Hom(Es, H(Lg, Lg))) ~ H9(Eyy, Hom(Es, Ey)), mais

la différentielle du complexe C*(E\2, Hom(Es3, E1)) est a nouveau nulle, donc :
Gy (L, Lg) ~ Hom(Ey © Es, Ey).

On peut en déduire par exemple, grace au Lemme qui énonce que l'espace
G5°(Lg, Lg) ~ Hom(Fs, Ey) s'injecte dans H'(Lg, Lg), que cet espace de cohomo-

logie est non nul.
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Corollaire 3.3.22. Soient L une algébre de Leibniz, K un idéal bilatére de L vérifiant
[K,K] =0 et M un L-module tel que M soit un K-module trivial. La suite suivante est

exacte :

0 —H°(K,Hom(L/K,H"(L,M)) — H'(L, M) —
HY (K, H°(L/K,M)) = H°(K,Hom(L/K, H* (L, M)) — H*(L, M).

Démonstration. C’est la suite exacte a 5 termes définie dans le Lemme [2.2.17] appliquée
a la suite spectrale GC(L, M). O

Exemple 3.3.23. Pour I'algébre L3, on obtient la suite exacte suivante :
0 — Hom(Ey, Ey) — HY(L3,L3) ~ 0 — Hom(E,, Ey) — 0.
En effet :

o H°(E,, Hom(E,, H(L3, L2)) ~ H°(E,, Hom(E1, Ey)) d’apres les calculs effectués
dans 'Exemple[3.0.2] Puis H(Ey, Hom(E1, E»)) ~ Hom(Ey, Ey) car la différentielle

est nulle.
o HY(Ey, H'(E, L3)) ~ HY(E,, Ey) ~ Hom(E,, Ey)
o HY(Ey, Hom(E,, H' (L3, L2%))) ~ 0.
Exemple 3.3.24. Pour 'algebre Lg, on obtient la suite exacte suivante :
0 — Hom(FEs, Ey) — H'(Lg, Lg) ~ Hom(FEs, E1) — Hom(Ey2, Ey) — Hom(E$?, Ey).
En effet :
o HY(Lg, Lg) ~ E; par le calcul effectué dans 'Exemple m, puis :
HY(E\y, Hom(Es, H*(Lg, Lg)) ~ H°(E\y, Hom(FEs, E\) ~ Hom(Es, E,),
le dernier isomorphisme découlant du fait que la différentielle est nulle.
o HY(E)y, H'(Es, Lg)) ~ Hom(Es, Ey) car H°(E3, Lg) ~ E.
o HY(Ey, Hom(Es, H (L, Lg)) ~ Hom(ES?, Ey).

Proposition 3.3.25. La suite G est multiplicative pour le cup-produit U (au sens de la

Définition .
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Démonstration. Montrons que la filtration GC(L, M) est stable pour le cup-produit U.
Soient f € GPC"(L,M) et g € GIC™(L, M) : montrons que f U g € GPriC"*™ (L, M).

Soient 1 ® - -+ @ Tpym € KEMFTMH1I=P=0) & [S+a=1) ] g’agit de prouver que

(fU9) (21 ® -+ @ Typym) = 0.

Or (fUg)(r1 ® -+ ® Tpim)
=(no(f®g)o (5~hn,m—1 ®idp)) (21 @ -+ @ Tpym)

_ Z sgn(o) - f(fL"a(l) Q- ® xo’(n))
ce{(n,m—1)—shuf fle}

g(xa(n+1) X Lo(n+m—1) ® :Uner)-

Or puisqu’il y a n +m — p — g + 1 vecteurs dans K, il y en a forcément soit n —p+ 1 en
arguments de f, soit m — g+ 1 en arguments de g quelque soit la permutation o. De plus,
puisque o € {(n,m — 1) — shuf fle}, dans les 2 cas les termes z; € K sont toujours en
premieres places. Ainsi (fUg) (21 ® - Q@ x,m) est nulle, ce qui prouve que le cup-produit
respecte bien la filtration. Par la Proposition [2.3.4] on en déduit que la suite spectrale
issue de cette filtration est multiplicative au sens de la Définition [2.3.3] O

3.4 Etude de la quatriéme suite spectrale GBC(L,M)

3.4.1 Définition de la filtration

Définition /Proposition 3.4.2. Soient L une algébre de Leibniz, K un idéal a gauche
de L et M un L-module. Les complezes (GBPC(L, M)),, suivants constituent une filtration
du complexe C*(L, M) :

e GBC*(L,M) = C*(L, M),
o Pourtoutp>1:
—Vnzp—1, GBCY(L,M) :={f: L*" = M | firev-nggemti-» =0}

- Vn<p-2, GBC™"(L,M) :={0}.

On note GBC(L, M) la suite spectrale associée a cette filtration sur le modéle de la Pro-

position [2.2.0]

Démonstration. Soient p > 1,n > p —1 et f € GB’C"(L,M). Montrons que d"f €
GBPC™(L, M). Soient donc ly,...,l,_1 € L et ky, ..., k,y1 € K : il s’agit de montrer que
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d"f(l, .. ly—1,kp, ..., kntr1) = 0. Pour bien voir que cette assertion est vraie, on découpe

la somme comme ci-dessous :

d"f(ly . lpm1kp, oo k)
- Z ( )d”f(ll,.. p 1,]{,’ 7--'7kn+1)

1<i<j<p—1

+ > (=1 %dg (), lyr, Ky 1) (3.16)

1<i<p—1<j<n+1

+ > (=i () Unse ety ey oo )

p<i<j<n+1
7, 1
+Z Sif (s lpry kpy oo ]
n+1

+Z )Yy X (P T SN

+ (—1)”+18f(l1, ooy ki)

K est un idéal a gauche de L, donc les vecteurs en arguments de f & la ligne sont
bien dans L®?~Y @ K®+1-p) Pour les autres lignes, cette vérification est immédiate,

donc puisque fjpee-1grem+1-» = 0, on a bien :
d"f(l, .. lpo1, koo k) = 0.

Lescasp=0et "p > 1,n < p—2" étant immédiats, on conclut que GBC(L, M) est bien
une filtration du complexe C(L, M). O

Exemple 3.4.3. GB'C"(L, M) = {f : L®*" — M) | fixen = 0}

Exemple 3.4.4. On considére lalgébre de Leibniz L? de base {(e1,e)} définie dans
I'Exemple [I.1.9} dont la cohomologie a été calculée dans 'Exemple [3.0.1], ainsi que son

idéal bilatere Ey := Vect(ez). On étudie sa cohomologie a valeurs elle-méme.

On obtient pour p > 1 et n > p — 1 les espaces suivants :
ngCn(Lf, L%) = {f : (L%>®n - M ’ f|(L%)®(p—1)®E£®(n+1*p) = O}

Exemple 3.4.5. On considere 'algebre de Leibniz Lg de crochet défini sur une base
{e1, eq, €3} par [eg, e3] = —[e3, 2] = ea, [e3, e3] = €1, et son idéal bilatére Fy. On étudie sa

cohomologie a valeurs elle-méme (voir 'Exemple [3.0.4)).

On obtient pour p > 1 et n > p — 1 les espaces suivants :

GB'C"(Lg, Lg) = {f : Lg" — Le | f‘L?wl)@E;@(nHm = 0}.
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Remarque 3.4.6.

 La filtration GBC(L, M) est une adaptation de GC(L, M) aux algebres de Leibniz a

gauche.

o La filtration GBC(L, M) est canoniquement bornée.

Proposition 3.4.7. La suite spectrale converge vers la cohomologie de L a valeurs dans
M.

Démonstration. 11 s’agit simplement d’une application du théoréme de convergence (Théo-

reme [2.2.13)). ]

3.4.8 Calcul des premieres pages

Proposition 3.4.9. Soient L une algebre de Leibniz, M un L-module et K un idéal a

gauche de L. Pour tout ¢ > 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

Hom(K®1, M) sip=0,
GBy ~
Hom(LPP V@ L/K @ K%, M) sip>1.
Démonstration. Cette proposition découle immédiatement du Lemme [3.0.5] O

Exemple 3.4.10. Retour sur I’Exemple
On obtient pour p = 0 : GBYY ~ Hom(E3?, Lg), et pour p > 1 :

Hom(L{" ™V @ By @ BT, M)

Exemple 3.4.11. Retour sur I’Exemple

On obtient pour p = 0 : GBY? ~ Hom(E5?, L?), et pour p > 1 :

Hom((L})**) ® By @ B3, M)
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Théoréme 3.4.12. [B.,2017]

Soient L une algebre de Leibniz, M un L-module et K un idéal a gauche de L. Pour

tout ¢ > 0, on a les isomorphismes d’espaces vectoriels suivants :

» HY (K, M) sip=0,
GBYY ~

Hom(L?®V @ L/K,HI(K,M)) sip>1,

Démonstration. Dans un premier temps, on considere p > 1 et ¢ > 0. Pour faciliter la

lecture, on notera k; les éléments de K, [; ceux de L et [; ceux de L/K. On note de plus :

o b7 Iisomorphisme d’espaces vectoriels suivant :
GBy ~ Hom(L®(p_1) ® L/K, Hom(K®, M)),
issu de la Proposition [3.4.9]

o db7'* la différentielle du complexe Hom(LE®~Y @ L/K,C*(K, M)) définie par :
p+q

dllj(_qu(?> = Z ( l pdl] Z Z p+15 ?) + (_1)q+1a(?)'

p+1<i<j<p+qg+1 i=p+1

o d77: GBYY — GBYT 1a différentielle sur la page 0 de la suite spectrale.

1 -1 :
Nous allons montrer que 157" o dy? = (—1)Pdb " o 5%, ce qui permettra de conclure.

Soit f € GBPCP*9, on note f sa classe dans GBE?. Rappelons que :

) p+q )
B = X (Dl + 3 (1S + (-1)y,
1<i<j<p+q+1 i=1
o gBrCrtatl
MalS dp qf € Gqu W et
o dy(f) € GBPTICPHHL dés que i < p,
o 6;(f) € GBPTICPTa+! des que i < p.
D’ou 'on obtient que :
p+q

a'(f)= > D)+ Do (DTS + (=1)7a(f).

p+1<i<j<p+g+1 i=p+1
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Puis :

W™ o dy)(f) = > (D)W (dy(f)
pH1<i<j<p+q+l1
ptaq

£ 3 )T GT)

+ (=P T O().

Or, on a vu ci-dessus que :

di WEN )= Y (DT (eR(f)

p+1<i<j<p+q+1
p+q

+ Z z p+15 wPQ(f»
i=p+1

+ (=1L (/).

85

Ainsi, puisque ¢y commute avec les opérateurs d,;,d; et 0, on a bien 'identité souahitée

pour tout p > 1let g >0

pq+l dpq ( 1)pd1;€1,qowg,q'

Si p = 0, alors I'isomorphisme d’espaces vectoriels wqu est simplement ’application de res-

triction, et la preuve de cette égalité est immédiate. Ainsi les espaces vectoriels considérés

dans I’énoncé sont bien isomorphes.

Exemple 3.4.13. Retour sur [’Ezemple

On calcule immédiatement que H9(FEs, L?) ~ Hom(E5, L?), et donc GB; ~ G B,.

Exemple 3.4.14. Retour sur I’Exemple

]

On commence par calculer H9(Ey, Lg) : soit f € C(Ey, Lg) définie par f(e5?) :=

lier + laes + l3e3.

=1
q .
= Z(—l)z_llgeg + (—1)ql362
=1
q+1
= lzea(D_(=1)")
=1

Ainsi df(e?(qﬂ)) = I3ey si ¢ est pair, 0 sinon.
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On en déduit immédiatement que :

Hom(FEs, E19) si q est pair,
GBY"(Lg, Lg) ~

Hom(Fy, E13) si g est impair.

et que pour tout p > 1 :

Hom(L?(pfl) ® Ey ® Fy, E3) si q est pair,
G By (Lg, L) =~

Hom(L?(p_l) ® E1 ® Fy, Ey3) si g est impair.

3.4.15 Que peut-on dire de la deuxieme page ?

Remarque 3.4.16. Le probléeme qui se pose ici et qui n’apparaissait par pour les suites
spectrales FC(L, M) et GC(L, M) est que la différentielle d; définie sur GB,C(L, M) par :

ou f € GBYIC(L,M) et d est induite par la différentielle globale d : CPT4(L, M) —

CP+at([ M), ne s'identifie & aucune différentielle usuelle.

En effet, on obtient d : GBYC(L, M) — GBITYC(L, M) définie par :

i= Y (=Didy+ 3 (1)

1<i<j<p+q+1 1<i<p+1
1<i<p+1

Observons si dans certains cas particuliers on peut tout de méme interpréter d;.

Lemme 3.4.17. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si
[K,M] = [K,K] =0, alors :

e Hom(K, M) est un L] K -Lie-module pour l’action suivante, induite par le Corollaire

&

11k @ - @ ky) = [Lf(lcl@---@k;q)]—zq:f(kl®...[Z,ki]®---®kq).

i=1

e HYK,M) est un L/K-Lie-module.
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Démonstration.  Puisque nous avons comme hypothese que [K, M] = [K, K] =0:

q

ke, fl(k1 @ - @ kg) = [k, f(B1 @ - @ k)] =Y fla® ... [k k] ® - ®@ k) =0.

=1

Donc Hom(K, M) est bien un L/K-module.

o Pour f € CUK, M), la formule de Cartan [k, f] = d o tx(f) + tx o d(f) nous montre
que HY(K, M) est bien un K-module. Cette action de K sur HY(K, M) s’étend a
L puisque M est un L-module et K un idéal a gauche. Le premier point du lemme
nous montre que [K, HI(K, M)| = [HY(K, M), K] = 0 et ainsi H1(K, M) est bien
un L/K-module.

]

Proposition 3.4.18. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de
L. Si[K,M]=[K,K]|=0, alors pour tout ¢ > 0, on a l’isomorphisme d’espaces vectoriels
suivant :

GBy! ~ H'(L/K,H(K,M)),

ou HI(K, M) est un L/K-module symétrique pour laction décrite dans le lemme précé-

dent.

Démonstration. Pour p = 0 on obtient la différentielle d suivante :

d(f)=— > di+d.

2<5<q+1

Or c’est exactement la différentielle de degré 0 du complexe C*(L/K, Hom(K®4, M)),
ou Hom(K®1, M)) est un L/K-module symétrique pour 'action donnée par le lemme
précédent. On montre comme dans les parties précédentes pour conclure que d et d

commutent. O

Théoréme 3.4.19. [B.,2017]
Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de L. Si [K, M] =

[K, K] =0, alors pour tout ¢ > 0, on a l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :
GBy!~ H'(L/K, H(K, M)),

ou H1(K, M) est un L/K-module symétrique pour l’action décrite dans le lemme précé-
dent.

Démonstration. Pour p = 1 la différentielle d de donnée par la Remarque |3.4.16| est la
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suivante :

d(f) == Z d1j+ Z d2j+(51—(52.

2<j<q+2 3<j<q+2

C’est-a-dire explicitement :

df(lhE’ k37®' - ® kq+2) = _f<[llvg]7k37 s kq+2)]
- Z fllo ks ® . [l k] ® - ® ko)

3<j<q+2

3<j<q+2

[ f(®ks @+ ®kga) = [l2, f(L @ ks @ -+ @ kigoa)
Donc puisque [K, M] = [K, K] =0, on a :

df(ll,E, k:37 K& kq+2) - _f([a7g]7k37 cee kq—i—?)]

- Z fla ks ® . [l k] @ - @ kgun)

3<j<q+2

+ > [ ®ks®.. Iy k] @ ® kgya)

3<j<q+2

+ [, fla®@ks @ @ kgpa) = [lo, f(L @ k3 @ -+ - ® kgya)

On reconnait ici la différentielle de degré 1 du complexe C*(L/K, Hom(K®?, M)). On
peut finalement montrer d et dy commutent par des calculs similaires & ceux concernant

les deux suites spectrales précédentes, ce qui termine cette preuve. O

Remarque 3.4.20. Malheuresement, des le cas p = 2, la différentielle d donnée par la
Remarque [3.4.16{ ne correspond plus a celle du complexe C*(L/K, Hom(K®1, M)).

En effet, un simple calcule :

Af(h @l @3 @k @ - @ kgy3) =
— (L)L Rk @+ @kgrs) — > fllo s ke @ . [l k] ® - kgas)
i=4
+f(ll®[l2>l3]®k4®"'®7€q+3)+Zf(ll>l3>k4®---[l2,ki]®---kq+3)
i=4
q+3 . .
—Zf(ll,lg,k:4®...[l3,ki]®...kq+3)
i=4
+ L, bRk @+ @kgys) — [lo, f(LLO L @k @ -+ @ kgys)

+[E7f(l1®l2®k4®®k’q+3)

montre bien cette différence.
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Exemple 3.4.21. Retour sur I’Exemple

On considere I'algébre L? dont le crochet est [e1, 1] = e, et on étudie sa cohomologie
a valeurs dans elle-méme (calculée explicitemment dans I’Exemple . On utilise pour
ce faire I'idéal bilatére Ey de L? qui vérifie bien les hypothéses requise pour utiliser la
Proposition [3.4.18| et le Théoreme [3.4.19]

« On calcule GBY! ~ HO(FEy, Hi(E,, L?)). Tout d’abord la différentielle de C*(Ey, L?)
est nulle, donc GBY? ~ HO(Ey, Hom(E5?, L?)). Puis, si on pose f(e59) := l1e1+1zes,
alors df (e1)(e59) = lyey et par suite GBy? ~ Ker(d) ~ Hom(Ey?, E,).

« Calcul de GBy° ~ H'(FEy, H(E,, L?)).

HY(E,, L)) ~ L2, mais ici il est vu comme un module symétrique. Puis df (e; ®e;) =

0 et d(I)(ey) = liey. donc : GBy° ~ Hom(Ey, E).

Corollaire 3.4.22. Soient L une algébre de Leibniz, M un L-module et K un idéal de
L. Si [K,M] = [K,K] =0, alors la suite suivante est exacte :

0— HY(L/K,H*(K,M)) — H(L,M) — H°(L/K, H' (K, M))
— GBY°(L, M) — H*(L, M)

Démonstration. Découle immédiatement du Lemme [2.2.17) en utilisant les isomorphismes
du Théoreme B.4.19 O
Exemple 3.4.23. Retour sur ’Exemple|3.4. )

Pour l'algebre L2 d’apres les calculs effectués dans 'Exemple |3.4.21 on obtient la

suite exacte suivante :
0 — Hom(FEy, Fy) — HY(L? L?) — Hom(E,, Ey) — GBy°(L?, L?) — H*(L, M)

Remarque 3.4.24. La filtration GBC(L, M) n’est pas multiplicative

En effet, on peut montrer le contre-exemple suivant : si f € GB'C'(L, M) et g €
GB'C%(L, M), alors fUg n’est en général pas dans l'espace GB*C3(L, M).






Applications aux algebres

semi-simples

4.1 Définitions et théorémes généraux

Définition 4.1.1. Une algébre de Lie est dite simple si elle n’est pas abélienne et ne

contient pas d’idéaux non propres.

Exemple 4.1.2. Pour n > 2, sl,,(C) et pour n > 5, s0,(C) sont des algebres de Lie

simples.

Définition 4.1.3. Une algebre de Lie est dite semi-simple si elle ne contient pas d’idéal

abélien non nul.

Proposition 4.1.4. Soit g une algébre de Lie. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. g est semi-simple.
2. g est somme directe d’algebres de Lie simples.

3. g n'a pas d’idéal résoluble non nul.
Théoréme 4.1.5. [Pirashvili, 1994]

Soit g une algébre de Lie semi-simple et M un g-Lie-module. Alors I’homologie de

Leibniz de g est concentrée en degré O :

Vk > 1, Hy(g, M) = 0.

91
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Démonstration. Une preuve détaillée est présente dans l'article [I9] de T. Pirashvili. [

Remarque 4.1.6. L’homologie de Leibniz d’une algebre de Lie a valeurs dans un Lie-
module est celle & valeurs dans le comodule antisymétrique associé (c’est-a-dire pour le

crochet a droite nul).

Remarque 4.1.7. F. Wagemann et B. Omirov ont prouvé que ce théoreme est aussi vrai

en cohomologie dans [18].

4.2 Applications

4.2.1 Applications concernant FC(L,M)

Proposition 4.2.2. Soit L une algébre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/ K soit une

algébre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module. Alors :

Vi>1, HY(L,M)~H' ((%) .

Démonstration. La suite exacte courte de complexes suivante :
0—C(L/K,M)— C(L,M)— C(L,M)/C(L/K,M)— 0
induit une suite exacte longue en cohomologie qui commence par :

0—H'(L/K,M)— H'(L,M)— H'(C(L,M)/C(L/K,M)) —
H*(L/K, M) — H*(L, M) — H*(C(L, M)/C(L/K, M)) — -

Mais puisque L/K est semi-simple, H*(L/K, M) est nulle pour tout ¢ > 1 par la remarque
qui suit le Théoreme [4.1.5] On obtient donc exactement les isomorphismes demandés. [

Remarque 4.2.3. L’hypothese demandée sur L de posséder un idéal tel que L/K soit
semi-simple n’est pas contraignante. En effet la décomposition de Levi en affirme 'exis-
tence pour toute algebre de Leibniz de dimension finie sur un corps de caractéristique 0
(voir [1).

Corollaire 4.2.4. Soit L une algébre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/K soit une
algébre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module vérifiant [K, M] = [M, K| = 0. La suite
spectrale FC(L, M) converge vers la cohomologie H(L, M), égale d celle de H(L, M) sauf

en degré 0 ou elle est nulle.

Corollaire 4.2.5. Soit L une algébre de Leibniz, K un idéal de L tel que L/K soit une
algébre de Lie semi-simple et M un L-Lie-module tel que [K,M] = [M,K] = 0. On a
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[isomorphisme suivant :
HY(L,M) ~ H°(L, Hom(K, H*(L/K, M))).
Démonstration. D’apres le Corollaire :
HY(C(L,M)/C(L/K,M)) ~ H°(L, Hom(K, H*(L/K, M))),

ce qui donne le résultat souhaité grace a la Proposition précédente. n

Proposition 4.2.6. Soient L une algébre de Leibniz, K un idéal tel que L/K soit une
algébre de Lie semi-simple et M un L/K-Lie-module tel que [M,K] = 0. Alors on a

["isomorphisme suivant, pour ¢ > 1 :

HY(L, M) ~ HYY(L, Hom(IK, MY/5)).
Démonstration. Par le Théoreme [4.1.5] on obtient que

Fyt~ H"Y (L, Hom(K, H(L/ K, M)))

est nul deés que p > 1 (et pour ¢ = 0 par définition). Ceci nous donne tout d’abord que
toutes les différentielles d’ordre » > 2 sont nulles, et donc que F,, >~ F,. On fixe ¢ > 1.
Par la Proposition £.2.2] on a Iisomorphisme :

” 1 C(L,M)
HL M)~ H <c<L/K,M>>’

donc la suite FC(L, M) converge dans notre cas vers la cohomologie H(L, M). De plus,

par le définition de la convergence :
Vp>0,q>1, F29~ FPHPY(L, M)/ FPH HPY(L, M),

et donc : 0 ~ F'HIUL,M)/F*HY L, M) ~ --- ~ FIHI(L,M)/FIHY(L, M). Mais
FTHY(L, M) ~ 0, donc on obtient que F*H?(L, M) ~ 0 pour tout 7 > 1. Ainsi

HY YL, Hom(K, MY%)) ~ F"* ~ FOHI(L,M)/F*HY(L,M) ~ F°HY(L, M),

et puisque FOHY(L, M) ~ H9(L, M), on a bien le résultat escompté. ]
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4.2.7 Application concernant GC(L,M)

Proposition 4.2.8. Soient L une algébre de Leibniz, K un idéal de L qui soit une algébre
de Lie semi-simple et M un L-module. Alors GY*(L, M) =0 dés que ¢ > 1 et p > 2.

Démonstration. Le K-module Hom(L/K, HP~'(L, M)) est trivial. En effet, 'action de K
sur L/K est évidemment trivial, et celle de K sur HP~Y(L, M) (puisque p > 2) lest grace
aux formule de type Cartan décrites dans la Proposition 1.3.2 de [3]. Ainsi, puisque K est
semi-simple, on obtient par le théoreme de Pirashvili et le Théoreme que :

GLY(L, M) ~ HY(K, Hom(L/K, H*" (L, M)))

est nul des que ¢ > 1 et p > 2. O

4.2.9 Application concernant l’'injection de Leib dans Lie

Proposition 4.2.10. Soit g une algébre de Lie et M un g-module. L’inclusion
Hom(A™g, M) < Hom(g®", M)

induit un morphisme entre le compleze de Chevalley-Eilenberg Cri.(g, M) et celui de Loday
C(g, M).
Ce dernier morphisme induit a son tour trois morphismes de suites spectrales (multi-

plicatif dans le premier cas) de ECp;.(g, M) vers EC(g, M), GC(g, M) et GBC(g, M).

Démonstration. La premiere affirmation est 1'objet de la Proposition 1.3.4 de [3]. La
deuxieme découle du fait que le morphisme de complexes est immédiatement compatible
avec les filtrations EC(g, M), GC(g, M) et GBC(g, M). O



Conclusion

Dans cette these, nous nous sommes servi d’un outil mathématique, les suites spectrales,

dans le but d’étudier la cohomologie des algebres de Leibniz.

Nous avons défini et étudié plusieurs suites spectrales, en nous inspirant des travaux
récents de A.V. Gnedbaye, et plus anciens de G. Hochschild et J.-P. Serre. En effet, ces
derniers ont défini des suites spectrales a partir de filtrations de complexes d’algebres de
Lie d’une part, et de groupe d’autre part. Nous nous sommes resservi de ces filtrations
dans le cadre des complexes d’algebres de Leibniz. Nous avons alors réussi a calculer, sous
certaines conditions, la page Ej de la suite, ainsi qu’a montrer qu’elle est multiplicative,

dans le premier cas; et la deuxieme page dans le cas s’inspirant de 1’étude des groupes.

De son coté, A.V. Gnedbaye a défini une suite spectrale a partir d’une filtration de
complexe de chaines d'une algebre de Leibniz, que nous avons dualisé pour se retrouver
dans le cas cohomologique. On obtient alors deux suites spectrales différentes, selon que
I'on adapte ou non son travail aux algebres de Leibniz a gauche, dont nous arrivons a

calculer la deuxieme page dans un cas, la premiere dans 'autre.

Les applications que nous avons développées permettent essentiellement 1’étude de la
cohomologie de Leibniz de certaines algebres de Lie : celles qui possedent un idéal bilatere

tel que le quotient soit semi-simple ou celles possédant un idéal semi-simple.
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Résumé

Lobjectif de ce travail est d’étudier différentes suites
spectrales permettant d’obtenir des propriétés
intéressantes concernant la cohomologie d’algébres
de Leibniz en générale ou dans certains cas
particuliers. Cette étude est faite dans I'esprit des
travaux effectués par J.-P. Serre et G. Hochschild sur
les algébres de Lie, et dans la continuité de ceux
effectués par A.V. Gnedbaye sur I’homologie d’algébre
de Leibniz a valeurs dans une semi-représentation.
Dans le premier chapitre, on définit la notion d’algébre
de Leibniz, comme généralisation des algebres de
Lie, et on en donne les propriétés fondamentales qui
vont nous étre utiles pour I'étude ultérieure.

Le deuxiéme chapitre est un préambule rappelant les
principales définitions et propriétés liées aux suites
spectrales, en particulier celles définies a partir d’'une
filtration de complexe. On étudiera attentivement la
convergence de ces suites spectrales.

Le chapitre trois, corps de cette étude, est consacré
spécifiguement a la définition de différentes suites
spectrales et a I'étude des propriétés qu’elles
permettent de prouver concernant la cohomologie
d’algebre de Leibniz.

Enfin le dernier chapitre permettra d’étudier des
applications des résultats énoncés dans le chapitre
trois.

Mots clés

algébre de Leibniz, complexe de Loday, filtration
de complexe, algébre semi-simple, cohomologie,
suites spectrales .

Abstract

This thesis is devoted to the study of different spectral
sequences for the cohomology of Leibniz alebras in
general or in certain specific examples. Some of the
results are motivated by work of G.Hochschild and
J.-P. Serre for Lie algebras and groups as well as the
thesis of A.V. Gnedbaye on the homology of Leibniz
algebras with values in a special kind of modules.

In the first chapter we define the notion of alLeibniz
algebras as a generalization of a Lie algebras with a
non-antisymmetric bracket. We also prove some basic
properties of Leibniz algebras.

The second chapter is a general introduction to
spectral sequences, especially those defined from a
filtration of a complex. Among other topics, we
consider the notion of convergence of a spectral
sequence.

In the third chapter four different filtrations of Loday’s
complex defining Leibniz cohomology are studied. We
compute the first pages for the spectral sequences
arising from each of these filtrations. As a
consequence we derive some properties of Leibniz
cohomology.

The last chapter give some other applications of the
results obtain in Chapter 3.

Key Words

Leibniz algebra, Loday’s complex, filtration on
cochaine complex, semi-simple algebra,
cohomology, spectral sequences.
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