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hesus nqvuszr: Lnureyt ALFANDARI Juny Cnrlzs ESPINOgA GARCÍA

Robust Optimization for Discrete structures and Non-linear
impact of Uncertainty

AĶňŉŇĵķŉ

de nqqress qepusuzy przolexs uyqer uypertnuy uyrzrxntuzywutt yzy-luyenr strup-

tures zr pnrnxeter vnruntuzy, nyqqevuse szlutuzyxettzqs uy tte spurut zr Bertsuxns

nyq Sux’s Γ-Rzoustyess npprznpt. Furtterxzre, nlttzust tte yzy-luyenr uxpnpt

zr uypertnuyty ztey uytrzqupes qusprete struptures tz tte przolex, rzr trnptnouluty,

we przvuqe tte pzyqutuzys uyqer wtupt tte pzxplexuty plnss zr tte yzxuynlxzqel

us preserveq rzr tte rzoust pzuyterpnrt.

de exteyq tte Γ-Rzoustyess npprznpt uy ttree nveyues. Furst, we przpzse n

seyerup pnse zr yzy-luyenr uxpnpt zr pnrnxeter vnruntuzy, nyqxzqel ut wutt n puepe-

wuse luyenr npprzxuxntuzyzr tte uxpnpt ruyptuzy. de stzw ttnt tte suoprzolexzr

qeterxuyuys ttewzrst-pnse vnruntuzy pny oe qunluzeq qespute tte qusprete strupture

zr tte puepe-wuse ruyptuzy. Next, we ouult n rzoust xzqel rzr tte lzpntuzy zr yew

tzusuys wtere tte yzy-luyenruty us uytrzqupeq oy n ptzupe xzqel, nyq przpzse n

szlutuzy pzxouyuys Γ-Rzoustyess wutt n speynruz-onseq npprznpt. de stzw ttnt

tte suoprzolex us trnptnole nyq lenqs tz n luyenr rzrxulntuzyzr tte rzoust przolex.

Fuynlly, we xzqel tte qexnyq uy n Lzpntuzy Przolex ttrzust n Pzusszy Przpess

uyqupuys, wtey qexnyqs nre uypertnuy, yzy-luyenr struptures zr pnrnxeter vnrun-

tuzy. de przpzse tte pzypept zrNestedUncertainty Budgets tzxnynse uypertnuyty

uy n trnptnole wny ttrzust n tuernrptupnl strupture nyq, uyqer ttus rrnxewzrw, zo-

tnuy n suoprzolex ttnt uypluqes oztt pzytuyuzus nyq qusprete qevuntuzy vnrunoles.

uv





Résumé

L’zoveptur qe pete tt5se est qe przpzser qes szlutuzys eipnpes à qes przol5xes qe
q2pusuzy quu zyt uy uxpnpt sur ln vue qes putzyeys, et quu repzseyt sur qes qzyy2es
uypertnuyes. Au yuvenu qes npplupntuzys, yzus yzus uyt2resszys à qeux przol5xes
qe lzpnlusntuzy quu zyt uy uxpnpt sur l’espnpe puolup, yztnxxeyt ln lzpnlusntuzy
qe yzuvenux lzsexeyts, et ln lzpnlusntuzy qe veyqeurs xzoules qnys l’espnpe ur-
onuy. Les przol5xes qe lzpnlusntuzy ye szyt pns uy suvet r2peyt qnys ln lut2rnture,
tzuterzus, pzur pes qeux przol5xes quu repzseyt sur qes xzq5les qe ptzux pzur le
pzxpzrtexeyt q’nptnt qes pzyszxxnteurs, l’uypertutuqe qnys le xzqe5le s2y5re
uy pns sp2punl quu perxet q’2teyqre ln lut2rnture sur l’Optuxusntuzy Rzouste. Les
pzytruoutuzys qe pete tt5se peuveyt s’nppluquer à quvers przol5xes s2y2ruques
q’zptuxusntuzy.

Les q2pusuzys pruses szus qzyy2es uypertnuyes zyt susput2 l’uyt2r3t qe ln pzx-
xuynut2 qes pterpteurs zp2rntuzyyels pnr l’uypertutuqe est pr2seyte qnys ptnque
nspept qe ln vue quztuqueyye, que pe szut les pr2vusuzysx2trzlzsuques, ln vnleur qes
stzpws, qes tnuxqe ptnysezux3xe l’nteytequprzptnuy trnuy. Cetexzq2lusntuzy
qe l’uypertutuqe est nussu pruse ey pzxpte qe rn1zy przussnyte pnr les eytrepruses
qnys ln plnyuipntuzy qe leurs zp2rntuzys.

Plusueurs npprzptes szyt przpzs2es qnys ln lut2rnture pzur trnuter l’uypertutuqe
qnys les przol5xes qe pruse qe q2pusuzy. Les plus pzpulnures qnys le ptnxp qe
ln RepterpteOp2rntuzyyelle szyt l’zptuxusntuzy stzptnstuque et l’zptuxusntuzy rz-
ouste. Dnys pete tt5se, yzus pnrtzys qe l’2tnt qe l’nrt qe l’Optuxusntuzy Rzouste,
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quu est pr2seyt2qnys leCtnputre Ǌ, yztnxxeyt lepnrnqusxeqeouqsetq’uypertutuqe
uytrzquut pnr Bertsuxns nyq Sux hǉǐ]. Nzus xzytrzys que pzur pertnuys types qe
przol5xes, ln strupture pnrtupulu5re qu xzq5le q’uypertutuqe peut reyqre ln szlu-
tuzy zoteyue pnr hǉǐ] urr2nlusnole, pe quu vustuie le q2velzppexeyt q’uye npprzpte
sp2puique. Dnys ln lut2rnture, pertnuyes exteysuzys qu trnvnul qe hǉǐ] exusteyt q2và:
przol5xes nvep qes struptures quspers2es (Pzss hǎǈ]), qzyy2es uypertnuyes yzy
qustruou2s uyurzrx2xeyt (Büsuys nyq D’Ayqrensuzvnyyu hǊǋ]), et uypertutuqe sur
le sepzyq xexore qes pzytrnuytes (Gnorel nyq Murnt hǋǍ]).

bye strupture pnrtupulu5re yzuvelle 2tuqu2e qnys pete tt5se est ln pzssuoulut2
q’zoserver uy uxpnpt yzy-luy2nure qe ln vnruntuzy qe pnrnx5tres uypertnuys. Qunyq
les pzeipueyts suuveyt uye rzyptuzy yzy-luy2nure qes pnrnx5tres uypertnuys, yzus
pzypevzys uye x2ttzqe qe r2szlutuzy qnys l’esprut qe hǉǐ] ons2e sur uye npprzx-
uxntuzy luy2nure pnr xzrpenux qe ln rzyptuzy yzy luy2nure. Nzus uqeytuizys nussu
les pzyqutuzys szus lesquelles le qesr2 qe pzxplexut2 qu przol5xe yzxuynl est
pr2serv2 pzur sn pzytrepnrtue rzouste.

ǉ. OńŉĽŁĽňĵŉĽŃłRŃĶŊňŉĹĵŋĹķ ĽŁńĵķŉłŃł-ŀĽłéĵĽŇĹĸĹŀĵŋĵŇĽ-
ĵŉĽŃł ĸĹň ĸŃłłéĹň

Dnys le ptnputre ǋ, yzus nqnptzys le pnrnqusxe qut qe Γ-Rzoustesse q2velzpp2
qnys hǉǐ] nu pns zù ln vnruntuzy qe pertnuys pnrnx5tres uxpnpteyt les pzeipueyts
q’uye pzytrnuyte qe rn1zy yzy-luy2nure. C’est le pns su zy pzysuq5re ln qexnyqe
ey rzyptuzy qu prux, ln cnleur Nete Pr2seyte (cNP) q’uy przvet q’uyvestussexeyt
pzxxeuye rzyptuzyyzy-luy2nurequ tnuxq’nptunlusntuzy, zu lnprzonoulut2qe ptzux
qnys uyxzq5le qe ptzux qe typeMNL(MultiNomial Logit) pzxxe le rnppzrt qes
expzyeytuelles qes utulut2s (yzus q2tnullerzys plus rzrxellexeyt pes sutuntuzys à ln
iy qe pete uytrzquptuzy).

Dnys l’npprzpte plnssuque qe Γ-Rzoustesse, pzur pertnuyes pzytrnuytes i, les pz-
eipueyts aij suvets à l’uypertutuqe szyt q2pruts pnr aij = āij + âijzij, zù āij est ln
vnleur yzxuynle qu pzeipueyt, âij est sn vnruntuzy xnxuxnle, et zij ∈ [−ǉ, ǉ]. Le
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pnqre q2velzpp2 qnys hǉǐ] s2y5re uye pzytrepnrtue rzouste quu snrnytut ln r2nlus-
noulut2 qe ln szlutuzy rzouste quelle que szut ln vnruntuzy qes pzeipueyts sntusrnusnyt
uy yuvenu qe pzyservntusxe qzyy2. Cepeyqnyt, ul ye perxet pns qe snusur qurepte-
xeyt pertnuys types qe przol5xes zu qe struptures q’uypertutuqe. Dnys ln lut2rn-
ture, yzus pzuvzys yztnxxeyt uqeytuier trzus rnxulles q’exteysuzys quu trnuteyt
(u) qes vnruntuzys qe pzeipueyts q2peyqnyt qu texps hǉǍ, Ǎǉ, ǎǈ], (uu) qe ln qustru-
outuzy qe l’uytervnlle q’uypertutuqe hǊǋ, ǋǈ], et (uuu) qe l’uypertutuqe quxexore qe
qrzute (RHS) qes pzytrnuytes hǊǈ, ǋǍ, ǍǍ]; les q2tnuls peuveyt 3tre trzuv2s qnys ln
septuzy Ǌ.ǋ.

Dnys pe ptnputre, yzus pzyservzys le pruypupe qe Γ-Rzoustesse quu pzysuste à
przt2ser pzytre l’urr2nlusnoulut2 sur uye vnruntuzy pzytrôl2e qes pnrnx5tres. Cepey-
qnyt, yzus l’2teyqzys nux pns zù les pzeipueyts szyt qes rzyptuzys yzy-luy2nures
qe qzyy2es pzteytuellexeyt suvetes à vnruntuzys. Pnr exexple, qnys les przol5xes
qe lzpnlusntuzy q’uystnllntuzys nvep pnpnput2s, les qexnyqes Dj qes szurpes qe qe-
xnyqe nppnrnusseyt qnys le pôt2 snupte qes pzytrnuytes qe pnpnput2. S’ul exuste
uye uypertutuqe sur le prux qe xnrpt2 qu przquut, nlzrs yzus qevruzys pzysuq2rer
Dj = fj(pj) zù pj est le prux qu przquut à ln szurpe qe qexnyqe j (les szurpes
qe qexnyqe peuveyt 3tre sutu2es qnys qes pnys quf2reyts) et fj est s2y2rnlexeyt
yzy-luy2nure, pzypnve q2przussnyte. Ey zutre, pzysuq2rzys uy przol5xe qe capital
budgeting nvep uypertutuqe sur les vnleurs qes przvets (vzur Meuer et nl. hǍǌ] pzur
uye 2tuqe sur pe suvet). Le przol5xe qe capital budgeting pzysuste à s2leptuzyyer
uy pzrtereuulle qe przvets q’uyvestussexeyt xnxuxusnyt ln vnleur yete tztnle qu
pzrtereuulle tzut ey respeptnyt qes pzytrnuytes qe resszurpes. Eysuute, ln cnleur
Nete Pr2seyte (cNP) q’uy przvet j est ln szxxe qes pnst-lzws Fjt nptunlus2s nu
pzurs qes nyy2es t = ǈ, . . . ,T, p’est-à-qure, VNPj =

∑T
t=ǈ

Fjt
(ǉ+rj)t

zù rj est le tnux
q’nptunlusntuzy pzur le przvet j. Ce tnux q’nptunlusntuzy q2peyq qe plusueurs rnp-
teurs, pertnuys szyt exzs5yes pzxxe le tnux q’uyt2r3t qu pnys zù se sutue le przvet j,
q’nutres szyt eyqzs5yes pzxxe le yuvenu qe reyqexeyt que le q2puqeur veut pzx-
peyser pzur szy rusque (les quf2reyts przvets 2tnyt plus zu xzuys rusqu2s). Dnys
tzus les pns, rj est suspeptuole q’3tre uxpr2pus zu uypertnuy et ln cNP est plnurexeyt
yzy-luy2nure ey rj (yztzys que, pzxxexeytuzyy2 qnys hǉǐ], uye rzyptuzyzoveptur
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szuxuse à l’uypertutuqe peut 3tre trnysrzrx2e ey pzytrnuyte). Dnys les xzq5les qe
ptzux Lzsut Multuyzxunl (MNL) (MpFnqqey hǍǋ]), ln przonoulut2 pij que le plueyt
i ptzususse le przquut j est exprux2e pnr pij = euij/(

∑

k e
uik) quu est uye rzyptuzy

yzy-luy2nure qes utulut2s uij, pzyyus pzur 3tre quipules à pnluorer pr2pus2xeyt (vzur
hǋǉ] et le Ctnputre ǌ pzur uye npplupntuzy à ln lzpnlusntuzy qe przsrnxxes qe yzu-
venux lzsexeyts). by nutre exexple pzurrnut 3tre qes rzyptuzys qe pzyszxxntuzy
yzy-luy2nures q2peyqnyt qe texp2rntures uypertnuyes.

Ln septuzy ǋ.Ǌ q2prut le przol5xe rzouste s2y2ruque et quspute qe sn pnpnput2 qe
r2szlutuzy, pnr le przol5xe rzouste ye peut pns 3tre trnysrzrx2 ey uy przsrnxxe
luy2nure. Dnys ln septuzy ǋ.ǋ, yzus npprzptzys ln rzyptuzy yzy-luy2nure qe vnruntuzy
qu pnrnx5tre pnr uye npprzxuxntuzy ouynure. bye rzyptuzy luy2nure pnr xzrpenux
plus rniy2e est przpzs2e qnys ln septuzy ǋ.ǌ. Nzusxzytrzys que l’npprzxuxntuzy
qe ln pzytrepnrtue rzouste peut 3tre r2szlue ey utulusnyt ln qunlusntuzy LP pzur le
szus-przol5xe qe repterpte qe ln pure vnruntuzy. Ln septuzy ǋ.Ǎ est q2qu2e nux ex-
p2rueypesyux2ruques et nynlyse lesperrzrxnypesqeyztre npprzpteqe rzoustesse
2teyque et qe l’npprzxuxntuzy pnr xzrpenux. Ln septuzy ǋ.ǎ pzyplut le ptnputre.

Nzus pzyquuszys qes exp2rueypes yux2ruques sur qes uystnypes qes przol5xes
q’nfeptntuzy s2y2rnlus2e et qu snp-à-qzs (knapsack). L’zoveptur est q’nynlyser le
pzxprzxus eytre ln r2nlusnoulut2 et ln vnleur qe l’zoveptur pzur ln szlutuzy rzouste
qe l’npprzxuxntuzy luy2nure pnr xzrpenux, pnr rnppzrt à ln szlutuzy yzxuynle et à
uye npprzxuxntuzy ouynure plus suxple. Mnlsr2 l’npprzxuxntuzy pnr xzrpenux, ln
szlutuzy rzouste se r2v5le 3tre r2nlusnole sur les ǊǏǈǈ uystnypes test2es, snys oenu-
pzup q2srnqer ln vnleur qe l’zoveptur.

Ǌ. LŃķĵŀĽňĵŉĽŃł ŇŃĶŊňŉĹ ĸĹ łŃŊŋĹĵŊŎ ŀŃĻĹŁĹłŉň ĶĵňéĹ ňŊŇ
ŊłŁŃĸèŀĹ ĸĹ ķļŃĽŎ

Dnys le ptnputre ǌ, yzus exnxuyzys ln questuzy qu ptzux q’uy szus-eysexole
qe sutes pzur ln pzystruptuzy qe yzuvenux eysexoles qe lzsexeyt, vusnyt à xnx-
uxuser ln sntusrnptuzy qes npteteurs pzteytuels. L’zfre qe lzsexeyts est uy przo-
l5xe pzxplexe quu se pzse qnys qes pzytextes xultuples et vnru2s. Drunyt hǊǐ],
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Guloert hǋǑ], et Snyqzvnl hǎǎ] rzuryusseyt tzus qes exexples qe sutuntuzys przol2-
xntuques lu2es à l’zfre qe lzsexeyts. Ey Frnype, l’zfre qe lzsexeyts est uye ques-
tuzy uxpzrtnyte nvep uy q2iput qe ǐǈǈ ǈǈǈ à ǉxulluzy qe lzsexeyts ey ǊǈǉǊ selzy
Drunyt. Alzrs que les pzlutuques qe lzsexeyt pzysusteyt pruypupnlexeyt ey ln pzy-
struptuzy qe yzuvenux lzsexeyts, hǊǐ] trnute qe l’exusteype q’uy q2pnlnse eytre ln
qexnyqe et l’zfre. L’2tuqe plus r2peyte qeReeq hǎǌ] pzyirxe que ln Frnypexzy-
tre uye quxuyutuzy pzystnyte qu yzxore qexuses ey ptnytuer qe lzsexeyts yeurs,
nvep uye « teyqnype à ln onusse przsressuvexnus szuteyue à lzys terxe» (Iystutut
Nntuzynl qe ln Stntustuque et qes Étuqes Épzyzxuques, (INSEE), ǊǈǉǍ). Eyx3xe
texps, les uyvestussexeyts qnys les oâtuxeyts r2suqeytuels yeurs zyt nusxeyt2 : ey
Frnype, l’INSEE et Eurzstnt, le ourenu stntustuque qe l’byuzy eurzp2eyye, nipteyt
uy yzxore qe lzsexeyts yeurs relntuvexeyt stnole et qes pzûts qe pzystruptuzy ey
pzystnyte nusxeytntuzy.

Oy pzystnte pnr nulleurs uye przlur2rntuzy qe lzsexeyts uynqnpt2s, eypzurns2s
pnr ln tnusse qes prux et les pzlutuques szpunles quu exnperoeyt le przol5xe uyutunl,
reyqnyt y2pessnure uyexeulleure szlutuzy pzyperynyt le type et le lueu qe pzystrup-
tuzy qe yzuvenux lzsexeyts hǊǐ]. Ln questuzy qu ptzux qes explnpexeyts pzur
qeyzuvenux eysexoles r2suqeytuels qnys uy r2senuqe sutes pzssuoles peut 3tre pzy-
suq2r2e pzxxeuy przol5xe plus s2y2rnl qe lzpnlusntuzy. Ln r2pnrtutuzy qes plueyts
vers les sutes s2leptuzyy2s et les r5sles quu r2susseyt pete r2pnrtutuzy vzueyt uy rôle
rzyqnxeytnl qnys ln szlutuzy qu przol5xe.

Czytrnurexeyt nu septeur qe ln ptn7ye q’npprzvusuzyyexeyt (supply chain) zù le
q2puqeurpeut nfepterqes sutesq’npprzvusuzyyexeyt àqes plueytsquu szyt s2y2rnle-
xeyt uyquf2reyts nu sourcing, qnys le q2velzppexeyt qe yzuvenux lzsexeyts, les
plueyts ptzususseyt eux-x3xes leur lueu q’nptnt, pe quu pzyquut ynturellexeyt à uy
xzq5le qe ptzux ons2 sur les utulut2s qes pzyszxxnteurs (vzur le qzpuxeyt qe
r2r2reype qeGunqnsyu nyq Lutle hǌǌ] pzur le xzq5le qe ptzux LzsutMultuyzxunl
(MNL), suuvnyt le trnvnul pr2purseur qe MpFnqqey hǍǋ]).

Les xzq5les qe ptzux zyt q2và 2t2 utulus2s qnys le pzytexte qe l’zfre qe lzse-
xeyts (vzur hǊǊ, Ǎǐ, ǍǑ]), xnus pns qnys uy pnqre q’zptuxusntuzy à yztre pzyynus-
snype. Ce ptnputre pr2seyte ln prexu5re npprzpte qnys le septeur qu lzsexeyt yeur
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pzxouynyt uy xzq5le qe ptzux pzur le pzxpzrtexeyt qes pzyszxxnteurs, uy
xzq5le q’zptuxusntuzy pzur ln s2leptuzy qes sutes nppueullnyt les przsrnxxes qe
yzuvenux lzsexeyts, et uye npprzpte rzouste pzur trnuter l’uypertutuqe.

Nztzys que, ouey que yzus nvzys pzyquut qes exp2rueypes yux2ruques sur uye
zzyes2zsrnptuquepnrtupulu5re, ln r2suzypnrusueyye, yztrexzq5le peut rnpulexeyt
s’nqnpter à q’nutres pzytextes s2zsrnptuques. Le pruypupnl nvustexeyt pzysusternut
à pnluorer les rzyptuzys q’utulut2 nvep 2veytuellexeyt qe yzuvenux prut5res pzur
teyur pzxpte qes pnrnpt2rustuques lzpnles, r2suzynles zu yntuzynles sp2puiques. Ln
questuzy qe l’2tnlzyynse qes rzyptuzys q’utulut2 qnys uy xzq5le qe ptzux pzur le
lzsexeyt n q2và 2t2 2tuqu2e qnys ln lut2rnture (pnr exexple hǊǊ, Ǎǐ, ǍǑ]).

Le ptnputre est struptur2 pzxxesuut. Ln septuzyǌ.Ǌpr2seyte leprzol5xeq’zptu-
xusntuzy et lexzq5le qe ptzux szus-vnpeyt pzur ln przonoulut2 q’uy plueyt à npteter
qnys uy lueu qzyy2. Ln septuzy ǌ.ǋ q2prut ln versuzy rzouste qu przol5xe qe lz-
pnlusntuzy, zù l’uypertutuqe repzse q’nozrq sur les vzluxes qe qexnyqe, puus sur
les pr2r2reypes qes plueyts. Ln septuzy ǌ.ǌ pr2seyte les r2sultnts yux2ruques q’uye
2tuqe r2nlus2e ey r2suzy pnrusueyye et rzuryut uye nynlyse qes r2sultnts nuysu que
qes perspeptuves xnyns2runles pzur le q2velzppexeyt qe yzuvenux lzsexeyts.

L’nllzpntuzyqesqexnyqes nux sutes s2leptuzyy2s estxzq2lus2epnruyxzq5leqe
ptzux, ons2 sur ln qustnype à l’explnpexeyt, les prux qe l’uxxzouluer et les reveyus.
Nzus 2tuquzys qeux versuzys rzoustes qu przol5xe qe lzpnlusntuzy zptuxnle, zù
l’uypertutuqe repzse sur les vzluxesqeqexnyqepzur leprexuer et sur lespr2r2reypes
qes plueyts pzur le sepzyq. Dnys les qeux pns, les pnrnx5tres szuxus à l’uypertutuqe
nppnrnusseyt à ln rzus qnys ln rzyptuzy zoveptur et qnys les pzytrnuytes.

Le sepzyq xzq5le rzouste nozrqe ln yzy-luy2nrut2, uytrzquute pnr le xzq5le qe
ptzux, pzxouynyt uye npprzpte ons2e sur qes sp2ynruzs peytr2s sur les pr2r2reypes
qes plueyts, et uye npprzpte qe type Γ-Rzoustesse quu luxute le yzxore qe plueyts
quu peuveyt s’2pnrter qe leur sp2ynruz yzxuynl (pzur uy sp2ynruz qnvnytnse peytr2
sur le prux, zu sur ln qustnype). Nzus xzytrzys que le szus-przol5xe qe trzuver
ln pure vnruntuzy qes pnrnx5tres uypertnuys est trnutnole et pzyquut à qes rzrxuln-
tuzys luy2nures qu przol5xe rzouste. Des exp2rueypes yux2ruques pzyquutes sur
qes uystnypes qe ln r2suzy pnrusueyye xzytreyt que ln perte qe vnleur xzyeyye qe
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ln szlutuzy rzouste est rnuszyynolexeyt rnuole pnr rnppzrt à ln szlutuzy zptuxnle
q’uystnypeszùzyn suxul2qesq2vuntuzysqespnrnx5tresqnys leouqsetq’uypertutuqe.
Nzus turzys 2snlexeyt qes pzyplusuzys sur questuzy qu q2velzppexeyt qe yzu-
venux lzsexeyts.

ǋ. błĹĵńńŇŃķļĹĸĹŇŃĶŊňŉĹňňĹ ĽŁĶŇĽŅŊèĹ ńŃŊŇ ŀĹ ńŇŃĶŀèŁĹ
ĸĹŀŃķĵŀĽňĵŉĽŃłĵŋĹķķĵńĵķĽŉéňĹŉĸĹŁĵłĸĹňĸéńĹłĸĵłŉĹň
ĸĹň ŀŃķĵŀĽňĵŉĽŃłň ķļŃĽňĽĹň.

Dnys le ptnputre Ǎ, yzus exnxuyzys ln lzpnlusntuzy q’uy eysexole luxut2 qe vey-
qeurs xzoules qesservnyt qes plueyts selzy le pruypupe qu « prexuer nrruv2, pre-
xuer servu », zù ln qexnyqe à ptnque explnpexeyt suut uy przpessus qe Pzusszy.
De plus, ptnque veyqeur n sur plnpe uye pnpnput2 luxut2e (quu peut 3tre lu2e à ln
tnulle qu pnxuzy zu qu v2tupule) et zù l’zoveptur est qe xnxuxuser le reveyu tz-
tnl qe l’eytrepruse quu explzue les veyqeurs. Cete przol2xntuque peut s’nppluquer
nux pnxuzys qe yzurruture, veyqeurs qe pr5xe slnp2e et nutres nseyts xzoules tels
que les stnyqs przxztuzyyels / puoluputnures. Buey que tzus les veyqeurs puus-
seyt pr2seyter les pnrnpt2rustuques pr2put2es, p’est-à-qure ln pnpnput2 luxut2e et le
pruypupe « prexuer nrruv2, prexuer servu » (pnr exexple q2pnyyeurs, xnsnsuys
qe q2tnul / v3texeyts), yzus yzus r2r2rzys nux veyqeurs xzoules pnr uls zyt ln
pzssuoulut2 qe repzyisurer leur r2senu, pe quu leur perxet q’zptuxuser le przol5xe
q’explnpexeyt qes uystnllntuzys lzrsque peln est y2pessnure, pnr exexple, ptnque
rzus qu’ul y n uy ptnysexeyt uxpzrtnyt qnys les qexnyqes. Les eytrepruses plus
trnqutuzyyelles, telles que lesxnsnsuys qe q2tnul, y’zyt pns ln pzssuoulut2 qe repzyis-
urer leur r2senu; elles qzuveyt qzyp preyqre leurs q2pusuzys nu yuvenu strnt2suque,
nvep qes uyrzrxntuzys nsr2s2es quu pzurrnueyt rexetre ey pnuse yzs typztt5ses
zp2rntuzyyelles. Dnys pe pns, qesxzq5les qe ptzux pzxxe peluu utulus2 nu ptnputre
ǋ peuveyt 3tre utulus2s (vzur Beyntu nyq Hnysey hǉǈ] pzur le przol5xe qe pnpture
xnxuxnle nvep uy xzq5le qe ptzux pzur xzq2luser le pzxpzrtexeyt qu pzyszx-
xnteur).

Ln questuzy qe ln lzpnlusntuzy qe veyqeurs xzoules est nozrq2e qnys Lupny et nl
hǍǊ]. Les nuteurs exnxuyeyt ln sutuntuzy q’uy pzuyt qe vue szpunl, zù les veyqeurs
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nxoulnyts szyt qes pnxuzys verts (qustruounyt qes przquuts rrnus eytuers qnys qes
zzyes xnrsuynlus2es). Leur 2tuqe r2v5le que les veyqeurs xzoules se resrzupeyt
nutzur qe zzyes à rzrte rr2queytntuzy, quu ye szyt pns y2pessnurexeyt przptes qe
ln puole vus2e. Buey que Lupny et nl szueyt uypnpnoles qe qure su les pnxuzys verts nt-
teusyeyt l’zoveptur q’nteuyqre les zzyes lesplus vuly2rnoles, uyxzq5leq’zptuxusntuzy,
pzxxe peluu quu est q2prut qnys les septuzys suuvnytes, pzurrnut zfrur uye zptuzy
pzur lzpnluser les pnxuzys pzur uy tel servupe. Etzyynxxeyt, yzus y’nvzys trzuv2
nupuynutreqzpuxeyt trnutnyt sp2puiquexeytqe ln lzpnlusntuzyzptuxnleqeveyqeurs
xzoules. L’npprzpteq2velzpp2eqnys pe ptnputrepeutqzyp3tre pzysuq2r2e pzxxe
uy yzuvenu przol5xe.

Eypzysuq2rnyt lnxnxuxusntuzyqes reveyus, yzusprzpzszysqepnlpuler le reveyu
qe ptnque explnpexeyt qe pete xnyu5re

m
∑

i=ǉ

πijκijKjyj

zù πij est le reveyuxzyey (zuprzit) pnr szurpe qe qexnyqe i à l’explnpexeyt j, κij
est ln rrnptuzy qe pnpnput2 qu sute j pzyszxx2e pnr ln szurpe qe qexnyqe i (quu sern
q2iyue qnys ln septuzy suuvnyte ey rzyptuzy qes tnux q’nrruv2e qnys le przpessus qe
Pzusszy).

Nztzys que
∑

i πijκijKj est le reveyu tztnl (zu przit) pnptur2 pnr le sute j, su j est
zuvert. Ln rzyptuzy zoveptur est nlzrs le reveyu tztnl s2y2r2 pnr les veyqeurs xz-
oules qnys les explnpexeyts s2leptuzyy2s. Nzus q2iyusszys le reveyu πij pzxxe
q2peyqnyt à ln rzus qe ln szurpe qe qexnyqe i et qe l’explnpexeyt j pzur uyplure
tzutes les sutuntuzys pzssuoles: u) πij = πi· su ptnque rzuryusseur xzoule przpzse
le x3xe eysexole qe przquuts (pnr exexple, les tnoutuqes qe pzyszxxntuzy, les
pnyuers xzyeys qes quf2reytes szurpes i, xnus ye vnrueyt pns sur les explnpexeyts
pzssuoles j); et le pns s2y2rnl uu) πij su les qeux szurpes qe qexnyqe i et les explnpe-
xeyts j szyt quf2reypu2s (zy peut peyser nux pnxuzys trnyspzrtnyt qes xnrptny-
quses quf2reypu2es selzy l’explnpexeyt, ey rzyptuzy qe ln zzye s2zsrnptuque).

Étnyt qzyy2 que yzus yzus pzypeytrzys sur les rzuryusseurs qe servupes xz-
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oules, yzus pzysuq2rzys que ln qexnyqe y’est q2terxuynyte que qnys ln xesure
zù elle peut uylueyper le tnux q’nrruv2e qes plueyts, pnr le veyqeur peut ptnyser
q’explnpexeyt lzrsque les tnux onusseyt. Ey zutre, leur pnpnput2 qe stzpwnse est
luxut2e. Ces qeux pzysuq2rntuzys yzus qzyyeyt l’typztt5se q’uye pzyszxxntuzy
à pleuye pnpnput2.

Dnys le reste qu ptnputre, yzus przpzszys uy xzq5le yzxuynl pzur le przo-
l5xe (ey suostnype, yzus pnrnpt2ruserzys ln rrnptuzy κij qe pnpnput2 qu sute j pzy-
szxx2e pnr les plueyts qe ln szurpe i), suuvu q’uye rzrxulntuzy rzouste pzur prey-
qre ey pzxpte qes perturontuzys qes tnux q’nrruv2e. Nzus pr2seytzys qes exp2ru-
eypes yux2ruques pzur 2vnluer ln perrzrxnype qu xzq5le rzouste, et pzxxeyt ul
se pzxpnre nu xzq5le yzxuynl. Nzus terxuyzys le ptnputre pnr qes pzyplusuzys
et qes pzxxeytnures sur q’nutres nxes qe repterpte.

Le przol5xe rzouste 2tuqu2 xzytre qes struptures yzy-luy2nures ques nux qe-
xnyqes quu suuveyt uy przpessus qe Pzusszy, pe quu przquut qes rzyptuzys rrnp-
tuzyynures qnys l’zoveptur (szxxe qe rntuzs). Nzus nozrqzys ln yzy-luy2nrut2 pnr
l’npprzpte qe Ctnryes nyq Czzper hǊǍ] pzur les przol5xes rrnptuzyynures, puus
nppluquzys Bertsuxns nyq Sux nu przsrnxxe luy2nure.

Ey rnuszy qe ln yzy-luy2nrut2, l’uxpl2xeytntuzy qurepte qe l’npprzpte qe Bertsu-
xns nyq Sux nu przol5xe pzyquurnut à uye szlutuzy expessuvexeyt pzyservntrupe,
pnr l’uypertutuqe ye peut 3tre s2r2e que lzpnlexeyt pzur ptnque explnpexeyt pz-
teytuel, snys luxuter le yzxore tztnl qe sutes uxpnpt2s. Nzus uytrzquuszys qzyp
uy yzuvenu pzypept qe budgets d’incertitude imbriqués pzur r2szuqre pe przol5xe
et przpzszys uye x2ttzqe pzur s2rer l’uypertutuqe slzonle et lzpnle qe xnyu5re
tu2rnrptuque qnys le r2senu. Nzus zoteyzys uy przol5xe quu uyplut à ln rzus qes
vnrunoles q’uypertutuqe pzytuyues et quspr5tes.

Nztzys que ouey que les ptnputres ǌ et Ǎ trnuteyt q’npplupntuzys sp2puiques (ln
lzpnlusntuzy qe yzuvenux lzsexeyts et qe veyqeurs xzoules), les qeux przol5xes
zyt ey pzxxuy l’uxpnpt yzy-luy2nure qes vnruntuzys qes pnrnx5tres, et qes vnru-
noles quspr5tes qe q2vuntuzy qu pzeipueyt nutzur qe sn vnleur yzxuynle. Ces np-
przptes peuveyt 3tre rnpulexeyt 2teyques à q’nutres przol5xes qe lzpnlusntuzy nvep
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uye strupture suxulnure. Nzus pzypluzys nvep qe pzssuoles vzues qe repterpte pzur
l’nveyur.

ǌ. CŃłķŀŊňĽŃł

Dnys le ptnputre iynl, yzus pr2seytzys les pzytruoutuzys qe ln tt5se à ln lut2rn-
ture, nuysu qu’uy r2sux2 qes pzyplusuzys qe ptnque ptnputre et leur uxpnpt uyqu-
vuquel sur l’2tnt qe l’nrt sur l’OptuxusntuzyRzouste. Bueyqu’ul exuste qeyzxoreuses
npprzptes pzur s2rer l’uypertutuqe,x3xeqnys le pnrnqusxeqe l’OptuxusntuzyRz-
ouste, yzus nvzys xzytr2 que ln strupture pnrtupulu5re qe pete uypertutuqe peut
nvzur uy efet uxpzrtnyt sur ln rzoustesse qe ln szlutuzy su ln x2ttzqe ptzusue y’est
pns nqnpt2e nux pnrnpt2rustuques qu przol5xe. Ey pnrtupuluer, yzus nvzys xzytr2
que ln szlutuzy q’uye npprzpte s2y2rnle (ey suostnype, Bertsuxns nyq Sux hǉǐ])
peut przquure qes szlutuzys urr2nlusnoles nux przol5xes q’uxpnpt yzy luy2nure qe ln
vnruntuzy qes qzyy2es.

Nzus nvzys 2teyqu l’npprzpteplnssuqueqeΓ-Rzoustesse nuxprzol5xesq’zptuxu-
sntuzy nvep uy uxpnpt yzy-luy2nure sur les pzeipueyts qes pzytrnuytes et ln rzyp-
tuzy zoveptur. Nzus nvzys przpzs2 uye pzytrepnrtue rzouste pzur les przol5xes
zù l’uypertutuqe suut uye rzyptuzy pzytuyue xzyztzye yzy-luy2nure ons2e sur uye
npprzxuxntuzy pnr uye rzyptuzy luy2nure pnr xzrpenux. Dnys le ptnputre ǋ, yzus
nvzys xzytr2 que ln pzytrepnrtue rzouste qe pete npprzxuxntuzy reste uy prz-
srnxxe luy2nure. Nzus nvzys efeptu2 qes exp2rueypes yux2ruques pzur 2vnluer ln
perrzrxnypeqeyztrex2ttzqe sur les rzyptuzys rnpuye pnrr2e et uyverse-qunqrntuques.
D’npr5s yzs pzystntntuzys sur les pns qes przol5xes q’nfeptntuzy s2y2rnlus2e et qes
przol5xes qe type wynpsnpw, ln perrzrxnype qe ln szlutuzy rzouste q2peyq qe ln
strupture qu przol5xe, ey pnrtupuluer qe ln qeysut2 qe ln xntrupe qe pzytrnuytes.
De plus, l’npprzxuxntuzy luy2nure pnrxzrpenux qe ln rzyptuzy yzy-luy2nure n rzuryu
qes szlutuzys rzoustes syst2xntuquexeyt r2nlusnoles sur l’eysexole qes uystnypes
test2es, pe quu vnluqe expuruquexeyt l’npprzpte.

Les npplupntuzys sp2puiquesqe lzpnlusntuzyqeyzuvenux lzsexeyts etqeveyqeurs
xzoules, q2velzpp2es ptnpuye qnys uy ptnputre quf2reyt, pnrtnseyt pete pnrnp-
t2rustuque qe yzy-luy2nrut2 qu przol5xe rzouste, qûe nuxzq5le qe r2pnrtutuzy qes
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plueyts eytre les sutes (xzq5leqe ptzuxzuprzpessusqePzusszyqzyynytqes rzrxes
rrnptuzyynures). L’npprzpte rzouste q2velzpp2e pzur ptnpuye qe pes npplupntuzys
est pzystruute sur xesure pzur l’npplupntuzy pzypery2e, xnus pnrtupupe à ln pzytru-
outuzy s2y2rnle qe ln tt5se sur les pns q’uxpnpt yzy-luy2nure qe ln vnruntuzy qe qzy-
y2es uypertnuyes qnys les przol5xes qe q2pusuzy.
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nppzxpnyueqxe rrzx tte stnrt zr tte przvept nyq ttrzustzut tte qevelzpxeyt zr
ttus qussertntuzy uytul uts pulxuyntuzy. Fzr nll yzur tuxe nyq eyersy uyvesteq, xy
xzst suypere srntutuqe.

Iwzulq luwe tz ttnyw ttexexoerszrxyDussertntuzyCzxxutee, Fnouzq’Ayqren-
suzvnyyu, cursuyue Gnorel, Ivnyn Lvuouć, nyq Muptnel Pzss, rzr nppeptuys tz pnrtup-
upnte uy tte Jury, revuewuys ttus wzrw, nyq zferuys vnlunole reeqonpw.

I wzulq nlsz luwe tz ttnyw tte Dzptzrnl przsrnx nt ESSEC Busuyess Sptzzl rzr
przvuquys tte iynypunl suppzrt yepessnry tz pursue ttus qesree, uts rnpulty xex-
oers rzr tte trnuyuys nyq wyzwleqse uxpnrteq, nyq tte suppzrt stnf wtz zfereq
uyvnlunole telp zy n qnuly onsus.

Lnst out yzt lenst, I ttnyw xy rrueyqs nyq rnxuly, rzr tteur suppzrt nyq eypzur-
nsexeyt ttrzustzut every stnse zr ttus eyqenvzur.
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1
Introdution

he purpzse zr ttus qzptzrnl qussertntuzy us tz przpzse szlutuzys tz relevnyt qe-
pusuzy przolexs ttnt tnve ny uxpnpt uy tte luves zr tte pzxxzy putuzey. Fzr ttus
purpzse, we nqqress twz lzpntuzy przolexs wutt zppzrtuyutues zr stnpuys puolup
spnpe, ynxely tte lzpntuzy zr yew tzusuys qevelzpxeyts, nyq zr xzoule veyqzrs
uy n puty. Lzpntuzy przolexs nre yzt yew tz tte luternture, tzwever, rzr tte twz
przolexs stuqueq we iyq ttnt uytrzqupuys uypertnuyty uy tte xzqel seyerntes n
spepunl pnse, rzrxerly zverlzzweq, zferuys ny zppzrtuyuty tz expnyq tte luternture
zy Rzoust Optuxuzntuzy nyq przpzse seyerup pzytruoutuzys ttnt pny oe npplueq
zy vnruzus zptuxuzntuzy przolexs.

Depusuzys ttnt tnve tz oe xnqe uyqer uypertnuy uyrzrxntuzy tnve snttereq tte
uyterest zr tte resenrpt pzxxuyuty, rzr uypertnuyty us uy every nspept zr yzrxnl
lure; rrzx wentter rzrepnsts, tte vnlue zr stzpws, purreypy exptnyse rntes, tz tte
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wnutuys tuxe rzr tte yext trnuy, uypertnuyty tns ny uxpzrtnyt uxpnpt zy everyqny
lure. Furtterxzre, ttere nre przolexs spepuipnlly nqqresseq oy tte zperntuzys re-
senrpt pzxxuyuty oepnuse zr tte uyterest zr tte pruvnte septzr uy szlvuys qepusuzy
przolexs uyqer uypertnuyty.

Severnlxettzqs tnve oeeyprzpzseq uy tte luternture tz qenlwutt uypertnuyty uy
qepusuzyprzolexs, ttexzst pzpulnr uy ttezperntuzys resenrptielqoeuys stzptns-
tup zptuxuzntuzy, nyq rzoust zptuxuzntuzy. Bztt npprznptes tnve streystts nyq
qrnwonpws wtupt xnwe ttex xzre zr less npprzprunte tz szlve n spepuip type zr
przolex. Fzr exnxple, Stzptnstup zptuxuzntuzy relues zy n przonouluty qustruou-
tuzy zr uypertnuyty tz iyq n szlutuzy ttnt zptuxuzes ny expepteq vnlue; tte xnuy
prutupusx tz ttus npprznpt us ttnt przonouluty qustruoutuzys nre tnrq tz repzsyuze
nyq pnluornte, xzrezver, evey wtey przperly uqeytuieq, ttey pny ptnyse qrnstu-
pnlly nyq suqqeyly.

Rzoust zptuxuzntuzyzy tteztter tnyq, relues zyuypertnuyty sets, setuys rnyses
uywtupt tte uypertnuy pnrnxetersxny vnrywuttzut nyy nsszpunteq qustruoutuzy zr
przonoulutues, tz iyq n szlutuzy ttnt zptuxuzes tte wzrst pnse speynruz. he xnuy
prutupusx uy ttus pnse us ttnt ttus wzrst pnse speynruz us uyluwely tz zppur, nyq tte
szlutuzy us ttus uyvustly peynluzeq. It tns oeey nrsueq, e.s. uy hǋǏ], ttnt szxe
npplupntuzys qz yeeq tz oe prztepteq nsnuyst tte wzrst pnse, xnwuys n rzoust sz-
lutuzy qesurnole rzr ttese przolexs. Furtterxzre, tte wzrws zr Bey-anl nyq Ne-
xurzvswu hǉǊ] nyq Bertsuxns nyq Sux hǉǐ] nqqress tte zver-pzyservntusx ussue
nyq zfer nlteryntuves rzr qenluys wutt ut. az zur wyzwleqse, zyly tte wzrws oy
Büsuys nyq D’Ayqrensuzvnyyu hǊǋ] nyq Düzsüy nyq huele hǋǈ] tnve nqqresseq n
wuyq zr przonouluty qustruoutuzy uy n qeterxuyustup wny uyqer hǉǐ]’s pnrnqusx.

Fzr ttus qussertntuzy, we rurtter tte stnte zr tte nrt zy Rzoust Optuxuzntuzy,
wtupt us preseyteq uyCtnpter Ǌ. Pnrtupulnrly, we rzpus zy tte pnrnqusx uytrzqupeq
uy hǉǐ] tz szlve przolexs wutt spepunl struptures zr uypertnuyty. Alttzust ttese
przolexs pzulq oe nqqresseq oy Bertsuxns nyq Sux’s seyernl npprznpt, we stzw
ttnt rzr szxe uypertnuyty xzqels, tteur pnrtupulnr struptures pzulq reyqer tte sz-
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lutuzy zotnuyeq oy hǉǐ] uyrensuole. Fzr ttus renszy, we oelueve ttese przolexswnr-
rnyt tte qevelzpxeyt zr ny npprznpt tnulzreq tz tteur ptnrnpterustups.

Bertsuxns nyq Suxxnynse tz przpzse n seyernl rrnxewzrw pnpnole zr tnyqluys
uypertnuy przolexs wuttzut uyprensuys susyuipnytly tteur pzxplexuty, u.e. tte rz-
oust pzuyterpnrts rexnuy zr tte snxe plnss zr pzxplexuty ns tte yzxuynl zyes.
dtule tte npprznpt uy hǉǐ] us very pzwerrul, nptuevuys szzq results uy xzst pnses,
ut us yzt qesusyeq tz tnyqle spepunl struptures zr uypertnuyty ttntxny oe preseyt uy
pnrtupulnr przolexs. Iy tte luternture we pny uqeytury efzrts tz expnyq hǉǐ]’s wzrw
tz oeter pzver szxe zr ttese pnses, e.s. przolexs wutt spnrse struptures hǎǈ], uy-
pertnuyty sets ttnt nre yzt uyurzrxly qustruouteq hǊǋ], nyq rustt-tnyq uypertnuyty
hǋǍ].

A pnrtupulnr strupture ttnt tns repeuveq lutle tz yz nteytuzy tns oeey tte pzs-
suouluty zr zoservuys yzy-luyenr uxpnpt zr uypertnuy pnrnxeters. de rzpus zur re-
senrpt zy przolexs wtere tte przolex’s pzeipueyts rzllzw expluputly n yzy-luyenr
ruyptuzy zr uypertnuy pnrnxeters nyq, nppzrquys tz tte przolex’s ptnrnpterustups,
qevuse n szlutuzy xettzq uy tte spurut zr hǉǐ]. Furtterxzre, nlttzust tte yzy-
luyenr strupture zr uypertnuyty ztey lenqs tz qusprete struptures zr Bertsuxns nyq
Sux’s przteptuzy ruyptuzy, we przvuqe tte pzyqutuzys uyqer wtupt tte plnss zr tte
yzxuynl przolex us preserveq rzr tte rzoust pzuyterpnrt.

Iy Ctnpter ǋ, we exteyq tte Γ-Rzoustyess npprznpt przpzseq rzr Luyenr Prz-
srnxs tz tte seyerup pnse zr yzy-luyenr uxpnpt zr pnrnxeter vnruntuzy. de stuqy n
puepe-wuse luyenr npprzxuxntuzy zr tte uxpnpt ruyptuzy zr tte uypertnuy pnrnxe-
ter, nyq stzw ttnt tte suoprzolexzr qeterxuyuys tte wzrst-pnse vnruntuzy pny stull
oe qunluzeq qespute tte qusprete strupture zr tte puepe-wuse luyenr ruyptuzy.

de pzyqupt yuxerupnl experuxeyts zy Geyernluzeq Assusyxeyt nyq Kynpsnpw
uystnypes tz nynlyze tte trnqe-zf oetweey rensuouluty nyq zoveptuve vnlue rzr tte
rzoust szlutuzy zr tte puepe-wuse luyenr npprzxuxntuzy pzxpnreq tz tte yzxuynl
szlutuzy, nyq tz n suxpler ouynry npprzxuxntuzy. Despute tte puepe-wuse npprzx-
uxntuzy, tte rzoust szlutuzy zr tte przolex revenls tz nptueve uts sznl tz rexnuy
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rensuole zver tte ǊǏǈǈ ruys perrzrxeq uy zur experuxeyts, wuttzut tzz xupt qe-
teruzrntuzy zr tte zoveptuve vnlue.

IyCtnpter ǌ, we pzysuqer tte ussuezr ptzzsuys n suoset zr lzpntuzys tz pzystrupt
yew tzusuys qevelzpxeytsxnxuxuzuys tte sntusrnptuzy zr pzteytunl ouyers, wtupt
tns yzt oeey prevuzusly stuqueq uy tte luternture. he nllzpntuzy zr qexnyqs tz tte
selepteq lzpntuzys us xzqeleq oy n ptzupe xzqel, onseq zy tte qustnype tz tte lz-
pntuzy, renl-estnte prupes nyq uypzxes. de stuqy twz rzoust pzuyterpnrts zr tte
zptuxnl lzpntuzy przolex, wtere uypertnuyty lues zy qexnyq vzluxes rzr tte irst
zye, nyq zy pustzxer prerereypes rzr tte sepzyq zye. Iy oztt pnses, tte pnrnxe-
ters suovept tz uypertnuyty nppenr oztt uy tte zoveptuve ruyptuzy nyq pzystrnuyts.

he sepzyq rzoust xzqel nqqresses tte yzy-luyenruty, uytrzqupeq oy tte ptzupe
xzqel, pzxouyuys n speynruz-onseq npprznpt zy pustzxers prerereypes, nyq ny
uypertnuyty ouqset npprznpt ttnt luxuts tte yuxoer zr pustzxers ttnt pny qevunte
rrzx tte yzxuynl speynruz. de stzw ttnt tte suoprzolex zr iyquys tte wzrst-
pnse qevuntuzy zr pnrnxeters suovept tz uypertnuyty us trnptnole nyq lenqs tz luyenr
rzrxulntuzys zr tte rzoust przolex. Czxputntuzynl experuxeyts pzyqupteq zy
uystnypes zr tte Pnrus resuzy stzw ttnt tte nvernse lzss zr vnlue zr tte rzoust sz-
lutuzy us renszynoly lzw wtey pzxpnreq tz tte zptuxnl szlutuzy zr qevunteq uy-
stnypes. de nlsz qeruve uysustts rzr tte yew tzusuys qevelzpxeyt ussue.

Iy ptnpter Ǎwe rzpus zy n vnrunyt zr tteCnpnputnteq Fnpuluty Lzpntuzy Przolex,
wtere tte qexnyq tz enpt pzteytunl lzpntuzy us n ruyptuzy zr tte selepteq lzpntuzys,
we pnll ttus przolex tte Cnpnputnteq Fnpuluty Lzpntuzy Przolex wutt Lzpntuzy-
Depeyqeyt Dexnyq (CFLP-LDD). de xzqel qexnyqs ttrzust n Pzusszy Prz-
pess wtupt suves wny tz rrnptuzynl ruyptuzys uy tte zoveptuve (sux zr rntuzs) nyq,
wtey qexnyqs nre uypertnuy, tz n yzy-luyenr strupture zr uypertnuyty. de nqqress
tteyzy-luyenruty ttrzustCtnryes nyqCzzper hǊǍ]’s npprznpt rzr rrnptuzynl przo-
lexs, nyq ttey npply Bertsuxns nyq Sux zy tte luyenr przsrnx.

Due tz tte yzy-luyenruty, n qurept uxplexeytntuzy zr Bertsuxns nyq Sux’s np-
prznpt tz tte CFLP-LDD results uy ny zverly pzyservntuve szlutuzy, rzr tte uy-
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pertnuyty pny zyly oe ozuyq lzpnlly, rzr enpt pzteytunl lzpntuzy, wuttzut luxutuys
tte tztnl yuxoer zr uxpnpteq lzpntuzys. de uytrzqupe tte pzypept zr Nested Un-
certainty Budgets tz nqqress ttus ussue nyq przpzse n xettzq tzxnynse slzonl nyq
lzpnl uypertnuyty uy n tuernrptupnl wny. Iy ttus pnse, we zotnuy n przolex ttnt uy-
pluqes oztt pzytuyuzus nyq qusprete uypertnuyty vnrunoles.

Nzte ttnt nlttzust we ptzse tz xztuvnte Ctnpters ǌ nyq Ǎ rrzx n spepuip pzy-
text (lzpntuzy zr yew tzusuys qevelzpxeyts, nyq xzoule veyqzrs), oztt qevel-
zpeq npprznptes stnreq tte spepunl struptures zr yzy-luyenr uxpnpt zr pnrnxeter
vnruntuzy nyq qusprete uypertnuyty vnrunoles nyq pny ensuly oe exteyqeq tz ztter lz-
pntuzy przolexs wutt n suxulnr strupture. de pzypluqe wutt pzssuole nveyues zr
resenrpt rzr tte ruture.

Ǎ





2
State of the Art

de preseyt uy ttus ptnpter n pzxpulntuzy zr relevnyt wzrws qepuptuys tte stnte zr
tte nrt zyRzoustOptuxuzntuzy (RO) ns nwny tz qenl wutt uypertnuyty uy qepusuzy
przolexs. hewzrws puteq preseyt vnruzus npprznptes tz RO uy seyernl, ns well ns
repeyt nqvnypes nyq npplupntuzysxnqezrBertsuxns nyqSux’s npprznpt uypnrtupu-
lnr. de strupture ttus ptnpter uy ttree septuzys: Septuzy Ǌ.ǉ suxxnruzes tte ttezry
zr RO, ozrrzwuys rrzx expelleyt revuews nlrenqy preseyteq uy hǉǋ], hǋǏ], hǌǉ],
nyq hǌǋ]. Septuzy Ǌ.Ǌ rzpuses zy tte Γ-Rzoustyess npprznpt qevelzpeq uy hǉǐ]
wtupt us tte pzre ttezry oetuyq ttus qussertntuzy. Fuynlly, Septuzy Ǌ.ǋ preseyts re-
peyt qevelzpxeyts xnqe zy tte Γ-Rzoustyess pnrnqusx, xzst yztnoly tte wzrws
preseyteq uy hǊǋ], hǋǍ], nyq hǍǍ].
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Ǌ.ǉ aļĹŃŇŏ Ńĺ RŃĶŊňŉOńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Appzrquys tz Gnorel et nl. hǋǏ], Rzoust Optuxuzntuzy rerers tz n set zr xettzqs
qesusyeq tz prztept nsnuyst nxousuuty nyq uypertnuyty. he rzrx zr tte prztep-
tuzy, tte xensure prztepteq (rensuouluty, zoveptuve vnlue, qustnype tz zptuxnluty),
nyq tte rzrx zr tte uypertnuyty vnrues nprzss tte qufereyt npprznptes. de oesuy
ttus septuzy wutt ny explnyntuzy zr tte onsup pzypepts zr RO, preseyt uy qetnul tte
xnuy npprznptes tz RO, nyq iyust wutt szxe repeytly qevelzpeq xettzqs.

Ǌ.ǉ.ǉ BĵňĽķ ķŃłķĹńŉň

Suype tte zoveptuve zr RO us tz prztept nsnuyst uypertnuyty, ut us uxpzrtnyt tz qustuy-
suust tte efepts zr snuq uypertnuyty zy n przolex nyq tte pzysequeypes ut oruyss.
hǋǏ] qustuysuustes oetweey przteptuzy nsnuyst uypertnuyty zy rensuouluty nyq prz-
teptuzy nsnuyst uypertnuyty zy tte zoveptuve vnlue, tte qufereyt pzysequeypes oe-
tweey uyrensuouluty nyq suo-zptuxnluty oeuys tte vustuipntuzy rzr tte qustuyptuzy.

Aprzteptuzy nsnuyst uypertnuyty zy rensuouluty lzzws rzr n szlutuzy ttnt us rensuole
rzr nll renluzntuzys zr tte uypertnuy pnrnxeters. he price zr n rensuouluty sunrnyty us
n (pzteytunlly severe) qeteruzrntuzy uy tte zoveptuve. hǋǏ] plnuxs ttnt uy szxeielqs
zr stuqy, e.s. eysuyeeruys, tte senrpt zr ny noszlute rensuouluty sunrnyty us vustuieq.

Asnuyst uypertnuyty zy tte zoveptuve vnlue, tte przteptuzy struves tz iyq n szlu-
tuzy ttnt perrzrxs well uy nll speynruzs. dtule n pzxxzy pruteruzy us tz zptuxuze
ttewzrst-pnse speynruz, ztterxensures luwe bw-rzoustyess hǎǍ] nyq lexupzsrnptup
һ-rzoustyess hǌǑ] tnve oeey qevelzpeq. hǋǐ] stuques tte uxpnpt zr evnluntuys ny
uynppurnte zoveptuve ruyptuzy.

SŉŇŊķŉŊŇĹ ĵłĸ ŉŇĵķŉĵĶĽŀĽŉŏ

he seyernl rzoust zptuxuzntuzy nppzrquys tz Bertsuxns et nl. hǉǋ] nyq Gzerusw
nyq Sptöoel hǌǉ] us stzwy uy przsrnx (Ǌ.ǉ)
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xuyuxuze fǈ(x)

suovept tz fi(x, ai) ≤ ǈ ∀ ai ∈ Ai, i = ǉ, . . . ,m (Ǌ.ǉ)

x ∈ X

wtere ai us tte veptzr zr uypertnuy pnrnxeters rzr pzystrnuyt i tnwuys vnlues uy tte
uypertnuy set Ai. It us uyplenr wtey ttus przsrnx us eipueytly szlvnole nyq, uy
seyernl, tte rzoust pzuyterpnrt zr n pzyvex zptuxuzntuzy przolex us uytrnptnole.
Mupt zr tte luternture tns rzpuseq zy qeiyuys pnses wtey tte rzoust przsrnx us
trnptnole. Fzr tte xzst pnrt, ur tte rzoust rensuole set us qeiyeq ns:

XR(A ) = {x ∈ X | fi(x, ui) ≤ ǈ, ∀ai ∈ Ai} (Ǌ.Ǌ)

ttey trnptnouluty xzstly qepeyqs zy XR(A ) oeuys pzyvex uy x.
he trnptnouluty zr n rzoust zptuxuzntuzy przsrnxxzstly qepeyqs zy tte strup-

ture zr tte suoprzolex pzytnuyuys tte uypertnuyty, hǉǋ] xnwes n plnssuipntuzy qe-
peyquys zy tte type zr qeterxuyustup przolex uy rzoust luyenr zptuxuzntuzy, rzoust
qunqrntup zptuxuzntuzy, rzoust sexuqeiyute zptuxuzntuzy, nyq rzoust qusprete zp-
tuxuzntuzy, nyq suves uysustts zy tte trnptnouluty zr enpt plnss.

Appzrquys tz Bey-anl nyq Nexurzvswu hǉǊ], tte rzoust pzuyterpnrt zr n luyenr
przsrnx us esseytunlly nlwnys trnptnole rzr xzst prnptupnl uypertnuyty sets zr uyter-
est. Dufereyt qeiyutuzys zr tte uypertnuyty set result uy qufereyt rzrxulntuzys nyq
types zr rzoust przsrnxs wtupt xny yz lzyser oe luyenr. he xzst pzxxzy uy-
pertnuyty sets nre: ellupszuqnl hǉǊ], pzlyteqrnl, pnrquynluty pzystrnuyeq hǉǐ], nyq
yzrx uypertnuyty hǉǎ].

Rzoust qunqrntup zptuxuzntuzyprzolexs pnyoe trnptnole zyly ur tte uypertnuyty
setAi us n suysle ellupszuq, ztterwuse, tte rzoust pzuyterpnrt usNP-Hnrq. Alttzust
tte przolex us yzt pzyvex, ut pny oe rerzrxulnteq ns n sexuqeiyute zptuxuzntuzy
przolex nyq ttey szlvuys uts qunl results uy ny exnpt pzyvex rerzrxulntuzy zr tte
rzoust suoprzolex.
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Fzr tte lnst twz plnsses, hǉǋ] iyqs ttey nre uy seyernl NP-Hnrq, sz ttnt tte
senrpt rzr npprzxuxnte szlutuzys us n pzpulnr nveyue. Fzr rzoust qusprete zptuxuzn-
tuzy tzwever, hǉǏ] stzws ttnt uyqer n xzqel zr pnrquynluty pzystrnuyeq uyper-
tnuyty, tte rzoust szlutuzy tz n yetwzrw lzw przolex pny oe pzxputeq oy szlvuys
n lzsnruttxup yuxoer zr yzxuynl przolexs.

Ǌ.ǉ.Ǌ MĵĽł AńńŇŃĵķļĹň ŉŃ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Iy ttus pnrt we preseyt ttree npprznptes ttnt tnve tnq nxnrweq uxpnpt zy tte ielq
zr RO. az oesuy wutt, we uytrzqupe tte sexuynl wzrw oy Szyster hǎǑ], rrzxwtere
RO exerses. de rzllzw wutt Bey-anl nyq Nexurzvswu hǉǊ], wtere tte pzypery
rzr zver-pzyservntusx zr tte szlutuzy us nqqresseq. Bertsuxns nyq Sux hǉǐ] nre
pzyperyeq wutt tte strupture nyq trnptnouluty zr tte rzoust przsrnx.

SŃŏňŉĹŇ’ň AńńŇŃĵķļ

Szyster hǎǑ]’s xettzq pnrts rrzx tte prexuse ttnt tte qepusuzy vnrunoles xust oe
ptzsey oerzre tte exnpt vnlue zr tteur pzeipueyts us wyzwy. he npprznpt seews
tz zfer przteptuzy nsnuyst uyrensuouluty tz szlve n przolex zr tte rzrx

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

āijxj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m (Ǌ.ǋ)

xj ≥ ǈ j = ǉ, . . . , n

wtere āij nre zyly estuxntes (sz-pnlleq “yzxuynl” vnlues), nyq tte true pzeipueyt
aij ∈ Aij us wyzwy tz oe uy n typersptere wutt peyter nt āij nyq rnquus âij, supt ttnt

Aij = {aij | |aij − āij| ≤ âij}

Suype tte rensuouluty sets nretyperstperes, tte extrexevnlues nre ensuly qeterxuyeq
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ns aij = āij + âij, nyq tte rzoust pzuyterpnrt zr (Ǌ.ǋ) pny oe rzrxulnteq oy tte
przsrnx oelzw:

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

(

āij + âij
)

xj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m (Ǌ.ǌ)

xj ≥ ǈ j = ǉ, . . . , n

Nzte ttnt ttus us n very pzyservntuve rzrxulntuzy oepnuse nll aij pnrnxeters pzulq
vnry tz tteur extrexe qevuntuzy āij+ âij rzr tte wzrst-pnse speynruz. husxztuvnteq
tte nqnptntuzy zr Szyster’s npprznpt tz qesusy less pzyservntuve rzoust xzqels,
wtupt nre quspusseq uy tte rzllzwuys septuzys.

BĹł-aĵŀ ĵłĸ NĹŁĽŇŃŋňĿĽ’ň EŀŀĽńňŃĽĸĵŀ błķĹŇŉĵĽłŉŏ

Bey-anl nyq Nexurzvswu hǉǊ] uytrzqupe tte pzypepts zr “pzluxy-wuse” nyq “rzw-
wuse” uypertnuyty, ns well ns tte pzypery rzr zver-pzyservntusx uy tte rzoust pzuy-
terpnrt zr n luyenr przsrnx. he nuttzrs pzuyt zut ttnt “pzluxy-wuse” uypertnuyty,
ns xnynseq uy hǎǑ], pzrrespzyqs tz tte lnrsest qevuntuzy pzssuole wtule uy “rzw-
wuse” uypertnuyty tte rzoust pzuyterpnrt nppzuyts rzr tte rnpt ttnt pzeipueyts zr
tte pzystrnuyts pnyyzt oe suxultnyezusly nt tteur wzrst vnlues. dutt hǉǊ]’s np-
prznpt, tte trnptnouluty zr tte przolex qepeyqs zy tte stnpe zr tte uypertnuyty
set, yztnoly, ut lenqs tz n pzyup qunqrntup przolex rzr ellupszuqnl sets.

Iy ttus npprznpt, tte uypertnuyty sets nre pzysuqereq tz oe ellupszuqnl wtzse suze
pny oe uyterpreteq ns tte uypertnuyty ouqset zr tte przolex. Fzr n yzxuynl xzqel
ns uy (Ǌ.ǋ), tte uypertnuyty set rzr n suvey pzystrnuyt i wutt ellupszuqnl uypertnuyty
us:

Ai = {aij j = ǉ, . . . , n|aij = āij + âijzij, ||zi||Ǌ ≤ ρi}

wtere ||zi||Ǌ =
√

∑

j z
Ǌ
ij, nyq ρi us tte suze zr tte ellupszuqnl set. he rzoust pzuy-
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terpnrt us ttey

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

āijxj + ρi||âijxj||Ǌ ≤ bi i = ǉ, . . . ,m (Ǌ.Ǎ)

xj ≥ ǈ j = ǉ, . . . , n

he rzoust xzqel us uy ttus pnse uxplexeyteq rrzx tte suoprzolex
xnxaij∈Ai

∑

j aijxj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m wtupt us ny zptuxuzntuzy przolex zver n
qunqrntup pzystrnuyt.

BĹŇŉňĽŁĵň ĵłĸ SĽŁ’ň Γ-RŃĶŊňŉłĹňň

Bertsuxns nyq Sux hǉǐ] tnwes tte pzypept zr uypertnuyty ouqset nyq npplues ut tz
hǎǑ]’s npprznpt. he nuttzrs qeiye n pzsutuve pzeipueyt Γi per pzystrnuyt i =
ǉ, . . . ,m, tz pzytrzl tte yuxoer zr pnrnxeters aij ttnt nre nllzweq tz qevunte rrzx
tteur yzxuynl vnlue. Iy ttus wny, Γi sets tte level zr przteptuzy nsnuyst pnrnxeter
vnruntuzy, vust luwe ρi uy hǉǊ].

he rzoust pzuyterpnrt zr (Ǌ.ǋ) uyqer Bertsuxns nyq Sux’s npprznpt us stnteq
oelzw

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

āijxj + xnx
{Si:|Si|=Γi}

∑

j∈Si
âijxj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m (Ǌ.ǎ)

xj ≥ ǈ j = ǉ, . . . , n

wtere Si pzytnuys tte elexeyts rrzx set j ttnt nre nllzweq tz vnry uy tte itt pzy-
strnuy. Iy zrqer tz suxplury tte yztntuzy, (Ǌ.ǎ) preseyts ny noruqseq versuzyzrBert-
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suxns nyq Sux’s npprznpt. Septuzy Ǌ.Ǌ wull preseyt tte Γ-rzoustyess pnrnqusx (ns
us wyzwy uy tte luternture) uy qetnul.

Ǌ.ǉ.ǋ RĹķĹłŉ ĵńńŇŃĵķļĹň ŉŃ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

de zutluyeq uy tte prevuzus suoseptuzy tte xnuy npprznptes tz RO. de pny see
ns tte xnuy rentures n strupt rzoustyess uy Szyster’s xettzq, efzrts tz nqqress tte
pzyservntusx ttnt ut seyerntes uy hǉǊ] nyq hǉǐ], nyq n rzoust przsrnx ttnt us zr tte
snxe plnss ns tte yzxuynl zye uy hǉǐ]. de preseyt uy ttus septuzy ztter ntexpts tz
pzytrzl tte pzyservntusxzr n rzoustxzqel ns plnssuieqoyBertsuxns et nl. hǉǋ] nyq
Gzerusw nyq Sptöoel hǌǉ], e.s. nqnptnole, repzvernole, lustt, nyq bw-Rzoustyess.
Furtterxzre, we uypluqe Bertsuxns nyq Sux hǉǏ]’s nyq Gzt nyq Sux hǌǊ]’s np-
prznptes tz RO. hǉǏ] qenls wutt pzxouyntzrunl zptuxuzntuzy nyq hǌǊ] pzysuqers
uyrzrxntuzy zy tte uypertnuyty qustruoutuzy uytz tte rzoust przolex.

AĸĵńŉĵĶŀĹ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Aqnptnole RO us tte npprznpt zr rzoustyess tz sequeytunl qepusuzy xnwuys, sutu-
ntuzys wtere szxe zr tte qepusuzys xust oe xnqe oerzre tte uypertnuyty us zo-
serveq, wtule ztters pny oe nqvusteq wtey tte uyrzrxntuzy tns oeey revenleq. he
pzypept wns uytrzqupeq oy Bey-anl et nl. hǉǉ] nyq nqqs lexuouluty tz RO.

Fzr n luyenr przsrnx luwe (Ǌ.ǋ), zye pny quvuqe tte qepusuzy vnrunoles uytz twz
suosets uj rzr j = ǉ, . . . , jǉ nyq vj rzr j = jǉ + ǉ, . . . , n, wtere vnrunoles uj nre
yzy-nqvustnole (xustoeqepuqeqn-pruzru), nyqvnrunoles vj represeyt tte nqvustnole
(repzurse) vnrunoles. hǉǉ] qeiyes tte nqvustnole rzoust pzuyterpnrt zr (Ǌ.ǋ) ns:

xuy
u







jǉ
∑

j=ǉ

cjuj | ∀ aij ∈ Aij ∃ v :

jǉ
∑

j=ǉ

aijuj +
n
∑

j=jǉ+ǉ

aijvj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m







Iy seyernl, evey tte twz-stnse luyenr przolex wutt ixeq repzurse (wtere aij =
āij ∀ i, j = jǉ + ǉ, . . . , n) us NP-Hnrq, nyq, evey ur tte set zr irst-stnse vnrunoles us
pzyvex, tte ROprzolex us uy seyernl uytrnptnole. Szxe vnruntuzys zr ttus npprznpt
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uypluqe:
Aine Adaptability. It pzysusts uy qeiyuys ruture stnse qepusuzys, repzurse

vnrunoles, ns niye ruyptuzys zr tte revenleq uypertnuyty nfeptuys ttex. Appzrq-
uys tz hǉǉ], tte trnptnouluty zr ttese przolexs qepeyqs zy tte trnptnouluty zr tte
uypertnuyty set. Iy pnrtupulnr, rzr n ixeq repzurse przolex tte niye nqnptnole rz-
oust pzuyterpnrt (AARC) us n luyenr/SOC/SD przsrnx ur tte uypertnuyty set us
qeiyeq oy luyenr/SOC/SD pzystrnuyts. Ir tte repzurse us nfepteq oy uypertnuyty
nyq tte uypertnuyty sets nre ellupszuqs, ttey tte AARC pny oe npprzxuxnteq uy n
trnptnole wny.

Finite Adaptability. Is set rzrtt oy Bertsuxns nyq Cnrnxnyus hǉǌ] ns n xuq-
qle srzuyq oetweey RO nyq ARO. It pzysusts uy seleptuys k sepzyq stnse szlutuzys
{vǉ, . . . , vk} zye zr wtupt us ptzsey nter tte uypertnuyty us renluzeq. he level zr
nqnptnouluty pny oe nqvusteq oy ptnysuys tte yuxoer zr szlutuzys k. hǉǌ] rzrxu-
lntes tte przolex uy n ouluyenl zptuxuzntuzy przolex.

RĹķŃŋĹŇĵĶŀĹ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Álvnrez-Murnyqn et nl. hǋ] exteyq tte rrnxewzrw zr nqnptnole rzoustyess tz uy-
pluqe tte pzssuouluty zrxzquryuys tte irst-stnse (yzy-nqvustnole) vnrunoles pnyuys
n peynlty. hǋ] nlsz qesusys ny nlszruttx tz szlve tte przolex. he nuttzrs use tte
npprznpt zy tte awz-Level Netwzrw Desusy Przolex, nyq nqnpt ut rzr tte bypn-
pnputnteq Fnpulutues Lzpntuzy Przolex uy hǊ] usuys Beyqer’s Depzxpzsutuzy.

LĽĻļŉ ĵłĸ bw RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

hese twz xensures zr rzoustyess rely zy twz uyqupntzrs tz prztept tte szlutuzy
nsnuyst uyrensuouluty nyq suo-zptuxnluty. Fusptetu nyqMzynpu hǋǋ]’s Lustt Rzoust-
yess stnrts rrzx tte uqen zr tte “xzst rzoust” szlutuzy, yzt “tzz rnr” rrzx zptuxnl-
uty. Rzy hǎǍ]’s bw-Rzoustyess us n speynruz onseq npprznpt ttnt seews tzxnxuxuze
tteyuxoerzr speynruzs ttnt nre “oeter” ttny tteozuyqnry vnlueb, wtule eysuruys
ttnt yz speynruz us “wzrst” ttny tte sunrnyteeq vnlue w.

he npprznpt uy hǋǋ] wzrws oy setuys n xnxuxux lzss zr tte zoveptuve vnlue,
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wutt respept tz tte yzxuynl przolex, eyrzrpeq oy n luyenr pzystrnuyt. Axzys nll
szlutuzys ttnt xeet ttus pruteruzy, Fusptetu nyq Mzynpu ptzzse tte zye ttnt xuy-
uxuzes tte pzssuouluty zr uyrensuouluty. Fensuouluty us pzytrzlleq oy nqquys n slnpw
vnrunole per uypertnuy pzystrnuyt. hǋǋ]’s npprznpt przvuqes nqvnytnses uy terxs
zr rensuouluty nyq przqupes szlutuzys wutt pzxpnrnole qunluty tz ttzse zotnuyeq
ttrzust rzoust xzqels.

Rzy hǎǍ]’s pzypeptzrbw-Rzoustyess ptnrnpteruzes n szlutuzy ns rzoust ur ut sunr-
nytues n xuyuxux vnlue w wtule xnxuxuzuys tte yuxoer zr speynruzs ttnt xeet n
ozuyqnry pruteruzy b. hǎǍ] qeiyes ttree rzoustyess xensures: noszlute rzoust-
yess (zy tte vnlue zr tte szlutuzy per speynruz), noszlute qevuntuzy (zy tte vnlue
zr tte resret per speynruz), nyq relntuve qevuntuzy (zy tte relntuve resret per spe-
ynruz). Gnorel et nl hǋǎ] rurtter ptnrnpteruze tte ozuyqnry vnlues wutt ny uytervnl
rzr tte Stzrtest Pntt Przolex

dtule Lustt nyq bw-Rzoustyess set n lzwer luxut rzr tte vnlue zr tte rzoust sz-
lutuzy, tte twz npprznptes qufer uy tte xensure zr uyrensuouluty. Lustt Rzoustyess
nllzws rzr tte pzssuouluty zr pzystrnuyt vuzlntuzy nyq xuyuxuzes n peynlty rzr ut, zy
tte ztter tnyq, bw-Rzoustyess eysures rensuouluty nyq seews tzxnxuxuze tte yux-
oer zr speynruzs ttnt perrzrx well.

DĽňķŇĹŉĹ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

hrzustnynpprznpt suxulnr tz ttezye uyBertsuxns nyqSux’s Γ-Rzoustyess, Bert-
suxns nyqSuxhǉǏ] przpzse n rzoust przsrnx rzr qusprete przolexs ttnt qenlswutt
zver-pzyservntusx uy terxs zr tte przonouluty zr pzystrnuyt vuzlntuzy. hǉǏ] nlsz
przpzses ny nlszruttx ttnt szlves rzoust pzuyterpnrts tz pzlyyzxunlly szlvnole
pzxouyntzrunl przolexs uy pzlyyzxunl tuxe wtey tte uypertnuyty nfepts zyly tte
pzst pzeipueyts.

Álvnrez-Murnyqn, Lvuouć, nyq aztt hǌ] nyq Pzss hǎǊ] exteyq tte results zo-
tnuyeq uy hǉǏ]. hǌ] przpzses ny nlszruttx tz szlve pzxouyntzrunl przolexs wutt
uypertnuy pzst pzeipueyts wtupt us rnster ttny tte zye uy hǉǏ]. Furtterxzre, hǌ]
exteyqs tte npprznpt tz przolexs rnpuys uypertnuyty oztt zy pzsts nyq zy tte pz-
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eipueyts zr wynpsnpw pzystrnuyts.
Suxulnrly, hǎǊ] pzysuqers uypertnuyty setsqeiyeqoy swynpsnpw-type pzystrnuyts.

Pzss exteyqs hǉǏ] results tz tte pnsewtere s us pzystnyt, nyq stzws ttnt uy tte sey-
ernl pnse tte przolex us NP-Hnrq. hǎǊ] nlsz przpzses npprzxuxntuzy nlszruttxs
rzr ellupszuqnl uypertnuyty sets.

DĽňŉŇĽĶŊŉĽŃłĵŀŀŏ RŃĶŊňŉ OńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Oyezr tteprexuses zrRzoustOptuxuzntuzy us ttnt ut qzesyzt requure n przonoulus-
tup qustruoutuzy zr tte uypertnuy pnrnxeters. Iystenq, ut zyly nssuxes wyzwleqse
zy tte set pzystrnuyuys tte uypertnuy pnrnxeters. Prevuzus luternture quspusses tte
uxplupntuzys zr nssuxuys ny uynppurnte suppzrt rzr uypertnuyty nyq explzres tte
pnse wtey evey tte xzxeyts zr tte qustruoutuzy nre uypertnuy. Gzt nyq Sux hǌǊ]
stuqy tte pnse zr pnrtunlly ptnrnpteruzeq uypertnuytues, nllzw rzr repzurse vnrunoles,
nyq yzy-nytupupntuvuty requurexeyts. he wey pzytruoutuzys zr hǌǊ] nre:

• A yew lexuole yzy-nytupupntuve qepusuzy rule suutnole rzrxultustnsexzqel-
uys.

• A teptyuque zr sesresntuys uypertnuytues tz prente xzre lexuole rules nyq
qustruoutuzynlly nxousuzus ozuyqs.

hǌǊ] nssuxes wyzwleqse zr szxe qespruptuve stntustups zr tte uypertnuy pnrnx-
eters: tte support, n pzyvex set pzytnuyuys nll pzssuole renluzntuzys zr tte uyper-
tnuyty; ttemean nyq covariance, wtuptxny oe uypertnuy ttexselves; nyq direc-
tional deviations, qeyzteq oy ozuyqs zy tte rzrwnrq nyq onpwwnrq qevuntuzys
nyq ptnrnpteruze n rnxuly zr qustruoutuzys. he zoveptuve us tz szlve n przolex zr
tte type:
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Z∗
GEN = xuy

x,{yk(.)Kk=ǉ}
cǈ′x+ sup

P∈F
EP

(

K
∑

k=ǉ

dǈ,k′yk(z̃)

)

s.t. cl
′

x+ sup
P∈F

EP

(

K
∑

k=ǉ

dl,k
′

yk(z̃)

)

≤ bl ∀l ∈ [M]

T(z̃)x+
K
∑

k=ǉ

Ukyk(z̃) = v

yk ≤ yk(z̃) ≤ yk ∀k ∈ [K]

x ≥ ǈ

yk ∈ Y (mk,N, Ik) ∀k ∈ [K]

wtere T(z̃) = Tǈ +
∑N

j=ǉ z̃jT
j, v(z̃) = vǈ +

∑N
j=ǉ z̃jv

j, nyq (cl, dl, Uk, yk,
yk, Ik) nre qeterxuyustup. Ik us tte set zr qepeyqeyt uypertnuytues rzr yk(.), nyq
Y (mk,N, Ik) us uts set zr nllzwnole repzurse qepusuzys.

Luyenr npprzxuxntuzys nre zotnuyeq rrzxLuyenrDepusuzyRules (LDRs)wtere
yk(.) us restrupteq tz n suospnpezr niye ruyptuzyszr z̃,L (mk,N, Ik)⊂ Y (mk,N, Ik).
Ixprzvuys tte npprzxuxntuzy zotnuyeq rrzx tte LDRs, requures n iyer represey-
tntuzy zr tte uypertnuyty, rzr wtupt hǌǊ] przpzses n sesresntuzy zr tte uypertnuyty.

Ater tte sesxeytntuzy zr tte uypertnuyty, tte suppzrt set rzr z̃ us luwely tz oe yzt
pzyvex, rzr wtupt tte pzrrespzyquys sets suppzrtuys tte sesresnteq uypertnuyty
yeeq tz oe npprzxuxnteq. Sesresnteq luyenr qepusuzy rules pny oe pzystrupteq uy
n suxulnr rnstuzy ns tte LDRs, usuys tte npprzxuxnteq suppzrt nyq tte sesresnteq
uypertnuytues tz qeiye L (mk,N, Ik).

de zfereq uy ttus septuzy ny uytrzquptuzy tz tte RO ttezry. here exust xnyy
xzre exteysuzys nyq qufereyt npprznptes tz tte tzpup, ttzse preseyteq terewtere
selepteq rzr tteur uxpnpt, nyq uy ny efzrt tz przvuqe n snxple zr tte qufereypes
nyq renpt zr tte tzpup. Fzr n xzre qetnuleq preseytntuzy zr RO ttezry, we rerer
tte renqer tz tte revuews uy hǉǋ], hǋǏ], hǌǉ], nyq hǌǋ]. Iy tte yext septuzy we
wull preseyt uy qetnul Bertsuxns nyq Sux’s Γ-Rzoustyess npprznptwutt uypertnuyty
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ouqsets, wtupt us tte peytrnl ttezry suppzrtuys tte resenrpt uy ttus qussertntuzy.

Ǌ.Ǌ BĹŇŉňĽŁĵň ĵłĸ SĽŁ’ň ĵńńŇŃĵķļ ŉŃ RŃĶŊňŉOńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł

Iy n stntup pzytext wtere nll tte qepusuzys nre xnqe oerzre tte renluzntuzy zr tte
uypertnuyty pnrnxeters, Bertsuxns nyq Sux hǉǐ] qevelzp n xettzq usuys qunluty
tz zotnuy n rzoust pzuyterpnrt tz ny uypertnuy przolex ttnt us zr tte snxe plnss ns
tte zrusuynl przolex, ttus xnuytnuyuys tte snxe level zr pzxplexuty uy tte rzoust
pnse. Czysuqer n luyenr przolex zr tte rzrx

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

aijxj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m

lj ≤ xj ≤ uj j = ǉ, . . . , n

wtere wuttzut lzss zr seyernluty zyly aij us suovepteq tz uypertnuyty wutt tte uy-
pertnuyty set:

A = {A ∈ Rn×m|aij ∈ [āij − âij, āij + âij] ∀ i, j}

hepzrrespzyquys rzoustprzsrnxprzteptuys nsnuyst uyrensuouluty pnyoe rewrut-
tey ns:
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xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
n
∑

j=ǉ

āijxj + xnx
{Si∪{ti}||Si|=⌊Γi⌋,ti∈Ji\Si}







∑

j∈Si
âijyj + (Γi − ⌊Γi⌋)âitiyti







≤ bi ∀ i

− yj ≤ xj ≤ yj ∀ j
l ≤ x ≤ u

y ≥ ǈ

wtere tte nuxulunry vnrunoles yj nre uytrzqupeq tz wrute n seyernl xzqel rzr xj ∈ R

(u.e. xj us nllzweq tz oe yesntuve), nyq tte przteptuzy ruyptuzy rzr n suvey veptzr x∗

nyq ny uypertnuyty ouqset Γi pny oe wrutey ns
Ҽi(x, Γi) = xnx{Si∪{ti}||Si|=⌊Γi⌋,ti∈Ji\Si}

{

∑

j∈Si âijyj + (Γi − ⌊Γi⌋)âitiyti
}

. Furtter-
xzre, tte vnlue zr tte przteptuzy ruyptuzy equnls tte zoveptuve ruyptuzy zr tte rzl-
lzwuys luyenr przsrnx:

Ҽi(x
∗, Γi) =xnx

m
∑

j=ǉ

âij|x∗j |zij

s.t.
m
∑

j=ǉ

zij ≤ Γi

ǈ ≤ zij ≤ ǉ ∀ j

Clenrly tte zptuxnl szlutuzy vnlue zr tte przolex nozve pzysusts zy ⌊Γi⌋ vnru-
noles zij equnl tz ǉ nyq zye vnrunole equnl tz Γi − ⌊Γi⌋ wtupt us equuvnleyt tz tte
seleptuzy zr n suoset {Si ∪ {ti}||Si| = ⌊Γi⌋, ti ∈ Ji\Si}. he xnxuxux przteptuzy
nptueveq oy tte ruyptuzy Ҽi(x, Γi) pzrrespzyqs tz tte wzrst pnse speynruz wutt ny
uypertnuyty ouqset Γi.

hǉǐ]’s xnuy result us suxxnruzeq uy hezrex ǉ nyq ut us zotnuyeq rrzx tte qunl

ǉǑ



zr tte prevuzus przsrnx.

Ҽi(x
∗, Γi) = xuy qiΓi +

m
∑

j=ǉ

rij

s.t. qi + rij ≥ âij|x∗j | ∀ j
qi, rij ≥ ǈ ∀ j

heoremǉ(Bertsimas andSim): heuypertnuy luyenr przsrnxxuys przolex
tns tte rzllzwuys rzoust luyenr pzuyterpnrt:

xuy
m
∑

j=ǉ

cjxj

s.t.
m
∑

j=ǉ

āijxj + qiΓi +
∑

j∈Ji
rij ≤ bi ∀ i

qi + rij ≥ âijyj ∀ i, j ∈ Ji

−y ≤ x ≤ y

l ≤ x ≤ u

q, r, y ≥ ǈ.

wtere Γi pzytrzls tte pzyservntusx zr tte szlutuzy, nyq Ji us tte set zr pnrnxe-
ters suovept tz uypertnuyty uy pzystrnuyt i. byqer tte nssuxeq xzqel zr qntn uy-
pertnuyty, hǉǐ] estnolustes twz ozuyqs zy tte przonouluty zr pzystrnuyt vuzlntuzy
stzwuys ttnt tte rzoust szlutuzy us rensuole wutt tust przonouluty.

he przonouluty zr pzystrnuyt vuzlntuzy us ozuyqeq oy tte przonouluty zr expeeq-
uys tte uypertnuyty ouqset:

Pr





m
∑

j=ǉ

aijx∗j > bi



 ≤ Pr





m
∑

j=ǉ

ҽ ijӁij ≥ Γi




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wtere x∗j us tte zptuxnl szlutuzy zr tte rzoust pzuyterpnrt,

Ӂij =
aij − āij

âij
,

ҽ ij =







ǉ ur j ∈ S∗i
âij|x∗j |
âir∗ |x∗r∗ |

ur j ∈ Ji\S∗i
,

r∗ = argminr∈S∗i ∪{t∗i }âir|x
∗
r |, nyq

S∗i , t
∗
i nre, respeptuvely, tte set nyq uyqex ttnt nptueve tte xnx Ҽi(x

∗, Γi)

Pr





m
∑

j=ǉ

ҽ ijӁij ≥ Γi



 ≤ exp
(

− ΓǊ
i

Ǌ|J|

)

heorem Ǌ (Bertsimas and Sim)

dtule tte przonoulustup ozuyq uyhezrex Ǌ (Bzuyq ǉ) tns tte qunluty zr oeuys
uyqepeyqeyt rrzx x∗, Bertsuxns nyq Sux pzuyt zut ttnt ut us yzt ns ntrnptuve rzr
sxnll sets Ji. Fzr exnxple, tz sunrnyty n przonouluty zr pzystrnuyt vuzlntuzy less ttny
ǉ%, rzr |Ji| = Ǎ, ǉǈ, ǉǈǈ tte requureq Γi stzulq oe nt lenst Ǎ, Ǒ.ǎ, ǋǈ.ǋ, respeptuvely.
hǉǐ] qevelzps ttey ttustter ozuyqs uy hezrex ǋ.

heorem ǋ (Bertsimas and Sim)

Pr





m
∑

j=ǉ

ҽ ijӁij ≥ Γi



 ≤ B(n, Γi) (Ǌ.Ǐ)

B(n, Γi) ≤(ǉ − μ)C(n, ⌊ν⌋) +
n
∑

l=⌊nu⌋+ǉ

C(n, l) (Ǌ.ǐ)

wtere : B(n, Γi) =
ǉ
Ǌn







(ǉ − μ)
(

n
⌊ν⌋

)

+
n
∑

l=⌊nu⌋+ǉ

(

n
l

)







C(n, l) =







ǉ
Ǌn ur l = ǈ zr l = n
ǉ√
Ǌπ

√

n
(n−l)l exp

(

n lzs
(

n
Ǌ(n−l)

)

+ lzs
( n−l

l

)

)

ztterwuse
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wtule (Ǌ.Ǐ) (BzuyqǊ)us tteoest ozuyq rzr pzystrnuyt vuzlntuzy, ut us very expeysuve
tz pzxpute rzr lnrse n, (Ǌ.ǐ) (Bzuyq ǋ) przvuqes n szzq ozuyq ensuer tz pzxpute.

Figure 2.2.1: Comparison of bounds for diferent values of Γi

Fusure Ǌ.Ǌ.ǉ pzxpnres tte przteptuzy nptueveq oy tte qufereyt ozuyqs rzr ny
uypertnuyty set zr suze |Ji| nyq qufereyt vnlues zr uypertnuyty ouqset Γi. As tte
srnpt stzws, Bzuyqs Ǌ nyq ǋ plenrly qzxuynte Bzuyq ǉ, wtule zferuys vurtunlly
tte snxe przteptuzy.

hǉǐ] nlszzfers n pzxpnruszyzr tte pzyservntuveyess zr tte npprznptqevelzpeq
nsnuyst tteprevuzusxettzqzr ellupszuqnl uypertnuyty. he sussestuzy us ttnt uy tte
wzrst-pnse speynruz, tte przteptuzy level zr tte yew npprznpt pzulq oe sxnller oy
nt xzst n pzystnyt, wtule tte ellupszuqnl xettzq pzulq zfer przteptuzys ttnt nre
sxnller oy n rnptzr zr n

ǉ
ǌ . Iy tte nvernse pnse, tte przteptuzy levels nre zr tte snxe

zrqer zr xnsyutuqe.
he lnst result zr tte pnper us n yzte zy tte seysutuvuty zr tte przteptuzy level. by-

qeryzy-qeseyernpy nssuxptuzys, tte ptnyse tz ttezoveptuve ruyptuzyoyxnrsuynl
ptnyses tz tte przteptuzy level Γi us suvey uy terxs zr tte pruxnl nyq qunl vnrunoles
(z∗i nyq q∗i ) nyq us equnl tz−z∗i q∗i

Experuxeytnl results zy tte przpzseq npprznpt stzw ttnt ut suppeeqs uy requp-
uys tte prupe zr rzoustyess. Furtterxzre, hǉǐ] stzws ttnt evey uy tte pnse wtere
tte uypertnuyty expeeqs tte ouqset Γi, pzystrnuyt i rexnuys rensuole wutt n “very
tust” przonouluty.

ǊǊ



Ǌ.ǋ AĸŋĵłķĹň Ľł Γ-RŃĶŊňŉłĹňň

de tnve preseyteq uy tte prevuzus septuzy tte Γ-rzoustyess npprznpt, wtupt ex-
teyqs tte wzrw uy hǎǑ] nyq uxprzves tte trnptnouluty ussues zr hǉǊ]. Hzwever, ut
qzes yzt pnpture szxe spepuip plnsses zr przolexs zr uypertnuyty struptures. Iy
tte luternture, we pny uqeytury ttree rnxulues zr exteysuzys ttnt qenl wutt snuq spe-
punl struptures. de wull preseyt uy ttus septuzy tte xnuy wzrws zy enpt pnteszry.

aĽŁĹ-ĸĹńĹłĸĹłŉ ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ ňĹŉň

Bertsuxns et nl. hǉǍ] nyq Lzrpn nyq Suy hǍǉ] nqqress tte uyut pzxxutxeyt przo-
lex uy tte eyersy septzr. Iy tteur wzrw, tte nuttzrs tnpwle tte ussue zr qeiyuys
n przper uypertnuyty set rzr tteur przolex. hǉǍ] uses n set qespruoeq oy ttree pn-
rnxeters: n yzxuynl vnlue (ātij), nxnxuxuxqevuntuzy (âtij), nyq n ouqset zr uyper-
tnuyty (Γt) rzr enpt pzuyt uy tuxe. Iy hǉǍ], tte nuttzrs rzllzw tte zrusuynl setuys
zr Γ-Rzoustyess, nyq nqnpt ut tz n xultu-peruzq przolex. Iy ttus wny, tte uyper-
tnuyty set nqnpts tz tte evzlutuzy zr tte przolex ttrzust tuxe, pzysuqeruys ttnt
tte yzxuynl nyq qevunteq pnrnxeters, ns well ns tte uypertnuyty, pny vnry nt enpt
tuxe peruzq.

hǍǉ] przpzses tte use zr dynamic uncertainty sets, repzsyuzuys ttnt, uy szxe set-
tuyss, tte vnlue zr n pnrnxeter wull qepeyq (tz n pertnuy exteyq) zy tte vnlue ut
tnq tte prevuzus peruzq. hey, tte uypertnuyty nt enpt tuxe peruzq us n ruyptuzy
zr tte uypertnuyty uy prevuzus stnses, nyq sz nre tte ozuyqnrues zr tte uypertnuyty
sets. Alteryntuvely, ttey qz yzt pzysuqer nyy pzrrelntuzy zy tte ouqset zr uyper-
tnuyty oetweey tuxe peruzqs. he nuttzrs use tuxe serues xzqels tz pzytrzl tte
ozuyqnrues zr tte uypertnuyty sets rzr tteur przolex.

cĵŇĽĵĶŀĹ ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ ĶŊĸĻĹŉ ҽ(x)

Pzss hǎǈ] preseyts ny npprznpt tz rzoust pzxouyntzrunl zptuxuzntuzy wtere tte
ouqset zr uypertnuyty us suvey oy n ruyptuzy ҽ(x), rntter ttny n pzystnyt Γ. Pzss’
ҽ(x) nqvusts tte qesree zr pzyservntusx nppzrquys tz tte pnrquynluty zr tte zptu-

Ǌǋ



xnl szlutuzy, espepunlly rzr przolexs wtere tte zptuxnl szlutuzy us spnrse. he
results pny oe exteyqeq tz qufereyt ouqset ruyptuzys oeter pnpturuys tte uyper-
tnuyty nrusuys rrzx n spepuip pzytext. hǎǈ] prentes n less pzyservntuve xzqel ttny
trnqutuzynl Γ-Rzoustyess wtule sunrnytyuys tte snxe przteptuzy level, efeptuvely
requpuys tte prupe zr rzoustyess. Depeyquys zy tte yzxuynl przolex, tte rzoust
pzuyterpnrt uy hǎǈ] pzulq oe ns ensy tz szlve ns ttnt uy hǉǐ].

Pzss hǎǉ] exteyts tte npprznpt tz przolexs wutt pzst uypertnuyty. bsuys tte
ҽ(x) uypertnuyty ouqset, Pzss przvuqes n oeter ozuyq rzr tte cnR przolex ttny
tte zye zotnuyeq wutt Γ.

DĽňŉŇĽĶŊŉĽŃł Ńĺ ŉļĹ ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ ĽłŉĹŇŋĵŀ

dtule tte wzrws prevuzusly puteq xnuyly rzpus zy tte uypertnuyty ouqset Γ, Büs-
uys nyq D’Ayqrensuzvnyyu hǊǋ] przpzse ny exteysuzy zy tte qustruoutuzy zr tte
uypertnuyty set, wtupt ttey pnll multi-band uncertainty. Suype tte qevuntuzy przo-
nouluty xny vnry nlzys tte set, e.s. sxnll qevuntuzys nre xzre luwely tz zppur ttny
lnrse zyes, tte przpzseq uyurzrxuty nssuxptuzy pzulq lenq tz ny uyrenlustup uy-
pertnuyty set. hǊǋ] przpzses tz orenw tte set uytz xultuple ynrrzwer ”onyqs”, enpt
wutt n pustzxuzeq Γ vnlue, nppzrquys tz tustzrupnl qntn. he uypertnuyty set us ttus
ouult sz ns tz npprzxuxnte tte stnpe zr tte qustruoutuzy zr qevuntuzys.

Suxulnrly, Düzsüy nyq huele hǋǈ] przpzse tte use zr xultuple rnyses rzr tte
uypertnuy pnrnxeters, luxutuys zverly pzyservntuve szlutuzys wtey tte uypertnuyty
set us tzz wuqe. hǋǈ] ozuyqs ns well tte yuxoer zr pnrnxeters ttnt rnll uytz enpt
rnyse (pessuxustup vuew), out nlsz ozuyq tte yuxoer zr pnrnxeters ttnt tnwe tte
wzrst-pnse vnlue wuttuy enpt rnyse. he nuttzrs npply ttus setuys tz n przvept se-
leptuzy przolex.

RHS ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ

Gnorel nyq Murnt hǋǍ], Muyzux hǍǍ], nyq Bulluzyyet et nl. hǊǈ] pzytruoute tz tte
luternture zr przolexs wutt rustt-tnyq suqe (RHS) uypertnuyty, tte lnst twz wzrws
qenluys wutt twz-stnse przolexs.

Ǌǌ



hǋǍ] stuques tte relntuzystup oetweey RHS uypertnuyty nyq uypertnuyty uy tte
zoveptuve ruyptuzypzeipueyts. bsuysqunluty ttezry tteyiyqn luywoetweeywzrst-
pnse speynruz nyq xnxuxux resret pruterun.

hǍǍ] stuques tte pzxplexuty zr twz-stnse przolexs wutt RHS uypertnuyty uqey-
turyuys suoplnsses ttnt nre pzlyyzxunlly szlvnole, ozuyquys eutter tte pnrquynluty
zr tte uypertnuyty set zr tte yuxoer zr repzurse vnrunoles. Muyzux nlsz przvuqes
xzqels rzr severnl przolexs zr prnptupnl uyterest.

hǊǈ] szlves n luyenr rzoust przolex wutt xuxeq-uyteser irst-stnse vnrunoles nyq
pzytuyuzus sepzyq stnse vnrunoles. hey pzysuqer pzluxy wuse uypertnuyty rzpus-
uys zy tte RHS nyq n spepuip qeiyutuzy zr uypertnuyty. Geyernluzntuzys zr tte
npprznpt qenl wutt let-tnyq suqe uypertnuyty, nyq uypertnuyty sets qeiyeq oy n
pzlytzpe.

Ater ttus (yzy extnustuve) stnte-zr-tte nrt zy Rzoust Optuxuzntuzy, tte rzl-
lzwuys ptnpters preseyt zur zrusuynl pzytruoutuzys wtupt exteyq Γ-rzoustyess tz
qusprete struptures nyq yzy-luyenr uxpnpt zr qntn vnruntuzy, eutter uy n seyerup rzrx
zr wuttuy spepuip npplupntuzys.
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ǋ.ǉ IłŉŇŃĸŊķŉĽŃł

Iy ttus ptnpter we nqnpt tte Γ-Rzoustyess pnrnqusx qevelzpeq oy Bertsuxns nyq
Sux hǉǐ] tz tte pnse wtere pzeipueyts uy pzystrnuyts qepeyq zy qntn tte vnruntuzy
zr wtupt uxpnpts tte pzeipueyt uy n yzy luyenr wny. hus us tte pnse ur zye pzysuq-
ers qexnyq ns n ruyptuzy zr prupe, tte Net Preseyt cnlue (NPc) zr ny uyvestxeyt
przvept ns n yzy-luyenr ruyptuzy zr tte quspzuytuys rnte, zr tte ptzupe przonouluty
ns tte rntuz zr expzyeytunls zr utulutues uy n lzsut ptzupe xzqel (we wull xzre rzr-
xnlly qetnul ttese sutuntuzys nt tte eyq zr ttus uytrzquptuzy). de pzysuqer n seyerup
luyenr przsrnx P zr tte rzrx:

ǊǏ



xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t
n
∑

j=ǉ

aijxj ≤ bi i = ǉ, . . . ,m

x ≥ ǈ

Iy tte plnssupnl Γ-rzoustyess npprznpt, rzr szxe pzystrnuyts i, pzeipueyts aij nre
suovept tz uypertnuyty nyq qespruoeq oy aij = āij + âijzij, wtere āij us tte yzxuynl
vnlue zr tte pzeipueyt, âij us uts xnxuxux vnruntuzy, nyq zij ∈ [−ǉ, ǉ]. he rrnxe-
wzrwqevelzpeq uy hǉǐ] seyerntes n rzoust pzuyterpnrt rzr P ttnt eysures rensuouluty
zr tte rzoust szlutuzy wtntever tte vnruntuzy zr pzeipueyts sntusryuys n suvey level
zr pzyservntusx. hus level zr pzyservntusx us pzytrzlleq oy n sz-pnlleq uypertnuyty
ouqset: tte yuxoer zr pzeipueyts ttnt pny vnry uy pzystrnuyt i us suppzseq yzt tz
expeeq n ouqset Γi, u.e.,

∑

j |zij| ≤ Γi, see ptnpter Ǌ rzr rurtter qetnuls. Hzwever,
ut qzes yzt eynole tz pnpture uy n strnusttrzrwnrq wny szxe spepuip wuyqs zr przo-
lexs zr uypertnuyty struptures. Iy tte luternture, tz tte oest zr zur wyzwleqse we
pny uqeytury ttree rnxulues zr exteysuzys ttnt qenl wutt (u) tuxe-qepeyqeyt vnru-
ntuzys zr pzeipueyts hǉǍ] hǍǉ] hǎǈ], (uu) qustruoutuzy zr tte uypertnuyty uytervnl
hǊǋ] hǋǈ], nyq (uuu) Rustt-Hnyq Suqe (RHS) uypertnuyty hǋǍ] hǍǍ] hǊǈ]; tte qe-
tnuls pny oe rzuyq uy septuzy Ǌ.ǋ.

Iy ttus ptnpter, we weep tte Γ-rzoustyess pruypuple ttnt pzysusts zr przteptuys
nsnuyst uyrensuouluty zver n pzytrzlleq vnruntuzy zr pnrnxeters. Hzwever, we ex-
teyq ut tz pnses wtey tte pzeipueyts nre yzy-luyenr ruyptuzys zr suvey qntn ttnt
nre pzteytunlly suovept tz vnruntuzys. Fzr exnxple uy pnpnputnteq Fnpuluty Lzpntuzy
przolexs, qexnyqsDj zr qexnyq szurpes j ztey nppenr uy tte let-tnyq suqe zr pn-
pnputy pzystrnuyts. Ir ttere us uypertnuyty zy tte xnrwet prupe zr tte przqupt, ttey
we stzulq pzysuqer Dj = fj(pj) wtere pj us tte prupe zr tte przqupt nt qexnyq
szurpe j (qexnyq szurpes xny oe lzpnteq uy qufereyt pzuytrues) nyq fj us seyernlly
yzy-luyenr, pzypnve qeprensuys. Alsz, pzysuqer n Cnputnl Buqsetuys przolex wutt
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uypertnuyty zy przvept vnlues (see hǍǌ] rzr n stuqy zy ttus tzpup). he pnputnl ouq-
setuys przolex pzysusts uy seleptuys n pzrtrzluz zr uyvestxeyt przveptsxnxuxuzuys
tte tztnl yet vnlue zr tte pzrtrzluz wtule respeptuys reszurpe pzystrnuyts. hey tte
Net Preseyt cnlue (NPc) zr n przvept j us tte sux zr quspzuytuys pnst-lzws Fjt
zver tte yenrs t = ǈ, . . . ,T, u.e., NPVj =

∑T
t=ǈ

Fjt
(ǉ+rj)t

, wtere rj us tte quspzuyt
rnte rzr przvet j. hus quspzuyt rnte rj qepeyqs zy severnl rnptzrs, szxe nre exzse-
yezus luwe tte uyterest rnte zr tte pzuytrywtere przvept j us lzpnteq, szxe nre eyqz-
seyezus luwe tte level zr retury tte qepusuzy-xnwer wnyts tz pzxpeysnte ter rusw
(tte vnruzus przvepts oeuysxzre zr less ruswy). Iy nyy pnse, rj us luwely tz oe suovept
tz uxprepusuzy zr uypertnuyty nyq tte NPc us plenrly yzy-luyenr uy rj (yzte ttnt, ns
xeytuzyeq uy hǉǐ], ny zoveptuve ruyptuzy suovept tz uypertnuyty pny oe turyeq uytz
n pzystrnuyt). IyMultuyzxunl Lzsut (MNL) ptzupexzqels (hǍǋ]), tte przonouluty
pij zr pustzxer i ptzzsuys przqupt j us expresseq oy pij = euij/(

∑

k e
uik) wtupt us n

yzy-luyenr ruyptuzy zr utulutues uij ttnt nre wyzwy tz oe tnrq tz pnluornte prepusely
(see hǋǉ] nyqCtnpter ǌ rzr ny npplupntuzy tz tte lzpntuzy zr yew tzusuys qevelzp-
xeyts). Ayztter exnxple pzulq oe yzy-luyenr pzysuxptuzy ruyptuzys qepeyquys
zy uypertnuy texperntures.

Septuzy ǋ.Ǌ qespruoes tte rzoust przolex nyq quspusses uts trnptnouluty, ns tte
rzoust przolex pnyyzt oe turyeq uytz n luyenr przsrnx. Iy septuzy ǋ.ǋ, we npprzx-
uxnte tte yzy-luyenr vnruntuzy wutt n ouynry npprzxuxntuzy. Axzre reiyeq puepe-
wuse luyenr ruyptuzy us przpzseq uy septuzy ǋ.ǌ. de stzw ttnt tte npprzxuxntuzy
zr tte rzoust pzuyterpnrt us trnptnole usuys LP qunluzntuzy rzr tte wzrst-pnse suo-
przolex. Septuzy ǋ.Ǎ us qevzteq tz yuxerupnl experuxeyts nyq nynlyzes tte perrzr-
xnype zr zur exteyqeq rzoustyess npprznpt nyq zr tte puepewuse npprzxuxntuzy.
Septuzy ǋ.ǎ pzypluqes tte ptnpter.
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ǋ.Ǌ PŇŃĶŀĹŁ ňŉĵŉĹŁĹłŉ

de pzysuqer pzystrnuyts zr tte rzrx

∑

j

fij(aij)xj ≤ bi

wtere fij(aij) us yzt luyenr. de use tte yztntuzy fij(aij) uystenq zr aij = fij(pij)wtere
pij wzulq oe tte vnryuys pnrnxeter, uy zrqer tz weep tte usunl yztntuzy aij = āij +
zijāij wtere aij us tte vnryuys pnrnxeter nyq zij us tte qevuntuzy vnrunole. de qeyzte
oy Pf tte zrusuynl przolex P wtere pzeipueyts uy tte pzystrnuyts nre zr tte rzrx
fij(aij), wtere aij us tte pzeipueyt suovept tz uypertnuyty nyq ruyptuzys f nre yzt
luyenr. Fzr ttus vnrunyt Pf, tte rzoust trnysrzrxntuzy przpzseq uy hǉǐ] wzulq result
uy n yzy-luyenr przolex. Ir we qeyzte ns uy hǉǐ] oy Γi ∈ N tte xnxuxux tztnl
vnruntuzy zr pzeipueyts aij uy pzystrnuyt i (uypertnuyty ouqset), tte rzoust przolex
nsszpunteq wutt Pf pny oe expresseq ns:

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t ωi(x, Γi) ≤ bi ∀ i = ǉ, . . . ,m (ǋ.ǉ)

x ≥ ǈ

wtere tte subproblem zr qeterxuyuys tte wzrst vnruntuzy uy tte let-tnyq suqe zr
pzystrnuyt i eysuruys rensuouluty rzr n suvey szlutuzy x us:

ωi(x, Γi) = xnx
n
∑

j=ǉ

fij(āij + zijâij)xj

s.t.
n
∑

j=ǉ

|zij| ≤ Γi

zij ∈ [−ǉ,+ǉ] ∀j = ǉ, . . . , n
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wtupt uy yzy-luyenr uy qevuntuzy vnrunoles zij ur f us yzy-luyenr. Ir tte nozve suoprzo-
lex tnq tte przperty tz tnve vnrunoles zij ouynry ǈ zr ǉ nt zptuxnluty, tte zovep-
tuve ruyptuzy zr tte suoprzolex ωi(x, Γi) pzulq oe rewrutey ns

∑

j fij(āij + âij)zijxj
wtupt us luyenr uy vnrunoles z (ut us ensy tz set ruq zr tte noszlute vnlues uy ttnt pnse
tz oe rully luyenr). Hzwever, we stzw uy Przpzsutuzy ǋ.Ǌ.ǉ oelzw ttnt we pnyyzt
nssuxe zij ∈ {ǈ, ǉ} nt zptuxnluty evey rzr suxple ruyptuzys f. hererzre, tte yzy-
luyenr rzrx

∑n
j=ǉ fij(āij + zijâij)xj pnyyzt oe suxpluieq wuttzut xnwuys ny npprzx-

uxntuzy.

Proposition ǋ.Ǌ.ǉ. here exist non-linear functions f such that an optimal solution of
subproblem ωi(x, Γi) necessarily has some ractional zij.

Proof. de preseyt n suxple exnxple wutt j = ǉ, Ǌ, fiǉ(a) = fiǊ(a) =
√
a, āiǉ =

āiǊ = ǈ, âiǉ = âiǊ = ǉ, nyq Γi = ǉ. Fzr n suvey x, nssuxuys xǉ, xǊ > ǈ, tte
suoprzolex ωi(x, Γi) us tz xnxuxuze

√
ziǉxǉ +

√
ziǊxǊ suoxuteq tz ziǉ + ziǊ ≤ ǉ.

Assuxe ttnt xǉ > xǊ. he oest szlutuzy zr ttus suoprzolex zye pny zotnuy wutt
ziǉ, ziǊ ∈ {ǈ, ǉ} us ziǉ = ǉ, ziǊ = ǈ wutt ny zoveptuve vnlue equnl tz xǉ. Nzw, tnwe
tte rrnptuzynl szlutuzy ziǉ = xǊ

ǉ/(xǊ
ǉ + xǊ

Ǌ), ziǊ = xǊ
Ǌ/(xǊ

ǉ + xǊ
Ǌ). It sntusies tte

ouqset pzystrnuyt nyq uts zoveptuve vnlue us

xǊ
ǉ√

xǊ
ǉ + xǊ

Ǌ
+

xǊ
Ǌ√

xǊ
ǉ + xǊ

Ǌ
=
√

xǊ
ǉ + xǊ

Ǌ > xǉ

Heype, uy ttnt pnse n szlutuzy wutt ziǉ, ziǊ ∈ {ǈ, ǉ} pnyyzt oe zptuxnl rzr tte
suoprzolex ωi(x, Γi).

Suype fij(āij+ âijzij)xj pnyyzt oe luyenruzeq uy seyernl ur f us yzt luyenr, we przpzse
twz qufereyt npprzxuxntuzys tz qenl wutt ttus pzxplupntuzy. Iy septuzy ǋ.ǋ, we
stnrt oy n suxple ouynry npprzxuxntuzy wtere zij ∈ {ǈ, ǉ} nyq stull use qunluty
tz luyenruze tte npprzxuxnteq suoprzolex ωi(x, Γi), suype tte zptuxnl szlutuzy zr
tte luyenr relnxntuzy us equnl tz ttnt zr tte ouynry przolex ns uy hǉǐ]. hus pnse
nlsz xntptes ny uypertnuyty strupture zr Pf wtere uypertnuyty us renluzeq zr yzt uy
n ouynry wny, u.e. aij eutter tnwes vnlue āij+ âij zr āij− âij; uy ttus pnse, tte przpequre
wzulq yzt oe ny npprzxuxntuzy out wzulq exnptly it tte uypertnuyty strupture.
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hesepzyq nlteryntuve, stuqueq uy septuzy ǋ.ǌ, us tz use nxzre reiyeqpuepe-wuse
luyenr ruyptuzy ns ny npprzxuxntuzy zr fij(aij).

ǋ.ǋ BĽłĵŇŏ ķĵňĹ ŃŇ ĶĽłĵŇŏ ĵńńŇŃŎĽŁĵŉĽŃł

de irst nqqress tte ouynry pnse, wtere uypertnuyty us eutter xnyuresteq zr yzt nyq
tte qevuntuzy vnrunole zij pny tnwe vnlues uy {−ǉ, ǈ, ǉ}, wtupt us nlsz n ouynry np-
przxuxntuzyzr tte yzy-luyenr ruyptuzy ur qevuntuzys pnyoe rrnptuzynl. de ullustrnte
oelzw tte sepnrntuzy zr tte przteptuzy ruyptuzy rzr tte suoprzolex ωi(x, Γi), nyq
przpeeq wutt tte rzoust pzuyterpnrt.

he zrusuynl pzystrnuyt
∑

j fij(āij + âijzij)xj ≤ bi, wtere zij ∈ {−ǉ, ǈ, ǉ} pny
oe rewrutey usuys ouynry vnrunoles z+ij nyq z−ij tz represeyt tte pzssuole uyprense zr
qeprense zr aij:

n
∑

j=ǉ

(

fij(āij)(ǉ−z+ij −z−ij )+fij(āij+âij)z+ij +fij(āij−âij)z−ij

)

xj ≤ bi, wutt z+ij +z−ij ≤ ǉ.

(ǋ.Ǌ)
Iy zrqer tz set tte przteptuzy ruyptuzy ωi(x, Γi), ut us yepessnry tz uqeytury tte

ptnyses wutt tte xzst nqverse uxpnpt zy (ǋ.Ǌ). Suype we nre lzzwuys rzr n prztep-
tuzy nsnuyst tte wzrst pnse speynruz, we zyly yeeq tz pzysuqer tte pzsutuve vnrun-
tuzys zr fij(aij), nyq uqeytury ttree qufereyt pnses rzr tte qevuntuzy vnrunoles:

u. J̄i = {j : fij(āij) ≥ xnx
(

fij(āij − âij), fij(āij + âij)
)

} - he pzrrespzyquys
vnrunoles z+ij nyq z−ij nre yzt uypluqeq uy ωi(x, Γi) rzr nyy qevuntuzy rrzx āij
uyprenses tte slnpw zr (ǋ.Ǌ).

uu. J+i = {j : fij(āij + âij) ≥ xnx
(

fij(āij − âij), fij(āij)
)

} - Oyly vnrunole z+ij us
uypluqeq uy ωi(x, Γi) rzr tte uyprense zr aij represeyts tte wzrst-pnse speynruz
rzr (ǋ.Ǌ).

uuu. J−i = {j : fij(āij − âij) ≥ xnx
(

fij(āij), fij(āij + âij)
)

} - Oyly vnrunole z−ij us
uypluqeq uy ωi(x, Γi) rzr tte qeprense zr aij represeyts tte wzrst-pnse speynruz
rzr (ǋ.Ǌ).
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dutt ttus pzysuqerntuzy, nt xzst zye vnrunole zij us yeeqeq rzr enpt pnur (i, j)
nyq we pny qrzp tte superuyqex + zr −, uy zrqer tz suxplury tte yztntuzy. he
wzrst-pnse suoprzolex pny oe wrutey ttey ns:

ωi(x, Γi) = xnx
∑

j∈J+i ∪J−i

һijxjzij (ǋ.ǋ)

s.t.
∑

j∈J+i ∪J−i

zij ≤ Γi

zij ∈ {ǈ, ǉ} ∀j ∈ J+i ∪ J−i

wtere һij = fij(āij + âij) rzr j ∈ J+i nyq һij = fij(āij − âij) rzr j ∈ J−i .

Proposition ǋ.ǋ.ǉ. he robust counterpart of Pf, where coeicient fij(aij) can either
deviate to fij(āij + âij) or fij(āij − âij), can be formulated as the following LP7

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t Γiqi +
∑

j∈J+i ∪J−i

rij ≤ bi ∀i = ǉ, . . . ,m

qi + rij ≥ һijxj ∀i = ǉ, . . . ,m, j ∈ J+i ∪ J−i
q, r, x ≥ ǈ

Proof. he suoprzolex tns tte snxe rzrx ns uy hǉǐ] nyq us equuvnleyt tz uts luyenr
relnxntuzy wutt ǈ ≤ zij ≤ ǉ. he qunl zr ttus luyenr relnxntuzy us

xuy qiΓi +
∑

j∈J+i ∪J−i

rij

s.t qi + rij ≥ һijxj ∀j ∈ J+i ∪ J−i
qi, rij ≥ ǈ

wtere qi nyq rij nre tte qunl vnrunoles nsszpunteq, respeptuvely, wutt tte ouqset pzy-
strnuyt nyq pzystrnuyts zij ≤ ǉ uy (ǋ.ǋ). Replnpuys ωi(x, Γi) oy tte nozve qunl
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przsrnx uy (ǋ.ǉ) rzr enpt i = ǉ, . . . ,m, we set tte rzrxulntuzy zr tte przpzsu-
tuzy.

he nozve przpequre us nole tz tnyqle yzy-luyenr ruyptuzys uy tte pzystrnuyts ur
uypertnuyty us struptureq uy n ouynry wny; ztterwuse ut us zyly ny npprzxuxntuzy zr
uypertnuyty ttnt xny przvuqe n tzz lnrse errzr uy pzxputuys tte wzrst-pnse qevun-
tuzy rzr szxe ruyptuzys f (see yuxerupnl experuxeyts uy septuzy ǋ.Ǎ).

Iy septuzy ǋ.ǌ, we reiye ttus npprzxuxntuzy oy replnpuys tte yzy-luyenr ruyptuzy
f oy n puepewuse luyenr ruyptuzy, nllzwuys pnrnxeters tz vnry n rrnptuzy zr tteur uy-
tervnl tz nptueve ttewzrst-pnse speynruz. de stzw ttnt uy ttus pnse tte suoprzolex
nyq ttus tte rzoust pzuyterpnrt nre stull trnptnole.

ǋ.ǌ PĽĹķĹŌĽňĹ ŀĽłĹĵŇ ĵńńŇŃŎĽŁĵŉĽŃł

henpprznpt preseyteq uy septuzy ǋ.ǋ usyzreq tte stnpe zr yzy-luyenr ruyptuzys fij,
suype tterewere zyly ttree pzssuole zutpzxes rzr enpt uypertnuy pnrnxeter (yzx-
uynl vnlue, xnxuxux uyprense, nyqxnxuxux qeprense). dtule ttus xettzq us yzt
xzre pzxplex ttny ttezrusuynl przpequre oyBertsuxns nyqSux, ut suxpluies ruyp-
tuzys f tz n ouynry npprzxuxntuzy. de yzw przpzse ny nlteryntuve npprzxuxntuzy
ttnt pny oeter represeyt f. az suxplury yztntuzy, we wull pzysuqer uy tte rexnuy-
qer zr ttus septuzy ttnt fij us ny uyprensuys ruyptuzy, tzwever tte przpequre pny oe
exteyqeq tz qeprensuys ruyptuzys.

Bepnuse fij us uyprensuys, we pny pzysuqer zyly pzsutuve qevuntuzys zr tte pnrnx-
eter rzr tte wzrst-pnse uy n pzystrnuyt i. Heype, zyly tte uytervnl [āij, āij + âij] us tz
oe sesxeyteq uytz l puepes, nyqwe use ouynry vnrunoles zkij, k = ǉ, . . . , l, tz uqeytury
uy wtupt sesxeyt tte pzeipueyt fij(aij) wull rnll. Mzre prepusely, zkij = ǉ ur tte true
vnlue zr fij(aij) lues uy zr oeyzyq tte kth sesxeyt zr tte puepe-wuse luyenr npprzxu-
xntuzy. dtule uy tte rzrxer septuzy uypertnuyty wns represeyteq uy n ouynry wny,
ttus npprznpt eynoles tz zotnuy rrnptuzys zr tte uypertnuyty uytervnl ns szlutuzys tz
suoprzolex ωi(x, Γi). de yzte ω̂i(x, Γi) tte suoprzolex npprzxuxnteq ttus wny.
Furtterxzre, suype tte ouynry vnrunoles zkij nre zyly preseyt uy ω̂i(x, Γi), tte rzoust
xzqel wull zyly uyprense tte yuxoer zr pzystrnuyts.
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he qepzxpzsutuzy zr uytervnl [āij, āij + âij] uytz l suo-uytervnls us zr tte rzrx:

l−ǉ
∪

k=ǈ

[

āij +
k
l
âij, āij +

k+ ǉ
l

âij

]

Rewrutuys tte pzystrnuyts zr przolex Pf wutt qevuntuzy vnrunoles tz eysure rensuoul-
uty, we set:

n
∑

j=ǉ

l−ǉ
∑

k=ǉ

fij
(

āij +
k
l
âij
)

xj
(

zkij − zk+ǉ
ij

)

+
n
∑

j=ǉ

fij
(

āij + âij
)

xjzlij ≤ bi

wutt zkij ≤ zk−ǉ
ij rzr k > ǉ

(ǋ.ǌ)

nyq tte npprzxuxnte wzrst-pnse suoprzolex zr tte rzoust pzuyterpnrt zr Pf nssz-
punteq wutt pzystrnuyt i us:

ω̂i(x, Γi) = xnx
n
∑

j=ǉ

l−ǉ
∑

k=ǉ

fij
(

āij +
k
l
âij
)

xj
(

zkij − zk+ǉ
ij

)

+
n
∑

j=ǉ

fij
(

āij + âij
)

xjzlij

s.t
ǉ
l

n
∑

j=ǉ

l
∑

k=ǉ

zkij ≤ Γi (ǋ.Ǎ)

zkij ≤ zk−ǉ
ij ∀j, k > ǉ (ǋ.ǎ)

zkij ∈ {ǈ, ǉ} ∀j, k

Nzte ttnt ur rzr n suvey j, k̄ij us tte lnrsest uyqex k supt ttnt zkij = ǉ, ttey oy (ǋ.ǎ)
we tnve

∑l
k=ǉ z

k
ij = k̄ij. hererzre, uy pzystrnuyt (ǋ.Ǎ) tte vnruntuzy zr pzeipueyt

aij wull pzysuxe exnptly k̄ij/l ouqset uyuts.

Lemma ǋ.ǌ.ǉ. Assume functions fij are non-decreasing, and concave increasing over
[āij, āij + âij]. hen an optimal solution z∗ of subproblem ω̂i(x, Γi) veriies7 for each
j, at most one variable zkijij is ractional (ǉ ≤ kij ≤ l) and zkij ∈ {ǈ, ǉ} ∀ k ̸= kij.
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Moreover, zkij = ǉ for all k < kij, and zkij = ǈ for all k > kij.

Proof. Let us irst suxplury tte yztntuzy oy qrzppuys uyqupes i, j, suype we wzrw zy
ω̂i nyqxust ptepw tte result rzr nixeq uyqex j. Sz,weyzte zk = zkij nyq ck = fij(āij+
k
l âij). Rexnrw ttey ttnt, que tz (ǋ.ǎ), nyy rensuole szlutuzy zr ω̂i(x, Γi) wutt xzre
ttny zye rrnptuzynl vnrunole zk tns tte rzrx z = {ǉ, . . . , ǉ, zk, . . . , zk̄, ǈ, . . . , ǈ}
wutt ǉ > zk′ > zk > ǈ rzr k ≤ k′ < k ≤ k̄. Fzr uyqupes k, k̄, we pny extrnpt tteur
pzytruoutuzy tz tte zoveptuve ruyptuzy uy ωi rrzx

ck−ǉ(zk−ǉ − zk
)

+ ck
(

zk − zk+ǉ)+ ck̄−ǉ(zk̄−ǉ − zk̄
)

+ ck̄
(

zk̄ − zk̄+ǉ)

wterezyly tte terx
(

ck−ck−ǉ
)

zk+
(

ck̄−ck̄−ǉ
)

zk̄ qepeyqszy vnrunoles zk, zk̄. Frzx
pzystrnuyt (ǋ.Ǎ), zk nyq zk̄ tnve equnl pzytruoutuzy tz tte ouqset pzysuxptuzy, sz
zye vnrunole pny uyprense ur tte ztter qeprenses oy tte snxe xnsyutuqe.

hey, rzr nyy zptuxnl szlutuzy z∗ wutt ǉ > zk > zk̄ > ǈ, zptuxnluty ey-
sures ttnt

(

ck − ck−ǉ
)

=
(

ck̄ − ck̄−ǉ
)

. Setuys zk = xuy(zk + zk̄, ǉ) nyq zk̄ =

xnx(ǈ, zk + zk̄ − ǉ) qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue wuttzut vuzlntuys
pzystrnuyts, nyq requpes tte yuxoer zr rrnptuzynl zk oy zye. Repentuys ttus prz-
pess uterntuvely rzr tte yew pnur (k, k̄), tte zotnuyeq szlutuzy rexnuys zptuxnl nyq
tns n suysle rrnptuzynl zk (zr yzye) nt tte eyq.

Proposition ǋ.ǌ.Ǌ. For fij concave increasing over [āij, āij + âij], the linear relaxation
of subproblem ω̂i(x, Γi) has an optimal solution z∗ ∈ {ǈ, ǉ}.

Proof. Frzx lexxn ǋ.ǌ.ǉ, ttere nre nt xzst n rrnptuzynl vnrunoles uy tte zptuxnl
szlutuzyzr tte suoprzolex, zye rrnptuzynl zkijij rzr enpt uyqex j. Suype ttese vnrunoles
zkijij nll pzytruoute equnlly tz tteouqset pzystrnuyt (ǋ.Ǎ) nyqqzyzt uyternpt uy (ǋ.ǎ),

zkijij pny uyprense ur z
kij′
ij′ qeprenses oy tte snxe nxzuyt. hey rzr z∗,

(

ckijij − ckij−ǉ
ij
)

=
(

c
kij′
ij′ −c

kij′−ǉ
ij′

)

. hererzre, setuys zkijij := xuy(zkijij +z
kij′
ij′ , ǉ) nyq z

kij′
ij′ := xnx(ǈ, zkijij +

z
kij′
ij′ − ǉ) qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue, yzr qzes ut vuzlnte pzystrnuyts

(ǋ.Ǎ)-(ǋ.ǎ), out requpes tte yuxoer zr rrnptuzynl vnrunoles oy zye (pzssuoly oy twz
ur zkijij + z

kij′
ij′ = ǉ). Repentuys ttus przpess we eluxuynte zye oy zye nll rrnptuzynl

vnrunoles wuttzut snpruipuys zptuxnluty, nyq set ny uyteser z∗.
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Frzx przpzsutuzy ǋ.ǌ.Ǌ, we pny relnx tte uytesrnluty pzystrnuyts zy zkij nyq suo-
stutute tte pzytuyuzus relnxntuzy zr ω̂i(x, Γi)wutt uts qunl tz przvuqe n luyenr rzoust
pzuyterpnrt rzr przolex Pf.

heorem ǋ.ǌ.ǋ. he robust counterpart of problem Pf, when non-linear function f is
approximated by a piece-wise linear function with l pieces, is

xnx
n
∑

j=ǉ

cjxj

s.t Γiqi +
n
∑

j=ǉ

rǉij ≤ bi i = ǉ, . . . ,m

qi + rkij − rk+ǉ
ij ≥

(

fij
(

āij +
k
l
âij
)

− fij
(

āij +
k− ǉ
l

âij
)

)

xj ∀i, j, k

rl+ǉ = ǈ; q, r, x ≥ ǈ

Proof. de use przpzsutuzy ǋ.ǌ.Ǌ uy zrqer tz suostutute suoprzolex ω̂i(x, Γi) wutt
uts luyenr relnxntuzy. Nztuys ckij = fij(āij + k

l âij), oy qunluzntuzy we set

xnx
n
∑

j=ǉ

l
∑

k=ǉ

ckijxj
(

zkij − zk+ǉ
ij

)

= xuy Γiqi +
n
∑

j=ǉ

rǉij

s.t
n
∑

j=ǉ

l
∑

k=ǉ

zkij ≤ Γi s.t. qi + rkij − rk+ǉ
ij ≥

(

ckij − ck−ǉ
ij

)

xj ∀j, k

ǈ ≤ zlij ≤ zl−ǉ
ij ≤ . . . ≤ zǉij ≤ ǉ ∀j qi, rkij ≥ ǈ ∀j, k

wtere zl+ǉ
ij = ǈ, cǈij = fij(āij), qi us tte qunl vnrunole nsszpunteq tz tte uypertnuyty

ouqset, rkij us tte qunl vnrunole nsszpunteq wutt tte pzysuxptuzy zr tte kth sesxeyt
zr tte uypertnuyty uytervnl rzr j. By strzys qunluty, we pny suostutute suoprzolex
ω̂i(x, Γi)wutt tte nozve qunl przsrnx tz zotnuy tte rzoust pzuyterpnrt.

Iy septuzy ǋ.Ǎ we pnrry zut yuxerupnl experuxeyts tz test tte nozve npprznpt
rzr rzoust przolexs wutt yzy-luyenr ruyptuzys f zr vnruzus types.
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ǋ.Ǎ NŊŁĹŇĽķĵŀ EŎńĹŇĽŁĹłŉň

Iy ttus septuzy we preseyt experuxeyts pzyqupteq tz test tte perrzrxnype zr tte
rzoustxzqels uy septuzys ǋ nyqǌ. All testswereperrzrxeqwutt pzxxerpunl szlver
CPLEe ǉǊ.ǈ. Fzr testuys tte puepe-wuse luyenr npprzxuxntuzy zr yzy-luyenr ruyp-
tuzys f, weuseoeyptxnrwzr trnysrzrxeq uystnypes zr tteGeyernluzeqAssusyxeyt
Przolex (GAP) nyq tte Kynpsnpw Przolex (KP). de set n yuxoer l = ǉǈ zr
puepes rzr tte puepewuse luyenr ruyptuzy. Preluxuynry tests stzw ttnt ttus pnrnxe-
ter l us yzt prutupnl (tte rzoust suoprzolex oeuys ny LP), nyq pzxputntuzy tuxes
nre pzxpnrnoleoetweey tteouynry npprzxuxntuzy nyq tte l-puepes npprzxuxntuzy.

Fzr enpt przolex nyq enpt uystnype we perrzrx ǉǈǈ ruys nyq rzr enpt ruy
t = ǉ, . . . , ǉǈǈ, we seyernte rnyqzx vnlues zr pzeipueyts aij qeyzteq oy atij (atj rzr
KP ttnt tns n suysle pzystrnuyt), ttnt respept tte uypertnuyty set nyq tte Γ-ouqsets
zr vnryuys pzeipueyts (u.e. tte tztnl qevuntuzy zr pzeipueyts us equnl tz tte prztep-
tuzy level Γ). Fzr enpt ruy t, we pzxpnre tte szlutuzy Rpw zr tte puepewuse-luyenr
npprzxuxntuzy zr tte rzoustxzqel tz tte szlutuzy Rb zr tte ouynry npprzxuxntuzy
nyq tte yzxuynl szlutuzy, qeyzteq oy N. Fzr pzxpnruys tte rzoust nyq yzxuynl
szlutuzys, we use twz xensures zr uyrensuouluty nyq zye xensure zr szlutuzy qunl-
uty:

• %I : tte perpeytnse zr tte ǉǈǈ ruys wtere tte szlutuzy us uyrensuole,

• % vuzl : tte nvernse zver ruys t = ǉ, . . . , ǉǈǈ zr tte xnxuxux pzystrnuyt
vuzlntuzy violt(x) (uy %) zr szlutuzy x zy uystnype t, wtere

violt(x) = xnx
i







(

bi −
∑n

j=ǉ a
t
ijxj
)+

bi







• Δv : tte nvernse lzss zr zoveptuve vnlue (uy %) zr tte szlutuzy vs tte true
zptuxux zr tte ruy, zver tte restrupteq suoset zr ruys t wtere tte szlutuzy
us rensuole.
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Nzte ttnt tte puepewuse luyenr npprzxuxntuzy zr ruyptuzys f uy tte rzoust xzqel
xny przvuqe n szlutuzy Rpw ttnt us uyrensuole rzr szxe qntn vnruntuzys uy tte uyper-
tnuyty set, oepnuse zr tte suostututuzy zr tte zrusuynl ruyptuzy oy nyztter. hus us
n xnvzr stnwe zr tte yuxerupnl experuxeyts tz see expurupnlly wtetter rensuouluty,
wtupt us suppzseq tzoesunrnyteeqoy tte Γ-rzoustyess npprznpt, usxnuytnuyeqzr
yzt wutt tte npprzxuxntuzy zr f. he nux zr pzxpnruys Rpw nyq Rb us tz ptepw ttnt
tte lustter ouynry npprzxuxntuzy qzes yzt zutperrzrx ttexzre reiyeqpuepewuse-
luyenr npprzxuxntuzy zy oztt rensuouluty nyq szlutuzy qunluty.

de irst testeq uystnypes zr tte Geyernluzeq Assusyxeyt Przolex (GAP), pzy-
suqeruys ttnt uypertnuyty zppurs uy reszurpe pzysuxptuzy qntn. heGAP us tz iyq
nxuyuxux-pzst nssusyxeyt zr n vzos uyqexeq oy j = ǉ, . . . , n tzmxnptuyes wutt
luxuteq pnpnputues, uyqexeq oy i = ǉ, . . . ,m. he nssusyxeyt pzst zr nssusyuys vzo j
tzxnptuye i us qeyzteq oy cij, tte yuxoer zr reszurpe uyuts zrxnptuye i pzysuxeq
oy vzo j, ur nssusyeq tz ttus xnptuye, us aij, nyq bi us tte yuxoer zr reszurpe uyuts
nvnulnole zy xnptuye i. he plnssupnl MIP rzrxulntuzy rzr tte GAP us:

xnx
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cijxij

s.t
n
∑

j=ǉ

aijxij ≤ bi i = ǉ, . . . ,m

n
∑

i=ǉ

xij = ǉ j = ǉ, . . . , n

xij ∈ {ǈ, ǉ}

Fzllzwuys n pzxxzyprnptupe uy tteGAP luternture onseq zy tte oeyptxnrw uy-
stnypes zr hǊǎ], we seyernte type A uystnypes wutt nssusyxeyt pzsts cij=b(ǉǍ,ǊǍ)
(wtere b(n,o) xenys tte byurzrx qustruoutuzy oetweey n nyq o), reszurpe pzy-
suxptuzys aij=b(Ǎ,ǊǍ), nyqxnptuye pnpnputues bi=

∑

j ǈ.ǐaij/x. Furtterxzre, we
nlsz pzysuqer uystnypes B nyq C, wutt aij=b(ǉǈ,ǊǍ) nyq b(ǉǍ,ǊǍ), respeptuvely.
de lzzw nt ttree przolex suzes: Sxnll (y=ǉǍ, x=Ǎ), Mequux (y=ǎǈ, x=Ǎ), nyq
Lnrse (y=ǎǈ,x=ǉǈ),wtupt nlszqufer uy tte nvernsexnptuye lznq(wutt tteMequux
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uystnypes oeuys tte ousuest).
de test twz yzy-luyenr stnpes rzr ruyptuzys fij: n squnre rzzt nyq ny uyverse

qunqrntup ruyptuzy, wtupt nreoztt pzypnve uyprensuys. Suype tte results nre pzysus-
teyt rzr oztt wuyqs zr ruyptuzys, we let tte stuqy zr tte uyverse qunqrntup ruyptuzy
uy tteAppeyqux. Fzr tte squnre rzzt ruyptuzy,we tzzw fij(aij) = āij+

√

âij(aij − āij)
rzr aij ∈ [āij, āij + âij] (tte results qz yzt qepeyq zy tte stnpe zr tte ruyptuzy rzr
aij < āij, we suxply yeeq tz nssuxe ut us nlsz yzy-qeprensuys zy ttnt suqe zr tte uy-
pertnuyty uytervnl). dutt ttus pnrnxetruzntuzy zr tte squnre rzzt ruyptuzy, oztt aij
nyq fij(aij) vnry uy [āij, āij+ âij], nyq tte pzeipueyt vnrues ns āij+

√zijâij rzr pzsutuve
qevuntuzys zij = (aij − āij)/âij.

Fuynlly, we test ttree uypertnuyty przteptuzy levels Γ. he results nre qespruoeq
uy anole ǋ.Ǎ.ǉ, wtere suxulnteq reszurpe pzysuxptuzys atij were seyernteq uy tte
uypertnuyty set, rzr enpt ruy t, ns explnuyeq uy tte oesuyyuys zr ttus septuzy.

Iy anole ǋ.Ǎ.ǉ, we pny see ttnt tte Rpw rzoust szlutuzy lnrsely zutperrzrxs tte
yzxuynl szlutuzy (N), wtupt us very ztey uyrensuole. Mzrezver, tte puepewuse
luyenr npprzxuxntuzy zr yzy-luyenr uxpnpt yever snpruipes rensuouluty, wtupt us ey-
sureq rzr ǉǈǈ% zr tte Ǒ×ǋ×T = ǊǏǈǈ uystnypes. he nvernse lzss zr vnlue zr tte
rzoust szlutuzy vs tte true zptuxux zr tte ruy us renszynoly lzw (ny zrqer zr Ǎ %
uy nvernse, wutt n rnyse rrzx ǉ % tz ǉǈ % rzr tte Sxnll B-type uystnypes). dtey
pzxpnruys tz tte Rb szlutuzy, ut turys zut ttnt tte ouynry npprzxuxntuzy przvuqes
uyrensuole szlutuzys zyly rzr n lzw przpzrtuzy zr uystnypes (up tz ǉǈ % zr uyrensu-
ouluty rzr Sxnll B-type uystnypes nyq Γ = ǉ). Rb rexnuys rensuole rzr xzre ttny
ǑǑ% zr nll uystnypes, wutt n oeter nvernse zoveptuve vnlue (tuster Δv) uy ttnt pnse,
wtupt wns expepteq suype Rb us less przteptuve. de pzulq sny ttey ttnt tte prupe tz
pny tz eysure n ǉǈǈ % rensuouluty rzr Rpw us tust pzxpnreq tz Rb uy ttnt pnse.

Hzwever, we wull see uy tte sequel ttnt ttus “prupe tz pny rzr ǉǈǈ% rensuouluty”
pzxpnreq tz tte ouynry npprzxuxntuzy qepeyqs zy tte przolex strupture. hus
prupe wns pnrtupulnrly tust rzr tte nozve GAP uystnypes rzr tte rzllzwuys renszy
luyweq tz tte “spnrsuty” zr tte przolex ttnt qulutes tte uxpnpt zr yzy-luyenr vnrun-
tuzys. Iyqeeq, quspntptuys tte vzos nxzys n lnrse yuxoerm zr xnptuyes xenys n
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Table 3.5.1: Comparison of performance measures for the GAP
for square root functions f

%I %vuzl Δv
Γ Rpw Rb N Rpw Rb N Rpw R∗

b N
ǉ - - ǐǐ - - ǋ ǈ.ǐ ǈ.ǐ ǈ.ǈ

A Ǌ - - Ǒǋ - - ǌ.ǉ ǌ.Ǐ Ǌ.Ǌ ǈ.ǈ
ǋ - - ǉǈǈ - - ǌ.ǐ ǌ.ǌ ǌ.ǌ -
ǉ - ǉǈ ǍǏ - ǉ.ǉ ǋ.ǉ Ǐ.ǎ Ǌ.ǉ ǈ

S B Ǌ - - ǐǑ - - ǋ.Ǒ ǉǈ ǉǈ ǈ
ǋ - - ǑǏ - - ǌ.ǐ ǉǈ ǉǈ.Ǐ
ǉ - ǉ ǋǎ - ǉ.Ǎ Ǌ.Ǎ ǌ.Ǐ ǌ.ǋ ǈ.ǉ

C Ǌ - - Ǎǐ - - ǋ.ǎ ǌ.ǐ ǌ.ǐ ǈ.Ǌ
ǋ - - ǐǈ - - ǋ.ǐ ǌ.ǉ ǌ.ǉ ǈ.ǉ
ǉ - - ǎǈ - - ǉ.ǈ ǈ.ǌ ǈ.ǋ -

A Ǌ - - ǐǈ - - ǉ.Ǌ ǈ.Ǒ ǈ.ǉ -
ǋ - - ǐǍ - - ǉ.ǎ ǉ.Ǌ ǈ.Ǒ ǈ.ǉ
ǉ - ǎ ǑǍ - ǈ.Ǌ ǉ.ǈ ǌ.Ǌ ǉ.ǌ ǈ.ǈ

M B Ǌ - - ǉǈǈ - - ǉ.ǋ Ǎ.Ǒ Ǌ.Ǌ -
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǈ ǎ.Ǒ ǋ.ǐ -
ǉ - Ǌ Ǒǈ - ǈ.ǉ ǉ.ǈ ǌ.ǌ ǉ.Ǒ ǈ.ǉ

C Ǌ - - ǑǍ - - ǉ.Ǌ ǎ.Ǌ ǋ.ǈ ǈ.ǉ
ǋ - - ǉǈǈ - - ǉ.ǐ Ǐ.ǈ ǋ.Ǒ -
ǉ - - Ǐǋ - - ǉ.ǐ ǈ.Ǒ ǈ.ǎ ǈ.ǋ

A Ǌ - - Ǒǈ - - ǉ.Ǒ ǉ.ǉ ǈ.ǐ ǈ.ǌ
ǋ - - Ǒǐ - - ǉ.Ǒ ǉ.ǌ ǉ.ǋ ǈ.Ǎ
ǉ - - ǐǈ - - ǉ.Ǎ Ǌ.Ǐ ǉ.ǌ ǈ.ǉ

L B Ǌ - - Ǒǐ - - ǉ.ǐ ǋ.ǐ Ǌ.Ǌ ǈ.ǈ
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǋ Ǎ.ǋ ǋ.Ǌ -
ǉ - ǋ Ǒǈ - ǈ.ǌ ǉ.ǌ ǎ.Ǐ ǋ.ǎ ǈ.ǉ

C Ǌ - - ǑǍ - - ǉ.Ǒ ǐ.Ǒ Ǎ.Ǐ ǈ.ǉ
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǋ Ǒ.Ǐ ǐ.Ǒ -

∗: pzxputeq zver tte suoset zr ruys wtere Rb us rensuole.
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lzw nvernse yuxoer zr vzos nssusyeq tz n xnptuye, nyq xnyy vnrunoles xij equnl tz
zerz rzr n suvey rzw i uy tte zptuxnl szlutuzy. hererzre, tte suxulnteq vnruntuzys
uy tte uypertnuyty set nre luwely tz tut pzeipueyts aij wutt xij = ǈ nt zptuxnluty,
teype wutt yz uxpnpt. hus rnvzrs rensuouluty rzr Rb wtupt, oeuys less pzystrnuyeq,
przvuqes n oeter vnlue wtey tte szlutuzy us rensuole.

Ayztter rexnrw rrzxanole ǋ.Ǎ.ǉ us ttnt wtey tte przteptuzy level us plzse tz tte
nvernse yuxoer zr vzos per xnptuye, u.e., Γ = n/m, Rpw nyq Rb oetnve tte snxe
wny. Fzr exnxple, rzr Sxnll GAP uystnypes wutt (n,m) = (ǉǍ, Ǎ) nyq nvernse
xnptuye lznq n/m = ǋ, setuys Γ = ǋ nptueves nlxzst rull przteptuzy rzr oztt
rzoust xzqels oepnuse tte wzrst-pnse tz oe prztepteq rrzx wull oe zotnuyeq oy
ny uyteser vnruntuzy zr ǋ pzeipueyts aij tz tteur extrexe vnlue (nssuxuys tte lznq
us exnptly ǋ vzos uy ttnt rzw/xnptuye). hey, ns pzeipueyts wull vnry zyly tz tte
ozuyqs zr tteur vnruntuzy uytervnl, xzqelluys yzy-luyenruty qzes yzt telp nyq Rb

pzyverses tz Rpw uy ttnt pnse ns zoserveq uy tte tnole.
deyzwtest nyztter “less spnrse”przolexstrupture, ynxely tteKynpsnpwPrzo-

lex (KP), wtere tte perpeytnse zr yzy-zerz vnrunoles uy tte zptuxnl szlutuzy us
xupt tuster. de stnll see ttnt ttus pzyqupts tz very qufereyt results, rnvzruys
xzre lnrsely tte puepewuse-luyenr npprzxuxntuzy xzqel Rpw. az qz sz, we weep
tte GAP uystnypes A,B,C nyq n = ǉǍ out wutt n suysle xnptuye (m = ǉ). Here,
tnvuys Γ = ǋ uxplues n przteptuzy nsnuyst n vnruntuzy zr Ǌǈ % zr tte pzeipueyts
wtupt renlly tns ny uxpnpt. A rull suxxnry zr tte results us stzwy uy anole ǋ.Ǎ.Ǌ.

Furst, we pny see nsnuy ttnt Rpw przvuqes n xzre pzyservntuve szlutuzy ttny Rb,
ns evuqeypeq oy tte lnrser lzss zr vnlue, out uyrensuouluty us yzwxupt lnrser rzr tte
ouynry npprzxuxntuzy Rb. Sepzyq, we see nxnrweq qufereype oetweey tte type-A
uystnypes nyq types B nyq C.dtule tte ensuer uystnypes A stzw yz uyrensuole ruys
rzrRb, ttese nrexuptxzre pzxxzy uy tte tnrqer zyes, renptuys ǌǍ% uy ttewzrst
pnse.

denynlyze ttus qufereype ns rzllzws: nlttzust tteouynry-npprzxuxntuzyxzqel
prztepts tte szlutuzy nsnuyst n luyenr vnruntuzy, ut us przteptuys rrzx vnruntuzys zy
tte lnrsest pzeipueyts uy tte szlutuzy; zy tte ztter tnyq, tte rnyqzxynture zr zur
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Table 3.5.2: Comparison of performance measures for KP,
for square root functions f

%I %vuzl Δv
Γ Rpw Rb N Rpw Rb N Rpw R∗

b N
ǉ - - ǐǎ - - ǉ.ǉ ǉ.ǉ ǈ.ǋ -

A Ǌ - - ǉǈǈ - - Ǌ.Ǎ Ǌ.ǎ ǉ.ǌ -
ǋ - - ǉǈǈ - - ǌ.Ǎ Ǌ ǈ.ǐ -
ǉ - ǋǐ ǏǍ - ǈ.ǌ ǉ Ǌ.Ǐ ǈ.ǉ -

B Ǌ - ǉǋ ǉǈǈ - ǈ.ǌ Ǌ.Ǎ ǌ.ǌ ǈ.ǎ -
ǋ - ǉǍ ǉǈǈ - ǈ.Ǎ ǌ.ǉ ǌ.Ǎ ǈ.ǎ -
ǉ - ǌǍ ǑǑ - ǈ.ǋ Ǌ ǌ.Ǒ ǈ.ǎ -

C Ǌ - ǋǎ ǉǈǈ - ǈ.ǎ ǋ.Ǎ ǋ.Ǎ ǈ.ǐ -
ǋ - ǌ ǉǈǈ - ǈ.ǌ Ǎ.Ǎ Ǌ.ǎ ǈ.Ǒ -

∗: pzxputeq zver tte suoset zr ruys wtere Rb us rensuole.

experuxeyts qustruoutes tte vnruntuzys nxzys nll pzeipueyts. hey tte luyenr prz-
teptuzy zy tte lnrsest elexeyts us eyzust tz zfset tte uypertnuyty wtey tte lnrsest
pzeipueyts nre uyqeeq susyuipnytly larger ttny tte nvernse, ns uy A uystnypes. Oy
tte B nyq C uystnypes, suype nll pzeipueyts nre xzre plzsely qustruouteq, tte yzy-
luyenr vnruntuzys (evey quvuqeq nxzys nll pzeipueyts) nre nole tz zverpzxe tte
luyenr przteptuzy zy tte lnrsest elexeyts.

As n rexuyqer, tte (suxulnr) results rzr tte ztter uyverse-qunqrntup ruyptuzy f pny
oe rzuyq uy tte Appeyqux.

ǋ.ǎ CŃłķŀŊňĽŃł

de exteyqeq tte plnssupnl Γ-rzoustyess npprznpt tz zptuxuzntuzy przolexs wtere
uypertnuyty uyqupes vnruntuzys zy pertnuy qntn, wutt yzy-luyenr uxpnpt zy tte pz-
eipueyts zr tte pzystrnuyts. de stzweq ttnt uy ttnt pnse, npprzxuxntuys tte yzy-
luyenr ruyptuzy oy n puepewuse-luyenr ruyptuzy przvuqes n rzoust pzuyterpnrt zr tte
przolex ttnt rexnuys nLuyenr Przsrnx, teype trnptnole. azzur zpuyuzy, tte result
us yzt truvunl ns tte qepzxpzsutuzy zr tte yzy-luyenr ruyptuzy uytz puepes uyqupes
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n qusprete strupture ttnt uy seyernl pnyyzt oe systexntupnlly qunluzeq rzr tte suo-
przolex zr iyquys tte wzrst-pnse vnruntuzy uy n pzystrnuyt,. de testeq tte per-
rzrxnype zr ttus rzoust xzqel nyq n suxpler ouynry npprzxuxntuzy rzr vnruzus
yzy-luyenr ruyptuzys nyq twz plnssupnl zptuxuzntuzy przolexs (Geyernluzeq As-
susyxeyt nyq Kynpsnpw). he results stzw ttnt tte relntuve perrzrxnype zr tte
rzoust szlutuzy qepeyqs zy tte przolex strupture, uy pnrtupulnr tte relntuve spnr-
suty zr qeysuty zr tte pzystrnuyt xntrux. hey nlsz evuqeypeq ttnt zy tte ǊǏǈǈ uy-
stnypes testeq rzr enpt przolex, tte puepewuse-luyenr npprzxuxntuzy zr tte yzy-
luyenr ruyptuzy wept eysuruys rensuouluty zr tte rzoust szlutuzy zver qntn vnruntuzys,
wtupt expurupnlly vnluqntes tte npprznpt.

ǋ.A NŊŁĹŇĽķĵŀ ŇĹňŊŀŉň ĺŃŇ ĽłŋĹŇňĹ-ŅŊĵĸŇĵŉĽķ ĺŊłķŉĽŃłň

Asxeytuzyeqoerzre, tte results rzr ny uyverse-qunqrntup ruyptuzy foeuys very sux-
ulnr tz ttzse zr tte squnre-rzzt ruyptuzys, ttey nppenr uy tte Appeyqux nyq suxulnr
pzxxeyts ns ttzse zr septuzy ǋ.Ǎ npply tz tnoles ǋ.A.Ǌ nyq ǋ.A.ǉ. Fzr tte uyverse-
qunqrntup ruyptuzy, we testeq pzeipueyts āij + (ǉ− (zij − ǉ)Ǌ)âij wtupt nlsz vnry
uy [āij, āij + âij] rzr pzsutuve qevuntuzys zij ∈ [ǈ, ǉ]. hus setuys us equuvnleyt tz
fij(aij) = āij + (ǉ − (

aij−āij
âij

− ǉ)Ǌ).
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Table 3.A.1: Comparison of performance measures for the GAP,
for inverse-quadratic functions f

%I %vuzl Δv
Γ Rpw Rb N Rpw Rb N Rpw R∗

b N
ǉ - - ǐǊ - - ǋ.ǉ ǈ.Ǒ ǈ.Ǒ ǈ

A Ǌ - - ǑǊ - - ǌ ǌ.Ǐ Ǌ.Ǌ ǈ
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǎ.ǋ ǎ.ǉ ǌ.Ǎ -
ǉ - ǎ Ǎǋ - ǉ.Ǎ ǋ.ǉ Ǐ.Ǐ Ǌ.ǉ ǈ

S B Ǌ - - ǐǐ - - ǌ.ǉ ǉǈ.ǉ ǉǈ.ǉ ǈ
ǋ - - ǑǍ - - Ǎ.ǋ ǉǈ.ǉ ǉǈ.ǐ ǈ.ǉ
ǉ - ǉ ǋǍ - ǉ.ǋ Ǌ.Ǎ ǌ.Ǒ ǌ.Ǎ ǈ.ǉ

C Ǌ - - ǍǏ - - ǋ.ǎ ǌ.ǐ ǌ.ǐ ǈ.Ǌ
ǋ - - ǐǋ - - ǋ.ǎ ǌ.ǉ ǌ.ǉ ǈ.ǉ
ǉ - ǉ ǍǏ - ǈ ǉ ǈ.ǎ ǈ.ǋ ǈ

A Ǌ - - ǐǈ - - ǉ.ǉ ǈ.Ǒ ǈ.ǉ -
ǋ - - ǐǍ - - ǉ.Ǎ ǈ.ǐ ǈ.Ǒ ǈ.ǉ
ǉ - ǉ ǎǎ - ǈ.ǌ ǈ.ǎ ǉ.ǌ ǉ ǈ.Ǌ

M B Ǌ - - Ǒǎ - - ǈ.ǐ Ǌ.ǋ ǉ.ǋ ǈ.Ǌ
ǋ - - ǉǈǈ - - ǉ.Ǌ ǋ.Ǎ Ǌ.Ǎ -
ǉ - ǌ ǐǏ - ǈ.ǉ ǉ Ǌ.ǐ ǉ.Ǒ ǈ

C Ǌ - - ǑǍ - - ǉ.Ǌ ǌ.Ǐ ǋ ǈ.ǉ
ǋ - - ǉǈǈ - - ǉ.ǐ ǎ.Ǐ ǋ.Ǒ -
ǉ - - ǎǑ - - Ǌ ǈ.Ǒ ǈ.ǎ ǈ.ǌ

A Ǌ - - ǐǎ - - Ǌ.ǉ ǉ.Ǌ ǈ.ǐ ǈ.ǋ
ǋ - - Ǒǐ - - ǉ.Ǒ ǉ.Ǎ ǉ.ǋ ǈ.Ǌ
ǉ - - ǏǑ - - ǉ.Ǎ ǉ.Ǐ ǉ.ǌ ǈ.ǉ

L B Ǌ - - Ǒǎ - - ǉ.Ǒ ǌ.ǉ Ǌ.ǉ ǈ.Ǌ
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǋ ǎ.ǋ ǋ.Ǌ -
ǉ - ǋ ǐǐ - ǈ.ǎ ǉ.Ǎ Ǎ.ǋ ǋ.Ǐ ǈ.ǉ

C Ǌ - ǉ Ǒǌ - ǈ.ǎ Ǌ ǐ.ǐ Ǎ.ǐ -
ǋ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǌ ǉǉ.Ǒ ǐ.Ǌ -

∗: pzxputeq zver tte suoset zr ruys wtere Rb us rensuole.
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Table 3.A.2: Comparison of performance measures for KP,
for inverse quadratic functions f

%I %vuzl Δv
Γ Rpw Rb N Rpw Rb N Rpw R∗

b N
ǉ - - ǐǍ - - ǉ.ǈ ǉ.Ǌ ǈ.ǌ -

A Ǌ - - ǉǈǈ - - Ǌ.ǌ ǉ.ǌ ǉ.ǌ -
ǋ - ǉ ǉǈǈ - ǈ.ǉ ǌ.Ǎ Ǌ.ǈ ǈ.ǐ -
ǉ - ǋǋ Ǐǉ - ǈ.ǌ ǉ.ǈ ǉ.Ǎ ǈ.ǉ -

B Ǌ - ǉǉ Ǒǐ - ǈ.ǌ Ǌ.ǌ ǉ.ǎ ǈ.ǎ -
ǋ - ǉǊ ǉǈǈ - ǈ.Ǎ ǌ.ǈ Ǎ.ǈ ǈ.ǎ -
ǉ - ǋǐ ǑǑ - ǈ.ǋ ǉ.Ǒ Ǌ.Ǌ ǈ.ǎ -

C Ǌ - ǋǐ ǉǈǈ - ǈ.Ǎ ǋ.ǌ ǋ.ǋ ǈ.Ǒ -
ǋ - ǋ ǉǈǈ - ǈ.ǋ Ǎ.ǌ Ǌ.Ǌ ǉ.ǈ -

∗: pzxputeq zver tte suoset zr ruys wtere BS us rensuole.
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4
Robut location of new housing

developments using a choicemodel

ǌ.ǉ IłŉŇŃĸŊķŉĽŃł

Hzusuys supply us n pzxplex przolexnrusuys uyxultuple nyqquverse pzytexts. Dru-
nyt hǊǐ], Guloert hǋǑ], nyq Snyqzvnl hǎǎ] nll przvuqe exnxples zr qufereyt przo-
lexntup sutuntuzys relnteq tz tzusuys supply. Iy Frnype, tzusuys supply us ny ux-
pzrtnyt ussue wutt n stzrtrnll zr ǐǈǈ,ǈǈǈ tz ǉ xulluzy qwelluyss uy ǊǈǉǊ nppzrquys
tzDrunyt. dtule tzusuys pzlupuesxnuyly pzysust uy ouulquys yewtzusuys, hǊǐ] nq-
qresses tte exusteype zr n xusxntpt oetweey qexnyq nyq zfer. he xzre repeyt
stuqyzr hǎǌ] pzyirxs rzr Frnype n pzystnyt qeprense uy tteyuxoer zr pzxxeype-
xeyts zr yew tzusuys uyuts, wutt n ”srnqunl out sustnuyeq lzys-terx qzwywnrq
treyq” (FreyptNntuzynl Iystutute zr Stntustup nyq Epzyzxup Stuques (INSEE) qntn
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ǊǈǉǍ).
At tte snxe tuxe, uyvestxeyts uy yew resuqeytunl ouulquyss tnve oeey uyprensuys.

az pute ny exnxple, uy tte b.S., tte vnlue zr resuqeytunl pzystruptuzy oy tte pruvnte
septzr nlzye tns uyprenseq rrzx $Ǌǈǐ B uy ǉǑǑǋ tz $ǋǋǎ B uy Ǌǈǉǋ nppzrquys tz
uyrzrxntuzy rrzx tte byuteq Stntes Ceysus Burenu hǏǈ]. Iy Frnype, INSEE nyq
Eurzstnt, tte stntustupnl zipe zr tte Eurzpeny byuzy, pnuyt n suxulnr pupture: n
szxewtnt stnole yuxoer zr yew qwelluyss nyq pzystnytly uyprensuys pzystruptuzy
pzsts.

Fnuluys efzrts nt szlvuys ttus przolex see n przlurerntuzy zr uynqequnte tzusuys
eypzurnseq oy tte rusuys prupes nyq tte szpunl pzlupues wtupt exnperonte tte zrus-
uynl ussue, przxptuys tte yeeq rzr n oeter szlutuzy ns tz wtnt type zr nyq wtere
tz ouulq yew tzusuys uyuts hǊǐ]. he ussue zr ptzzsuys lzpntuzys rzr yew tzusuys
qevelzpxeyts uy n yetwzrw zr pzssuole sutes pny oe seey ns n xzre seyernl rnpul-
uty lzpntuzy przolex. he nllzpntuzy zr pustzxers tz tte selepteq lzpntuzys nyq
tte rules szveryuys snuq nllzpntuzy plny n ruyqnxeytnl rzle uy tte szlutuzy zr tte
przolex.

Czytrnry tz tte supply ptnuy septzr wtere tte qepusuzy-xnwer pny nssusy sup-
ply sutes tz pustzxers wtz nre seyernlly uyqufereyt tz tte szurpuys, uy tzusuys qe-
velzpxeyt tte pustzxers nptunlly ptzzse ttexselves tteur lzpntuzy tz ouy n lnt,
wtupt ynturnlly pzyqupts tz use n ptzupe xzqel onseq zy pzysuxers’ utulutues nyq
wulluysyess tz ouy (see tte rerereype pnper zr Gunqnsyu nyq Lutle hǌǌ] rzr tte
Multuyzxunl Lzsut (MNL) ptzupe xzqel, rzllzwuys tte sexuynl wzrw zr MpFnq-
qey hǍǋ].

Ctzupe xzqels tnve nlrenqy oeey useq uy tte pzytext zr tzusuys supply, out
yzt uy ny zptuxuzntuzy rrnxewzrw tz zur wyzwleqse. Buleyt nyq Keyyett hǊǊ]
nyq Pnslunrn et nl. hǍǐ] przpzse tte use zr spzruysxettzqs tz nqqress tte qepusuzy
zr ouyers uy tte tzusuys pzytext. Pnslunrn et nl. hǍǐ] use n Stnteq Prerereypexzqel
tz estuxnte tte wulluysyess tz pny zr n spepuip ouyer rzr enpt nlteryntuve nvnulnole,
wtupt us ttey useq tz estuxnte tte przonouluty zr ptzzsuys n tzusuys uyut. Suxu-
lnrly, Buleyt nyq Keyyett hǊǊ] przpzse n qusprete ptzupe xzqel tz pzxpute ttus
przonouluty. Aqqutuzynlly, qe Pnlxn et nl. hǍǑ] qevelzp n xzqel rzr resuqeytunl lz-
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pntuzy ptzupe wtere pnpnputy pzystrnuyts nre pzysuqereq. hus ptnpter preseyts tte
irst npprznpt uy tte yewtzusuys septzr pzxouyuys n ptzupexzqel rzr pzysuxers’
oetnvuzr nyq ny zptuxuzntuzy xzqel rzr tzusuys uyuts seleptuzy.

dteyqenluyswuttzptuxuzntuzynyqespepunlly rnpuluty lzpntuzy,Hnnse nyqMüller
hǌǏ] tnve testeq qufereyt luyenruzntuzys zr ttexultuyzxunl lzsutxzqel (MNL) rzr
tte przolex zr seleptuys n suoset zr r sutes xnxuxuzuys pzvernse, u.e. tte pnrt zr tte
qexnyq ttnt qzes yzt sz tz pzxpetutzrs (tte uyutunl przolex wns qeiyeq uy Be-
yntu nyq Hnysey hǉǈ]). hey rzuyq tte rzrxulntuzy zr Arzs-cern et nl. hǏ], wtupt
exteyqs tte suxple rzrxulntuzy zr hǌǎ], tz nptueve tte oest perrzrxnype. Lnter,
uy Müller nyq Hnnse hǍǎ] ttey exteyq ttus xzqel tz uypluqe pustzxer sesxeytn-
tuzy uy tte retnul uyqustry. hey useq sesxeytntuzy tz requpe tte prequptuve ouns zr
tte MNL. Iy hǌǎ], n luyenruzntuzy zr tte Iyqepeyqeype zr Irrelevnyt Alteryntuves
(IIA) przperty zr ptzupexzqels wns nlsz przpzseq rzr tte pnse zr ouynry vnrunoles
nsszpunteq wutt zpeyuys n sute zr yzt.

dtey pzsutuzyuys ttus ptnpter pzxpnreq tz tte wzrw zr Hnnse nyq Muller, oe-
yzyq zur spepuip yew tzusuys pzytext we pny qustuysuust twz xnuy rentures:

(u) heur wzrw qenls wutt xnxuxuzuys tte tztnl qexnyq pzvereq, wtere pnrt
zr tte qexnyq pny lzw tz pzxpetutzrs. Iy zur wzrw nll qexnyqs lzw tz
tte set zr sutes zr tte yew tzusuyss qevelzper ns we pzysuqer well-uqeytuieq
pustzxers eysnseq uy n przsrnx, out tz nvzuq qrzp-zuts we xnxuxuze tte
nvernse sntusrnptuzy zr pzteytunl ouyers.

(uu) de uytrzqupe n rzoustyess npprznpt wtere uypertnuyty lues zy pustzxers’
qexnyqs nyq prerereypes. Due tz (u), tte rzoust xzqel tns tte pnrtupulnr-
uty ttnt tte qexnyq pnrnxeters suovept tz uypertnuyty nppenr oztt uy tte
pzystrnuyts nyq tte zoveptuve ruyptuzy.

Alttzust yzt struptly zy tzusuys, Aysulelln et nl hǎ] nqqress tte przolex zr qe-
velzpuys sutes nxzys pzteytunl lzpntuzys, usuys n Nzy Aqqutuve Rzoust Orquynl
Resressuzy npprznpt wutt n Ctzquet uytesrnl prerereype xzqel. dtule tte nu-
ttzrs qz yzt use Rzoust Optuxuzntuzy uy tteur npprznpt, tte pnper qzes uypluqe n
yztuzy zr rzoustyess uy uts xettzqzlzsy.
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Nzte ttnt, nlttzust we pnrry yuxerupnl experuxeyts zy uystnypes zr tte Pnrus
resuzy, zur xzqel pny ensuly nqnpt tz ztter sezsrnptupnl pzytexts. he xnuy nq-
vustxeytwzulqoe tte pnluorntuzyzr tteutuluty ruyptuzyswuttpzssuoly yewpruterun
nqqeq tz tnwe uytz nppzuyt spepuip lzpnl, resuzynl zr yntuzynl rentures. he ussue
zr pnluorntuys tte utuluty ruyptuzys uy n ptzupe xzqel rzr tzusuys tns nlrenqy oeey
stuqueq uy tte luternture (e.s. hǊǊ, Ǎǐ, ǍǑ]).

Rzoustyess npprznptes nre ynturnl rzr strntesup rnpuluty lzpntuzy suype qepusuzys
tnve n lzys terx uxpnpt wtupt us suovept tz uypertnuyty. he rnpuluty lzpntuzy lut-
ernture typupnlly pzysuqers uypertnuyty uy qexnyq qunytutues nyq servupe pzsts hǉ,
Ǒ, ǌǍ, ǎǐ]. Syyqer hǎǐ] przvuqes ny exteysuve revuew zr tte luternture zy rnpuluty
lzpntuzy uyqer uypertnuyty wtere przolexs nre plnssuieq nppzrquys tz tte type zr
zoveptuve ruyptuzy stzptnstup lzpntuzy przolexs (xeny-zutpzxe xzqels, przon-
oulustup sunrnytues, wtere uyrzrxntuzy zy tte uyqerlyuys przonouluty qustruoutuzy
zr tte uypertnuyty us requureq), nyq rzoust lzpntuzy przolexs.

Bnrzy et nl hǑ] nyqGülpuynr et nl hǌǍ] qenl wutt n rzoustyess rzrxulntuzy zr rn-
puluty lzpntuzy przolexs. hǑ] xzqels n lzpntuzy przolex uyqer ozx nyq ellupszuqnl
uypertnuyty, pzxpnruys tte results uy terxs zr yuxoer zr rnpulutues useq, pnpnputy
nssusyeq tz ttex, nyq przit ptnyse w.r.t. tte yzxuynl szlutuzy. he nuttzrs nlsz
test qufereyt qustruoutuzy ruyptuzys rzr tte qexnyq nyq qufereyt pzyservntuveyess
zr tte szlutuzy. hǌǍ] nqqresses tte ussue zr uypertnuyty uy tte qustruoutuzy ruyp-
tuzys nyq nsyxxetrup uypertnuyty sets. he nuttzrs explzre tte uxpnpt zr tte estu-
xnteqxzxeyts zr tte qustruoutuzys nyq ttnt zr tte pzst pnrnxeters. hǉ] qenlswutt
tte uypertnuyty uy pzsts usuys n xuyuxuzntuzy zr resret npprznpt zver n set zr spe-
ynruzs wtule tte uypertnuyty uy qexnyqs us tnyqleq usuys stzptnstup zptuxuzntuzy.
As xeytuzyeq oerzre, ttus pnper rzpuses zy qexnyq uypertnuyty.

As rzr rzoust zptuxuzntuzy npprznptes uy seyernl, let us pute Szyster’s xnxxuy
npprznpt hǎǑ] rzr pzystrnuyt-wuse uypertnuyty; xuyxnx resret (ns preseyteq uy
Averonwt hǐ]); luxuteq wzrst pnse speynruzs: Γ-Rzoustyess (Bertsuxns nyq Sux
hǉǐ]) nyq p-Rzoustyess (ns npplueq uy Rnxzs et nl. hǎǋ]); bw-rzoustyess (Rzy
hǎǍ]); nyq rerer tte renqer tz Ctnpter Ǌ nyq tte revuew oyGnorel et nl. hǋǏ] rzr ny
uy-qeptt quspussuzy zr ttezry nyq npplupntuzys.
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Gzerusw nyq Sptöoel hǌǈ] repeytly przpzseq n twz stnse npprznpt tz tnyqle
uypertnuyty wtupt ttey pnll Recovery-to-optimality. It pzysusts uy pzxputuys repzv-
ery pzsts tz zptuxnl szlutuzys nyq xuyuxuzuys eutter tte xnxuxux zr tte nvernse
pzst. See nlsz ttepnpers zrBulluzyyet et nl. hǊǈ] nyqGnorel nyqMurnt hǋǍ]qenluys
wutt uypertnuyty zy tte rustt tnyq-suqes zr pzystrnuyts (pzluxy-wuse uypertnuyty
uystenq zr rzw-wuse); nyq Le nyq Kyust hǍǈ] qenluys wutt strupt nyq nqvustnole
rzoustyess usuys MIP rzrxulntuzys. Deyzyel et nl. hǊǏ] nlsz stuqueq n rzoust se-
leptuzy przolex rzr tenlttpnre usuys n ptzupe xzqel, out usuys n rrnptuzynl rzrxu-
lntuzy uystenq zr luyenr rzrxulntuzy zr tte IIA przperty.

heptnpter us struptureq ns rzllzws. Septuzyǌ.Ǌ preseyts ttezptuxuzntuzyprzo-
lex nyq tte uyqerlyuys ptzupe xzqel rzr pustzxers’ wulluysyess tz ouy uy n suvey
lzpntuzy. Septuzy ǌ.ǋ qespruoes tte rzoust pzuyterpnrts zr tte lzpntuzy przolex,
wtere uypertnuyty lues irst zy qexnyq vzluxes, ttey zy pustzxers prerereypes.
Septuzy ǌ.ǌ repzrts yuxerupnl results zy n stuqy uy tte Pnrus resuzy nyq przvuqes
ny nynlysus zr tte results ns well ns xnynserunl uysustts rzr yew tzusuys qevelzp-
xeyt.

ǌ.Ǌ PŇŃĶŀĹŁ ňŉĵŉĹŁĹłŉ

depzysuqer n set zr qexnyq szurpes uyqexeq oy i ∈ {ǉ, . . . ,m}, wuttDi tte yux-
oer zr pzteytunl ouyers zr szurpe i uyteresteq uy yew tzusuys, nyq V =

∑

i Di tte
tztnl yuxoer zr pzteytunl ouyers. Nzte ttnt uyqupes i pny nssresntexultuple sxnller
qexnyq szurpes, uy zrqer tz weep ttezptuxuzntuzyprzolex trnptnole. denlsztnve
n set zr pzssuole lzpntuzys rzr pzystruptuys yew tzusuys qevelzpxeyts, uyqexeq oy
j ∈ {ǉ, . . . , n}, wutt n vnrunole pzst cj per tzusuys uyut ouult uy lzpntuzy j ∈ J
(wtupt us xnuyly n pzystruptuzy pzst out pny uypluqe ztter vnrunole pzsts supt ns
lzpnl tnxes nyqxnynsexeyt pzsts). he tztnl pzst zr pzystrupteq tzusuyss stzulq
yzt expeeq n suvey ouqset B, nyq tte yuxoer zr selepteq lzpntuzys stzulq oe yz
xzre ttny n suvey ozuyq P, tz nvzuq przvuquys pzteytunl ouyers n plettzrup zfer
nyq tz luxut tust ixeq pzsts nsszpunteqwutt zpeyuysxultuple przsrnxs. heyux-
oer P zr tzusuys qevelzpxeyts us nlsz luxuteq oy tte xnrwet pzssuoulutues nyq tte
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iynypunl nyq qeot pnpnoulutues zr tte pzxpnyy. Fuynlly, tte ptzupexzqel ttnt pzx-
putes tte vzluxes lzwuys rrzx qexnyq szurpes tz selepteq lzpntuzys, requures tz
wyzw pustzxer prerereype qntn, ynxely tte utuluty uij zr n pzteytunl ouyer rrzx qe-
xnyq szurpe i rzr ptzzsuys lzpntuzy j. Iy n ptzupexzqel wtere nll lzpntuzys wzulq
oe zpey, tte przonouluty pij ttnt i ptzzses lzpntuzy j us suvey oy equntuzy (ǌ.ǉ)

pij =
euij
n
∑

k=ǉ
euik

(ǌ.ǉ)

wtere tte utuluty uij nssresntes pruterun zr ntruoutes onseq zy tte ptnrnpterustups
zr tte tzusuys uyut, nyq tte prerereypes zr tte pzteytunl ouyer. Pnslunrn et nl. hǍǐ]
relnte uij tz tte prupe zr tte tzusuys uyut, pzst zr trnveluys, lzpntuzy uy tte puty, type
zrqwelluys, nxzysztters. Buleyt nyqKeyyett hǊǊ] nlsz pzysuqer tteprzperty tnx
zr tte lzpntuzy. As uy tte luternture, we pzysuqer tte utuluty ns n luyenr pzxouyntuzy
zr L lzpntuzy ptnrnpterustups nyq tteur relntuve vnlue tz tte pzteytunl pustzxers, sz
ttnt

uij =
L
∑

l=ǉ

wl
ija

l
ij (ǌ.Ǌ)

wtere alij us tte vnlue zr pruteruzy l ttnt n pustzxer rrzx qexnyq szurpe i per-
peuves rrzx ptzzsuys lzpntuzy j, nyq wl

ij us n pzeipueyt nsszpunteq wutt pruteruzy l,
wtupt pny oe n resressuzy pnrnxeter zr n weustt. Iy ttus ptnpter we xnuyly rzpus
zy prupe nyq qustnype ntruoutes, ns wull oe qetnuleq lnter.

Suype tte suoset zr pzystrupteq lzpntuzys us yzt wyzwy uy nqvnype, we uytrzqupe
ouynry qepusuzy vnrunoles yj = ǉ ur lzpntuzy j us selepteq rzr pzystruptuys yew tzus-
uys, ǈ ztterwuse. he utulutues nre useq tz pzxpute tte qustruoutuzy lzws xij, u.e.,
tte rrnptuzy zr tte qexnyq zr szurpe i ttnt lzws rrzx szurpe i tz lzpntuzy j:

xij =
euijyj

n
∑

k=ǉ
euikyk

(ǌ.ǋ)

Dustruoutuzylzw xij, ns tte rntuz zr twz luyenr ruyptuzys zr vnrunoles yj, us yzy luy-

ǍǊ



enr. he New Hzusuys Lzpntuzy Przolex (NHLP) pzysuqereq pny oe rzrxulnteq
ns rzllzws:

xnx
ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijDixij (ǌ.ǌ)

s.t.
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixij ≤ B (ǌ.Ǎ)

n
∑

j=ǉ

yj ≤ P (ǌ.ǎ)

n
∑

j=ǉ

xij = ǉ ∀i (ǌ.Ǐ)

xij =
euijyj

n
∑

k=ǉ
euikyk

∀(i, j) (ǌ.ǐ)

xij ≥ ǈ ∀(i, j)
yj ∈ {ǈ, ǉ} ∀j

hezoveptuve ruyptuzy (ǌ.ǌ) xnxuxuzes tte nvernse utuluty zr tte pzteytunl ouy-
ers, uy zrqer tz nvzuq qrzp-zuts ns xupt ns pzssuole. Czystrnuyts (ǌ.Ǎ) nyq (ǌ.ǎ)
nre tte ouqset pzystrnuyts rzr tte pzystruptuzy zr tte wtzle set zr yew qevelzp-
xeyts. Czystrnuyts (ǌ.Ǐ) nssusy tte tztnl qexnyq zr n szurpe yzqe tz tte selepteq
lzpntuzys, nyq qustruoutuzy lzws nre xzqeleq oy (ǌ.ǐ). Iy tte spurut zr Hnnse, we
use tte Irrelevnype zr Iyqepeyqeyt Alteryntuves (IIA) przperty zr ptzupe xzqels
tz luyenruze tte nozve rzrxulntuzy ns rzllzws.

Proposition ǌ.Ǌ.ǉ. he non-Linear model (Ș.Ș)-(Ș.Ȝ) is equivalent to the following
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Linear Program NHLP7

xnx
ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijDixij (ǌ.Ǒ)

s.t.
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixij ≤ B (ǌ.ǉǈ)

n
∑

j=ǉ

yj ≤ P

n
∑

j=ǉ

xij = ǉ ∀i (ǌ.ǉǉ)

xij ≤ yj ∀(i, j) (ǌ.ǉǊ)

xikeuij−uik + (Ǌ − yj − yk) ≥ xij ∀(i, j, k)|j ̸= k (ǌ.ǉǋ)

xij ≥ ǈ ∀(i, j)
yj ∈ {ǈ, ǉ} ∀j

Proof. heluyenruzntuzy relues zy tte Iyqepeyqeypezr IrrelevnytAlteryntuves (IIA)
przperty zr tteMNL. IIA tns oeey prevuzusly uqeytuieq uy tte luternture nyq sux-
ply stntes ttnt equntuzys (ǌ.ǐ) nre equuvnleyt tz xij/xik = euij/euik rzr nll (j, k) supt
ttnt yj = yk = ǉ. hus pny oe rzrxulnteq oy luyenr pzystrnuyts (ǌ.ǉǊ) nyq (ǌ.ǉǋ)
suxulnrly ns uy hǌǎ]. Iyqeeq, ur yj = ǈ ttey xij = ǈ oy (ǌ.ǉǊ) sz equntuzys (ǌ.ǐ) nre
true rzr nll (i, j) uy ttnt pnse. Ir yj = ǉ, ttey rzr nll k supt ttnt yk = ǉ, oy (ǌ.ǉǋ)
we set xijeuik = xikeuij sz ttere exusts a > ǈ supt ttnt, suvey i, xik/euik = a rzr nll
k. By suxxuys zver nll k zye zotnuys a =

∑
k xik∑

k e
uik yk

= ǉ∑
k e

uik yk
usuys (ǌ.ǉǉ). Suype

xij = a euijyj we set equntuzy (ǌ.ǐ).

Nzte ttnt tteNHLPxzqel pzytnuys n(m+ǉ) vnrunoles nyqO(mnǊ) pzystrnuyts
zr type (ǌ.ǉǋ). Septuzyǌ.ǌwull repzrt yuxerupnl experuxeyts tz nynlyze tte trnptnoul-
uty zr tte nozve rzrxulntuzy, nyq tte pzysusteypy zr zptuxnl lzpntuzys wutt tte
ntruoutes zr tte ptzupe xzqel, wtupt wull oe qespruoeq xzre prepusely uy ttnt sep-
tuzy. he yext septuzy preseyts n Rzoust Optuxuzntuzy (RO) npprznpt rzr tte
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New Hzusuys Develzpxeyt Przolex.

ǌ.ǋ RŃĶŊňŉOńŉĽŁĽŐĵŉĽŃł ĺŃŇŁŊŀĵŉĽŃłň ĺŃŇ ŉļĹNHLP

de pzysuqer uypertnuyty zy tte qexnyq qntn zr Mzqel NHLP, oztt vzluxes nyq
pustzxer prerereypes. It us quute pzxxzy uy tte luternture zr Rzoust Optuxuzn-
tuzy tz pzysuqer vnruntuzys uy qexnyqs. Espepunlly uy yew tzusuys qevelzpxeyt,
qexnyqs nrexzre pustzxers uyteyts ttny renl zrqers, ns tte lzpntuzys nre yzt ptz-
sey yet. Mzrezver, suvey tte qurntuzy zr tte przpess rrzx qevelzpxeyt plnyyuys
tz ouulquys/selluys tte uyuts uy ut, snuq uyteytuzys nre suovept tz ptnyse. Depusuzys
ttnt nre rzoust tz uypertnuyty zy qexnyqs nre ttus xzre ttny yeeqeq rzr prztept-
uys zyeselr rrzx pzssuole vnruntuzys.

he resenrpt oy Bertsuxns nyq Sux hǉǐ], wtupt nuxs nt przteptuys tte qepusuzy-
xnwer nsnuyst infeasibility zver nll pzssuole vnruntuzys zr pzeipueyts uy n suvey uy-
pertnuyty set, us tte onsus zr ttus npprznpt. hus xettzqzlzsy tns oeey prevuzusly
useq tz nqqress uypertnuyty uy quverse pzytexts: Álvnrez et nl hǍ] qenl wutt yuelq
uypertnuyty; gzwnee et nl. hǏǉ] tnpwle n supply ptnuy qesusy wutt uypertnuyty uy
qexnyqs, pzsts, nyq supplues; Bztle et nl. hǊǉ] szlve n sptequluys przolex wutt
uypertnuyty uy przquptuvuty; nyq Bertsuxns nyq huele hǉǑ] nqqress ny uyveytzry
przolexwutt uypertnuy qexnyqs. Fzr ny uy-qeptt quspussuzy zr ttexettzqzlzsy,
tte renqer us rererreq tz septuzy Ǌ.Ǌ.

deyzwqespruoe tte rzoust pzuyterpnrt zr tteNHLPwtey ttere us uypertnuyty
zyqexnyq vzluxes irst, tteyzy pustzxer utulutues. Dexnyqs nyqutulutues tnve uy
pzxxzy ttnt tteyoztt nppenr uy ttezoveptuve ruyptuzy nyq tteouqset pzystrnuyt,
wtupt requures tzqeiye twzpnteszrues zr qevuntuzy vnrunoles uy enpt rzoustxzqel.

ǌ.ǋ.ǉ błķĹŇŉĵĽłŉŏ Ńł ĸĹŁĵłĸ ŋŃŀŊŁĹň

de irst pzysuqer uypertnuyty zy qexnyqs supt ttnt Di ∈ [D̄i − D̂i, D̄i + D̂i],
wtere D̂i us tte xnxuxux vnruntuzy zr qexnyq. A rzoust npprznpt wutt ttus re-
spept seews tz xnxuxuze tte wzrst-pnse nvernse utuluty zr pzteytunl ouyers zver nll
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pzssuole vnruntuzys zr tte qexnyq pnrnxeters, wtule eysuruys rensuouluty zr tte sz-
lutuzy uy nyy pnse wtupt, suvey n suoset zr selepteq lzpntuzys, us zyly prutupnl rzr tte
ouqset pzystrnuyt (ǌ.ǉǈ).

Nzte ttnt, suype qexnyq qntnDi qz yzt uyterveye uy equntuzys (ǌ.ǉǋ), tte prz-
pzrtuzy zr qexnyq xij us yzt nfepteq oy luptuntuzys tz D̄i. Mzqel NHLP pny ttey
oe rewruteywutt n przteptuzy ruyptuzy Ҽ(x, Γ), wtere Γ us tte uypertnuyty ouqset,
tz eysure rensuouluty, nyq n ruyptuzy Ҿ(x, Γ) tz prztept tte zoveptuve ns:

xnx
ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijD̄ixij + Ҿ(x, Γ) (ǌ.ǉǌ)

s.t.
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjD̄ixij + Ҽ(x, Γ) ≤ B (ǌ.ǉǍ)

(ǌ.ǉǉ)− (ǌ.ǉǋ)

wtere

Ҽ(x, Γ) = xnx
z

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjD̂ixijzi

s.t.
m
∑

i=ǉ

|zi| ≤ Γ

− ǉ ≤ zi ≤ ǉ ∀i

Ҿ(x, Γ) = xuy
z’

ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijD̂ixijz’i

s.t.
m
∑

i=ǉ

|z’i| ≤ Γ

− ǉ ≤ z’i ≤ ǉ ∀i

Nzte ttnt, qespute tte rnpt ttnt tte snxe pnrnxeter Di vnrues uy tte zoveptuve
ruyptuzy nyq tte ouqset pzystrnuyt, zye nptunlly yeeqs twz sets zr vnrunoles zi nyq
z′i uy tte nozve xzqel suype tte qevuntuzy veptzr z ttnt nptueves tte wzrst nqqeq
pzst rzr tte ouqset pzystrnuyt us seyernlly yzt tte snxe ttnt nptueves tte wzrst lzss
zr utuluty uy tte zoveptuve ruyptuzy.
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Proposition ǌ.ǋ.ǉ. he robust counterpart of model NHLP (Ș.ȝ)-(Ș.ȕȗ) is the fol-
lowing model R-NHLP

xnx
ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijD̄ixij − ΓqҾ −
m
∑

i=ǉ

rҾi R-NHLP

s.t.
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjD̄ixij + ΓqҼ +
m
∑

i=ǉ

rҼi ≤ B

qҾ + rҾi ≥
ǉ
V
D̂i

n
∑

j=ǉ

uijxij ∀i

qҼ + rҼi ≥ D̂i

n
∑

j=ǉ

cjxij ∀i

(ǌ.ǉǉ)− (ǌ.ǉǋ)

q, r, x ≥ ǈ

Proof. Iy tte seyse zr hǉǐ], tte przteptuzy ruyptuzy Ҽ(x, Γ) rzr (ǌ.ǉǍ) us tte zptu-
xnl vnlue zr tte przolex:

xnx
z

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjD̂ixijzi xuy ΓqҼ +
m
∑

i=ǉ

rҼi

s.t.
m
∑

i=ǉ

zi ≤ Γ ⇐⇒ s.t. qҼ + rҼi ≥ D̂i

n
∑

j=ǉ

cjxij ∀i

zi ≤ ǉ ∀i qҼ ≥ ǈ

zi ≥ ǈ ∀i rҼi ≥ ǈ ∀i

wtere qunl vnrunole qҼ us nsszpunteq wutt tte uypertnuyty ouqset pzystrnuyt, nyq
enpt qunl vnrunole rҼi us nsszpunteq wutt pzystrnuyt zi ≤ ǉ rzr i = ǉ, . . . ,m. Suxu-
lnrly, tte przteptuzy ruyptuzy Ҿ(x, Γ) rzr (ǌ.ǉǌ) us tte zptuxnl vnlue zr:
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−xnx
z’

ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uijD̂ixijz’i −xuy ΓqҾ +
m
∑

i=ǉ

rҾi

s.t.
m
∑

i=ǉ

z’i ≤ Γ ⇐⇒ s.t. qҾ + rҾi ≥
ǉ
V
D̂i

n
∑

j=ǉ

uijxij ∀i

z’i ≤ ǉ ∀i qҾ ≥ ǈ

z’i ≥ ǈ ∀i rҾi ≥ ǈ ∀i

henozve rzoustxzqel us ny npplupntuzyzr tte rzoustyess npprznptzr hǉǐ] tz n
spepuip pnse wtere pnrnxeters suovept tz uypertnuyty nppenr oztt uy tte zoveptuve
ruyptuzy nyq pzystrnuyts; ut wull przvuqe uyterestuys uysustts rzr yew tzusuys qe-
velzpxeyts ns stzwy uy tte yuxerupnl results septuzy. he pnse wtey uypertnuyty
lues zy pustzxer prerereypes zr utulutues us, tz zur xuyq, quute zrusuynl zy n purely
resenrpt pzuyt zr vuew, ns we xux n speynruz-onseq npprznpt nyq n Γ-ouqset np-
prznpt. hus strntesy lenqs tz n xzre pzxplex rzrxulntuzy wtere tte qustruoutuzy
lzws yeeq tz oe xzqeleq oy spepuip vnrunoles nyq pzystrnuyts rzr enpt speynruz,
suvey tte pnrtupulnr strupture zr tte ptzupe xzqel.

ǌ.ǋ.Ǌ błķĹŇŉĵĽłŉŏ Ńł ķŊňŉŃŁĹŇ ŊŉĽŀĽŉĽĹň ĺŃŇ NHLP

he uxpnpt zr uypertnuyty zy pustzxers’ utulutues us twzrzlq: n qurept uxpnpt zy
tte zoveptuve ruyptuzy, wtupt pny oe nqqresseq ns uy tte prevuzus septuzy, wutt
tte nqqeq pzysuqerntuzy zr upqntuys tte przpzrtuzy zr qexnyq lzwuys rrzx enpt
qexnyq szurpe tz tte ptzsey lzpntuzys. Czytrnry tz tte prevuzus septuzy wtere
qexnyq vzluxes nre pzytuyuzuswuttuy tteur vnruntuzy rnyse ns uy hǉǐ], we ptzzse
tz quspretuze tte set zr pzssuole speynruzs rzr utulutues, rzr twzxnuy renszys. Oyzye
tnyq, pzysuqeruys pzytuyuzus utulutues lenqs tz uytrnptnole yzy-luyenruty zr tte IIA
pzystrnuyts (ǌ.ǉǋ). Oy tte ztter tnyq, suype utulutues nre seyernlly tnrq tz pnluornte
uy n xultuyzxunl lzsut ptzupe xzqel, we strupture tte uypertnuyty rzpusuys zy tte
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twz xnuy pruterun ttnt qruve pustzxer prerereypes rzr yew tzusuys: qustnype (q)
nyq prupe (p). Heype we pzysuqer rzr enpt qexnyq szurpe n onse (yzxuynl) spe-
ynruz nyq twz vnrunyts: zye speynruz ttnt us xzre qustnype-peytrup ttny tte onse
speynruz, nyq zye ttnt us xzre prupe-peytrup.

Let us yzw qespruoe xzre prepusely tte ptnrnpterustups zr utulutues uij rzr zur
tzusuys przolex, nyq wtupt pnrt zr tte utuluty ttnt us uxpnpteq oy uypertnuyty.
de pzysuqer uy expressuzy (ǌ.Ǌ) ttnt tte lzpntuzys qufereytunte rrzx zye nyztter
ttrzust tte level zr tte ntruoutes, alij wtupt qepeyq zy oztt i nyq j, out tte pz-
eipueyt zr weustt wl

i zyly vnrues wutt tte pustzxer i nyq yzt wutt tte lzpntuzy j.
Furtterxzre, zyly pnrnxeters wl

i nre suovepteq tz uypertnuyty, e.s. rrzx tte level
zr nssresntuzy zr tte qexnyq szurpes, ptnysuys zr prerereypes wutt tuxe, errzrs
zy tte estuxntuzy zr tte pnrnxeter. de quspretuze tte set zr pzssuole vnlues supt ns
w̃i ∈ {wǈ

i ,wd
i ,w

p
i }, wtere ns xeytuzyeq oerzre d nyq p respeptuvely stnyq rzr qus-

tnype nyq prupe, nyq ǈ stnyqs rzr tte yzxuynl speynruz. hus lenqs tz tte rzllzwuys
ttree speynruzs rzr n suvey qexnyq szurpe i:

• yzxuynl (onse) speynruz : weustt veptzr wǈ
i nyq utulutues uǈ

ij =
∑L

l=ǉ w
lǈ
i alij

• q-peytrup speynruz : weustt veptzr wd
i nyq utulutes udij =

∑L
l=ǉ w

ld
i alij

• p-peytrup speynruz : weustt veptzr wp
i nyq utulutues upij =

∑L
l=ǉ w

lp
i alij

Nzte ttnt tte q-peytrup nyq p-peytrup yztuzy us relntuve tz tte onse speynruz. de
qeiye ouynry vnrunoles zdi = ǉ ur ttere us n stut rrzx tte yzxuynl speynruz tz tte
q-peytrup speynruz, nyq zpi = ǉ ur tte stut us tzwnrqs tte p-peytrup speynruz rzr
qexnyq szurpe i. zdi + zpi = ǈ xenys ttnt tte yzxuynl speynruz rexnuys. he
pzystrnuyt zdi + zpi ≤ ǉ plenrly tzlqs, nyq tte uypertnuy utuluty ũij pny oe wrutey ns:

ũij = uǈ
ij(ǉ − zdi − zpi ) + udijz

d
i + upijz

p
i

heyzxuynl speynruzpnrtlyqepeyqszy tte ptnrnpterustups zr tteqexnyqszurpe,
e.s. lzw uypzxe tzusetzlqs nre very seysutuve tz prupes, wterens tuster uypzxe
wzulq lenq tz n xzre qustnype-peytrup oetnvuzur. hererzre, tte yzxuynl speynruz
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oeuys tte xzst luwely zye, zyly n luxuteq yuxoer zr qexnyq szurpes Γ ∈ N nre nl-
lzweq tz qevunte rrzx ttus onse speynruz. hus lenqs tz nqq tte uypertnuyty ouqset
pzystrnuyt

∑n
i=ǉ z

d
i + zpi ≤ Γ. As uypertnuyty tzlqs oztt uy tte ouqset pzystrnuyt

nyq tte zoveptuve ruyptuzy, we yeeq tz quplupnte tte nozve vnrunoles zdi nyq zpi rzr
rensuouluty uytz z’di nyq z’pi rzr tte zoveptuve ruyptuzy ns uy septuzy ǌ.ǋ.ǉ.

de pny rewrute xzqel NHLP usuys vnrunoles z, z’, nyq lzw vnrunoles xsij rzr tte
lzw zr qexnyq uy enpt pzssuole speynruz s = ǈ, d, p. A rzoust npprznpt tzMzqel
NHLP seewuys tz prztept tte zptuxnl vnlue nsnuyst tte wzrst renluzntuzy zr tte uy-
pertnuyty nyq eysure rensuouluty zr tte szlutuzy pny oe wrutey ns (ǌ.ǉǎ)-(ǌ.Ǌǋ):

xnx
x,y

xuy∑
s
∑

i z’
s
i≤Γ∑

s z’
s
i≤ǉ

z∈{ǈ,ǉ}

ǉ
V

[

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uǈ
ijDixǈ

ij(ǉ −
∑

s ̸=ǈ

z’si) +
∑

s ̸=ǈ

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

usijDixsijz’
s
i

]

(ǌ.ǉǎ)

s.t. xnx∑
s
∑

i z
s
i≤Γ∑

s z
s
i≤ǉ

z∈{ǈ,ǉ}

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixǈ
ij(ǉ −

∑

s ̸=ǈ

zsi) +
∑

s ̸=ǈ

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixsijz
s
i ≤ B

(ǌ.ǉǏ)
n
∑

j=ǉ

yj ≤ P (ǌ.ǉǐ)

n
∑

j=ǉ

xsij = ǉ ∀(i, s) (ǌ.ǉǑ)

xsij ≤ yj ∀(i, j, s) (ǌ.Ǌǈ)

xsij ≤ xsike
usij−usik + (Ǌ − yj − yk) ∀(i, j, k, s)|j ̸= k (ǌ.Ǌǉ)

x ≥ ǈ (ǌ.ǊǊ)

y ∈ {ǈ, ǉ} (ǌ.Ǌǋ)

byluwe uy hǉǐ], we weep oztt pzsutuve nyq yesntuve qevuntuzys rrzx tte estu-
xnteq pnrnxeter suype tte qureptuzy zr tte zoveptuve ruyptuzy pnyyzt oe uyrerreq
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qureptly rrzx tte qureptuzy zr ptnyse uy tte pnrnxeter. hus us n pzysequeype zr
tte oetnvuzr zr vnrunoles xij uy n ptzupe xzqel, nyq wns pzyirxeq oy n pzxpu-
tntuzynl nynlysus zr zptuxnl szlutuzys. Furtterxzre, tte uypertnuyty suoprzolex
tz oe qunluzeq us yz lzyser n plnssupnl wynpsnpw przolex que tz ttus rnpt. (ǌ.ǉǎ)-
(ǌ.Ǌǋ) pny oe luyenruzeq uy n suxulnr xnter ns ttnt przpzseq oy Bertsuxns nyq Sux
usuys przteptuzy ruyptuzys. (ǌ.ǉǏ), nyq nynlzszusly (ǌ.ǉǎ), pny oe rewrutey wutt
n qeterxuyustup nyq ny uypertnuy pzxpzyeyt ns

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixǈ
ij + Ҽ(x, Γ) ≤ B, wtere

Ҽ(x, Γ) = xnx
∑

s ̸=ǈ

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDi(xsij − xǈ
ij)z

s
i

s.t.
∑

s ̸=ǈ

m
∑

i=ǉ

zsi ≤ Γ

∑

s ̸=ǈ

zsi ≤ ǉ ∀i

z ∈ {ǈ, ǉ}

deyzw stzw ttnt we pny suostutute tte nozve ǈ− ǉ suoprzolexwutt uts luyenr
relnxntuzy. Dzuys sz, we pny replnpe tte luyenr relnxntuzy zr tte suoprzolex oy uts
qunl przsrnx uy tte xzqel nyq iyq ny equuvnleyt rzrxulntuzy.

Lemma ǌ.ǋ.Ǌ. he linear relaxation of subproblem Ҽ(x, Γ) has an optimal solution
such that zdi , z

p
i ∈ {ǈ, ǉ} for all i = ǉ, . . . ,m.

Proof. de trnysrzrx tte pzystrnuyts uytz
∑

i z
d
i +zpi +slǈ = Γ nyq zdi +zpi +sli = ǉ

rzr i = ǉ, . . . ,m, wtere sli, i = ǈ, . . . ,m nre slnpw vnrunoles. Iy ttus stnyqnrq rzrx
tte LP tns ǋm + ǉ vnrunoles nyq m + ǉ pzystrnuyts. Sz we tnve nt xzst m + ǉ
yzy-zerz onsus vnrunoles. Ir slǈ > ǈ, ttey ttere us exnptly zye yzy-zerz vnrunole rzr
enpt zr tte m pzystrnuyts zdi + zpi + sli = ǉ. Iy ttnt pnse, zye zr tte vnrunoles zdi ,
zpi zr sli us zye nyq tte ztters nre zerz, nyq tte szlutuzy us uyqeeq ouynry. Ir slǈ = ǈ,
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ttey ttere exusts n suysle uyqex i supt ttnt exnptly twz vnrunoles nre yzy-zerz. Fzr
ttus pzystrnuyt i, suype Γ ∈ N, we yepessnruly tnve sli = ǈ ztterwuse we wzulq yzt
tnve slǈ = ǈ. hererzre, zdi + zpi = ǉ nyq oztt vnrunoles nre rrnptuzynl. Suype tte
szlutuzy us zptuxnl, we yepessnruly tnve

∑

j Dicj(xdij − xǈ
ij) =

∑

j Dicj(x
p
ij − xǈ

ij) (ur
we tnq, rzr exnxple,

∑

j Dicj(xdij − xǈ
ij) >

∑

j Dicj(x
p
ij − xǈ

ij), ttey setuys zdi = ǉ
nyq zpi = ǈwzulq struptly uyprense tte zoveptuve vnluewtule rexnuyuys rensuole nyq
tte szlutuzy wzulq yzt oe zptuxnl). Heype, setuys zdi = ǉ nyq zpi = ǈ, zr zdi = ǈ
nyq zpi = ǉ, qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue.

de pny ttey luyenruze (ǌ.ǉǎ)-(ǌ.Ǌǋ) uy tte seyse zr hǉǐ].

Proposition ǌ.ǋ.ǋ. he robust counterpart of (Ș.ȕȚ)-(Ș.Ȗȗ) is the following model
uR-NHLP

xnx
ǉ
V

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

uǈ
ijDixǈ

ij − ΓqҾ −
m
∑

i=ǉ

rҾi uR-NHLP

s.t.
m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDixǈ
ij + ΓqҼ +

m
∑

i=ǉ

rҼi ≤ B (ǌ.Ǌǌ)

qҾ + rҾi ≥
ǉ
V
Di

n
∑

j=ǉ

(

uǈ
ijx

ǈ
ij − usijx

s
ij

)

∀(i, s)|s ̸= ǈ

qҼ + rҼi ≥ Di

n
∑

j=ǉ

cj(xsij − xǈ
ij) ∀(i, s)|s ̸= ǈ

(ǌ.ǉǐ)− (ǌ.Ǌǋ)

q, r ≥ ǈ

Proof. deullustrnte tte luyenruzntuzyzr tte equntuzys resnrquysuypertnuyty (ǌ.ǉǎ)-
(ǌ.ǉǏ) wutt tte ouqset pzystrnuyt (ǌ.ǉǏ) rzr suxpluputy. By Lexxn ǌ.ǋ.Ǌ wtey
qunluzuys tte luyenr relnxntuzy zr suoprzolex Ҽ(x, Γ) we uyqeeq zotnuy tte zptu-
xnl vnlue zr uts ouynry ǈ-ǉ pzuyterpnrt. he luyenr relnxntuzy zr ttus suoprzolex us
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equuvnleyt ttrzust qunluzntuzy tz:

xuy ΓqҼ +
m
∑

i=ǉ

rҼi

s.t. qҼ + rҼi ≥ Di

n
∑

j=ǉ

cj(xdij − xǈ
ij) ∀i

qҼ + rҼi ≥ Di

n
∑

j=ǉ

cj(x
p
ij − xǈ

ij) ∀i

qҼ, rҼ ≥ ǈ

wtupt pny oe suostututeq uy (ǌ.ǉǏ). he snxe renszyuys tzlqs rzr (ǌ.ǉǎ).

de eyq ttus suoseptuzy oy stuqyuys n vnrunyt zr tte przolex wtere qexnyq
szurpes tnve asymmetric uncertainty budgets. Iyqeeq, rzllzwuys tte Γ-rzoustyess
rrnxewzrw qevelzpeq oy Bertsuxns nyq Sux, we prevuzusly qeiyeq tte qufereyt
elexeyts zr tte speynruz set ns qevuntuzys rrzx n onse (xzst luwely) speynruz. Oye
pny pzysuqer tzwever uy tte tzusuys pzytext ttnt ut us xzre luwely tz qevunte tz tte
prupe-peytrup speynruz ttny tte qustnype-peytrup speynruz, zr tte reverse. Iy ttus
pnse, we yeeq tz qufereytunte uypertnuyty ouqsets, u.e., set n qustuypt Γs rzr enpt
speynruz s. hus przvuqes suoprzolex Ҽ′(x, Γ) .

Ҽ′(x, Γ) = xnx
∑

s ̸=ǈ

m
∑

i=ǉ

n
∑

j=ǉ

cjDi(xsij − xǈ
ij)z

s
i

s.t.
m
∑

i=ǉ

zsi ≤ Γs ∀s ̸= ǈ

∑

s ̸=ǈ

zsi ≤ ǉ ∀i

z ∈ {ǈ, ǉ}

destzw ttnt, ns uy tte seyernl pnse, replnpuys tte nozve ǈ−ǉ suoprzolexoy uts
luyenr relnxntuzy qzes yzt ptnyse tte przolex, sz tte qunluzntuzy przpess rexnuys
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vnluq nlsz uy ttnt pnse.

Lemma ǌ.ǋ.ǌ. he linear relaxation of subproblem Ҽ′(x, Γ) has an optimal solution
such that zdi , z

p
i ∈ {ǈ, ǉ} for all i = ǉ, . . . ,m.

Proof. de trnysrzrx tte pzystrnuyts usuys slnpw vnrunoles uytz
∑

i z
d
i + sld = Γd,

∑

i z
p
i + slp = Γp nyq zdi + zpi + sli = ǉ rzr i = ǉ, . . . ,m. Iy ttus stnyqnrq rzrx

tte LP tns ǋm + Ǌ vnrunoles nyq m + Ǌ pzystrnuyts. hererzre ttere nre nt xzst
m + Ǌ yzy-zerz onsus vnrunoles. here nre ttree pnses w.r.t vnrunoles (sld, slp): u)
sld, slp > ǈ, uu) sld, slp = ǈ, zr uuu) sld ⊕ slp = ǈ. Ir u), ttere us exnptly zye yzy-zerz
vnrunole rzr enpt zr ttem pzystrnuyts zdi + zpi + sli = ǉ, nyq tte szlutuzy us ouynry
ns uy tte przzr zr lexxn ǌ.ǋ.Ǌ.

Ir uu), suype Γp, Γd ∈ N, ttere exusts n suysle pnur zr uyqupes (i, i′) supt ttnt exnptly
twz vnrunoles nre yzy-zerz uy tte pzystrnuyts zdi + zpi + sli = ǉ. Fzr ttus pnur (i, i’),
tte qunytuty zdi + zpi + zdi′ + zpi′ = Ǌ − (sli + sli′) us uyteser ns

∑

i z
d
i nyq

∑

i z
p
i

nre uyteser. Ir we tnq sli + sli = Ǌ ttere wzulq oe zyly zye yzy-zerz vnrunole per
pzystrnuyt, yzt twz, sz we yepessnruly tnve eutter sli + sli’ = ǈ zr sli + sli’ = ǉ. Iy
tte irst pnse, zdi + zpi = ǉ nyq oztt vnrunoles nre rrnptuzynl. Suype tte szlutuzy us
zptuxnl, we yepessnruly tnve

∑

j Dicj(xdij − xǈ
ij) =

∑

j Dicj(x
p
ij − xǈ

ij), nyq setuys
zdi = ǉ nyq zpi = ǈ (zr zdi = ǈ nyq zpi = ǉ)qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue.
he snxe renszyuys rzllzws rzr i’. Ir sli+sli’ = ǉ, eutter zdi zdi’ > ǈ nyq zpi +zpi’ = ǈ zr
vupe-versn. Suype tte szlutuzy us zptuxnl, we yepessnruly tnve

∑

j Dicj(xdij − xǈ
ij) =

∑

j Dicj(x
p
i’j − xǈ

i’j), nyq setuys (zdi , zdi’, sli, sli’) = (ǉ, ǈ, ǈ, ǉ), zr (zdi , zdi’, sli, sli’) =
(ǈ, ǉ, ǉ, ǈ), qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue.

Ir uuu), sld > ǈ nyq slp = ǈ uxplues ttnt ttere exusts exnptly zye pzystrnuyt zdi +
zpi + sli = ǉ wtere zdi + sli = ǉ suype Γp ∈ N nyq zdi , sli > ǈ. It yepessnruly rzllzws
ttnt

∑

j Dicj(xdij − xǈ
ij) = ǈ, suype tte szlutuzy us zptuxnl. hey setuys zdi = ǉ nyq

sli = ǈ (zr zdi = ǈ nyq sli = ǉ) qzes yzt qeteruzrnte tte zoveptuve vnlue. he snxe
us true rzr tte pnse wtere slp > ǈ nyq sld = ǈ

Nzte ttnt tte nozve npprznpt pny oe npplueq tz n tuster yuxoer zr speynruzs. It
us pnrtupulnrly suuteq rzr zptuxuzntuzy przolexswutt ptzupexzqels, rzr wtupt zye
pnyyzt prequpt ttnt tte wzrst-pnse rzr rensuouluty wull oe systexntupnlly rzr pzsutuve
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(zr yesntuve) qevuntuzys ns uy hǉǐ]. Iyqeeq, n tuster przonouluty xij rzr n pustzxer
ixenys n lzwer przonouluty xij rzr nt lenst zye ztter plueyt i, sz tte uxpnpt zr n qe-
vuntuzy zy tte zoveptuve ruyptuzy us tnrq tz prequpt. hererzre, tte suoprzolex
pnyyzt oe requpeq tz qevuntuys zr yzt tz n suysle extrexe speynruz, wtupt xnwes
tte nozve (xzre pzxplex) npprznpt relevnyt. de yzw preseyt yuxerupnl experu-
xeyts zy n qntnset zr Freypt putues, ns well ns szxexnynserunl uysustts rzr tzusuys
qevelzpxeyt.

ǌ.ǌ NŊŁĹŇĽķĵŀ EŎńĹŇĽŁĹłŉň

ǌ.ǌ.ǉ Dĵŉĵ

Mzqel NHLP wns testeq zy uystnypes ouult rrzx Freypt qntn zr tte Pnrus resuzy.
ǋǈ yeustozrtzzqs were selepteq nppzrquys tz tteur lzpntuzy nyq pzpulntuzy ptnr-
npterustups. dutt uyrzrxntuzy snttereq rrzx tte Nntuzynl Iystutute zr Stntustup nyq
Epzyzxup Stuques (INSEE), we ouult n yuxoer zr uystnypes rrzx n pzxouyntuzy
zr tte rzllzwuys pnrnxeters:

• Nuxoer zr qexnyq szurpes n ∈ {ǋǈ, ǌǈ, Ǎǈ, ǎǈ}1

• Nuxoer zr pzssuole lzpntuzys rzr yew tzusuyssm ∈ {ǉǍ, Ǌǈ}

• Mnxuxux yuxoer zr lzpntuzys nllzweq rzr qevelzpxeyt P ∈ {Ǌ, ǌ, ǎ}

• Custzxers’ utulutues pzxputeq rrzxzye zr twz oetnvuzrnl trnuts: {qustnype-
peytrup, prupe-peytrup}

he utuluty pzxouyes twz pruterun ad nyq ap wutt weustt veptzr w:

• Distance ratio : adij us tte rntuz zr tte qustnype oetweey i nyq j nyq tte nvernse
qustnype rrzx i tz nll sutes (n sxnll rntuz us prererreq)

adij = −dij
di·

1Enpt yeustozrtzzqwns pnrtutuzyeq uytz twz qexnyq szurpes nppzrquys tz uyrzrxntuzy nvnul-
nole zy uypzxe level.
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wtere di· =
∑

j dij/m.

• Relative deviation of Real-estate price vs Purchasing Power: apij us tte qevuntuzy
uy % oetweey tte renl-estnte prupe per xeter-squnre nt lzpntuzy j, qeyzteq
oy pj , nyq tte prupe ttnt qexnyq yzqe iwzulq oe wulluys tz pny suvey uts uy-
pzxe (Purptnsuys Pzwer, yzteq PPi), wtere n sxnll qevuntuzy us prererreq:

apij =
|pj − PPi|

PPi

Let us suve xzre qetnuls zy tzw purptnsuys pzwers (PP) were estuxnteq uy zur
stuqy. de qeyzte oy vi tte puty zr qexnyq szurpe i. he INSEE Freypt uystutute
przvuqes uypzxe qntn rzr twz qufereyt pzpulntuzy sesxeyts uy enpt puty: yzy-
tnxeq (lzwer-uypzxe) nyq tnxeq (tuster-uypzxe)tzusetzlqs. de setPPi = pvi ur i
pzrrespzyqs tz tte lzwer-uypzxepzpulntuzy sesxeyt zr puty vi, nyqPPi = (Ii/̄Ii)pvi
ur i pzrrespzyqs tz tte tuster-uypzxe pzpulntuzy zr puty vi, wtere Ii us tte nvernse
uypzxe zr sesxeyt i nyq Īi us tte nvernse uypzxe zr puty vi. Iyqeeq, we xnwe tte
nssuxptuzy ttnt tte nvernse PP zr tte lzwer-uypzxe sesxeyt us tte nvernse renl-
estnte prupe zr tte puty ttus pzpulntuzy luves uy, out tte tuster-uypzxe sesxeyt tns
n tuster PP, wutt n xultuplupntuve rnptzr wtupt us tte rntuz oetweey tte sesxeyt
uypzxe nyq tte puty uypzxe.

As yz survey wns nvnulnole wutt qntn tz pnluornte tte pnrnxeters zr tte utuluty
ruyptuzy,we spnle tte twz rnptzrsadij nyqa

p
ij usuys z-spzres ((vnlue-xeny)/stnyqnrq-

qevuntuzy), wtupt nre yzteq âdij nyq âpij. de zotnuy pzxpnrnole xensures ttnt pny
oe nssresnteq tz pzxpute utulutues uij usuys weustts wtupt sux zver zye. hus we
express tte utuluty zr n pzteytunl ouyer i ptzzsuys tzusuys uy j ns:

uij = wd
i â

d
ij + wp

i â
p
ij

wterewd
i + wp

i = ǉ. de pnll ”prupe-peytrup” tte pnse wtey (wd
i ,w

p
i ) = (ǉ/ǋ; Ǌ/ǋ)

nyq ”qustnype-peytrup” tte reverse pnse (wd
i ,w

p
i ) = (Ǌ/ǋ; ǉ/ǋ). de estuxnteq qe-

xnyq vzluxes usuys INSEE qntn zy tzusetzlqs. he renl-estnte prupes were zo-
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tnuyeq rrzx MeulleursAseyts.pzx. anole ǉ repzrts qntn nozut putues. de selepteq
n set zr putues wutt tust quversuty uy pzpulntuzy suze nyq uypzxe tz set rupter uy-
stnypes.

Table 4.4.1: Characteristics of the demand sources

Prupe anxeq HH Nzy-anxeq HH
Cuty Pzp e/xǊ D Iyp (e) D Iyp (e)

Bzulzsye-Bullnypzurt ǉǉǌǊǈǍ ǏǏǌǈ ǋǐǊ ǍǏǑǎǎ ǉǌǎ ǉǈǊǐǈ
Arseyteuul ǉǈǋǉǊǍ Ǌǐǉǉ ǉǐǑ ǋǉǉǑǋ ǉǐǋ ǐǐǐǎ

Czuroevzue ǐǏǌǎǑ ǍǐǌǏ Ǌǐǌ ǌǌǑǈǌ ǉǈǋ ǑǏǌǎ
Cersy ǍǎǑǐǐ ǊǍǋǌ ǉǊǈ ǋǉǌǈǌ ǑǏ Ǒǈǈǎ

Asyu5res-sur-Seuye ǐǊǋǊǏ ǌǏǑǍ Ǌǉǎ ǌǊǋǏǉ ǉǊǊ ǑǌǍǑ
Snrpelles Ǎǐǎǉǌ ǊǉǋǑ ǎǐ ǊǐǋǐǍ ǉǈǎ ǐǑǑǎ
Nnyterre ǐǑǉǐǍ ǌǍǌǏ ǉǏǍ ǋǌǉǉǎ ǉǍǉ ǐǏǈǌ

Frnypzyvulle ǋǋǈǑǏ ǊǏǎǐ ǐǎ ǋǋǍǎǌ ǌǍ ǉǈǉǉǊ
Czlzxoes ǐǍǋǑǐ ǌǌǉǏ ǉǑǈ ǋǐǑǌǑ ǉǋǊ ǑǊǐǈ

Gnrses-les-Gzyesse ǌǈǈǉǊ ǊǉǍǈ ǌǉ ǊǍǏǌǊ ǏǑ ǐǎǈǏ
Rueul-Mnlxnuszy ǏǑǌǊǎ ǍǍǎǉ Ǌǌǈ ǍǌǏǏǉ ǏǑ ǉǈǑǑǋ

Pzytzuse ǊǑǍǌǐ ǊǍǑǌ ǎǏ ǋǋǑǈǍ Ǎǈ ǑǉǏǎ
Levnllzus-Perret ǎǌǊǍǋ ǏǉǉǏ Ǌǉǎ ǍǉǌǉǑ ǐǉ ǑǑǑǍ

Erxzyt ǊǏǌǌǎ ǊǑǑǊ ǎǏ ǋǎǋǐǉ ǋǑ ǉǈǊǌǌ
Neuully-sur-Seuye ǎǉǏǍǌ ǑǋǍǈ Ǌǉǌ ǉǉǌǌǉǐ ǎǎ ǉǋǎǌǑ

Bezzys ǊǏǑǐǏ ǋǈǐǍ Ǎǌ ǋǈǏǎǈ ǌǍ ǑǋǋǊ
Issy-les-Mzuluyenux ǎǌǋǍǍ ǎǊǌǑ ǊǈǏ ǌǍǐǍǏ Ǐǋ ǑǎǑǏ

Snyyzus ǊǎǈǑǈ ǊǑǊǋ ǎǊ ǋǎǊǍǌ ǋǎ ǑǎǑǍ
Clupty ǍǐǑǉǎ ǌǑǊǍ ǉǌǏ ǋǉǎǌǈ ǉǉǋ ǐǏǍǈ

anveryy Ǌǎǉǌǌ ǊǏǎǍ ǎǌ ǋǎǉǏǍ ǋǊ ǉǈǊǍǐ
xeny ǉǍǍ ǌǊǈǈǑ ǐǑ ǑǏǌǋ

st. qev. ǑǊ ǉǑǉǐǎ ǌǋ ǉǉǉǑ

ǌ.ǌ.Ǌ NŊŁĹŇĽķĵŀ ŇĹňŊŀŉň ĺŃŇ ŉļĹ łŃł-ŇŃĶŊňŉ ŁŃĸĹŀ NHLP

Iy ttus septuzy we preseyt pzxputntuzynl results rzr xzqel NHLP ruy uy CPLEe
ǉǊ.ǉ.ǈ. de irst nynlyze tte pzysusteypy zr zptuxnl szlutuzys wutt tte q-peytrup vs
p-peytrup nssuxptuzy zr tte ptzupe xzqel, nyq ttey explzre uts trnptnouluty.
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Fusure ǌ.ǌ.ǉ preseyts tte xnuy qexzsrnptup ptnrnpterustups zr tte nren uyqer
stuqy (Fusure ǌ.ǌ.ǉ) rzr ny exnxple set zr ǉǍ putues. he upper level zr tte isure
stzws n tuster pzypeytrntuzy zr tte qexnyq uy tte szutt zr tte resuzy. Furtter-
xzre, ut pzuyts tz n prevnleype zr tust uypzxe pzteytunl ouyers. Oy tte lzwer level
zr tte isure, tte let suqe stzws tte relntuve Purptnsuys Pzwer (PP) rzr tte tust
uypzxe-sesxeyts. A pzxpnruszy wutt tte rustt-tnyq suqe stzws ttnt tte qexnyq
szurpes wutt tte tustest PP rrzx tte tust uypzxe-sesxeyt nlsz preseyt tte tust-
est PP rrzx tte lzw uypzxe-sesxeyt.

Figure 4.4.1: Demographics of an instance with 15 cities (The size of the
circles is proportional to corresponding Di/PPi). Paris is the empty space on
the bottom-right corner.

Fusure ǌ.ǌ.Ǌ stzws tte result zr tte zptuxuzntuzy xzqel wutt qexnyq szurpes
wtupt nre nlsz pzteytunl lzpntuzys (□), nyq lzpntuzys selepteq rzr yew qevelzp-
xeyts (■ wutt szxe spepuip pzlzr). Aqqutuzynlly, tte isure qrnws, uy rzrx zr n
pue ptnrt, tte rrnptuzy zr qexnyq (xij) lzwuys rrzx enpt qexnyq szurpe tz tte
selepteq lzpntuzys (yj = ǉ). As pzulq tnve oeey expepteq, tte ptzupe zr yew qe-
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velzpxeyt lzpntuzys wns uylueypeq oy tte pzypeytrntuzy zr qexnyq uy tte szutt-
ery resuzy. he pzysusteypy zr xzqel NHLP pny oe npprepunteq oy pzxpnruys
tte tzp nyq oztzx tnlves zr Fusure ǌ.ǌ.Ǌ. dtey tte utuluty us xnuyly qruvey oy
tte qustnype pruteruzy (tzp tnlr zr isure ǌ.ǌ.Ǌ), we pny see suxulnr qustruoutuzys zr
qexnyqs wtey pzxpnruys tte twz sesxeyts (lzw-uypzxe nyq tust-uypzxe) zr n
suvey puty. hus us lzsupnl ns ttese twz sesxeyts xnuyly qufer oy tteur purptnsuys
pzwer out tte prupe us yzt tte xnuy ptzupe pruteruzy rzr tte q-peytrup pnse, sz uy-
pzxe tns nxuyzr uxpnpt pzytrnry tz tte p-peytrup pnse (oztzxtnlr zr tte isure).

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.4.2: Distribution of the demand for an instance with 15 cities and
30 demand sources. Selected locations for development are assigned a colored
square and shown with their name on the side. Demand lows from each de-
mand source are shown in the pie charts. For example, the black fraction in a
pie lows to Neuilly-sur-Seine.

anole ǌ.ǌ.Ǌ stzws yuxerupnl results zy uystnypes wutt n ∈ {ǋǈ, ǎǈ} qexnyq
szurpes (ǉǍ zr ǋǈ putues), m ∈ {ǉǍ, Ǌǈ} pzteytunl sutes rzr yew qevelzpxeyts,
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nyq P ∈ Ǌ, ǌ, ǎ. v∗ us tte zptuxnl vnlue, IGnp us tte rntuz v̄/v∗, wtere v̄ us tte
vnlue zr tte luyenr relnxntuzy, as us CPb tuxe uy sepzyqs, nyq #Sutes us tte yux-
oer zr sutes nptunlly selepteq uy tte zptuxnl szlutuzy. he pzxplexuty zr tte przo-
lex ynturnlly uyprenses wutt enpt pnrnxeter, tzwever, tte yuxoer P zr sutes tz
selept seexs tz tnve n pnrtupulnrly tust uxpnpt. Aqqutuzynlly tz tte pnrnxeters qe-
spruoeq uy ǌ.ǌ.ǉ, we testeq tte xzqel nsnuyst rzur ouqsetnry levels. Fzr n suvey
pzst veptzr c, we pzxputeq uts xequny (ǊQ), xeny (̄c), ǋrq Qunrtule (ǋQ), nyq
xeny plus stnyqnrq qevuntuzy (̄c+ σc) ns nvernse ouqset per tzusuys uyut, sz ttnt
B/V ∈ {cǊQ, c̄, cǋQ, c̄ + σc}. de pzysusteytly iyq lnrser uytesrnluty snps zy uy-
stnypes wutt sxnller ouqsets (cǊQ, c̄). he pzxputntuzy tuxes tzwever nre seyer-
nlly stzrter rzr ttese uystnypes.

ǌ.ǌ.ǋ NŊŁĹŇĽķĵŀ ŇĹňŊŀŉň ĺŃŇ ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ Ńł ĸĹŁĵłĸň

Iy ttus septuzywepreseyt tte uxpnptzr qexnyquypertnuytyzyNHLPusuys tteR-
NHLP rzoustxzqel. hexnuy iyquyss uyanole ǌ.ǌ.ǋ tustlustt tte userulyess zr n
rzoustxzqelwtey qenluyswutt uypertnuyty. Fzr enpt zrusuynl (yzxuynl) uystnype
wutt qexnyq veptzrD, we seyernteq ǊǍ “qevunteq” uystnypes yzteq t = ǉ, . . . , ǊǍ
wutt qexnyq veptzr D̃t uysuqe uypertnuyty rnyse [D̄− D̂, D̄+ D̂] rzr enpt uystnype.
Let us yzte oy yR tte rzoust szlutuzy nyq yN tte yzxuynl szlutuzy, u.e., tte zptu-
xnl szlutuzy rzr NHLP wutt yzxuynl qexnyq D̄. Fzr enpt zrusuynl uystnype we
pzxputeq zver tte ǊǍ qevunteq uystnypes, rzr yR nyq yN: tte nvernse lzss zr sntus-
rnptuzy uy tte zoveptuve ruyptuzy, tte yuxoer zr uyrensuoulutues (zyly rzr yN ns yR
us systexntupnlly rensuole), nyq tte yuxoer zr tuxes szlutuzys nptueveq zptuxnluty.
de pnll Δ̄R tte nvernse lzss zr pustzxer sntusrnptuzy (utuluty) zr tte rzoust szlutuzy
yR zver ruys t = ǉ, . . . , ǊǍ, wtey pzxpnreq tz tte vnlue v∗t zr tte zptuxnl szlutuzy
zr qevunteq uystnype t:

Δ̄R =
ǉ
ǊǍ

ǊǍ
∑

t=ǉ

vt(yR)− v∗t
v∗t
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Table 4.4.2: Numerical results for the nominal NHLP model

v∗ IGnp as #Sutes
y P q/p B ǉǍ Ǌǈ ǉǍ Ǌǈ ǉǍ Ǌǈ ǉǍ Ǌǈ

ǋǈ Ǌ q ycǊQ ǈ.ǍǐǊ ǈ.ǌǑǐ ǉ.ǋǊǐ ǉ.ǊǑǐ ǉ.ǋ ǋ.ǌ ǉ Ǌ
ǋǈ Ǌ q ȳc ǈ.ǍǐǊ ǈ.ǍǉǏ ǉ.ǋǍǈ ǉ.Ǎǉǋ ǉ.Ǎ Ǐ.Ǐ ǉ Ǌ
ǋǈ Ǌ q ycǋQ ǈ.ǎǍǋ ǈ.ǎǏǈ ǉ.ǋǈǍ ǉ.ǋǉǊ ǉ.ǌ ǎ.Ǐ Ǌ Ǌ
ǋǈ Ǌ q y(̄c+ σc) ǈ.ǎǍǋ ǈ.ǎǏǊ ǉ.ǋǈǍ ǉ.ǋǈǐ ǉ.Ǎ ǌ.ǋ Ǌ Ǌ
ǋǈ Ǌ p ycǊQ ǈ.Ǎǈǌ ǈ.ǈǏǍ ǉ.ǌǐǐ ǎ.ǎǌǊ Ǌ.ǉ ǉǈ.ǉ ǉ ǉ
ǋǈ Ǌ p ȳc ǈ.Ǎǈǌ ǈ.ǌǊǈ ǉ.ǍǊǐ ǉ.ǏǏǎ Ǌ.ǌ Ǒ.ǈ ǉ Ǌ
ǋǈ Ǌ p ycǋQ ǈ.Ǐǎǈ ǈ.ǏǋǍ ǉ.ǊǑǎ ǉ.ǋǏǈ ǉ.Ǌ Ǎ.Ǌ Ǌ Ǌ
ǋǈ Ǌ p y(̄c+ σc) ǈ.Ǐǎǈ ǈ.ǏǑǉ ǉ.ǊǑǎ ǉ.ǊǐǊ ǉ.ǉ ǋ.ǉ Ǌ Ǌ
ǋǈ ǎ q ycǊQ ǈ.ǎǉǐ ǈ.ǍǊǌ ǉ.ǐǋǊ ǉ.ǐǏǉ ǋǑ.ǉ ǉǊǎ.Ǌ ǌ Ǎ
ǋǈ ǎ q ȳc ǈ.ǎǊǋ ǈ.ǎǌǏ ǉ.ǐǌǋ ǉ.ǐǊǈ ǌǊ.ǉ ǊǏǉ.ǈ Ǎ ǎ
ǋǈ ǎ q ycǋQ ǈ.Ǐǈǋ ǈ.ǏǍǎ ǉ.Ǐǐǋ ǉ.ǏǋǑ Ǐǎ.Ǌ ǋǋǊ.Ǒ ǎ ǎ
ǋǈ ǎ q y(̄c+ σc) ǈ.Ǐǈǋ ǈ.ǏǍǎ ǉ.Ǐǐǋ ǉ.ǏǋǑ ǏǊ.ǎ ǋǉǈ.ǐ ǎ ǎ
ǋǈ ǎ p ycǊQ ǈ.Ǎǌǐ ǈ.ǋǌǋ ǉ.ǏǋǍ Ǌ.ǈǌǉ ǋǈ.Ǌ Ǒǋ.Ǐ ǌ Ǎ
ǋǈ ǎ p ȳc ǈ.ǍǍǊ ǈ.ǍǌǍ ǉ.ǏǏǋ ǉ.ǏǏǌ ǋǈ.ǋ ǉǑǏ.Ǌ Ǎ ǋ
ǋǈ ǎ p ycǋQ ǈ.ǏǏǍ ǈ.ǐǊǈ ǉ.ǎǐǑ ǉ.ǎǍǊ ǍǑ.Ǎ ǋǐǉ.ǐ Ǎ ǎ
ǋǈ ǎ p y(̄c+ σc) ǈ.ǏǑǌ ǈ.ǐǌǌ ǉ.ǎǌǐ ǉ.ǎǉǌ ǋǑ.ǌ ǊǊǑ.ǎ ǌ ǌ
ǎǈ Ǌ q ycǊQ ǈ.ǍǎǑ ǈ.ǌǎǊ ǉ.ǋǎǉ ǉ.ǋǌǊ Ǎ.ǎ ǉǌ.ǋ ǉ Ǌ
ǎǈ Ǌ q ȳc ǈ.ǍǎǑ ǈ.ǌǑǈ ǉ.ǋǐǎ ǉ.ǍǏǉ ǎ.ǐ ǊǍ.Ǎ ǉ Ǌ
ǎǈ Ǌ q ycǋQ ǈ.ǎǍǐ ǈ.ǎǍǍ ǉ.ǋǊǑ ǉ.ǋǌǍ Ǎ.ǌ ǉǑ.ǋ Ǌ Ǌ
ǎǈ Ǌ q y(̄c+ σc) ǈ.ǎǎǏ ǈ.ǎǏǊ ǉ.ǋǉǉ ǉ.ǋǉǉ ǌ.ǐ ǉǊ.Ǐ Ǌ Ǌ
ǎǈ Ǌ p ycǊQ ǈ.Ǎǉǎ ǈ.ǈǎǈ ǉ.ǌǐǏ ǐ.ǉǍǋ ǎ.Ǒ ǋǌ.ǌ ǉ ǉ
ǎǈ Ǌ p ȳc ǈ.Ǎǉǎ ǈ.ǌǌǐ ǉ.Ǎǋǌ ǉ.ǎǏǋ Ǐ.ǋ ǋǊ.Ǐ ǉ Ǌ
ǎǈ Ǌ p ycǋQ ǈ.Ǐǎǌ ǈ.ǏǊǎ ǉ.ǊǑǎ ǉ.ǋǏǏ ǋ.ǌ Ǌǈ.ǉ Ǌ Ǌ
ǎǈ Ǌ p N(̄c+ σc) ǈ.Ǐǎǌ ǈ.ǏǐǏ ǉ.ǊǑǏ ǉ.Ǌǐǈ ǋ.ǈ ǉǋ.ǋ Ǌ Ǌ
ǎǈ ǎ q ycǊQ ǈ.ǍǐǑ ǈ.ǌǎǐ ǉ.ǐǊǌ ǉ.Ǒǐǎ ǉǋǋ.ǐ Ǎǉǎ.Ǒ ǎ Ǎ
ǎǈ ǎ q ȳc ǈ.ǎǈǊ ǈ.ǎǉǋ ǉ.ǐǉǎ ǉ.ǐǌǈ ǉǐǏ.Ǒ ǉǈǐǉ.ǌ Ǎ ǎ
ǎǈ ǎ q ycǋQ ǈ.ǎǑǍ ǈ.ǏǊǋ ǉ.ǏǊǑ ǉ.ǏǊǍ ǊǈǍ.ǐ ǉǎǐǐ.ǉ ǎ ǎ
ǎǈ ǎ q y(̄c+ σc) ǈ.ǎǑǍ ǈ.ǏǊǋ ǉ.ǏǊǑ ǉ.ǏǊǍ ǉǏǎ.ǌ ǉǍǋǏ.ǐ ǎ ǎ
ǎǈ ǎ p ycǊQ ǈ.ǍǏǍ ǈ.ǋǋǐ ǉ.ǎǌǐ ǉ.ǑǑǎ ǐǍ.Ǌ ǊǐǏ.Ǐ ǌ Ǎ
ǎǈ ǎ p ȳc ǈ.Ǎǐǋ ǈ.ǍǍǊ ǉ.ǎǏǉ ǉ.Ǐǋǉ ǏǑ.Ǌ ǐǊǐ.Ǒ ǌ ǎ
ǎǈ ǎ p ycǋQ ǈ.ǏǐǊ ǈ.ǐǈǍ ǉ.ǎǋǐ ǉ.ǎǋǊ ǉǋǌ.ǈ ǉǊǎǎ.ǎ Ǎ ǌ
ǎǈ ǎ p y(̄c+ σc) ǈ.ǏǐǊ ǈ.ǐǈǍ ǉ.ǎǋǐ ǉ.ǎǋǌ ǉǊǈ.Ǐ ǉǉǋǐ.ǐ Ǎ ǌ
(cǊQ, c̄, cǋQ, c̄+ σc):(mequnn, menn, 3rd Qunrtule, menn + stnnqnrq qevuntuon) vnlues or veptor c.

Ǐǉ



wtere vt(y) us tte vnlue zr szlutuzy y zy qevunteq uystnype t. Suxulnrly, we pzxpute
tte nvernse lzss zr sntusrnptuzy Δ̄N nptueveq oy tte yzxuynl szlutuzy yN:

Δ̄N =
ǉ
ǊǍ

ǊǍ
∑

t=ǉ

vt(yN)− v∗t
v∗t

de pzysuqer oztt tte ouqset pzystrnuyt (ǌ.ǉǈ) nyq tte lzw qeiyutuzy pzystrnuyts
(ǌ.ǉǋ) tz oe truly ouyquys. Iy ttus wny, ur n szlutuzy yR zr yN us uyrensuole, ttey
tte sntusrnptuzy qeruveq rrzx ut us ǈ. anole ǌ.ǌ.ǋ stzws tte efept zr uypertnuyty zy
pustzxer sntusrnptuzy wutt nvernse lzsses Δ̄R, Δ̄N.

Geyernlly, ttus lzss us srenter uy tte prupe-peytrup pnse. hus pny oe explnuyeq
oy tte uyternptuzy oetweey tte qexnyq nyq tte ouqset pzystrnuyt wtupt requpes
rensuouluty. he uyutunl setuys zr pnrnxeters Γ nyq D̂ nlsz tns ny uxpnpt. Nzt sur-
prusuysly, eylnrsuys Γ (ǉǈ vs Ǎ) zr ttexnxuxux qexnyq qevuntuzy D̂ (+ǋǈ% D̄ vs
+ǉǍ % D̄) seyerntes tuster lzsses zr sntusrnptuzy, xnuyly wtey tte reszurpes (B)
nre spnrpe ns repzrteq uy tte tnole. dtey pzxpnruys yR, wtupt nlwnys rexnuys ren-
suole, nyq yN, ut evuqeypes n srenter yeeq rzr n rzoust rzrxulntuzy rzr tustter ouqset
pzystrnuyts (speynruzs cǊQ nyq c̄), ns stzwy oy tte lnrser yuxoer zr uyrensuole rep-
etutuzys (#uyr) zppurruys wutt yN. Fuynlly, tte yuxoer zr tuxes yR nyq yN nptueveq
zptuxnluty tells us ttnt tte nqvnytnses zr usuys tte rzoust xzqelR-NHLP quxuy-
ust wtey tte ouqset pzystrnuyt us less tustt (speynruzs cǋQ nyq c̄+ σc).

de testxzqelR-NHLP rzr pzyservntuveyessoy pzxpnruys ut nsnuystR’-NHLP,
wtere zyly tte ouqset pzystrnuyt us prztepteq nsnuyst uypertnuyty (nyq yzt tte zo-
veptuve ruyptuzy). de iyq tte results nlxzst uqeytupnl, wutt ǎǈ% zr tte uystnypes
tnvuys tte snxe szlutuzy. Fzr tte rexnuyuys ǌǈ% uystnypes, we rzuyq tte qufer-
eype zr zyly ǈ.ǉ pzuyt uy tte nvernse lzss zr vnlue. de oelueve tte strupture zr tte
przolex rnvzrs ttese plzse results, suype ttexzqel us zyly rree tz ptzse yj, wtule xij
us n oyprzqupt zr tte ptzupe xzqel.
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Table 4.4.3: Numerical results for R-NHLP with (n,m,P)=(30,15,4)

# uyr # oest auxe (s)
y Γ b B D̂ Δ̄R Δ̄N N R N R N

ǋǈ Ǎ q ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.ǉǋ -ǈ.ǈǍ ǉ ǈ Ǌǌ ǉǑ Ǌǋ
ǋǈ Ǎ q ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.ǉǊ -ǈ.ǋǐ ǐ ǈ ǉǌ ǉǋ Ǌǋ
ǋǈ Ǎ q ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ Ǌǋ ǉǐ ǉǍ
ǋǈ Ǎ q ȳc ǋǈ%D -ǈ.ǉǌ -ǈ.ǈǎ ǉ ǈ Ǌǈ ǉǎ ǉǍ
ǋǈ Ǎ q ycǋQ ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ Ǌǈ Ǌǈ ǋǊ ǋǊ
ǋǈ Ǎ q ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ ǉǌ ǋǎ ǋǊ
ǋǈ Ǎ q y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ Ǌ Ǌǋ ǊǑ ǋǈ
ǋǈ Ǎ q y(̄c+ σc) ǋǈ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǌ Ǌǈ ǋǊ ǋǈ
ǋǈ Ǎ p ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.ǉǎ -ǈ.ǋǉ Ǐ ǈ ǐ ǊǏ ǉǈ
ǋǈ Ǎ p ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.Ǌǎ -ǈ.ǋǐ Ǒ ǈ ǎ ǉǌ ǉǈ
ǋǈ Ǎ p ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǉǌ -ǈ.ǈǍ ǉ ǈ Ǌǋ ǉǌ ǉǊ
ǋǈ Ǎ p ȳc ǋǈ%D -ǈ.ǊǊ -ǈ.ǋǍ Ǐ ǈ ǉǋ ǉǌ ǉǊ
ǋǈ Ǎ p ycǋQ ǉǍ%D -ǈ.ǈǍ -ǈ.ǈǉ ǈ ǈ ǉǈ Ǌǐ Ǌǎ
ǋǈ Ǎ p ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǈǏ -ǈ.ǈǉ ǈ ǈ Ǒ ǉǍ Ǌǎ
ǋǈ Ǎ p y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǉǉ ǉǌ ǉǉ ǉǈ
ǋǈ Ǎ p y(̄c+ σc) ǋǈ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǉǉ ǉǌ Ǌǌ ǉǈ
ǋǈ ǉǈ q ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.ǉǌ -ǈ.ǈǐ Ǌ ǈ Ǌǉ ǉǍ Ǌǋ
ǋǈ ǉǈ q ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.Ǌǈ -ǈ.Ǌǉ Ǎ ǈ Ǒ Ǒ Ǌǋ
ǋǈ ǉǈ q ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǉǋ -ǈ.ǈǌ ǉ ǈ ǉǎ Ǌǐ ǉǍ
ǋǈ ǉǈ q ȳc ǋǈ%D -ǈ.Ǌǉ -ǈ.ǈǑ Ǌ ǈ Ǒ ǉǋ ǉǍ
ǋǈ ǉǈ q ycǋQ ǉǍ%D -ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ ǉǌ ǋǎ ǋǉ
ǋǈ ǉǈ q ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǈǎ -ǈ.ǈǉ ǈ ǈ ǉǊ ǋǐ ǋǉ
ǋǈ ǉǈ q y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǉǈ ǐ ǋǌ ǊǑ
ǋǈ ǉǈ q y(̄c+ σc) ǋǈ%D -ǈ.ǈǉ -ǈ.ǈǉ ǈ ǉǈ ǐ ǋǌ ǊǑ
ǋǈ ǉǈ p ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.Ǌǉ -ǈ.ǉǋ ǋ ǈ Ǒ ǉǊ ǉǈ
ǋǈ ǉǈ p ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.ǌǉ -ǈ.ǊǊ Ǎ ǈ Ǐ ǉǋ ǉǈ
ǋǈ ǉǈ p ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǉǑ -ǈ.ǈǑ Ǌ ǈ ǉǎ Ǌǋ ǉǉ
ǋǈ ǉǈ p ȳc ǋǈ%D -ǈ.ǋǌ -ǈ.ǊǊ ǌ ǈ ǋ Ǐ ǉǉ
ǋǈ ǉǈ p ycǋQ ǉǍ%D -ǈ.ǈǏ -ǈ.ǈǎ ǉ ǈ ǎ ǊǏ Ǌǎ
ǋǈ ǉǈ p ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǉǎ -ǈ.ǉǈ Ǌ ǈ ǋ ǉǌ Ǌǎ
ǋǈ ǉǈ p y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǉǋ ǉǋ ǊǊ ǉǈ
ǋǈ ǉǈ p y(̄c+ σc) ǋǈ%D -ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ ǉǉ ǋǉ ǉǈ
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Table 4.4.4: Numerical results for R-NHLP with (n,m,P)=(60,15,4)

# uyr # oest auxe (s)
y Γ b B D̂ Δ̄R Δ̄N N R N R N

ǎǈ Ǎ q ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.ǈǐ -ǈ.ǌǋ ǎ ǈ ǉǉ ǌǑ ǌǑ
ǎǈ Ǎ q ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.ǉǌ -ǈ.ǌǋ ǎ ǈ ǐ ǍǍ ǌǑ
ǎǈ Ǎ q ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǈǍ -ǈ.ǌǊ Ǐ ǈ ǋ ǉǈǉ ǌǉ
ǎǈ Ǎ q ȳc ǋǈ%D -ǈ.ǉǎ -ǈ.ǌǊ Ǐ ǈ ǉ ǌǏ ǌǉ
ǎǈ Ǎ q ycǋQ ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǊǍ ǊǍ ǑǑ ǑǊ
ǎǈ Ǎ q ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ Ǌǌ ǉǈǐ ǑǊ
ǎǈ Ǎ q y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǊǍ ǊǍ Ǒǌ ǐǍ
ǎǈ Ǎ q y(̄c+ σc) ǋǈ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ Ǌǌ Ǌǌ Ǒǋ ǐǍ
ǎǈ Ǎ p ycǊQ ǉǍ%D -ǈ.ǉǍ -ǈ.ǋǐ ǎ ǈ ǐ ǋǑ ǋǈ
ǎǈ Ǎ p ycǊQ ǋǈ%D -ǈ.Ǌǋ -ǈ.ǋǐ ǎ ǈ ǌ ǌǐ ǋǈ
ǎǈ Ǎ p ȳc ǉǍ%D -ǈ.ǉǍ -ǈ.ǌǈ ǎ ǈ ǉǈ ǍǍ ǋǏ
ǎǈ Ǎ p ȳc ǋǈ%D -ǈ.Ǌǋ -ǈ.ǌǋ ǎ ǈ Ǐ ǌǈ ǋǏ
ǎǈ Ǎ p ycǋQ ǉǍ%D -ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǈ ǈ ǈ ǊǍ ǐǐ ǐǊ
ǎǈ Ǎ p ycǋQ ǋǈ%D -ǈ.ǈǎ -ǈ.ǈǌ ǉ ǈ Ǌǌ ǌǍ ǐǊ
ǎǈ Ǎ p y(̄c+ σc) ǉǍ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǊǍ ǊǍ Ǐǋ ǏǍ
ǎǈ Ǎ p y(̄c+ σc) ǋǈ%D ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ ǊǍ ǊǍ Ǐǌ ǏǍ
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Table 4.4.5: Numerical results for uR-NHLP with
(n,m,P)=(30,15,4)

# uyr # oest auxe (s)
Γ B Δ̄R Δ̄N N R N R N

Ǎ ycǊQ ǈ.ǈǈǈ ǈ.ǈǈǈ ǈ Ǌǌ Ǌǌ ǎǐ ǉǍ
Ǎ ȳc -ǈ.ǈǈǉ -ǈ.ǈǈǉ ǈ Ǌǉ Ǌǉ ǎǏ ǋǋ
ǉǈ ycǊQ -ǈ.ǈǍǋ -ǈ.ǈǈǉ ǈ ǈ Ǌǉ Ǎǐ ǉǍ
ǉǈ ȳc -ǈ.ǈǉǍ -ǈ.ǈǈǋ ǈ ǉ ǉǏ Ǐǌ ǋǋ
ǉǍ ycǊQ -ǈ.ǈǍǎ -ǈ.ǉǊǈ ǋ ǈ ǊǊ Ǐǈ ǉǍ
ǉǍ ȳc -ǈ.ǈǈǌ -ǈ.ǈǈǌ ǈ ǉǑ ǉǑ ǐǏ ǋǋ
Ǌǈ ycǊQ -ǈ.ǈǌǋ -ǈ.ǌǈǈ ǉǈ ǈ ǉǌ ǉǍǉ ǉǌ
Ǌǈ ȳc ǈ.ǈǈǈ ǈ.ǈǈǈ ǈ Ǌǈ Ǌǈ Ǎǈ Ǌǐ
ǊǍ ycǊQ -ǈ.ǈǋǍ -ǈ.ǎǐǈ ǉǏ ǈ ǐ ǉǊǈ ǉǌ
ǊǍ ȳc ǈ.ǈǈǈ ǈ.ǈǈǈ ǈ Ǌǋ Ǌǋ ǌǎ Ǌǐ

ǌ.ǌ.ǌ NŊŁĹŇĽķĵŀ ŇĹňŊŀŉň ĺŃŇ ŊłķĹŇŉĵĽłŉŏ Ńł ŊŉĽŀĽŉĽĹň

Iy ttus septuzy we rzpus zy tte rzoust xzqel uR-NHLPwtere uypertnuyty lues zy
pustzxer utulutues. de plnssury tte qexnyq szurpes uytz twz srzups:

• Lzwer-ttny-nvernse uypzxe: qexnyq szurpes i wutt Ii < Ī, wtere Ī us tte
nvernse uypzxe zver nll putues, nre pzysuqereq xzre seysutuve tz prupe nyq
oeter qespruoeq oy wǈ = {ǉ/ǋ, Ǌ/ǋ}.

• Huster-ttny-nvernse uypzxe: qexnyq szurpes wutt Ii > Ī nre pzysuqereq
xzre seysutuve tz qustnype ttny prupe, nyq nssusyeq n yzxuynl weustt veptzr
wǈ = {Ǌ/ǋ, ǉ/ǋ}

Iy anole ǌ.ǌ.Ǎ we see nsnuy ttnt tte rzoust szlutuzy yR us xzre uyterestuys ttny
tte yzxuynl szlutuzy yN wtey tte uypertnuyty ouqset Γ us quute lnrse nyq tte ouq-
set pzystrnuyt us uy tte tusttest speynruz B = ncǊQ. he yzxuynl szlutuzy stnrts tz
oe uyrensuole rzr szxe zr tte ǊǍ qevunteq uystnypes rrzx Γ = ǉǍ, u.e. ǈ.Ǎn, nyq us
very ztey uyrensuole rzr srenter Γ (# uyr = ǉǈ zut zr ǊǍ rzr Γ = Ǌǈ, nyq # uyr =
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ǉǏ zut zr ǊǍ rzr Γ = ǊǍ. Nevertteless, rzr sxnller vnlues zr Γ, tte yzxuynl szlu-
tuzy oetnves very well wutt yz uyrensuole szlutuzy nyq n tuster przpzrtuzy zr oest
szlutuzys. de pny pzypluqe ttnt tte prupe zr rzoustyess, u.e. tte prupe tz pny rzr
systexntup rensuouluty, seexs tz oe tuster rzr uypertnuyty zy utulutues.

ǌ.Ǎ CŃłķŀŊňĽŃł

de tnve preseyteq n rzoust npprznpt rzr seleptuys yew tzusuys przsrnxs, wtere
uypertnuyty lues irst zy qexnyq vzluxes, ttey zy pustzxer utulutues. de stzweq
ttnt wtey uypertnuyty lues zy utulutues wutt n qusprete set zr qevuntuzy speynruzs
rrzx tte yzxuynl qntn, tte rzoustyess suoprzolex wutt ouynry vnrunoles pny oe
replnpeq oy uts luyenr relnxntuzywutt yz pzysequeype zy tte zrusuynlxzqel, wtupt
eynoles tz use tte plnssupnl qunluzntuzy xettzq. Suype pzysuxer oetnvuzrs nre
xzqeleq oy n ptzupe xzqel, we useq tte Irrelevnype zr Iyqepeyqeyt Alteryntuves
(IIA) przperty tz qespruoe tte lzws rrzx qexnyq szurpes tz selepteq sutes uy zur
xzqels, wtupt nre rerzrxulnteq uy n luyenr wny. Nuxerupnl experuxeyts zy qntn zr
ttePnrus resuzy stzw rrzxwtupt level zr tte uypertnuyty ouqset nyqwtuptqesree
zr tusttyess zr tte ouqset pzystrnuyt, tte rzoust xzqel stnrts tz oe xzre nppurnte
ttny vust usuys tte zptuxnl szlutuzy zr tte yzxuynl przolex, ttnt oepzxes xzre
nyq xzre uyrensuole wtey ttese pnrnxeters uyprense. az zur wyzwleqse, ttus re-
senrpt us tte irst pzytruoutuzy zr zptuxuzntuzy tz seleptuys yew tzusuys przsrnxs
wutt n ptzupexzqel, oeyzyq tte rzoustyess nspept. herzoustyess npprznptpzx-
ouyuys ny uypertnuyty ouqset nyq n qusprete set zr speynruzs pny oe npplueq tz n
lnrser plnss zr zptuxuzntuzy przolexs onseq zy n ptzupe xzqel.
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5
A neted robutness approach for the

Capacitated Facility Location Problem
with Location-Dependent Demand

Ǎ.ǉ IłŉŇŃĸŊķŉĽŃł

Iy ttus ptnpter we lzzw nt tte lzpntuzy zr n luxuteq set zr Mzoule ceyqzrs servuys
pustzxers zy n Furst pzxe Furst serveq onsus, wtere tte qexnyq tz enpt lzpntuzy
rzllzws n Pzusszy przpess wutt xeny λij (wutt uyqex i = ǉ, . . . ,m stnyquys rzr
tte qexnyq szurpes, nyq uyqex j = ǉ, . . . , n rereruys tz tte pzssuole lzpntuzys
zr n xzoule veyqzr). Furtterxzre, enpt veyqzr nt lzpntuzy j tns n ozuyqeq pn-
pnputy Kj (wtupt pny oe luyweq tz tte suze zr tte trupw zr vetuple), nyq wtere tte
zoveptuve us tz xnxuxuze tte tztnl reveyue zr tte pzxpnyy ttnt explzys tte vey-
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qzrs. de pny iyq exnxples zr ttus oetnvuzur uy rzzq trupws, upe prenx veyqzrs,
nyq ztter xzoule nseyts supt ns przxztuzynl/puoluputy stnyqs. Alttzust nll vey-
qzrs pzulq extuout tte ptnrnpterustups vust xeytuzyeq, u.e. ozuyqeq pnpnputy nyq
irst-pzxe irst-serveq oetnvuzur (e.s. pzryer stzres, retnul/nppnrel stzres), we re-
rer tz xzoule veyqzrs suype ttey tnve tte lexuouluty tz ptnyse tte pzyisurntuzy
zr tteur yetwzrw, ttus oeuys nole tz zptuxuze tte rnpuluty lzpntuzy przolex wtey
requureq, rzr exnxple, every tuxe ttere us n susyuipnyt ptnyse uy qexnyq lzws.
Mzre trnqutuzynl ousuyesses, supt ns retnul stzres, qz yzt tnve tte pzssuouluty zr re-
pzyisuruys tteur yetwzrw sz ttey xust xnwe tteur qepusuzys nt tte strntesup level,
wutt tte nssresnteq uyrzrxntuzy wtuptxustt xnwe zur zperntuzynl-level nssuxp-
tuzys questuzynole. Iy ttus pnse, ptzupe xzqels luwe tte zye useq uy ptnpter ǋ pny
oe useq (see Beyntu nyq Hnysey hǉǈ] rzr tte xnxuxux-pnpture rnpuluty lzpntuzy
przolex wutt n ptzupe xzqel rzr xzqeluys pzysuxer oetnvuzur).

he ussue zr xzoule veyqzrs lzpntuzy us nqqresseq uy Lupny et nl hǍǊ]. he nu-
ttzrs lzzw nt tte sutuntuzy rrzx n szpunl perspeptuve wtere tte xzoule veyqzrs
nre sreey trupws (qustruoutuys wtzle rrest przqupts tz xnrsuynluzeq nrens). heur
stuqy iyqs ttnt ttexzoule veyqzrs pluster nrzuyq tust trnip nrens, wtupt nre yzt
yepessnruly plzse tz tteur uyteyqeq tnrset. Alttzust Lupny et nl nre uynole tz sny
wtetter tte sreey trupws rulil tte zoveptuve zr renptuys ttexzst vulyernole nrens,
ny zptuxuzntuzyxzqel, ns tte zye rzrxulnteq uy tte rzllzwuys septuzys, pzulq prz-
vuqe ny zptuzy rzr lzpntuys tte trupws tz oeter przvuqe tteur uyteyqeq servupe. Sur-
prusuysly, we rzuyq yz ztter pnper spepuipnlly qenluys wutt tte zptuxnl lzpntuzy
zrxzoule veyqzrs, sz tte npprznpt qevelzpeq uy ttus ptnpter pny oe pzysuqereq ns
n yew przolex.

dtey pzysuqeruys reveyuexnxuxuzntuzy, we pnyxzqel tte Cnpnputnteq Fnpul-
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uty Lzpntuzy Przolex zutluyeq nozve oy tte rzllzwuys MIP:

xnx
n
∑

j=ǉ

m
∑

i=ǉ

πijκijKjyj

s.t.
n
∑

j=ǉ

yj ≤ P

y ∈ Y ⊆ {ǈ, ǉ}n

(Ǎ.ǉ)

wtere πij us tte nvernse onswet (zr przit) per qexnyq szurpe i nt lzpntuzy j, κij us
tte rrnptuzy zr pnpnputy rrzx lzpntuzy j pzysuxeq oy qexnyq szurpe i (wtupt wull
oe qeiyeq uy tte yext septuzy ns n ruyptuzy zr λij), nyq Y us n pzlyteqrnl set zr
pzystrnuyts zy tte lzpntuzys, pzssuoly pzytnuyuys (wynpsnpw) ouqset pzystrnuyts zr
tte type

∑

j ωjyj ≤ B.
Nzte ttnt

∑

i πijκijKj us tte tztnl reveyue (zr przit) pnptureq oy lzpntuzy v, ur v
us zpey, tte zoveptuve ruyptuzy us ttey tte tztnl reveyue seyernteq oy tte xzoule
veyqzrs uy tte selepteq lzpntuzys. de pzsut πij ns n pnrnxeter qepeyquys oztt zy
szurpe i nyq lzpntuzy j tz uypluqe nll pzssuole sutuntuzys: u) πij = πi· ur enpt xz-
oule veyqzr zfers tte snxe set zr przqupts (e.s. tte pzysuxuys pnterys, nvernse
onswets, zr pustzxers qepeyq zy tte qufereyt szurpes i, out qz yzt vnry zver tte
pzssuole lzpntuzys j); nyq tte seyernl pnse uu) πij ur oztt qexnyq szurpes i nyq lz-
pntuzys j nre qufereytunteq (we pny ttuyw zr stzres j pnrryuys qufereytunteq szzqs).
Next we przvuqe n rew exnxples tz vusunluze qufereyt przit ptnrnpteruzntuzys uy ny
ensuer wny:

u) Dufereytuntuzy zy n pustzxer onsus, resultuys zy πi, results ynturnlly suype qur-
rereyt srzups zr sesxeyts uy tte pzpulntuzy tnve qufereyt pzysuxuys tnouts.
Fzr exnxple, qepeyquys zy purptnsuys pzwer nyq resuqeytunl nren, pustzxers
zr type ixny pzysuxe n onsup przqupt wtule pustzxers rrzx i′ wzulq sz rzr
n prexuux. de pny rerer ttey tz ny nvernse onswet rzr enpt type zr pustzxer
i.

ǏǑ



uu) Iy tte seyernl pnse, πij exerses ns n pzysequeype zr oztt, spnpunl ptnrnpter-
ustups nyq pustzxers’ pzysuxuys tnouts. Ir n veyqzr’s lzpntuzy pny nfept tte
pustzxers nvernse onswets, zr tte przit ut qeruves rrzx ut, πij wzulq vnry uy
oztt pustzxer type nyq lzpntuzy. herexny nlsz oe spepuip pzsts zy lzpntuzy
j (e.s. reytnl rees rzr tte lzpntuzy) ttnt yeeq tz oe suostrnpteq tz tte nvernse
onswet tz zotnuy n yet przit πij ttnt nlsz qepeyqs zy j.

Guvey zur rzpus zyxzoule veyqzrs, we pzysuqer tte qexnyq tz oe qeterxuynyt
zyly ns rnr ns ut pny uylueype tte rnte zr nrruvnl λij, rzr tte veyqzr pny relzpnte wtey
tte rntes qrzp. Alsz, ns xzoule veyqzrs, tteur uyveytzry pnpnputy wzulq oe luxuteq.
hese twz pzysuqerntuzys suve us tte nssuxptuzy zr rull pnpnputy pzysuxptuzy.

Iy tte rexnuyqer zr ttus ptnpter, we wull przpzse n yzxuynl xzqel tz szlve tte
CFLPwutt Lzpntuzy-DepeyqeytDexnyq (u.e. we wull ptnrnpteruze tte rrnptuzy κij
zr tte pnpnputy zr lzpntuzy j pzysuxeq oy pustzxers rrzx szurpe i), rzllzwuyswutt
n rzoust rzrxulntuzy rzr qusturonypes rzr nrruvnl rntes. de preseyt yuxerupnl ex-
peruxeyts tz evnlunte tte perrzrxnype zr tte rzoustxzqel nyqtzw ut pzxpnres tz
tte yzxuynl zye. de plzse tte ptnpter wutt pzyplusuzys nyq pzxxeyts zy rurtter
resenrpt qureptuzys.

Ǎ.Ǌ aļĹ CFLPŌĽŉļ LŃķĵŉĽŃł-DĹńĹłĸĹłŉDĹŁĵłĸ

Iy ttus septuzyweprzpzse nxzqel tz szlve tteCnpnputnteqFnpuluty LzpntuzyPrzo-
lexwuttLzpntuzy-DepeyqeytDexnyq (CFLP-LDD)uyqer tte nssuxptuzys nyq
pzysuqerntuzys zutluyeq uy tte uytrzquptuzy. It us ensy tz see ttnt tte szlutuzy tz
(Ǎ.ǉ) qepeyqs zy tte qeiyutuzy zr κij, sz ttnt wull oe zur stnrtuys pzuyt.

awz nssuxptuzys suuqe zur ptzupe zr tte pnpnputy nllzpntuzy, ynxely tte irst-
pzxe irst-serveq nyq tte pnpnputy pzysuxptuzy. dtule irst-pzxe irst-serveq us
selr-explnyntzry, oy pnpnputy pzysuxptuzy we xeny n qexnyq lnrse eyzust tz
pzysuxe nll tte pnpnputy nvnulnole, evey wtey uypertnuyty nfepts tte nrruvnl rntes.
Suype tte veyqzr pny relzpntewtey n susyuipnyt ptnyse tz tteqexnyqlzwszppur,
e.s. wtey qexnyq rrzx szurpe i us qepleteq, we pzysuqer ttus nssuxptuzy vustuieq
rzr zur setuys. he qruvuys pnrnxeter rzr tte pnpnputy pzysuxptuzy zr lzpntuzy j
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us tte rnte zr nrruvnl rrzx enpt qexnyq szurpe i tz snuq lzpntuzy j, λij. de rzrxulnte
uy Przpzsutuzy Ǎ.Ǌ.ǉ ttnt tte nvnulnole pnpnputy tz enpt qexnyq szurpe stzulq oe
przpzrtuzynl tz tte rnte zr nrruvnl rrzx snuq qexnyq szurpe.

PropositionǍ.Ǌ.ǉ. If
∑

i λij ≥ Kj, then, under the irst-come irst-served assumption,
we have7

κij =
λij

∑

i′ λi′j
.

Proof. de nqqress tte pnse wtere, rzr nyy j,
∑

i λij ≥ Kj, tte let-tnyq suqe zr tte
uyequnluty represeyts tte tztnl qexnyq zy lzpntuzy j quruys n peruzq zr nroutrnry
leystt τ. Iy zrqer tz iyq κij we yeeq tz iyq nyq uytervnl zr suze τ′ ttnt exnptly
pzysuxes tte pnpnputy zr j, ttey τ′ = Kjτ/

∑

i λij. Nepessnruly we tnve τ′ ≤ τ rzr
tte speynruz uyqer pzysuqerntuzy. Suype we tnve qeiyeq tte qexnyq ns Pzusszy
przpesses nyq tte nllzpntuzy zr pnpnputy tz oe zy n irst-pzxe irst-serveq onsus, tte
xeny qexnyq nt lzpntuzy j rrzx szurpe i quruys peruzq τ′ us

λ′ij =
τ′λij
τ

=
λij

∑

i′ λi′j
Kj

ttey tte rrnptuzy zr pnpnputy rrzx j nllzpnteq tz szurpe i us suxply tte rntuz κij =
λij/
∑

i′ λi′j

byqer tte ptnrnpteruzntuzy zr κij zutluyeq oy Przpzsutuzy Ǎ.Ǌ.ǉ, we pny rewrute
(Ǎ.ǉ) ns tte CFLP wutt Lzpntuzy-Depeyqeyt Dexnyq:

xnx
n
∑

j=ǉ

∑

i πijλij
∑

i λij
Kjyj

s.t.
n
∑

j=ǉ

yj ≤ P

y ∈ Y ⊆ {ǈ, ǉ}n

(Ǎ.Ǌ)
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Mzqel (Ǎ.Ǌ) us suxple eyzust tz szlvewteynll pnrnxeters nsszpunteq tz vnrunole
yj uy tte zoveptuve nre wyzwy, nyq Y = {yj|yj ∈ {ǈ, ǉ} rzr j = ǉ, . . . , n}. It
suipes tz selept ttePoest pzeipueyts vj = Kj

∑

i πijλij/
∑

i λij tz exnptly szlve tte
przolex uy luyenr tuxe. Ir Y = {y|

∑

j ωjyj ≤ B} ttey ut us n Kynpsnpw Przolex
(KP) wutt pzeipueyts vj wtupt represeyt tte tztnl reveyue zr przit pnptureq oy j.
KP us wyzwy tz oe NP-tnrq out szlvnole uy pseuqz pzlyyzxunl tuxe, nyq nqxuts
n Fully Pzlyyzxunl-auxe Apprzxuxntuzy Sptexe Ionrrn nyq Kux hǌǐ]. Hzwever,
we wyzw uypertnuyty pny oe preseyt uy nyy pnrt zr tte xzqel, nyq (Ǎ.Ǌ) us xnqe
nll tte xzre pzxplupnteq oy tte yzy-luyenrutues nrusuys wutt tte uypertnuyty, xzst
yztnoly ur supt uypertnuyty nfepts tte nrruvnl rntes λij. Iy tte rzllzwuys septuzy we
wull przpzse n rzoust pzuyterpnrt rzr (Ǎ.Ǌ) uy tte preseype zr uypertnuyty uy tte
yetwzrw.

Ǎ.ǋ A RŃĶŊňŉMŃĸĹŀ ŌĽŉļNĹňŉĹĸbłķĹŇŉĵĽłŉŏ BŊĸĻĹŉň

az oesuy ttus septuzy, we oruely quspuss tte pzssuole szurpes zr uypertnuyty uy zur
xzqel, rzllzwuys wutt qeluxutntuzy zr tte uypertnuy pnrnxeters we wull uypluqe uy
zur stuqy. Lzzwuys nt (Ǎ.Ǌ), ut pny oe snuq ttnt nll pnrnxeters pzulq oe suovept tz
vnruntuzys, wutt tte expeptuzy pertnps zr P, espepunlly uy tte stzrt terx. Pzssuole
szurpes zr uypertnuyty rzr tte qufereyt pnrnxeters uypluqe pustzxer’s wulluysyess
tz pny nyq nvernse onswets, pzxpetutuzy, nyq espepunlly rzr λij, wentter nyq trnip
pzyqutuzys xny uxpnpt trnvel tuxes tz nyq rrzx n qestuyntuzy, wtule ptnyses uy
qexnyqs pny nlter nrruvnl rntes.

Guvey tte type zr veyqzrs we pzysuqereq uy zur preseytntuzy, tte pnrnxeters
zr tte przolex nre rnurly ensy tz rzrepnst, wutt tte pnpnputy, Kj, nyq prupe, pzy-
trzlleq oy tte veyqzr (nt lenst uy tte stzrt terx). he qexnyq us tte zye puepe
zr uyrzrxntuzy wutt tte xzst vzlntuluty nyq ttus tte zye we wull rzpus zy uy tte
trentxeyt zr uypertnuyty. Ir we pzysuqer tte nrruvnl rntes tz oe uypertnuy, e.s. que
tz wentter (rnuy pzulq nlter tte wulluysyess tz trnvel zr n pustzxer) zr trnip pzy-
qutuzys (uyprensuys zr quxuyustuys λij rzr szxe (lzpntuzy,qexnyq-szurpe) pnurs),
nyq qustruouteq uy λij ∈ [λ̄ij − λ̂ij, λ̄ij + λ̂ij], we lzzw rzr tte zptuxnl qustruoutuzy
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zr rnpulutues tz xnxuxuze tte przit. Furtterxzre, ur we exoeq (Ǎ.Ǌ) uy n rzoust
zptuxuzntuzy setuys, zur przolex oepzxes:

xnx
y∈{ǈ,ǉ}∑

j yj≤P
y∈Y

xuy
λ

n
∑

j=ǉ

∑

i πijλij
∑

i λij
Kjyj

wutt λij ∈ [λ̄ij − λ̂ij, λ̄ij + λ̂ij]

wtere tte expepteq qexnyq rrzx szurpe i tz lzpntuzy j us uypertnuy, nyq ozuyqeq
uy ny uypertnuyty set pzytnuyuys nll pzssuole renluzntuzys zr tte nrruvnl rntes.

de pzysuqer, ns us pzxxzy prnptupe uy tte xnuy RO npprznptes (e.s. hǉǊ] nyq
hǉǐ]), ttnt yzt nll pnrnxeters pny renpt tteur wzrst renluzntuzy nt tte snxe tuxe,
nyq qeiye tte uypertnuyty set Λ tz pzytnuy nll pzssuole renluzntuzys zr λij uy n rntter
zrusuynl wny. de przpzse nested uncertainty budgets wtere tte irst tuer pzy-
trzls tte yuxoer zr lzpntuzys ttnt nre nfepteq oy uypertnuyty nyq ozuyqs ut wutt n
slzonl uypertnuyty ouqset Γ. Fzr ttese lzpntuzys, we luxut ttewzrst vnruntuzyzr tte
nrruvnl rntes wutt n lzpnl uypertnuyty ouqset Γj. Appzrquysly, ur tte vupuyuty zr n pz-
teytunl sute us nfepteq oy uypertnuyty, tte vnruntuzy zr nrruvnl rntes rzr tte pustzxers
szuys tz j us luxuteq oy Γj. he pzrrespzyquys uypertnuyty set pny oe rzrxnluzeq ns
rzllzws:

Λ =



























λij :

∣

∣{j ∈ {ǉ, . . . , n} : ∃i, λij ̸= λ̄ij}
∣

∣ ≤ Γ

λij ∈ [λ̄ij − λ̂ij, λ̄ij + λ̂ij]
m
∑

i=ǉ

|λij − λ̄ij|
λ̄ij

≤ Γj j = ǉ, . . . , n



























de uytrzqupe uypertnuyty vnrunoles ӂj nyq zij tz uytesrnte tte uypertnuytyxzqel
uytz zur rzoust przolex. ӂj ∈ {ǈ, ǉ} pzytrzls tte zuter lnyer zr zur uypertnuyty
setuys, sz ttnt ӂj = ǉ wtey lzpntuzy j us nfepteq oy uypertnuyty nyq ӂj = ǈ wtey
ut us yzt. Suxulnrly, zij ∈ [−ǉ, ǉ] pzytrzls tte qevuntuzy zr tte nrruvnl rntes. de pny
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rewrute tte przolex uyqer uypertnuyty set Λ ns:

xnx
yj∈{ǈ,ǉ}∑

j yj≤P
y∈Y

xuy
ӂj∈{ǈ,ǉ}∑

j ӂj≤Γ

n
∑

j=ǉ

xuy∑
i |zij|≤Γj
|zij|≤ǉ

Kj
∑

i πij
(

λ̄ij + λ̂ijzij
)

∑

i λ̄ij + λ̂ijzij
yj (Ǎ.ǋ)

Iy zrqer tz qenlwutt tte yzy-luyenrutues uy przolex(Ǎ.ǋ), we irst nqqress tte uy-
yer rrnptuzynl przolex, ttnt we stnll pnll “suoprzolex” uy wtnt rzllzws, nyq qeiye
ṽij ns tte xuyuxux przit ntnuyeq oy jwtey tte lzpntuzy us ptzsey, ttey

ṽj = xuy∑
i |zij|≤Γj

−ǉ≤zij≤ǉ

Kj
∑

i πij
(

λ̄ij + λ̂ijzij
)

∑

i λ̄ij + λ̂ijzij
(Ǎ.ǌ)

Proposition Ǎ.ǋ.ǉ. he optimal value ṽj of the minimization subproblem ș.Ș can be
obtained by solving the following linear program for j = ǉ, . . . , n such that yj = ӂj =
ǉ.

xuy Kj

m
∑

i=ǉ

πij λ̄ijt+ Kj

m
∑

i=ǉ

πij λ̂ij(Ӏ+ij − Ӏ−ij )

s.t.
m
∑

i=ǉ

λ̄ijt+
m
∑

i=ǉ

λ̂ij(Ӏ+ij − Ӏ−ij ) = ǉ (Ǎ.Ǎ)

m
∑

i=ǉ

(Ӏ+ij + Ӏ−ij ) ≤ Γjt

ǈ ≤ Ӏ+ij , Ӏ
−
ij ≤ t i = ǉ, . . . ,m

Proof. de rexnrw ttnt (Ǎ.ǌ) pny oe expresseq ns nxnxuxuzntuzy przolexwutt luy-
enr pzystrnuyts oy ptnysuys tte susy zr tte zoveptuve ruyptuzy nyq uytrzqupuys tte
ptnyse zr vnrunole zij = z+ij wtey zij ≥ ǈ, nyq zij = −z−ij ztterwuse (tz luyenruze
tte noszlute vnlue uy tte pzystrnuyt), wutt z+ij , z−ij ≥ ǈ. Przolex(Ǎ.ǌ) us ttey equuv-
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nleyt tz:

xnx −
∑

i Kjπij
(

λ̄ij + λ̂ij(z+ij − z−ij )
)

∑

i λ̄ij + λ̂ij(z+ij − z−ij )

s.t.
n
∑

i=ǉ

z+ij + z−ij ≤ Γj

ǈ ≤ z+ij , z
−
ij ≤ ǉ

(Ǎ.ǎ)

(Ǎ.ǎ) us ttey n rrnptuzynl luyenr przsrnx uy tte xnyyer zr Ctnryes nyq Czzper
hǊǍ]. Iyqeeq, ur we yzte ci = −Kjπij λ̂ij, һ = −Kj

∑

i πij λ̄ij, di = λ̂ij, nyq Ҽ =
∑

i λ̄ij rzr n suvey j, we pny przpeeq tz rewrute ut uy tte rzrx:

xnx
cTz+ һ
dTz+ Ҽ

xnx cTӀ + һt

s.t. Az ≤ b ⇐⇒ s.t. AӀ − bt ≤ ǈ

z ≥ ǈ dTӀ + Ҽt = ǉ

Ӏ, t ≥ ǈ

wtere Ӏ = z/(dTz + Ҽ) nyq t = ǉ/(dTz + Ҽ). Nzte ttnt suype we wyzw tte susy
zr tte qeyzxuyntzr we zyly yeeq zye luyenr przsrnx. bsuysCtnryes nyqCzzper,
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nyq suostututuys ci, һ, di, nyq Ҽ, (Ǎ.ǎ) oepzxes

xnx Kj

n
∑

i=ǉ

πij λ̂ij(Ӏ−ij − Ӏ+ij )− Kj

n
∑

i=ǉ

πij λ̄ijt

s.t.
n
∑

i=ǉ

(Ӏ+ij + Ӏ−ij )− Γjt ≤ ǈ

Ӏ+ij − t ≤ ǈ ∀ i
Ӏ−ij − t ≤ ǈ ∀ i

n
∑

i=ǉ

λ̂ij(Ӏ+ij − Ӏ−ij ) +
n
∑

i=ǉ

λ̄ijt = ǉ

Ӏ+ij , Ӏ
−
ij , t ≥ ǈ ∀ i

wtupt pny ensuly oe renrrnyseq uytz (Ǎ.Ǎ).

Hnvuys n szlutuzy rzr ṽj (zotnuyeqoy szlvuys luyenr przsrnx(Ǎ.Ǎ)), nyqqeiyuys
v̄j ns tte yzxuynl przit zotnuyeq oy jwtey tte lzpntuzy us ptzsey
(v̄j = Kj

∑

i πij λ̄ij/
∑

i λ̄ij), we pny rewrute (Ǎ.ǋ) ns tte rzllzwuys przsrnx:

xnx
y∈{ǈ,ǉ}∑

j yj≤P
y∈Y

xuy
ӂj∈{ǈ,ǉ}∑

j ӂj≤Γ

n
∑

j=ǉ

[

v̄j − (v̄j − ṽj)ӂj
]

yj (Ǎ.Ǐ)

(Ǎ.Ǐ) pnyoe luyenruzeqoy: qeiyuys ỹij = yjӂj oypzystrnuyt (Ǎ.ǐ); ptnysuys
∑

j ӂj ≤
Γ uytz pzystrnuyt (Ǎ.Ǒ), suype v̄j − ṽj ≥ ǈ nyq tte xuyuxux zr (Ǎ.Ǐ)’s uyyer zo-
veptuve us nptueveq wtey

∑

j ӂj = Γ; nyq nqquys pzystrnuyt (Ǎ.ǉǈ), suype lzpntuzys
wutt uypertnuyty xust oe plnpeq rzr (Ǎ.Ǐ) tz renluze uts zoveptuve. hey tte rzoust
pzuyterpnrt rzr tte CFLP-LDD us stzwy uy tte przsrnx oelzw.

ǐǎ



xnx
n
∑

j=ǉ

v̄jyj −
n
∑

j=ǉ

(v̄j − ṽj)ỹj RCFLP-LDD

s.t. ỹj ≥ yj + ӂj − ǉ j = ǉ, . . . , n (Ǎ.ǐ)
n
∑

j=ǉ

yj ≤ P

n
∑

j=ǉ

ӂj = Γ (Ǎ.Ǒ)

ӂj ≤ yj j = ǉ, . . . , n (Ǎ.ǉǈ)

ỹj, ӂj ∈ {ǈ, ǉ} j = ǉ, . . . , n

y ∈ Y ⊆ {ǈ, ǉ}n

AlttzustRCFLP-LDD us ensy tz szlve (oeuys ny LP), ut requures tte pzxputn-
tuzy zr ṽj (rzr enpt j = ǉ, . . . , n) oy szlvuys (Ǎ.Ǎ) n tuxes. hus przpess us pzxpu-
tntuzynlly expeysuve espepunlly ur P ≪ n. de zfer uy tte yext septuzy ny nlteryntuve
tz szlveRCFLP-LDD uy tte pnse wtere Γ ≥ P.

Ǎ.ǌ CŃŁńŀĹŉĹ GŀŃĶĵŀ błķĹŇŉĵĽłŉŏ: ňńĹķĽĵŀ ķĵňĹ Γ ≥ P

Iy ttus septuzywe rerer tz uystnypeszr tteCFLP-LDDwtere tte slzonl uypertnuyty
(tte yuxoer zr lzpntuzys ttnt pny oe nfepteq oy uypertnuyty) us sz lnrse ns tz oe
pzysuqereq pzxplete (Γ ≥ P). hus sutuntuzy us spepunl rzr n rzoust pzuyterpnrt tz
tte CFLP-LDD pny oe pzystrupteq rrzx n suxpluieq rzrx zr (Ǎ.ǋ).

xnx
yj∈{ǈ,ǉ}∑

j yj≤P
y∈Y

n
∑

j=ǉ

xuy∑
i |zij|≤Γj
|zij|≤ǉ

Kj
∑

i πij
(

λ̄ij + λ̂ijzij
)

∑

i λ̄ij + λ̂ijzij
yj (Ǎ.ǉǉ)

de pny qusresnrq ttexuyuxuzntuzy w.r.t. ӂj suype, oeuys tte wzrst pnse nyq wutt
ny uypertnuyty ouqset Γ = P, nll selepteq lzpntuzys see tteur przit qeprenseq.
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Przolex (Ǎ.ǉǉ) pny ttey oe szlveq uy tte xnyyer zr Bertsuxns nyq Sux hǉǐ].

PropositionǍ.ǌ.ǉ. he robust counterpart for the CFLP-LDDunder complete global
uncertainty is

xnx
n
∑

j=ǉ

pj

s.t. pj
m
∑

i=ǉ

λ̄ij + Γjqj +
m
∑

i=ǉ

(r+ij + r−ij ) ≤ Kjyj
m
∑

i=ǉ

πij λ̄ij ∀ j

λ̂ijpj − qj − r+ij ≤ Kjπij λ̂ijyj ∀ i, j
λ̂ijpj + qj + r−ij ≥ Kjπij λ̂ijyj ∀ i, j (Ǎ.ǉǊ)

n
∑

j=ǉ

yj ≤ P

qj, r+ij , r
−
ij ≥ ǈ ∀ i, j

y ∈ Y

Proof. FrzxPrzpzsutuzy Ǎ.ǋ.ǉ we pny suostutute tte suoprzolex uy (Ǎ.ǉǉ) wutt uts
luyenr equuvnleyt (Ǎ.Ǎ) nyq zotnuy tte equuvnleyt przsrnx (Ǎ.ǉǋ):

xnx
yj∈{ǈ,ǉ}∑

j yj≤P
y∈Y

n
∑

j=ǉ

xuy
Ӏ,t

(

Kjyj
m
∑

i=ǉ

πij λ̄ijt+ Kjyj
m
∑

i=ǉ

πij λ̂ij(Ӏ+ij − Ӏ−ij )

)

s.t.
m
∑

i=ǉ

λ̄ijt+
m
∑

i=ǉ

λ̂ij(Ӏ+ij − Ӏ−ij ) = ǉ (Ǎ.ǉǋ)

m
∑

i=ǉ

(Ӏ+ij + Ӏ−ij ) ≤ Γjt

ǈ ≤ Ӏ+ij , Ӏ
−
ij ≤ t i = ǉ, . . . ,m

Hzwever, tte yzyluyenruty persusts uy tte rzrx zr yj(Ӏ+ij − Ӏ−ij ) nyq yjt uy tte zo-
veptuve ruyptuzy. de nqqress ttus uy ttexnyyer zr Bertsuxns nyq Sux trnysrzrxuys
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tte uyyer przolex uy (Ǎ.ǉǋ) uytz uts qunl przsrnx:

xnx pj

s.t. pj
m
∑

i=ǉ

λ̄ij − Γjqj −
m
∑

i=ǉ

r+ij −
m
∑

i=ǉ

r−ij ≤ Kjyj
m
∑

i=ǉ

πij λ̄ij (Ǎ.ǉǌ)

λ̂ijpj + qj + r+ij ≤ Kjyjπij λ̂ij ∀ i (Ǎ.ǉǍ)

−λ̂ijpj + qj + r−ij ≤ −Kjyjπij λ̂ij ∀ i (Ǎ.ǉǎ)

qj, r+ij , r
−
ij ≤ ǈ ∀ i

wtere tte set zr pzystrnuyts (Ǎ.ǉǍ) nre nsszpunteq wutt vnrunoles Ӏ+ij , pzystrnuyts
(Ǎ.ǉǎ) nre nsszpunteq wutt vnrunole Ӏ−ij , nyq pzystrnuyt (Ǎ.ǉǌ) us nsszpunteq wutt
vnrunole t. Suostututuys tte suoprzolex uy (Ǎ.ǉǋ) oy uts luyenr qunl pzuyterpnrt
we zotnuy (Ǎ.ǉǊ)

Aynlyzuys tte pzxplexuty zr (Ǎ.ǉǊ), nyq pzxpnruys ut nsnuyst tte zrusuynl przo-
lex (Ǎ.ǉǉ), we pny see ttnt tte luyenruzntuzy efzrt qzes yzt uxpzse n tenvy ourqey
zy tte yzyluyenr przsrnx. Iy rnpt, ut zyly nqqs Ǌn luyenr vnrunoles, nyq n− ǉ pzy-
strnuyts; uy exptnyse, we zotnuy n Muxeq-Iyteser przsrnx zr zur rzoust przolex.

de przpeeq uy tte yext septuzy tz evnlunte tte perrzrxnype zr oztt xzqels
RCFLP-LDD nyq (Ǎ.ǉǊ) rzr lzss zr zptuxnluty nsnuyst ny zptuxnl szlutuzy (pzx-
puteq nter uypertnuyty tns oeey revenleq).

Ǎ.Ǎ NŊŁĹŇĽķĵŀ EŎńĹŇĽŁĹłŉň

Iy ttus septuzywe useq oeyptxnrw uystnypes rrzx tteORLuornry przpzseq uyOs-
xny nyqCtrustziqes hǍǏ] tz testRCFLP-LDD nyq (Ǎ.ǉǊ). dtule ttese uystnypes
wtere zrusuynlly qevelzpeq rzr tte pnpnputnteq plusteruys przolex, ttey tnve nlsz
oeey useq rzr tteCnpnputnteq Fnpuluty Lzpntuzy Przolex (CFLP) (e.s. Buzyn, Kz-
táyu, nyq Jnyáčew hǊǌ]).

he uystnypes uy hǍǏ] nre quvuqeq uytz twz pnteszrues oy przolex suze, wutt tte
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sxnller uystnypes rzrxeq oy Ǎǈ pustzxers nyq Ǎ pzteytunl sutes, wtule tte lnrser
zyes pzxpruse ǉǈǈ pustzxers nyq ǉǈ pzteytunl sutes. Enpt pustzxer lzpntuzy us
plnpeq oy uts (x,y) pzzrquyntes seyernteq rnyqzxly rrzx n uyurzrx qustruoutuzy,
ns us tte qexnyq rzr enpt sute. As quq hǊǌ], we pzysuqer enpt pustzxer lzpntuzy tz
oe n pzteytunl rnpuluty lzpntuzy.

de use tte uyrzrxntuzy przvuqeq zy tte OR Luornry tz pzxpute tte qustnypes
oetweey nll pustzxers nyq pzteytunl rnpulutues lzpntuzy (dij), ns well ns tteur nrruvnl
rnte (λij). Fzrdij, weuse tte eupluqenyqustnypeoetweey twzpzuyts (rrzx tte pzzr-
quyntes przvuqeq). de use tte qexnyq przvuqeq (Di) tz pzxpute λij = Di

dij
sz ttnt

tte nrruvnl rnte us qureptly przpzrtuzynl tz tte suze zr tte yzqe (Di), nyq uyversely
przpzrtuzynl tz tte qustnype oetweey pustzxer nyq rnpuluty lzpntuzys. Furtter-
xzre, we seyernte reveyues πij rnyqzxly rrzx n uyurzrx qustruoutuzyU(ǉǈ, ǊǍ).

de test ttree przteptuzy levels Γj rzr tte rzoust xzqel, luxutuys tte sux zr rel-
ntuve qevuntuzys zij ttnt pny zppur rzr enpt pzteytunl lzpntuzy j, rnysuys rrzx ǉǈ%
tz ǋǈ% vnruntuzy nllzweq. duttuy ttese luxuts, we seyernte ǉǈǈ qevunteq uystnypes
(uyqexeq oy t = ǉ, . . . , ǉǈǈ) rzr enpt przolex set uy hǍǏ], nyq pzxpnre tte zp-
tuxnl szlutuzy zr enpt qevunteq uystnype (y∗t ) nsnuyst tte szlutuzy zr tte yzxu-
ynl przolex (yN) nyq ttnt zr zur przpzseq rzoust pzuyterpnrt (yR). As n result
we eyq up wutt ǋǈǈ qevunteq uystnypes rzr enpt przolex set, nrrnyseq uy ttree
pnteszrues wtere enpt uystnype renptes ny estnolusteq uypertnuyty ouqset (Γj =

ǉǈ%n, Ǌǈ%n, nyq ǋǈ%n). de repzrt uy tte tnoles oelzw tte nvernse lzss zr vnlue
uypurreq rrzx usuys tte yzxuynl szlutuzy (Δ̄N), nyq ttnt rrzx tte rzoust szlutuzy
(Δ̄R) zy tte qevunteq uystnypes, nyq pzxpute tte relntuve lzss zr vnlue:

Δ̄· =
ǉ

ǉǈǈ

ǉǈǈ
∑

t=ǉ

vt(y∗t )− vt(y·)
vt(y∗t )

wtere vt(y∗t ) us tte vnlue zr tte zptuxnl szlutuzy zr qevunteq uystnype t, nyq vt(y·)
us tte vnlue zr tte zptuxnl szlutuzy zr tte yzxuynl (N), zr rzoust (R), przolex zy
uystnype t.

Aqqutuzynlly, we repzrt tte yuxoer zr uystnypes wtere tte rzoust szlutuzy us
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prererreq tz tte yzxuynl, #R ≻ N, u.e. tte yuxoer zr tuxes tte rzoust szlutuzy
nptueves n oeter vnlue ttny tte yzxuynl wtey npplueq tz uystnype t. Ir we pzysuqer

⌈

vt(yR)− vt(yN)
vt(yR)

⌉+

=







ǉ ur vt(yR) > vt(yN)

ǈ ztterwuse

ttey we pny pzxpute

#R ≻ N =
ǉǈǈ
∑

t=ǉ

⌈

vt(yR)− vt(yN)
vt(yR)

⌉+

de oesuy tte quspussuzy zr tte yuxerupnl experuxeyts wutt ttzse pzrrespzyq-
uys xzqel (Ǎ.ǉǊ), rzr tte results nre ensuer tz nynlyze tnvuys zye less quxeysuzy.
Aterwnrqs we tury tz tte experuxeyts zyRCFLP-LDD nyq quspuss tte efepts zr
tte yesteq uypertnuyty.

Ǎ.Ǎ.ǉ EŎńĹŇĽŁĹłŉň ŊłĸĹŇ CŃŁńŀĹŉĹ błķĹŇŉĵĽłŉŏ

de test xzqel Ǎ.ǉǊ rzr tte pnse Γ ≥ P uy anole Ǎ.Ǎ.ǉ. de stzw tte results zr tte
uystnypes qespruoeq nozve rzr tte ttree przteptuzy levels (ǉǈ%, Ǌǈ%, nyq ǋǈ% vnru-
ntuzy), wutt n xnxuxux qevuntuzy rrzx yzxuynl vnlue, Ҿ, zr Ǎǈ% (u.e. λ̂ij = Ҿλ̄ij =
ǈ.Ǎλ̄ij), rzr tte sxnller suze uystnypes uyOsxny nyqCtrustziqes. Furtterxzre, we
prente ǋ types zr uystnypes. aype A uystnypes tnwe uytz pzysuqerntuzy nll pzteytunl
lzpntuzys vunole rzr nll pustzxers (λij ns qeiyeq nozve). Iy zrqer tz requpe tte qu-
lutuzy zr tte uypertnuyty zy pzeipueyts wutt lutle tz yz uxpnpt, we seyernte aype
B nyqC uystnypes, pzysuqeruys vunole zyly pzteytunl lzpntuzys plzser ttny n prutupnl
qustnype (di·). de set ttus ttrestzlq nroutrnruly tz uypluqe rzustly tnlr tte qntn uy
type B uystnypes nyq n tturq uy type C, wutt:

di· = xuy
j
dij +

xnxj dij − xuyj dij
Ǌ

rzr type B uystnypes

di· = xuy
j
dij +

xnxj dij − xuyj dij
ǋ

rzr type C uystnypes
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de rny zur experuxeyts usuys CPLEe ǉǊ.ǉ.ǈ nyq preseyt tte results uy tte tn-
oles oelzw. Nzte ttnt tte szlutuzy tuxes rzr tte xzqels, oztt yzxuynl nyq rzoust,
us less ttny ǉ sepzyq uy nll pnses, rzr ttus renszy, ttnt uyrzrxntuzy us zxuteq rrzx
tte results.

he irst ttuys we pny rexnrw zy anole Ǎ.Ǎ.ǉ, us ttnt tte lzss zr vnlue rzr usuys
tte yzxuynl zr rzoust szlutuzy us very sxnll, Δ̄ < ǉ%, wutt tte expeptuzy zr n
rew eytrues xnrweq uy ozlq. Furtterxzre, n plzser lzzw revenls n tuster uypuqeype
zr uqeytupnl szlutuzys (oetweey tte yzxuynl nyq rzoust przolexs) uy aype B uy-
stnypes (Ǎǈ%) ttny uyaypesA(ǋǈ%) nyqC(Ǌǈ%). dtule tte nvernse lzss zr vnlue
us, uy seyernl, sxnller rzr tte yzxuynl szlutuzy, ΔN < ΔR, anole Ǎ.Ǎ.ǉ stzws n sus-
yuipnyt yuxoer zr uystnypes wtere tte rzoust szlutuzy us prererreq tz tte yzxuynl
zye, surpnsuys Ǎǈ% uy zye pnse.

Iy anole Ǎ.Ǎ.Ǌ we stzw tte uxpnpt zr tte xnxuxux qevuntuzy rrzx yzxuynl
vnlues nllzweq (Ҿ). he results uy tte tnole stzw plenrly tte uxpnpt zr uyprensuys
tte nllzweq vnruntuzy uy tte pzeipueyts λij. de pny see tte lzss zr vnlue uyprens-
uys qureptly wutt tte uyprense zr Ҿ, oztt rzr tte yzxuynl nyq tte rzoust xzqels.
Furtterxzre, tte przpzrtuzy zr uystnypes wtere tte szlutuzy zr tte yzxuynl nyq
rzoust xzqels qufers nlsz uyprenses wutt Ҿ, rrzx nozut ǉǈ% (Ҿ = ǈ.ǊǍ) tz ǉǈǈ%
(Ҿ = ǉ).

Fuynlly, we lzzw uytz tte perrzrxnype zr tte xzqels wtey pzxpnreq nsnuyst
qevunteq uystnypes wtere tte uypertnuyty us qurepteq tzwnrqs n “wzrse pnse”. Iy zr-
qer tz pzystrupt supt n “wzrse pnse”, we ptzzse rnyqzxly tte pzeipueyts λij wutt
uypertnuyty, tte seyse zr tte vnruntuzy (zij), tzwever, us ptzsey uy tte seyse ttnt
wzrseys tte szlutuzy zr tte przolex (u.e. zij ∈ (ǈ, ǉ] rzr i supt ttnt πij ≤ π̄·j,
wtere π̄·j =

∑

i πij/n us tte nvernse przit rzr lzpntuzy j zver nll qexnyq szurpes;
nyq zij ∈ [−ǉ, ǈ) rzr i supt ttnt πij > π̄·j). de uqeytury ttus ptnrnpteruzntuzy zr uy-
pertnuyty ns wp-p. de nlsz przpzse n qurepteq uypertnuyty wutt tte suze zr vnruntuzy
restrupteq tz n qusprete ptzupe (u.e. zij ∈ {−ǉ, ǈ, ǉ}), nyq uqeytury ttus ptnrnpter-
uzntuzy zr uypertnuyty ns wp-q. de stzw tte pzxpnruszy oetweey ttese uystnypes
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Table 5.5.1: Case Γ ≥ P: Performance measures for the RCFLP-LDD with
(N,P,Ҿ) = (50,5,0.5)

A B C
Iyst # Γj Δ̄N Δ̄R #R ≻ N Δ̄N Δ̄R #R ≻ N Δ̄N Δ̄R #R ≻ N

ǉ
ǉǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.Ǐǈ ǉ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.Ǒǈ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǊ ǈ.ǎǈ Ǐ
ǋǈ% ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǍ ǈ.ǈǍ

Ǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǏ ǈ.ǎǈ ǎ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ Ǌǐ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǌǎ
Ǌǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǎǈ ǉǐ ǈ.ǌǈ ǈ.Ǎǈ ǋǑ ǈ.Ǎǈ ǈ.Ǒǈ ǋǍ
ǋǈ% ǈ.ǋǈ ǈ.Ǐǈ ǉǋ ǈ.Ǎǈ ǈ.Ǎǈ ǈ.Ǐǈ ǈ.Ǒǈ ǌǎ

ǋ
ǉǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǑ ǈ.Ǐǈ Ǌ
Ǌǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǒǈ ǐ
ǋǈ% ǈ.ǈǎ ǈ.Ǎǈ ǉǋ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǐǈ Ǌǈ

ǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǐ ǈ.Ǎǈ Ǌ ǈ.ǉǈ ǉ.Ǌǈ ǈ.ǈǌ ǈ.Ǒǈ Ǌ
Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǎǈ ǌ ǈ.ǋǈ ǉ.ǋǈ ǐ ǈ.ǈǑ Ǌ.ǌǈ
ǋǈ% ǈ.ǋǈ ǈ.ǎǈ ǉǌ ǈ.ǌǈ ǉ.ǌǈ Ǒ ǈ.Ǌǈ Ǌ.ǌǈ

Ǎ
ǉǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǋǈ Ǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǉǈ ǉ.ǈǈ ǎ
Ǌǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǌǈ ǐ ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǌǈ ǉ.ǎǈ
ǋǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǌǈ ǉǊ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǌǈ ǉ.ǎǈ

ǎ
ǉǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǌǈ ǉǑ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǌǎ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ Ǌǋ
Ǌǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǌǊ ǈ.ǋǈ ǉ.ǈǈ ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǌǈ ǌǈ
ǋǈ% ǈ.ǌǈ ǈ.ǌǈ ǌǈ ǈ.ǋǈ ǉ.ǉǈ ǉǏ ǈ.ǌǈ ǈ.Ǐǈ ǋǍ

Ǐ
ǉǈ% ǈ.ǈǏ ǈ.Ǌǈ ǉǐ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ
Ǌǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǊǑ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ
ǋǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǒǈ ǋ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ ǈ.ǌǈ

ǐ
ǉǈ% ǈ.ǈǍ ǈ.ǈǍ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǌǈ ǈ.ǌǈ ǌǎ
Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ Ǎǌ ǈ.ǎǈ ǈ.ǎǈ ǌǐ
ǋǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǍǏ ǈ.ǎǈ ǈ.Ǐǈ ǌǍ

Ǒ
ǉǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.Ǌǈ ǋǏ ǈ.ǈǏ ǈ.ǈǏ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǌǈ Ǌǐ
Ǌǈ% ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǌǎ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǋǌ
ǋǈ% ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ Ǎǋ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ ǋǍ

ǉǈ
ǉǈ% ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǍ ǈ.Ǌǈ ǉǎ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ ǊǍ
Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǋǈ ǈ.ǋǈ ǈ.Ǎǈ ǋǊ
ǋǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǋǏ ǈ.Ǎǈ ǈ.Ǎǈ ǋǑ

∗he lzss zr vnlue (Δ̄) us stzwy uy perpeytnse (%)
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Table 5.5.2: Case Γ ≥ P: Performance measures for
the RCFLP-LDD with (N,P,Type) = (50,5,B)

Ҿ = ǈ.ǊǍ Ҿ = ǈ.Ǎ Ҿ = ǉ
Iyst # Γj Δ̄N Δ̄R Δ̄N Δ̄R Δ̄N Δ̄R

ǉ
ǉǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.Ǐǈ ǈ.Ǌǈ Ǎ.ǌǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.Ǎǈ ǐ.ǈǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.Ǒǈ ǐ.ǈǈ

Ǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǌ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǌǈ ǈ.ǐǈ ǉ.ǋǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǐ ǈ.ǌǈ ǈ.Ǎǈ ǉ.ǋǈ ǋ.Ǎǈ
ǋǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǎǈ ǈ.Ǎǈ ǉ.ǐǈ ǌ.ǉǈ

ǋ
ǉǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.Ǌǈ ǉ.ǈǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.Ǎǈ ǉ.Ǌǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǐǈ ǋ.ǌǈ

ǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǍ ǈ.ǋǈ ǈ.ǉǈ ǉ.Ǌǈ ǈ.ǎǈ ǉ.ǎǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǏ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǉ.ǋǈ ǉ.ǋǈ Ǌ.ǉǈ
ǋǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǌǈ ǉ.ǌǈ ǉ.ǐǈ ǋ.ǈǈ

Ǎ
ǉǈ% ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǋǈ ǉ.Ǒǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǎǈ Ǌ.ǉǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǒǈ Ǌ.ǉǈ

ǎ
ǉǈ% ǈ.ǈǍ ǈ.ǈǍ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǌǈ Ǌ.ǋǈ
Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǈǑ ǈ.ǋǈ ǉ.ǈǈ ǈ.Ǒǈ Ǌ.Ǐǈ
ǋǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǉ.ǉǈ ǉ.Ǌǈ ǋ.ǎǈ

Ǐ
ǉǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǌǈ ǋ.ǈǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.Ǐǈ ǋ.Ǌǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǉ.Ǌǈ ǋ.Ǐǈ

ǐ
ǉǈ% ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǌǈ ǉ.ǌǈ
Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǈ.Ǒǈ ǉ.ǐǈ
ǋǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǉ.ǋǈ Ǌ.ǋǈ

Ǒ
ǉǈ% ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǏ ǈ.ǈǏ ǈ.ǌǈ Ǌ.ǋǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǐǈ ǋ.ǋǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǋǈ ǈ.ǋǈ ǉ.Ǌǈ ǌ.Ǌǈ

ǉǈ
ǉǈ% ǈ.ǈǉ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǈǍ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǈ.ǐǈ
Ǌǈ% ǈ.ǈǌ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǋǈ ǈ.Ǐǈ Ǌ.Ǐǈ
ǋǈ% ǈ.ǈǋ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǋǈ ǉ.ǈǈ Ǐ.Ǎǈ

∗he lzss zr vnlue (Δ̄) us stzwy uy perpeytnse (%)
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uy anole Ǎ.Ǎ.ǋ. dtule we expepteq tz see ny nqvnytnse suvey tz tte rzoust szlu-
tuzy (yR) oy seyerntuys tte qevunteq uystnypes wutt tte qurepteq uypertnuyty, tte
results nre yzt susyuipnytly qufereyt nxzys tte ttree ptnrnpteruzntuzys zr uyper-
tnuyty pzxpnreq; yeutter uy xnsyutuqe zr lzss zr vnlue, yzr uy yzxuynl vs. rzoust
pzxpnruszys. Overnll, tte yuxoer zr uystnypes rzr wtupt tte rzoust szlutuzy us
oeter ttny tte yzxuynl, #R ≻ N, qzes uyprense uyqer qurepteq uypertnuyty (rn-
vzruys tte rzoust szlutuzy).

Ǎ.Ǎ.Ǌ EŎńĹŇĽŁĹłŉň ŊłĸĹŇ NĹňŉĹĸ błķĹŇŉĵĽłŉŏ BŊĸĻĹŉň

he results uy ttus septuzy ullustrnte tte qulutuys efept zr n spnrse szlutuzy zy tte
uxpnpt zr uypertnuyty ns wns prevuzusly zoserveq uy Pzss hǎǈ]. Iy zur pnse, tzw-
ever, tte suze zr tte suoset pzytnuyuys tte zptuxnl szlutuzy us yzt uy questuzy, ut us
equnl tz tte yuxoer zr selepteq lzpntuzys P, sz ny uypertnuyty ouqset ns n ruyptuzy
zr tte szlutuzy us yzt wnrrnyteq.

Iy tnole Ǎ.Ǎ.ǌ we pny see tte results zr twz sets zr uystnypes zotnuyeq rrzx twz
qufereyt vnlues zr Pwtere tte pzxpnruszys nre twzrzlq:

• wtey tte proportion zr sutes suovept tz uypertnuyty us equnl

• wtey tte number zr sutes suovept tz uypertnuyty rexnuys tte snxe

he results rrzx tte irst pnse, wtere tte przpzrtuzy zr selepteq sutes nfepteq
oy uypertnuyty us equnl, zfers yz surpruses. As pzulq oe expepteq, tte yuxoer zr
tuxes n rzoust szlutuzy us prererreq tz tte yzxuynl szlutuzy uyprenses wutt uyper-
tnuyty (u.e. us lnrser rzr tte pnse wtere P = ǉǈ, Γ = ǌ, ǎ, ǐ). Suype ttere us xzre
uypertnuyty, ut us expepteq tz tnve n lnrser uxpnpt zy tte yzxuynl szlutuzy.

dtey tte yuxoer zr selepteq sutes nfepteq oy uypertnuyty rexnuys tte snxe,
nyq tte yuxoer zr sutes wutt uynfepteq reveyues uyprenses susyuipnytly tzwever,
zye xny expept ttnt tte przit rrzx tte uynfepteq sutes pzulq evey zut tte efepts
zr uypertnuyty. he results uy anole Ǎ.Ǎ.ǌ stzw ttus tz oe uypzrrept. Iyprensuys tte
yuxoer zr selepteq sutes (evey wtule xnuytnuyuys tte yuxoer zr sutes nfepteq oy

ǑǍ



Table 5.5.3: Case Γ ≥ P: Performance measures for the RCFLP-LDD with
(N,P,Ҿ,Type) = (50,5,0.5,A)

wp-p wp-q
Iyst # Γ Δ̄N Δ̄R #R ≻ N Δ̄N Δ̄R #R ≻ N Δ̄N Δ̄R #R ≻ N

ǉǈ% ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǈ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ
ǉ Ǌǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.Ǒǋ ǈ.ǈǈ ǈ.Ǒǈ ǈ.ǈǊ ǈ.ǐǐ Ǌ

ǋǈ% ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǎ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǏ ǈ.ǎǊ ǎ ǈ.ǈǑ ǈ.ǎǈ Ǒ ǈ.ǉǍ ǈ.ǎǎ ǉǍ

Ǌ Ǌǈ% ǈ.ǉǐ ǈ.ǌǏ ǉǐ ǈ.ǉǋ ǈ.ǌǌ ǊǊ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǍǑ ǉǏ
ǋǈ% ǈ.ǋǋ ǈ.ǏǍ ǉǋ ǈ.ǉǌ ǈ.ǍǍ ǉǍ ǈ.ǊǏ ǈ.ǏǏ Ǌǋ
ǉǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǊ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ

ǋ Ǌǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ
ǋǈ% ǈ.ǈǎ ǈ.ǌǐ ǉǋ ǈ.ǈǑ ǈ.ǋǈ Ǌǋ ǈ.ǉǑ ǈ.ǌǍ ǊǍ
ǉǈ% ǈ.ǈǐ ǈ.Ǎǉ Ǌ ǈ.ǈǊ ǈ.ǌǍ ǈ.ǈǎ ǈ.ǍǊ ǌ

ǌ Ǌǈ% ǈ.ǉǋ ǈ.ǍǏ ǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǌǑ ǋ ǈ.ǉǋ ǈ.ǍǏ Ǐ
ǋǈ% ǈ.ǊǍ ǈ.Ǎǐ ǉǌ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǌǎ ǋǈ ǈ.ǉǐ ǈ.ǌǈ Ǌǎ
ǉǈ% ǈ.ǈǊ ǈ.ǋǉ Ǌ ǈ.ǈǈ ǈ.Ǌǋ ǉ ǈ.ǈǊ ǈ.Ǌǌ ǋ

Ǎ Ǌǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǋǏ ǐ ǈ.ǈǋ ǈ.ǉǑ ǉǌ ǈ.ǈǎ ǈ.ǊǊ ǉǍ
ǋǈ% ǈ.ǉǉ ǈ.ǌǉ ǉǊ ǈ.ǈǋ ǈ.ǉǌ Ǌǎ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǌǈ Ǌǋ
ǉǈ% ǈ.ǉǍ ǈ.ǋǐ ǉǑ ǈ.ǉǉ ǈ.ǋǎ ǉǌ ǈ.ǉǎ ǈ.ǋǐ ǉǏ

ǎ Ǌǈ% ǈ.ǊǍ ǈ.ǊǑ ǌǊ ǈ.ǊǊ ǈ.ǉǍ ǌǑ ǈ.ǊǍ ǈ.Ǌǋ ǌǌ
ǋǈ% ǈ.ǋǏ ǈ.ǌǊ ǌǈ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǉǏ Ǎǌ ǈ.ǋǋ ǈ.ǋǉ ǌǌ
ǉǈ% ǈ.ǈǏ ǈ.ǊǊ ǉǐ ǈ.ǈǐ ǈ.Ǌǈ Ǌǋ ǈ.ǈǑ ǈ.Ǌǋ ǉǑ

Ǐ Ǌǈ% ǈ.ǉǎ ǈ.ǊǑ ǊǑ ǈ.ǈǎ ǈ.ǊǍ ǉǑ ǈ.ǉǊ ǈ.ǋǈ ǊǊ
ǋǈ% ǈ.Ǌǋ ǈ.Ǒǌ ǋ ǈ.ǈǐ ǈ.ǍǊ ǉǊ ǈ.Ǌǉ ǈ.Ǎǎ ǋǉ
ǉǈ% ǈ.ǈǍ ǈ.ǈǍ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǉ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ

ǐ Ǌǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǏ ǈ.ǈǏ
ǋǈ% ǈ.ǉǐ ǈ.ǉǐ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǋ ǈ.ǈǐ ǈ.ǈǐ
ǉǈ% ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǎ ǋǏ ǈ.ǉǉ ǈ.ǈǎ ǌǎ ǈ.ǉǈ ǈ.ǈǐ ǌǑ

Ǒ Ǌǈ% ǈ.ǉǐ ǈ.ǉǐ ǌǎ ǈ.Ǌǈ ǈ.ǈǍ ǎǐ ǈ.ǊǍ ǈ.ǉǉ ǍǑ
ǋǈ% ǈ.Ǌǐ ǈ.Ǌǐ Ǎǋ ǈ.Ǌǋ ǈ.ǈǏ ǎǊ ǈ.ǊǑ ǈ.ǉǍ ǎǈ
ǉǈ% ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǌ ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ

ǉǈ Ǌǈ% ǈ.ǉǉ ǈ.ǉǉ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǈ ǈ.ǉǎ ǈ.ǉǎ
ǋǈ% ǈ.ǈǑ ǈ.ǈǑ ǈ.ǉǋ ǈ.ǉǋ ǈ.Ǌǈ ǈ.Ǌǈ

∗he lzss zr vnlue (Δ̄) us stzwy uy perpeytnse (%)
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uypertnuyty) uyprenses tte ptnypes ttnt n sute suferuys rrzxuypertnuyty us selepteq
uy tte szlutuzy, wtupt us stzwy uy tte uyprensezr prerereype rzr tte rzoust szlutuzy.

Ǎ.ǎ CŃłķŀŊňĽŃł ĵłĸ FŊŉŊŇĹ ŇĹňĹĵŇķļ

de tnve przpzseq n xzqel tz szlve tte CFLP wutt Lzpntuzy-qepeyqeyt Dexnyq
rzr xzoule veyqzrs, uyqer nssuxptuzys zy servupe rule nyq pnpnputy. de tnve nlsz
przpzseq n rzoust zptuxuzntuzy npprznpt wutt yesteq uypertnuyty ouqsets tz qenl
wutt uypertnuyty uy tte wey pnrnxeter κij, wtupt us tte rrnptuzy zr tte pnpnputy rrzx
lzpntuzy j ttnt wull oe pzysuxeq oy pustzxers rrzx qexnyq szurpe i, nyq rzrxu-
lnteq tte pzrrespzyquys przsrnx ns n MIP.

Exteysuveyuxerupnl experuxeytswere pzyqupteq tz test tteperrzrxnypezr tte
rzoust xzqel, nyq pzxpnre ut nsnuyst tte yzxuynl nyq tte true zptuxnl szlutuzys
zr qevunteq uystnypes. he results stzw n slustt qusnqvnytnse zr tte rzoust xzqel
que tz tte rnpt ttnt ttere us yz rensuouluty ussue wutt zur rzrxulntuzy. Hzwever,
wtey tte uypertnuyty us expepteq tz nfept xzre sutes ttny tte yuxoer zr veyqzrs
nvnulnole, tte rzoust szlutuzy pzulq zutperrzrx tte yzxuynl zye rzr zver tnlr tte
uystnypes.

Ay uxpzrtnyt pnrnxeter ttnt tns stnpeq Przpzsutuzy Ǎ.ǌ.ǉ us tte qeiyutuzy zr
κij, nyq, tz n lesser qesree, tte ptzupe zr Γj nyq pzysequeytly tte trentxeyt zr tte
uypertnuyty (nyq tte rzoustyess) nrzuyq tte lzpntuzys j. hese qepusuzys relept
tte zrusuynl zoveptuve zr zur przolex: tz lzpnte P rnpulutues ttnt xnxuxuze tte tztnl
reveyue zr przit rzr tte veyqzr. hey, suype tte qexnyq us nssuxeq lnrse eyzust
tz pzysuxe nll pnpnputy, tte wzrst pnse speynruz us suxply tte zye ttnt uxpnpts tte
reveyue zr enpt lzpntuzy uy n yesntuve wny, ttnt us tz sny, wtere tte uypertnuyty
ouqset zr enpt lzpntuzy us xet.

Besuqes tteuypertnuyty szurpe, ptnysuys κijwzulq nlter tte strupturezr ttezrus-
uynl przolex nyq nlsz ttnt zr tte szlutuzy. de veyture szxe speynruzs ttnt pzulq
result uy supt nlterntuzy zr tte pnpnputy pzysuxptuzy xzqe: u) puolup pzlupy, uu)
nsyxxetrup onrsnuyuys pzwer, uuu) pzrpzrnte pzlupy.
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Table 5.5.4: Case Γ < P: Comparison of # R ≻ N for the
RCFLP-LDD with (N,Ҿ,Type) = (50,0.5,A)

P=Ǎ P=ǉǈ
Γ = Ǌ ǋ ǌ Ǌ ǋ ǌ ǎ ǐ

Iyst # .ǌP .ǎP .ǐP .ǊP .ǋP .ǌP .ǎP .ǐP
Γj = ǉǈ% ǋ ǐ Ǌ
ǉ Ǌǈ% Ǎ ǉ Ǐ

ǋǈ% ǉǈ ǐ ǋ
ǉǈ% ǉ Ǌ ǋ ǉ

Ǌ Ǌǈ% ǉ Ǌ Ǌ ǌ
ǋǈ% Ǐ ǌ Ǐ
ǉǈ% Ǒ ǉ

ǋ Ǌǈ% ǉ ǎ Ǒ ǉ
ǋǈ% Ǎ ǎ
ǉǈ% Ǎ ǋ Ǐ ǌ

ǌ Ǌǈ% Ǎ ǐ ǉ
ǋǈ% Ǎ ǉǈ
ǉǈ% ǉ ǐ ǉǋ

Ǎ Ǌǈ% ǉ ǐ ǉǌ Ǌ
ǋǈ% ǌ ǌ ǉǊ ǉ
ǉǈ% ǋ ǌ Ǒ

ǎ Ǌǈ% ǉ ǉ ǌ ǌ
ǋǈ% Ǌ ǋ
ǉǈ% ǌ ǐ Ǎ ǋ Ǒ ǋ

Ǐ Ǌǈ% ǐ Ǐ Ǐ ǉ Ǐ Ǐ
ǋǈ% ǌ ǌ ǎ ǌ ǉǈ ǉǈ
ǉǈ% ǉ Ǐ ǉǊ Ǎ

ǐ Ǌǈ% ǋ ǉ ǉǉ ǐ
ǋǈ% Ǌ ǋ ǉǋ Ǎ
ǉǈ% Ǌ ǐ ǉ ǉǌ

Ǒ Ǌǈ% Ǌ ǉ Ǌ Ǌ Ǎ
ǋǈ% ǌ Ǌ ǎ Ǌ ǉǈ
ǉǈ% Ǎ ǋ ǉǈ ǉ ǉǌ

ǉǈ Ǌǈ% ǌ ǉ ǌ ǉǈ
ǋǈ% ǉ ǉ ǎ ǉ ǉǌ

Ǒǐ



By u) puolup pzlupy we rerer tz ny zutsuqe eytuty wutt eyzust nuttzruty tz uylu-
eype tte qepusuzy zr tte nseyts: e.s. luxutuys nppess tz n pertnuy qexnyq septzr, zr
eysuruys ttnt nll septzrs nre servupeq. dutt uu) nsyxxetrup onrsnuyuys pzwer, we
rerer tz n qexnyq szurpe wutt eyzust pull tz uylueype tte qepusuzys zr tte nseyts.
Fuynlly, wutt uuu) pzrpzrnte pzlupy we rerer tz pzysuqerntuzys ztter ttny przitxnx-
uxuzntuzy ttnt pzulq qruve tte qepusuzy zr tte nseyts: e.s. srnytuys spepunl trent-
xeyt tz n septzr tz nqvnype n pzrpzrnte sznl. All ttese pzysuqerntuzys pzulq oe
nqqresseq oy ptnysuys zur nssuxptuzys ttnt tte pustzxers nre servupeq uy n irst-
pzxe irst-serveq onsus, tzwever, ttey pny nlsz oexet oy ptzzsuys tte npprzprunte
lzpntuzys: plnpuys n rnpuluty plzse tz szurpe i wzulq uyprense λij ttus eysuruys ser-
vupe (zr srnytuys spepunl trentxeyt tz i), wtule tte zppzsute us true zr n rnpuluty uy n
rexzte lzpntuzy.

ǑǑ





6
Conclusion

Iy ttus iynl ptnpter we preseyt tte pzytruoutuzys zr tte qussertntuzy tz tte lutern-
ture ns n wtzle, ns well ns n suxxnry zr tte iyquyss rrzx enpt ptnpter nyq tteur
uyquvuqunl uxpnpt zy tte stnte zr tte nrt zy Rzoust Optuxuzntuzy. dtule ttere nre
xnyy npprznptes tz tnyqle uypertnuyty, eveywuttuy tteROpnrnqusx, we stzweq
ttnt tte pnrtupulnr strupture zr snuq uypertnuyty pny tnve ny uxpzrtnyt efept zy tte
rzoustyess zr tte szlutuzy ur tte xettzq selepteq us yzt equuppeq rzr tte ptnrnp-
terustups zr tte przolex. Iy pnrtupulnr, we stzweq ttnt tte szlutuzy zr n seyernl
npprznpt (u.e. Bertsuxns nyq Sux hǉǐ]) pny przqupe uyrensuole szlutuzys tz przo-
lexs wutt yzy-luyenr uxpnpt zr uypertnuytues.

deexteyqeq tte plnssupnl Γ-rzoustyess npprznpt tzzptuxuzntuzyprzolexswutt
yzy-luyenr uxpnpt zy tte pzeipueyts zr tte pzystrnuyts nyq tte zoveptuve ruyp-
tuzy. de przpzseq n rzoust pzuyterpnrt rzr przolexs wtere tte uypertnuyty rzl-
lzws n yzy-luyenr xzyztzyup pzytuyuzus ruyptuzy onseq zy ny npprzxuxntuzy oy
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n puepewuse-luyenr ruyptuzy. Iy Ctnpter ǋ we stzweq ttnt tte rzoust pzuyterpnrt
zr ttus npprzxuxntuzy rexnuys n Luyenr Przsrnx. de perrzrxeq yuxerupnl ex-
peruxeyts tz nssess tte perrzrxnype zr zur xettzq zy squnre-rzzt nyq uyverse-
qunqrntup ruyptuzys. Appzrquys tz zur iyquyss zy uystnypes zr tte Geyernluzeq
Assusyxeyt nyq Kynpsnpw przolexs, tte perrzrxnype zr tte rzoust szlutuzy qe-
peyqs zy tte przolex strupture, uy pnrtupulnr tte spnrsuty zr tte pzystrnuyt xn-
trux. Furtterxzre, tte puepewuse-luyenr npprzxuxntuzy zr tte yzy-luyenr ruyptuzy
przvuqeq rensuouluty zr tte rzoust szlutuzy zver qntn vnruntuzys uy nll pnses, wtupt
expurupnlly vnluqntes tte npprznpt.

Iy Ctnpter ǌ, we preseyteq n rzoust npprznpt rzr seleptuys yew tzusuys prz-
srnxs. Iy ttus pnse tte yzy-luyenrutues were uytrzqupeq uy tte przolex’s strupture
vun n ptzupexzqel, wtere n ptnyse uy zye utuluty pnrnxeter uxpnpts uy n yzy-luyenr
wny tte przonouluty zr seleptuys enpt zptuzy. de nqqresseq ttus przolex wutt n
qusprete set zr qevuntuzy speynruzs rrzx tte yzxuynl qntn, nyq stzweq ttnt tte ou-
ynry przteptuzy suoprzolex pny oe replnpeq oy uts luyenr relnxntuzy wutt yz pzy-
sequeype zy uts szlutuzy. Nuxerupnl experuxeyts zy qntn zr tte Pnrus resuzy were
pzyqupteq tz stzw tte uxpnpt zr usuys tte rzoust szlutuzy zver tte yzxuynl zye.
Furtterxzre, tte rzoustyess npprznpt pzxouyuys nyuypertnuyty ouqset nyqnqus-
prete set zr speynruzs pny oe npplueq tz n lnrser plnss zr zptuxnl seleptuzy przolexs
onseqzy n ptzupexzqel, wtere tteqepusuzyxnwer tns tz selept n suoset zr zptuzys
tz zfer tz pustzxers.

IyCtnpter Ǎweprzpzseq n rnpuluty lzpntuzyxzqelwuttyestequypertnuyty ouq-
sets tz nqqress slzonl nyq lzpnl uypertnuyty pnrnxeters. he slzonl ouqset npplues
tz tte yuxoer zr uxpnpteq lzpntuzys nyq tte lzpnl zye pzytrzls tte yuxoer zr ux-
pnpteq luyws renptuys ttnt lzpntuzy. de stuqy tte efepts zr uypertnuyty zy tte nr-
ruvnl rntes, wtupt nfept tte pnpnputy pzysuxptuzy zr tte selepteq lzpntuzy uy n yzy-
luyenr (rrnptuzynl) wny. de stzweq ttnt tte rzoust suoprzolex nsszpunteq wutt
n pzteytunl lzpntuzy pny oe luyenruzeq, nyq tte lzpnl uypertnuyty tnyqleq ttrzust
hǉǐ]. Hzwever, wuttzut tte slzonl ouqset, ttus npprznpt results tzz pzyservntuve
rzr ut nssuxes nll nlteryntuves tz oe nfepteq oy uypertnuyty, teype tte przpzseq np-
prznpt wutt yesteq uypertnuyty ouqsets. Fzr ttus przolex, que tz tte spnrsuty zr
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tte szlutuzy, tte oeyeits zr usuys n rzoust pzuyterpnrt nre nlsz quluteq ns tnq oeey
rzuyq uy Ctnpter ǋ nyq uy Pzss hǎǈ].

de iyust ttus ptnpter oy przpzsuys twz resenrpt nveyues we oelueve pzulq rur-
tter tte uxpnpt zr RO yzt zyly uy tte type zr przolexs stuqueq uy ttus qussertntuzy
out nlsz zy ttzse stnruys suxulnr struptures:

u. FrzxCtnpters ǋ nyq Ǎ, we yztupeq tte uxpnpt ttnt spnrse struptures, eutter zy
tte pzystrnuyt xntrux zr tte szlutuzy set zr n przolex, tnve zy tte trentxeyt
zr uypertnuyty. dtule ttus ussue tns nlrenqy oeey nqqresseq uy Pzss hǎǈ] hǎǉ],
we oelueve tte stuqy pzulq oe exteyqeq oeyzyq tte pnrquynluty zr tte nfepteq
set.

uu. Ctnpters ǌ nyq Ǎ sussest ttnt spepunl struptures, wtere tte qevuntuzy vnrunoles
rrzxtteyzxuynl qntntnveyzzovuzusqeteruzrntuysqureptuzy, requure rurtter
nynlysus. de zfereq twz xettzqs rzr qenluys wutt ttus ussue, usuys speynruzs
nyq yesteq uypertnuyty ouqsets, tzwever, we eypzuytereq nt lenst zye przo-
lex strupturewtere ttesexettzqs pnyyzt oe npplueq, ttntwe oruely qespruoe
uy wtnt rzllzws.

de stuqueq n oleyquys przolex wutt pzluxy-wuse uypertnuyty uy tte pzxpzsu-
tuzy zr tte szurpe xnterunls. Suype tte pzeipueyts nre pnrt zr n wtzle, n pzystrnuyt
zr tnvuys enpt pzluxy zr pzeipueyts suxxuys zver ǉ (ǉǈǈ%) us ynturnl tz tte
przolex. dtule we qevuseq ny nlszruttx tz ouulq n rzoust pzuyterpnrt, we were
uysuppessrul uy przvuquys rull przteptuzy nsnuyst uyrensuouluty. hus us ny uystnype
zr spepunl uypertnuyty struptures wtere rurtter stuqy pzulq lenq tz uyterestuys nq-
vnypexeyts zr tte ttezry.
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