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Résumé :

Dans cette thése nous avons étudié, d’'une part le théoréme d’absorption limite
pour des opérateurs de Schrodinger et de Dirac avec des potentiels oscillants. Le
fait de considérer des potentiels oscillants est intéressant dans la mesure ol ses opé-
rateurs peuvent avoir des valeurs propres plongées dans le spectre continu (c¢’est le
cas pour Schrodinger), ce qui est plutot inhabituel et introduit de nouvelles diffi-
cultés. L’étude du théoréme d’absorption limite est trés importante pour la théorie
de la diffusion. Un intérét particulier du sujet réside dans le fait que ’outil naturel
pour procéder a I’étude en question, & savoir la théorie du commutateur de Mourre,
ne s’applique pas. Une alternative récente a été développée par les co-directeurs de
la thése Thierry Jecko et Sylvain Golénia. Elle a été appliquée & un opérateur de
Schrédinger avec potentiel oscillant. Il s’agit donc d’améliorer les résultats sur les
opérateurs de Schrédinger et de traiter le cas des opérateurs de Dirac. D’autre part,
nous avons montré un résultat de type Helffer-Sjostrand pour les opérateurs uni-
taires. Et pour finir, nous avons pu montrer I'existence des valeurs propre plongées
pour l'opérateur de Dirac avec des potentiels relativement compact par rapport a
I'opérateur de Dirac libre sur son spectre essentiel.

Abstract :

In this thesis, we have studied the limit absorption theorem for Schrédinger and
Dirac operators with oscillating potentials. Considering oscillating potentials is inter-
esting insofar as its operators can have of the eigenvalues plunged into the continuous
spectrum (this is the case for Schrodinger), which is rather unusual and introduces
new difficulties. The study of the limit absorption theorem is very important for the
theory of diffusion. A particular interest of the subject lies in the fact that the natural
tool for the study in question, namely the Mourre switch theory, does not apply. A
recent alternative has been developed by the co-directors Thierry Jecko and Sylvain
Golénia. It has been applied to a Schrédinger operator with oscillating potential. It
is therefore a question of improving the results on the Schrodinger operators and of
treating the case of Dirac operators. Secondly, we have shown a Helffer-Sjostrand
formula for the unit operators and finally we have been able to show the existence
of the eigenvalues plunged for the Dirac operator with relatively compact potentials
relative to the operator of free Dirac on its essential spectrum.



Notations
N : I'ensemble des entiers naturels.
R : le corps des nombres réels.
C : le corps des nombres complexes.
Ct ={z€C;Im(z) > 0}.
C ={z€C;Im(z) <0}.
B : 1la boule ouverte de centre 0 de rayon e.
D(0,1) : le disque unité ouvert.
S! : la sphére unité de centre 0 dans R?.
C\ D(0,1) est le complémentaire de disque de centre 0 et de rayon 1 dans C.
Z désigne le conjugué du nombre complexe z € C.
V f : le gradient de f.
Vauy-f : le gradient cartésien dans R? de f.
V.0.,f : le gradient sphérique dans R? de f.
Oy, f + la dérivé partielle de f par rapport a z;.
O.f : la dérivé partielle de f par rapport a r.
Oy f : la dérivé partielle de f par rapport a 6.

O, f : la dérivé partielle de f par rapport a .
o, = 2==idy

2
85 — Oz -‘riay

dz Ndz 2est la mesure de Lebesgue dans le plan complexe C.

w est un ouvert de plan complexe C.

Ow est I'adhérence de w dans C.

o) est le k-éme dérivée de o.

L2(R?) : Pespace des fonctions mesurables de carré intégrable.
L : 'espaces des fonctions mesurables bornées.

H? : I'espace de Sobolev d’ordre s.

C* : Tespace des fonctions f k-fois dérivables et f* est continue.
C>°(R?) : I'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur R,
Cs°(RY) : I'espace des fonctions C*° a support compact dans RY.
L! : Popérateur transposé de L.

L* : Topérateur autoadjoint de L.

L~! : lopérateur inverse de L.

‘H est un espace de Hilbert.

B(H) est I'espace des opérateurs bornés sur 'espace de Hilbert H.

I est I'opérateur Identité sur 'espace de Hilbert H.
A
||A||I3(H) = Sup{uEH;u;ﬁO}%q_zﬁH-

[flloe = supaer|f ()]
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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’équation de Schrodinger

L’équation de Schrédinger a fait réver des générations d’étudiants qui abordaient
la physique quantique. Sa forme est assez simple mais ses implications sont fonda-
mentales et pour tout dire trés exotiques. Tout d’abord je vais aborder I’équation
dépendant du temps lorsque la particule est immergée dans un potentiel scalaire U
(par exemple dans un champ électrique) :

0 h?
ihaw(x,t) = (—%A + U(x))(x,t) = Hip(x, t), (1.1.0.1)
ou H = —%A +U = —%pz + U est 'opérateur hamiltonien du systéme, ’obser-
vable correspondant a I’énergie totale du systéme,
h est la constante de Planck réduite : h = %,

i est I'unité imaginaire : 2 = —1,
x est ’observable position,
p est 'observable impulsion.

Cette équation de base de la mécanique quantique décrivant I’évolution dans
le temps du vecteur d’état 1) d’'un systéme quantique arbitraire. En théorie de la
diffusion on se restreint a la partie absolument continue de 'opérateur H qui est plus
stable. Rappelons que pour tout opérateur auto-adjoint H, il correspond (d’aprés le
théoréme spectral) une fonction E(\) a valeur projecteur auto-adjoint sur I'espace
H telle que pour tout ¢, 1,

(Ho.0) = [ MdEO)o.0)
R
Un vecteur ¢ € H appartient au sous-espace absolument continu de H, noté H,
si la mesure my,(A) = (E(A), 1) est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. Une solution de (1.1.0.1) s’écrit alors ¥(t) = e o lopérateur e?
est défini par la forme quadratique

(6, ) = / ENAE(N)6, 1)

R
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Son interprétation physique est généralement faite dans le cadre de l'interprétation
de Copenhague de la mécanique quantique méme si d’autres interprétations ont été
proposées. Plusieurs expériences, en particulier, les fentes de Young, laissaient a
penser que la fonction v pouvait avoir un rapport plus ou moins lointain avec une
probabilité de présence de la particule dans un endroit donné.

Elle a été établie sous sa forme primitive en 1926 par Erwin Schrédinger et a été
généralisée par Paul Dirac quelques années aprés.

Schrédinger découvrit donc une équation aux dérivées partielles décrivant un sys-
téme mécanique Hamiltonien a ’aide d’un scalaire de champ 1 se propageant dans
I'espace a 6N dimensions des coordonnées généralisé de ce systéme. Comme son dé-
couvreur l'avait compris, elle montre que la quantification de I’énergie des systémes
atomiques résulte d'une formulation en terme de probléme de Sturm Liouville, ou de
probléme de valeurs propres pour un opérateur différentiel linéaire H. Initialement,
elle n’était pas sous forme relativiste pour les particules, ¢’est encore Dirac qui en a
trouvé une généralisation. Cette équation introduit fondamentalement des nombres
complexes pour décrire I’état d’'un systéme quantique et ses solutions sont les am-
plitudes de probabilités pour le systéme d’étre mesuré dans un état donné, proton
ou neutron, spin up ou down... .

Pour une particule évoluant dans un potentiel constant ou nul, il existe des états
d’énergie dits "stationnaires”. Dans ces états, la densité de probabilité de présence
|4||? est indépendante du temps. Dans ce cas, la fonction d’onde (z,t) répond &
la contrainte |1 (z,t)||*> = |[¢(x)]|?. La forme des solutions de cette équation sont
Un(z,t) = (x)e " ol b, (x,t) décrit I'état stationnaire d’énergie E,. Si I'on
reporte cette écriture dans I’équation de Schrodinger. Elle est équivalente & un pro-
bléme aux valeurs propres dans la théorie des espaces de Hilbert, on obtient donc
que ces états sont solutions de 1’équation aux états et valeurs propres,

qui porte parfois le nom d’équation de Schrodinger indépendante du temps. L’état
propre 1, est associé a la valeur propre E, , énergie de la particule dont v, est
I’état. Les valeurs de I’énergie peuvent étre discrétes, il en résulte une quantification
des niveaux d’énergie. Elles peuvent aussi étre continu. Il arrive souvent que plu-
sieurs états ¢, correspondent a une méme valeur de I’énergie : on parle alors niveaux
d’énergie dégénérés.

Certaines modéles simples, bien que non tout a fait conformes a la réalité, peuvent
étre résolus analytiquement et s’avérent trés utiles;
particule libre(potentiel nul) ;
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oscillateur harmonique ;
particule se déplacant sur un anneau;
particule dans un puit de potentiel rectangulaire ;
particule dans un guide d’onde annulaire ;
particule dans un potentiel a symétrie sphérique ;
particule dans un potentiel oscillant.

Il existe d’autres équations de type Schrédinger, non-linéaires, comme 1’équation
de Schrodinger semi-linéaire, ou comme ’équation de Gross-Pitaevskii, qui inter-
viennent en théorie des atomes ultra froids, des plasmas, des lasers, etc...

La généralisation de I’équation au domaine relativiste mena a I’équation de Dirac ;
cette derniére établit naturellement 'existence du spin et des antiparticules.

1.2 L’équation de Dirac

L’équation de Dirac est une équation formulée par Paul Dirac en 1928 dans le
cadre de sa mécanique quantique relativiste de I’électron. Dirac y exprime la rela-
tion de la relativité restreinte d’'Einstein, E? = m?2c* + p?c?, entre I'énergie E, la
masse m et I'impulsion p, sous une forme linéaire appropriée a une interprétation en
mécanique quantique.

Dans ce but, il introduit un ensemble de quatre matrices hermitiennes «;(i =
1,2, 3) et § & quatre lignes et quatre colonnes agissant sur le spineur . Ces matrices,
qu’on appelle les matrices de Dirac, ont les propriétés suivantes :

OéiOéj—{—CYjO(i = O,i,j = 1,2,3
OéZB—FﬁOél:O,Z: 1,2,3
a?=p2=1I,i=123.

L’équation de Dirac est donnée par :

(e 1) = (@t me 8, ),
ot x € Rt >0,p=—ihV,d = (a1, s, a3).

Cette équation décrit le comportement de particules élémentaires de spins demi-
entiers, comme les électrons. Dirac cherchait & transformer I’équation de Schrédinger
afin de la rendre invariante par 'action du groupe de Lorentz, en d’autre termes a
la rendre compatible avec les principes de la relativité restreinte.

Cette équation prend en compte de maniére naturelle la notion de spin introduite
peu de temps avant et permit de prédire ’existence des antiparticules. En effet, outre
la solution correspondant a l’électron, il découvre une nouvelle solution correspon-
dant a une particule d’énergie négative et de charge opposée a celle de 1’électron.
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En 1932 Carl Anderson, alors qu’il étudiait des photons de haute énergie en
provenance de ’espace, constate que l'interaction de ces photons avec la chambre
a bulles produit une particule qui s’identifie a la particule conjecturée par Dirac, le
positron.

Il est par ailleurs tout a fait étonnant que 'opérateur de Dirac, découvert pour
des raisons absolument physiques (et théoriques) aura en mathématiques un glorieux
avenir par son usage indispensable dans I'un des plus profonds résultats du siécle, le
théoréme d’Atiyah et Singer démontré dans les années 1960.

1.3 Reécapitulation

Cette thése est décomposé en quatre parties :
1. La formule d’Helffer-Sjostrand pour les opérateurs unitaires.

2. Etude du théoréme d’absorption limite de I'opérateur de Schrédinger avec un
. . 2
potentiel oscillant sur ]0, £-.

3. Etude du théoréme d’absorption limite de 'opérateur de Schrédinger avec un
. . 2
potentiel de type Wiener- Von Neumann sur ]%, +ool.

4. Etude du théoréme d’absorption limite de opérateur de Dirac avec un poten-

tiel de type Wiener- Von Neumann sur | — y/m? + k2/4, —m[U]m, /m? + k2 /4], et

probléme spectral inverse pour 'opérateur de Dirac.
1. La formule d’Helffer-Sj6strand pour les opérateurs unitaires.

La premiére partie a pour objectif de trouver une formule similaire & celle de
Helffer-Sjostrand pour les opérateurs unitaires, en se basant sur les résultats de
I’analyse complexe et de la théorie des opérateurs. Nous sommes arrivés a trouver
une expression simple pour f(U) o f est une fonction lisse supporté dans S* loin
de 1 et U est un opérateur unitaire, j’en profite pour remercier Golénia Sylvain qui
a attiré notre attention sur cette formule que je trouve un outil mathématique trés
important, utilisé dans différents travaux et elle a des applications extrémement in-
téressantes. Je vais citer d’une part la formule d’Helffer-Sjostrand usuelle, et d’autre
part je vais balancer le résultat obtenu dans ce premier chapitre.

Théoréme 1 (Helffer-Sjostrand) : Soit f une fonction lisse a support compacte
dans R et A est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H, on a

f(A) = (2im)~! / 0:f%(2)(z — A7V dz A dz,
C
ol fC est une certaine extension presque analytique de f, dz A dZ est la mesure

de Lebesgue sur le plan complexe et f(A) est donné par le calcul fonctionnel pou
Iopérateur auto-adjoint A. Cette égalité a lieu au sens norme d’opérateurs.
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Théoréme 2 (Mbarek) : Soit f € C*(S') supportée loin de 1 et U est un opé-
rateur unitaire sur l'espace de Hilbert H. Soit ¢ est la transformation de Cayley.
Soit (f o) est une extension presque analytique de f o1 donnée par (3.6.1) telle
que (f o)C est supportée dans {z + iy;x € supp(f o), |ly| < C},0 < C < 1. Soit

fs=(fo) oy . Ona
F(U) = (2im)! / 0: 5 () (2 — U) "L dz A d. (1.3.0.2)
C

Si f est définie proche de 1 avec un certain comportement, nous pensons qu’on peut
avoir une telle expression similaire a celle de la notre peut étre avec un terme expli-
cite mais nous n’avons pas encore fait cela d’une maniére rigoureuse.

2. Etude du théoréme d’absorption limite de I’opérateur de Schrédin-
ger avec un potentiel oscillant sur |0, %2[

Nous avons commencé par la démonstration de ’estimation de Mourre, et en
adaptant le lemme de Froese-Herbst a notre espéce d’opérateurs nous avons ob-
tenu le résultat de finitude locale des valeurs propres avec multiplicité : car nous
sommes dans un cas plus difficile & cause de la mauvaise régularité entre notre opé-
rateur de Schrédinger par rapport a I'opérateur de dilatation, en particulier nous
ne pouvons pas appliquer le lemme de Viriel, et enfin en se basant sur un article de
|GJ| nous avons réussi a montrer le théoréme d’absorption limite sur |0, k% /4] avec
la caractérisation par des suites spéciales. Ce résultat s’énonce de la maniére suivante

Théoréme 3 (Jecko-Mbarek) : Soit A l'opérateur de dilatation définit par A =

QVIVQ Qoit H = —A+ Vi, + Vi, + qw ou A tel que B + inf(83,7) > 1. Soit

0 € C>*(R?) supporté dans |0, "34—2[ a support petit, on a
O(H)[H,iA]0(H) s’étend a une forme quadratique borné sur £2(R%)2.
Il existe une constante ¢ > 0 et K; un opérateur compact sur L?(R?) tels que

O(H)(—A+ Cy)0(H) > c 0(H)* + K.

Théoréme 4 (Jecko-Mbarek) : Soit ¢ € H? tel que Hy = Ev. Soit p(z) =
(1 + |z|?)'/? Alors pour tout A > 0,

P, VY € L2(RY).
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Théoréme 5 (Jecko-Mbarek) :
Soit I un intervalle compact de ]0, k%/4[. Supposons (f,,), une suite de vecteurs
propres de H dans I. (f,,), sont finis et de multiplicité fini dans I.

Théoréme 6 (Jecko-Mbarek) :

Soit I CJ0, k?/4[ un intervalle fermé tel que I N ogse(H1) = . Soit H = —A +
Vir + Ve + Wi g, avec 19,71 > 0 et B +1inf(B,10) > 1, et 1/2 < s < 1/2+ 11 /2. Alors
on a le théoréme d’absorption des limites sur I,

sup  [{Q) 7 (H — 2)7HQ) || < oo

Rezel’, Imz#0

3. Etude du théoréme d’absorption limite de I’opérateur de Schrédinger
avec un potentiel de type Wiener- Von Neumann sur ]%, +ool.

Dans ce paragraphe nous avons montré 1'estimation de Mourre au dela de k%/4
pour H, avec § = 1, en utilisant des techniques différentes par rapport a ceux que
nous avons fait précédemment et nous sommes entrain d’étudier le TAL.

Théoréme 7 (Jecko-Mbarek) :

Soit A > ’1—2. Soit # € C°(R) a support petit autour de A. Alors il existe une
constante ¢; > 0 et un opérateur compact sur Ez(Rd) tel que

O(H)[H,iAlO(H) > c,0(H)* + K

4. Etude du théoréme d’absorption limite de ’opérateur de Dirac avec
un potentiel de type Wiener- Von Neumann sur | — \/m? + k2/4, —m|
Ulm, \/m? 4+ k%/4[, et probléme spectral inverse pour ’opérateur de Dirac.

Par la méme stratégie que dans [GJ2|, nous avons montré I’estimation de Mourre,
et en utilisant le lemme de Viriel nous obtenons le résultat de finitude locale des
valeurs propres avec multiplicité et finalement nous finirons avec le TAL sur
| — /m? 4+ k2/4, —m[U]m, /m? + k2/4].

En quatriéme lieu et enfin, nous finirons cette thése avec un probléme spectral
inverse : nous trouverons des potentiels de telle facon que 'opérateur de Dirac a une
vraie valeur propre plongée dans le spectre continu.

Théoréme 8 (Jecko-Mbarek) :

Soit Dy I'opérateur de Dirac libre (qui est défini dans le quatriéme chapitre). Soit
A €] — 00, —mc?] U [mc?, +o0], 1l existe un potentiel réel V, Dy-compact et A est une
valeur propre de D = Dy + V.
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Chapitre 2

Helffer-Sjostrand formula for Unitary
Operators.

ABSTRACT. The objective of this paper to give a formula for unitary operators
that corresponds to the Helffer-Sjostrand formula for self-adjoint operators.

2.1 Introduction

First, we recall the usual formula of Helffer-Sjostrand. If f a smooth function
with compact support in R and A is a self-adjoint operator on a Hilbert space H,
we have

£(A) = (2im)! /C 0. FS(2)(= — A)Vdz A dz,

where f€ is some almost analytic extension of f, dzAdz is the Lebesgue measure on
the complex plane and f(A) is given by the functional calculus for the self-adjoint
operatorA. This formula also holds true for a larger class of functions f having some
prescribed behaviour at infinity (See. {[DG|,[GJ],...}). For instance (See [DG]), one
can require, for p < 0, that f € C*°(R) such that

VEk € N, sup(t) " | f) (1) < +o0.
teR

The Helffer-Sjostrand formula is extensively used in many different works, for
example([DG|,|GJ],|BG],[Ca],|[GN],...). A first application is an expansion of com-
mutators of the following type. Given f a smooth function with compact support in
R, A a self-adjoint operator and B a bounded operator satisfying certain properties
on a Hilbert space H, one has

[f(A)>B] = f/(A)[A7 B} + R,

where [A, B] is the commutator of A and B, f(A) is given by the functional calculus
for A and R is a rest that has better properties in some sense. One can genera-
lize this formula with iterated commutators ([A, [A, B]], [A, [A,[A, B]]],...) to get a
Taylor-type formula.
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A second application is provided in [GN]. Given a self-adjoint operator A on H
and a smooth function f with compact support in R, one gets a control on the norm
| f(A)|lg) in terms of the norm of the resolvent of A, ||(A — zy) ™! | g, for some
zp € C\ R. There are also results of this kind where B(H) is replaced by a Schatten
class norm.

Let us mention a third application in the context of linear PDE. For ¢ > 0,
let V be the multiplication operator by a function V : R? — R,z ~ V(x) such
that  +— [(2)¢.V] is bounded, (Q) be the multiplication operator by the map
z — (z) = (14 22)2, f be a smooth function with compact support in R and
—A be the positive Laplacian on R%. Let H; = Hy +V = —A + V, the self-adjoint
realization on £?(R?). By the Helffer-Sjostrand formula one can show that

((f(H1) = f(Ho)){Q) (Ho)*oze<coza<t

is a family of compact operators.

Our objective is to find a kind of Helffer-Sjostrand formula for unitary operators
U and for smooth functions defined on the 1-dimensional sphere S'. Since U is a
unitary operator, its spectrum is contained in S' and a functional calculus is well
defined. Here we shall take a smooth function f :S' — C with compact support in
the interior of S'\ {1}. The latter condition corresponds to the condition of compact
support for the Helffer-Sjostrand formula. For a unitary operator on some Hilbert
space H, we shall derive the formula

F(U) = (2im)! /Cazfg%(z)(z —U) s A dz, (2.1.0.1)

where fécl is some almost analytic extension of f, dz A dz is the Lebesgue measure
on the complex plane and f(U) is given by the functional calculus for the unitary
operator U. We will show the formula (2.1.0.1) in Theorem 2.4.3. We expect that our
formula (2.1.0.1) holds true under a weaker assumption on the behaviour of f near 1.

The tools used in this paper come from complex analysis (Cayley transform...),
the theory of self-adjoint, unitary and normal operators and the functional calculus
for the corresponding operators.

The paper is organized as follows. In Section 2, we formulate the theorem of
Helffer-Sjostrand and we give a slightly different proof from that of [HeS|. In Section
3, we recall some properties on the Cayley transform and we prove some complex
analysis results that will be used in the proof of our main theorem. In Section 4, we
prove the main theorem of this paper. The paper ends with a paragraph of notation.

I would like to thank S. Golénia, who drew our attention to the fact that a
formula of the type (2.1.0.1) should exist and would be very interesting and useful. I
also thank T. Jecko for guiding, abetting, counseling me throughout the preparation
of this paper.
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2.2 Usual Helffer-Sjostrand formula

We state the theorem of Helffer Sjostrand and we will give another proof other
than in the article [HeS]. Our proof is based on results in [DG| and results of complex
analysis.

First we will start with constructing almost analytic extensions.

Let k : C — C be a map, we denote by suppk the support of k.

Proposition 2.2.1 /[DG/ Let f a smooth function with compact support in R. Then
there exists a function f€ € C°(C), called an almost analytic extension of f, such
that there exists 0 < C' < 1 such that for all | € N there exists C; > 0 such that,

fCle = f,suppf© C {x + iy;x € suppf, |y| < C}, (2.2.0.2)
0-15(2)| < CilIm(2)]". (2.2.0.3)

where Im(z) is the imaginary of z.

Preuve : we follow the argument of [DG|, checking that we can ensure the formula
(3.6.0.12) with C < 1.

Let M,, = SuPy<g<, SUD,cg | f ¥ (x)] for all n € N. Let x € C*°(R) such that x = 1
on [—~1/2,1/2] and x = 0 on R\ [~1,1]. We choose

FER) = o +iy) = L O @)x (), (2:2.0.4)

for a decreasing and positive sequence (7},), satisfying, Ty < 1 and
VneN, T,My, <27 (2.2.0.5)

For example we can take (T,),, defined by 0 < Ty < 1 and T, = min(T,,_1, m% for

n > 1. With this choice we will see that our sum (2.2.0.4) is uniformly convergent.
Then, for x real,

_(i0)°

. =) = f(z),

)~

fle)x(

We deduce that fC is an extension of f to C.
Let C = Ty. Let Hpo := {x +iy;x € suppf,|y| < C}. If 2y + iyy € C such that
the distance d(zg + iyo, Hrc) > 0 then xy ¢ suppf or |yo| > C. If zo ¢ suppf
therefore f(™(xq) = 0,n > 0 for all n € N, and f(x + iyo) = 0. If |yo| > C then,
for all n € N,|yo| > C > T,,, since (T,),, decreases. Thus, for all n, x(#*) = 0 and
fC(zo + iyo) = 0. We get (3.6.0.12)

To show that our sum (2.2.0.4) exists and belongs to C*(C), we simply have to
show that, for (p,q) € N?,

> oo ((Zg#f(”)(x)x(%)) (2.2.0.6)

neN
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is uniformly convergent.

Let (p,q) € N2, take n > max(p, q). Using the Leibnitz formula we have

q 'r
— 8p+n n—g+r., (1) i )
u ,Z )
where Cj = H(qqir)!,o <r<gqgbForall0 <r<gqg< n,X(”)(T;n) is supported in
{0< || < T}
Let xz,y € R, we have
020y SO ONE) )| < Myon Sl sl WO ()
q Cr

< My Tt S —20 0]
— ptntn ;( q+7,) HX H

< DyM,,, T,

As T,, < 1, we have T "M, , < T, M, < 27", by (2.2.0.5).
Thus

sup
T,y

apaq((w) F™ (2)x (%))’ < D2

This yields the normal convergence of the series (2.2.0.6). In particular, f€ €

C>(C).
Tt remains to show (3.6.0.13). For 2,y € R
20:f%(2) = 8 +10,) fC(x + iy)
=3 (W () s e ()

HE SO (@)X ()

—~

I
JF
)
=
N
SN—
3
=
3
+
=
=
—
Ny
SN—"
+
NgE]
8
=y
=
®

s W) o) (x(i) - X(Ty+1))

fm im0 Y
+Z n,T )iy X (7).

n=0
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Let [ € N. Denoting by 1; the characteristic function of I, we have, for y # 0,

+oo
2|ly[ 70 (2)] <D Muaalyl" "2l xlloo L, 2511 <73 ()

nO

+Z \y|n "X oo L s2<) 1<y ()

Tn ! / n—
< CZ Mn+1( 2+1> +C Z M,y 1 ()"
n=1

n=Il+1
l n—l ~+o00
M, (T, M,
" [ n " n T n—l
+CZTn(2> +C ZTn(n)
n=0 n=Il+1
<C/+D Z (My, + Myyy1) T,

n=I[+2

By (2.2.0.5) and the definition of (M,,),, we have (Mn + Mn+1)Tn < 2T, M,,, <
2.2-". This yields (3.6.0.13). .

Proposition 2.2.2 [H]
Let w be an open set in the complex plane C and u € C*(w). For all £ € w, the
second integral in (2.2.0.7) is convergent. Moreover, for all £ € w,

- u(z) dzu(z)
u(§) = (2w 1{/ —dz+/ dz N\dz 2.2.0.7
© =i [ My [ (2207
Corollaire 2.2.3 If u € C>*(C) with compact support in w then, for all £ € w,
mozmm*/%%?wA@. (2.2.0.8)
Preuve : Just apply Proposition 2.2.2 and use the fact that v is zero on dw. ]

We will recall some results on the theory of normal operators. Let f € C®(R)
with compact support K and let N is a normal operator on a Hilbert space H.
Denote by B(H) the set of bounded operators on H and f(N) in B(H) given by the

functional calculus for N.

Proposition 2.2.4 [Co] For z outside o(N), the spectrum of the operator N, we
have

(2 = ) is = m

Proposition 2.2.5 [Co] Let K a compact of C. Let, for n € N, f,, € C>(C) with
suppf, C K and f € C>®(C) with suppf C K such that (f,), converges to f,
uniformly on K. Then (f,(N)), converges to f(N) for the operator norm.
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Preuve
By combining the lemma 1.9 page 257 and Theorem 4.7 page 321 in the book
[Co|, we found the following inequality

152N = £y < 1 = Fll = sup (o) = F 2]

Therefore by passing to the limit we conclude

lim || fo(N) = F(N) s = 0.

n—+oo
|
If we replace u by an almost analytic extension satisfying w = C and (2.2.0.7)
and(2.2.3), the generalized integral in (2.2.0.8) converges uniformly, w.r.t. £, as pro-
ved in the following proposition.
For amap k: C — C and D C C, we define

& oo,p := sup |k(z)]. (2.2.0.9)
€D

Proposition 2.2.6 Let f € C*(R) be a function with compact support K and fC be
an almost analytic extension of f given by Proposition 3.6.1. We have the following
uniform convergence on K

lim H /|zm(z)|>1/n 0:f(2)(z — ) tdz Adz — f(-)H = 0. (2.2.0.10)

n—-+o0o 00, K
Preuve : Let f € C*(R) be a function with compact support K. By Proposition
3.6.1, fC is an almost analytic extension of f such that suppf® C K€, where
KC€ = {(z,y) € R%z € K, |y| < C < 1}. Let w an open in the complex plane C
that contains K.
From the corollary 2.2.3 with u = f€, we have, for all £ € K,

0:f¢
F(&) = (2im) " / 9/ 4 5 gz, (2.2.0.11)
c 2—¢
Using the (2.2.0.8) with [ = 1, we have, for £ € K,

| ort@E—o <

[Im(2)|[Im(2)| " dz A dZ < +oo. (%)
KC

Thus this integral (2.2.0.11) is absolutely convergent. Now we will show the
uniform convergence on K, let £ € K

Sy D152 (2 — )7 dz A dz — f(f)]

f|1m(z)|<1/n aZfC(Z)(Z - «S)_l dz N dz'
1 f|1m(z)|<1/n |[Im(2)|[Im(z)|~ ' dz N dz
, where C is independent of &.

IA A
sl Q
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Therefore

sup
ceK

proving (2.2.0.10). n

We are able to reprove Helffer-Sjostrand theorem.

/ 0.F°(2)(= — &)V dz A dz — f(6)] < €,
[Im(z)|>1/n n

Théoréme 2.2.7 [HeS| Let f € C®(R) be a function with compact support K and
f€ be an almost analytic extension of f given by Proposition 3.6.1. Let A be a self-
adjoint operator on a Hilbert space H. The integral

/C 10:£S(2) (2 — A) sy dz A dz - (s5)

converges, the integral in the following formula converges in operator norm in
B(H), and we have

F(A) = (2im)! /C 0. f5(2) (2 — A dx A dz. (2.2.0.12)

Preuve : By Proposition 2.2.4,* holds true with £ replaced by A. This proves the
convergence of **. In particular, the integral in (2.2.0.12) converges in the operator
norm of B(H). By(2.2.0.10) and Proposition 2.2.5 we get (2.2.0.12) . n

2.3 Cayley transform

In this section, we give some properties on the Cayley transform and we prove a
known result in complex analysis that will be used in the proof of our main theorem.
We will need some estimates on the Cayley transform on specific regions.

Définition 2.3.1 The Cayley transform is the map
v C\{i} — C\{1}

2 — P(z) = 2

zZ—1

We denote by S! is the unit sphere in C, D(0,1) the open disk with center the

origin and of radius 1, D(0, 1) the closure of D(0,1), C* = {z € C; Im(z) > 0} and
C~ ={z € C;Im(z) < 0}, where I'm(z) is the imaginary of z.

Proposition 2.3.2 [H] ¢ is an analytic, bijective function and ¥~ is given by
Y HE) = i, for all € € C\ {1}. Furthermore,

1
P(R) =S\ {1}, ¢(C\ {i}) = C\ {D(0,1)},%(C7) = D(0, 1),
»(0) = —=1,9(=1) =i, lim, o ¥(z) = 1, lim,_; [¢(z)] = oo.

Let a,b,c € R such that a < b and 0 < ¢ < 1. We define

Q= ([a,b] x [—c¢,]).
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Lemme 2.3.3 There exists C' > 0, such that
10:(¥ ™l < C 110y (¥ llooi < C, (2.3.0.13)

and, for all & € Q,
[Tm (v~ (€))] < Cd(E,SY).

where ||.||oq defined in (2.2.0.9) and d(&,S') is the distance between & and S'.

Preuve : Let £ € Q. Then ][m(¢—1(5))’ _ ‘|€|2_;

Im(6 )] _ [ +1
dES) -1

Call Cq = d(1,9),dq = supgcq |§]. We have, for all £ € Q,

L _m(@7 O) _ lgf+1 _da+1

C = = =: (.

Ve T (e SERLEE g
O (1) = (5721”2 and 9,(v 1) = = 1 . As there exists > 0, such that, for all
e E—1] >r, we get (2.3.0.13). [

Lemme 2.3.4 Let h be an analytic function on C and g be a smooth function on
C ~ R2. We have

¥z e C, 0O:(goh)(z) = (9:9)((2))0:h(2).

Preuve : Writing z = « + iy and h(z) = hy(x,y) + iha(z, y), we have

20:(goh)(z) = 0x(goh)(z)+id,(go h)(2)
= (0:9)(1(2))0:h1(z,y) + (9,9)(h(2))Ouha(, y)
+i((0:9)(h(2))0 hl(g; y) + ( g)(h (Z)) yha(2,y))
= ((0: + 9z)g) (M(2))0cha (z, y) (22 ) )(h(2))0zha(, y)
+i(((0: + 02)g) (h(2))0yh (z, y)+(( ) )(h(z))ay 2(2,y)))
= (0.9)(h(2)) (0xha (2, y) + 10, h2(ﬂf,y) y hi(z,y) — Oyha(,y))
+(9:9)(W(2)) (0uha (z, y) — i0zha(x,y) + iOyhy (2, y) 4+ Oyha(z,y)).

As h is analytic, h satisfies the Cauchy Riemann relations 0,hq(z,y) = 0yha(, y)
and dyhy(z,y) = —0yha(x,y), therefore

O (x,y) + 10,hi (7, y))
Bty () + aﬂ”“ayhl( v))
Y)

(22
(B2 (o) - 25, )
0
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2.4 Helffer-Sjostrand formula for Unitary Operators

We want a formula similar to (2.2.0.12), replacing the self-adjoint operator A by
a unitary operator U.
We start with some reminders on unitary operators.

Définition 2.4.1 U s called a unitary operator on a Hilbert space 'H, if
vur=U0"U = 1.

Proposition 2.4.2 The spectrum of a unitary operator U on a Hilbert space H is
included in S* .

Preuve : Let z € C such that |z| > 1. We have ||27'U|| < 1, then (I — 27'U) is in-

+o0
vertible and its inverse is bounded and it is given by the following series Z(z_lU )"
n=0
Therefore
I -0 = (- U)h
Let now z € C such that |z| < 1, we have [zU*| < 1, then
U(xU* =) = UU -U) ' =(z-U)""
This shows that the spectrum of U is included in S*. ]

We are able to demonstrate the main theorem of this paper.

Théoréme 2.4.3 Let f € C*(S') supported away from 1 and U be a unitary opera-
tor on a Hilbert space H. Let (fo))C be an almost analytic extension of foi given by
(3.6.1) such that (fo))C is supported in {x+iy;x € supp(forp),|y| < C},0< C < 1.
Let f& = (f oy)C oyt The integral

/ 10:f5i(2) (2 — U) M|y dz A dz (2.4.0.14)
C

converges, the integral in the following formula converges in operator norm in B(H),
and we have

f(U) = (2im)~* /(Cazfg%(z)(z —~U) tdzndz. (2.4.0.15)

Preuve : Let f € C*(S') supported away from 1 and U is a unitary operator on a
Hilbert space H.

f o1 is a smooth function with compact support in R. By Proposition 3.6.1 there
exists an almost analytic extension (f o 1)® of f o), such that (f o)® supported
in {z+iy;x € suppf o, |yl <C < 1}.

Let fécl = (f o) o1t defined on C. It is a smooth function, supported in
Qo == Y (supp(f o v) x [-C, ().
For £ € S', f5(&) = (fo )  o9p™'(§) = fopop™'(§) = f(§), since Y~(§) € R.
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As in the proof of Theorem 2.2.0.12 we show that (2.4.0.14) converges.

Making a call to lemma 2.3.4 with h = ¢~ and g = (f o ¢)® and to proposition
3.6.1 with [ = 1, and to lemma 2.3.3, we get the following uniform convergence on
St,

lim
n—-+00

[ asSEe e e - f(-)H 0
d(z,S1)>1/n

0,51t

Therefore, by Proposition 2.2.5,
/ O:fS(2)(z = U)tdz A dz
C

converges in operator norm in B(H) and we have (2.4.0.15). [
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Schrodinger avec un potentiel de
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Chapitre 3

L’opérateur de Schrodinger avec un
potentiel oscillant

3.1 Introduction

3.1.1 Présentation

L’étude en toute généralité de 'opérateur de Schrodinger a intéressé de nom-
breux mathématiciens pour ses implications fondamentales. Nous sommes intéressés
dans cette premiére partie de ma thése de savoir si le spectre est absolument continu
pour une espéce des opérateurs de type Schrodinger perturbés sur une partie du
leur spectre essentiel, le demi axe réel positif, pour cela nous avons évoqué quelques
résultats qui sont traités dans la littérature et aprés nous avons cité les améliorations
que nous avons obtenues par rapport a ceux qui nous ont précédés.

Soit Hy = —A = — 2?21 8§j est opérateur Laplacien positif sur RY.
Soit Vi, Vs, deux fonctions telles qu’il existe C' > 0,7, 71,72 > 0 tels que pour tout
r € R,

[{2)* Vi (@) < O, [ (2) T VWi (2)] < O, [(2) Vi (2)] < C, (3.1.1.1)
on dit que V;, est un potentiel a longue porté et V, est un potentiel a courte porté.

En utilisant des techniques des équations différentielles, en 1983 "Rejto et Devi-
. 2 sin(k|z|* N
natz” ont étudié sur |0, kz[ cHy = -A+V,, + q%, ot ¢,k € R et o, 5 sont

dans les régions noires suivantes :
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§ < (0,b%/4)

wir

|
|
|
| ~
s | 58 +2a-6 = 0 ~» e
|
|
|

a
1

Ensuite 1991 "Rejto et Moeckel et Devinatz” ont étudié sur RT \ {kQ} :

H =-A+V,, + qsmgk;x‘) et en 1997 "Rejto et Taboada” ont étudié sur Rt \ {kQ}

Hl =-A+V,,+ %, ou 2/3 < B < 1. Dans ces différents travaux, il ne savent
traiter que des potentiels V;, radiaux. Il y a dans la littérature [C],[CG] des résultats

qui traitent —A + u(VVs,) .

Eric Mourre a développé un outil puissant pour montrer le caractére purement
absolument continu du spectre d’un opérateur auto-adjoint en se basant sur la théorie
des commutateurs, en particulier on peut Pappliquer sur R \ {0} pour H; = —A +
Vsr + Vi En 2013 Jecko et Golénia ont étudié sur |0, %2[ cHy=-A+V,, +V, +

% avec un autre démarche que celui de Mourre qui ne s’applique pas dans ce
cadre a cause d’une hypothése de régularité qui n’est pas remplie.

3.1.2 Objectif

Notons par
H =Hy+ Vi, +Wyp

= =M+ Vi, +q™55, 5> 0.

Notre objectif dans ce chapitre est d’avoir le théoréme d’absorption limite (TAL)
pour l'opérateur de Schrodinger perturbé par des potentiels a longue portée, a courte
portée, et de type Wigner-Von Neumann et améliorer les résultats qui existent dans
la littérature.

3.1.3 Plan

Nous avons procédé de la maniére suivante : En premier lieu, nous avons fait la dé-
monstration de ’estimation de Mourre en utilisant quelques résultats utilisés dans
larticle [GJ2], en deuxiéme lieu, en adaptant un théoréme de Froese-Herbst qui
montre la régularité des éventuelles vecteurs propres d’énergie positive et cela nous
permet de retrouver le théoréme de Viriel qui donne la locale finitude du spectre
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ponctuel alors qu’on a pas la régularité suffisante de 'opérateur de Schrodinger par
rapport a 'opérateur de dilatation pour appliquer le théoréme de Viriel. On améliore
aussi un résultat de [GJ2|, et enfin en s’inspirant de |GJ| on démontre le théoréme
d’absorption limite pour notre opérateur avec la caractérisation par les suites spé-
ciales.

3.1.4 Remarques

Remarque 3.1.1 Dans le cas ot o > 1, nous sommes arrivés dans [JM] & montrer
le théoreme d’absorption limite pour H sur |0, k*/4] :nous avons utilisé essentielle-
ment le résultat suivant : pour tout p > 0 on a (x)?sin(k|z|*)0(H,) est compact sur

L2(RY).

Remarque 3.1.2 Nous ne pouvons pas écrire le terme d’oscillation sous la forme
1. (VVi,), ot p est une constante de R? et Vi, est donné comme dans (3.1.1.1).
Nous avons fait ¢a au moins en dimension une dans (3.4.9), les résultats de [CG|
ne s’applique donc pas ici.
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3.2 Estimation de Mourre sur |0, %2[

Soit A I'opérateur de dilatation définit par A = L(Q.V + V.Q). Soit
Olﬁ = —ZL‘.VVlﬂ« + Wl’gl’.v — V.IWLQ + dWl’g

est une forme quadratique bien définie sur (D((Q)z") N H)2. Soit 6 € C=(RY) est
a support petit dans |0, %[, et B tel que B+ inf(5,ry) > 1.

—2/\ + Cy 5 est une forme quadratique bien défini sur (D(A) N D(H))?, de plus
on a

[H,iA] = —2A+ C15 sur (D(A)ND(H))>.

Théoréme 3.2.1 Sous les mémes hypotheses sur 3 et 6. On a
0(Ho)C1 50(Hy) s’étend vers une forme quadratique bornée sur L*(R?)2.
Ils existent ¢ > 0 et K un opérateur compact sur £2(R%)? tels que

0(Ho)(—2A + Cy5)0(Hy) > ¢ 0(Hp)? + K.

Remarque 3.2.2 cette derniere inéqalité d’opérateurs est une inégalité du type de
l’estimation de Mourre.

L’objectif de cette premiére partie est de montrer le théoréme 3.2.1.

Lemme 3.2.3 [GJ2] Soit 6 € C(R), est a support petit dans |0, k* /4] .
O(Hy) sin(k|Q|)0(Ho) est un opérateur compact sur L£2(R?).

Lemme 3.2.4 Soit s >0 et 0 <5 < 1. Soit § € C*(R).
O(Hy)(x)~%, [0(Hy), (x)*] et [mj’, 0(Hy)] sont des opérateurs compacts sur L*(R?).

Preuwve : Pour 6 € C®(R), d’une part on a 6(|£|*) € S((£)™>,g) et (z)~° €
S((z)7%, g) alors d’aprés la paragraphe 2.2 dans [GJ2] on a 0(|€|*)(z) % € S((£)~>(x) %, g),
d’autre part on a

(0(Hy), ()*] = [{0(Ie]*)}, { (x)*}"]
= {0(¢1%), ()" }* + ag'(z, §)

ot {0(|€]%), (x)*'} = 9:0(|€]*)0x(x)* — 0,0(|€]?)0e (z)* est le crochet de Poisson, qui
est dans S({&)7>(zx)¥ 1, g) et ao(w, &) € S((£)~®(x)¥ 2, g). E utilisant de nouveau
la paragraphe 2.2 dans [GJ]on en déduit que 0(Ho){(z)~*, [0(H,), (x)*] sont des opé-
rateurs compacts sur £2(R?). Par le méme argument [0(H,), (z)*], on montre que
[z%,6(Hp)] est un opérateur compact sur L2(R). ]
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Lemme 3.2.5 Soit K est un opérateur compact sur L*(R?) .
La famille des opérateurs (K(nw)fl)po converge en norme B(L2(R%)) vers l'opéra-
teur K lorsque n tend wvers 0.

Preuve : Puisque
Spn . R — RJ’_

_ 1
t — (pn (t) (1+n2t2)%

(‘Pn)n est une famille des fonctions boréliennes sur R, lim,_ o ¢,(t) = 1, pour tout
t € R et sup, ;e [@y(t)| < 1 alors

lim ¢,(Q) = Id

n—0

aux sens de la convergence forte d’opérateurs, et par suite on obtient que K¢, (Q)
converge en norme vers K. ]

Proposition 3.2.6 Soit § € C*(RY) est a support petit dans |0, ’“4—2[ et 5> %
0(Hoy)(—2A + Cy3)0(Hy) s’étend a une forme quadratique bornée sur L£2(RY)2. I
existe une constante ¢ > 0 et un opérateur compact K sur L2(RY) tels que

O(Ho)(—2A + C1.5)0(Hy) > ¢ 0(Hy)* + K.

Preuve : Posons, pour n > 0,

x x
Olvﬁ(”) - _‘r‘v%,r + Wl,ﬁmv - VWWLB + dWLB'
Montrons tout d’abord que
x
<9(H0)W1,5 ) -VQ(HO))
n>0

est une famille d’opérateurs compacts sur £L2(R?) et qu’elle converge en norme
lorsque 7 tend vers 0 .

Soit x telle que x6 =0,
Q(HO)WLﬂ(;_x)VQ(HO) = 6(Ho) Siﬂ(k|$|)9(Ho>W-v X(Ho)
O sin (k)| g, ) |- (o

z)

Or

[W,Q(Ho)] - x{m,é(}ﬂ))} 4 [x,e(Ho)}W.

D’aprés (4.6) du Lemme 4.3 de [GJ], 0(Hy) sin(k|z|)0( Hy){x) est borné sur £2(R?)
et le lemme (3.2.4) nous donne que

(i 740

n>0
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est une famille d’opérateurs compacts sur £2(R?) et d’aprés le Lemme 3.2.5 convergent
en norme lorsque 7 tend vers 0 alors 'opérateur limite est compact sur £2(R9).

De méme par le Lemme 3.2.4 (z)” [z, 6(Ho)] W est un opérateur borné sur L?(R9)

et (2)7P0(Hy) est un opérateur compact sur £2(R?) et on conclut de la méme fagon

que la famille des opérateurs

([957 Q(Ho)} —(nx;(x)ﬁ -VX(HO))

a un opérateur limite compact sur £2(R%) quand 7 tend vers 0.
Etudions maintenant
1
o]

(nz)(z)?”

Le Lemme 3.2.4 nous donne que 6(Hy)(x)~
reste & démontrer que

n>0

8 , .
2 est un opérateur compact , il nous

(6 [ o)),

est une famille des opérateurs bornés sur £?(R?).

Soit B = 0(Ho), A = (Q), () = —————x(t), ou x(t) = 1,t > 5 et x(t) =

0,0 <t<3etxelCR).
0(Hy) est un opérateur borné , 0(Hy) € C*((Q)).

Appliquant la proposition 2.6 dans [GJ]|, avec p = —f,k = 1 et pour tout 7, ¢, €
S

8] = o [ 0 — (@) ()] (2 — (@) e

Or d’aprés le lemme 3.1 dans|[JM] on a §(H,) € C*((Q)), [(Q),0(Ho)] est un
opérateur borné sur £2(R?), en utilisant maintenant la proposition 2.7 de [GJ] pour
s=1+2 <1—(—p) on trouve que

QY2 Iy < Clladk(B)|

avec C' ne dépend pas de n et par suite on conclut par le méme argument

6(Ho) sin(k|z|) (<l’> [ﬁ ‘)(HO)} > >0

est une famille d’opérateurs compacts sur £2(R?) converge vers un opérateur
limite compact sur £2(R?).
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Nous concluons alors que

(nx)

est une famille d’opérateurs compacts sur £L2(R?Y) et qu’elle converge en norme
lorsque 7 tend vers 0 vers 'opérateur limite est compact sur £2(R?).

(G(HO)WL[; .VG(HU)>

n>0

En suivant le méme démarche on montre que
x
(nz)

est une famille des opérateurs compacts sur £2(R?) et converge en norme et alors
que l'opérateur limite est compact sur £2(R9).

(9(H0)V. Wlﬁﬁ(HO))

n>0

D’aprés ce quon a fait, pour toute f € L2(RY),

Ty (1, 0(Ho) W g(na) " a.V0(Ho) f) = (f.K'f)

ott K’ est un opérateur compact sur L2(R?).

D’autre part, si on prend f € D({Q)'~?) par le théoréme de convergence domi-
née

lim (. 0(Ho) Wy s(ne) ™2 V6(Ho) ) = (. 0(H) Wy 5. V6(Ho) f).

Comme D((Q)*?) dense dans £2(R?) donc 0(Hy) Wy s2.VO(Hy) s’étend a une forme
quadratique compact sur L2(R?)2, On refait le méme raisonnement pour la famille
d’opérateurs (O(HO)WWV.J:(W;)_IH(HO))WO, et on obtient que (0(Ho)W; sV.20(H,))

s’étend & une forme quadratique compact sur L?(R%)2.

D’aprés le lemme 3.2.4 on a les opérateurs 6(Hy){x) " et 0(Hy)(z)~™ sont com-
pacts sur £2(R?) et (x)"2.VVi,, (z)’W, 5 sont des opérateurs bornés sur L£(R?)
et donc z.VV,.0(Hy), W1 0(Hy) sont des opérateurs compacts sur £?(R?). Nous
concluons alors que 0(Hy)C4 g0(Hy) s’étend a une forme quadratique compact sur
ﬁQ(Rd>2.

D’autre part, puisque pour tout ¢ > 0, t.6(t)? est born¢, par le calcul fonctionnel
pour les opérateurs auto-adjoint on en déduit que 6(Hy)(—2A)0(Hy) est un opéra-
teur borné sur £L%(R?). Nous concluons enfin que 6(Hy)(—2A + C} 5)0(Hy) s’étend a
une forme quadratique bornée sur £2(R%)2.

En deuxiéme lieu, puisque pour tout t > 0, t.0(t)%> > ¢ 6*(t) ou ¢ > 0 est le mini-
mum de support de 8 car elle supporte loin de zéro et par suite en utilisant le calcul
fonctionnel pour les opérateurs auto-adjoint on trouve que

0(Hy)(—2A)0(Hy) > ¢ 0(Hp)?, (3.2.0.1)
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et comme 0(H)C1 30(Hy) s’étend a une forme quadratique compact sur £2(R%)?, on
en déduit
0(Ho)(—2A + C16)0(Ho) > ¢ 0(Ho)* + K.

Remarque : on peut redémontrer (3.2.0.1) modulo une erreur d’un opérateur
compact sur £2(R?) en utilisant les techniques du calcul pseudo-différentiels.

Théoréme 3.2.7 Soit

01”3 = —x.VV, + Wigx.V = VoW g+ dW; s

est une forme quadratique bien définit sur (D((Q)%) NHY)?, 6 € C*(RY) supporté
dans 0, %2[ & support petit et B tel que B+ inf(B, 1) > 1.

O(H)C, 50(H) s’étend a une forme quadratique borné sur £2(R4)2.

11 existe une constante ¢ > 0 et Ky un opérateur compact sur L2(R?) tels que

O(H)(—A + Crp)0(H) > c 0(H)? + K.

Preuve : Soit n > 0. on a
0(H)Crs(n0(H) = (0(H) — 6(Ho))C1,5(n)0(Ho) + 6(Ho)C1,5(n)(0(H) — 0(Hy))

+(O(H) — 0(Ho))C1(n)(0(H) — 0(Ho)) + 0(Ho)Ch,5(n)0(Ho)

La proposition 3.2.6 nous montre qu’il existe une constante ¢ > 0 et K un opé-
rateur compact sur £2(R%) tels que

O(Ho)(—A + C13)0(Hy) > ¢ 0(Hy)* + K

donc I'objectif de ce paragraphe est de montrer pour tout j € {1,2,3} que (Bjﬂi)n>o
est une famille d’opérateurs compacts sur L?(R?) et converge en norme.

Etudions tout d’abord (Blm)mo’ D’aprés la formule de Helffer-Sjostrand on a
G(H) — G(Ho) = ZL / &296(2)(,2 — Hl)il (Wlﬂg + ‘/l,r) (Z - Ho)ildz ANdZz. (3202)
T Jc

olt 0 est donné par 3.6.1 Or (Wi + Vi, ) (x)"™/ 0% est un opérateur
borné sur L*(R?), d’aprés (2.8) de proposition 2.5 de [GJ]| on peut majorer [(z —
Ho) ™!, (@)™ o:P)] par C(Re(2))|Im(z)|~% o C' > 0, par suite en utilisant (3.6.1) et
(3.2.0.2) on obtient que
(0(H) — (Ho)){z)™" o)
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est un opérateur borné sur £2(R?).

Le Lemme 3.2.4 nous montre que (z)~"/#m0) [li0(Hy) et (z)~™FBr)0(Hy) sont des
opérateurs compacts sur £2(R¢) alors

(6(H) — 6(Ho))Hob(Ho), (0(H) — 0(Ho))x.VV,-0(Ho), (0(H) — 0(Ho)) W15

sont des opérateurs compacts sur £2(R%), il suffit maintenant d’étudier la compacité
des opérateurs limites des familles d’opérateurs

((O(H) = 0(Ho)) (nz) ™" (x) "W 52.V0(Hy))

et
((O(H) — 6(Ho))V. Wy g(na) ™ () Pab(Hy))

lorsque 7 tend vers 0.

n>0

Puisque (§(H)—60(Hy)){x)F 08 et (2)PW, 4 sont, des opérateurs bornés sur L2(RY).
Appliquons les lemmes (3.2.4) et (3.2.5) pour la famille d’opérateurs

((z) =m0 A)=B(nz)=1 2. VO(Hy)) _ sous Uhypothése B+ inf(53,79) > 1 on obtient
que

((O(H) = 0(Ho))(nz) " {x) "W 52.VO(Ho)), _,

est une famille d’opérateurs compacts sur £2(R?) et converge en norme lorsque 7
tend vers 0.

Le lemme (3.2.4) nous donne que ((z) /(055 (nx>’1x0(H0))n>0 est une famille

d’opérateurs compacts sur L2(R?) et converge en norme lorsque 7 tend vers 0 sous
I'hypothése 3 + inf(B,r0) > 1, il suffit de montrer que (§(H) — O(H,))V (z)inf(Bro)
est borné sur £2(R%).

D’apres (2.8) de proposition 2.5 de [GJ], (z — Hy)) 'V est majoré par
Ci{Re(2))[Im(2)|7* ot Cy > 0 et [(z — Hy)~'V, (2)™/(B70)] est aussi majoré par
Co(Re(2))[2PIm(2)]72 ot Cy > 0 et par (3.6.1) et (3.2.0.2) on en déduit que

(O(H) — O(Hy))V {x)f(B:r0) est borné sur L2(R?).

Le méme démarche montre que (Bgvn)n>0 est une famille d’opérateurs compacts

sur £L2(R?) et converge en norme et alors I'opérateur limite est compact sur £2(R%).

Pour étudier (Bg’n)n>0, il suffit d’étudier

((O(H) — 0(Ho)){n) ™ (x) W1 2.V (0(H) — 0(H,))) (3.2.0.3)

n>0"

Comme ((6(H) — 0(Hy)) est compact sur L2(R?) , W g(na) = (z) /B0y est
borné sur L£L3(RY) sous I'hypothése 8 + inf(B3,79) > 1 et par suite on en déduit
que (3.2.0.3) est une famille d’opérateurs compacts sur £L2(R?) et converge en norme
sous ’hypothése S+inf(53,79) > 1 et alors opérateur limite est compact sur £2(R%).

D’ou il existe une constante ¢ > 0 et K| un opérateur compact sur £?(R?) tels
que
O(H)Cy s0(H) > ¢ 0(Hy)? + K.
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Puisque (§(H) — 0(Hy)) est un opérateur compact sur £3(R¢) donc

O(H)C1p0(H) = c0(Ho)0(H) +c 0(Ho)(0(Ho) — 0(H)) + K7
=cO(Hy)0(H)+ K}
> c 0(H)* + ¢ (0(Ho) — 0(H))0(H) + K,
ZC&( ) +K1

ott K1, K| et K} sont des opérateurs compacts sur £L2(R%). On conclut finalement
I'inégalité de Mourre . u
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3.3 Etude des éventuels vecteurs propres de H dont
les valeurs propres associées appartiennent a |0, %2[

L’objectif de ce deuxiéme paragraphe est de montrer tout d’abord qu’un vecteur

propre de l'opérateur H est dans D(A) ou A = % et en deuxiéme étape on va

montrer que les valeurs propres de H dans I CC|0, ’“4—2[ sont de multiplicité finie.
Nous avons suivi le raisonnement de ’article de Froese-Herbst méme si le cadre est
un peu différent.

Soit p(x) = (1 + |z|>)*2. Pour € > 0 et A > 0 soit
F(x) = An(p(1 +ep) ™).

Par un calcul explicite on montre que

Utep)gp y_ Ut tepr/p—perfp _Ax oy

VE(z) =\
(@) p L+ep p (1+e€p)? P?(1+ ep)

alors
(VF)? =X(1—p2)p*(1+ep)

par suite [VF| < A\p~L.
Le troisiéme résultat du lemme suivant (3.3.1) rassemble a celui de Froese-Herbst,
mais & cause de la mauvaise régularité de notre opérateur H par rapport a A on ne

peut pas définir (Y, [H,iA|r). C’est pour cela que nous avons introduit la notion
de la limite, par contre les deux premiéres résultats sont dans [FH].

Lemme 3.3.1
Soit 1 € H? tel que H()) = Ev. Soit x € C°(R%R) avec x = 1 proche de 0 et,
pour m > 0, soit xm(x) = x(x/m). Soit Yp = exp(F)Y et on définit opérateur

H(F):=H — (VF)>+iPVF +VF.iP); D(H(F)) = H? (3.3.0.4)

Alors Y € H? et
H(F>¢F - EwFa
(Wp, HYp) = (Yr, (VF)? + E))r),

o0 (X (@), [H, 1Al (Q)0r) = —4]|97 (Q) At |?
+(p, {(2.V)2g — 2.V (VF)*}¢r)
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Preuve :
Soit ¢ € H? tel que H(¢) = Ev . Soit H( ):=H—(VF)*+iPVF+VF.iP).
H(F) est définit sur D(H(F)) = D(H,) = H*(R? ) na Y € D(Hy) et

H(F)Yp =(H— (VF(Q))>+iP.VEF + VFE.iP))efy
=(—A+V —(VF(Q))>+iPVF +VF.iP))e'y
— (~AF)p — [VF(Q)[?r + 2P(F)eF Py + eF (—A)h
+Vip — [VEQ)2br + (AF)p + [VE(Q) Y +iVFeF Py
+HVE(Q)[*Yr + iVFe! Py

e (=AY + V) = el (A + V)

el Hy

el By

= Etp.

Ou aussi on peut voir que H(F) = eF(@ He=F(@ et alors
H(F)p = eF(Q)He—F(Q)eF(Q)¢ — eF(Q)Hw — eF(Q)Ew = Evp.
D’autre part, comme H(F)yr = Evp, alors

WF, H(F)@/’F> = E||¢F||2
= Re(yr, H(F)yr)
= (¥p, (H — [VF(Q))¥r)

et par suite on conclut que

(Wr, HYr) = (¥, (VF(Q))? + E)Yr).
Notons que x,,(Q)Yr € D{Q)(P)). Le terme (X (Q)Vr, [H,iA]Xm(Q)Vr) est

bien défini et on va montrer que

2Re(Axm(Q)r, i((H(F) — E)xm(Q)Yr) = —(Xm(Q)Vr, [H,iAlXm(Q)Vr)
—4|g(Q)? Axm(Q)r||?
+(xXm (Q)r, G(Q)Xm (Q)Vr),

ot G(z) = ((2.V)%g)(z) — (x.V|VF|?)(x). En effet, soit I,, définie par
Iy i = (Xm(Q)Vp, [H, iA]Xm (Q)¢r). On a

d’apreés (3.3.0.4) on trouve que

Ly, = ((H(F)+|VFP = (PiVF +iP.NVF)Xu(Q)Vr, iAXm(Q)Vr)
—(Axm(Q)or, i(H (F) + [VF[? = (PiVF +iP.VEF)xm(Q)¢r),

on obtient donc que

Iy = 2Re(Axm(Q)¥p, i((H(F) — E)xm(Q)¥r)
—0m (@)Y, (QV(IVEP))xm(Q)¥r)
—((P.VF + VEP)xm(Q)Vr, Axm(Q)¥r)

—(Axm(Q)Yr, (PVE + VEP)xm(Q)Yr),
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comme ([P, g].Q +2gA) = PVF + VF.P, on en déduit que

Ly = 2Re{Axm(Q)¢r, i((H(F) = E)xm(Q)¥r) = (Xm(Q)¥r, (Q-V(IVF*)) xm(Q)r)
—(([p, 9].Q + 92A)xm(Q) Y, AxXim (Q)or) — (Axm(Q)Vr, ([P, 9].Q + 92A4)Xm (Q)VF)

en développant le commutateur [p, g] on obtient

I = 2Re{Axn(Q)Yr, i((H(F) — E)xXm(Q)r) — (Xm(Q)¥r, (Q-V(IVF ) X (Q)Vr)
—4{Axm(Q)r, gAXm(Q)Yr) — (—i(Q-V ) Xm(Q)Vr, AXm(Q)VF),
—(Axm(Q)r, —i(Q-Vg)xm(Q)Vr),

= 2Re(Axm(Q)Yr, i((H(F) — E)Xm(Q)Yr) — (Xm(Q)Vr, (Q.V(IVF|*)xm(Q)Vr)
—4{AXm (Q)Vr, gAXm(Q)VF) — I{A(Q-Vg)Xm(Q)VYFr, Xm(Q)VF)
Fi(Axm(Q)Vr, (Q.-Vg)Xm(Q)YF),

dans les deux derniers termes on constate la formule de commutateur de [A, Q.Vy]
on trouve

L = 2Re(Axm(Q)¥r, i((H(F) = E)Xm(Q)¥r) — (Xm(Q)¥p, (Q.V(IVE*)xm(Q)or)
—4{Axm(Q)Yr, gAXm(Q)r) — i{[A, Q-VgIxm(Q)Vr, Xm(Q)Yr),

donc on a

Ly = 2Re(Axin(Q)¥r, i((H(F) — E)xm(Q)¥r) = (Xm(Q)Vr, (Q.V(IVEF?))xm(Q)r)
A (Q)Vr, gAXm(Q)Vr) + (Xm(Q)or, ((Q-V)29)Xm (Q)Vr),

par suite on trouve que

Iy = =2Re(Axim(Q)¥r, i((H(F) — E)Xm(Q)Vr)
—4llg(Q) 2 Axm(Q)Ur I + (Xm(@)vr, G(Q)Xm (Q) ).
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Comme H(F)Yr = Etp, on peut déduire que

2Re(Axm(Q)Yr, i((H(F) = E)xm(Q)r) = 2Re{Axm(Q)Vr, t[H (F), xm(Q)¥r).

Puisque x.Vx,,(x) = O(1) uniformément, et converges ponctuellement vers 0, quand
m — 400, en appliquant le théoréme de la convergence dominée, on trouve

limy,, s 400 Re(AXm (Q)Vr, i[H(F), xm(Q)]Yr) = 0. En passant a la limite dans (3.3)
lorsque m tend vers +o0o, on trouve que la limite lim,, , o (X (Q)Vr, [H, i Al xm (Q)VF)

existe et on a (3.3.1).

Lemme 3.3.2 Soit ¢, = el
L2(R%).

. La famille ((Q)(1— 0(H))t),_, est bornée sur

Preuve : Comme 9 est un vecteur propre de H associe a E, et §(E) = 1 alors

(1= 0(H)e g = (1= 0(H), e" i + e (1 = 6(H)) iy
= [1 = 0H), "l
= [1—6(H), " e e = [1 = 6(H), e"|(525)
— 00, ()2 )

L)X La famille (¢.)

t

= (1Jr est bornée dans S*, en effet, pour k €
N,0<e<1,A>0,0n a

0<e<1

f o(BYF ACINN = 1) (N = k4 + D)tA+H
(A (A= 1D)e(=A = j+ 1) (1 et) >

A
k — — € j
j OCj7k7)\(t<t> 1)k /\(1+tet)](1+let)*

(3.3.0.5)
ot Ui\ et Cj \ des constantes ne dépendent que de j, k, A ce qui prouve le résultat.
En plus, pour g; . donnée par

(k)
ke - [17 +OO[_> R7t = gk,e(t) - tf;s(g)

Gr.e(1) tz] 0 (Jj k A(et) (1 + et) TAR(1 4 et) (L)

S C,\k

donc (gr.e)o<e<1 st bornée dans L.
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Soit B = O(H) et A = (Q), p(t) = (
[GJ2|, pour k > A+ 1 on a,

(QOH), (F2)N(H%5) > = T (Qad (@) ((Q) (L)
T QBE)(Q)

= Y (@adi((Q)(Q) Q)P (@)(E)(Q))

| HQ) () (3)(Q))
= Y (@adi(Q)(Q) " g;((Q))
+(@ > 2(0)(3)((@Q))-

D’aprés le lemme 3.1 de [JM] on a H € C>({Q)) alors pour tout j € N on a
(Q)adm((Q)(Q)7, et d’apres (3.3.0.6), ¢;((Q)) sont bornés sur L*(R?) indépen-

damment de e, alors

Zle(Q)ad%((@”(@flgj((Q)) bornés sur £?(R?) indépendamment de e.
I nous reste qu’a étudier (Q)Ig(@)(é)((@)). D’aprés la proposition (2.7) de |GJ2]
avec s = 1,5 =0, A+ 1 < k, (Q)L2(p), et %((Q)) sont bornés indépendamment de

e sur L2(R4). On conclut alors que (Q)(1 — 0(H))1, est borné indépendamment de
e sur L2(RY). [

)" Comme dans la proposition (2.6) dans

(@)
)
(

Lemme 3.3.3

UM 00 (X (Q)VF, [H, i Al (Q)Yr) = (0(H)Yr, [H,iAl0(H)Yr)
+(¥p, (K1By,e + By Ks)Yp),

ot sur L2(RY), K1, Ky sont des opérateurs compacts indépendants de €, et By, By
sont des opérateurs bornés satisfont | By || + || Ba.| = O(€°).

Preuve : Pour chaque m on a

Oom (@), [H, iAXm (Q)or) - = (0(H) X (Q)r, [H, i AJ0(H) X (Q)or)
+H((1 = 0(H))xm (Q)or, [H,iAl0(H)xim(Q)Vr)
HOH ) xm(Q)p, [H, 1A (1 = O(H))xm(Q)¢r)
(1= 0(H))xm(Q)¢r, [H, i A](1 = 0(H ) xm(Q)¥r).-
Puisque (1 —60(H))y = 0, alors
(L= 0(H)xm(@1pr = —[0(H), X (Q)]or = xm(Q)[0(H), " D]t}
p(1 = 0(H))xm(Q )wF = —pl0(H), xm(Q)Wr — [p, Xm(Q)][O(H), " D)

); X
—Xm(Q)PIO(H), "]
et d’aprés (3.3.2) on a (Q)(1 — 0(H))1. est borné, et ||[(Q)[O(H), xm(Q)]|| = O(1)

nous obtenons, en utilisant (3.3) que

i, 4 oo (0 (H ) X (Q)Yr, p-QWa B(l —0(H))Xm(Q)Vr)
—(Kr, Was(Q)°Q(Q)"Pl0(H), " D)e FQyp),

oll K est un vecteur d’opérateurs compacts et I'opérateur borné qu’il agit sur ¢¥p a
droite est uniformément borné par rapport a e. Similaire, en utilisant toujours (3.3),

hmm—>+00<9( ) (Q)va Oé,BQp(l_ ( ))XM(Q)¢F>
= —(E"rp, Wa5(Q)°Q(Q)P/?pl0(H), " De~ " @pp),
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avec K est un vecteur d’opérateurs compacts et 'opérateur borné qu’il agit sur ¢ g
a droite est uniformément borné. De nouveau en utilisant (3.3)nous trouvons aussi

limy 4o (1 = O(H ) X (Q)00F, Wa 3Q.p(1 — 0(H)) Xm(Q)VF)
= <<Q>‘5/2[9(H)>€F(Q)]6‘F( Q) (p) K",
.s{@Q)PQ(Q)PPplo(H), " @]e F @),

avec K" = (p)~1{Q)~#/? et 'opérateur uniformément borné qui agit sur ¢ & droite
et sur K”¢Yp. De la méme maniére, nous pouvons traiter le dernier terme de la
contribution du [W, g,7A]" et la contribution de [V, iA], [Vi,,iA], et [Hp,iA] m

Nous combinons maintenant (3.3.3) et le troisiéme résultat de (3.3.1) on trouve

(0(H)yr, [H,iAl0(H)yr) = —4]lg(Q)*Avr|* + (¢r, G(Q)¢r)
— (Y, (K1Bi e + By Ko)Yr),

ou G(z) = (z.V)?g(z) — (.V)(VF)*(z)
Pour montrer le théoréme principal de ce paragraphe, on suit le méme démarche que
dans |FH].

Théoréme 3.3.4 Soit ¢ € H? tel que Hy = Ev. Soit p(z) = (1 + |x[*)'/2 Alors
pour tout X > 0,

P € LXRY).

Preuve : Raisonnons par absurde, supposons qu’il existe A > 0, p*p ¢ L2(RY).
Soit ' = In(p(1 + ep)™!) et ¢ = Hw £ Comme ((p/ (1 + €p))?¥[?) -, est une
famille des fonctions mesurables positives décroissantes car si € < € alors
(p/(1+€p)? U2 < (p/(1 + €p))*|¥|?, par le théoréme de convergence monotone
|rll3 = [pa(p/(14€p))**¢|* da converges vers [y, p**|¥]? dz = +o0 lorsque € tend
vers 0. Soit B une boule de R? on a

Jp el da

Yr|l
1

f () 2A’w‘2 dxr
f Izdw (3.3.0.7)

IAIA ||
o=

F
1[4

=i
s

Or par hypothése lim o |9 | = 400 on en déduit que lim.y [ [¢]* dz = 0.

Lemme 3.3.5 Soit Yp = exp(F)Y et Y. = Yp/||vr|. La famille (||V¢€||2)0<€<1 est
bornée.

Preuwve : Soit V =V, + W, 3. Comme V,,, W, g sont A compacts donc

(e, Vibe) < e(he, =) < || Vb3, c< 1
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D’une part
<1/)e, H1/16> = <¢ea ((VF)Q + E)?/)J (3'3'0'8)

et alors (¢, Hi).) est borné uniformément en e, d’autre part

W)e; H¢6> = <¢67 _A¢6> + <1/)67 V¢6> = Hv¢6“2 + <7,DE, V¢6>
> (1= 0)[[Vee|?

d’ou [V ||? < = [(¢, HYe)| en utilisant (3.3.0.8), on en déduit que (HV1/15||2)0<6<1
est bornée. |

Lemme 3.3.6 Soit r = exp(F)Y et e = Yp/||vr||. La famille (||(_A+1)¢e||2)0<6<1
est bornée.

Preuve : Comme H(F)=H — (VF)*+ (D.VF + VF.D).
Or [[H(F)Y || = |E|, [VEY|| < Ap~!, d’aprés le Lemme 3.3.5, on a ||D.VE|| et
|V F.Dv|| sont bornés uniformément en €, d’autre part, comme

<_A + V)we + we = (_A + I)we + V¢e
=(V(=A+1D)"'+1)(=A+ )i,
= (H(F)+ (VF)? = (DNF +VF.D)+ I)i..

Donc
(A + 1)t
= (V(- A+I) L+ )" YH(F)+ (VF)? - (D.VF +VF.D) + I)..

Or
(=D 4+ Dl < M(=A+D)(H+) " (H+ )| < (=D +D)(H+0) " |(H + )|

comme V est A compact, on a le résultat. ]

Proposition 3.3.7 (—A + ). converge faiblement dans £2(R?) vers 0 lorsque €
tend vers 0.

Preuve : Soit ¢ € L2(R?). Par densité de C°(R?) dans £2(R?), il existe une suite
(pr)k tels que limy o0 ||k — @ll2 = 0. Smt 6 > 0,01, € C(RY a support dans
une boule B C R tel que ||, — ¢ll2 < 327 ot M := maz supo([|(—A + 1))
qui est fini d’aprés Lemme 3.3.6. D’aprés (3.3.0.7) il existe €; > 0 tel que pour tout

0<e<e ona [yl de < (ﬁ)% Soit 0 < € < €1, on a

<(_A+ 1)%;@ = << )wea(plﬂ 90+90k1>
<< A+ 1)1/16790141 > <( A+1)w6790k1>
EE §¢ea Phy — > <¢e> ( A + 1)90k1>

'QDG,QO]“ +fB we A—}—l)g&kl(l') dx

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve que

(A + 1Y, 0)| < (=D + Ddbellallr, — ¢||2 B
(=2 + Vg ll2( S thel@)? dz) ',
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Or |[(=A + D)bcllallor, — pll2 < §/2 et puisque ||(=A + 1)@y, ||2 est fini et d’apreés
(3.3.0.7) il existe €, tel que pour tout 0 < € < €3,

(=4 + 1)90k1|!z(/8¢5(w)2dx> " <6/2.

Finalement nous avons montré que, pour tout 6 > 0, il existe ¢; tel que pour tout
0<e<eonal|((=A 4+ 1), p)| < 9. On obtient alors le résultat. [ ]

Corollaire 3.3.8
lim [|G(Q)s| = 0

Preuyve
1G(Q)¢e]l = |G@Q)(=A + 1)7H=A + 1)ge]|

comme G(Q)(—A 4 1)71 est compact, en passant par la limite lorsque € tend vers
0, on trouve que

lim [[G(Q)u]| = 0

n
Lemme 3.3.9 Soit ¢ € H? tel que Hy = E. Alors
lim |(H — E)i.| = 0. (3.3.0.9)
e—0

Preuve : D’aprés (3.3.1) on a

(H — EYp = (—=|VF|* +ip.VF + VF.ip)yr
alors on obtient

(H — E)¢ = (—=|VE]* +ip.VF + VE.ip)i..
D’autre part,

IVEipe|l < Alp~"iptee]
= Mlp~lip(=A + 1) (=A + D¢,
de méme puisque [[(VF)2 | = [(VE)020~(~ A + 1)1 (= + Ly et
1(ip-VE)Yel| = |(ip.VF)pp~™ (=LA + 1)7H=A + 1)be]|
grace a la compacité de p~lip(—=A + 1)1 p72(=A + 1)~ On en déduit que
I(VE)2l, || (ip- V)Y ||, |(VF.ip)ibe|| convergent vers 0 lors que € tend vers 0, et
nous concluons que

lim [[(H — )| = 0.
e—0

Lemme 3.3.10 Soit 0 € C°(R) tel que @ = 1 prés de E et K 'opérateur compact
sur L£?(R?).

lim (i, Koh) = lim [[(1 = B)(H )| = 0, lim [|0CE s | = 1 (3.3.0.10)
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Preuve : D’une part on a
(Ve Kepo)| < | K| < IK(=A+1)7H(=A+ Db — 0
d’ott on obtient que lim. o (2, K1) = 0, et d’autre part
L= [[oel? = [0CH)wl* + (1 = 0(H))el|* + 2Re(0(H)dbe, (1 — O(H))ebe),

t—E
or on a sur le support de (1 —0), [t — E| > 0 donc =5~ > 1 alors

11 = O)(H)well < [F55(1 = O)(H )|
< 511 = O)(H)(H — Bl

donc lim._,o ||(1 — 0)(H)¥ || = 0, et comme par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

(O(H e, (1 — (H)))] < IOCH) . ]|(1 — OCH)) ]| alors lim, o Re(8(H ), (1 -
B(H))e) = 0 et lime o [0(H).| = 1. .

Lemme 3.3.11
lin (= + 1)(1 = O)(H)i]| = 0.

Preuve : Puisque

ICH +3)(1 = O)(H)e|| < [[(1 = 0)(H)(H — E)tc|
HE +il|(1 = 0)(H)y|

D’apreés (3.3.0.9) et (3.3.0.10) alors

lim [[(F +1)(1 = ) (H )| = 0. (3.3.0.11)

et comme aussi V est A-compact on en déduit que
I(=A+ 1)1 = O)(H)vel| < (=4 + 1)(H + ) II(H +i)(1 = 0)(H)el|
et par (3.3.0.11) on trouve que
li (=5 + 1)(1 = ) ()il = 0.

En utilisant 'estimation de Mourre et en passant par la limite inf dans les deux
cotés on en déduit qu’ il existe ¢ > 0 et un opérateur K compact tel que

liminf, (¢, O(H)[H, A]0(H).) > liminf o(c||0(H)Y||* + (¥, Kib))
=c>0
(3.3.0.12)

En divisant par ||¢r||? dans (3.3) et en passant par la limite inf dans les deux cotés
on trouve

lim inf, o (¢, 0(H)[H, AJO(H)v.) = —4liminf,y|lg(Q)2Ay.|? < 0,
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ceci contredit le fait qu’on a (3.3.0.12). Alors

™Mb € L2RY) pour tout A > 0. (3.3.0.13)

Maintenant on va montrer que p*Vi € £L2(R?) pour tout A > 0 .

Proposition 3.3.12 Soit v € H? E E]O,%[ tel que Hy = FEi. Soit p(x) =
(1+ |22)Y2 Alors pour tout A > 0

P Vi € L2H(RY).

Preuve : Comme

(Wp, HYp) = |[VYp||® + (bp, Vi) = (¥r, (VF)? + E)Yr)

Donc
Vel = Ellvel® + (e, (VF)*r) = (br, Vior)., (3.3.0.14)

Or, en premier lieu, on a
P\ A
= ||(—— < <C
el = NEs ol < Dol <

ot C' ne dépend pas de €, en deuxiéme lieu,

|(Vr, (VF))p)| < CllpMy|? < C

et finalement, puisque V est A— compact
[(Wr, Vip)| < Col(tbp, (A + Cli)p)| < Co||Vibp|* + C,avee Cy < 1
par suite, d’aprés (3.3.0.14)
IVYr|® < Col|Vir|* + C
on conclut alors
IVyr|* < C (3.3.0.15)

ol C' ne dépend pas de e.
D’autre part,
V(exp® 4p) = VFexp™y + exp” Vi,
d’aprés (3.3.0.15) |[Vyr||? < C et grace a (3.3.0.13) [|[VFexp™ || < |[pM|| < C on

en déduit que [[exp” V|| = [|(£) V| < C par suite

vy <C

ol C' ne dépend pas de e. [ ]
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Théoréme 3.3.13 Pour A\ = 1, on a le premier résultat de ce paragraphe, c’est-
a-dire si on prend un vecteur propre associé & une valeur propre dans |0 kQ[ de

s
Vopérateur H, il est dans D(A) ot A = VAV,

Preuve : Soit A = %.

D(A) = {u € L2(R?), (2.V + V.x)u € L2(R?)}
= {u € L2(RY), (22.V + d)u € L*(R?)}
= {u € L2(R?),2.Vu € L2(RY)}.

Ce théoréme améliore l'article [GJ], on peut enlever 'hypothése de Ker(H — E) €
D(A) dans le théoréeme (4.15) dans [GJ2], car en utilisant ce nouveau résultat elle
est automatiquement remplie.

Un résultat général de ce genre a été montré dans [Ca| pour H et A deux opérateurs
autoadjoints quelconques vérifiant ’estimation de Mourre mais ils ont besoin d’une
condition de régularité au moins H € C3(A) et dans notre cas on prouve le résultat
qu’on n’a pas méme la régularité C1(A).

On montre maintenant que le spectre discret de H dans |0, k?/4[ est localement,
fini.

On ne peut pas alors appliquer le théoréme de Viriel car le commutateur [H,iA]
n’est pas bien défini a cause de 'hypothése de régularité. Mais grace au théoréme
3.3.13, on a

Proposition 3.3.14 Soit I CCl0,k?/4[. Soit ¥ un vecteur propre de H associé a
E dans 1. Alors (¢, [H,iA]Y) est bien défini et

(v, [H,iAl) = 0

Preuve : D’aprés le théoréme 3.3.13 on a ¢ € D(A), alors (¢, [H,iAJ) est bien
défini, puisque E € R et A auto-adjoint, on a

(0, [H, iAW) = E(,iA¢) —iE(Ay, 1)) = 0.
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Théoréme 3.3.15 Soit I un interval compact de |0,k?/4[. Supposons (fn)n une
suite de vecteurs propres de H dans 1. (f,)n sont finis et de multiplicité fini dans I.

Preuve : Raisonnant par absurde, soit I CC|0, k?/4[, supposons qu'il existe une
famille (f,,), orthonormale de vecteurs propres de H associés & des valeurs propres
appartenant a I.

Soit n € N, f,, une valeur propre de H associée a E et § € C>(]0,k%/4]) a support
petit tel que 6(F) = 1.

Par 'estimation de Mourre on trouve que

(fr, O(H)[H,iAO(H) f) > c|0(H) ful? + (K fu, fo)
> c+ (K fu, fn)

En utilisant la proposition 3.3.14, on obtient
02 c+ (Kfp, fa)

En passant a la limite lorsque n tend vers +00, on aboutit & une Contradiction, donc
0gise(H) N I est fini (avec multiplicité). u
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3.4 Théoréme d’absorption limite sur |0, %2[

3.4.1 Suites spéciales et structure de la preuve

Tout d’abord on va citer un résultat de [GJ2| qui nous donne le théoréme d’ab-
sorption limite, mais qu’on ne sait pas appliquer dans notre cas.

Théoréme 3.4.1 {/GJ]} Soit H est un opérateur auto-adjoint. Soit I un intervalle

ouvert de R tel que INo,,(H) =0 et I' un sous intervalle fermé de I. Soit B, C' deux
opérateurs bornés, auto-adjoints, C' est injective. Supposons que, pour une_certaine
fonction borélienne, bornée 0 sur R avec 0 = 1 sur I' et suppd C I,CO(H)C™! et
CBC~! s’étendent aux opérateurs bornés. Supposons 'estimation de Mourre stricte
suivante est satisfaite

E;(H)[H,iB|E{(H) > E(H)C*E;(H), (3.4.1.1)
soit o € {—1,1} et choisissons un réel u tel que cB' > 0 avec B' := B + u. Alors

SupRezEI’,—almz>0 |’C(ﬁ~_ Z)_ch
< 2[|CB'CTHCTHOH)C|| +d7[]L = Ol =[O,

ot d est la distance entre le support de 1 — 6 et I'.

Remarque : Nous pouvons prendre par exemple p = o||B|| nous assure que o(B+u) >
0.

Nous ne savons pas comment montrer (3.4.1.1). Nous allons suivre une méthode
introduite dans [GJ].

Définition 3.4.2 [GJ2] Soit C' un opérateur auto-adjoint, borné et injective. I' un
intervalle dans R. Une suite spéciale (fn, zn)n pour H associde a (I,C), sila suite
(fn,2n) € (D(H) x C)N tel que, pour un certain n > 0, Re(z,) € I',0 # Im(z,) —>
0,[|Cfall — 0, (H — 2,)fn € D(CY), et |CHH — 2z,)ful| — 0. La limite
s’appelle la masse de la suite spéciale.

Proposition 3.4.3 {/GJ]} Soit H est un opérateur auto-adjoint. Soit I un inter-
valle ouvert de R tel que I N app(ﬁf) = 0 et I' un intervalle de R, Prenons C un
opérateur auto-adjoint, borné et injective tel que , pour une certaine fonction x bo-
rélienne, bornée sur R avec x = 1 pres de I', Uopérateur Cx(H)C™1 s’étend o un
opérateur borné. Soit 0 une fonction borélienne sur R tel que 6x = x. Alors

SUPRezer me0||C(H — 2) 70| < 00 (3.4.1.2)
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si et seulement si
pour toute suite spéciale (fy, zn)n pour H associé a (I',C) tel que pour tout
n € N,0(H)f, = fn est de masse nulle.

Preuve : Pour montrer le premier sens on va poser qu’on a (3.4.1.2) est vrai et on va
montrer que toutes les suites spéciales ont de masse nul. Soit (f,, z,) comme dans
(3.4.2). En utilisant la théoréme d’absorption des limites il existe ¢ > 0 tel que
ICfall < IC(H = 2,) ' CIC™HH — 2) ful
< c||C7HH - z,) fa]| — 0.
Il nous reste qu’'a montrer le deuxiéme sens. Supposons que (3.4.1.2) est fausse
alors il existe (fn, z,)n € (D(H) x C)N tel que Re(z,) € I et Im(z,) — 0 tel que
|C(H — 2) ' C fa|
1 £l

On peut trouver (u,), € H et 0 < k, — 0 tel que

— Fo0. (3.4.1.3)

[

IC(H = 2) ' X(H)Cun || = 1 = .

(3.4.1.4)

Posons

Jn
|C(H = z) "X (H)C ful
alors nous avons (3.4.1.4) avec 0 < k,, — 0.
Nous pouvons montrer que 0 < k, — 0. Par (3.4.1.3), et comme (H — z,)" (1 —
X)(H) est borné uniformément, car ¢ — 1;—’2@

n

Un,

est uniformément borné en n donc

IC(H = z0) (1 = X)(H)C o
[/l

est borné. Par suite
|C(H — 2,)"'x(H)Cf,|
| £l

— +00.

On conclut (3.4.1.4). Soit

gn = kn(ﬁ - Zn)_lX(ﬁ)Cun/”unH

0(H)gn = gn et
ky,

]

1Cgnll = |C(H = z) " x(H)Cup|| = 1.

Puisque Cy(H)C™ est borné, x(H) préserve D(C1), I'image de C. Alors
(H — 2,)g, € D(C71),Vn € N, nous concluons que

IC™H(H = z0)gall < IC™"X(H)C |k — 0.
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Proposition 3.4.4 [GJ2] Soit (I',C) est comme dans (3.4.2). Soit (fn, zn)n est une
suite spéciale pour un opérateur H auto-adjoint associé a (I',C) avec s > 0 et 0 €

C°(R).
Pour un opérateur borné B, tel que CBO(H)C™! s’étend a un opérateur borné, alors

lim (f,,[H,B]f,) = 0.

n—> 400
Preuve : Puisque [H, B] = [H — z,, B],

<fn7 [ﬁu B]fn> = 2i£m(zn)<fn> Bfn> _
+<(H - Zn)fnann> - <B*fnv (H - Zn)fn>

Par la définition de (3.4.2) et comme CBA(H)C~* est borné, alors il existe ¢ > 0 tel
que

|<(ﬁ - Zn)fna Bfn>|

< [{C (L~ ) f, CBO(E)CC )
< CHE = 2) Ll ICBOCIC |
< c||CHH — 2,) ful| — 0.

Similaire on peut prouver que lim,_, . (B*f,, (PNI — 2p) fn) = 0. Puisque

[T (20) (s Bfa)| < [Tm(za) || ful %1 B,

D’autre part, en utilisant la définition (3.4.2),

Im(z) | fall® = T fo, (H = 20) f) (3.4.1.5)

=Im{(Cf,,C™'(H — z,) fn) — 0

par suite nous obtenons (3.4.4). u
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Comme nous 'avons évoqué précédemment on ne sait pas avoir l'estimation de
Mourre stricte & poids (3.4.1.1) mais on peut avoir une espéce d’inégalité a I'infini
de ce genre modulo une erreur.

Prenons un interval ouvert I de I C]0,k%/4[ et I’ un sous fermé de I. Soit § € C*>(1)
avec § = 1 sur I'. Considérons (f,,z,), une suite spéciale comme dans (3.4.2)
pour H = A+ Vj, + Vi, + Wi, 6 > 1/2,79 > 1 associé¢ aux (I, (Q)"*®), avec
1/2 <s<1/2+r/2et 0(H)f, = fn. Notre objectif est de montrer que la masse
est

n=0. (3.4.1.6)

Pour R > 1. Soit y € C(R) tel que

x=1sur [-1,1] et x=0 sur R\[-2,2]. (3.4.1.7)
Soit xr = X(%) et Xp =1— xr-
Xr + Xr = 1 est une partition régulier de 'unité sur R avec xp localisé dans {t €
R;|t| < 2R}. Définissons pour d > 0 tel que 14 6 = 2s, l'opérateur Bj g par

P P

Bsr = fé,R(Q)~§ + E-fd,R(Q)’

o P =1V et f5r(x) = Xr(x)*(2 - <$>7é)% = Xr(x)*fs5(x).

Il suffit de montrer que limp_, oo limsup,,_,, o [[Xr(Q)(Q)*fu]| =0
et limp_, 4o lim SUP;, 400 HXR(Q) <Q>_san =0.

Théoréme 3.4.5 Soit un interval ouvert I de I C|0,k*/4[ et I' un sous fermé de

I tel que I' Nop(H) =0 . Soit (fu,2n)n est une suite spéciale pour H associée a
(I',5,(Q)~°) avec 1/2 < s < 1. Soit x € CX(R) satisfait (3.4.1.7). Alors il existe
C > 0,Ry > 2, et la famille d’opérateurs (Bsr)r>1 tel que pour tout R > Ry,

limsup, oo [(fn, [H,iBsp]fu)| = Climsup,, o [[Xr(Q){(Q) " fnll”

+O(R ) limsup,,_, o0 [ Xr(Q)(Q) ™ /ull
+O(R*727P).

Corollaire 3.4.6 Sous les hypothéses de théoreme (5.4.5), pour R > Ry on a

Va > 25— 1 — B, limsup [Va(Q)(Q) " full = O(R?). (3.4.1.8)

n—-+o0o
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Preuve : |GJ2] Notons tout d’abord que, pour a > 0,¢ > 0, and b, ¢ € R,
€e>aX’+bX + = |X| < \/E+ O(|b] + |c) (3.4.1.9)
a

Ce dernier terme étant indépendante de e. Il suffit de prouver (3.4.1.8) pour R assez
grand. Soit R > Ry, nous combinons (3.4.5) avec (3.4.1.9) et la proposition (3.4.4),
on obtient que

limsup, o [Xr(@NQ)full < O(B*19) + O(R1-5/2)
< O(R*™179), (3.4.1.10)
ou 1/2<s<1/24+m1/2.

Alors on en déduit (3.4.1.8). n

Théoréme 3.4.7 Sous les hypothéses de théoréme (3.4.5), on a

lim limsup |[|[xg(Q)fnl| =0

R—o0 400

Théoréme 3.4.8 Soit I C|0,k*/4[ un intervalle ouvert tel que I N ogse(H) = @
et I' un sous fermé de I. Soit H = —A+ Vi, + Wy 5,8 > 1/2,r90 > 1,r; > 0, avec,
1/2 < s<1/2+1r/2. Alors on a le théoréeme d’absorption des limites sur I,

sup (@)™ (H — 2)7H(Q) " < oo.

Rezel’ Imz#0

Preuve : Soit x € C°(R) satisfait (3.4.1.7). Par les théorémes (3.4.5) et (3.4.7) et
le corollaire (3.4.6) nous obtenons que

n =lim, i H<Q>_ian
< limsup,,, o ([[XR(QUQ) ™ full + IXR(Q)Q) " full)
< limsup,,, o ([Nr(QNQ) > full + [IXr(Q) ful]) = O(R*17F)

avec O(R*) pour o € R est le symbole de Landau O et l'indice R signifie que la
borne est uniforme par rapport a les autres variables.

Aprés tendons R vers 'infini et nous obtenons 1 = 0. Par la proposition(3.4.3) le
TAL est vrai pour H respectivement a (I, s, (Q)~*). [ |
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3.4.2 Preuve des théorémes principaux

Preuve : théoréeme 3.4.5
Dans tout ce qui suit [H,iBs g] est une forme quadratique bien définie sur H?* x H?.
On commence tout d’abord par 1'é¢tude de 'opérateur [Hy, i Bs g]

[Ho,iBsr] = [Ho,i(f5r(Q)- 5 + 5. f5r(Q ))]
= [Ho,in(s,R(Q) [faR( ), 5]
= [P?,iP f5r(Q)] + [P f5 R(Q)]
=iP° f5,r(Q) —ZPfaR(Q) +5(=P*fr(Q) + f3r(Q)P?)
=iP?f5r(Q) — P(iPf5r(Q) + [f&R(Q)aiP])P
+5(=P2f; p(Q) + PF; Q)P + 1115 (@), iP|P)
=i’ fsr(Q) = iP*[sr(Q)P — Pf; p(Q)P — 5P*f3 p(Q)
+ %Pfé,R(Q)P - 2% 5 r(Q)P
= %Pfs,R@)P + P f5r(Q) = 5P [;5(Q) = P*(iP f5r(Q) — [5 (Q))
+3(PfiRr(Q) + f’” (@)
= %Pfé,R(Q) — [I(Q) + L F1(Q) + FIR(Q) — [In(Q)
+3 é”R(Q) +3 éf’R(Q)
= %Pfé,R(Q)P + 313 (Q)
S PRAQMQ)T (Q)P +3PYR(Q)VXA(Q) @ QEG—P + Lf1(Q).
(3. 4o 1)
Ou ® est le produit tensoriel. Tout d’abord on va commencer par montrer que

(2 (2))
W

est un opérateur positive, il suffit de prouver que la matrice Vxg(z) ® x est positive.
Or

PxXgr(z)VXr(z) @z

Vinle) = 5V ()
donc
T o= (G L
Soit z € RY,
. -, VD Y
(z, (VXr(7) @) Ric| ;xz;%xﬂj: <W;%) > 0.

(3.4.2.2)
Soit (fn, zn) une suite spéciale. D’aprés (3.4.2.1) on a,

(for [HoiBs.r)fa) = 3(fa. PXR(Q)VXR(Q) ® QE=20P )

+3(fn, PXr(Q) £4(Q)XR (Q)an> o F(Q) fa).
(3.4.2.3)



3.4. THEOREME D’ABSORPTION LIMITE SUR J0, £ 53

D’aprés (3.4.2.2) il nous reste a étudier que le deuxiéme et le troisiéme membre
de (3.4.2.3). Commencons par le troisiéme c¢’est le membre plus simple.

(o, f5r(Q) fn) = ((Q) " [, (Q)° fiR(QNQ)(Q) " fn)

Or
I{Q)* f5(Q)(Q)°]l = O(R*?)

Comme ||(Q)~* f,|| est borné, nous en déduisons que

[{fus £ R(Q)fa)| = O(R*77).

Etudions maintenant le deuxiéme membre. Soit 6 € C®(R) tel que (H)f, = f,

(0(H) fn, PXR(Q)[5(Q)XR(Q)PO(H) fn)
= (fn, 0(H) PXR(Q ) 5(QXr(Q)PO(H) [r)
= (fn: Xr(Q)O(H) P f5(Q)PO(H)XR(Q) fn)
+(fn, [0(H) P, XR(Q)]f5(Q) POCH)Xr(Q) fr)
+(fns Xr(Q)O(H) P f5(Q)[XR(Q), PO(H)] fn)

+ (/s [0(H) P, Xr(Q)] f5(Q)[Xr(Q), PO(H)] fn)
=A1+ Ay + Az + Ay

Commencons par Aq,

(fas XR(Q)O(H) P f5(Q)PO(H)XR(Q) fn)

(fns Xr(Q)(O(H) — 0(Ho)) P f5(Q)P(0(H) — 6(Ho))Xr(Q) fn)
+(fa; Xr(Q)(O(H) — 0(Ho)) P f5(Q) PO(Ho)Xr(Q) fr)
+(fn, Xr(Q)0(Ho) P f5(Q)P(0(H) — 6(Ho))Xr(Q) fn)
<fnaXR( )9( O)Pfd( )PH(HO)XR(Q)fn>

= Al + A2+ A3 + Al

Ay

Or
fi(x) =0.(2~(x))5)

Etudions A{. On a

O(Ho)Pf3(Q)PO(Ho) = (0(I61°)* (&, f5(2))" + b(x, )",
ot b € S((z)7*(€)™, 9)

D’apreés (3.4.2.4) il existe C" > 0 tel que
O(E*)*(E. f5(2)8) = C'lelPO(IE) ()~

Soit C7 = inf suppf donc [£]20(|¢[*)? > C?0(]¢|*)?. Nous concluons a l'existence
d’une constante positive C' > 0 tel qu’on a

0(IE1%)%(€, f3(2)€) > CO([g]*)? (x) 1. (3.4.2.5)
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Appliquons maintenant I'inégalité de Garding au symbole

O(IEP)(&, fi(@)€) — COlel) )

qui est positif d’aprés (3.4.2.5). Nous en déduisons qu’il existe un opérateur de Weyl
de symbole b; € S({z)72(£)™>, g) qui vérifie I'inégalité des opérateurs suivante

0(Ho)P f5(Q)PO(Ho) — CO(Ho){Q) ™" ~°0(Hy) > b

alors
0(Ho)Pf;(Q)PO(Ho) > CO(Ho){(Q) ' °0(Ho) + bY

On conclut que

Al > C{f. Xr(Q)0(Ho)(Q) T °0(Ho)Xr(Q) f1)
+<fn75€R<Q) 1XR(Q)fn>
C((fn, XR(Q)(Q(HO)_9(H>)<Q>_1_69( IXR(Q) fn)
<fn Xr(Q)(0 (Ho)—ﬁ(H)M )"10(0(Ho) — 0(H))XR(Q) fn)
(fo: Xr(Q)O(H)(Q)"'°(0(Ho) — O(H))Xr(Q) fn)
(fas Xr(Q)O(H){(Q) ' °0(H)Xr(Q) f2)))
Q)% fr, Xr(Q)(Q)* WX R(Q)(Q) ™ fn)
AP+ AP+ AT+ AT 4 O(RP72)|IXR(Q)(Q) ™ ful %

IV + + + +

Comme

“INR(Q) fa)
1—6[6<H> Xr(Q))fx
Q)™ XR(Q) )

Q>”[9(H> 7(Q)1f))

, <@>2S—1—5%R<@><@>—an>

Y I0(H), Xr(Q)NQ) (@) fu)

Q). 0(H)(Q) X r(Q)(Q)~* fu)

Xr(Q), 0(H)(Q) ™ °[0(H), Xr(Q){Q)*(Q) ™ fu))

our R > R; assez grand on obtient que

nj\(/R

(a(

L9
|\/

N~ —

)

Ik
>

n

O~~~

e
=1
=5
OO
==
EE

N~ N S
J
3
:J —
AQ?

3
>
@sz@@

= Q

| =
Cnvi
QO

EIJ
Bl

s

F++I+++Q
66

X

S

“U@@

Soit 0 tel que 1+ § = 2s.

AT > CIXR(QNQ) ™ ful > + O(RIXR(Q)(Q) ™ full + O(RT?).

AP AT se traitent de la méme maniére. Etudions par exemple A7
D’aprés(3.2.0.2) on a .
(@)™ ((H ) — 0(Ho))(Ho)
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est un opérateur borné sur £2(R?).

AV = (fa XR(Q)O(H)(Q) 0 (0(Hy) — 0(H))Xr(Q) f)
= (far Xr(Q)(Q) " (0(Ho) — 0(H))Xr(Q) fu)
+{fnr [XR(Q), O(H)(Q) ™12 (B(Ho) — 6(H))Xr(Q) fn)
= (NR(Q)(Q) ™ fu, (Q)s~mlBro)=1=0 () int(B.r0) (9 Hy)

PXR(QQ) ™ fa) + ((Q) ™ fu, (Q)*[Xr(Q), O(H)]
2l(@r0)( Q) B0) (B( Hy) — 6(H)){(Q)*Xr(Q)(Q) ™" fn)
() e e () (@ ()l

H)(Q) > fu) + (Xr(Q)(Q) ™ fn, (Q)s~0f(Bro)=1=0
)™ 0ro) (6(H) — 6(Ho))[(Q) ™ f) |

Y [Xr(Q), 0(H)|(Q)~1=07int(Bro) (Q)=(@Q)mf(Fro)
0(Ho) — 0(H)Xr(Q)(Q) " fn) |

> <Q>—1—6—mf(6,m)

)

Q) [Nr(Q), 0(H)]
QY™ ) (0(Ho) — 0(H)), (Q)*TXr(Q)(Q) ™ f.),
|AT?] = O(R™™B)) | XR(Q)(Q) ™ ful

Nous concluons que

|AT = |AY®] = O(R™™Em))|IXR(Q)(Q) ™ fu

S
|
vy
3
@
w
><
E‘A

D’autre part on a

A = (fa, Xn(Q)(0(Ho) — 0(H))(Q) "~ (8(Ho) — 0(H))Xr(Q
= (Xr(Q)Q) > fa, (Q)> 0N Q)@ (9(Hy) — O(H))(
(@)™ r0)(0(Ho) — 0(H)){(Q)*Xr(Q)(Q) ,
= (Xr(Q)Q) >, (Q)™O0)((Ho) — O(H))(Q)* (5ol (@)=t =0mt(5m0)
(@)°"Xr(Q )< )G (O(Ho) — 0(H))(Q) " fa)
+XRr(QNQ) ™ fn, [<Q>mf(ﬁ N(0(Ho) — O(H)), (Q)> M Pro)|(@)~1=ommi@ro)
(@)°Xr(Q)(Q >mf(5r°)(9(Ho)—G(H)<Q>‘an> |
+(Xr(Q)(Q) (@‘“fﬁ’”“)(@(Ho) O(H))(Q)* o) (@)~1=o-ini@ro)
[(Q@)°XRr(Q), Q)™ @70 (0(Ho) — 0(H))(Q)>fn)
+(XRr(QNQ) ™ fn, [<Q>“’f(ﬁ ") (0(Ho) — 0(H)), (Q)* ™ Fro)(Q) ~t—0ni(Aro)
. [(@)*Xr(Q), (@)™ (0(Ho) — O(H))(Q)~* fu)
AT = O(RME)[XR(Q)(Q)* fal

Q; 1—6—inf(B,ro)

—~

Par suite on trouve que

Al > ClIXR@NQ) ™ ful? + O(R™™E™) IX(Q)(Q) ™ full + O(R™?)

A2 A3 se traitent de la méme maniére. Etudions par exemple A?,

(Fus OCH) P F(Q)P(6(H) — (Ho))Tr(Q) fr)
(Xn(Q)@Q) ™ . (Q)*0(Hy) P F(Q)P(OUT) — 6(Hy))(@Q)™ )
Q)G p(Q)(Q) " )
(TR @Q) o QO H) P Q) (@ P (@)
P(B(H) — 6(Hy)) Q)40 (Q)* )
HER(QHQ) s ()0 PQUIP(OCH) — B(F)) (@),

0)
. (@) MBI X R(QNQ) ™ fn)
A2 = A} = O(RP~ 0G0 [XR(Q)Q) " fall-

A
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Comme

Al = (fa, Xr(Q)(0 (H)—9(Ho))Pf5(Q) (0(H) — 0(Ho))Xr(Q) fn)
= (X ( N Q)™ f, (Q)~MHETNQ)MIEr0) (0(H) — 6(H))
Pfi(Q)P (Q(H) (Ho))(@Q)™Pro)(Q)s Bl X 1 (Q)(Q) ™~ fu)
= (Xr(Q)(Q)* fu, (Q)™ PN (O(H) — §(Ho)) P(Q)* ™) f3(Q)
(Q)s~miBroxg (Q)P(G( ) = 0(Ho))(Q)™ PN Q)" f)
HXr(Q)(Q)™* fo, [(Q)™E)(O(H) — 6(H,)) P <Q>S mfﬁ”’]f’(@)
<Q>S*1“f(6TO)XR(Q)P(( ) — (%))(Q)mfﬂm( Q) fn)
+(XR(Q)(Q) ™" fu, (QY™ PN (G(H) — 6(Ho)) P{Q)*~™1F7) f1(Q)
[(Q)s~mitBro) (Q) P(O(H) — 6(Ho))(Q)™ P 1(Q)™* fn)
+<XR(Q)(Q> s [(Q)™TE ) (O(H ) — 0(Ho)) P, (Q)*~ mfﬁ”’]f’(@)
[(Q)s~mitBro) ( ), P(6(H) — 6(Ho)){(Q >‘nf(ﬁr°)]<Q> fn)

Al = O(Rr*™17 2“‘””0)||><1ra( Q@) fall

Etudions maintenant A, et A5 qu’ils se traitent de la méme maniére. Etudions A,

Ay = (fu 0P, XR(QFH(Q) PO Ta(Q) )

= ((Q) " f. (Q)16(H) P Xa(Q)L7H(Q) POCH) Q) Tn(Q)(@) " fr)
= ((Q) "1 (Q)10(H) P, Xa(Q)]H(@Q) (@) PO Xn(Q)(Q) £
Q) F (QVIO(H) P, Ko QFH(QIPOUH), (Q)IR(Q)(@) 1)
45 = O(R* ?)|Xr(Q)Q) " fu

Il nous reste qu’a étudier Ay.

Ay = (fu, [0(H) P, Xr(Q)]f3(Q)[Xr(Q), PO(H)] fn)

= (@) fn, (Q)"10(H) P, Xr(Q)f5(Q)[Xr(Q), POH)(Q)*(Q) " fn)
|Ay] = O(R*73).

Finalement on peut conclure 'inégalité suivante

(fu: (Ho,iBsrlfn) > ClIXR(QNQ) ™ fall? + O(RP 1) IFR(Q)Q) >
+O(R%3)

En deuxiéme lieu on va étudier (f,, [Vir, 1Bs r|fn)-

<fn [ Irs ZB(SR]fﬂ) = <fn féR(Q)VVlrfn>
= (Xr(Q)(Q) ™ frs Xr2(@)Q)*(2 — (@) °)Q) ™"
(@) QVVi (Q)UQ)* Xr(Q)NQ) " fn)
(s Vi iBsp] fa)| = O(R* ) [INR(QNQ) > full®, o0t 1/2 <5 <1/2+71/2

En troisiéme lieu et finalement, il nous reste qu’a étudier
<fn> [Wl,,ﬁa iBﬁ,R]fn>- (3426)

On peut remplacer la forme quadratique dans (3.4.2.6) [W; g,iB;s r| par W1 i fs r(Q).P.
Soit 0 tel que O(H) f, = fn

(fn, Wi Bs rfn) = (fn, 0(H)W1 31 f5 (Q)-PO(H) fr)
= (Xr(Q)O(H) fn, W15 f5(Q)Xr(Q)PO(H) fr)
= (Xr(Q)fn, O(H)W15i f5(Q)Xr(Q) PO(H) fr)

+H(Xr(Q), 0(H)] fn, Wi i f5(Q)Xr(Q)PO(H) fr)
=C+ 0y



3.4. THEOREME D’ABSORPTION LIMITE SUR J0, £ 57

|Ca| < [([Xr(Q), 0(H)] fr, W11 f5(Q)PO(H)XR(Q) f)]

+H([XR(Q), 0(H)1fn, W1 i f5(Q)[Xr(Q), POH)] fn)]|

< Q) full-IXr(Q)(Q) ™ ful |- {Q)*[XR(Q), O(H )]Ww%fa( JPO(H)(Q)"||
Q) full % I{(Q)* [XR(Q), 6(H)Wypif5(Q )[XR(Q) O(H)|(@)°]]

< O(R*2)IXr(@NQ) ™ full + O(B*727F)

et
1C1| < [(XR(Q) fr, O(H)W 1 pi f5(Q)PO(H )X r(Q) fr)|
+| gc“R(ngn, O(H )W 51 f5(Q)[Xr(Q), PO(H)] )]
< (i +CF

Puisque on a

1CE| < (@) ful IXR(QNQ) ™ full- IXQ)*O(H) W 5i f5(Q)[Xr(Q), POCH)|(Q)” ||
< O(R* 7). JIXr(Q)(Q)* ful
et
ICH < [{(XR(Q) fr, (O(H) — 0(Ho))W1 51 f5(Q
+|(Xr(Q) fn, 0(Ho) W15 f5(Q)P(0(H) — 0(H
+I(Xr(Q) fn, 0(Ho)W1 51 f5(Q) PO(Ho)Xr(Q) fn)

Comme

|(XR(Q) [, (O(H) — 6(Ho)) W1 51 f5(Q)PO(H)XRr(Q) )|
< IXRr(QNQ) > full - [IXr/2(Q@)(Q)*(0(H) — 0(Ho)) W51 f5(Q) PO(H){(Q)°
< O(R>s= 0770 [IXR(Q)(Q) ™" fall?
(3.4.2.7)

(@) B(H) Wi 5 f5(Q)P(BCH) — B(H))Tr(Q)fo}| s traite de Ta méme facon
que (3.4.2.7). 1l nous reste que I’étude de

|(XR(Q) fn, O(Ho)W1 5 f5(Q) PO(Ho)Xr(Q) f1)]-
Or d’aprés [GJ] (z)0(H,) sin(k|x|)0(Hp) est un opérateur borné sur £2(R?),

[(XR(Q) [, 0(Ho)W1 5if5(Q)PO(Ho) X r(Q) fn)]
< O(R*™'P) . IXr(Q)(Q)* ful ?

Finalement obtient I'inégalité suivante

|<fna [Wl,ﬁviB&R]an < O(R%iliﬁ)'H%R(Q) <Q>7an||
FO(R> P0G [XR(Q)(Q) ™ ful
+O(R*7275).

Pour R > R; assez grand

|<fn7 [H, ZB&,R]fn)’ = ’<fm [HO + V;r + V:sr + Wl,ﬁa ZB&,R]an
> CIIXr(Q)Q) ™ ful? + O(R* M EM)) | XR(Q)(Q)* full
+O(R*7277),

ou 1/2<s<1/24r /2.

(3.4.2.8)
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En passant par la limite supérieur lorsque n tend vers +o0o dans (3.4.2.8) on trouve
le théoréme 3.4.5. ]

Preuve : théoréme 3.4.7 D’aprés [M] on applique I’estimation de Mourre avec K; = 0
a xr(Q)fn on obtient

(XR(Q)fn, [H,i0(H)AO(H)|xR(Q) fn) > ClOH)xr(Q)fa® (3.4.2.9)

Or, comme H est trés régulier par rapport & @, c’est a dire que H € C*(Q), on a

O(H)xr(Q)fn = Xr(Q)fn + Xr(Q), 0(H)(Q)(Q) " fn
= Xr(Q)fu + O(R7Y),

Car d’apreés la formule d’Helffer-Sjostrand on a

Xr(Q),0(H)|(Q)" = [Q,0(H)]XR(Q){Q)"
+om [ O:xR(2) (2 = B)(0(H), 4], 41(= — ) 7HQ)* dz A dz.

et donc
xR (Q), 0(H)HQ)*[| = O(R™)
alors I'inégalité (3.4.2.9) devient
[(XR(Q) fu, [H,i0(H)AO(H) [ xr(Q) fu)] = Clixr(Q)full®

+O(R*)|Ixr(Q) fal
+O(R*72).

D’autre part comme

(Xr(Q)fn, [H,i0(H)AO(H)IXR(Q) fn)
= (fn; [H,ixr(Q)0(H)AI(H)xr(Q)] fn)
+2Re([H, Xxr(Q)]fn, 10(H)AO(H ) xr(Q) fn)-

En effet,

3
N
=
3
=
=2
O

0 )fn) + 2Re([H, ixr(Q)] fn, i0(H)AO(H)xr(Q) fn)
JO(H)AO(H)XR(Q) fn) — ifn; xr(Q)O(H ) AO(H ) x r(Q) H fn)

n: 10(H)AO(H ) xR(Q)fn) + ([H, Xr(Q)]fn, i0(H)AO(H)X r(Q) fn)
VO(H)AO(H)xr(Q) fr) — i{fn, Xr(Q)I(H)AO(H ) xr(Q)H fn)
O(H)xr(Q)fn) — i{fn, Hxr(Q)O(H)AI(H)xr(Q) fn)
H)HXr(Q)fn) + i{fn, xr(Q)I(H)AI(H ) xr(Q)H fn)
AO(H)xr(Q) fn) — i{fn, xr(Q)O(H)AI(H)Hxr(Q) fn)

O

A
= i(fn, xr(Q)HO(H

Or

[H,ixr(Q)] = [-A,ixr(Q)] = —=2(V.VXr)(Q) — (Axr)(Q). (3.4.2.10)
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En utilisant (3.4.2.10),

Re([H, xr(Q)]fn, 10(H)AO(H) X r(Q) fn)
= Re((=2(V.Vxr)(Q) — (Axr)(Q)) fu, i0(H) AO(H ) xr(Q) fn)
= Re({(—2(Q)(Vxr)(Q)(Q)*Xr2(Q)(@)~ o 106 'WOH)AO(H)XR(Q) fn)
HAQNAXR)N(Q@NQ) Q) fu, HQ) T O(H) AI(H)XR(Q) f1)). (3.42.11)

Comme (Q)"'VO(H)AO(H) est un opérateur borné et en utilisant (3.4.1.8) pour
a = 2s — 1 — 3 nous obtenons que

2Re([H,ixr(Q)]fu, i0(H)AO(H)Xr(Q)fa) = O(R* " P)Ixr(Q)fa))]
+O(R ) Ixr(Q)fu)
= O(R*9)|[xr(@) full-

Par suite on obtient que

{fos [H, ixR(Q)O(H)AIH)xr(Q)]fa) = ClIXR(Q)all”
+O(R* ) [xr(Q) ful
+O(R*72).

D’aprés le théoréme 3.4.4 nous trouvons que

lim (fy, [H,ixr(Q)0(H)AO(H)xr(Q)]fn) = 0. (3.4.2.12)

n—o0

Par suite en utilisant (3.4.1.9) nous obtenons

lim sup [|xr(Q) full = O(R*™ 7).

n—>-+oo

Puisque $ > 1/2, on peut trouver s tel que 3s — 1 — § < 0. Il résulte de cela et
(3.4.1.8) que n = 0. n

Remerciement : Aprés avoir fini ce travail, qui a pris un long moment , 'auteur
ne peut pas oublier tous les sacrifices de Thierry Jecko et le remercie grandement .
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Proposition 3.4.9 En dimension d = 1. Nous ne pouvons pas voir Wy g = Si?gg') B>

0 comme p.(VVs,), ot u est une constante de RY et Vs est un potentiel a courte
portée.

Preuve : Raisonnons par ’absurde, supposons en une dimension que

sin(k|z|)

MV Var)(@), (3.4.2.13)

Wig(z) =

Soit a,z > 0. En intégrant par partie on trouve que

¢ sin(ks) _ | (@=cos(ks) ‘ ¢ (1 — COS(]CS)) S
/x 9= {kms?)ﬁ/z I+5 i k 15 s2)pe %

_ (1—cos(ka) (1—cos(kx) ¢ (]- — COS(kZS)) S
= k(a2 T h(irat)i2 T ﬁ/ k (1 + s2)8/241 ds.
0 (1 — cos(ks)) s . :
Comme /0 2 15 52 ds est fini, et puisque
. (I —cos(ka) . (1 —cos(kzx)
SR e = ey ey =0
+oo 3 k
alors on a / Sl?s(ws) ds est défini. Comme s — (1’Cf(ks)) (1+82§a/z+1 est une fonc-
0

tion continue et strictement positive sur un intervalle de R et

/“ (1 — cos(ks)) s s

E (1+s2)820

converge lorsque a tend vers +o0o0, on en déduit que

lim / sinkls) ;oo g
amtoo Jo o (s)P

D’autre part d’aprés (3.4.2.13) on a
“ sin(k|s|)
Vol =1/ [ 5 s
o (97
Donc, pour tout py > 0,

lim (a)'**V, ,.(a) = lim 1/,u<a)1+p°/ Md8=+oo,
0

a——+00 a—+00 <3> B

ce qui contredit le fait que V;, est un potentiel & courte portée.
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3.4.3 Cas d’un potentiel a longue porté symbolique

Quelques propriétés symboliques

Proposition 3.4.10 [G.J] Soit a € S(m,g). Soit e<(|.]) = xa(|.])eT™ ! on x; est
donné par (3.4.1.7). Ils existent des symboles ar € S(m,g),by+ € S(m{x)~>, g),
et cx € S(m(z)~H&) ™, g) tel que

era”’ = ayes +epby +cies.
En plus, dans la région o x1(x) # 0, ax est donné par ax(x, &) = a(x, & F klz|'z).

Proposition 3.4.11 Soit V), est un symbole d’un opérateur pseudo-différentiel
long portée dans S({(Q)~",g). Les résultats (3.2) et (3.4.8) de ce chapitre sont va-
lables en remplacant Uhypothese 5+ inf(ro, ) > 1 par ro > 0 et § > 1/2.

Preuve : La condition sur [ est apparue lors du passage de 0(Hy) a 0(H ).

En premier lieu, pour tout 0 < § < 1, on a §(—A+ Vi) sin(k|z|)0(=A + V) (x)°
est un opérateur compact sur £2(R?) lorsque 6 est supporté dans |0, %2[ A support
petit autour de A. Soit x; € C*(R) tel que

x1=0 sur [-1,1] et x; =1 sur R\[-2,2]. (3.4.3.1)

0(—A + Vi) sin(k|z)0(—A + Vi)
= 0(=A+ Vi, )xa(z) sin(k|z)0(—A + Vi) + K,
= 0(=A + Vi, )xa () sin(k|z){0(E* + Vi) }" + K
= {0 + Vi )} (55=)00(8 + Vi) + K,

en appliquant maintenant la proposition(3.4.11) on trouve

= L10(2 + Vi) Yo (a¥er + ey + cles) + Ky
= 3:{0(& + Vi) } ates + Ky
= - {0(& + Vi, )ar }es + Ks
= {0 + Vi, )x1ax }es + Kg
= {02 + Vi )xa0((€ F ki )? + Vi) Fres + K

||
Ou (Kj)j=1..6 sont de la forme suivante B1bY ou by By avec by, by € S({z) "1 ()71, g)
alors by {x)?, bo(x)® € S({x)°~1{¢)71, g) et By, By sont des opérateurs bornés sur
L2(R%), et par suite pour tout 1 < j < 6,0 <5 < 1on a Kj<ac)5 est un opérateur
compact sur L2(R?).
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On va montrer que 0(£2 4+ V. )x10((§ £ kZ)? 4+ V,,.) = 0 sous les conditions que

||

nous avons pris sur §. Etudions le support de la fonction 6(.2+V;,)0((.+k%)2+ V).

|z

Soit 6 € C>(]0, %2[) a support petit dans [a, b] C|0, %2[ Soit a tel que

2 2
%(1 — by > # Soit R > 0 tel que pour tout > R on a |V (z)| < %be. Soit
A= ({(z, ) |z| > R, € + Viy(z) € [a, 0]}, et
B :={(z,&); || > R, |§ £ kﬁ|2 + Vi (x) € [a,b]}.
Soit (z,&) € AN B donc
0 —Vin(2) <& <b—Vi,(x) et a—V,(r)<(€+ k%)Q + V(@) < b=V, (@)

avec une opération de soustraction entre ces deux inégalités on retrouve la méme
situation que dans [GJ] car la translation porte que sur . On retrouve les conditions

apparues dans |GJ|
T

167 =16 — £k~ <b—a
||
équivaut a
x
|:F2k:§m+k2|§b—a
équivaut a
| §x+k| b—a
TS T2 S ok
donc
b—a k ¢ <b—a k
ok 2° O[] 2k 2
donc v b ) .
—a x —a
o 1 e
2 ok SERIS T T2

Ceci contredit le fait que

2 2k —
qui implique
Bt g <nae
équivaut a y
Bt pcige it

par suite on trouve que l'intersection des supports vide. En deuxiéme lieu on refait
le méme argument de Helffer-Sjostrand pour §(H) — 0(—A+V,,.) au lieu de 6(H) —
6(—A) on obtient que (0(H)—0(—A+V,,)){Q)? est un opérateur bornée sur £2(R9).

Grace a ces deux propriétés la condition 5 + inf(rg,5) > 1 devient o > 0 et
£ > 1/2 dans le cas ou le potentiel & longue porté est symbolique dans S(0,g). =
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3.5 Estimation de Mourre au dela de k*/4.

Nous ne pouvons pas suivre le méme raisonnement de la premiére partie car pour
6 supporté au dela de k2/4 a support petit et pour 0 < & < 1, (Q)°0(H,) sin(k|Q|)0( Hy)
n’est pas compact sur £L2(R?%),d > 1. On va exploiter le caractére radial du potentiel
W pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.1 Soit A > k?/4. Soit 6 € C°(R) a support petit autour de \. Alors

pour tout € > 0, ils existent B, B, bornés sur L2(R?), uniformément en ¢, et il
existe C, tels que

0(Ho)er(Q)0(Ho) = C+(Q) ' Be+ BAQ) ™", et |C|| <e,

avec e+ (|z]) = et*2ly  (J2]), ot x1 € C®(R) tel que x1 = 0 sur [—1,1] et x; = 1 sur
R\ [-1,1].

Preuve :
Soit A > k?/4. Soit § € C°(R) a support petit autour de \. Soit U I'opérateur
unitaire suivant :

U : L2(RY) —  L%([0, +o00],dr) ® L3(S41)
Flor o) > UA)(rp00)
—1 ~
= 7.]0(371(7", ®1, ---@d*1)7 cerey xd(h ©1, ---gpdfl)%
ol ' .
(T 01, e Pd—1) = TSI O] et sin g1,
To(T, 01, e Pd—1) = TSI P] e sin g2 COS Yq_1,
x3(7, 1, - Pd—1) = TSI Q] eeriiiiiaen, sin wg_3 cos Yq_2,

Ta_1(T, @1, ... a—1) = T SIn Yy COS Y1,
2q(T, P1, .. Pg_1) = T COS 3 COS V1.
D’aprés [BD]. En utilisant 'opérateur unitaire U, on en déduit que Hy sur £2(R?)
est unitairement équivalent & —9? — Ag/r? sur £2([0, +oo[) ® L2(S471), ott —Ag est
le Laplacien sur la sphére S, Or

Ag

r2

A
0(Ho)ex(|QN0(Ho) = UB(=07 — —2)U"ex(QUI(-0F — —3)U™".

Comme e (].|) est radiale, on a U*es(Q)U = (e+(Q,) ® 1), ot @, est la réalisa-
tion auto-adjointe de opérateur de multiplication par r sur £2([0, +o00[). En effet,

soit f € L2(RY),
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(ex@QUN)(r o1, pan) = ex(Q)r'T F(ar(r, o1, pant)s ooy Talr, 1, pa1)
= U((ex(Q,) @ 1) f)(r, 01, .. 0a—1).-

Donc
2 AS 2 AS *
0(Ho)e+(Q)0(Ho) = Ub(-0; — 7)(@:(@” ®1)0(—0* — T_z)U .
Par suite 'étude de 0(Hy)es (Q)0(Hy) nous raméne a I'étude de
A
6(=87 — —)(e=(Qr) ®1)O(=8} ~ =)

On décompose maintenant 'opérateur —Ag en harmoniques sphériques.
Pour tout j > 0, soit II; le projecteur orthogonal sur I'espace vectorielle engendré par

1 1
3 . .. mj—5 mj—2
’harmonique sphérique Yi; - Rappelons que (Y *); 15 0 i os(ad

forment une base de £2(S%!) des vecteurs propres de —Ag donnée par :

Y7(0,0) = \/ P os()™

et
(_ 1)m derl

Pr(a) = (1= 2™ (e = 1)

avecm € {—Il,—l+1,....,1—1,1},1=0,1,2,... et P/" sont les polynomes de Legendre.
Soit a(j) := j(j + d — 2) I'énergie associé a II,.

“+o00

—As = @ ()1,

Jj=0

D’aprés le théoréme 2.1 qui est dans [BD|, Hy est unitairement équivalent a

P 2 alj)
69h g% — P+ T2x1®n)
ol hy(j) est auto-adjoint agissant sur H([0, +oo[) @ L7(S!) avec les conditions
au bord sulvantes :
pour j=0etd=1,3
limu(r) =0

r—0
et pour j =0et d=2;
lim /2 (In(r)) "2/ (r) = 0,

r—0

dans les autres cas, c’est a dire, lorsque j =0et d > 3,et j > 1,iln’ y a pas des
conditions au bord.
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Comme 152([07+00D®£2(Sd—1) = ;;08(1 & Hj), alors
0(=0; - 25) =@, 50(=07 - )1 eI
EB+°° 0(ha)(1 @ 11;).
Donc

0(—07 — 58)(ex(Q,) ® 1)0(-0} — As)
j°39(h AT (ex(Qr) ® 1) DI O(hoe) (1 1)
=@, 5 D% 0(ha) (1@ ) (ex(Q) ® DA oI D0(acs)

or pour s,tGNon a

(1@ 1) (e+(Qr) ® 1)(1 @ 1II,) = (ex(Qr) ® 1)(1 @ ILIL,).
par suite, on en déduit que

(=07 — 25)(ex(Qr) ® 1O(=07 — £5)
69+°°9( ()(e£(@r) © 1)0(ha(;))(1 @ IL;).

Pour o € {a(j);j = 0,1,2,...}, on pose hq = —0? + & agissant sur L*(R™*)
avec les conditions au bord suivantes : pour j = 0 et d = 1,3; lim, ,ou(r) = 0 et
pour j = 0 et d = 2; lim, o "/2(In(r))'u/(r) = 0, dans les autres cas, c’est a dire,
lorsque 7 =0et d > 3,et j > 1,il n’ y a pas des conditions au bord. En admettant
provisoirement la proposition 3.5.3, on a

0(—02 — 25)(ex(Qr) ® 1)O(=02 — 2%)

=D, % (i a(j) )(ei(Qr) @ 1)8(hag )(1 ®1L;)

—EB, 0(<Qr> 1+B<J 2{r) 7+ Cela(y))) A @ 11))
= Ce +<QT> ( —0 Ba(a (11l ))

+(D;5 Ba <Qr> 1@ TL)Q)) Q).

avec ||C.]| < e . On conclut alors que

00— 2)(ea(Q) @ 1O~ — ) = Gt () B+ Blr)”

ol B et B sont des opérateurs bornés sur £2([0, +00]).
Alors

0(Ho)e+(Q)0(Hoy) = UQ(—@? - %)(ei(Qr) ® 1)‘9(—?3 - %ﬂ]*
=UC.U* + U<T>_1U*UB£]* + UBU*U(?”)_IU*
- Ce + <Q>7lBe + <Q>7lBea

avec ||Ce|| <e. [
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Théoréme 3.5.2 Soit A > %, Soit § € C°(R) a support petit autour de \. Alors il
existe une constante c; > 0 et un opérateur compact sur ﬁz(Rd) tel que

O(H)[H,iAl0(H) > c0(H)? + K

Preuve : Maintenant, on va montrer I'estimation de Mourre

0(H)[H,iAl0(H) = (6(H) — 0(Ho))[H, iA|(6(H) — 0(H,))

+(0(H) — 0(Ho))[H, 1A]6(Ho) + 0(Ho)[H, iA](6(H) — 6(Ho))
+6(Ho)[H, 1A]6(H,)

= O(Hy)[H.iAI0(H,) + K,

= O(Ho)[Ho, iAJ0(Ho) + 0(Ho)[V, iA0(Ho) + 0(Ho)[Wit, iAl0(Hy) + K.

Or [W;1,4A] définie sur D(A)? s’étend & une forme quadratique bornée donnée par
I'opérateur de multiplication W; ; — W, ou

W = gk cos(k|z|) = (qk/2).(eik|‘”‘ 4 efik|;p\)'
Donc

0(Ho)[Wh,1,1A0(Ho) = 0(Ho)(Wiy — W)0(Ho) = 6(Ho)W1,160(Ho) — 6(Ho)W6(Ho)
= K> — 0(Ho)W6(Hy) B
> Ky — k|| Cl| + (Q) 7' B. <Q) 'B.
> Ky — gke +(Q)7'B. +(Q)~"

D’autre part on sait qu’il existe ¢ > 0 tel que

0(Ho)[Ho,iA]0(Ho) + 0(Ho)[V,iA]0(Ho)

Nous concluons que

‘9(H>[H, lA]‘g(H) Z CQ(HQ)Q + Kg + {(:1 + K2 - qk:(—:
+(Q)"'Be +(Q) ' Be.

Soit 0 € Cs°(R) tel que 00 = 6. En appliquant 5([—[0) a gauche et a droite dans
(3.5.0.2) on trouve

0(Ho)[Ho,iAJ0(Ho) > cO(Hy)? + 0(Hy) (K2 + K3)0(Ho) — qkeb(Ho)?
+0(Ho)(Q) ' BO(Ho) + 0(Ho) (@)~ ' B.6(Ho)
> (c — qke)0(Hy)? + K.
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Choisissons maintenant € tel que gke < 5. Soit ¢; := 5 > 0. On obtient alors

O(H)[H,iAl0(H) > c16(Hy)? + K
> ¢ (0(Ho) — 6(H) +0(H))" + K5
> o0(H)? +cl(9(H0) 9( ) B
+e1(0(Ho) — 0(H))0(H) + ¢,0(H) (6(Ho) — 0(H)) + K
> c10(H)? + K6
(3.5.0.3)
En appliquant 6(H) a gauche et & droite dans (3.5.0.3) on trouve I'estimation de

Mourre
0(H)[H,iAl0(H) > c,6(H)? + K,

oit K, Ky, ..., K¢ sont des opérateurs compacts sur £2(R%). [ |

Il nous reste a énoncer et a montrer la proposition 3.5.3 . Comme on souhaite
utiliser du calcul pseudodifférentiel, on préfére travailler sur R au lieu de R™ . Pour
ce faire, on introduit, pour o € {a(j);j = 0,1,2,..}, hqa = —0? + % agissant sur
un domaine adéquat inclu dans £2(R). Voir 'appendice 3.9 pour plus de détails et
pour des liens entre h, et ﬁa.

Proposition 3.5.3 Soit A\ > ]1—2. Soit 0 € C3°(R) a support petit autour de X. Pour
tout € > 0, pur tout o € {a(j); 7 =0,1,2,...}, il existe Ce(r), Bep(ar), Bea(av) opéra-
teurs bornés sur L2(RY*) tels que (||Bei()| + \|B€72(a)\|)a est une famille bornée,
el ||Ce(a)]| <€ et

0(ha)(e£(Qr) @ 1)0(ha) = Cc(a) + <Qr>7lBe,1(O‘> + Bea(a) <Qr>71

Preuve : Soit « € {a(7);7 =0,1,2,...} . D’aprés Pappendice 3.9

Oha)es (Q0)0(he) = 3 P (0(h)es(@)0(R)) Py + 5 P (0(Re)e (G)0(Ra)) P-
(3.5.0.4)
Soit x1,x2 € CP(R) telles que 0 < x; < 1, pour j € {1,2} et x; = 1 prés de 0 et
X7+ X3 =1.Soit x € C(R) telle que xx2 =0et x =1 présde 0. Soit Y =1—x .
On pose he la réalisation auto-adjointe de I'opérateur différentiel —9? + ﬁ dans
L?(R). Par la formule IMS qui est dans la page 28 dans [CFKS],

[0
ha = x1(=0; + )X1 + x2(—02 + Z)x2 = P — X5 (3.5.0.5)

ol x1(—92 + &)x1 est bien défini sur D(hy) et ot xo(—2 + )Xz est un opérateur
différentiel auto-adjoint . Pour z € C\ {R}, on a, par la formule des résolvantes et
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(3.5.0.5)

(ha —2) 7 = (xehaxz — 2) 7! _
—(x2hax2 — Z)_l(Xlﬁa)ﬁ —XF =X (ha —2)7F
—(xohaxz = 2) 7 (0Gha + X3 P Xl] =X = X5)(ha — 2)”
—(x2haxz2 = 2) " (0Gha — 20144 — xaXd = X = XF) (ha — 2) 7!
—(Qr)~ <Qr>(X2haX2 - Z) 1<Q7‘>_1

1

((@r)x3ha = 2(Q)xaxi g — (@rhxaxd = (Q@eIX? = (Q)XE) (ha — 2) 7"

o B (3.5.0.6)

D’aprés lappendice 3.9, on a (Q,)(x2hax2 — 2)"1{Q,) ! est borné et sa norme est
C(Rez)

dominée par ou C' > 0 est indépendante de « et de z.

[Tmz|?
D’autre part, ||hq(ha — 2)7Y| < C” Rez ou C’" > 0 est indépendante de « et de z,
et pour des raisons de support de Xl, X17 X’{ on a (Q)x?, 2(Qr)xaX; et (Qr)(xaxy +
XE + x%) sont bornés .

De plus on va montrer qu’il existe C” > 0, indépendant de « et de z, tel que

(Rez)

[Imz|

10, (o = 2) 71| < " (3.5.0.7)
Pour ¢ € D(hy),

10:211” < (i, (ha + D) < S (llell” + [[(ha + Depl?).

l\'JIH

Comme h est auto-adjoint, et —1 appartient a I'ensemble résolvant de h on a
lll < 11(7a + D]l Done [[£¢]| < [[(ha + o]l et |4 (ha + D7 < 1.
De plus, par la formule des identités résolvantes,

Or(ha —2) " =0 (ha+ 1) =0, (ha + 1) (1 — 2)(he — 2)"
et on obtient (3.5.0.7) . Revenant a (3.5.0.6), on en déduit que
(ﬁa - Z>_1 - (X27Z/ax2 - Z>_1 = <@r>_lBa(2)

ol [|Bo(2)]| < B2 o C indépendant de o et de z . Par la formule d’Helffer-

. [Imz[3
Sjostrand, on en déduit que

0(ha) — 0(x2hax2) = (@) Ba

avec (B, ), uniformément bornée en « .

Maintenant on va montrer que

0(x2haxs) = 0(ha) = (@) B, (3.5.0.8)

ou (B!, uniformément bornée en « .
Dans I’appendice 3.9, on montre qu’il existe C' > 0 telle que pour tout o € {a(j);j =
0,1,2,...} , pour tout z € C\ R,

HW(ha -2 <C

(Rez)

[Imz|

(3.5.0.9)
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On a, pour z € C\ R,

(2 — Xzﬁam) — (2= )
(Z - XQhaX2

~

)~ (X2haX2 )(Z - ha)_l A
)” ( X202x2 + 07 + C% — 2 )(2 — ho) 7!

z— thaX2> Y= X302 — x2[0? XQ] + 0% + W)(z — ha)
)
)

( 1
(
ar - —Q 2 —
=(z— 2haX2 H(1=x3) 82 + 2x2X20; — X2X3 + W) (2= ha)™"
(
{

2x2y2 4 _
Z— 2haX2 Hxd 32 + 2X2X2a XoXb + XQ.W)(Z — ho) !

r2

2202 A
_sz/zf+ X;2 XQ.W)(Z_ha> 1.

Puisque (QVT> Yz — XghaXQ) 1<C§r), est borné et pour des raisons de support de
X2, X5 €t x4 on a <QT>X2, <Qr>X2X2> <Q7«>X2X/2 sont des opérateurs bornés, et grace
aux supports des fonctions x; et y2, on a <Q )- 2X% X ost borné et d’ apres I'appendice
39 ona |3 (2 - ho) Y| < CHEE) of par (3.9.0.20) en obtient que

|Imz|

I = 0F(m + ha) M| < || = 02(=07 + m) N (=8F +m)(m + ha) M| < e,
et par identité résolvante on trouve que

C"(Rez)

—02(z—hy) 7Y <
| =0 (2 ) < Timz]

Y

en utilisant cette derniére inégalité on peut montrer que [|8,(z — ho) || < C” ffni?'

En effet, A R
10 (2 = ha) THI - < 110-(00) 72(0r)% (2 — ha) ]
< |9: <0r>‘ 1L+ 0,)%) (2 — ha) 7|
< O//

|Imz| )

o ¢,C,C",C" sont indépendant de a et de z. Par 'argument d’Helffer-Sjostrand
on en déduit (3.5.0.8). On peut procéder comme dans (3.5.0.7) pour montrer

192 = ha) M < €77

En reportant dans (3.5.0.4), on obtient

O(ha)ex(Qr)0(ha) = 3P (0(R (ha)ex(Qr)0(ha)) P- + 3P (0(ha)e(Qr)0(ha)) P-
+(Qr) ' BY.

ol (B?) uniformément bornée en « .

Soit € > 0. Soit C5 et C4 sont des constantes dépendent que de 6,6y, y définies
dans 'appendice 3.9. Soit & 2 1 tel que % + % < min(1, m).

Pour a € {a( 7);7 = 0,1,2,...} . Soit p,, : R? — R, (r,7) > po(1,7) =
2+ X (r)x(5552) - Pa € S(< > g). De plus, les semi normes de p, dans S((1)?, g
sont dominées par des constantes indépendantes de « et de « .
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Soit 0; € Cg°(R) telle que 8¢, =6 . On a , pour a € {a(j);7 =0,1,2,...} , par
la formule d’Helffer-Sjostrand ,
b(ha) = O(ha >91<f3 ) A )
— ()01 (ha) + 2 [ D6°(2) (= — )7 X ()X (52 (= — ha) ' d2 A d561 ()
= Q(Pﬁ,a)el(h ) + Rl( )s
On va montrer dans I'appendice 3.9 que pour tout «,

Cs (4
< — 4+ — 5.0.1
I e)] < =2+ 2, (35.0.10)

et par définition de x on trouve que
€

| Ry|| < min(1,
' (1+ 2[10]] o]0 ]| o)

),

Nous obtenons alors

6ha)(e(@) © V()
= (01(ha)0(pY) + Rj())(ex(Qr) @ 1)(0(p)01(ha) + Ri(a))
= 01(ha)0(pY) (e+(Qr) @ 1)B(p2)01 (ha) + Co(cv).
Ce(a) = 01(ha)0(py)(e£(Qr) @ 1) R (cv) B
+Ri(a)(ex(@r) ® 1)0(py)01(ha) + Ri(a)(e£(@r) ® 1) Ry(a).
On en déduit que

IC@)l < 28lloc|61lloc | Br ()| + | By ()]

< (2[|01o[b1]loc + )| Ra(e)]
< e.

On obtient donc pour tout « € {a(j),j =0,1,2...},
0(ha)(e+(@r) ® 1)8(ha) = 01(ha)0(p)(ex(Qy) @ 1)0(p)01 (he)
+C (),

avec ||C. ()] < e.

Or d’aprés le théoréme B.1 de [GJ] on a

O(pe) = {0(pra)} +(Qr) 08

et (bY), est une famille d’opérateurs bornés sur £2(R). On obtient alors

0(ha)(ex(3r) © 1)0(ha) ) ) A
— 01 (ha) ({0(pa) 1 + (@) 152) (e4(Tr) © 1) ({0pa)}* + (@) 10201 ()

(@
1(ha){0(pa) 1" (ex(Qr) ® 1){8(pa)} 01 (o)
(ha){0(pa)}* (e(Qr) ® 1)(Q,)~'001 (ha)

101 (ha)(Qr) b2 (e (Qr) ® D){8(pa)}"0i(ha)
(ha)(Qr) b2 (e2(Qr) @ 1)(Qr) 0201 (ha) + Co(@).
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Comme (Q,)01(ha)(Q,)%, {8(pa)}?, et 26 (hy) sont bornés sur £2(R), uniformé-

ment en «, nous concluons alors que

0(ho) (e (Qr) ® 1)8(ha)
= 01(ha){0(pa)}" (e2(Q)) @ 1){9(pa)}“’91( o)
<Qr> 1Ba,3 _I'B a,3 <QT> (a)

ot By s, B, 5 sont bornés sur £*(R) uniformément en a. Comme 9(}2&) —0(ha) =

(Q,)"'B!, | avec B!, uniformément borné¢ en a, on en déduit que

0(he)(e+(Qr) ® 1)0(ha)
= 01 (ha){0(pa) }* (e(Qr) @ 1){9(Pa)}w91( a)
+<Qr> lBaA"i‘B 4 <QT> Ce(a),

avec Bq 4, By, 4 sont uniformément bornés en a. D’autre part d’apres le résultat
(3.4.10), qui est dans [GJ] pour a(r,7) = 0(pa)(r,7) € S(1, g), il existe des symboles
at € S(L.g)a b:l: € S(<T>7oovg)v et cx € S<<T>71<T>717g) tel que

ei(ér)aw = aiei(@r) + ei(ér)bi + Cieﬂ:(@r)'

De plus, dans la région x; # 0, ay est donné par ay(r,7) = 0(pa,+)(r,7) = a(r,7 F
k|r|='r) avec po+(r,7) = (T F k|:—‘)2 + #X(r))?(ﬂfw) )

0(ha)(e=(Qr) © 1)0(hq) = 91( {0(pa) }* (ex(Qr) @ 1){0(pa)} 01 (ha)
<Qr> a4+B <Q > (O*/)v _ _
= 6,(h ){0(pa)}w{9(pa )}“’ei(Qr) + e (@) + ctes(Q,)01 (ha)
<Qr> 1Boz4 + B <Qr> (Oé), _ _ _
= 01 (he) {8(pa) )" {8 (P )}“’ei( )01(ha) +(Qr) ' Bas + Ba2(Qr) " + C(a),

ol By 2, Ba 4, B;A et B, 5 sont uniformément bornés en «. En utilisant la propriété
de composition des opérateurs de Weyl dans la paragraphe 2.2 de |GJ] on a

{0(Pa)}*{0(Pa+)}" = {0(pa)0(pa£)}" + v

ol v, € S((r)"1{7)™1, g) uniformément en o, et (Q,)v, est uniformément borné en
a.

Comme 6(|.|?) supporté loin de k?/4, et comme les « sont dans le potentiel de
lopérateur alors d’aprés le méme calcul que dans la preuve de la proposition 3.4.11
alors pour tout o on a 0(py; o )0(Pr.a.+) = 0 et par suite on obtient que

9( )(e:l:(Qr) ® 1) ( ) <QT‘> 1Boc,l + Ba,2<Qr>_1 + Ce(Oé>.
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On en déduit que

ha)(ex(Qr) ® 1)0(ha) ~ ~
(P*G(h )Py + P 0(ha) P-)(Piex(Qr) ® 1Py + Pres(Qr) ® 1P.)
20(ha) Py + P*0(ha) P-)
<P*9<h )P Pies(Q,) ® 1Py + P*0(he)P-P*es(Q,) ® 1P-)
20(ha) Py + P*0(ha)P-)
(P*@(h )Py Pies(Qr) @ 1P, P10(he) Py
+Pi0(h )P_Pres(Qr) @ LP_P*0(h)P-)
= %(P*G(h )H+€i(Qr) ® 1H+9(h )Py
+P*0(h JM_e4(Qr) ® 10 (ha) P-)
L(P10(ha)es(Qr) ® 10(ha) Py
+Pi9( o)ex(Qr) @ 10(he)P-) B
= {(PL((Qn)” 1Ba1+Baz<Qr> +Ce(a)) Py
+P*((Qr) ™" Bay + Ba2(@) ™' + Cel@)) P-)
= <QT‘>71BOC,1 + Ba,2<Qr>7 + CE( )7

>
A

II"II/‘II

avec C.(a), Bc1(a), Beo(a) sont des opérateurs bornés sur L£*(RT*) tels que
(I1Bea(@)[| 4 | Bea(a)l)),, est une famille bornée, et [|Ce(c)| < e. u

Remerciement : Apreés la fin de la premiére partie de ce travail, 'auteur ne peut
pas oublier d’adresser un immense merci pour Thierry Jecko.
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3.6 Appendice A. Calculs Symboliques|GJ2]

Pour p € R, let S I'ensemble de classe des fonctions ¢ € C*°(R, C) tel que

Vk € N, Ci(p) == sup(t) |0k p(t)]| < oo (3.6.0.11)

teR

On peut écrire ¢* pour OFp. La famille définie dans (3.6.0.11) est une famille des
semi-normes dans S”. §” est un espace de Fréchet. La formule de Leibniz nous donne
que

SP.8" c s

Lemme 3.6.1 Soit ¢ € S” avec p € R. 1l existe une fonction réguliére o : C — C,
s’appelle extension presque analytique de o, tel que il existe ¢y, tel que pour tout
[ € N, il existe ¢, tel que

g = @, suppp® C {z +iy; [y| < c1(x)}, (3.6.0.12)

100 (2)] < ar(Re(2))" | Im(2)[',

OC(x +iy) =0, si x ¢ suppp. (3.6.0.13)

Lemme 3.6.2 Soit x € C°(R,R) tel que X' € C°(R*,R). Alors la famille (xr)r>1,
avec Xr(z) := x(x/R), est bornée dans S°.

Preuve : Soit k € N. la semi norme Cy(x) (3.6.0.11) est borné par (sup suppy®)*
multiplié par la norme £ de x®).Par suite (xz)r est bornée dans S°. n
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3.7 Appendice B Développement de Commutateur|GJ2]

Soit p < 0 et ¢ € S§”. Par la formule de Helffer Sjostrand on peut écrire ’opéra-
teur borné ¢(A) de la maniére suivante :

w(A) = % /C 0:0%(2)(z — A) "t dz A dz.

ou cette intégrale existe en norme topologique, par (3.6.1) avec [ = 1.

Proposition 3.7.1 Soit k € N* et B est un opérateur borné, auto-adjoint dans
CF(A). Soit p < k et p € S*. Au sens des formes sur D((A)*1) x D((A)k1),

[p(4). B] =01 fi¢ (A)ad)(B)
—i—% f(C angC(z)(z — A)_kadZ(B)(Z . A)_l ds A dz. (3.7.0.14)

En particulier, si p < 1, alors B € C*(p(A)).

Lemme 3.7.2 Soit B € C'(A) auto-adjoint et borné. Soit ¢ € 8P, avec p < k. Soit
I:(p) est le reste de développement de Taylor & lordre k (3.7.0.14) de [¢(A), B].
Soit 5,8 >0 tel que s’ < 1,5 <k et s+ 5 + p < k. Alors (A)*I.(p)(A)* est borné
et uniformément borné lorsque ¢ reste borné dans S°. En particulier, I(p) est un
opérateur borné. Soit R > 0. Si ¢ reste borné dans {¢ € SP|[—R, RN supp(p) = T}
alors {RYE=P=5=5" || (A)*I,.(p) (A)'|| est uniformément borné.
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3.8 Appendice C Calculs pseudo-différentiels| GJ2]

Dans ce paragraphe, nous évoquons quelques résultats de base sur la calcul
pseudo-différentiel dont nous avons besoin dans le traitement de nos opérateurs
de Schrédinger et de Dirac. Nous nous référons a |GJ2, HJ.

Notons par S(R?) I'espace de Schwarz sur R? et par F la transformée de Fourier
donnée par

Fu(€) = (2m)~¢ /]Rd e~ "y (x) dr,

pour £ € R? et u € S(RY). Pour les fonctions tests u,v € S(RP), soit Q(u,v) et
QY (u,v) sont les fonctions dans S(R?*?) définies par

Qu, v)(x,§) ‘( ) u(§)e |
Q(u,v)(z, &) = 2m)¢ [aulz —y/2)v(z +y/2)e ¥ dy

Prenons la distribution b € S'(T * R?), donnée par les quantités formelles

(27) df eV, E)v(@)uly) dv dy dE,
(2m) df (@ +y)/2, Eu(@)v(y) dv dy d€

sont définies par dualité respectivement (b, Q(u,v)) et (b, (u,v)). Ils définissent
des opérateurs continues de S(R?) dans S'(R?) qu’on note par Opb et b¥. b* est
Iopérateur de Weyl de symbole b.

Exemple 3.8.1 Soit Hy = —/\ sur R%. Comme F(—Au)(€) = E2F (u)(€), donc

—Au(z) = Jpa 6””5525%(5) dg
fRd it 27r f]Rd zy££2 dy df
<2ﬂdezd e u(y >dyds
={&}"u.

Exemple 3.8.2 Soit A = 2YEYL Comme F(V(u(x)))(§) = i&F (u(x))(€),
F(V(zu(x)))(§) = i F (zu(x))(§) alors

V(zu(r)) = F (i5F (vu(z))(§))(z)
= Jpa 6”52'5]'"(%( N(E) d§
= Jga €™ i g @y fRd “Weyu(y) dy dE
= 27|—de20£ elx y) nyu( dy d¢,

donc
(.Y + V.2) () (1) = oz foa €5 P62 + y)uly) dy d
et par suite on trouve ,

I (1) (1) = Ghia fran € VE (TR Euly) dy de
= {z.£}"u.
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Exemple 3.8.3 Soit m € N. Tout opérateur différentiel linéaire d’ordre m est un
opérateur pseudo-différentiel. Soit p(x, D) = ZTZ|:0 ao(7) Dy, ot DY = Dgl...Dgé et

D,, = —id,,. p(z, D) agit sur des fonctions suffisammeent différentiables. Comme
dans les exemples précédents, puisque F(D(f))(&) = E*F(f)(€) alors

D) = [ (3 aa@)F A de = { 3 anla)e}”
lo|=0 |ae|=0

On dit que Y10 aa()E* est le symbole, et 37, an(x)E* est le symbole principale
de p(x, D). p(x, D) est un opérateur elliptique en x, si Zlalzm ao(T)E™ # 0,V€ €
RAN{0}. p(z, D) est elliptique, si il est elliptique en tous points x.

Choisissons sur 1'espace de phase T *R?, une métrique g et une fonction de poids
m avec appropriée propriétés (de., métrique recevable et le poids dans [GJ2]), soit
S(m, g) lespace des fonctions lisses sur T % R tel que, pour tout k € N, il existe
cr > 0 tel que, pour tout x* = (z,€&) € T * R?, tous (ty,...,tx) € (T * R,

1a®) (@), (1, ooy t)| < (@) gos (1) 2. goe ()12, (3.8.0.15)

oil a®) est la k-éme dérivée de a. Nous munissons l'espace S(m, g) par une famille
des semi-normes ||.||; 5(m,g) définit par maxo<p<icr, ot ¢ est la meilleur constante
dans (3.8.0.15). S(m, g) est un espace de Fréchet. Pour x* = (z,€) € T x R, nous
en tenons la métrique suivante

dx? N dg?
Ior = = + =
(x)?  (€)?
et le poids de la forme, pour p,q € R,

m(z*) = (x)P(£)". (3.8.0.16)

Soit my, my deux fonctions de poids de la méme forme que dans (3.8.0.16). Si a €
S(mq,g),b € S(mg, g) alors afb € S(myms, g) et opérateur de composition a“b* =
{ab}™, et atb — ab € S(mymah, g) et opérateur commutateur [a*, b"] = [a, b]" est
tel que [a,b] — {a,b} € S(mimgh?, g), ou {a,b} est le crochet de Poisson, qui est
donné par

{CL, b} - 85@(.%’, S)Dacb(ma f) - agb(l’, S)D:ca(xv 5)

Si a € S(1, g) alors a® est un opérateur borné¢ sur £2(R?). Pour a € S(1,g) on a
a® est un opérateur compact sur £2(R%)
si et seulement si

lim a(x,&) = 0.
inf(|z,|¢]) =00 (,¢)
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3.9 Appendice D
Définissons 1, I'opérateur identité sur £2(R) et .J par

J :LXR) — LX(R)

fr)  — f(=n),

J? = 1. Soit I := Ii] projection orthogonale sur Ker(JF1). On sait que £2(R) =
Ker(J — I)@Ker(J—i—I). Soit

R :NEQ(R) — QQ(RJF*)
f(r) — SR+,
Py :L2(RT™) — L*(R)
f(r) — Pof(r) = f(r)1{sop(r) £ f(=7)1{<op(r).
On va montrer que JPJr = P*;P‘. En effet, soit f € L2(R"),

jP+_P_f(7“) _ j(f(?")l{A>o}(7“)+f(—7")1{‘<0}(T)—f(r)1{>o}(7")+f(—7“)1{A<o}(T))
2

T
= f(r)liso(r),

d’autre part, on a

P+42rP_f(r) _ (f(?‘)l{A>o}(T)+f(—7")1{A<o}(?")-;-f
= F1 o0y

Py+P-
5

(11503 (r)=f(=r)1 <oy (r) )

on conclu donc que jﬂgP* =
De plus on montre que TPy = Py et [Py = 0. En effet, soit f € L2(RT),

IL Py f(r) =S2(f(n 10 (r) + f(=r)1{<o(r))
_ f(?“)l{.>o}(7“)+f( )1 <03() + F(=m)1{ <oy (P)+f(r)1{ 503(7)

f( )1{ >0}( ) f( )1{-<0}(T>
= P, f(r),

de méme on montre II_P_ = = P_, en outre

H—P+f(7”) = 2 fr)isoy(r) + f(=r) 1<y (7))
F(r)1lgsoy(r )+f( Nig<op(m)  f=m)lcop ()1 503(n)
2

)1

=)

9

de méme on montre aussi que ﬁ+P_ =0.
Soit Ri = R‘Ker(J:FI). On a

R.P, = RP. = I|LQ(R+*); et PLRi = Pﬂ:R\Imﬁi = I|Imﬁi’
en effet, pour f € L%2(R™) on a

Ry P, f(r) =Ry (f(r)l{.>0}(r) + f(—?")l{.<0}(r)) = f(r)l{.>0} (r),
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donc Ry P, = Ip2(r++), de méme on montre que R_P_ = [ 2g+~). D’autre part
pour f € Imll,,

PrRy f(r) = Pr(f(r)1s0y(r)) = f(r)1s0p(r).
donc Py Ry = Izum,, de méme P_-R_ = [izym,. On en déduit que Py = Ri'.
Définissons par R~ := (R;', RZ') = (P,, P.).
On a P} =2RIIL = 2R, I1,. En effet, soit f, g,

(Pef,g9) = Jg Pﬂ:f r)dr = [(f(r)1g. >0}( )+ f(=r) 1< (r)g(r) dr
—fR 1{ >0} r)g ( dT—l—fR 1{ >0}( ) (—T) dr
= Je F(r)(9(r)11504(r) + 9(=7) 1150 (r)) dr
= (/, QR+H+9>
donc R = L(P7, P*). Alors P1 i, = 2R+, de plus

PlPi = 2Riﬁipi = 2RiPi =21 et Pipl = 2PiRiﬁi = Qﬁi,
NOUS remarquons que
PiP, + P'P_ =4I et P,P+P P =2l
Soit H opérateur auto-adjoint sur D(H) dans £2(R**). Soit
D(H) :={f € L2(R); Rf e D(H) et RJf e D(H)}.
Pour f € D(H), on pose :
1 ~
Hf=P,HRI,f+P HRI f= 5(P  HP:f+ P_HP*f),

H est symétrique sur D(H). Remarquons que II.D(H) C D(H). Pour f € D(H),

PiHP,f+P*HP_ f=4Hf
En effet,

P*HP . f+ P*HP.f = P;P,HRI P f+P*P_HRI P_f
— 2HRP,f+2HRP_f
= 4H.

Si (H +4)f =0 alors I, (H +4)f =0 et II_(H 4 i)f = 0. Donc
0= P.HRIL f+ill.f
0= P_HRIL f+ill_f.
Appliquons a gauche les opérateurs P, et P_ respectivement & la premiére et la
deuxiéme égalités on trouve
0= PrP,HRIL f+iP:, [
0= P*P_HRII_f+iP*Il¥.
D’aprés les résultats qui sont dans ’appendice 3.9 on en déduit que
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0= 2HRII_f+iPII_¥.

DOnC O — 2HRH+f :i: 27,RH+f
0= 2HRII_f+2iRII¥.

{ 0= 2HRIL,f+iP;IL ]

0= (H=+i)RI,f
0= (H=+i)RI_f.

Or comme H est un opérateur auto-adjoint on obtient alors Rﬁ+f: 0 :~Rﬁ_f, et
comme R est bijective alors Il f = P, RII, f =0, c’est a dire que Py P} f = 0 donc

Pif+P P f=2f=0

et nous concluons par suite que {

donc B
f=0.
Dot H est auto-adjoint sur D(H).
Maintenant, on va montrer que
1 ~ ~

O(ha) = 5(P10(ha) Py + P20(ha) P-), (3.9.0.17)
et que

ex(Qr) = (P*g:t(Qr)P—&- + P*e(Q,)P-). (3.9.0.18)

En effet, d’'une part on a
P hoPy + P hoP_ = 4h,,
alors on obtient pour z € C,

P (ho — 2)Py + P*(hy — 2)P_ = PthoPy + P*hoP- — 2(Pt Py + P*P.)

P

=4h, — 4z1
=4(ho — 2),
donc
(ha = 2)(: * (hey — 2)” 1P++P*(h —z)7'P) N
= =( +(ha z)P++P*(h —2)P_ )(P*(h )_1P++P*(h —2)7P.)
Pj;(ha z)P+P*(h 2)7 P, +P*(h —z)P P*(h —2)7'P)
T

he —2)2H+(h —2)” 1PJF+P"‘(h —z)2H (h —2)7tP)

(
(
(2P{TL (ho — 2)(ha — 2) Py + 2P 11 (ho — 2)(ho — 2)7'P.)
(2P, Py +2P*TI_P.)
(
I

2P* P, +2P*P_),

Y

DN i [ = i [ s [ s b i [
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de méme, on a

(Pi(he = 2) ' Py + PP (he — 2) VP (ho — 2) B
:%(P;(h —2)” 1P++P*(h —2)7'P_ )(P*(h 2)Py + P*(ho — 2)P-)
zi(Pj(h —2)” 1P+P*(h )P++P*(h —2)7 P P*(h —2)P.)
:%(P*(h —2)” 12H+(h )P++P*(h —2)” 1917 (h —2)P.)
:§(2P*H+(h — 2) Yy — 2)Py + 2P T (hy — 2) " (ha — 2)P.)

= %(2P*H+P++2P*H P.)

= 1(2P; Py +2P*P.),

= 2]

on obtient que
1 ~ ~
(he —2)7' = §(Pj';(ha —2)'Py + P*(he — 2) T P).

Comme P, P_ sont bornés. D’aprés la formule d’Helffer-Sjostrand, on en déduit
(3.9.0.17). D’autre part, on va montrer (3.9.0.18). En effet,

(P.T_gi(Qr)P+f(r) + Pjgi(Q”P*f(T))
= Pren(Qn)(f(r) 10y (r) + f(=7)1{<0y(r))

+P2 e (Qr)(f ()10 (r) — f(=7)11<op(r))
— 2R, (FONOLa 00 r) | Er@IUEca (O Ol 0))

2
+2R_ (Ei (Qr)(f(r)1y. >0}( )+f( r)1{.<0y(r)) + —EJF(Qr)(f(—r)l{,<o}(T)+f(7“)1{.>o}(7“)))

= 2€ﬁ:<QT)(f<T)1{->0}(T> 2
- 26:&(Qr>f(r)'

On montre que (Q,)(x2hax2 — 2)"HQ,)"" est borné et sa norme dominé par

(‘:I(Re|z2 ou C' > 0 est indépendant de « et de z.

En effet, puisque

(@ >(X2hocX2_z)1 MO

= (XQhaXQ - Z) [(Q’/‘> (X2’E0¢X2 - i)ilKQ:]»il _ .
(X?haXQ - Z) 1 (XZhaX2 - Z>_1[<Qr>7 XZhaX2](X2haX2 - Z)_1<Qr>_17
et comme

[<©T>7 X27lax2] = X2[<©r>aﬁa]x2 = X2 (@7«@071&" + <©r>73)X2
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D’autre part, puisque ||9,x2(x2hax2 — 2)"| est borné par W En effet, soit ¢ €
C*(R), on a
Or X2, OrX20)
X2(=07)x20, )
(X?haXQ + 1)90a 90>
(] + | (x2haxz + Del?)
(X2hax2 + 1)ell?,

10 x2¢01I?

/\/\/\

VAN VAN VAN | B VAN
D=

on conclu alors B
10rx2(x2hax2 +1) 71 < 1
et par suite par 'identité résolvante on obtient le résultat .

On va montrer qu'il existe C; > 0 telle que, pour tout « € {«a(j),7 =0,1,2...},
pour tout z € C\ R,

(3.9.0.19)

En effet, soit ¢ € C°(R) et m > 0. On a
(@, (ha +m)*p)

< ((Z ) <7»)2 +m)290>

= (¢, ((30:)> + m)*0) + (¢, (752)°9)
+2 Re(((30,) +m)90),%<p>

= (o, ((50,)* +m)*p) + 5

(
+2m(p, (520) + 2Re((70:)%¢, 152

Or on a 1912
2 Re((70:)%, 152¢)
- 2(%&"@7 ﬁ%aﬁ@ —4 Re(%@r% i%SO%

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

| =4 Re(Ra,p,i80)| < A2 200l 2 | %5l o2
< 4||a”“arso||,;z|| 2202
< 2<||a1” 19,0]%2 + Ha“goum
On obtient alors
2Re((0:)%0, 7520 = 2(30,0, 15350,0)
—2)| 230002 — 2] 55l
> 2||a“2¢||%
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d’ou .
(@, (ha +m)?)e) > (p,((50,)° +m)*p)
+2(m — 1){p, 73290)
i, (82)%)
donc on a .
I(ha +m)pllcz = [1((50:)° + m)ell.
et
[(ho +m)plle2 = [Ig526ll 2
D’ou

| (ha +m) 7 <1,
et

1((20,)? + m)(ha +m)7| < 1. (3.9.0.20)

En utilisant I'identité résolvante on a

~

(2 — o)™ = (m+ ha) ™ = (m + ha) " (2 +m) (2 — he)™
donc
CE ha) ™ — W(m +he) = W(m Fha) Nz +m)(z — ha) . (3.9.0.21)
Comme
o - 1 S 1
HW(ha +m) <1, (2= he) I < Tl |z +m| < Ci(Rez),

par (3.9.0.21) on en déduit (3.9.0.19).
En utilisant (3.9.0.19), on applique la formule d’Helffer-Sjostrand et on en déduit

que
~ « A CQ
——)01(ha)|| < —.
IR (el <
ou (' et Cy dépendent que de 6. En effet,d’aprés la formule d’Helffer-Sjostrand on
a

R 1 A
01(he) = o /C 0,0%(2)(z — ho) "t dz A dZ,

donc
IXGE)O ()l < 35 Jo 10:6F () IX(852) (2 — o) M| dz A d2
< 5 Je 10-0F (2)] g}%mmﬁz ~ha) Y dz A dz
< & [o10:05(2) SE2 dz A dz,

En utilisant la définition de extension % on a

| ¢
— [ 18.67(2)]. dz A dz <
27T/(C|a (Ol gy 2 M2 < C
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ou Cy dépend que de 6.

Dans ce paragraphe on va montrer pour tout o € {«(j),7 =1,2,..} on a (3.5.0.10).

En effet, comme

[Ry(e)]

= ll3iz Jo 9:6°(2)(= = P~ 52 X )

< lgts Jo 0:6%(2)(2 = ) 7 152 (2 — ha) T X(E52)01 (o) dz A dZ]|
)

) 2 —ho) " dz A dz0y(hy))|

) >2 o
Higk fo 0:6%(2) (2 — p2) T & [(2 — o) 7H X(852)101 (ha) d2 A d2Z]|

(2)

(

< lg Jo 0:6%(2)(2 — ) " 52 (2 — ha) T X(E52)01 (o) dz A dZ]|
+||2’L7T f(Ca Q(C ) Z = pg])_lw(z — ha -1

(2)|

IN

< |Imz|7 H (Z — ha)”

)61 (h )|| < nous Concluons alors on a

Puisque ||(z — p¥)~

d;|Zmz|" et comme H)Z(n(%

~

||ﬁ Jo0:6%(2)(2 = ) 8 2 — ha) "R
< 1fc|a 0% ()11 (= = )18 (= = ha) LIRS

< 5 fC|8 0C (2)]. A Crtdiez) &2 dz/\dz

“|[Imz|  [Imz|

)01 (he) dz A dZ||
)01 (ho)|| dz A dz

(VAN
m|w

ou ('35 dépend que de 0 . D’autre part,
=02, ()] = —(OE(R(2=))(@0) — 200, (R(52))(@)0

ol Pa, o sont des suites des fonctions uniformément bornés, alors
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H 2 f(ca 9((: )(z — pgj)_lﬁ(z - ha)_l
=02, X(=852))(2 — ha) 01 (ha) dz A dZ|
= llgfz Jo 0:0°(2)(z = p) 7 52 (2 = )™
(g5mpa(r) + 55mta(r)0r) (2 = ha) 01 (ha) dz A d2]|
= |l Jg 0:0%(2) (2 — Pg)_l%(z — ho) ™t (]A?a(r) (r?QHA(z — ho) 7t
& (2 = ha) 7O, hal (2 — ha) 1) 01(ha) dz A dZ||

" r
"‘QQ(T)(T%H(Z - hoz)ilar + qoe(T (r)2k

= H 24 f(C a GC (A pa)_lﬁ(z - Ba)_l (pa(r) Y2k X N
ha) 710 + a(1) 52 A e (2~ hy) )0 (h) dz A dZ|

+qa(r )m%(z
= |lgt Jo 0:0%(2)(z = p) 7 782 (2 = Do) T Pa(r) 55 (2 — o) 161 (ho) d2 A d2
+2117r Jo 0:0°(2)(= —pg)_lﬁ(z — ha) " qa(r) (2 — ha) 20,01 (ha) dz A dz
2m f(C 0z 9<C Z (Z - pg)_lﬁ(z - ila)_l%z 1”) (r>a2,$(2 - }Aloi) 1(<7§;T
%(z ha)~ 191(h )dz N dZ||
= o Je 100Gz = o) M N5 (2 = Ba) 7 [par -5l (2 = ho) 7|
el dnds
+32 Je 100911z = o) T lg5e (2 = o) 7M7) 21752 (2 = ha) |
N0-01(ho) || dz A dz
T o d
D752 (2 = ha) M N01(ha) || d2 A dZ|

et VI € N, [0,6%(2)| <

Puisque [|(= — pt) | < 7o, 18 ( — ha) | < €y 22
d;|Zmz|" et comme p,, g, sont des suites de fonctions uniformément bornés, en plus
( R

puisque 6 (hy), 9,61 (ha) sont des opérateurs uniformément bornés sur £2(R), nous

concluons alors que

57 Jo 0:0%(2) (= — pi)™

< Ca
J— K .

Finalement, on conclu que
|Ria)]| < & + <.

ou (s, Cy, dépendent que de y, 0 et 6,



Probléme spectrale inverse pour
I’opérateur de Dirac avec un
potentiel relativement compact par
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Chapitre 4

L’opérateur de Dirac avec un
potentiel oscillant

4.1 Introduction

Ce paragraphe est inspiré du livre [T].

4.1.1 Présentation

Soit m > 0 représente la masse d’une particule, ¢ > 0 la vitesse de la lumiére, i
est la constante de Planck réduite, et V est le Gradient sur R3. Soit

0010 00 7
Q1= 10100 | ¥ = |04
1000 i 0

L’équation de Dirac est donnée par

N
coso
coco
-
~__
)
&
7N
o—oo
l coo
i
coor
colo
—
v
=
N\
coom
co~o
|
oloo
| coo
i
~__

ih%¢(t, x) = Do(t, )
ol Dy = —ihca.V +mc?f3 = zhcz 100, + mc? 3 est opérateur de Dirac libre,
Dy est une matrice d’opérateurs d’ ordre 4 x 4.
Cette équation décrit le comportement de particules élémentaires de spins demi-
entier représentées par 1.
Soit F est 'opérateur de Fourier unitaire définie sur £2(R?)?* par : pour k = 1,2, 3, 4

(Fr)(6) e "ty (v)dr, £ €R

\/ 27T R3

F transforme Dy en un opérateur de multiplication par matrice hca.& + mc?p.
Pour chaque ¢ € R? cette matrice est diagonalisable et a deux valeurs propres de
multiplicité deux pour chacune qui représentent I'énergie A1(§), A2(€). On a A\ (§) =
—)\2<f) = \/W-

Dans toute la suite, pour simplifier, nous supposons que ¢ = h = 1.
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Preuve : Apreés la transformation de Fourier F, la matrice de Dirac libre devient
pour g = (517§2a §3) € R?»’

m 0 &3 &1—1l2
D~ _ 0 m  §1+i§2 —&3
0= 3 &1—i€2 —m 0

Si+i62 —&3 0 —-m
En utilisant le calcul de polynéme caractéristique on va chercher les valeurs
propres de cette matrice Dj. Soit X € R,

m—X 0 &3 &1 — 162
~ _ 0 m—X &+ —£
Do—XLl=| o ¢ i “m-X 0
&1+ 16 —&3 0 -m—-X
m—X &+ —&3 0 &3 &1 — 16
=m—-X)&G—-1i& —m—-X 0 +&3m — X & +1i& —&3
—&3 0 —-m—X —&3 0 —-m—X
0 &3 &1 — 16

—(& +i&) Im— X & + i —&3
§1—1§ —m—X 0

m—X & +1&

=(m-X)| —& &_—&i&z _mO_X‘ HEm=X) | e S )
+§3<—(m—X) %” fi{ffj( 6|, f’@ 51__5252 )

&3 &1 — &
&1+ 18 —&3

= (m— X)(&(m+X) + (—m — X)(X? —m® - & - &))

+&(— (m = X)&(—m — X) + (=&) (=& — & — &)

(& + &) (— (m — X)(m + X) (& — i) + (&1 — i) (€3 — & — &)

= —(m—X)(m+ X)((X* —m? - & - & - &))

—GXP-m? -G - & —5:?2) —(E+E) X2 -m? - -G - &)

= (X2 —m® - & - & - &) = (X = M()P(X = 2(9))?
Nous concluons alors les valeurs propres avec leurs multiplicités de la matrice de
Dirac libre DO. [

—<fl+¢52><—<m—x>\ S ST e g

-m—X 0

)

Théoréme 4.1.1 L’opérateur de Dirac libre est essentiellement auto-adjoint sur
Cs°(R3\ {0})?, il est auto-adjoint sur D(Dy) = H(R?), et son spectre est purement
absolument continu, donné par

o(Dy) =] — 00, —mc?] U [mc?, +o0]

Remarque 4.1.2 L’opérateur de Dirac libre est unitairement équivalent & la mul-
tiplication par la matrice diagonale suivante

M(E) 0 00
0 M@ 0 0
0 0 —=X() O '
00 0 M
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4.1.2 Objectif

Notons par

D = Do+ Vi, (Q) + Vi (Q) + W(Q) |
= —ia.V+mp+ V. (Q)+ V.. (Q) + q%h,

ougeR, k>0,etV,,V;, sont deux matrices d’ordre 4 x 4 vérifiant : ils existent
C > 0,79,71,72 > 0 telle que pour tout x € R3,

(@) Vir(2)] < O, [{@) "V (2)] < C ) Ve, ()] < C.

Soit 1
Ap = 5(QF(P) + F(P).Q),
ot F' = (F})j=123, Fj(§) = p2(§) 242 o pl(€) = /€ +m?.
Soit

Ap =T, (P)Apll.(P) + II_(P)ApIl_(P)
ou Il (&) =1 + 2@(0@5 +mp) =3+ 1 (Z?:l Eia; +mpB), ou € € R3.

24/€24m?
Le choix de l'opérateur conjugué Ap est pris dans [BMP].

Notre objectif est d’avoir les résultats du premier chapitre pour I'opérateur de
Dirac perturbé D.
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4.2 Estimation de Mourre

Proposition 4.2.1 D € C*(Ap)

Preuve : Dans |[BMP], il est montré que Do,V ,.(Q),V.-(Q) € C*(Ap). Comme
W(Q) est borné, et la forme quadratique [W(Q),iAp] est bornée sur D(Ap)? on
obtient que W (Q) € C'(Ap), et on conclut que D € C*(Ap). ]

Théoréme 4.2.2 Soit § € C(R) a support petit dans |m,/m? + k?/4] ou dans
| —/m? + k%2/4, —m]. Il existe une constante ¢ > 0 et un opérateur compact K sur
L2(R3)* telle que

0(D)[D,iApld(D) > c (D)* + K.

Preuve : Soit 0 € C°(R) a support petit autour de A dans |m, /m? + k2 /4] ou dans
| —/m?+k2/4, —m].

0(D)[D,iApl0(D) = (0(D)— 0(Dy))[D,iApl(0(D) — 6(Dy))
+(0(D) — 0(Do))[D,iApl0(Dy) + 0(Do)[D,iAp](0(D) — 6(Dy))
+0(Do) (D, iAp]6(Do)
= M; + My + Mz + My.

Etudions tout d’abord le terme M,,

M, =0(Dy)[Dy,iApl0(Dy) + 6(Dy)[Vi,(Q),1Ap|O(Dy)
+0(Do)[ Vs (Q),1Ap]0(Do) + (Do) [W(Q),iAp]0(Do)
= My1+ Mo+ Myz+ My 4.

Commencons par My, I'idée de 'étude de ce terme est dans [BMP].
On peut vérifier tout d’abord que I, (P) et II_(P) sont des projecteurs orthogo-
naux :

(Hi(P))2

I
—~
[

H_

\_/

2\/ﬁ(a P+mﬂ)
2W(Q.P+mﬁ)
2\/]327(04.]3+mﬂ)

2v/ PQer2
+(P)

-
?
+
3[0

°
"
+
3

=

.':1w|>~u>|)~u>|~
W |+ |+
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Ensuite on peut vérifier aussi que Dy est donné par u(P)(I1, —I1_)(P). Car

p(P)ILy =1L )(P) = VP2 +m* (5 + sm—==(a.P + mB) — 5 + 5m—=(a.P + mp))
=a.P+mp=D,.

Revenons maintenant a My :

My = 8(Do)[u(P)(ILs — I1)(P),ilL, (P)ApIL,(P) + I (P) ApI1_(P)}6(D)

(Do) (ILy (P)[p(P), i Ap)TL (P) — TL_(P)[p(P), i Ap]TL_(P))6(Dy)

0
0

Or
[W(P),1Q.F(P)] = Zzzl[#(P),inFj(P)]
=21 [(P), iQ;]F;(P) + Q;u(P), iFy(P)]
= [W(P),iQl.F(P) + Q.[u(P),iF (P)]
= [u(P),iQ].F(P)
= 1/ (P)[P,iQ].F(P)
= p(P)0 o u(P),

nous concluons par suite que
M471 = G(Do)Doe ¢) /J(P)e(Do) Z C 9(D0)2,

oll ¢ est une constante strictement positive.
En deuxiéme lieu, traitons M,o. D’aprés article [BMP] on peut écrire Ap sous la
forme suivante

Ap = F(P).Q+ 3f(P)+iafG(P)
= YT B(P)Q; + 5 F(P) +i 35—, ;BG(P)
ot f(€) = 2(Bop) () +p(€)0 opn(§)+12(€)(Bop) () e, G5(€) = ai0op(€),5 = 1,2,3,
L’étude de My o revient & étudier les trois termes suivants :
D’une part, on a

0(Do) Vi (Q), f(P)]0(Do) = 8(Do){Q) (@) [Vi.r(Q), f(P)]O(Do).

puisque 6(Dy){(Q) ™" est un opérateur compact sur £L2(R3)* et comme (Q)™[V;.(Q), f(P)]
0(Dy) est un opérateur borné sur £2(R%)* alors 0(Dy)[V..-(Q), f(P)]0(Dy) est un opé-
rateur compact sur £2(R4)%.

D’autre part, de méme, comme 6(Dy){Q)~™ est un opérateur compact sur £?(R3)*
et comme (Q)™[V,,(Q),a;8G;(P)]6(Dy) est un opérateur borné sur £2(R?*)* alors
pour 8(Dy)[Vi(Q), a;8G;(P)]6(Dy) est un opérateur compact sur L£*(R3)*.

Pour finir I'étude de Myo, il nous reste a voir 0(Dy) [V, (Q), F;(P)Q,]6(Do) : D
"aprés la proposition 2.6. de [GJ2] avec A = P, = F;,k =1 et B =1V,,, on a
(Q) 11 (F;)0(Dy) est un opérateur borné sur L*(R*)* ou I;(F;) donné comme dans
la proposition 2.6. de [GJ2], et puisque 6(Dg){Q)~ " est un opérateur compact sur
L2(R3)*, alors 0(Dy)[Vi-(Q), F;(P)Q,]0(Dy) est un opérateur compact sur £2(R3)%.
Nous concluons que M, est un opérateur compact sur £(R3)*%.

Etudions le terme M, 3 : cela revient a étudier 6(Dy)Q.V;,(Q)F(P)f(Dy). Comme
0(Do)(Q)™" est un opérateur compact sur L*(R3)* et (Q)2Q.V;,,.(Q)F(P)#(Dy) est
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un opérateur borné sur £2(R?)* alors 6(Dy)Q.V;,(Q)F(P)0(Dy) est un opérateur
compact sur £2(R?)%.
Etudions M, : cela revient & étudier 6(Do)WQ.F(P)f(Dy)

(D)W Q.F(P)0(Do) Do) sin(k|Q){Q)~"Q. F(P)0 (Do)

o( IQ
= 0(Do) sin(k|Q[)(x) " 33, Q; F5(P)0(Do)
= 0(Do) sin(k|Q)8(Do){Q) ™ 27, Qi Fy(P)
+0(Do) sin(k|Q]) 27, [(Q) ™ Q;F;(P), 6(Dy)]

Or d’aprés le lemme 4.2.3 ci-dessous on a 0(Dy) sin(k|Q|)0(Dy) est un opérateur
compact sur L2(R3)* et pour j = 1,2,3 on a (Q)'Q;F;(P) est un opérateur borné
sur £L2(R?)* on conclut alors que (D) sin(k|Q|)0(Dg){z)~* Z?:l Q;F;(P) est un
opérateur compact sur £2(R3)*. De méme comme 6(Dg){Q) ™! est un opérateur com-
pact sur £2(R3)? et sin(k|Q]) Z?:1<Q) (Q)~'Q;F;(P),0(Dy)] est un opérateur borné

sur L2(R3)*) 0(Dy) sin(k|Q|) Z?:lKQ) 'Q,;F;(P),0(Dy)] est un opérateur compact
sur £2(R?)*. On obtient alors que My 4 est un opérateur compact sur £2(R3)%.

My et Ms se traitent de la méme maniére. Etudions par exemple M, = (0(D) —
0(Dy))[D,iApld(Dy). D’aprés la formule de Helffer-Sjéstrand (0(D)—60(Dy)){Q)¢(Dy)°
est un opérateur compact sur L2(R3)* pour 0 < € < 79,0 < § < 1 et puisque
(Q)~(Dy)°[D,iAplO(Dy) est un opérateur borné sur L2(R*)* on conclut alors que
M, est un opérateur compact sur £2(R3)%. Pour le méme raison, puisque ((D) —
0(Dy)){(Q)¢(Dy)° est un opérateur compact sur £2(R?)* et que (Q) (Do) °[D,iAp)]
(0(Dy) — 0(Dy)) est un opérateur borné sur £2(R3?)* on conclut alors que M, est un
opérateur compact sur £2(R?)%. Nous concluons qu’il existe une constante ¢ > 0 et
un opérateur compact K’ sur £2(R?)? telle que

0(D)[D,iApl0(D) > c 0(Dy)? + K
> ¢ (8(Dy) — 8(D) + 6(D))? + K’
> ¢ (8(D))* + (8(Dy) — 8(D))6(D) + 8(D)(6(Dy) — 6(D))
+(6(Dy) — 6(D))? + K,

de nouveau comme (D) — (D) est un opérateur compact sur £2(R3)?, donc on
a (0(Dy) — 0(D))(D), 8(D)(6(Dy) — 0(D)) et ((Dy) — 0(D))? sont des opérateurs
compacts sur £2(R?)4, Nous concluons alors 'estimation de Mourre, c’est a dire, il
existe une constante ¢ > 0 et un opérateur compact K sur EZ(R3)4 telle que

0(D)[D,iApld(D) > c §(D)* + K.
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Lemme 4.2.3 Soit 0 une fonction dans C*(R) a support petit dans Jm, \/m? + k2 /4]
ou dans | —+/m?2 + k2/4, —m] alors pour tout 0 < 6 < 1, on a 6(Dy) sin (k|Q|)0(Dy){(Q)°

est un opérateur compact sur L£2(R3)*,

Preuve : On va suivre le méme démarche que dans la preuve de la proposition 3.4.11.
Soit 6 une fonction dans C*°(RR) a support petit autour de A dans |m, \/m? + k2 /4] .
Soit x1 € C(R) tel que

x1=0 sur [-1,1] et x; =1 sur R\[-2,2]. (4.2.0.1)

O(a.P + mp)sin(k|Q|)0(a.P + mp3)
= 0(a.P + mpB)x1(Q) sin(k|Q)0(c. P + mpB) + K]
= 0(a.P +mB)x:1(Q) sin(k|Q|){0(c.§ + mB)}* + K,
= {0(a.& + mP) P (Z5=){0(a.& + mPB)}* + K.

Puisque 6 est supporté a droite de m, on trouve

= {6y/m® + ENLO} (25=) {0(y/m? + ENT(O}" + K,
{8/ + @)Y L () (S5 b/ + @)Y L () + K

en appliquant maintenant la proposition(3.4.11) avec a(x,&) = 0(y/m? + £2), on
trouve

= 5 {4 (¢ )}w{9(\/ 2+ 52)}“’(%% +eab? + ces {ITL ()} + K
= {H1 w{O(/m? + &)} afe {111 (§)}* + K]
= L{II} (&)} {0 \/m2 + &2)ay fre {1 (&)} + K
= Z{Hl }“’{9 Vm? + E)xaas e {I (€} + K7
= o AL ()} {0(/m? + €2) 9(\/ + (§F ba/lx])?)xa fres{TTL ()} + Ky

Ou (K});-1,.s sont de la forme suivante B{b}" ou b3’ Bj avec by, by € S((x)~'(€)™", g)
alors b’< Yo ()0 € S((x)°~HE)L g) et B{,B’ sont des opérateurs bornés sur
L2(R*)* et par suite pour tout 1 < j < 6,0 < < 1ona K;{z)° est un opérateur
compact sur £L2(R3)%.

On peut montrer, comme dans la preuve de la méme proposition 3.4.11 que
0(y/m2 + £2)0 \/m2 + (£ F kx/|z|)?) = 0 sous les nouvelles conditions que nous
avons prises sur 6. Etudions le support de la fonction

0(y/m? +£2)0 \/m2 + (€ F ka/[z])? )
Soit & € supp(0(y/m? + £2)) N supp(0(y/m? + (£ F kx/|z])?)) alors on a

A—e<V/m2+E2<Ad+e et A—e</m2+ (EFka/lz))2<A+e

alors on a

A= <m’+ & <A+e)et A=) <m’+ (EFka/|z])> < (N +¢)?
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avec une opération de soustraction entre ces deux inégalités on retrouve une situation
similaire & celle qu’elle a apparue dans le cas de Schrodinger

“d)e < :F2k:§|$—‘ k2 < A,
X

qui équivaut a
- |§‘€ x +k3<4/\e
Tl T2 T R

—4 e
k

Si on prend || < k/2, on a

k 4)Xe
0< -+ =< —
5 <2
et on trouve 0 < ﬁ(% — |€]) < e. Maintenant pour ne pas avoir ¢ dans l'intersection
des supports juste il suffit de prendre 6 a support dans |A —e;, A+ e[ o1 0 < ¢; <

ax (5 = [€D)- u
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4.3 Théoréme d’absorption limite

Pour avoir le TAL, nous avons suivi le démarche dans [GJ2].

Théoréme 4.3.1 Soit I un intervalle ouvert dans Jm,/m? + k?/4] ou dans
| —/m2+ k2/4, —m]| tel que I N ogs.(D) = & et I' un sous fermé de 1.
Soit D = —ia.V +mfB + Vi, + Vi, + q%h. Alors,

sup [[{(Ap) (D — 2)"'(Ap) || < 0.

Rezel’, Imz#0

Preuve : Soit 0, x,7 € CX(Jm,/m? + k%/4]) tel que Tx = x et x0 =0 et 0 =1
proche de I. On a x(D) € C'(Ap). Soit 1/2 < s < 1. Comme dans |GJ2|, nous
définissons ¢ : R — R, t — 1(t) := fjoo<u>_25 du, 1 € S% est en particulier borné.
Soit R > 1. D7(D) est un opérateur borné dans C*(Ap).

F =0(D)[D,iy(Ap/R)|0(D)
= 0(D)|D7(D), itp(Ap/R)|O(D)

Cette égalité d’opérateur a eu lieu grace a la propriété 760 = 6, en fait

0(D)[D7(D),it)(Ap/R)]6(D)

= 0(D)D7(D)iy)(Ap/R)0(D) — 0(D)it)(Ap/R) D7 (D)

= 0(D)r(D)Diy(Ap/R)0(D) — 6(D )
(67)(D)Diy(Ap/R)O(D) — 6(D)iy(Ap/R)D(76)(D

(D)Diyy(Ap/R)8(D) — 6(D)iv)(Ap/R)DO(D)

(D)[D,ip(Ap/R)]6(D) = F.

D’aprés la formule fe Helffer-Sjstrand on a

F =3 [L0:0%(2)0(D)(z — Ap/R) ' [D7(D),iAp/R]

. (2 — Ap/R)7'0(D)dz N dz
= 5= [ 0:0°(2)0(D)x(D)(z — Ap/R)"'[D7(D),iAp/R]

4 (2 — Ap/R)"'x(D)0(D)dz Ndz
= 5 Jo 0:05(2)0(D)((2 — Ap/R)~'X(D) + [x(D), ( — Ap/R)~"])
[D7(D),iAp/R|(x(D)(2 = Ap/R)™ + [(z = Ap/R)~", x(D)])0(D) dz A dz
= 22 Jo 0:05(2)0(D)(z — Ap/R)"'Xx(D)[D7(D),iAp/R]x(D)

' (z— Ap/R)7'0(D)dz N dz
+az Jo 0:U°(2)0(D) (2 — Ap/R)"'x(D)[D7(D), i4p/R]

. [(z— Ap/R)~Y, x(D)]0(D)dz N dz
+az Jo 0:05(2)0(D)[x(D), (= — Ap/R)~'|[D7(D), @AD/R]X(D)

| (2= Ap/R)-10(D) d= A dz
+az Jo 0:05(2)0(D)[x(D), (z — Ap/R)~'|[D7(D), ZAD/R]

(= — Ap/R) X(D)}O(D) dz A d=,

(

T(D)0(D)
Jit)(Ap/R) D7 (

D)§(D
D)d(D)
)

(D
(D
D) -

D> D
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par suite

F =g [o0:45(2)0(D)(z — Ap/R)"'x(D)[D7(D), iAp/R]x(D)
(2 — Ap/R)™'0(D)dz A dz
+AP + AP + AD.

Avec

AP = L[ 00 (2)0(D) (= — Ap/R)X(D)[D7(D),iAp/R)
(= — Ap/R) ", x(D))O(D) d= A d=
= 6(D)(Ap/R) ™5 [ 00°(2){Ap/ R)*(: = Ap/ R)'x(D)[Dr(D), iAp/ R
(=~ Ap/R)y™, X(D)[{Ap/R)* d= A d=({Ap/R)=*0(D)
= 0(D)(Ap/R)"* & | 0:0° () (Ap/ R)*(: = Ap/B)“x(D)[Dr(D), iAp/ T
(= — Ap/R) Ap/R,\(D)](= — Ap/R)"(Ap/R)* d= A d=(Ap/R)-*0(D)
= 6(D)(Ap/R) R 25 [ 020 (2){Ap/ R)*(z = Ap/B)'X(D)[Dr(D).iAp
(= — Ap/R) [ Ap, (D >]<z—AD/R> Ap/R)* dz A dZ{Ap/R)~*6(D)
— 0(D)(Ap/ R R™*B(Ap/R)~0(D),

oll B est un opérateur borné indépendamment de R sur £2(R3)* car D7(D), x(D)
dans C'(Ap) et pour tout 0 < s < 1ona (Ap/R)*(z — Ap/R)™! est un opérateur
borné indépendamment de R sur £2(R3)?. Le méme argument pour A2 et AL nous
permet d’écrire F' sous la forme suivante :

P = & [ 045(:)0(D)(z — Ap/R)'x(D)[D7(D).iAp/Rlx(D)
(2 — Ap/R)7'0(D)dz Ndz
+0(D)(Ap/R)*R™*Bi(Ap/R)~*0(D)

ot By est un opérateur borné indépendamment de R sur £*(R3)?%.
Soit € = 2. D’aprés le lemme(4.3.2), (0(D) — 6(Dy)){Ap)© est compact.
Soit G := x(D)[D7(D),iAp/R]x(D).

Q

X(D)[D,iAp/R]x(D)
X(D)[D,iAp/R](x

X(D)[D,iAp/R]x(
X(D)[D, iAp/R]x(

(Do) + x(D) — x(Do))

Do) + x(D)[D,iAp/R](x(D) — x(Do))

Do) + x(D)7(D)[D,iAp](x(D) — x(Do)){Ap) R~
(Ap/R)<(Ap)~“(Ap/R)~

= X(D)[D,iAp/R]x(Do) + x(D) K1 R~ By(Ap/R)~*

oll By est un opérateur uniformément borné en R, et K; est un opérateur compact
sur £L2(R3)%.

G = (x(Do) + x(D) = x(Do))[D,iAp/R]x(Do) + x(D)K1R™'By(Ap/R)
= \(D)ID,iAp/RIx(Do) + (x(D) — X(Do)D. A/ Fx(Do)
+X(D)K1 R~ By(Ap/R)~*
= X(Do)[D,iAp/R]x(Do) + x(D)K1 R~ By(Ap/R)™
+(Ap/R)~(Ap/R)(Ap)~*(Ap)“(x(D) — x(D0o))[D, iAp] R~ x(Dy)
= X(Do)[D,iAp/R]x(Do) + x(D)K1R™' By(Ap/R) ™
+<AD/R>_€B;5K2R_1X(DO )
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En utilisant le lemme 4.2.3, il existe un opérateur compact K3 et un opérateur By
uniformément borné en R tel que

X(Do)[W + V,iAp|x(Do) = R™'x(Do)K3Bs(Ap/R)™x (Do)
et par suite on trouve

F =g [0 0:05(2)0(D)(z — Ap/R)" R™'Xx(Do) Dof © u(P)x(Dy)
(2 — Ap/R)7'0(D)dz Ndz
+O(D)(Ap/R)~*(R2B, + R'K1)(Ap/R)~6(D).

ou K, est un compact tel que, pour un certain constante c; > 0,
K]l < er(Ix (D) Kl + [[Kax (Do) || + [Ix (Do) Ksl]),
Soit x tel que xYx = x et Y = 6. On a

F = & [0S (:)0(D)(= — Ap/R) R x(Do)Dol o u(P)x(Do)
(z— Ap/R)™'0(D)dz A dz
+0(D){(Ap/R)~*(R™*B: + R™'K4X(D))(Ap/R)~*0(D).

On fait commuter R~1x(Dg) Do o u(P)x(Dy) avec (z — Ap/R)™%, on aura

Fo= 4 fc 04%(2)0(D)(z — Ap/R)2R™!
' X (Do) Dol o u(P)x (Do) dz N dz6(D)
+a7 Jo 045 (2)0(D)[(2 — Ap/R)™", R™"x(Do) Dof © ju(P)x(Do)]
(2 — Ap/R)"Ydz N dz0(D)
+0(D){Ap/R)"*(R™?By + R™'K,X(D))(Ap/R)~*0(D)
0(D)Y'(Ap/R)R™x(Do) Do o u(P)x(Do)0(D)
+60(D){Ap/R)"*(R?By + R7'Ky)(Ap/R)~*6(D)
0(D){(Ap/R)~ *R~ X(DO)D09 o u(P)x(Do)0(D)
Q(D))<AD/R> *(R™?By + RT'K4X(D)){(Ap/R)~°0(D)
0(D)(
0(D)(
) =

(D)(Ap/R)"*R~'x(Dy) Do o u(P)x(Do){Ap/R)~*0(D)
D){Ap/R)~*[{Ap/R)~*, R~"x(Do)Dof o u(P)x(Do)]0(D)
D){Ap/R)™*(R™?By + R~ K,X(D)){(Ap/R)*0(D),

++|I

)
)

en posant, p(t) = (t/R)~*, d’aprés la formule d’Helffer-Sjostrand on trouve

(Ap/B) R™IX(Do)Dof © /J( ) (Do)]
=27 Jc O Z(P (2)[(z = Ap/R)™", R™'Xx (Do) Dob) o ju(P)x(Do)] dz A dz
= R J f(c L0 (2) (2 — AD/R) YAp, x(Do)Dob o u(P)x(Dy)]

— R72B/
ol B’ est un opérateur borné, par suite on a

F =0(D)(Ap/R)"R~'Xx(Do) Do o p(P)x(Do)(Ap/R)~*0(D)
+0(D)(Ap/R)~*(R*Bs + R™'K4X(D))(Ap/R)~*0(D)
> aR™0(D)(Ap/R)*x*(Do){Ap/R)~*0(D)
+0(D)(Ap/R)~*(R*Bs + R™'Ka4X(D))(Ap/R)°0(D),
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ot a > 0 est la borne inférieur de support de 6. Puisque K5 := x*(D) — x*(Dy) est
compact.

F >aR'0(D){Ap/R)*x*(D){Ap/R)*0(D)
+0(D)(Ap/R)~*(R*Bs + R~ KyX(D) + R~ K;5X(D)){(Ap/R)~*0(D)
> aR0(D){Ap/R)>0(D)
YO(D)(Ap/R)(R2Bs + RKX(D) + R KsX(D)){Ap/R)*0(D)

En diminuant le support de X nous assure que ||KyX(D)|| + [|KsX(D))|| < a/2. En
choisissant R >> 1, qu’il nous garantie

F > a/2R7"0(D)(Ap/R)~*(Ap/R)"6(D).

Lemme 4.3.2 Soit § € C°(R). Soit € tel que 0 < e <o, (8(D) — 6(Do))(Ap) est

un opérateur compact.

Preuve : En inspirant de [GJ2],

(0(D) — 0(Do))(Ap)e = (0(D) — 0(Do)(Q) (D) (Da)~(Q)~(Ap + 1)
(Ap +1)~(Ap)“.

D’aprés la formule d’Helffer-Sjostrand on a (6(D) — 0(Dy))(Q) (D) est un opé-
rateur compact, et comme (Ap + i) “(Ap)¢ est borné. Il nous reste qu’a montrer
que (D,)"(Q) (Ap + 1) est borné sur L*(R?)*. Par le méme argument que dans
[GJ2| on montre tout d’abord si € € N, (D,)"(Q) “(Ap + )¢ est compact et par
interpolation on obtient le résultat pour tout € > 0. [ ]



Chapitre 5

Opérateur de Dirac : probléme
spectrale inverse

L’objectif de cette partie est de montrer que 'opérateur de Dirac D peut avoir
une valeur propre plongée dans son spectre essentiel . Pour A € o(Dy), on construit
un potentiel réel V' Dy- compact tel que A est une valeur propre de D = Dy + V.

Théoréme 5.0.3 Soit A €]—o0, —mc?|U[mc?, +oo[, Il existe un potentiel réel V, Dg-
compact et X est une valeur propre de D.

Pour démontrer le théoréme 5.0.3, il est utile d’utiliser des coordonnées sphé-
riques. Nous renvoyons a |T] pour plus de détails.

5.1 Coordonnées sphériques

D’aprés la page 128 du livre de [T], on a

00 J
D= D D Do =D
J

j=2,3.. M= kj=£(j+31) pEA

ou A ={(j,mj,k;);j = %, %...;mj =—J, .. Jik; =E(+ %)} et Dy, est opérateur
de Dirac radial, qui est donné par 'expression suivante pour chaque p € A :
0 —c& me? c% .
Dy, = <ci o ) + ( ot —mc2> TR = Ky

dr

Pour p € A, fixé, I'idée est de chercher ., v, Pum pPoUr avoir un vecteur propre a
la valeur propre A pour 'opérateur de Dirac radial avec potentiel D, ot

Dyom (8 ) 4 (mpcrea e )
C

L0 cEtoam  —mE—psctper
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On utilise la transformation unitaire suivante, qui est dans |T].

BoCEY s £2((0, +ooldr) @ (S do))’
w(xa Y, Z) - (wla 1/)27 ¢37 ¢4) = 1/}(7“7,?7 QO) - <¢17 ¢27 1/}37 ¢4)
=r(z(r,0,¢),y(r,0,¢),2(r,0,¢))
ol
x(r, 0, ) = rsin(0) cos(p),
y(r,0,0) = rsin(f)sin(e) ;7 € [0,+o00[,0 € [0, 7], ¢ € [—7, 7]
z(r, 0, p) = rcos(0).

et dr est la mesure de Lebesgue et do = sin(6)dfdy est la mesure sur la sphére S2.

® est un isomorphisme unitaire de £2(R*)* dans £2([0, +oo[,dr) ® (L£*(S?, do))™.
En effet,

H@WZH%2(]0,+oo[,dr)®£2(s2,dg)4 = Hw"2£2(]0,+oo[,dr)®£2(82,da)4
= |’T¢($(-)>~?/(-)>Z(-))H%2(]o,+oo[,dr)®c2(sz,da)4
= Z?:l [t (35()7 y(;), Z()) ||%2(]O7+oo[7d'r)®[,2(s27do')
= 3 imt Siovoot Joo 1103 (2(r,0,0), y (1,0, ), 2(r. 0, 0)) | dr do
- ijl JiOvJFOE[ Joo 1005 (2(r, 6, 0),y(r, 0, 0), 2(r,0,¢)) [*r? dr do
— Z?:l ij [V (x,y, 2) > de dy dz
= e
= |’¢Hi2(R3)4
Dans toute la suite, 0, est la dérivée par rapport a r, de méme pour 6 et ¢, notées

Or
par Jy et J,. Notons par V,y, le gradient sphérique (ge), et V., . le gradient

©
’ M 61;
cartésien (| oy |.
0z

Comme pour j € {1,2,3,4}, et ¢o; € C*(]0, +oo[x]0, 7[x] — 7, 7[)

a%(r, 0, ) N
=i ((r,0,0),y(r, 0, 0), 2(r,0,0)) +rsin(0) cos()D,5(2, y, 2)
+rsin(6) sin(p) 0y (x, y, 2) + r cos(0)0,1;(z, y, 2),

a@wj (T, 97 ()0) N .
= r2cos() cos(p) i (x,y, z) + r? cos() sin(p)d, 1, (z,y, 2)
—r2sin(0)8,0;(z, y, 2),

8«,0’4/@ (’I", 07 QD) _ _

= —r?sin(0) sin(p) 0., (z, y, z) + r?sin(6) cos(p)dyvh;(x, y, 2).
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On a donc
Oy e ,y 2) rsin(f) cos(p) 'rsm(@) sin(p) 7 cos(9) 0\ ~
Og wj (7“’ 6’ (p) = ( J >—|— r? cos(é') cos(p) 12 cos(8)sin(p) —r2sin(6) Oy wj (Qj, Y, Z),
0 0 —r2 sin(0) sin() r? sin(#) cos(p) 0 0

soit B
Vr,9,<p¢j = M-v:v,y72¢j + Bl/’j?

rsin(0) cos(p) rsin(f)sin(p) rcos(h) 1y,
M = r2 cos(6) cos(p) 12 cos(6) sin(p) —r2 sin() et Bwj = ( "0 ) .
—r2sin(0) sin(p) r? sin(0) cos(p) 0 0

ol

Donc, pour 7 =1,2,3,4, on a
vz,y,zwj = Mﬁl'(vheﬁpwj - Bl/)j)

et M1 := (ng)1<si<3 est donnée par

1 < rsin(6) cos(p) cos(0) cos(p) _211:((5)) )

]\4_1 = — S : . cos(yp)
) rsin(0) sin(p) cos(f) sin(p) S (0)

r cos(6) —sin(0) 0

On a donc B
v:p,y,zw = (Mil &® 14)-(vr,9,apw — B ® [4-1/})7

N Orp; Or(j)j=1,2,3,4
ou %Zf = ('l/)lv ¢2a 'QDSa ¢4)7 vrﬂ,apd’j = | %Y |, r9 sow O (¥j)i=1,234 |, Vx,y,z¢ =
0o 0p(1h5)j=1,2,3,4
0z ()j=1,2,3,4 1
Oy(¥5)j=1234 |, B = (6) B®I, =
0z (¥5)j=1,2,3,4 0

M*t®I, =

Iy
I, | et
Iy

n21l4 naoly nosly

l

T

0.

0.

<n1114 ni2ly ni13ly )
n31ls n32ls n3zly

Comme dans la page 127 de [T], £3(S?)* est une somme orthogonale de certains

espaces de Hilbert %, de dimension 2 :

:@km

pEA

L2(R*)* est isomorphe & €D ¢, L2(0, 00, dr)®k,. Pour ¢ € L3(0, 00, dr) x L*(S?)*,

Y(r,0,0) =2 ,caty(r)e, (0,0) + 1, (1), (0,¢)
ou = (r), ¢ (6, ) sont données dans la page 126 du livre [T].

Preuve : Cette preuve est consacrée a la preuve du théoréme 5.0.3.

D’aprés [T], D := Dy + V avec V est radial, est unitairement équivalent &
eapeA Do, +V, = @peA D,

Fixons pg = (jo,m), k}) € A et considérons deux cas : |A| > mc? et |A| = mc?.
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Lemme 5.1.1 Soit A € R avec |\ > mc?. Soit p = (j,mj, k;) € A. On note k; par
k. On considére uy, us : [0, +00[— R, de classe C* sur |0, +oco[, telles que :

*Vr > 0,ul(r) +uj(r) >0
* lim, 4 o0 \/W\/(&nul(r))z + (Orug(r))? = 0;
xpres de 0 :
(1) si k> 0,u1 =0 et ug = 1"+ ho(r), avec hy(r) = O(r"t1),
et O.h(r) = O(r"),
(2) si k <0,up =0 et ug =71+ hy(r), avec hy(r) = O(r=rt1),
et Ophyi(r) = O(r=");
« et a Uinfini,  |ui(r)] + uz(r)| = O(2).

Alors il existe un potentiel réel V, de la forme

o PsctPel C%+§0am
Vp o (

C%‘Hpam —PsctPel
avec Ysey Pams e € C°(]0, +00[), bornées prés de 0 et tendant vers 0 a linfini, tel
que
_ () _ rA [ ui(r)
Y(r) = <¢;(r)> =e€ <u;(r)> 5
so1t solution de l'équation différentielle D) = Ay .

Preuve : Soit ’équation suivante,
Ced
(575 ) () + (7 0a) () =2 (3) 5.00.)

équivalente a

Donc

(121) :kem<¢1(0)), oﬂke(CetA:—( ) mi“)

w2 ’(/)2 (0) mcC—A 0.

Par identification de trace et déterminant de la matrice A, on trouve que A
. . . i/ N2 _m2-4 . .
a les valeurs propres suivantes tA\; = —i\y = ”\%, alors A est unitairement

équivalente a la matrice suivante
(i)\l 0 )
0 ik

La matrice de passage U est donnée par :

U= <_l.1/\+ z',\l,)a

R 2 . _ ,
ol A\t := \/Amz‘i—%, par suite UDU ! = A, et ¢ est donné par

rA cos(rA1) Ay sin(rAq)
€ =1 sin(rA1) cos(rA1)
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On cherche V,; tel que
D/Jo¢ = (DO,po + ‘/po)d) = )‘¢7

équivalente a

—cg 1 mce 1 1
Vo (52) == (L% 75 ) () = (7% 2) () + A (5)

dr

ou .
o Lﬂsc“!‘iﬂel c=+PYam
Voo = (G e ),

C; +Pam —PsctPel

équivalente a

Voo () = A (1) = () ear (2 (82) = (7 _0) (32).

o— K
Posons ¢, am = Pam + 2, et

Alors I’équation est équivalente a

(o’ i) () = ().

équivalent a
Soscq/)l + Qon,ame = 1w — @elwl
Spfi,amwl - SOSC’QDZ = W2 — Speld]?

Or Vr > 0,¢%(r) +v3(r) > 0, par suite équivalente a

Y5— w11 — wathe

SOSC ()Oel w2 wQ + w1+$§+¢
w w
Pr,am — 2@el¢2+¢2 + 2¢%1+¢%2 !

Prés de l'infini. En imposant aussi que ¢.; tend vers 0 & Uinfini. On obtient que
©se et Yy am tendent vers 0 a l'infini. En effet, comme V3 et fﬁ; sont bornés
1

i+
alors ) )
m Qe e m Qe Viv: =
e A
et
Wi — waths _ (%)«fq@) _ C(—Olil))em(dr(g%))'(ﬁ)
VT3 ()P () 1P
par suite
| wiy — watpa| _ [le™de Gl _ ray e (g ) |l
< < e llle™™ | s

vi+vs T et () I Caz) |
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+rA

et puisque e sont bornés, on en déduit alors

li w1 — watho
1m

= 0.
rotee YF 493

par le méme argument on obtient que lim,_, % = 0.
1 2

Prés de 0, En utilisant un développement de Taylor, on obtient

<$;Eg> = (r“+0(()r"+1)) = (r“+0((]r“+1)) + 7B, (r'i-l—O[grﬁJrl))

(5;%:;) =cC ( —01 (1]> eTA (m“"“lE)FO(r“)) =c ( —01 (1)) ( (m"“_lgO(r*‘)>+TBT<m""_1E)FO(r“)) )

oll B, est borné uniformément en r. En faisant de nouveau le développement de

Taylor en 0 de e 71§sin2(r)\1) on trouve

! . 14 0(?)
= — T
(cos(rA1)2 4+ A2 sin?(rAy)) 14+ (A2 —1)sin®(r)\;) ’

Donc

1 w1 10 1 w1
w1 — wathy (—w'l,l)g)('lUQ) - (0*1)(:@2)'(11)2)
VT3 Vi3 viHvs
_ @ 2)(2)e( 2 §) (i ) rO0r™)
o (cos(rA1)2+A2 sin?(r\y))r2e
— 0+0(r><)
T (cos(rA1)24+AZ sin?(rAp))r2s

= 00)

D’autre part

P2\ (w1 01\(%1) (w1
wpont wws (e ) (o) (98)(n)-(id)
i3 IR I o
(B0 B (,p00)r00™
(cos(rA1)2+A2 sin?(r\y))r2e
c kr2r140(r2r)
(cos(rA1)2+A2 sin?(r\y))r2e

__ .k 1 0
= T st o(r?).

par suite on obtient

bt w5 (1 4 O(r2)) + O(r9)

Yi+3 o
K
= C; + O(T )
Nous concluons que
w2_,¢)2
Psc = Pel w%_‘_wé 1:‘ O(TO)
Pr,am = _2(1061 1#%14-12% + C% + O(TO>
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équivalent a

Psc = @el 11124'1/12 + O( )
Pam + C% = —2()03[ 111%14:625 + C; + O(T’O)

équivalent a

Psc = Qpelz%_i_z% + O( 0)
Pam = _2gpelw21¢2 + O( )

Lemme 5.1.2 Soit A € R avec |\ = mc?. Soit p = (j,mj,k;) € A. On note k; par
K. On considére uy,us : [0, 00— R, de classe C* sur |0, +oco[, telles que :

$r > 0,97 (r) +3(r) = (u1(r) 4+ 2rmeuy(r))? +u3(r) > 0
lleBdr(u,uz)ll _ = 0;
llerB (u1,uz)|

xpres de 0 :
(1) st ky =0,u1 =0 et ug = 17"+ (1), avec gao(r) = O(r=—"+1),
et &an(r) O(r=),
(2) si ko =0,us =0 et uy =r~"+pi(r), avec pi(r) = O(r~"th),
et Opp1(r) = O(r=");
setl'infini  |ui(r)| + |ua(r)| = ( ).

Alors il existe un potentiel réel V, de la forme

‘/vp — (‘Psc+(ﬁel Cg"!‘soam )

C; +Pam —PsctPel

avec Psey Pam, e € C°(]0, +00[), bornées pres de 0 et tendant vers 0 a linfini, tel

que
— (1)) _ B (w(r)
U(r) = (wé(r)) =€ <u;(,n)> ;

soit solution de ’équation différentielle

Db = . (5.1.0.2)

Preuve : Sans perte de généralité, on suppose que A = mc?. L’équation (5.1.0.1) est

équivalent a
d
L) = @) ().

et parsuite 'ensemble des solutions sont données par
Yi(r)\ _ 1..rB [ 1(0)
(8)) =k (53).

keC, et B=(32me).

ol

Or
— ]2+(0 2rmc) — ((1)2’!‘{)16)‘
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Pour que (1, 15) soit une
suivante

U1
P2

{

Voo (

est équivalente a

) = (

9050

w1
Wa

Pr,am

solution de(5.1.0.2), il suffit qu’elle vérifie la relation

druy
druz

w1

) ot (5

w2

)::C(—Ol(l))erB( )7

Spel z%+¢2 + C

23031 ¢21¢22 +c

W11 — W2
P +ps
w21l)1 +1hows
Yitips

En imposant aussi que ¢, tend vers 0. On obtient que yg. et ¢y 4m tendent vers

Y37 ot V12

0 & l'infini. En effet, comme

> sont bornés alors

Y2+p2 YI+2
lim V3 — ¢1_ m o (P
r—+00 dipl ¢2 r——+00 elwl —|—¢2
et _
Wi — s () () _e(d) e (@(i)) . (62%) (1)
2 2 = =
par suite
| Withy — Warhy| < le"Pd, (u3) |
iy T flerB () |l
on en déduit alors _ "
. w1y — Wy
lim v 4 =0
rotoe YF 493 '
par le méme argument on obtient que lim, ., %#1 = 0.
1 2
Prés de 0, d'une part
anin— e (L8 B (@ (12))-(5 2 (1)
V33 - w%wg’ .
()@ ) () (6 2D ()
= ﬁw% j j e
B 0(91 (1))< 0+O(7‘ ))(7’ +O(()7’ )>
o 725 (14+0(r9)

et d’autre part

Wah1+ Wite

) ) (r”‘JrOér*"Jrl) )

(9 )% §)er? (i) ()

Vi3

—10)\/(1 QTi%C+w%drul U1
"’(0 1)(0 1 )< )'(¢z>
>.<T—n+oér—n+1)>

dru2
10 winip? —K
(g e
—k—1 o) 7/:72“(1;’_»@0(60) —Kk+1
C(HT + (r2 )) (7"0-‘,- (()7" ))
25 (140(r
—2n 1+O( —2fg) ( )

= o

c® + O(r?),
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nous concluons alors que o, = O(r%), Yum = O(r°) proche de 0. Dans le cas
A = —mc?, la matrice transposé de B, qui joue le role de B.

Soit V' donné par

V::U@Vp: SRRV | N 740N SO
... 0 .
pEA 0. 0 0.

ot U est une transformation unitaire et V,, = (“"“ﬂ’e‘ e ) donné par les lemmes
PO Pam PsctPel

5.1.2 et 5.1.1. Puisque @y, Per, €t Py am sont bornées prés de 0 et tendent vers 0 a
Iinfini, V' est Dy- compact.

Prenons le vecteur de fonctions ¢ = (...0,...0, (1, %2),,,0, .0, ...) € @ ¢, L?(0, 00,dr)?,
ou 1,12 sont données par le lemme 5.1.1 et le lemme (5.1.2).

D’apres la formule (4.126) dans [T] :
~ 1 L 1 _
Y((r,0,9)) = —dhi(r)gy, + —¥a(r) ey,
Montrons que ¢ € H'(R3)*. Comme

fR3 |QZ(:L')|2CZ:C = ] 1 fRs WJ |2d:L'
_Z] L e 10 (e (r, 0, 0)) |2 r2drsinfdfdg
< (|¢1\2+|¢2| )
sc(fo r2e 4 [0 L) < oo

D’autre part on a

Jes IV (@) P dr = [ fo [(M7 @ L).(Vyo (4r(r )%0 + ¥2(r)¢),)
—B & Li.(P1 (), + a(r)ey, )| T2dTSZTL(9d9d¢

oo (Or1—291) P +(Ortba—22) 0, 2
= Jy Je M L. Y1 AT gl b A oy r2drsinfdfde
P1RY ) R g
+00 1 2 1 2 1 2 2
<CJ)" Je maw((&wl — 21)?, oV m%)@;}
_2 .
+mazx <(8r¢2 — Lyhy)?, mgbg, ﬁ@bg) @, drsinfdfde

S Cf0+00 max ((&JM - %1#1) ) 72 1#17 1% ( rw2 - 11/12) ) 72 wza wz)
sz gopo sin 0dOdo,
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comme ngpm | c2(s2ys < +o0. Il nous reste qu’a vérifier que pour notre choix de
1,19 dans le lemme 5.1.1 et le lemme 5.1.2, on a pour k > 1/2

f0+°° max((ar% — )%, Ut Ut (00 — 142)?, 593, ¢§> dr
= fol max ((FL - 1)2T2(H_1), 7”2('{_1)7 7’2'{) dr + f1+oo max (%47 7’%) dr
< +OO7

enfin, on peut conclure que

||V¢||%2(]R3)4 < +00.
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5.2 Appendice.E

D’aprés I'expression de ¢, qui est dans [T}, il est facile de voir que aw;t(e, ©)
_ZRi¢;t<67 90)7 ou

0,00 TR
Rt 8 mj—51/2 (0)8 7R7 =1 o00m;—1/2 0
0 0 00 00

0 mj+1/2

On cherche maintenant I'expression de 9p¢,(0, ) en fonction de ¢,(6, ). D’apres

la paragraphe 4.6.4 de [T] on a K¢ = —k;¢,, avec K = $(2S.L + 1) ou S et L
sont données par

iCotgf cos 0y —isin ¢y
L iCotgf sin pO,—i cos ¢y ,
—idy
et
_ o1 0 o2 0 o3 0
S=((Ta)(Ta)(Ta))
ou 01,09, 03 sont des matrices données par la paragraphel.l dans [T], donc
3
S.L o SiLy _ ,
—1i0¢ ie 1 Cotgfd,—e'? 9y 0 0
iewCothé?(f)—i-e’w@g 104 0 ' 0 .
0 0 —i0g ie " Cotgfd,—e'®dy ?
0 0 ie?*Cotgfd,+e %9y i0g
alors
3
—2i0y+1 2ie " Cotgho,—2e'?9, 0 0
—3 2ie'® Cotgh0,+2e =190, 120441 0 0
- 0 0 —2i0p+1
0

2ie ™" Cotghd,—2e*? 9y
2i0y+1

0 2iei¢Cotg08¢,+26_i¢8g

Comme K¢, = —k;p,, oit o, = ctolt 4+ ¢ @), pour kj = F(j + 3),
+_ (' - 2
e () ()

1
. 7 m4i—3
[V

mj o _ matl
. Ep— ; : . a2
v VAT
0
0
0
0 1
. 1 . mj—%
m / 1—m.Y 7 2
V. = —— JHimm ith
‘7+§ 2] + 2 mel
—\/j+1—|—ij_ Jl 2
its
. 1 _ + 4 . N
Pour k; = —(j + 3), K¢} = —k;p,, équivalente a
—2i0g+1 2ie~"?Cotghd,—2e'?dy 0 0
5 2ie’?Cotghds+2e %9y 2i0p+1 0 0
0 0 —2i04+1
0

Zie*id’Cotg@aqb —2e'9y
2i04+1

0

1
s —
in/j+m;Y 2

J j jf%
1

. - mg;+ = — K
i —m;Y 72 J
VI AP

0 0
0 0

2ie*®Cotghds+2e %5y

1
iy/J+m;Y. 31 2
)

1
. - m;+
i /]—ijjjl 2 )
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alors d’une part

mj+2

N
M\H

B(—=2i0, + 1)in/j +m Y o 2 + B(2ie""Cotghdy — 2e™°0y)i m;Y._

= —iKj\/J + iji

1
2

équivalente a

—2ifei, /1= Pt 0pY f2 = (i /T 25 D (my — 4) — iy L5 Y
—2iBCotghe™" A

\/ (mJ + ;)Y; ;

=

nous concluons que

mits (K N [Ty gy i
Y = (5 my) ey

+COtg9 6_2i¢(m]’ + 5)}/;.m7+2

1
2

D’autre part, on a

5(2@'ei¢00t996¢ + 26790y )iy [ Y™, T2 4 B(2i0, + 1)iy /2 I Y’”ﬂ*?

_1
2

. mj+1
= —ZH] m]Y Jl 2
=3
équivalente a
1 1
_ gl IN\yTTe Ky , J—mj ,i¢ m]ﬂ
Y. % = —Cotgl e*'*(m; 2)Yj_% (QB—I-mJ—I-l),/]er Y. )
alors
+ _ A+t
6990;7 =A Pp
ou
—Cotgf €% (m;—1) (2ﬁ+m]+1) e 00
AT = (;—éerj)e_id’ Cotgt e_z“i’(mJJri) 00
0 0 00
0 0 00
De méme pour K¢, = —k;p,, équivalente a
—2idg+1 2ie~"?Cotghd,—2e'? 9y 0 0
5 2ie’?Cotghds+2e %9y 2i0p+1 0 0
0 0 —2i05+1 2ie ™" Cotghd,—2e"? 9,
0 0 2ie'? Cotghd,+2e 49, 2i0g+1
0 0
0 0
Fymj_% \/Tymj_%
JHl1=m;Y. — Jtl=—m;
Ty =k vk

+3 +3
\/J+1+mJY J% 2 \/]+1+m]YJ+J% 2
alors d’une part

mj—>5 i i - m]'-‘r%
(=200, +1)\/j+1— mJY B(2ie"*Cotghdy — 2¢0g)\/7 + 1 + ij;.Jr%
Kir/Jj+1— mJY e
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équivalente a

28e\/j+1+ mjaeyj?;i = (= +B2m; —2))/j +1 - m‘)ﬂﬁ_g
+BCotghe\ /5 + 1+ m;(2m; + 1)Y

l
+3

nous concluons que

m3+2 _ _ﬁ o Jjt+l-m; —u;S l
Op Y = ( +m; 1)\/ FHitm, © Y+%

—92i mj+3
+Cotg e ¢ (m; + 2)Yj+j% 2
D’autre part, on a
B(2ie®Cotghds + 2¢~*dp) /T + 1 — ijj”f%_ B(2i05 + 1) /T+ T+ mY J*?

0 ijr%

équivalente a

; mj—1 ; mj+3
20e70THT = mg0pY[}s * = (+ B(2m; +2)y/TH T+ my)Y] "
—2pCotge’®\/j+1—m;(m; — 5V *

équivalente a

l
2 _ 2i¢ (. LYYy IHIEmG igy mits
Y J+2 = —Cotgl e***(m; — 2)Yg+ : + (53 L+ my+ 1)/ € Y;+% 2

alors
o, = A"p,
ol
00 0 0
00 0 0
A = 00 Cotg@(mj——) 2o ( ]—i—mj—&—l) g

00 (— 2ﬁ+mj—1) e~ Cotgf(m;+1)e 2%
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