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Résumé-Abstract

Résumé

Ce travail comporte essentiellement deux conclusions. D’une part nous déterminons une
minoration de la hauteur de Faltings d’une variété abélienne quelconque sur un corps de
nombres faisant intervenir de nouveaux invariants non archimédiens. Il s’agit de la premiere
partie de ce travail dans lequel nous introduisons systématiquement ces invariants. Ils
sont liés a la géométrie non archimédienne aux places de mauvaise réduction des variétés
abéliennes.

Dans une deuxieme partie nous donnons une évaluation approximative de ces invariants
nous permettant d’établir une minoration de la hauteur de Faltings faisant intervenir le
nombre de composantes de la fibre spéciale du modele de Néron des variétés abéliennes
aux places de mauvaise réduction.

On déduit de ces estimations un corollaire qui fournit une borne sur le cardinal du
groupe des points rationnels de torsion des variétés abéliennes faisant essentiellement in-
tervenir la hauteur de Faltings. Cette borne est jusqu’a présent la meilleur connue.

Mots clés : géométrie arithmétique, géométrie d’Arakelov, variétés abéliennes, hau-
teur de Faltings, géométrie non archimédienne, hauteur de Néron-Tate, hauteurs cano-
niques, hauteurs locales, modele de Moret-Bailly, modele de Néron, géométrie des nombres,
torsion des variétés abéliennes.

Abstract

This thesis leads essentially to two conclusions. On the one hand we determine a lower
bound for the Faltings height of abelian varieties over number fields in which enter new
non-archimedean invariants. It consists in the first part of this work in which we introduce
systematically this invariants. They are directly linked to the non-archimedean geometry
of abelian varities at places of bad reduction.

In a second part we provides an approximative evaluation of this invariants which leads
to a lower bound on the Faltings heights in terms of the number of components of the
special fiber of the Néron model of abelian varieties at places of bad reduction.

We deduce from this estimates a corollary that provides an upper bound on the car-
dinality of the group of rational torsion points of abelian varieties essentially in terms of
the Falting height. This bound is the best bound known till now.

Keywords : arithmetic geometry, Arakelov geometry, abelian varieties, Faltings height,
non-archimedean geometry, Néron-Tate heights, canonical heights, local heights, Moret-
Bailly models, Néron model, geometry of numbers, torsion of abelian varieties.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Version francaise

Les variétés abéliennes sont des schémas en groupes integres, commutatifs et projec-
tifs. Ce sont des objets d’étude fondamentaux de la Géométrie Diophantienne. L’une des
notions devenue ces derniéres décennies a la fois centrale et fondamentale en Géométrie
Arithmétique est celle de hauteur. La hauteur d’un objet arithmético-géométrique est en
quelque sorte une complexité arithmético-géométrique représentant de maniére quanti-
fiable leur nature a la fois arithmétique et géométrique.

Les estimations de ces hauteurs sont souvent des outils fondamentaux d’étude des
objets de la géométrie arithmétique. Dans cette these nous obtenons une minoration d’un
invariant fondamental des variétés abéliennes définies sur un corps de nombres, la hauteur
de Faltings, et nous en déduisons une borne complétement effective sur le cardinal du
groupe des points rationnels de torsion.

1.1.1 Cadre général

Une notion de hauteur intrinséque d’une variété abélienne sur un corps de fonctions
de caractéristique positive a été utilisée par Parshin [45]. Suivant une inspiration ara-
kelovienne, la hauteur de Faltings est introduite dans le célébre article de Faltings [16]
démontrant, entre autres, la conjecture de Mordell. Le séminaire Bourbaki de Deligne [14]
détaille la définition, en changeant la normalisation essentiellement par une constante.

Soit K un corps de nombres. Masser a montré dans [32] une minoration, connue sous
le nom de "Matrix Lemma" ou "Lemme Matriciel", de la hauteur d’une variété abélienne
A sur K en termes de matrices des périodes de A pour les différents plongements de
K — C. Il montre que si, dans 'uniformisation usuelle de la variété abélienne en une
place 0 : K — C, on écrit A,(C) = C9/(DZ9 + 1,7Z9), alors il existe une constante c telle
que

(7.l < ch(A),

ou h(A) est une certaine hauteur de la variété abélienne. Ce résultat est I'un des ingrédients
utilisés par Masser et Wiistholz [33] pour prouver leur fameux théoréeme des périodes.
Cet énoncé a été successivement précisé par Bost et David puis par Gaudron-Rémond
et Autissier [3].
Le calcul de cette hauteur pour une courbe elliptique E/K est implicite dans [17] et
peut s’écrire

1
hE/K) = LK Q) {logNK/@AE/K - > log‘A(Tg)Ing } :
: o:K—C

1
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ou [K : Q] est le degré du corps de nombres, Nk gAp g désigne la norme sur Q de
I'idéal discriminant minimal Ag, g de E/K et ou les 7, représentent les périodes dans
I'isomorphisme A,(C) = C/(Z + 1,Z) et enfin A(7) désigne la forme modulaire de poids
12 usuelle.

La hauteur de Faltings elle-méme étant définie en toute généralité comme un degré
d’Arakelov convenablement normalisé du fibré des formes différentielles relatives du modele
de Néron de A/K (voir chapitre 3). Il s’agit donc d’un invariant tout a fait fondamental.

La décomposition en termes locaux, selon les places archimédiennes et selon les places
de mauvaise réduction est tres utile. On ne dispose pas de formule de ce type en dimension
supérieure. Un certain nombre de formules sont néanmoins connues.

Moret-Bailly, complétant un travail de Faltings, établit dans [36] la formule de Noether
suivante, valable pour la jacobienne d’une courbe X, notée A = Jac(X), elle s’écrit

h(A/K):M{wX/K WX/K+Z5 log N (v +25 }

N (v) étant la norme sur Q de la place v, c’est-a-dire la norme sur Q d’un idéal premier
définissant la place v.

Notons la présence d'un terme global wy i - wx/x > 0, il s’agit de 'auto-intersection
du fibré dualisant des formes différentielles relatives, et la somme de termes locaux. Les 4,
étant tres explicitement le nombre de points singuliers de la fibre en v du modéle minimal
et (X,) étant la fonction § de Faltings introduite dans [17].

La formule permet d’écrire

25 log N (v +Z§ ) < 12h(A/K).

C’est ce type d’inégalité que nous allons généraliser.
On peut citer la formule de Ueno [53], concernant une courbe de genre 2 (on garde la
notation A = Jac(X)) :

ol Jig est une forme modulaire de Siegel de poids 10, et A, est le discriminant de Ueno
(défini dans loc. cit. par Ueno).

La hauteur de Faltings peut-étre normalisée de diférentes manieres en fonction de la
métrique que l'on choisit a l'infini (voir Chapitre 3, remarque de la section 3.2.). Etant
donné que la normalisation la plus comunément admise est celle due a Pierre Deligne, nous
définissons :

hA/K) = {Z ordy(A,) log N (v Z log | J10(75) det Im

WA/K) = h(A/K) + %log(%r),

et pour la hauteur stable :
het(A/K) = hgt(A/K) + glog(%r).

Le travail d’Autissier [2] contient deux résultats : une formule pour la hauteur d’une va-
riété abélienne principalement polarisée (A, L) de dimension g, possédant bonne réduction
partout :

h(A/K) = 2gh(©) Z[ Ay, Ly)
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ou h(©) est la hauteur de Philippon du diviseur © (diviseur symétrique définissant la
polarisation principale) et I(A,, \,) est un certain invariant archimédien qui interviendra
aussi dans notre travail, ainsi qu'une formule pour une jacobienne, A, d’'une courbe de
genre 2 semi-stable

h(A/K) = 2gh(©) + [Kl.@ > aylog N(v) Z[ Ay, Ly)

ou les o, sont certaines constantes précisées dans l'article en question qui dépendent du
type de réduction en v et qui sont notamment nulles aux places de bonne réduction.
La hauteur du diviseur Theta étant positive, on peut en déduire une inégalité

[K‘Q ZavlogN( ZI Ay, Ly) < h(A/K)

Nous allons démontrer dans cette thése une inégalité de ce type pour une variété abélienne
principalement polarisée sur un corps de nombres et en déduire quelques corollaires d’une
part pour une variété abélienne admettant une polarisation quelconque et d’autre part sur
le cardinal du groupe des points K-rationnels de torsion.

On peut noter au passage que Autissier dans [3] donne une minoration effective des
invariants I(-,-), si (A4, L) est une variété abélienne principalement polarisée de dimension

g sur C, notant p(A, L) le diametre d’injectivité de (A, L) et p = min (p(A, L), , /3”9) ;e
théoréme 2.1 d’Autissier dans [3] stipule que

g g, 39
I(A, L + 21 Z log 2.
I(A, L) > +5logp+ 7 log —

7r

= 12p2

Autissier montre, toujours dans [3], une minoration de la forme :
I(A, L) > ¢, Tr(Im(H)) — e,

ou ¢4 et €, sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension g et ou H est la
forme de Riemann de A.

C’est notamment une version non archimédienne de ces invariants que nous fournissons
ainsi qu’une minoration effective faisant intervenir essentiellement le nombre de compo-
santes de la fibre spéciale du modele de Néron.

Remarquons que ’hypotheése “principalement polarisée” est en général peu restrictive
et peut souvent étre contournée en utilisant ’astuce de Zarhin [59] qui démontre que la
variété abélienne A% x A% est toujours principalement polarisée, A étant la variété abélienne
duale de A.

Notons que notre travail reprend le travail de Bost concernant une minoration de la
hauteur de Faltings via 1'utilisation d’une certaine formule de degré mais que, outre les
résultats concrets, il a ceci de particulierement intéressant que nous obtenons des estima-
tions non triviales des termes non archimédiens ce qui est relativement nouveau et amene a
la question d’un travail ultérieur possible concernant ces évaluations non archimédiennes.

Concernant la torsion, assez peu de choses sont connues sur les variétés abéliennes de
dimension quelconque, on connait le théoreme de Mazur-Merel pour les courbes elliptiques,
voir [34], qui dit que pour toute courbe elliptique E/K sur un corps de nombres K il existe
¢(d) ne dépendant que du degré d = [K : Q] tel que le cardinal du groupe des points K-
rationnels de torsion satisfasse :

Cal’d(E(K)tors) < C(d)
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Il existe aussi un résultat de Masser dans une lettre a Bertrand [31] , ou cette fois la
variété abélienne A/K est fixée et on considére les points L—rationnels de torsion pour
des extensions L/K, il existe alors une constante c4 ne dépendant que de A telle que :

Card(Ators(L)) <cp- ([L : Q] IOg[L : Q])g7

et le résultat suivant di a Hindry-Ratazzi [24] :

Card(Agors(L)) < [L: @]'y(A) exp < clog[L : Q) ) |

loglog[L : Q]

ou la valeur optimale de v(A) est calculée pour les variétés abéliennes de type I et II et
les produits de celles-ci, dans un travail non encore publié.

Dans notre travail nous obtenons une borne uniforme dépendant du degré du corps de
définition, de son discriminant, de la dimension de A et de la hauteur de Faltings de la
variété abélienne.

De maniere completement indépendante Rémond dans un travail sur les isogénies ob-
tenait un résultat du type suivant :

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. Si ¢ est un réel tel que, pour
toute variété abélienne A’ sur K isogeéne a A sur K, il existe une K-isogénie ¢ : A — A’
avec deg ¢ < ¢, alors

Card(A(K )iors) < 2%9°4° A H[K 1 Q).

I1 est ensuite possible de spécifier ¢ grace au travail de Rémond et Gaudron [I8], [19],
dans un texte non encore publié Rémond obtient ainsi une constante explicitée de la forme :

Card(A(K )iors) < (g, [K : Q))h(A/K)> 949 +1)

dans notre travail nous montrons notamment comme dernier résultat une borne explicite
ou l'exposant de la hauteur de Faltings est en

h(A/K)?,

c’est le meilleur exposant que notre méthode fournit et c¢’est une amélioration notable du
résultat précédent.

1.1.2 Résultats et arguments de démonstration

L’une des principales originalités de ce travail, est qu’étant donnée une variété abélienne
principalement polarisée (A/K, L) par un fibré en droites symétrique et un modele entier
hermitien convenable (un modele de Moret-Bailly) (A, £) nous reprenons une formule de
degrés déja utilisée par Bost en prenant en compte de maniere non triviale les places non
archimédiennes de mauvaise réduction. Inégalité qui en incluant la "Formule Clé" de Bost
et apreés avoir convenablement normalisé la hauteur de Faltings s’écrit :

1. - . HS(P)”G}‘DE,U
—ha(4) = hi(P) + ZUIKv $Qullog = ==

9

P étant un point rationnel, hz (P) étant la hauteur de Néron-Tate du point P et hg étant
la hauteur de Faltings stable que nous avons convenablement normalisée, la somme ayant
lieu sur toutes les places de K.
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Jusqu’a présent, dans toutes les utilisations de cette formule, les termes non archimé-
diens étaient négligés :

I5(P)llep.0

Pour toute v place non archimédienne, log T
S| L,

<0,

ce qui revient a dire que si une section est entiere, elle reste entiere le long de la section
étendant le point P, ce qui est trivialement toujours vrai.

En faisant une moyenne sur les points de torsion, pour lesquels hr(P) = 0, Bost
obtenait alors une inégalité du type :

les invariants I(A,, L,) associés a une place archimédienne étant obtenus comme une
intégrale, limite des sommes de Riemann égales a la moyenne sur les points de torsion. La
formule est bien connue, au moins depuis Moret-Bailly, pour les normes archimédiennes
de ces sections. La preuve de ce dernier résultat est rappelée dans 'appendice 8 de I’article
[18] de Gaudron et Rémond.

Nous obtenons alors comme résultat principal, théoréme un résultat faisant in-
tervenir de nouveaux invariants que nous notons J(-, -) aux places non archimédiennes de
mauvaise réduction, résultat qui prend la forme :

1

J(Ay, Ly)log N(v 1.1
[K : Q] o: K—C [ : @] UEBa%/K) ( ) i ( ) ( )

N (v) étant la norme sur Q de la place v et, Bad(A/K), désignant ’ensemble des places
de mauvaise réduction de A.

La principale originalité de ce travail est alors l'occurrence des termes J(A,, L,) as-
sociés a des places non archimédiennes de mauvaise réduction. Nous allons brievement
décrire ici ces termes, pour cela nous avons besoin de faire quelques rappels de la théorie
de dégénérescence des variétés abéliennes sur un corps non archimédien.

Un tel calcul des termes non archimédiens est nouveau, nous le fondons essentiellement
sur la comparaison entre hauteur locale de Néron-Tate, pour lesquelles des formules dues a
Hindry [22] et & Werner [55], [57] sont connues, et normes non archimédiennes. Remarquons
que de ce point de vue nous réunissons deux approches a priori différentes, d’un coté le
formalisme des hauteurs locales, de 'autre le formalisme des normes de sections de fibrés
hermitiens. Ces deux approches sont apparues en théorie des nombres selon un ordre
historique et un contexte tres différent, il se trouve qu’il s’agit essentiellement du méme
objet.

Soit A, /K, une variété abélienne semi-stable sur un corps non archimédien K, la
théorie de Raynaud que nous décrivons plus précisément dans le deuxieme chapitre nous
dit, qu’en un sens que nous allons préciser, A,(K,) s’écrit comme quotient analytique
rigide A,(K,) = G,/M, ou G, est un certain groupe algébrique commutatif et M, est un
réseau, le tout s’inscrivant dans un diagramme d’espaces analytiques rigides :
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0

ou T, est un tore déployé et ou C, est une variété abélienne sur K, admettant bonne
réduction. Notons X (7)) le groupe des caracteéres de T, alors lextension G, est décrite
par un homomorphisme 7 : X (T,) — Pic’(C,), ce dernier étant le groupe des fibrés en
droites de degré 0.

Soit D le diviseur ample que 'on veut étudier, alors il existe une fonction ©, méro-
morphe sur G, (une fonction théta généralisée) et un diviseur E sur C, tels que

¢*D = div(0,) + 7" E

et de plus si 'on définit
dp C, —— Pic’(C,)

a——t'E—E

ou t, est la translation par a, alors il existe un homomorphisme ¢ : M,, — X(7},) rendant
commutatif le diagramme suivant :

M, Gy(Ky) ——— C,

¢ op

X(T,) T Pic’(C,).

Si 'on note G,(Ok,) le groupe des points K,—entiers de Gy, en un sens que nous
précisons dans le chapitre 2, alors il existe une application de tropicalisation :

Gy v) ~ v v ~ * * _IOgHU
Trop : Go(K,) Gk = ) o Hom (X (T,,), K /OF) —— Hom(X (T,), R)

et alors le fait que M, soit un réseau est défini en disant que cette application est in-
jective sur M, et que Trop(M,) est un réseau au sens usuel dans l’espace vectoriel réel
Hom(X(T,),R) = R™.

L’équivalent des conditions de Riemann du cas complexe revient alors a dire que A, /K,
est une variété abélienne si et seulement si la forme bilinéaire M, x M, — R définie par

(m1, m2) — Trop(mi)(¢(m2)),
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est symétrique et définie positive.

On voit ainsi appraitre une fois passé au tropicalisé, une certaine forme quadratique,
notée @, : R™ — R, qui est symétrique et définie positive. On peut la voir comme 1’équi-
valent tropical de la forme de Riemann d’une variété abélienne complexe.

On peut associer & ), un certain domaine fondamental qui se trouve étre un domaine
fondamental naturel associé a @, et au réseau Trop(M,)

Fou.m, ={z € R"|Vm € Trop(M,), Qu[z] < Qu[z +m]}.

C’est un polyedre convexe symétrique.
L’invariant J(A,, L,) pour L = O(D) qui apparait alors assez naturellement est :

J(Ay, Ly) = / Qux]dx,

FQu, My

ou dx désigne la mesure de Lebesgue bien entendu.

Dans notre chapitre 5, nous considérons d’abord le cas non archimédien torique qui
est assez proche du cas complexe et correspond au cas ot la variété abélienne ayant bonne
réduction (', dans ’extension est triviale, puis nous traitons le cas général précédemment
décrit. L’idée est de travailler comme dans le cas complexe initié par Bost en faisant
une moyenne sur les points de torsion, remarquons cependant que dans ce cas de variété
abélienne sur un corps non archimédien les calculs sont un peu plus compliqués.

En particulier les normes prennent la forme des hauteurs locales suivantes :

3p(at) = 10810, (0], + Apom(t) + Hy(t )1 By (12)
[Kv : Qv]
ol S\E’U est la hauteur locale canonique associée au diviseur E sur C,, ou H(-,-) est la
forme bilinéaire qui correspond a @, (c’est-a-dire H,(t,t) = Q,(Trop(t)), et ou k, est une
constante. Il faut alors mener le calcul convenablement pour pouvoir obtenir un résultat
substantiel.

Nous obtenons ainsi dans notre chapitre 5, apres avoir fait des rappels dans les chapitres
précédents concernant les variétés abéliennes, la théorie d’Arakelov ainsi que la théorie des
hauteurs, le théoréme suivant :

Théoréme A. (Théoreme Chapitre 5) Soit A/K une variété abélienne semi-stable
sur un corps de nombres K principalement polarisée par une polarisation associée a un fibré
symétrique L, notons Bad(A/K) les places non archimédiennes de mauvaise réduction de
A/K et soient I(A.,L.) et J(A.,L.) les invariants précédemment introduits, alors :

1- 1
— >
2hst(-’4) sl

1
1Ay, Ly) + —— J(A,, Ly)log N(v 1.3
[K : Q] o: g:‘—}(c ( ) [K : Q] UEB&%(:A/K) ( ) ° ( ) ( )

ot hgt(A) désigne la hauteur de Faltings stable que nous avons normalisée & notre conve-
nance.

Dans le chapitre 6 nous faisons quelques estimations des invariants non archimédiens.
En particulier aprés avoir montré que ’on peut toujours supposer que les matrices ), sont
réduites au sens de Minkowski on montre qu’avec cette hypothese il existe une constante
C(r) ne dépendant que de la dimension r, de T}, telle que

Tr(Qy)

5 2 J(Au L) = O(r) Te(Qu),
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il s’agit de notre lemme du chapitre 6 ou nous donnons de plus une forme complétement
explicite, mais il est vrai non optimisée, de C(r) et nous donnons de plus comme lemme
[6.5] une version plus fine de la constante pour quelques petits r. On en déduit alors, grace
a un résultat devenu classique, qui nous dit que le déterminant det(Q,) vérifie :

det(Qy) = ¢v(A, K),

la quantité ¢,(A, K) étant le nombre de composantes de la fibre spéciale du modeéle de
Néron de A/K une inégalité du type :

J(Ay, Ly) = C(ry)eo(A, K)V,

r étant la dimension de T,. Il s’agit de notre proposition [6.8 ot nous donnons de plus une
forme complétement explicite, certes toujours non optimisée, de la constante C (r).

On déduit alors de ce qui précede une version compléetement explicite d’un résultat
suggéré par Hindry et Pacheco dans [23] que I'on obtient d’une autre manieére :

Théoréme B. (Corollaire Chapitre 6) Soit A/K une variété abélienne semi-stable
sur un corps de nombres K, notons Bad(A/K) I'ensemble des places de K en lesquelles
A a mauvaise réduction, pour chaque v € Bad(A/K) notons ¢,(A, K) le nombre de com-
posantes de la fibre spéciale du modéle de Néron de A xi K, et N(v) la norme sur Q
de I'idéal premier associé a v, alors il existe une constante ca(g) ne dépendant que de la
dimension g de A telle que :

c2(g)hst(A) > S (A K)Ylog N(v),

[K: Q) veBad(A/K)

ott 'on peut prendre

ou I' est la fonction d’Euler.
Pour cette valeur particuliére de c3(g) on a

ea(g) < 2047

On obtient ce dernier résultat a l'aide des estimations précédemment exposées et en
écrivant d’abord un équivalent dans le cas principalement polarisé. Autant ’hypothese de
polarisation principale est assez facile a contourner grace a l'astuce de Zarhin rappelée
plus haut autant ’hypotheése de semi-stabilité est beaucoup plus délicate. En particulier
on ne sait pas encore comment obtenir un résultat aussi général que le précédent dans le
cas d’une variété non semi-stable.

Cependant on obtient une version un peu plus faible dans le cas général qui va nous
permettre d’obtenir une borne relativement satisfaisante sur le cardinal du groupe de
torsion.

Pour cela définissons l'entier ¢ (A, K) comme égal a ¢, (A, K) si la réduction en v est
semi-stable ou bien si la caractéristique résiduelle en v vérifie p, > 2g + 1 et comme la
partie premiere a la caractéristique résiduelle de v de ¢, (A, K) sinon.



1.1. VERSION FRANCAISE 9

Nous obtenons ainsi une version un peu affaiblie mais plus générale du théoreme pré-
cédent qui cependant dans sa généralité va nous étre tres utile :

Théoréme C. (Théoréme Chapitre 6) Soit A/K une variété abélienne sur un corps
de nombre K, h(A/K) notre hauteur de Faltings convenablement normalisée, Bad(A/K)
I'ensemble des places de mauvaise réduction de A/K , notons pour chaque v € Bad(A/K),
¢ (A, K) Dentier précedemment introduit, N (v) la norme sur Q de I'idéal correspondant a
v, alors il existe une constante c3(g) ne dépendant que de la dimension g de A telle que :

F Y ALK log N(v) < ealg)h(A/K).

[K: Q) veBad(A/K)

on peut prendre,

94 (i)SgP (%)2 (%)(8971)(8972) (8927+1)ng1 . 159(29-1) ifjl(?)i . 1)(51' —1)

c3(g) = g

Pour cette valeur particuliére de c3(g) on a :

c3(g) < 2809°

On en déduit alors trivialement le corollaire suivant :

Corollaire D. (Corollaire Chabpitre 6) Soit A/K une variété abélienne sur un corps
de nombres K et Bad(A/K) I'ensemble de ses places de mauvaise réduction et pour pour
une place non archimédienne v, N(v) la norme sur Q de v, alors il existe une constante
c3(g) ne dépendant que de la dimension g de A telle que

1 ~
%0 UEBMZ(;‘/K) log N(v) < e3(g9)h(A/K),

c3(g) étant la constante du théoréme précédent.

Nous n’avons pas cherché dans ce texte a optimiser ces constantes, il y a une partie
difficile dans 'optimisation de ces constantes qui repose sur de la Géométrie des Nombres
et une partie a priori plus abordable qui revient a optimiser certains de nos calcul mais
qui cependant compliquerait probablement beaucoup le texte. Nous nous contentons d’ex-
pliciter une valeur admissible de ces constantes.

En l'occurrence le corollaire précédent nous permet d’obtenir dans le dernier chapitre
une borne sur la torsion. Cela repose sur le théoréme des nombres premiers et un lemme
nous disant que ’on peut borner la torsion si I’on connait une place de bonne réduction.

On obtient en particulier une forme compleétement explicite sur Q :

Théoréme E. (Théoréeme Chapitre 7) Soit A/Q une variété abélienne de dimension g
et notons h(A/Q) notre hauteur de Faltings normalisée, alors il existe une constante C4 (g)
ne dépendant que de g telle que si I'on note A(Q)iors le groupe des points Q—rationnels
de torsion de A :

Card(A(Q)ions) < C1(g) max{L, h(4/Q)}".
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On peut prendre pour C1(g),

Ci(g) = 2%cs(g)?,

ott c3(g) est la constante du théoréme précédent.
Pour cette valeur particuliere de C(g) on a :

Ci(g) < 2819°

Dans ce dernier, et dans le suivant, résultat ’exposant de la hauteur de Faltings est le
meilleur connu et est optimal avec notre méthode.

Nous déduisons de méme gréce a ’existence de formes complétement effectives du théo-
reme des nombres premiers sur un corps de nombres, qu’il existe une version completement
explicite sur les corps de nombres, c’est notre dernier théoréme.

Théoréme F. (Théoreme Chapitre 7) Soit A/K une variété abélienne de dimension
g sur un corps de nombres K de degré d et de discriminant Ay . Notons h(A/K) notre
hauteur de Faltings normalisée, alors il existe une constante explicitable Co(d, Ak, g) ne
dépendant que de d, de Ak et de g telle que si I'on note A(K )iors le groupe des points
K -rationnels de torsion de A :

Card(A(K)iors) < Ca(d, A, g) max{1, h(A/K)}.

Le plan de ce mémoire est le suivant. Apres ce premier chapitre tenant lieu d’introduc-
tion, suivi de la traduction en anglais, le chapitre 2 contient divers préliminaires classiques
sur les variétés abéliennes. Le chapitre 3 contient des rappels sur la géométrie d’Arakelov :
fibrés hermitiens, modeles de Moret-Bailly, définition de la hauteur de Faltings d’une va-
riété abélienne et sa variante stable et enfin la formule clé reliant la hauteur de Faltings et
le degré du fibré hermitien des sections (formule due a Bost). Le chapitre 4 introduit les
outils essentiels pour notre étude p-adique : les hauteurs locales de Néron et la théorie de
l'uniformisation non archimédienne (due & Raynaud). Le chapitre 5 contient la démons-
tration du théoreme principal, la minoration de la hauteur de Faltings par des termes
locaux archimédiens et non archimédiens (formule . Le chapitre 6 contient la preuve
de l'inégalité reliant les termes J(A,, L) et le cardinal du groupe des composantes de
la fibre spéciale du modele de Néron. Le chapitre 7 contient I’application des théoremes
précédents donnant une borne explicite pour le groupe de torsion en termes de la hauteur
de Faltings.
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1.2 English introduction

Abelian varieties are integral commutative group schemes. They are fundamental ob-
jects of study in Diophantine Geometry. The notion of heights has become during those
last decades both central and fundamental in Arithmetic Geometry. The height of an
arithmetic-geometric object is a kind of arithmetic-geometric complexity that represents
in a quantifiable way both the arithmetic and the geometric nature of that object.

Height estimates are often fundamental tools for the study of objects in arithmetic
geometry. In this thesis, we obtain a lower bound for a fundamental invariant of abelian
varieties over number fields, the Faltings height, and we deduce from this a bound on the
cardinality of the group of rational torsion points that is completely explicit.

1.2.1 General framework

A notion of intrinsic height of an abelian variety over a function field was introduced
by Parshin in [45]. After an arakelovian inspiration, the Faltings height was introduced in
a celebrated paper of Faltings [16] in which he proved also the Mordell conjecture. In the
Bourbaki seminar [14], Deligne details the definition and changes the normalisation just
by a constant.

Let K be a number field. Masser in [31] proved a lower bound, known as the "Matrix
Lemma", of the height of an abelian variety A over K in terms of the period matrix of
A for the embedings K — C. He shows that if, in the usual uniformization of an abelian
variety with respect to some embeding K — C, we write A,(C) = C9/(DZ9 + 1,79), then
there exists a constant ¢ such that

[T (75)[| < ch(A),

where h(A) is some height of the abelian variety A. This result is one of the ingredients
used by Masser and Wiistholz in [33] to prove their famous period theorem.

This result has been successively made more precise by Bost and David and then by
Gaudron-Rémond and Autissier [3].

In the case of an elliptic curve E/K, the height takes quite an explicit form which
appeared first in [I7] :

1
hME/K) = m {logNK/@AE/K — Z log‘A(Tg)Ing } ,
: o:K—C

where [K : Q] is the degree of the number field, Nk /gAEg/k is the norm over Q of the
minimal discriminant of F/K and where the 7, represents the periods in the isomorphisms
Ay (C) = C/(Z + 15Z) and A(7) denotes the classical weight 12 modular form.

The Faltings height itself is defined in full generality as a suitably normalized Arakelov
degree of the bundle of relative differential forms on the Néron model of A/K (see chapter
3.). Hence the Faltings’ height is a fundamental invariant of an abelian variety.

A decomposition in local terms, in terms of archimedean places and non-archimedean
places of bad reduction, is very useful. We do not know any formula of this kind for abelian
varieties of higher dimensions. Nevertheless some formulas are known.

Moret-Bailly, completing previous work of Faltings, established in [36] the following
Noether formula, which is true for the Jacobian of a curve X, denoted A = Jac(X) :

1

h(A/K) = (K0 {wX/K ‘wx/K + ZévlogN(U) + Z(S(XU)} ,
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N(v) denoting the norm over Q of the place v, i.e. the norm over Q of a prime ideal
definning the place v.

In this last equation we can see the presence of a global term wx/k - wx/x > 0, this
is the self-intersection of the dualizing bundle of relative differential forms, as well as the
presence of local terms. The terms §, being very explicitly the number of singular points
of the fibre at v of the minimal model of X, while §(X,) is the J—function defined by
Faltings in [17].

This formula provides :

@ "6, 10g N(v) + 3 6(X,) < 12h(A/K).

We are going to generalize this kind of inequality.
We can cite also the formula of Ueno in [53], for curves of genus 2 (we keep the notation

A = Jac(X)) :

Here Jjg is a Siegel modular form of weight ten and A, is the discriminant (both defined
in loc. cit. by Ueno).

The Faltings height depends on some normalization of the metrics at infinity (see
chapter 3, remark of the section 3.2.). As the most common normalization is due to Pierre
Deligne, we define :

h(A/K) = {Zord v) log N (v Zlog’Jlg 7o) det Im72

W(A/K) = h(A/K) + glog(%r),
and for the stable height :

hat (A/K) = ha(A/K) + 3 log(2m).

The work of Autissier in [2] contains two results : a formula for the height of a prin-
cipally polarized abelian variety (A, L) of dimension g which admits good reduction eve-
rywhere :

h(A/K) = 2gh(© ZI Ay, Ly)

where h(0) is the Philippon’s height of the theta divisor (symmetric divisor defining the
principal polarisation) and the I(A,, L,) are some archimedean invariants which will also
intervene in our own work, and moreover a formula for the Jacobian, A, of a genus 2
semi-stable curve :

h(A/K) = 2gh(0) + [K ZavlogN ZI Ay, Ly)

where the o, are some constants made precise in his paper which depends of the reduction
type at v and which are zero at places of good reduction.
As the height of the theta divisor is positive, one can deduce the inequality :

[Kl Zal,logN ZI Ay, Ly) < h(A/K)
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In this thesis we prove an inequality of this kind, first for a semi-stable principally
polarized abelian variety over a number field. We then modify the inequality, dropping the
condition of existence of a principal polarization and the condition of semi-stability. We
deduce from this some corollaries, one of the most interesting being an explicit bound for
the cardinality of the group of rational torsion points.

We can note moreover that Autissier in [3] gives an effective lower bound for the
invariants I(-,-), if (A4, L) is a pricipally polarized abelian variety of dimension g over C,

denoting p(A, L) the injectivity radius of (A4, L) and p = min (p(A, L), , /?Z;), the theorem

2.1 of Autissier in [3] provides :

(s g g, 3g
I(AL)> —— + 21 Z log =2,
(4, )_12p2+2 ogp+ 7 log —

Autissier proves, also in [3], a lower bound of the form :
I(A,L) > cyTr(Im(H)) — €4,

where ¢4 and €, are some constants depending only on the dimension g and where H is
the Riemann form of A.

In our work we provide non-archimedean invariants of this kind and suitable lower
bounds depending essentially on the number of components of the Néron model.

Let us make the remark that the hypothesis of being "principally polarized" can often
be by-passed by using the well known Zarhin trick [59] which says that the abelian variety
A* x A% is always principally polarized, A being as usual the dual abelian variety of A.

Our work follows the previous work of Bost providing a lower bound for the Faltings
height using some formula of degree, but what is specially interesting is that we provide
non-trivial estimates of the non-archimedean terms, something that is new and rises the
question of future possible works in the direction of these non-archimedean estimates.

About the torsion, very little is known for abelian varieties of arbitrary dimensions.
We know the famous Mazur-Merel theorem for elliptic curves, see [34], which says that
for any elliptic curve E//K over a number field K there exists ¢(d) depending only on the
degree d := [K : Q] such that :

Card(E(K )iors) < c(d).

There also exists a results of Masser in a letter [3I] to Bertrand, where the abelian
variety A/K is fixed and where one consider L—torsion points for extensions L/K, then
there exists a constant c4 only depending on A such that :

Card(Ators(L)) <cg- ([L : Q] 1Og[L : Q])gv

and we know also the result of Hindry-Ratazzi [24] :

Card(Apors (L)) < [L : Q™ exp ( clog[L : Q] ) |

log log[L : Q]

where the optimal value of v(A) is computed for an abelian variety of type I or II and
products of these, in a paper still unpublished.
In our work we obtain a uniform bound depending, on the degree of the field of defi-
nition, on its discriminant, on the dimension of A and the Faltings height.
Independently, in a work about the degree of isogenies, Rémond obtained a result of
the following type :
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Let A be an abelian variety over a number field K. If ¢ is a real number such that, for
any abelian variety A’ which is K-isogenous to A, there exists an isogeny ¢ : A — A’ with
deg ¢ < c then :

Card(A(K )ors) < 2%9°4 A 1K Q).

It is then possible to specify ¢ after a work of Rémond and Gaudron [I8] [19], in an
unpublished paper, Rémond obtains a bound like :

Card(A(K)tors) < c(g, [K : @])h(A/K)21193(492+1),

in our work we obtain as a last result an upper bound on torsion where the exponent in
the Faltings height is of the form
h(A/K)?,

this is the best exponent that our method provides and this is a good improvement of the
previous result.

1.2.2 Results and the corresponding arguments

One of the main originalities of our thesis is that being given a principally polarized
abelian variety (A/K, L) with a symmetric polarization L and a suitable hermitian integral
model (a Moret-Bailly model) (A, £) we use what is essentially a degree formula also used
by of Bost and take into account in a completely non-trivial manner the non-archimedean
places with bad reduction. This inequality, after including in it the "Key Formula" of Bost,
and after having suitably normalized the Faltings height reads :

15(P)llez 2.0
Isllco

where P is a rational point, hy(P) its Néron-Tate height and hg is the Faltings height
after some normalisation, the sum itself is over all places of K.

Till now, each time this formula had been used, the non-archimedean terms were
neglected :

—=hst(A) = hp(P) 4+ ) [K, : Q)1

[s(P)llep 2.0

For all non-archimedean v, log T
Sl

<0,
which is due to the fact that if a section is integral, it remains integral along the section
extending the point P, which is trivially always true.

By performing an average over torsion points, for which hy(P) = 0, Bost has deduced
the following inequality :

E t(A) > Z I(As, Lo)
[ O'K‘—)(C

the invariants I(Ay, Ly) being defined by an integral obtained as limit of the Riemann
sums corresponding to the average over torsion points. The formula for the archimedean
norms of those sections, is well known at least since Moret-Bailly. The proof of this last
result is reproduced as appendix 8 in the paper [I8] of Gaudron and Rémond.

We obtain then as a main result, theorem an inequality in which new invariants,
that we denotes J(-,-), at non-archimedean places with bad reduction, occur ; the inequa-
lity has the following form :
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1

J(Ay, Ly)log N(v) (1.4
K:Q_ 2 [ :(@]UEBgii/K) ( )log N(v)  (1.4)

where N(v) is the norm over Q of a place v and Bad(A/K) being the set of all non-
archimedean places with bad reduction.

The main originality of our work is then the occurrence of the terms J(-,-), which we
are going to briefly describe a little bit more precisely.

Such a computation of the non-archimedean terms of this equality is new, it relies
essentially on the comparison between Néron-Tate local heights, for which formulas due
to Hindry [22] and Werner [55], [57] are known, with non-archimedean norms of sections.
We remark that those are two points of view that appeared in number theory in different
contexts and diffent chronological order but that represent fundamentally the same objects.

Let A,/K, be a semi-stable abelian variety over a non-archimedean field K,, Raynaud
theory, which we describe more precisely in chapter 2, says that A(K,) can be written as a
rigid analytic quotient A,(K,) = G,/M, where G, is some commutative algebraic group
and where M, is a lattice, such that we have a diagram of rigid analytic spaces :

0

where T, is a torus and where C, is an abelian variety over K, with good reduction.
Denoting by X (7)) the group of characters of T, then the extension G, is described by
some homomorphism 7 : X (T,) — Pic’(C,), this last group being the group of line bundles
of degree 0.

Let D be the ample divisor that we want to study, then there exists a meromorphic
function ©, (a generalized theta function) and a divisor E on C,, such that :

¢*D = div(0,) + 7" E,

if, moreover, one defines

(I)E . Cv —>Pic0(C’v)

a—t'E—E

where t, is the translation by a, then there exist a homomorphism ¢ : M, — X(T,) that
gives rise to a commutative diagram :
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M, —— G, (K,) —— C,

@ op

X(T,) T Pic’(C,).

If now we denote G, (O, ) the group of K,—integral points of G,, in a sense that we
make precise in chapter 2, then there exists a tropicalisation map :

~ v v ~ * * -1 HU
Trop : Gy(Ky) ek = bl = Hom (X (T,,), K /Of) —— Hom (X (T,), R)

and then the fact that M, is a lattice is properly defined by saying that this map is injective
on M, and that Trop(M,) is a lattice in the usual sense in Hom(X (7)), R) = R".

The equivalent of the Riemann condition in the complex case is then that A, /K, is
an abelian variety if and only if the bilinear map M, x M, — R :

(m1, m2) — Trop(ma)(¢(m2)),

is positive definite.

We then see, after tropicalization, that some positive definite quadratic form, which
we will denote @, : R™ — R, appears.

We can then associate to @), a fundamental domain which turns to be a natural fun-
damental domain associated to @, and to Trop(M,).

Fo,.m ={x € R"|Vm € Trop(M,), Qulz] < Qulx +m]}.

This is a convex symmetric polyhedron.
The invariant J(A,, L,) for L, = O(D) which appears then quite naturally is then :

J(Ay, Ly) = / Qyx]dx,

FQu,My

where dz is the usual Lebesgue measure.

In our chapter 5, we first consider the non-archimedean toric case which is close to
the complex case and corresponds to the situation where the abelian variety with good
reduction C, is trivial, we then treat the general case. Our idea was to work as Bost did,
by performing an average over torsion points, but we remark that in the non-archimedean
case the computations are a little bit more complicated.

Especially, the norms takes the form of the following local heights :

Abu(0(1)) = 10810 (D) + Ao (r(0) + Hult1) B 4, (15)
[Kv : Qv]
where A E.v is the local canonical height associated to E on C,,, where H,(-,-) is a bilinear
form and corresponds to @, (i.e. Hy(t,t) = Q,(Trop(t)) and where &, is some constant.
The computation has then to be performed carefully in order to provide the proper result.
We then obtain in our chapter 5, after some reminders in the previous chapter about
abelian varieties, Arakelov theory and the theory of heights, the following result :
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Theorem A. (Théoreme Chapter 5) Let A/K be a semi-stable abelian variety over a
number field K which is principally polarized by a symmetric line bundle L, let Bad(A/K)
be the set of non-archimedean places of K at which A admits bad reduction and let I(-,-)
and J(-,-) be the previously defined invariants, then :

1- 1 1
5hst(A) > X Q U:;%I(AU,LU) + % Q UeBa%/K)J(Av,LU)log N(v)  (1.6)

where hg (A) is the Faltings height that we have normalized for convenience.

In the chapter 6, we make some estimations of those non-archimedean invariants.
Especially after having shown that we can always suppose that the matrices @, are reduced
in the sense of Minkowski we show that with this hypothesis there exists some constant
C(r) depending only on the dimension 7, of T}, such that :

Tr(Qy)

> J(Av, Ly) 2 C(ry) Tr(Qu),

it is our lemma [6.5] of chapter 6 where we provide an explicit, yet not optimal, admissible
value for C'(r), and better estimations for r = 2,3,4,5. We then deduce thanks to a result
that has become classical which says that :

det(Qv) = Cv(Av K)’

this last integer being the number of components in the special fibre of the Néron model
of A/K that :

J(Ap, Ly) > C(ry)eo (A, K)V,

where 7, is the dimension of T,,. This is our proposition 6.8 of chapter 6, where we moreover
provide an explicit yet non-optimal admissible value for C (r).

We deduce from this a version of a theorem that was first suggested by Hindry and
Pacheco in [23] but that we make completely explicit and that we obtain in an other way :

Theorem B. (Theorem[6.14] Chapter 6) Let A/K be a semi-stable abelian variety over a
number field K, let Bad(A/K) be the set of non-archimedean places of K where A admits
bad reduction, for each v € Bad(A/K) let ¢,(A, K) be the number of components of the
special fibre of the Néron model of A x g K, and N(v) the norm over Q of v, then there
exists a constant ca(g) depending only on the dimension g of A such that :

LY (A K)o log N(v) < ealg)hen(4),

[K: Q) vEBad(A/K)

we can take,

o) () () ()

g

ca(g) =
For this special value of c2(g) we have :

calg) < 249"
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We obtain this result with the previous estimations and by writing first the case of
a principally polarized abelian variety. The hypothesis of being "principally polarized" is
quite easy to by-pass thanks to Zarhin’s trick reminded earlier but the hypothesis of semi-
stability is much more subtle. In particular we do not know how to obtain such a result
in full generality, in the case when the variety is not semi-stable.

However we can obtain a weaker result in the general case, and this generality is
sufficient to obtain quite a good upper bound on the cardinality of the group of rational
torsion points.

For this purpose we first define c/,(A, K) for a place v of K, either as being equal to
cv(A, K) when the residual characteristic of v satisfies p, > 2¢g + 1 or when the reduction
at v is semi-stable, or as the part of ¢,(A, K) that is prime to the residual characteristic
of v in other cases.

We then obtain a slightly weaker but more general version of the previous theorem
that takes the following form :

Theorem C. (Théoréme Chapter 6) Let A/K be an abelian variety over a number
field K, let h(A/K) our suitably normalized Faltings’ height, denote by Bad(A/K) the set
of non-archimedean places of K at which A admits bad reduction, c, (A, K) the previously
introduced integer, N (v) the norm over Q of the place v, then there exists a constant c3(g)
depending only on the dimension g of A such that :

1

[KQ] Z CL(A’K)I/glog N(U) SC?)(Q)E(A/K)a
) veBad(A/K)

one can take,

94 (%)ng (%)2 (%)(8971)(8972) (8%7+1)ng1 . 159(29-1) ifjl(?)i . 1)(51' —1)

c3(g) = g

For this special value of c3(g) we have :

c3(g) < 2809

From this we can deduce trivially the following corollary :

Corollary D. (Corollaire Chapter 6) Let A/K be an abelian variety over a number
field K, Bad(A/K) the set of non-archimedean places of K at which A admits bad reduc-
tion and N (v) the norm over Q of a place v, then there exists a constant c3(g) depending
only on the dimension g of A such that :

1

(K : Q]

one can take for c3(g) the constant of the preceeding theorem.

Y log N(v) < es(g)h(A/K),
veBad(A/K)

We haven’t really tried in this text to optimize the constants, there is a difficult part
of Geometry of Numbers in it and perhaps an easier part that rely on optimizing our
computations nevertheless such optimization would make the text more complicated. We
compute explicit admissible values for the constants and this is already enough for us.
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Especially the previous corollary allows us in our chapter 7 to write a bound on the
cardinality of the group of rational torsion points. This is a consequence of the prime
number theorem and of a lemma that permits to bound torsion once we know a suitable
place of good reduction.

Thus we obtain the following theorem over Q :

Theorem E. (Théoréme Chapter 7) Let A/Q be an abelian variety of dimension g
and h(A/Q) our Faltings height suitably normalized then there exists an explicit constant
C1(g) depending only on g such that if we denote A(Q)iors the group of Q—rational torsion
points we have :

Card(A(Q)uors) < C1(g) max{1, h(4/Q)}.
Where we can take for C1(g),

C1(g) = 2%¢3(9)",

c3(g) being the term of the previous theorem.
For this special value of C1(g) we have :

Ch(g) < 2819°.

In this previous theorem, and in the following, the exponent of the Faltings height is
the best known.

We then finally deduce from the existence of effective versions of the prime number
theorem over number fields that there exists an explicit form with quite a good exponent
over number fields. This is our last theorem.

Théoréme F. (Théoreme Chapitre 7) Let A/K be an abelian variety of dimension g
over a number field K of degree d and of discriminant Ag. Denote h(A/K) our suitably
normalized Faltings height, then there exists a constant Cy(d, Ak, g), that can be made
explicit, depending only on d, on Ak and on g such that if we denote A(K )iors the group
of K-rationnal torsion points of A :

Card(A(K )ors) < Ca(d, A, g) max{1, h(A/K)}9.

The plan of this memoir is the following. After the first introductory chapter, chapter
2 contains various preliminaries on abelian varieties. Chapter 3 reviews some aspect of
Arakelov geometry : hermitian bundles, Moret-Bailly models, the definition of the Faltings
height of an abelian variety and its stable variant and finally the key formula linking the
Faltings height with the degree of the hermitian bundle of sections (formula due to Bost).
Chapter 4 introduces the crucial tools for our p-adic study : local Néron heights and the
theory of p-adic uniformisation (due to Raynaud). Chapter 5 contains the proof of the main
theorem, the lower bound for the Faltings heights by local terms both archimedean and
non archimedean. (formula . Chapter 6 contains the proof of the inequality connecting
the terms J(A,, L,) with the cardinality of the group of components of the special fibre
of the Néron model. Chapter 7 contains the application of the previous results to give an
explicit bound for the torsion group, in terms of the Faltings height.






Chapitre 2
Préliminaires

L’objectif de cette theése est la minoration d’un invariant arithmetico-géométrique es-
sentiel, la hauteur de Faltings, sur les variétés abéliennes. Dans ce chapitre nous présentons
donc les objets sur lesquels nous allons travailler, c’est-a-dire les variétés abéliennes.

La théorie des variétés abéliennes remonte au moins a Abel et Jacobi avec I’étude des
intégrales dites, a présent, abéliennes et qui est en lien avec la résolution des équations
polynomiales. Les premieres variétés abéliennes qui apparurent sont connues maintenant
sous le nom de variétés Jacobiennes associées a une courbe.

La généralisation de ceci a conduit au dévelopement de ’étude de ces objets qui fut
largement dévelopée au cours des XIXieme et XXiéme siecle. Pour une introduction his-
torique on peut conseiller de lire 'introduction de [5].

Dans ce chapitre nous présentons assez brievement la théorie des variétés abéliennes
définies sur C puis nous présentons les bases de la géométrie rigide et ce qu’il nous faut
concernant les variétés abéliennes sur un corps non archimédien.

La théorie sur C est a présent bien connue et a été largement exposée dans divers
ouvrages (Cf. [28, 40, 51]...).

En revanche la théorie sur un corps non archimédien n’a été développée que plus tard
notamment sous 'influence de John Tate pour la Géométrie Rigide et de celle de Michel
Raynaud pour la théorie d’uniformisation correspondante [46), [41], (6], [48].

2.1 Les variétés abéliennes sur C

Une variété abélienne A définie sur un corps K est par définition un schéma en groupes
integre, commutatif et projectif. Il est bien connu que demander a ce qu'un schéma en
groupe soit projectif implique automatiquement qu’il est commutatif (cela est prouvé par
exemple dans [40] ou voir par exemple [28] Ch. II Théoréme 1).

Sur C, il est naturel de rechercher les variétés abéliennes parmi les tores C9/A ou A
est un réseau dans CY9, c’est-a-dire un sous-groupe libre et discret de rang maximal.

En général, un tore quelconque n’est pas nécessairement projectif, et donc un tore n’est
pas nécessairement une variété abélienne.

Pour qu’un tore C9/A soit une variété abélienne il faut et il suffit qu’il existe une forme
hermitienne H : CY x C9 — C qui soit définie positive et telle que (Im H)(A x A) soit
inclus dans Z (C’est le Théoreme de Lefschetz, c.f. [40]).

Dans le cadre de ce travail, la situation intéressante est celle des variétés abéliennes
définie sur un corps a valuation non archimédienne. Nous les présenterons plus tard dans
ce chapitre. En attendant nous présentons dans cette section I’essentiel de ce qui concerne
les tores complexes et les variétés abéliennes sur C dans le but d’établir un parallele.

21
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2.1.1 Les tores complexes et les variétés abéliennes

Concernant les variétés abéliennes sur C, il est naturel de rechercher de tels objets parmi
les tores complexes C9/A présentés précédemment. La premiére question qui peut se poser
est alors de savoir si une telle variété est nécessairement un tore. Les propriétés particulieres
de C font que dans ce cas la réponse est oui. Plus précisément une variété abélienne sur
C est, entre autres, un groupe de Lie complexe, connexe et compact (car projectif) et le
lemme 1.1.1. de [5] ch.1 énonce justement qu'un tel groupe de Lie est nécessairement un
tore. Dans le cas d’une variété abélienne définie sur un corps non archimédien, la réponse
a cette question est beaucoup plus délicate comme nous le verrons dans ce chapitre.

La question naturelle qui suit est alors de savoir parmi tous ces tores quelles sont les
variétés abéliennes. C’est une question plus délicate qui fut résolue par Lefschetz.

Généralités sur les tores complexes

On peut montrer (Cf. [5, Chl]), cela fait partie des propriétés agréables de ce genre
d’objets, qu'une application holomorphe h : X = CI/A — cY /A" sécrit de maniere
unique comme h(x) = f(x) 4+ h(0) ot f est un homomorphisme de groupe induit par une
application C—linéaire F' : C9 — C9' telle que F(A) C A’. Alors, 'image Im(f) est un
sous-tore de X’ et Ker(f) est un sous-groupe fermé de X.

Parmi les morphismes entre tores complexes, on peut distinguer les isogénies. Ce sont
des homomorphismes surjectifs & noyau fini. Ceci pouvant étre pris comme définition. On
peut aussi remarquer qu’une isogénie est toujours, a isomorphisme pres, de la forme d’une
application quotient X — X/T" ou I' est un sous-groupe fini de X.

Si [n] désigne la multiplication par un entier n non nul, dans le sens que [n]P =
P+ P+ P+---+ P, [-n]|P = —[n|P pour un point P de X, on peut vérifier que 1’appli-

nfois
cation [n] : X — X est une isogénie.

Plus précisément,

Ker[n] = %A/A >~ A/nA = (Z/nZ)*

Comme variété réelle, X = CY9/A est topologiquement isomorphe au produit de 2g
cercles, (81)29 . On peut en déduire notamment que les groupes d’homologie et de coho-
mologie singuliere H,,(X,Z) et H"(X,Z) sont des groupes abéliens de type fini.

Nous voyons de plus que :

7['1(X) = Hl(X,Z) = A

On peut de plus montrer par ’isomorphisme de Kiinneth que :

/n\Hl(X,Z) ~ H"(X,Z),

on peut en déduire notamment que H,(X,Z) et H"(X,Z) sont des Z—modules libres de
rang 29

De plus, le théoreme des coefficents universels nous donne :

H™X,C) = H"(X,Z) ®,C.
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On peut également montrer que

n

H"(X,C) = Alt§(V,C) := A\ Homg(V,C) = A\ H'(X,C).
Finalement, le fameux théoreme de de Rham :
Hn(X7 C) = HgR(X>7

permet d’une part, d’identifier H"(X, C) avec les n-formes formes différentielles sur X qui
sont invariantes par translation et d’autre part, la théorie de Hodge permet une décom-
position
H"(X,C)= @ #H",
ptg=n

ou les HP? désignent I'espace des formes harmoniques sur X qui sont p-fois C—linéaires
et g-fois C—antilinéaires.

Entre autres un tel tore est une variété Kahlerienne et dans le cas des tores nous avons
I'identification :

P q
HPA /\Horn(c(V, C)® /\ Homg(V, C),

ou Homg désigne les homomorphismes C-antilinéaires.

Si on choisit des coordonnées z1, ..., z, sur CY dont on note dz1, dzs,...,dz, leurs dif-
férentielles considérée comme forme constantes de type (1,0) on peut définir les 1—formes
réelles dz1,dxo, ... ,dxg et dyi,dys, ..., dy, définies par dz; = dx; + idy;.

Si w est une forme différentielle de type (p, ¢) sur un tore complexe (plus généralement
sur une variété complexe), dw se décompose en dw + dw ot dw est de type (p+1,q) et dw
est de type (p,q+ 1) : si

W= Z wil77:27--~’ip7j1r~~:jqdzil ASERRA dzip Ndzj Ndzj, N A dzjq
1<ii<---<ip<yg
I1<in<---<js<yg

g 80.)@‘ . .
1---2pyJ15--5]
L1 <ig<-<ip,<g
1<ji<--<js<yg
et
_ g awz . .
05--+ylpyJ15--45] =
80.): E E #de/\dZ“/\/\dzzp/\dzjl/\dzjq

Li<ig<<ipy<g
1§j1<"'<jq§g

Etant donné un tore complexe X, on peut définir intégrale d’une forme comme I’inté-
grale de la forme réelle associée, une forme différentielle est alors dite entiere sur X si son
intégrale par rapport a toute sous-variété de dimension appropriée de X est un entier.

On peut alors montrer, qu’un tore complexe X est une variété abélienne sur C si et
seulement si il existe une forme de Kéhler entiére sur X (voir [I3] pour le lien avec la
formulation qui suit).



24 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES

Fibrés en droites sur les Tores complexes

Le groupe de Picard, noté Pic(X) et constitué des classes d’isomorphismes de fibrés en
droites sur X est canoniquement isomorphe au premier groupe de cohomologie H' (X, o0%)
ou O% est le faisceau des fonctions inversibles sur X.

Un outil classique (voir par exemple [4]) est alors la suite exacte de I’exponentielle :

xp(2i7-
0 Zx —— O0x 220y 1

ou Zx est le faisceau des fonctions localement constantes sur X a valeur dans Z. Cela
donne lieu a une suite exacte longue de cohomologie :

HY(X,Z) —— HY(X,Ox) — Pic(X) — H%(X,Z) — H%(X,Ox).

Pour L € Pic(X), la classe ¢1(L) € H?(X,Z) = H?(\,Z) est appelée la premiére classe
de Chern de L.

Un résultat classique nous dit que tout fibré en droite sur un C-espace vectoriel est
trivial. L’idée alors pour construire un fibré en droite sur X = C9/A est de tirer en arriére
le fibré par le revétement universel = : C9 — X.

Pour L un fibré sur X nous disposons alors d’'un diagramme commutatif :

7L —— L .

|, |

V=T
Alors 'action de A sur CY se releéve en une action sur 7*L. Nous savons que 7*L est
trivial, on peut donc choisir une trivialisation 7*L —— C9 x C . On obtient une action

de A sur CY x C de sorte que L est le quotient de C9 x C par cette action. On voit alors
qu'un élément de A agit linéairement dans les fibres, de sorte que pour v € A,

’Y(Zat) = (Z +77a7(z)t)7

ou a- est une fonction holomorphe inversible sur CY. Ceci définit une action de groupe de
A sur C9 x C si et seulement les a,, satisfont la condition de cocycle :

Vy,0 € A,Vz € CY, ayys(2) = ay(z +6)as(2).

Une famille (a;);ep de fonctions holomorphes inversibles satisfaisant cette condition
est appelée un systeme de multiplicateurs.

Définition 2.1. Etant donné un systeme de multiplicateur (a;);cpx on appelle fonction
théta associée a celui-ci toute fonction holomorphe 8 : C9 — C telle que :

Vie A,VzeC, 0(z+1) = ai(2)0(z).
Chaque a; étant alors appelé un facteur d’automorphie.

On peut alors vérifier assez facilement que si (a;);cp est un systéme de multiplicateurs
et si L est le fibré associé, 'espace des sections H°(X, L) s’identifie canoniquement &
I’espace des fonctions théta pour les facteurs d’automorphie (a;);e-

Nous allons voir, c’est le théoreme d’Appell-Humbert, que ces facteurs que 'on peut
définir de maniere naturelle et relativement explicite comme des facteurs d’automorphie
représentent d’une certaine maniére ’ensemble de tous les fibrés en droites sur un tore
complexe.

Commencons par une définition :
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Définition 2.2. On appelle donnée d’Appell-Humbert tout couple (o, H) ou H est une
forme hermitienne sur CY dont la partie imaginaire £ = Im H prend des valeurs entiéres
sur A X A et « est une application qui va de CY dans U(1) = {z € C*||z| = 1} et qui
vérifie :

Vi, ly € A, a(ly + 1) = a(l)a(ly)(—1)Flk)

On peut vérifier facilement que si (a, H) est une donnée d’Appell-Humbert alors les

fonctions définies par :
Al(z) _ a(l>67rH(z,l)+%H(l,l)’

sont des facteurs d’automorphies. On note L(«, H) le fibré en droites associé.

Théoréme 2.3. (Théoréme d’Appell-Humbert) Tout faisceau inversible sur C9/A est de
la forme L(a, H) pour une unique donnée d’Appell-Humbert (o, H).

Démonstration. C’est un théoréme désormais tres classique, voir par exemple [26, Ch.
3. O

Cette forme alternée, F, est reliée directement a la premiere classe de Chern du fibré L.
Plus précisément il existe un unique représentant invariant par translation de ci(L), cela
définit une 2-forme alternée E (A1, A2) sur A a valeur dans Z telle que E(iz,iy) = E(x,y)
et £ =1Im H ou H est une forme hermitienne sur ’espace tangent de X.

La caractéristique d’Euler-Poincaré de L, x(X, L), est définie comme la somme alternée
des dimensions des H*(X, L). Le degré de X par rapport & L est défini comme le nombre
d’intersection de ¢ (L) g-fois avec lui-méme. Le théoréme de Riemann-Roch nous donne
alors la relation :

1
X(X,L) = adegL(X).

Si L est un fibré en droites ample alors les groupes de cohomologie s’annulent pour
i # 0 de sorte que x(X, L) = dim H°(X, L).

On dit que le couple (A, L) est une variété abélienne polarisée si A est une variété
abélienne et si L est un fibré en droite ample sur A. On dit de plus que (A, L) est princi-
palement polarisée si dim H°(A, L) = 1.

Terminons cette section par deux caractérisations équivalentes des variétés abéliennes
parmi les tores complexes :

Théoréme 2.4. (Conditions de Riemann I)Un tore compleze X = V/A est une variété
abélienne si et seulement si il existe une forme hermitienne H : V x V — C positive et
non dégénérée telle que Im(H)(A x A) soit inclu dans Z.

Démonstration. Théoréme tres classique, voir par exemple [5]. O

Théoréme 2.5. (Conditions de Riemann II) Pour qu’il existe une forme de Kihler entiére
sur un tore compleze X = V /A, autrement dit pour que X soit une variété abélienne, il faut
et 1l suffit qu’il existe une base B de I’espace vectoriel complexe V', des entiers strictement
positifs dy, ..., dg vérifiant dy| - - - |dg et une matrice compleze carrée T d’ordre g symétrique
et de partie imaginaire définie positive tels que, dans la base B, on ait

A =779 + AZ9,
ot A est la matrice diagonale de coefficients diagonauz di, ..., d,.

Démonstration. Théoréme treés classique voir par exemple [13]. O
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2.2 Rappels de géométrie rigide

Ici K désigne un corps valué ultramétrique complet.

La géométrie rigide est la solution théorique que John Tate a trouvé pour pouvoir
construire des objets analytiques raisonnables sur un corps non archimédien. Le probléme
pour appliquer directement les théories usuelles sur des objets géométriques définis sur un
corps non archimédien provient du fait que la topologie ultramétrique d’un tel corps est
totalement discontinue et, par exemple, les boules fermées de la topologie réelle usuelle
deviennent a la fois ouvertes et fermées sur un corps non archimédien.

Pour plus de détails concernant la géométrie rigide on renvoie le lecteur au livre de
référence [49].

Concernant ce qui est présent ici, c’est essentiellement une traduction des excellentes
notes de Mihran Papikian [44].

L’idée de base de John Tate est de suivre la construction usuelle de la géométrie
algébrique (variété affine, recollements...) mais avec des objets plus adaptés au caractere
ultra métrique des corps en question.

Ainsi on définit I'algebre de Tate T),(K) qui sert d’analogue & ’algébre de polynémes
K(z1,29, ..., 2n] :

Définition 2.6. L’algebre de Tate, T,,(K), notée encore K < X1, Xs,...,X,, > est 'al-
gebre des séries formelles a coefficients dans K dont le coeflicient tend vers 0 :

T.(K)=K < X1, Xo,..., X, >= Xk xhke o xhn li -
n( ) < b2 »An = kGZNnak 1 2 n |k1+k2+-1-r-{lkkn%oo|ak| 0

On munit cet espace de la norme suivante :

Z ap XM x5 xEn || = max {|ag|| k € N}
keN™

On peut vérifier qu’avec cette norme, T,,(K), est entre autres une algebre de Banach.
Ce qui fait 'analogie avec un anneau de polynomes est la proposition suivante :

Proposition 2.7. — Tout idéal dans T, est fermé.

— T, est un anneau Noethérien.

— Si I C T, est un idéal, alors il existe un morphisme injectif Ty — Ty, /1 ou d est la
dimension de Krull de I.

— Si I C T, est un idéal mazimal alors T, /I est une extension finie de K et la
valuation de K s’étend de maniére unique en une valuation de T,,/I.

— T, est un anneau de Jacobson, c’est-a-dire que le radical d’un idéal I est l’inter-
section de tous les idéaur mazrimaux contenant I.

Désignant par Max(A) le spectre maximal d’un certain anneau A, pour f € T, et
r € Max(T,(K)) soit f(z) 'image de f dans le corps résiduel T),/z. Comme, par la
proposition précédente on peut uniquement étendre la valuation de K a T, /x on peut
définir la norme spectrale

1fllsp = sup {|f(z)] | € Max(T,,(K))} .

Nous avons alors le théoréme suivant qui provient essentiellement du principe du maxi-
mum :
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Théoréme 2.8. Pour tout f € Ty, || fll = || fllsp-

Ce qui est au fond ce que 'on attendait d’une telle norme non archimédienne.
Continuons de développer cette théorie non archimédienne dans le sens de la géométrie
algébrique usuelle.

Définition 2.9. Soit I C 7, un idéal. L’algebre A = T, /I est appelée une algebre
affinoide.

Comme [ est fermé dans T,,, I'algebre A est Noethérienne et est une algebre de Banach
pour la norme quotient, || f|| = inf{||f + g|||g € I}.

Soit Z(I) C Max(7},) l'ensemble des zéros communs des éléments de I. Par restric-
tion, les éléments de T,, peuvent étre vues comme des fonctions sur Z(I). Comme T,, est
Jacobson et T,,/I est supposée réduite, un élément f € T, est nul sur Z(I) si et seule-
ment si f € I. En particulier les éléments de T,,/I peuvent étre vus comme des fonctions
(holomorphes) sur Z([).

La surjection canonique T,, — T, /I induit une application Max(T},/I) — Max(T,).
Cette application identifie Z(I) avec Max(7,,/I) comme dans le cas de la géométrie algé-
brique usuelle.

Il s’en suit que les éléments de T,, /I peuvent étre vus comme des fonctions sur Max(7,,/1).

L’ensemble, Max(7},/I), est muni de la topologie engendrée par les U C Max(T,,/I)
tels qu’il existe un homomorphisme d’algebre affinoides ¢ : T,/I — T,/J avec U =
¢*(Max(T,/J)). Les sous-ensembles de Z(I) de ce type sont appelés sous-ensembles ou-
verts affinoides.

Définition 2.10. Soient fo, fi1,...fn € T,/I des éléments tels que T, /I = foT,/I +
AT,/ I+ -+ f,T,/1. L’ensemble

X (fo, fr, s fn) = {z € Z(DWVi, |fi(x)] < [folx)[}

est appellé un sous-ensemble rationnel.

La bonne notion, a présent, pour pouvoir considérer des espaces annelés comme en
géométrie algébrique usuelle, est celle de topologie de Grothendieck.

Définition 2.11. Une topologie de Grothendieck sur un espace topologique X consiste
en les données suivantes :
— Une famille G de sous-ensembles ouverts de X satisfaisant les conditions suivantes :
—0,Xeg
— Pourtous U,V € G, UNV € G.
— Pour tout U € G un ensemble Cov(U) de recouvrements de U satisfaisants :
— Pour tout Y € Cov(U), Veld = V eq.
— {U} € Cov(U).
— SiUd € Cov(U) et si V .C U avec V € G alors

UNV ={U'nV|U €U} € Cov(V)
— 81 (U;)ier € Cov(U) et si pour tout i € I, U; € Cov(U;) alors

Ui ={U'3i e U e Us} € Cov(U).
el

Les éléments de G sont appelés sous-ensembles admissibles de X, les élements de
Cov(U) sont appelés recouvrements admissibles de U.
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Etant donné un espace topologique muni d’une topologie de Grothendieck, on peut dé-
finir, en utilisant les ouverts admissibles et les recouvrements admissibles, des préfaisceaux
et des faisceaux associés ainsi qu’'une cohomologie de Cech.

Soit A une algebre affinoide alors on peut munir Max(A) d’une topologie de Grothen-
dieck ou les ouverts admissibles sont les sous-ensembles rationnels et ou les recouvrements
admissibles sont les recouvrements finis par des sous-ensembles rationnels.

Si on note O(U) l'algebre affinoide d’un sous-ensemble rationnel U C X alors la K-
algebre O(U) munie des applications naturelles de restriction est un préfaisceau dont Tate
a prouvé qu’il s’agit en fait d’un faisceau.

Définition 2.12. Un espace affinoide est un espace topologique X = Max(A) ou A est une
algebre affinoide, munie d’une topologie de Grothendieck fournie par les sous-ensembles
rationnels et dont le faisceau structural est le faisceau O qui précede.

Définition 2.13. Un espace analytique rigide est un triplet (X, G, O) ou X est un espace
topologique muni de sa topologie de Grothendieck fournie par G et d’un faisceau de K-
algebre O tels qu'il existe un recouvrement (X;)ier € Cov(X) avec (X;,G|x,;,O|x,) un
espace affinoide.

De méme que 'on a considéé les algebres de Tate K < z1,...,x, > on peut considérer
comme précédemment l'algebre de Banach K < ri Lo, .. ,Tn, b > pour des nombres
réels strictement positifs 71,7, ...,7,, qui est la complétion de K[x1,...,x,] par rapport

a la norme de Gauss suivante :

1 (@)l = maX |am|ry™ -7,
puis faire les mémes constructions que précédemment.
Analytification :
Considérant X = Spec K[Z1,Za,...,Zy)/(f1, f2,- ., fs) un schéma affine réduit et de
type fini sur K, on peut en donner une version analytique que I’on notera X?".
La topologie sur X peut-étre identifiée avec le fermé de Zariski de K™ :

X={2=(z1,...,2n) € K"0 = fi1(2) = fa(z) =--- = fs(2)}.

On choisit m € K* avec |r| < 1, alors pour m > 1 définissons :
Xm={ze€X|V1<i<n,|z <|r|™"}

Alors X,,, a une structure naturelle d’espace affinoide :

Xn=Sp K <a"Zy, 7" 2y, ..., 71" 72, > /(fl,...,fs).

Les affinoides X, peuvent étre recollés d’'une maniere évidente ou X, est ration-
nel dans X, 1. Cela fournit un espace analytique rigide X?" dont le faisceau structural
O(X?") n’est autre que ligl((’)(Xm)).

L’une des choses les plus importantes concernant la géométrie rigide et qui montre bien
qu’il s’agit d’une bonne construction, c’est que I'analogue des théoremes GAGA restent
vrai dans ce contexte, c’est une résultat notamment prouvé par Kiehl.

Le tore en géométrie rigide

Un tore T défini sur un corps K est un schéma en groupes tel que sur la cléture
algébrique K de K on ait :

dim(T")

TxSpecl_(%GmK )
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ou G, est le groupe multiplicatif.
On dit que le tore T/ K est déployé, sur une extension finie K’ /K, si
! ~ ~dim(T)
T x Spec K' = Gm’K, .
Par exemple pour un entier d qui n’est pas un carré, le tore représenté par 1’équation
de Pell-Fermat :
T/Q: 2% —dy? =1,

est un tore déployé sur 'extension quadratique Q(v/d) en effet :
T xQ(Vd) =G,,qva)
comme le montre I’équation :
(x + yVdy)(z — Vdy) = 1.

L’un des objets les plus importants de la géométrie rigide demeure le simple tore. Cela
est lié a des notions plus modernes d’espaces de Berkovitch et de Géométrie tropicale qui
apportent un regard & la fois plus précis et plus profond sur ces questions mais dont nous
n’aurons pas besoin dans cette these.

Soit T' = G%K = Spec K[z1,27",. .., Zg, xg_l] le tore algébrique. On lui associe par le
procédé d’analytification sa version analytique rigide 7". Il y a un homomorphisme de
groupe naturel [ : 7%" — RY donné par I(z) = (—log|z1],. .., —log |zn|).

Un réseau, A, est un sous-groupe libre sans torsion de rang maximal de T'(K) qui est
discret dans T®". De maniére équivalente, [(A) est un réseau de rang g dans RY.

On voudrait donner & G = T%" /A la structure d’un espace analytique rigide.

Dans le cadre de la théorie des nombres, on peut supposer que la valuation sur K est
discréte et on peut choisir une base de T°" telle que [(A) = Z9.

Considérons le cube standard S := {(z1, ..., z4)||z;| < 3} dans R9. Alors RY est recou-
vert par les {a + S} olt a € Z9. L’ensemble U := [71(S) est un sous-espace affinoide de
Tar,

Les translatés par des éléments de A, les AU pour A € A sont encore des sous-espaces
affinoides et T%" = [Jycp AU.

On utilise alors le recouvrement de G par les images obtenues par projection V) =
pr(AU) pour le munir d’une structure d’espace analytique rigide.

2.3 Deégénérescence des variétés abéliennes

On peut légitimement se demander dans quelles circonstances le quotient d’un tore
analytique rigide 7" par un réseau A est une variété abélienne et, si oui, est ce que toutes
les variétés abéliennes sur un corps non archimédien sont de ce type. La réponse a la
premiere question est en analogie complete avec le cas complexe comme nous allons juste
le voir, par contre la deuxiéme question est beaucoup plus délicate.

En fait le cas complexe a son analogue non archimédien dans le cas de réduction
completement dégénérée. C’est comme si le cas complexe constituait un cas de mauvaise
réduction ; méme si bien entendu nous ne pouvons parler de réduction dans ce cadre.

Cependant le cas non archimédien est beaucoup plus riche et, en toute généralité, le
revétement universel d’une variété abélienne sur un corps non archimédien n’est plus sys-
tématiquement le tore comme dans le cas complexe mais est un certain groupe algébrique.

Commencons par le cas le plus naturel pour nous du quotient d’un tore par un réseau.
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Réduction totalement dégénérée, analogie avec le cas complexe

Le cas de réduction totalement dégénérée ou encore de réduction torique est un cas tres
particulier de réduction. Il correspond au cas ou la composante neutre de la fibre spéciale
du modele de Néron de la variété abélienne est un tore. On peut mieux voir la situation
dans le cadre général des réductions mixtes qui englobe tous les types de réduction possible
d’une variété abélienne en une place non archimédienne.

Soit G = T?"/A le quotient d’un tore analytique rigide par un réseau au sens défini
précédemment.

Nous avons alors ’analogue du théoréme d’Appell-Humbert, voir [44] p. 10. Le cas de
dimension 1 est due a Tate, le cas de dimension plus grande est dit & Mumford dans [41].

Théoréme 2.14. (Appell-Humbert en Géométrie Rigide, cas torique)
1l existe un isomorphisme fonctoriel de groupe :

Pic(G) = H' (A, O(T*™)%),

ot O(T*™)* = {B- 20"+ 2z57|3 € KX et a € Z9} est le groupe mulitplicatif des fonctions
ne s’annulant jamais sur T®", et A C T**(K) agit par son action de translation. De plus,
tout élément de H (A, O(T*)*) peut étre uniquement représenté par Z(z) = d(\)H (M) (z)
ot

H:A— {2020 a € 29}

est un homomorphisme de groupe et ot d : A — K> satisfait :
d(Axo)d(M) " Hd(A) T = H(\o)(M).
Démonstration. Voir [44] pour des références. O
Avec ceci, on a 'analogue du théoreme de Riemann :

Théoréme 2.15. (Conditions de Riemann, cas non archimédien torique) G est une va-
riété abélienne si et seulement si il y a un homomorphisme de groupe

H: A — Hom(T*", Gy k)

tel que H(A)(N) = H(N)(N) et telle que la forme bilinéaire symétrique sur A x A définie
par
<MN >= —log|H(AN)|

soit définie positive.

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que dans le cas complexe une fois
que l'on connait I’équivalent du théoreme d’Appell-Humbert. O

Cas Général

Le cas général est dit & Raynaud dans [46] mais le texte ne contient pas de preuve. Le
cas completement dégénéré, de réduction torique, que nous venons de présenter est prouvé
dans [41] et contient I’essentiel des idées. Le cas général est traité par Chai et Faltings dans
leur livre de référence [II]. L’article [48] est en particulier trés éclairant et nous aurons
I’occasion d’y faire souvent référence.

En toute généralité si A/K est une variété abélienne sur un corps & valuation discrete,
il existe une extension de groupes analytiques rigides :

0 T G C 0
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ol T est un tore non archimédien, C' est une variété abélienne ayant bonne réduction
et G est un groupe algébrique commutatif défini sur K tels que :

A=G/M,

ou M est un réseau dans GG, en un sens que nous allons préciser, de rang la dimension
de T.

L’idée est d’utiliser le théoréme de réduction semi-stable, voir [7] théoréme 1.1, sur la
fibre spéciale et de relever sur le corps.

La théorie complete est plutét tres élaborée et n’est pas le sujet principal de ce travail.
Le lecteur intéressé peut consulter [I1] ou encore [41], 46, [7), 6, 20} 27, [39] [44] 48].

Le théoreme de réduction semi-stable, nous dit qu’apres une éventuelle extension finie
de K, ot A acquiert réduction semi-stable, la composante neutre A% de A devient extension
d’une variété abélienne C, ayant bonne réduction, de dimension (g—r), par un tore déployé
Gy, :

0 G", AD C, 0.

Le théoreme de Raynaud ([46}, 6] [7]), nous dit alors que cette suite se releve en une
extension dite de Raynaud :

0 (2.1)

0

En particulier, le cas de réduction torique correspond au cas ou dans le diagramme
précédent la variété C' est triviale.

Il y a une description utile et trés concrete de G dans [48] : si 'on note X(7T') =
Hom(T, G,,) le groupe des caracteres du tore déployé T', 'extension G est décrite par un
homomorphisme 7 : X (T) — Pic’(C).

Soit D le diviseur ample sur A que I'on veut étudier, alors il existe une fonction ©
méromorphe sur G et un diviseur F sur C tels que :

¢(D) = (6) + =°E.
De plus, si 'on définit
g C —— Pic’(C)

a——t'E—F

ou t, est la translation par a, alors il existe un homomorphisme ¢ : M — X (T') rendant
commutatif le diagramme suivant :
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M 5 G(K,) — " C

@ 205

X(T) u Pic?(C).

Nous noterons G(Of,) le sous-groupe correspondant aux points entiers de G, plus
précisément, C' étant projective, les points entiers de C sont ses points rationnels tandis
que les points entiers de 7" sont les points de (OF )", les points de G(Of,) sont les points
obtenus & partir des précédents lors de I’extension. Plus précisément les points de G(Og, )
sont les points du sous-groupe rigide ouvert de G(K,,) obtenus par complétion formelle de
AY le long de sa fibre spéciale.

Le fait que M soit un réseau dans G signifie que 'application suivante, que 'on peut
appeler application de tropicalisation,

2) o o)~ * " —log |-|v
Trop : G(K,) Gczg;v)) = j:f(g;v)) = Hom(X(T), K;/Ok,) ’

Hom(X(T),R)
est injective sur M et que 'image de M est un réseau usuel dans Hom(X (7)), R) = R".

Théoréme 2.16. (Conditions de Riemann, cas non archimédien général)Un schéma en
groupe A/ K sur un corps non archimédien K d valuation discréte est une variété abélienne
si et seulement si il existe une uniformisation de Raynaud de A/K comme précédemment
et si et seulement si la forme bilinéaire M x M — R :

(m1, m2) = Trop(m1)(¢(m2))
est symétrique définie positive.

Démonstration. Cf. [46), 6], 7] O



Chapitre 3

Rappels de Théorie d’Arakelov

Jusqu’a encore tres récemment la Théorie d’Arakelov ou encore Théorie de I'intersec-
tion arithmétique était une théorie de l'intersection complétant le cadre de la théorie de
I'intersection sur des anneaux d’entiers de corps de nombres en y incluant les places a
I’infini.

Récemment Antoine Chambert-Loir en collaboration avec Antoine Ducros, suivis de
Walter Gubler et Klaus Kiinnemann, on introduit une approche via la géométrie tropi-
cale qui tend a unifier les deux points de vue. C’est-a-dire qu’ils ont construit un espace
théorique commun pour traiter I'intersection aux places archimédiennes et aux places non
archimédiennes notamment via la géométrie de Berkovitch et la géométrie tropicale.

Bien qu’il soit plutét clair que ce travail qui concerne principalement le cas non archi-
médien pourrait trouver un milieu plus approprié dans ce cadre, il nous est apparu que le
cadre précédent de la géométrie rigide est suffisant pour nous.

Nous présentons ici quelques aspects de la théorie d’Arakelov usuelle, ¢’est une théorie
qui est a présent tres développée mais dont nous n’avons besoin que de quelques outils de
base dans le cadre de ce travail.

Je note en passant, que la théorie d’Arakelov, de Suren Yurievitch Arakelov, a repré-
senté une avancée vraiment révolutionnaire mais qu’il ne lui a jamais vraiment été rendu
justice au regard de I'importance de ces idées et de son travail.

3.1 Fibrés hermitiens et degrés d’Arakelov

Nous rappelons que notre cadre de travail pour cette these est celui des variétés abé-
liennes, variétés pour lesquelles apres le travail d’André Néron nous savons qu’il existe un
modele entier approprié, le modéle de Néron.

Définition 3.1. Une variété arithmétique X sur O est un schéma sur Spec Ok dont le
morphisme structural 7 : X — Spec Ok est plat et quasi-projectif. De plus on requiert
qu’il existe une section € : Spec O — X et que la fibre générique soit lisse et propre.

Le produit fibré Xz = X xz C est bien défini, de plus I’ensemble des points complexes
X(C) = {Hom(Spec C, X)} s’identifie & I'union disjointe X(C) = [[ A,(C).
o—C

Définition 3.2. Soit X une variété arithmétique sur Spec Ok, un fibré vectoriel hermitien
£ sur X est une paire (£, h) o € est un faisceau localement libre de rang fini sur X et ou
(E(C), h) est un fibré hermitien sur X' (C) invariant par conjugaison complexe. Dans le cas
de rang 1, on parle de fibré hermitien en droites.

33
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L’une des notions essentielles de la théorie d’Arakelov, outre la théorie de I'intersection,
est celle qui généralise la notion de degré de la géométrie algébrique usuelle.

Pour cela, et c’est 1a tout 'intérét a priori d’avoir un fibré hermitien, on veut introduire
une métrique sur le fibré vectoriel sur Spec Ok, E := H°(Spec O, m.&) = HY(X,E)
sachant que d’aprés Moret-Bailly [38] lemme 1.4.2 7, est encore un fibré localement
libre.

Pour chaque section s € H(X, &) on définit :

I = [ ls@l2, dio )

Xs(C)

oll djio est une mesure sur Xy et || - |2 = hoal-,-).
En particulier, pour le cas qui nous intéresse dans cette these, dans le cas d’une variété
abélienne, dyu, sera la mesure de Haar normalisée.

Définition 3.3. (Degré d’Arakelov)

Soit F un fibré hermitien en droites sur Spec Ok . Pour toute section rationnelle s non
nulle de E, on définit apres avoir convenablement normalisé les valeurs absolues et donc
les normes (voir chapitre suivant).

degE = log Card(E/sOk) — Z log |54,
o:K—C

tandis que si E est un fibré hermitien de rank r, on définit :
—_— —_ — r -
deg F = deg /\ E.

On peut montrer que ce degré est bien défini, c’est-a-dire que la définition est indé-
pendante de la section rationnelle s.

Définition 3.4. (Degré Normalisé et Pentes) On peut montrer, suivant les notations
précédentes, que le nombre réel définit par

—_—

(Te\gn E = deg

L
(K : Q]

est invariant par extension des scalaires, on I'appelle le degré d’Arakelov normalisé de E.
On appelle pente normalisée d’un fibré vectoriel E le nombre réel :

_ 1 —

(E) = deg, E

rg E/ étant bien entendu le rang du module E.

Si, p est un idéal premier de Ok, on peut montrer que 'on peut définir, & une unité
pres, un unique isomorphisme j, : B, — O, entre les localisations en p.
Nous considérons alors ’ordre en p d’une section s € E comme :

ordy(s) = ordy(jp(s)),

ou ord, est la fonction définie au début de notre chapitre 4 dans le cadre de la définition
des valeurs absolues.
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De méme que dans le chapitre 4, et nous renvoyons le lecteur a ce chapitre pour plus
d’explications, nous définissons alors :

_ordp(s)
Islly =p <

ou ey est indice de ramification de I'idéal p au dessus du premier p sachant qu’il existe
un unique nombre premier positif tel que p N Z = pZ.
Dans ce cadre, voir par exemple [54], pour toute section rationnelle s de &,

—

deg E = — Z[Kv : Q] log || s]|v, (3.1)

(%

ou la somme est prise sur toutes les places.

3.2 Hauteur de Faltings, modeles de Moret-Bailly et for-
mule clé

L’idée d’utiliser des modeles entiers de variétés est assez ancienne, elle fut éclaircie par
la preuve par André Néron lui-méme de l'existence des modeéles de Néron qui portent a
présent son nom.

Un modele de Néron d’une variété abélienne A/K est un schéma en groupes plat et
lisse N//Spec Ok dont la fibre générique est A/ K et tel que tout point rationnel P € A(K)
s’étend en une section enticre ep : Spec O — N et qui possede la propriété d’universalité
rappelée dans le théoreme ci-dessous.

André Néron les appellent modeéles minimaux dans son texte [42] ou il prouve le théo-
reme suivant :

Théoréme 3.5. (Néron) Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres
K, il existe un unique schéma en groupes A défini sur Spec Ok vérifiant la propriété
universelle suivante :

Pour tout schéma en groupe X lisse sur Spec Ok de fibre générique X, tout K-
morphisme X — A s’étend de maniére unique en un morphisme de Ok -schémas X — A.

On aurait tendance a penser qu’un tel modele nous offre déja tout ce qu’il faut pour
pouvoir faire de la géométrie arithmétique sur une variété abélienne. Ce fut Néron en
premier lieu qui eut l'idée de la possibilité de 'existence et de la construction de tels
modeles notamment en étudiant des modeles non propres. Le probleme dans le cas plus
général vient de la nécessité d’étendre aussi des fibrés sur K en des fibrés sur Spec Og.

En particulier si on a une variété abélienne polarisée (A/K, L) on aimerait avoir un
bon modele entier de cette variété polarisée. La solution a ce probléme conduit a réduire
encore les hypotheses sur le modele entier notamment pour que le théoréme du cube puisse
étre satisfait par le fibré. La bonne solution a cette question, ce sont ce que 'on appelle
les modeles de Moret-Bailly apres un travail initié par Laurent Moret-Bailly et développé
notamment par Jean-Benoit Bost (voir [35, [9]).

Définition 3.6. Un schéma semi-abélien 7 : A — Spec Ok est un schéma en groupes lisse
séparé et de type fini tel que les composantes neutres de chaque fibre sont des extensions
de variétés abéliennes par des tores.

Un schéma semi-abélien est en particulier une variété arithmétique, ainsi pour tout
fibré en droites £ sur A, I'image directe 7L est un fibré localement libre sur Spec O.
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Si £ est un fibré hermitien, on peut munir 7,£ de la métrique L? suivante :

Islizo = [ list@)2duo @)

As(C)

ou la mesure est la mesure de Haar normalisée.
Le fibré en droites m.L := (m.L, ||s]|%) est alors un fibré hermitien sur Spec Ok de
rang égal & dim H°(A, £).

On note 2 4/5pec 0 1€ faisceau des différentielles relatives sur A et par 95

. A/Spec O =
A Qasspec 0 les g-formes relatives.
Le faisceau Qi‘ /Spec Ok admet une structure hermitienne naturelle fournie par :

a2
9 17 | _
lwl|z = o) / w/\w—i@ﬂ)g / lw A @y

A5 (C) A5 (C)

pour tout plongement o : K — C.

Remarquons que la constante qui apparait dans la définition est relativement arbitraire
(voir la remarque ci-apres).

Comme les formes globales sont invariantes par translations il s’ensuit que nous avons
I'identification suivante :

— ~ 0* O9
WA/Spec O = 7"-*QA/Spec O — OAQ.A/Spec Ok’

ou 04 est la section neutre de A.

Dans le cas d’une variété abélienne, on peut définir une hauteur de Faltings de la
maniere suivante.

Ceci se fait en prenant le degré d’Arakelov du fibré des formes différentielles invariantes
du modele de Néron. Cependant le modele de Néron n’est pas en général un schéma semi-
abélien, et on perd alors 'invariance de la hauteur de Faltings par extension du corps de
base. Il faut prendre une extension du corps de base sur laquelle la varétété abélienne
devient semis-stable pour définir une hauteur de Faltings, dite stable, qui alors ne dépend
plus d’une éventuelle extension du corps.

Ainsi, si A/K est une variété abélienne sur un corps de nombres K dont on note le
modele de Néron 7 : N' — Spec Ok, nous considérons alors le faisceau qu\/ /Spec Ox qui
admet le méme type de structure hermitienne naturelle fournie par :

2

19 -
I} = G [
As(C)

pour o : K — C un plongement.
Nous avons de plus naturellement, comme dans le cas semi-stable, I'identification :

WA /Spec O *— 7r>'<Q./\/'/Spec O — Oj\/QN/Spec Ok

Définition 3.7. (Hauteur de Faltings sur le corps de base) Soit A/K une variété abélienne
sur un corps de nombres K, de modele de Néron N /Spec Of, soit war/spec 0 la forme
définie précédemment, on appelle hauteur de Faltings sur K et on note, h(A/K) le nombre
réel : -

h(A/K) = degnw./\//Spec Ok

Et pour la hauteur de Faltings stable :
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Définition 3.8. (Hauteur de Faltings stable d’une variété abélienne)

Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K, considérons une extension
finie K’ sur laquelle A x g Spec K’ devient semi-stable. On définit alors la hauteur de
Faltings stable de A/K comme la hauteur de Faltings stable du modéle de Néron de
A X Spec K’, ce dernier modele de Néron étant un schéma semi-abélien. On la note
hst (A).

Si K'/K est une extension finie on a entre autres que :
hA/K') < h(A[K),
et si A/K est semi-stable on a notamment que
het(A) = h(A/K).

Remarque sur la normalisation de la hauteur de Faltings Il existe différentes
manieres possibles de normaliser & une constante prés la hauteur de Faltings. Cette nor-
malisation dépend essentiellement du facteur que I’on met dans les métriques a l'infini.

La normalisation que nous utilisons est celle de Pierre Deligne, Lucien Szpiro, Jean-
Benoit Bost, Gaél Rémond, Eric Gaudron,... etc, alors que dans Particle original de Gerd
Faltings la métrique était définie par :

.q2

9 9 -
lwli2 = 55 [wns.

La hauteur de Faltings ainsi définie en prenant le degré normalisé differe alors de la
notre d’une différence de § log(7) mais les propriétés de la hauteur de Faltings, c’est-a-dire
aussi bien les propriétés géométriques que diophantiennes, restent les mémes.

En toute généralité on peut définir des normes de la forme :

. q2
Wiz = 2 [ ora
7 (2m)9 ’

alors en prenant le —log|| - ||» en accord avec la relation de la premiere section, on voit
que la hauteur h.(A) ainsi définie vérifie :

he(A/K) = h(A/K) — glog c,

et
hest(A) = het(A) — glog c.

En particulier, on verra dans les chapitres 4 et 5, que, dans le cadre de notre travail,
il est plus intéressant de considérer les hauteurs :

WA/K) = h(A/K) + glog(%),

et
hist (A) = het (A) + %log(%r).

On verra notamment que cela rend la hauteur de Faltings positive, mais la raison
profonde de cette normalisation particuliere qui réside notamment dans la "formule clé"
que nous présentons ci-apres reste mystérieuse.

Fin de la remarque

Nous avons la comparaison suivante entre hauteur de Faltings stable et hauteur de
Faltings sur le corps de base :
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Proposition 3.9. (Di d Deligne, voir aussi Hindry-Pacheco [23])
Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K et Ustq/ic 'ensemble des
places de K ou A n’a pas réduction semi-stable, alors :

K0 Z log N(v) < h(A/K).
' veUst 4/
Démonstration. La preuve est esquissée dans un séminaire Bourbaki de Pierre Deligne
et écrite en preuve du lemme 3.4. de [23] par Marc Hindry et Amilcar Pacheco. Il y a
néanmoins une petite différence par rapport la preuve de Marc Hindry et de Amilcar
Pacheco dans le fait que nous sommes sur un corps de nombres et non sur un corps
de fonctions ce qui fait apparaitre un degré au numérateur lorsque 'on prend le degré
d’Arakelov normalisé. O

Nous avons aussi le résultat suivant di a Raynaud :

Proposition 3.10. (Raynaud)
Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K et A sa variété abélienne
duale, alors
h(A/K) = h(A/K),

en particulier

hst(A) = hst(A).
Démonstration. 1l s’agit du corollaire 2.1.3 du chapitre de Raynaud dans [52]. O

D’autre part, il est bien connu qu’un fibré en droites L sur une variété abélienne A/K
définie sur un corps de nombres vérifie le théoreme du cube. C’est-a-dire que si pour tout
sous-ensemble I de {1,2,3} on note

s AXAxA— A, sp(xy,r2,23) = in,
i€l

alors le fibré :
® 87L®(_1)Card(1) o OA3
Ic{1,2,3}

est trivial.

Mais en général ce n’est plus vrai sur un modele entier. Il se trouve qu’imposer a un
fibré sur un modeéle entier de vérifier la propriété du cube est une propriété particulierement
intéressante. On peut préciser, dans le cadre qui nous intéresse, que c’est une propriété
particulierement intéressante pour définir des hauteurs satisfaisantes.

Définition 3.11. Soit A/Spec Ok un schéma semi-abélien et £ un fibré hermitien en
droites sur A.

On dit que £ est un fibré hermitien cubiste, encore satisfait la propriété du cube, si il
satisfait la propriété suivante :

_1)Card(I) ~, A
Q sV 20,
Ic{1,2,3}

est un fibré hermitien trivial sur A3.
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En toute généralité, on ne peut pas trouver un modele de Néron muni d’un fibré entier
L d’une variété abélienne polarisée (A, L) qui a la fois étende tous les points et qui soit
un modele cubiste. Cependant on peut presque le faire, c’est-a-dire qu’on peut toujours
trouver un modele qui soit cubiste et qui étende un nombre fini de points. Un tel modéle
est appelé apres Jean-Benoit Bost un modele de Moret-Bailly.

Définition 3.12. (Modeles de Moret-Bailly) Soit A une variété abélienne sur Q, L un

fibré en droites ample et symétrique sur A, ¥ un ensemble fini de points de A(Q).
Un modele de Moret-Bailly de (A, L, X)) sur un corps de nombres K est défini par les
données suivantes :

1. Un schéma semi-abélien 7 : A — Spec Ok,
Un isomorphisme i : A = Ag de variétés abéliennes sur Q,
Un fibré hermitien en droites cubiste £ sur A.

Un isomorphisme L = ,C@

ANl S

Pour chaque point P € ¥ une section €p : Spec O — A de 7 tel que le point
géométrique €p g coincide avec i(P),

qui de plus satisfait la condition suivante : Il existe un sous-schéma K de A plat et de type
fini sur Spec Ok tel que i~ (Kg) coincide avec le groupe de Mumford K (L#?).

Le groupe de Mumford d’un fibré L étant le sous-groupe des points rationnels laissant
le fibré invariant par translation a isomorphisme pres.

Nous avons alors le théoreme suivant qui est essentiellement dii & Jean-Benoit Bost
dans [9] apres les travaux de Laurent Moret-Bailly.

Pour une définition de la hauteur de Néron-Tate dans le théoréeme qui suit, I’auteur
renvoie au chapitre suivant.

Théoréme 3.13. (Existence et Formule Clé, J.-B. Bost [9])

1. (Ezistence) Il existe un modéle de Moret-Bailly pour toute donnée (A, L,Y), comme
précédemment défini sur une extension finie K' du corps de définition de A et ¥ et
dont le degré relatif ne dépend que de la dimension de A.

2. (Hauteur de Néron-Tate) Pour tout modéle de Moret-Bailly et pour tout P € X le
degré d’Arakelov deg, epL coincide avec la hauteur de Néron-Tate de P associée a
L.

3. (Formule clé)
X _ 1 1 (x(AL)
L) = — 3 hea(A4) + 4log< s )

4. (Extension des scalaires) Si on a un modéle de Moret-Bailly pour (A, L,Y) défini
sur un corps de nombres K et si K' est une extension finie de K, alors le modéle
obtenu par extension des scalaires de Ok a Ok est un modéle de Moret-Bailly pour

(A, L,Y) défini sur K'.

Remarque : Nous voyons ainsi que si la polarisation est principale, x(A,L) = 1 et
donc avec notre normalisation, la formule clé s’écrit :

(L) = = hst (A).

Fin de la remarque.






Chapitre 4

Les Hauteurs Locales Canoniques

Les hauteurs locales sont les fonctions intervenant dans une décomposition local/global
de la hauteur de Néron-Tate sur une variété abélienne. Cette derniere possede des proprié-
tés tout-a-fait remarquables notamment celles d’étre une mesure de complexité arithmético-
géométrique des points rationnels d’'une variété abélienne tout en définissant une semi
norme euclidienne qui s’annule précisément aux points de torsion.

Nous avons vu dans le théoreme du chapitre 3 qu’il existe une définition comple-
tement géométrique de ces hauteurs locales en termes de métriques associées a un fibré
hermitien cubiste (c.f. [35, Ch. III]). Mais pour le moment contentons-nous de rappeler
la théorie principale telle qu’elle apparue en premier. Ce fut notamment Arakelov qui dé-
veloppa les prémisses de la théorie géométrique que nous avons déja vue et qui engendra
ainsi une vraie petite révolution en géométrie arithmétique.

La premiére remarque que nous pouvons faire est que ces hauteurs locales sont associées
a des distances logarithmiques d’'un point & un diviseur. D’une certaine maniere elles
généralisent la notion de valuation définie sur un corps a un objet géométrique tel qu’une
variété abélienne.

Nous avons donc besoin d’avoir une notion cohérente de valuation et de valeur ab-
solue, c’est ce que nous faisons dans la premiere section de ce chapitre. Nous rappelons
ensuite les principales propriétés des hauteurs : construction, existence, pseudo-unicité,
propriété local/global. Enfin, et c’est le but de ce chapitre, nous donnons des expressions
explicites de ces hauteurs lorsqu’elles sont associées a une polarisation principale d’une
variété abélienne.

4.1 Normalisation

Soit K un corps, une valeur absolue sur K est une application |- | : K — [0, +00[
vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. |z| = 0 si et seulement si x = 0,

2. |zy| = |||yl

3. o4yl < |z + Jyl.

De plus la valeur absolue est dite ultra-métrique ou dans le cas d’'un corps de nombres,

non archimédienne, si
|z + y| < max{|z|, |y[}.

Soit K un corps de nombres et O son anneau des entiers. Chaque idéal premier p de
Ok définit une valuation :
ordy : K* — Z,

41
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caractérisée par :

10 = l_l[pordp(m)7
p

Ok étant un anneau de Dedekind, le produit a lieu sur tous les idéaux premiers de O.
Nous définissons alors la valeur absolue normalisée,

_ ordp ()

‘Jf‘p =D °o (4'1)

ou ey est l'indice de ramification de I'idéal p par rapport au nombre premier p tel que
p NZ = pZ. On pose naturellement par définition ord,(0) = co. Cela définit une valeur
absolue ultramétrique sur K.
D’autre part, pour chaque plongement o : K < C nous pouvons définir la valeur
absolue (archimédienne) :
2l = (@),

ou dans le membre de droite le | - | désigne le module usuel sur C.
Ces valeurs absolues vérifient la formule du produit :

Vq € KX’ H |Q|LKU:QU} =1,
v

ou le produit a lieu sur toutes les places et étant entendu entendu que pour une place
archimédienne v, [K, : Q,] := [K, : R].
Remarque :

1. Comme on utilisera le plus souvent les plongements o : K < C plus tot que les
places archimédiennes, il sera utile de remarquer que :

Vzelk, II e[l = T Jo@)|= TI Il

v place archimédienne o:K—C o:K—C

2. La normalisation des valeurs absolues non archimédienne que nous avons choisie va
nous étre utile.
Elle vérifie notamment que pour toute place non archimédienne v de K et pour
toute place w d’une certaine extension F'/K alors si w étend v :

Ve € K, x|y = |z|y

Notamment nous définissons, ce qui apparaitra souvent dans la suite de ce texte, la
norme d’une place non archimédienne :

Définition 4.1. Soit K un corps de nombres et v une place non archimédienne de K nous
notons et définissons pour toute la suite de ce texte, N(v), comme la norme sur Q d’un
idéal premier définissant la place v.

Si p, est un idéal premier de Ok définissant la place v, cette norme peut étre définie
comme :

N(v) = Card(Og /py)-

Si p, est la caractéristique résiduelle de p,,, i.e. le nombre premier p,, tel que p,NZ = p,,
la norme N (v) prend la forme :
N(v) = pl,

ou f, est appelé degré résiduel de v.
On a entre autres que :
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[Kv : Qv] = evfm
ou l'on a posé e, = ¢y,, et donc pour les valeurs absolues précédemment définies :

_ ordy(=z)

|x"U :N('[}) [Kvi@'u]7

étant bien stir entendu que |- |, = |- |p, et ord, = ord,,.
En particulier, si w|v est une place au-dessus de v :

ordy, = €y, 0rdy,
ol ey, est I'indice de ramification relatif.

Les propriétés précédentes de cette valeur absolue sont essentielles pour notre travail.
C’est un point qui pourrait paraitre secondaire pourtant dans notre travail il a semblé
essentiel de considérer cette normalisation. Voir la remarque si apres.

Le théoreme d’Ostrowski nous garantit alors que chaque valeur absolue sur K est
équivalente au sens de la topologie qu’elle définit soit archimédienne du type précédant
soit non archimédienne du type |- |, pour p un idéal premier de Ok.

Dans toute la suite nous noterons ¢ un plongement comme précédemment, le complété
correspondant K, (étant soit R soit C), et pour chaque idéal premier p, K, le complété
de K pour la valeur absolue | - |, définie précédemment.

Nous noterons pour toute la suite de ce texte, v, comme une place générique, archi-
médienne ou non archimédienne, K, le complété correspondant et nous préciserons au
besoin.

Soit P = (zg:x1:---:xy,) € P*(K) un point de l'espace projectif & coordonnées dans
K. On définit la hauteur logarithmique de P comme

1

"=y

<Z[KU : Qu]log (max{|xol|v, |T1|vs- - - \xn\v})> ,

ou la somme a lieu sur toutes les valeurs absolues.

Les propriétés usuelles sont alors que h(P) est bien définie, c’est-a-dire que h(P) est
a la fois indépendante des coordonnées projectives choisies pour P et est indépendant
d’une éventuelle extension finie K'/K sur laquelle on considére P et de plus pour tout
P € P*(K), h(P) > 0. h est ainsi définie sur Q.

Si maintenant ¢ : V' — P" est un morphisme, on peut définir la hauteur sur V relative
a ¢ comme :

he : V(Q) = [0, +0c],  he(P) = h(a(P)).

Ce qui est tout a fait remarquable c’est qu’alors, pour les variétés projectives, on
obtient des objets qui retranscrivent tres bien les propriétés arithmético-géométriques des
variétés.

Comme nous travaillons dans cette these sur des variétés lisses, nous définissons Div(V)
le groupe des diviseurs d’une variété lisse V sachant qu’il s’agit de maniere équivalente de
diviseurs de Weil ou de Cartier. Remarquons cependant que méme si nous présentons la
machinerie des hauteurs pour des variétés lisses, il existe aussi une construction équivalente
pour des variétés singulieres mais il faut bien entendu systématiquement considérer les
diviseurs de Cartier dans ce cas.

En particulier :
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Théoréme 4.2. (Machinerie des Hauteurs de Weil) Soit K un corps de nombres. Pour
toute variété projective lisse V/K il existe une application

hy : Div(V) — {fonctions V(K) — R},

ayant les propriétés suivantes :

1. (Normalisation) Soit H C P™ un hyperplan et soit h(P) la hauteur logarithmique
normalisée définie précédemment alors

VP € P"(K), hpn g(P) = h(P) + O(1).
2. (Fonctorialité) Soit ¢ : V. — W un morphisme et soit D € Div(W) alors
VP € V(K), hvgen(P) = hw,p(6(P)) + O(1).
3. (Additivité) Soit D, E € Div(V), alors
VP € V(K), hy,p4+E(P) = hy,p(P) + hy,s(P) + O(1).

4. (Equivalence linéaire) Soient deux diviseurs linéairement équivalents D, E € Div(V'),
alors

VP € V(K), hy.p(P) = hy.g(P) + O(1).

5. (Posttivité) Soit D un diviseur effectif et soit B le lieu des points base de |D|, alors

VP e (V\ B)(K), hyv,p(P) = O(1).

6. (Equivalence algébrique) Soient D, E € Div(V') avec D ample et E algébriquement
équivalent a 0, alors
hy g (P
lim 7‘/’}3( )
Pev(K) hvn(P)
hV7D(P) — 00

=0.

7. (Finitude) Soit D € Div(V') un diviseur ample, alors pour toute extension finie
K'/K et pour toute constante B, l’ensemble

{PeV(K")| hyp(P)<B},

est find.

8. (Unicité) Les fonctions hauteurs sont déterminées, a fonctions dans O(1) prés par
les conditions de normalisation, de fonctorialité (juste pour les plongements ¢ :
V — P") et par Uadditivité.

Démonstration. C’est le théoreme B.3.2 de [25] prouvé dans loc. cit. O

Ce fut déja un pas immense en géométrie Diophantienne d’arriver au résultat précédent.
Mais ces fonctions hauteurs semblent ne pas étre parfaitement définies puisque le théoréme
ne fixe 'unicité qu’a une fonction bornée pres.

André Néron et John Tate ont néanmoins trouvé un moyen d’obtenir une hauteur, dite
canonique, qui soit bien déterminée dans certaines situations.
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Théoréme 4.3. Soit V/K une variété projective lisse définie sur un corps de nombres.
Soit D € Div(V) un diviseur et soit ¢ : V. — V un morphisme.
On suppose qu’il eziste une constante o > 1 avec o € R telle que dans Div(V) @ R :

¢*D ~ aD.
Alors il existe une unique fonction, appelée la hauteur canonique relative a ¢ et a D,
fAlV’¢7D : V(K) — R,

vérifiant les propriétés suivantes :
1. Y PeV(K), hyvgp(P) = hyp(P)+ O(1).
2.V P eV(K), hyyp(¢(P)) = ahyy p(P)

La hauteur canonique ne dépend que de la classe d’équivalence linéaire de D et de plus
on peut la calculer comme la limite

. 1 .
hvg,p(P) = lim —hy,p(¢"(P)),
ol Q" =¢ogo---0¢ est le n—iéme itéré de ¢.
| —

n fois

Démonstration. C’est le théoreme B.4.1 de [25] prouvé page 195-196. O

En particulier on a le théoreme suivant qui est di au résultat de David Mumford selon
lequel dans le cas d’un diviseur symétrique [m]*D ~ m?2D.

Théoréme 4.4. (Néron, Tate) Soit A/K une variété abélienne définie sur un corps de
nombres et soit D € Div(A) un diviseur symétrique, c’est-a-dire que [—1]*D ~ D.
Alors il existe une fonction hauteur,

hap:AK) =R,

appelée la hauteur canonique relative a D, possédant les propriétés suivantes
1. VP € A(K), hap(P) =hap(P)+O(1).
2. Pour tout entier m, YP € A(K), hap([m]P) = m2hap(P).
3. VP,Q € A(K),

hap(P+Q)+hap(P—Q)=2hap(P)+2han(Q).

4. La hauteur canonique fLAD : A(K) — R est une forme quadratique et qui est définie
positive si D est ample.

5. (Unicité) La hauteur canonique iLA,D dépend uniquement de la classe d’équivalence
linéaire de D, les conditions 1. et 2. la détermine de maniére unique.

6. Si D est effectif alors, pour tout point P € A(K), hap(P) > 0 avec, dans le cas
ot de plus D est ample, égalité si et seulement si P est un point de torsion.

Démonstration. C’est le théoréme B.5.1 de [25] prouvé page 200 et pour le point 6. il s’agit
de la proposition B.5.3 de [25] prouvée page 202. O
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4.2 Hauteurs Locales : définition et propriétés

L’idée de base est d’exprimer les hauteurs comme des sommes de fonctions décomposées
suivant chaque place de notre corps de nombres suivant un principe local/global. Nous
allons alors voir qu’une machinerie des hauteurs locales de Weil existe ainsi que 1’équivalent
pour les hauteurs canoniques.

Nous suivons toujours la présentation faite dans [25] par Joseph Silverman et Marc
Hindry car il s’agit d’une exposition tres claire. Pour la preuve originelle nous renvoyons
a André Néron dans [43].

Soit D un diviseur défini sur une variété projective lisse V/K définie sur un corps de
nombres K. Nous définissons

Vp =V \ supp(D),

ou supp(D) est bien entendu le support du diviseur D.
On voudrait attacher a chaque place v de K une fonction

)\D,v : VD(KW) — R,

telle que la somme
1

(K : Q)
soit une hauteur de Weil hp associée au diviseur D.

L’idée sous-jacente est que cette hauteur locale doit définir une forme de distance
logarithmique v-adique de P a D : " Plus P devient v-adiquement proche de D plus cette
hauteur locale sera grande'.

Comme le nombre de places est infini on va bien évidemment demander & ce que cette
hauteur locale soit nulle sauf pour un nombre fini de places.

On définit alors une Mg —constante comme une application qui a chaque place de K
associe un nombre réel positif qui est nul sauf pour un nombre fini de places. On dira
qu’une suite de fonctions (f) (v} est Mg-bornée si il existe une Mg-constante qui borne,
pour chaque place, la famille de fonctions.

Z[Kv : Qv])\D,w

Théoréme 4.5. (Machinerie des hauteurs locales) Soit V/K une variété lisse projective.
Pour chaque D € Div(V') il est possible de définir une fonction

/\D : HVD(Kv) — R,

appelée la hauteur locale par rapport a D telle que les propriétés suivantes soient vérifiées :

1. (Normalisation) Soit f € K(V)* une fonction rationnelle sur V et soit D = div(f)
le diviseur associé a f. Alors la fonction définie pour chaque place v par :

Ap,w(P) +1og | f(P)lu

est une M -fonction bornée sur chaque sous-ensemble My —borné de Vp(K) x M.
2. (Additivité) Pour tout D1, Dy € Div(V),

)\D1+D2,U = )\Dl,v + )\DQ,’U + OU(l)
3. (Fonctorialité) Soit ¢ : V. — W un morphisme de variétés projectives lisses. Alors

)\¢*D,U = )\D,v © ¢ + Ov(l)
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4. (Positivité) Soit D > 0 un diviseur effectif. Alors

)\D,v > Ov(l)
5. (Propriété Local/Global) Soit D € Div(V') et soit hp une hauteur de Weil associé
a D. Alors
1
VP € Vp(K), hp(P) = WZ[KU : Qu]Apw(P) + O(1).
Démonstration. C’est le théoreme B.8.1 page 239 de [25]. O

Nous en venons au théoréme important pour nous qui est dt & André Néron dans [43].

Théoréme 4.6. (Néron) Pour toute variété abélienne A/K définie sur un corps de
nombres et pour chaque diviseur D € Div(A) il existe une hauteur locale :

3\D : HAD(K”U> — R,

appelée la hauteur locale canonique sur A associée a D, satisfaisant les propriétés suivantes
ol 1,72, - - . représentent des My — constantes :

1. S\D,v = )\D,v + Ov(l).

2. ADy+Dyw = ADyw + ADyw + 71(0).

3. 8i D =div(f), alors Ap, = —log|f]s + 712(v).
4

. Si¢: A— B est un homomorphisme de variétés abéliennes, alors /A\¢*D,U = S\Dﬂ, o
¢ +73(v).

5. Soit hp la hauteur canonique sur A associée a D comme précédemment alors il
existe une constante c telle que

[KlmQ]Z[Kv : QuJAp(P) +c.

VP € Ap(K),hp(P) =

Remarque C’est en particulier les propriétés de normalisation, 1. Th. 3.4 et 3. Th.
3.5, qui font qu’il est judicieux de choisir la normalisation de la valeur absolue telle
que présentée plus haut.

En effet avec cette normalisation nous aurons que si w\v est une place w au-dessus de v
et si P € A(K,) alors Ay (P) = A\y(P). Ce qui s’avérera étre une propriété particulidrement
utile pour nous bien qu’une telle normalisation puisse paraitre secondaire.

En particulier avec cette normalisation de la valeur absolue, la hauteur locale canonique
s’étend en une fonction définie pour chaque place v sur la cléture algébrique K, & valeurs
dans R.

4.3 Formules explicites pour les hauteurs locales sur une
variété abélienne

4.3.1 Cas de bonne réduction

Le cas de bonne réduction a été calculé explicitement par André Néron dans [43] dans
le cadre de son travail sur les hauteurs locales. Nous écrivons ici le résultat et renvoyons
le lecteur au travail de Néron lui-méme.
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Soit A/K une variété abélienne de dimension g sur un corps de nombres et v une place
de K ou A admet bonne réduction. Nous considérons un point P dans A(K,) et comme
dans [I0] une extension finie K, C M C K, une extension sur laquelle le point P est
défini. Notons Ojs 'anneau de valuation de M et ejs 'indice de ramification de M sur
Qp, - Si Ajpr désigne le modele de Néron de A sur M, nous savons d’apres les propriétés
fondamentales du modele de Néron qu’il existe une section entiere ep : Spec Oy — Ay
qui étend le point P. De méme le diviseur D qui nous intéresse s’étend par cloture de
Zariski en un diviseur Dy sur Ayy.

Si mas désigne une uniformisante de M et si ep ne rencontre pas le support du diviseur
défini par D, il existe alors un unique entier positif ou nul multp s (P) tel que

mult P
epDy =y, D ( )OM

Comme de plus il existe une unité u telle que si m, est une uniformisante de K,,

eMm
T =uXm ",

ey étant Pindice de ramification delatif de M/ K,, on posera pour une telle construction :
multp , = eM‘ymultaM.

On peut alors vérifier que :

log N(v)
multp ,(P) ———=
,U( [Kv : Qv]
est indépendant d’une éventuelle extension de v.
Dans ce cadre on peut introduire le résultat dii a André Néron :

Proposition 4.7. (Néron) Si A posséde bonne réduction en v, il existe une constante K,
telle que pour tout P n’appartenant pas au support du diviseur de D :
log N(v)

S\D,”U(P) = multD’U(P)m + Ry-

Démonstration. C’est un résultat bien connu et qui est dit & André Néron dans [43]. De plus

on peut vérifier qu’avec la normalisation introduite cela définit bien la hauteur normalisée
sur K comme précédemment introduite. ]

Définition 4.8. Nous noterons dans le cadre de cette section S\Dﬂ,m I'unique hauteur
locale qui dans le cadre de la définition précédente est définie par k, = 0, c’est aussi la
seule hauteur locale qui est normalisée de sorte que :

inf _ Apon(P)=0,
P e A(K,)
P ¢ |D|

ou |D| désigne le support du diviseur D.

Nous aurons 'occasion de reprendre ce type de normalisation des hauteurs locales
canoniques au chapitre suivant.

Le résultat suivant est dit & John Boxall dans [10], nous 'utiliserons & plusieurs reprises
dans le chapitre suivant.
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Théoréme 4.9. (John Bozxall) Soit A/K une variété abélienne de dimension ¢ sur un
corps de nombres K et soit D un diviseur ample effectif sur A. Soit d’autre part v une
place non archimédienne de K en laquelle A admet bonne réduction, alors localement en
v et pour la hauteur locale normalisée qui précéde :

. 1 3
N NE 2. ApealP)=0.
PcA[N], P¢|D|
v premier a N

Démonstration. C’est le résultat principal de Particle [10]. O

Remarquons par ailleurs que comme il y a N2¢ points de torsion dans A(K,) le calcul
précédent est la moyenne des hauteurs locales sur les points de torsion. Ce résultat nous
dit donc qu’en moyenne la hauteur locale normalisée en une place de bonne réduction est
nulle sur les points de torsion.

4.3.2 Hauteurs locales aux places archimédiennes

Considérons une variété abélienne principalement polarisée (A/C, L) sur le corps des
nombres complexes de dimension g.

On sait qu’a L correspond une fonction théta définie & une constante pres d’apres le
chapitre 2 et notamment le théoréme d’Appell-Humbert.

Choisissons une telle fonction théta que nous notons ©. On sait d’apres cette situation
classique que si l'on note H(-,-) la forme de Riemann correspondant a (A, L) alors la
fonction définie par

z— R, z— —log|O(2)| + gH(z,z),

est bien définie sur C9 et est A-périodique pour le réseau A définissant A(C) = CY9/A.
C’est un simple calcul a partir des facteurs d’automorphie.

En effet d’aprés Marc Hindry et Joseph Silverman, lemme A.5.2.6 p. 100 [25] méme si
c’est tres classique et remonte a Riemann, on peut choisir la fonction théta de sorte qu’elle
admette un diviseur D, défini de maniére unique par L = O(D) et D > 0, et que O vérifie
I’équation fonctionnelle :

Wz e 99N € A, Oz + \) = exp <7rH(z, N+ SHO) + 27riK()\)> a(2),
ou H est la forme de Riemann et ou K : A — R est une fonction qui satisfait I'identité :

exp (2miK (A + X)) = exp (2miK (N\)) exp (2miK (X)) exp (miE(X\, X)) ,

la forme E étant comme usuellement £ = Im H.

On en déduit alors les propriétés de la fonction qui nous intéresse.

Autrement dit cette fonction définit une fonction sur A par passage au quotient et a
un pole logarithmique le long du diviseur de 0 c’est-a-dire le long de D, diviseur tel que
L=04(D)et D>0.

On en déduit par les propriété de pseudo-unicité des hauteurs locales que la fonction
précédente est une hauteur locale associée a D :
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Proposition 4.10. Soit (A/C, L) une variété abélienne principalement polarisée, D l'unique
diviseur effectif tel que L = O4(D), H la forme de Riemann associée par le théoréme
d’Appell-Humbert et © une fonction théta, notons w : CI — A l'uniformisation canonique,
alors si l’on note S\A/QD une hauteur locale associée il existe une constante k telle que
pour z € CY,

Aajep(m(z) = ~log [0(2)| + S H(z,2) + .

Démonstration. C’est un résultat classique, qui provient de la périodicité et du pole loga-
rithmique le long de D, c’est notamment établi par Serge Lang dans [29]. O

4.3.3 Hauteurs locales aux places non archimédiennes de mauvaise ré-
duction : cas torique et cas mixte

Cas torique

Le cas de réduction non archimédienne torique peut étre décrit de manieére analogue au
cas archimédien. Le cas archimédien tel que nous ’avons présenté dans le second chapitre
est un cas bien connu et qu’il est facile de se représenter. Cependant comme nous allons le
voir la situation archimédienne correspond dans la situation non archimédienne au cas de
réduction la plus dégénérée. C’est comme si une variété archimédienne sur C a toujours
une mauvaise réduction, ce qui pourrait sembler contre-intuitif.

La fonction de Riemann pour un tore complexe C9/(Z9 + QZI9) ou 2 est un réseau
(additif) de période est donnée par :

0(z,Q) = Z exp (m’thn + 2m'tnz) ,

nez9I

ou ! représente la transposition.

Cette fonction est associée a la forme de Riemann H(z,w) =! 2(Im(Q)) 1w et dans le
cas des Jacobiennes elle est associée au diviseur ©.

On peut remarquer que 6(z, 2) ne dépend que de exp(27iz) comme fonction de z, on
peut la voir comme une fonction sur le groupe multiplicatif C*9.

La correspondance dans le cas non archimédien est presque directe. En tant que fonc-
tion sur C*9, 0 s’écrit,

0z, => | TI a3 | I wi|.

nez \1<i,j<g 1<i<g

ou ¢; ; = exp(mi€); ;) et w ... wy représentent les coordonnées sur C*9, c’est-a-dire dans
la correspondance introduite w; = exp(2miz;).

Ceci était déja connu au temps de Jacobi, comme dit dans [I1], c’est John Tate qui
vu que cela a encore un sens dans le cas non archimédien et qui 'utilisa pour construire
une uniformisation des courbes elliptiques semi-stable sur un corps non archimédien, la
fameuse courbe de Tate, et qui donna ainsi naissance & la géométrie rigide.

Revenons au cas torique non archimédien. On suppose ici qu’on est dans le cas semi-
stable, c’est-a-dire que que la composante neutre A du modéle de Néron de A/K,, est
un tore déployé G¢, pour une certaine place v de réduction torique d’un certain corps de
nombres K.

Remarque : Nous savons que nous pouvons toujours obtenir une telle réduction dé-
ployée apres une éventuelle extension non ramifiée du corps de base et donc comme nous le
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verrons et rappellerons plus loins cette derniere hypothése n’est pas restrictive pour nous.
Fin de la remarque.
On sait alors par Tate et Raynaud que 'on dispose d’une uniformisation :

(K)? — A(Ky),

dont le réseau multiplicatif des périodes, €, est engendré par disons e; = (qf])

Remarque : Le fait que nous prenions une matrice des périodes définies par des carré
se justifie par l'analogie avec le cas complexe dans lequel la fonction 6(z,Q) introduite
précédemment comporte un terme en exp(mi‘nQn) et non en exp(2mi -). Ainsi bien que
ceci n’apparaisse pas dans le cas complexe, il faut introduire des racines carré.

Fin de la remarque.

Cette théorie est essentiellement due & Raynaud, on peut consulter [46, [7], on peut
aussi consulter [20] pour une description plus précise ainsi que [41] pour une construction.

Définition 4.11. Pour des raisons de commodité de calculs qui apparaitrons plus claire-
ment dans le chapitre suivant nous noterons @, la matrice définie par :

_ log N(v)
(—log ‘qzj’v)éi,jgn = Qv

[Kv : Qv],
de sorte que nous pouvons vérifer qu’en notant e, 'indice de ramification relatif d’une
place w au-dessus de v :
Qw = ew\va-
Enfin, en toute cohérence avec le cas mixte présenté ci-apres, nous noterons pour
t=(t,...,tg) € (K¥)9 :

Trop(t) = (—log |t1]v, ..., —logl|tg|s) = (Trop(t1),. .., Trop(ty)).

Nous allons montrer que la hauteur locale précédente prend, avec ces notations, la
forme :

1 log N(v)
—log |©,(t — (T H)Q, T t)) ——= .
0g10.(1), + 5 ("Trop(H)QuTrop(t)) i + o
La relation Qu = €,,,Qv provient du fait que la matrice (- log \qu|v)1§¢7j§n est indé-
pendente de I'extension w|v, on a donc :

log N(w) 0 log N(v)
[Kw : Qw] ! [Kv : Qv]’
c’est-a~dire en utilisant 'indice de ramification relatif et le degré relatif :
fw|v log N(U) =Q log N(U)
wew|vfw\v[Kv : Qv] ? [Kv : Qv} '

Les relations de Riemann nous disent que la forme quadratique

Qu,

est symétrique définie positive.
Cette théorie nous dit que dans le cas torique semi-stable, en parfaite analogie avec le
cas complexe, si 'on note pour m € Z9 :

gm,m) =T a;" ett™:= ] t;”,
1<i,j<g 1<j<g
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alors la fonction, (K*)9 — K,, définie par

O,(t) = Z q(m, m)t™,

meZ9
est une fonction théta en un sens que nous allons préciser.

Lemme 4.12. Avec les notations et définitions précédentes, pourt = (t1,ta,...,ty) € K,
I = (li,la,...,1g) € Z9, on associe t' = (t),t5,...,t,) € K, défini pour 1 < j < g par

g

21;

t;‘ =1 Hl 45 -
1=

On a alors :

N 7
out = [[t;.
=1

Démonstration. C’est un simple calcul dans lequel la seule propriété que 1’on utilise vrai-
ment c’est la symétrie, g;; = gj; :

mezI 1<i,j<g

o)= % I d;?i””( (] q2j)m>

mimj+2limj+lilj ’m,j+l]' 7lilj 7lj
>\ I 4 IT ¢ I a4 IT ¢
meZ9I \1<i,j<g 1<j<g 1<4,5<g 1<j<g

Ou(t) (a1, 0)

Corollaire 4.13. La fonction, t € (K)9 — R définie par :

(— log ©, (1)} + % tTrop(t)Qvap(t)W) ,

est 0, -périodique.
Démonstration. Définissons la matrice :
R, = (Ordv(qgj))lﬁi,jﬁm

alors avec les notations précédentes :

- ()

[Kv : Qv]

de sorte que

(~log|©u()lu + 3 "Trop(t)QuTrop(t)) 154

(ordy (O4(£)) + & fordy (1) R; Tord, (1)) TENY

Définissons la fonction, G : (K})9 — R

G(t) = ord, (O,(#)) + % ford, (£) R ord, (1),
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g
alors pour t' = (t; |] q?;i)j, ona:
i=1

1
G(t') = ord,(0,(t)) + 3 tord, (t' )R, tord,(t').
Or, d’apres le lemme précédent,
-1
ordy(0,(#))) = ord, (@v(t’) (a0 ) — ordy (04 (1)) — % HRyL—" lordy (),

et d’autre part,
ord, (t') = ord,(t) + Ryl,

de sorte que :

G(t') = ordy(Ou(t)) — 5 UR,I — lord,(t) + & (ordy(t) + Rul)' Ry, (ord,(t) + Rul)

ord,(0,(t)) — 3 HRy ! lord,(t) + & ford, (t) R, Lord,(t) +! lord,(t) + 3 IR,

a().

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.14. Soit Q, = ¢%° le réseau des périodes correspondant & l'uniformisation
rigide (K})9 — A(K,) de A(K,) comme précédemment. Soit, avec les notations précé-
dentes, D le diviseur de la fonction O,(-) et soit P € A(K,) \ |D| dont nous notons t le
paramétre dans (K)9.

Alors la fonction, définie a une constante réelle k, pres, (K})?9 — R,

—log [©,(t)], + % ( tTrop(t)QvTrop(t)> m + Ky,

est une hauteur locale canonique associée a D.

Démonstration. On a vérifié en effet que cette fonction est €2,-périodique et donc définit
bien une fonction sur A(K,), d’autre part elle possede une singularité logarithmique le
long du diviseur de O et elle est "fonctorielle” puisque a la somme des diviseurs correspond
le produit des fonctions théta et le terme "quadratique" rendant la fonction périodique est
additif. De plus on peut vérifier que la normalisation est choisie correctement pour pouvoir
rendre cette hauteur indépendante d’une éventuelle extension w|v au-dessus de v.

Voir aussi [55] pour des constructions et preuves complétes. O

Cas Général

La théorie générale, cas mixte non archimédien, serait trop longue a présenter dans
les détails ici. Dans son texte non publié, [22], Marc Hindry pose déja les fondations de la
théorie des hauteurs locales dans le cas mixte. On reproduit ici la la construction esquissée
par Marc Hindry. L’article [57] d” Annette Werner formule aussi une version plus restreinte
dans le cas de diviseurs algébriquement équivalents a 0.

Nous savons, ce fut déja présenté dans notre chapitre 2, que dans le cas d’une variété
abélienne A/K sur un corps de nombres K admettant réduction semi-stable en une place
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v de K, ou bien apres une éventuelle extension finie de K la rendant semi-stable, nous
avons d’aprés Raynaud un diagramme :

0——T=Gr, G—"C 0

A

0

ol C' est une variété abélienne admettant bonne réduction en v, G est un groupe algébrique
commutatif, M est un réseau dans le sens précisé dans le chapitre 1 et A est représentable
comme quotient A = G/M.

Si on note X (T') = Hom(T, G,,,) le groupe des caracteres de T' I'extension G est décrite
par un homomorphisme 7 : X (T') — Pic%(C); soit D le diviseur que I'on veut étudier,
alors il existe une fonction 6, méromorphe sur G (une fonction théta généralisée) et un
diviseur F sur C tel que :

(D) = (©,) + 7",

nantis de la description plus complete donnée dans le chapitre 2, on peut trouver la fonction
de Néron ainsi, la fonction

—log|©,(t)]y + S\E,v(ﬂ'(t))

posséde la méme singularité logarithmique que Dw(q(t)); on sait de plus, c’est une pro-
priété classique des variétés abéliennes que le diviseur D vérifie le théoreme du cube,
c’est-a-dire que si pour un ensemble I C {1,2,3} on note sy la fonction :

ST :A3_>A7 (1'1,1'2,.%'3) Hzxiv
el

alors il existe une fonction de ¢ sur A3 telle que :

> (1) Dsi(D) = div(9).

1c{1,2,3}
Cela se traduit par :
V(l‘l,CL‘Q,QZB) S A3’ Z (_1)Card(I)S\D,U(SI(x153327$3)) = _10g|¢(.7)1,$2,$3)’1; +Cva
I1c{1,2,3}

pour une certaine constante c,,.
Ainsi notant [, la fonction définie par :

Lo(t) = Apu(t) = (~log|@u(®) + Amu(r(1)))
la fonctions [, vérifie la relation :

Z (_1)Card(1)lv(51(x17 T2,13)) = —log | f (21, x2, ¥2)l0,
I1c{1,2,3}
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pour une certaine fonction rationelle f. En effet A B Vvérifie la propriété la formule du
cube précédente mais il est aussi bien connu que —log |©,(+)|, aussi (c’est essentiellement
cela qui fait que le fibré O(D) sur A est cubiste).

La fonction [, étant bornée sur (A(K) \ |D]), en effet on a fait ce qu’il fallait pour en
retirer les possibles poles, on en déduit que la fonction rationnelle f est bornée et donc
constante.

On en déduit donc que :

S° (=1)CerdDy, (sp(xy, 22, 23)),
1c{1,2,3}

est une constante. De I'algébre élémentaire montre que si une fonction vérifie une telle
relation elle est alors de degré 2, c’est-a-dire : "quadratique+Linéaire4+Constante".
Ainsi on a nécessairement :

Apla(0) = 108 00(0)] + A () + Hult,0) o) + (0 N b, (42

ou H(-,-) est bilinéaire, J(-) est linéaire et k,, est une constante et ot I’on a convenablement
normalisé les termes.

De plus si on note @z : C — Pic(C) I'application usuelle qui & a € C associe t'E—FE
ou t, est la translation par a nous avons, toujours comme dans le chapitre 2, qu’il existe
un homomorphisme ¢ : M — X (T') rendant commutatif le diagramme :

M—— G(K,) ———C
¢ Sp
X(T) u Pic?(C).

Le lemme suivant est alors dt & Marc Hindry :

Lemme 4.15. (Hindry) L’application bilinéaire H, qui précéde est uniquement déterminée
par ces valeurs sur M x T et plus précisément :

W(m,t) € M x T, Hy(m, t) = %ordv(gb(m)(t)).

De plus G(Ok,), le sous-groupe des points "entiers" de G tel que défini da la fin du
chapitre 2, est dans le noyau de H.

Démonstration. On a utilise, suivant [48], 'existence d’une fonction h,, telle que O, vérifie
I’équation fonctionnelle :

him(9)©y(mg) = O4(9),

et ou

Vt € T, hin(tg) = ¢(m)()hm(g)-
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Nous reprenons alors simplement ’équation et utilisons la périodicité de N

~

0 = Apw(a(gmt)) — Apu(a(gt) + Apw(a(g)) — Ap.w(algm))

= +10g [ (t9) /i (9) 1 + 2, (1, 9) e

— +log |p(m)(t)]y +2Hv(t,m)%.

L’unicité d’une fonction bilinéaire H vérifiant cette propriété est immédiate si ’on
utilise que G /T est compact, 'existence provient bien entendu de I'existence des hauteurs
locales de Néron mais on peut aussi décrire plus explicitement H : tout d’abord ’applica-
tion H de T'x M dans R passe au quotient en une application de T'(K,) /T (O, ) x M dans
R puis en utilisant G(K,) - G(K,)/G(Ok,) = T(K,)/T(Ok,) on obtient H : GXxM — R
avec H,(m1,ma) = 3Trop(m1)(¢(m2)) est I'application bilinéaire définie positive sur M
du théoreéme [2.16|de la fin du chapitre 2. En particulier H ainsi définie s’étend a G X GG et
le sous-groupe G(Og, ) défini dans la derniere section du chapitre 2 est dans le noyau de
H. O

Nous avons les deux lemmes suivants qui nous seront utiles dans le chapitre suivant :

Lemme 4.16. Soit (A/K, L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps
de nombre K. Alors il existe une extension finie K'/K et un fibré en droites ample et
symétrique L' translaté de L sur K' tel que (A/K', L") soit principalement polarisée.

Démonstration. Rappelons qu’en toute généralité, une polarisation d’une variété abélienne
A/K est une application
¢: A — Pic’(A),

qui s’écrit pour un certain fibré en droites ample L, ¢(a) = t:L ® L~!. Le groupe Pic®
étant naturellement vu comme la variété abélienne duale de A.

Soit donc L un fibré en droites ample définissant une polarisation principale sur A.

— Remarquons que le fibré L [—1]*L®(-1) est antisymétrique et donc il s’écrit comme
¢1(a) pour un certain a € A(K).

— Remarquons que toute translation du fibré L définit encore une polarisation prin-
cipale, recherchons donc parmi tous les translatés de L celui ou ceux qui sont
symétrique.

Pour cela posons L; = t; L pour un certain b € A(K).
Alors, en remarquant que [—1]*L = L®®?) @ (t*L)®(-Y  nous avons en notation
additive :

1Ly = [~1"GL = (o [-1)'L = (-1)* 0 t_y)"L = ¢

o[ =1L,
d’ou
[—1]"Ly =t* (2L — t; L) = 2t* , L — t}_, L.
On en déduit que
[—1]"Ly—Ly = —t;,_L+2t" ,L—t, L = —¢r.(a—b)+2¢1(—b)— oL (b) = ¢r(—a—2b).

Et donc pour que Ly soit symétrique il suffit que a + 2b = 0 pour certains a et b
définis dans A(K).
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Lemme 4.17. Soit (A/K,, L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps
non archimédien K, par un fibré en droite ample et symétrique L. Alors il existe une unique
diviseur D tel que D = div(s) pour s € HY(A,L)\ {0}, D est effectif et symétrique de
sorte que la fonction J dans la formule, [{.3, de la hauteur locale canonique soit nulle.

Démonstration. Rappelons la décomposition évidente d’un diviseur D en somme d’un
diviseur symétrique et d'un diviseur antisymétrique : 2D = (D + [-1]*D) + (D — [-1]*D)
et décidons d’appeler complétement symétrique un diviseur de la forme ([—1]*D’ + D)

Dans le cadre de ce qui précede, si 'on suppose d’abord pour simplifier que D est
compleétement symétrique, on peut décomposer ¢*D = (0,) + 7*E avec E complétement
symétrique de sorte que la fonction J dans la formule [£.2] de la hauteur locale canonique
soit nulle.

En effet :

Si D = D'+ [-1]*D" et ¢*D' = (©)) + n*E’ alors ¢*D = (©,) + m*E avec E =
E' + [-1]*E’, totalement symétrique, et ©,(g) = O/ (¢)©,(g!). On voit donc que A, o
[—1] = A, et O,(g) = O,(g™"); comme de plus Hy(g,g) = Hy(g~",g~") par bilinéarité,
Ju(9) = Jy(g71) et donc J, = 0.

D’autre part, si A/K, est principalement polarisée par un fibré L symétrique de sorte
que L = [—1]*L alors on voit qu'il existe un unique diviseur (nécessairement effectif)
tel que D = div(s) pour tout s € H°(A,L) \ {0} car h°(A,L) = 1. On voit alors que
L = O(D) et donc que D = [—1]*D. Ainsi, 2D est complétement symétrique on est alors
dans la situation précédente avec A Do = %:\2 pw + Cy pour une certaine constante C, et
donc la fonction linéaire dans I’équation est aussi identiquement nulle. O

On retiendra que 'on peut toujours quitte a faire une extension du corps supposer que
le fibré ample qui nous intéresse est symétrique et que dans ce cas si D est le diviseur
effectif correspondant a L, la hauteur locale prend la forme suivante :

“ “ log N(v
Ap(alt) = ~10g100(D) + Apa(w(t) + Hy(t B2 e (a3)
[Kv : QU]
en particulier dans le chapitre suivant nous allons voir que notre construction est invariante
par toute extension finie du corps de base, en particulier on pourra toujours supposer que
le fibré est symétrique.






Chapitre 5

Minoration de la Hauteur de
Faltings

Dans ce chapitre on reprend le travail initié par Jean-Benoit Bost pour minorer la
Hauteur de Faltings tel que décrit dans 'appendice 8 de [I8] et qui sert & Pascal Autisser
dans [3] pour établir une version effective du lemme matriciel de David Masser. Notre but
est de compléter 'inégalité en y incluant les contributions des places non archimédiennes
de mauvaise réduction.

Le cas des places archimédiennes est reproduit ici pour nous orienter. Ensuite nous
traitons le cas des variétés abéliennes & réduction complétement dégénérée pour servir de
guide finalement pour le cas général des variétés abéliennes a réductions mixtes.

Nous nous servons pour cela des rappels fait dans les chapitres 2, 3 et 4, en particulier
vis-a-vis de la notion de hauteur locale que nous rapprochons de la notion de norme d’une
section d’un fibré hermitien cubiste.

Il est & noter que ce rapprochement entre hauteur locale et norme de section, qui est
d’ailleurs explicité dans le chapitre III du livre de Laurent Moret-Bailly [35] n’est que
rarement présentée. C’est ce que nous faisons dans la section de préliminaires. Dans cette
section nous présentons aussi 1'inégalité de base qui sera utilisée par la suite.

5.1 Préliminaires

Soit A/ K une variété abélienne sur un corps de nombres K.

Remarque Ce chapitre consiste essentiellement en une minoration théorique de la hau-
teur de Faltings des variétés abéliennes principalement polarisées sur un corps de nombres.
Etant donné (A/K, L) une variété abélienne principalement polarisée nous associons na-
turellement & L I'unique diviseur effectif D > 0 tel que L = O4(D). 1l est défini sans
équivoque comme le diviseur d’une section globale non nulle de L. De plus, pour toute la
suite, nous noterons par |F| le support d’un diviseur E.

Fin de la Remarque

La conséquence du théoréme de Mordell-Weil et de I'existence des modeles de Moret-
Bailly telle que présentée a la fin du chapitre 3 est la suivante

Proposition 5.1. Soit (A, L) une variété abélienne polarisée sur un corps de nombre K,
il existe un modeéle de Moret-Bailly, au sens de la définition du chapitre 3, (A —
Spec O, L) défini sur 'anneau des entiers d’une extension K' de K tel que :

1. K'/K est une extension finie

2. L est un fibré hermitien cubiste

99
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3. A — Spec Ok est un schéma en groupes semi-stable de fibre générique A/K.

4. Chaque point rationnel P € A(K) se reléve en une section entiére ep : Spec Ogr —

A.

Démonstration. D’apres le théoreme de Mordell-Weil, A (K) est un groupe abélien de type
fini. Choisissons alors un ensemble constitué d’un ensemble fini de générateurs de A(K).

On peut alors appliquer le théoréeme de Jean-Benoit Bost, rappelé a la fin du chapitre
3, sur l'existence d’une extension finie K’'/K telle que de plus les points 2., 3. et 4. de la
proposition précédente soient vérifiées. ]

Il faut noter qu’en général ce modele n’est pas un modele de Néron mais plutot c’est
un ouvert dans un modele de Néron comme le stipule le théoréeme de téduction temi-
stable. Il y a en effet deux processus qui rentrent en concurrence ici, a la fois I’existence de
I’extension des points rationnels en sections entiéres et 1’existence de ’extension cubiste
du fibré. Ces deux processus et I'obstruction conséquente font qu’il n’est pas possible en
général d’avoir de telles propriétés sur un Modele de Néron.

Munissons nous, a présent, d’'un modele de Moret-Bailly (A — Spec Ok, £) au sens de
la, proposition précédente pour une variété abélienne principalement polarisée (A/K, L).

Considérons maintenant une place non archimédienne, v, de K et la complétion cor-
respondante K. Nous avons vu dans les chapitres précédents qu’a ces données correspond
une hauteur locale canonique \ D,» qui n’est bien définie qu’a une constante pres.

Définition 5.2. (Hauteur canonique normalisée) Soit A/K une variété abélienne sur un
corps de nombre K. Soit D un diviseur sur A.

Pour v une place non archimédienne de K, nous choisissons ici de noter S\D,v,n la
hauteur locale canonique associée a D qui est normalisée de sorte que

inf  Ap,n(P)=0.

PeA(K\|D|

Dans notre cadre, nous serons dans la situation d’une variété abélienne principalement
polarisée par un fibré L. Nous choisissons alors de noter A D,v,n I'unique fonction hauteur
canonique normalisée comme précédemment qui soit associée a I'unique diviseur effectif
D tel que L = O(D).

A la donnée d’un tel modéle de Moret-Bailly correspond un O K -module H YA, LY®o K
Ok qui définit un réseau dans H 9(A,L) @ K!. A un tel réseau est associée une norme
définie pour s € HY(A, L) @+ K/ par

5]l 2,0 = min {mv; Ae KL\ {0} et s/A € HY(A, L) ®0,, OK;} .

De méme si a un point rationnel P € A(K) correspond la section entiere ep : Oxr — A
nous pouvons définir le réseau H(ep, €5L) ®0,., Ok dans HO(P, P*L) @+ K| et définir
ainsi une norme :

[5(P)lles.2.0 = min {[A; A € K\ {0} et 5/A € H(ep, €pL) @0y, Oy | -

Notre but ici est de démontrer que

Théoréme 5.3. Avec la construction qui précéde, la fonction, (A(K,)\ |D|) — R, définie

par
s(P)|| =

PHHOg(H ( )Hepc,v>’
Isllz,0
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est une hauteur locale canonique associée au diviseur D = div(s).
De plus si S\Dﬂ)’n est la hauteur locale canonique normalisée comme dans la définition
qui précede et si les normes de sections sont normalisées de maniére correspondante :
Alors, pour chaque P € A(K,) et chaque s € HY(A,L) xx K,

s(P enLv
1Og(ru e

S _S\D,’U,TL(P)'
[sllz,0 )

Démonstration. Les théoremes B.8.1, 9.1 et 9.2 et 9.3 respectivement de [25], notamment
rappelés dans le chapitre précédent, qui sont essentiellement dus & Néron dans [43] nous
disent qu’il existe une unique fonction définie & une constante pres qui vérifient les condi-
tions de normalisation, d’additivité, de fonctorialité ainsi que la propriété local/global de
redonner la hauteur de Néron-Tate sur la somme pour toutes les places.

Or Laurent Moret-Bailly dans le chapitre III de [35] montre que la fonction qui nous
intéresse vérifie bien ces conditions. Il le prouve dans le cadre d’un modele de Néron mais
les seules propriétés qu’il utilise sont celles de vérifier I'extension des points rationnels et
Iexistence du fibré cubiste, autrement dit les propriétés qu’il utilise sont valables pour
un modele de Moret-Bailly. En particulier les propriétés de normalisation, d’additivité, de
fonctorialité de la page 65 de [35] sont les mémes que celle d’une hauteur locale. Il énonce
de plus a la fin du chapitre que ces hauteurs locales vérifient la propriété local/global de
redonner la hauteur de Néron-Tate.

De plus on peut vérifier facilement que les normalisations des normes de sections don-
nées dans le chapitre 3. correspondent avec les normalisations de nos hauteurs locales du
chapitre 4.

On en déduit, d’apres les théoremes de [25] et [35] précisés précédemment, que

s(P enLv
ILGIEYAY
Il 20

est bien une hauteur locale canonique convenablement normalisée.
On déduit de ceci qu’il existe une constante h, € R telle que

$(P)|lexcv
_1og<” (Pl

- XD,1),71(1:)) + hva
sl )

mais d’autre part nous remarquons que si s € HY(A, L) ®0, Ok, alors s(P) €
H%ep, L) ®0, Ok,, donc pour tout P € A(K) et pour tout s € HY(A, L) ®p,. Ok, :

Is(P)lepco < lIsllz,0,

S(P)||ex r.0
_1og<”( ] PL,>ZO’
18]l 2,0

autrement dit h, > 0 avec la condition de normalisation sur Ap , p.
On a donc prouvé la deuxieme assertion du théoreme. ]

et donc pour tout P € A(K),

Comme dans le chapitre 3, en une place archimédienne o, le fibré L est muni d’une
métrique correspondant au fibré hermitien cubiste £ de sorte que la norme |s(P)lles z,0
de I’évaluation d’une section s en un point C-rationnel P pour la place o est définie sans
ambiguité. De plus, en association, on définit la norme ||s||z , par :
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1/2

Isllo = | [ Is(P)IE, cogma(P) |

ol du, est la mesure de Haar-Lebesgue sur A, .

Avec ces normes, le fibré HY(A, L) devient un fibré hermitien ou bien, dit de maniére
équivalente, un fibré adélique.

Supposons maintenant que notre variété abélienne A est munie d’une polarisation
principale L, de sorte que x(A, L) = h°(A, L) = 1 et que notre point P ne soit pas dans
le support du diviseur D associé & L.

Nous allons alors utiliser ce qui précede ainsi que notre travail préliminaire sur les
hauteurs locales dans le cadre de la formule

| . 15(P)les 2.0
77 & Qelles ( Ers ) B
ou la somme a lieu sur toutes les places.

La formule précédente est relativement triviale une fois que I’on connait la formule
de la section 3.1 du chapitre 3 et en remarquant que les deux fibrés en question sont de
rang 1.

En effet d’aprés cette formule nous avons pour s € H(Ags, Lg:) \ {0},

A Arer, L) = f(epL) +

— 1
d HY(Ag:, Lg))) = ——— K! : Q)1 v
egn( ( K’ LK )) [K/ . Q] ;[ v @ ] OgHSHL, s
la somme ayant lieu sur toutes les places et de méme
— 1
deg,,(epL) = R EU:[K;; : Q) log [|s(P)llex, .04

en sommant sur toutes les places.
La formule qui précede est alors simplement la différence entre ces deux termes sachant
qu’on est dans le cadre de fibrés hermitiens de rang 1.
Le théoreme 4.10, (ii) de [9], rappelé a la fin du chapitre 3 nous indique que
AERE) = hu(a),
ainsi que la formule hautement non triviale due a Jean-Benoit Bost, la "formule clé" :
e YO T Y 1 g
AMHY(Agr, Lir)) = = 5hst (A4) — 7 log(2m).
Pour toute la suite de ce texte, nous définirons apres les formules définissant la hauteur
de Faltings du chapitre 3 :

Définition 5.4. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K, soit h(A/K)
et hg(A) respectivement la hauteur de Faltings sur K et la hauteur de Faltings stable telle
que définies dans le chapitre 3, nous posons alors et pour toute la suite de ce texte :

WA/K) = h(A/K) + glog(%r),
et

hst (A) = hao(A) + %log(%r).

Ces définitions reviennent essentiellement a une renormalisation de la hauteur de Fal-
tings comme nous 'avons indiqué dans la remarque du chapitre 3.



5.1. PRELIMINAIRES 63

L’intérét de cette définition est d’une part que nous n’aurons plus & ajouter partout la
constante en question et que d’autre part les hauteurs de Faltings ainsi définies deviennent
des nombres positifs (d’apres Bost, voir plus loin, cas archimédien).

Nous aurons donc

Sha(4) = hu(P) + ot

. 1Py
[K/ . Q] ;[Kv . QU] IOg ( HS’ Lw ) ’ (52)
'idée originale de Jean-Benoit Bost qui est précisée dans [18] est alors de faire une moyenne
de I'égalité précédente sur les points de torsion de la variété abélienne pour lesquels la
hauteur hr(P) est nulle.

L’idée tres intéressante de Jean-Benoit Bost constituait grosso modo a ne considérer
que les places archimédiennes tandis que les termes non archimédiens étaient négligés.
Dans le travail de Jean-Benoit Bost précisé dans 'appendice 8 de [I8] seules les places
archimédiennes comptent et il utilise 'inégalité

1- 1 15(P)leg..0
—ihst(A) <hp(P)+ m Z log (L) )

o:K—C HSHLU

qui provient de I’égalité précédente utilisée en incorporant pour chaque place non archi-
médienne v,
[[s(P)
Tsllc
qui est équivalente a dire que si une section est entiere elle est entiére le long de la section
ep qui étend P.
Notre travail affine le résultat de Jean-Benoit Bost en incorporant des estimations plus
fines des termes non archimédiens.
Remarque

epLiv <1

— )

1. Dans le travail précédent, notamment dans le choix du modeéle de Moret-Bailly,
nous pouvons librement considérer que A(K') contient tous les points de N-torsion
de A. En effet 1’éga1ité précédente est independante de 'extension K'/K et nous
pouvons appliquer le théoreme de Jean-Benoit Bost sur ’existence des modeéles de
Moret-Bailly en incluant I’ensemble fini des points de IN-torsion. Nous faisons ce
choix pour la suite.

Définition 5.5. (Notation) Nous noterons donc dorénavant K, une extension finie
de K telle qu’il existe un modele de Moret-Bailly de (A, L) défini sur O K, tel que
tout point K-rationnel et tout point de N-torsion de A s’étende en une section de
ce modele.

Il sera notamment important pour nous de savoir qu’avec les normalisations que
nous avons choisies dans le chapitre 3, Ap, , est défini de maniere unique sur tout
K.

2. Plus précisément nous pourrons supposer dans notre travail que nous nous plagons
sur une extension finie K’/K quelconque ou plus précisément choisie au besoin de
la situation puisque tous les termes restent invariants.

Dans notre contexte nous aurons les places complexes, les places de bonne réduction
et les places de mauvaise réduction (désignées par Bad). Dans notre évaluation nous ne
prenons en compte que les places archimédiennes et les places non archimédiennes de
mauvaise réduction. La maniére dont nous faisons nos évaluations ne peut en effet rien
apporter de plus dans le cas de bonne réduction (voir la remarque qui suit).

Dans toute la suite de ce texte nous adoptons donc la notation suivante :
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Définition 5.6. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K, nous notons :
Bad(A/K),
I’ensemble des places non archimédiennes de K ou A a mauvaise réduction.

Ainsi si P € (A[N]\ |D|), hr(P) = 0, nous aurons donc :

_%~st(A)
<
5Py .0 5P\
1 ol 1 I P~
my@mgimbg< mmgt>+my@%&§%mJKMwQMbg<|Mw )

Notant & présent ¢ty := Card(D N A[N]) ou D est le diviseur correspondant a L nous
avons en faisant la moyenne :

1
N29[K Q) Islle,o

<||S(P)||e};£,a>
log

Pc(AINN\ID]) o:K},—C

+

lIsllz,v

SP) e* v
M&m:@Abg(”(Pg)

1
NERTG |
N¥IEN W pe ATN\ D) veBad (/K7 )
Rappelons a présent, la forme suivante d’un théoréeme de Raynaud, ex-conjecture de
Manin-Mumford :

Théoréme 5.7. (Raynaud, voir [{7]) Soit A/K est une variété abélienne sur un corps
de nombres K et soit V une sous-variété de A, alors il existe un nombre fini n de sous-

varitités abéliennes B;, i = 1,...,n, telles que si l'on note Aiors U'ensemble des points de
torsion de A et respectivement B tors ceux des B; alors il existe des points ti,ta,...,t, € A
tels que :

Vi=1,...,n, (ti+ B;) CV,
et

n
Ators NV = U (ti + Bi,tors)-
i=1
Ainsi, les points de torsion situés sur D sont contenus dans un nombre fini de sous-
variétés abéliennes strictes de A. On en déduit que ty = O(N?972).
Donc, en passant a la limite supérieure que :

—5hse(A)
<
ls(P)lex, 2,0
lim Sup et > log (P)
Nosoo VBN pe TN D oK Ielle.c (5.3)
+
Emsup yomergy 2 > Ky, :Qollog (S(P)||€7’£’“>
N—co N[k y:Ql Pe(A[N\|D|) veBad(A/KY,) Mo Ielle.e 7

ce qui nous permet de séparer les places archimédiennes des places non archimédiennes de
mauvaise réduction.
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Remarque au sujet des places de bonne réduction : Nous savons depuis Néron,
voir le chapitre 4, qu’aux places de bonnes réductions v, la hauteur locale est donnée, a
une constante réelle k, pres, par

< log N(v)
ADpo(P) = multp (P)————=% + Ky,
7'U( ) ,U( )[Kv . QU] v
ot multp ,(P) est la mutltiplicité d’intersection du diviseur D au point P en v, telle que
définie dans le chapitre 4., de sorte qu’en une place de bonne réduction,
N log N(v
Ao = multp,(P) 22 M)

[Kv : Qv} .
Or le théoréme principal de John Boxall dans [10] est que

. 1 Q
lim ﬁ Z )\D71}7n(P) = 0.
N — o0 PE(A[N)\|D])
v ne divise pas N

Ainsi nous voyons que, dans le cas d’une place v de bonne réduction, le processus
précédent ne peut fournir mieux qu'une majoration grossiére du type

s(P esLv
10g<”( ) ,,L,>SO.

Isllz.0

Nous allons voir qu’aux places de mauvaise réduction nous pouvons cependant obtenir
de meilleures estimations.
Rappelons pour l'instant le traitement de la partie archimédienne.

5.2 Partie complexe

La norme archimédienne associée a un fibré hermitien cubiste a été calculée sans am-
biguité par Laurent Moret-Bailly dans son article [37].

C’est maintenant un résultat classique que si 6 est la fonction théta associée par le
theoreme d’Appell-Humbert a s € H’(A, L) ®, C alors pour tout P = expy_(z) € Ao,

™
(Pl = 16} exp (<G 215 )

ol || - ||1,o est la forme de Riemann associée a L et & o. Il s’agit de la forme hermitienne
que nous avons notée H dans le chapitre 1 apres le théoreme d’Appell-Humbert.

Rappelons-en la raison ([37, [35]) : le membre de droite est invariant sous l'action du
réseau et est le produit de # par une fonction C*° positive, il en résulte que le membre de
droite définit une unique norme sur O(#). D’autre part ce méme membre est a courbure par
rapport & z invariante car c’est le produit d’une fonction holomorphe par une exponentielle
quadratique. Or la proposition 2.1 p.48 de [35] indique que [[s(P)|[ex,z, est & une constante
de normalisation pres 'unique norme sur L, satisfaisant ces propriétés.

Considérons a présent une variété abélienne A principalement polarisée par un fibré
L et reprenons le travail de Gaél Rémond et de Eric Gaudron, d’aprés Jean-Benoit Bost,
dans [I8] appendice 8.

Comme la variété abélienne est principalement polarisée elle est isomorphe & un quo-
tient C9/(Z9 4+ Q,79), Q, étant la matrice des périodes.
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On introduit la fonction Fy : C9 — C définie si z = g + Q,p € CY avec p,q € RY par

Fy(z) = det (2Im(Qo))1/4 Z exp(in’(n + p)Qy(n + p) + 2it'ng).
nez9
Nous avons alors le lemme suivant, essentiellement classique, qui est repris par Laurent
Moret-Bailly dans [37], et qui se trouve comme lemme 8.2 de [I8].

Lemme 5.8. Soit 0 un plongement complexe de K
1.

/(Rg/zg)2 |Fo(q+ Qop)*gpdg = 1

2. 0,(z) = Fy(2) exp ((7/2)'2Im(Q,) 12 — in'pQ,p) pour z = q + Qop avec p,q € RI
alors 0, : C9 — C est une fonction théta assocciée a la donnée d’Appell-Humbert
(Hy, Xo) définie par :

t

H,(z7") = zZIm(Q,) 12/, Xo(n+ Qem) = (—1) ™",
3. 105(2)| = |Fo(2)| exp (5 Ho (2, 2)).

Démonstration. C’est le lemme 8.2 de [18] prouvé dans cet article. O

Nous rappelons maintenant la définition des invariants I(A(C), L¢) :

Définition 5.9. Etant donnés une variété abélienne principalement polarisée (A/K, L)

~

définie sur un corps de nombre K et une place 0 : K < C, un isomorphisme A,(C) =
CY9/(Z9 + Q,7Z9) étant fixé, on définit dans le cadre de ce qui précede,

(Ao Lo) == [ log|Folq -+ Qp)ldpdg
(R9/Z9)?
Remarques

1. On peut remarquer grace a I'inégalité de Jensen et a la normalisation du point 1.
du lemme précédent que I(Ay, L,) > 0.

2. Si on fait une extension finie K'/K du corps de définition K de A/K

1
§ I(Agr, Lor) = § I(As; Loy
[K,:Q] o/t K'—C ( ) [KQ] o: K—C ( )

est indépendant de 'extension finie K'/K. En particulier, cette valeur est indépen-
dante de toute extension finie K’/ K.

En effet si K'/K est une extension finie et si ¢/ : K’ < C est un plongement qui
se restreint en un plongement o : K — C,

CI/(Z9 + Q00 79) = CI)(Z9 + Q2 79)

de sorte que comme F, = F,/x on a,

> I(Ay,Lyt) = > 1| I(A,, Ly) = [K': K|I(Ay, Ly).
o K —C o K —=C
odlg=o0 dlg=o0

On conclut en faisant la somme sur les o : K — C et en utilisant la multiplicativité
du degré.
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3. Enfin, quitte a faire une extension finie de K on peut fixer I'isomorphisme entre A,
et C9/(Q,Z9 + Z9) de sorte que L, corresponde au faisceau inversible de donnée
d’Appell-Humbert définie dans le lemme précédent. En effet la forme hermitienne
est de toute fagon fixée par A tandis que si 'on fait une translation de L, on peut
obtenir d’aprés le lemme[£.16]du chapitre 3, une polarisation par un fibré symétrique
puis par une translation par un point de 2-torsion convenable le fibré défini toujours
une polarisation principale tandis que x, peut-étre maintenant donné par la formule
du lemme qui précede.

Nous en déduisons la chose suivante :
Quitte a faire une extension suffisamment grande mais finie de K, nous sommes dans
le cadre de 'inégalité [5.3] avec pour les normes, d’apres le lemme précédent :

[s(P)lles, 2.0
— P —1F (z,)].
Fllce ot
Nous avons alors :
Théoréme 5.10. (J.-B. Bost, voir [18])
Thet(A)
>
”S(P)”e* L,o
— lim SUp o > > log <P>
Nsoo NN pe 4NN\ ID)) 0 KTse Isllz.o (5.4)
>
1
m o: I;‘—)(C I(AU’ LU)

Démonstration. Ce résultat est prouvé comme théoreme 8.1 p.34 de [18].
Nous en rappelons tres brievement quelques points essentiels de la démonstration : :

1. Remplacer les normes de sections par les valeurs absolues de fonctions F, comme
dans le point précédant.

2. Remarquer que la somme sur les points de torsion est essentiellement une somme
de Riemann ce qui fera appraitre l'intégrale.

3. Mais tous les points de torsion ne peuvent pas intervenir car certains peuvent étre
trop proches du support du diviseur associé a L (quand N et donc le degré de K'/K
tendent vers l'infini les points de torsion deviennent denses), il faut en tous cas au
moins enlever les points qui sont sur |D| et en fait il est commode d’enlever une
sorte de voisinage tubulaire de |D|. Il faut donc tronquer la somme de Riemann.
Le point merveilleux est alors l'utilisation du theoréme de Raynaud (ex-conjecture
de Manin-Mumford) qui va faire appraitre que les points de torsion de A qui sont
sur le support du diviseur apportent une contribution en O(N2972), ce qui les rend
négligeables. Il est alors notamment important d’avoir l'invariance par extension
de K indiquée dans la remarque précédente.

O

Remarque : On déduit notamment de cette derniere inégalité que comme les inva-
riants I(-,-) sont positifs :
hst(A) > 0.

Fin de la remarque.
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5.3 Cas de réduction totalement dégénérée (torique)

Remarque Importante

Cette section a essentiellement un intérét pédagogique et 'intérét de servir de guide au
cas général qui est établi dans la section suivante. Cela permet d’avoir un certain point de
vue pour comprendre ce qui se passe quand on essaie d’évaluer les termes non archimédiens
qui nous intéressent.

Dans cette optique, nous nous placons dans le cas suivant : le diviseur D est le diviseur
d’une fonction théta particuliere.

Fin de la Remarque

Nous nous plagons toujours dans le cas d’une variété abélienne A/K définie sur un
corps de nombres K et nous supposons dans cette section que A admet, en une place v de
mauvaise réduction , une réduction torique telle qu’introduite dans le chapitre 4.

Nous nous plagons dans le cadre des préliminaires, section 4.1, de ce chapitre.

Dans ce cas on sait, voir chapitre 4, que quitte A faire une extension finie de K’ que
nous notons aussi K/, A, est représentable, comme quotient analytique rigide, comme le
quotient d'un tore déployé (G, )¢ par un sous-groupe de période :

A(K)) = (K,/)7/(Q),

ou {2, est un réseau multiplicatif des périodes qui est engendré disons par g = (q%)lgmgg.
Nous associons a ceci une fonction théta non archimédienne donnée par :

O,(t) = Y q(m,m)t™,

meZ9
ou
_ mim;
q(m,m) = H Qi >
1<i,j<g
et
m __ ms
=T ™.
1<i<g

Remarquons que nous ne prouvons pas ici qu’il s’agisse du cas torique général, nous
traiterons en fait la situation en toute généralité et notamment dans le cas de réduction
mixte dans la section suivante.

Nous savons, par Hisasi Morikawa dans la section 3. de [39], que la série ©, est bien
convergente et nous savons de plus que la forme quadratique représentée par @), la matrice
introduite dans la définition du chapitre 4, est définie positive, et nous rappellons que
la hauteur locale prend la forme :

1 log N(v
—log [©,(t)], + 5 ( tTrop(t)QvTrop(t)> m + Ky,
ou Trop(t) = (—log|tily, ..., —logltgly) = (Trop(t1),..., Trop(ty)) pourt = (t1,...,t4) €

(K3)9. On rappelle de plus que pour une place w au-dessus de v :

Qu = 6w\va7

€yv €tant 'indice de ramification résiduel. Notons d’ailleurs que d’aprés ceci, comme nous
savons que la réduction devient déployée apres une éventuelle extension non ramifiée du
corps de base et comme la hauteur locale est invariante par extension, nous pouvons
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considérer que nous sommes sur K quitte a définir la hauteur locale en prenant une
extension K’ sur laquelle le tore est déployé et a redescendre & K ensuite.
Nous avons d’autre part le lemme suivant :

Lemme 5.11. Considérons M un réseau de RY muni d’une norme euclidienne || - ||.
Alors,

F= {x € RY| 2] = min ||x+m\|} ,
meM
est un domaine fondamental pour M, c’est-a-dire que :

RI= |J (F+m)
meM

et simy # mao, (F' 4+ my) et (F +mg) se rencontrent "au plus" sur le bord.

Démonstration. Nous avons déja bien évidemment,

U (F+m)cRr.
meM

Soit x € RY choisissons alors xg € (x + M) réalisant le minimum de ||z 4+ m||, ¢’est-a-dire :
o]l = min [z +m]|

alors xg € F et il existe par hypothése m € M tel que x = xg + m. Donc

R = |J (F+m).
meM

Il reste & montrer que F' et F' 4+ m pour m € M s’intersecte au pire sur le bord et que
sinon l'intersection est vide.
Or si il existe n € M tel que x € F et x +n € F alors,

|z 4+ n| = min [z +n+m| = min [z +m| = [z
meM meM

Or on remarque que pour n # 0 ||zg + n| > ||zo|| pour tout xzo & l'interieur de F' par
construction.

O]

Remarque : Comme F est défini par les inégalités ||z +m||? —||z||? > 0, autrement dit
par ||m||?>+2 < m,x >> 0, le domaine F est un polyédre convexe symétrique par rapport

a l'origine. C’est I'intersection de tous les demi-espaces affines définis par | < m,z > | <
[[m|?

Définition 5.12. Le domaine fondamental du lemme précédent est appelé le domaine
fondamental naturel associé a || - || et a M.

En particulier, nous noterons Fg, , le domaine fondamental naturel associé a la norme
euclidienne ||z[|3, =' 2Q, et au réseau Lg, = 2(Q, lf’lg{v{g:]))*lZg , Qy étant la matrice
définie dans la définition du chapitre 4.

Nous avons alors la proposition suivante :
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Proposition 5.13. Pour P € A(K))), notons tp le représentant de P appartenant au
o

. -1 . 1 .
domaine naturel Trop™ " (Fg, ). Alors si tp € Trop™ (Fg,), on a :

—log |@v(tP)>‘v =0,

~~
avec Fg, désignant l'intérieur de Fg, pour la topologie réelle.

Démonstration. Nous avons :

—log |g(m, m)tF|, = 'm(Q, 1[(;?1) N(Sj )" tm 4+t m - Trop(tp)
1 log N log N
1 (Imvon(ee) + 20QuESED Tl ~ I Twon(en)I, ) [0

.. 1= = Lo egs
Mais si tp € Trop " Fg,, Trop(tp) € Fp, de sorte que par définition de Fg,, pour
tout m # 0
log N(v)

I Trop(tp) + 2(va)ilm”év - ||Tr0p(tP)”22u >0,

tandis que bien évidemment le membre de gauche est nul si m = 0.
On en déduit le résultat par définition de © et des propriétés ultramétriques. O

Proposition 5.14. La hauteur locale canonique normalisée Ap . associée au diviseur
D = div(©,) que nous avons définie dans la section préliminaire 4.1 vérifie pour tout
[¢]

. / . —1 ~=
point P € A(K)) dont le représentant tp € Trop™—~ Fg :

2 log N(v)
Qu [Kv : Qv] .

Démonstration. Nous savons déja par le corollaire du chapitre 4 qu’il existe une
constante k, € R telle que

N 1
ADwn(P) > §||TTOP(15P)|| (5.5)

:\D,u,n(P) = —log |O,(tp)|, + % ( tTrOp(tp)QvT‘I‘Op(tp)) m + Ko,

o

~~
Or d’aprés le lemme précédent si tp € Trop ! Fg,, alors — log |©,(tp)|, = 0
On en déduit que

« 1 log N(v
0.0 (P) = 51 Tron(tp), log e+, > 0
v - v

Mais comme d’autre part, pour tout ¢y tel que ord,(¢y) = (0,0,...,0)

ITrop(to)lle, = 0,

on en déduit par définition de A Dwn que Ky, > 0 ce qui conclut. O
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Proposition 5.15. Notons comme précédemment \p . la hauteur locale normalisée as-
sociée & D = div(©,) et normalisée par la formule inf Ap ,,, = 0 alors

1 < 1 log N(v)

iminf—— S Aupa(P)> > /||x|| (5.6)
29 s Qu

N—oo NZ49 PE(AIN|\|D]) K Qv]

Démonstration. On sait déja par la définition de Fiy et la proposition qui précede que

1 N 1 1
lim inf —— Z Av,c.n(P) > lim inf —- Z fHTrop(t)Hé/ log N(v).
[o%e) ) k) - 00 g v
Voo N2 e avi\ D, Vo N 2

~~
te(A[N|\|D[)NTrop~! F

Or, un point de N —torsion s’écrit sous la forme

T((&1,62, -+, &), n1,n2,...,m (51 1_‘[qm/N’52 H m/N’ & H nl/N>

i=1

avec les &; des unités et les n; entiers relatifs.
de sorte que son ordre v-adique s’écrit

Trop(T'((§1,82, - - &g)s M1, M2,y - -2 1)) (Z ~—Trop(gi1), Z I Trop(gia), - Z TrOP(ng))

i=1 = =1

On voit en particulier que I'image par l’application Trop des points de A(K,) qui sont
situés sur D sont sur le bord de Fy, car par hypothese ©,(t) = 0sit € |D|, en particulier,
la somme de droite est une somme de Riemann sur Fg, car on voit que I'image par Trop
des points qui nous intéressent devient équirépartie dans Fy quand N tend vers I'infini. [

Définition 5.16. Soit A/K une variété abélienne principalement polarisée par un fibré
symétrique L et v une place non archimédienne de K. Soit K’'/K une extension finie de
K sur laquelle 'extension de Raynaud est donnée par un tore déployé en une place w|v.
On sait qu’on peut choisir w de sorte que w soit non ramifiée au-dessus de v. Alors la
théorie de Raynaud telle que présenté précédemment défini une forme quadratique @, et
comme la hauteur locale de Néron est bien définie sur K, on définit alors Q, par Qy = Qu
puisque 'extension est choisie non ramifiée. On définit :

JAnL) = [ Qula

FQu

pour la mesure de Lebesgue usuelle sur RY.
On voit ainsi que cet invariant est bien défini pour toute place v de K que 'extension
soit déployée ou non.

Le domaine tropical Fg, lui étant indépendant d’une quelconque extension w|v comme
on le voit sur la définition (en effet les inégalités définissant ce domaine reste inchangées
si 'on remplace Qv par Qu = e€y,Qy tandis que le réseau par lequel il est défini est

= 2(Qv bg N ) 179 qui est indépendant de w|v).
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Théoréme 5.17. Soit A/K une variété abélienne semi-stable principalement polarisée
sur un corps de nombre K. Notons Tor(A/K) l’ensemble des places de K pour lesquelles
A a réduction torique déployée du type précédent.

Soient 1(Ag, L) le nombre défini dans la définition[4.17 et J(Ay, Ly) le nombre défini
dans la définition [5.16 pour o une place archimédienne et v une place non archimédienne
de réduction torique respectivement.

Alors :
Thet(A)
e Y I(Ag, L )+1Z S J(Ay, Ly)log N(v) (5.7)
k-Q) o: K—=C e 5l veTor(A/K) o

Démonstration. Nous utilisons ici I’équation des préliminaires, section 5.1, de ce cha-
pitre. On remarque d’ailleurs que I'on peut toujours prendre une extension finie K'/K
telle qu’a la fois les propriétés de la section 5.1 ainsi que de 5.2 et de cette section soient
vérifiées, nous pouvons ainsi utiliser la proposition [5.31] et la remarque de la section 5.2.

Nous utilisons alors le théoreme [5.10] pour minorer la partie complexe tandis que nous
utilisons le théoréme [5.3] de la section 5.1 dans le cadre des propositions [5.14] [5.13] et [5.15]
qui précedent pour les places de mauvaise réduction.

En particulier nous pouvons nous placer sur une extension K contenant (A[N]\ |D|)
et utilisons la formule :

1 1 N
[K/ . Q] Z Z[ng,w : Qw] (]\729 Z )\D,U(P))
N vETor(A/K) wlv Pe(A[NN\|DI)
1 %:[K.;V,w : KU] 1
= : Z [Kv : Qv] = : Z S\D,U(P) ,
K- Q) veTor(A/K) (Kl : K] N2 Pe(A[N\|DI)

=1
ainsi que le fait que par la normalisation de nos valeurs absolues les hauteurs locales sont
bien définies sur toutes les clotures algébriques. O

Proposition 5.18. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombre K et soit
Tor(A/K) l'ensemble de ses places de réduction torique du type précédent et soit K'/K
une extension finie, alors :

o
[K": Q)

1

> J(Aw, Ly)log N(w) = — > J(Ay,v)log N(v)
wlv,w€Tor(A/K) [ ’ Q] veTor(A/K)

est indépendant de lextension K'/K.
Démonstration. Soit w|v une place de K’ au-dessus de la place v de K. Alors,
Qu = €yuQu;
Ol €y, est I'indice de ramification relatif de w|v. De sorte que :
J(Aw, Lw) = eypud (Ay, Lyy).

D’autre part,
log N(’U}) = fw\v log N(U)7
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ol fy, est le degré résiduel relatif.
Ainsi,

J(A,w)log N(w) =K,

w

: Ky|J(A,v)log N(v),
on en déduit alors la formule grace a

> K, K] = [K": K],

wlv

et a la formule de multiplicativité du degré. O

Ainsi, on peut retirer 'hypothése de réduction déployée et obtenir :

Théoréme 5.19. (Cas de réduction totalement dégénérée(=torique))

Soit AJ/K une variété abélienne semi-stable principalement polarisée sur un corps de
nombre K.Notons Tor(A/K) [’ensemble des places de K pour lesquelles A a réduction
torique du type précédent.

Soient I(Ag, L) le nombre défini dans la définition[4.17 et J(Ay, Ly) le nombre défini
dans la définition [5.10 pour o une place archimédienne et v une place non archimédienne
de réduction torique respectivement.

Alors :
3hst(A)
31s
) L2 (5.8)
W Z I(AO—,LO—) —+ W Z J(AU,LU) log N('U)
o K—C ! wETor(A/K)

Démonstration. On peut d’abord établir le théoréme sur une extension finie pour laquelle
la réduction est déployée. Le fait que le terme archimédien soit invariant et comme nous
venons de le voir, avec nos définitions cohérentes des invariants J(-,-), le terme non archi-
médien est invariant aussi; on obtient, en redescendant, I’inégalité sur le corps de base. [

Remarque Le théoréeme précédent est cas treés particulier du théoreme principal que
nous établirons dans la section suivante.

5.4 Cas de réduction mixte

Dans le cas général, une variété abélienne semi-stable A, /K, sur un corps non archi-
médien K, admet une uniformisation de Raynaud de la forme suivante : La composante
neutre A%du modele de Néron de A,, est extension d’une variété abélienne C, par un
tore déployé GJ,. Cette hypothese est toujours vérifiée apres une éventuelle extension non
ramifiée du corps de base, ce que nous pouvons faire dans notre contexte d’apres 1'une de
nos remarques préliminaires de ce chapitre.

Cette extension se releve d’apres Raynaud [46, [6] [7, 48] en un diagramme d’espaces
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analytiques rigides :

0

Ou T, = G" est un tore déployé, C, /K, est une variété abélienne admettant bonne réduc-
tion, G, est un groupe algébrique commutatif et M, est un réseau dans G, dans le sens
défini dans le chapitre 2, section 2.3, et redéfini plus loin.

Remarques :

— Nous supposerons dans toute cette section que la polarisation principale est donnée
par un fibré symétrique L. Comme nous ’avons vu a la fin du chapitre 4, cela n’est
pas tres restrictif.

— Nous savons de plus que le tore T, est déployé apreés une extension finie non ramifiée
du corps de base; ce fait est cité et utilisé par exemple par Bosch et Liiktebohmert
([7] page 655) et peut étre démontré en s’appuyant sur des propriétés générales des
tores (SGA3 II exposé IX 3.6).

Fin des remarques.
Nous supposons ici que A est muni d’une polarisation principale symétrique L, et soit D
I'unique diviseur effectif tel que L = O(D) défini par D = div(s) pour s € H(A, L)\ {0}.
Si on note X(7,) = Hom(T,,G,,) le groupe des caracteres de T}, l'extension G, /K,
est décrite (voir [48] pour une description explicite) par un homomorphisme 7 : X (T,) —

Pic’(0).
11 existe d’apres [48], page 431, un diviseur E sur C, et une fonction 0, sur G, (une
fonction théta généralisée) tels que :
D =(0,)+7E.

De plus, toujours d’apres [48] page 431, si on définit

®p: C, —— Pic’(C,) ,

a— 1, E—F
alors il existe un homomorphisme

o M, — X(T,),
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rendant commutatif le diagramme

M, Gy(K,) ——— C,
] 230

X(T) T Pic’(C,).

On dispose de plus pour chaque m € M d’une fonction méromorphe h(m)(-) sur G,
déterminée a une constante pres par

div(h(m)(-)) = m™In*E — n*E, (5.10)

et VA € T, ¥t € G, h(m)(At) = ¢(m)(N)h(m)(t),
et qui vérifie pour tout my, me € M et tout t € G,
h(ma) (mat) [h(ma) (8] ™1 = h(mz)(mat)[h(m2) (1))

De plus, d’aprés [48] page 429, ©, € H%(G,,Og,(7*E)) et ce dernier espace admet
une décomposition suivant les sous-espaces propres :

HO(GU7 OGu (TF*E)) = @ HO(GU7 OGU (W*E))‘T?

ou

H(G,, Og, (T*E))y = {f € HY(G,, Oc, (7" E)) | YA € Ty, ¥t € Gy, f(tg) = .:v()\)f(t)} :

et ot @ désigne les séries 3 ay telles que lim laz||z = 0ou |||l désigne la norme canonique
sur H%(G,, Og, (7*E)), définie dans [48] page 429.

On voit M, comme un réseau dans GG, dans le sens que I'image de M, par 'application
naturelle de tropicalisation :

Trop : Gy(Ky) —— Go(Ky)/Go(Ok,) = To(K,y) /T (O, ) =

—log|: |
= Hom(X(Ty), K /O%,) =

Hom(X(7Ty),R)
est un réseau au sens usuel dans Hom (X (7;),R) =2 R"™, r, étant la dimension de T,.

On peut remarquer que si w est une place au-dessus de v, Trop(M,,) = Trop(M,,), cela
provient de la normalisation de nos valeurs absolues.

On aimerait bien que les fonctions h(m)(-) qui ne sont autres que des facteurs d’auto-
morphie puisse nous permettre de reconstruire la fonction théta.

Cela ne pose pas de probléme particulier une fois que 'on a vérifié que h(m)(-) peut
étre définie par I’équation fonctionnelle

h(m) (t)ev(mt) = @v(t)v

qui montre notamment que les fonctions h(m)(-) vérifient I’équation fonctionnelle :
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h(mlmg)(t) = h(ml)<TTL2t)h(m2)(t) (5.11)

Cette nouvelle définition fixe les constantes qui interviennent quand on définissait
h(m)(-) par div(h(m)(-)) = m~'n*E — m*E.
Nous identifions ici H°(Gy, Og, (7*E)) et

L(m*E) = {f € K,(G)*| div(f) + 7*E > 0}.

Le fait que div(©,) = ¢*D — 7*E nous dit entre autres que 0, € L(7*E). En toute
généralité nous noterons pour F un diviseur, L(F') l'espace de fonction méromorphes
naturellement associé.

Proposition 5.20. Si A/K, est principalement polarisée comme précédemment, considé-
rons les diviseurs D, E ainsi que la fonction théta telle que ¢*D = div(©,) + 7*E, nous
avons alors que la série

G—K

t—— EZM h(m)(t)

est convergente dans H(G,, Og,(m*E)) et définit une fonction proportionnelle d la fonc-
tion ©.

Démonstration. Le fait que la série converge provient de [48], 2.4 et 2.2, ou Reversat et Van
der Put montrent notamment que log [|h(m)(-)||¢(m) = — < m,m > +L(m) ou < -, >
est bilinéaire définie positive et L est linéaire. Nous voyons alors d’apres I’équation fonc-
tionnelle et la décomposition de H°(G,,, Og, (7*E)) en sous-espaces propres rappelée
précédemment que la série en question définit un élément de L(7*E).

A présent on peut considérer la fonction méromorphe

1
CH)

> hm)(1),

meM

qui n’est autre que

1
m% O, (mt)

Comme

¢*D = div(0,) + m*E,

on voit alors que
1
div [ —— h(m)(t) | > —¢*D
<@v(t) mXG%J ( )( )>

On en déduit, c’est la méme remarque dans la preuve du lemme 2.4.4 de [48], que cette
fonction est une fonction M-périodique qui appartient a L(g* D), autrement dit ¢’est une
fonction de L(D) qui est de dimension 1 car la polarisation est supposée principale et
comme D est effectif c’est par conséquent une constante.

Ce qui conclut la preuve. ]
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Décidons donc d’appeler O, la fonction définie, apres estimations, par

Ou(t) = Y h(m)(t) (5.12)

meM

On sait d’autre part d’apres le chapitre 4, équation section 4.3.3 cas général et
lemme [£.17], qu’il existe une fonction bilinéaire H : G, x G,, — R et une constante x, telle
que la hauteur locale normalisée correspondant au fibré symétrique L = Og(D) définie
dans la premiére section de ce chapitre soit donnée par

Spunla(t) = ordv(@v(t))w + multm(w(t))m CH. g)w .
(5.13)

Rappelons les propriétés essentielles de Hy(+, ) telle que présentées dans le chapitre 4 :
Lemme 5.21. (Chapitre 4, lemme La fonction H, définie précédemment est l'unique

application bilinéaire et symétrique H, : G, X Gy, — R telle que pour tout (m,t) € My, xT,,

Ho(m, 1) = Sordy(6(m)(1))

de plus, H, est positive et comme G,(Of,) est dans le noyau de H,, il existe une unique
application quadratique Q, : Hom(X (T,),R) = R™ — Rx¢ telle que pour tout g € G :

Hy(g,9) = Qu(Trop(g)).

Pour aller plus loin dans nos estimations plagons nous sur le domaine suivant pour M :

Définition 5.22.

D — {t € G| multp,(m(t)) + Hy(t,t) = mneli]\%v multg ,(7(mt)) + H,(mt, mt)]}

On a le recouvrement suivant :
G = U mD*.
meM,

Nous définissons aussi :

Définition 5.23.

Dro {t € G| multg,(7(t)) + Hy(t,t) < I]I\l/[lr{l [mult g, (7(mt)) + Hv(mt,mt)]}
meMy\lg

Pour le moment nous ne nous soucions pas de ce qui ressemble & un bord D*\ D*°, il ap-
paraitra plus clairement apres quelques réductions et apres un processus de tropicalisation
qui le rendra simple a manipuler.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 5.24. Pour tout t € D*°,

S\D,v,n (Q<t)) > (multEw (71'({;)) + H, (t, t)) m

Démonstration. La preuve de ceci se fait en deux étapes :



78 CHAPITRE 5. MINORATION DE LA HAUTEUR DE FALTINGS

1. D’abord on garde la constante k, et on montre que l'ordre de © est nul pour
t € D*°. Cela nous permet déja "d’oublier" ©,. Comme dans le cas torique.

2. Ensuite on sait que Ap , , est positive ou nulle, on va montrer que I’expression qui
nous intéresse s’annule & l'intérieur du domaine, ce qui permettra de prouver que
Ky > 0.

Pour la premiere étape, remarquons ce qui suit, comme la hauteur locale est invariante
sous l'action de M sur GG, nous avons pour tout ¢ € D* d’apres la relation [5.13

log N(v) ©,(t) \ log N(v)
(Ko Q] =ords <@v(mt)) Ky Q]

ord, (h(m)(t))

log N(v)

5\D7U7n(q(t))—j\p7v7n (g(mt))+(—multg (7 (t))+multg , (7 (mt))—H,(t, t)+H,(mt, mt)) m =

log N(v)
(Ko Qo]

On en déduit, par définition de D*°, que pour tout ¢ € D*°; ord,(h(m)(t)) > 0 pour
m # 1g et ordy,(h(m)(t)) = 0 pour m = 1, comme d’autre part

> h(m)(t)

mEMv

(multg ,(7(mt)) + Hy(mt,mt) — multg ,(7(t)) — Hy(t, 1)) —=——=—=

on en déduit que :
YVt € D*°,ord,(0,(t)) = 0.

De ceci on déduit que :

log N(v)

log N(v)
[Kv : Qv] T =0

vVt € D*°, 5\D,v,n((I(t)) = multEﬂ;(TF(t)) [Ky 0 Q) B

+ H,(t,t)

Montrons & présent que multg , (7 (t)) l&i{gﬁ + H,y(t,t) IFg ]g ]) s’annule sur D*° ce qui
permettra de conclure que k, > 0.
Nous savons d’apres Boxall [10] que sur la variété abélienne C,, de dimension ¢ a bonne
réduction en v :
li !
im
2c
N oo N peciae)
N premier a v

multg ,(P) = 0.

En particulier comme les multg, sont des entiers positifs ou nuls et comme il y a N 2e
points de torsion dans C,(K), nous savons que quitte & faire une extension de K ce que
nous pouvons faire, il existe un point P € C,[N] tel que multg ,(P) = 0.

Comme d’autre part, G(O,) se surjecte dans C, (K, ), Gy, (O,)[N] se surjecte sur C,[N]
et donc le point P en question provient d'un point ¢ € G, (O,)[N].

Comme maintenant, G, (O,) est dans le noyau de H, nous savons que pour ce point P
bien choisi et un point ¢ dont il est issu : Hy(t,t) = 0 et multg ,(7(t)) = 0. En particulier,

1l existe t € D*;et Appn(g(t)) = Ky > 0.

Donc k, > 0, ce qui conclut la preuve. ]
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Considérons les définitions suivantes :

Définition 5.25. Apres avoir identifié de fagon convenable, Hom(X (7;),R) = R™, nous
définissons les domaines

D° = {t € G| Hy(t,t) < min Hv(mt,mt)} ,

mEM\lG
ainsi que
D= {t € G| Hy(t,t) = min H,(mt, mt)},
meM
FQuM, = {x ER"| Qu(z) < meﬂrg;i&v)\o Qu(z + m)},
et

meTrop(My)

meMv = {'CC € RT ’ Qi)(x) = min Qv(m + m)} .
En particulier,

D° = Trop_l}"ggva, et D = Trop_l}"QmMU.

De plus, ), j, est Uintérieur de Fq, nm, pour la topologie réelle.

Remarquons que les domaines Fq, um, et Fg, 5y, sont indépendant d’une éventuelle
extension de la place v. En effet si w est une place au-dessus de v alors Qu = €y),Qu,
ewly étant l'indice de ramification relatif de w|v, et comme Trop(M,) = Trop(M,) les
équations définissant Fq, m, et Fo 5y, sont inchangées lorsque I'on remplace v par w.

Proposition 5.26. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K princi-
palement polarisée par un fibré symétrique L et v une place de K telle que A,/K, soit
définie dans l'extension de Raynaud correspondante par un tore déployé.

Alors, pour toute places w|v,

Vit € A(Ky), Apwn(a(t) = Apun(a(t)),

et
Hy, (t7 t) = ew\vH”U (ta t)a

de sorte que

Qw = 6w\va-

Démonstration. L’égalité entre les hauteurs locales provient de I'existence de ces hauteurs
et de la normalisation utilisée, on en déduit alors ’égalité des fonctions Théta car elles
sont définies par des relations sur K (i.e. par D).

Montrons alors les relation entre les formes quadratiques, on se place dans la deuxieme
situation de w|v, la premiére situation étant strictement semblable.

Les hauteurs locales étant invariantes par extension et les termes — log |©,(¢(¢))|, aussi,
on en déduit que 'on a :

log N(w) log N(v)
Hw(t?t)i[Kw : Qw] = Hy(t,t)i[Kv : Qv]
De ceci on déduit :
fw|v IOg N(U) o log N('U)
Hw(t,t) ew\vfw|v[Kv : Qv] B H’LJ(t?t) [Kv : CQU]7
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Ol €y, €t fi|, sont respectivement l'indice de ramification relatif et le degré relatif.
On conclut alors facilement.
On aurait pu aussi déduire cette relation du lemme sachant que ordy, = e,),0rd,.
O

Nous pouvons alors définir I'invariant suivant :

Définition 5.27. Soit A/K une variété abélienne principalement polarisée par un fibré
symétrique L et v une place non archimédienne de K. Soit K’'/K une extension finie de K
sur laquelle I’extension de Raynaud est donnée par un tore déployé en une place w|v. On
sait qu’on peut choisir w de sorte que w soit non ramifiée au-dessus de v. Alors la théorie
de Raynaud telle que présentée précédemment définit une forme quadratique @), et comme
la hauteur locale de Néron est bien définie sur K, on peut définir Q,, par Q, = Q,, puisque
I’extension est choisie non ramifiée. On définit alors :

T(Ay, Ly) / Qu(z

FQu,My

pour la mesure de Lebesgue usuelle sur RY.
On voit ainsi que cet invariant est bien défini et défini de maniére cohérente pour toute
place v de K que l'extension soit déployée ou non.

Dans ce qui suis nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 5.28. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres principalement
polarisée par un fibré symétrique L, on se donne une place non archimédienne v de K et
on suppose que ['extension de Raynaud définissant A, /K, est donnée par un tore déployé.
On a alors d’aprés ce qui précéde une forme bilinéaire H, comme introduite précédemment
sur le groupe G, définissant uniformisation de A,.

Alors :

> Hy(t,t)= Y Hy(t,1) + O(N*7?).
t € D°Nq 1(A[N]) teDeNg~ ! (A[N])
mult(w(t)) = 0
Démonstration. Notons, 7 la dimension de T}, ¢ la dimension de C,, et g la dimension de
Gy.
Le résultat de ce lemme provient directement du résultat suivant en remarquant que
H, est borné sur DV :

Card ({t € D° N q L (A[N]) | multg,,(n(t) > 1}) = O(N%72),

Prouvons donc ce dernier résultat.
Déja remarquons que la suite exacte 0 — M, — G, — A, — 0 nous fournit avec
I'injectivité de Trop sur M, la suite exacte de groupes :

1
0 — G[N] — ¢ *(A[N]) — NTrop(Mv) — 0,
ol la premiere fleche est I'inclusion et la seconde est la restriction de Trop. De plus comme

G[N] C G(Og,) = ker(Trop), on a en particulier que si t € G[N]|, H,(t,t) = 0, ainsi
G[N] C D°.
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De ceci on déduit qu’on a une surjection :
- o 1 0
¢ '(AIN))ND° — NTFOP(MU) N FQu M,y

dont les fibres sont des classes modulo G[N].
On en déduit & présent,

Card ({t € D° N g~ (A[N]) | multg,(m(t)) > 1})

> (Card ({t € D° N g~ (A[N]) | Trop(t) = p et multg ,(w(t)) > 1}))
ME%Trop(Mu)ﬂ]:&v
(5.14)
D’apres les remarques précédentes, on a :

{t € D° N g~ (A[N]) | Trop(t) = p et mult,,(w(t)) > 1}

{t € t,Gy[N] | multg,,(x(t)) > 1},

pour un certain t, € G,.

De plus, la suite exacte de groupes algébriques, 0 — T, — G, — C, nous fournit la
suite exacte : 0 — T,[N] = Gy[N] — C,[N] — 0.

Posant alors pour chaque p € %Trop(Mv) NFQ My t; =m(ty), ona:

Card ({t € D° N g~ (A[N]) | Trop(t) = p et multg ,(w(t)) > 1})

Card(T,[N]) x Card ({t' € Cu[N]jmult,_, 5, (') > 1})

N"Card ({t' € Cy[N]jmult._, 5, (t') > 1}),

ol 7_y, désigne la translation par "—," et ou I'on a utilisé le fait que
mult g, (t,t") = mult_r, g, (t).

On peut maintenant réutiliser I'argument de Mumford-Fogarty tel qu’utilisé par John
Boxall & la page 117 de [10], en utilisant en plus le fait que, par le moving lemma, le
cardinal des intersections est indépendant du translaté du diviseur. Ainsi comme dans [10]
on obtient :

Card ({t € Cu[N]jmult, , 5.(F) > 1}) = ON*2),

ol le O est uniforme dans le sens qu’il dépend pas de pu.
On déduit alors de la relation qui précede que :

Card ({t € D° N g~ (A[N]) | multg (7 (t)) > 1})

Card (4 Trop(M,) N Fg, a7, ) x O(N™+272).,

et comme Trop(M,) est un réseau dans R",

1
Card (NTrop(Mv) N Fév,MJ = O(N").
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Ceci implique que :
Card ({t cD°nN q_l(A[N]) ’ multE,U(ﬁ(t)) > 1}) _ O(N2r+2c—2)7

et comme g = ¢+ r on conclut.

Nous pouvons alors déduire de ce qui précede le théoreme suivant :

Théoréme 5.29. Avec les notations introduites dans ce chapitre nous avons dans le cas
d’une place pour laquelle l’extension est déployée :

' 1 . log N

Pe(A[N\|D]) Qu,M

Démonstration. La preuve revient essentiellement & écrire que le membre de gauche est
une somme de Riemann, pour cela différentes estimations sont nécessaires. Tout d’abord
remarquons que pour t € D°, H(t,t) < H(mt,mt) pour tout m € M \ 1g et si de plus
multg ,(7(g)) = 0 alors t € D*°. Autrement dit,

D°N{t € G| multg,(r(t)) =0} C D*. (5.15)

On peut maintenant procéder au calcul :
D’apres la proposition on a pour N premier & v, comme A = G/M et comme
pour tout t € D*°, mt ¢ D* pour m # lg par définition, on a notamment d’apres la

relation 515 :

1 N 1 log N(v)
— > Apuna(P) = ~ > (multg, (7(t) + Hy(t, 1)) 0ot
N% pedmnion . te D™ 1o @

q(t) € (A[N]\ D)
1 log N(v)
> g > Hv(t,t)m

teD°
q(t) € (A[N]\ [DI)
multg ,(7(t)) =0

De plus, on sait d’aprés le théoreme de Raynaud, rappelé en dans la section préli-
minaire de ce chapitre, que Card(A[N]N|D|) = O(N?972), comme de plus pour ¢t € D° et
m # 1g, mt ¢ D°, on a d’aprés ce qui précede :

1 « 1 log N(v)
N9 Z ADwn(P) > N9 Z Hv(t;t)m +o(1).
Pe(AIVAID) t € (¢~ (A[N]) N DY)
multg ,(7(t)) =0
On déduit alors de ceci et du lemme qui précede que :
1 2 1 log N
Y weaP)z X Hv(t,t)m +o(1).
Pe(AIN\|DI) t€(q~ ! (A[N])NDO) v
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D’autre part, nous avons la suite exacte 0 - T — G — C — 0 qui fournit la suite :
0 — T[N] — G[N] — C[N] — 0,

et donc
G[N] = (Z/NZ)*'.

Ou r est la dimension de T, et comme ¢+ r = g, on a ainsi :
G[N] = (Z/NZ)*9~".

Comme, d’autre part, nous disposons de la suite exacte 0 — M, — G, — A, — 0 et
que Trop est injective sur M, nous avons aussi la suite exacte de groupes suivante :

1
0 — G[N] — ¢ *(A[N]) — NTrop(Mv) — 0,
ou la premiere fleche est I'inclusion et la seconde est la restriction de Trop.
De plus, G[N] C G(Ok,) = ker(Trop), en particulier si t € G[N], Hy(t,t) = 0, de sorte

que G[N] c D°.
De ceci on déduit qu’on a une surjection :

1
¢ Y(A[N) ND° — Nﬂop(Mv) NFO, .0,

dont les fibres sont des classes modulo G[N].
Ce qui nous fournit, comme notamment H,(t,t) = Q,(Trop(t)),

1 R 1 log N
Y Pz o S Cand(GIVIQue) | ol
Pe(A[N\|D]) xe%Trop(Mv)ﬁ]-'%v’Mv v Qy
Et donc :
1 s 1 log N (v
I DS V(T S Y | g e,
Pe(A[N\|D]) € L Trop(Mu)NFY, ar. v

Comme dans le cas torique on voit que les points intervenants dans la somme de droite
deviennent équirépartis dans Fq, y, quand N — oo, car Trop(M,) est un réseau dans R”,
et comme il s’agit d’'une moyenne, le membre de droite est une somme de Riemann qui a
la limite tend vers l'intégrale indiquée :

/ Qu(z)dz.

FQu, My
Ce qui conclut la preuve. ]
Nous pouvons alors déduire assez facilement de tout ce qui précede notre théoreme

principal, pour cela nous notons I(-,-) et J(-, ) respectivement les invariants archimédiens
de la section 5.2 et respectivement les invariants non archimédiens de cette section :
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Théoréme 5.30. Soit A/K une variété abélienne semi-stable sur un corps de nombres
K principalement polarisée par un fibré symétrique L, notons Bad(A/K) les places non
archimédiennes de mauvaises réduction de A/K, notant pour v € Bad(4/K), N(v) la
norme sur Q de v et supposant que l’extension de Raynaud est déployée pour chaque
v € Bad(A/K), on a :

%Est(A)
= X I(A L)+1> > J(Ay Ly)log N(v) Y
KQ | gz, o) T RQ veBad(A/K) o

Démonstration. Nous utilisons ici '’équation [5.3] des préliminaires, section 5.1, de ce cha-
pitre. On remarque d’ailleurs que I'on peut toujours prendre une extension finie K'/K
telle qu’a la fois les propriétés de la section 5.1 ainsi que de 5.2 et de cette section soient
vérifiées, nous pouvons ainsi utiliser la proposition [5.31| et la remarque de la section 5.2..
Nous utilisons alors le théoréme pour minorer la partie complexe tandis que nous
utilisons le théoréme [5.3] de la section 5.1 dans le cadre de la proposition qui précede
pour les places de mauvaise réduction.
Apres nous utilisons la méme remarque que dans le cas torique pour chasser les degrés
et rester sur K.
O

Proposition 5.31. Soit A/K une variété abélienne semi-stable principalement polarisée
par un fibré symétrique L, notons par Bad(A/K) les places de mauvaise réduction pour
un corps K et soit K'/K une extension finie, alors :

1
[K': Q]

1

> I (A, L) log N(w) = r—; > J(Ay, Ly)log N(v)
weBad(A/K") ’ veBad(A/K)

est indépendant de lextension K'/K.

Démonstration. 11 s’agit de la méme preuve que dans le cas torique, on utilise ici que si
wlv est une place de K’ au-dessus de la place v de K, on a vu dans la proposition :

Qu = ew\va

J(Aw, L) = ewju (Au, L),

et, d’autre part,
log N(w) - fw\v log N(U),

Ol €y, €t fi|, sont respectivement l'indice de ramification et le degré relatifs.
Donc
J(Aw, Ly)log N(w) = K,

w

: Ky J(Ay, Ly) log N(v).

Ensuite on utilise que

et la multiplicativité du degré.
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Théoréme 5.32. Soit A/K une variété abélienne semi-stable sur un corps de nombres
K principalement polarisée par un fibré symétrique L, notons Bad(A/K) les places non
archimédiennes de mauvaises réduction de A/K, notant pour v € Bad(4/K), N(v) la
norme sur Q de v, on a :

%ﬁst(A)
Y (¥ L)+1Z > J(Ay, Ly)log N(v) Y
KQ | o o) TR ]yeBad(A/K) o

Démonstration. Nous savons déja que cette relation est vraie quitte a faire une extension
finie sur laquelle les extension de Raynaud sont déloyées, or nous avons vu que la partie
archimédienne du minorant est invariante par toute extension du corps de base et qu’avec
notre définition (cohérente) des invariants non archimédiens et la proposition qui
précede, la partie non archimédienne est elle aussi invariante par toute extension finie. On
en déduit la relation sur K. O

Remarques :

— 1l est pratiquement certain que ’on puisse traiter le sujet directement sans passer
par une extension déployée cependant la théorie n’a jamais été complétement écrite
dans ce cadre.

— On peut imaginer que cette minoration est essentiellement optimale, la seule ap-
proximation un peu grossiére que nous avons faite est de négliger les multiplicités
dans la moyenne sachant qu’elles sont positives. En retravaillant le texte de John
Boxall [I0] nous pouvons cependant imaginer que le résultat de cet article soit vrai
uniformément par rapport au diviseur E sur C, on obtiendrait alors le résultat
probant que 'inégalité du théoréeme [5.29] est optimale. Ce sera l'objet d’un travail
ultérieur.






Chapitre 6

Estimations des Invariants et
Conséquences

Dans ce chapitre on donne une minoration des invariants J(A,, L,) intervenant dans la
minoration de la hauteur de Faltings du théoréme principal du chapitre 5, théoréeme [5.32]
nous donnons une minoration les reliant au nombre de composantes de la fibre spéciale du
modele de Néron. On donne ensuite une version explicite de la minoration de la hauteur
de Faltings d’une variété abélienne qui n’est pas forcément principalement polarisée grace
a l'astuce de Zarhin.

On commence le chapitre par un rappel concernant la réduction au sens de Minkowski
des matrices symétriques définies positives, nous nous en servons dans la section suivante
pour donner une version explicite de la minoration des invariants, puis dans la derniére
section nous donnons une minoration de la hauteur de Faltings d’une variété abélienne
quelconque faisant intervenir toutes les places de mauvaises réduction. Dans ces estima-
tions interviennent essentiellement le nombre de composantes de la fibre spéciale du modele
de Néron de la variété abélienne en la place que nous considérons.

Une minoration de ce type a déja été décrite par Marc Hindry et Amilcar Pacheco dans
larticle [23] mais nous en donnons une forme tout a fait explicite ici et avec de meilleures
estimations que celles pouvant étre obtenues par la méthode de cet article.

Remarque : Pour A/K une variété abélienne sur une corps de nombres K, nous
noterons comme dans le chapitre 4, h(A/K) = h(A/K) + $log(2) et hst(A) = he(A) +
2log(2m), h(A/K) et hg(A) étant la hauteur de Faltings et hauteur de Faltings stable
définies dans le chapitre 3.

Fin de la remarque

6.1 Rappels concernant la réduction de Minkowski

L’essentiel de ce qui est présent dans cette section est couvert plus précisément dans
[

Nous désignons ici par S,,(R)" I’ensemble des matrices symétriques définies positive a
coefficients réels, alors pour tout @ = (gij) € Sp(R)™, V € GL,(R) et £ =! (&1,...,2,) €
R"™ nous noterons dorénavant :

QIV]I='vQV,

et
Q] ="¢Qe = > qi&ds.

1<ij<n

87
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Réduire une matrice symétrique définie positive, c’est-a-dire un élément Q € S, (R)>°,
c’est trouver un domaine fondamental, puis un élément de ce domaine fondamental cor-

respondant & @, pour l'action du groupe GL,(Z) selon la loi de transformation :
Q — Q[V] =" VQV pour V € GL,(Z).

La réduction de Minkowski consiste & déterminer le domaine fondamental et la matrice
V € GL,(Z) envoyant @) dans le domaine fondamental selon les conditions de minimalité
suivantes :

On note les colonnes de la matrice V' € GL,(Z) par v1,...,v, de sorte que V =
(v1,v2,...,vy,), On note

Fz = {(?}1,?}2, .. .,vk)](vl, vy Uy k%, .,*) S GLn(Z)},

I'ensemble des matrices n x k constitués des premieres colonnes des éléments de G L, (Z).

Alors, pour Q € S,(R)>Y on choisit v; € T} tel que Q[vi] =! v1Qu; soit minimal,
cela est possible car @ est définie positive. Ensuite on choisit vy tel que (vy,v2) € T'y et
Q[va] =! v2Quy soit minimal. En remplagant ve par —wvy si nécessaire on peut supposer
que ‘v1Quy > 0. En continuant selon ce processus, a la k—iéme étape on choisit v, tel que
(v1,v2,...,v;) € I, Qlug] =" vQuy, est minimal et ‘vi_1Quy > 0.

Finalement quand & = n on obtient une certaine matrice unimodulaire V- = (v, ...,v,) €
GL,(Z) et une matrice T' = (top) = Q[V]. La matrice T" est dite Minkowski réduite.

Notons a présent,

Vin = {v="(v1,...0,)|V i,v; € Z et pged(vg, . .., v,) = 1},
ainsi que
Fp = {T = (tap) € Su(R)°IV k,ty, < T[V] pour V € Vi et V k, t—1 5 > 0}}.

Nous avons alors le théoréme classique suivant dont on peut trouver la preuve page 48
de [I] comme théoréeme 2.1.7 :

Théoréme 6.1. Toute orbite de GLy(Z) sur S, (R)>Y contient au moins une et au plus
un nombre fini de matrices de F,,. Si T,T" sont des points de F, et si T' = T[U] pour un
certain U € GLy(Z) alors U € {I,, —I,} (I, étant lidentité) ; en particulier deux points
distincts de lintérieur de F,, n’appartiennent pas a la méme orbite.

Démonstration. 11 s’agit d’un théoreéme classique formulé et prouvé comme théoreme 2.1.7
page 48 de [1]. O

En particulier, si T est Minkowski réduite, le fait que tgr < Tegy1] = tgt1,k+1 O les
e représentent les vecteurs de base, implique que

t11 <tog <o <y,

et le fait que ty < Tler + €] = txr + 2tk + ty ainsi que ty < Tlex — ;] = tpr — 2tg + ty
implique que
o

5

En particulier on a aussi le résultat important suivant :

VEk#L|tk <
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Proposition 6.2. Soit T' = (t,g) une matrice g x g Minkowski réduite et soit Dy =
diag(t11,t22,...,te9) la matrice de ses coefficients diagonauz, alors

det(T") < det(Dr) < c(g)det(T),

ot ¢(g) ne dépend que de g et on peut prendre

- (O

I' étant la fonction I' d’Euler.
De plus la valeur optimale de c¢(g) pour g = 2,3,4,5 que nous notons copt(g) est donnée
par :

Copt(2) = %
Copt(3) =2
Copt(4) =4
Copt (D) =

Démonstration. Le résultat est relativement classique, il se trouve rappelé et prouvé
comme théoréme 3 p.62, ch.2, de [2I] et les valeurs optimales sont rappelées dans le
complément sur les matrices réduites a la page 150 de loc. cit. O

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit Q une matrice r X r Minkowski réduite et Dqg la matrice de ses coeffi-
cients diagonauz, nous notons Aopy le plus grand nombre réel tel que la matrice Q — Aopt Do
soit positive alors :

1
Aopt = IR
e(r) (—2 )
ot ¢(r), nous pouvons aussi prendre cop, pour les petites valeurs de r, sont les constantes
introduites dans la proposition qui précéde.

Démonstration. Notons c(r) (resp. copt pour 7 = 2,3,4,5), la constante de la proposition
6.2 qui précede et définissons R¢ la matrice :

R = Q[Délﬂ] _ Dc_gl/2QDc_21/2-

Alors, d’apres la proposition [6.2

_det(Q) 1
det(RQ) = GeiDy) = o)

Notons p1 < ... < p, les valeurs propres de Rg.
Alors Q) — p1Dg est semi-définie positive, autrement dit :

)\opt > p1

Mais comme d’autre part, Rg a été choisie de sorte que ces coefficients vérifient r;; =
—4i__ opa ri; = 1 et, pour i # 7, |rij\ < %, de sorte que pour toute valeur propre :

\4iiq5 3
r+1
Pi S 2 )

ainsi :

ce qui conclut. O
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6.2 Minoration explicite des invariants

Dans cette section nous reprenons le cadre d’une variété abélienne semi-stable princi-
palement polarisée sur une corps de nombres K et d’une place v de mauvaise réduction
comme dans la section 4 du chapitre 5. En particulier nous reprenons toutes les notations,
associées a une uniformisation de Raynaud et a la construction faite pour la minoration
de la hauteur de Faltings, introduites dans le chapitre 5.

En particulier nous avons l'invariant :

J(Ay, Ly) / Qulx
FQu, My

ou Fg, M, est le domaine introduit dans la définition associé a la forme quadratique
Q. sur Hom (X (7},),R) et au réseau Trop(M,).

La premieére remarque que nous pouvons faire est que quitte a faire un changement de
base, on peut supposer que Trop(M,) s’identifie & Z" tandis que @, demeure une matrice
symétrique définie positive a coeflicients réels.

La seconde remarque que nous pouvons faire est que 'on peut supposer que @, est
Minkowski réduite, cela provient du lemme suivant :

Lemme 6.4. Soit Q € S,.(R)”Y, et U € GL.(R), définissons pour tout réseau M de R",
Fom ={z € R"|Vm € M,Q[z] < Q[z + ml},

puis

alors
Bq,m = |det(U)|Bouy,u-1m
En particulier, pour M =7" et U € GL,(Z),
BQZT = BQ[ULZT.
Donc si T est une matrice Minkowski réduite représentant @,
BQ,ZT‘ == BT7ZT‘.

Démonstration. Notons Q = Q[U], alors
1
x € Foum <= VYme M, 'mQux| < iQ[m],

ce qui est équivalent a

QU™ ml.

I\D\H

HUIm)QU )| <
Donc,
reFomE=y= U lz e fQ[ULU—lM.

En faisant le changement de variable y = U~ 'z dans 'intégrale, la formule de changement
de variable nous donne bien :

Boar = / Qly)ldet(U)|dy = |det(U)| " Bojwvar
}-Q[U],UflM

Le reste de I’énoncé est complétement trivial. O
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Remarque-Définition On notera dorénavant
Fo.,

le domaine définit dans la définition [5.25]du chapitre 4, étant sous-entendu que 1’on identifie
Trop(M) & Z" par changement de base et que l'on peut supposer de plus que la matrice
Q. est Minkowski réduite.

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 6.5. Avec les notations de la derniére section du chapitre 4, choisissant sans perte
de généralité la matrice Q, Minkowski réduite, il existe une constante C(r) ne dépendant
que de la dimension r, de T, telle que

Trgv) > J(Ay, Ly) > C(ry) Tr(Qy),

ot on peut prendre

1
C(r)= .
2\" 1\2 /3 (r=1)(r—2) 1\ 1
12(3) T (=) (3) ()
De plus dans les cas v = 2,3,4,5 on a les meilleures estimations suivantes :

pourr =2, on peut prendre: C(2) =
pourr = 3, on peut prendre: C(3) = g5
pourr =4, on peut prendre: C(4) = ?10
pourr =5, on peut prendre: C(5) = ===

Hﬁ‘»—t

Démonstration. En effet, d’apres les lemmes qui préceédent, on peut supposer que M = 7",
que @, est Minkowski réduite, on a alors avec les notations de cette section :

J(Ay, Ly) = /Qv[:v]dx.

FQu

— Commengons par la majoration.
Pour cela posons :

Qo(x) = min Q,(z +m)
mezr
et choisissons le domaine fondamental suivant pour Z" dans R" :

11

c=l3s

I

Par définition de Fq,, on a alors :

On en déduit que :
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J(AU,LU) < f ( Z qijxi:vj> dx
[_l l]r 1<4,5<r

272

= Z qis f zdl'z
1<i<r [_%’%]
_ Tr(Qo)
12

— Pour la minoration on proceéde comme suit :
On définit d’abord comme précédemment,

Qu = min Qu(z +m),

et on choisit
11,

22l

comme domaine fondamental du réseau Z" dans R" et on note Dg, la matrice
obtenue & partir des coefficients diagonaux de Q.,,, Do, = Diag(qi1,¢22, -, Grr)-
On choisit alors A un réel tel que @, — /\DQU soit positive.

On remarque alors que pour tout ¢ € [—1 3 2]

C=[

min |t + m|? = [t|?,
mezZ
et donc en particulier, comme Q,(x +m) > ADg, (x + m), alors

Vr € C,Qy(z) > A\Dg, (),

comme de plus C et Fg, sont des domaines fondamentaux :

T( Ay, L) /Qv dx_/Qv >)\/D _M&"(Q”),

FQu

en prenant alors pour A les valeurs minorantes obtenues dans le lemme qui précede
on obtient le résultat.
O

Définition 6.6. Soit A/K une variété abélienne sur un corps K et v une place de K,
nous noterons ¢, (A, K) le nombre de composantes de la fibre spéciale en v du modele de
Néron de A.

Remarque : Si A/Spec Ok est le modele de Néron de A/K et si K’ est une extenstion
non ramifiée de K, alors A x Spec Ogr/Spec Ok est le modele de Néron de A/K’,
autrement dit si v’ est une place de K’ au-dessus de v, place de K, ¢,(A, K) = ¢y (A, K').

Ainsi la proposition suivante a bien un sens avec notre construction du chapitre 5 ou
nous étions passés par une extension non ramifiée puis redescendu.

Fin de la remarque.
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Proposition 6.7. Soit A d’une variété abélienne semi-stable sur un corps de mombres
K admettant mauvaise réduction en une place non archimédienne v, nous avons, avec les
notations des derniéres sections du chapitre 2 et du chapitre 5, notant c,(A, K) le nombre
de composantes de la fibre spéciale en v du modéle de Néron de A X K, :

(A, K) = det(Qy)
Démonstration. 11 s’agit de la proposition 5.2 de [8] et du corollaire 8.2, Chapitre III, de
[11]. O
De ce qui précede on déduit le résultat suivant :

Proposition 6.8. Il existe une constante C‘(r) ne dépendant que de r telle qu’avec les
notations précédemment introduites :

J(Ay, Ly) > C(r)ey (A, KV,
en particulier on peut prendre :
O(T) = )
4\T 1\2 /3 (r—1)(r—2) 1\
12(3) T () (3) (")
Démonstration. La preuve provient des lemmes précédents ot I’'on utilise en plus I'inégalité
arithmético-géométrique qui nous donne

Tr(Qy) > r(det(Dg,)"") > r(det(Qy))"",

r

puis la proposition précédente nous permet de remplacer le déterminant par le nombre de
composantes. O

6.3 Conséquences pour la minoration de la hauteur de Fal-
tings

Théoréme 6.9. Soit A/K wune variété abélienne semi-stable principalement polarisée,
soit, pour chaque place v de mauvaise réduction l’entier r,, la dimension du tore T, dans
luniformisation de Raynaud en la place v et notant aussi ¢,(A/K) le nombre de compo-
santes de la fibre spéciale du modéle de Néron de A X K, alors :

Il existe une fonction C : N — R telle que :

K- >> Clro)es(A K)! ™ log N(v),
(K : Q) veBad(A/K)
on peut prendre :

~ r

ECECONG O

en particulier il existe une constante c1(g) ne dépendant que de la dimension g de A telle
que

1

c1(g)hst(A) > S (A K)Ylog N(v),

[K: Q] veBad(A/K)

LORCONO O
! |

ot l’on peut prendre
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Démonstration. 11 s’agit d’une application directe des résultats de cette section dans le
cadre du théoréme [5.32] du chapitre 4, ou I'on utilise notamment que les termes archimé-
diens sont positifs. Tandis que les inégalités ¢, (A, K)Y™ > ¢ (A, K)Y9 et ¢1(r,) < ¢1(g)
pour r, < g sont triviales. O

Nous en déduisons le résultat suivant, valable pour toute variété abélienne semi-stable :

Corollaire 6.10. Soit A/K une variété abélienne semi-stable sur un corps de nombre K,
Bad(A/K) l’ensemble de ses places de mauvaise réduction, et pour chaque v € Bad(A/K),
cv(A/K) le nombre de composantes de la fibre spéciale du modéle de Néron de A X Ky,
alors il existe une constante ¢o(g) ne dépendant que de la dimension g de A telle que :

~ 1
c2(9)hst(A) > — co(A, K)/910g N(v),
D)2 g 2

on peut prendre :

JONICONCCD

ca(g) = P

Démonstration. On sait, notant A la variété abélienne duale de A, que, par 'astuce de
Zarhin, A* x A?* est principalement polarisée.
Notant ¢(g) la constante du théoréeme précédent, on a alors :

~ v 1 v
c(89)hs(A x A > ——— 3> (AT x AN K)Y/log N(v).

[K: Q) veBad(A/K)

~ Or, les propriétés usuelles de la hauteur de Faltings, notamment le fait usuel que
hst (A x B) = hgt(A) + hst(B) ainsi que le résultat de Raynaud rappelé dans notre chapitre
3 comme quoi, si A/K est semi-stable : hg(A) = het(A) nous donne :

hst (A% x A%) = 8hg(A).

D’autre part, dans le cas semis-stable les propriétés de fonctorialité du modele de Néron
nous indique que ¢, (A x B, K) = ¢,(A, K)c,(B, K) et un résultat de Annette Werner dans
[56] conjecturé par Alexander Grothendieck nous indique aussi que si A/ K est semi-stable
(A, K) = ¢,(A, K) donc

co(A* x A% K)Y39 = ¢, (A, K)Y9.

On en déduit que :

~ 1

8¢(89)hst(A/K) > 3" (A, K)91og N(v),

[K:Q S

on en déduit I'inégalité du corollaire avec :

c2(g) = 8c1(89).
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Nous allons maintenant traiter le cas des variétés abéliennes qui ne sont pas néces-
sairement semi-stables comme le font Marc Hindry et Amilcar Pacheco dans leur article
[23].

Rappelons ce qui suit : Si L/K est une extension de K et w|v une place w de L au-
dessus de v place de K, notons Ay le modele de Néron de A/L,, et Ax celui de A/K,,
alors si on définit ¢, (A/K) (resp. ¢ (A/L)) le groupe des composantes de la fibre spéciale
de Ag (resp. de Ap), la propriété universelle des modeles de Néron donne une application
canonique

AK XOKU OLw — .AL,

qui induit une application canonique :
$u(A/K) = ¢u(A/L).

Notamment rappelons le lemme suivant qui est dii Lorenzini d’une part et a Edixhoven,
Liu et Lorenzini d’autre part :

Lemme 6.11. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres et L/K une
extension finie sur laquelle A posséde réduction semi-stable, soit v une place de K au
dessus du nombre premier p, et w|v une place de L. On note ®,(A/K) (resp. ®,(A/L))
le groupe des composantes du modéle de Néron de A x i K,/K, (resp. de Ap, X1, Ly/Ly)
et on définit :
U =V(A,L/K,wjv) =ker{®,(A/K) — ®,(A/L)},

alors :

1. (Lorenzini [30]) Le cardinal de la partie premiére a p, de W est borné par 229.

2. (Edizhoven, Liu, Lorenzini [15]) La p-partie de U est tuée par [L : K]. (Ainsi elle

s’annule si p, > 2g+1)

La derniere remarque provient du fait élémentaire que si ’on note

Dy = pged (Card(GLyy(IF;)), pour [ premier # 2,p,),

alors

p|Dy si et seulement sip < 2g + 1.

On sait de plus que le cardinal d’une extension L/K telle que A /L soit semi-stable
peut étre choisi comme inférieur ou égal au cardinal de GLoy(F3) X GLog(IF5) car les faits
usuels de la théorie de réduction semi-stable des variétés abéliennes (Serre et Tate) nous
disent que si I # py,2 ou p est un nombre premier caractéristique résiduelle d’'une place
v de K alors en posant L = K (A[l]) la variété obtenue par extension de corps a L, Ay, a
réduction semi-stable en toute place w divisant v.

En particulier si la caractéristique résiduelle est différente de 3 ou peut prendre [ =5
et si la caractéristique résiduelle est différente de 5 on peut prendre [ = 3.

En toute généralité, on pourra supposer que notre variété abélienne A/K admet par
extension des scalaires une réduction semi-stable au-dessus d’une extension L/K telle que :

2g—1 29
[L : K] < Card(GLay(F3))Card(GLay(Fs)) = ] (3%—3")(5%—5") = 1599~ D ] (3" ~1)(5'-1).
=0 =1

Nous allons en déduire une minoration du type précédent et un corollaire dont I'intérét
principal est qu’ils vont nous servir a établir une borne effective sur la torsion des variétés
abéliennes dans le chapitre suivant.
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Définition 6.12. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K. Soit v une
place de K de caractéristique résiduelle p,. On définit I’entier

c (A K),

comme égal a ¢, (A, K) si p, > 2g + 1 ou bien si v est semi-stable, et comme la partie
premiére a p, de ¢, (A, K) sinon, ce dernier étant comme d’habitude le cardinal du groupe
des composantes du modeéle de Néron de A/K.

En particulier, d’apres le lemme précédent, si L/ K est une extension sur laquelle Ay, /L
est semi-stable et si w|v est une place de L au dessus de v :

(A, K) < 2%9¢,(A,L).

Notons que la majoration précédente du degré [L : K| de la plus petite extension L/K
sur laquelle A/K admet réduction semi-stable est loin d’étre optimale, c’est pour cela que
nous introduisons la notation suivante :

Définition 6.13. Soit A/K une vériété abélienne sur un corps de nombres K nous notons
et définissons

dss(A4/K),
le degré minimal d’une extension L/K sur laquelle A acquiert réduction semi-stable.

On sait notamment par ce qui précede qu’il existe une constante §(g) ne dépendant
que de la dimension g de A telle que :

dss(A/K) < 4(g).

Notamment,
2g—1 ' ‘ 2 ‘ |
5(g) = T (8% —3)(5% - 5') = 15D [[ (3" - 1)(5' — 1),
=0 i=1
convient.

Nous disposons alors du théoreme suivant :

Théoréme 6.14. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombre K, soit pour
chaque place v de K, ¢, (A, K) Uentier défini précédemment, h(A/K) notre hauteur de
Faltings convenablement normalisée, et Bad(A/K) l’ensemble des places de mauvaise ré-
duction de A/K ,alors il existe une constante c3(g) ne dépendant que de la dimension g de
A telle que :

1

[K . Q] Z C;(A’ K>1/g log N(U) < CS(Q)ﬁ(A/K)a
) veBad(A/K)

on peut prendre,

c3(g) = (4dss(A/K)ea(g))

<
(4) (852 (3) 800 ()L agoten ) [ st )
24 =

g
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Démonstration. Commencons par quelques définitions, nous noterons dans cette preuve :

SSA/K7

I’ensemble des places de K ol A a mauvaise réduction semi-stable
Ust /K,

I’ensemble des places o A/K a mauvaise réduction non semi-stable,
PG/k,

I’ensemble des places de mauvaise réduction ot A a potentiellement bonne réduction.
PMy,k,

I’ensemble des places instables de mauvaise réduction ou A admet réduction potentielle-
ment mauvaise, dans le sens que la variété abélienne garde mauvaise réduction quelque
soit ’extension et n’est pas stable.

En particulier,

Usta/x = PG/ | JPMy/k.

I'union étant bien entendue disjointe et en particulier :

Bad(A/K) = SSa/x | JPGa/x | JPMa/k.

Notons au passage que d’aprés la proposition [3.9 de la fin de notre chapitre 3 et notre
normalisation de la hauteur de Faltings :

1
(K Q]

> log N(v)+ ha(A) < h(A/K).

veUst 4k

Choisissons un corps L de plus petit degré possible sur lequel A admet réduction
semi-stable par extension des scalaires, on sait qu’on peut choisir L tel que :

2g—1 29
dss(A/K) = [L: K] < [] (3% = 3")(5% = 5") = 159G~ D[] (3" = 1)(5" — 1).
=0 1=1

De plus, pour chaque place v de K nous choisissons une place w(v) de L au-dessus de
.

Alors, comme ¢, (A, K) < 2%9¢,,,)(A, L), en particuler c,(A, K)'/9 <4sive PG4k et
comme d’autre part, log N(v) = ¢ (1)| log N(w(v)) <log N(w(v)), 0ol fy(), étant le de-
gré de extension résiduelle, on a toujours : ¢, (A, K)/91og N(v) < dcy(v) (A, L)Y91og N(w(v)).
Donc :

Z ¢ (A, K)"91og N(v)
K Q) veBad(A/K)

<

s (A,L)log N
[k : Q] vEPGA/K [ : Q] vGSSZA/K Cw(”)( ) 0g (w(v)) +
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> eld) (A L)log N(w(v)) <

Z log N(v)+ K4 Z cw(A, L)Y910g N(w)
vEUst 4 /¢ (K- Q] weBad(A/L)

(K : Q]

< 4[L : Klea(g) ( > log N(v)+ Bst(A))

[K : Q] veUst 4/ i
< 4[L: K]ea(9)h(A/K),

ou l'on a utilisé le corollaire [6.10] qui précéde et les remarques précédentes.
En particulier, I'inégalité du théoréeme est vraie avec :

2g
c3(g) = 4- 159D T[ (3" = 1)(5" - 1)ea(g).
=1

O]

Finalement, nous en déduisons le corollaire suivant que nous allons utiliser dans le
chapitre suivant :

Corollaire 6.15. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres K et Bad(A/K)
lensemble de ses places de mauvaise réduction alors il existe une constante c3(g) ne dé-
pendant que de la dimension de A telle que

1

[K Q) veBmz(;;/K) log N(v) < es(g)h(A/K),

on peut prendre pour c3(g) la constante du dernier théoréme.

Démonstration. C’est un corollaire trivial du théoreme précédent ou ’on utilise simple-
ment que les ¢, (A, K) sont des entiers strictement positifs.
O

Remarque : Nous n’avons pas cherché a optimiser les constantes dans ce travail.
Fin de la remarque.



Chapitre 7

Corollaire : Borne explicite sur la
torsion

Dans ce dernier chapitre on utilise les résultats des chapitres précédents , en parti-
culier le corollaire de la fin du chapitre 6, pour établir une borne sur la torsion des
variétés abéliennes ne dépendant que de la hauteur de Faltings, du degré, de la dimension
et éventuellement du discriminant du corps. L’idée consiste essentiellement a utiliser le
théoreme des nombres premiers pour trouver un idéal premier borné de bonne réduction
grace auxquels des résultats classiques nous permettent alors de borner la torsion.

Nous écrivons deux théoremes, d’abord un théoréme pour les variétés abéliennes défi-
nies sur QQ, enfin on écrit un dernier théoreme valable pour une variété abélienne quelconque
sur un corps de nombres quelconque et ou ’exposant en la hauteur de Faltings est optimal
avec notre méthode.

Les deux théorémes ont des preuves completement similaires, elles reposent sur I'uti-
lisation du théoréeme des nombres premiers, sachant que l'on sait borner les places de
mauvaise réduction grace aux résultats du chapitre précédent, le théoréme des nombres
premiers nous dit que ’on peut trouver une place de bonne réduction convenable & partir
de laquelle on peut déduire une borne sur la torsion a ’aide du lemme qui suit.

7.1 Préliminaires

Commencons par quelques lemmes intermédiaires avant de présenter théoréemes et
preuves. Le lemme fondamental qui va nous permettre d’obtenir une borne sur la tor-
sion grace aux résultats des chapitres précédents est le suivant :

Lemme 7.1. Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombre K, soit v une place
de K de caractéristique résiduelle p,, notant A(K )i le groupe des points K-rationnels
de torsion nous avons une application de réduction telle que

Ker { A(K)tors red, Ay(Fy () } 4

est un p,-groupe qui est de plus nul si l'indice de ramification vérifie e(v/py) < p, — 1. En
particulier il est nul si p, > [K : Q] + 2.

Ainsi, sipy, > [K : Q]+ 2 et si A a bonne réduction en v :
Card(A(K)iors) < (y/N(v) +1)%.

99
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Démonstration. C’est une conséquence d’un résultat assez classique sur les groupes formels
que I’on peut trouver comme proposition 3.1 section 3.1 de l'article [12], la deuxiéme partie
du lemme est alors prouvé comme point ¢) de la proposition 3.3 de loc. cit. qui est une
conséquence du théoreme de Weil sur le nombre de points de torsion d’une variété abélienne
sur un corps fini. ]

Nous notons et définissons désormais la fonction théta de Tchebytchev

I x) = Z log p
p nombre premier
psx

Nous pouvons aussi définir son analogue sur un corps de nombres K :

Uk (z) = Z log N(v)
v place de K
Nw) <z

On sait alors par le théoreme des nombres premiers que quand x — oo :
Hx) ~ x,
ainsi que

Vg (x) ~ .

A présent nous aurons besoin de faire un tout petit peu de théorie analytique des
nombres, nous notons la proposition suivante, due a J. Barkley Rosser et Lowell Schoenfeld,
que nous allons utiliser sous une forme tres affaiblie :

Proposition 7.2. (Rosser-Schoenfeld [50]) Nous disposons de l'inégalité suivante, pour
tout nombre réel x > 41 :

1
Hax) > z(1 -
()2 21~ ),
et pour tout x > 1,
1
He) <zx(l+ w——
(@) < a1+ 57r)
Démonstration. 1l s’agit d’une du théoréme 4 [50] et de son corollaire. O

Nous en retenons la forme treés affaiblie suivante :

Corollaire 7.3. Six > 41 :
2 > Y(x) > g
Démonstration. C’est un corollaire trivial. O

Dans le cas d’un corps de nombres K des formes explicites et effectives du théoreéme des
nombres premier sont formulables, c’est par exemple un travail fait par Bruno Winckler
dans sa these de Doctorat [58]. Dans notre travail nous n’allons pas utiliser de versions
compléetement explicites mais soulignons simplement qu’elles existent.
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Proposition 7.4. Soit K un corps de nombres de degré d et de discriminant Ay, notons
Dy la caractéristique résiduelle d’une place v de K, alors il existe une constante explicite
xo(d, Ag) ne dépendant que de d et de Ag telle que pour tout x > xo(d, Ak),

Z log N(v) >
v place de K
N(v) <z
Py > d+2

N8R

Démonstration. Nous restons volontairement assez imprécis ici, notamment car des formes
complétement explicites existent (voir par exemple Ch2. de [58]) mais qu’elles ne sont
pas encore optimisées ou alors si une forme optimisée existe elle utilise la conjecture de
Riemann généralisée.

Reprenant alors I’équation 2.41 page 39 de la these [58] de Bruno Winckler, chapitre
sur le théoreme de Chebotarev effectif, sous une forme trés affaiblie, on sait qu’il existe
une constante explicitée Ty(d, Ag) ne dépendant que de d et de A telle que pour tout
T >Ty(d,Ak) :

K@= log N(v) > L, (7.1)
v place de K
Nw)<T

(ayant O (T) ~ T de maniere effective)
Reprenant d’autre part le corollaire qui précede et notant f,, < d le degré résiduel
d’une place v divisant un nombre premier p :

> log N(U) = X > fv|p log p
p premier, v place de K P<d+2 4 place de K
vlp vlp
p<d+2
<

d > log p

p premier<d+2
<

2d(d + 2)

En soustrayant I'inégalité a l'inégalité qui précéde on obtient alors en prenant
T suffisamment grand en comparaison de d un zo(d, Ax) qui répond aux contraintes de
I’énnoncé. O

7.2 Borne explicite sur la torsion pour les variétés abé-
liennes sur Q

Nous allons prouver le théoréme suivant qui est un corollaire assez simple mais astu-
cieux du corollaire de la fin du chapitre 5.

Théoréme 7.5. Soit A/Q une variété abélienne. Soit g la dimension de A, h(A/Q) notre
hauteur de Faltings normalisée comme dans les chapitres 4, 5 et 6, alors il existe une
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constante Ci(g), explicitement calculable, telle que si l'on note A(Q)iors le groupe des
points Q—rationnels de torsion de A :

Card(A(Q)tors) < C1(g) max{1, h(A/Q)}.

On peut prendre
Ci(g) = 2%¢3(9)?,

ot c3(g) est la constante de la fin du chapitre précédent.

Remarque :Nous n’avons pas réellement cherché a optimiser la constante Cj(g) ce-
pendant 'exposant g dans max{1, h(A/Q)}9 est optimal avec notre méthode.
Fin de la remarque

Démonstration. La preuve est assez simple grace aux lemme et aux estimations pré-
cédentes.

En effet on sait d’apres le corollaire de la fin du chapitre précédent qu’il existe
une constante explicite c3(g) > 20 ne dépendant que de g telle que :

> log p < c3(9)h(A/Q). (7.3)

peBad(4/Q)

Et on sait d’apres les estimations de la section précédente que pour x > 41 :
T
> logp>=.
, 2
p premier<z

On en déduit alors qu’on peut trouver un premier impair de bonne réduction et appli-
quer le lemme [7.1] ce qui nous donne :

— 29 -
Card(A(Q)rors) < (\/263(9) max{1, h(A/Q)} + 1) < 9%9¢4(g)9 max{1, H(A/Q)}9

O]

7.3 Borne sur la torsion des variétés abéliennes sur un corps
de nombres

On déduit a présent un autre théoreme sur le cardinal du groupe de torsion d’une
variété abélienne sur un corps de nombres quelconque. On utilise pour cela le méme schéma
de démonstration que dans le cas des variétés abéliennes sur Q.

L’avantage de cette méthode est que 'on va optimiser ’exposant en la hauteur de
Faltings en obtenant une borne de la forme Cy(d, Ak, g) max{1, h(A/K)}9, nous pouvons
estimer que I'exposant g est relativement bon par contre I'utilisation d’une forme effec-
tive du théoreme des nombres premiers nous fait perdre beaucoup dans la constante et
notamment fait apparaitre une dépendance en le discriminant Ax de K.

Théoréme 7.6. Soit A/K une variété abélienne de dimension g sur un corps de nombres
K de degré d et de discriminant Ag. Notons h(A/K) notre hauteur de Faltings convena-
blement normalisée et A(K )iors le groupe des points K -rationnels de torsion, alors il existe
une constante explicite Co(d, A, g) ne dépendant que de d, de Ay et de g telle que :

Card(A(K )iors) < Ca(d, Ag, g) max{1, h(A/K)}.
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Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que dans le cas de variétés abé-
liennes sur Q du théoréme [7.5] On utilise le théoréme de la fin du chapitre précédent
qui nous donne une borne sur les places de mauvaise réduction induisant grace au lemme
[7.1] de la premiére section un idéal premier de bonne réduction convenable que 'on sait
borné par la proposition [7.4]

Le fait que la constante soit explicite (ou plutdt, explicitable) repose sur l'existence de
forme effective du théoréme de Chebotarev et du théoréeme des nombres premiers telles

que présentées par exemple dans le chapitre 2 de [58]
O
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