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Résumé

Dans cette these nous étudions des représentations du groupe de Lorentz dans
les sections du fibré cotangent sur le cone isotrope. Gréace aux transformations de
Fourier et de Poisson nous construisons explicitement tous les opérateurs de brisure
de symétrie qui apparaissent dans les lois de branchement des produits tensoriels
de telles représentations.

Mots clés

Représentations, groupe de Lorentz, formes différentielles, opérateurs
d’entrelacement.

Abstract

In this thesis we study representations of the Lorentz group acting on sections of the
cotangent bundle over the isotropic cone. Using Fourier and Poisson transforms we
construct explicitly all the symmetry breaking operators that appear in branching
laws of tensor products of such representations.
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Introduction

La présente these est composée de deux chapitres. Tout d’abord, nous étudions
les représentations du groupe de Lie pseudo-orthogonal opérant sur les formes
différentielles homogenes sur le cone isotrope de dimension n — 1 dans R”.

Les représentations des groupes de Lie pseudo-orthogonaux dans les espaces des
formes différentielles définies sur les espaces de Lobatchevski ont été étudiés par
les mathématiciens de I’école francaise (P. Gaillard [15]|, E. Pedon [21] etc.). Leur
méthode est basée sur ’analyse des K-types. Comme le montre I’expérience, il est
parfois plus judicieux d’étudier les représentations associées au cone et les utiliser
ensuite dans les décompositions des représentations associées aux hyperboloides.
Par conséquent, la premiere étape était de décrire une série de représentations du
groupe de Lorentz généralisé, ¢’est-a-dire le groupe pseudo-orthogonal SO,(1,n—1),
agissant dans les formes différentielles homogenes de degré un sur le cone isotrope
de dimension n — 1 dans R". Ce résultat est le contenu du chapitre 1.

D’autre part, il est clair que les représentations dans les espaces des formes
différentielles sont des facteurs des produits tensoriels des représentations dans
les fonctions sur le cone et de la représentation tautologique du groupe pseudo-
orthogonal ou de ces puissances extérieures. Nous nous sommes donc donnés un
probleme plus général: étudier des produits tensoriels des représentations dans les
fonctions sur le cone et des représentations de dimension finie quelconques. Ainsi
formulé ce probleme & I'heure actuelle est extrémement difficile (voir par exemple
[25]). Nous avons donc commencé par le cas le plus simple et révélateur a la fois,
celui du groupe SOy(1,2) et de son recouvrement SL(2,R). La décomposition des
produits tensoriels des représentations du groupe SL(2,R) est un sujet classique.
L’aspect non trivial de cette thématique est I’étude des opérateurs d’entrelacement
entre les produits tensoriels et leurs composantes irréductibles. Nous avons obtenu
plusieurs résultats nouveaux qui sont présentés dans le chapitre II.

Dans le chapitre II, nous considérons deux situations: d’abord, le produit tensoriel
T, ® m,, d'une représentation de dimension infinie et d’une autre de dimension finie,
ensuite, le produit tensoriel m; ® 7, de deux représentations de dimension finie.

Il est bien connu, que ces produits tensoriels se décomposent en somme directe
de représentations irréductibles sans multiplicités. Nous décrivons explicitement
les opérateurs d’entrelacement entre les produits tensoriels et leurs composantes
irréductibles. Nous les appelons "transformées de Fourier"et leurs opérateurs for-
mellement adjoints: "transformées de Poisson". Ces transformations sont des
opérateurs différentiels. Pour la transformation de Poisson nous donnons trois
approches possibles. Cette transformation de Fourier s’avere étre proportionnelle
aux crochets de Rankin—Cohen, ce qui correspond & la construction des opérateurs
d’entrelacement explicite pour les décompositions des restrictions des représentations
des groupes pseudo-orthogonaux a leurs sous-groupes réductifs derniérement obtenue



dans une séries de papiers de Kobayashi-Pevzner [17,18| et de Kobayashi-Kubo-
Pevzner [16,19,20].

Nous développons trois méthodes basées sur trois idées différentes et pensons
qu’elles peuvent étre utiles dans un cadre plus général du probleme. Premierement,
nous utilisons les vecteurs propres du produit des opérateurs de création et d’annihi-
lation dans le produit tensoriel. Deuxiémeument, nous utilisons I’analyse harmonique
sur I’hyperboloide & une nappe. En fait, les produits tensoriels 7; ® T,, que nous
considérons sont équivalents & la représentation du groupe G = SL(2,R) dans les
fonctions sur hyperboloide & une nappe vu comme un espace homogene G/H dans
R3, induite par un caractere de sous-groupe diagonal H. Et enfin, nous utilisons des
équations différentielles en différences vérifiées par le noyau de Poisson.

Enfin, la décomposition du produit tensoriel de deux représentations de
dimension infinie est un probleme analytique difficile. Le calcul explicite de la mesure
de Plancherel correspondante a été obtenu par V.F. Molchanov [6]. Nous n’utilisons
pas cette méthode car dans le cas ol 'une des représentations est de dimension finie,
le probleme revét un aspect plus algébrique.

Fixons les notations.

On note N = {0, 1, 2, ... }, Z, R et C l’ensemble des nombres entiers, réels et
complexes, respectivement, R* — le groupe multiplicatif des réels: R* = R \ {0}.

Le symbole = désignera toujours la congruence modulo 2.

Nous utilisons la notation suivante pour le caractere (homomorphisme dans le
groupe multiplicatif des nombres complexes) du groupe R*:

te = |t|" sgn t, (0.1)

out € R* ueC, eeZ Ce caractere ne dépend que de la classe de € modulo 2,
donc, nous considérons € € {0, 1}.

Nous notons Mat (m, F') I'espace des matrices d’ordre m sur le corps F' et E la
matrice identité ou 'opérateur identité.

Soit D(M) l'espace des fonctions complexes & support compact infiniment
dérivables sur une variété M , muni de la topologie usuelle. Soit D'(M) 'espace
des fonctions généralisées sur M, i.e. celui des formes linéaires continues sur D(M ).

Nous utilisons des notations standard pour les groupes de Lie classiques:
SOo(p,q) (pour la composante connexe de I'unité du groupe des transformations
linéaires de RPT? conservant le forme quadratique de signature (p,q)), O (n),
SO(n), SL(n,R), GL (n,R), SL(n,C).

Soit ¢ un automorphisme du groupe de Lie G, alors nous notons G¥ 1’ensemble
(le sous-groupe) d’éléments du groupe G, fixés par .

Un groupe de Lie est noté par une lettre majuscule, et son algebre de Lie par la
lettre gothique correspondante.

Etant donné une algebre de Lie g, on note Env(g) son algebre enveloppante.

Nous définissons dans Env(g) une application linéaire X — XV de la fagon



suivante. Pour des mondémes X = X;X5...X,,, ou X; € g, nous posons

et la prolongeons & Env(g) par linéarité. Cette application est une anti-involution.
Elle commute & la représentation adjointe:

(adL-X)" =adL - X". (0.3FR)

Une représentation 7' d’un groupe de Lie GG induit une représentation de I’algebre
de Lie g ( différentielle de la représentation T') et, par conséquent, une représentation
de 'algébre Env(g). Nous gardons le méme symbole (dans ce cas T') pour ces trois
représentations.

Considiirons une forme bilineaire sur D(M)

(F,f) = / F(2)f(z) do (0.AFR)

M

(dx — une mesure sur M) invariante par rapport & la paire de représentations (7', 5)
du groupe de Lie G, agissant dans D(M), c’est-a-dire

(T(9)F, S(9)f) = (F.f), geG,

ou, également

(T(9)F, f) = (F, S(g7")f), geq. (0.5FR)

Nous pouvons prolonger la représentation 1" sur 'espace D’(M) des fonctions géné-
ralisées sur M en utilisant la formule (0.5FR), ou (F, f) désigne la valeur de la
forme linéaire F' de D’'(M) sur la fonction test f de D(M). Nous conservons le méme
symbole (dans ce cas T') pour la représentation dans les fonctions généralisées qui
nous avons construite. Il s’agit en effet d’un prolongement de la représentation T car
I'espace D(M) est contenu dans D’(M). Si nous associons a la fonction F' € D(M)
la forme linéaire f — (F, f) appartenant a D’(M) en utilisant la formule (0.4FR),
nous voyons que la formule (0.5FR) donne le prolongement recherché.

De méme, si 'opérateur A dans D(M) est symétrique par rapport a la forme
(0.4FR):

(AF, f) = (F, Af), (0.6FR)

alors nous pouvons le prolonger dans D’(M) en utilisant la formule (0.6FR).

Soient T et S deux représentations d’un groupe G agissant dans les espaces V' et
W respectivement, soit C' : V — W un opérateur d’entrelacement, c’est-a-dire un
opérateur linéaire continu

CT(g)=S(9)C, gea.

Alors nous dirons que: C' entrelace T" et S, et nous écrirons C': T~ S.
Par irreductibilité nous entendons l'irréductibilité topologique, & savoir ’absence
sous-espaces invariants propres fermés.



Nous utilisons la notation suivante pour les "puissances généralisées"
("factorielles décalées"):

d™ =a(@+1)..(a+m—-1), a™ =a(a—1)...(a—m+1), (0.7FR)

ofl @ est un nombre ou un opérateur et m € N (nous utiliserons la notation al™
plutot que le symbole de Pochhammer (a),,). De plus, nous définissons les puissances
généralisées "de pas deux":

™ =a(a—2)..(a—2m+2).

Les puissances généralisées vérifient la formule binomiale suivante (voir [13] chapitre
I, No. 35):

(a+b)l =Y (") all pn=il, (0.8FR)
— \J
Jj=0

Enfin nous écrivons I'(z) pour la fonction Gamma d’Euler et B (z,y) pour la
fonction Béta d'Euler.



BBenenue

Jlucceprarus cOCTOUT U3 JIBYX IV1aB. e CTpyKTypa oTpaxKaeT Iporece paboThl Hal
3a/la49aMHu.

[lepBonauaabHOI 3a1ate€il, IIOCTABIEHHOI IIepe aBTOPOM, OBLIO U3yUeHUE ITPeI-
CTaBJIEHUI [1CEBI0-OPTOTOHAIBHBIX TPYIII, JEHCTBYIONINX B OJHOPOIHBIX Juddepen-
IraJbHBIX (bopMax Ha U30MPONHOM KOHYCE B N-MEPHOM BeEIeCTBEHHOM IIPOCTPAH-
crBe R™.

Nsy4enne npejicTaB/ieHnil 1ICEBI0-OPTOTOHAIBHBIX TPYIII, JEHCTBYIONUX B -
depenrmabHbIX hopMax Ha npocmpancmear Jlobawesckozo ObLIO NPEAIPUHITO B
paborax maremaTukoB (dpamiysckoil mkosbl (I1. Taitap [15], D. Ilemon [22] u ap),
OJIHAKO, 9TO MCCJIEIOBAHNE COIPSIZKEHO C KpaifHe IpoMO3AKUMU (hOpMyIaMu, OHO
BeJeTcd ¢ npubjaedenneM K-tumoB u T. 4. Ho, Kak IOKa3bIBaeT OIBIT PAabOTHI C
IpeJicTaBICHUIMA B (DYHKINAX Ha rurepbosoniax, HaJI0 cHadajaa U3YUUTDh IPE]I-
CTaBJIEHUs, CBA3aHHbIE C KOHYCOM, M 3aT€M HCIOJIH30BATh ITH IIPEJICTABICHUS B
pPa3JI0KEeHUN IIPEICTaBICHII Ha TUIEPOOJIONIAX.

[Tosromy mepBBIM STAIOM (pE3yJIbTATOM) aBTOPa OBLIO ONMUCAHWE CEpPHil MpeT-
cTaBjeHnit 0600IeHHO TPyIhl JIOpeHIa, TO eCcTh MCeBI0-OPTOTOHAIBHON TPYIIIIEI
SOo(1,n — 1), meiicTByIONMX B OJHOPOAHBIX juddepeHnnaabubix ¢hopMax MepBoii
CTEeIeHN Ha W30TPOITHOM KOHYCE B N-MEPHOM BellleCTBeHHOM IpocTpaHcTBe R™. 31ech
[IPUIILIOCH IIPEOI0IeTh HeTPUBUAIbHBIE U 3HAYUTE/IbHBIE TPYAHOCTUH. DTOT PE3Y/Ib-
TaT COCTABJISIET COJEPKAHNE IJIaBhI 1.

C apyroii cTOpPOHBI, OBLIO MOHSTHO, YTO MPEJCTABICHUA B JudpdepeHuuaibHvir
popmax aBAAIOTCA (HAKTOP-IIPEJICTABICHUAMI TEH30PHBIX IIPOU3BEICHNN IIPEICTaB-
JIEHUI B (pyHKUyuAT Ha KOHYCE U TABTOJIOIMYECKOrO IPeACTaB/IeHNs IPYIIIbI U BHEI-
HUX CTelleHeil TAaBTOJIOTMIeCKOTo IpeicTaBiennsi. [109ToMy MOSIBUIOCH YKeJIaHue 3a-
HATbCsT OoJtee 0OIIel 3a/iadeii: N3yInTh TEH30PHBbIE POU3BEIEHUsI MIPEJICTaBICHUIT
B (pyHKUUAT Ha KOHYCE U IPOU3BOJBHBIX KOHEYHOMEPHBIX IPEJICTABIEHUNA TPYIIILL.
Ho B Takoii mupokoii mocTaHoBKe 3aja4a, BO BCAKPM CJIydae, B HACTOSIINEE BPEMs,
Ype3BbIYaiiHo TpyaHa. 1losroMy aBTop Hadasl JedTeJIbHOCTH B 9TOM HaIlpaBJICHU-
WU C U3YYEHHsI CAMOI0 IPOCTOrO — HO ¥ KJIF0UeBOro — ciaydast: ¢ rpymisl SOg(1,2)
U TPYIIIbI, ee HakpbiBatoreii, — rpynmsl SL(2, R). Paszioxkenne TeH30pHBIX Tpon3-
Bejiennii mpejcrasiaennit rpynmbl SL(2,R), — 910 coBepiieHHO Kaccuieckasi Tema.
3iech MHTEPEC IPEJICTABIAET U3YUEHUE CNAECMANUUL ONEPamopos — OIEPATOPOB,
CILIETAIONINX CaMO TE€H30PHOE IIPOM3BE/IEHNE U €r0 HEIPUBOIUMBIE COCTABJISIOIIHE.
Hecmorpst Ha yKa3aHHYIO KJIACCHIHOCTD, ABTOPY YIAJI0CH TOJIYYATh HECKOJIBKO HO-
BBIX U MHTEPECHBIX PE3yJIbTaTOB. DTO — cojiepKanme Tiassr 11.

B rnmase II mbl paccmaTpuBaeM JBa BapuaHTa: BO-IEPBBIX, TEH30PHOE IIPOU3BE-
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nenne T, @ 7, OECKOHETHOMEPHOTO U KOHETHOMEPHOT'O MPEJICTABICHNS, BO-BTOPbIX,
TEH30PHOE TIPOU3BEJIEHNE T & T, JBYX KOHETHOMEDHBIX ITPEICTABICHUIA.

XOpOoIIo M3BECTHO, YTO yKa3aHHbIE TEH30PHbIE NPOU3BE/ICHUS PACKJIAIbIBAIOT-
¢ B IPSIMYIO OJJHOKPATHYIO CYMMY HEIPUBOIUMBIX IpejcTaBennii. Mbl mumiem B
SIBHOM BU/IE€ OIEPATOPHI, CILUIETAIOIINE STU TEH30PHbIE IPOU3BEJEHUS U UX HEIPU-
BOJIUMBIE COCTABJIAIONINE, MbI Ha3bIBaeM UX IpeodOpaszoBanusamu [lyaccona u Pypbe,
OHM JIBOWCTBEHHBI JIPYT JAPYTY. DTU IPeodPa30BaHUsT OKA3bIBAIOTCS Juddeperiyuany-
Humu ottepaTopamu. s mpeodbpaszosanus [lyaccona Mbr jaem Tpu Bapuanta. [Ipe-
obpazoBanre Oypbe ¢ TOTHOCTHIO JI0 MHOXKHUTE/IsI COBITaIaeT co ckoOkamu Parkuna—
Kosna.

st mostyueHust HAIUX PE3YJIBTATOB Mbl IIPUMEHSIEM TPHU COBEPIIEHHO PA3HLLT
MeTOJIa, OHM OCHOBAHBI Ha TPeX Pa3HbIX HiedX. MBbI mojaraeM, 9TO 9TU TPU METO-
Jla MOTYT OKa3aThCsd MOJIE3HBIMU IIPU PA3JTUIHBIX 0000IIEHUAX 3a/1a49u. Bo-11epBbhIX,
MBI HCIIOJIB3YEeM COOCTBEHHBIE BEKTOPHI IPOU3BEICHUS MOBBIIIAIONIENO U ITOHUMKA-
IOIIEro OIepPaToOpOB B TEH30PHOM IIPOM3BEJIEHNN. BO-BTOPBIX, MBI UCIOJIb3yEM rap-
MOHMYECKUI aHaj 3 Ha OJIHOIOJJIOCTHOM rumnepbosonsie. B camom jeste, paccmarpu-
BaeMble TeH30pHBIe poussejieHust 1) ® T, SKBUBAJIEHTHBI MIPEJICTABICHIIO TPYIIIIHI
G = SL(2,R) B dbynknusax Ha ojHonojsocTHoM runepbostonne G/H B R3 ) unyim-
POBaHHOMY XapaKTepPOM JIHaroHaJbHO# moArpynnbl H. B-TpeTbux, Mbl UCIIOIb3yeM
HekoTopoe JauddepeHnualbHO-pa3HOCTHOE ypaBHeHue st sijapa [lyaccona.

Yro KacaeTcd TPETHEro BapuaHTa: Pa3/IoyKEeHUE TEH30PHOIO TPOU3BEJICHHS JIBYX
beckoneuHoMepruir npedcmasienudl, TO OH TIPEJCTABIAET COOOW BEChMa CJIOKHYIO
AHAJUTUYIECKYIO 3a/1a1y. fIBHOe BbIuucsaenne Mepbl [Lianimepesis ObLIO TIOJIYYEHO B
pabore [Mosaanos 1979]. Mbl ocrasisieM B cropore ror Bapuaut. Ciydail, Koria
OJIHO U3 IIPEJICTABICHUII KOHEYHOMEPHO, BHOCUT B 33/1a1y 3HAUYUTE/ILHBIN ajredpan-
JecKuil acnekT. VIMEeHHO MOTOMY MBI UCCJIEyeM 3TU JIBa BaPUAHTA.

[IpuBenem HekoTOpBIE 0OO3HAYEHUS, (POPMYJIBI, & TAKyKe HEKOTOPBIE CTaHIAPT-
HbIE PACCY2K/IEHUsI, UCIIOJIb3yeMble B padoTe.

N=1{0,1,2,..}, Z, R, C — MHO)eCTBa IeJIbIX, BEIECTBEHHbBIX, KOMILIEKCHBIX
4quceJI, COOTBETCTBEHHO, R* — My/IbTUILIMKATUBHAST T'PYIIIa BENIECTBEHHBIX YUCE/I:
R* =R\ {0}.

3HaK cpaBHEHUs = 0003HAYAET CPABHEHHE 110 MOJIYJIIO 2.

Mpbr ucmosibdyem ciienyioriee obo3HaUeHHE st XapakTepa (romomopdusmMa B
MYJIBTHILTAKATHBHYO TPYIIY KOMILIEKCHBIX YUCeNT) Tpymmbl R*:

tH® = [t|* sgn® ¢t 0.1
g )

rnet € R*, u € C, e € Z. 10T XapakTep 3aBUCUT TOJBKO OT KJIACCA BBIIETOB THCJIa,
€ O MOJLYJII0 2, Tak 4To 06bIaHO MbI Gepem € € {0, 1}.

Yepes Mat (m, F') obosnadaeTcs MpOCTPAHCTBO MATPHUIL mM~T0 HOPSAIKA HaJl [0
jgem F'.
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Hepes E ob6o3HavaeTCs eMHITHAST MATPUIIA WU €THHUIHBIN (TOXK/IeCTBEHHbI)
orepaTop.

st muoroo6pasust M uepes D(M) ob6o3HadaeTCs TPOCTPAHCTBO KOMILIEKCHO-
3HAYHBIX OeCKOHEYHO JuddepeHnupyeMbiXx GyHKImi Ha M ¢ KOMIIAKTHBIM HOCHTE-
JieM, cHabOzkeHHOe 0ObraHOI Tonosorueii. Yepes D' (M) obo3HauaeTCst IPOCTPAHCTBO
06061eHHbIX (DYHKIWI Ha M — IuHEHHBIX HempepbIBHbIX (yHKINHOHAIOB Ha D(M).

MpbI ucrnosib3yem cTtanjgapTHble OOO3HAYEHUsT JId  KJACCUYecKuX rpymmn JIu:
SOo(p,q) (310 — CBsI3HAS KOMIIOHEHTa €JMHUIILI TPYIIIbI JHHEHHBIX TPEoOpasoBa-
Huit npocrpancTBa RPTY coxpaHsIONuX KBaIpaTuIHyto (hopMy CUrHATYDPBI (P, q)),
O (n), SO(n), SL(n,R), GL(n,R), SL(n,C).

Hns rpynmsr JIn G gepe3 GG, 0603HaTaeTCsI CBI3HAA KOMIIOHEHTa €INHUIIB.

Ecmu ¢ — aBromopdusm rpymmsr JIu G, To yepes G¥ obo3HaTaeTCT MHOXKECTBO
(mozrpymnma) seMeHTOB Ipynibl (G, HEMOJABUKHBIX JJIsT (0.

Ecnu rpynna JIu obo3navuaercs 3arjaBHOMN JIATHHCKON OYKBOIi, TO ee ajrebpa JIn
0003HaYAETCST COOTBETCTBYIOINIEH CTPOTHON TOTUYIECKOH OYKBOIi.

st anrebpst JIu g Mbr o6o3rataeMm depe3 Env(g) ee yauBepcasbHyio 06epThiBa-
FOIIYIO aJreopy.

Omnpegennm B Env(g) nmneitnoe orobparxkenne X — XV ciemyomum 06pasoM.
It omnounenoB X = X1 X5...X,,, tae X; € g, mooxKuM

XY = (= Xpn)e (X)) (= X1) = (1) Xy Xo X, (0.2)

u pactpocTpauM Ha Env(g) mo jmHeiiHocTH. DTO 0TOOpasKEHNUE SABJISIETCS aHTHUH-
Bostforeit. OHO KOMMYTHPYET C IIPUCOEINHEHHBIM IIPEICTABICHIEM:

(adL- X) =ad L X" (0.3)

[Ipencrasmenne T rpynmer JIm G mopoxkaer mpejcraBienne aaredpor JIn g
(muddepentman npeacrasienns 1) u, Tem caMbIM, npeJcTas/ienue ajredbpsl Env(g).
JlJ1st 9TUX TOPOKIEHHBIX PEJICTABICHUN MbI COXPAHSIEM TOT YKe caMblii CHMBOJI (B
JaHHOM catydae 1'), KoTopblii 0603HAYAET MpeJICTABICHIEe IPYIIIIbL.

[Iycrs 6mnneiinas dhopma va D(M)

(F,f) = / F(a)f(x) de (0.4)

M

(dr — mekoropas mepa Ha M) WHBapUAHTHA OTHOCUTEJILHO APl IPEJICTaBJICHUI
(T, S) rpyunst Jlu G, neiicteytomux B D(M), To ectb

(T(9)F, S(g)f) = (F. f),

WJIM, 9TO BCE PABHO,

(T(9)F, f) = (F. S(g7")f). (0.5)
Tora MBI MOKEM PacIpOCTPaHUTh npejicTasienue T Ha mpocrpancTso D' (M) 0606-
meHHbIX GyHKnuii vHa M — ¢ nomorsio dopmyist (0.5), B kotopoii (F, f) oboznauaer
suavenne gyuxiponana F uz D' (M) uwa ocnosnoit dbyukuuu f uz D(M). st mosry-
YEHHOTO IPEJCTABICHNS B OOOOIMIECHHBIX (DYHKIMAX MBI COXPAHAEM TOT K€ CHUMBOJI
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(B marHOM ciydae T'). DTo B caMOM JieJie eCTh PaCHInpeHne TePBOHAYAIBLHOTO MPE]I-
crasienus T, B camoM Jieste, npoctpanctso D(M) BriaapiBaercst 8 D' (M), eciiu Mbr
conocrasum byukiuu F uz D(M) dyuxinuonan f — (F, f) uz D'(M) ¢ nomomuipio
dbopmysbt (0.4), a dopmyna (0.5) u gaer TpebGyemoe pacuupenue.
Awnajyiornuano, eciu oneparop A B D(M) cuMMeTpudeH OTHOCHTETHHO (DOPMBI
(0.4):
(AF, f) = (F, Af), (0.6)

TO MbI MOXKeM pacipocTpanuTh ero Ha D' (M) ¢ nomomnrsio dopmysst (0.6).
[Iycrs npencrasaenus 1" u S rpynnsl G jelictByioT B npocrpanctBax V u W
COOTBETCTBEHHO, 11ycTh oneparop C' : V — W — ciuteratomuii onepaTop, TO €CTh

CT(g) =959 C, geaq.

Torna nnsg kparkoctu Mbl roBopuM: C' ciietaer 1" u S, u mumem C' 2T~ S.
[Toy HEPUBOAMMOCTBIO TIPEJICTAB/IEHUsT TOHUMAETCS TOTIOIOTUIeCKasi HEIIPUBO-
JINMOCTB, TO €CTh OTCYTCTBUE COOCTBEHHBIX MHBAPUAHTHBIX MOIIPOCTPAHCTE.

Mpbr1 ucnosib3yem ciieyiomue obo3nadenust st "obobiennbix creneneit” ("casu-
HyTbIX (barTOpuaoB"):

ad™ =aa+1) . (a+m—-1), a™ =a(a—1)..(a—m+1), (0.7)

[m]

34eChb G — YUCJIO WU ollepaTop, m € N (MI)I IpeaIIo9InuTacM obo3HAYEHUE O CHMBO-

ay Iloxrammepa (a),,). Kpome Toro, Mbr ncriosibzyem 06001eHEBIE cTereHn "¢ marom

asa':

a™ =a(a—2)...(a—2m+2).

st 0606IeHHBIX CTeleHel CrpaBeInBa Cieytoias OnHoMuaIbHas hopMmysta (cM.
[[Tosma, Cere| ru. I, No. 35):

o= 30 (7)o 08

=0 \J

['(x) — rammva-byskims Ditaepa, B (z,y) — 6era-bynakims Ditzepa.
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Chapitre I. Representations du groupe de Lorentz
généralisé dans les formes différentielles sur le cone
isotrope

1 Représentations du groupe de Lorentz généralisé
associées au cone

Soit

[z,y] = —21y1 + 22y . ..+ TpYn (1.1)
une forme bilinéaire dans 'espace R™, n > 3, de signature (1,n — 1) (signature de
Lorentz). Soit G le sous-groupe connexe du groupe de toutes les transformations
linéaires de R™, préservant cette forme:

[29,y9] = [z,y]. (1.2)

En notation standard G = SOq(1,n — 1). Ce groupe pseudo-orthogonal est aussi
appelé le groupe de Lorentz généralisé.

Nous supposons que le groupe G agit dans R™ a droite: x — xg, de sorte que
nous écrivons un vecteur de R"™ comme une ligne.

Nous notons A le sous-groupe des matrices & un parametre de la forme:

cht 0 sht
a; = 0 E,o 0 . (1.7)
sht 0 cht

Le groupe GG admet la décomposition de Cartan
G =KAK,

ou K = SO(n). Cela signifie que chaque élément g € G peut étre représenté comme
g = kiaky, ot ki, ke € K, a € A (qui n’est pas defini d'une fagon unique).

Soit
I,,=diag{—-1,...,—1,+1,...,+1}.
En particulier, on note I = I, la matrice de la forme bilinéaire [-,-] dans la
base canonique de R™. On note \; ses éléments diagonaux de telle sorte que I =
diag(A1, - -, A,). L’algebre de Lie g du groupe G est composée de matrices réelles
X d’ordre n, satisfaisant la relation

X' = -IXI,
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ot X’ dénote la matrice transposée. Fixons une base de g formée de matrices L;; =
Eij —X\iA\jEj;, i < j,ou E;j est une "unité matricielle"dont tous les coefficients sont
nuls sauf I’élément (i, j) qui vaut 1.

La forme de Killing de I’algebre de Lie g est donnée par (n—2) tr (XY). L’algebre
de Lie g se décompose en somme directe £ & p, o1 € est 1'algebre de Lie du groupe
K, et p est le sous-espace orthogonal a £ par rapport a la forme de Killing.

Nous avons les relations de commutation suivantes:

[€,p] Cp, [6,8 C & [p,p] CE

L’élément de Casimir de 'algebre enveloppante Env(g) est donnée par (2(n —
2))7 LA, ou
2
Ay ==Y NNLE
i<j
Cet élément Ay sera également appelé 1'élément de Casimir, car il appartient au
centre de I'algebre enveloppante.
Le rang de lalgebre de Lie ¢ est égal & [(n — 1)/2] (nous notons [a] le partie
entiere de a € R). Considérons la sous-algebre a de £ engendrée par les éléments

Lo, op41, k=1, ..., [(n — 1)/2].

Soit C le cone [z, 2] = 0, ;1 > 0 (la nappe supérieure du cone [z,z] =0, x # 0).
Le groupe G y agit transitivement.

Soit S la section du cone C par 'hyperplan x; = 1. Elle est composée de s =
(1,89, ..., 8n), S2+...+s2 =1, de telle sorte qu’elle s’identifie & la sphere unité dans
R™L.

La représentation T,, o € C, du groupe G agit dans D(S) par la formule

Tao) () = ¢ (25 ) (ot

(sgh
L’élément de Casimir A, se réduit & un opérateur scalaire:
T,(Ay) =0(c+n—2)-E.

Soient Ag et ds lopérateur de Laplace — Beltrami et la mesure sur S,
correspondant a la métrique euclidienne sur S, a savoir, nous choisissons comme

coordonnées locales sur S"~2 n — 2 variables parmi les s,, ..., s,. Alors
0? 9 0
Ag = D52 —Dj—(n—=3)Dy, D, Zzsia—si,
ds = |si| 'dsy. .. d/s\]c oo dSp_1,

ou l'on omet d/s\k (pour des k différents ces expressions définissent la méme mesure).
Cette mesure est invariante par rapport au sous-groupe K. Le volume de S, noté
vol S = Q,_1, ol
27Tr/2
"I (r/2)
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est le volume de la sphere unité dans R"1.
Sous l'application s — 5 = (sg)/(sg)1 la mesure ds se transforme de la fagon
suivante: ds=(sg)? " ds. Par consequent, la forme hermitienne

W, 0)g = / $(s) 2(s) ds (18)
S

est invariante par rapport a la paire (1,,T5_,_5), ¢’est-a-dire

(T5(9)Y, ) g = <¢7T2—n—6(9_1)90>s’ geG. (1.9)

Nous définissons sur D(S) 'opérateur A, par:

(Aog) () = / (s )" o(t) dt.

L’intégrale converge absolument pour Reo < (2 — n)/2, et peut étre prolongée
meromorphiquement dans tout le plan 0. Ce prolongement admet des poles (simples)
eno € (2—mn)/2+ N. L’opérateur A, entrelace T, avec Ty_,,_,, c’est-a-dire

T2—n—a(g) AO’ = AO’ Ta(g)7 ‘v’g €G.

De plus:
(Aoth, p) g = (¥, Azp) . (1.10)

La forme sesquilineaire (A,1, )4 est invariante par rapport a la paire (7,,7%). En
particulier, pour o € R cette forme est la forme hermitienne invariante par rapport
aT,.
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2 Analyse harmonique sur l’espace des formes
différentielles de degré un sur la spheére

Soit K = SO(p) le groupe orthogonal des matrices d’ordre p de déterminant 1. Nous
supposons que K agit de fagon linéaire dans R? a droite: x — xk. Soit

Q:m%+...+m§

et S est la sphere @ = 1. Nous notons A'(M) lespace des formes différentielles
de degré un a coefficients lisses sur une variété M. Soit 7(V) la représentation du
groupe K par translations dans l'espace A'(S). Notre objectif est de décomposer
cette représentation en irréductibles, voir Théoreme 2.2 ci-dessous.

Tout d’abord, nous considérons le cas général p > 4. Les cas p =4 et p = 3 sont
un peu différents du cas général, nous les considérerons séparément plus loin.

Il est connu [3] que la représentation 7 du groupe K par translations
dans l'espace C*°(S) se décompose en une somme directe sans multiplicités de
représentations irréductibles de plus haut poids m, (1,0,...,0), ou [ € N =
{0,1,2,...}, et le nombre de coordonnées du plus haut poids est [p/2] (partie
entiere). Soit H; I'espace des polynomes harmoniques homogenes dans R? de degré
[. La représentation m; est la représentation du groupe K par translations dans Hj,
elle est équivalente a 'action dans l'espace H;(S) des restrictions & la sphere S des
polynomes en H;.

Tout d’abord, nous considérons la représentation UM du groupe K par
translations dans A'(RP). Elle est une somme directe des représentations m @, €
N, qui agissent dans les espaces H; ® dHy, o d est la différentielle, dH; a pour base
(dxy,...,dx,). La représentation m @ se décompose de la fagon suivante, voir [19]:

m QT =M1+ M1+ My,  p >4, (2.1)

M QT ="M +m1+ T 1+ T, p=4,

ol 7. est la représentation irréductible de plus haut poids (/,¢,0,...,0).

L’algebre de Lie € du groupe K admet une base L;; = E;; — Ej;, @ < j, ou By
est une unité matricielle (en position (i, 7), 0 ailleurs).Le rang d’algebre € est égal a
[p/2]. Nous prenons la sous-algebre a comme la sous-algebre de Cartan, avec la base
Lok 19k, k=1,...,[p/2]. L’algebre radicielle positive n dans £° est engendrée par
les éléments

1 i ) )
E;itm =3 {Lok—12m-1 + i1Lok_12m £ i(Lok—1,2m + Lok 2m)}
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—pour pair p. Si p est impair il faut ajouter Ey = Log_1,p + Loy .

Nous donnons les vecteurs de plus haut poids (les formes qui sont annulées par
'action de la sous-algebre n) dans les termes de droite dans (2.1) et (2.2). Pour (2.1)
ce sont les formes

(w1 + im2)' " 1dQ, (2.3)
(21 + i29)" ™ {(w3 + imy) (day + idwy) — (21 + imy)(das + idzy)}, (2.4)
d{(z1 +iz)*'}, (2.5)

pour (2.2) le premier et dernier vecteur sont les mémes, et pour m 4, il faut dans
(2.4) prendre +x4 au lieu de x4. Ainsi, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoreme 2.1 (voir [21]) La représentation UM du groupe K agissant par
translations dans l'espace A'(RP) se décompose en somme directe des représentations
irréductibles m, | > 0, et m 1, [ > 1, pour p > 4, et des représentations m;, [ > 0, et
a1, L = 1 pour p = 4. Les multiplicités des représentations my, m 1 et m 11 valent
1, les multiplicités des représentations m;, | > 1, valent 2. Les vecteurs de plus haut
poids des représentations irréductibles sont donnés ci-dessus, voir (2.3), (2.4), (2.5).
Les représentations m agissent dans les espaces H;dQ) et dH;.

La représentation 7(!) est obtenue & partir de UM en restreignant les formes de
A (RP) sur la sphere S. En tant que sur la sphere S nous avons Q = 1 et, donc,
d@) = 0, est la série des représentations m;, [ > 0, qui agir dans H;d(@), disparait.
Nous obtenons

Théoreme 2.2 (voir [21]) La représentation 7Y du groupe K par translations
dans A'(S) se décompose en somme directe de représentations irréductibles sans
multiplicités. Les représentations m;, m 1 pour p > 4 et m, m 41 pour p = 4. Ici
[ > 1. Les vecteurs de plus haut poids sont donnés dans (2.4) et (2.5) (dans (2.5) il
faut remplacer I + 1 par ).

Nous allons donner quelques informations supplémentaires pour p = 4. Nous
venons d’établir que la représentation 7! se décompose en somme directe sans
multiplicités de représentations irréductibles m; et m 44, { = 1,2,3,..., du groupe
K = SO(4). Les dimension des représentations m et m 41 est, respectivement,
(1+1)% et 12+ 21.
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Nous introduisons les variables
U=2T1+1Ty, U=T1 —1To,V =T3+1Ty,V = T3 — 124 .

a la place des variables x1, xo, 73, 4 dans R*. La base de I’algebre de Lie £ du groupe
K est composée de six matrices

Lkm:Ekm_ mk 5 1<k<m<47

oll Ej,, est une unité matricielle. Nous fixons dans € la sous-algebre de Cartan
engendrée par L = —il9, M = —ilLsy. Les vecteurs radiciels sont:

1
Ey = B <L13 + Lo £ (L1 + iL24)>’

1 4 . .
Fy= B} <L13 —iLos Fi(L1y — 2L24)>-
Les E. correspondent aux racines positives. Nous écrivons les opérateurs de Lie

correspondants:

0 0 0 0
L=ug, ~Ugg  M=va —Vas:

0 0 0 0
= mttem T P m T

9 9 99
Fy=-vg, g, I=-vg Tig.

Les formes:
ep=udu, f =u"wdu —uldv, i = u ' odu — u'do .

sont les vecteurs de plus haut poids pour 7, 71, m, 1, (annulés par les opérateurs
E.), respectivement.

Pour étudier les représentations du groupe de Lorentz généralisé (groupe de de
Sitter) SOg(1,4) il faut savoir, comment les opérateurs 0/0v — 0/0v = —id/0xy
et v — v (multiplication par v — T = 2ix,) agissent sur les formes dans l'espace
de la représentations m +; ou l'opérateur 0/0v — 0/0v est compris dans le sens
que nous ’appliquons d’abord aux formes appropriées sur R*, puis nous prenons la
restriction & S). Ces opérateurs commutent avec le sous-groupe K’ = SO(3), qui
conserve x4, donc, ils préservent les sous-espaces invariants par rapport a K’. Soit
7. la représentation irreductible de groupe K’ de plus haut poids m (et dimension
2m + 1). Alors la restriction a K’ admet le décomposition suivante:

m=m+...+7, Mma=m+...+7]. (2.6)

Pour étudier I’action des opérateurs d/0v — 9/0v et v — v il faut observer des
vecteurs de plus haut poids relativement a K’ qui sont annulés par 'opérateur de
création X = F + E_. Nous considerons d’abord m; ;. Nous notons el(k et fl(k) les
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vecteurs de plus haut poids dans les représentations 7, respectivement pour 7 et
m1 dans les décompositions (2.6). Nous avons:

-k

E— DIk 4+ 1) by
=3 ! ()_l)([rm P (e, (2.7)
r=0 ’
-k
(k) (k B l)[r]km r pl—k—r or
= Z o (1) FFT R (2.8)

Remarquons un lien entre les formules (2.7), (2.8) avec les polynomes
hypergéométriques:

e = Fk—Lk+1—l—t), fP=Fk—1k~1—1;-1).

Théoreme 2.3 (voir [21]) Nous avons la formule suivante:

0 0N ,(k k
(50— )5 =2l s

_ k k k k
(=) =pf) +ael” +r £

ou A, i, p, q, v sont des coefficients, dépendant de l et k, a savoir,

_ k(k+1) (=D -Kl+k+1)
E z !
| 2 |
e R A F T

Ainsi, les opérateurs 0/0v — 0/0v et v — U entrelacent m 1 avec T, m_11 et avec
411, T, Ti—1.1, respectivement. Des formules analogues sont vraies pour m _.

Enfin, nous considérons le cas p = 3. Alors K est le groupe orthogonal SO(3), qui
agit par rotations dans R3. Soient z,y, z, les coordonnées dans R3. Il est connu [3]
que la représentation quasi-réguliere R du groupe K sur la sphere unitaire S (dans
'espace L?(S)) se décompose en somme directe de représentations irréductibles
de plus haut poids [ € N. La représentation 7; agit dans ’espace V; des restrictions
a S des polynomes de H;, ot H; est I'espace des polynémes harmoniques en z, v, z,
de degré d’homogénéité .

Tout d’abord, nous considérons la représentation 7 du groupe K dans l'espace

AL(S).
Théoreme 2.4 (voir [21]) La représentation V) se décompose en somme directe

de représentations m, | = 1, avec multiplicité 2. Par conséquent, [’espace
A'(S) se décompose en somme directe d’espaces irréductibles Wi, ot i = 1,2,
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I € {1,2,...}. Ces sous-espaces sont définis comme suit. Nous considérons deux
opérateurs différentiels Dy et Dy:

0 0 0
D, = C— . L
1 =dx (9x+dy 8y—|—dz 55
x Y z

Dy=| dx dy dz
0/0x 0/dy 0/0z

ainsi D1f =df, Dof = (2f, —yf.)dz + (xf, — 2f,)dy + (yfe — xfy)dz. Alors W,
est composé des restrictions sur S des formes D;f, ou f € Hj.
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3 Représentations du groupe de Lorentz généralisé
dans ’espace des formes différentielles homogenes
de degré un sur le cone isotrope.

Nous rappelons, voir § 1, que C est le cone dans R"™, défini par les conditions [z, z] = 0,
x1 > 0. Le groupe G = SOq(1,n — 1) y agit transitivement.

Soit S la section du céne C par 'hyperplan z; = 1.

S = {(1, 82, ..,8n), 53+ ...+ 82 =1} donc S s’identifie a la sphere unité dans
R,

Les représentations T, du groupe G = SOq(1,n — 1), opérant dans les fonctions
homogenes sur le cone C, sont décrites dans § 1. Voici quelques précisions relatives
aux K-types, indiqués dans § 2.

La restriction de la représentation T, au sous-groupe K = SO(n — 1) du groupe
G est la représentation 79, voir § 2. Elle est somme directe sans multiplicités de
représentations m;, [ > 0, du groupe K, agissant dans les espaces H;.

Sous-espace p de l'algebre de Lie g relie les K-types de la fagon suivante:

Tg(p)Hl = (U - Z)Hz+1 + (U +n—3+ Z)Hl,l.

Ces fonctions de barriere 0 — [ et ¢ + n — 3 + [ vues comme des fonctions de [,
permettent de décrire la structure des représentations 7,. A savoir,

Théoréme 3.1 (voir [3]/) Pour chaque o € C, tel que c ¢ N et o ¢2—-n—N, la
représentation T, est irréductible. Si o € N, alors D(S) a un sous-espace invariant
wrréductible V.. Ce dernier est de dimension finie et est la somme des sous-espaces
H; avec | < 0. L’espace quotient est irréductible. Si o € 2—n —N, alors nous avons
une situation duale: lespace D(S) contient un sous-espace invariant irréductible,
ce dernier est la somme des sous-espaces H; avec | > 3 —n — o, espace quotient
correspondant est irréductible et de dimension finie.

Maintenant, nous considérons les représentations du groupe G dans I’espace des
formes différentielles de degré un homogenes de degré o sur le cone C.

Fixons sur le cone C des coordonnées (zs,...,z,). Rappelons que A'(C) est
I’espace des formes différentielles

w= Zwk(x) dxy, (3.1)

de degré 1 sur le cone C.
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Le groupe G agit dans 'espace A'(C) par translations. A savoir, I'élément g € G
transforme le vecteur x € R™ en le vecteur T = xg. Alors, cet élément transforme
une forme différentielle (3.1) en la forme différentielle

G =) wi(T)diy.

Soit AL(C) avec o € C, le sous-espace de A'(C), constitué des formes homogenes
de degré d’homogénéité o:
w|z>—>t:r = tUW, t > 0.

Le groupe G conserve ce sous-espace. Nous notons 7, (51) la représentation du groupe
G dans AL(C).

Nous introduisons sur le cone C des coordonnées polaires x = rs, ot r = x7 > 0,
s € S. Toute forme w € AL(C) se décompose en la somme suivante:

w=df +r°¢, (3.2)

ol
f=r7, ©eD(S), CeA(S)
Le groupe G agit sur les fonctions de la forme f = r7¢ et donc sur leurs différentielles

par la représentation T,. Ainsi, la formule (3.2) donne la décomposition TV comme
somme de deux représentations:

TV =T, + R,.

La représentation R, agit dans A'(S) de la fagon suivante. Fixons comme
coordonnées locales sur S les variables s»,...,s,, en omettant une d’entre-elles.
Donc pour une forme ¢ = Y (;(s)ds; € A*(S) nous avons

Ry (9)¢ = (s9)7 Y ¢(5;)d5;,
olt s = (sg)/(s9)1-

La restriction & K de la représentation R, est la représentation 7(") du groupe K
par rotations dans A'(.S), discutée au § 2. Elle ne dépend pas de 0. La décomposition
de la représentation 7(Y) a été obtenue au § 2.

Dans le cas n = 4 la représentation 7(!) se décompose en somme directe de
représentations 7, [ > 1, avec multiplicité 2 et la représentation R, se décompose
en somme directe de deux copies de la représentation T, _1: R, =T, 1+ T, 4.

Soit n > 5 (de sorte que n — 1 > 4). Ainsi 7() se décompose en somme directe
des représentations irréductibles sans multiplicités m; et m;; de plus haut poids
(1,0,...,0) et (,1,0,...,0), respectivement, ici [ = 1,2, . ... Soit V; et W, les espaces
des représentations m; et m; 1, respectivement. Nous notons V' et W leur somme sur

L.
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Théoreme 3.2 (voir [21]) Soit n > 5. Les opérateurs R,(X) avec X € p
entrelacent les K-types Vi et W de la facon suivante:

Ro(pWi=(c+n—4+DW,1+(c+1)Vi+ (6 —1—1)Wiq,
R.(p)Vi=(c+n—4+D)Vii+oW,+(c—1—-1)Vy.

Les fonctions de barriere 0 +n—1+1, 0 +1 o —1—1 donnent des informations
completes sur la structure de R,. A savoir, nous avons

Théoreme 3.3 (voir [21]) Soit n > 5. La représentation R, est irréductible sauf
dans les cas 0 = —1,0,1,... et 0 = 3 —n,2 —n,1 —n,... . Dans le cas 0 =
1,2,3,... Uespace A*(S) a un sous-espace invariant irréductible de dimension finie
SVi+ W), 1 < o—1, lespace quotient correspondant est irréductible. Dans le
cas 0 = 3 —n,2 —n,... la situation est duale: espace A'(S) a un sous-espace
invariant irréductible de dimension infinie Y (Vi+W)), | = 4—n—ao, l’espace quotient
correspondant est de dimension finie et est irréductible. St 0 = 0 ou 0 = —1 nous
avons un sous-espace wrréductible V- et W, respectivement, dont [’espace quotient est
wrréductible.
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4 Les opérateurs d’entrelacement

Nous continuons 'analyse des représentations 7Y du groupe de Lorentz généralisé
G = SOy(1,n — 1) dans l'espace AL(C), o € C, des formes différentielles degré un
et de degré d’homogénéité o sur le cone C. Nous avons montré dans le § 3 que la
représentation Tél) se décompose en somme de deux représentations:

W =T, +R,. (4.1)

La premiere d’entre-elles est la représentation associée au cone. De telles
représentations sont décrites dans § 1.

Dans cette section, nous explicitons les opérateurs d’entrelacement pour les
représentations Tgl):

Théoréme 4.1 (voir [21]) Soit n > 5. L'opérateur B dans A'(S), entrelagant
R, ~ R,, existe seulement pour v = o et v = 4 —n — 0. Dans les deux cas, il
est unique a un facteur scalaire prés. Pour v = o c’est un opérateur scalaire. Si
v=4—n— o la représentation R, est réductible, alors l'opérateur B dégénere sur
un sous-espace irréductible pour Ry, et son image est un sous-espace irréductible
pour Ry .

Ce théoreme découle des formules explicites pour les valeurs propres v;(o) et

wy(o) de Vopérateur B sur les K-types V,, et W,,, respectivement. Ces formules
sont prouvées a l'aide du théoreme 3.1 et sont données a la page 18.
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5 Le produit tensoriel T, | ® p

La représentation 7V du groupe G = SOy(1,n — 1) introduite dans le paragraphe
précédent est une composante isotypique du produit tensoriel T =T, 1®p, oup
est la représentation triviale du groupe G.

Nous conservons les notations du § 1. L’étude du produit tensoriel a été
possible grace a 'utilisation d’une nouvelle réalisation de la représentation 7,. Cette
réalisation est la suivante:

Soit f € D,(C). Alors la fonction

h(xg,...,xn):f(1,ﬁ,...,x—">, xeC,

est une fonction sur R*~!, homogene de degré 0. La fonction f peut étre recoustituée
a partir de h de la facon suivante:

f(x) =h(za,...,z,).

La représentation T, dans les fonctions h agit de la facon suivante:

(To(9)h) (22, ..., 20) = (@)”h(@, A

X1

ol T = xg. L’avantage de cette réalisation est que les éléments de la base de I’algebre
de Lie g correspondent aux opérateurs, avec des expressions tres simples:

oh
T,(L = —
g( 1k)h g ) h+x18xk
oh oh .
T,(Lij)h mja erzaa:j 1<i<j.

La représentation triviale p du groupe G est donneé par la formule p(g) = g.
Soit D, (C) l'espase des fonctions vectorielles (les colonnes)

ol les composants a;(x) appartiennent a I'espace D,_1(C). xx Les vecteurs-colonnes
des fonctions vectorielles, seront écrits sous forme des lignes.
Le produit tensoriel T =T, 1 ® p agit dans l'espace D (C) de la fagon suivante:

(To(9)a) () = galag).
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Soit Q : D,(C) — D,(C) l'operateur suivant:

(Qa)(z) = za(x) = Z zioy(z).

Le noyau Ker () de cet opérateur se décompose en somme de deux sous-espaces
Vo et Va. Le sous-espace Vj est composé des fonctions vectorielles a(z) = p(z) -
(—x1,22,...,2,), ot u € Dy_o(C), espace V5 est composé de fonctions vectorielles

a(z) = (0, az(x), ..., au(x))

de telle sorte que 3° z;0;(x) = 0. En outre, soit V; le sous-espace de D, (C), consistant
des gradients de la fonction f € D,(C):

oh oh
gradf = 29! (Uh, 1 PR , T1 &Jcn)'

Nous avons @) gradf = o f.

Théoreme 5.1 (voir [22]) Soit o # 0. Alors D,(C) se décompose en somme directe
de sous-espaces Vy, V1 et Vs.

Théoréme 5.2 Soit 0 # 0. Alors dans "la base” Vi, Vi, Vo nous avons

. TO’*Q Ao BG’
T, = 0 T, 0
0 0 R,

Ici R, est la représentation du groupe G dans V5, introduite dans § 3. Le produit
tensoriel T, = T,_1 ® p differe de la représentation dans les f/Qrmes différentielles de
la représentation Vj, de telle sorte que dans la matrice de T, il faut supprimer la
premiere ligne et la premiere colonne.

La version infinitésimale est donnée par le théoréme suivant. Soit P, 1'opérateur
de la projection sur la k-eme coordonnée. Soit L € g.

Théoréme 5.3 Soit 0 # 0. Alors dans "la base” Vi, Vi, Vo nous avons

T;»(L) As(L) B,(L)

T,(L) = 0 T.(L) 0 |,
0 0 R,(L)
ou
AO’(le> = _T—U(le)7
BU(le) = _Pk7
Ao‘(Lij> - 0, BO’(LZ]) - 0, 1 < Z < j .
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Il est intéressant d’écrire 1’élément de Casimir

Ay =D NNLE.

1<j

Dans la représentation T, il agit par la multiplication par o(c + n — 2). Pour le
produit tensoriel T, = T,_; ® p nous avons

Théoréme 5.4 Soit 0 # 0. L’opérateur fg(Ag) dans "le base" Vg, Vi, Va s’écrit

R (6 —=2)(c+n—4) —2A+20(c—1) —2div
T,(A,) = 0 o(c+n—2) 0 )
g
0 0 o(lc+n—4)

ot A et div sont l'opérateur de Laplace et la divergence, respectivement:

o

Ah = 23 9a2

k=2

n
. 82)k
dive = 24 E ,

T
k:Qa k

o v est la fonction vectorielle (0,vs, ..., v,) sur Va, dont toutes les composantes
sont de degré d’homogénéité 0.
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I'maBa I. IlpencraBienuss obobmennoii rpynnbl Jlo-
penna B andpdepeHnuaabHbIX popMaxX Ha M30TPOII-
HOM KOHYyCe

1 IlpeacraBaenus obobOIieHHoii rpynmbl Jlopenria,
CBsI3aHHBIE C KOHYCOM

Bosbmem B npoctpancrse R™, n > 3, oununeitnyio dhopmy

[2,y] = —21y1 + oya - o+ Tl (1.1)

curaarypst (1,n — 1) (Jlopenmosoit curaarypsr). Ilycts G — cBsi3Hast moJrpymnia B
IpyIIIe BCeX JIMHEHHBIX IPeobpa3oBaHmil N-MEPHOTO BEIIECTBEHHOTO IIPOCTPAHCTRA,
COXPAHSIONUX 3Ty hopMmy:

(9, yg] = [z, y]. (1.2)

B cranpaprabix oboznavennsax G = SOg(1,n—1). Dra nceBao-opToroHaibHast IpyTi-
I1a, Ha3bIBaeTCs TaKxKe 00001eHHoi rpymmoit Jlopenra.

Mpsri 6ynem cautarh, uTo rpymima G aeficteyer B R™ cupaBa: x — xg, TaK 9TO MbI
OyseM 3ammuchiBaTh BeKTOP n3 R™ B BUjie CTPOKN.

Yepes I, , Mbl OyzieM 0003HAYATE IUATOHAILHYIO MaTPHUILY

I, = diag{—1,...,—1,41,...,+1}

(p MUHYCOB, ¢ ILITIOCOB).
Marpurna dopmsr (1.1) ecrs [ = I4,,_1, ee JuaroHaIbHBIE JIEMEHTHI 0G03HAUNM
qepe3 A, ..., \,, TaK 9TO

M=-1 =...=)\, =1
Yeqosue (1.2) paBHOCHIBHO TOMY, UTO
glg' =1, (1.3)

e IMTPpUX O3Ha4Y9acT MaTPpUIHOE TPpaHCIIOHMPOBaHUE.
Pazobbem marpurpl g u3 G Ha 6sokn (4 6JIOKA) COOTBETCTBEHHO DPa3bHEHMIO

n=1+(n—1):
g:(j §>, (1.4)

riae o — umeno, 5 — crpoka w3 R v — cromben w3 R"™!, § — maTpuma mopsika
n — 1. Yenosue (1.3) paBHOCHIBHO TOMY, 9TO

gt=1Ig'I,
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JUIst MaTpHIel g 6iogroro Bujia (1.4) mveem

-1 _ a —
g —(—/B/ 5/ )7

TaK 4TO
o’ — B’ 1, (1.5)
—Oé’}/,—i—ﬂé = 07
ay—o03" = 0,

—y' 46 = En,

qepe3 F,, obo3HadYaeTCs eInHIIHAs MaTPUIA TOPSIIKA 1.

Yucso o u3 (1.4) ynosierBopsier HepaseHcTBy « > 1. B camom nere, u3 (1.5)
ciaenyer, 9yTo o> > 1. TIoCcKOJILKY Ul € IMHIYHON MaTpPHIL BBIIOJIHSACTCA o = 1, 110
HEIPEPBIBHOCTH MOJIydaeM TpedyemMoe HepaBeHCTRBO.

[Iycts K — noarpyrira 6JI09HO JIMAarOHAJILHBIX MaTPHUIL

10
= (05)

rje 0 MPUHAJJIEXKUT OpTOoroHabHOi rpynne SO(n — 1). Dra moArpymnmna ectb Mak-
cuMaJibHasl KOMIaKTHas noarpymnmna B G, ona uzomopdua SO(n — 1). Marpunp u3
K xommyTupyitor ¢ marpurieit /.

O6o3HaunM yepe3 A ojHOMApPAMETPUIECKYIO TOAIPYIITY MATPHUIL

cht 0 sht
a; = 0 E,» O ) (1.7)
sht 0 cht

s rpynnbsl G cripaBeIJIMBO pasjoxkenne Kaprana
G =KAK,

9TO O3HAYAET, YTO BCAKUI 3jieMeHT g € (G MOXKHO IpPEJICTaBUTh B BUje g = kiaks,
rae ki, ky € K, a € A (HeoqHO3HATHO).

Anrebpa JIu g rpynmst G cocTOUT W3 BEIIECTBEHHBIX MATpuUIil X MMOpsjKa 7N,
VIAOBJIECTBOPAIOINX COOTHOIICHUIO

X' =-IXI.

Baznc B g obpasosan marpuniamu L;; = Fj — A\ Ej;, i < j , tne By — "Marpuanas
enuHUIa" — MaTpUNA ¢ eAuHUIEH Ha MecTe (i, ]) ¥ HyJISIMH Ha OCTAJbHBIX MeCTax.

®opma Kmimmnra anre6pst Jlu g ects (n — 2) tr (XY). Anrebpa JIu g pacnaja-
ercs B IpgMyto cymmy €4 p, rie € — anredopa JIu rpynmnst K a p — mogampocTpanHcTso,
oproronaJjibaoe € B cMbicsie popmbl Kumnara.
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NmeroT MecTo cieayronmue KOMMYyTalluOHHbIEC COOTHOIICHUA:

[€,p] Cp, [6,€] CE [p,p] CE

B 6i0unom Bue, orBevarorieM pasbuernio n = 1+ (n — 1), cM. BbIIIe, MATPHUIIBI
u3 £ U p UMEIOT, COOTBETCTBEHHO, BH/]

(05) (¢5)

rJe ¢ — KococMMMeTpUYecKas MaTpulla nopsjaka n — 1, & — crpoka uz R"!. Bazuc
B £ obpazoBan Marpunamu L;; ¢ 1 < ¢ < j , 6a3uc B p obpasoBan MaTpuuaMu L,
1> 1.

Dnement Kasznmupa B yHuBepcasibHOi obeprbiBatoreii aarebpe Env(g) ecrsb site-
menT [2(n — 2)]7TA,, rae

Ay ==Y NNLE
i<j

D10t v1eMentT Ay MBI TOXKe OyJeM Ha3bBaTh dj1eMenToM Kasnmupa, on npumare-
JKUT HEHTPY YHUBEPCAJILHONI 06epThIBAIONEi aareOphl.

Panr asnre6per Jlu € pasen [(n — 1)/2] (depe3 [a] obosnaudaercs menas dacTb
qucsta a € R). B kadecTBe KapraHOBCKO# mojanre6psl B € Mbl GepeM mogaarebpy a
¢ 6asucoM Loy or+1, kK =1,...,[(n —1)/2].

ITycTb 1 1 Tt 0603HAYAIOT HOJIOKNUTEIBHYIO U OTPULATEIBHYIO 1o1are6psl B £C.
Jlnst HeYeTHOro N 6asuc B N 0Opa30BaH dJIeMEHTaMU

1 ) . .
El?:t,m = 5 {LQk,Zm —+ ZLQk:,2m+1 + Z<L2k+1,2m + ZL2k+1,2m+1>}7

rie 1 < k< m < [(n—1)/2]. Jng gernoro n K 9TUM 3JeMEHTaM HaJO JOOABUTH

QJIEMEHTDBI
Ey = Logn + iLopy1n, 1 <k < [(n—2)/2].

Yro0bI 1MoJIyunTh 6a3UC B N, HAJIO B3ATh KOMILIEKCHOE COIPsZKEHNE OT SJIEMEHTOB
Dasuca B n.

Begkasa makcumasibaasg abeseBa mojaaredpa B P OJHOMEPHA, B KAYECTBE TAKOBOIA
BO3bMEM T0JIaIredpy @, 0a3MCOM KOTOPOM CJIYKUT MATPHUIIA

0O ... 0 1
Ay = 0O ... 0 O ’
1 0 0

TaK 9To a; = exptAg, cm. (1.7).
Hanomunm [Busenkun| HekoTopbIil MaTepuast o Ipe/cTaBiIeHnsax rpy sl G, cBsi-

3aHHBIX ¢ KOHYCOM (TIpejicTaB/IeHusx Kiaacca ojaut). Mbl GyjieM ucnosb3osarh "KoM-
MAKTHYIO KapTuny".
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[Iycrs C ectb Kouyc [z, 2] = 0, 1 > 0 (BepxHsia moJa Konyca [x,x] = 0, z # 0).
I'pynma G meficTByeT TPaH3UTHBHO HA HEM.

[Iycte S — ceuenne koryca C IJIOCKOCTBIO X1 = 1. DTO ceyeHne COCTOUT U3 TOUYEK
s=(1,89,....,8,), S5+ ...+ si = 1, TaK 4TO OHO ecTh ejuHu4Hag cepa B R

[Ipeacrasienue T,, o € C, rpynust G geiicreyer B D(S) no dopmyiie

59
T,(g 5) = <—) 59)7.
(T5(9)#) (s) = ¢ 50 (sg)7
Dnement Kazumupa Ay 1nepexoqur B CKaJIsAPHBIL OllepaTop:

T,(Ay) =0(c+n—-2)-E.

[Iycts Ag u ds — oneparop Jlamraca—bensrpamun n Mepa Ha S, oTBedaroIye
€BKJINJIOBOI MeTpuKe Ha S, a UMEHHO, BO3bMEM B Ka4eCTBE JIOKAJIbHBIX KOOPIUHAT

Ha S IepeMeHHbIE So, ..., S,, KPOMe KaKOW-HUOYJIb OJHON M3 HHUX, HAIPUMED, Sk,
TOT A
0? 0
Ag = ———-D}{~(n—3)Dy, Di=)Y s——
D) 1 1, 1 % ’
8si @Si
ds = |sp| 'dsy...dsy...ds, 1,

rje muddepenipan ¢ KphIKoil Hajo omycTuTh (U Pa3HBIX Kk 9TH BbIPAsKEHUsI
OIIPE/ICIISIIOT OJIHY U TY YK€ MepY ). DTa Mepa MHBAPUAHTHA OTHOCHTEIHHO MOTPY B
K. O6bem Bcero S pasen vol S = €),_1, rue

27Tr/2

I'(r/2)

ecTh 00beM emHnYIHOM chepnl B R”.
[Ipu orobpaxkennn s — s = (sg)/(sg)1 mepa ds mpeobpasyercs: CJIe Iy OIIM
obpazom: ds=(sg)2~ " ds. Orcioma cieyer, 9T0 3pMuUTOBa BopMa

W, 0)s = / B(s) o(s) ds (18)
S

uHBapuaHTHa oTHOCUTENbHO napbl (T,, Ty, ), TO €cThb

(T5(9)Y, ) g = (@ZJ»TQ—n—E(g_I)WSa geG. (1.9)

Ompenennm wa D(S) oneparop A,:

(Aop) (s) = / (—[s, )" () dt.

Unrerparn abcomoTHo cxoauTest mpu Reo < (2 — n)/2, ero MOXKHO IPOJIOJIZKATH
MepoMOpGhHO Ha BCIO IIOCKOCTH 0, OH MMEET MOJIOCHI (IPOCThIE) B TOYKAX
o € (2—n)/2+ N. Oneparop A, cuneraer T, ¢ Ty ,,_,, T. €.

T2—n—a(g) AO’ = AO’ TU(g)
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C dopwmoii (1.8) omeparop A, B3auMOJEHCTBYET CJIeLyomuM 06pa3oM:

(Ao, 0) 5 = (¥, Azp) 5. (1.10)

[onyropanuueitnas dbopma (As1), )¢ HHBapuanTHa oTHOCHTEILHO Hapbl (1, TF).
B gacraocTH, 11g 0 € R sta dpopma — nnBapuanTHas spMuToBa dhopma i 1.

[TpuBejieM HEKOTOPBIE CBEJIEHUsI O TAPMOHUYECKOM aHajmze Ha cdepe S. Obo-
3HaYUM depe3 R npejcrasienne rpynnbl K Bpamienusamu B D(S):

(R(K)¢) (s) = @(sk),

DTO TpeJICTaBJICHIE PA3JIaraeTcsd B MPSIMYIO OJHOKPATHYIO CYMMY HEIPUBOIMMBIX
npejicTaBieHuil m;, JeiicrByrommx B npocrpancrBax Hy, | € N (mamomumMm, 9TO
n > 4). Ilpocrpancreo H; cocTonT u3 orpanudenuii Ha S 0JJHOPOJIHBIX TAPMOHIYEC-
KUX MHOT'OYJIEHOB OT [TIEPEMEHHBIX T, . . . , Ly, CTEIEHNU [. DTO MPOCTPAHCTBO SIBJIAETCS
COOCTBEHHBIM IIPOCTPAHCTBOM JIJIst orieparopa Jlamraca-Bensrpamu Ag ¢ cobeTBeH-
HBIM 3HAYCHHEM

w=13—-n-1). (1.11)
Cdepuueckoii (30HaIbHON) QYHKIMEH OTHOCUTEIBHO CTAIMOHAPHOI TTOIPY b
toukn s° = (1,0,...,0,1) B H; asisterca dbynKims

n—3)/2 n—3)/2
di(s) = O (sa) /O (1),
ryie CM(t) — muorounen Terenbayspa. Pasmepnocts npoctpanctsa H; pasHa

[+n—4)

dy = (2l+n—3)(“(n_3)! . (1.12)

CrassgpHbIil KBaIpaT cdheprdeckoil (DYHKIME CBSI3aH ¢ PA3MEPHOCTHIO d; ITpOC-

TpaHcTBa Hj:
vol §
(thr, P1)s = i (1.13)

[ycrs E; — npoextop B D(S) (wm B L%(S, ds)) na noanpocrpanctso Hy:

)
(r(k)e, du)s
(i, Y)s

U3 (1.14) ¢ momormpio HepasercTa Kormu-Bynskosekoro u (1.13) Mbl HaX0/ M OIeH-
Ky JUIs poektmii (komronenT Pypre):

(Eig) (s"k) = o € D(S). (1.14)

(B0 (5)] < 1 s el (1.15)

/e HOpMa OTBEYaeT CKassapHoMy npousseaenuio (1.8). B wacrnocrn, u3 (1.15) mouy-
“4aeM OIEHKY

[i(s)| < 1.
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Hpumenum (1.15) k. Akp Bmecro . Ucnonbsyst nepecranosounocts Ag u Ey, Mbl
MTOJTy YUM OTICHKY

di
vol S

[TockobKy pasmepHocTb dj, eM. (1.12), npu [ — oo pacrer kak C - I"73, a |\, cm.
(1.11), pacrer kak [?, uz (1.16) cieayer GuicTpoe yObIBaHue Kak KOMIOHeHT Dypbe
©; = E; ¢, Tak n ux nopm, T. e. 1i1g Besgkoro h € N cymectsyer nocrosinnas C
Takas, 4To

B o(s)| < N (1A% lls. (1.16)

[pu(s)| < C L+ 1)7"
<

ledls < C (T+1)7" (1.17)

Besikast bynkims ¢ € D(S) pasiaraercss B CyMMy CBOUX MPOEKIUil (KOMIOHEHT

Dypoe):
Y= Z $r-
1=0

N obparho, eciin mocsieioBaTeIbHOCTD (DYHKINH 0 € H; OBICTPO yOBIBAET B CMBICIE
(1.17), 1o psim > ¢, cxomuTcst abCOTIOTHO W PABHOMEPHO K HEKOTODOi (byHKIMH
v € D(5), kommoneraTamu Pypbe KOTOPOI U SIBIAIOTCS .

Orpannyenne npeacrasienus 1, Ha noarpynny K ecTb Kak pas HpeicTaB/IeHIe
R rpynnbr K Bpamenusivu #a D(S), OHO He 3aBUCHT OT 0.

[IpocrpancrBo H; siBiisieTcst cOOCTBEHHBIM IIPOCTPAHCTBOM JIJIsI omeparopa A, ¢
COOCTBEHHBIM 3HAYCHHEM

/2 '—oc—-(n-2)/2) T(3—n—o0)

e e sy s vy

(1.18)

Komnosurua As_,_, A, €CcTh CKaJISPHBIiL olepaTop:
AQ—n—aAa = ’7(0-) B,
rie

(o)™t = (21) ™ (20 + 0 — 2) sin<0 v g>7r T(—0) T(0 +n—2).

[Ipesacraienne T, MOXKHO pacnpocTpaHuTh Ha mpoctpancTBo D'(S) 0606mIeH-
HBIX byHKIW Ha S mocpegacTeoM dopmysibl (1.9). Anamorundno, oneparop A, MOXKHO
pacripocrparnTh Ha D’(S) nmocpencrsom (1.10).

[Ipencrasnenune T, wenpupogumo npu o € C, 3a uckmouennem o € N u
o € 2—n— N. Ecmu T, nenpusojumo, 1o T, SKBUBaJEHTHO 15, , C IOMOIIHIO
oneparopa A, MM €ro BeIYETA.

34



Omneparop A, mMeeT IPOCTBHIE HOMIOCHL B Toukax o = (2 —n)/2 + k, k € N.
1o BugHO U3 dopmysbl (1.18), MOTIOCH! TIPOUCXOAST OT TEPBO raMMa-(YHKIUN B
uucsurese B (1.18). ITostomy omeparop

—1
ZU:F(Q_TL—U> A,

2

SIBJIFETCSI TIeJT0# pyHKIMe oT o, HUrae He obpamarorieiicss B Hy/1b. O cruteraer T,
¢ Ty ,_o g Beex o € C.
Ha noanpocrpancrse H; onepatop A, ecTh yMHOKeHUE Ha UUCJIO:

gggo =a(o,l)p, ¢ € H,

rjae
I'—n-o)

I'@—n—-—oc—-0I'(-0c+1)

a(o,1) = (—1)l27ox(n=2)/2

B nosrocax oneparopa A, oneparop A, ecTb MHOTOUJIEH CTEIeHN k OT OIlepaTropa
Jlammaca—Bensrpamu Ag, a mMeHHO,

. 2—k+(n—2)/2 7I_(n—2)/2

gk+(2fn)/2 =(-1) T (k + %2) %
2
k

< T[as- (57 +0) (5= -]

r=1

npu k = 0 mpousBeJieHne cuuTaeTCsl PaBHLIM 1, Tak 9To
~ —9
Apnyj2 = (27T)(’”2)/2/F (n 5 ) :

Hnga n > 4 umerorcsd Tpu Cepuu HEIPUBOJUMBIX YHUTAPU3YEMBIX ITPEJICTAB/IE-
HUI: HENPEPuIBHAA cepus COCTOUT U3 upejactaieruii T,, 0 = (2—n)/2+1ip, p € R,
cKaJisipHOe Tipou3sBejierne ecthb (1.8); donoanumenvras cepus COCTOUT U3 MPeICTAB-

nenuit T,, 2 —n < o <0, ckajsipHoe npousBejieHre ecthb (1, 9), = o (A 10, ¥)s.
Hopmupyrommuii MHOKUTENb €, BO3bMEM TaK, IT00bI Ha pocTpancTse Hy (KOHCTAH-
THI) CKaJIsIpHOE IIpou3Besienne (1, ), conajano ¢ (1.8), misg 9Toro HaIO B34Th

1

— — 99 (2—71)/21—1 ).
a(U,O) T ( U)a

Coy =

. d .
Juckpemmas cepus COCTOUT U3 IIPEeICTABICHUIT Tr( ), r € N, nefictBytomux B hpaKkTop-
npocrpancteax V. = D(S)/E,, ckaagpHOe IPOU3BE/IEHIE €CTh

({XJ\, 9/5)7" = CT(AVT¢7 90)57

rjie (p 0003HAYAET KJIACC CMEKHOCTH ¢ + F., BO3bMEM MHOMKHUTEJIb ¢, TaK, 9TOObI Ha
HOJIIIPOCTPAHCTBE ¢ HAMMEHBIMM BecoM 7 + 1 B V,., T.e. Ha sjieMenTax @ = ¢ + I,

¢ € H,.1, ckaJIsipHOE TIpou3BejieHne coBmaaio ¢ (1.8), a umenHo,
(=L _grpempLtr=2)
a(r,r+1) I'(n+2r—1)’
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d)

d
npejacraBiaeHns 1, r( ) SKBUBAJICHTHDI IPeJICTaBIEHUSIM T2(—n—r B Vo_,_r.

Omneparop A, obpariaercsa B nysib Ha B, inpu o € Nuna V, npuoc € 2—n—Nn
[IOPOZKJIAeT SKBUBAJIEHTHOCTD IpeJIcTaB/ieHuil B mojdarropax: mycrsb r € N, rorma

D(S)/Er ~ ‘/27nfr7 ID(S>/‘/277L7’I‘ ~ E,.
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2 TapmMmoHu4Yeckuii aHajan3 B mpocTpaHcTBe audde-
peHInaJbHbIX (pOPM IIepBOro Iopsiaka Ha cdepe

[Iycts K = SO(p) — oproronajibHast rpyIia MaTPHUI[ TOPSJIKa P C ONPEIeTUTeIeM
1. Mu1 Oysem cunrtars, uro K nuHeitno jeiicrsyer B RP cupasa: x — xk, B cooTBeT-
CTBUM C 3TUM OyJieM InucaTh BEKTOp B Bujie cTpoku. [IycTs

Q:x%—i—...—l—xi

u mycth S obozHadaer chepy Q = 1. Jlaa muOroobpasust M mMbl 0003HaTaeM depe3
A (M) npoctpanctio quddepeniuanbabx dhopMm Ha M HepBoro nopsajika ¢ riajl-
kumu kodpdurmentamu. Iyers 71 — npencrasienue rpymmst K casuraMu B 1po-
crpanctee Al(S). Hamma 1esib — pas/ioKuTh 3TO HpeJicTaBleHne Ha HeIPUBOJUMbIE,
CM. TeopeMy 2.2 HUZKe.

Cragajia MBI paccMOTpHUM 00mwmit ciaydait p > 4. Caydan p = 4 u p = 3 UMeIOT
HEKOTOPBIE OTJIMYHUS OT OOIIEro caydas, Mbl PACCMOTPUM UX OTJETBLHO HUZKE.
Uszsecrno [3], uro mpeacrasienne 7 rpymmnt K capuramMmu B IPOCTPAHCTBE
C>(S) dbyskiumit Ha S pasjgaraeTcs B IPAMYIO OJHOKDATHYIO CyMMY HEIPUBOJIU-
MbIxX npejcrasiennit 7, e | € N = {0,1,2,...}, co crapmum Becom ([, 0,...,0),
KOJINYECTBO KOODJIMHAT B cTapiineM Bece pasHoO [p/2| (nenas gacts). [lycts H; 06o-
3HAYAET POCTPAHCTBO OJTHOPOJIHBIX MAPMOHUYECKHX MHOro4wIeHoB B R? cremenn [.
[Ipencrasienue 7m; — 9T0 pejcTaBienue rpymunbl K capuramu B H;, oHO ke S5KBUBa-

JIEHTHO JieficTByeT u B mpoctpancTse H(S) orpanndennii Ha cdepy S MHOTOUICHOB
us Hl'

Crauasa pacemorpuM npegcrasienne U rpymmer K casuramum B Al (RP). Ono
ecTb IpsAMas cyMMa, IIpejcTaBaeHnit m; @ my, ! € N, 1eficTBYOIUX B IPOCTPAHCTBAX
Hy®dH,, 3necs d — nudpdepennuan, dH, umeer 6azuc dxy, . . ., dz,. [Ipencrasienne
™ @ T pasznaraercd Tak, cM. [19)]:

m QT =M1+ M1+ Ty, p >4, (2.1)

MM =m_ +m1+m o1+ T, p=4,

3/1eCh T} — HEIPUBOJIUMOE IIpeJcTaBienue co crapumm BecoM (1, €,0,...,0).

Asrebpa JIn € rpynmer K nmeet cBonM 6asucom MaTpunsl Li; = Fij — Ej, 0 < j,
rae E;; — marpuanas exunmia (1 ma mecre (i,7), 0 Ha ocTaJbHbIX Mecrax). Panr
asnreOpsl € pasen [p/2]. B kauecTBe KapTaHOBCKOI MOJAITeOPBI BO3bMEM TI0IAre0py
a ¢ 6azucoM Log_19, k=1,...,[p/2]. llonoxurensbuas kopuesas mnojgairebpa n B
£C maraHyTa Ha S7€MEHTHI

1 ) ) )
E;:ctm =3 {Lok—12m—1+ iLog—12m £ i(Lok—1,2m + i Lok 2m) }

37



~ 1P YeTHOM p, a IIPU HEYEeTHOM P HaJ0 K HUM 100aBUTb L = Log_1 4 + 1 Loy .

YKazKeM crapime BeKTopbl (hbopMbl, aHHYJIHpYeMble T0aarebpoil ) B IPaBbIX
gactax (2.1) u (2.2). Jya (2.1) — 910, cooTBeTCTBEHHO, (hOPMBI

(21 + ix2)'~'dQ, (2.3)
(21 + ix0) ™ {(w3 + img) (day + idwy) — (21 + imy)(das + idzy)}, (2.4)
d{(z1 +izs)"*'}, (2.5)

Jutst (2.2) nepBelit U mocsetHUIT BEKTOP — Te Ke caMble, a JUId 7 11 Halo B (2.4)
B34Tb 4 BMECTO 4. TakumM 00pa3oM, Mbl HOIydaeM CJISAYIONIYIO TEOPEMY.

Teopema 2.1 (/21]) Ipedcmasaenue UL zpynnv. K cdsuzamu 6 npocmparcmee
AY(RP) pasaaeaemes 6 npamyro cymmy nenpucodumuir npedemasaenuti m, [ = 0, u
m1, L =1, —daap > 4, u npedcmasaenuti T, | = 0, u m g, | =1 — daap = 4.
Kpamnocmu npedcmasaenut my, 1 u T 41 pashe 1, kpammnocmu npedcmasaenu
m, | =1, pashor 2. Cmapwue 6exmMopvl HENPuBoIUMBLT NPeOcmasACHUT YKA3AHDL
eviwe, cm. (2.3), (2.4), (2.5). Ipedcmasarernus m deticmeyom 6 npocmMpaHCMBEaT
HldQ u dHl

[peacrasnenue 71 nomyuaerca uz UM npu orpanmuenuun dopm ns A'(RP) na
chepy S. Tockobky Ha chepe S mbl mmeem ) = 1 u, crasmo 6b1Th, dQ) = 0, cepus
npejcrapiaerunit m;, [ > 0, geiictByromux B H;d(Q), ncaezaer. MbI moydaem

Teopema 2.2 (/21]) IIpedcmasaenue 71 epynnve K cdeueamu 6 A*(S) pasaaca-
emca 6 NPAMYIN 0OHOKPAMMHYIO CYMMY HENPUGOIUMBT Npedcmasaenuti T, T ONf
p>4um, ma daap = 4. Bdeco | = 1. Cmapwue sexmopu, yrasanv: 6 (2.4) u
(2.5) (6 (2.5) nado samernumv | + 1 na l).

JlauM HEKOTOPYIO JIONOJHATE/IbHYI0 mHopMaIuo st p = 4. Kak MbI TOJIBKO
YTO BBISCHWJN, IpejcraBienne m) pazsaraercs B MPSMYIO OJHOKDATHYIO CYMMY
HEIPUBOMMBIX TIpeJicTaBienuii m u m 11, | = 1,2,3, ..., rpymust K = SO(4). Pas-
MEPHOCTH IIPEJICTABJICHUIT T; W 7 41 PABHBI, COOTBETCTBEHHO, (I + 1)2 u 2+ 2.

BMecTo HmepeMenHBIX T, T, T3, T4 B R* HaM yno6HO BBeCTH IepeMeHHbIe

U=21+1iTy, U=2T1 —1Ty, UV=2T3+1Ty4, U =2T3—1Ty.
Basuc anredpsr JIu € rpymmbsr K cocTouT U3 MIECTH MaTPUIL

Lkm:Ekm_Emka 1<k<m<47
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El,, — MaTpuuHag enunnna. BosbMem B €€ KapTaHOBCKYIO HOMAIre6py ¢ 6a3MCOM

L = —i1lyy, M = —iL3,. KopHEeBBIME BEKTOPAMU CJIY?KAT JIEMEHTDI
1
Ej: — 5 (L13 + iL23 :l: i(L14 + iL24)),
1 . . )
Fy = 5 <L13 —1Log F Z(L14 - ZLQ4)>-
[ToroxkuTe/IbHBIM KOpHAM oTBedatoT Fy. Hamuiem cooTBeTcTByIomue omneparo-
pbt JIu:
0 0 0 0
L=u— —7 M=v— —7
You “om’ You  Uan
0 0 0 0
E - — — EF_ =-19— —
P T Vor T e
0 0 0 0
Fo=-7—4+u— F.=—v—+4+u—.
+ U0u+u8v’ U8u+u66

CrapiMu BeKTOpaMu (aHHYIHPYEMBIMI OllepaTopaMu Fy ) s Ty, 71, 7T —1 ABJIs-
IOTCS COOTBETCTBEHHO (DOPMBI:

e =udu, fi =u"wdu —uldv, i = u ' odu — u'do .

st uccnenoBanus npejcraBjienuii 06001meHHON rpyib Jlopenna (rpymibn e
Cutrrepa) SOg(1,4) Ha10 3HATH, KaK JIeHCTBYIOT onepatopsl 0/0v—0/00 = —id/0xy
u v — T (yMHOXKeHUE Ha v — U = 2ix4) Ha (HOPMBI U3 IPOCTPAHCTBA, [IPEJICTABIEHUSI
T 41 orepatop 0/0v — 0/0T NOHUMAETCS B CJICLYIONIEM CMBICJIC: CHAYAJIA TIPHMCHSI-
eM ero K coorserctrytonmm gopmam B R, a zarem Gepem orpanudenue na S). Otu
oreparopbl KoMMyTupyior ¢ noiarpymmnoit K’ = SO(3), coxpaunsitomieit xy, ciiegoBa-
TeJIbHO, COXPAHSIOT MOJIIPOCTPAHCTBA, NHBapHanTHble ornocuTesnbno K. Ilycrs 7/,
o6o3HaYAeT HEIIPUBOANMOE TIpeicTaBienne rpynsl K/ co crapmmm Becom m (1 pas-
MepHOCTBIO 2m + 1). Ilpu orpanndenun Ha K’ Mbl nMeeM cieyrolue pa3ioKeHus:

m=m+...+7, Ma1=m+...+m. (2.6)

Hnst usyvenust neiicrust onepatopos 0/0v — /0T u v —7T JOCTATOYHO TIPOCIIE-
JIUTH 3& CTApPIIMMU BEKTOPAMU OTHOCUTETHHO K’ aHHYTMPYEMbIME [TOBBIIIAIOIINM
onepatopom X = F, + FE_. PaCCMOTpI/IM cradasia ;1. O0o3HAUNM uepes el( ) (k)
CTaplilie BEKTOPbI B IIPEJCTAB/IEHHUIX T, COOTBETCTBEHHO JIsl T U 1 B pa3ﬂ0>Ke—

Husx (2.6). Mbl nmeem:

Z — l + )" (—1) FF ey, (2.7)

["”]7“'

Lk — Dl
=3 —((_l —)1>wr! (1) F TRy (2:8)
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OrmernM ovYeBUIHYIO CBsi3b (opmyr (2.7), (2.8) ¢ rumepreoMeTpuIecKuMu MHOTO-
YJICHAM:

e = Flk—Lk+1—1;—t), fP=Fk—1k—l—1;-t).
Teopema 2.3 ([21]) Umerom mecmo caedyrowue dopmyani:
0 0 k k k
(= o) = 2ef? s
(v =01 = o +ae + Y

ede \, i, p, q, v — Koappuyuernmwi, 3asucawue om l u k, a umenro,

k(k+1) (1= —=k)((+k+1)
A:—a /“L:_ )
I(1+1) l
1 2 1
e e A N

Taxum obpaszom, onepamopwv. 0/0v—0/0U u v —T 3a4eNAAIOM T 1 COOMBEMCMEEHHO
C M, M—11 U C 411, T, T—11. Anasrozuunovie Gopmyave cnpasediuev, 0 m .

Haxkownerr, pacemorpum cityuait p = 3. Torga K — oproronanbhasg rpymna SO(3),
ona jeficryer ppamenusmu B R, Ilycrs x, 3, 2, — kKoopaunatel B R3. Mssecrno [Bu-
JIEHKUH|, 9T0 KBa3upery/aspHoe mnpejcrapiaenne R rpynmnsl K Ha euHIIHOlN cdepe
S (B mpocrpancrie L%(S)) pasiaraercs B IpAMyIo OJIHOKPATHYIO CyMMY HEIPHBO/IH-
MBIX IpejicTapiaennii m; co crapiuMm BecoM [ € N. Iloanpocrpancrso V), B KoTopom
JIEiCTBYeT T;, COCTOUT W3 OUPAHMYEHUil Ha S MHOTOYJIEHOB u3 H; — mpocTpaHCcTBa
rapMOHUYECKUX MHOTOYJIEHOB OT T, Y, Z, OJIHOPOJIHBIX CTereHu /.

CHavaJsia Mbl PACCMOTPHM Hpejicrasienue 1) rpymmsr K c/[BuraMm B IpocTpaH-
cree A1(S) nuddepennuanbubx dhopm Ha S crenenu 1 (¢ rmagkumu xkosbddurmen-
TaMM).

Teopema 2.4 IIpedcmasaenue Y pasrazaemes 6 npamyto cymmy npedcmascae-
wuti m, 1| > 1, ¢ xpammocmwvio 2. Coomsemcmeenno npocmpancmeo A(S) pas-
AARAEMCA 6 NPAMYIO CYMMY Henpusodumur nodnpocmparncme Wy,, 2de i = 1,2,
I € {1,2,...}. Omu nodnpocmparcmea onucvisaromes caedyrouyum obpasom. Pac-
cmompum dsa dugdepervuarvhoir onepamopa Dy u Dsy:

0 0 0
D, = — . R
1 =dx ag{/ﬁ—aly 8y+dz 55
x y z

Dy =1 dx dy dz |,
0/0x 0/dy 0/0z

max wmo Dy f =df, Dyof = (2fy, —yf.)dx + (zf, — 2f.)dy + (yfu — x f,)dz. Tozda
Wi cocmoum us oepanuyvenud na S gopm D, f, 2de f € H.
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HoxkazareabctBo. [lycts L;, © = 1,23, — snements! u3 anarebpsl Jlu g rpymms: G,
OoTBeYaromue BpalleHUuAM BOKPYTD KOOPAUMHATHBIX oceit:

0 0 0 00 —1 0 10
00 1], 00 0 |, -10 0
0 -1 0 10 0 0 00
PaCCMOTpI/IM CJIG,ILYIOHH/IQ QJIEMEHTHI U3 KOMH.HGKCI/I(i)I/IKaH‘I/II/I g(C:

Lo=—iLy, E,=1Ly—ily, E_=—Ly—iLi.
COOTHOHIGHI/IH KOlVIMyTaHI/H/I TAaKOBBI:

(Lo, Ey) = By, [Lo,E_|=—E_, [E., E_]=2L.

Bwmecrto x,y BBegeM HOBBbIE IlepeMeHHbIE: U = X + 1Y, U = ¥ — iy. B mepemeHnbIx
U, U, 2 IMeeM

o _0 0 0 o _0
Ly=v—-t—, E,=22——-—u—, bE_=-2z2—+4+u—.
ou au Ju 0z Ju 0z
Opeparop E, B H; anmymupyer u! (ctapmmii BeKTop).
B smmHeiiHoM 1mipocTpaHCcTBE fll ¢ basucom dx, dy, dz, nim, 9T0 BCe paBHO, C Oa-
3ucom du, du, dz, neficTByeT mpejCTaBICHUE Ty .
[IpoctpancTBo muddepennnaababx ¢popM B R? crenenn 1 ¢ kosddurmentamu
U3 npocrpaHcTBa H rapMOHMYECKMX MHOTOY/ICHOB €CTh TEH30PHOE IIPOU3BEJICHHe
H ® Hy. B mem neiictByer Tenzoproe mpousseienne (> m) @ mp = > (m ® m1),
cymma bepercs o | € N. UzBecrro, aro m ® m = m_1 + 7 + m41. CoOTBETCTBEHHO
9TOMY, IPOCTPaHCTBO H & f[l pacrajaeTcss B CyMMY Vl(_l) + Vl(o). CretoBaTeIbHO,
npejcraBiaerne m; ¢ | > 1 mosiBaseTcss B Pas3joyKeHWH npocTpancrBa H & H, TpH
pasa, m OHO JIeMCTBYeT B IMPOCTPAHCTBAX V}(:ll), VZ(O), Vl(jll). Crapirme BEeKTOpPHI B
9THUX MOITPOCTPAHCTBAX UMEIOT BbIPAXKEHUS, COOTBETCTBEHHO:

20~ (2% + ww)du — (21 + 1)u! (udu + 22dz + udu) (2.9)
utzdu — uldz
udu .
" (-1
IIpencrasienne my (pasMepHoCTH 1) BXOAUT OJHOKDATHO, OHO JeficTByer B V| /|

0aszuc ectb udu + 2zdz + udu.
[Ipu orpanmuenun Ha cdepy S MbI JOJKHBI YIE€CTh €Ile COOTHOIIEHNEe

udu + 2zdz + uu = 0,

BBITeKatomee 3 z2 4wl = 1. Toraa MbI BUIUM, 9TO (2.9) nmpespaiaercs B 20t du,
-1 1 -1
TakK 4To Ha S uMeeM VZ(H) = Vl(jl ), a VE( ) ucuesaer. OGo3HATIM yepes Wi, n

1 0
W, o orpannmyenus Ha S COOTBETCTBEHHO IIPOCTPAHCTB V(f ) " V( ). Mur mosmyanm
L -1 l

41



YKa3aHHOE B TeOpeMe Pas3/ioyKeHue orpaHudeHus npocrpanctBa H ® H; na S.
+1 0
Haxkomnerr, nmpsamast mpoBepKa ITOKa3bIBAET, ITO VE(—1 ) = DiH; n Vl( ) = Dy H,. ]

Ormernm, B wacTHOCTH, 4TO 371eMeHTH B W) n W9, UHBapHaHTHBIE OTHOCH-
TeJILHO BpAIeHU BOKPYT Tperbeit ocu, — 9to P/(z)dz u P/(2)(ydx — xdy), tae P(z)
— muorowien Jlexkamn ipa, mrpux —mauddepeHnmpoBanme.

Teneps pacemorpum mipoctpanctsa A¥(S) n A¥(R?) mudbdepenmmanbabx bopm
¢ raagkuMn Kosddunmentamu crenenn k Ha S u na R3, coorsercrsenno. 3ech
k=0,1,2uk=0,1,2,3 gz S u R3, coorsercreenno. Ilycrs 7F) u U®) — mpen-
crapyienns rpynmsl K ciasuramu B AF(S) u AF(R3), coorsercrrento.

MBI yzKe PacCMOTpeJIH BBIIIe pasiozkenne npemacrasienns (1), Ceitaac MbI pac-
cvorpum 73, TlockombKy cymectsyer G-mnBapmanTHas dbopma w € A?(S) — se-
Ment miomamm ma S, Mer mmeeM AP (S) = A©(S) - w, tak uro 7% skeuBazenTHO
7 = R (paznoxenne ykazano seme). OHAKO, Mbl XOTHM BBISCHATEH, Kak 7 %)
szanmozeiicryer ¢ U u 7V Dru mocrpoenust 6yayT mose3nbiMu B 6oee 00X
curyarusx (chepa B R" u ap.).

Haromumym, uro U pazmaraercs B IpsiMyio CyMMy IpeICTaBJICHnl 7, ¢ KPATHO-
cTbio 3 jutd [ > 1 u ¢ kpatHocTbio 1 jiyist [ = 0. Boilite ykazaHbl gBHbIE BbIpayKeHUsI
JIUI CTApIINX BEKTOPOB B HEIIPUBOJIMMBIX IIOIIIPOCTPAHCTBAX.

[pencrasnenns UM u U skBUBaIeHTHBI ¢ IOMOIIBIO OIIepaTopa * , 0Tobpa-
warormero A (R3) na A%(R3):

* (Pdz + Qdy + Rdz) = Pdydz + Qdzdx + Rdzdy .

B wacTHOCTH, BBO/IsT HOBBIE TIEDEMEHHBIE U = T + 1Y, U = T — 1Y WMeeM
: o i
*du =idzdu, xdu= —idzdu, *dz:ﬁdudu.

Cnenosarensuo, U pasznaraerca Touno tax xe, kak u U, Crapmme BekTOpHI
[IOJIy9aeM C IOMOIIBIO *, & UMEHHO, it [ > 1 — 310 Tpu (hopMbl

(a) : 2l *Qidz du — (20 + 1) u' (xdQ),
(b) : u T zidz du — %ul du du,

¢): v ridzdu

(©)

a st [ =0 — 310 dpopma  *dQ).

Teneps orpammanyv A®)(R3) na chepy S. Ha S bl mveem:
*xdo =2w, dzdu= —ituw, dudu= —2izw.

CuaestoBaresibHo, ipu orpanundenun Ha S dopma (b) ucuesaer, a dopmbr (a) u (c)
COBIAJIAIOT ¢ TOYHOCTBIO J10 MHoxkuTens: (a) ectb —2(1 + 1)u'w , (¢) ectb ulw, ona
xe g | = 0 gaer 2w.

B wacrnocrn, komnosunus oneparopos Dy u Do, oneparopa * ¥ OrpaHUYCHH

Ha S TakoBbl: x D1 f =1fw nna f € H;, Dy =0.

42



3 IlpencraBiienuss obobmieHHo# rpynnbl JlopeHnia B
oJHOpOAHBLIX AunddepeHinaabHbIX popMax Iep-
BOIl CTelleHU Ha KOHYCe

HamomumM, cm. § 1, uro C ectb konyc B R™, 3amaBaemblii yeaosusamu [z, z] = 0,
x1 > 0. I'pymma G = SOg(1,n — 1) geiicTByeT Ha HEM TPAH3UTHBHO.
[Tycts S — cevuenne koryca C IIOCKOCTBIO X1 = 1. DTO ceUeHHe COCTOUT U3 TOUYEK

s=(1,82,...,8,), 3+ ...+ 52 =1, Tak 4TO OHO ecTh ejuHUuIHasA chepa B R L.

[pencrasmenust T, rpymmnet G = SOg(1,n — 1), meificTBytomye B 0JHOPOIHBIX
dynkmuax va konyce C, onmcanbl B § 1. IlpuBejem HeKOTOpbIE yTOUHEHUS, CBSI3aH-
Hble ¢ K-TunamMu, yKa3aHHBIME B § 2.

Orpannvenne npejcrapienns T, na noarpynmny K = SO(n — 1) rpynnst G ecthb
npescrasienne 70 car. § 2. OHO ecTh IpsiMast OIHOKPATHAS CYMMa IIPeICTABICHHI
7, | > 0, rpynnstr K, geiicTBYIOIUX B IpOCTpaHCcTBax H;.

[ToampocTpancTBo p B anredpe JIu g cBasbiBaeT K-TUNBI CIETYIONUM 00pPa30M:

Tg(p)Hl = (U - Z)HH-l + (0' +n—-—3+ Z)Hl—l-

Otu G6apbepubie GpyHkUn 0 — [l u 0 +n — 3 + | — KaK yHKIUA oT [ — JAI0T BO3-
MOYKHOCTB OIICATh CTPYKTYPY npencrapiaenuit 1,. VImenHo,

Teopema 3.1 ([21]) /las ecarozo o, uckamouas o € N uo € 2—n—N, npedcmasae-
nus T, nenpusodumor. Ecau o € N, mo D(S) umeem unsapuarnmmoe nenpusodumoe
noonpocmpancmeo V,, 0HO KOHEUHOMEPHO U ecmb cymma nodnpocmpancme Hp c
I < 0. @axmop-npocmpancmeo nenpucodumo. Ecau o € 2 —n — N, mo xapmu-
na dsoticreennan: npocmpancmeo D(S) codeporcum unsapuarnmmoe nenpusodumoe
noonpocmpancmeo, ono ecmuv cymma noonpocmparcmes Hy ¢l > 3 —n— o, daxmop-
NPOCMPAHCIMEO NO HEMY HENPUSOOUMO U KOHEUHOMEDPHO.

Teneps pacemoTpuM upeacrasienus rpyuubl G B quddepennuanibabix hopmax
cTenenu oJuH Ha Konyce C CTeIleHH OJIHOPOIHOCTH O.

BosbMem Ha Konyce C B KadecTBe KOOPJMHAT IEPEMEHHBIE Ty, . . . , Tp,. HalloMHIM,
gyro AY(C) ectb npocrpancTso auddepennuaababx hopm

w=Y w(x)dz (3.1)

crerrenn 1 Ha Komyce C.
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Ipynna G paeiicryer na npocrpanctse A'(C) capuramu. A umento, mycThb J1e-
MeHT g € G mepeBouT BeKTOp - € R™ B BeKTOp T = xg. Torma sror snement g € G

nepesouT juddepennmanbayo dopmy (3.1) B quddepennuanbayio dopmy
G =) wi(T)dTy.

[Tycrs AL(C), o € C, o6oznauaer nognpocrpancrso B A'(C), cocrosimee u3 of-
HOPOJHBIX (POPM CTENEHU OJHOPOJHOCTH O

Wgste = 7w, t > 0.

1
I'pynma G coxpanster 310 moanpocTpancTBo. Obo3HAUNM Yepes T COOTBETCTBYIO-

ee mpejcraBaenne rpymumbl G.

Bsesem tenepn Ha Konyce C MOJIIpHBIE KOOPAUHATHI & = 18§, Tje r = 11 > 0,
s € S. Besikast popma w uz AL(C) paznaraerca B cieayrontyo cymmy:

w=df +1(, (3.2)

riue

=17, peD(S), (¢cA(S).

Ha dbyskmuax f = r7¢, n caegoBarenpHo Ha ux auddepenimaiax, rpymnmna G aeii-
cTByeT mocpejictBoM tpejictasienus 1,. CrenoBaresnbro, dopmyiia (3.2) gaer pas-

1 o
JIOZKCHNE Tg(' ) B CYMMY JIBYX IIpEJCTaBJIECHUU:

TV =T, + R,.

[Ipescrasnenue R, neiicteyer na A(S) cieayronmm obpazom. BosbMem B KauecTse
JIOKAQJTbHBIX KOOP/IMHAT Ha S MEepeMeHHbBIE So, ..., S,, OIyCKasl OJHy M3 HUX. Torma
st bopmbt ¢ = > (i(s)ds; uz A'(S) mbr nveem

R,(9)¢ = (s9)7 > _ ((5;)d5;,

rie s = (sg)/(sg)1. Ocraercsa uzyants R,.

Orpanudenne npecrasienus R, na K ecrs npencrasierne 71 rpymmsr K Bpa-
menuamu B A'(S), pacemorpennoe Boime B § 2. Ono He 3aBucut or o. Paszjoxenue
npencrasienns 1) GpLI0 ceano B § 2.

B ciygae n = 4 npexcrapienne 71 pazimaraercs B IPSMYIO JBYKPATHYIO CyMMY
npejictaBiaenuit m;, [ > 1, upejcrasienue R, pacrajaercd B IPAMYyIO0 CYMMY JIBYX
9K3eMILTIAPOB npejctaiaenuit 1, 1: R, =T, 1+ T, 1.

IIycrs Teneps n > 5 (taxk uro n — 1 > 4). Torma 71 pazmaraerca B mpamyo
OJIHOKDATHYIO CYMMY HEIPHBOJMMBIX [IPEJICTABJIEHH 7, U 771 CO CTAPIIMME BeCAMU
(1,0,...,0) u (1,1,0,...,0), coorBercrBenno, 3xech | = 1,2,.... llycrb V; u W,
0003HATAIOT IPOCTPAHCTBA [IPEJICTABICHUN T U 71, COOTBETCTBEHHO. OGO3HATMM
gepe3s V u W ux cymmsr 1o .
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Teopema 3.2 ([21]) ITycmov n > 5. Onepamopwo. Ry(X), X € p 3auenasom yxa-
sannovie K -munot caedyrouwum 06pazom:

Ro(pWi=(c+n—4+DWi1+(c+1)Vi+ (6 —1—-1)Wiq,
R.(p)Vi=(c+n—4+D)Vii+oW,+(c—1—1)Vy.

Bapwepubie pynkmun o +n—1+1, c+1 0 —1—1 ga0T MoaHyo HHGOPMAIIAIO
o crpykrype R,. A MMeHHO, MbI UMeeM

Teopema 3.3 ([21]) [lycmov n > 5. Ipedcmasaenue R, nenpusodumo 3a uckaiove-
nuem cayvaes o = —1,0,1,... uoc=3—n,2—n,1—n,.... Beaywae o =1,2,3, ...
npocmpancmeo A(S) umeem menpusodumoe Koneunomepnoe unsapuarmmoe nood-
npocmpancmeo Y (Vi+W)), | < 0—1, daxmop-npocmparcmeo no Komopomy Henpu-
6odumo. B caywae 0 = 3 —n,2 —n,... cumyayua 060GUCMEEHHAA: NPOCTPAHCNEO
AL(S) umeem nenpueodumoe beCkoHENHOMEPHOE UHBAPUAHMHOE NOONPOCTIPAHCTNGO
S>Vi+W)), 1 =24 —n— o, gaxmop-npocmpancmeo no Komopomy KOHEUHOMEDPHO U
nenpusodumo. Ilpu o = 0 u 0 = —1 umeemca odro Henpusodumoe NOONPOCMPAH-
cmeo V u W, coomeememeenno, gaxmop-npocmpancmaeo no Komopomy Henpuoou-
MO.

Haxowern, mycrs n = 5, Torja npeicrapienue 71 pasjparaercs B IpsAMyIo 0Jl-
HOKPaTHYIO CyMMY HEIIPpUBOJIUMBIX NpeJcTaBienuil m;, mq u m 1, | > 1, neii-
cTByIOmuUX B mpoctpancreax Vi, W)t W, . ®opmynsl u3 Teopembl 1 n3MeHAIOTCS
COOTBETCTBEHHO:

Ro(mMWiE = (o + 1+ DWE + (0 + DVi+ (0 — 1 = YW,

R,(p)Vi=(c+1+1)Vi1+oW +oW 4+ (0 —1—1)Vi41.

OTCIO,IL& [moJjiydaeM TEOpeEMY, aHaJIOTUIHYIO TeopeMe 2.

[Ipusenem npumep [21]: mokazkem B IBHOM BHUjie, Kak 3JeMeHT L € p 3arenisier
K-tuner B nipeicraBiennn R, nis n = 7. JloctaTo9HO PaccMOTPETb TOJBKO OJMH
sneMenT L € p. B kagecTBe TAKOBOTO MbI BO3bMEM L1s.

Bmecro g, . .., x7 yI0OHO BBECTH HOBBIE IEPEMEHHBIE:

U=2=To+1T3, V=2x4+1T5, W= Tg+1T7,

E:l‘g—il‘g, @:1’4—2.1‘5, w:$6—il‘7.

Obo3HaIUM 7151 KPATKOCTH
E=du, n=dv, (=dw,
{=du, 7=dv, ¢=duw.
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Bot ontepaTopsl, oTBevaromue sjeMeHTaM OTPUTIATEIbHON KOPHEBOI MOIaIredph
N B IpeJCcTaBJICHUN 7

0 o =0
Fil= T 4T — e + & —
! v u+u8v n8§+€8n’
0 o -0
Fo=—t0—4U——1n—+& —

Sl——waaquaa%—Za%JrEa%,
SQ_—U}%—FE%_C% 2%7
Hy = -0 Ua%—za—n ﬁa%,
Hz_—w%"‘@ai_—c%‘i‘ﬁ(%-

Craprmue BekTopbl B V; u W, TakoBbI

e=u"¢,  fi=uE—u'n,

COOTBETCTBEHHO. MBI MMeeM, BO-TIEPBBIX,

R,(Lyp)e=(c—1—1)Xep1+ oY fii+(c+1+3)cey,

rie
X—l{l— ! (FF+SS)}
Y——;(SH+5H+1HHF>

C(1-1D+9)
204+ 2)(1+3)°

7, BO-BTOPBIX,

RU(ng)fl = ((7 —1— 1) Xfl_H + (0’ + 3)Y€l + (U + 1+ 3) Cfl_l s
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riae

X = {1 — (2 + 50 + 9)F\ Fy + H H,F?
S 201+ 2)2(1 + 4)

(I +5) [3H1SsF + HaS1Fy + 51.55] } ,

1

- 2

1(1+4)

(12— 1)(1 +4)
T 21+ 2)
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4 Ciuterarorue onepaTopbl

Mpsr pookaemM § 3 0 MpeICTaBICHUSX Tg(l) 00001mennoit rpymnmner Jlopenna G =
SOy(1,n — 1) B npocrpanctee AL(C), ¢ € C, onnopoaubx muddepeHuanbHbIX
dopmax nepsoii crenienn Ha Kouyce C. Tam MBI TIOKa3a/d, 9TO IPeICTaBIeHne s

pacnajaercd B CYMMY JIBYX IIPEJICTaBJICHUN:
TV =T, + R,. (4.1)

[lepBoe m3 HEUX eCcTh IpeJICTABIEHNE, CBI3AHHOE C KOHYCOM, TaKhe IMPEeJICTABIEHUS
onucansl B § 1.

B macrosmiem naparpade Mbl XOTUM HAIMCATH CILJIETAIONINE ONEPATOPHI JJIsd
npejcraBiaeHnii 1, 01 .

[Tycrs C' — oneparop na A'(C), crterarormuit PSS Til).

B cuny pasmoxkenust (4.1) o ecThb cymma JBYX orepatopoB A um B, KOTOpBIE
cuneraior 1, ~ 1, u Ry ™~ R,, COOTBETCTBEHHO.

Hamomuum (§ 1) pesysnbrar 06 onepatope A. Ilycrs A — oneparop B D(S), crute-
tarormmit T, ~ T}, TO ecTb

T.(9)A = AT,(g9), g€ G.

Taxoit oneparop A cyImiecTByeT TOJIBKO Uit jf = 0 u . = 2 —n — 0. Bem p = o,
10 A — craJyisipHbIit oneparop. Ilycts p = 2 —n — o, Torja oneparop A Ha KaxKJI0OM
H; ectb ymuOXKenue na quciao a;(o). B menmpusommmom ciydae, T. e. st Beex o,
uckmovasg 0 € Nu o € 2 —n — N, npu yeiaosun ag(o) = 1 9Tu qucsia TaKOBBL:

I'o+n—-2+DI'(-0)
I'l—o)'(c+n—2)
(0 4+n—2)U

= e (4.3)

al(a) (42)

Ecm 0 € N, o A ncuesaer na V, u

(c+n+1-23)!

alo) =C ==y,

Ecm 0 € 2 —n — N, 10 A ucuesaer na V', a koabdunuenrsr q;(c) cl <2—n—o
BBIpazKalOTCs TeMU ke caMbiMu dopmytamu (4.2), (4.3).

g oneparopa B Mbl UMeeM CJIEIYIONLYIO TE€OPEMY.
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Teopema 4.1 ([21]) ycmv n > 5. Onepamop B ¢ A*(S), cnaemarowuti R, ~ R,,
cywecmsyem moavko oaa v = o u v = 4 —n — o. B oboux cayvwasr on — edun-
CMBEHHDBIT ¢ MOYHOCTIBIO 00 MHONCUMENSA, NPU V = T — 0K CKAAAPHBITL ONEPAMOop.
Ecruv =4—n—o0 u npedecmasaernue R, npusodumo, mo onepamop B ewvipoorcdaem-
cA MG Henpusodumom nodnpocmparcmee das Ry, a ezo 06pas ecmv nenpusodumoe
noonpocmparcmeo oas Ry, .

Dra Teopema CJeyeT u3 SBHBIX (GOPMYIT JJisi COOCTBEHHBIX 1uces vy(o) u wy(o)
oneparopa B wa K-tunax V,, u W,,, coorBeTcTBeHHO. DTN (POPMYJIBI JJOKA3BIBAIOTCSI
¢ oMoInbio TeopeMbl 3.1. [l ¥ = 0 9Tu cOOCTBEHHbIE YUC/Ia BCE PABHBI JIPYT JIPYTY.
Hna v =4 —n — o, ucK/IovYas HenpuBOAUMbIN ciaydait 0 € Nu o € 2 —n — N, Mbr
uMeeM (C TOYHOCTBIO JI0 MHOXKUTE/IS )

Flo+n—-3+0)I'(1—o0)
Fo+n—=3)T(1—-0c+1)
(0 +n—3)l
(1—o) 7
I'(c+n—-3+1DI'(-0)
Fe+n—-4I'(1—0o+1)
(o0 +n — 4)+1
(—o)l+1]

v(o) =

wy(o) =

Ecmo=1,2,..., 10

B (0 +n—3)l

wr = T
o+ — 4
wi(o) = —l‘( i Y

o (l—o0)!

Ecmmo=4—-—n—k, k=1,2,..., T0

(k—1)! 1
(o) = (_1)1' (k—1—1) ' (k+n—3)m7
k! 1

wl(a) _ (_1)l+1 . (k_l’_ 1>‘ . (k+n—4)[l+1}.

Haxkomner, eciiu o = 0, T0

n—4+1)!
u(o) =0, w(o) = LD
aecau o =4 —n, TO
m!
Ul(CT) = (n_4+m)!, ’LUl(O') =0

49



5 Tensopnoe npousBeaenue 1, | ® p

[IpencraBnenne T rpymnbl G = SOg(1,n — 1) u3 npeapiayero maparpada siBisi-
ercs (paKTOP-IIPEJICTABICHUEM TEH30PHOIO ITPOU3BE/ICHUS T, =T, ® p, TAe p —
TaBTOJIOTHYecKoe 1pejcrasienue rpymnnsl G. llpuBenem pesysbrart.

Mpsr coxpansiem oboznatdenus § 1. VccaemoBanne yKazaHHOTO TEH30PHOTO IIPO-
U3BEJICHNsT OKA3aJI0Ch BO3MOXKHBIM OJIarojaps UCIOJIb30BAHUIO M0G0 PeaTn3aIli
npejcraBiaenuit 1,,. Dra peaausarus COCTOUT B CJIELYIONIEM.

[Iycrs f € D,(C). Torma dyukims

x x
h(xQ,...,:cn):f(1,—2,...,—">, zeC,
I I
ectb dynxius na R onnopoanas crenenn (0. OyHKiua f BOCCTaHABIMBAECTCH 110
dyuknuu h Tak:
f(z) = h(za, ..., x,).

[Ipencrapnenne T, B GyHKINAX h JefiCTBYET CJIELYIOIIM 00pPa30M:
T1\%, ~ ~
(Tr(9)h) (w2, ..., 20) = (x_) h(Fs, ... Tn),
1

rjie © = xg. JIocTOMHCTBO 9T0i peanu3alum COCTOUT B TOM, 9TO OA3UCHBIM 3JIEMEH-
TaM ajaredpbl JIn g oTBeYaroT onepaTopbl, UMEMIINEe BEChMa [IPOCThIE BhIPAYKEHUS.
A umenno,

T (9h
T (Lih = o Eh 4z 22
(L) 7 T H“axk
Ooh Oh .
To(Lij)h —xja—xzﬁ—l’za—x] , 1 <1 <.

Tasrosoruveckoe npejcrasienue p rpymnbl G paercs dopmynoit p(g) = g.
[Tycts D, (C) ecTb mpocTpaHCTBO BEKTOP-DYyHKIHUI (CTOIOIOB)

ay(x)
aw=| = .
an(z)

rJ1e KOMIOHEHTHI oy () mpuHaiexkar npocrpancTBy D, _1(C). st sKoHOMEN MecTa
JaJIbIIe CTOJI6H])I BeKTOp—beHKI_J‘\I/Iﬁ MBI BCE-TaKNn 6yﬂeM 3alliCbIBaThb B BUJ/E C'I/‘POK.

Tenzoproe npooussenenne 1, = T, 1 ® p nmeiictByer Ha upocrpancrse D, (C)
CJIEJTYIOIIUM 0Opa30M:

(To(9)a) () = galag).
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Iycts Q — ceytomuii onepatop D, (C) — D,(C):

(Qa)(z) = za(z) = Z zio ().

fapo Ker () aToro oneparopa paciiajiaerca Ha jaBa moamnpocrpancTsa Vo u Vs, Iog-
npoctpalcTBo Vy cocrout u3 BeKrop-dyHKuit Buga o(x) = pu(z) - (—x1, T2, ..., Tp),
rie j € Dy_o(C), moAmpocTpancTBo Vo COCTOUT U3 BEKTOP-DYHKITHIA

a(x) = (0,az(x), ..., a,())

Takux, 910 y . x;;(x) = 0. danee, myctsb V) — HOAIPOCTPAHCTBO B D, (C), cocrositee
u3 rpajmenToB dbyuknuit f € D, (C):

gradf :mff_l(ah, 1 %,...,xl oh )
2

Mper umeem @ gradf =of.

Teopema 5.1 (/22]) Iycmw o # 0. Tozda D,(C) pacnadaemes 6 npamiio cymmy
nodnpocmpancms Vo, Vi u V.

Teopema 5.2 Ilycmv o # 0. Tozda 6 "6asuce” Vy, Vi, Vo mor umeem

R Ta—? AO’ BO‘
T, = 0 T, 0
0 0 R,

3necy R, — npencrasnenne rpymibl G B V3, 9TO — B TOYHOCTH LPEJICTAB/ICHNE
R,, uzyuennoe B § 3. IIpu nepexojie ot Tenzopuoro npoussejenusd 1, = T, 1 ® p
K IpezicTaBienio B b depeHnnanbabx hopMax ucuesaer IpeicTaB/Ie e B 1po-
cTpaHcTBe Vj, Tak 9T0 B MaTpurie 1, HaJIO yJIAJUTh IEPBYIO CTPOKY U IEPBBIil CTOJI-
Oerr.

Nubunnresnmaabublil BapuaHT JlaeTcsd ciepyomeit Teopemoit. [lycrs Py — ome-
paTop npoexkTupoBanus Ha k-yio koopgaunaty. [lycts L € g.

Teopema 5.3 Ilycmov o # 0. Tozda 6 "6asuce” Vi, Vi, Vo Mol umeem

T;»(L) As(L) B,(L)

T,(L) = 0 T(L) o0 |,
0 0 R,(L)
2de
AO’(le> - _T—U(le)7
BU(le) = _Pk7
AJ(LU) = 0, BU(LU) =0, 1<i1<j.
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WNurepecno eme HamcaThb JeficTsue sjiementa Kasumupa
Ay = E A Li;
i<j

3 yHUBepcaJbHOU obeprhiBatorieil anredpwl. B npejacrasiennu T, oH €CcTh yMHO-

y)keHue Ha qucyio o(o + n — 2). dua rensopuoro npousseienns T, = T, 1 ® p Mbl
nMeeM

Teopema 5.4 [lycmv o # 0. Onepamop ﬁ,(Ag) 6 "basuce"” Vy, Vi, Vo ecmo

R (0 —2)(c+n—4) —2A+20(c —1) —2div
T,(Ay) = 0 o(c+n-—2) 0 ,
0 0 o(oc+n—4)

2de A u div — onepamop Jlanaaca u dusepeeniyus:
n
0%h
Ah = 23 —
2 onf
n
(%k
dive == —
! ; E)xk

3decv v — sekmop-pynryus (0,vs, ..., v,) us Vo, cocmoswasn us dynrkyul cmenenu
odropodrocmu 0.
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Chapitre II. Les produits tensoriels des représen-
tations du groupe SL(2,R)

6 Des représentations du groupe SL(2,R)

Le groupe G = SL(2,R) est composé des matrices réelles de taille 2 x 2 de

déterminant un:
:(a 6), ad — py=1.

On note
H le sous-groupe des matrices diagonales:

A0
=0 %)

Q™ et QT les sous-groupes des matrices unipotentes inférieures et supérieures,

respectivement:
(10 (1
Z = é. 1 ] n = 0 1 I

P~ et PT les sous-groupes des matrices triangulaires inférieures et supérieures,

respectivement:
¢l 0 b
(5 2) (% 2) o

K le sous-groupe des matrices orthogonales:
cosa —sina
sina cosa
En échangeant dans (2) « et d, 3 et 7, nous obtenons la matrice

§=9(9)=<g z) (6.2)

L’algebre de Lie g du groupe G est composée des matrices réelles de trace nulle.
Nous fixons la base suivante:

L—:<(1]8), le(léz _f/2>, L+=(8_é). (6.4)
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Les relations de commutation sont:
[L*,L*] = —2L1, [L*, Ll] =—L", [Ll,L*] =1L

Le sous-groupe de matrices orthogonales K correspond a 1’élément

0 -1
0_ - +
L =1L +L—(1 O)’

Le centre de I’algebre enveloppante Env (g) est engendré par I’élément de Casimir

1
Ay = (L) — 3 (LYL™+ L°L") (6.5)
= (LYY +L'— L L*.

Soit 0 € C, e = 0, 1. Nous considérons une série de représentations 7}, . du groupe
G, induites par les caracteres p — ¢?>¢ du sous-groupe triangulaire supérieur P,
ici p est la deuxieme matrice de (6.1).

Nous supposons que le groupe G agit dans le plan R? & droite, les vecteurs
x = (x1,22) de R? sont écrits en ligne. Nous notons D, .(R?) I'espace des fonctions
[ sur C*°(R?\ {0}), satisfaisant la condition d’homogénéité

f(Ax) = X f(z), X €R*
La représentation T, . agit par translations a droite dans ’espace Daﬁg(RQ):

(Toc(9) ) (x) = f(zg)

Nous notons 7, . la représentation "contragrédiente" de la représentation 7, ., a
Savoir,

j:‘a,s (g) = To’,s </g\) ’

voir (6.2). Cette représentation est induite a partir du sous-groupe triangulaire
inférieur P~. Puisque P et P~ sont conjugués dans G, les représentations T, . et
TA“M sont équivalentes. Dans I'espase D, .(R?) I’équivalence est donneé par 'opérateur
C, échangent les coordonnées d’un vecteur z € R?%:

(Cf)(w1,m2) = f(22,71).

Considérons deux réalisations des représentations 7, . et T, .: une compacte et
une autre non compacte.

Tout d’abord, dans la réalisation compacte. Soit |z| longueur euclidienne du
vecteur x = (1, 7o) dans le plan R?: || = \/2? + 22. Soit S le cercle |z| = 1.
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Nous restreignons les fonctions f dans D, .(R?) & S. Nous obtenons le sous-espace
D.(S) des fonctions ¢ dans D(S) de parité e:

p(=5) = (=1)°¢(s).

La représentation T, . agit dans D.(S) de la facon suivante:

(Tre(9)9)(s) = (%) 1sg[27.

Soit « la coordonnée sur S: un point s de S s’écrit s = (sin o, cos «). Parfois, au lieu
de ¢(s) nous écrirons ¢(«).
Nous introduisons l'opérateur A, ., agissant dans les fonctions dans D, (.5):

1

(octa) = [ bsinter— 32 (3) .

Il entrelace T, N T 54 ..
Fixons dans D(95) la famille

or(a) =™, keZ.

Une base de D.(.S) est composée des fonctions g, pour lesquelles k = €. L’opérateur
A, transforme ¢;, en ¢, avec un multiplicateur:

Ascor = alo, €5 m)
P(=20 — 1)
[ (=0 —k/2) T (-0 +k/2)
IN(—o)T (-0 —1/2)
(=0 —k/2) T (=0 + k/2)

a(o,e; k) =i F g 22ot?

_ ik
=i "r T

Par conséquent, la composition A,. et A_,_; . est un opérateur scalaire:

A, 1A =wo(o,e) - E, (6.7)
ou
(0.2) 2r 1 —(—1)°cos20m
wo(o,e) = . =
03 20 + 1 sin 207
2T €
_ (=1 -t ( —-) .
o1 U telo—g)T

L’élément A, correspond & un opérateur scalaire:
T,o(Ag) = Toe(A) = o(o+1) - E.

La forme bilinéaire

s =3 | vle)pla)do (63
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A~

sur D.(S) est invariante par rapport aux paires (1, .7 ,_; ) et (T\U,E T o1c)

<TU,£(9>¢7 90>S = (1% T7071,5(971>90>S (69)

et de maniere analogue pour 7.

Dans la représentation 7, . les éléments de la base (6.4) correspondent aux
opérateurs:

T,(L7) = cos’a- % + sin 2« - o,
T,(L*) = sin2a-% —sin2a - o,
T,(LY) = %sinQow T —cos2a -0,
ainsi p
T,(L%) = o (6.11)

La représentation T, . est irréductible, sauf si 20 € Z et 20 = €.
Soit 20 € N, € = 20, alors la représentation 7). a un sous-espace invariant de
dimension finie
Vo ={pr:—20< k<20, k=¢},

ainsi dimV, = 20 + 1. Dags ce cas, nous notons 7, et 7, les restrictions sur V,
des représentations T, . et T, ., respectivement. Le nombre o s’appelle le plus haut
poids de la représentation 7,. Les représentations 7, et T, sont équivalentes. Les
représentations 7,, 20 € N, décrivent toutes les représentations de dimension finie
du groupe G.

Soit 20 € =N —1, ¢ = 20. Ainsi la représentation 7. a deux sous-espaces
invariants de dimension infinie :

VIE={or: k> 20, k=c},

Vo ={yr: k<20, k=c},

d’intersection nulle. L’espace quotient par leur somme V' 4+ V.~ est de dimension
finie, il est isomorphe & V_,_ i, la représentation dans cet espace quotient est
équivalente a 7m_,_1.

Nous considérons maintenant le realisation non compacte.
Nous restreignons les fonctions de D, .(R?) & la droite z = (£,1), t € R. Soit
D, (R) 'ensemble de telles restrictions. Il est composé des fonctions f dans C>°(R)

telles que
~ 1
f(t) =t f <Z)
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est également inclus dans C°(R). Les représentations T, . et T\QE sont définies
respectivement par:

(Tr<(9) 1) () = F(B) (Bt + 6)*7,
et
(Toclo)) (1) = FD (3t + ),
otl, voir (6.3):
T te _at+y 0t + B
T By “ytta

Les représentations T, . et 7/;076 sont équivalentes via l'application f +— f

L’opérateur A, . de la réalisation compacte devient un opérateur intégral de
noyau (t — s)72°7%¢. Cependant, il sera plus commode de considérer un opérateur
intégral de noyau (1 — ts)~2~%¢. Nous le notons par le méme symbole A, .. Ainsi,
nous avons 'opérateur A, ., définie par la formule:

?:tog

o0

(Anef)(1) = / (1~ ts) 22 f(s) ds.

—0Q0

Il entrelace T, . et f_a_m:

Tfafl,z-:(g)Ao,s - AU,ETO',E(g) )
ainsi que T\M et T 5 1.
La composée de A, . et A_,_1. est un opérateur scalaire:

1
A—U—IEAUE = 7 E7
" cfove)

ou

204+1 (—1)°+cos2om

27 sin 207
L’opérateur A, . est symétrique par rapport a la forme (3.6).

c(o,e) =

Dans la base {t"} de Pol(R) la représentations T, de l’algebre de Lie g est donnée
par:

T,(L)t™ =mt™
To‘(Ll) " = (m — O') t" 5
T,(L)t™ = (m — 20) t™*

L’espace Dy(R) est composé des combinaisons linéaires de la fonction delta 0(¢)
et de ses dérivées 0™ (t). Dans cette base, nous avons

T,(L) 6 ) = 6 1)
T,(Lq) 5(m)(t) =(—0c—1—m) 5(m)(t) ,
T, (L) 6™ () =m (20 + m+ 1) 6™ V(1)

Les espace Pol (R) et Dj(R) sont des modules de Verma sous-jacents & T,.
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7 Le produit tensoriel 7,. ® m,: la réalisation
compacte

Dans cette section, nous considérons le produit tensoriel T, . @, des représentations
du groupe G = SL(2,R). Ici 0 € C, ¢ = 0,1, 2m € N. La représentation T, . est
de dimension infinie. Nous supposons, que o est en position générale, c’est-a-dire
20 ¢ N. La représentation 7, est de dimension 2m + 1, voir § 6.

Toutes ces représentations sont considérées dans leur réalisation compacte.

Nous décomposons le produit tensoriel T, . @7, en irréductibles, voir le théoreme
7.1, et nous trouvons explicitement les opérateurs, entrelacant les composantes
irréductibles et le produit tensoriel (les transformations de Poisson et de Fourier),
voir les théoremes 7.4 et 7.5.

Notre méthode est d’utiliser les vecteurs propres du produit des opérateurs de
création et d’annthilation.

Le produit tensoriels T, . ® 7, agit dans l'espace D.(S)®V,, des fonctions f(s,t)
difinies sur le produit direct S x S de deux cercles de parité ¢ + 2m:

f<_57 _t) = (_1>€+2mf(37t)'

Théoreme 7.1 Le produit tensoriel T, . @ m,, se décompose en somme directe sans
multiplicités de représentations irréductibles

Ta,a Q T = o—m,v + Ta—m—i—l,l/ +...+ T0'+m,1/ >

ot v = €+ 2m. Respectivement, 'espace D.(S)®V,, se décompose en somme directe
sans multiplicités d’espaces wrréductibles Wy, k = 0,1,2,...,2m. Le sous-espace
Wy est limage de la transformation de Poisson My, de l’espace D.(S) dans l’espace
D.(S)®@V,, et entrelagant la représentations Ty _ k., avec le produit tensoriel T, . ®
Tm. La forme explicite de la transformation de Poisson est donnée dans le théoréme
7.2 ci-dessous.

Théoreme 7.2 La transformation de Poisson M, k = 0,1,2,...,2m, est un
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opérateur différentiel, définie par l'une des deux expressions explicites suivantes:

k
k
M, =(sinv)?™* Z (—1)F <7’) (21 — k + 1)[’6*7“] %
r=0

(hr) o (r)
% (isi reilk=rjv (oL _ ;
(isinwv)"e ( T 2804) ,

M, =(sinv)?™* [(sin’u) 6’% — (27 —k+1) cos v] X

X (s.inv)a3 —2r—k+2) cosv} X
(87

X | (sinv) N 27 cosv] .
a
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8 Le produit tensoriel m; ® m,,: la réalisation non
compacte

Dans cette section, nous considérons le produit tensoriel m; ® 7, des représentations
irréductibles de dimension finie du groupe G = SL(2,R) de plus haut poids [ et m
respectivement. Il est connu qu ’il se décompose comme suit (soit [ > m):

T & T = e + Ti—mt1 + oo+ Tipm—1 + Tigm.

Notre but est d’écrire explicitement les opérateurs d’entrelacement, donnant la
décomposition en composantes irréductibles du produit tensoriel. Nous les appelons
les transformées de Fourier et de Poisson. Il se trouve que ces opérateurs sont des
opérateurs différentiels.

Chaque représentation irréductible de dimension finie 7, du groupe G est donnée
par le nombre k ( le plus haut poids), de telle sorte que 2k € N. Elle agit dans
I'espace Vj, des polynomes ¢(x) par rapport a x de degré < 2k (de telle sorte que
dim Vj, = 2k + 1) de la fagon suivante

(mil0) @) (2) = @ (x-g) (B +0), a9 =T
nous considérons que G agit a droite. Le produit tensoriel V;,, = V;®V,,, est composé

des polynomes f(x,y) de degré < 2[ par rapport & x et de degré < 2m par rapport a
y. Le produit tensoriel 7;,, = m ® 7, du groupe G agit sur V},,, de la fagon suivante

(T (9)f) (z,y) = f(@-g,y-g)(Bx+0)* (By +0)*".

Comme nous avons vu, ce produit tensoriel se décompose en somme directe sans
multiplicités:
Tim — E Tk (81)
k

ou k appartient a ’ensemble
Il—m,l—m+1,...;l4+m—1,14+m. (8.2)

Pour simplifier I’écriture, nous indiquons la dépendance en [, m dans la partie droite
(8.1). D’apres (8.1) 'espace Vi, se décompose en somme de sous-espaces:

Vlm:ZWka
k

invariants et irréductibles par rapport a m,,,. La restriction de la représentation m,,
a Wy est équivalente & 7. Nous notons:

r=m—I. (8.3)
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Théoreme 8.1 Les opérateurs d’entrelacement My : Vi, — Wy sont donnés par la
formule suivante:

(Mrp) (z,y) = kz;:)(kjr) (k =7+ 1)l x

Ces operateurs d’entrelacement s’écrivent également comme une composition
d’opérateurs différentiels d’ordre un:

d [k+r]
Mk:(y—x)”m_k{(y—x)%%—k—r—l—l} :

ou comme une seule puissance de la dérivation:

() (2.9) = =27 () (= )0 (o)

Nous passons maintenant a la transformation de Fourier.

Pour une fonction f(z,y) nous utilisons la notation

8a+bf

(ab) _ '
/ ox® Oyb

Théoréme 8.2 La transformation de Fourier Fy : Vi, — Vi (rappelons que (8.5)

est vérifié) est donnée par la formule suivante. Soit f(x,y) un polynome de V.
Alors

(Ff) (1) = g—l)j—p T e, san

p J—P
ou j est donné par la formule (8.4), et

1
1 (2m+1)
= l+m+k+1 )
Cr 5% 1( m )

Nous retrouvons donc ici les crochets de Rankin-Cohen.
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9 Le produit tensoriel m; ® m,, et I’hyperboloide

Dans ce paragraphe nous continuons 1'étude du produit tensoriel m ® m,, des
représentations de dimension finie du groupe SL(2,R) de plus haut poids [ et m
respectivement. Nous savons qu’il se décompose de la fagon suivante (on considere
que [ = m):

TR T = Ti—m + Ti—ma1 + -+ + Tiem—1 + Ttm. (9.1)

Maintenant nous allons utiliser I’analyse harmonique sur I’hyperboloide & une nappe
X dans R3.

Le produit tensoriel W, = V; ® V,,, est réalisé dans les polynémes ¢(z,y) de
degré < 2l par rapport a x et de degré < 2m par rapport a y. La représentation
Tim = T @ T, du groupe G agit dans W, par la formule

(min(9)) (z,y) = (T, §) (Bx + 6)* (By + 0)*"

Théoreme 9.1 Le produit tensoriel Wy, = V; ® V,,, se décompose en somme de
sous-espaces:

Vi@V =W pwtm e w e wm), (9.2)

movariants et zrreductzbles jvar rapport a m,, = 7w & w,. La restriction de la

représentation T, au Wk de (9.2) est equwalente a T, de sorte que nous avons

(Lm)

la formule (9.1). Les opérateurs d’entrelacement M, : V}, — W(lm sont donnés

par la formule suivante:

(Lm) & (km—l s
(Mk go)(:c,y) - ¥ (k+1—m+ 1) x
s=0

S

<y (di)msou 93)

Démonstration. La représentation contragrediente 7; du groupe G est définie par:

(Ti(9)p) (2) = (@) (v2 + )

,x\_%A_ch—I—B ~ (0 v
=rg= 0 9= 5 4 )

La représentation 7, est équivalente a m, via 'application:

oll nous écrivons,

o Bl = (). (9.4
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Rappelons que nous avons choisi une base

- (08) (8 ) (a7

de l'algebre de Lie g = sl(2,R). L’action infinitésimale est alors donnée par

m@5:4mﬂ=x%—h (9.4)
o d
m@ﬂz&ﬂﬂL):x%E—%x, (9.5)
_ ~ d
7Tl(L ) == —7Tl(L+) = % . (96)
Maintenant, au lieu de la représentation m,, = m ® m, nous considérons la

représentation Ry, = m ® T, qui lui est équivalente. Cette derniere agit dans W,
par

(Rim(9)f) (&,m) = F(E,7) (BE + 8) (yn + a)®™.

Les décompositions de la représentation Ry, et de ’espace W, sont données par
les formules (9.1) et (9.2). On les réalise maintenant sur 'hyperboloide & une nappe
X C R3 que 'on voit comme ensemble des matrices

1 1—1}3 To — I1
== 9.8
o 2(a:2+:v1 1+ x3 (9-8)

de déterminant nul. Le groupe G y agit transitivement par conjugaison x — ¢~ 'zg.
Le stabilisateur de 1’élément
00
0_ _
x —(0,0,1)—(0 1)

est le sous-groupe H des matrices diagonales
~1
h = A 0 :
0 A
Introduisons sur & des coordonnées orisphériques &, 7:

x:%<_f_?),N:L{n (9.9)

Ainsi I'image g~ 'zg de I'élément x de coordonnées (£, 7) est de coordonnées E‘, 7.
La matrice g € G envoie 2° de coordonnées £ = 0, n = 0 en g~ 2% de coordonnées
& =7/8,n=f/a, de telle sorte que N = (ad)~t. En particulier, la matrice suivante

convient: / /
~( 1/N n/N
G = ( ¢ ) ) : (9.10)
L’application

f=F=N"2f fcW,, (9.11)
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envoie Wy, sur I'espace Hy, de certaines fonctions rationnelles F' de £ et de . D’apes
(9.8) et (9.9) ces fonctions sont polynomiales en x, x5 et x3 sur X. En particulier,
au polynéme f = 1 correspond le polynome 272™ (x5 + 1)%™.

L’application (9.11) entrelace Ry, avec la représentation U,., r = m—I, du groupe
G induit par le caractere h — A\~2" du sous-groupe H. En coordonnées orisphériques
U, est donnée par

(UA9)F)(Em) = F (& 7) (8¢ +0) ™

On note H,(Cl’m) I'image de I’espace W,gl’m) par 'application (9.11).

Soit Z l'espace de distributions sur R supportées en ¢t = 0. Les formules (9.5),
(9.6), (9.7) définissent une représentation, notée toujours m;, de l'algebre de Lie g
dans Z. De plus, celle-ci est définie pour tout [ € R. En particulier, la représentation
T_x_1, 2k € N agit de la facon suivante:

1 (L) 6P(t) = (k —p)dP(1),
Tk (L) 0P(t) = p(p— 2k — 1) 6P~ D(t),

T (D7) 80 (8) = 6@V (p) |

Elle admet dans Z un sous-espace invariant engendré par 6®)(¢), p > 2k-+1. On note
Z_j._1 Vespace quotient correspondant. L’action m_;_; dans Z_j;_; est équivalente a
T et s’integre au groupe G.

Considérons la forme bilinéaire

(F, f) = /_Oo F(t) f(t)dt (9.12)

[e.e]

sur Z x Vj. Elle est invariante par rapport & (7_x_1,7x), i.e.

(T ha(gOF, f)=(F,m(9)f), geG. (9.13)

Ainsi, la distribution 6+7) () (on note que k + r est entier) est une fonction propre
du sous-groupe H de valeur propre A\*". C’est pourquoi Papplication Py, : Vi, — Hyp,
donnée par

(Pirf) () = (=) (T (g, ) 6057, f),
avec r € X, g, comme dans (9.10), entrelace 7, avec U,.. Par conséquent, 'image de

cette application est ’espace H ,il’m).
D’apres (9.13), (9.12), (9.10) nous avons:

Ban@ = (&) 5 (U (1)

- (n/N)t+1 N
Une simple recurrence donne:
k+r k?—l—’f‘ n s
— _ s (2L (ktr—s)
P @ =3 (1) e (R) s oy
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Revenons de I’hyperboloide au produit tensoriel m; ® m,. Il suffit donc de poser
& =x,n=1/y (de telle sorte que N = 1 — z/y), remplacer f par ¢ et multiplier
par N?™. Cela donne (9.3). O

Notons que les résultats obtenus dans ce paragraphe peuvent étre gnéralisés dans

la cadre du groupe SL(n,R) en utilisant ’analyse harmonique sur les espaces para-
hermitiens développée dans [24].
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10 Le produit tensoriel et le noyau de Poisson

Chaque représentation irréductible de dimension finie 7, du groupe G est donnée
par le nombre k ( le plus haut poids), de telle sorte que 2k € N ={0,1,2,...}. Elle
agit dans l'espace Vj, de polynomes ¢(x) de degré < 2k par rapport a z(telle que
dim Vi, = 2k 4 1) par la formule

(T(g) ¥) (x) = p(x - g) (Br +8)*, z-g= %ﬁig '

L’espace V; admet une forme bilinéaire invariante non dégénérée définie a une
constante pres. Une telle forme est proportionnelle &

W, o) = @ S (—1)7 - 9(0) - 2 (0),

Elle est symétrique pour 2k pair et anti-symétrique pour 2k impair:

(W, 00 = (=1)" {0, ) (10.1)

L’invariance signifie que:

(T (X)), o) = — (0, T (X)), X €g.

Pour des éléments de la base {z°}, s = 0,1,...,2k, de I'espase V}, cette forme est

non nulle seulement pour les paires z*, z2~*;

(2%, 2%, = (—1)° (%) o

S

A Taide du noyau de Poisson P, nous définissons deux applications: la
transformation de Poisson M, : Vi, — V; ® V,, et la transformation de Fourier
F.:Vi®V,, = V. A savoir,

(ngo) (‘Tay) = <Pk (I7y;t) 790(25) >k7 (109>

En raison de (10.8) les opérateurs My, et F}, entrelacent les représentations T; ® T,
et Tj, du groupe G, a savoir,

M, Ty(g) = (T, ® Thn) (9) My
Te(9)Fr = Fr (T1 ®T,) (9) -
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Les transformations de Poisson et de Fourier sont conjuguées I'une a 'autre:

En raison de (10.2) il vient que les transformations de Poisson et de Fourier
envoient les noyaux reproduisants des espaces Vj, et V; ® V,,, sur le noyau de Poisson:

(Mi(t = &)%) (x,y) = Pl ;) ,

(F (€= 2)%(n—y)*™) (t) = Pu(&,m5t).

Théoreme 10.1 La transformation de Poisson My : Vi, — V, ® V,, s’écrit de trois
fagons suivantes. Soit p € Vj,. Alors,

M) g = 3 (k * 7") (2k1)(a) (y — )+ (%)a o), (1011)

o
a=0

[k+r]
- ck-(y—m)j{(y—x)%+k_7’+1} e(zr), (10.12)

d k+r - -
= o (1) -0 et (1013

ou 1 et j sont donnés par les formules (10.4) et (10.6), et

1

O = R

Théoreme 10.2 La transformation de Fourier Fy : V; ® V,, — Vi est donnée par
la formule suivante. Soit f(x,y) un polynome de V; @ V,,. Alors

(Ff) () =) (i)(—l)j‘“ (2005(%)(&) LU (t1) (10.14)

a=0

ou j est donné par la formule (10.6).
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I'maBa II. Ten3zopublie Mpou3BejieHU ITpeAcTaBJIeHU
rpynnbl SL(2, R)

6 IIpeacrapisienus rpymmnbt SL(2, R)

B sTom naparpade Mbl HATOMIHAEM HEKOTOPBIN MaTepraJl O IIPeJICTABICHUAX TPYIII

SL(2,R) u SOq(1,2), cm., nanpumep, [3], [4].

Ipymna G = SL(2,R) cocrour u3 BEIECTBEHHBIX MATPUI] BTOPOIO MOPSJIKA C
olpejieIuTeseM eJIMHUIIA!

g:(?; ?), ad — py=1.

OTMeTuM HEKOTODBIE €€ MOJIPYIIIbL:
H — noarpynmna auaroHaJIbHBIX MaTPUIL:

Ao
h = ,
0 X
Q™ u Q- moarpynnbl HUKHUX M BEPXHMX YHHUIOTEHTHBIX MATPHUI, COOTBET-
CTBEHHO:
L 10 " 1 n
S\ & 1) ~\o0o1)°
P~ u Pt moarpynisl HUzKHAX ¥ BEPXHUX TPEYTOJBLHBIX MATPUL, COOTBETCTBEHHO:
1 1
c 0 c b
= = 1
p (bc>,p (06)7 (6.1)
K — moarpynma opToroHaabHBIX MaTPHIL:
cosa —Ssin«
sina  Cos «
Mensis B g o ¢ 6 1 3 ¢ Y, MBI TIOJIYIUM MaTPHUILY

7=00=( 5 ). (©2)

Orobpazkenne 6 : g — ¢ aBaseTca uHBoOJIOIMEH B rpymme G.
Nmeer mecto pasnoxkenue aycca G = QT H(Q)~, a TakKe pasjiokeHue, KOTopoe

MbI Ha30BeM pasisiokenneM "antu-laycca: G = Q~ HQT, yepra o3Hadaer 3aMbIKa-
HUe: a UMEHHO, TOYTH BCAKHUil 3jieMeHT g u3 (G MOXKeT ObITh IIPEJICTaB/ICH B BU/IE
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g = nhz u g = zhn, COOTBETCTBEHHO. DTHU PA3JI0OKEHUST OJHO3HAYHBI. OHU TTOPOK-
naror geiicrsug rpynnsl G Ha Q7 u Ha QT 1poOHO-TMHEHHBIMU TPEOOPA30BAHUAMU:
ag + 7 s Fenog= on+p
BE+S m+a
I'pynma G neiicrByer cupapa. C MOMOIIBIO UHBOJIONUU ) BTOpoOe JEHCTBUE MOXKHO
CBECTHU K IIEPBOMY: 1O g =1 ® §.

Erf=Ceg= (6.3)

Anrebpa JIu g rpynmnst G cOCTOUT U3 BEIIECTBEHHBIX MaTPHUIL BTOPOTO MOPSIKA
co caeqom (. BosbmeM B Heil ciejtyionuii 6a3uc:

o (28) () () e

COOTHOIHGHI/IH KOMMYTa]_H/H/I TaKOBBI:.
LY, L7 ]=-2L', [L*, L] =—-L%, [L'L]=—-L".

[Toarpynmne K opTOroHaJILHBIX MATPUIL OTBEYAET FJIEMEHT

0 —1
0_ 17— +
L =1L +L—<1 O)'

IlenTp yHuBepcasbHOIT obepThiBatomieit aaredpbl Env (g) mopoxKiaercs 31eMeHTOM
Kasumupa

1
A, =L} - 3 (LyL_+L_L,) (6.5)

= (LY + L' — L L*.

BBejieM elre ciieIyIomue 3JIeMeHThl 13 KoMIulekcudukamn g& anre6pst Jln g:

11 —i 11
E+:_§(—z‘ —1)’ b :_§<@' —1>' (6.6)

Onn sBaiorcs coberBenubMu s oneparopa ad LC B g€ ¢ cobeTBennbIMT 3HAME-
HAAMH 2i 1 —2i, COOTBETCTBEHHO, 8 NX KOMMYTaTOp mpornopiuonasen LP:

(Bt E7] = —iL°.

ITycts 0 € C, € = 0,1. Paccmorpum ceputo npezcrasienuit 1, . rpymnst G,
UHIyIIPOBAHHBIX XapaKTepaMi p > ¢°7¢ BepxHeil TpeyrojbHolt moarpymust P,
31ech p — Bropas Marpura u3 (6.1).

Mzt canTaem, uro rpynna G aeiicTsyer Ha miockocetu R? cipasa, COOTBETCTBEHHO
9TOMY BEKTODBI T = (1, T2) U3 R? MbI 3anmchBaeM B Bujie cTpokn. OGo3HAIIM depes
D, .(R?) npocrpanctso dynkmmit f uz C°(R? \ {0}), yI0BIeTBOPAIONUX YCIOBUIO
OJIHOPOJTHOCTH

FOAx) = A< f(z), \eR"

69



[pencrasnenue T, . geficTByeT npaBbIMU caBuramu B ipocrpanctse D, . (R?):

(T5.:(9)f)(z) = f(zg)

A~

O6o3naunmM 4epes T, . npencraBieHue, "KOHTparpaaueHTHoe" IIpeICTaBIEHUIO
T, ¢, a UMEHHO,

Ta,z-:(g) = Ta’,a(/g\)a
cM. (6.2). D10 mpejcTaBIeHe WHIYIUPYETCS XapaKTepoM HUYKHeH TpeyroJbHO
nogarpymisl P~ ITockonsky Pt u P~ conpsizkens! B G, npejcrasienus T, . u T,

SKBUBAJIEHTHBI. B peamu3anun B Dava(RQ) 9KBHUBAJECHTHOCTD JaeTcsd orneparopoMm C
HePeCTABJIAIONINM KOOP/IMHATHI BeKTopa o € R?:

(Cf)(x1,22) = f(22,71).

Paccmorpum jBe peanmsanuu npejcrasiennit Ty, . 1 1), .: B KOMIAKTHON! 1 HEKOM-
aKTHO! KapTUHaX.

Cuavasna — B komnaxmuot Kapruse. Ilycrs |z| — eBKIMIOBa JIMHA BEKTOPA
x = (w1, 72) Ha mockocrn R?: |z| = /22 4+ x3. IIycts S — okpyxuocTs |z| = 1.

Orpammanm dbynkmmu f u3 D, (R?) ma S. Mer nosyanm npocrpanctso D, (S)
dbyuxnuit ¢ uz D(S) gernocru e:

IIpencrasienne T, . neiicryer B D, (S) Tak:
g9 20
(Te)o)6) = (12 ) sal”
B

[Iycts o — koopuHaTa Ha S: TOUKa § U3 S ecrb § = (sin«, cos ). Unorga Bmecto
©(s) MbI Oyem tmcaThb ().
Beegem oneparop A, ., aeiicrsytonuit B dyukiuax n3 D, (.5):

(ncta) =5 [ binter— )2 (3) .

Ox crneraer T, . ~ T_,_1 .. MHOXKUTeIb IIepe]] NHTErPAJIOM IIOCTaBJICH JJId Y100~

crBa dopmysr B jaibHeiinem. Marerpan abeomorHo cxomures npu Reo < —1/2 u

PACIIPOCTPAHAETCS TI0 AHAJUTUIHOCTH B ILIOCKOCTD 0 JI0 MEpOMOP(MHON (PYyHKIINN.
Bosbmenm B D(S) Gasuc

or(a) =™, keZ.

Basuc B D.(S) cocrour uz dbyuxuuit ¢y, 11t Kotopeix k = . Oneparop A, . mepe-
BOJUT Y B (0 C MHOXKHUTEJIEM:

Ao e = a0, e; m) @y,
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riae

['(—20 —1)
I'(—0—k/2) T (-0 +k/2)
(—o)' (-0 —1/2)
(—o—k/2) T (=0 +k/2)

a(o,e; k) = ik 20 t2

_ ik
=i " T

[IPU BBIYHICIEHIN UCHoIb3oBatack Gopmya [1] 1.5 (30). Orcroma caeayer, 9T0 KOM-
no3uruda A, . 1 A_,_ 1. €CTb CKaJIAPHBIL OIlepaTop:

A—U—l,a A0—7€ = u}o<0’, 8) : E, (67)
rie
(0.2) 2r 1 —(—1)°cos20m
wo(o,e) = : =
0A% 2 + 1 sin 207
2T €
- C(=1)F - ¢ ( —-) .
o1 Dt lo—g)7

DyteMenTy Ay OTBEYAET CKAIAPHBI OllepaTop (yMHOMKEHHE Ha THCIIO):
Tpe(Dg) =T,.(Ay) =0(0+1) - E.

Bununeitnas dpopma
1 2

Weds =3 | v(@) (@) do (63)

ua D.(S) unsapuanrna ornocuresnsno nap (I, .17, 1) u (fm T\,U,LE):

(Toc(9)¥, #)s = (¥, To1,:(97)0)s (6.9)

n anajorunaHo 171 1. Oneparop A, . cHMMeTpUYeH OTHOCHTEIBHO 3TONH (hOPMBI

<AU,6¢7 @)S - <¢’ AU,&SO>S' (610)

Bununeitnas dbopma

Ba,s(wa 90) = <Aa,5w7 (10>S

na D.(S) umBapuanTia OTHOCHTENBHO IpejcraBienus T, . u npegcrasienus 1, .
Ha mapax skcroneHT nmeem

m-a(o,e k), |=—k,

BO',E(SO]C) Qpl) =
0, I+ —k.

[Tpencrasmennsa 1, ., 1, . n oneparop A,. MBI MOXKEM PacCIPOCTPAHHUTH C IIPO-
/ o
crpanctsa D.(S) na npocrpanctso D.(S) 0bobmiennbix DyHKImMil Ha S YeTHOCTH &

— ¢ nomorpio dopmya (6.9) u (6.10), kak 910 yKazaHo B KoHIle BBejieHns.
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Huddepennmanbabie onepaTopbl, oTBevalolue sjaeMenTaM aarebpol JIm g B
npejicTaBiaeHnn 1y, ., He 3aBUCAT OT €, IIO3TOMY MBI OIIyCTHM 3HAYOK € IIPHU 3allACH
9TUX OIEPATOPOB.

B npeacrasnennu T, . sinemenram 6asuca (6.4) 0TBEYAIOT ONEPATOPHL:

d
T,(L7) = cosQCv-d— + sin 2« - o,

a
T,(L%) = sinza-%—sirﬂa-o,
1
T,(LY) = §sin2a~£—0052a-0,
TaK 9TO d
T,(L% = —, 6.11
(L= (6.11)

a anementaMm BT, cm. (6.6), oTBeuaroT onepaTopsi:

, d
2iac | 2 .

e ( 0+@—da> ,
. d
—2ia 29 — j— .
e ( g Zda)

DKCIIOHEHTBI (), ABJIAIOTCA cobeTBeHHbIME (byHKIMAMHU i oneparopa T, (LY),
eM. (6.11):

T,(ET) =

I,(E7) =

N — N~

T,(L%)or = ik ox , (6.12)
a onepatopsl T,(E%) neiicTByloT Ha HUX Tak:
1
T,(E")pr = 5 (20 — k) Yria, (6.13)
1
T, )0 = 5 (20 + k) gics. (6.14)

Tak 49To 37eMenThl ET u ET 1aloT NOBBIIAIOIINE W MOHUKAIONIUE OlIePATOPhI, CO-
OTBETCTBEHHO.

U3 dbopmyin (6.12), (6.13), (6.14) momyaaem ciieayolme yTBEPAKICHIU O CTPYK-
Type TpejicTaBaennit 1.

IIpencrasienne 1, . nenpusodumo, 3a UCKIIOUECHUEM Ciydad, KOrha 20 € Z n
20 =¢.

ITycts 20 € N, € = 20, Torga npexacrasiaenue 1, . IMeeT NHBAPHAHTHOE KOHEU-
HOMEPHOE TIOIIPOCTPAHCTBO

Vo ={pr:—20< k<20, k=¢},

tak 9ro dimV, = 20 + 1. B sToM ciyyae ob6o3HaunM 4uepes T, U T, OrPAHUYEHUSI
na V, npexacrasienuit 1, . u T, ., coorBeTcTBenHO. UHCI0 0 HA3BIBACTCA CMAPULUM
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6€COM TIPEeCTABICHAA T,. lIpeacraBienus m, U T, SKBUBAJICHTHLL. lIpencraBienns
Ty, 20 € N, ncaepnbIBaroT KOHETHOMEDHBIE TIPeJIcTaB/IeHnst Tpybl G.

ITycts 20 € =N — 1, € = 20, Torna npejcrasienue 1, . nMeeT /1Ba NHBAPUAHT-
HBIX OECKOHETHOMEPHBIX MTOIIIPOCTPAHCTBRA!

Vi={por:k>—-20 k=¢},

Vo ={or: k<20, k=c},

HepeceKaromuxcs 1mo Hy 0. PakTop-pocTpancTBo 1o ux cymme Vor + V= koHeuHo-
MEPHO, OHO u30MOpdHO V_,_1, 1pejicTaBieHne B 3TOM (HhaKTOP-IIPOCTPAHCTBE IKBU-
BAJIEHTHO T_,_1.

ITycte 2m € N, € = 2m. Oneparop A, ., a Takxke dopma B, ., obpamaiorcs B
HyJIb Ha TpocTpancTse V,,. [IpousBoanas

0

80’ 7e o=m

ecTb OuuHelHast popMa Ha MPOCTPAHCTBE V,,, MHBAPUAHTHAS OTHOCUTEJILHO T,.
Hopmupyem ee tak, 9ToObI ee 3HaUEHUE HA [TAPE Vo, Y_2, ObLIO paBHo 1. O6o3HA-
quM 3Ty dhopmy depe3 B,,. Mbl nosryanm

fulee = OO <<zm2in k)/2) -

311ech k — 1esble ucia Takue, 9to —2m < k < 2m, kK = 2m. Ha ocranbHbIX mmapax
u3 V,, ata ¢popma B,, paBHa Hym0. Takum obpaszom, 3ta popMa CUMMETPUIHA TIPU
YEeTHOM 21 U KOCOCUMMETPUYHA TP HEYETHOM 21

B (v, ) = (_1>2m B (e, ).

I/IHBapI/IaHTHOCTb O3HavdaeT:

B (mn (X)), ¢) = =B (¢, mn(X)p), X € g.

Mpb1 OyJieM UCITOIb30BaTh apryMeHTHbIE 0003HAYEHU JIJTsd (PYHKITHI, HAXOIATIIX-
¢ BHYTPU OUJIMHENHHON (POPMBI: MOBTOPSIONINICS apTyMEHT SBJIAETCA HEMBIM.

OyHKIMA
(e, f) = {7 — eI = [2isin(a — 5)}*"

eCcTh BOCIIPOU3BO/IAIIEE /IO (UrpaeT posib JejbTa-DYHKIN ), & IMEHHO, JJ1sT BCSIKOI
dyukun ¢ € V,, mmeer mecto

tak uto @, (a, ) ecrb anasor sapa Beprmana jjis 6as3uca @p TpOCTpaHCTBa V.
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[lepeiisiem Temepb K HEKOMNAKMHOU KApTHHE.

Orpannuum gyukiuu us D, . (R?) Ha ropusoHTATIBHYIO IPAMYIO, COCTOSAILYIO U3
touek x = (t,1), t € R. Ilycts D, .(R) obo3nagaer mosrydusIeecst MHOKECTBO Ha
npsimoit. OHo cocrout u3 dyuknuit f uz C°(R) rakux, uro yHKIUS

o= (1)

toxe Bxomut B C®(R). IIpexcrasnenus T, . u T, . 1eHCTBYIOT COOTBETCTBEHHO II0
dopmynam:

(Lo (9).f) () = F(&)(Bt + 6)*<,
(Toclo)f) 0 = F@ (3t + ),
rae, eM. (6.3):
~ _atty o~ _0t+ B
t=teg= Bt+6" b=t I~ St a

IIpencrasienna 1, . n fa,a 9KBHUBAJIEHTHBI C IIOMOIIBIO OTOOparKeHust f —» jA'
Omnepatop A, . 13 KOMIAKTHOI KAPTUHBI CTAHOBUTCSA HHTETPATIBHBIM OLIEPATOPOM
¢ sapom (t — s)72972¢. Ounako, HaMm OyjleT yjoOHee BMECTO Hero paccMaTpHBATh
MHTerpajibHbIH oneparop ¢ aapom (1 — ts)7277%¢. Mpl cOXpaHuM JJIs HErO TOT Ke
cumBosl A, .. Takum obpa3om, Mbl uMeeM oneparop A, ., 3a7aBaeMblit popMyJIOil:

e}

(Anef)(1) = / (1= ts) 2725 f(s) ds.

— 00

On crneraer T, . u T 51 .

o~

Tfafl,z-:(g)Ao,s = AU,ETO',E(g) )

aTakxke To. 11 5 ..
Kommnozurusa A, u A_,_1 . ecTb CKaJIpHBII OIIepaTop:

A, e Aas = N
Lees T (o, e)

rie

(o.2) = 20 +1 (=1)°+cos2om ‘

Oneparop A, . cHMMeTpHYeH OTHOCHTETLHO (hopMer (1.8).

2 sin 207

Bunmneiinast popma (6.8) cranoBurcst bopmoit

(Rf)RZ/OO F(t) g(t) dt.

—0o0
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Ona nHBapuaHTHA OTHOCHTETHLHO Tex ke 1ap, 9to u (6.8). [Tycts D), (R) obosznazaet
o6pa3 mpocrpancrsa D.(S) mpu mepexosie 0T KOMIIAKTHON KapTHHLI K HEKOMIIAKT-
Hoit. OHO conepxkutcs B ipocrpancTse D' (R) o6obimennbix dbyHkiumil #Ha npsamoii. B
cBOIO 01epeib, poctpancTso Pol (R) mmorounenos na R comepxkures B Dy, _(R).

st snementos 6asuca (6.4) anrebper JIu g npeacrasnenue 1, . B D, . (R) win B
D;, .(R) naercs cremytonmmu hopmynamu:

d
T,.(L7)=—, 1
ne(L7) = — (6.15)
d
T, (L) =t— — 1
0'7( ) dt 07 (6 6)
d
T (LT) =t — — 20t 1
re(LY) =18 2 — 201, (6.17)

Konrparpaauentnoe npezacrasienue T, . J1aeTcsd cIeAyIOIUMEA (DOPMYJIaMu:

~ d

ne(L_) = —t* — + 20t,

L) =2 4+ 2

Tyo(Ly) = e

o€ 1) — dt g,
d

T,.(Ly)=——.

Daementy A, u3 Env cM. (6.5), oTBeYaeT CKaJIIPHBINA OIIepaTo MHO>KeHHEe Ha
9 ’ ’
LII/IC.HO)Z

Tye(Ag) = Toe(Ay) = o(0 +1) - B

Dopmyier (6.15)—(6.17) mopoxkatoT mpejcrasienne aaredpst JIu g He TOIBKO B
D;, .(R), Ho 1 B JIPyTUX MPOCTpaHCTBAX, HapUMep, B ipocTpancTee C°(R), B mpo-
crpancrse Pol (R) muorowienos na R, B npocrpancrse D' (R) 06061meHHbIX QyHKIII
na R, B npocrpancrse Djy(R) o6obimenubix GyHKImit Ha R, cocpeioToueHHbIX B HyJIe.
[ockonbKy ykasanubie hOPMyIIbI He 3aBUCAT OT €, MBI OyJieM STH TIPeJICTaB/IeHHs
obosnauatrh 1),. To ke camoe ornocuTea n K T .

Ha 6asuce " B Pol(R) npencrasaenue T, anre6pst Jlu g Takoso:

T,(L)t™ =mt™ ",
TU(Ll) t" = (m — O') tm y
T,(L)t™ = (m — 20) t™*,

IIpocrpancrso Dy(R) cocrour u3 juHeiinbx KoMOUHAIM Jeabra-gyuKkiwn 0 (f)
1 ee ponsBoaHbx 0™ (t). Ha sToM Gasnce mmeem

T, (L) 6 () = 6"V (t)
Ty(Ly) 6" (t) = (—o — 1 —m) 6™ (1),
T,(Ly) 0™ (t) =m (20 + m + 1) 6™ V(1)
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[Ipoctpanctea Pol (R) u Dy(R) saeagorces moaynsvu Bepma oraocuresnso T, .

Oneparop A, . nepesomut Gasuc {t™} B Pol (R) B 6asuc {6} B D)(R) (¢ mmo-
JKUATEJISIMA ) :

/ (1= t5)27=2 4 it — o5, (0, 2) 60 (s), (6.18)
rie
(9,) = = - w0, )
wWm\0o,&) = (20->(m) wolo,e) =
2T €
= 2o nmi '8 (U_ 5) ™

u obpatHo, oneparop A_,_; . nepesout 6azuc {6} B 6azuc {t™} (c MHOKHUTETA-
MH):

Ay 16 = (20)m) ¢ (6.19)

(dopmya (6.19) mosyaaercss 6picTpbIM BhraucaeHueM, dpopmya (6.18) mosydaercs
u3 Hee u u3 (6.7); dopmyiy (6.18) MOXKHO TIOJIYIUTh U JIPYTEM CIIOCObOM: Tipu m. = ()
oHa skBuBasentaa (6.7), a ayst m > 0 nosydaercs judbepeHIupoBaHueM ).

Crpykrypa npezacrasienuuii T, . 118 HEKOMIAKTHON KapTUHBI BBILVIAINAT TaK.

IIpencrasienne 1, . nempuBoauMO, KpoMe ciIydad, Korja 20 € Z, 20 = €.

ITycts 20 € N, ¢ = 20, Torna npencrasieane 1, . IMeeT HTHBApHAHTHOE KOHEY-
HOMEPHOE TOJIITPOCTPAHCTBO V,;, COCTOsAIIEE U3 MHOTOUJIEHOB CTElleHN < 20, TaK UTO
dimV, = 20 + 1. B srom ciryvae obozHauum vepes m, 1 T, OIPAHUYEHUS] COOTBET-
crenno T, n T, . na V,. Yucio o naspiBaeTca cmapuium 6ecom IPeJCTaBICHUS
Ty

Omnepatop A, . obpamaercsa B HyIb Ha V,;, a €10 IPOU3BOIHAL

0
A =—A,.
0u pn=o,e=20

MIOPOXKJIAET OMEPATOP, OTOOPAXKAIOIINIT SKBUBAJEHTHO MPOCTPAHCTBO V, Ha KOHeY-
HOMepHOe GaKTOP-IPOCTpaHcTBo it 1,3 .. Kpome Toro, uz (5.6) morydaem

A, 4. A =wy(o) - E,

rie
272
wo(@) = 5 1

Besikoe HenpuBojinMoe KOHETHOMEPHOE TIpeJicTaBiieHue rpyibl G u ajreops! JIu
¢ SKBUBAJIEHTHO OJITHOMY U3 .

s 20 € N monynb Z orHocurenabHo 1, win f_g_l UMeeT g-MHBapUAHTHBIN
HOAMOYIID, opozk aenmbii 6% ¢ k > 20+ 1. Oneparop A_,_1. Ha HeM obOparmaercs
B Hy/Ib. O603HaUNM PaKTOP-MOJYIIb Yepe3 Z_,_1 , OH HOPOXKIAeTC O *) 0< k< 20.
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Oneparop A_,_; . orobpazkaer Z_,_1 Ha V,. Oueparop A/ nepesoaur 6asuc t™ B
V, B 6asuc 0™ B Z_,_ (C MHOKHUTEIAMN):

I m / 1 m
Ao_t :CLJO(O')W(S( )

Ha V, cymecTByeT euHCTBEHHAS C TOYHOCTBIO JI0 MHOXKHUTE/Is1 OnnHeiinas (op-
Ma, WHBAPHAHTHAA OTHOCHTEIBLHO T,. B 6asuce t¥ oma oTiamaHa oT Hy/Is TOJBKO HAa
napax t*, t?**~% u mveer Ha Taxoil ape 3HaUYEHME

const - (—1)k(2]:)_1.

Hawm Takast ¢popma norpedbyercss TOJIBKO s 1ebix o (Tak 9to o € N). [Ipu sTom
ycJI0BUU 0003HaYUM UYepe3 B, Takyio (hopMy ¢ HOpPMHPOBKOI

B, (1,t*) =1.
Taxum obpasom,
95\ !
Bg(tk, t2afkr) — (_1>20k< ]:-) ]

Amnajytornyno, ua V, CyIecTByeT eJIMHCTBEHHAs] C TOYHOCTHIO JI0 MHOYKHUTEISA Ou-

o
JHeliHas popMa B, MHBApUAHTHAsI OTHOCUTEJIBHO Taphl (7,, T, ). B 6asuce t™ oHa

JAnaro”HaJibHa:
o 20\
o (tF ™) = (=)™ S
B erm = com(27)

rje Oy, — Aeiabra Kporekepa. Ee MOXKHO 3ammcarh CIIeyIOmuM 00pa3oM:

Bo (fi, fo) = wh(0) (AL f1, f2),

B mpaBoii gactu crout dhopma (5.13).

Haxkomnerr, paccMoTpuM peasinsaliiio mpejcTapiennii rpynnbl G Ha xoHyce. 31ech
MBI TIOJTy9aeM IpejicTaBjenus ¢ € = (.
Bregem B R? Gumuneitnyio dpopay

[z,y] = =211 + Tay2 + T3y3

3JI€Ch T, Y — BEKTOPBI & = (1, %2,x3), ¥ = (Y1, Y2, ¥y3). [lycts C 06o3HAUAET KOHYC
(BEPXHIOIO MOJTY KOHYCA), 3a/iaBaeMblii yeaosusamu [z, ] = 0, x1 > 0.

PaceMoTpuM KBajpaTHdHoe oTobpazkenne () miockocT R? B TpexmepHoe IIpo-
crpancTso R3: Bekropy u = (u1, us) u3 R? oHO comocTaB/isgeT BeKTOD

(22 22
xr = (uj + u3, uy — uz, 2uius).
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O6pa3z sToro orobpazkeHust () COCTOUT U3 BEKTOPOB, YAOBIETBOPSIONINX YCJIOBUIM
[z, 2] = 0, 21 > 0. CiesioBaTesibHo, miockocTh R? 6e3 Hauaia KOOPMHAT TIEPEeXO/UT
Kak pa3 B konyc C. B

Orobpaxkenne () Jaer KBajparudnoe oroopazkenue rpymnsl G Ha rpynny G, a
UMEHHO, €CJIU BEKTOD U IEPEXOJUT B BEKTOD ug, rje ¢ gaerca dgopmysioi (6.1), To
COOTBETCTBYIOIIHI BEKTOP & = QU MEPEXOIUT B BEKTOP (], TJe

2 5 5 af + o

G=| 2+ 22-52 2—p2l2442
5 5 aff — o
ary + 36 ay + B4 ad + By

Ipynma G cBsi3HA U COXpaHseT GuimHeHyo hbopmy [z,y], caemoBarenbHO,
G =S0(1,2)

9tor ke romomoppuzm G — G MOKHO HOJIY9IUTh elle Tak. Peajmsyem 1po-
crpaHcTBo R3 Kak MHOMKECTBO BEIECTBEHHLIX MATPHIL BTOPOIO HOPAIKA CO CIIEOM

eJIMHUIIA:
- l 1— T3 —X1+ T2
N 2 1+ X9 1+ T3 '
Unmeem det z = (1/4)(1 — [z, z]). I'pynna G mefictByeT Ha 9THX MATPHUIIAX COMPSI-

KECHUAMMUN:

T+ gilxg.

Ha komnyce C ona neficTByeT TPaH3UTUBHO.

[Iycrs o € C. O6osnaunm depes D, (C) npocrpancTso byHKIMN ¢() HA KOHYCE
C, OIHOPOJHBIX CTEIIEHU O

o(tz) =t7¢(x), t>0.

1o npocrpancTso u3oMopduo npocrpanctsy D, o(R?): dyukmun ¢ € D, (C) orse-
qaer dbynxuus ¢ € D, o(R?):

() = p(u), == Qu.

ITpencrasrenne 1, rpynnsl G peajmsyercs Kak IIpejcTaBieHue 1, cIBATaMU B
D,(C):
(T5(9)¥) (x) = ¥(zg).

[Iycts S — ceuenne koryca C IJIOCKOCTBIO £1 = 1. DTO ceUeHne COCTOUT U3 TOUEK
s = (1,sint,cost), TaK 4TO OHO €CTh €MHUYHAS OKPY?KHOCTH B RZ.
[Ipencrasienne T,, o € C, rpynnsr G geiicreyer B D(S) 10 dhopmyite

(T(0) () = v () (.

(s9)
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7  Tensopnoe npoussegenune 1, . @ 7,: KOMIAKTHasd
KapTHHAa

B sTom naparpade Mbl paccMarpuBaeM TeH30pHOe IpousBenenue 1, . & T, Ipei-
cragienuii rpynmbl G = SL(2,R). Buecs 0 € C, ¢ = 0,1, 2m € N. Ilpejcrasienue
T, . — GECKOHETHOMEPHOE, JIJI OIIPEIeIEHHOCTU MBI OyIeM CUUTaTh , 9TO 0 — ODIIero
POJIOXKEHUsI, TO ecTh 20 ¢ N, mpejcrasienue m, — KOHEYHOMEPHOE, €ro pa3Mep-
HOCTH paBHa 2m + 1, cm. § 6.

Bce st npescraBiennss Mbl 6epeM B KoMNaKMMHOU KapmuHe.

MsI pasznaraem TeH30pHOE IpoussejeHue 1), . @ T, Ha HEIPHUBOJMMBIC COCTAB-
JIFIOIINE, CM. TeopeMy 7.1, U HaxXOJUM B SIBHOM BHJIE€ OIIEPATOPDI, CILIETAIOIINE STU
HEIPUBOMMbBIE COCTABJIAIONINE U HAIle TEH30PHOE TIPou3BeieHne (IIpeobpa3oBaHms
[Tyaccona u @ypwe), cMm. Teopemy 7.4.

Meto/ ucc/ie/loBanusi — 9TO UCIOJIb30BAHIE COOCTBEHHBIX BEKTOPOB npoussede-
HUA NOBHLULAIOWE20 U NOHUNCAIOW,E20 ONEPAMOPOE.

Tenszopnoe npoussejienue 1, . @, nefictByer B mpoctpanctso D, (S)®V,, bynk-
mwii f(s,t) Ha npsgMoM mpousBeieHnn S X S JABYX OKPYKHOCTEH Y€THOCTH € + 2m:

fl=s,=t) = (=177 f(s,1).

Teopema 7.1 Tensoproe npouseedenue T, . @ T, pacnadaemca 6 npamyro 00Ho-
KPAMHYIO CYMMY HENPUBOOUMDBLT MPedcmasieHul

Ta,a Q T, = o—m,v + To—m—f—l,y +...+ Ta—i—m,l/ )

2de v = e + 2m. Coomsemcmeenno, D.(S) @ V,, pacnadaemcsa 6 npamyro odHo-
Kpammyro cymmy nenpusodumuz noonpocmparncme Wy, k = 0,1,2,...,2m. Iloo-
npocmpancmeo Wy ecmov obpas npeobpaszosanus Ilyaccona My, omobpasicarouiezo
npocmparncmso D.(S) & npocmpancmso De(S) @ V,, u cnaemarowezo npedcmasae-
nue Tk, ¢ menzoproe npoussedenuem Ty . @ Tp,. Henvti 6ud npeobpasosanud
Iyaccona daemcs 6 Teopeme 7.4 nuoice.

JlaJibIie MBI IIPUBO/IUM JIOKA3aTE/IHLCTBO 9TOM TEOPEMbI, OHO KaK pa3 COCTOUT B
noctpoeHun npeobpazopannii [lyaccona u Oypre.
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st mpoctoTer 3armcu 6y1em obozuadarh D, (S) @V, = Du Toe® My = T, Ml
He IIPOABJIsIeM WHJIEKCHI O, £, M.

s Touek s mepBOil OKPY?KHOCTHU U3 IMPsIMOr0 IIpou3BejieHnss S X S bepeM Ia-
pamerp «, Tak 4to § = (sinq,cosa), a st TOUeK ¢ BTOPOil OKPYKHOCTH GepeMm
napamerp (3, Tak urto t = (sin 5, cos #). Oyukiuu [ u3 D umMeroT Bu

Fls,t) = f(a, B) =Y _ frla)e™”,
rjie k mpoberaer MHOXKECTBO

{=2m,-2m+2,...,2m —2,2m}, (7.1)
dbyukuun fi(a) npunagexar D.(S). [Ipencrasienne T rpymnbl G IeicTByeT B D

110 popmyJie .
(Ta)s) () = £ (2 70 ) - bl el

cum. § 6.

Dnementam X asrebpst Jlu g B npencrasiennn T oreedator omneparoper 1'(X),
JIJISE KPATKOCTH 3aIUCU 0003HAYNM UX depe3 X, Mbl UMeeM

X=T,.(X)®1+1®m,(X).

B gacTHocTn,

~ 0 0

0 _

L = 52+ a5 (7.2)
~ 1, 3} I 0

+ _ I J2ia - = 28 - Y
ET = 5 € (2a+zaa)+2e <2m+Z86>’ (7.3)
= 1 _ 9 1 —2if o 0
E- = 5¢€ <20 Zaa) + 5 € (Qm 285) : (7.4)

Bosbmem B D 6asuc, cocTodmmii u3 3KCIOHEHT:
__ _ira _thp
Qor,h(a/a 6) =€ € )

rje h npunajgexut muoxkecty (7.1), r € Z, r = e, tak uro 7 + h = € + 2m. Dtun
SKCHOHEHTEI — cOOCTBEHHbIe JIj1s onepaTopa LY

z0901“,11 = Z(T + h)spr,h'

[ToBbimaromuii n nonuzKaromwmii oneparopsl £ u E~ neilcTBYIOT Ha HUX Tak:

~ 1 1
E+80r,h = 5(20 - 7“)<Pr+2,h + 5(2771 - h)%«,hw, (7-5)
- 1 1
E-@rn = 5(20 +7)or—on + 5(27” + h)erp—2- (7.6)
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O6o3naunM gepes H,, MOAIPOCTPAHCTBO B D ¢ Gasmcom ©rh, T +h = 2p, Tak 4TO
2p = € + 2m. DTo NOAIPOCTPAHCTBO — COOCTBEHHOE JIjIsl OllepaTopa L0 ¢ cobersen-
HbIM 3HadeHueM 2pi. Bce mpocrpancTtBo D pacnajiaercss B NPIMYyIO OTHOKPATHYIO
CyMMYy HOANIPOCTpancTs Hy, 2p € Z, 2p = ¢ + 2m. Pasmepnocts H, pasna 2m + 1.
Obo3HaunM vepes Epi orpanndenue Ha I, oneparopos E*

Basuc B H), pacnojoKnM ciieJyIomuM o0pa3oM:

Pop—2m.2m;s P2p—2m+2,2m—25 - - -y P2p+2m,—2m- (7-7)

Jtg KpaTkocT 0003HAYUM 9TU SJIEMEHThI TaK:
w(p) = Qop—om+t2k2m—2k, k=0,1,2,...,2m. (7,8)
Omneparop E; nepesogut H, B H,y1. U3 (7.5) crenyer, 1To
Ef o =@ —p+m—k) Pt + kY. (7.9)

CiieioBaTeIbHO, MAMPUYA OTIEPATOPA E;r €CcTb

oc—p+m 1 0 0
B 0 oc—p+m—1 2 0
E;’: 0 0 oco—p+m-—2 0 (7.10)
2m
0 0 0 oo O—p—m

D10 — BepXHsAs TPEyrojbHasg MaTPUIla, B KOTOPOH OTIMYHA OT HyJd IJIaBHAs Jua-
rOHAJIb U TIepBasg CJIe/yIonas IuaroHab (JIByuaronaibiag Marpuna). Mol ceftuac
CUIUTaeM, 9TO KOOPAUHATLHI BeKTopa u3 H, B 6asuce (7.7) 3amucansl B Bue cmoabya,
TaK 4TO MATPUIA IEHCTBYET Ha 9TU CTOJIOIbI C/IeBA.

Omeparop E, | nepesogut Hy,y 1 B Hy. Us (7.6) crenyer, aro

By o™ = (@ +p—m+1+k) P +@2m— k)P, (7.11)

TaK 9TO MaTpHlla OllepaTOopa E p1 €CTb

o+p—m+1 0 0 0
2m o+p—m+2 0 0
P 0 2m —1 oc+p—m+3 0
pl 0 0 2m — 3 0
0 0 0 . o+ptm+1
(7.12)
STO — HM2KHAA TPEYyroJibHasd ABYAUaroHaJIbHas1 MaTpPUILA.
Komnosunusa R, = Ep +1E (cHavasa BBIIOJIHACTCS E*, a 3areMm Ep 41) OTOO-

paxkaer H, B H,. MbI XOTHM BBIYHCJIUTH COOCTBEHHBIE BEKTOPHI U COOCTBEHHbBIE
3HaYeHUsl oneparopa [, 1 ero conpszkeHHoro ).
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g sToro naitjieM cobCTBEHHBIE BEKTOPLI U COOCTBEHHbBIE 3HAYCHUS MATPHII Olle-
-
paropos E, £ | 1 CONPSKEHHBIX K HAM.

CobGeTBeHnbie BEKTOPBI (CTOMOMB) MaTPHIBI F TaKOBbI:

hk:(L—{%n—k%(mn;%y,—(mi;k),”w(—lfm*,au.ﬁx

rne k=0,1,2,...,2m, Tak 4TO i-asd KOOp/IMHATa BeKTOpa hy paBHA

o ().

COOTBETCTBYIOIINE COOCTBEHHBIE 3HAYEHUs paBHBI 0 — p — m + k. Hampumep, s
m = 2 uMeeM

1 1 1 1 1

4 -3 92 1 0

ho=| 6 |.m=| 3|, ha=| 1|, s=| 0] mu=]0
4 ] 0 0 0

1 0 0 0 0

(p)
Bammiiem cooTBETCTBYIONINE BEKTOPBI (PyHKIMN) h;’ n3 H, B TepMUHaX SKCIIOHCHT
(kaK JinHEHbIe KOMOMHAIINH SKCIIOHEHT), MBI TTOJIY IHM

Y

hép) — €2pzo¢e ikv [6 W ezv]

rie
v=a-—p. (7.13)
Takum obpasom, B
Efh? = (0 —p—m+k)hF. (7.14)
Marpura E’p_ 1 mMeer 2m + 1 cobCTBEHHBIX BEKTOPOB (CTONMOHOB) o, &1, - - -, Eam,

KOOp/IMHATA BEKTOpa & C HOMEPOM % paBHA

]

TaK 49TO TOCJIeHss Koop/mHaTa paBHa 1. Hampumep, ais m = 2 nmeeMm

1 0 0 0 0

—4 —1 0 0 0

§o = 6 |,&= 3 1,&%= L ],8&= 0 1,&%=120
—4 -3 -2 —1 0

1 1 1 1 1

CobcrBennble 3HaveHus jisd & paBHbl 0 +p —m + k + 1.
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B repmumnax sKcronenT (Kak JHHEHHLIX KOMOMHANNIT SKCIOHEHT u3 H,,), nveem

5}(3)) _ e2pia kv [e“’ . 6—1'1;]2”%16 ’ (7.15)
rie v paercs dpopmyioit (7.13). Takum obpaszowm,
Er &7 =(o+p—m+k+1)&7. (7.16)

Kpowme Toro, mbr nmeem
Bf eV =(0—p—m+k)ertt — kel (7.17)

Dopmymer (7.14), (7.16) u (7.17) goxaspBalOTCA MO0 BHIUYNCACHUSIMA B T€PMHUHAX

+
MaTpHuIl, OO HENOCPEICTBEHHBIM MPUMEHEHNEM OnepaTtopos F un E- p1 K 9KCIIO-
HEHTaM.

Us (7.16) u (7.17) caemyer, aTo
Ry P = (c4+p—m+k+1)(c—p—m+k)EP —kic+p—m+k)EP, . (7.18)
Jlnst cokparlenus 3armucu 0003HaATUM
c—p—m=a, c+p—m=2>, (7.19)
roryia popmysia (7.18) mepenurercs: Tak:
Rye” = (a+ k)b +k +1)EP — k(b + k)eP), . (7.20)
(p) (p)

(p)
9ro o3Havaer, 4To B Oazmce &; ,&; ..., &,
TPEYTOJIbHYIO JIBY/IMArOHAJILHYIO ManI/my.

B H, oneparop R, nMeeT BEpPXHIOIO

a(b+1) —(b+1) 0 0
0 (a+1)(b+2) —2(b+2) 0
R, = 0 0 (a+2)(b+3) 0
—2m(b+ 2m)
0 0 0 oo (a+2m)(b+2m+1)

(7.21)

Jlemma 7.2 Ilycmv A — sepxhas mpeyzorvHan 08YouazoHasbHAA MAMPUYG NOPAD-
xan+ 1:

/\0 Mo 0 .. 0
0 )\1 M1 ... 0
A=10 0 X ... 0

0O 0 0 0 M\
Ona umeem caedyrouwgue cobemsernvie 6eKmopst (Cmoabyv) go, gis - - -, G-
—(1 0,0,0,0,0,0,...),
=(to, A1 — X0,0,0,0,0,0,...),
=(pop1, (A2 — Xo)t1, (A2 — Ao)(A2 — A1),0,0,0,0,...),
=(poppt2, (A3 — Xo)papiz, (Az — Xo)(Az — A1) pa,
(A3 — Ao) (A3 — A1)( A3 — A2),0,0,...),
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U3 sr0it JIeMMBI BMECTO gj, BO3bMeM g /k!, Torga mas oneparopa R, mosydnm

cyaemyione coOCTBEHHbIE BEKTOPDI w(()p ), wﬁp ), e ,wé’;,)L:
w(()p) _ (()p)7

w? = —(b+ 1P + (a+b+2)eP,

Wl = (b+1)(b+2)EP —2(b+2)(a + b+ 3)¢W
+(a+b+3)(a+b+4)e,

w = —(b+1)(b+2)(b+ 3 +3(b+2)(b+ 3)(a + b+ 4)&”
—3(b+3)a+b+4) (a+b+5)E +(a+b+4)(a+b+5)(a+tb+6)Er,

COOCTBEHHBIN BEKTOP ¢ HOMEpPOM k €CTb
b k
w? =3 (-1 (7«) 0+ k) * (a4 b+k+1)e®) (7.22)
r=0

3aMEeTHM, YTO BEPXHUI HHJEKC (p) He ecmv obo3HadeHne 06obienHoii crenenn. Co-
OTBETCTBYIOIIEe COOCTBEHHOE 3HAUEHUE €CTh

AP = (a4 E)(b+k+1), (7.23)

TaK 9TO
Ryw® = AP qyP), (7.24)

[MoxcraBum B (7.22) Bipazkenus (7.15) mis §,Ep ), OJTY IUM

k
. k
w = ey (—1)k—7"( ) (b+E)Ea+b+k+ 1) x

r
r=0
x e [e" — e_i”}zm_r : (7.25)

rie v gaercs dbopmyioit (7.13).

Boraucsium JieiictBust Ha BeKTOpBI (DyHKIMN ) w,(f ) w3 H,, onepaTopos E’; ukb,.

ITycts w n3 Hp, — cobcTBennblit BekTop J1d Ry, To ecth Ryw = A\w. W3 coorno-
menns kommyTanuu [ET, E7] = —iL° nomydaem

EtE-Et=E " EtET —iL°E*.

[Tosromy E; Rw = RPHE;F w— iEOE; w. B(?E{Top E’; IPUHAJIEXKUT ITPOCTPAHCTBY
H,.1, oHo — coberBernoe s oneparopa iL° ¢ coGcTBeHHBIM 3HaueHneM 2p + 2.
Crenosarenbio, AESw = Ry Efw + (2p + 2) Ejw. Orcrona

RPHE;“w =\N—2p— Q)E;w.
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~ )
Takum obpasom, oneparop F nepeBogut cobCTBeHHbL BeKTOp /i 1), B cobcTBeH-
HBII BeKTOp A1 [?, 1. Ho 171 coOCTBeHHBIX dmcest A crpaBejInBO COOTHOIICHUE

1
M —2p—2 =\,
nosromy EF (») (p+1) _
y E;f nepesour Bexrop w;” MMEHHO B w) C HEKOTOPBIM MHOYKUTEJIEM.
HaiiieM 5TOT MHOMXKUTEIb. JIOCTATOYHO IPOCIEINTH 38 IIOCJICIHUM CJIAraeMbIM Y
w,(cp), oHo ecthb (a + b+ k + 1)[’“]5,?), koaduruent we zasucut or p. o (7.17)

orepaTop E’;; epEeBOTUT §,(€p ) B (c —m+k—p) ,(f ) _ ¢ rounocThio JI0 MEHBITTIX
HomMmepoB. [Tosromy B
E;w,(f) — (0 —m+k—pwP. (7.26)
AHAJIOTTIHO TTOKA3BIBAEM, UTO
Ep’w,(f) — (0 —m+k+puw? V. (7.27)
O6o3HaTIM
T=0-—m+k. (7.28)
Tora dopmyser (7.26) u (7.27) MOXKHO HEpENUCATh TAK:
Efw? = (r = plu, (7.29)
E;w? = (1 + pwl V. (7.30)
Ob6osznauum 4vepe3s Wy, k = 0,1,2,...,2m, TOAIPOCTPAHCTBO B 75, HaTAHYTOE

Ha BEKTODPBI (hyHKIWN) w,gp), 2p € Z, 2p = v, HantomHnM, 910 V = € + 2m. OHo
uzomopduo npocrparctey D, (S). Bee npocrpancTso D ecThb IpAMAast OHOKPATHAS
CyMMa IIOAIpOCTpaHcTs Wi, N N

13 dopmyn (7.29) u (7.30) caemyer, uro gaeiicrBue oneparopos ET u E~ ua
BEKTOPBI w,ip ), TOYHO Takoe e, 9ro u Jeiicrsue oneparopos Ty, (ET) u Ty, (E~) na
9KCIIOHEHTEI (a,(S) u3 D, (S).

C nomomnipio Tex ke POPMYJI BBIYUC/ISIEM, YTO OIIEPATOP, OTBEIAIONINIT 3JICMEHTY

Kasnvmpa A, neiictByer Ha w,ip ) rax:

T(AHw? = (7 + Dw'?. (7.29)

CrenoBaTebHO, OrpaHnvdeHne npeacrapiaerns 1 Ha W), SKBUBAJIEHTHO IIPE/ICTaB-
aennio 15, a camo npejicraBienue 1' ecTb IpsAMasd OJHOKPATHAA CyMMa

T - ZTT,IM

cyMMupoBaHue npoucxout 1mo 7 € {o —m,oc —m+1,...,0+m}. D10 H0Ka3bIBAET
Teopemy 7.1.
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O6o3naunm 1epes My, oneparop D, (S) — Wy, cruteraontuit T, u T. Ham Oyter

yJI00HO HOPMHUPOBATH BEKTOP w,(fp ), a UMEHHO, BMECTO 3TOT'0 BEKTOPa MbI BO3bMEM

BEKTOD

ul? = (—1)F(2i) 72k ), (7.31)
Takum obpasom, omeparop My skcmoHeHTe @9,(s) u3z D, (S) comocrasisier BEKTOD
u,(gp ) w3 D, a pynkuun o(s) = 3 CopPap(S) OH COLOCTABIISIET BEKTOD Y 02pu,(€p ) us D.
Hanuiem siBHBbIE BBIDAYKEHHUs 9TOTO CILIeTaroIero oneparopa My.

B dopmyny (7.25) BHeceM yKa3aHHBIN BbIlle MHOXKUTE/Ib, 3aMEHUM T Ha k — T,
BCrOMHUM Bbipazkenust (7.19) mist a u b u Beipaxkenue (7.28) mist 7. Mbl mostyaum

k
UI(CP) — p2pia (Sinv)Qm—kz (_1)k Z (i) (27 _ r)(k—?") %

r=0
x e E=Mv (2 sinv)" - (1 4 p)™, (7.32)

[osTomy 3Hauenue oneparopa My Ha Gynkmm o(a) = Y c9,e*P"™ pano

BHYTpeHHSA cyMMma Oepercst 1o 2p € Z. Tak kak

d 2pia

2 da

2piav

pe =

TO BHyTpeHHsst cymMMa B (7.32) ecTb

P17 )
T %da) Y

[TosTomy

O6o3HAIUM 7151 KPATKOCTH

d
D=2, A=2 73
da’ ’ (7.33)

u BBejsieM JinddepeHIaibHbIil oepaTop

7 =A—iD. (7.34)
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Kpowme Toro, BBesem 06001menny0 crenedsb "c marom 2":
oW = g(x—2)(x—4)...(z —2n+2) (7.35)

(n comuoxkureseii). Torga oneparop M), sammiiercs Tax:
My, = (sinv)*™ % Qy, (7.36)

rie

k
k )
Qk _ Z (A —k+ 1)[](377”} . ( )(_1>kr . (Z Sinv)rez(kfr)v . Z(r} (737)
r=0

r

Jlemma 7.3 Onepamop Qy cm. (7.37), mootcho pasaoscumsv 6 caedyrowee npousse-
denue aunetinur JuddepenuuarvbHvlT onepamopos:

Qr =li(sinv) (Z —k+1)— (A—k+1)e"] x
x [i(sinv) (Z —k+2) — (A—k+2)e"] x
x [i(sinv) (Z —1) — (A —1)e"] x
x [i(sinv) Z — Ae™], (7.38)

ecezo k onepamopos, onu meancdy coboti He KOMMYMUPYOm.

Hokazaresberso npoBojuM untykiweit o k. [Ipu & = 0 pasencrso (7.38) Tpusn-

ampro: 1 = 1. IIpu k = 1 pasencrso (7.37) ectb @y = —e™ A + i(sinv) Z, 3o
coBIasaeT ¢ nocjaeganM MuoxkuresreM B (7.38). VHIyKunoHmslii mar o3nadaer:
Qryr = [i(sinv) (Z — k) — (A — k) e™] Q. (7.39)

BoraucmM npaByio 9acTh 9TOro paBeHcTBa. MBI omupaeMcss Ha COOTHOIIIEHHUE One-
Pamopos:

i(sinv) (Z — k) o (isinv) e*="v = (i sin v)r ekt
+ (isin v)”rlei(kﬂ“)v(z —2r). (7.40)

OHO J10Ka3bIBaeTCsl HEIOCPE/ICTBEHHOMN MpoBepKoii. VcIoib3ys 9TO COOTHOIIEHHE,
oIy 1aeM

i(sinv) (Z — k) o (isinv) e *1vQ, =
k
= Z (A —k+ 1)[’6*7"] . (fj) (_1)16*7" or (Z sin U)rei(kﬂ—r)u AR +

r=1

k
k .
+ Z (A—Fk+ 1)k ( >(—1)k_T (isinp) Hlelkmrv . Zrth

T
r=0
i k
+ Z (A . k)[k—i—l—r] . <r) (_1)k+1—r . (Z sin ,U)rei(k‘—I—l—r)v . Z(r) (741)
r=0
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U3 Tperbeil cyMMBI BBIICIHM caaraemoe ¢ 7 = (0, BO BTOPOIl CyMMe BBLICIUM CJIara-
emMoe ¢ r = k, a B OCTAJIbHBIX CJAaraeMbIX BTOPOil cyMMBI 3aMeHuM 1 Ha r — 1. Torma
npasasi dactb (7.41) npeBparurcs B
k
(A — )+ (_q)htteibe E {...} + (isinv)kt1ZE+D (7.42)
r=1
37eCh B CyMMe CJIaraeMoe ¢ HOMEPOM T° €CThb

(_l)k—l—l—r(i sin U)rei(k-l—l—r)v(A —k + 1)[k—r} %

« {_r(ﬁ)ﬂA—rﬂ)(rfl)+(A—k)(fj)}, (7.43)

BhIpazKenue B (hUTyPHBIX CKOOKAX paBHO

<A—k>(’“jl),

nosToMy Bce ciaraemoe (7.43) pasno

. "
(— 1) (s o) (A 1)[k+1r}< , >

tak 910 (7.42) ecTthb B TOYHOCTH QQ)41. DTO JIOKA3BIBACT JIEMMY 7.3.

Benmomunast Z, A, D, em. (7.33), (7.34), HaxomuM, 9T0 MHOKHUTEH ¢ HOMEPOM ¢,
q=0,1,...,k—1, B (7.38) ecrb
’ 0
i(sinv) (Z —q) — (A—q)e” = sin’ua— — (27 — q) cosv.
«

Do Bmecre ¢ (7.36) maer HAM BO3MOXKHOCTH copMmyIupoBaTh Teopemy 7.4, Hamo-
MHHAEM, 9YT0 T = 0 —m + k, v = a — 3, u Mbl ucnoyb3dyem obosuadenue (7.35).

Teopema 7.4 IIpeobpasosanue I[lyaccona My, k = 0,1,2,...,2m, cm. meopemy
7.1, ecmv Juddeperyuanvroi onepamop, on daemcsa 00HUM U3 CACOYOUUT 08YT
AGHBLL GOIPAACEHUTL:

k
My, =(sinv)*" =% Y~ (—1)F (lj) (21 — k+ D)FT
r=0

) o\
% (7 si reilk=rv (o _
(isinwv)"e ( T Z—aa) ,

M, =(sinv)*™* [(sin v) 83 — (21 —k+1) cos v] X
o

X (sinv)a3 — (21 —-k+2) cosv} X
a

X | (sinw) 0 27 cosv} .
a
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8 Ten3zopHoe npomnsBeaeHNE T X T,,: HEKOMIIaKTHA
KapTUHA

B stom maparpade Mbl paccMaTpuBaeM TEH30pHOE IIPOU3BEICHUE T & T, HEIIPUBO-
JIMMBIX KOHEYHOMEPHBIX TIpejcTaB/ienuii npejcrasiennit rpynnesl G = SL(2,R) co
crapmmMu Becamu [ u m. M3BecTHO, YTO OHO pacK/IaIbIBAETCS CJSTYIONUM 00pa3oM
(mtst onpesiesieHHOCTH OyIeM cauTarh | > m):

T & T = Ti—m + Ti—mt1 + oo+ Tipm—1 + Tigm.

Ceituac Halla 1eJIb COCTOUT B TOM, YTOOBI HAIIICATH B SBHOM BHJIE CILIETAOIIHE Olle-
paTophI, JaoIue Pa3jioyKeHrne Ha HeIPUBOINMbBIE COCTaBJISIONINE TOT0 TEH30PHOIO
[IPOM3BeIeHNs, Mbl Ha3blBaeM ux mpeobpasoBanusmu Ilyaccona m @ypbe. OKasbl-
BaeTCsl, 9TO 9TU ONEPATOPHI ABJSIOTCA JuddepeHnualbHbIMUI orteparopamu. Harr
METOJI CeifiYac COCTOUT B MCIIOJIb30BAHUN COOCTBEHHBIX BEKTOPOB ITPOU3BEICHUST 110-
BBIIIAONIEr0 U MOHUKAOIIEN0 OIEPATOPOB. DTO TOT YK€ METO, 9TO U B § 7, HO TaM
MBI paboTaji B KOMIAKTHOI KapTuHe. OTMeTnM, 9TO KOMIIAKTHAs KapTUHA 0oJiee
TPYJIHA JIJI BBIYUCTIEHUIN.

[IpeobpaszoBanne Pypbe COBIIAJIAET ¢ TOYHOCTHIO O MHOMKHUTES CO CKOOKAMM
Pankuna—Kosna.

Hanomunaewm, aro rpymnma G = SL(2, R) cocrouT u3 BeIeCTBEHHBIX MATPHUIT BTO-
pOTo TIOPSJIKA C ONPeJIeTUTESIEM €JIMHUTIA:

g:(: ?) ad — fy=1.

Besikoe koHeTHOMEPHOE HEITPUBOIUMOE TIPEJICTaB/IeHNE Ty, TPYIIbl G 331a€TCsT TnC-
aoM k (emapwum éecom), TakuMm, aro 2k € N. Ono geiicrByer B nmpocrpancTse Vi
MHOrOWIeHOB ¢(x) or  crenern < 2k (tak uyro dim Vi, = 2k 4+ 1) no dopmyite

(Te(9) ) (2) = ¢ (x - g) (B +0)™, w-g= %ij:g ’
MBI canTaeM, 9to (G nefictByer cupaBa. Tensoproe mpoussenenue Vi, = V, ® V,,

cocTouT u3 MHOTOWIEHOB f(z,y) crenenn < 2l 1o = u crenenn < 2m 1o y. Terzopuoe
[peJiCTaBAeHue Ty, = T & T, rpynnsl G peiictByer B Vi, 110 (hopMmyie

(Tim(9)f) (2,y) = f(z- g, y-g) (Br+8)" (By +8)*".

Kak MbI YK€ OTMETUJIA, 93TO TEH30PHOE IIPOU3BEICHUE DACKJ/IaJAbIBaCTCA B IIPAMYIO

OJTHOKPATHYIO CYMMY:
Tim = Z Tk (81)
k
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rie k mpoberaer MHOXKECTBO
l—m,l—m+1,....,l+m—1,1+m. (8.2)

Y100bI yIIPOCTUTH 3AIMChH, MBI HE YKa3bIBA€M 3aBUCUMOCTH OT [, M — KakK B MpPaBOil
vactu (8.1), Tak u B gasnbHeitniem. CooTBeTCTBEHHO pa3ioxkenuio (8.1) mpocTpancTso
Vim pasiiaraercs B CyMMY HOJIIPOCTPAHCTB:

Vlm:ZWka
k

MHBAPUAHTHBIX U HEIIPUBOAUMBIX OTHOCUTEILHO T p,. OrpaHndeHne IpeIcTaB/IeHIs
T im Ha Wy 9KBuBaJieHTHO 7). OOO03HAUNM )i KPATKOCTH

r=m—I. (8.3)
Msr 6y1em ucrosb3osarh "obobmenusie cremenn"al®! u a®), cm. Beenemue.

IIycrs k npunasyeskut MHOXKeCTBY (8.2). O603HATIM
j=l+m—k (8.4)

Tak 410 2l — j = k —r, 2m — j = k 4 r. Paccmorpum oneparopst My : Vi, — Vi, n
Fy Vi, — Vi, cieraromme npeacTaBIeHUs My, U T, TO €CTh

My mg) = mim(g) My, 7(9) Fx = Fymim(g),

rie g € G. Mbl HazbiBaeM orepatopbl My, u Fy, npeobpasdosaruamu [lyaccorna u Dy-
pwe, coorBercTBeHHO. [Tockoybky passoxkenue (8.1) cBoboHO OT KpaTHOCTET, 00pa3
oneparopa M ectb nognpocrpanctso Wy, a omneparop Fj ucuesaer na Bcex Wi,
nckiodasa Wy. CiemoBarenbho, npeobpasoBanusa My u F), ompeneaeHbl 0HO3HAY-
HO € TOYHOCTBIO 710 MHOKuTeNs1. Kommosumust [y M), ectb ckaJsapHblii ortepatop Vi
(ymHOXKeHue Ha [nciao). CHadana Mbl octpouM My, a 3aTeM Mbl HOpMHUpyeMm F,
Tak, 91006l F), M) = id, T0 ectb F}, Ha W) — obparusblii oneparop st My:

F,=M." na W, (8.5)

Muorounen f € V;,, BoccranaBimBaercs 1o csouM Komronentam Dypwe @, = Fy f
CJIEIYIOIIM 0Opa30M:
= E My -

Teopema 8.1 Cnaemarowue onepamopvr My = Vi — Wy daromces caedyroueti gop-
MYA0U:

(Mip) (z,y) = 2 <kjr> (k—r+ 1)k x

<o (£) e,
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IMuU CNAEMAIOWUE ONEPAMOPDL MOAHCHO 3ANUCAMD MAKIAHCE 6 8UIe KOMNO3UUUYU OU-
PeEPEHUUANDHLIT ONEPAMOPO8 NEPBO20 NOPAJKA:

d [k+7]
M=oy g —a frk-re)

a MAaKHCe ¢ NOMOULLIO 00H020 JUPPEPEHUUPOBAHUA:

d

) 0) = =2 () et )

HokazaTeabcTBo. Hamomunaem, uro asrebpa JIu g rpynmer G coctout u3 Berre-
CTBEHHBIX MaTPHI] BTOPOTo mopsaka co caenaoM 0. Ba3uc B Heil cOCTOUT U3 MaTPHIL:

L‘:((l]g), le(léz _%2), L+=(8_é). (8.6)

Snement Kasmmupa Ay B g ecTnb
Ay= (L") +L'—LL",
B npescraBiennn m, 6a3uCHBIM 3JIEMEHTAM U3 § OTBEYAIOT OIIEPATOPDI

d

d d
e (L) =2 — —k, (L") =2 — — 2k,

L_ p—
m(L7) dx dz

ssiementy Kasumupa oTBedaer cKaJsipHbIi onepaTop (yMHOMKEHUE Ha YHUCIIO):
Tk (Ag) = k(k +1).

CutesroBaTesibio, cOOCTBEHHBbIE YHC/Ia djieMeHTa Kazumupa pas/iessioT HeIpUBOIH-
MBbI€ IIPeJICTaBIEHNS.

st yriporierus 3amucu 0603HaInM
20=X\, 2m=p.
Yucna A u pu — 1esbre.

Pazjioxkum mpocrpancTso Vi, Ha noanpoctpanctsa Hy, ¢ = 0,1,..., A+ u, cob-
CTBEHHBIE JIJIsI OllepaTopa

o) o)
2LY) = 20— +2y— — X\ — L.
Tim(2L%) $ax—|— yay A—pu

[ommpocrpancTso H,; COCTOUT M3 OFHOPOJHBIX MHOTOWJIECHOB OT X,y CTCICHH OI-
HOPOJHOCTH ¢, MpUHAJIeXKAmX Vy,. Orpanndenne Lé omeparopa 7, (L1) na H,
SIBJISIETCS CKAJIIPHBIM OTIEPATOPOM:

1
2L, =2q — A —pu. (8.7)
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Basuc B H,; coCTOUT 13 OHOYICHOB

~1 -2 2 -
xl]? :Cq y? xq y PR :Cq M:‘/”?
IpIHeM II0pa3yMeBaeTcs, 9T0 OTCYTCTBYIOT OJHOYJICHBI, colepyKalue x!, 1is Ko-
Topex ¢ < 0 m ¢ > . CireoBaTesIbHO, pPa3MepHOCTh IIpocTpaHcTBa H, paBHa [t + 1
g p < g < A, paBHa ¢+ 1 jutd ¢ < p, paBHA A+ —q+ 1 st g > .

Omnepatop
0 0

Tim(LT) = 22— + ¢y’ — — \x —
m(L7) =" +y 9 1y
nepesogut H, B Hyyq, 0bo3nauuM ero orpanndenue Ha H, depes L;, a orepaTop
0 0
m L™)=— + —
Tim(L7) oxr Oy

nepesomur H, B Hy—1, o603Hamm ero orpanuyenune na H, uepes L, . TTosromy ome-
paTop
- 7+
R,=L, 1L,

nepesoaut H, B cebs.
Haiinem coOcTBeHHBIE BEKTOPBI I COOCTBEHHBIE 3HAUEHH olepaTopa [7,.

Bosbmewm corestytonue 6asucer {€, o} B H,. g ¢ < A nmosaraem
qo = (3 — 2/ - 2974,

gmecb « = 0, 1,...,pand p < g< Au @ =pu—q,..., 0109 q < p. Himsgqg> A
roJjiaraeM

fq,a = (y - :E)N—Oé : xa—lt-"—)\ : yq—A ’
37eCh . = ¢ — A, ..., p. Oneparopbl L;r, L, neiictByror Ha 5TH 6A3UCHI CJIE/LYIOMUM
obpazoM:

(= A= a)€pt1.0 — gita1, G <A,
(q—)\—a)ﬁqH,a, q>)\7

(@—pn+q) 10, ¢<A,
Ly &ga = (8.9)
(@—p+q)qrat(@—p+AN)E1a-1, ¢> A\

[TosTomy

(g—2A—a)la—p+q+ )& a—ala—p+q)  pa1, <A

quq,a -
(= A—a)[la=p+g+ D)€ at(@a—pu+N)Egaa], ¢> A
(8.10)
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Dt dopmyisr (8.10) mokassiBaror, dTo omeparop R, B 6asuce {{, .} B H, (uu-
JIEKChI (¢ PACIOJIOKEHbI B BO3PACTAIOIIEM TIOPSJIKE) JAeTcsl BepXHeil TpeyroabHOM
JIByJIMaroHajgbHoit Marpuneii. Bermomunm stemmy 7.2. B cuity aToit steMMbr cobcTBe-
HBIE BEKTOPBI W4 o OLlepaTopa IR, ABIAIOTCA JMHEHHBIMI KOMOMHAIIMAMI BEKTOPOB
£qi © < a. CobcTBeHHOE YHCIIO olepaTopa [, COOTBETCTBYIOIIEE BEKTOPY W g,
ectb (¢ — A — a)(ov — pu + ¢ + 1). Hopmupyem w, , Tak, 9Tobbl HOCTEANHE KOIbD-
(bUIIEnTH BEKTOPOB W4 o, TO €CTh KO3 dUImmenTsl npu £, o, He 3aBUCETH OT (.
Torma, kak cuexyer u3 (8.7), (8.8), (8.9), omeparoper 2L,, L}, L, nefictByior ma
Wy, o CHEIYIOMUM 00Pa30M:

2L wga= (20— X — ) Wga, (8.11)
Liwga=(0—XA—a)Wgi1,a, (8.12)
Lywg o= (0 —p+q)wg1,a- (8.13)

[Iycts k npunamiexxur muoxkectsy (8.2). [Tocrpoum omeparop My : Vi — Vi,
caeytonum obpazom. Ilomoxkum

a=k+r, (8.14)
cM (8.3). Bosbmem BV, 6asuc 1,z, 22, ..., 2%, Oneparop Mj comocrasiser ojHo-
4qIeHy x¥ BEKTOD W g, o, TJ1€

g=p—a+v=j+uv, (8.15)

cM. (8.4). B cuy (8.11)—(8.13) meficTBue Ha BEKTOPHI W o OEPATOPOB, OTBEYAIONINX
6a3ucHbIM d1eMeHTaM (8.6) B MpeJICTaBIEHNUN Ty, TOTHO TAKOE JKe, UTO U JIeHCTBHE
Ha OJIHOUJIEHBbI X’ OIEPATOPOB, OTBEYAIONINX TeM Ke GasuCHbIM 3jemeHTaM (8.6)
B IIpeJICTaB/IeHuN 7. KpoMme Toro, omeparop, oTBedaromuii sementy Kasumupa B
[PEJICTABICHUN T jyy,, YMHOXKAET W, o Ha k(k+1), TaK 9TO BEKTOP W 4, o IPUHAJICIKHUT
nepecedennto H, N Wj. CienoBarebHo, HOCTPOEHHBIH OIIEPATOD €CTh CILICTAIONTHN
nsomopdusm My, = Vi, — Wy.

YKazkeM fBHbIC BBIPAXKEHUA 1A W o i g < ¢ < A, ncnonnsyd jemMmy 7.2,

BO3bMEM
«

Wq,a = Z ((;) (v —p+ Q)(a_i) (@ —p+A+ 1)[i] §q,i- (8.16)

i=0
Torma mjst ¢ > A mosryanm

s

§ a—i— i
Waa = (A= p+2a) (z) (a—p+q—1"D(a—p+ W& qrii,
1=0

e a=q—A+s,a 114 ¢ < (i TOJyIuM

: S s—i —qti
wq,azz (> Oé( )(Oé_ﬂ+)\+1)[“ q+]§q’“_q+i,

- 1
=0
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rme o = (4 —q + S.

VKarkeM sgBHbIe BblpazkeHusi jijisi oreparopa M. Ilockonbky on — quddepen-
[UAJIBHBIA OIEPATOP, JOCTATOYHO PACCMOTPETh W4 o MIA it < ¢ < A, cM. (8.16).
Ucnonszys (8.14) u (8.15), Mol npecraBuM &, ; B CJAEAYIOMIEM BHIE

Eqi=(y— )t

—1  itv—a

=(y—2)""z

Ioacrasmiss 1o B (8.16), mosyaum
k+r k+r—1
k+r ; (0
v o_ . [7] . —1 v
My z® = ;:0 ( . ) (k—r+ 1" (y—a)* (—(%) x.

910 1 JoKa3bIBaeT Teopemy 8.1.

Tenepn mepeiigem k mpeodbpazosanuio Oypbe.

st dyakuun f(x,y) Mbl ncnosb3yeM ob03HaUEHHE

aa+bf

(ab) _ '
/ Ox® Oyb

Teopema 8.2 IIpeobpasosarue Qypve Fy, : Vi, — Vi (hanommum, wmo (8.5) 6wvi-
noanaemcsa) daemcsa caedyrowet gopmyarot. [ycmo f(x,y) — mmnozouren us V.
Tozda

(Fef) () = e g—l)j—p T e, san

p J—P

2de j daemcs Popmyaot (8.4),

= ! (I4+m+k+1)%m+D,
2k +1
HoxkazarenncTso. [Ipocrpancreo H), conpsukennoe k H, (mag C), cocrout us
JuHeiHbIX dyHknuonanos z na H,. Ham mocrarouno Oyjer paccMaTpuBaTh OCHOB-
HOM caydail, To ecth 11 < ¢ < A. IIpocrpancTBo Hj MOXKHO OTOXKJECTBUTDH € Crtl
CJIeyIoNM obpa3oM: 3Hadenne QyHKIUoHATA 2 = (20,21, ...,2,) HA MHOTOUICHE
f=>csx9°y® us H, pasuo

<Z7f>zzzscs'

s=0
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Bosbmewm 6azuc B H,y, cocrosimuii n3 HyHKIMOHAIOB
Ngj = (0(])7 1(j)7 2(j), L “u(j))7 j=0,1,...,p%.

Dynkimonai 1, ; JeicTByeT Kak auddepeHnupoBanue:

(N5, f) = ((g%)jf>(L1) (8.18)

Conpsikenmbie omepatopsr (L)%, (L))" neficTByioT Ha 14, ; Tax:

(L) ngi=(q—3)Ng1,55

(L) g =G ==X+ @)Ngr1,;+75 G — 1= 1) Nge1,5-1-

[TosTomy

Ring;i=@+1={G—pn=X+q)ng;+iG—pn—1ng1} (8.19)

* *

Qopuyra (8.19) mokasbisaer, uto oneparop Ry B 6asuce {1, ;} B H, n1aercs Bepx-
Hell TPeyTroJIbHOM JAByuaroHabuoit Marpurieil. [losroMmy ero cobcTBenbie BEKTOPHI
24, j ABIISIOTCH JIMHEHHBIMI KOMOMHAITHSIME BEKTOPOB 1), i, ¢ < j. MbI mosydaem (c
[IOMOIIIBIO JIEMMBI 7.2):

J .
s J j—5S | —S . s
= X0 (T) = 9 (=90 =+ 1)
s=0

Cobcreennoe umcsio oneparopa IRy, COOTBETCTBYIOIIEE COOCTBEHHOMY BEKTODY Z g4,
ectb (¢ +1—7)(j — p — A+ q). CpaBauBag ¢ omeparopoM R,, BHIAUM, YTO 3TO
COOCTBEHHOE HIHCJIO COBIAIAET ¢ COOCTBEHHBIM YHCIOM OIlepaTopa R, OTBETAIONIM
BEKTOPY Wy o, i€ & = pt — j. [losromy Gasuc {z,, ;} oproronasen 6azucy {w,, o}
CoOTHOIIEHUS OPTOrOHAILHOCTH TAKOBDI:

€k, CY:,LL—j,
(24,55 Waa) = | (8.20)
0, a#p—17
riue
(k‘ —7r + 1)[“"’1]

j=l+m—k, (8.21)
cMm. (8.4), (8.3).
CobCcTBEHHBI BEKTOD 24 ; MOPOXKIaeT oTobpazkenne Ly, k = | +m — j, mpo-

cTpancTBa Vj,;, B IPOCTPaHCTBO Vi, a IMeHHo, ), conocrasiiger Mooroueny f € H,
OJTHOYJIEH

(Zf) (@) =(zq5, f) 2"
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Hnsa f € H, mueem

() = () e

[Mostomy, B cuity (8.20) u (8.18), nosyuaem

) @)=Y (-1 (7) =510

s=0

X At p—j+1)© (aax)j—s (((%)Sf> (2,7). (8.22)

[ToBTopHOE MuddepeHnupoBanme 3/1eCb paBHO CyMMe:

j—s .
Z (j ) f(pvj—p) (z, ).
p=0 P
IToncraBum 310 B (8.22) U U3MEHUM TOPSAI0K CyMMHUPOBaHUA. MbI morydum

]~

(Zif) (x) =

5 o) (79 e s

BryTpennsas cymma 371ech paBHA

. Jj—p .
(D=t 08 X (777 et 08 Az -0 (s
s=0

Ona cBOpavYnBaeTcs ¢ MOMOIIBI0 OMHOMUAIBHONW (OPMYJIBI J1JIsT 0ODOOIEHHBIX CTele-
Heil, Tak aro (8.24) pasHo

(;)(u JHDP (A +p)r

nosromy, 1o (8.23),

@) @) =3 (1) =+ D (-3 )0 1009 0.,

p=

Banmennm p Ha j — p, ucnosbsyeM (—\ +j — p)Pl = (=1)? (A — 5 + p)® u nepeitem
OT ODOOITIEHHBIX CTeNeHell K OMHOMUATILHBIM KO MUITMEHTAM, TTOJTYIUM:

(Zkf) () = j! Z < p) ()\ _ngp) IR (2, 7). (8.25)
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U3 (8.20) caemyer, uro orobparkeHue Zjp oOpalaeTcss B HyJIb HA BCEX BEKTOpax
Wq, o, A9 KOTOPBIX (¢ # [L— J, & BEKTOP W, ,—; OHO IIEPEBOJIUT B £, 2979 em. (8.21).
CrenoBaTeibHO, OTOOparKeHMe 6,;1 - Z dABJIsieTCsl OOPATHBIM OTOOParKEHHEM JIJIs
npeobpazoanust [Iyaccona My : Vi, — W) u motomy coBajaer ¢ mpeoopaszoBaHueM
Oypoe F. Qopumyina (8.25) maer dopayity (8.17), mockomeky &, ' - j! = ¢, (—1)7.
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9 TenzopHoe mpousBeaeHne m; Q T, U TUIEePOOJIONI

B srom naparpade, Kak u B IpeJIbIIYIIEM, Mbl PACCMaTPUBAEM TEH30PHOE ITPOM3-
BeJleHue T X T, HEIPUBOJUMBIX KOHEYHOMEPHBIX IPEJICTABICHUN ITPeICTaBICHU
rpynnsl G = SL(2,R) co crapmmmu Becamu | u m. Mbl 3HaeM, 9TO OHO PaCKJIa Ibl-
BAETCsl CJIEJIYIOMUM 00pa3oM (JIJIst OIpejie/IeHHOCTH OyjieM cauTarh [ > m):

T QT = T + Tl—mt1 T oo+ Tipm—1 + Tipme- (91)

Kak u B npeabiayiem maparpade, Mbl HaxoauM peobpaszoBanus Ilyaccona, cruie-
TaoIIMe MPEJICTABICHUS T, C MPEJCTaBICHIEM T; & T,,. Ho ceiitac Mbl UCIOJ/IB3yeM
IPUHIMIINAJIBHO JPYTOi METOM, & UMEHHO, MBI UCIIOJb3yeM TapMOHUYECKAN aHaJIN3
Ha OJHOIOJIOCTHOM Turepbosonne X B R3.

MpbI mpofo/zKaeM § 8 U UCIOJIb3yeM 0DO3HaYeHUsT 1 (DOPMYJIbI OTTYA, & TaK¥Ke
u3 § 6 u Begenus.

Tenszopuoe npouseegenue W, =V, ® V,, cocrout u3 MHOro4wIeHOB (T, y) cre-
nenn < 20 1o x u crenenn < 2m o y. [Ipeacrasnenue 7, = m ® T, rpyuns G
neticrsyer B Wy, 1o popmyiie

(T (9)#) (2,y) = (T, §) (B + 6)* (By + 8)*"

Teopema 9.1 Tensoproe npoussederue Wi, =V, @V, passazaemca 6 cymmy nood-
NPOCMPAHCMS:

Vi@V =W+ wihm o wlm e wl, (9.2)

UHBAPUAHTHDLT U HEN, ueodumwx OMHOCUMEALHO Ty, = TR T,. Oeparuvenue nped-
CMABAEHUSA Ty, HA W u3 (9.2) SKGUGCLJLBHmHO Tk, MAK 4Mo umeem mecmo gop-

myaa (9.1). Cnaemarowsue onepamopol M,g Ve — Wkl M) daromesn caedyrouieri
popmy.roti:

) k+m—l k+m—1 .
(Mk gp)(a:,y) = Z . (k+1—m+ 1) x

9 <;— s (di)m T o). 93)

HoxkazareabcTBo. Mensiss « ¢ d u ¢ 7y, MBI OJIyIUM KOHMPA2ZPAOUEHMHOE TIPEJI-
craBienue 7, rpynisl G-

(Ti(9)p) (2) = (@) (v2 + )
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Hpe,ZLCTaBIIeHI/Ie ;T\l 9KBUBaAJICHTHO IIPEJICTAaBJICHUIO 77 C IIOMOIIIbIO OTO6pa}K€HI/IH

¢ @ B0 =a%p (1), (9.4

x
Anrebpa JIu g rpynmst G COCTOUT W3 BEIIECTBEHHBIX MaTPHUIL BTOPOTO MOPSIKA
co caenom (0. basuc B Hell cOCTOUT M3 MaTPUIIL;:

(80 (4 ) ()

ﬂﬂﬂ 9TUX OA3UCHBIX 3JIEMEHTOB U3 g uMeeM

(L) = —7(LY) == % -1, (9.5)
m(LT) = —m(L7) = 2? d% — 2, (9.6)
m(L7) = ALY = & (9.7

Tenepb HaMm OyIeT YI06HO BMECTO TEH30PHOTO ITPOU3BEJIECHUS Ty, = QT B3ATD
9KBUBAJIEHTHOE €My T€H30pHOE IpousBeaenue Ry, = m®T7,,. BMecTo nepeMeHHbIX 1,
Y BOBbMEM IIepeMeHHbIe &, 1), COOTBETCTBEHHO, U BMecTO  tuieM f. [Ipeacrasienue
Ry, neiicrByer B Wy, o dopmyite

(Run(9)f) (€:1) = F(E,7) (BE + 6)* (v + a)*™.

[Ipencrasienue Ry, u npocrparctso W, pasnaratorcs o dpopmynam (9.1) u (9.2).

"Tlocamgum" Ry, u W), Ha oxHOmOJOCTHBIN Tunepbosons X B R?, 3amaBaembrit
BHeHUEM —x7 + x5 + x5 = 1. JIN3YeM ero KaK MHOXKECTBO MAaTpHU
aBHEHNE 2 + 235 + 23 = 1. Peaymuzyem ero xa 0KECTBO Ma

71 1—1‘3 To — I1
x—2(x2+x1 4z (9.8)

C ompeie/uTeIeM paBHBIM Hyso. I'pynna G neficTByeT Ha HeM: T — ¢~ lxg, Hpudem
Tpan3uTuBHO. CTallMOHAPHON MOJIPYIIION TOYKI

:1;0:(0,0,1):(8 (1))

ABJIAETCA IIOATIPYIIIIa H JAnaroHaJIbHbIX MaTPUIL

Ao
=% %)
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Brejsiem na X opucdepudeckue KoopuHATHI £, 1):

x:%<_g€ _177) N=1-¢n. (9.9)

Heticteue rpynnbl G B 9TUX KOOPIMHATAX Pa3/e/IsdeTcs: el TOUKa T UMeeT KOop-
JMuHATHL £, 1), TO ToYKa ¢ 'xg mMeeT KoopaunaTh &, 7). Basucnas touxa 20 mmeer
koopaunathl & = 0, = 0. Duement g € G nepesogut ¥ B TOUKY ¢ KOODJIMHATAME
§=7/6,n=B/a, rak uto N = (ad)~!. B 4acTHOCTH, TAKOBBIM ABJISICTCSA 3JIEMEHT

o = ( 1/§N ”/1N ) . (9.10)

Orobpaxkenmue
f=F=N"2f fcW,, (9.11)

nepesoiuT Wy, B mpoctpancTBo Hj,, HEKOTOPBIX pAIMOHAJILHBIX DyHKIM F ot &, 7).
B cuy (9.8) u (9.9) 9tu parmonasbable QYHKINH SBIISIOTCS MHO20YAEHAMU OT T,
Ty, T3 Ha X. B wacrnoctu, muorowieny f = 1 orsedaer muorowien 22" (xg + 1),

Orobpazkenue (9.11) cmreraer Ry, u npeiacrasienue U,., r = m — [, rpynmsl G,
UHIyIIIPOBaHHOE XapakTepoM h +— A\™2" moarpymnsl H. B opucdepudeckux Koop-
JuHaTax npejacrasiaenne U, ecTb

(UA9)F)(Em) = F (€ 7) (B +0) ™.

O6o3naunm yepes H. ,gl’m) 00Opas 1oIPOCTPAHCTBA Wk(l’m) npu orobpazkennu (9.11).

[IycTh Z obo3HAYaET MPOCTPAHCTBO 0O600IIEHHBIX (DYHKIMIA Ha R, cocpegoroueH-
HBIX B Touke ¢ = 0. OHO cocTouT U3 JMHEHHBIX KoMOUHANU jesibra-byHknun O ()
1 ee iponssoubix 8P (). opmymst (9.5), (9.6), (9.7) onpeeaioT TpecTaBIeHNe,
obo3HaYNM ero cHoBa 7y, ajaredpnl JIu g B Z. BoJjiee Toro, oHo oIpejie/ieHO He TOJIBKO
s 20 € N, vo u jyta npousBosibHBIX [ € R. Ham nmorpebyioTes 1iesibie u moyIebie
orpunarensuele [. B wacrnocru, npejcrasienne m_j_;, 2k € N, geiicrsyer na 6P (t)
CJAeAYIomUM 00pPa3oM:

Tk (L) 6P(t) = (k —p) 6W(2),
Tkt (LY 6P(t) = p(p— 2k — 1) 6* V(1)

Tt (L) 5P (8) = 6@V (2) .

Omno mMeeT B Z WHBAPHAHTHOE HOMIIPOCTPAHCTBRO, HaTanyToe Ha 0P (1), p > 2k + 1.
QaKTOP-IIPOCTPAHCTBO 10 HEMYy 00O3HAYUM dYepe3 Z_j_1. PakTop-lipesicTaBacHue
T_k_1 B Z_j_1 SKBUBAJEHTHO Ty, [IO9TOMY OHO IOJHUMaeTcd Ha rpytiry G.
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Paccmorpum oununeiinyio dhopmy

(F, f) = /oo F(t) f(t)dt (9.12)

—0o0

Ha Z X Vi. OHa uHBApUAHTHA OTHOCUTEIHHO Taphl (T_g_1, Tk ), TO €CTh

(M (g OF, f)=(F,m(9)f), geG. (9.13)

O6o6mennas bynkmus 0+ (¢) (zamernm, aT0 k47 eCcThb MeI0e YICIo) ABIgeTCs
cobeTBennoit dynkimeit 1 noarpymnsl H ¢ cobersennbiM suavennem A2, [lostomy
orobpaxkenue Py, : Vi, — Hjp,, 3anaBaemoe dpopmyoit

(Prrf) () = (=1 (T_j_y (g, 1) 6547, ),

e ¢ € X, g, em. (9.10), cwieraer 7 ¢ U,.. CremoBarenbHo, 06pa3 3T0ro orobpa-
JKEHHs eCTh KaK pa3 ngl7m). B cuy (9.13), (9.12), (9.10) MbI mveem:

map@ = (4) () Geen”

(n/N)t+1 N
Boruncienue (HampuMep, ¢ MOMOIIBIO WHIYKIMI 10 k + 1) Jaer

k+r

(Prrf) (x) = (k j T) (k—r+1)¢ (%) FOH=9)(g). (9.14)

s=0

Bepuewmcs Tereps ot rutiepbosionia K m & my,. i sroro mo (9.4) mamo B (9.14)
B3aTh £ = z, n = 1/y (tak yr0 N = 1 — 2/y), B7MecTO [ HammcaTh @ ¥ yMHOXKHUTh
(B cumy (9.11)) npasyio wacts (9.14) ma N*™. Mbr noayuaum (9.3). O
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10 Tenzopubie npousBegenus u gapo Ilyaccona

B macrostmem naparpade Mbl IPOJI0JIZKaeM § 8 0 TEH30PHBIX IIPOU3BEIECHUSX T & Ty,
npescrasiennii rpymnsl G = SL(2,R). Ceituac Mbr npejyiaraem (cirenys [8]) ere
oz criocob Beraucsienus npeobpasoanuii [lyaccona u @ypne. On ocHoBan Ha Adpe
Ilyaccona n ero cBoiicTBax

Mbr ucniosibdyem obosnaterus u dhopmysisl u3 § 8, a rakxke u3 § 6 u Bregenus.

Besikoe KOHEUHOMEPHOE HEIPHUBOJMMOE IIPeJICTaB/IeHre Ty, Pyl G 3a1aeTcst
aucsioM k (cmapuwum eecom), Takum, aro 2k € N = {0,1,2,...}. Ono zeiictyer B
npocTpaHcTBe Vi, MHOTOWIEHOB ¢(z) oT x crenenn < 2k (tak uro dim Vi, = 2k + 1)
1o opmyJie

(me(9) @) (z) = p(z - g) (Bz+ 0%, z-g= Ziig ‘

Ha npocrpancrse V) cymiecTByeT eIuHCTBEHHAS C TOYHOCTBIO JIO MHOXKHUTEJsT OU-
JINHelHas WHBapUaHTHas HEBBIPOXKIeHHas ¢dopma. B KadecTBe TaKOBOH BO3bMEM

dbopmy "
(W, oh = (2%, Z (=1)7 - $(0) - 1) (0)

B IIPABOil 9aCTU CTOAT TPOon3BoAHbIe. OHA CHUMMETPUYIHA TIPU Y€THOM 2K M KOCOCHM-
METPUYHA [IPU HEYETHOM 2Kk:

(W, o) = (=1)* {p, ) - (10.1)

I/IHBapI/IaHTHOCTI) O3Ha4daeT:

(T (X)), o) = =0, T (X)), X €g.

st sstemenToB Oasuca x°, s = 0,1,...,2k, npocrpancrsa Vj ata dopma oTimdaHa
OT HyJId TOJILKO Ha Tapax x°, z2F7¢:

= o ()

S

Mpbr GyjieM HCIOJIB30BATH apryMEHTHBIE 0D03HAYEHUS JIjIsi MHOTOUJIEHOB, HAXO-
JAIMXCST BHYTPU OUIMHERHBIX (HOPM (-, «): HOBTOPSIOIMNCS apryMeHT sIBJISeTCs]
HembiM. Hanpumep, Bmecto (1, ¢ )i, Mbl MozkeM Hanucarb ((x), o(x) ).
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Oynxnus (z—&)?* ecth BocpoussoIsMIEe A1po (UrpaeT poib JAebTa-hyHKIIT ),
a MMEHHO, /IS BCAKOIO MHOrO4JIeHa ¢ € V} mMeeT MecTo

(& =&, 0(&) ) = pl(x), (10.2)

tak uto (z — £)?* ectb ananor anpa Beprmana js 6asuca z°, s = 0,1,..., 2k,
npoctpancTia Vi. duddepentmpys (10.2), moaydaem:

b i
ux—o%*,ﬂahf=@$@-d;$)

(10.3)

Tenszoproe npoussejienne V; ® V,, cocrour u3 MmuorowieHos f(x,y) ot z,y cre-
menn < 2/ o x u crenmenn < 2m 1o y. B ToM mpocTpaHcTBe JIefiCTBYET TEH30pPHOE
[IpOU3BeIeHUE T X T, UPEJCTaBICHUI m; U 7, Tpybl G-

(m @ mm)(9)f) (@, y) = flz-g,y-g) (Bx+ 6 (By +6)°"
O6o3HaunM

r=m-—I. (10.4)

TenzopHoe TpousBesieHne M & T, PACKIabBaeTCa (CM. § 8) B MpAMYIO OIHO-

KPaTHYIO CYMMY:
T &Q T = § Tk
k
rie k rnpoberaer MHOXKECTBO HHCET

vl Ir|+1, ..., l+m—1,1+m. (10.5)

CooTBeTCTBEHHO 9TOMY, VZ X Vm padJjiaraeTcd B CyMMY IIOJIIPOCTPAHCTB:

Vi@ V=) Wi,
k

MHBapUaHTHBIX W HEIIPUBOJIMMBIX OTHOCHUTEJIBHO 77 ® T, - I[.HH O6HefquI/IH 3allnCcunl
MBI He OyJeM MpOsIBJIATH 3aBUCHUMOCTL OT [, m — KaK 3/1eCh B MPABOM YaCTH, TaK U
ke, OrpaHudyeHne MMpeacTaBaeHust m & 7, Ha W 3KBUBaJEHTHO 7.

Busuneiinesie dopmet Ha V) u V,, nopoxgator 6uimneiinyo dopmy ( f h )y, Ha
Vi®V,:

(fo b = D (=1 i 0(0,0) A0 (0,0)

p,q

1
20)! (2m)!

Ona mHBapMaHTHA OTHOCHUTEJIBHO IpeicTaBjiaeHus m & m,. [logupocrpancrea Wy
OPTOTrOHAJIBHBI OTHOCUTEJIBHO GuinaeitHoi dopmbl ( f | b )i,.

ITycre k npunaseskut muoxkectBy (10.5). O6o3nawmm

j=l+m—k, (10.6)
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Tak 910 2l — j = k —1r, 2m — j = k + r, cm. (10.4). Hazosem sadpom Ilyaccona
caemyomuit Maorodwtex n3 V; ® V,, @ Vi:

Py (a,y5t) = (y = )" (x — )7 (y — 2)’
=(y =0 (@ -0 (y—a). (10.7)
OH mHBapWaHTEH OTHOCUTEIbHO IpejcTaBienns 1) ® T,, ® Ty rpyumsr G:

(Ti(9) ® Tin(g) @ Ti(9) Pr) (2, y5t) = Py (z,y;t) , g € G. (10.8)

C momompio spa [lyaccona Py, onpenennM jiBa 0TOOPasKeHUS: Npeodpa3osaHue
ITyaccona My, : Vi, — V,®V,, u npeobpasosarue Oypve Fy, : Vi@V, — Vi. A nmenso,

(My @) (x,y) = (P (z,y5t) , () )i, (10.9)
(Fe f) () = (f(z,y), Pr(2,95t) Yim - (10.10)

B cuty (10.8) oneparopet My, u Fy, cnaemarom npencrasienust 1) ® T, u Ty, rpymibt
(G, a UMeHHO,

My Ti(9) = (Th @ Tr) (9) M,
Te(9)Frx = Fi (T ® Tin) (9) -
[Ipeobpazosanusg Ilyaccona n @ypbe coOnpsizKeHbI JIPYT APYTY:

(f) My )im = (Fif, ¢ )k

U3 (10.2) caemyer, aro npeobpazosanust [Tyaccona nu @ypbe nepeBojsiT BOCIPO-
U3BOJIAIIME A7Ipa B pocTpancTBax Vi u V; ® V,,, B aapo Ilyaccona:

(Mi(t = ) (z,y) = Pu(,y;€),

(Fi (€ —2) (n—y)™™) (t) = P& mit).

Teopema 10.1 [lpeobpasosanue Iyaccona My : Vi, — V; @V, moorcho 3anucamos 6
odrom u3 caedyrouur mpex eudos. Ilycmo ¢ € V.. Toeda

M)y = 3 (k ’ 7’) (2;)(&) (y - )+ (%)a o), (1011)

a=0

dx

a
dx

(k+7]
= ck-(y—m)j{(y—m)i%—k—r—i—l} o(x), (10.12)

— oo )HT(y—x)-’f“-lso(x), (10.13)

2de r u j daromes Popmyaamu (10.4) u (10.6),

1
(2k) (k) *

Cr —
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HoxkaszarenbcrBo. lokaxem cradana (10.11). B anpe Ilyaccona (10.7) 3amernm
y—twua (y —x)+ (z — t) u npumennm opmyay Guroma HbroTOHA, TOSIYINM 5TO
SJIPO B BUJIE

Py (e,3:0) = (y - a) Z ("= e

[oxcrasum 510 B (10.9) u memossyem (10.3), mer mosmyanm (10,11). Ilocse sToro
dopmysbr (10.12) u (10.13) 10Ka3BIBAIOTCST HEMOCPEICTBEHHON MTPOBEPKO. O

Teopema 10.2 [Ipeobpasosanue Pypve Fy : Vi @ V,, — Vi daemca caedyrowerd
popmyaot. ycmo f(x,y) — muozounen uz Vi @ Vp,. Toeda

ED 0 =3 (D)0 g . (101)

a=0
2de j daemcs Popmyroti (10.6).
HoxkaszareabcrBo. Teneps B sype [lyaccona (10.7) samennm y—z va (y—t) — (x—1t)
u npumennM Gopmyity 6unoma Hbrorona, moydnm 910 g1po B BUje
J j .
Puteait) =3 (1) 0 (e oo
a=0
IToacrasum 510 B (10.10) 1 nermossayem (10.1) u (10.3), mbr mosmyanm (10.14). O
Teneps 1nokazkeMm, 4to nepobpaszosanne @ypbe Fj ¢ TOUHOCTHIO J0 MHOXKHTE-

1 coBuagaer ¢ omeparopomu Pankuna-Kosma. [l 9T0ro HAOMHEM HEKOTOPBIiL
marepuad [18].

Tenzopnoe 1pousBejieHUE JIBYX TOJOMOPGMHBIX YHUTAPHBIX JTUCKPETHBIX CEpPUii
npejicTaBienuii w, u 7y, rpynnbst SL(2,R), naercs uzectHoit opmyiioii

52}
Ty & Ty = E l- Tk1+k2+2n
n>0

rje ki n ky - cTapiime Beca NpPeJICTaBJIEHIT Ty, U Tk,, COOTBETCTBeHHO 1 n € N.

CHJIeTaIOI_[LI/Ie OI1epaTOpPhbl JId 3TOI'O Pal3JIO2KEHUA €CTb ckobku Pankuna-Kosza
CTEeIICHU 1.

ROt = S0 (M) (B T e

n—I
1=0

rie fi u fo roslomopdubie Mojyssipabie (opmbl it rpynnbl SL(2,R), n € N u
f(2) = Fh2) -
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B [18] 6bu10 mokazano, uro ckobku Panknua-Kosna MoryT 6bITh BhIpazKeHbI B
TEPMUHAX OPTOIOHAJIbHBIX MHOTOYJIEHOB.

Ounpenesienne 1 Kaowcdomy mmozouneny f(t) ecmenenu ne 6oavwe | cmasumes 6
COOMBEMLEMBUE MHOZOUACH, DBYT NEPEMEHHBLET, NO CACOYIOULEMY NPABUALY:

(hg)(@) = (~9)' g (—ﬁ) .

Y

Teopema 10.3 ITycmo das (—2m, —21, —2k) € C3 u [ = 2(—2k+2m+20) eN,
vy==2m—1, [ =142k, 6uduppepenyuarvrui onepamop Panxura-Koena
daemces popmyrofi:

- o 0
RO = Restamaeeo (17701 -200) (525 ).

2de

N T(y+1+1) = (1\ T(y+B+I+n+1) (t—1)"
70 20) ()

T(y+B+1+1) < T(y+n+ 1)
Tozda umeem mecmo paseHcmeo:
2m)D(m —1—k—1)0)
(RGP (N)(1) = 5 (Fef)(). (10.3)
JlokazaTebCTBO.
Borauncianm RC o oie (—2m, —21, —2k) € C3. lns sroro, cHauasia, 3amumem
MHOTOYJIEH
l~ ~
IN¢ [ 1) [ 1
Pl~775(1_2a) ’7_’_ + Z() 7+ﬁ+ +n+ )( a)n
T(y+B+1+1) < T(y +n+ 1)

KaK MHOI'O4JIeH OT ABYX II€EPEMEHHBIX T U Y:

(7)) = (- 77 (<2).

Torna nosryanm:

9,
_prB — - =z
(7 (1 = 2a)) (895’ oy



LI\ T+ B+i+nt) o\ /o ™"
XZ;Q) T(y+n+ 1) (59 GE) '

Torma ounnddepenrnuanabubiii oneparop Pankunna-Koena zamnumrercs B Bue:

(RCI:Y”B(f))(t) — Resty_y_io ((1)[ I'( ’y+l+1 Z ( ) V+5+l—|—n+1) f( ’")(a:,y)) )

T(y+B+1+1) = T(y +n+ 1)l
Jlemma 10.1
T(y+1+1) zi:F'y—Fﬁ—i—l—l—n—i—l)_ ! RN ) e e Vi
Ty +B8+1+1) = D(y+n+1) g (2m) @ (21)t=)

eﬁej:i:l—km—k, y=-=2m—-1, =142k

JlokazaTeibCTBO.

j:l~:l+m—k,7:—2m—1,ﬁ=1+2/€
TaxuMm 00pasoM, UMeeM:

T(y+1+1) i:Fv+ﬁ+l+n+D_ (v +1)! i:7+ﬁ+l+m

C(y+B84+1+1) L(y+n+1) (vy+B+1) (v +n)!

:CHJWN7+WW+B+LHM+_“7+MW+B+%¥1»“7+ﬁ+ﬂﬂ:
7! Y+B+D(v+1)! T (r+ B+ +I-1D) (v B+
—2m)ID(m—1—-k -1

(—=1)i=12m (I —m + k + j)G=D

(=1 12m)D(m—1—k—1)0
(2m)- 1(l—m+k—|—j)

— (-1m)? + (-1

o + (=1 (m—1—k—-1)V =

. (2m (J)( —l—k—-1)0
2m) @) (20) 0=

QM“

O

Torna, yunteiBag ato | = j,n = «, dopmyny g oneparopa Pankunna-Koena
MOYKHO TIePEIncaTh B BUJIE:

i N mYD(m—1 —k— 10
<R0;’5<f>><t>=Restz-y_to<<—1> () f<a,a—a><x,y>).

<.




[Tomensiem x 1 ¢y MecTaMM U BBIHECEM ITOCTOSHHBIE MHOYKUTEIU HE 3aBUCAIINAE OT
(v 338 3HAK CyMMBI.
[Tosryamm:

2m)W(m —1—k—1)W

J! 8

(RCTP(N)(t) =

! g 1 o
X {Restx=y=t ° (; (=1 (i) (zm)(a>(2l)<jfa)f( | )(x’y)) }

Torma, yanteiBas dhopmyity (2), moaydaem:

2m)(m -1 —k—-1)W

(RCTP(N)(1) = A

(Frf)(2).
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11 Conclusions

Dans la premiere partie de cette thése nous avons décrit une série de représentations
7V du groupe de Lorentz généralisé agissant dans I’esapce des formes différentielles
homogenes de degré un sur le cone isotrope dans R". De telles représentations se
décomposent en somme de deux représentaitons irréductibles:

TV =T, + R,. (4.1)
Le K-type 71 de la représentation Ro est donné par

Théoreme A La représentation 7V du groupe K par translations dans A*(S) se
décompose en somme directe de représentations irréductibles sans multiplicités. Les
représentations m;, m pour p > 4 et m, m 4 pour p = 4. Iei l = 1. Les vecteurs
de plus haut poids sont donnés dans (2.4) et (2.5) (dans (2.5) il faut remplacer | + 1
surl).

D’une fagon plus générale les K-types sont liés entre-eux par le ritsultat suivant:

Théoreme B Soitn > 5. Les opérateurs R,(X) avec X € p entrelacent les K -types
V, et Wi de la fagon suivante:

R,(p)Wi=(c4+n—4+D)Wi1+(c+1)Vi+ (o =1 — 1)W1,
R.p)Vi=(c+n—44+0)Vi1+oWi+(c—1—-1)V.

Les fonctions de barriere c+n—141, c+1 o —1—1 donnent des informations
completes sur la structure de R,. A savoir, nous avons

Théoreme C Soit n > 5. La représentation R, est irréductible sauf dans les cas
c=-1,0,1,...etc=3—n,2—n,1—mn,.... Dans le cas 0 = 1,2,3,... l’espace
AY(S) a un sous-espace invariant irréductible de dimension finie > (Vi + W), | <
o — 1, l’espace quotient correspondant est irréductible. Dans le cas 0 = 3 —n,2 —
n,... la situation est duale: l’espace A*(S) a un sous-espace invariant irréductible
de dimension infinie > (Vi + W), |l > 4 —n — o, Uespace quotient correspondant est
de dimension fini et est irréductible. Si 0 = 0 er 0 = —1 nous avons un sous-espace
wréductible Vet W, respectivement, dont [’espace quotient est irréductible.

Le produit tensoriel de T, par la représentation triviale se comporte comme suit:
Soit D,(C) I'espase des fonctions vectorielles (les colonnes)

aq(x)
o@ =| = .
o ()

ol les composants a;(x) appartiennent a I'espace D,_1(C). xx Les vecteurs-colonnes
des fonctions vectorielles, seront écrits sous forme des lignes.
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Le produit tensoriel T\g =T, 1 ® p agit dans l'espace ﬁg (C) de la fagon suivante:

(To(9)a)(x) = galag).

Soit Q l'operateur suivant D, (C) — D, (C):

(Qa)(z) = za(z) = Z zioy ().

Le noyau Ker () de cet opérateur se décompose en somme de deux sous-espaces
Vo et Va. Le sous-espace Vj est composé des fonctions vectorielles a(z) = p(z) -
(—x1,22,...,2,), ot u € Dy_o(C), espace V5 est composé de fonctions vectorielles

a(x) = (0, az(x), ..., a,(z))

de telle sorte que 3 z;0;(z) = 0. En outre, soit V; sous-espace dans D, (C), consistant
des gradients de la fonction f € D,(C):

oh oh )

gradf = :U‘l’_l<ah, 1 FIRER , T1 o)
Nous avons @) gradf = o f.

Théoreme D Soit o # 0. Alors ﬁ,(C) se décompose en somme directe de sous-
espaces Vo, Vi u Vs.

Théoreme E Soit 0 # 0. Alors dans "la base” Vi, Vi, Vo nous avons

. Tcr—2 AG’ BO’
T, = 0 17, 0
0 0 R,

Ici R, est la représentation du groupe G dans Vs, introduite dans § 3. Le produit
tensoriel T, = T, 1 ® p differe de la représentation dans les f/qrmes différentielles de
la représentation Vj, de telle sorte que dans la matrice de T, il faut supprimer la
premiere ligne et la premiere colonne.

La version infinitésimale est donnée par le théoreme suivant. Soit P I'opérateur
de la projection sur la k-eme coordonnée. Soit L € g.

Théoréme F Soit 0 # 0. Alors dans "la base” Vi, Vi, Vo nous avons

To»(L) As(L) B,(L)

T, (L) = 0 T,(L) 0 ,
0 0 R, (L)
ou
AO’(le> - _T—U(le)7
BU(le) = _Pk7
A,(Li;) = 0, By(Lij) =0, 1<i<j.
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Il est intéressant d’écrire 1’élément de Casimir

Ay =D NNLE.

1<j

Dans la représentation T, il agit par la multiplication par o(c + n — 2). Pour le
produit tensoriel T, = T,_; ® p nous avons

Théoreme G Soit 0 # 0. L’opérateur TU(AQ) dans "le base" Vy, Vi, Vo s’écrit

R (0 —=2)(c+n—4) —2A+20(c—1) —2div
T,(A,) = 0 o(c+n—2) 0 )
g
0 0 o(lc+n—4)

ot A et div sont l'opérateur de Laplace et la divergence, respectivement:
“~ 9?h
oxz
"L v
dive = 24 Z b ,

T
k:Qa k

Ah = 23

o v est la fonction vectorielle (0,vs, ..., v,) sur Va, dont toutes les composantes
sont de degré d’homogénéité 0.

Le produit tensoriels T, . ® 7, agit dans l'espace D.(S)®V,, des fonctions f(s,t)
difinies sur le produit direct S x S de deux cercles de parité ¢ + 2m:

f(_87 _t) = (—1)€+2mf(8,t).

Théoreme H Le produit tensoriel T, . ® m,, se décompose en somme directe sans
multiplicités de représentations irréductibles

Ta,a Q T = To—mﬂ/ + Ta—m—f—l,u +...+ Ta—i—m,u >

ot v = £+ 2m. Respectivement, l’espace D.(S)®V,, se décompose en somme directe
sans multiplicités d’espaces wrréductibles Wy, k = 0,1,2,...,2m. Le sous-espace
Wy est limage de la transformation de Poisson My, de l’espace D.(S) dans 'espace
D.(S)®@V,, et entrelagant la représentations Ty _ k., avec le produit tensoriel T, . @
Tm. La forme explicite de la transformation de Poisson est donnée dans le théoréme
7.2 ci-dessous.
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Théoreme I La transformation de Poisson My, k = 0,1,2,...,2m, est un
opérateur différentiel, définie par l'une des deux expressions explicites suivantes:

k
k
M, =(sinv)?™* E (=)~ <r) (27 — k + D) x
r=0

) o (r)
% (isi reilk=rv oL _ 4
(isinv)"e ( T Z@a) ,

M, =(sinv)*™* [(sinv) 5’3 — (27 —k+1) cos v] X
o

X (sinv)g3 —2r—k+2) cosv} X
«

X | (sinv) P 2T cosv] .
o

Les opiirateurs d’entrelacement pour ces lois de branchements sont donniis par:

Théoreme J Les opérateurs d’entrelacement My : Vi, — Wy sont donnés par la
formule suivante:

(Mip) (z,y) = 2 <k:fr> (k—r+ 1)k x

X (y—x)m (%)kﬁ_ss&(ff?)'

Ces operateurs d’entrelacement s’écrivent €également comme une composition
d’opérateurs différentiels d’ordre un:

d [k+7]
M=oy o frk-re)

on comme une seule puissance de la dérivation:

d

() () = (=04 (1) =0+ o)

Pour une fonction f(x,y) nous utilisons la notation

aa+bf

(ah) _ '
/ Ox® Oyb

Théoreme K La transformation de Fourier Fy : Vi, — Vi (rappelons que (8.5) est
veérifié) est donnée par la formule suivante. Soit f(x,y) un polynéme de Vi,,. Alors

21—j+p) (Qm—p
D J—p

m) 0)= e Y- 17 )i, )
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ot j est donné par la formule (8.4), et

1
-1 _ (2m+1)
= l+m+k+1 .
cr 2k+1( +m+k+1)

Nous retrouvons donc ici les crochets de Rankin-Cohen.
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REPRESENTATIONS DU GROUPE PSEUDO-ORTHOGONAL DANS LES FORMES DIFFERENTIELLES HOMOGENES

Dans cette thése nous étudions des représentations du groupe de Lorentz dans les sections du fibré cotangent sur le cdne isotrope.
Grace aux transformations de Fourier et de Poisson nous construisons explicitement tous les opérateurs de brisure de symétrie qui
apparaissent dans les lois de branchement des produits tensoriels de telles représentations.

Représentations, groupe de Lorentz, formes différentielles, operateurs d’entrelacement.

REPRESENTATIONS OF THE PSEUDO-ORTHOGONAL GROUP IN HOMOGENEOUS DIFFERENTIAL FORMS

In this thesis we study representations of the Lorentz group acting on sections of the cotangent bundle over the isotropic cone.
Using Fourier and Poisson transforms we construct explicitly all the symmetry breaking operators that appear in branching laws of tensor
products of such representations.

Representations, Lorentz group, differential forms, intertwining operators.
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