Université Fédérale

— 1)

THESE

En vue de I’'obtention du

i
\
)
Hezs i
\
i
"
Y

Toulouse Midi-Pyrénées

DOCTORAT DE L’'UNIVERSITE DE TOULOUSE

Délivré par:

Institut Supérieur de I’Aéronautique et de I'Espace (ISAE)

Présentée et soutenue par:
Jonathan GUERRA

le jeudi 20 octobre 2016
Titre:

Optimisation multi-objectif sous incertitudes de phénoménes de thermique
transitoire

Ecole doctorale et discipline ou spécialité :
ED MITT : Mathématiques appliquées

Unité de recherche:
Equipe d'accueil ISAE-ONERA MOIS

Directeur(s) de These :

M. Fabrice GAMBOA (directeur de thése)
Mme Patricia KLOTZ (co-directrice de thése)

Jury:
M. Marc SCHOENAUER, Directeur de recherche INRIA - Président du jury
M. Patrick CATTIAUX, Professeur d'Université
M. Sébastien DA VEIGA, Ingénieur SAFRAN
M. Nicolas DOLIN, Ingénieur Epsilon

M. Fabrice GAMBOA, Professeur d’Université - Directeur de thése
Mme Patricia KLOTZ, Ingénieur de recherche ONERA - Co-directrice de thése

M. Rodolphe LE RICHE, Directeur de recherche CNRS - Rapporteur

M. Luc PRONZATO, Directeur de recherche CNRS - Rapporteur







Résumé

La résolution d’un probleme d’optimisation multi-objectif sous incertitudes en présence
de simulations numériques cotiteuses nécessite le développement de techniques parcimo-
nieuses en optimisation et en propagation d’incertitudes. L’application visée ici porte sur
des phénomenes de thermique transitoire. Dans ce cadre, nous développons également des
modeles de substitution spatio-temporels.

Dans un premier temps, nous étudions un algorithme multi-objectif capable de restituer
une discrétisation réguliére du front de Pareto complet tout en nécessitant peu d’appels aux
fonctions objectif. L’algorithme proposé est basé sur les processus Gaussiens et la méthode
EGO. Pour que les solutions soient bien réparties sur le front de Pareto, la maximisation
de amélioration espérée multi-objectif est effectuée en utilisant I’algorithme génétique
NSGA-II, appliqué a la prédiction par Krigeage des objectifs. Ceci permet en particulier
d’améliorer la capacité d’exploration de I’espace des entrées.

Le probleme d’optimisation sous incertitudes est ensuite étudié en considérant des
mesures de robustesse pire cas et probabilistes. L’optimisation pire cas considere la valeur
maximum atteinte par la fonction objectif quelle que soit la valeur prise par les aléas. Des
solutions moins conservatives peuvent étre obtenues avec un critere probabiliste. Parmi
ceux-ci, le superquantile, en intégrant tous les événements pour lesquels la valeur de la
sortie se trouve entre le quantile et le pire cas, fournit aussi une information sur le poids
de la queue de distribution. Ces mesures de risque nécessitent un grand nombre d’appels
a la fonction objectif incertaine. Ce nombre peut étre réduit a ’'aide d’un couplage avec
I’algorithme multi-objectif, ce qui permet la réutilisation des évaluations déja réalisées.

Peu de méthodes permettent de calculer le superquantile de la distribution de la sor-
tie de fonctions cotiteuses. Nous développons un estimateur du superquantile basé sur
une méthode d’échantillonnage préférentiel et le Krigeage. Il permet d’approcher les su-
perquantiles avec une faible erreur et une taille d’échantillon limitée. L’application de ces
deux mesures de risque au cas industriel a mis en évidence qu’une solution Pareto-optimale
pour le pire cas ne l'est pas forcément pour le superquantile et a conduit & des solutions
innovantes et performantes.

Dans une derniére partie, nous construisons des modeles de substitution spatio-
temporels, nécessaires dans le cas ou le temps d’exécution de la fonction objectif incertaine
est trop grand. Afin de répondre au cadre imposé par applicatif industriel de thermique
transitoire, le modele de substitution doit étre capable de prédire des phénomenes dyna-
miques non-linéaires sur des temps longs et avec peu de trajectoires d’apprentissage. Les
réseaux de neurones récurrents sont utilisés et une méthodologie de construction facilitant
I'apprentissage est mise en place. Elle est basée sur la validation croisée et un calcul des
poids du réseau réalisé par une optimisation multi-niveaux. Des techniques d’analyse de
sensibilité sont également appliquées pour diminuer la dimension d’entrée du réseau.

Mots clés : optimisation multi-objectif, propagation d’incertitudes, optimisation sous in-
certitudes, krigeage, modele de substitution spatio-temporel, réseaux de neurones récur-
rents.






Abstract

The resolution of multi-objective problems under uncertainties in the presence of costly
numerical simulations requires the development of parsimonious optimization and uncer-
tainty propagation techniques. Because the aimed application is a transient thermal engi-
neering one, we have also developed spatio-temporal surrogate models.

First of all, we study a multi-objective optimization algorithm capable of returning a
complete Pareto front by only using few calls to the objective functions. The proposed
algorithm is based on Gaussian processes and on the EGO method. In order to return
a uniformly discretized Pareto front, the maximization of the multi-objective expected
improvement is processed thanks to the NSGA-II genetic algorithm, applied on the Kri-
ging prediction of the objectives. In particular, this allows to improve the input space
exploration ability of the method.

The optimization problem under uncertainties is then studied by considering the worst
case and a probabilistic robustness measure. The worst case strategy considers the maxi-
mum of the value attained by the objective function, no matter the value taken by the un-
certainties. Less conservative solutions can be found with a probabilistic criterion. Among
these, the superquantile also gives an information on the weight of the distribution tail by
integrating every events on which the output value is between the quantile and the worst
case. Those risk measures require an important number of calls to the uncertain objec-
tive function. This number can be reduced thanks to a coupling with the multi-objective
algorithm which enables to reuse previously computed evaluations.

Few methods give the possibility to approach the superquantile of the output distribu-
tion of costly functions. To this end, we have developed a superquantile estimator based
on the importance sampling method and Kriging surrogate models. It enables to approach
superquantiles with few error and using a limited number of samples. The application of
those two risk measures on the industrial test case has highlighted that a Pareto optimal
solution for the worst case may not be Pareto optimal for the superquantile. It has also
led to innovative and competitive solutions.

In the last part, we build spatio-temporal surrogate models. They are necessary when
the execution time of the uncertain objective function is too large. In order to answer to the
framework imposed by the transient thermal industrial application, the surrogate model
has to be able to predict dynamic, long-term in time and non linear phenomena with few
learning trajectories. Recurrent neural network are used and a construction facilitating
the learning is implemented. It is based on cross validation and on a weights computation
performed by multi-level optimization. Sensitivity analysis techniques are also applied to
lower the input dimension of the neural network.

Keywords : multi-objective optimization, uncertainty propagation, optimization under
uncertainties, spatio-temporal surrogate models, Kriging, importance sampling.
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Introduction






Chapitre 1

Introduction générale et plan du
manuscrit

Dans le but de réduire la consommation en carburant des avions de prochaine généra-
tion, I'une des tendances actuelles est d’augmenter la part d’électrique dans leur fonction-
nement, jusqu’a envisager des avions entierement électriques. Pour cela, il est nécessaire
de mettre en place davantage d’équipements électroniques dans un avion, sachant qu’ils
sont jusqu’a présent principalement placés dans la baie avionique qui est un compartiment
thermiquement régulé situé sous le cockpit. Or, la concentration de nombreux équipements
induit un échauffement des composants électroniques et donc une possible diminution de
leur durée de vie. Pour pallier cela, I’'une des solutions possibles est de trouver de nouveaux
emplacements ou positionner ces meubles électroniques.

Toutefois, ces nouveaux emplacements ont le désavantage de ne pas étre systématique-
ment thermiquement régulés. Ceci oblige I'architecte a jouer sur les solutions de refroidis-
sement afin d’éviter la surchauffe et de garantir une durée de vie équivalente a celle que
I’équipement avait dans la baie avionique. En outre, modifier les solutions de refroidisse-
ment n’a pas uniquement un impact sur la durée de vie mais également sur la masse et le
colit de production, qu’il est indispensable de minimiser afin que I'architecture proposée
soit concurrentielle.

Par ailleurs, afin d’estimer la durée de vie de I’équipement, il est nécessaire de mo-
déliser ’évolution au cours du temps de la température de la structure de 1’équipement.
Pour cela, il est indispensable de connaitre 1’évolution au cours d’un vol des propriétés
physiques environnementales telles que la température de 'air et des structures dans le
nouvel emplacement. Cependant, cet emplacement n’étant initialement pas prévu pour
accueillir I’équipement, ses propriétés physiques ne sont pas connues de maniére certaine.
Cela implique que la durée de vie de I’équipement est également incertaine. Afin d’ajuster
au mieux l’équipement, il est donc nécessaire d’étre capable d’estimer la pire valeur de
durée de vie quelles que soient les incertitudes sur les solutions de refroidissement et sur les
conditions environnementales. La problématique industrielle, ici introduite succinctement,
est plus amplement détaillée au chapitre

Enfin, un probléme de conception peut se traduire en un probleme d’optimisation.
L’optimisation numérique consiste a trouver numériquement le minimum de fonctions ob-
jectif en modifiant des variables de controle qui influent sur ces objectifs lorsqu’ils sont
modifiés. Dans le cas de ’équipement, il s’agit de minimiser la masse, le coiit et de maxi-
miser la durée de vie quelles que soient les incertitudes. Les variables de controle sont ici
des traductions mathématiques de solutions de refroidissement.



INTRODUCTION

Pour résumer, le déplacement d’équipements électroniques de la baie avionique vers de
nouveaux emplacements, comme d’autres problemes en ingénierie, peut se ramener a la
résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif sous incertitudes. Plus précisément,
le pire cas, qui est la pire valeur prise par les fonctions objectif quelles que soient les incer-
titudes, doit étre minimisé. Par ailleurs, les modeles permettant de calculer la température
d’un équipement au cours du temps pouvant nécessiter plusieurs heures, la résolution de
ce probleme d’optimisation sous incertitudes doit étre parcimonieuse, c’est-a-dire nécessi-
ter un nombre réduit d’appel aux fonctions objectif pour atteindre la convergence. Pour
répondre & cela, cette étude s’intéresse donc a la résolution d’un probléme d’optimisation
multi-objectif sous incertitudes en présence de simulations numériques cofiteuses.

Cette résolution nécessite le développement de techniques parcimonieuses en optimi-
sation et en propagation d’incertitudes. Pour cela, I'utilisation de modeles de substitution
est indispensable. Ce sont des modeéles analytiques a temps de réponse rapide qui se sub-
stituent au modele de référence. Des exemples de modeles de substitution usuels sont les
réseaux de neurones artificiels [Dreyfus et al., 2002] ou les processus gaussiens aussi appe-
1és krigeage [Krige, 1951]. Ces modeles analytiques sont ajustés au modele de référence a
I’aide de simulations provenant de ce dernier et qui forment un plan d’expériences. Une fois
ce plan d’expériences fourni, la construction des modeles de substitution repose sur 'ap-
prentissage statistique, développé notamment dans [Hastie et al., 2009]. Cette construc-
tion se décompose en plusieurs étapes : d’abord le modele de substitution doit étre ajusté
au modele de référence par minimisation de I’erreur commise sur le plan d’expériences. Le
modele de substitution étant paramétré, ce sont ces parametres qui servent a minimiser
I’erreur commise. Ensuite, le nombre de ces parametres étant variable, il est nécessaire de
déterminer la complexité optimale du modele de substitution. Cela consiste a rechercher
le nombre de parametres du modele analytique qui minimise ’erreur de généralisation.
Par exemple, la validation croisée [Efron, 1983] ou le bootstrap [Efron, 1979] sont deux
techniques permettant d’évaluer la capacité de généralisation d’un modele en présence
d’un plan d’expériences de taille réduite. Dans le cas ou le modele de référence correspond
a des simulations instationnaires d’un phénomeéne physique, il est également nécessaire
de s’intéresser aux techniques de construction de modele de substitution spatio-temporels
existantes, par exemple basées sur l'identification de modele [Ljung, 1999]. Le chapitre
présente donc les techniques d’apprentissage statistique pour la construction de modeéles
de substitution statiques et spatio-temporels.

Les variables de contréle ainsi que certains parametres environnementaux du probléme
d’optimisation a résoudre sont incertains. Puisque les ingénieurs ne veulent pas sous-
estimer les effets des aléas sur les fonctions objectif, nous nous intéressons plus précisément
aux mesures de risque permettant de quantifier les effets les plus extrémes des incertitudes.
Rockafellar en définit plusieurs dans son étude [Rockafellar, 2007], et la maniére de les esti-
mer. Parmi celles-ci, le superquantile, aussi appelé Conditional Value at Risk, en intégrant
tous les événements pour lesquels la valeur de la sortie se trouve entre le quantile et le pire
cas, fournit aussi une information sur le poids de la queue de distribution. Puisque cette me-
sure de risque nécessite un grand nombre d’appels a la fonction objectif incertaine, les tech-
niques permettant de réduire la variance de I’estimateur Monte-Carlo avec des échantillons
de taille inférieure sont détaillées, telles que 1’échantillonnage préférentiel ou I’échantillon-
nage stratifié, provenant par exemple du livre [Morio et Balesdent, 2015]. L’assistance de
ces méthodes par des modeles de substitution de type krigeage [Balesdent et al., 2013]
[Chevalier et al., 2014] permet de plus de diminuer le nombre d’appels a la fonction ob-
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jectif incertaine. Toutefois, ces techniques ne concernent que ’estimation du quantile et
leur application au superquantile n’est pas directe. Le chapitre [4] dresse un état de l'art
de ces techniques de propagation des incertitudes a travers un modele déterministe pour
I’estimation de mesures de risque.

Le probléme industriel est un probléeme d’optimisation multi-objectif. Les ingénieurs
utilisent 'optimisation afin de trouver des solutions qu’ils n’auraient pas pu obtenir par
I’expertise. Ils sont donc intéressés par ’ensemble des compromis optimaux entre les dif-
férents criteres, aussi appelé front de Pareto. Le front de Pareto correspond donc & un
ensemble de solutions innovantes. De ce fait, nous sommes intéressés par les algorithmes
permettant de retourner une discrétisation réguliere du front de Pareto complet. De plus,
le temps de restitution devant étre minimisé, il est donc nécessaire de faire un état de
I’art du domaine et de s’intéresser plus particulierement aux algorithmes parcimonieux
en nombre d’appels aux fonctions objectif ou permettant de distribuer les appels a ces
derniéres. L’algorithme appelé EGO [Jones et al., 1998] est un bon exemple d’algorithme
parcimonieux. Il consiste a utiliser 'erreur d’estimation fournie par le krigeage afin d’en-
richir séquentiellement le plan d’expériences avec le point ou le minimum a le plus de
probabilité de se réaliser. Ceci se fait en maximisant un criteére appelé I'amélioration es-
pérée (ou Expected Improvement EI). Cet algorithme a permis de réduire drastiquement
le nombre d’appels nécessaires a la fonction a minimiser afin de converger vers la solu-
tion. Par contre, il ne permet de minimiser qu'un seul objectif. Cet algorithme a depuis
été généralisé par d’autres auteurs a plusieurs objectifs. Par exemple, Forrester et Keane
[Forrester et Keane, 2009] ou encore Emmerich [Emmerich et al., 2011] I'ont fait en adap-
tant le critere EI a plusieurs objectifs en retraduisant ce qu’est une amélioration espérée
en la présence de plusieurs objectifs. Cela permet, dans le cas ou le nombre de parameétres
de contrdle est réduit, d’obtenir un front en un nombre d’itérations restreint. Cette mé-
thode a en revanche deux limites : d’abord, la généralisation de I’EIl ne garantit pas une
capacité d’exploration du Front de Pareto suffisante. La deuxieme est que ce critere est
optimal pour un enrichissement a un pas. Or, il est indispensable, vu le coflit induit par
les incertitudes de proposer des méthodes ou I'on peut rajouter plusieurs points a chaque
itération. Les algorithmes évolutionnaires tels que NSGA-II [Deb et al., 2002] permettent
justement d’explorer intensivement ’espace des parametres de controle ce qui leur permet
de résoudre un grand nombre de probléeme d’optimisation, quelles que soient le nombre de
parametres de controle, la régularité des fonctions objectif, ou la forme du front de Pareto
a approximer. Enfin, le probleme d’optimisation a résoudre nécessitant d’optimiser un pire
cas, nous nous intéressons aux algorithmes résolvant les problémes de type MinMax, telles
que I'étude de Marzat [Marzat et al., 2012] ou encore de Rehman |[Rehman et al., 2014].
Ces études proposent notamment de coupler 'algorithme d’optimisation et I’estimation
de la mesure de robustesse pire cas, en présence d’un seul objectif. Le domaine de 1’opti-
misation mono-objectif, multi-objectif et sous incertitudes est présenté au chapitre

Pour résumer, il existe des algorithmes mono-objectifs et multi-objectifs efficaces pour
résoudre des probléemes incertains. Néanmoins, aucun ne permet de retourner en un temps
raisonnable un front de Pareto optimal et bien discrétisé pour des mesures de robustesse
de type pire cas ou superquantile. En effet, ces mesures de risque sont peu utilisées en
optimisation du fait du nombre élevé d’appels a la fonction objectif qu’elles nécessitent, le
nombre d’évaluations nécessaires de ces mesures de risque étant d’autant plus important
en présence de plusieurs objectifs. De plus, le superquantile est une mesure peu répandue
en ingénierie et il en existe de ce fait peu d’estimateurs parcimonieux. Or, elles corres-
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pondent souvent a la demande des ingénieurs et 1’évaluation des fonctions objectif peut
étre cotiteuse. L’objectif de cette theése est donc de proposer un algorithme d’optimisation
multi-objectif pire cas et superquantile en présence de fonctions objectif coliteuses a éva-
luer. L’application visée ici porte sur des phénomenes de thermique transitoire. Dans ce
cadre, nous développons également des modeles de substitution spatio-temporels permet-
tant de réduire davantage, si nécessaire, le nombre d’appels aux simulations numériques
coliteuses.

Notre démarche a consisté, dans un premier temps, a développer un algorithme multi-
objectif capable de restituer une discrétisation réguliere du front de Pareto complet tout
en nécessitant peu d’appels aux fonctions objectif. L’algorithme proposé est basé sur les
processus gaussiens et la méthode EGO. Pour que les solutions soient bien réparties sur
le front de Pareto, la maximisation de 'amélioration espérée multi-objectif est effectuée
en utilisant I'algorithme génétique NSGA-II, appliqué & la prédiction par krigeage des
objectifs. Ceci permet en particulier d’améliorer la capacité d’exploration de ’espace des
entrées. Le chapitre [6] détaille cet algorithme et le compare & des méthodes existantes.

Le probleme d’optimisation sous incertitudes est ensuite étudié en considérant des
mesures de robustesse pire cas et probabilistes de type superquantile. Afin d’appliquer
l’algorithme d’optimisation précédent a la sortie de ces deux mesures de risque, nous mon-
trons d’abord la continuité, par rapport aux parametres d’optimisation, de I'application de
la mesure de risque sur une fonction objectif continue. En outre, ces mesures de risque né-
cessitent un grand nombre d’appels a la fonction objectif incertaine. Ce nombre peut étre
réduit a I’aide d’un couplage avec 'algorithme multi-objectif, ce qui permet la réutilisation
des évaluations déja réalisées. Le chapitre [7] détaille ce point de vue ainsi que 'application
de I’algorithme multi-objectif pire cas au probleme industriel.

Pour I'évaluation du superquantile, peu de méthodes existent pour l'estimer sur la
distribution de la sortie de fonctions cofiteuses. Nous développons donc au chapitre
un estimateur du superquantile basé sur une méthode d’échantillonnage préférentiel et le
krigeage. Il permet de ’approcher avec une faible erreur et une taille d’échantillon limitée.
En modifiant 'algorithme multi-objectif pire cas précédent en remplagant uniquement la
mesure de robustesse, nous obtenons 'algorithme multi-objectif probabiliste. Ce dernier
est appliqué au cas industriel. Les solutions obtenues par superquantile et par pire cas
peuvent de ce fait étre comparées afin de déterminer les avantages et les inconvénients de
ces deux approches.

Au chapitre [0} nous construisons des modéles de substitution spatio-temporels, néces-
saires dans le cas ou le temps d’exécution de la fonction objectif incertaine est trop grand.
Afin de répondre au cadre imposé par 'applicatif industriel de thermique transitoire, le
modele de substitution doit étre capable de prédire des phénomenes dynamiques non-
linéaires sur des temps longs et avec peu de trajectoires d’apprentissage. Les réseaux de
neurones récurrents sont utilisés et une méthodologie de construction facilitant I’appren-
tissage est mise en place. Elle est basée sur la validation croisée et un calcul des poids du
réseau réalisé par une optimisation multi-niveaux. Des techniques d’analyse de sensibilité
sont également appliquées pour diminuer la dimension d’entrée du réseau. Ce chapitre a
d’ailleurs fait 'objet d’une publication [Guerra et al., 2015].

Enfin, le chapitre [10] étudie le comportement asymptotique théorique des estimateurs
par échantillonnage préférentiel des mesures de risque que sont le quantile et le superquan-
tile. Plus précisément, ’évolution du comportement de ces estimateurs en différents jeux
de parametre de contréle (cadre imposé par I'optimisation) est étudiée.



Chapitre 2

Problématique Industrielle -
Thermique des équipements
électroniques dans un avion
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2.1 Contexte général de I’étude

Dans le cadre de I’étude d’un équipement électrique, le principal objectif d’un ingénieur
thermicien est de garantir que les composants électroniques permettant le fonctionnement
de cet équipement n’atteignent pas des températures trop élevées. En effet, une surchauffe
trop fréquente de ces composants endommage leur structure, ce qui peut mener a leur
rupture et donc a une fin de vie prématurée. En d’autres termes, plus la température de
la structure des composants électroniques de ’équipement est élevée, plus la durée de vie
de I’équipement peut étre réduite.

Afin de ne pas avoir de problémes liés a cette surchauffe, les équipements sont jus-
qu’a présent principalement placés dans la baie avionique, située en dessous du cockpit.
Du fait que cet emplacement a une température ambiante régulée par la climatisation,
I’étude du comportement thermique des équipements électroniques dans les avions n’était
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pas une priorité pour les avionneurs et était de ce fait assez limitée : elle se réduisait a
fournir un cahier des charges aux équipementiers avec une température a ne pas dépasser
par I'équipement en fonctionnement nominal dans un environnement idéal, c’est-a-dire a
température ambiante constante, sans considérer les interactions avec d’éventuels voisins.

Afin de réduire la consommation des avions de prochaine génération, I'une des ten-
dances actuelles est d’augmenter la part d’électrique dans leur fonctionnement, jusqu’a
envisager des avions entierement électriques. L’une des conséquences est 'augmentation
du nombre d’équipements électroniques a positionner. Il devient impossible de placer tous
ces nouveaux équipements dans la baie avionique et il est donc nécessaire de trouver de
nouveaux endroits ou les placer. On peut par exemple penser a une cavité proche des ailes,
ce qui aurait 'avantage de diminuer la longueur des cables permettant de les relier aux
génératrices de courant provenant des moteurs, et donc de réduire la masse induite par
I’ensemble. L’'une des limites & cela réside dans le fait que les nouvelles positions envisa-
gées ne sont pas forcément climatisées ou pressurisées comme la baie avionique, ce qui
implique que la température ambiante peut étre élevée. Ceci signifie que les équipements
électroniques placés dans cette cavité surchauffent davantage par rapport a un équipement
placé dans la baie avionique et vont donc avoir une durée de vie plus réduite.

Le besoin de trouver de nouveaux emplacements combiné au fait que I’environnement
de ces derniers peut favoriser la surchauffe des équipements imposent de travailler sur
I’architecture thermique de ces équipements de maniere différente et ce des les phases
d’avant-projet. Plus précisément, le thermicien doit intégrer les solutions de refroidisse-
ment de ’équipement des sa phase de conception de sorte a augmenter les échanges de
chaleur avec l'environnement extérieur. L’objectif de cette modification est d’assurer a
I’équipement une durée de vie supérieure ou égale a celle qu’il avait dans la baie avio-
nique. Toutefois, ce contrdle de la durée de vie ne doit pas se faire au détriment de la
masse et du surcolit qu’impliqueraient ces modifications. En effet, la solution proposée
serait inacceptable si elle induisait une augmentation trop importante de I'un de ces deux
criteres.

Par ailleurs, du fait du positionnement amont de cette étude et de la présence de diffé-
rents acteurs (équipementier, avionneur,...), il existe de nombreuses sources d’incertitude.
On peut par exemple citer les conditions environnementales dans la nouvelle position, les
incertitudes liées aux modeles eux-mémes, ou encore la connaissance imparfaite des para-
metres des solutions de refroidissement envisagées (dues a des contraintes d’usinage par
exemple). Il est donc crucial de quantifier toutes ces incertitudes de maniére & les prendre
en compte dans la décision de déplacement de I’équipement.

Afin de traduire ce probleme dans le formalisme de I'optimisation numérique, les ther-
miciens doivent donc :

— Modéliser la température d’un équipement, son effet sur la durée de vie et choisir
une maniere de quantifier les incertitudes sur les parametres d’entrée.

— Définir I’équipement étudié, les solutions de refroidissement envisagées et leur tra-
duction en parametres d’optimisation. Enfin, définir les incertitudes : sur quels
parametres vont-elles porter 7 De quel type sont-elles? Quelle en est leur ampli-
tude ?

— En tirer le probleme d’optimisation a résoudre.
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2.2 Modélisation

2.2.1 Modélisation thermique

Afin d’évaluer la surchauffe des composants de I’équipement électronique, il faut étre
capable d’estimer la température a 'intérieur de I’équipement. On cherche donc un champ
de température T'(p,t), avec p € R3 la position spatiale et ¢t € R le temps. Ce champ de
température est solution de ’équation de la chaleur suivante :

oT (p,t)

pCT = div (¢(p,t)) + Pu(p, ) (2.1)

avec p la masse volumique du matériau, ¢ sa chaleur spécifique, A la conductivité thermique
du matériau (provenant de la loi de Fourier), ¢ la densité de flux de chaleur et ®, étant
le terme forcant (en d’autres termes la densité volumique de puissance & dissiper par le
systéme).

Afin de résoudre I'équation ([2.1)), on peut discrétiser le systéme étudié. Cette discré-
tisation peut se faire de différentes manieres, selon la méthode de résolution utilisée. En
thermique il existe : des logiciels utilisant la méthode des volumes finis (FLOTHERM,
Fluent, ..), d’autres utilisant la méthode des éléments de frontiere (EPSILON R3D) ou
encore des logiciels basés sur la méthode des éléments finis tels que IDEAS-TMG.

2.2.1.1 Résolution de I’équation de la chaleur par modéle nodal

Une autre modélisation classiquement utilisée en thermique est la modélisation nodale,
basée quant a elle sur les différences finies. Elle consiste en un découpage en éléments de
volume V; avec i € {1...Ng} et N¢; le nombre de volumes utilisés, supposés isothermes.
Ceci permet donc de connaitre le champ de température en différents points p; situés aux
nceuds du réseau. Les équations sont issues d’une approche physique directe appliquée a
un découpage du milieu en éléments de volume. Chaque volume V; est défini par :

— son volume V;

— sa masse volumique p;

— sa chaleur massique C),

— sa capacité thermique (inertie) p;Cyp, Vi

— sa source de chaleur ®;

— sa température qui est celle du noeud T; = T'(p;, t)

En intégrant ’équation sur chacun de ces volumes, le théoreme de Green-Ostrogradski
permet de transformer le terme correspondant a la divergence de la densité de flux de
chaleur en un bilan de flux de chaleur entrant et sortant par la frontiére de ce volume.
Deux éléments V; et V; (i # j) échangent le flux ¢;; selon différentes lois de transfert :
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FIGURE 2.1 — Schéma représentant le découpage en volume d’un systeme

¢ij = Cij(T; — Tj) (2.2)

avec Cj; la conductance thermique. Cette conductance varie selon le type d’échange ther-
mique qu’elle représente. Elle dépend de la surface d’échange entre deux volumes S;;. On
peut distinguer trois types de transfert de chaleur :
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1. La conduction, qui caractérise le transfert de chaleur dans la matiére dii a un gra-

dient de température, sans transport de matieres. Cet échange se fait donc par
contact entre deux volumes, ou au sein du volume, et le milieu peut étre solide,
liquide ou gazeux, en mouvement ou inerte. Dans le cas d’un flux conductif axial,
la conductance associée se calcule de la maniére suivante :
)\Sij

Cij = (2.3)
avec l;; I'épaisseur le long de laquelle cette conduction se réalise (cf figure .
Pour simplifier la formule, un seul A\ est considéré mais si I’échange se fait entre
deux matériaux différents, il faudrait séparer la composante de conduction dans le
premier matériau défini par le couple (l;, A;) puis la composante dans le second
matériau (I;, A;) et sommer les deux pour obtenir le Cj; total.

. La convection, qui est un phénomene de transfert de chaleur avec transfert de ma-

tiere. Ce phénomene se produit a I'interface de deux systemes de phases différentes,
par exemple solide-liquide ou solide-gaz. La conductance associée est :

Cij = h(Vi, V;)Sij (2.4)

h étant le coeflicient d’échange convectif. Ce dernier dépend des caractéristiques
physiques du volume fluide (liquide ou gazeux). Par exemple, dans le cas d’une
interface solide-gaz, ce h peut étre calculé par des lois de paroi et dépend donc de
la température et de la pression de l'air & proximité de la paroi.

Dans le cas d’'un fluide en mouvement, la chaleur peut également étre transpor-
tée au sein méme de ce fluide et on parle alors d’advection. A la différence des
autres transferts de chaleur, celui-ci n’est pas réciproque, c’est-a-dire qu’il n’y a pas
d’échange de chaleur entre deux volumes d’un méme fluide : la chaleur passe d’un
volume & un autre dans le sens du mouvement du fluide. La conductance associée
est la suivante :

Cij = hC), (2.5)

ou i est le débit massique exprimé en kg/s et Cp, la capacité thermique massique
du fluide (aussi appelée chaleur massique).
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3. Le rayonnement, est ’ensemble des échanges d’énergie a distance entre les corps
par ondes électromagnétiques. Il ne nécessite pas de support matériel pour se pro-
pager et représente la seule possibilité d’échange thermique entre des corps distants
placés dans le vide. En aéronautique et particulierement pour I’étude de la ther-
mique des équipements, sa contribution est souvent négligeable comparée a celle
des deux autres types. L’échange de flux par rayonnement entre deux volumes ¢;;
ne peut pas se mettre sous la forme définie par I’équation . Il est non-linéaire
(dépendance en la température a la puissance quatre) et est souvent calculé de la
maniere suivante :

< Gig

LT

e

FIGURE 2.2 — Illustration des échanges par rayonnement de deux éléments de volume sans
contact

¢ij = Lij(L; — Tj)" (2.6)

Avec I';; dépendant de la constante de Boltzmann, des émissivités €;, €; de chacune
des deux surfaces concernées S; et S; (cf figure , de la surface S; émettant le
rayonnement et du facteur de vue entre ces deux surfaces. Ce facteur représente la
fraction du flux total émis par la surface S; qui atteint S;.

Ainsi, pour approximer le champ de température, on intégre I’équation sur le volume
de chacun des N éléments de la discrétisation. Ceci fournit un systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires non-linéaires a résoudre. Grace au théoréeme de Green-Ostrogradski,
le terme correspondant a l'intégrale de la divergence du flux dans le volume de ’équation
se ramene a la réalisation, pour chaque élément V;, du bilan de tous les flux de cha-
leur échangés avec les autres éléments. Grace aux équations , , et on
obtient donc pour chaque élément i :

plezV Z Ccond T T + Z CCOTLL T, — T + Z (D”IJ [ (27)
J#i J#i J#i

Les termes en rouge représentent les termes pouvant, dans le cas général, apporter de la
non-linéarité a ce systéme d’équations.

Remarques sur la convection : on peut distinguer deux types de convection.

1. La convection forcée qui se produit lorsque le mouvement du fluide est imposé par
une action extérieure comme l’'utilisation d’un ventilateur ou d’une pompe.

2. La convection naturelle qui apparait spontanément dans un fluide au sein duquel il
existe un gradient de température. Le mouvement du fluide résulte de la différence

11
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de densité entres les zones chaudes et zones froides de ce dernier. Cette convection
est tres difficile & calculer du fait de sa grande dépendance aux conditions aux
limites. Cette caractéristique rend le calcul basé sur cette convection fortement
non-linéaire et le passage du régime forcé au régime naturel est tres difficile a
gérer dans le cadre de cette modélisation. Il consiste en effet a passer d’'un mode
ou les conditions aux limites sont maitrisées puisque fournies (régime forcé) a un
mode ou elles sont inconnues (devant étre calculées) alors que le résultat en est
fortement dépendant. Enfin, les deux régimes ont des pas de temps caractéristiques
tres différents. En effet, le régime naturel est un phénomeéne dont la mise en place
est lente et de ce fait, il nécessite un pas de temps réduit, ce qui induit un cotit de
calcul d’autant plus élevé.

2.2.1.2 Modeéles réduits physiques

Intéréts des méthodes de réduction Les modeles définis précédemment nécessitent
le plus souvent une discrétisation tres fine pour donner des résultats satisfaisants, ce qui
implique des temps de calcul rédhibitoires pour certaines applications. En thermique, il
existe notamment deux cas ou ce temps de restitution est crucial :

1. Modélisation multi-niveaux / multi-échelles / multi-physiques. Cette mo-
délisation consiste a intégrer un ou plusieurs modeles dans un modele d’ensemble :
cela permet de modifier les parametres importants des différents sous-ensembles
tout en gardant un modele global aisément exploitable. Cela rend également pos-
sible la mesure de 'influence mutuelle des sous-ensembles, comme 'impact d’une
physique sur une autre, et leur contribution sur le comportement global.

Afin de construire un modele global s’exécutant en un temps acceptable, il est
inévitable d’utiliser des modeles réduits pour restituer le comportement des sous-
ensembles. Gréce a cela, on peut aussi prendre en compte un nombre de parametres
plus conséquents pour chaque physique/échelle/niveau sans trop augmenter la com-
plexité du modele global.

Par exemple, les techniques multi-niveaux en thermique peuvent permettre de mo-
déliser une baie avionique en considérant des modeles réduits pour chaque équi-
pement. Le multi-physique peut par exemple étre utile pour quantifier les effets
thermiques dans une modélisation électrique, les pertes par effet Joule en étant
dépendantes.

2. Optimisation / Propagation d’incertitudes. Ces deux techniques peuvent
s’avérer nécessaire afin de concevoir, ou dimensionner, des équipements électro-
niques. Elles peuvent en revanche étre trés gourmandes en nombre d’appels au
modele thermique, ce qui justifie le besoin de modeles réduits.

Modeéles réduits en thermique électronique La réduction de modele consiste a
construire un modele « simplifié » & partir de données plus détaillées. Cette simplification
peut par exemple se traduire par la réduction du nombre de nceuds du maillage (dans le
cas des modeles nodaux), dans la simplification du modele physique, ou encore en ajustant
des modeles analytiques a un jeu de données évalué sur un maillage fin. Le modele réduit
a donc beaucoup moins de sorties et de parametres que le modele de référence. Cette
réduction est trés souvent menée a partir d’'un modele détaillé, considéré trop gourmand
en temps de calcul et que ’on souhaite remplacer par un modele moins cofliteux.
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La méthode la plus classiquement utilisée en thermique est la réduction par modele
nodal. L’idée est de modéliser le comportement thermique par un systéme d’équations dif-
férentielles ordinaires (cf équation ), donc conservant la physique, mais en considérant
un nombre d’éléments tres restreint : il est par exemple fréquent de passer d’un million
d’éléments dans un modele détaillé, a moins d’une centaine d’éléments dans un modele
nodal réduit. Cette réduction se décompose en plusieurs étapes :

1. Choisir les conditions aux limites et termes for¢ants nominaux & considérer sur le
modele 3D. Ce sont les calculs a partir desquels le modele réduit est construit. Par
exemple, la température ambiante en croisiere dans la baie avionique, la puissance
a dissiper maximale, le débit d’extraction de I’air du ventilateur en marche...

2. Par D'expertise d’un thermicien, définir le nombre et la position des noeuds du
modele réduit. Il s’agit plus précisément de définir le nombre d’éléments N et la
position des V;, i € {1...Ny} sachant que chacun de ces volumes sont supposés
isothermes. Il ne faut donc pas réduire une zone a fort gradient de température en
un seul volume.

3. Grace aux résultats 3D lancés au point 1, calculer les flux de puissance conductifs,
convectifs et radiatifs entre chacun de ces volumes : les ¢;; (définis par les équations
et ) Ceci permet de calculer les diverses conductances (équations
ot @),

4. Tester le modele en le comparant a un modele 3D sur des cas lancés au point 1 et
non utilisés au point 3. Si I'erreur est trop importante, retourner au point 2.

Ce que 'on remarque dans ce processus, c’est la part importante laissée a ’expertise
de I'ingénieur. Cette caractéristique rend cette méthode difficilement automatisable.

Une autre limite non négligeable, et qui justifie le besoin d’autres méthodes de ré-
duction proposées dans cette these, est la difficulté de la prise en compte par un unique
modele réduit des différents régimes de fonctionnement de I’équipement. Par exemple, les
équipements étudiés sont fréquemment équipés d’un ventilateur afin d’évacuer la chaleur
dissipée par les différents composants a ’extérieur de ’équipement. Lorsque ce ventilateur
est en marche, la convection a l'intérieur est du type forcé (défini & la section . Or,
si ce ventilateur tombe en panne, la convection devient naturelle. De plus, ces deux types
de convection sont fondamentalement différents, la convection naturelle étant fortement
non-linéaire. Ceci rend la modélisation de ces deux régimes par un unique modele réduit
difficile. Notamment, les techniques de réduction thermiques détaillées ici n’en sont pas
capables : les erreurs commises par un modele ajusté a partir d’un calcul 3D avec un
ventilateur en marche peuvent étre supérieures a 100% s’il est utilisé pour prédire le fonc-
tionnement en cas de panne. Il est donc nécessaire de construire un modeéle nodal réduit
différent par régime, ce qui complexifie la modélisation du passage d’un fonctionnement
nominal & un cas de panne.

Il serait donc intéressant de disposer de la construction d’'un unique modeéle réduit
capable de prédire le fonctionnement nominal et le fonctionnement en cas de panne du
ventilateur. Ce probléme sera abordé au chapitre [0

2.2.2 Modélisation de l'effet de la température sur la durée de vie

Pour pouvoir comparer ’équipement de référence et le nouvel équipement dans la
nouvelle position, il faut définir une ou des mesures de performance. Toutefois, la thermique
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CHAPITRE 2. PROBLEMATIQUE INDUSTRIELLE

ne permet pas d’améliorer le fonctionnement de ’équipement. En effet, méme s’il existe des
températures optimales de fonctionnement, il est illusoire d’espérer fixer la température
d’un équipement autour d’une valeur précise. En revanche, une température trop élevée
des composants électroniques peut les endommager, et donc nuire a leur fonctionnement
a long terme. De plus, il suffit qu'un seul composant électronique ne fonctionne plus pour
que I’équipement entier devienne inutilisable. La durée de fonctionnement de 1’équipement
correspond donc a la durée de fonctionnement de son composant électronique le plus
critique. C’est par exemple celui dont le matériau est le plus fragile, ou celui qui a le
plus d’énergie a dissiper. Afin d’estimer l'effet de la température sur la durée de vie du

FIGURE 2.3 — lustration des températures de composants électroniques a I'intérieur d’un
équipement issues d’un calcul FLOTHERM

composant critique, il faut comprendre comment la variation de température peut dégrader
la structure d’un matériau. Deux cas sont & considérer :

1. Chaque matériau a une température critique, Tyq, (voir schéma , au-dela de
laquelle il risque de fondre ou d’étre détruit. Dans le cas d’'un composant électro-
nique, le dépassement de ce Tj,4; rend I'équipement inutilisable. Deés lors, ce cas
de figure est inenvisageable et il doit étre assuré par le calcul qu’il ne risque pas
d’arriver.

2. Les variations de température imposent des contraintes sur la structure d’'un maté-
riau. De ce fait, si la température d’un matériau subit des variations de température
en fonction du temps trop importantes, ces variations peuvent provoquer des dé-
formations qui endommagent la structure. Ceci implique qu’au cours d’un vol, les
composants sont sollicités en déformation de maniere répétée, ce qui a pour consé-
quence leur fatigue et donc leur endommagement. A terme, cette fatigue est la
cause de la destruction de I’équipement. Une mesure de performance, ou plutot de
non dégradation de performance, peut donc étre proposée : la durée de vie de
I’équipement en fonction des variations de la température du composant
critique au cours du temps.

Calcul de la durée de vie Pour calculer la durée de vie de ce composant critique,
il faut faire appel a la notion d’endommagement provenant de la structure. Elle consiste
en I'apparition de cavités dans un volume de matiere, induites par les efforts que subit le
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2.2. Modélisation

matériau. L’accumulation de ces fissures est ce qui mene a la rupture, et donc a la fin de vie
du composant étudié. Ces phénomenes sont traduits par la variable d’endommagement D,
définie dans le livre [Lemaitre et Chaboche, 2004]. Elle correspond a la densité surfacique
des discontinuités de la matiére, rendue sans dimension grace a la surface totale. Ce
qui signifie que D = 0 correspond a un état non endommagé ou vierge, 0 < D < 1
correspond & un état d’endommagement et enfin D = 1 traduit le moment ou 1’élément de
volume se rompt en deux parties, donc 1’état de rupture. En ce qui concerne les sources
d’endommagement, il en existe deux principales :

— les endommagements dus a de grandes déformations plastiques ou a des déforma-
tions par fluage,

— les endommagement de fatigue : sous 'action de sollicitations répétées (ici les va-
riations de températures que subit le composant), périodiques ou non, des micro-
fissures se créent dans le matériau et provoquent a la longue la rupture. L’étude
de 'endommagement de fatigue se fait en décomposant les efforts subits par la
structure en différents cycles (périodiques ou non).

Dans cette étude, les seules déformations considérées sont celles induites par la tempéra-
ture. Or les sauts de température au cours d’un vol n’ont pas une amplitude importante
mais sont cycliquement répétés, étant la réponse du systeme a une succession de profils de
vol types (cf figure ou les conditions aux limites sont constamment de ce type). Ce sont
donc des sollicitations faibles mais répétées que subit I’équipement et ceci implique que
I’endommagement dont il est question ici est uniquement un endommagement de fatigue.

Pour calculer le lien entre cette variable et la durée de vie, il faut faire plusieurs

hypotheses :

1. Seuls les effets sur le composant critique sont regardés, étant le composant le plus
fragile donc le plus limitant.

2. L’approximation est faite de n’utiliser qu'un unique profil de vol moyen pour la
pression, la température et la puissance a dissiper (cf ﬁgure a imposer au modele
d’équipement afin de calculer le profil de température du composant critique (cf
section . Il s’agit donc de calculer le nombre de vols moyens Ny, réalisables
par I’équipement avant la rupture du composant critique.

3. Seules les contraintes dues aux sauts de température du composant électronique
sont considérées pour calculer I’endommagement. Toutes les autres sources de
contraintes et déformations sont donc négligées.

4. La loi du cumul linéaire des endommagements (ou loi de Miner) est utilisée. Elle
est adaptée au cas ou les chargements sont d’amplitude et de valeur moyenne peu
variables. Elle permet de faire le lien entre ’endommagement total D et les en-
dommagements provoqués par les sauts de température a chaque vol D; (équation

(2-8))-

Soit Njump le nombre de sauts de température imposés au composant a chaque profil
de vol. La condition 2 permet de définir un cycle périodique dans lequel chaque saut de
température AT; (i € {1...Njump}) que subit le composant critique (cf point 3 et voir
figure correspond & un endommagement D; de ce dernier. Grace au point 3, chacun
de ces endommagements est uniquement caractérisée par le nombre Ny; de cycles avant
rupture qu’impliquerait cette contrainte, c’est-a-dire par le nombre de cycle avant rupture
si les cycles n’étaient composés que de cette contrainte. En quelque sorte, cela peut étre
vu comme la part d’endommagement du composant due a ce saut de température.
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FIGURE 2.4 — Représentation de la température du composant critique avec le seuil T},
a ne pas dépasser et les sauts de température A7T; engendrant une fatigue du matériau de
ce dernier

Soit Ny le nombre de vols réalisables avant rupture, la loi du cumul linéaire du point
4 s’écrit donc :

D= D; = 20008 — Nypots (2.8)
i=1 o Ny = Ny

En prenant D = 1 dans I’équation (2.8) (définition de la rupture), la valeur de Ny, le
nombre de vols réalisables avant rupture, peut étre calculé :

1
Nfuot = ——— (2.9)

Jump 1

D

= Npi

Enfin, le guide FIDES [Miller et al., 2010] fournit la loi de Coffin-Manson
[Lemaitre et Chaboche, 2004] permettant de calculer le lien entre le nombre de cycles
avant rupture et les contraintes imposées au composant. Grace a 'hypothese 3 et en po-
sant Cfiqes une constante dépendant des propriétés du matériau (la méme pour toutes
les sauts de température), le nombre de cycles avant rupture se calcule grace a I’équation
(2.10).

1

- = Cfidesefl/Tmazcyclei (Aﬂ)lﬁ) (210)

La mesure de performance recherchée est deés lors obtenue en réinjectant le résultat de[2.10]
dans I'équation ([2.9). Elle représente (équation (2.11))) donc le nombre de vols possibles
avant rupture en ne prenant en compte que les effets thermomécaniques sur le composant.

1

Nf'uol = (2.11)

Njump

Cfides Z e_l/Tma.rcyclei (ATl)lg
=1
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Remarque sur la reproductibilité du choix des cycles AT; a partir d’un profil
de température :

Le guide FIDES [Miller et al., 2010] fournit des régles qui doivent étre appliquées pour
une bonne représentativité et une bonne reproductibilité de la description des cycles ther-
miques. Ces reégles stipulent notamment qu’un cycle thermique doit correspondre a un
phénomene identifié générant la contrainte. Par exemple, une mise sous tension, la montée
en altitude, une surchauffe liée a I’état du systéme ... Dans le cas de I’équipement étudié
ici et défini a la section le profil de vol (figure identifie clairement chacune de ces
phases, ce qui permet aisément de choisir les AT; d’intérét.

2.2.3 Modélisation des incertitudes - Introduction de mesure de robus-
tesse

Dans cette partie il est uniquement question des incertitudes sur les entrées du mo-
dele, celles dues au modele lui-méme étant hors du cadre de cette étude. Dans les sections
précédentes, les équations et leurs conditions aux limites ont été détaillées. Par exemple
ces derniéres sont définies grace aux profils de vol définissant les variables environnemen-
tales ou encore grace aux technologies de refroidissement utilisées. Toutes ces variables
ne sont toutefois pas connues avec précision du fait du positionnement amont de cette
étude. Soit f; la fonction de durée de vie, soit x les variables de controle de 'optimisa-
tion et soit & les incertitudes entachant les différents parametres, aussi bien de controle
qu’environnementaux.

Sachant que les parametres incertains sont nécessaires pour calculer la durée de vie,
cette derniere est également incertaine. Si ’on se place dans un cadre probabiliste, ceci
signifie que la durée de vie est une variable aléatoire au méme titre que les entrées per-
mettant de Pestimer. Or, il n’y a aucun sens a vouloir minimiser une variable aléatoire.
Pour appliquer un algorithme d’optimisation, il est nécessaire de modifier ’objectif incer-
tain a l’aide d’une mesure de robustesse. C’est une mesure qui associe une valeur réelle a
une variable aléatoire. Selon la mesure de robustesse utilisée cette valeur réelle quantifie
différentes caractéristiques de la variable aléatoire étudiée. De sorte a choisir la mesure de
robustesse la plus adaptée, il faut que ’architecte sache précisément quel est l'effet des
incertitudes qu’il souhaite quantifier sur son objectif. En d’autres termes, veut-il lisser les
effets des incertitudes en s’intéressant uniquement a la moyenne de 'objectif quelles que
soient les incertitudes, ou souhaite-t-il s’assurer qu’il en estime sa pire valeur possible.
Dans le cas de la durée de vie d’un équipement électronique, I’architecte ne veut en aucun
cas la surestimer car une surestimation peut avoir de graves conséquences. En effet, il
est inacceptable de se dire que la valeur estimée peut ne pas étre la pire, d’autant plus
en avant projet ou ’on souhaite avoir des valeurs dimensionnantes. Il ne faut donc pas
s’'intéresser aux mesures quantifiant les effets moyens mais plutot les mesures quantifiant
la queue d’une distribution.

Ces mesures sont de deux types :

— Déterministes, c’est-a-dire que les incertitudes sont uniquement définies par l'in-
tervalle dans lequel elles peuvent prendre leur valeur, par exemple £ € [a,b]. La
seule mesure possible dans ce cas-1a est le pire cas maxe(fi(z,§)). En revanche, du
fait que les lois des incertitudes en entrée ne sont pas prises en compte, c’est-a-dire
la probabilité d’occurrence de chacune des valeurs possibles, le voisinage du point
T ou tombe ce maximum peut avoir une probabilité d’occurrence tres faible. Du
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Distribution of fi(z,&)relatively to ¢ at a fixed x
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F1GURE 2.5 — Illustration des mesures de robustesse estimant les queues de distribution

fait que la zone ou se trouve le maximum a une petite probabilité d’occurrence,

cette mesure peut étre trop conservative. D’ou l'intérét des mesures probabilistes

qui permettent de pénaliser les zones de faibles probabilités.

— Probabilistes, c¢’est-a-dire que la forme des incertitudes en entrée a son importance :

— avec qo(f1) tel que Pre(fi(z,€) < qal(f1)) = . Toutefois,
cette mesure a une limite : elle ne donne aucune information sur les événements
qu’elle ne quantifie pas, c’est-a-dire les (1 — a)% des cas les plus extrémes.

— Une mesure permettant de pondérer 'effet de ces évéenements est I’ a-superquantile
(). Elle est définie de la maniére suivante :

Qulfi) = —— / (1) du

Elle est un élargissement du quantile puisqu’elle pondere tous les évenements
situés entre ce dernier et le pire cas. Elle est de ce fait sensible a la forme de la
queue de distribution, a la différence du quantile.

2.3 Equipement électronique étudié

L’équipement étudié dans le cadre du projet européen TOICAE]( Thermal Overall In-
tegrated Conception of Aircraft) est un TRU (pour Transformer-Rectifier Unit voir figure
. C’est un transformateur électrique permettant de modifier la tension et le courant
provenant d’une source d’énergie électrique alternative, tout en conservant la méme fré-
quence et la méme forme. Or, cette transformation du courant peut dissiper une quantité
de puissance importante. En outre, plus la puissance a dissiper est grande, plus les com-
posants électroniques chauffent. Voila pourquoi cet équipement est un bon exemple pour
mettre en place des méthodes visant a minimiser la perte de durée de vie due a la surchauffe
des composants électroniques.

L’équipement de référence, celui provenant d’un avion existant, est une boite en alumi-
nium contenant divers composants électriques et électroniques. Ce sont eux qui dissipent
de la puissance et donc chauffent le systéeme. Par exemple, on peut citer :

— Des bobinages, dissipant de la chaleur mais peu fragile

— Divers composants électroniques (par exemple des transistors)

1. http ://www.toica-fp7.eu/
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FIGURE 2.6 — Schéma en coupe d’'un TRU

Pour garder la température maximale dans I’équipement en dessous des seuils d’endom-
magement, il est nécessaire de mettre en place des systemes de refroidissement permettant
d’évacuer une certaine quantité d’énergie. Dans 1’équipement de référence, il y a unique-
ment un ventilateur faisant circuler I'air depuis 'extérieur vers 'intérieur, et donc extraire
par convection cette chaleur. Enfin, des radiateurs peuvent étre fixés aux composants cri-
tiques, permettant d’augmenter les échanges par convection avec I’air traversant ’intérieur
du boitier.

Cet équipement n’est en fonctionnement qu’au cours des vols effectués par 'avion.
Les profils de température, de pression ou encore de puissance électrique imposée se res-
semblent fortement d’un vol a un autre. Dans le cadre de cette étude, une approximation
est faite en utilisant un profil de vol “type”, c’est-a-dire détaillant un vol décomposé en 4
étapes : la premiére étape correspond a un avion garé sur la piste (taxi) dans une région au
climat tempéré (température extérieure a 15° C). La température dans la cavité étudiée
augmente a cause du rayonnement solaire et la puissance est nulle étant donné que tout est
éteint. La deuxieme étape est celle de 'allumage de ’avion et du décollage. La troisiéme
étape décrit la phase de croisiere ou les constantes physiques se stabilisent par rapport au
décollage. Enfin, la derniére phase est la phase d’atterrissage. Dans ’exemple de la figure
I’avion atterrit dans une région au climat tempéré. Ces profils correspondent & des
conditions aux limites ou a des termes forcants des modeles thermiques utilisés.

2.3.1 Solutions de refroidissement et définition de ’objectif de masse et
de cott

Les technologies de refroidissement interviennent a différentes échelles. Cela peut aller
du composant jusqu’a la baie avionique entiere. Ici, il n’est question que des technologies
adaptées a I’équipement. Le principe d’une technologie de refroidissement est d’évacuer la
chaleur dissipée par ce dernier dans I’environnement dans lequel il se trouve, en augmentant
les échanges thermiques entre les deux.

Les solutions de refroidissement peuvent évacuer la chaleur par les trois types d’échanges
de flux thermique définis dans la section Voici une liste des solutions de refroidis-
sement envisageables en aéronautique :

— Par rayonnement des parois externes vers une source froide : une solution de refroi-
dissement pesant trés peu mais pouvant étre trés cofliteuse est le traitement de la
surface de ’équipement de sorte a augmenter les échanges radiatifs. Ceci permet
d’augmenter I’émissivité € des parois de ’équipement et donc d’évacuer plus d’éner-
gie par rayonnement. Dans les équations, elle est uniquement présente dans le calcul
du flux radiatif a ’équation puisqu’elle ne joue que sur cette émissivité e.
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FIGURE 2.7 — Profil de vol type avec stationnement en zone tempérée et atterrissage en

zone tempérée

— Par convection : cela peut se traduire par l'utilisation d’un ventilateur ou d’une
pompe permettant d’extraire la chaleur de 1’équipement par convection interne.
Cette extraction d’air est dimensionnée en fonction de la puissance a dissiper par
I’équipement. Le standard ARINC impose une différence de 15° C entre ’entrée
et la sortie d’air de I’équipement en fonctionnement nominal. Une des limites de
cette technique est la possibilité de panne d’un ventilateur, ces derniers ayant une
fiabilité modérée. Au niveau de la modélisation thermique, la modification de la
ventilation n’intervient que dans la modification du débit massique d’extraction de
Iair 7h permettant de calculer les échanges par convection.

— Par extraction de la puissance par contact avec les parois externes de I’équipement :
cela peut étre traduit par une résistance thermique Ry, = C%h (Cyp, défini a I'équa-
tion ) équivalente appliquée sur une paroi externe a laquelle on peut associer
une source froide qui peut étre différente de la température ambiante. On peut par
exemple citer :

1. la pose de radiateurs sur les parois externes de I’équipement est une premiere
solution envisageable. Elle permet d’augmenter la surface d’échange convectif
avec l'environnement extérieur (le S;; dans 'équation (2.4))) et donc d’évacuer
une quantité de chaleur plus importante par convection. Actuellement tres utili-
sée en aéronautique, elle présente I'avantage de peser peu et de coliter peu. Son
principal inconvénient réside dans le peu d’efficacité qu’elle peut avoir, surtout
si ’équipement se trouve dans une zone mal ventilée.

2. une solution largement moins présente en aéronautique du fait de son coiit
potentiellement rédhibitoire : 1'usage de boucles diphasiques afin d’extraire la
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FIGURE 2.8 — Illustration d’un radiateur, d’un ventilateur et de caloducs (tubes en cuivre
en bas de 'image)

chaleur des parois de I’équipement vers une source froide. C’est en fait un tube
rempli par un fluide a saturation permettant de transporter la chaleur du point
chaud (la paroi) vers le point froid (I’environnement). Son principe est le sui-
vant : le point chaud permet I’évaporation d’un liquide qui remonte ainsi jus-
qu’au point froid (I’environnement) ot il se condense et retourne a ’état liquide.
L’avantage de cette méthode est la conductivité équivalente qu’elle permet d’ob-
tenir : environ 100 fois plus que le métal le plus conducteur si elle est utilisée
dans de bonnes conditions.

3. une derniére solution envisageable pourrait étre le spray cooling. C’est un sys-
teme permettant d’envoyer a haute pression un fluide sur I’élément a refroidir.
Ce dispositif est lourd et cofiteux. Il est donc difficilement envisageable en aé-
ronautique ou ces deux parametres sont primordiaux.

2.3.2 Choix des variables de controle du probléme d’optimisation

Afin de traduire le probléme industriel en probleme d’optimisation, il est nécessaire
d’identifier les variables de controle de l'optimisation & = (z1, 22, x3,24), c’est-a-dire les
parametres sur lesquels 'architecte peut jouer pour minimiser les objectifs. Dans cette
étude, ils correspondent a des traductions mathématiques des solutions de refroidissement
envisageables. Chacun de ces parametres fait varier I'objectif de masse et de cofit et per-
met de définir 'un des objectifs & minimiser. Les fonctions de masse et de cotit liées a
chaque parameétres sont définies en figures et Elles sont exprimées en
pourcentage de ceux de 1’équipement de référence.

Ces parametres de controle sont :

— L’émissivité des parois de I’équipement e qui traduit 'effet d’'un traitement de
surface 1 := ¢ afin d’augmenter les échanges radiatifs avec ’environnement. Ce
parameétre est sans dimension et peut varier entre x; € [0.1,0.9]. Il n’influe pas du
tout sur la masse de I’équipement alors que son cofit peut devenir tres grand pour
approcher des émissivités proches de 0.9. Ceci est représenté en figure [2.9

— La résistance thermique équivalente Ry appliquée a la face sur laquelle se trouve
le composant critique, x2 = Ry,. Ce parametre permet de traduire différentes
solutions techniques tout en utilisant un parametre continu variant dans le do-
maine suivant Ry, € [0.01,10] K/W. Cet intervalle de variations est décomposé en
sous-intervalles, chacun d’eux correspondant a une technologie de refroidissement
différente, comme représenté en figure [2.10] Ces technologies vont de simples radia-
teurs utilisés afin d’augmenter les échanges convectifs (dans la zone Ry, € [8,10]
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K/W), en passant par des caloducs dont la qualité et le nombre varie (dans la
zone Ry, € [0.1,8] K/W) jusqu’au spray cooling qui est une méthode tres lourde
et coiiteuse pour la gamme Ry, € [0.01,0.1] K/W. La bijection choisie entre 1'in-
tervalle de Ry, et les solutions de refroidissement potentielles permet uniquement
de définir les fonctions de masse et de coiit. Elles ne changent rien au niveau de la
modélisation et c’est justement la raison pour laquelle il a été choisi de formuler
une solution de refroidissement par une résistance thermique équivalente.

— La surface d’échange avec l'extérieur Sy des cing autres faces de ’équipement qui
traduit la pose éventuelle d’ailettes sur ces faces x3 := Syer. C'est un parametre
sans dimension : ce n’est qu’'un parametre multiplicatif ajouté dans I’équation (2.4)
traduisant les échanges convectifs entre les parois de I’équipement et I’air extérieur.
Il varie donc dans lintervalle Sy,e; € [0.9,1.2]. Le cas ot Syer < 1 peut correspondre
au cas nominal car il traduit des pertes dans les échanges thermiques avec l'air
extérieur par exemple a cause de la présence de cables ou d’autres irrégularités non
représentées. C’est la raison pour laquelle il n’entraine pas de changement dans la
masse et le colit de 1'équipement sur la figure 2.11] Le cas ott Sy > 1 représente
le cas ou l'on place des ailettes de hauteur variable sur ces faces. Plus la hauteur
d’ailette est grande, plus la masse et le colit sont importants, cette variation étant
considérée linéaire.

— Le débit massique d’extraction de ’air 7 qui traduit la taille du ventilateur utilisé,
x4 := 1. Afin de pouvoir augmenter ce débit, il est nécessaire de changer de venti-
lateur pour passer d’une gamme de débit a une autre. Chaque changement induit
donc un saut de masse et de colit comme illustré en figure 2.12] Au niveau de la
variation de ce parametre, on se donne la possibilité d’utiliser un ventilateur de
taille plus réduite que celle de I’équipement de référence. Ce dernier a pour débit
0.025 kg/s, ce qui correspond a la valeur trouvée pour satisfaire la norme ARINC.
On se donne donc la possibilité de trouver un 7n allant d’une convection presque
naturelle jusqu’a deux fois la norme ARINC i € [0.0035, 0.05] kg/s.

Du fait que la masse et le cofit de ces solutions sont fortement corrélés, il est donc possible
de les traduire en un seul objectif, appelé ici fs. Ce dernier ne dépend pas des incertitudes
puisque pour chaque solution technique choisie, il n’y a pas de doutes quant au prix ou au
poids qu’elles nécessitent.

2.3.3 Incertitudes sur les parametres

Sachant que cette étude est réalisée en phase d’avant-projet, les parametres sont donc

entachés d’une incertitude que ’on note £. Ces incertitudes portent aussi bien sur les
quatre variables de design £, que sur des parametres permettant de définir les conditions
aux limites des modélisations thermiques a mettre en place, aussi appelés parametre en-
vironnementaux &,. Voici une liste des incertitudes & = (£,,&,) a prendre en compte dans
la formulation du probléeme d’optimisation.
Remarque : tous ces parametres étant bornés, ces parametres sont générés par des lois
uniformes ou des lois normales tronquées. Ces lois de probabilités sont définies a I’annexe
[A] Dans le second cas, il faut donc que l'utilisateur fournisse les bornes des incertitudes
M en plus de leur écart type o.

— Sur les parametres de design, les incertitudes sont des variables aléatoires sui-

vant une loi normale tronquée Ni_pza7(0,04;) de moyenne nulle et indépen-
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FIGURE 2.9 — Estimation du cofiit induit par le traitement de surface exprimé en pourcen-
tage du cotit de I’équipement de référence

Over-cost relatively to the total cost of the equipment of reference

Pxer-weight relatively to the total weight of the equipment of reference

|, —
1
pray cooling 08
0.8
0.6
0
Heat pipes (number and quality
changes with Rth) 0.4
o \
P Cooling fins 02 ™ ~J~
- \1\\. 4
O Q \J
0 2 4 6 B 10 0 4 6
Ry, Ry,

FI1GURE 2.10 — Estimation du cofit et de la masse induits par la modification de I'extraction
par conduction en une paroi (exprimés en pourcentage des valeurs de 1’équipement de

référence)
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0.1 Over-cost relatively to the total cost of the equipment of reference 0‘lpverweight relatively to the total weight of the equipment of reference
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FIGURE 2.11 — Estimation du coiit et de la masse induits par la modification de la surface
mouillée des autres parois (exprimés en pourcentage du coiit de I’équipement de référence)
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FIGURE 2.12 — Estimation du cofit et de la masse induits par la modification du ventilateur
(exprimés en pourcentage des valeurs de I’équipement de référence)

24



2.3. Equipement électronique étudié

Parametre | Type d’incertitudes | écart type o | Borne M
T1:=¢€ Absolu 0.05 0.1
To = Ry, Relatif 5% 10%
3 = Syet Relatif 1% 5%
T4 =1 Relatif 10% 20%

TABLEAU 2.1 — Parametres des lois normales des incertitudes &, sur les variables d’op-
timisation @

dantes deux a deux. Elles sont des perturbations autour de I’état nominal x.
Selon la variable concernée, elles sont soit additives, X; = z; 4+ £, 4, soit relatives,
Xi = x;(1 4+ &) Les ordres de grandeur et le type des incertitudes sont données
dans le tableau 2.1l

— Les parameétres environnementaux e(t) ont également des incertitudes de moyenne
nulle et indépendantes deux a deux. Cependant, bien que ces parametres dépendent
du temps, leurs incertitudes ne sont que des perturbations indépendantes du temps
£ ~ N- M. ;M. ](0,0¢;). Les parametres environnementaux incertains sont les
suivants :

1. La température ambiante ej(t) := Tiony(t) est connue & une constante pres
E;(t) = e1(t)+&e,1. L'incertitude sur ce parametre n’étant qu’un biais de mesure,
elle est modélisée par une loi uniforme sur un intervalle & € [-1,1] °C.

2. Le coefficient d’échange convectif entre les parois externes de 1’équipement et
lair environnant : e4(t) := h(t). De la méme maniére que pour la tempéra-
ture, ces coefficients sont connus a une constante pres : Ea(t) = ea(t) + & 2.
Cette incertitude suit une loi normale tronquée, donc de la forme suivante :
56,2 ~ '/\/’[—Meyg,Meyz} (07 06,2)'

3. La puissance a dissiper par les composants électroniques : e3(t) := ®(t). Cette
fois-ci, 'incertitude étant nulle lorsque cette puissance est nulle, et grande
lorsque cette puissance est grande, cette incertitude est connue de maniere re-
lative : E3(t) = e3(t)(1 + &,3). Elle aussi suit une loi normale centrée en zéro.
La seule différence ici est que 'écart type o¢ 3 ainsi que le M, 3 (la borne pour
la troncature de la loi) sont donnés en pourcentage.

Intensité en A
@
g
L
L

=)

3
T
I

50~ 7

. . .
% 05 1 15 2 25 3 35
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IS

45
x10°

FiGURE 2.13 — Ilustration de l'effet de la génération d’une incertitude relative sur un
parameétre environnemental dépendant du temps
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Parametre Loi Type d’incertitudes écart type o Borne M
e1(t) :== Toonv(t) | Uniforme Absolu Non Applicable 1°C
ea(t) := h(t) Normale Absolu 1L.OWK tm=2 |20 WK tm™?
es(t) := ®(t) Normale Relatif 10% 20%
eq(t) := P(t) Normale Relatif 1% 5%

TABLEAU 2.2 — Parametres des lois des incertitudes &, portant sur les variables environ-
nementales u(t)

4. La pression ambiante ex(t) := P(t) est également connue de maniére relative
E4(t) = eq(t) (1 + &e.q). L'incertitude suit également une loi normale centrée en

ZéI‘O, 5674 ~ '/\/[_Me,47Me,4] (07 0-674)‘

TAMB EN ° Celsius

0.5 i 15 2 25 3 35 4 45

TEMPS EN SECONDES X 10‘
FIGURE 2.14 — Illustration de l'effet de la génération d’une incertitude additive sur un
parametre environnemental dépendant du temps

Les ordres de grandeur et la famille de lois de chacune des incertitudes environnementales
sont résumés dans le tableau 2.2

2.4 Optimisation sous incertitudes multi-objectif

Pour résumer, le probleme industriel peut se ramener a la résolution du probleme
d’optimisation suivant :
min pe [f1 (@, €. £,)
min f(x)
(2.12)
sous contraintes :
Htl%xT(w’&x,ée,t) < Trnaz

)

€T = (EaRtha Swet7m> €D, C R4

D, est le compact de R* définissant les intervalles de variation, donnés en section [2.3.2]
des variables d’optimisation. Ces variables correspondent & 1’émissivité radiative des pa-
rois de I’équipement ¢, la résistance thermique équivalente Ry, appliquée a la paroi du
composant critique, la surface mouillée d’échange avec I’air environnant S+ et le débit
massique d’extraction de l'air de ’équipement . Les incertitudes £ sont définies en sec-
tion Elles entachent les quatre variables d’optimisation ainsi que quatre parametres
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2.4. Optimisation sous incertitudes multi-objectif

environnementaux tels que la température ambiante et la pression ambiante de la zone ou
se trouve ’équipement, les coeflicients d’échange convectif des parois externes ou encore
la puissance a dissiper par les composants de I’équipement. ps peut étre une mesure de
robustesse déterministe dans le cas d’un pire cas ou probabiliste dans le cas du superquan-
tile. T(x,&,,€,,t) est la température du composant critique calculée avec des conditions
aux limites et des termes forcants définissant un profil de vol type défini en figure
Pour rappel, fs correspond a la fonction de masse et de coflit des solutions de refroidisse-
ment associées a un parametre de design x. Cette fonction est donnée par la somme des
fonctions des figures [2.10} [2.11] et [2.12] Elle ne dépend pas des incertitudes puisque
pour chaque solution technique choisie, il n’y a pas de doutes quant au prix ou au poids
qu’elles nécessitent.

La contrainte sur la température maximum du composant critique est nécessaire afin
de garantir que ce composant ne soit pas dégradé au cours des profils de vol étudiés.
En pratique, cette température maximum varie dans le sens contraire au maximum de
la durée de vie quelles que soient les incertitudes en chaque x. Ceci signifie que 1'on ne
peut pas rater de solutions en ne prenant pas en compte la contrainte : en effet, a cause
de cette caractéristique, le domaine des solutions admissibles est délimité par une droite
représentant une isovaleur de durée de vie. On peut donc calculer le front entier sans se
soucier de cette contrainte, puis vérifier les solutions non admissibles a posteriori sans
manquer de solutions dans I’espace des points admissibles.
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Chapitre 3

Présentation des techniques
d’apprentissage statistique pour la
construction de modeles de
substitution
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Les simulations numériques permettant de modéliser un phénomeéne physique complexe
ont souvent des temps d’exécution de plusieurs minutes voire plusieurs heures. Or, les tech-
niques d’optimisation ou de propagation d’incertitudes peuvent nécessiter de nombreuses
évaluations. Il est donc primordial de développer des techniques de réduction de modele
requérant peu d’appels aux simulations numériques de référence. Ces modeles numériques,
provenant souvent de codes de calcul industriels, ne peuvent fournir rien d’autre a 1'uti-
lisateur que les sorties a des entrées données. On appelle cela des modeles entrées-sorties
ou boite noire, c’est-a-dire :

f @ DycR¥ — RN
T — f($):(f1($)7,fNy($))
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CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE STATISTIQUE - MODELES DE SUBSTITUTION

T U1
TN, YN,
FI1GURE 3.1 — Illustration d’un modele entrée-sortie de type boite noire

Méme s’il existe des codes de calcul industriels dont la dérivée de la sortie peut étre
connue, par exemple par différentiation automatique, le plus souvent la dérivée de la sortie
par rapport aux entrées n’est pas connue.

L’objectif de cette partie est donc d’expliquer les méthodes existantes dans le domaine
de I'apprentissage statistique pour la construction de modeles de substitution de simula-
tions numériques de type boite noire, potentiellement cofiteuses. L’apprentissage statis-
tique n’étant par définition pas intrusif, c’est-a-dire qu’il ne nécessite pas de connaitre les
mécanismes permettant de passer des entrées aux sorties, son utilisation est tout a fait
appropriée ici. Son principe est d’abord détaillé. Puis, les différents types de modeles de
substitution couramment utilisés sont listés et expliqués. On s’intéresse plus particuliere-
ment aux modeles de substitution de type krigeage, dont 'utilisation est tres répandue
en optimisation, et aux réseaux de neurones artificiels, dont I'application au cas spatio-
temporel a déja fait ses preuves.

Finalement, la derniére partie présente ’adaptation des techniques d’apprentissage
statistique a la construction de modeéles de substitution spatio-temporels.

3.1 Apprentissage Statistique

L’apprentissage statistique ne sert pas uniquement & faire de la régression. En effet,
[Hastie et al., 2009|, [Vapnik, 1998|] détaillent la théorie complete en expliquant également
son aptitude a la classification. Appliquée a la réduction de modeles, elle consiste a appro-
cher un modele f(x) uniquement a partir de simulations provenant de ce dernier. Ces simu-
lations congtituen§ I’ensemble d’apprentissage DOE = {(X,Y)} avec X = (mi)z‘e[l,NDOE}
et Y = (y' = f(wl))iE[LNDOE] aussi appelé plan d’expériences (ou Design Of Experiment
(DOE) en anglais). Afin de générer ce DOE, il est nécessaire de choisir I’ensemble des
entrées {(mi)ie[L Npo E]} sur lesquels le modele a approcher doit étre estimé. Le choix du
DOE générant les entrées est détaillé a la section Une fois que ce DOE est généré, il
permet par la suite de construire le modele de substitution, qui est un modeéle analytique
a temps de réponse rapide f (z; w), paramétré par des variables w € RNw | qui permettent
d’ajuster le modele aux sorties.

f(o; w) : Dy cRY — RM
z — @ w) = (i@ w), o fy, (@ w)

Ce type de modele est communément appelé modele de substitution, métamodele ou encore
surface de réponse, cette derniere appellation provenant plutét du domaine de I'optimisa-
tion. En ce qui concerne les variables w, elles dépendent de la forme analytique choisie,
c’est-a-dire du type de modele de substitution choisi. La dimension de ces parametres,
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3.1. Apprentissage Statistique

Ny, dépend de la complexité du modele C' € N :

C : NxNxN — N

Nw = C(C7 N:CaNy) avec O’ Nx,Ny — C(C7 NxaNy)

(3.1)
Cette complexité se traduit différemment selon la famille de fonction paramétrique choisie.
Par exemple dans le cas d’une régression polynomiale, elle correspond au degré du poly-
nome. Le choix de cette complexité est I'une des difficulté de 'apprentissage statistique.
Ce probléme est d’ailleurs traité en section

En ce qui concerne les modeles de substitution, on peut notamment les classer en deux
types :

— Interpolants. Ce qui signifie que le modéle de substitution est exact aux points du

DOE fourni, donc f(x'; w) = f(x') si («, f(z')) € DOE.

— Reégressants. Ce sont les modeles non-interpolants donc commettant une erreur sur

les points du DOE.

Afin d’ajuster le modele de substitution au modele de référence f a partir des points
du DOE, il est nécessaire, quelle que soit la forme du modele de substitution choisi, de
rechercher les paramétres w optimaux solutions du probleme d’optimisation de I’équation
). A

w = argmin E(f (e; v); DOE) (3.2)
veRNw

& correspond a la fonction a minimiser pour construire le modeéle f (e; v) & partir
du plan d’expériences DOEFE. Si le modele est régressant, on peut par exemple minimiser
lerreur quadratique moyenne (RMSE) commise sur le DOE :

1
>

DOE picpor

2

E(f (¢ w),DOE) = f@' w) - f(=) (3.3)

2

En revanche, si le modele est interpolant ’erreur commise sur les points du DOE est
forcément nulle et la fonction objectif a optimiser a une forme différente. C’est par exemple
le cas du krigeage pour lequel les parametres sont choisis en calculant le maximum de
vraisemblance, qui peut étre écrit sous la forme de ’équation . Cette question est
traitée plus en détail en section

3.1.1 Compromis biais-variance pour la sélection de modele

Afin de construire le modele commettant ’erreur de prédiction la plus faible, il ne suffit
pas de fixer la complexité et de résoudre I’équation . En effet, erreur de prédiction
commise par le modele dépend tres fortement de sa complexité, ce qui rend le choix de cette
complexité crucial. Afin d’illustrer cela, plagons nous dans le cas d’'un modéle a une seule
sortie pour simplifier les écritures et détaillons ’erreur de prédiction commise en n’importe
quel point du domaine & € D, C RM par un modele de substitution & complexité fixée

C:
& (@) = £ | (@ w) - f(a))’| DOE |

Or f(x) est la cible, considérée sans bruit. On a donc un probléme du type, avec a € R :

B[~ = E[Z-E[Z+EZ]-a)]
= E[(Z-E[2)*] + (a-E[2))?
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Comme E[Z] et a sont des constantes, on a donc : E[(Z —E[Z])(a —E[Z])] = 0. Ce
qui donne ’équation (3.4]), en omettant le DOE, sur lequel porte ’aléa, pour simplifier
I’écriture.

e -¢ Bias®
e -e Variance

04p- %
02 “ ; e
R 5 \ oo
er@ = E[(f@ w5 [fa w)])’] I

005 === 5 - ) 15 26 25

R Variance ) (34) Complexity (for instance degree for a polynomial)

+ (B [f(z; w)] - f(=))
—~ FI1GURE 3.3 — Représentation du biais et de
1al1s

la variance en fonction de la complexité

1.4,

I
i 2.0t - a
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FIGURE 3.2 — Représentation de I'erreur de FiGURE 3.4 — Représentation de la fonc-
prédiction et de 'erreur d’apprentissage en tion a approcher et de différentes régres-
fonction de la complexité sions polynomiales avec le degré variant

Par exemple, le cas d’'un polynéme en 1D est illustré en figure donc avec
f (¢, w) = wy + Zf-vjl wix; et les parametres w choisis en résolvant 1’équation (3.3)).
Sur la figure 3.3] on remarque que le biais est important lorsque le degré du polynome
est petit puisque 'erreur commise par le prédicteur est grande, méme sur les points d’ap-
prentissage. Par ailleurs, la variance est faible puisqu’il y a peu de degrés de liberté dans
sa construction. En revanche, il n’est pas bon d’utiliser une complexité trop grande pour
représenter une fonction puisque cela augmente la variance de la prédiction et ’on aboutit
ainsi & un sur-apprentissage de la fonction, c’est-a-dire que le modele de substitution va
trop « coller » aux données du DOE. Ceci réduit sa capacité de généralisation. Les figures
et illustrent ce phénomene. On voit que lorsque le polynéme utilisé a un degré
trop élevé par rapport a la fonction a prédire, méme si 'erreur d’apprentissage continue
de décroitre, 'erreur de prédiction grandit.

En fait, ceci traduit le fait que la complexité du modele de substitution doit étre adaptée
a la complexité de la fonction a prédire et a la taille de I’échantillon d’apprentissage
disponible. En effet, si la complexité du modele réduit est trop faible, il y a un sous-
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3.1. Apprentissage Statistique

apprentissage, caractérisé par un biais élevé et une variance faible. En revanche, si elle est
trop importante, il y a un sur-apprentissage des données du DOE avec un biais faible mais
une variance importante.

Une problématique cruciale en réduction de modele par apprentissage statistique ap-
parailt ici : comment détecter la complexité optimale sachant que la seule erreur d’appren-
tissage ne mesure pas la capacité de généralisation du modele ?

3.1.2 Présentation des méthodes de sélection de modeéle

Afin de trouver le meilleur compromis entre le biais et la variance du modele obtenu
en faisant varier la complexité C' € [Chin, Cmaz], il est nécessaire d’avoir une mesure de
lerreur de généralisation assignée a chaque valeur de complexité. Par exemple dans la
figure cette erreur était estimée sur une base de test annexe.

Il existe notamment deux types de stratégies pour y parvenir :

1. Diviser le DOFE en sous-ensembles disjoints DOE =T & Aet A N T = (. L'un
sert & tester (ensemble de test 7) les modeles construits & partir des échantillons
de l'autre (ensemble d’apprentissage A).

2. Pénaliser 'erreur d’apprentissage en faisant intervenir la complexité du modeéle.

La premiére ne fait aucune hypothese sur la complexité et ne regarde que ’effet de cette
derniére sur la prédiction. En revanche, la division du DOFE en sous-ensembles nécessite la
présence de nombreux échantillons. En effet, si tel n’est pas le cas, alors le cardinal de A
et de T est réduit. Or, un faible cardinal de A implique un biais élevé étant donné que peu
d’échantillons d’apprentissage sont utilisés, et un faible cardinal de T implique une erreur
de généralisation mal estimée ce qui implique que la complexité de la vraie fonction risque
de ne pas étre captée. A laide de simulations statistiques telles que la validation croisée
|[Efron, 1983] ou le bootstrap [Efron, 1979], il est possible d’estimer l'erreur de généralisation
en gardant 'idée précédente mais avec un DOE de cardinal plus réduit.

Le second point consiste a rajouter un terme dans ’erreur de I’équation de sorte
a pénaliser la complexité du modele, synonyme de variance élevée. Or ceci nécessite de
pouvoir quantifier 'effet de la complexité sur la variance. Cette quantification repose sur
Iintroduction d’hypotheses, ce qui se traduit par 'existence de différents critéres, chacun
ayant un effet différent sur les parameétres w.

3.1.2.1 Sélection par simulation de ’erreur de généralisation

La premiere maniere de faire est de calculer, parallelement a la minimisation de I’erreur
d’apprentissage, une estimation de 'erreur de généralisation a ’aide d’échantillons écartés
de I’étape de minimisation des parameétres w.

Estimateur hold-out : Une premiére maniére d’approcher cette erreur est de diviser
le DOE en deux sous-ensembles DOE =T & Aet A N T = (). L’ensemble A permet de
minimiser 'erreur d’apprentissage RMSE et '’ensemble T permet quant & lui d’estimer
lerreur de généralisation. L’estimateur induit, appelé estimateur hold-out, est calculé par
la RMSE commise sur les points de T :

Ep(C) = E(f (o; w),T) = Z Hf(a:’, w) — f(a:l)H2 avec Ny = C (C, Nz, Ny) (3.5)

IZ’ET
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Algorithme 3.1 Sélection de modele par estimateur hold-out

Input : DOFE = {(wz,yl = f(mi))ie[LNDOE]}

~

La famille de modeles analytiques f(e; w)
Output : La complexité optimale Cypy
- Diviser DOE =T @ A;
for C € [Chiin, Crnaz] do
- Calculer w en minimisant &( f (o; w),.A) cf équation (3.3));
- Calculer l'estimation de 'erreur de généralisation sur ’ensemble de test
Ep(C) cf équation (3.5));
end
- Choisir Cpps = argming Ep(C);

Afin que cet estimateur soit fiable, il est nécessaire que le cardinal de DOFE soit suf-
fisamment grand. De plus, il est également nécessaire de garder le cardinal de A suffi-
samment élevé de sorte a minimiser le biais du modele. Or, du fait du coflit important
d’exécution du vrai modele f, il arrive trés souvent que la taille du DOE soit réduite, ce
qui rend impossible I'utilisation du hold-out.

Estimateur par validation croisée : Afin de rentabiliser tous les échantillons dispo-
nibles lorsqu’il y en a peu, c’est-a-dire lorsque le cardinal du DOE Npog est réduit, une
maniere de faire est d’utiliser la méthode de validation croisée. Son principe, tres utilisé
en statistique [Efron, 1983] [Lecué et al., 2012], conserve I'idée du hold-out en partition-
nant le DOE en V' sous-ensembles {Vi}z‘e[[l,V]] appelés folds donc DOE = @z“/:l V;. Ces
sous-ensembles peuvent étre disjoints, donc Vi, 5 € [1,V], i # j = V; N V; =0, ou non.

Algorithme 3.2 Sélection de modele par validation croisée

Input : DOE = {(wzayl = f(mi))ié[l,NDOE]}

~

La famille de modeles analytiques f(e; w?)
Le nombre de folds V
Output : La complexité optimale Cypy

- Diviser DOE = @), V;;
for C € [Chin, Crnaz] do
for i € [1,V] do
- A= ea#ivj et T =V
. Calculer w' en minimisant £(f (e; w),.A) cf équation [3-3);
- Calculer I'estimation de I'erreur sur ’ensemble de test
& =E(f (o '), T);
end
- Calculer Pestimation de 'erreur de généralisation Ep(C) = % SV &
end
- Choisir Cypy = argming Ep(C);

Pour que tous les échantillons du DOE servent a minimiser I'erreur commise par les
parametres w en résolvant I’équation (3.3), I'idée est de construire un modele avec V' — 1
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des sous-ensembles, puis de tester ce modele sur le V™ sous-ensemble. En calculant
I’erreur commise sur chacun des sous-ensembles de test, on obtient donc V' erreurs de
tests. L’estimation de I'erreur de généralisation est donc la moyenne de ces V erreurs de
test. L’algorithme détaille les étapes de cette estimation. En ce qui concerne le choix
de V, un V trop petit met de co6té beaucoup d’échantillons pour chaque apprentissage. A
Iinverse, un V trop grand demande un temps de calcul tres important dans le cas ot la
construction du modele est plus cofliteuse que son exécution. Si V' est maximal, c’est-a-dire
V = card (DOF), on appelle cette technique le leave-one-out. Elle présente notamment
I’avantage de ne pas avoir a choisir une répartition des échantillons dans les folds, sachant
que la variabilité du résultat par rapport a cette répartition peut-étre importante. Bien
qu’il existe un V' optimal, sa recherche est cofliteuse et en pratique un choix tres répandu
se trouve entre 5 et 10 [Dreyfus et al., 2002], selon le budget de calcul.

Estimateur par bootstrap : Le bootstrap [Efron, 1979] est une autre alternative au
hold-out utilisant tous les échantillons du DOE dans le but d’estimer I'erreur de générali-
sation.

Le principe du bootstrap est le suivant : il consiste en la répétition de I’apprentis-
sage B € N fois sur les B ensembles d’apprentissage (Ab)be[[l, B] construits a partir du
DOE. Plus précisément, ces B sous-ensembles sont générés par Np tirages avec remise

dans I'ensemble DOE. Sur chacun des B ensembles d’apprentissage (Ab) belL5] de Np
échantillons, on minimise I’erreur d’apprentissage pour trouver les paramétres’op‘cimaux
correspondants w? = argmin,cpn, € (f (o; v) ,.Ab).

L’estimation de I'erreur de généralisation par bootstrap est donc, a complexité fixée

C:
| B . w’ = argmin€ (f(O; v) ,.Ab)
Ep(C)==S & (f(e; w’),DOE) avec veRNw (3.6)
! Bz; (s ) ) Ny = C (C, Ny, Ny)

L’algorithme [3.3] résume cette technique.

Algorithme 3.3 Sélection de modele par bootstrap

Input : DOE = { (2,4 = f(2'))ic(1 Npos |

La famille de modéles analytiques f (o; w)

Le nombre de répétitions bootstrap B et de tirages avec remise Ny
Output : La complexité optimale Cp;

- Générer les B sous-ensembles de DOFE par N, tirages avec remise (.Ab) el B]];

for C € [Chin, Cinaz] do
for b € [1,B] do
. Calculer w® en minimisant £(f (e; w),.A?) cf équation (3-3);
- Calculer I'estimation de erreur sur DOE 5(f (o; 'wb) ,DOE);

end

- Calculer I'estimation de I'erreur de généralisation E p(C) cf équation (3.6));
end

- Choisir Cypy = argming Ep(C);
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Remarque sur I’'utilisation du bootstrap pour estimer la variance de I’estima-
tion du modeéle en un point x € D, : L’un des avantages du bootstrap est qu’il permet
également d’approcher la distribution de la sortie du modele de substitution f (x; w) en
chaque x € D,. Ceci se fait a I'aide de la distribution empirique calculée sur les B modeéles
construits, ici notée F B(x). En calculant la variance de cette distribution empirique, on
obtient un estimateur asymptotiquement convergent de la variance de la sortie du modéle
de substitution f(x; w) en chaque = € D,, appelée 6(x) :

(B 1 & r b
E[FP@) = = fla; w)
b=1

B ) . B ) ) (3.7)
g(x) = Var [FB(.’E)} =51 Z (f(:c, w’) —E [FB(a:)D
b=1

3.1.2.2 Sélection par pénalisation

La figure montre que 'erreur d’apprentissage calculée a partir de I’équation
ne mesure pas la capacité de généralisation du modele construit. Or, 'objectif est bien
d’obtenir le modele dont la complexité lui permet d’avoir la meilleure capacité de généra-
lisation possible. De plus, la figure montre également que ce qui fait perdre la capacité
de généralisation du modele, c’est I'augmentation de variance due a la complexité trop
importante du modéle.

Une maniere de choisir le modeéle le plus efficace en prédiction serait donc de prendre
en compte sa complexité dans le calcul des parametres w. Pour cela, on peut en particulier
modifier le probléeme d’optimisation a résoudre de ’équation en pénalisant les modeles
de complexité trop importante a I’aide d’une fonction de pénalisation Pen(w) :

Pen : R™ — R
w — Pen(w)

EP(f (o; w), DOE) = E(f (e; w), DOE) + Pen(w) (3.8)
Cette fonction de pénalisation doit étre croissante avec la dimension N, de ces pa-
rametres. L’utilisation de cette fonction de pénalisation pour le choix de la complexité
est donnée a ’algorithme Il existe plusieurs manieres de définir une telle fonction de
pénalisation. Une maniére simple, et tres répandue par exemple dans le domaine des pro-
blemes inverses car permettant d’améliorer le conditionnement d’un probléme mal posé,
est la régularisation appelée ridge regression ou régularisation de Tikhonov. Elle consiste

a prendre un terme qui pénalise les parametres ayant une norme 2 trop élevée, donc :

Ny
Pen(w) = A fw|; = 2> w? (3.9)
=1

Cette fonction de pénalisation a donc le double avantage de pénaliser les complexités trop
élevées et de régulariser le probleme d’optimisation & résoudre, le rendant plus stable et
donc plus facile a résoudre [Tarantola, 2004].

En gardant le méme principe et en ’élargissant a d’autres normes, on peut définir bien
d’autres fonctions de pénalisation en se permettant de modifier la valeur de ’exposant que
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I’on applique aux parametres :
Ny
Pen(w) = A |w;|? (3.10)
i=1

L’une des fonctions également répandue en statistique est la régularisation utilisant ¢ = 1.
Dans la littérature, elle est le plus souvent identifiée sous le nom de Lasso (pour Least Ab-
solute Shrinkage and Selection Operator) |[Tibshirani, 1994]. L’avantage qu’a la régression
Lasso par rapport a la ridge regression est qu’elle force certains des parametres w a avoir
une valeur nulle, ce que ne permettait pas le cas ¢ = 2 ou la valeur des w; tend vers 0
plus contintiment, sans toutefois 'atteindre. En revanche, la valeur absolue introduite par
la norme 1 rend la fonction coflit & minimiser non différentiable, ce qui peut complexifier
le probleme d’optimisation & résoudre, méme si des algorithmes d’optimisation spécifiques
existent tels que LARS [Efron et al., 2004].

Choix du A Une des difficultés de ces régularisations est de fixer la valeur du A dans
I'équation (3.9). En effet, une valeur trop petite de ce parametre rend le parametre de
pénalisation négligeable et donc inutile. A Dinverse, une valeur trop importante de ce
parametre implique un trop grand éloignement au probléme initial a résoudre, ce qui peut
en particulier introduire un biais sur la prédiction. Afin de trouver le A\ optimal, une
maniere tres couramment utilisée en apprentissage statistique est d’utiliser la validation
croisée introduite précédemment, en testant différentes valeurs pour ce parameétre.

Algorithme 3.4 Sélection de modele par pénalisation
Input : DOE = {(.’Jcl,yZ = f(wi))ie[l,NDOE]}

A

La famille de modeles analytiques f(e; w)
La fonction de pénalisation Pen
Output : La complexité optimale Cypy
for C € [Chin, Crnaz] do
- Calculer w® les parameétres associés a la complexité C' en minimisant
Epe”(f (o; wc) ,DOE) cf équation (3.8));
end
- Choisir Cyp; = argming Spe"(f (o; 'wc) ,DOE);

Autres critéeres de pénalisation : D’autres critéres, basés sur le maximum de vrai-
semblance, permettent également de pénaliser la complexité (AIC, BIC ...). Le lecteur
intéressé par ces critéres peut se référer a [Hastie et al., 2009].

3.1.3 Génération du plan d’expériences

Jusqu’a présent, rien n’a été dit sur la manieére de choisir les entrées X = (:13’)Z €[1,Npo]
sur lesquelles la fonction a substituer f doit étre estimée. Or, il est évident que ce choix
peut avoir une influence importante sur la prédiction. En effet, dans le cas extréme ou tous
les points sont tirés dans un méme sous-espace de D,., le modele de substitution f aura
une erreur trés grande loin de cette zone. La distance entre les points du DOE est donc
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un parametre treés important a prendre en compte lors de sa génération. Il correspond en
fait & une mesure de discrétisation de l’espace D,.

Un autre parametre important dans la construction d'un DOE est le budget de calcul
Npog qui peut étre réalisé sur la vraie fonction f. Par exemple, dans le cas d’un budget
trés restreint et si la dimension de @ est grande, les méthodes déterministes tels que les
plans factoriels deviennent rapidement inutilisables.

Enfin, dernier parameétre pouvant orienter la construction du plan : le modeéle de substi-
tution a construire fournit-il une erreur de prédiction en plus de la prédiction elle-méme ?
Si tel est le cas, un premier modele peut étre construit & partir d’'une méthode d’échan-
tillonnage a priori. Puis, a 'aide de l'erreur de ce modele, des méthodes existent afin
d’enrichir séquentiellement le DOE.

Dans un premier temps, sachant que les méthodes d’échantillonnage a priori sont
indispensables, ces méthodes sont présentées en détaillant dans quel cas chacune d’entre
elles peut étre intéressante. Dans un second temps, les méthodes d’enrichissement de plan
d’expériences basées sur les erreurs de prédiction du modele sont expliquées : ceci est
détaillé en section [3.2.4

Echantillonnage a priori

Afin de pouvoir construire un premier modele, il faut d’abord avoir acces a un DOE initial
que 'on doit générer a priori, c’est-a-dire sans informations sur la fonction a prédire. Une
premiere méthode intuitive serait de tirer les points aléatoirement selon une loi uniforme
dans ’espace des entrées D,.. Le probléeme de cette technique est qu’elle ne garantit aucu-
nement que ces points soient répartis de maniere optimale, c’est-a-dire qu’ils remplissent
au mieux ’espace des entrées. Ceci est illustré en figure [3.5)

FIGURE 3.5 — Exemple d’un plan d’expériences aléatoire en dimension 2

Afin de s’assurer de cela, une premiere maniére, déterministe et simple & mettre en
ceuvre, est de placer les points sur une grille en choisissant un nombre de niveau 7,
par dimension. Or, le nombre de points a placer augmente rapidement avec le nombre
de dimensions Npog = n%ﬁ). Par exemple, avec seulement 4 points par dimension, donc
nniv = 4, la taille du plan d’expériences excede les 100 points deés la dimension N, = 4.

Autre méthode, permettant de générer un DOE a budget fixé et plus répandue dans le
domaine de ’apprentissage statistique est la génération de plans d’expériences par Latin
Hypercube Sampling (LHS) [Viana et al., 2009]. Afin de garantir la non-proximité de deux
points du DOE, il divise I’espace D, en hypercubes disjoints avec une grille (cf figure
de Npog sous-intervalles par dimension. Les points sont ensuite tirés de sorte a avoir un
unique point par colonne et par ligne. De cette maniere, le nombre de points Npogr a
générer définit en quelque sorte une taille de maille, a partir de laquelle les points sont
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FIGURE 3.6 — Exemple d’un plan d’expériences factoriel a trois niveaux en dimension 2,
donc 3% = 9 points

générés. Par conséquent, quel que soit le budget alloué, tout ’espace est rempli de maniere
plus ordonnée que dans le cas totalement aléatoire et ce sans faire exploser le nombre de
points nécessaires comme dans les plans factoriels. Par ailleurs, la figure illustre le
cas équiprobable ou aucune zone n’est privilégiée par rapport a une autre, donc a taille
de maille constante. Mais il est tout a fait envisageable de définir une largeur de maille
variable, permettant de discrétiser plus finement certaines zones par rapport a d’autres.

FIGURE 3.7 — Exemple d’un plan d’expériences LHS en dimension 2

Enfin, il existe des plans construits séquentiellement afin de garantir une discrépance
faible. La discrépance est une mesure de I’écart entre une distribution de points uniforme
avec la distribution de points proposée. Elle mesure donc l'irrégularité de la distribution.
La construction de plans a discrépance faible est basée sur la construction séquentielle
du DOE de sorte a couvrir I’espace de maniere la plus efficiente possible en utilisant un
critere d’optimalité donné [Kocis et Whiten, 1997] [Franco, 2008]. L’article de Pronzato
et Miller [Pronzato et Miller, 2012] donne les détails de ces critéres d’optimalité. En
d’autres termes, elles permettent le remplissage séquentiel de ’espace sans connaissance
de la fonction a prédire. On leur préfere donc 'utilisation de critéres basés sur la variance
du modele de substitution construit & partir d’un plan LHS. Ces techniques sont présentées

en section [3.2.4]
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3.2 Construction de modeéles de substitution de codes sta-
tionnaires

3.2.1 Présentation générale des différents types de modele de substitu-
tion existants

1l existe dans la littérature une grande diversité de modeles de substitution, en d’autres
termes de formes analytiques différentes pour f a laquelle on peut associer une erreur a
minimiser £. L’étude de Wang [Wang et Shan, 2007] propose une revue des modeles de
substitution existants, parmi lesquels on peut citer les RBF (pour Radial Basis Func-
tion) [Park et Sandberg, 1991] [Buhmann, 2003] qui sont des réseaux de neurones uti-
lisant une fonction d’activation particuliere, les SVR pour Support Vector Regression
[Basak et al., 2007] [Hastie et al., 2009, pp.434-438] qui sont une généralisation & la ré-
gression d’une technique de classification ou encore les splines [Hastie et al., 2009} pp.139-
190] qui sont des régressions polynomiales par morceaux. Nous faisons ici le choix de nous
limiter a deux techniques représentatives des méthodes les plus répandues : les réseaux de
neurones artificiels en section comme exemple de modeéle régressant et les processus
gaussiens ou krigeage en section comme exemple de modeéle interpolant.

3.2.2 Un exemple de modele régressant : Les réseaux de neurones arti-
ficiels

Les réseaux de neurones proposent une formulation analytique non-linéaire afin d’ex-
primer une fonction a N, > 1 sorties f = ( fl,--. , fNy) Leur conception est forte-
ment inspirée du fonctionnement des neurones biologiques. En effet, un neurone artifi-
ciel peut étre vu comme une fonction de transfert permettant de transformer ses entrées
e=(e1, - ,en,) € RNe en une sortie z € R selon des régles précises, dépendant de 1'utili-
sation du neurone. Leur domaine d’application étant trés vaste, cette partie ne se focalise
que sur l'utilisation des réseaux de neurones a des fins d’approximation de fonctions. Dans
ce cadre, un neurone s’écrit :

Ne
z(e)=¢ <w0 + Zwiei> (3.11)
i=1

w = (wp, -+ ,wy, ) sont les poids permettant de faire une combinaison linéaire des entrées.
€1
EN,

FIGURE 3.8 — Schéma d’un neurone artificiel
¢ peut prendre les formes suivantes (illustrées en figure :
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— Fonction de Heaviside :
O0siz<O
|

1siz>0

Etant donné sa forme non continue, elle n’est pas particuliérement adaptée a la
régression et est plus classiquement utilisée en classification.
— Sigmoide :
1
xr = ———
(@) 1+ exp (—kx)
avec k > 0 un parametre de forme permettant de modifier la pente en z = 0 de
cette fonction, et donc de s’éloigner ou de se rapprocher de la fonction de Heaviside
précédente. C’est cette fonction qui est la plus utilisée en régression.
— Linéaire, c’est-a-dire ¢(x) = x. Cette fonction d’activation permet de se ramener &
un modele linéaire, les réseaux de neurones étant une généralisation de la régression

linéaire.
1.0
038 //
0.6 /
O /
<
s //
0.2 e
= sigmoide
/ — Heaviside
O'C—3 -2 -1 0 1 2 3

FI1GURE 3.9 — Illustration des formes courantes pour la fonction d’activation ¢. La sigmoide
est illustrée dans le cas ou k = 1.

L’organisation du réseau en couches (cf figure assure que toute fonction peut
étre prédite avec la précision souhaitée [Cybenko, 1989] [Barron, 1993]. C’est ce que l'on
appelle un perceptron multicouches [Dreyfus et al., 2002]. La forme & une couche d’entrée,
une couche cachée et une couche de sortie, la plus classiquement utilisée pour le moindre
nombre de parameétres a gérer, suffit d’ailleurs pour garder la propriété d’approximateur
universel [Hornik, 1991]. Sa formule analytique est la suivante :

C
filas w) = D i zn(@) +uwy
=N (3.12)
i=1

Dans le cas d'un réseau de neurones, w = {w’,w"} € RM' x RN et la complexité
C' a estimer lors de l'apprentissage correspond au nombre de neurones. La formule C (cf
équation ) permettant de calculer le nombre de poids a partir de cette complexité est
la suivante :

Ny =C(C,Ny,Ny) =C(Ny+1)+(C+1)N, (3.13)

N, N
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¢ ()
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g

FIGURE 3.10 — Schéma d’un perceptron multicouches avec une couche d’entrée, une couche
cachée et une couche de sortie - les biais wp o ne sont pas représentés

En revanche, les perceptrons multicouches rendent difficile toute signification physique.
En d’autres termes, ce n’est qu’une base qui permet d’approcher n’importe quelle fonction
mais en perdant toute information sur le lien entre les entrées et les sorties.

3.2.2.1 Apprentissage d’un perceptron multicouches

Comme détaillé précédemment, ’apprentissage d’un perceptron multicouches se fait en
minimisant ’erreur quadratique moyenne commise par le modele f sur les points du DOE
(cf équation (3.3)), avec éventuellement un terme de régularisation (cf section [3.1.2.2).
En revanche, la résolution de ce probléme d’optimisation n’est pas facile : la fonction
colit & ( f (o; w) ,DOE) est caractérisée par la présence de multiples minima locaux

[Bishop, 2006] et plus la dimension N,, de ce probléeme d’optimisation est grande et plus le
nombre de minima locaux peut étre important. Le calcul des poids d’un réseau de neurones
peut donc étre coliteux en temps de calcul.

Les algorithmes d’optimisation les plus utilisés afin de trouver les poids optimaux
sont basés sur des algorithmes par descente de gradient du premier voire du se-
cond ordre utilisant une approximation de la Hessienne tels que les algorithmes BFGS
[Battiti et Masulli, 1990] ou Levenberg-Marquardt [Moré, 1978] [Hagan et Menhaj, 1994].
Levenberg-Marquardt est un algorithme particulierement intéressant puisqu’il inclut dans
sa résolution un terme de régularisation p* tendant vers 0 avec les itérations, le rendant
particulierement stable. Pour illustrer cela, voici le terme de descente a chaque itération
de I'algorithme de Levenberg-Marquardt :

witt! = wit + odit
A . . R A T . -1 R .
dit = {(Vwa(f (e w"), DOE)) (Vwé(f (o w"), DOE)) +u”lsz} Vuwé(f (o w"), DOE)
(3.14)
En revanche, I'un des inconvénients de l'utilisation des réseaux de neurones est la

A

présence de multiples minima locaux a la fonction E(f (e; w), DOE) et sa forte non-
linéarité, rendant la recherche du minimum global difficile. Sachant que les algorithmes
basés sur le gradient sont des algorithmes locaux, c’est-a-dire trouvant le minimum local
le plus proche du point de départ de I'optimisation, il est indispensable de réaliser cette
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optimisation de nombreuses fois en partant de points d’initialisation différents. C’est ce
que 'on appelle le multistart. Une maniere treés répandue d’initialiser les poids est proposée
par I’étude de Nguyen et Widrow |[Nguyen et Widrow, 1990].

Par ailleurs, du fait de la présence de nombreux minima locaux, d’autres études uti-
lisent des algorithmes globaux stochastiques du type recuit simulé [Da et Xiurun, 2005],
colonies de fourmis [Salama et Abdelbar, 2015|, essaims particulaires [Wu et Chen, 2009],
plus généralement évolutionnaires [Igel et al., 2005] ou encore d’autres techniques sans gra-
dient tels que Nelder-Mead [Liao et al., 2015|. Toutefois, ces méthodes présentent quelques
inconvénients : d’abord le nombre d’appels et de parameétres importants a gérer de ces
méthodes rendent leur mise en place compliquée. De plus, il n’est pas important en ap-
prentissage statistique de trouver le minimum global de ’erreur d’apprentissage : ceci peut
mener au sur-apprentissage et donc a une erreur de prédiction importante.

3.2.2.2 Estimation du gradient par rétropropagation

La plupart des algorithmes d’apprentissage présentés précédemment nécessitent la
connaissance du gradient de la fonction cotit par rapport aux poids V& ( f (o; w'), DOE).
Sachant que les réseaux de neurones fournissent une formulation analytique basée sur des
sigmoides, qui sont infiniment différentiables, le gradient de la fonction cotit par rapport
aux poids est calculable analytiquement et de maniére itérative par I’algorithme de rétro-
propagation du gradient [Rumelhart et al., 1986]. Son principe repose essentiellement sur
I’application répétée de la regle des dérivées composées. Il permet de calculer le gradient
de la fonction cofit suivante :

Npor 9 Npor

E(f(o; w), DOE) = Y | flah; w) o
k=1

Cette erreur est décomposée en somme d’erreurs commises en chacun des échantillons
(:1:’“, yk) du DOE. Pour chacune de ces composantes, le gradient est calculé de la maniere

suivante :
k k )
Owij 6vi k 6w¢j k

en omettant les ’ et ” sur les poids w;; et en considérant un neurone dont les entrées sont
nommées e; et avec v; = Zé\/:el wjje; la somme des entrées pondérées du neurone i. Cette
formule est composée de :

0z;
lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a I’échantillon k.

— (agk)k la valeur du gradient du colit partiel par rapport aux entrées pondérées

— ( aalg?, ) § la valeur de la dérivée partielle de cette combinaison des entrées par rapport
ij

au parametre w;; lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a

I’échantillon k, ce qui explique que cela est égal a la valeur de ’entrée j du neurone

1, e?, lorsque les entrées du réseau sont celles qui correspondent a ’échantillon k.
Il ne reste donc a évaluer que les quantités 5f traduisant le gradient du cotit partiel
par rapport aux entrées pondérées. Le nom de rétropropagation vient du calcul de ces
composants. En effet, ils peuvent étre avantageusement calculés de maniére récursive en
partant des sorties du réseau vers ses entrées :
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— Pour un neurone de sortie 7 :
OEk A
of = ( ) = —2f(e"; w)
821' &

car la fonction d’activation des neurones de sortie est la fonction linéaire donc
d(e) = 1

— Pour un neurone de la couche cachée i : la fonction de colit ne dépend des poids
d’entrée de ce neurone caché que par l'intermédiaire des entrées des neurones de
sortie m qui regoivent la valeur de la sortie du neurone caché i. On a donc :

&k ov ov
k_ [ m\ _ k m
=2 (avm>k (50), 2 %m (5).

m

Or vy, = 3w eF =3 w! .¢(vF) ce qui nous donne pour (%"T’?)k = w! ¢ (vF)

On obtient donc finalement pour §¥ :
55 = Z 5’%% /(Uzk) = ¢>/(Uf) Zéfnw;’n
m m

Il apparait donc ici la récursivité du calcul de ces d puisqu’en parcourant le graphe
des connexions depuis les sorties vers les entrées, le gradient des cofits partiels se
développe efficacement. Ceci permet, en les sommant, d’obtenir le gradient de la
fonction cofit total.

Résumé de l’algorithme de rétropropagation : cet algorithme se décompose en
deux phases pour chaque échantillon k € [1, Npog] :

1. La premiere phase de « propagation » ou les entrées correspondant a 1’échantillon
k, ¥, sont utilisées afin de calculer les sorties §* prédites par le réseau de neurones
et donc les erreurs commises.

2. La deuxiéme phase de « rétropropagation » au cours de laquelle sont calculées les
5.

Une fois ces quantités évaluées, le gradient des fonctions de cott partiel peut étre estimé
par 1'équation (3.15)), puis le gradient du coiit total w = " Noos oeh

w; k=1 Ow;

3.2.2.3 Sélection de modele appliquée aux perceptron multicouches

Les réseaux de neurones étant des modeles régressants dont la construction se fait par
minimisation de ’erreur moindres carrées de 1’équation , les techniques de sélection
de modele détaillées en section [3.1.2] sont tout a fait applicables aux réseaux de neurones.
Il existe cependant quelques modifications ou adaptations qui peuvent étre faites. Notam-
ment sur la ridge regression, une technique trés répandue est de pénaliser différemment
les poids de la couche d’entrée w’ et ceux de la couche de sortie w” puisque leur role n’est
pas le méme. Comme il a été dit en section ce genre de pénalisation favorise les
solutions ou la valeur des poids w n’est pas trop grande. Dans le cas des poids de la couche
d’entrée des réseaux de neurones, ceci a pour effet de garder les combinaisons linéaires en
entrée des fonctions d’activation sigmoide au voisinage de leurs zones linéaires. Ce genre
de régularisation permet donc d’obtenir des courbes prédites qui gagnent en régularité.
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Par ailleurs, il existe une méthode permettant d’éviter le sur-apprentissage dans le cas
des réseaux de neurones qui n’a pas été introduite précédemment car particuliére a cette
famille analytique. Il s’agit de I'early stopping ou arrét prématuré. L’idée est d’arréter
I’algorithme d’optimisation des poids prématurément, c’est-a-dire avant convergence, afin
que le modele ne s’ajuste pas trop finement aux données d’apprentissage et ainsi éviter
le sur-apprentissage. Cependant, il est important de ne pas arréter trop précocement la
minimisation de erreur sur le DOE puisque ceci peut introduire un biais d’estimation
important. Une maniére d’obtenir un critere d’arrét satisfaisant est d’utiliser ’erreur sur
une base de validation et d’arréter les itérations lorsque cette dernieére commence a croitre.
Ceci peut par ailleurs étre aisément mis en place dans le cas de I'utilisation de méthodes
de type hold-out ou validation croisée (cf section .

3.2.3 Un exemple de modele interpolant : le krigeage

Le krigeage est un exemple de modele interpolant tres utilisé en optimisa-
tion [Jones et al., 1998] [Forrester et Keane, 2009] ou encore en propagation d’incer-
titudes [Bect et al., 2012]. Initialement développé pour la géostatistique [Krige, 1951]
[Matheron, 1963], ce type de modele a depuis été largement étendu a l’apprentissage sta-
tistique [Rasmussen et Williams, 2005|. Son principe est le suivant : il suppose que la fonc-
tion a approcher f est la réalisation d’un processus stochastique Y'(x), conditionné par
les points du DOE. Cette hypothese a notamment pour intérét de fournir, en plus d’une
prédiction de la fonction a approcher f , un estimateur analytique de I’erreur commise par
ce modele de substitution f en tout point de 'espace x € D,..

Dans cette partie, il est uniquement question du cas ou f n’a qu’une seule sortie définie
dans R, donc f : D, — R. Le cas ou la fonction & prédire est a plusieurs sorties peut
étre traité en construisant un processus gaussien indépendant par sortie.

3.2.3.1 Approximation de fonction par krigeage

Le krigeage est la prédiction statistique d’une fonction en tout point de 'espace x € D,
a partir d’une connaissance ponctuelle de la fonction fournie par le DOE = {(X,Y)} avec
_?( = (fcz)z‘e[l,NDo;;} ?t Y = (y' = f(mz))ie[l,NDOI;ﬂ' Elle suppos/e pour cela gue }a fon.ct‘ion
a prédire est la réalisation d’'un processus gaussien Y composé d’'une partie déterministe
1 appelée aussi tendance et d’une partie aléatoire Z.

Y(x) = plx) + Z(x) (3.16)

Ces deux fonctions p et Z sont définies de la maniére suivante :
— Le choix de la fonction p détermine le type de krigeage utilisé :

Krigeage simple p(x) est une constante connue, pouvant par exemple étre prise
nulle.

Krigeage ordinaire p(z) = p € R une constante inconnue, a déterminer a partir
des points du DOE.

Krigeage universel pu(x) = chvz_ol wror(x) ou ¢ = {¢o, -+ ,Pdn—_1} est une col-
lection de fonctions de régression. Cette collection est le plus souvent une base
de fonctions polynomiales.
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Dans cette partie, il est surtout question du krigeage ordinaire. En effet, la partie
déterministe n’est pas la partie la plus informative d’un modele de krigeage, il n’est
donc pas nécessaire d’y accorder trop d’efforts. Cependant, dans le cas ou le nombre
d’échantillons est tres réduit ou dans le cadre de certaines applications, il peut étre
intéressant d’utiliser certaines formes particulieres. Il existe d’ailleurs des méthodes
combinant les polynémes de chaos, tres répandus en propagation d’incertitudes, et
le krigeage en utilisant le chaos polynomial comme tendance, dans le cadre d’'un
krigeage universel [Kersaudy et al., 2015].

— Z est un processus gaussien stationnaire d’espérance nulle Vo € D,, E (Z(x)) =0,
et de covariance :

Cov(z,z') = 0% R(x,x’; w) Y(x,z') € D? (3.17)

La fonction R(e,e; w) : D, x D, — R est le noyau d’autocorrélation. Il permet
de définir la corrélation spatiale entre deux points de I'espace des entrées. En effet,
plus deux points sont proches et plus la fonction R doit étre proche de 1. A I'inverse,
plus deux points sont éloignés, plus la fonction R est proche de 0. Ce dernier est
a définir par 'utilisateur et permet de prendre en compte les a priori disponibles
sur la fonction a prédire. Par exemple si la fonction a prédire est tres réguliere,
f €C>®(D,,R), alors le noyau de corrélation gaussien est tres approprié :

R(z,x'; w) = exp <_ %I: <xz - $;>2> (3.18)

i=1 Wi

avec w = (wy, - ,wy,) les longueurs de corrélation qui représentent ici les pa-
rametres a déterminer. Un autre exemple de 'a priori qui peut étre défini par ce
noyau est l'isotropie de la fonction f par rapport a ses entrées : si la fonction f
est connue pour avoir la méme dépendance envers chacune de ses entrées, on peut
prendre wy = - -+ = wy, = w. Par ailleurs, ’hypothese de stationnarité qui suppose
qu’il existe une fonction r telle que Cov(Z(x), Z(x + h)) = r(h), permet de ne pas
se soucier de la zone ou 'on se trouve dans la formule de ce noyau R.
Gréace a '’hypothese d’'une sortie modélisée par processus gaussien, il est ensuite facile
de déterminer la prédiction par krigeage de la fonction f en prenant ’espérance de ce
processus gaussien, conditionné par le DOE :

f@; w)=E[Y(z) | Y = f(X)] = p+ (@) T (Y - 1) (3.19)

avec :
— ~v : D, — RNpoE représentant le vecteur d’autocorrélation entre le point = &
prédire et les points du DOE.

(@) = (R(z,2"; w), -, R(z,a"Por; w)) (3.20)
— I' € Mp,,,(R) la matrice des corrélations associée au DOE :

= (R(wi,wj; w)) (3.21)

1<4,j<NpoE

La prédiction par krigeage est donnée par ’espérance, mais d’autres mesures peuvent étre
estimées analytiquement sur un processus gaussien comme sa variance en tout point, 6(x).
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Cette variance peut notamment étre utilisée comme une erreur de prédiction V& € D,, et
elle vaut :

1T (g
b(@) = Var[Y (@) | Y = /(X)) = o (1—7($)T1“‘17(w)+1 S )> (3:22)

20

20

- - Reference model == Reference model
e e DOE e o DOE
15F| — Realizations of GP 1 15-

— Kriging model
[ 95% confidence interval

FIGURE 3.12 — Représentation de la pré-
FiGURE 3.11 — Représentation de diffé- diction par krigeage avec l'intervalle de
rentes réalisations d’un processus gaussien confiance & 95%

Gréace a I’hypothese gaussienne sur la loi de la sortie en chaque point « € D, I'intervalle
de confiance & 95% peut étre déduit analytiquement des équations (3.19)) et (3.22)) :

1C°% (@) ~ | f(@; w) —1.966(x), f(2; w)+1.966(z)]

3.2.3.2 Calcul des longueurs d’autocorrélation

Les parameétres u, w et la variance o%( sont le plus couramment estimés par maxi-
mum de vraisemblance sur les points du DOE. Les estimateurs de u et o2 s’écrivent
analytiquement. En ce qui concerne pu, sa valeur optimale correspond a la solution d’une
approximation linéaire déterminée par moindres carrés :

1T (w)'Y
1P (w) 11

En ce qui concerne 0% (w), la solution est une formule analytique dépendant de w (en
faisant apparaitre les dépendances en w détaillées aux équations (3.17)) et (3.21))) :

o (w) Y — p1]" D(w) ' Y — 1]

Npor

Enfin, sachant que Y est un processus gaussien et en travaillant avec la log-vraisemblance
[Marrel et al., 2008], on arrive & la minimisation de la fonction suivante afin de trouver les
longueurs w.

w = agggjlvix In(L(v))
(L(w)) = —05 (Npor (In(e3(w)) + In(2m) + 1) + In (|T(w)])
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Ceci revient & minimiser une fonction, comme détaillé a 1’équation (3.2)), qui s’écrit donc
ici :

s(f(.; w),DOE) =05 (NDOE (1n(a%<(w))+1n(27r) +1) +1n(\r<w)y>) (3.23)

Ce probleme d’optimisation peut étre compliqué a résoudre. En effet, la fonction du
maximum de vraisemblance est caractérisée par des gradients quasi-nuls dans certaines
zones et par la présence de nombreux optima locaux [Watkins, 1992]. Certaines études pré-
conisent 'utilisation d’optimiseurs sans gradient tels que des algorithmes évolutionnaires
du type évolution différentielle [Zhang et al., 2010], d’autres utilisent des algorithmes lo-
caux avec ou sans gradient avec plusieurs initialisations (c’est notamment ce qui est im-
plémenté dans scikit-learn [Pedregosa et al., 2011]).

Par ailleurs, Bachoc a montré dans [Bachoc, 2013], que le choix des parameétres par
maximum de vraisemblance peut commettre une erreur importante dans ’estimation des
parametres. Plus précisément, si la forme analytique du noyau R est mal choisie, la
technique par validation croisée (cf algorithme du type leave-one-out permet d’ob-
tenir des modeles de krigeage commettant une erreur de prédiction moins importante
[Rasmussen et Williams, 2005].

3.2.3.3 Quelques remarques :

Choix de R et effet sur la prédiction f : comme cela a déja été mentionné précé-
demment, la régularité du noyau donne la régularité de la prédiction de f puisque, dans
le cas du krigeage ordinaire, on peut réécrire I’équation (3.19)) de la maniére suivante :

R Npog
flx; w)=ap+ Z apR (a:,a:k; w)
k=1

avec (z¥)1<k<npop les points du DOE et les (ag)1<k<npop indépendants de la variable
x. On voit donc que c’est une combinaison linéaire de ces noyaux de corrélation, donc
conservant la méme forme que ces derniers. Ceci explique pourquoi il est trés important
de choisir ces noyaux de maniere adaptée. Il en existe d’autres que les noyaux gaussiens,
par exemple la famille des noyaux de Matérn permettant d’avoir une régularité donnée,
des noyaux linéaires ou cubiques si la fonction a prédire est polynomiale, voire des noyaux
avec des exponentielles de valeur absolue si la fonction n’est pas différentiable :

N,
% |z —
Rz, z'; w)=exp |-y — =
ot = (-3 BT

Par ailleurs, pour insister sur I'importance de ce noyau de corrélation, Bachoc montre
dans [Bachoc, 2013] que lerreur de prédiction d’'un modele de krigeage est treés sensible
au choix de ce noyau.

Linéarité de la prédiction f par rapport aux observations Y : en réécrivant
Iéquation (3.19)) mais cette fois-ci en factorisant par les observations Y, on peut écrire :

Npor

fl@; w) = ap(e) + Y ag(@)y*
k=1
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, . 7 . . 7’ . .
avec (a(®)1<k<Npop indépendants des observations Y. Ce qui montre que la prédiction
est en réalité une combinaison linéaire des sorties des points du DOE. Comme la remarque
précédente le montre, ceci ne signifie en revanche pas que le modele est linéaire par rapport
a x.

A paramétres du krigeage fixés, ’estimation de 1’erreur ne dépend pas des
observations Y. En effet, en regardant 1’équation , il apparait que 'erreur d’es-
timation est ici totalement indépendante des valeurs prises par la fonction a approcher
f- Ceci peut avoir un intérét lorsque 1’on souhaite connaitre l'effet du rajout d’un point
sur 'incertitude du modeéle, notamment lors de la construction séquentielle d'un DOE. Ce
point est détaillé dans la section

Cas ou [ est a plusieurs sorties : le cas ou la fonction a prédire f a plusieurs sorties
peut étre traité en séparant chacune de ces sorties et en les traitant indépendamment. Le
cas ou ’on considere que les sorties ne sont pas indépendantes s’appelle le cokrigeage. Cette
technique peut notamment étre utilisée afin de prendre en compte le gradient de la fonction
en plus de sa valeur en chaque point du DOE [Ulaganathan et al., 2015] [Han et al., 2013].

Utilité des techniques de sélection de modeéle : Du fait que la complexité C d’un
modele de krigeage est fixée une fois le noyau R choisi, les techniques de sélection de
modele présentées en section ne sont pas nécessairement utiles.

Mais des techniques s’apparentant a la ridge regression peuvent toutefois étre inté-
ressantes dans le cas du krigeage. En effet, pour calculer la prédiction par krigeage et la
variance de cette estimation, il est nécessaire d’inverser la matrice de corrélation I' (voir
les équations et ) Or, cette matrice peut devenir trés mal conditionnée, par
exemple dans le cas ot deux points du DOE sont tres proches I'un de 'autre. Une ma-
niere permettant d’améliorer ce conditionnement peut étre d’utiliser un effet pépite. Ceci
consiste a rendre le modele de krigeage régressant en introduisant un terme constant sur la
diagonale de la matrice T, 03;. Cette amélioration du conditionnement peut aussi rendre
I’apprentissage des longueurs de corrélation plus facile. Le calcul des w est détaillé dans
la section suivante.

Ce terme constant correspond en fait & la variance d’un bruit virtuel sur la fonction a
prédire. Le choix de ce parametre peut donc poser probleme lorsque la fonction a prédire
n’est pas bruitée : il est en effet important de ne pas choisir un oy trop important, de
sorte & ne pas trop s’éloigner de la vraie fonction. L’étude de Peng [Peng et Wu, 2014]
fait le lien avec la ridge regression et détaille les conséquences de l'utilisation de 'effet
pépite dans le cas ou la fonction & prédire est déterministe. Enfin, il propose une méthode
d’estimation basée sur la validation croisée. Ce parametre peut également étre estimé par
maximum de vraisemblance.

3.2.3.4 Mise en ceuvre du krigeage

Dans le cadre de cette étude, le krigeage a été mis en place a I’aide du package Scikit-
learn codé en Python [Pedregosa et al., 2011]. Il permet de construire des modeles de
krigeage avec des noyaux gaussiens ou exponentiels, avec effet pépite ou non, anisotropes
ou non.
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L’optimisation des parameétres se fait principalement avec ’algorithme local sans gra-
dient COBYLA introduite par Powell [Powell, 1998].

3.2.4 Construction séquentielle de plan d’expériences

La limite des méthodes a priori présentées en section est que, par définition, elles
n’utilisent & aucun moment les caractéristiques de la fonction a prédire f. Or, cela peut
avoir pour inconvénient de mailler trop finement des zones dont la connaissance n’apporte
pas d’information supplémentaire au modele de substitution.

L’idée est donc de partir d’un plan initial de taille réduite DOE° permettant de
construire un premier modele de substitution f , puis de l'enrichir en utilisant 1’estima-
teur d’erreur de ce f . La génération de DOE® peut quant a elle étre réalisée par LHS.
Les étapes de génération d’un tel DOE sont résumées dans ’algorithme Ces stratégies
sont particulierement répandues dans le cas du krigeage puisque son estimateur d’erreur
est connu analytiquement comme le montre 1’équation . En dehors du cas du kri-
geage, l'estimation de ces erreurs est possible par la méthode du bootstrap (voir I’équation
(3.7) pour sa mise en place) mais représente un cotit d’estimation important. Il est donc
plus rare de le rencontrer.

Algorithme 3.5 Construction d’'un DOE par enrichissement séquentiel

Input : La taille du DOE initial NJ%OE, le budget total pour le DOE Npopg, le
critere d’enrichissement Znfo
Output : DOFE
- Générer les NgOE entrées du DOE initial X° par LHS;
- Evaluer Y = f(X°) — DOE" ;
- Soit Neoyrant :== N3op et DOE ™t .= DOEY;
while Neoyrant < Npog do
. Construire f avec DOEcourant,
- Choisir * = argmaxg.p_Info(w, x);
. DOEcourzmt — {DOEvcourant7 (iL‘*, f(ib‘*))},
end
DOE = DOEcourant;

Le point a ajouter au DOE a chaque itération, x*, est celui qui maximise la quantité
d’information qu’apporte un point @ au modéle. A cette fin, il est nécessaire de définir
une fonction d’information Znfo : RN x RM» — R. Dans un souci de simplicité, cette
fonction est uniquement écrite avec sa dépendance en x : Znfo(x).

Selon ce que l'utilisateur veut faire de son modele, la formulation de cette information
varie. Par exemple, si le modele de substitution est utilisé en optimisation ou pour esti-
mer des mesures probabilistes telles que le quantile, il n’est pas intéressant de connaitre
parfaitement le modele sur tout le domaine D, et seules certaines zones a cibler doivent
étre enrichies. Dans cette partie, ’objectif est de construire un modeéle qui commet ’er-
reur globale la plus faible possible. A cette fin, on peut citer deux principaux critéres
d’enrichissement séquentiels :

1. Le premier est le plus intuitif et le plus simple & mettre en ceuvre et consiste a
choisir le point qui maximise la variance du modele, c’est-a-dire :

Info(x) = 6(x) (3.24)
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FIGURE 3.13 — Illustration des deux critéres d’enrichissement possibles rendus sans dimen-
sion entre 0 et 1.

Le principal inconvénient de ce critere est qu’il enrichit les bords du domaine ou
I'erreur de krigeage est souvent la plus importante, sans forcément apporter plus
d’information sur la fonction elle-méme. Ceci est illustré sur la figure [3.13] avec
la courbe en pointillés rouges. En effet, on voit que les deux points qu’il faudrait
ajouter dans ce cas sont les bords, alors que la fonction n’y fait pas une erreur
importante par rapport a la zone 4 < x < 8. Ce probléeme se pose d’autant plus
pour une dimension de & supérieure puisque le nombre de bords grandit exponen-
tiellement avec la dimension.

2. Le second permet de résoudre ce probléme. Pour cela, son principe repose sur le
calcul de l’effet du rajout d’un point sur I’erreur moyenne. Ce critére s’appelle IMSE
pour Integrated Mean Squared Error [Santner et al., 2003] Soit 6% I'estimation de
lerreur apres 'ajout fictif d’un point dans le DOE donc : X% = { X, x}. Sans avoir
besoin de calculer le vrai modele en ce point, il est possible d’avoir une estimation
de la variance fictive du modeéle 61 aprés ajout et ce quel que soit le type de
modele utilisé. L’intégration de cette variance fictive sur tout le domaine fournit
une mesure de 'effet de ’ajout du point x sur ’erreur commise par f sur tout le
domaine, donc :

Tnfo(x) = — /u o) (3.25)

Le signe — se justifie par le fait que I'information apportée est maximale lorsque
lerreur globale, estimée par cette intégrale, est la plus faible. Cette intégrale peut
par exemple étre estimée par des méthodes de Monte-Carlo. Sur la figure la
courbe en noir représente dans le cas du krigeage cette mesure d’information. Cette
fois-ci, les bords ne sont plus les points ou se réalise le maximum. Notamment, la
zone 4 < x < 8 gagne logiquement en importance avec ce nouveau critere.

Le détail de 'estimation du premier critére a déja été réalisé. En revanche, ’estimation
de la variance fictive 67 de la prédiction du modele de substitution aprés I'ajout d’un
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point @ n’est pas immédiate et doit étre expliquée.

3.2.4.1 Estimation de la variance de la prédiction du modeéle aprés ’ajout
fictif d’un point au DOE

Cas du krigeage Comme cela a été détaillé en section I'estimation de l’erreur
du krigeage (voir I'’équation (3.22))) ne dépend pas de la valeur de la sortie de la fonction a
prédire f. De cette maniere, en conservant les longueurs de corrélation w et le o calculés
avec les valeurs provenant de la fonction a prédire f, il est possible de reconstruire | AR
et vt afin de quantifier leffet de I’ajout d’un point "% sur l’estimation de & :

’7+wnew(aj) _ (R(w’m17 w)’ . ’R($, mNDOE; ’LU)’R(m7mne’w; w))
R (1131, wnew; w)

]__‘:Bnew

R (:I:NDOE , e, 'w)

R (xnew7 ZEl; ,w) . R (mnew, xNDOE; ’UJ) R (xnew7 wnew; w)

Enfin, lerreur de prédiction s’estime de la méme maniére qu’a 1’équation ([3.22]), mais en
remplacant v par yTZ"" et T' par re " .

new new new — new 1 —_ ]_TI‘-HB"E“’—l +anew
61T (m)Q = a’%( (1 _ ,7""13 (w)TIH—CC 1’7—&-% (m) + vy (:13)

1T1_‘+wnew 711
(3.26)

Estimation de ’erreur pour les autres modeéles Dans le cas d’un modeéle ne fournis-
sant pas intrinsequement une estimation de ’erreur, il est possible d’utiliser des techniques
de bootstrap comme expliqué a 'algorithme Cependant, a la différence de 'estimation
de la variance par krigeage, celle fournie par bootstrap nécessite de connaitre la valeur de la
sortie f(x™") en le point a rajouter . Afin d’appliquer classiquement le bootstrap, il
est nécessaire d’avoir un DOE virtuel DOE+YT"™ = {DOE, ("%, y"**)} sur lequel I'ap-
pliquer et donc de faire une hypothese sur la valeur de y™¢". Par exemple, il est possible
de faire confiance au modéle de substitution et prendre y"e¥ = f (x"%; w).

Toutefois, le calcul de la variance 672" (x) a partir de la formule implique la
construction de B modéles de substitution pour chaque ™. A cause de cela, il peut
étre inenvisageable de maximiser l'intégrale de ce critere qu’il faut estimer pour évaluer
Info a l'aide de I’équation . L’utilisation de ce critere dépend donc du temps de
calcul disponible et du cofit de construction d’un modele, sachant que chaque estimation
de Znfo(x) demande la construction de B modeles de substitution.
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3.3 Construction de modeles de substitution de codes spatio-
temporels

La section précédente a détaillé la construction de modeles de substitution pour un
modele stationnaire, c’est-a-dire dans le cas ol les entrées x et les sorties y de ce mo-
dele sont indépendantes du temps. Toutefois, il existe également le besoin en ingénierie
d’approcher des modeles dont les entrées et les sorties peuvent dépendre du temps. Par
exemple, lors de la résolution de systemes d’équations différentielles, ou plus générale-
ment lors de I'utilisation de simulations numériques d’un systeme dynamique, les entrées
et sorties dépendent du temps, ce qui nécessite des modifications aux techniques présen-
tées précédemment. Plus précisément, il est donc nécessaire de prédire des sorties du type
y(t) = (y1(t),--- ,yn,(t)) & l'aide d’entrées exogenes du type w(t) = (u1(t), - ,un,(t)).
Ces entrées exogenes peuvent par exemple étre la traduction des conditions aux limites et
termes forcants de simulations numériques instationnaires.

Du fait que les entrées et sorties peuvent provenir de capteurs, numériques ou expéri-
mentaux, les différentes fonctions y(t) et u(t) ne sont donc connues qu’a certains instants
to <t1 <--- <t <T. Des lors, 'objectif est plus spécifiquement de prédire 1’évolution
des sorties y* := y(t*) Yk > 0 uniquement & partir de la connaissance de la valeur initiale
de ces sorties : y° := y(t°) et des entrées exogeénes jusqu’au temps t¥ : u® := u(t), ---,
uF := u(t*). Les valeurs prédites par le modele de substitution sont écrites 9" afin de les
différencier des valeurs mesurées, c’est-a-dire provenant du systéme a prédire, y*.

Les méthodes les plus répandues pour la construction de modeles de substitution dy-
namiques de ce type sont celles issues de I'automatique et basées sur I'identification de la
structure récurrente ou non a utiliser. Une fois cette structure identifiée, la forme de la
boite noire peut par exemple étre un réseau de neurones rebouclé a une couche cachée. Les
caractéristiques de ces réseaux ainsi que les techniques d’apprentissage sont présentés a la
suite. Enfin, il existe une autre modélisation dynamique possible basée sur les processus
gaussiens et détaillée dans la derniere partie.

3.3.1 Identification de systeme pour la modélisation dynamique de boites
noires

La théorie de l'identification a notamment été développée par Ljung [Ljung, 1999
puis reprise et adaptée au cas des réseaux de neurones par Dreyfus [Dreyfus et al., 2002].
L’identification de systéme est une branche de I'automatique consistant & modéliser un
systeme dynamique uniquement & partir d’observations de ce dernier. Afin d’identifier le
modele le plus adapté, I'utilisateur doit faire des choix de construction basés sur les a
priori disponibles sur ce processus. Ces a priori permettent de : 1) générer le DOE spatio-
temporel 2) de déterminer 1'ordre en temps (qui est un retard appliqué sur les entrées)
3) de déterminer le modele-hypothese puis sa mise en ceuvre par simulation ou prédiction
(cf figure . Le modele-hypotheése est plus précisément la traduction de I'a priori que
possede I'utilisateur sur le processus a modéliser, c’est-a-dire sur la relation déterministe
reliant les entrées exogénes aux sorties choisies. Les a priori a prendre en compte peuvent
étre [Oussar, 199§] :

— La linéarité ou non de la physique & modéliser

— La présence d’un bruit ou non dans le processus. Sil’on considere que le systeme

est bruité, ces bruits peuvent étre de deux types : intrinseques au processus, dans
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Connaissances
a priory

_______________ N Ordre en |
' temps J‘

Y

[ Modele-Hypothese ]
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bmmm i m - ---- >[ Prédiction ou Simulation ]4—

i |
Modifications *- - *[ Choix et construction de f ]‘—
a faire

4

__________ Validation ]
ox

Modele
utilisable

FIGURE 3.14 — Schéma explicatif de I'identification de systeme

ce cas il est appelé bruit d’état ou provenant de la mesure de la sortie du processus
appelé bruit de sortie.

— L’ordre temporel du modéle & prédire : par exemple I’équation de la chaleur (cf
équation ) est une équation du premier ordre en temps alors que I’équation
d’onde est une équation d’ordre 2 en temps. Cet a priori permet notamment de
faire des modeles “boite grise”, c’est-a-dire utilisant 'information provenant du
systeme d’équations aux dérivées partielles régissant le processus.

— La forme temporelle des entrées exogénes a prédire. Cette information
peut aider a générer le DOE spatio-temporel en fournissant une base de fonction
sur laquelle générer ce DOE. Par exemple, si les trajectoires a prédire sont de forme
sinusoidale, il peut étre intéressant de choisir une base sinusoidale pour générer les
trajectoires d’apprentissage.

3.3.1.1 Choix du modéle-hypothése pour traiter le bruit

Il est possible de classifier les modeles-hypothéses selon ’hypothése faite sur le bruit.
En effet, selon laspect déterministe ou bruité du systéme lui-méme (bruit d’état) ou des
mesures provenant du systéme (bruit de sortie), les modeles-hypothéses recommandés ne
sont pas les mémes. On peut donc les classer de quatre sortes : les modeles-hypothéses
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déterministes, les modeles-hypotheses a bruit de sortie, les modéles-hypotheses a bruit
d’état et enfin les modeles-hypotheses a bruit de sortie et d’état :

1. Modele-hypothese déterministe : On considére que le processus est parfait, c’est-
a~dire sans bruit. Ce qui nous donne une relation entrée-sortie hypothese pour le
processus a prédire f suivant :

yk = f (uqu7 e 7uk717ykiqa e aykil) (327)

avec g I'ordre temporel du systeme.

2. Modeéle-hypothése & bruit de sortie : ou output error en anglais. Soit €* le bruit,
qui est une variable aléatoire de moyenne nulle. Un bruit de sortie correspond a un
bruit sur la mesure y* de D’état du systéme z* & chaque temps de mesure t*. Ce
qui se traduit par ’équation suivante :

Zk f (uk_q7 e 7uk_17 zk_q7 e ’zk_l) (328)
yk: — Zk +€k

Plus précisément, Pétat réel du systéme z* est inconnu et ne peut étre fourni &
'utilisateur qu’a travers la mesure que l’on peut en faire, donc y*.

3. Modele-hypothese & bruit d’état : appelé également equation error ou NARX (pour
Non-linéaire Auto-Régressif a entrées eXogénes) dans le domaine de la modélisation
non-linéaire. Soit ¥ le bruit, qui est une variable aléatoire de moyenne nulle. Le
bruit d’état est un bruit intrinséque au modele et s’écrit donc, lors de la prédiction
a chaque itération de la maniere suivante :

yk = f (uk—q"__ 7uk—1’yk—q,.“ 7yk_1) +€k (329)

Cette fois-ci, le bruit fait donc partie du systeme et n’est plus une erreur due a sa
mesure.

4. Modeéle-hypothése a bruit d’état et de sortie : aussi appelé NARMAX pour Non-
linéaire Auto-Régressif a Moyenne Ajustée et entrées eXogénes dans le domaine de
la modélisation non-linéaire. Ce n’est en fait que le mélange des deux équations
précédentes ([3.29) et avec deux bruits indépendants € et e¥ présents dans
le systeme :

{ zk e f (uqu’ e ’uk717 Zqu’ e 7zk:fl) + E]g (330)

yb = 2F 4k

3.3.1.2 Prédicteur ou simulateur pour la mise en pratique de ces modéeles-
hypotheses

Une fois le modele-hypothese choisi, il faut lui associer une maniere d’utiliser le modele

de substitution }' . Il existe deux utilisations possibles : par prédicteur ou par simulateur.
— Les prédicteurs sont des modeles fonctionnant en paralléle avec le systéme : c’est-
a-dire qu’ils permettent d’estimer la valeur de la sortie au temps t*, §*, & Daide

des entrées exogenes et des sorties mesurées aux g temps précédents et de I'état
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FIGURE 3.15 — Illustration d’un prédicteur FI1GURE 3.16 — Illustration d’un simulateur
a un pas a un pas
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initial y°. Par exemple dans le cas déterministe sans bruit, cela revient & utiliser f
de la maniere suivante :

@k = f (uk—q7 e 7uk_17 yk_q7 e 7yk_1; w) (331)

Le cas ¢ = 1 est appelé prédicteur a un pas et est illustré sur la figure Ces
modeles ont pour avantage d’étre faciles a mettre en ceuvre puisqu’ils ne nécessitent
pas l'utilisation de réseaux de neurones rebouclés. Grace a cela, 'apprentissage de
ces modeéles peut se faire de maniere tout a fait classique, avec des entrées mesurées
pour chaque valeur de & : on appelle cela 'apprentissage dirigé, ou teacher forcing
en anglais.

Toutefois, les prédicteurs nécessitent de fonctionner simultanément avec le modele
réel de sorte a connalitre la valeur des sorties mesurées pour chaque prédiction. Ils
ne sont donc pas adaptés au cadre de cette étude.

Les simulateurs sont des modeles indépendants du systéme a substituer. Ceci signifie
que pour prédire la sortie au temps ¢F, §*, ils ne nécessitent que la connaissance des
entrées exogenes aux ¢ temps précédents. En effet, les sorties au temps précédent
utilisées par le simulateur sont celles qu’il a prédites lui-méme. Par exemple dans
le cas sans bruit, cela revient a utiliser la formule suivante :

@k = f (uk_qv o 7uk_17 @k—q, e 7@k_1; w) (332)

Ce qui correspond au cas d’un réseau de neurone bouclé cf figure Ces modeles
pouvant entierement se substituer au systéme d’origine, ils sont donc tres adaptés
pour faire de la prédiction dans le cas ou les simulations numériques fournissant
les sorties mesurées sont cotiteuses. En revanche, leur apprentissage est plus com-
plexe puisqu’en dehors du premier pas de temps, ils utilisent en entrée des sorties
rebouclées, donc elles-mémes prédites par f . Le modele est donc partiellement au-
tonome et ce des 'apprentissage, c’est-a-dire qu’il n’a que les valeurs des entrées
exogenes qui sont mesurées. Ce type d’apprentissage est donc appelé apprentissage
semi-dirigé.
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En reprenant la classification par type de bruit, on remarque que chacun de ces
modeles-hypotheses peut étre optimalement traité par une utilisation de type simulateur
et/ou de type prédicteur. C’est-a-dire que si I'utilisation en forme prédicteur ou simulateur
d’un modele f supposé identique a f ne commet pas plus d’erreur que le bruit lui-méme,
alors il est considéré comme modele optimal.

Par exemple dans le cas d'un bruit d’état, il peut étre montré [Dreyfus et al., 2002] que
I'utilisation en prédicteur [3.31] & un pas est la maniere commettant le moins d’erreur dans
I’approximation du processus. En effet, si apres apprentissage, la fonction f est identique a
f, alors lerreur de prédiction commise par la séquence §* prédite par m pour estimer le
y* de léquation est donc égale a y* — 9" = ¥, ce qui est exactement égal au bruit.
Ceci signifie que c’est le modele idéal puisqu’il ne modélise que la partie déterministe sans
prendre en compte le bruit.

De la méme maniere, Dreyfus classifie les différents modeéles-hypotheses selon leur
utilisation optimale. Les conclusions sont présentées dans le tableau [3.1] On y remarque
notamment que la présence d’un bruit d’état, combiné a un bruit de sortie ou non, nécessite
I'utilisation de méthode a un pas étant donné qu’il est nécessaire de corriger l’erreur
provenant de ce bruit d’état a chaque itération. Si I’hypothese de la présence de bruit
d’état est vraie et que les méthodes mises en place ne le prennent pas en compte, cela peut
induire une propagation de ce bruit dans le simulateur, menant a des instabilités dans les
prédictions.

Enfin, étant donné que la résolution numérique d’un systeme d’équations différentielles
est considérée parfaite donc sans bruit, les deux utilisations ou peuvent étre
adaptées, selon ce que souhaite faire I'utilisateur. Tous ces résultats sont résumés dans le
tableau suivant :

H heé N el
ypot ose om dl.l r’no.de ¢ Utilisation Apprentissage
sur le bruit non-linéaire
Bruit d’état NARX Prédicteur Dirigé
a un pas
Bruit de sortie Output error Simulateur Semi-dirigé
Bruit 0 Prédi
ruit d etat NARMAX \redlcteur Semi-dirigé
et de sortie a un pas
Pas de bruit Prédicteur Dir?gé. o‘u/
ou Simulateur | Semi-dirigé

TABLEAU 3.1 — Résumé des modeles-hypotheéses avec les utilisations et apprentissages
conseillés

3.3.1.3 Choix de I’ordre en temps a partir d’un systéme d’équations différen-
tielles - Modéele boite grise

Lors de la réduction d’un modele spatio-temporel, il est possible que l'utilisateur
connaisse le systéme d’équations différentielles & l'origine des observations de y*. Cela
peut en particulier étre le cas de données provenant de simulations numériques cotiteuses,
que ’on souhaite substituer. Ce systeme d’équations peut permettre de déterminer I'ordre
en temps du modele-hypothese, la variable ¢ dans ’équation .
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Par exemple, Le Riche, dans son étude [Riche et al., 2001], utilise cette idée pour dé-
duire les charges subies par un moyeu de roue de voiture a partir des accélérations mesurées
de ce dernier au cours du temps. Autre exemple en ingénierie thermique, De Lozzo dans
[Lozzo et al., 2013] part de I’équation de la chaleur (écrite a I’équation ) pour justi-
fier I'utilisation d’un simulateur (donné a 1’équation ) a un pas basé sur les réseaux
de neurones récurrents. En effet, en discrétisant ce systeme spatialement avec des nceuds
comme pour le modele nodal présenté (cf équation en section [2.2.1.1)) et temporel-
lement a ’aide d’un schéma explicite en temps, on obtient un systeme d’équation de la
forme suivante :

k—1 k—1 | k—1 k—1
y]f = fl(ul sty U, Y a"'vyNy)
k—1 k=1 | k—1 k—1
yi = Ll u ) (3.33)
k—1 k—1 _ k—1 k—1
y]kify = fNy(Ul P ;UNu y Y1 P 7yNy )

avec y;“ représentant la température au temps t* et au nceud j et les uf_l représentant
les conditions aux limites et termes forcants connus et dépendant du temps. Par exemple,
ces entrées exogenes peuvent étre la température ambiante ou la puissance dissipée dans
I’équipement électronique.

Du fait de la discrétisation explicite en temps, il est toutefois nécessaire de faire atten-
tion a la stabilité du systeme : la discrétisation temporelle des données d’entrée ne doit
pas étre trop grande. Si les points des simulations numériques d’origine viennent d’une
résolution basée sur un schéma temporel explicite, cette contrainte est automatiquement
vérifiée. Si ce n’est pas le cas, il est important de faire attention a la stabilité lors de
I'apprentissage et 1'utilisation de f .

3.3.2 Réseaux de neurones récurrents

Les réseaux de neurones récurrents sont un choix tres apprécié pour la forme analy-
tique du simulateur f . Ils ont I'avantage d’étre des estimateurs parcimonieux et adaptés
aux systemes non-linéaires comme expliqué en section De plus, méme avec une uti-
lisation rebouclée, il est prouvé qu’ils conservent leur propriété d’approximateur universel
[Sontag, 1997].

Les premiers réseaux rebouclés utilisés pour la prédiction existant dans la littérature
sont les réseaux proposés par Jordan [Jordan, 1990] et Elman [Elman, 1990], aussi appelés
Simple Recurrent Network (SRN). Ils sont tous les deux caractérisés par des réseaux de
neurones a 3 couches (une couche d’entrée, une couche cachée et une couche de sortie),
de la forme simulateur & un pas. En revanche, ils sont différents dans leur maniere de
reboucler : alors que le réseau de Jordan reboucle les sorties de la couche de sortie en la
considérant mesurable donc connue, les réseaux d’Elman rebouclent la sortie de la couche
des neurones cachés. Ceci est illustré sur la figure|3.17 avec les boucles de récurrence repré-
sentées en orange. Ce type de réseau d’Elman a été développé pour I’analyse linguistique.
Ces problemes sont caractérisés par le fait que ’état du systeme n’a aucune raison d’étre
connu voire d’étre déterminé par une loi physique donnée, comme des équations différen-
tielles. De ce fait, il est inutile de le mesurer a la sortie du réseau puisque 'utilisateur est
dans l'incapacité de la comparer & une mesure. Pour répondre a cela, le réseau d’Elman
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représente donc 1’état dans une couche cachée du réseau, c’est la raison pour laquelle il
reboucle la sortie de la couche cachée et non de la couche de sortie en entrée du réseau.

Jordan Network Elman Network
- — —
— H
— H — i
& Y
Input Hidden Output Input Hidden Output

FIGURE 3.17 — Représentation des réseaux récurrents de Jordan et de Elman

Ensuite, des modeles du type perceptron multicouches présentés en section [3.2.2] re-
bouclés en simulateur (cf équation ) ont également été utilisés, ressemblant forte-
ment a la structure d’un réseau de Jordan |[Tutschku, 1995|. Leur application a notam-
ment été réalisée dans le cadre de la thermique d’équipements électroniques par De Lozzo
[Lozzo et al., 2013].

Par ailleurs, il existe également des réseaux récurrents dont l'architecture est plus
complexe que celle d’'un perceptron multicouches rebouclé. Ils modifient notamment la
structure et le fait d’aller d’un neurone d’une couche vers le neurone de la couche suivante.
Cette idée, déja introduite par Hopfield dans lequel tous les neurones du
réseau sont connectés les uns avec les autres (quel que soit leur couche), a ensuite été
reprise dans le développement des fully recurrent networks.

Enfin, il existe également des réseaux de neurones a temps continu appelés Continuous-
Time Recurrent Neural Network (CTRNN), dont le but était a 'origine de modéliser le
fonctionnement d’un réseau de neurones biologique [Funahashi et Nakamura, 1993]. Mais
ces réseaux sortent du cadre de cette étude qui se focalise sur la modélisation du phénomeéne
de maniere discrétisée en temps et en espace.

3.3.2.1 Apprentissage d’un réseau récurrent

Dans cette partie, il est question de l'apprentissage de perceptrons multicouches re-
bouclés comme a 1’équation , c’est-a-dire utilisés comme un simulateur a un pas,
comme dans 1’étude de De Lozzo [Lozzo et al., 2013]. Cette fois-ci, ce simulateur neuronal
f est défini de la maniére suivante :

f(o; w) RN x RN — RM
(uk—l’@k—1> NN @k:f(uk—l’,gk—l; w)

Le fait que les réseaux de neurones rebouclés sont en fait composés d’un f indépendant du
temps permet de se ramener a ce qui a été présenté a la partie[3.1] Toutefois, application
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des techniques d’apprentissage statistique dans le cas rebouclé n’est pas directe et requiert
la modification de :
— La définition du DOE, qui cette fois-ci n’est plus un ensemble de points, mais un
ensemble de Npog trajectoires, avec IN; points de discrétisation temporelle pour
chaque trajectoire :

DOFE = {(uk’i,yk’i)ogkgm } (3.34)

1<iSNpoEe

— L’erreur d’apprentissage. Il est possible de voir les points a chaque pas de temps
comme des observations supplémentaires par rapport au cas statique et donc de
prendre Perreur moindres carrés définie précédemment a 1’équation (3.3)) :

Npor Nt

(¢; w),DOE) = > > |If

=1 k=1

whLi gk, ki 2

s

&(

L w) —y (3.35)

— Le gradient de l'erreur d’apprentissage. Sachant que le modele f ne dépend pas du
temps, une maniere d’appliquer l'algorithme de rétropropagation du gradient est
de « déplier » le réseau en temps pour obtenir un grand réseau équivalent mais
uniquement composé des poids du réseau initial f . Cette technique s’appelle la
rétropropagation a travers le temps ou Back Propagation Through Time (BPTT)
[Werbos, 1990]. Elle est d’ailleurs tres utilisée du fait de sa rapidité d’exécution,
notamment lorsqu’on la compare aux autres techniques existantes [Jaeger, 2002].

Une fois ces modifications réalisées, les techniques présentées dans la partie statique s’ap-
pliquent de la méme maniere que précédemment. Notamment, les algorithmes d’optimisa-
tion sont les mémes ainsi que les techniques de sélection de modele.

Autres techniques d’apprentissage de réseaux de neurones rebouclés. En de-
hors du BPTT qui est une technique reconnue pour sa faible complexité, il existe d’autres
techniques qui peuvent étre plus recommandées dans le cas de ’apprentissage en ligne
(pour on line en anglais). Par exemple, le Real-Time Recurrent Learning consiste a mettre
a jour le gradient de la sortie & chaque pas de temps de maniere directe. Cette technique
n’est toutefois pas adaptée dans le cas d’un apprentissage statique, en opposition au temps
réel, puisque sa complexité est trés grande par rapport a celle du BPTT [Jaeger, 2002].

Enfin, une technique provenant du milieu du filtrage est 'utilisation de filtre de Kal-
man étendu pour l'apprentissage de réseaux de neurones [Trebaticky et Pospichal, 2008§],
[Wang et Huang, 2011]. Le filtre de Kalman étendu est une technique d’estimation de sys-
témes non-linéaires [Julier et Uhlmann, 1997] dont le principe repose sur la linéarisation
autour de I’état courant afin d’utiliser le filtre de Kalman linéaire classique en chaque
état. Ces techniques permettent de donner une estimation de I’état d’un systeme dyna-
mique & partir d’un état initial et d’observations & différents temps de discrétisation. Afin
de l'adapter a I'apprentissage d’un réseau de neurones récurrents, il suffit de rechercher
I’état optimal des poids w du réseau. Pour cela, ces poids sont vus comme I’état d’un sys-
teme dynamique. Cet algorithme correspond & une technique de type gradient de descente
d’ordre 2, au méme titre que les optimisations par Levenberg-Marquardt présentées a la

section [3.2.2]
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FI1GURE 3.18 — Illustration de la répartition des trajectoires entieres dans les folds
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FI1GURE 3.19 — Illustration de la construction des folds pour la validation croisée propo-
sée par De Lozzo et consistant a répartir chaque pas de temps des trajectoires du DOE
successivement dans les folds.

3.3.2.2 Sélection de modeéle en spatio-temporel

Les techniques de sélection de modele présentées dans le cas statique s’appliquent
toujours en spatio-temporel, étant donné que le modele f est supposé indépendant du
temps. Cependant dans le cas de la validation croisée, il est nécessaire d’adapter la méthode
afin de diviser le DOE en sous-espaces disjoints. Alors que dans le cas statique, ce sont des
points & répartir, en spatio-temporel il s’agit de trajectoires. A la différence de points, qui
ne peuvent étre scindés, une trajectoire peut étre considérée comme un tout, ou considérée
comme un ensemble de points non liés entre eux. Dans le premier cas, illustré sur la figure
les folds sont congus en répartissant les trajectoires entiéres. Dans le deuxieme cas,
chaque point de la trajectoire peut étre vu comme une observation indépendante des
autres points de la trajectoire pour le calcul des erreurs de test et d’apprentissage. Plus
précisément, ceci signifie que deux pas de temps d’une méme trajectoire peuvent étre dans
des folds différents. De cette maniére, on peut les répartir dans les folds indifféremment.
Ceci agrandit virtuellement la taille du DOE, par exemple dans le cas ou il y a tres
peu de trajectoires, c’est-a-dire moins de cinquante. C’est ce qui est proposé dans I’étude
de De Lozzo [Lozzo et al., 2013]. Dans cette étude les points sont répartis dans les folds
de maniére successive, c’est-a-dire que le point (u'?,y'*) au pas de temps t! de chaque
trajectoire 1 < i < Npog va dans le premier fold, le point (u? y**) au pas de temps
t2 va dans le second fold, etc... L’avantage de cela est de fournir des folds équilibrés et
possédant tous de I'information de chacune des trajectoires. Ceci est illustré en figure
En pratique pour construire chacun des V' modeles pour la validation croisée, ceci
implique qu’une méme trajectoire sert & la fois pour minimiser I'erreur d’apprentissage et
pour calculer I'erreur de validation croisée. Ce ne sont toutefois pas les mémes zones de la
trajectoire qui sont utilisés pour réaliser chacune de ces actions.
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3.3.3 Modélisations basées sur les processus gaussiens

En dehors des techniques basées sur des modeles récurrents provenant de l'identifica-
tion de systéme, il existe des généralisations du krigeage au cas ou les entrées et sorties
dépendent du temps. Une généralisation récente proposée par Morris [Morris, 2012] repose
sur la modification du noyau de corrélation R au cas dynamique. Pour rappel, dans le cas
statique, ce noyau pouvait étre de la forme suivante :

R(z,z'; w) =exp (—d(z,z'; w))

I\ 2
Par exemple dans le cas gaussien a 'équation (3.18), d(z, z; w) = S (%Tf’) . Afin de
prendre en compte le temps, Morris modifie le calcul de cette distance dans le cas ou @ est
une fonction du temps. Dans notre cas, cette fonction du temps est 'entrée exogene w(t).

Dans le cas d’une seule entrée exogene, cette modification s’écrit de la maniére suivante :
T
D(u, o/, T; w) = / H(T — t; w)d(u(t), (1)) dt (3.36)
0

T étant le temps ou l'on souhaite connaitre la valeur de la sortie. En paramétrant la
fonction 7 (e; w) : R — R par nos parametres w, dont la définition reste donc inchangée.
La forme de cette fonction 7 permet de prendre en compte toute sorte d’a priori sur le
phénomene & prédire, comme une sensibilité moins importante aux entrées avec le temps.
Ceci est par exemple le cas du passage d’un état transitoire vers un état permanent. Une
forme adaptée a cela serait :

(T — t; w) = exp (—wl(T — t)2) avec wy > 0

Sil’a priori est faible, il est conseillé d’utiliser une forme paramétrique pour 7 tres générale.
Par ailleurs, ce noyau de corrélation peut de la méme maniere étre généralisé au cas spatio-
temporel : soit p € [pr,py] la position spatiale et (¢,T) la position et le temps ou I'on
souhaite prédire la sortie :

T rpu
Dl ot 7 w) = [ [ rta—p Tt w)dtutp, )/ (p,1)) didy
L

En ce qui concerne ’apprentissage, le maximum de vraisemblance peut facilement étre
généralisé a cette dépendance en temps. Comme pour les réseaux de neurones rebouclés,
il se fait a partir de couples entrées exogenes/sorties discrétisés en temps : le maximum
de vraisemblance total est donc la somme des maxima de vraisemblance en chaque pas de
temps.

Cette construction repose cependant sur certaines hypotheses :

1. Elle traite les sorties a prédire entre deux pas de temps différents de maniere indé-
pendante. En effet, la corrélation entre deux profils u et u’ se rameéne 3 :

T rp
corr (u,u',q,T) = exp {—wo/o / Y (g —p, T —t; w)d(u(p,t),v (p,t)) dtdp}
P

L
= €xp {_wOD(uv 'LL/, q, Tv UJ)}
(3.37)
On remarque donc que cette corrélation se calcule en chaque point (g,T"), elle est
donc nulle entre deux temps T # T”. En particulier, ceci signifie que la prédiction
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du comportement en temps de la sortie correspond davantage a une interpolation
entre les profils en entrée en chaque couple (g, T") plutdt qu’a une interpolation au
cours du temps.

. Le choix de la fonction de noyau 7 est crucial et peut nécessiter un a priori impor-
tant.

. Le nombre de points discrétisés dans le DOE peut étre trés important, or ce dernier
donne directement la taille de la matrice I' a inverser afin d’estimer le modele f .
Ceci implique donc que le colit d’estimation du modele de substitution peut étre
important, surtout si elle est comparée a la parcimonie des réseaux de neurones
récurrents.
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Le probleme industriel présentant de nombreuses incertitudes, I’objectif de cette partie
est de dresser un état de l'art des techniques permettant la propagation des incertitudes
A travers un modele déterministe ¢ : RMe — R.

Soit € = (51, RIS Ng) le vecteur de variables aléatoire en entrée de ce modele et soit

D: C RN¢ le support de ces variables aléatoires. Chacune des composantes &; est distribuée
suivant une loi de probabilité (définies & 'annexe de densité h; et 'on fait I’hypothese
que ses composantes sont indépendantes deux a deux, donc la densité jointe des entrées
est le produit des densités marginales h = Hf\fl h;. Méme si le modele ¢ est déterministe, si
ces entrées sont des variables aléatoires alors sa sortie est également une variable aléatoire
Y = ¢(&), comme illustré sur la figure

Par ailleurs, les ingénieurs fixent souvent de maniére déterministe des parameétres dont
ils ne connaissent pas précisément la valeur, soit parce que l’aléa est intrinseque au phé-
nomene que traduit ce parametre, soit par manque de connaissances. Les incertitudes du
premier type sont les incertitudes aléatoires et sont irréductibles, celles du second type
sont les incertitudes épistémiques qui peuvent étre réduites en faisant davantage d’efforts
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FIGURE 4.1 — Densité de la sortie d’'un modele déterministe ¢ avec une entrée suivant une
loi normale tronquée

(de calcul, de retour d’expériences ou encore de mesure). Lorsqu’un parametre incertain
n’est pas traité comme tel, cela revient par exemple a utiliser I’espérance de ce parametre
en entrée afin de pouvoir obtenir la valeur de la sortie du modele. Or, la figure montre
que ceci peut engendrer des erreurs importantes. En effet, le trait en pointillé illustre la
moyenne de la distribution d’entrée puis sa propagation a travers le modele déterministe
qui fournit sa position par rapport a la distribution de la sortie. Cela permet de montrer
que la sortie de 'espérance de 'entrée ne correspond ni a ’espérance de la sortie, ni au
maximum de la densité.

Pour prendre en compte l'effet des incertitudes sur la sortie, il est donc nécessaire de
travailler avec une variable aléatoire. Néanmoins, c’est une quantité qui peut étre difficile
a appréhender et qui de plus n’apporte pas une information facilement manipulable, aussi
bien par l'ingénieur que par des algorithmes d’optimisation. De ce fait, il est nécessaire
d’introduire des mesures de robustesse liés au caractere probabiliste de ’entrée et permet-
tant de quantifier un effet précis sur la distribution de la sortie Y = ¢(§). La premiere
partie a donc pour but d’introduire ces mesures de robustesse. Ensuite, il existe différentes
manieres d’estimer ces parametres. La deuxiéme partie consiste donc a en expliciter cer-
taines puis a expliquer comment en réduire le nombre d’appels a la fonction déterministe
par I'usage de modeles de substitution au cours de ’estimation.

D’autre part, si la fonction est pratiquement constante par rapport a un parametre,
ceci signifie que sa distribution de sortie en dépend peu. Ceci illustre le fait qu’il n’y pas
toujours un intérét a propager les incertitudes autour d’un parametre. Plus précisément,
il faut vérifier que les variables entachées d’incertitudes influent sur la sortie. Pour cela,
les méthodes d’analyse de sensibilité sont présentées dans la derniére section Elles
permettent de déterminer quels parameétres sont influents, et lesquels ne le sont pas, en
quantifiant 'impact des incertitudes en entrée sur la variabilité de la sortie.
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4.1 Introduction de mesures de robustesse d’une variable
aléatoire

Une variable aléatoire est une quantité difficilement manipulable, il est donc nécessaire
d’introduire des mesures permettant d’en extraire des informations. Elles sont appelées
mesures de robustesse, notées ici pg(¢) et, selon 'effet des incertitudes que souhaite quan-
tifier I'ingénieur, il en existe de différentes sortes.

Par exemple, les mesures les plus intuitives et qui sont le plus fréquemment utilisées
sont ’espérance et la variance, définies de la maniere suivante :

pel0) =EL6©) = | 600n()dx (4.)

pe(o) = Varlp(€)) = E | (9(6) ~Elo@))) | = [ (600 ~Elo(@) h0ix (42

L’espérance représente la valeur moyenne de la sortie, la variance représente I’écart qua-
dratique moyen a cette moyenne. En d’autres termes, ’espérance peut étre vue comme
une sortie « débruitée » alors que la variance quantifie justement la valeur moyenne du
bruit que l'on filtre. Toutefois, ce sont des mesures en moyenne et, dans un cadre général,
elles ne donnent aucune information sur les phénomeénes non moyens, comme des queues
de distribution. Ceci est illustré sur la figure : dans le cas d’une distribution du type
bimodale, ou & queue lourde, ces mesures ne sont pas représentatives de la distribution.
Notamment, elles ne fournissent pas toute I'information sur la queue de distribution. Or,
ce sont justement ces niveaux qui permettent de mesurer le risque et donc de traduire
une aversion a ce risque. Sachant que, dans le cadre de cette étude, ce sont justement
des mesures de risque qui nous intéressent puisque 1’on ne veut pas sous-estimer 'effet
des incertitudes sur la sortie, il est nécessaire d’introduire d’autres mesures de robustesse.
Rockafellar [Rockafellar, 2007] a fait une revue des mesures de risque dont voici la liste :
— le pire cas p¢(¢) = maxg(¢(§)). C’est une mesure déterministe dans le sens ot les in-
certitudes sont uniquement traitées par I'intervalle dans lequel elles peuvent prendre
leur valeur, par exemple £ € [a, b]. En revanche, du fait que les lois des incertitudes
en entrée ne sont pas prises en compte, c’est-a-dire la probabilité d’occurrence de
chacune des valeurs possibles, le voisinage du point £ ol tombe ce maximum peut
avoir une densité de probabilité d’occurrence tres faible. Cette mesure peut donc
étre trop conservative. D’ou l'intérét des mesures probabilistes qui permettent de
moins considérer les zones de faibles probabilités. La loi de probabilité des entrées
est inutile dans le but d’estimer un pire cas, le calcul de cette mesure de robus-
tesse se ramene donc a un probléme d’optimisation déterministe classique dont la
résolution est développée en section [5.1
— a-quantile avec qo(¢) tel que Pre(¢(§) < ¢a(¢)) = a. Cette mesure
a pour limite de ne donner aucune information sur les 1 — a% des cas les plus
extrémes puisqu’elle ne les prend pas en compte.
— a-superquantile p¢(¢) = @),. C’est une mesure, provenant de la littérature appli-
quée a la finance, qui permet de quantifier le poids des évenements au dessus de
I’a-quantile. Il est défini par Rockafellar comme :

Qo) = —— | ' gu(6) du (4.3)
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Distribution de la sortie Y=¢(¢)

0 Pire-cad
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FIGURE 4.2 — Illustration des mesures de robustesse estimant les queues de distribution

Cette mesure est une moyenne des u-quantiles avec u > «a. C’est donc une extension
du quantile car elle pondere tous les événements situés entre ce dernier et le pire
cas.
Au niveau des propriétés mathématiques, le superquantile est plus intéressant que le quan-
tile. En effet, Rockafellar [Rockafellar, 2007] a montré que le superquantile avait ’avantage
d’étre une mesure de risque cohérente, ce que le quantile n’est pas. Ceci signifie qu’il est
caractérisé par les propriétés mathématiques suivantes :

1. Monotonie : soit ¢1 et ¢z deux fonctions déterministes telles que Vx € D¢ :
P1(x) < $2(x), alors pe(¢1) < pe(d2).
2. Convexité : soit ¢1 et ¢o deux fonctions déterministes et soit ¢ € [0, 1] alors :

pe(tdr + (1 —t)pa) < tpe(h1) + (1 —t)pe(do2)

3. Equivariant en translation : soit a € R, alors pg(¢1 + a) = pe(¢1) + a.

4. Homogénéité positive : soit a > 0, alors pe(apr) = ape(é1).
En dehors du cas de distributions particuliéres, le quantile ne satisfait pas en général la
condition 2 de convexité. Or cette propriété est avantageuse dans le cadre d’un probleme
d’optimisation ol toute propriété de régularité mathématique supplémentaire permet d’en-
visager davantage d’algorithmes de résolution.

Remarque sur l'utilisation de mesures mélangeant moyenne et variance pour
la mesure de risque : Sachant que ’espérance et la variance sont deux des mesures
de robustesse les moins coliteuses a estimer, certaines études proposent de borner voire
d’estimer les mesures de risque présentées ici a l'aide de ces quantités. Par exemple, Pa-
dulo et Guenov [Padulo et Guenov, 2011] approchent le quantile et le superquantile (qu’ils
appellent Tail Conditional Expectation) a l'aide de formules du type :

pe = E[o(&)] + k(hy) |/ Var [6(£)]
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avec k dépendant de la loi de la sortie hy. Cette approximation est valable dans le cas ou la
distribution de la sortie appartient a certaines familles de lois connues analytiquement. Ceci
présente ’avantage de réduire le cotit d’estimation de ces mesures de risque de manieére
importante. Néanmoins, I’hypothese sur la distribution de sortie est forte et n’est pas
vérifiée dans le cas général. Par exemple, la figure [£.I] montre que méme avec une loi
normale en entrée d’une fonction 1D réguliere, la distribution de sortie n’appartient a
aucune loi connue. La borne proposée par I’étude de Padulo et Guenov est dans ces cas-la
inutilisable.
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4.2 Estimation des mesures de risque

Dans cette partie, il est question de I’estimation des mesures de type quantile et super-
quantile a ’aide de méthodes numériques. De ce fait, beaucoup de techniques qui ne sont
adaptées qu'a l'estimation de mesures exprimables sous la forme d’une espérance (comme
la variance ou les probabilités de dépassement de seuil) ne sont ici pas utilisables. Par
exemple, la méthode des moments [Padulo et Guenov, 2011 ou les polynémes de chaos
[Blatman et Sudret, 2011] [Rajabi et al., 2015] sans simulations Monte-Carlo ne sont pas
adaptées a l'estimation de ces mesures de risque. En effet, ces modeles de substitution ne
permettent d’évaluer analytiquement que ’espérance et la variance de la sortie.

Les méthodes de Monte-Carlo étant les plus répandues, leur utilisation dans le but
d’estimer un quantile ou un superquantile sont présentées. Toutefois, ces mesures ont
pour vocation d’étre utilisées dans le cadre d’un probleme d’optimisation. Il est donc
primordial que le nombre d’évaluations nécessaires a la fonction déterministe soit réduit et
la méthode de Monte-Carlo nécessite trop d’appels afin d’obtenir une précision suffisante
lorsqu’elle est utilisée sur des quantiles. Pour diminuer la taille de 1’échantillon requise
pour une bonne précision d’estimation, les méthodes permettant de réduire la variance
sont présentées. L’échantillonnage préférentiel (appelé Importance sampling en anglais) ou
Péchantillonnage stratifié (appelé Importance splitting en anglais) en sont deux exemples.

Enfin, afin de réduire davantage le nombre d’appels nécessaires a la fonction ¢ afin
d’obtenir des estimateurs de précision suffisante, ’assistance par krigeage de ces méthodes
de Monte-Carlo modifiées est détaillée.

4.2.1 Limite des estimateurs par méthodes de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo consiste a tirer un échantillon de Nys¢ points
(51, oo, gNme ) a partir de la loi h des entrées afin d’estimer les diverses mesures de
robustesse.

Estimation du quantile : sachant que sa définition mathématique est basée sur la
connaissance de la fonction de répartition H, 'estimateur par Monte-Carlo du quantile
est donc basé sur 'approximation de la fonction de répartition Hy;,,, par Monte-Carlo :

) 1 Nye
Nye (X) Nuyo ; o(&"H<x (4'4)
62/10 = min {X : E[NMC(X) > a}

D’apres [David et Nagaraja, 2004], on peut montrer que l’erreur commise par cet estima-
teur se comporte asymptotiquement de la maniére suivante :

a(l — a)
hy (qa)

avec hy la densité de la sortie. Ce résultat est démontré dans la partie suivante dans le
cas plus général de I’échantillonnage préférentiel. Sa démonstration repose sur 'utilisation
du théoreme de Berry-Esseen. Or, la densité a dans le cas général une valeur faible au
niveau du quantile, ce qui se traduit par un hy (qq) ajl 0. Ceci implique que la taille de

~ L
vVINuce (qé\fc — qa) N—>Oo 0,ucN(0,1) avec 0,y = (4.5)
MC
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I’échantillon Monte-Carlo Njs¢ doit étre grande afin que sa racine carrée compense ce com-
portement. Par exemple, il est rarement envisageable d’utiliser moins de 10* échantillons
pour un quantile de 'ordre de o ~ 1072,

Estimation du superquantile : Une maniere alternative de calculer le superquantile,
équivalente a sa définition, est proposée par Rockafellar [Rockafellar et Uryasev, 2000].
Elle est donnée par la formule variationnelle suivante :

v+

i U() = i
Q inf (v) = in

ok /XER% Lyox)zy (0(x) =) h(x)dx|  (4.6)

11—«

L’une des valeurs de y ou se réalise le minimum de la fonction W(~) est égale a la valeur de
Go- Plus précisément il s’agit de la plus petite valeur de v ou se réalise ce minimum. Dans
le cas ou ’on suppose que la distribution de la sortie est continue, ceci provient du fait que
U(y) est convexe et contintiment différentiable et que I’équation d’optimalité (annulation
du gradient) est satisfaite par le quantile. Enfin, en posant v = g, on retrouve la formule
du superquantile de I’équation . Dans le cas plus général ou la distribution de sortie
est continue par morceaux (contenant donc des sauts), Rockafellar et Uryasev ont fourni
une preuve de convergence dans I’étude [Rockafellar et Uryasev, 2002].

En évaluant l'intégrale par la méthode de Monte-Carlo, on obtient donc comme esti-
mateur Monte-Carlo :

QMO = inf |3+ e > 1 (6(6) - ) (47)

vER Ny (1 — a) i

Au niveau de l'erreur d’estimation, on a, d’apres [Hong et al., 2014] :

\/ Var (Lp(e)2q. (9(6) — da))
(1-a)

vV Nyic (Q%C - Qa) NM—[:C,‘>OO UQ,NICN(Op 1) avec 0g mec =
(4.8)

Comme précédemment pour le quantile, cette variance nécessite un nombre d’échantillons
Nyre grand afin d’étre petite. En effet, la valeur de 1 — o au dénominateur a tendance a
étre petite, de 'ordre de 1072, il est donc nécessaire de compenser suffisamment cela par
la racine carrée du nombre de points. Une fois encore, il est inenvisageable d’utiliser un
nombre de points Ny;c < 10

4.2.2 Estimateurs par méthodes de Monte-Carlo a variance réduite

Dans le but de réduire la taille de I’échantillon nécessaire a ’estimation du quantile et
du superquantile avec un précision suffisante, il existe deux principales stratégies d’échan-
tillonnage notamment développées dans [Morio et Balesdent, 2015] et [Caron et al., 2014] :
la premiere est 1’échantillonnage stratifié et repose sur la décomposition de ’estimation
du quantile en ’estimation de probabilités conditionnelles estimées sur des sous-ensembles
définis itérativement. La seconde est I’échantillonnage préférentiel et repose sur le tirage
des échantillons & l’aide d’une loi biaisée afin que ces échantillons soient générés dans
la zone d’intérét, et ainsi diminuer la variance de I'estimateur. La difficulté dans le cas
de I’échantillonnage préférentiel réside dans le choix de la loi biaisée et un algorithme
séquentiel est détaillé.
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4.2.2.1 Echantillonnage stratifié

Initialement développée afin d’estimer des probabilités de dépassement de seuil
P(p(&) > S), cette méthode d’échantillonnage s’applique également & l'estimation de
quantile [Guyader et al., 2011] [Morio et Balesdent, 2015]. Son principe repose sur la dé-
composition du probléme en sous-problemes plus faciles a résoudre. Pour ce faire, 1’idée
est de décomposer la probabilité a estimer en probabilités conditionnelles & 'aide de
la formule de Bayes. Soit (2 I’évenement dont on souhaite calculer la probabilité, par
exemple ici @ = {& : ¢ (&) > S}. Afin de décomposer le calcul de cette probabi-
lité il faut introduire une séquence décroissante d’événements de la manieére suivante :
Q1 D D DOy = Q. Cette séquence peut en particulier étre définie de la maniere
suivante : Q; = {€ : ¢ (&) > S;i} avec S1 < S2 < --- < Sy, = S. Alors P(€ € Q) se

décompose ainsi :

PEeQ) = P(Een’ )
o B(ecm [geniilo) P (e niye)
i, PEEm [£€ Q)P (& € nzyte) (4.9)

= PEEU)ITIPEEQn]Ee)

recurrence
Afin d’estimer les probabilités conditionnelles P (€ € ;41| € € ;) par Monte-Carlo, il est
nécessaire de générer des points selon la densité conditionnelle h; :

g hE)  Ly(g)ss,h(E)
"TPEc)  P(6E)>S)

Cette génération peut se faire a laide de lalgorithme de Metropolis-Hastings
[Chib et Greenberg, 1995]. C’est un algorithme basé sur la théorie des chaines de Markov,
donc itératif, permettant de générer une densité inconnue. Elle consiste principalement a
faire des tirages par acceptation-rejet a partir de I’état courant.

En ce qui concerne les seuils 5;, le choix diminuant le plus la variance est celui dont
les probabilités conditionnelles obtenues sont constantes [Pastel et al., 2014]. De ce fait, le
B-quantile empirique des échantillons générés selon la loi conditionnelle est utilisé avec 3
a fixer par l'utilisateur. Ceci permet d’obtenir :

PEcQii|€c)=1-7

(4.10)

Le choix de ce (8 est par ailleurs tres sensible puisqu’un S trop faible implique une
convergence lente alors qu'un [ trop grand induit un biais d’estimation important.

L’inconvénient de cette méthode est le nombre important de parametres a fixer. Par
exemple, le nombre de points nrg, par estimation de P (§ € ;41| £ € §;), la valeur de S,
ou encore les parametres que nécessitent ’algorithme de Metropolis-Hastings.

Estimation du quantile par stratification : Dans le cas de l'estimation d’un o-
quantile et non plus d’une probabilité de dépassement de seuil, la probabilité P(§ € Q) = 1—«
est connue mais c¢’est la valeur du seuil S qui est recherchée. Grace a cela, il est possible
de fixer le seuil de quantile empirique S des que le nombre de strates m souhaité par
Putilisateur est connu. En effet, « =1 —-P(& € Q) =1— (1 —)™. Or « et m sont connus,
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4.2. FEstimation des mesures de risque

Algorithme 4.1 Echantillonnage stratifié pour 'estimation de quantile

Input : ¢ la fonction a évaluer
h la densité jointe des incertitudes en entrée
« la probabilité du quantile a calculer
Le nombre de strates m
nrsp le nombre de point par strates

Output : le quantile qup
1 —
- Calculer B =1 — exp(%);
. Générer nyg, échantillons selon h (51, . ,5"1Sp);
- Calculer la valeur des sorties en ces points ((/5(51), e 7¢(€WS”))§

- BEvaluer S le quantile empirique de cet échantillon;
for k€ {2,--- ,m} do
- Générer les échantillons selon la loi conditionnelle hj_1 : (fl’k, R SP”“)

- Calculer la valeur des sorties en ces points ¢ (qﬁ(ﬁ”“), e ,gb(ﬁ”’sl”k));

. Evaluer Sy le quantile empirique de cet échantillon;
end
~éSp =S

on a donc pour f=1— exp(%). Par exemple pour un quantile & o = 99% et m = 5

strates, 8 ~ 0.602. Ceci est détaillé par I'algorithme En ce qui concerne son erreur
d’estimation, en prenant 8 = %Sp, [Caron et al., 2014] appelle cet algorithme Last Par-
ticle et a montré que son estimateur avait une erreur qui a le comportement asymptotique

suivant :
—(1—-a)?In(1 — )
hY(qa)

La figure montre que dans le cas ou l'on estime un quantile o suffisamment grand,
alors la diminution de variance est de plus en plus effective.

VN (qgfp — qa) £, o1 N(0,1) avec 0¢ 1y, = (4.11)
NJgp00

0.25

0.10}

0.05}

— Numerateur o,
— Numerateur oy,

i L I i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a

FIGURE 4.3 — Comparaison du numérateur de la variance de ’erreur commise dans 1’esti-
mation du quantile entre la méthode de Monte-Carlo et la méthode par stratification
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Estimation du superquantile par stratification : il n’existe a notre connaissance
pas de travail utilisant la stratification pour I'estimation de superquantile.

4.2.2.2 Echantillonnage préférentiel

L’idée de I’échantillonnage préférentiel est de tirer les variables aléatoires d’entrée
selon une densité biaisée hy a la place de la vraie loi h, de sorte a favoriser les points qui
correspondent & I’événement que 'on recherche. Ceci est illustré sur la figure f.4] : dans
le cas de l'estimation d’un quantile ou d’un superquantile, une densité biaisée favorisant
la queue de distribution permettrait de diminuer le nombre d’appels a la fonction ¢ pour
une précision équivalente sur le résultat.

a-gquantile t a-quantile
El $(¢) avec E~hy () avec E~hy
I Zone d'interet [ B Zone d'interet ||

E ¢(¢) avec {~hy |

Distribution of ¢(¢&)
Distribution of ¢(¢)

FIGURE 4.4 — Illustration de la loi de la sortie selon I’entrée et d’un exemple de loi biaisée
hy satisfaisante

Puisque les échantillons sont tirés selon une loi biaisée, il est indispensable de corriger
les estimateurs d’intégrales par Monte-Carlo afin de ne pas introduire de biais. Ce terme
correcteur s’appelle rapport de vraisemblance et vaut pour un échantillon € tiré par la loi
biaisée hy, :

L&) = M8 (4.12)

Il provient en fait d’un simple changement de mesure probabiliste dans ’estimation des
intégrales, par exemple pour le calcul de 'espérance de Y = ¢(¢&) :

E,[Y = 6(¢)] = /D ()X dx
3
= [ o0 M) ) dx (4.13)
3
— B, [0 18] B, [HOL(©)

Estimateur du quantile par échantillonnage préférentiel : Dans le cas du quantile,
on peut donc reprendre les formules rappelées dans le cas de I’estimateur Monte-Carlo et les

«Nis

corriger par le rapport de vraisemblance pour chaque échantillon. Soit (él, - € ) les

Nig points générés selon la loi biaisée hy. Voici 'estimateur par échantillonnage préférentiel
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4.2. FEstimation des mesures de risque

du quantile :

) 1 Nis iy
i - L 1 .

s (X) Nis 2= (€)1, & x (4.14)
¥ = min{x : Ay >0}

En ce qui concerne le comportement asymptotique du quantile estimé par échantillon-
nage préférentiel, il est donné par le théoréme suivant, issu de [Glynn, 1996 :

Théoréme 4.1. Si E[L(£1)3] < oo et la distribution de la sortie H est différentiable en
¢o = H ' (a) avec H'(qa) = hy(qa) > 0, alors :

p Var (L(él)laélx )
v/Nig ( - QQ) Ngo 04,18 N(O, 1) avec 03,15 = hy(q )2 ~da (4.15)

Preuve.
Montrons que YN;s € N*, % <t < fINIS (t) > a. Prenons t tel que L% < t. Alors par

définition de ¢S (étant I'inf de ’ensemble {t © Hy, (1) > a}), on a Hy,.(t) > a. Dans

autre sens, si t est tel que H Ny (t) = o, alors par définition de I'inf, on a encore (jés < t.
Ce qui montre que ces deux inégalités sont équivalentes.

On peut donc écrire :

- t - -
P |/Nig(Gh® —q,) <t ]P’[JS\ }:P{ <H (
[ ]S(Qa QQ) } da qa + \/TIS « Nis | o+

Introduisons les notations suivantes

\/;Tsﬂ (4.16)

SNrs (t) =

{;EBE)Z 1¢(él)<qa+t/m} — H?(go + t/\/NTS>}1/2
S

Y (t) = Syﬁ)[ ( ]37{5) H(q”fvwﬂ
S [a ( NIS)]

SNrs (t)
Avec ces notations, on a donc :

. . t . . .

B o< vy (a0 + =) | = Blans () < v (0] BIVO.1) > o, (0] + BVO,D) > an (0]

=0!

QNrs (t)

On peut ainsi réécrire 1y, de la maniere suivante :

Nrs 1 (& 1 y —E[LNI 1. ]
N (ﬂzzz:l &) e rcutorms e Sto 4/
18

~1
VN Var |L 1 .
15 < ar | L&) ¢€1)<qa+t/szs]

Nis
~ t .
H - L
Nrs (q * \/st) NIS Z 5 )<qa+t/V/Nis
Car | H(go +t/v/Nis) =E|L@E) 1

5%, (t) = Var [L(El) 1

B }
#(& )<gatt/V/Nis

6(&")<qatt/v/N73
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En appliquant le théoréme de Berry-Esseen [Berry, 1941], on a donc I'inégalité suivante :

_Pr
53v/Nis

Ici, ®(g,1) correspond a la fonction de répartition de la loi normale (définie & I'annexe |A)),

~ E =<1 2
° ([L(g ) 1¢(€1)<qa+t/¢NTJ ) .

sup [B [ () < 2] — By ()| < C

3
~ 21
o=E|( |L 1 . .
’ ([ ©) ¢(€1)<qa+t/¢N1J )
Or lorsque Njg — oo, p et & tendent vers une limite finie, grace aux hypotheses de

régularité sur L(E’l) du théoréme. Ce qui signifie que C #NN? N—> 0. En repartant de

1500
léquation (4.16)), on a donc :

B(VNIs(@ —a0) <t) (= P (ans (1)

18

Et pour le comportement de ay,¢(t) quand Nrg — oo, on peut écrire :

ans(t) = stZﬁ) {a -4 <q°‘ " \/Ji’Tsﬂ
t  H(ga) —H(Qa+ \/szs)

SNy (1) Nis
t
— —7H/ = —
Nig—o0 S (qa) 04,18

Ce qui nous donne en revenant a I’équation (4.16|) pour Nrg tendant vers oo :

BNt —a<t) = B(WO =)o (o)

Ta1s VA (4.17)
= P 0,1)<t)+0 | ——
X—0q,15 (001sN (0. 1) <) + ( NIS)
O

Sans hypotheses particulieres sur la loi biaisée hy, il est difficile de tirer des conclusions
sur la valeur de cette variance asymptotique théorique. En effet, I’équation montre
que l'erreur d’estimation peut étre plus grande que dans le cas d’'un Monte-Carlo classique
si la densité biaisée est mal choisie ou inversement qu’elle peut diminuer la variance de
lestimation si elle est bien choisie. Etant donné que cette variance est paramétrée par
la densité biaisée, il est possible de calculer la densité optimale théorique annulant cette
variance. Pour cela, il faut et il suffit de trouver la loi biaisée hj annulant le numérateur

de 0,5 :
%1
Var (LEYL ~0
ar( &) ¢(£1><qa)

h(§) >
[Eevg <h2(£) Lo)<qn ~ a) hiy(§)d€ =0

Or, si I'intégrale d’une fonction positive est nulle, alors la fonction est nulle presque siire-
ment. Ceci donne pour la densité optimale hj :

1
h () = 2850 g (4.18)

a
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Cette loi biaisée est inconnue puisqu’elle dépend de la quantité recherchée ¢,. Toutefois,
il existe des algorithmes itératifs permettant d’approcher cette loi optimale. Une premiere
méthode consiste a estimer cette loi optimale sur une famille paramétrique h), en mini-
misant la divergence de Kullback-Leibler avec la loi optimale. Cette technique s’appelle
Cross-Entropy algorithm et est présentée en section Une autre méthode permet-
tant d’approcher cette loi biaisée de maniere non-paramétrique, a ’aide d’estimateurs a
noyaux, y est également détaillée.

Estimateur du superquantile par échantillonnage préférentiel : En repartant de
la formulation du superquantile donné a I’équation (|4.6)), un estimateur par échantillonnage
préférentiel peut étre proposé. Ce dernier repose sur le tirage de Njg points suivant la

e z1 N
densité biaisée hy, (é oo 618 ) :

QL% = inf WIS () (4.19)
vER

1 Nisg o i
Nis — t ; h
avee WS (9) = |+ s D LEL e (9€) -0)

La variance de cet estimateur a été étudié dans [Hong et al., 2014]. Cette étude a en parti-
culier caractérisé le comportement asymptotique de I'erreur d’estimation par le théoréeme
suivant :

Théoréme 4.2. Si IE[(gb(él) - 7)2L(£ )2] < oo, alors

\/Var (L<£i>1 o (s@) - qa))

~ L
VNis (Qég — Qa) N—>OO 0o.rsN(0,1) avec 0 15 =
IS

Preuve.

La preuve est simple et repose sur le théoreme de la limite centrale. Posons

Ll (6€)-) &)
Ui = 28>y - . Alors Uy,--- ,Un,s est une séquence de variables i.i.d de
variance o2. On a donc :
N 1 NIS . 1
yvs — v = — [ 1 t) — ) L(t
(077o0) = ¥) = 2 LU= = [ Lo (600) =) LD

E(UY)

Par application directe du Théoréme de la limite centrale (d’apres [Feller, 1966] p259) sur

la variable U?, on a donc :
\/Var LEN o (0@)-7)
Vizs (8955 () — W()) 5 (€7 )Mo, y

Nysoo (]. — a)

Ceci est vrai Vy € R et donc en particulier lorsque v = ¢4, ce qui permet de montrer le
résultat annoncé.

O]
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Toutefois, il n’existe pas a notre connaissance de travaux étudiant la densité optimale
dans le cas du superquantile. Dans son étude [Hong et al., 2014], Hong minimise la variance
de I'estimateur en recherchant la loi biaisée par changement de mesure exponentielle aussi
appelée exponential twisting en anglais. Mais cette technique, notamment détaillée dans
[Morio et Balesdent, 2015, pp.57-60], n’est adaptée qu’au cas ou la densité de ¢ (&) est
connue ou si la fonction ¢ dépend linéairement des entrées & [Morio et Balesdent, 2015]
p.60].

Remarque sur le théoréme [4.2|: ce théoréme suppose que 'on connailt exactement
le quantile ¢, ce qui explique la simplicité de la démonstration. Or, en pratique, cette
quantité est trouvée en résolvant le minimum de 1’équation (4.19)). La variance théorique
obtenue dans ce théoréme n’est donc pas compléte. A la sect la variance totale
d’estimation du superquantile est étudiée et majorée par la somme de celle obtenue sur le
quantile au théoréme et celle obtenue pour le superquantile au théoréme

4.2.2.3 Recherche séquentielle de la loi biaisée optimale pour 1’estimation de
quantile

Pour estimer le quantile par échantillonnage préférentiel, des études approchent la loi
biaisée optimale hj séquentiellement. En effet, étant donné que la loi optimale dépend
de parameétres inconnus, tels que la valeur réelle du quantile recherché g, il est néces-
saire de I’approcher de manieére itérative. Ceci se fait a I'aide de nouveaux échantillons

. N NP zk,1 kN
de points a chaque itération k (5 Y S

) générés a 'aide d’une loi biaisée qui
s’affine avec les itérations. Cette idée provient de l'algorithme de I’entropie croisée issu de
[Rubinstein et Kroese, 2004]. L’algorithme détaille sa mise en place afin d’estimer un
quantile. On peut remarquer que cet algorithme reprend 'idée de ’algorithme d’échan-
tillonnage stratifié, en utilisant des S-quantiles empiriques Sp < S1 < -+ < Spina < cjés
intermédiaires afin d’estimer 1’a-quantile final §.°.

Afin de calculer les parameétres optimaux pour la densité biaisée, I'idée de cet algo-
rithme est de rechercher le A qui fournit une loi h )\( -) la plus proche de la loi optimale
recherchée hjy de I'équation a chaque itération. Pour ce faire, il faut définir la dis-
tance entre deux lois : une maniere courante est d’utiliser la divergence de Kullback-Leibler
[Joyce, 2011]. Elle provient de la théorie de 'information ou elle mesure la dissimilarité
entre deux densités. Afin de minimiser la dissimilarité entre la loi paramétrique hy (-) et
la loi optimale A}, il faut donc minimiser la divergence de Kullback-Leibler D :

A* = argmin D(hj, hy)
A (4.21)

= argmin
A

[ 00 0] dx = [, k00 (A G0 dx
Les termes ne dépendant pas de A dans I"équation (4.21)) n’influent pas sur les solutions du

probléme d’optimisation a résoudre, on peut donc retirer ces termes constants par rapport
a X, ce qui donne en développant hj d’apres I’équation (4.18) :

A* = argmax
A

/R . Ly(x)>q0 1 [\ (X)] hx)dx

l—«
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Algorithme 4.2 Algorithme de I’entropie croisée pour 'estimation d’un a-quantile

Input : la densité jointe des entrées h, la fonction ¢(-), le nombre d’échantillons
Ncg par itération, la valeur des quantiles intermédiaires 5 € [0, 1]

Output : le quantile (jés

- Générer les échantillons i.i.d éﬂ’l, e ,EO’NCE avec la densité h;

- Calculer la valeur des sorties en ces points :

YOl = g(€"), - yONem — ¢(g"NP);

- Calculer le S-quantile empirique Sy des (Yo”)1 ciengp PAT I’équation ;

- Calculer I'estimation courante du a-quantile ~£S,0 par a partir des

(YOJ) 1<i<Nog 3

k=1

while S, < §gL%* do
- Optimiser les parameétres de la densité biaisée A* selon 1’équation (adaptée
de I’équation (4.23)) :

Nis k-1,
1 h ~k—14
AF = argmax —— E 1 k1 (€—~k_>1ﬂ-lﬂ(h,\(£k "

A NIS i=1 ¢(€ )>Sk_1 hAk—l(E ) ))

. . . Loy ozkl <k, N,
. Générer les échantillons i.i.d & --- & °F

- Calculer la valeur des sorties en ces points :

avec la densité h &

YRl = g(E"h), ... yhNes = g(ghNer),
- Calculer le S-quantile empirique Sy des (Y’“) par I'équation (4.4));
1<i<Neg
- Calculer I'estimation courante du a-quantile ~£S’k par a partir des
(Yk,z) .
1<z<NCE7
-k=k+1
end
- Optimiser les parametres de la densité biaisée A* selon ’équation (4.23) avec
cjégk*l a la place de q,;
- Générer les échantillons i.i.d él, e ,ENCE avec la densité hy+;

- Estimer le quantile avec le dernier échantillon généré par [4.14}
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Une fois encore en retirant les constantes et en se ramenant a une écriture probabiliste,
on peut donc écrire :

A — argrilax E (1¢>(£)>S ln(hA(£)> (4.22)

Avec 'estimateur par échantillonnage préférentiel, on a donc :

Nrs

1
A* = argmax —— Z 1

A Nis S S(&)oq, LE)A(E)) (4.23)

De plus, dans le cas de lois normales pour chaque composante j € {1,---, N¢} (voir
annexe , la résolution de ce probleme d’optimisation est analytique. En annulant le
gradient de la fonction & maximiser dans I’équation , on obtient deux équations a
deux inconnues dont la résolution peut se faire analytiquement et on obtient :

N e . i
. i:1L<s>1¢(g)>qa§j
tT T, 1
o (4.24)
O shaeEn, NG RV
52 N _ <
=i ¢<€>>qf(5>

avec Aj1 qui correspond a la moyenne de la composante j de la loi biaisée et \;o qui
correspond a la variance de la composante j de la loi biaisée. On peut d’ailleurs remarquer
que ces valeurs optimales correspondent exactement a la moyenne pondérée des points EZ
se situant au dessus du seuil.

Une alternative non-paramétrique pour approximer la loi optimale : alors que
I’algorithme par entropie croisée nécessite de choisir une famille paramétrique, il est éga-
lement possible de ne pas faire ce genre d’hypothese en approchant la densité optimale
de maniere non-paramétrique a l'aide d’estimateurs a noyaux. Cette méthode est détaillée
dans [Morio, 2012] et [Morio et Balesdent, 2015| et s’appelle NAIS pour Non-parametric
Adaptive Importance Sampling. L’algorithme & mettre en place est en fait trés similaire
a l'algorithme L’unique différence repose dans le calcul de la loi biaisée. Dans le
cas non-paramétrique, la densité biaisée a chaque itération h; est estimée de la maniere
suivante :

1 NIS h(& ~j7i - K (BY? J»t
kNISIkdet(B /2)] I ) L, K (B (€2 €7))

k N]s EJJ)

In = kNISZZ

—1 ;i
I hE $(€")>q

hry1(8)

M

(4.25)
Avec K un noyau non négatif, symétrique et dont I'intégrale vaut 1 et By, est la matrice des
fenétres (pour bandwidth en anglais). Le noyau K permet en fait un lissage de la densité
estimée par un Monte-Carlo classique afin d’avoir une approximation plus fine que par une
fonction en escalier. Deux exemples de noyau utilisés sont le noyau d’Epanechnikov et le
noyau gaussien, qui est en fait la densité centrée d’une loi normale multivariée :

1 1
K(x) = W exXp <—2XTX)
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Beaucoup d’études ont montré que le choix du noyau était secondaire par rapport au choix
de la fenétre [Turlach, 1993]. Ce dernier parametre est délicat & gérer et peut étre cotiteux
a estimer. Une maniere de le faire est d’utiliser la validation croisée [Bowman, 1984] (cf
section . Si l'utilisateur n’est pas prét a mettre en place des simulations afin de
déterminer ce parametre, il existe des lois empiriques permettant de choisir une fenétre
avec un ordre de grandeur acceptable. On peut par exemple citer celles proposées par
Silverman [Silverman, 1986] ou par Scott [Scott, 1992]. Elles donnent toutes deux une

fenétre proportionnelle & N, ¢.

4.2.3 Assistance par krigeage

Dans cette partie le modéle de substitution s’écrit (B et on omet I’écriture des para-
metres w griace auxquels ces modeles sont construits.

Afin de réduire le nombre d’appels & la fonction ¢ nécessaires & 'estimation d’un
quantile, de nombreuses études ont proposé d’utiliser un modele de substitution. Pour
rappel, un modele de substitution (;AS est une fonction analytique construite a partir de
simulations provenant de la fonction a substituer. Cet ensemble de simulations s’appelle
le plan d’expériences. Un modele de substitution a donc comme avantage d’apporter une
information méme sur les points ou il n’a pas été calculé, c’est-a-dire hors des points
du plan d’expériences. De ce fait, I'utilisation de métamodeles permet de ne pas avoir a
estimer tous les points de I’échantillon Monte-Carlo.

Comme détaillé dans la partie la construction d’'un DOE peut en particulier
se faire de maniere séquentielle, en partant d’échantillons tirés par un LHS d’une taille
réduite par rapport au budget total, comme détaillé a ’algorithme Alors que dans le
cas de la partie [3.2.4] c’est l'erreur globale de la prédiction que l'on souhaite diminuer,
dans le cadre de l’estimation de mesures de robustesse, l’erreur globale du modele de
substitution n’est pas importante. En effet, certaines zones n’ont pas besoin d’étre connues
avec précision et il est possible de cibler les points de ’échantillon Monte-Carlo a rajouter
au plan d’expériences qui apportent le plus d’information & l’estimation du quantile. De
fait dans le cas du quantile, les algorithmes et les estimateurs présentés ne nécessitent pas
de connaitre la valeur de la fonction mais uniquement leur position relative au seuil de
quantile & estimer. Ceci est illustré sur la figure [£.5] ot méme si l'erreur d’estimation de
certains points peut étre grande, il n’est pas nécessaire d’affiner la connaissance de cette
région étant donné qu’elle n’apporte pas dans I'immédiat plus d’information sur la valeur
du quantile courant. Il n’est donc pas nécessaire de connaitre avec précision la valeur
de la fonction en tout point, mais il faut uniquement pouvoir assurer que les points de
I’échantillon sont au dessus ou en dessous du quantile courant.

En se basant sur les intervalles de confiance fournis par le krigeage, c’est donc unique-
ment dans ’ensemble de points suivant que le point amenant le plus d’information doit
étre calculé [Balesdent et al., 2013] :

Ups = {€€ (& ,6Me) 1 d(&) —ko(€) < S < d(&) +ko(€) } (4.26)

Cet ensemble de point est illustré en orange en figure [4.5

A présent, afin de rajouter au DOE le point qui diminue le plus 'incertitude sur les
points de cet ensemble U}, g, il est possible d'utiliser les criteres d’information introduits
dans la partie Notamment, Balesdent reprend 'idée de la maximisation du critere
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20

® o Monte-Carlo points
® o current DOE
15-| —  Kriging model
— Threshold S
U, s uncertain points
[ 95% confidence interval
Uncertain Area
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FIGURE 4.5 — Illustration de la zone incertaine Uy g dans le cas d’'un quantile ou d’'une
probabilité de dépassement de seuil S estimée par krigeage

IMSE de I'équation ([3.25|) dans le papier [Balesdent et al., 2013]. Plus précisément, il dis-
crétise l'intégrale de ’équation a I'aide de I’échantillon Monte-Carlo en recentrant
chaque terme de la somme par la valeur de la variance 6 (&%) avant 'ajout du point &, qui
est constante par rapport a &.

Info(€) = AN(€) = Y. [a(€) - 5(¢))] (4.27)

giEUk,s

Pour résumer, a chaque fois qu'un échantillon doit étre calculé sur la fonction ¢ dans
les algorithmes présentés précédemment (4.2] et |4.1]), 'algorithme doit étre appliqué
afin d’utiliser le modele de substitution a la place du modele réel ¢ et d’enrichir le DOE.

Autres criteres d’enrichissement Dans ’algorithme I’étape du choix du point £
maximisant ’apport d’information Znfo(€) peut se faire de différentes maniéres. Il existe
dans la littérature d’autres criteres d’enrichissement possibles. Ces derniers proviennent
de I'estimation de probabilités de dépassement de seuil et ne sont pas toujours aisément
adaptables au cas du quantile.

Tout d’abord, des critéres basés sur les intervalles de confiance existent. Par exemple,
Dubourg [Dubourg et al., 2011] utilise ces bornes afin de définir un domaine de marge
d’incertitude M autour du seuil a approcher comme a ’équation (4.26]) :

M={€eDe : d(€) —ko(€) < S < d(&) +ko(€)} (4.28)

La différence avec précédemment se situe dans le fait que Uj g est un ensemble de points
discrets alors que M est un sous-espace de D¢ continu. Une fois cette marge définie, le
critere d’enrichissement proposé est de maximiser la probabilité qu’un point se trouve
dans cet ensemble M, donc :

Info(&) =P[€ € M]

qui est connu analytiquement grace aux parametres du krigeage construit. L’inconvénient
de ce critere est qu’il ne quantifie pas l'effet de I'ajout du point & sur l'erreur globale
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Algorithme 4.3 Enrichissement séquentiel du modele de krigeage pour le calcul du quan-

tile

Input : Un DOF initial (généré par LHS par exemple)
un échantillon Monte-Carlo (51, oo gNmo
La taille de I'intervalle de confiance k (1.96 par défaut)
le niveau « de quantile recherché

Output : la valeur du quantile g,

. Construire ¢ a partir du DOE (avec son estimation d’erreur 4);

- Calculer la valeur prédite par qAﬁ sur ’échantillon MC :

vl — &(51)’ . ’}A/NA{C — gZ)(éNMc);

- Calculer I'a-quantile §, sur cet échantillon et le domaine de confiance Uy 4,,;
while card (U 4,) > 0 do

- Choisir & = argmaxe ;- Info(€) d’apres équation (4.27));
. DOE = {DOE, (¢*, d(€"))}:

- Construire ¢ a partir du DOEA(avec son estimation d’erreur 6);
- Calculer la valeur prédite par ¢ sur I’échantillon MC :

vyl — @(51)7 ... ,}A/'NMC — (Z§<€NMC);

- Calculer I'a-quantile g, sur cet échantillon et le domaine de confiance Uy 4, ;

end

commise par la fonction, a la différence des criteres de type IMSE. Toutefois, il a ’avantage
d’étre immédiat & calculer.

Par ailleurs, il existe des alternatives a I'utilisation de bornes de confiances du krigeage.

En voici une liste non exhaustive :

— Un premier critére alternatif est proposé par Echard dans [Echard et al., 2013] :

Info(§) = — (4.29)

Il est utilisé dans le cadre de I'algorithme AK-IS permettant de calculer des proba-
bilités de dépassement de seuil S. Dans le cas de I’estimation d’un quantile, S peut
par exemple étre la valeur de I’a-quantile a I'itération & comme a ’algorithme
Si I'on détaille le fonctionnement de ce critere, la maximisation de cette équation
permet de détecter les points les plus proches du seuil S et dont la variance est
maximale. Il revient en quelque sorte a maximiser le critére de variance de ’estima-
teur du krigeage de I’équation sur I'ensemble Uy g, ce qui en fait un critere
moins informatif que celui de 1’équation comme expliqué a la section
Cependant, a la différence du critere de I’équation , celui-ci a 'avantage d’étre
instantané a calculer.

D’autres techniques, appelées SUR pour Stepwise Uncertainty Reduction mini-
misent la moyenne, conditionnée par le DOE, de la variance de la mesure d’intérét
pg que I’on cherche a estimer. Cette idée provient de 'optimisation avec le critére
d’amélioration espérée (EI pour Ezxpected Improvement voir la partie et est
notamment reprise par [Bect et al., 2012] dans le cadre de l'estimation de mesures
de robustesse. En maximisant ce critére, on espere ajouter le point qui diminue le
plus la variance de I’estimation de la mesure de robustesse par le modele de krigeage
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utilisé. La formule du critére & maximiser issue de cette idée est écrite a I’équation
(14.30)).

Tnfo(€) = — /D o Var (5 [DOE*E ) 56, e 0dx (4.30)

avec g ) 5 &) (x) la densité d'une loi normale de moyenne G(&) et d’écart type
5(8).

Comme le critere de I’équation , le critere SUR vise a quantifier 'effet de
Iajout “fictif” d’un point € au DOE sur la précision de I’estimation de la mesure de
robustesse. Plus précisément, le critére de ’équation vise a réduire l’erreur
de prédiction du krigeage sur les points de ’échantillon Monte-Carlo ot cette erreur
contribue a 'erreur d’estimation de la mesure de robustesse (ces points sont ceux qui
constituent ’ensemble Uy, g, sur lequel on applique le critere IMSE). Le critere SUR
a lui aussi pour but de mesurer 'effet de 'ajout € sur la variance de ’estimation de
la mesure de robustesse pe. On remarque donc que le critére de ’équation (4.27)
peut étre vu comme la traduction, sur un échantillon Monte-Carlo, du critere SUR
adapté au calcul du quantile.

Dans le cas général pour 'estimation de ce critére SUR, si la mesure a évaluer
pe = P(4(€) > S) est une probabilité de dépassement de seuil S, alors il existe des
formulations analytiques de ce critére [Chevalier et al., 2014]. En revanche, dans le
cas du quantile Pg = Qo il est nécessaire de passer par des estimations Monte-Carlo
de ce critere, ce qui augmente la complexité de son estimation.
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4.3 Analyse de sensibilité

L’objectif de 'analyse de sensibilité est de quantifier ’effet d’incertitudes entachant
les parametres d’entrée sur la variabilité de la sortie d’un modele. Cela peut notamment
servir a identifier les entrées les plus influentes, a les hiérarchiser selon leur influence ou
encore a déterminer les entrées ayant le moins d’influence de sorte a pouvoir les fixer a
une valeur constante. Selon le budget de calcul et la précision recherchée par 'ingénieur,
il existe différentes manieres de quantifier ces effets. Une revue extensive de ces méthodes
est donnée par Iooss [looss et Lemaitre, 2015].

A Dorigine, la sensibilité d’un modele & ses entrées était déterminée grace a Pestima-
tion de dérivées partielles de la sortie par rapport a chacune des entrées et ce autour d’un
point nominal. En effet, ces dérivées permettaient de donner une information locale sur
la dépendance d’une fonction a chacune de ses entrées ;. Toutefois, la localité de I'infor-
mation peut ne pas étre satisfaisante et de plus un gradient n’est pas toujours calculable,
notamment dans le cas de I'utilisation de boites noires.

Par la suite, afin de quantifier globalement cette sensibilité, de nouvelles techniques
basées sur des théories statistiques ont vu le jour. Ces théories permettent en particulier de
faire de ’analyse de sensibilité globale, ¢’est-a-dire prenant en compte 'effet d’une variable
sur I’ensemble de son domaine de définition et plus seulement autour d’un état nominal.
Il existe dans ce domaine différentes méthodes, chacune ayant un intérét selon le budget
de calcul et les effets recherchés sur la sortie du modele.

Par exemple dans le cas de la trés grande dimension ou d’un budget de calcul réduit,
le criblage, aussi appelé screening en anglais, peut étre une solution. Le criblage consiste
a déterminer les effets des entrées et de leurs interactions a partir d’un plan d’expériences.
Par exemple, les plans factoriels présentés dans la partie permettent d’estimer les
interactions et leurs effets. Cependant, comme expliqué précédemment, cette méthode
devient trés rapidement inutilisable dans le cas d’un budget de calcul limité. A Topposé,
le plan d’expériences le plus simple mais ne permettant que d’estimer les effets principaux
avec une précision inconnue est le plan OAT pour One At a Time [Kleijnen, 2007]. Cette
méthode est basée sur la décomposition de chacune des dimensions en niveaux. Elle consiste
ensuite a partir d’un point initial et a changer le niveau d’une seule entrée a la fois et en
limitant le nombre de niveaux & deux ou trois par dimension. Par exemple dans le cas de
seulement deux niveaux, ce plan ne requiert que N¢ + 1 calculs. Entre ces deux plans, il
existe une multitude d’alternatives, selon ce que souhaite estimer ’ingénieur et avec quelle
précision. L’une des ces alternatives est proposée par Morris [Morris, 1991] et consiste a
répéter un certain nombre de fois un plan OAT aléatoirement. Ceci permet notamment
de classer les entrées entre : celles qui sont négligeables, celles qui ont des effets linéaires
sans interaction et celles qui ont des effets non-linéaires et/ou avec interactions.

Toutefois, ces méthodes permettent d’obtenir des résultats qualitatifs et non quanti-
tatifs. Une technique basée sur l’estimation de la variance de la sortie due a chacune des
entrées a récemment fait ’objet d’intenses recherches. Le principe de cette technique est
d’abord présenté, puis les principaux axes de recherches présents dans la littérature sont
détaillés.
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4.3.1 Méthodes basées sur la variance fonctionnelle - Indices de Sobol

Pour simplifier I’écriture des équations, on se place dans le cas ou les incertitudes
suivent une loi uniforme &; ~ U ([0,1]) et sont indépendantes deux a deux. Cette théorie
reste valable méme dans le cas ol ces incertitudes suivent une loi quelconque, a condition
que les différentes composantes soient indépendantes deux a deux.

Afin de quantifier la part de variabilité provenant de chacune des entrées, I'idée propo-
sée par Sobol [Sobol’, 2001] est basée sur la décomposition de Hoeffding [Hoeffding, 1948]
d’une fonction ¢ en somme de fonctions élémentaires. Sous ’hypothése que la variance de
la sortie est finie, il est possible de décomposer ¢ de la maniére suivante :

Ne
P(&) = do+ Y di(&)+ -+ b (61, EN,)
i—1

(4.31)
= Z du (fu)
uC{1,2,,Ne}
Avec u étant un sous-ensemble d’indices tiré de I'ensemble {1,2,--- , N¢}. Afin de garantir

I'unicité de cette décomposition, il faut imposer un ensemble de conditions sur les fonctions
¢u- Ces conditions s’écrivent de la manieére suivante :

Vi € u
/ Su(Cars e Euy )dE =0 4 Yu C (1,2, N}
&€l card(u) > 1

Dans le cas ou les incertitudes ne suivent pas une loi uniforme, il est également possible de
garantir 1'unicité en vérifiant des conditions similaires que ’on peut par exemple trouver
dans [Chastaing et al., 2012].

A présent, si les composantes du vecteur d’entrées € sont indépendantes deux a deux,
alors on peut calculer la décomposition de la variance fonctionnelle (aussi appelée décom-
position ANOVA) a partir de 1’équation (4.31)) :

N,
Var[Y] = i Vi) + ) Vi (V) + - + Vien (V) (4.32)
=1 1<J
Vi(Y) = Var{E[¢(§) | ]}
Avec : Vii(Y) = Var {E [¢(§) |&:&;]} — Vi(Y) — Vi(Y)

On peut donc définir les indices de Sobol liés & chaque entrée & comme la part due a
I'entrée &; de la variance totale de la sortie donc :

Vi(Y)
S;(Y) =
¥) Var(Y)
Plus généralement, on a dans le cas de plusieurs indices Vo C {1,2,---, N¢} :
Vu(Y)
Su(Y) = 4.33
wl) = Far(v) (4.33)

Dans le cas ou les entrées sont indépendantes deux a deux, ces indices ont les propriétés
suivantes :
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— 1ls sont tous compris entre 0 et 1 : Vu C {1,--- N¢}, Sy € [0, 1]
— Gréce a I'équation (4.32)), on a de plus :

Ceci rend leur interprétation aisée, puisque chacun de ces coefficients correspond
donc au pourcentage de la variance de la sortie due aux entrées &4, = (§uy, -+ &un, )

— Plus la dimension ¢ est grande, plus il y a d’'indices a calculer et & interpréter. Afin
de s’affranchir de ce probléme, les indices de Sobol totaux St sont une alternative
intéressante puisqu’ils prennent en compte 'intégralité des effets d’une entrée &;
sur la variance de la sortie en regroupant les indices partiels :

STi:Si+ZSij+ z Sijk"‘"‘: Z Su (4‘34)
i#j G kAL <k uc{1,-N¢}
1EU

De ce fait, il est fréquent de ne calculer que les indices du premier ordre .S; et les
indices totaux S, pour chaque entrée §;.

4.3.2 Méthodes d’estimation des indices de Sobol

Les manieéres d’estimer la variance détaillées dans la partie restent valables dans
cette partie. Toutefois, étant donné le grand nombre de variances a estimer, il existe des
algorithmes permettant d’estimer plusieurs d’entre elles avec un méme échantillon Monte-
Carlo [Saltelli, 2002]. Notamment, la technique du pick-freeze permet efficacement d’esti-
mer les différents indices de Sobol [Gamboa et al., 2015|. Il existe d’autres méthodes d’esti-
mation n’utilisant pas les méthodes de Monte-Carlo. Par exemple la méthode FAST basée
sur la transformée de Fourier multidimensionnelle de ¢ est une méthode moins cofiteuse que
les estimations Monte-Carlo et permet d’estimer les indices principaux et totaux. Toute-
fois, elle n’est pas adaptée aux cas ou la dimension est trop élevée [Tissot et Prieur, 2012].

Sachant que les méthodes précédentes peuvent aisément requérir plus de 1000 appels
a la fonction ¢, elles peuvent donc étre inenvisageables dans beaucoup de cas. Afin de
proposer des méthodes nécessitant moins d’appels, il est possible d’utiliser des modeles de
substitution pour estimer les coefficients de Sobol. Par exemple, les polynémes de chaos
permettent de calculer analytiquement les coefficients [Sudret, 2008]. Gréace a cela, le cofit
d’estimation des coefficients se réduit uniquement au cotit de construction du polynéme de
chaos. Autre alternative, 'utilisation d’un modele de krigeage, détaillée en section [3.2.3
permet également d’estimer les coefficients de Sobol de maniere analytique. De plus, elle
a l'avantage de fournir une mesure de l'incertitude sur I'estimation des coefficients de
Sobol due a lapproximation par le métamodele [Marrel et al., 2009]. Cette connaissance
permet notamment d’améliorer cette estimation grice a un enrichissement séquentiel du
plan d’expériences du modele de substitution avec le point qui diminue le plus 'erreur
commise sur 'estimation des coeflicients, comme détaillé en section

Utilisation des DGSM : Par ailleurs, si I'ingénieur ne souhaite qu’éliminer les entrées
non influentes alors la connaissance d’une borne supérieure des indices totaux peut suffire.
Sous certaines hypotheses, cette borne peut étre fournie par I’estimation des coefficients
DGSM (pour Derivative-based Global Sensitivity Measures) [Sobol et Kucherenko, 2009
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qui représentent donc une alternative intéressante. Néanmoins, ils nécessitent de connaitre
la dérivée partielle des sorties par rapport aux entrées du modele. En effet, leur définition
est basée sur 'utilisation de ces dérivées dans le but d’estimer l'influence de chaque entrée
sur la sortie de la fonction. Or, la dérivée apporte une mesure locale et les DGSM ont
pour but de fournir une estimation globale. Pour répondre a cela, 'idée proposée par
Kucherenko est de définir le coefficient de sensibilité v; de la sortie par rapport a ’entrée
&; comme 'intégrale de la dérivée partielle de la sortie par rapport a une entrée sur tout le
domaine de variation. Plus précisément, c’est le carré de la dérivée partielle qui doit étre
intégré et v; est définie par I’équation :

vi=E l(agg)Q] :/Zepg (‘922*@)2 dz (4.35)

Ces coeflicients sont bien définis si et seulement si chacune des dérivées partielles de ¢ est
de carré intégrable, c’est-a-dire de variance finie.

Pour faire le lien avec les coefficients de Sobol, il faut utiliser I'inégalité de Poincaré.
Gréace a elle, il peut étre montré que les coefficients DGSM v; fournissent une borne
supérieure des coefficients de Sobol totaux S7, dans le cas ou les entrées sont indépendantes
deux a deux et si ces entrées suivent une loi d'un certain type [Lamboni et al., 2013|. Plus
précisément, il faut que la distribution des entrées appartienne a la classe des mesures de
Boltzmann, ce qui n’est pas une hypothese restrictive. Si ces conditions sont vérifiées, on
a donc :

ST,

k3

<Oh) v (4.36)

avec C' qui dépend de la loi des entrées h.
En ce qui concerne 'estimation de ces parametres, les méthodes de Monte-Carlo sont
par exemple toujours utilisables [Kucherenko et al., 2009].

4.3.3 Etudes récentes élargissant le champ d’application des indices de
Sobol

La théorie de base des indices de Sobol repose sur des hypothéses qui ne sont pas
toujours vérifiées en pratique. Il est donc intéressant ici de montrer les avancées récentes
permettant de dépasser certaines des limites que présente la théorie initiale :

— L’hypothese principale sur laquelle repose 'interprétabilité des coefficients de Sobol
est I'indépendance deux a deux des incertitudes en entrée. Toutefois, dans beau-
coup de cas « réels », les incertitudes portant sur différentes entrées peuvent étre
corrélées. Dans ce cas, les coefficients de Sobol définis comme a 1’équation (4.33)
ne représentent plus un pourcentage de la part de variabilité de la sortie. Chas-
taing [Chastaing et al., 2012] a généralisé la décomposition de Hoeffding dans le
cas ou les corrélations entre deux entrées ont une forme particuliere. Cela lui a
permis de définir de nouveaux coefficients de sensibilité qui sont une généralisa-
tion des coefficients de Sobol précédents. D’autres études, comme celle de Da Veiga
[Da Veiga et al., 2009], utilisent des techniques alternatives & FAST ou a Monte-
Carlo sans redéfinir les coefficients. Ces alternatives sont indispensables puisque les
méthodes FAST et Monte-Carlo modifié ne sont plus utilisables dans le cas corrélé.

— Une autre limite des coefficients de Sobol est qu’ils ne sont pas définis pour prendre
en compte le cas d’entrées et sorties fonctionnelles, par exemple dépendantes du
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temps. Il existe un certain nombre d’études travaillant sur ce sujet. On peut par
exemple citer Fruth [Fruth et al., 2015] qui, dans le cas d’entrées fonctionnelles,
se ramene a un cadre classique en traduisant des entrées fonctionnelles en une
succession d’approximations linéaires. Grace a cela, le probleme initial, fonction-
nel donc en dimension infinie, peut étre traité comme un probléme de dimension
fini et donc adapté au calcul de coefficients de Sobol. Autre exemple, Gamboa
[Gamboa et al., 2014] redéfinit quant a lui la décomposition de Hoeffding dans le
cas de sorties fonctionnelles. Ceci lui permet d’adapter la définition des coefficients
a cette caractéristique et donc de pouvoir estimer la sensibilité de sorties fonction-
nelles aux parameétres d’entrée.

Par définition, les coefficients de Sobol permettent d’estimer 'effet d’incertitudes
en entrée sur la variance de la sortie du modele ¢. Or, il se peut que l'ingénieur ne
soit pas intéressé par 'effet sur la variance, qui n’est pas une mesure de risque sa-
tisfaisante. Pour répondre a cela, il existe des études redéfinissant les coefficients de
sorte a mesurer l'effet des entrées sur d’autres mesures de robustesse : par exemple
Morio [Morio, 2011] s’intéresse a l'effet sur une probabilité de défaillance, Borgo-
novo [Borgonovo, 2007] a regardé l'effet des parametres d’entrée sur la distribution
de sortie ou encore Fort [Fort et al., 2015] s’est intéressé a l'effet des incertitudes en
entrée sur des fonctions de contraste appliquées a la sortie. Ceci inclut I’espérance,
la médiane, les quantiles, les probabilités de dépassement de seuil et fournit donc
un résultat trés général.

91



92



Chapitre 5

Optimisation de fonctions boites
noires
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Dans cette partie, nous introduisons le concept d’optimisation et détaillons les manieres
de résoudre un probléme présentant un ou plusieurs objectifs & minimiser, avec ou sans
incertitudes. Formellement, on cherche a résoudre le probleme multi-objectif suivant :

in [fi@), - f, ()] (5.1)
Ici, les fonctions objectif f; aussi appelées fonctions cofit sont définies Vi, 1 <@ < Ny, de
la maniere suivante :

fi + DycRY — R

D, est le domaine de définition des variables d’optimisation x, aussi appelées variables
de controle. Dans cette étude, D, est un sous-ensemble borné de R+, On se place dans
le cadre ou les fonctions étudiées sont des boites noires (cf figure [3.1)) : ceci signifie que
I’'unique connaissance disponible sur ces fonctions est leur réponse a des entrées données.
De ce fait, toutes les techniques basées sur la connaissance ou le calcul du gradient de la
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8|
® @ Minima locaux
@ @ Minimum global

FIGURE 5.1 — Illustration des minima locaux et du minimum global d’une fonction 1D.
Les directions fournies par le gradient sont représentées par des fleches.

fonction objectif sont exclues du spectre de notre étude et il n’est donc question que de
I’'utilisation de techniques sans dérivée que l'on peut trouver dans la littérature sous le
nom de derivative-free optimization.

La premiere partie présente les algorithmes sans gradient, avec ou sans modeles de
substitution, permettant de résoudre les problemes du type mono-objectif.

Notre probléme industriel nécessite la minimisation simultanée de deux objectifs. Dans
la seconde partie nous présentons les différentes fagons de prendre en compte plusieurs
objectifs dans un probleme d’optimisation. Selon ce que souhaite l'utilisateur, il existe
différentes fagons de formuler le probleme. Nous détaillons ensuite les algorithmes sans
gradient, avec ou sans modeles de substitution.

Parfois, certaines entrées du probléme d’optimisation a résoudre peuvent étre incer-
taines. La derniere partie discute de I'importance de la quantification des incertitudes des
la formulation d’un probléme d’optimisation. Pour cela, différentes techniques de la littéra-
ture sont présentées. Ces méthodes sont basées sur ’estimation des mesures de robustesse
présentées au chapitre précédent.

5.1 Optimisation Mono-objectif

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a trouver analytiquement
ou numériquement le minimum d’une fonction f dépendant de parametres d’optimisation
@ qui influent sur la sortie de la fonction f(x). Plus précisément, c’est la valeur * ou la
fonction f est minimum qui est recherchée puisqu’elle correspond aux parametres optimaux
que l'utilisateur recherche. Ces parametres peuvent appartenir & un domaine a événements
discrets ou continus. Dans le premier cas, on parle d’optimisation combinatoire. Cette
étude se focalise sur le deuxiéme cas, aussi appelé optimisation continue. Les parameétres
d’optimisation sur lesquels peut jouer I'utilisateur sont donc de la forme suivante : & € RV«
et f : RN+ — R,

5.1.1 Algorithmes avec gradients

Historiquement, les premieres techniques d’optimisation sont celles basées sur 'utilisa-
tion des dérivées. Deux exemples de ce type de techniques sont la méthode de Levenberg-
Marquardt [Moré, 1978] ou la méthode BFGS [Fletcher, 1987, déja présentées dans le cas
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de I'apprentissage de réseaux de neurones a la section Leur idée est d’itérative-
ment s’approcher du minimum en suivant une direction calculée & partir du gradient, et
éventuellement de la Hessienne ou d’une approximation de cette derniere, de la fonction a
minimiser. Ces directions sont illustrées par des fleches sur la figure Elles nécessitent
donc de connaitre davantage que la valeur de la fonction a minimiser. De plus, si cette
fonction n’est pas convexe, les méthodes de gradient ont pour inconvénient de ne converger
que vers des minima locaux dépendants du point de départ, ce qui est également illustré
sur la figure Ces méthodes peuvent toutefois étre utilisées afin de rechercher le mi-
nimum global en exécutant cet algorithme a partir de divers points d’initialisation, par
exemple tirés aléatoirement. Cette technique est communément appelée multistart.

5.1.2 Algorithmes sans gradient

Le gradient et la Hessienne de la fonction a minimiser apportent une information sur
sa courbure et donc sur la direction a prendre pour se rapprocher d’'un minimum local.
Il est nécessaire de compenser leur absence pour pouvoir développer des techniques sans
gradient. Une premiére maniere de faire est de choisir la direction de descente a ’aide de
la valeur de la fonction f sur un échantillon de points tirés localement, ce qui revient en
quelque sorte a approcher le gradient & partir d’une population. La deuxieme maniere de
faire est de mélanger ’exploration du domaine entier et la recherche locale, aussi appelée
intensification (ou exploitation). Deux algorithmes de ce type sont présentés : un détermi-
niste appelé DIRECT et un stochastique appelé algorithme a évolution différentielle.

5.1.2.1 Algorithmes de recherche locale

Une premiere fagon de compenser I'absence d’estimateurs du gradient est de s’inspirer
des algorithmes basés sur la descente de gradient. Ces derniéres partent d’un point initial
puis suivent la direction que cette information fournit, c’est-a-dire celle permettant de
faire décroitre la fonction f. Pour pouvoir approximer la courbure locale de la fonction
a optimiser, certains algorithmes sans gradient utilisent un échantillon de points localisés
dans une zone réduite du domaine de définition D,. Ensuite, les points de l'itération cou-
rante minimisant la fonction f sont utilisés afin de choisir les points & générer a l'itération
suivante. En itérant jusqu’a satisfaire un critere d’arrét qui peut étre propre a la méthode
utilisée, la procédure converge vers le minimum le plus proche. Cette trame, détaillée dans
I’algorithme est la méme pour beaucoup d’algorithmes d’optimisation sans gradient.
Par exemple, Nelder-Mead ou CMA-ES la respectent. La premiere a un intérét historique
puisque c’est I'une des premieres techniques d’optimisation sans gradient appliquées au
cas continu. La deuxiéme a fait récemment ’objet de nombreuses publications et est un
domaine de recherche tres actif du fait du nombre réduit de parameétres a gérer et de la
robustesse de l'algorithme. Seule I’étape de génération et du choix des nouveaux points a
partir de la valeur de f sur la population courante différe.

Génération des points dans le cas de Nelder-Mead L’algorithme de Nelder-Mead
[Nelder et Mead, 1965] est un premier exemple d’algorithmes d’optimisation sans gradient.
Il travaille sur une population de N, + 1 points qui forment un simplexe. Ces N, + 1 points
se déplacent au cours de 'optimisation en fonction de la valeur prise par f en ces points : en
comparant la valeur du minimum a celle du maximum sur la population a chaque itération,
le simplexe s’étire, se contracte ou se déplace en allant dans le sens du minimum. Cette
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Algorithme 5.1 Algorithme d’optimisation basés sur une recherche locale

Input : La fonction & minimiser f
Le domaine de définition D,
Nombre de points par génération Nye,

Output : Le minimum de f, f(x*)

- Générer la population initiale dans D, — X = (:1:1, e ,:BNW”);
while C'ritére d’arrét non satisfait do
- Calculer la valeur de la fonction aux points de la population — Y = f(X);
- A partir de Y choisir les & minimisant f sur la population courante X;

- Générer de nouveaux points a partir de ces * — X;
end

- Retourner min f(X);

technique est quelquefois présentée comme une approximation du gradient a ’ordre 0.
Par ailleurs, elle présente ’avantage d’avoir peu de parametres a gérer par 'utilisateur
puisqu’il n’y a que le simplexe initial & fixer. Toutefois, cet algorithme a un caracteére local
et peut manquer de robustesse a proximité des bords du domaine de définition. Il est donc
fréquent de I’exécuter avec plusieurs initialisations différentes.

Génération des points dans le cas de CMA-ES CMA-ES est un algorithme évo-
lutionnaire, donc basé sur une population de A points évoluant avec les itérations. Son
principe est par exemple développé par Hansen dans son étude [Hansen, 2006]. CMA-ES
signifie Covariance Matriz Adaptation Evolution Strategy. A la différence de Nelder-Mead
qui est un algorithme déterministe, c’est une méthode stochastique basée sur la génération
de points selon une loi normale multivariée a chaque itération. Soit m la moyenne et soit
C' la matrice de covariance de cette loi multivariée, I'idée proposée par Hansen est donc
de générer X selon une loi N (m, C) & chaque itération. Ceci est illustré par la figure
Afin de d’approcher du minimum, cette moyenne et cette matrice de covariance sont mo-
difiées a I'aide de la valeur de la fonction f sur les u meilleurs échantillons de la population
courante Y = f(X). La matrice de covariance permet d’élargir le domaine de recherche
ou de le restreindre, selon la valeur des points échantillonnés a l'itération courante. La
moyenne permet de déplacer le domaine de recherche vers les points de valeur minimum.
Les seuls parametres a fixer par 'utilisateur sont le nombre A\ de points générés a chaque
itération, le nombre u de points a partir desquels choisir les parametres de I'itération sui-
vante et le poids donné par 'utilisateur a ces u points dans le calcul de la nouvelle matrice
de covariance c.o,. Enfin, comme d’autres méthodes locales, il est nécessaire de donner un
point d’initialisation pour la moyenne de la loi multivariée initiale.

5.1.2.2 Algorithmes de recherche globale

D’autres techniques échantillonnent de maniére déterministe ou stochastique le do-
maine de définition entier de la fonction. Alors que les techniques échantillonnant locale-
ment ont pour but de favoriser 'intensification dans la zone dans laquelle elle est initiali-
sée, les méthodes d’échantillonnage global doivent permettre de faire le compromis entre
intensification et exploration. Du fait que ces techniques échantillonnent des domaines
plus conséquents que les méthodes locales, le nombre d’appels aux objectifs est donc plus

96



5.1. Optimisation Mono-objectif

Etape de générations des entrées X

s * _ x Apoints
Y ox - *
. . M " »
¥ = m+n . * .
n' ~ N(0,C) . .
1 = 17 Ty A » L

Sélection des p points de valeur minimum
sur f (avec n(" classés croissants selon la
valeur de f(z(?))

Ro= Ly g

CkJrl — (1 - ccov)Ck + CcovluffflrflT

Calcul du nouveau centre m

m <« m+n’

FI1GURE 5.2 — Différentes étapes de génération des points dans le cas de 'algorithme CMA-
ES

grand. Toutefois, ces techniques de recherche globale ne nécessitent pas de multistart pour
converger vers le minimum global.

On peut distinguer deux manieres différentes d’échantillonner ’espace. La premieére
maniere est déterministe et est basée sur le découpage de ’espace de design en mailles
(par exemple des hyper-rectangles) et au raffinement de ce découpage suivant la valeur
que prend la fonction au centre de ces mailles. Elle a ’avantage d’étre applicable a des
fonctions objectif de nature trés diverses mais a pour désavantage de nécessiter un nombre
d’appels trés important, ce nombre d’appels augmentant grandement avec le nombre de
dimensions.

Une deuxieme maniere est d’échantillonner ’espace de maniére stochastique. Ceci
consiste a échantillonner le domaine de définition afin de générer une population que I'on
fait ensuite évoluer de maniere aléatoire. L’introduction du stochastique dans la recherche
du minimum permet notamment d’étre plus flexible dans ’exploration. Plus précisément,
I’évolution de la population est conditionnée par des opérateurs qui sont définis de sorte
a réaliser le compromis exploration/intensification de maniére plus malléable au cours de
I’'algorithme que dans le cas déterministe. Cependant, elles nécessitent donc de fixer un
nombre de parametres plus conséquent et le nombre d’appels nécessaires a la convergence
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peut étre grand. Elles peuvent étre rencontrées dans la littérature sont le nom de métaheu-
ristique [Siarry, 2014]. Les algorithmes évolutionnaires sont un exemple de ces techniques
et sont détaillés dans la section B.1.2.4

5.1.2.3 Un exemple d’algorithme d’optimisation global déterministe : DI-
RECT

Cet algorithme, initialement proposé par Jones [Jones et al., 1993, a été développé
afin de minimiser des fonctions dont le domaine de définition D, est borné et dans le
cas ou la fonction a minimiser n’est pas simple, c¢’est-a-dire non-linéaire, non convexe et
dont le gradient n’est pas connu. Il est basé sur un échantillonnage déterministe de la
fonction & minimiser. Pour cela, cette méthode s’inspire de la technique du branch and
bound provenant de I'optimisation combinatoire. Plus précisément, elle consiste a mailler
le domaine de définition entier a ’aide d’hypercubes en calculant la valeur de la fonction
f au centre de chacun d’eux et en raffinant les zones ou la fonction f est petite. C’est
donc un mélange d’exploration et d’intensification. Alors que les algorithmes de la section
précédente se focalisent dans une zone du domaine de définition, la recherche globale
réalisée par DIRECT porte sur tout le domaine de définition.

Les étapes de l'algorithme DIRECT sont les suivantes :

1. Le domaine de définition D, étant
borné, il peut &tre transformé en
un hypercube de dimension N,
D, ={zcR™ : Vie[,N,], 0<z <1}
La valeur de la fonction est évaluée au
centre de cet hypercube c;.

2. L’hypercube initial est ensuite divisé en
hyper-rectangles a ’aide de la distance .
entre le centre et les bords de I’hy-
percube 4. Cette quantité est appliquée

dans toutes les directions (e;)1<i<n,. La . . .
fonction est donc évaluée sur les points

c1t %5@-, i=1,---,N,. Dés la premiere

itération, il y a donc 2N, + 1 évaluations .

de f réalisées.

3. Une fois que les divisions ont été faites, il faut ensuite identifier les hyper-
rectangles potentiellement optimaux. Pour cela, la condition suivante est proposée
par [Finkel et Kelley, 2004]. Soit € > 0 et soit fy, la valeur minimale de la fonction
connue a l'itération courante. Un hyper-rectangle j est potentiellement optimal s’il
existe un K > 0 tel que :

flej) = K&; < f(ei) — Kb Vi
f(cj)*Kéj gfminfglfmiﬂ Vi

98



5.1. Optimisation Mono-objectif

FiGURE 5.3 — Illustration de I’échantillonnage de l'espace par DIRECT. Les hyper-
rectangles optimaux sont illustrés avec leur centre en rouge a I’étape 2 a gauche. Ils sont
donc divisés selon la regle du point 3 sur la figure de droite.

avec ¢; le centre de I'hyper-rectangle j et d; est la distance du centre avec les som-
mets de ce rectangle. Elle est inspirée des algorithmes lipschitziens, ce qui justifie
le nom de I’étude de Jones.

4. Une fois que les hyper-rectangles optimaux ont été détectés (points rouges sur le
graphe précédent et sur la ﬁgure, ces derniers sont redivisés en hyper-rectangles
de taille plus réduite. Pour cela, la fonction objectif f est évaluée deux fois le long
des dimensions ou I’écart §; entre le centre et ’aréte de ’hyper-rectangle est la plus
longue ¢ &+ %(52-61'. Dans le cas ou 'hyper-rectangle est un hypercube, ce dernier est
divisé comme a I’étape 2. Ces deux cas sont illustrés sur la figure Si I’hyper-
rectangle de gauche est potentiellement optimal, alors il est décomposé uniquement
selon la direction ou la distance a ’aréte est la plus grande, comme illustré sur la
figure de droite. Si ’hyper-rectangle de centre droit est également potentiellement
optimal, alors il est décomposé comme & la premiere itération puisque sa distance
a laréte est la méme dans toutes les directions.

5. Si le critere d’arrét est vérifié I’algorithme s’arréte, sinon on retourne au point 3.

Il peut y avoir plus de 2N, + 1 évaluations de la fonction a réaliser simultanément
a chaque itération de l'algorithme. Cette méthode nécessite donc un nombre important
d’appels a la fonction objectif. Dés lors, elle n’est applicable qu’a des fonctions dont le cofit
d’évaluation est réduit. Toutefois, DIRECT est tres adapté au calcul distribué, ce qui peut
améliorer le temps de restitution étant donné le nombre important d’appels simultanés a
la fonction f qui peut étre réalisé. Par ailleurs, le seul parametre a choisir avec attention
est le parametre K qui sert a déterminer les hyper-rectangles optimaux. Il permet de
choisir entre une exploration locale ou globale de ’espace de recherche en focalisant plus
ou moins la recherche aux zones ou les centres sont a une petite distance de 'aréte. Il est
donc important de le faire varier au cours de I’algorithme. Cette variation est en général
implémentée dans les librairies d’optimisation classique telles que NLOPT [Johnson, 2011].

5.1.2.4 Un exemple d’algorithme d’optimisation global stochastique : évolu-
tion différentielle

Les algorithmes évolutionnaires s’inspirent principalement de la biologie : ils consistent
a initialiser une population de N, individus de maniere aléatoire, puis a les faire évoluer
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selon des regles issues par exemple de la sélection naturelle pour les algorithmes génétiques.
Les individus sont des réalisations de jeux de parametre d’optimisation et ils composent
la population : P = (1:1, e 7:13]\@’01’).

Les étapes de fonctionnement des algorithmes évolutionnaires sont décrites sur la figure
L’idée est de faire évoluer une population d’individus a ’aide d’opérateurs stochas-
tiques inspirés de la biologie comme l'illustre leur nom (mutation, croisement, sélection...).
L’étape d’initialisation consiste a générer aléatoirement IV, individus pour construire la
population initiale P*=0. Ensuite, chaque itération permet de passer de la population P¥
& une population P**1. Pour cela, les étapes de mutation et de croisement permettent
de générer un vecteur donneur d & partir de la population courante P*. L’étape de re-
combinaison permet ensuite d’obtenir une population d’individus candidats P¢. On évalue
donc la fonction sur cette population, en général de taille Np,,. Enfin, I’étape de sélection
permet de construire P**1 en ne gardant que les individus les plus intéressants parmi la
population & I'itération courante P* et les individus candidats P¢. Par exemple, CMA-ES
est basé sur des générations de populations. Il a été présenté précédemment et rentre dans
ce cadre. Une autre technique de ce type réguliérement citée pour ses capacités de résolu-
tions de problemes treés divers est l'algorithme a évolution différentielle. Il a été proposé
par Storn et Price dans leur étude [Storn et Price, 1997]. Voici le détail des opérateurs de
la figure dans le cas de cette méthode :

1. Initialisation : Tirage aléatoire de Ny, points pour former la population

P = (a:l, e ,acNPDP) puis évaluation de la fonction objectif f sur cette popula-
tion.

2. Mutation : elle sert a élargir ’espace de recherche. Dans le cas de I’évolution dif-
férentielle, tous les membres de la population sont successivement modifiés par un
opérateur de mutation. Soit a2’ tel que 1 < i < Npop l'individu que 'on souhaite
faire évoluer. Pour cela, trois individus "', " et "3 distincts deux & deux, sont
choisis aléatoirement dans la population pour construire un individu donneur d’ de

la maniere suivante :
di — xrl + Ia (xr2 o xr3)

Avec F € [0,2] le facteur de mutation. Cette étape de construction d’un individu
donneur peut varier. Celle-ci, appelée DE/best/1, est 'une des plus utilisées puisque
simple et n’introduisant qu’un seul parametre. D’autres variantes sont présentées
dans [Mallipeddi et Lee, 2015].

3. Recombinaison : elle permet de combiner les solutions de la population précédente
avec le vecteur de don d'. Pour cela, on construit un vecteur «' candidat au rempla-
cement de ' en mélangeant aléatoirement les composantes de x* et du vecteur de

don d'. Afin de réaliser ce mélange, on tire N, valeurs aléatoires 7, - - - , TN, entre
[0, 1] et pour chaque composante 1 < j < N, on génere le candidat de la maniére
suivante :

i dé» sir; <CR
YT #isir;>COR
z siry >
Avec CR € [0,1] le coefficient de recombinaison a fixer par I'utilisateur. Pour que

u' # x', si aucune des composantes précédentes n’est tombée sur celle du vecteur
donneur, il faut aléatoirement échanger I'une des composantes de u' avec celle de
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d'. A cette étape, il faut évaluer la fonction f sur chacun des vecteurs candidats
f(u).

4. Sélection : Afin de choisir les Np,, points a retenir pour la nouvelle population P,
on garde celui qui réalise le minimum entre f(u’) et f(x'). Ceci signifie que pour
tout 7 tel que 1 <7 < Npgp, l'individu «' est choisi ainsi :

i { u'si f(u') < f(a)

x" sinon

Ensuite, tant que le critere d’arrét n’est pas vérifié, 'algorithme recommence a
I’étape de mutation.

En ce qui concerne le nombre de parametres a fixer, il est relativement réduit. On
peut citer la taille de la population Ny, qui doit étre au moins égale a 4, le coefficient de
recombinaison CR € [0, 1] et le facteur de mutation F' € [0, 2]. Au niveau de l'interprétation
de ces coefficients, un CR élevé accélere ’exploration au détriment de 'intensification de
la recherche dans une zone. Une valeur faible de ce coefficient a donc pour effet de réduire
I’exploration, ce qui augmente le risque de converger vers un minimum local. Le facteur
F permet quant a lui d’élargir plus ou moins le domaine de recherche, donc de favoriser
I’exploration s’il est élevé ou l'intensification s’il est réduit.

l =k+4+1
Evaluer f(P¢
Mutation FP9)
[ Initialisation ]—> et/ou [Recombinaison]—L>[ Sélection ]
Croisement
DPk=0 Dk gF d* ¢ P k1

FIGURE 5.4 — Structure des algorithmes évolutionnaires

5.1.3 Algorithmes basés sur les modeles de substitution

En dehors de la méthode de Nelder-Mead, les algorithmes présentés précédemment per-
mettent de trouver un minimum global. En revanche, ils ont pour principal désavantage
de nécessiter un nombre d’appels a la fonction important, qui augmente avec la dimension
et 'exploration souhaitée. Il peut facilement atteindre le millier d’appels a la fonction a
minimiser. Or, les fonctions & optimiser peuvent nécessiter un temps d’exécution consé-
quent. De ce fait, la possibilité d’utiliser un modele de substitution f a la place du modele
réel f peut avoir pour avantage de diminuer le nombre d’appels & la fonction cotiteuse
pour atteindre la convergence. L’utilisation d’un modele de substitution peut par exemple
permettre d’estimer le minimum d’une fonction atteint en se donnant un budget fixé d’ap-
pels a cette derniere. Pour cela, on peut enrichir séquentiellement le plan d’expériences du
métamodele avec le point le plus informatif jusqu’a atteindre le budget donné. Il est donc
nécessaire de définir I'information apportée par un point dans le cas de la recherche du
minimum d’une fonction.

Toutefois, un modele de substitution n’est pas une reproduction parfaite de la fonc-
tion qu’il entend substituer. En particulier, si le modele de substitution est mal utilisé,
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rien ne garantit la convergence vers un minimum, ni local ni global, de la fonction de
référence f. Pour illustrer cette possibilité, Jones a comparé dans son étude [Jones, 2001]
différentes manieres d’utiliser un modele de substitution en optimisation. Il a montré que
certaines procédures intuitives ne convergent que vers des minima locaux de la fonction
et peuvent méme ne pas converger. Par exemple, ’enrichissement du plan d’expériences
comme proposé a l’algorithme en rajoutant le point minimisant la réponse du mo-
dele de substitution f est intuitif mais n’est pas une utilisation adéquate d’un modele de
substitution en optimisation. En effet, dans le cas général, le minimum du modele de sub-
stitution n’est pas un point critique de la fonction réelle, c’est-a-dire un minimum local ou
global. De ce fait, il n’apporte pas une information pertinente. L’algorithme itératif rajou-
tant le minimum du modele de substitution peut donc tres vite étre piégé dans une zone
inintéressante pour la vraie fonction. Cette partie présente donc les méthodes existantes
dans la littérature permettant d’utiliser un modele de substitution de maniere & assurer
la convergence vers le minimum global de la fonction de référence.

5.1.3.1 Un algorithme de recherche globale basé sur le krigeage : Efficient
Global Optimization (EGO)

Ce qui explique que l'ajout itératif du point minimisant le modele de substitution
au DOE n’est pas une bonne stratégie, c’est que le modele de substitution commet une
erreur d’approximation. Si cette erreur n’est pas mailtrisée ou estimée, il n’y a aucune
assurance que le minimum du modele de substitution soit un point critique de la fonction
de référence. Comme cela a été présenté dans la partie[3.2.4] il est possible d’utiliser I’erreur
d’estimation fournie par le krigeage afin d’enrichir séquentiellement le DOE. Toutefois, cet
enrichissement n’a pas pour but ici d’améliorer la connaissance de la fonction f sur tout
le domaine de définition. Comme a la partie il est nécessaire de cibler les zones
d’intérét en construisant la fonction d’information Znfo apportée par un point et adaptée
au probleme d’optimisation. Ce point de vue est détaillé dans l'algorithme qui est une
application de I'algorithme [3.5| au cas de 'optimisation.

Une premiere maniere de définir cette mesure d’information est d’utiliser la borne
de confiance inférieure aussi appelée GP-LCB pour Gaussian Process Lower Confidence
Bound algorithm. Cette méthode est par exemple citée dans le cas d’un probleme de
maximisation d’une fonction bruitée dans [Srinivas et al., 2010] ou [Snoek et al., 2012].
Cela revient a définir la fonction Znfo de la maniere suivante :

Info (2) = — [ f(z) - ko ()] (5.2)

ou k > 0 est un parametre a fixer. Il est souvent pris égal a 1.96 pour que I’équation (|5.2))
corresponde & la borne de confiance inférieure & 95% de la prédiction par krigeage en tout
point x. Cependant, le choix de k est tres sensible sachant que la vitesse de convergence, et
donc le résultat final & budget fixé, en dépend fortement. Il est la traduction du compromis
entre exploration et intensification détaillé précédemment.

Afin de ne plus avoir de parameétres de ce type a gérer, Jones [Jones et al., 199§]
utilise un critére introduit par Mockus [Mockus, 1975] : Pamélioration espérée (Expected
Improvement EI en anglais). Pour ce faire, il traduit mathématiquement ce que recherche
I'utilisateur lorsqu’il optimise une fonction a partir d’un modele de substitution : maximiser
I’espérance d’améliorer la connaissance du minimum. En utilisant le processus gaussien
défini par le krigeage Y () a I'équation (3.16), ceci se traduit mathématiquement par
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I'équation (5.3]).

Info(x)=E {max <O,Y(a:) - mgggEf(w)> ‘ DOE} (5.3)

Or, dans le cas du krigeage, cette espérance peut se calculer analytiquement puisque

A

I'unique source d’aléa, Y (x), suit une loi normale N ( f(x), a(w)) conditionnellement au

plan d’expériences. En notant f;, = mingepor f(z) le minimum sur le plan d’expé-
riences courant, le critére de I’équation (5.3) se réécrit donc :

E [max (07 Y(:B) - fmm)‘ DOE] = /foo (y - fmm) QOf(a:),a(m)(y) dy

min
e.9]

oo
= . Y9 fx).6(x) (y) dy— fmm/f _ ‘Pf(m)@(w)(y) dy
En intégrant par partie l'intégrale de gauche (le résultat du calcul de cette intégrale est
donné a I'équation (B.1)) de 'annexe B)) et en reconnaissant le membre de droite comme
I'intégrale de la densité d’une loi normale, que ’on peut donc exprimer par sa fonction de
répartition, on obtient donc pour le critere EI :

fmin - f(x)

%) (5.4)

Info (x) = [fmm - f(m)} o [

+6(@) ) lfmm&(_mj)c (m)]

Remarque sur la différence entre ces deux critéres : La figure 5.5 permet d’illus-
trer la différence entre les criteres LCB et EI. Alors que le critere d’amélioration espérée
permet de rajouter le point dont la densité de la sortie prédite par krigeage donne le plus
de poids a la zone en dessous du minimum courant, ce qui est représenté par la zone verte,
le critere LCB ne se base quant a lui que sur la moyenne et la variance de la prédiction en
chaque point et ne prend pas en compte la valeur du minimum courant.

Des lors, ’EI permet d’utiliser I'intégralité des informations que fournit un modele de
krigeage en chaque point @ alors que LCB ne se limite qu’a deux parametres de forme de
la densité, sans prendre en compte la probabilité d’étre en dessous de ce minimum courant.
Or, ce qui est réellement important afin de choisir le meilleur point a rajouter au DOE
est l'intégrale de la part de densité située en dessous de ce minimum (représentée par la
partie remplie en vert sur le graphique). Par exemple, sur cette figure, le point qui serait
rajouté par le critere LCB serait le point x = 0 alors que sa probabilité d’étre en dessous
du minimum est réduite comparée au point x ~ 5.

En revanche, 'une des raisons de l'utilisation du critére LCB est sa capacité & mieux
gérer les fonctions f bruitées, comme détaillé dans I’étude [Srinivas et al., 2010].

5.1.3.2 Autres algorithmes d’optimisation par modéles de substitution

Les méthodes basées sur ’enrichissement séquentiel d’'un modele de krigeage sont les
plus répandues dans la littérature. Toutefois, il existe d’autres méthodes entierement ba-
sées sur les modeles de substitution qui s’appellent algorithmes a région de confiance (aussi
appelées Trust Region en anglais). La différence principale avec les algorithmes basés sur
Ienrichissement séquentiel du DOE est 'utilisation de modeles de substitution locaux et
non plus globaux. Ceci signifie que le modéle de substitution n’est plus utilisé sur le do-
maine de définition entier D, mais uniquement sur une zone réduite de ce domaine. Plus
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FIGURE 5.5 — Hlustration de ’amélioration et des bornes de confiance inférieures & 95%

Algorithme 5.2 Optimisation globale par enrichissement du DOE d’un modele de kri-
geage
Input : La taille du DOE initial N%OE, le budget total pour le DOE Npog, le
critere d’enrichissement Znfo
Output : Le minimum estimé de la fonction f;,;, et le point ou il se réalise x

- Générer les N9, entrées du DOE initial X° par LHS;
- Evaluer YO = f(X°) — DOE? ;
- Soit Neourant :== Npop et DOEent .= DOEY;
while Neoyrant < Npor do

- Construire f avec DO Ecovrant,

- Choisir * = argmaxgcp_ZInfo(x);

- Evaluer f(x*);

. DOEcourant — {1)0E1001L7“6Lnt7 (:B*, f(:l’,‘*))},

min

end

* fmin = mingepor f(x);

- ™" = argminf(x);
reDOE

précisément, le modele de substitution est utilisé afin de trouver le minimum local de cette
zone réduite. En fonction de la position de ce minimum local, la région de confiance peut se
déplacer, s’agrandir ou bien se réduire, de la méme maniere que dans le cas des algorithmes
locaux comme CMA-ES présentés en section [5.1.2.1] Le plus fréquemment, cette méthode
utilise des régressions polynomiales mais d’autres approches basées sur les RBF ou le kri-
geage existent. Par exemple, un exemple récent proposé par Regis [Regis, 2016] mélange
région de confiance et critere d’amélioration espérée du krigeage. Un autre exemple basé
quant a lui sur les RBF peut étre trouvé dans ’étude [Wild et Shoemaker, 2013]. Ces tech-
niques peuvent se trouver sous le nom de ORBIT Optimization by Radial Basis functions
In Trust Regions. L’étude de Wild fournit d’ailleurs une preuve de convergence de ces
méthodes.

Par ailleurs, il existe d’autres fagons d’utiliser un modele de substitution en opti-
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misation. Par exemple, beaucoup d’études s’intéressent au mélange de techniques évo-
lutionnaires avec l'utilisation de modeéle de substitution. Notamment, Loshchilov dans
[Loshchilov et al., 2013] combine CMA-ES avec un modele de substitution en réalisant
certaines générations sur le modele de substitution et d’autres sur la vraie fonction. Les
générations réalisées sur la fonction de référence f permettent de contrdler le nombre de
générations réalisées sur le modele de substitution en utilisant ’erreur que commet le mé-
tamodele sur les points calculés sur f. Autre technique combinant CMA-ES et modele
de substitution, Mohammadi dans son étude [Mohammadi et al., 2015] initialise une re-
cherche locale par CMA-ES a ’aide de EGO présenté a I’algorithme [5.2]afin de combiner les
capacités d’exploration de ce dernier avec l'intensification que permet CMA-ES. Enfin, il
existe d’autres études combinant méthodes évolutionnaires et modele de substitution, par
exemple [Mallipeddi et Lee, 2015] le fait avec I’algorithme & évolution différentielle. Dans
cette étude, le modele de substitution est utilisé afin de tester différentes combinaisons de
parametres F' et C'R tout en affinant sa précision avec les générations.
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5.2 Optimisation Multi-objectif

Dans cette partie, la résolution de problemes d’optimisation caractérisés par la pré-
sence de plusieurs critéres a minimiser fi,- -, fn,,, (Nopj = 2) est développée. Soit

F(x) = (fl(:c)7 o [Ny, (m)) le vecteur des objectifs au point . Alors qu’avec un unique
objectif, il est facile de comparer deux solutions en les ordonnant selon la valeur prise par
la fonction cofit en ces points, il n’est pas toujours évident de comparer deux solutions
dans le cas multi-objectif. Par exemple avec deux objectifs, comment comparer deux so-
lutions x et @’ telles que fi(x) < fi(z') et fao(x) > fo(x’)? Afin de pouvoir définir ce
qu’est un optimum malgré I'impossibilité dans le cas général de pouvoir comparer toutes
les solutions entre elles, il est nécessaire d’introduire la dominance de Pareto. C’est une
relation d’ordre partielle qui permet de généraliser au cas multi-objectif la relation d’ordre
totale qu’est le « plus petit que » (<) avec un seul objectif.

Définition de la dominance de Pareto : Soit (z, ') € D2. On dit que F(z) domine
F(xr), ce qui s’écrit F(x) < F(x') dans le cas de la recherche du minimum, si et seulement
si

Vie{l,---,Nuj}, fi(z)< fi(z')

Elje{la"'aNobj}a f]($)<fj(m,)

Cette dominance est illustrée en figure dans le cas de deux objectifs.
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FIGURE 5.6 — Illustration de la dominance de Pareto dans le cas de deux objectifs. Le point
noir domine les points rouges, est dominé par les points bleus et n’est pas comparable au
sens de Pareto avec les points blancs.

Définition de l'optimalité de Pareto : un point * € D, est Pareto-optimal s’il
n’existe pas d’autres points ' € D, tel que F(x) = F(z’). En d’autres termes, un point
Pareto-optimal est un point dont le vecteur des objectifs F' (x) est non-dominé.

Définition du front de Pareto optimal : Sachant que la dominance de Pa-
reto est une relation d’ordre partielle, certains points ne sont pas comparables par
la dominance de Pareto comme illustré par les points blancs sur la figure De
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ce fait, il peut exister plusieurs points Pareto-optimaux. On appelle donc ’ensemble
des points Pareto-optimaux le front de Pareto optimal (noté PF*), et défini par
XPE — {xecD, : Bx' € D, tel que F(x) > F(x')} et les sorties en ces points :
YPr = F (azPF*> = {fl(azPF*), oy [Ny (azPF*)}. Ce sont donc I'ensemble des points

non-dominés et les solutions recherchées du probleme d’optimisation.

Prise en compte de plusieurs critéres en présence d’un a priori. La dominance
de Pareto permet donc de définir ce que signifie un optimum en présence de plusieurs
objectifs : un ensemble de compromis optimaux et non comparables entre eux sans hiérar-
chisation des objectifs. Toutefois, il arrive que I'utilisateur ne souhaite pas connaitre cet
ensemble dans son intégralité, par exemple s’il ne recherche qu’une seule solution. Dans
ce cas-1a, s’il est de plus capable de hiérarchiser les objectifs a ’aide d’a priori disponibles
sur ceux-ci, il est possible de reformuler le probléme en un probléme mono-objectif avec ou
sans contraintes. Voici une liste non exhaustive d’alternatives a I'optimisation simultanée
de plusieurs critéres provenant des études [Zhang et Li, 2007] ou de la revue des méthodes
de résolution d’'un probléme avec plusieurs critéres fournie par [Marler et Arora, 2004] :
— Introduire une fonction utilité mono-objectif ou tous les objectifs sont som-
més puis pondérés par des réels a; > 0 tels que Zf\ﬁﬁ a; = 1. Ces pondérations
servent a refléter les choix provenant des a priori disponibles. Cette technique s’ap-
pelle Weighted Sum dans la littérature. Par exemple, ceci revient a résoudre :

Nz

min f(x) avec f(x) = Zaifi(a:) (5.5)

€D, =1
les objectifs f; pouvant étre rendus sans dimension a l’aide d’une valeur caractéris-
tique afin d’étre comparables méme dans le cas ou ils traduisent des quantités de
nature différente, comme une longueur et une masse.
Ces formulations ont toutefois un certain nombre de limites : il peut étre difficile
de choisir les coefficients a;, le probleme d’optimisation ainsi défini n’a pas toujours
une solution acceptable et, dans le cas général, cette formulation ne permet pas de
trouver toutes les zones du front de Pareto dans I'espace des objectifs. Toutefois,
pour compenser le premier défaut il est possible de faire évoluer les poids a au
cours de I'optimisation.

— Introduire une fonction utilité mono-objectif plus complexe telle que la pon-
dération de Tchebycheff aussi appelée Weighted Min-Mazx. Elle consiste 8 minimiser
le maximum de tous les objectifs pondérés, c’est-a-dire :

: _ 1 _x
min f(x) avec f(x) = e {ai|fi(z) = f71} (5.6)
avec ( ffo fj{,obj) € RNebi est le vecteur des solutions des problémes mono-
objectifs c’est-a-dire Vi € {1,---, Noy;}, fI = mingep, fi(x).

Cette formulation présente I’avantage d’étre une condition nécessaire et suffisante
pour que la solution soit Pareto-optimale. Néanmoins, le choix des poids a; n’est pas
toujours évident, notamment si le front entier est recherché. Comme précédemment,
il est possible de faire évoluer ces poids au cours de 'optimisation.

— Utiliser une méthode lexicographique consistant a ranger les objectifs par
ordre d’importance et en résolvant de maniere itérative des problémes mono-objectifs
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sous contraintes du type :

;Iégi filx) s.c fi(x) < fi(x*) j#1 (5.7)
en commengant par 'objectif le plus important : f;(x*) = mingep, fi(x). Cette
formulation présente I'avantage d’étre une condition nécessaire et suffisante pour
que la solution soit Pareto-optimale. Cependant, les contraintes sont tres restric-
tives et il est donc compliqué de trouver une solution admissible pour chacun des
problémes. De plus, cette méthode étant itérative, elle est cotiteuse et difficilement
parallélisable.

— En simplifiant le point précédent, il est également possible de se ramener a un
probleme mono-objectif avec contraintes en ne minimisant que l’objectif le
plus important et en mettant les autres objectifs en contraintes :

min fi(z) sc fi(@) < fj j#i (5.8)

avec f] étant un a priori décrivant la valeur a ne pas dépasser par les autres objectifs
moins importants. De la méme maniere que pour la méthode lexicographique, cela
peut conduire & un espace de solution admissible tres restreint voire vide ce qui
rend la résolution potentiellement difficile.

D’une maniere générale, ces méthodes ne conduisent pas a la méme solution et cha-
cune permet de prendre en compte des a priori de nature différente. Dans le cas ou 'uti-
lisateur n’a aucun a priori disponible ou s’il souhaite connaitre I’ensemble des solutions
optimales, aucune de ces méthodes n’est utilisable en I’état et il est nécessaire d’utiliser
des algorithmes multi-objectifs globaux, c¢’est-a-dire cherchant le front de Pareto entier.
Ceci permet au décideur de faire son choix parmi un ensemble de compromis optimaux
non comparables. Ces méthodes sont détaillées dans la premiere partie, notamment celles
basées sur les algorithmes génétiques du type NSGA-II. Enfin, I'utilisation de modeles
de substitution pour la résolution de problémes multi-objectifs est également détaillée.
Comme en mono-objectif, cette méthode permet de réduire le nombre d’appels nécessaires
aux objectifs.

5.2.1 Algorithmes multi-objectif globaux

Le front de Pareto optimal (PF*) fournit aux ingénieurs un ensemble de solutions
optimales non comparables, c’est-a-dire améliorant au moins I'un des objectifs par rapport
aux autres points Pareto-optimaux. Cela permet donc a I'ingénieur de choisir le compromis
qui correspond le plus a son besoin.

Afin de calculer le front de Pareto entier, il est nécessaire d’explorer intensivement
I’espace des objectifs : alors qu’en mono-objectif, les zones a explorer sont celles ou la
valeur de ’objectif est minimum, en multi-objectifs, un point quelconque pour I'un des
objectifs peut tout a fait étre le point critique des autres criteres. De la méme maniere,
des points non critiques ne représentant le minimum d’aucun des objectifs peuvent tout a
fait appartenir & PF™.

Cette exploration peut se faire de deux maniéres : soit en utilisant des algorithmes
basés sur la résolution de plusieurs problémes mono-objectifs et en faisant varier les poids
permettant cette scalarisation. C’est par exemple le cas de la méthode NBI pour Normal
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Boundary Intersection [Das et Dennis, 1998] développée par Das et Dennis. Cette tech-
nique a l'avantage d’étre applicable quel que soit le nombre d’objectifs. Toutefois, elle
nécessite de résoudre des problémes sous contraintes. Le nombre de résolutions de ce type
peut d’ailleurs étre important puisqu’a chaque point souhaité dans le front, il faut réaliser
une nouvelle résolution. De plus, il faut rajouter la recherche des optima mono-objectifs
selon chaque critére avant de chercher les autres points du front, ce qui nécessite Np;
optimisations mono-objectifs. Enfin, les discontinuités du front sont mal prises en compte
par ce type de méthodes.

Les autres méthodes consistent a mettre en place des algorithmes évolutionnaires dont
la sélection est basée sur la dominance de Pareto.

Méthodes évolutionnaires - L’exemple de NSGA-II

Afin d’avoir un front discrétisé plus finement et de mieux explorer les différentes objec-
tifs, les méthodes évolutionnaires présentées dans le cas mono-objectif, par exemple par la
figure sont une alternative intéressante en multi-objectif. En effet, elles permettent de
prendre en compte les discontinuités du front ou des fonctions objectif, elles permettent
aussi de pouvoir travailler sur des domaines faisables disjoints ou encore elles peuvent étre
utilisées avec des fonctions bruitées.

Par ailleurs, leur fonctionnement est intrinsequement adapté a la prise en compte de
différents objectifs : premierement parce qu’elles explorent largement ’espace des entrées
et donc les fonctions objectif. Deuxiéemement parce que la notion d’évolution biologique,
notamment génétique, permet de favoriser la diversité parmi une population, ce qui est
justement le but dans le cas de I'optimisation multi-objectif ou il ne faut pas favoriser une
zone du front par rapport a une autre. Cette propriété s’appelle le nichage et peut étre
prise en compte en choisissant les bons opérateurs de sélection.

f

FI1GURE 5.7 — Illustration des criteres de sélection des méthodes évolutionnaires

Il existe de nombreuses techniques évolutionnaires pour 'optimisation multi-objectif.
Certaines sont basées sur 'adaptation au cas multi-objectif d’algorithmes mono-objectifs.
Par exemple, les essaims particulaires appelés MOPSO [Coello Coello et Lechuga, 2002] ou
CMA-ES avec MO-CMA-ES [Igel et al., 2007] ont été développés en modifiant I'opérateur
de sélection afin de 'adapter a la présence de plusieurs critéres, par exemple en utilisant
la notion d’hypervolume, qui est définie en section dans le cas de MO-CMA-ES.
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D’autres algorithmes sont basés sur la transformation du probléme multi-objectif en
la résolution de plusieurs problémes mono-objectifs, par exemple & l’aide de la pondéra-
tion de Tchebycheff détaillée a ’équation . Cette méthode s’appelle MOEA /D pour
Multiobjective Evolutionary Algorithm Based on Decomposition [Zhang et 1i, 2007] et elle
consiste a résoudre simultanément N, sous-problémes formulés a ’aide de N,,, valeurs
différentes des coefficients a pour chaque sous-probleme. Ces N, sous-problémes sont
ensuite résolus simultanément en une seule exécution de I'algorithme évolutionnaire. Afin
de ne pas perdre de solutions en cours de résolution, les meilleures solutions & l'itération
courante sont stockées dans une population & part.

Enfin, les méthodes les plus populaires sont quant a elles basées sur un mélange d’éli-
tisme et de nichage dans leur étape de sélection. L’élitisme consiste a ne garder que les
solutions qui sont le moins dominées, par exemple en classant les solutions par rang. Le ni-
chage consiste a garder de la diversité dans les solutions en favorisant celles qui sont le plus
éloignées d’autres solutions dans ’espace des objectifs. Ces deux critéres sont représentés
sur la figure On peut par exemple citer SPEA-II [Zitzler et al., 2001] ou NSGA-II
[Deb et al., 2002] qui sont deux algorithmes populaires car fournissant le meilleur résultat
dans une grande diversité de cas tests selon I’étude de Deb [Deb, 2011]. Alors que SPEA-II
est basé sur le stockage des meilleures solutions, NSGA-II travaille a population constante.

NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) s’inspire de la génétique en tra-
vaillant sur le génotype (c’est-a-dire les coordonnées des entrées) des meilleurs individus
a litération précédente pour générer a chaque itération les nouveaux individus. Afin de
caractériser ce qu’est une bonne solution et détecter les meilleures, 'opérateur de sélection
se base sur le phénotype, c’est-a-dire la valeur des objectifs pour ce jeu de coordonnées.
Elles permettent de garder les solutions favorisant 1’élitisme et le nichage. Les étapes de
cet algorithme sont représentées sur la figure [5.10] En voici le détail :

— L’initialisation permet de générer aléatoirement sur tout le domaine D, une po-

pulation de N, individus P = (ml, e ,zL'NPOP>. Ensuite, comme pour 'algorithme
a évolution différentielle (cf figure , NSGA-II fait évoluer la population grace a
des opérateurs stochastiques de croisement et de mutation. Il sont décomposés de

la maniere suivante :

1. Choix des parents parmi la population initiale de % individus par tournoi
binaire. Cela consiste a tirer aléatoirement deux individus différents de la popu-
lation P =™ et 22 et & garder le meilleur des deux. En multi-objectif, comme
cela est représenté sur la figure la qualité d’une solution se mesure d’abord
par élitisme en regardant le rang des deux individus, c’est-a-dire le numéro du
front auquel chacune des deux solutions appartient. Le rang est calculé itéra-
tivement : les points non dominés sont les points de rang 1. Ils sont ensuite
retirés et les points de rang 2 sont de nouveau les points non dominés parmi les
points restants, et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les points soient classés. Si
les deux points & comparer sont de méme rang, des techniques de nichage sont
développées afin de favoriser la diversité. Pour cela, NSGA-II utilise la crowding
distance ou distance de nichage. Elle permet de calculer la proximité d’un point

a ses voisins du front du méme rang que lui.
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f

Rang 3

En ordonnant les valeurs des entrées
selon chaque objectif, on obtient pour
la distance de nichage en un point %
d’un rang quelconque r :

oo Si ' au bord
dp (1) = s Not @ D)— i (@00)
k=1 fmae_ fmin
(5.9) f1
Le fait de conserver les points ayant la distance de nichage la plus grande a
rang fixé permet de favoriser la diversité dans la population et ainsi de tendre
vers l'exploration du front entier. Afin d’obtenir % parents, cette étape est

o 2z Npop ¢
répétée —52 fois.

. A partir des parents générés précédemment, il faut & présent générer les des-
cendants (offspring en anglais). Ceci peut se faire soit par mutation (un parent
donne un descendant) soit par croisement (deux parents donnent deux descen-
dants). Le choix entre les deux est réalisé de maniére aléatoire. La probabilité
d’appliquer le croisement p. est donnée par 1'utilisateur. La probabilité de mu-
tation est donc 1 — p,.

— La mutation consiste & générer un individu enfant ¢ en modifiant les coor-
données d’un individu parent xP. Le type de mutation classiquement utilisé
dans NSGA-II est la mutation polynomiale [Raghuwanshi et Kakde, 2004]
et consiste a générer le descendant de maniere aléatoire. Pour cela, on utilise
une variable aléatoire d; générée pour chaque composante j, 1 < j < N, :

2§ = o8 + 8 Az (5.10)
Ici, Amazj est 'écart a la borne de la composante x? . La densité de la
variable d; est déterminée a I’aide d'un parametre d’entrée fourni par I'uti-
lisateur ¢,,,¢. La représentation graphique de la dépendance de la densité a
ce parametre est donnée en figure Gréace a ¢put, Vutilisateur peut donc
choisir d’explorer de maniére plus ou moins importante ’espace des entrées.
Par exemple si ¢ est grand, le descendant est généré a proximité du pa-
rent et Popérateur de mutation sert & Dintensification. A I'inverse, s'il est
proche de 0, la mutation permet de favoriser ’exploration.

— Le croisement consiste a mélanger de maniere stochastique le génotype de
deux parents xP! et xP? de sorte & obtenir deux descendants x¢' et .

La technique la plus utilisée s’appelle SBX pour Simulated Binary Cros-

sover |[Raghuwanshi et Kakde, 2004]. Elle consiste a générer aléatoirement

une variable aléatoire 3; pour chaque composante et a utiliser cette variable
pour calculer les composantes des descendants a partir de celles des parents.

La densité de 8; est déterminée par I'utilisateur a ’aide du coefficient ceposs

a fixer. Cette densité est représentée selon différentes valeurs de ceross €1

figure Une fois le parametre 3; généré, les descendants sont calculés a
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de 1)

en
dans

Calcul la densité hs de
fonction de Crnut (donné
[Raghuwanshi et Kakde, 2004]) :

hs(8) = 0.5 (¢mur + 1) (1 — [8])¢ (5.11)

Calcul de la densité hg de
fonction de  cCeross (donné

[Raghuwanshi et Kakde, 2004]) :

B

en
dans

0.5 (Coposs + 1) feross si B < 1
0.5 (CCTOSS + 1) m si /8 >1
(5.13)

hs(B) = {

I’aide de I’équation ((5.12]).

J

Distribution de ¢ selon ¢
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— Cpu=0.0
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FI1GURE 5.8 — Illustration de la densité de §
selon la valeur du parametre ¢, fixé par
I'utilisateur
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FIGURE 5.9 — Illustration de la densité de
B selon la valeur du parameétre Ceposs fixé
par l'utilisateur

pl p2 pl p2
x5 + T T — T
5 + 5; 5 (5.12)
pl D2 pl p2 .
T + T B T -y
2 )

Si B < 1 les descendants se trouvent entre les deux parents alors que si 5 > 1
ils se trouvent entre I'un des deux parents et les bornes du domaine. Enfin,
plus 5 est proche de 1 et plus les descendants sont a proximité des deux
parents. Comme dans le cas de la mutation, il est donc possible pour 1'uti-
lisateur de favoriser ’exploration ou l'intensification selon la valeur donnée
au coefficient c.ros5. Plus la valeur de c.ros5 €5t élevée et plus 'intensification
est favorisée. Inversement, plus c...ss €st proche de 0, plus 'exploration est
favorisée.

Pour résumer 1’'étape de génération de nouveaux individus, il y a trois para-
metres a choisir : la part de croisement ou de mutation p. et les deux parametres
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de mutation et de croisement ¢yt €t Ceross qui servent a définir un compromis
entre ’exploration ou l’intensification. Pour le choix de p, il est d’usage de
favoriser le croisement au détriment de la mutation puisque cela favorise la di-
versité de la population. En ce qui concerne les deux parametres de mutation
et de croisement, ils ont pour but de réaliser un compromis entre exploration
et intensification, comme le montrent les figures et Il est par exemple
d’usage d’utiliser 'opérateur de mutation pour l'intensification et le croisement
pour l'exploration.

— Enfin, afin de ne garder que les individus améliorant la population et de garantir
la non-régression, la sélection et la recombinaison se font en mélangeant la
population de descendants avec la population initiale, ce qui fait une population
intermédiaire de ~ 2N, individus. Ensuite, a I'aide du rang et de la distance de
nichage seulement N, individus sont conservés afin d’obtenir la population finale.

— Remarque sur la convergence : cet algorithme présente ’avantage de combiner une
exploration intensive, a ’aide des opérateurs de croisement et de mutation, a la
garantie de non-régression que permet I'opérateur de sélection basé sur la distance
de nichage et le rang. Cela implique que la convergence est assurée. Toutefois, le
nombre de générations nécessaires a cette convergence est une inconnue qui peut
étre théoriquement tres importante.

L’une des limites de la recherche de fronts de Pareto optimaux est qu’elle est mal adap-
tée au cas ou le nombre de fonctions objectif & minimiser est supérieur a trois. Au-dela de
cette limite, il est difficile d’interpréter un front puisqu’il n’est pas représentable. En outre,
plus le nombre d’objectifs est grand, plus la probabilité qu'un point appartienne au front
de Pareto est grande, ce qui affaiblit la méthode de sélection basée sur la dominance des
algorithmes présentés (voir [Ishibuchi et al., 2008]). Il est donc nécessaire de redéfinir ce
qu’est un optimum en présence d’un nombre d’objectifs trop important. C’est notamment
ce qui est proposé dans le développement de NSGA-III [Deb et Jain, 2014].

5.2.2 Algorithmes basés sur les modeles de substitution

De la méme maniere que pour les algorithmes mono-objectifs, 'utilisation de modeles
de substitution permet de réduire le nombre d’appels aux fonctions objectif. Cette utilisa-
tion peut de nouveau se faire de deux manieres : soit en utilisant un modele de substitution
conjugué a un algorithme multi-objectif existant, soit en utilisant une technique d’enri-
chissement séquentiel uniquement basée sur le choix du nouveau point a rajouter au plan
d’expériences. Cet enrichissement séquentiel donne notamment la possibilité de remplacer
la résolution du probleme multi-objectif sur des fonctions cofiteuses en un probleme d’op-
timisation mono-objectif sur une fonction peu coiiteuse, telle que I'amélioration espérée
estimée par krigeage.

5.2.2.1 Modéles de substitution et algorithmes évolutionnaires

Comme dans le cas mono-objectif, il est possible d’utiliser un modele de substitution
en complément d’'un algorithme évolutionnaire. Ceci signifie que le modele de substitu-
tion n’est pas utilisé pour diriger 'optimisation mais qu’il permet de diminuer le nombre
d’appels aux fonctions objectif en les remplagant. Ceci implique que le résultat qui est re-
tourné par ce type de méthodes est la population obtenue sur les prédictions des modeéles
de substitution lors de la derniere génération de I'algorithme évolutionnaire. De ce fait,
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Npop individuals N’;p parents ~ Npop offsprings ~ 2N,,, individuals
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> >
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F1GURE 5.10 — Illustration du fonctionnement d’une génération de NSGA-II

il peut étre nécessaire d’évaluer les individus de la population retournée par ’algorithme
sur les fonctions objectif de référence.

Par exemple, I'association de MO-CMA-ES avec des modeéles de substitution a été
introduite par Loshchilov dans sa these. 11 applique une méthode similaire a celle du
mono-objectif [Loshchilov, 2013] décrite & la section La différence ici provient du
fait qu’il n’y a pas qu’un modele de substitution mais autant que de fonctions objectif.

D’autres études mélangent des algorithmes évolutionnaires & des modeéles de sub-
stitution. Par exemple, Akhtar utilise des métamodeles de type RBF dans son étude
[Akhtar et Shoemaker, 2015]. En partant d’un plan d’expériences initial, un algorithme
multi-objectif évolutionnaire est utilisé sur les prédictions du modele RBF des objectifs
afin de choisir les nouveaux points a rajouter au DOE. Pour cela, les solutions se situant
dans les zones les moins peuplées de I'espace des objectifs sont choisies. Cela permet une
recherche locale plus intensive dans la zone de cette solution. Une fois cette intensification
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réalisée, le point obtenu est rajouté au DOE.

D’autres méthodes basées sur cette idée mais utilisant le krigeage existent. Par exemple,
[Hamdaoui et al., 2014] applique également un algorithme évolutionnaire sur les prédic-
tions par krigeage des objectifs afin d’enrichir le DOE au cours de 'optimisation. En plus
d’utiliser les informations fournies par l'algorithme évolutionnaire telles que la distance de
nichage, la variance de la prédiction fournie par le krigeage est également mise a profit
afin de rajouter le point du front prédit qui est le plus incertain. Gong et ses coauteurs
proposent aussi dans leur étude |[Gong et al., 2015] d’appliquer des méthodes évolution-
naires a un métamodele de type krigeage. Le DOE est cette fois-ci enrichi avec les points
du front de Pareto obtenu par NSGA-II sur les prédictions par krigeage des objectifs qui
ont la distance de nichage la plus élevée. Toutefois, ces méthodes ont le désavantage de ne
pas utiliser pleinement les informations fournies par le modele de krigeage, par exemple a
I’aide d’un critére similaire a ’amélioration espérée.

5.2.2.2 Meéthodes basées sur ’amélioration espérée

A la différence des méthodes présentées précédemment, le modele de substitution sert
ici a diriger 'optimisation et non plus seulement & diminuer le nombre d’appels. Ceci
signifie que c’est le front de Pareto calculé sur les points du plan d’expériences qui est
retourné ici et non plus une population prédite par le modele de substitution.

La premiére maniére d’utiliser I’amélioration espérée introduite dans la section[5.1.3|est
de résoudre successivement des problémes mono-objectifs. Des études se sont intéressées
a ce mélange et exploitent le critére EI mono-objectif introduit a I’équation . De
sorte a trouver le front de Pareto en résolvant des problemes mono-objectifs, Knowles
dans sa méthode ParEGO [Knowles, 2006] utilise la pondération de Tchebycheff écrite a
I’équation en faisant varier les poids a;. Il est alors possible & chaque itération de
rajouter le point maximisant I’El correspondant a chacun des problémes mono-objectifs, a
la maniére de 'algorithmel[5.2] Une autre étude [Zhang et al., 2010] mélange la pondération
de Tchebycheff et le critere EI mono-objectif dans le but de trouver le front de Pareto. Elle
repose sur ['utilisation de MOEA /D afin de générer les poids a; au cours de l'optimisation
et enrichit le DOE a chaque itération avec le maximum de I’EI des sous-problémes mono-
objectifs. D’autres études proposent également de mélanger les méthodes évolutionnaires
et le critere d’amélioration espérée mono-objectif par la résolution de problemes mono-
objectifs intermédiaires pour enrichir le plan d’expériences comme celle d’Hussein et Deb
[Hussein et Deb, 2016].

Enfin, une derniére idée consiste a élargir la notion d’amélioration espérée au cas multi-
objectif. Pour cela, il faut repartir de la définition de ce critére : 'amélioration espérée
consiste a quantifier I’espérance de I’amélioration par rapport au minimum courant que
peut apporter un nouveau point, comme détaillé a 'équation (5.4).

Pour rappel en mono-objectif, 'amélioration espérée correspond a l’espérance de
la distance entre le minimum courant et la valeur de la fonction au point étudié.
En multi-objectif, cette idée se traduit par le calcul de l'espérance de la quantifica-
tion d’un progrés par rapport au front courant. Toutefois, ce progrés peut étre dé-
fini de plusieurs facons. Par exemple, on peut citer une mesure du progrés basée
sur la distance euclidienne [Forrester et Keane, 2009] ou encore sur lamélioration de
I'hypervolume [Emmerich et al., 2011]. Elles sont présentées dans le cas ou les objec-
tifs f; sont prédits par un modele de krigeage Y;(x) comme a ’équation avec
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Y(z) = (Yl (x),--- ,YNobj(a:)>. On considere ici que les processus a l'origine des diffé-

rentes fonctions objectif sont indépendants. C’est une hypotheése communément admise
pour éviter la lourdeur de la prise en compte de corrélations entre les fonctions objectif.
Svenson [Svenson, 2011] a étudié la prise en compte des dépendances et a montré qu’elle
apporte peu par rapport a la lourdeur supplémentaire qu’elle nécessite. Voici le détail de
ces deux techniques :
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— Le premier critére proposé par Forrester et Keane [Forrester et Keane, 2009] consiste

a chercher le point qui maximise I’espérance de la distance euclidienne minimum
I avec le front de Pareto courant. Cela s’écrit de maniére équivalente comme a

I’équation .
Info (z) = B[/ ()] = P (Y(z) < Y7) d (y(z), YT (5.14)

y(x) correspond aux coordonnées du centroide, calculé comme 1’espérance de la po-
sition de 'objectif en dessous du front de Pareto. Ses composantes {¥; () };< Nos;

sont définies a I’équation (5.15]).

E [Yi(z) < fi(z"F)]
P(Y(x) < YPT)

Yi (93 =

(5.15)

Ce critere est représenté sur la figure [5.11

Le second critére est basé sur I’amélioration de I’hypervolume apportée par ’ajout
d’un point x. Il est donc nécessaire de définir cet hypervolume. Il se calcule a partir
d’un point de référence R a définir par 'utilisateur. Ce point permet de déterminer
le sous-espace Hpr = {y e RNobi = gy < 7?,} dans lequel I’hypervolume est calculé :

H = JycHg : 32’ cxlF, F(w’)%y}
H, = yEHR:EIa:’e{a:PF,m},F(:c’)<y}

Ces quantités sont représentées sur la figure On remarque que le point R doit
étre choisi de sorte qu’il soit dominé par tous les points du front, ce qui signifie
qu’il doit avoir au minimum les coordonnées du maximum sur chaque composante
des points de PF™*. Ceci permet donc de définir le progreés apporté par un point x
en terme d’hypervolume Ij(x) = |H, — H|. Ici, |- | désigne la mesure de Lebesgue
du volume d’un sous-espace borné de R¥eri. Ces définitions permettent finalement
de définir ’amélioration espérée basée sur I’hypervolume, écrite a 1’équation .

Info (x) =E (I)) = /Ih(a:)sz)F(x)ﬁ(w) (y1,y2) dyrdy2 (5.16)

Un exemple d’application de ce critere pour la résolution de problémes industriels
se trouve dans la theése de Binois [Binois, 2015]. Il a en particulier généralisé 'uti-
lisation de I'amélioration espérée multi-objectif au cas ou le nombre de parametre
de design total peut étre important mais ou seulement quelques uns d’entre eux
sont influents. Une bibliotheque R a d’ailleurs été développée dans le cadre de cette
these pour 'optimisation multi-objectif assistée par processus gaussiens : GPareto
[Binois et Picheny, 2015].
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FIGURE 5.11 — Illustration du critére basé FIGURE 5.12 — Illustration du critére basé
sur la distance euclidienne sur ’hypervolume

Le détail de leur calcul analytique dans le cas de deux fonctions objectif est développé
en annexe [B] Dans le cas de plus de deux objectifs, on peut par exemple citer ’étude
de Hupkens [Hupkens et al., 2014] qui propose de calculer 'intégrale de 1’équation
en décomposant ’espace des objectifs en cellules, permettant par exemple d’obtenir une
complexité de 'ordre de O(N I%F) avec trois objectifs. Enfin, au-dela de trois objectifs,
ces critéres ne sont plus aussi facilement calculables analytiquement et peuvent nécessiter
une estimation par des méthodes Monte-Carlo. Féliot utilise par exemple dans son étude
[Féliot et al., 2016] les méthodes du type Monte-Carlo séquentiel basées sur ’algorithme
de Metropolis-Hastings afin de calculer et d’optimiser le critére hypervolume. L utilisation
d’algorithmes de type DIRECT ou évolution différentielle est également répandue pour
maximiser ces criteres.

En ce qui concerne les avantages et les inconvénients des deux formulations du critéere EI
multi-objectif introduites ici, I’hypervolume a ’avantage d’étre plus robuste sur un grand
nombre de cas tests comme cela a été montré par Parr [Parr, 2013]. De plus, Wagner et ses
coauteurs [Wagner et al., 2010] ont montré que le critére basé sur ’hypervolume avait de
meilleures propriétés mathématiques. Il a toutefois pour désavantage d’obliger 1'utilisateur
a définir un point de référence R qui peut influer sur le résultat, notamment a cause des
effets d’échelle que cela peut engendrer. En outre, le critére basé sur la distance euclidienne
a pour avantage d’étre moins sensible aux différences d’échelle entre les différents objectifs
et d’étre une valeur facilement interprétable.

Par ailleurs, d’autres critéres d’enrichissement du DOE pour la résolution de problémes
multi-objectifs existent. Par exemple, Picheny utilise un critere de type SUR, déja introduit
a la section Dans son étude [Picheny, 2015], la quantité dont il souhaite diminuer
la variance d’estimation par I’ajout d’un point est I'hypervolume optimal recherché. Tou-
tefois, ce critére est plus coliteux a estimer que 'amélioration espérée et peut nécessiter
I'utilisation de deux échantillonnages Monte-Carlo imbriqués.

Ajout de plusieurs points a chaque itération afin de distribuer le calcul des
objectifs : les critéres d’amélioration espérée ne sont optimaux que pour l'ajout d’un
seul point a chaque enrichissement du plan d’expériences. Il n’est donc pas possible de
distribuer les appels aux fonctions objectif sans modifier le critére ou 'algorithme. Afin de
pouvoir enrichir le plan d’expériences de plusieurs points simultanément, Parr [Parr, 2013]
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modifie la phase de calcul du critéere EI de sorte a garantir que ces points améliorent la
connaissance de différentes zones du front. Pour cela, il ne calcule ces criteres que dans la
zone de espace des objectifs qui domine un goal point y? € RNevi. Ce point, représenté
en vert sur le graphique doit étre choisi selon I’endroit de I’espace des objectifs que
I’on souhaite enrichir. Plus précisément, ceci permet de limiter le calcul de 'intégrale dans
les bornes fournies par ce point et représentées en rose sur le schéma.

Tnfo(z) = E (10 {(Yi(x), -, Vi, (z)) < y7}) (5.17)

I peut étre indifféremment la version euclidienne Iz ou hypervolume Ij,. De cette manieére,

Fi1GuURE 5.13 — [llustration du critére EI multi-points goal-based

il est possible de rajouter autant de points a chaque itération que ce qu’il y a de points
dans le front de Pareto a l'itération courante.

C’est 'une des seules techniques existantes dans le cas de I’EI multi-objectif. Dans
le cas d’un unique objectif, on peut citer I’étude de Ginsbourger et ses coauteurs
|Ginsbourger et al., 2010] qui traduisent mathématiquement ce que signifie I’ajout simul-
tané de plusieurs points au niveau du calcul de I'espérance. Ceci lui permet de définir un
critére théoriquement optimal. Toutefois, cette méthode n’a pas été adaptée au cas multi-
objectif a notre connaissance et méme si tel était le cas, elle ne permettrait pas de garantir
un enrichissement du plan d’expériences dans différentes zones du front bien distribuées
sur l'espace des objectifs (ce que permet de faire la méthode proposée par Parr).
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FIGURE 5.14 — Illustration de leffet d’incertitudes en entrée d’un modeéle déterministe
pour l'optimisation

5.3 Prise en compte des incertitudes en optimisation

Sachant que le probléme d’optimisation & résoudre est incertain, il est nécessaire de
détailler ce que proposent les travaux existants dans la prise en compte d’incertitudes
sur les parametres d’entrée d’un probleme d’optimisation, aussi bien dans le cas mono-
objectif que multi-objectif. Pour prendre en compte ces incertitudes, nous nous intéressons
particuliérement aux mesures de risque définies au chapitre @ Pour rappel, ces mesures
sont :

— TPa-quantile q,,

— Da-superquantile Qg

— le pire cas maxg(fi(z,§))

Nous pouvons les classer en deux types. Le premier type concerne les mesures probabilistes,
c’est-a-dire qui prennent en compte la loi de probabilité des entrées afin d’étre calculées.
C’est le cas de 'a-quantile et de I’a-superquantile. Le deuxiéme type concerne les mesures
déterministes qui sont celles qui ne prennent pas en compte la densité de probabilité mais
traitent les incertitudes comme des intervalles de variation déterministes. Le pire cas en
est un exemple.

Les incertitudes sont notées & = (£, &.) et peuvent porter aussi bien sur les parameétres
de design @ : &, = (&1, -+ , &N, ), qu'environnementaux &, = (§e.1, -+ ,&e,N.). Les pa-
rametres environnementaux représentent des parametres a fixer lors d’une optimisation
déterministe afin de calculer la fonction objectif. Comme expliqué au chapitre précédent,
il est parfois délicat de fixer certains parametres. Traiter le manque de connaissance comme
une incertitude permet d’éviter de trouver un optimum irréaliste et irréalisable.

Dans le cas de I'optimisation, une incertitude sur le parametre d’entrée rend la sortie
du modele f(x,§) incertaine, méme si la fonction f est déterministe. Ceci est illustré sur
la figure Cette figure montre notamment que la densité de la sortie est trés variable,
meéme en dimension 1 et avec des incertitudes suivant une loi normale tronquée en entrée.
Ceci justifie le fait d’utiliser des méthodes de propagation d’incertitudes élaborées. En effet,
la forme variable de la densité de la sortie ne permet pas de faire d’hypothéses pertinentes
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sur cette densité. Par ailleurs, la figure illustre également le fait que dans le cas
général, la sortie de ’espérance des incertitudes en entrée ne coincide pas avec I'espérance
de la densité en sortie. Or, ¢’est 'approximation qui est faite lorsque le parametre est traité
de maniére déterministe et que 1'on néglige les incertitudes. Ceci justifie donc I'intérét de
prendre en compte les incertitudes des la définition d’un probléme d’optimisation.

Une branche de I'optimisation active et qui permet de prendre en compte les incer-
titudes portant sur le modele est I'optimisation stochastique ou stochastic optimization
[Spall, 2005]. Elle consiste a rechercher les parametres de contrdle * qui minimisent un
modele f dont la mesure est bruitée. C’est-a-dire que I'utilisateur n’a accés qu’a une version
bruitée de ce modele F (x) = f(x) + ¢ (x) ou € est la partie stochastique qui correspond
au bruit. Par exemple, ceci peut étre le cas d’'un code stochastique qui ne retourne pas
une valeur déterministe a une entrée donnée x fixée. Il existe des méthodes basées sur
Péchantillonnage préférentiel [Zhao et Zhang, 2014] (présenté au chapitre [4)) permettant
de résoudre ce genre de probleémes. Néanmoins, méme si le cas ou les entrées sont in-
certaines peut étre traité de cette maniere, ces méthodes ne sont pas les plus adaptées
puisqu’elles ont pour but de filtrer le bruit plutét que de chercher a minimiser le risque
qu’il peut induire.

Dans le cas ou 'on considére que la fonction est déterministe (donc non bruitée) mais
que les incertitudes portent uniquement sur les parametres de design et environnementaux,
I'optimisation sous incertitudes a d’abord consisté a résoudre des probléemes du type :

tin B¢ [f(,£)]
Ce qui peut s’interpréter comme un filtrage des incertitudes en calculant 'effet moyen de
I’aléa sur la sortie, une idée proche de l'optimisation stochastique. Cette formulation est
répandue puisqu’elle permet de considérer les effets des incertitudes a un cofit raisonnable.
Par exemple, I’étude de Janusevskis et Le Riche [Janusevskis et Le Riche, 2013] propose
de coupler la minimisation et I’estimation de la mesure de robustesse & 'aide d’un modeéle
de substitution de f de type krigeage : ce modele de krigeage lui permet d’approcher
EE [f(x,&)] par un processus gaussien puis de maximiser & ’aide de ce dernier processus
un critére de type amélioration espérée (présenté a la section pour choisir le point
(z*, &) permettant d’enrichir le DOE.

De sorte a rajouter une information sur la variabilité de la sortie par rapport
aux entrées, d’autres travaux considerent aussi le calcul de la variance de la sortie
[Taguchi et Phadke, 1989] :

— soit en formulant le probléeme a 'aide de deux objectifs :

F(z) = (B¢ [f(x,€)], Varg [ (=, £))).

— soit en se ramenant & un probleme mono-objectif combinant ’espérance et la va-

riance : E¢ [f(x,&)] + k, [Varg [f(x,&)].

Toutefois, I’espérance et la variance ne permettent que de prendre en compte les effets
moyens des incertitudes sur la sortie. De ce fait, ce ne sont pas des mesures de risque,
comme cela a été détaillé au chapitre [4. De plus, la version mono-objectif présente le
désavantage de ne pas avoir une interprétation facile par rapport a la densité de la sortie.
Malgré cela, elle reste une maniére envisageable de pénaliser les solutions a trop forte
variabilité.

A présent, concernant les mesures de risques qui nous intéressent, il existe surtout
des études permettant de résoudre une optimisation de type ming maxge aussi appelée
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pire cas. Toutefois, ceci signifie qu’elles ne prennent pas en compte la densité de pro-
babilité des entrées et ne considerent les incertitudes que comme des intervalles de va-
riation. En ce qui concerne I'utilisation de mesures de risque probabilistes en optimisa-
tion, le domaine existant dans la littérature s’en approchant le plus est I'optimisation
sous contraintes fiabilistes aussi appelée Reliability Based Design Optimization (RBDO)
[Haldar et Mahadevan, 2000]. Elle a pour but de résoudre des problémes de la forme :

{ mingep, f(x) (5.18)

s.c P(gi(x,€) <0) > gl | 1 <i < Neonstr

%

ot g; correspond & des fonctions contraintes dépendant des incertitudes et g est la pro-

babilité de tolérance d’une défaillance. Il est également possible de minimiser I’espérance
de f plutét que f de sorte a prendre en compte les incertitudes sur la fonction objectif
en plus de la contrainte, comme expliqué dans 1’étude de [Schuéller et Jensen, 2008]. Une
référence récente et intéressante sur le sujet puisque combinant I’optimisation par modeéles
de substitution et optimisation fiabiliste est la thése de Bichon [Bichon, 2010]. D’autres
études proposent d’utiliser des modeles de substitution afin de propager 'incertitude, par
exemple & ’aide de chaos polynomial [Suryawanshi et Ghosh, 2016]. Cependant, I'inconvé-
nient de la RBDO est qu’elle nécessite de traduire ’aversion au risque par des contraintes.
Cela n’est pas équivalent a la minimisation des mesures de risque visée ici.

De ce fait, la formulation du probleme industriel correspond davantage a la formu-
lation pire cas. Nous détaillons a présent les méthodes de résolution de ces problémes
proposées dans la littérature. Nous présentons d’abord les techniques qui peuvent s’ap-
pliquer a n’importe quelle mesure de risque présentée puisqu’elle consiste a découpler la
propagation d’incertitudes et I'optimisation. La seconde partie a pour but de détailler les
techniques permettant de coupler ’estimation de la mesure de robustesse et ’optimisation.
Uniquement le cas du pire cas est détaillé dans cette partie puisque c’est le seul présent
dans la littérature.

5.3.1 Résolution par découplage de ’estimation de la mesure de risque
et de 'optimisation

Dans le cas général, une maniére de résoudre un probleme d’optimisation sous in-
certitudes consiste en une résolution séparée de la propagation d’incertitudes et de 'op-
timisation. En d’autres termes, cela signifie qu’on applique un algorithme d’optimisation
classique a la sortie d’un estimateur de la mesure de robustesse tel que présenté au chapitre
précédent.

Par exemple, [Ong et al., 2006] utilise un algorithme évolutionnaire afin de résoudre
la partie optimisation ming f (x) et utilise un algorithme de région de confiance afin de
résoudre le pire cas pour chaque individu @, c’est-a-dire f (x) = maXeep, f(x,€).

Cette décomposition du probleme en deux étapes peut impliquer un nombre d’appel
important a la fonction déterministe f, du fait du coflit d’estimation important d’une
mesure de risque. De ce fait, certaines méthodes intégrent dans 'optimisation la prise en
compte de la robustesse.
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5.3.2 Résolution par couplage de ’estimation de la mesure de risque et
de I'optimisation

Il existe peu de travaux dans la littérature couplant la phase d’optimisation et 1’esti-
mation de la mesure de risque du chapitre [4l De ce fait, on s’intéresse dans cette partie
aux études qui ont proposé ce couplage dans la résolution d’un probleme d’optimisation
pire cas de la forme suivante :

Join Jax f(x,8) (5.19)

5.3.2.1 Optimisation pire cas par relaxation

Pour résoudre le probléme de ’équation (5.19)), I'idée de la relaxation est de ne pas tra-
vailler sur ’ensemble continu D¢ pour les incertitudes mais de se restreindre a un ensemble
fini d’événements Dg, que l'on enrichit a chaque itération. Pour initialiser I'algorithme, ils

définissent cet ensemble discret & I'aide d’un point £°, D¢ = {50} qui peut étre un point

tiré aléatoirement. Ensuite, la technique de relaxation consiste a itérativement résoudre

des problémes mono-objectifs et a rajouter le point &£* solution de maﬁf (x*, &) a len-
€Dy

semble discret Dg a chaque itération. La relaxation est notamment détaillée par Marzat

et ses coauteurs dans leur étude [Marzat et al., 2012]. L ’algorithme résume les étapes

de recherche par relaxation.

Algorithme 5.3 Algorithme d’optimisation pire cas par relaxation

Input : la fonction a minimiser f
Les ensembles de définition D, et D¢
Tolérance ¢

Output : La solution de ’équation (|5.19))

. Dg = {50} tiré aléatoirement dans DE;

- Calculer * = argmin |max flx, &)];
reD, £EDS ( )

- Poser f* = Maxg¢ pa flx*, &);
3
- Calculer ¢! = argmaxf(x*, £) et poser k = 1;
£eD;
while f(z*, &%) — f* <e do
d _ d ¢k |.
- Calculer * = argmin [max z,£)|;
- Poser f* = Max ¢ p f(x*, &) puis k =k + 1;
3
- Calculer £* = argmaxf(z*, £);

§eD;
end

- Retourner x*;

L’algorithme s’arréte dés que le rajout d’un nouveau point dans ’ensemble discret ne
permet pas de trouver un meilleur minimum a une tolérance donnée . 1l est illustré dans
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I’étude de Marzat et de ses coauteurs que le nombre d’itération nécessaire est petit et reste
de 'ordre de k = 5.

Assistance par modeéle de substitution : toutes les étapes de recherche d’optimum
dans un espace continu peuvent étre réalisées par EGO détaillé a ’algorithme [5.2] comme
détaillé dans 'étude [Marzat et al., 2012].

5.3.2.2 Optimisation pire cas par algorithmes coévolutionnaires

Une autre maniere de résoudre des problemes d’optimisation sous incertitudes de type
pire cas et basée sur les algorithmes évolutionnaires est donnée par les méthodes coévo-
lutionnaires [Paredis, 1995]. Elles reposent sur l'utilisation de deux populations évoluant
simultanément P, et P¢. La premiere population & € P, permet de minimiser la partie dé-
terministe a & fixé (choisi dans la population P¢). La deuxiéme population £ € P¢ permet
de maximiser la partie incertaine & x fixé (pris dans la population P,). Ceci signifie que
les deux populations évoluent I'une apres I’autre, de maniere décorrélée. L’idée introduite
par la coévolution ressemble donc a I’idée de la relaxation en se ramenant a des ensembles
discrets pour résoudre la partie incertaine. C’est notamment ce que réalise Krohling et
ses coauteurs dans ’étude [Krohling et al., 2004]. L’algorithme évolutionnaire qui y est
utilisé est l’algorithme a essaims particulaires aussi appelé Particle Swarm Optimization
et introduit dans [Kennedy et Eberhart, 1995].

Une autre maniere d’utiliser les deux populations disponibles est d’utiliser la popu-
lation d’individus de la partie incertaine de sorte a tester les individus de la population
déterministe P,. Ceci permet ainsi de modifier 'opérateur de sélection de sorte a favo-
riser les points de ’espace de design dont le pire cas est minimum. C’est notamment ce
que propose Branke dans son étude [Branke et Rosenbusch, 2008]. Branke dans une autre
étude [Branke et al., 2013] a méme redéfini la dominance en utilisant cette population de
test dans le cas d’un probleme multi-objectif ou tous les objectifs sont des pire cas :

min |max fi(x), -, max fn,, (T 5.20
g | s fi@). o f, (2) (520)

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle est adaptée au cas ou le domaine incertain
est discret et de cardinal fini, il correspond & différents scénari parmi lesquels on cherche
le pire cas. De ce fait, il est tres difficile dans le cas oti 'espace D¢ est continu de choisir
des scénarios pour composer la population Pe.

5.3.2.3 Couplage par équilibre de Nash

L’étude de Lung et Dimitrescu [Lung et Dumitrescu, 2011] propose d’utiliser ’équilibre
de Nash afin de résoudre I’équation . En effet, ce probleme peut étre traduit en un jeu
a somme nulle composé de deux joueurs. Le premier joueur a une fonction de gain donnée
par f(x,&) et le deuxiéme joueur a une fonction de gain donnée par — f(x, £). L’équilibre
est ensuite trouvé en utilisant un algorithme a évolution différentielle, introduit en section

b.I24
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5.3.2.4 Couplage par modeéle de substitution

Une autre maniere de résoudre une optimisation pire cas en utilisant un modele de
substitution et s’inspirant également de EGO est proposée par [Rehman et al., 2014]. Elle
consiste & utiliser le fait que le point ol se réalise un maximum peut étre connu. A chaque
itération, Rehman ajoute au plan d’expériences le point x ou la valeur de maxg.p, f(x, &)
a le plus de chance d’améliorer la connaissance de la solution de Pour cela, il maxi-
mise I'amélioration espérée du point (a:, é*) ou se réalise le maximum sur le métamodele

maxe p, f (x, &) autour de chaque point de design x. Pour calculer 'amélioration espérée,

la valeur de la fonction en ce point est comparée a celle de minq,ep, maxe p, f (u, &) qui
est la solution de sur le métamodele. Ceci est détaillé a I'algorithme [5.4

Algorithme 5.4 Algorithme d’optimisation pire cas assisté par modele de substitution

Input : la fonction & minimiser f
Les ensembles de définition D, et De¢

Output : La solution de I’équation ((5.19))

. A partir d’un DOE initial tiré par LHS, construire f(x, £);
while C'ritére d’arrét non satisfait do
- Calculer mingep, maxe f(x,8);

- Pour chaque x calculer le point é* tel que

Qmax(m> = f(m, é*) = maX£€D€ f(x,f) et &mam(x) =0 (33,%*)§
- Calculer £* maximisant :

I . I
@B))] + (@ i0) [ () }

O'max(x)

A

Omazx (:L'

Info (x) = I(x)® [

Avec I(m) = minyep, {gmaz(u)} - gmax(m);
Ak A
- Rajouter le point (w*, I3 ) au DOE et reconstruire f;

end
- Retourner mingep, maxgcp, f(x, &) et le point ou se réalise I'optimum;

Cet algorithme a pour avantage de discriminer en peu d’appels a la fonction f les zones
ou la solution a peu de chances de se trouver. Toutefois, elle présente le désavantage de
chercher le minimum sur le métamodele et de retourner la solution évaluée uniquement
sur ce modele de substitution. On n’a donc pas I'assurance que la solution trouvée soit la
solution de I’équation portant sur la vraie fonction f.
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L’objectif de cette partie est de proposer une résolution de probléeme multi-objectif
(MOO pour Multi-Objective Optimization) requérant peu d’évaluations pour un temps de
restitution raisonnable. Les fonctions objectif peuvent étre coliteuses a évaluer. En effet,
le cas test industriel présenté a ’équation nécessite de savoir résoudre le probleme
suivant avec « € D, C RN+ -

{ min f1 ()

min f(z) (6.1)

Or I'une des fonctions objectif est une mesure de robustesse prenant en compte les incer-
titudes. En d’autres termes, fi () = p¢ [f(x, €, &,)]. Ceci signifie que le calcul de fi peut
étre coliteux, méme dans le cas ou la fonction f a un temps d’exécution raisonnable, par
exemple de l'ordre de la minute ou de la dizaine de minutes.

Afin de proposer un algorithme MOO parcimonieux, nous clarifions d’abord le cadre
d’étude ainsi que les cas tests utilisés. Ils nous permettent de comparer différentes méthodes
et d’évaluer leur efficacité en présence de fonctions objectif tres cotiteuses en temps de
calcul. Plus précisément, deux algorithmes MOO de la littérature sont étudiés dans ce
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CHAPITRE 6. OPTIMISATION MULTI-OBJECTIF

cadre. Ceci permet ainsi de conclure sur les bénéfices et les inconvénients de chacune
de ces deux méthodes. La premiére méthode étudiée est NSGA-II qui est un algorithme
évolutionnaire qui a fait ses preuves ([Deb et al., 2002],[Deb, 2011]). La seconde méthode,
appelé ici MOEGO pour EGO Multi-Objectif, est basée sur les modeles de substitution
et sur l'utilisation du critere d’amélioration espérée multi-objectif. Cette utilisation d’un
modele de substitution permet en particulier de réduire le nombre d’appels aux fonctions
cofit. A la différence de 'étude de Féliot [Féliot et al., 2016], nous souhaitons distribuer les
appels aux fonctions objectif, ce qui nécessite des modifications de 'algorithme MOEGO
classique.

Enfin, a 'aide des conclusions tirées sur les deux précédentes algorithmes, la derniere
étape consiste a proposer et valider un algorithme MOO basé sur le critere d’amélioration
espérée et I'algorithme génétique NSGA-II. Cet algorithme composite permet de bénéficier
des avantages de chacune de ces méthodes.

6.1 Présentation du cadre d’étude et des cas tests utilisés

6.1.1 Cadre d’étude

L’objectif de cette partie est de résoudre le probleme détaillé a ’équation dans
le cas ou les deux fonctions objectif sont cotiteuses. Pour rappel et comme expliqué a la
partie la facon la plus intuitive de résoudre un probléeme du type de ’équation (2.12)
est d’utiliser un algorithme d’optimisation classique que l'on applique & une mesure de
robustesse de la (ou des) fonction(s) colt incertaine(s). Ceci signifie que ’évaluation de
I'une des fonctions objectif, par exemple fi (x) = pe [f(x, £,, &,)], nécessite 'estimation de
la mesure de robustesse p. Or, cette estimation peut étre gourmande en nombre d’appels
a la fonction f. De ce fait, méme dans le cas ou cette fonction a un temps d’exécution qui
peut paraitre réduit, par exemple de 'ordre de la minute, 'objectif incertain f; (x) peut
étre considéré comme cotiteux.

Les ingénieurs attendent de 'optimisation qu’elle mette en évidence des solutions in-
novantes, c’est-a-dire auxquelles ils n’auraient pas pensé puisque peu répandues dans le
domaine de ’aéronautique par exemple. De ce fait, ils ne souhaitent pas contraindre la mé-
thode et recherchent tous les compromis optimaux, en d’autres termes le front de Pareto
optimal complet. Par conséquent, les méthodes traduisant un probleme multi-objectif en
un probléme mono-objectif avec ou sans contraintes ne sont pas envisageables puisqu’elles
ne fournissent qu'une unique solution dépendante de 1’a priori utilisé (cf section . De
plus, du fait que I'optimisation est utilisée afin de trouver des solutions innovantes, il est
important de ne pas rater de compromis optimaux. En d’autres termes, ceci signifie que
le front de Pareto optimal doit étre approché assez finement.

Pour résumer, la résolution de I’équation comporte des objectifs qui ont des
temps d’exécution qui peuvent étre importants. En outre, il est nécessaire de ne rater
aucune solution et ainsi de fournir une approximation du front de Pareto suffisamment
précise. Des lors, il est nécessaire de choisir un algorithme MOO permettant :

1. peu d’évaluations. Ceci signifie qu’il doit conduire & un front de Pareto en peu
d’appels distribués (de l'ordre de 5 a 10 N;). C’est la raison pour laquelle les
méthodes basées sur les modeles de substitution sont ici intéressantes.

2. un temps de restitution raisonnable. Pour cela, il est important de pouvoir dis-
tribuer les appels aux objectifs de sorte a réduire le temps de restitution total de
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FIGURE 6.1 — Illustration du front de Pareto optimal et de I'un des objectifs avec N, = 2
pour le cas test MOP2

I’algorithme. Le nombre de processeurs disponibles pour ce travail est de 'ordre de
10.

3. une discrétisation réguliere du front de Pareto complet.

6.1.2 Cas tests et mesure d’erreur utilisés

Cas tests analytiques : Afin de comparer les diverses méthodes d’optimisation, deux
cas tests analytiques de dimension modifiable et conduisant a des fronts de Pareto de
forme atypique sont utilisés. Le premier est le cas test appelé MOP2 provenant de I’étude
de Fonseca et Fleming et cité dans |[Coello et al., 2013].

f1<w>=1—exp[—§zj(mi—¢%)2]
N, L2
f2<m>=1—exp[—z(mi+m)]

=1

—4<l‘i<4et

(6.2)

On déduit de I’équation que les objectifs sont fortement non-linéaires. De plus, la
figure montre que cette fonction peut étre difficile a approcher. En effet, si I’on échan-
tillonne grossierement, la fonction peut avoir I'apparence d’une fonction constante égale a
1. Enfin, la forme du front de Pareto optimal est concave, ce qui peut exclure I'utilisation
de certaines méthodes adaptées a des fronts de forme convexe. Les points Pareto-optimaux
sont I’ensemble des x appartenant a PF* défini tel que :

PF* =< F (x) avecx = (t,--- ,t) et t € (6.3)
{ |

1 1 ] }
VN, /N,
Le second cas test est le cas ZDT3 qui est notamment cité dans 1’étude de
|Zitzler et al., 2000]. Celui-ci est également non-linéaire et comme le montre la figure
le front de Pareto optimal est discontinu et convexe par morceaux.

= g(x)1.0— | -2
fo(z) = 21

sin(107z1)]

0<z <1let (6.4)
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FIGURE 6.2 — Hlustration du front de Pareto optimal et de 'un des objectifs avec N, = 2
pour le cas test ZDT3
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Le front de Pareto optimal théorique est donné par 1’équation suivante :

g(x) =1+

PF* = {(tl,tQ) . tQGTet tlzl—\/g—tgsin(loﬂ'tg)}
T [0,0.083] U [0.1822,0.258] U [0.1822, 0.258] (6.5)
U [0.409,0.454] U [0.618,0.653] U [0.823,0.852)]

Cette discontinuité permet en particulier d’éprouver les algorithmes MOO étant donné
que cela peut complexifier la recherche de l'intégralité du front de Pareto.

Mesure d’erreur : pour pouvoir comparer les différents algorithmes MOO et pour
en mesurer la convergence, il est nécessaire de choisir une mesure d’erreur. Dans le cas
mono-objectif, la distance relative de la solution retournée par un algorithme a la vraie
valeur du minimum de la fonction est souvent utilisée. En multi-objectif, cela peut étre
plus compliqué puisqu’il ne suffit pas seulement que les solutions soient sur le vrai front
de Pareto du probleme pour que ’algorithme soit satisfaisant. Il faut également que les
solutions retournées permettent de discrétiser finement ce front. Dans la suite, on appelle
Front de Pareto Optimal (PF™*) le front théoriquement solution du probléeme MOO. Dans
le cas des problemes multi-objectifs présentés ici, ils sont connus analytiquement. Le front
de Pareto retourné par l’algorithme étudié est appelé Front de Pareto Approché (PF).

Une mesure communément utilisée pour mesurer la convergence en multi-objectif est
I’hypervolume, détaillée dans la section de I’état de ’art. Pour rappel, 'hyper-
volume correspond au volume de l’espace des objectifs dominé par le PF retourné par
I'algorithme. Elle permet donc de vérifier que le volume dominé par le PF et celui dominé
par le PF* sont comparables. Cependant, elle ne permet pas de mesurer l’espacement
moyen entre les points du PF retourné par I’algorithme. Ils peuvent de ce fait étre mal
répartis le long du front. De plus, le calcul de ce volume ne peut se faire qu’en définissant
un point de référence R. La valeur obtenue de 'hypervolume est donc dépendante de ce
point de référence.

Pour s’affranchir de ces problemes, il est possible d’utiliser la formule analytique du
PF* dans l'espace des objectifs et de calculer une distance relative entre ce PF* et le
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PF retourné par l'algorithme testé. Ceci revient a généraliser la mesure utilisée en mono-
objectif au cas multi-objectif. Toutefois, afin de vérifier que les solutions du PF Y'F
sont a la fois Pareto-optimales et bien distribuées sur le front, il peut étre intéressant
de discrétiser le PF* dans lespace des objectifs : Y. En discrétisant le PEF* avec la
discrétisation visée (déterminée par le nombre de points souhaités dans ce front Npp+), la
mesure de convergence suivante peut étre proposée :

1 Npp*

M (PF,PF*) = min d(y"7, 6.6

(PEPF) =53 i d" ) (6:5)
C’est donc la distance moyenne des points du PE* discrétisé Y avec le PF retourné par
P'algorithme étudié Y7 qui est utilisée, comme illustrée sur la figure En choisissant
une discrétisation satisfaisante, ceci garantit de favoriser les fronts retournés qui sont au
moins aussi bien discrétisés que le front optimal.

A

0.8

\

0.6l M (PF,PF*) = % Zi\;ﬁF"“i"vepr d(yPF ) y)

-

T

0.2t

e e Discretized PF

e e Discretized PF* /
0.0k 1 . . f ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FI1GURE 6.3 — Illustration de la mesure M entre le front de Pareto optimal PF™* et le front
de Pareto approché PF

Cette mesure est par exemple utilisée par Zhang et Li dans leur étude [Zhang et Li, 2007]
afin de quantifier la discrétisation réguliere de PF™* par le front PF retourné par ’algo-
rithme évolutionnaire multi-objectif MOEA /D. Ce critére peut se trouver sous le nom de
Inverted Generational Distance (IGD) dans la plupart des études existantes.
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6.2 Intéréts et limites de I’algorithme NSGA-II

De sorte a avoir une référence a laquelle se comparer et dont la robustesse n’est plus a
prouver, cette partie a pour but de présenter les résultats de 'algorithme NSGA-II, détaillé
en section sur les deux cas tests. L’objectif est de mesurer la capacité de convergence
de cet algorithme lorsque nous avons un budget fixé. Pour cela, nous quantifions le nombre
d’appels nécessaires aux fonctions cotiteuses pour atteindre une distance cible entre le front
approché par 'algorithme et le front optimal.

Sachant que les objectifs sont cofliteux et qu’il est envisagé par la suite d’intégrer un
modele de substitution a cet algorithme, NSGA-IT a entiérement été développé en Python.
Ceci permet ainsi de librement insérer 'utilisation d’un modele de substitution & n’importe
quelle de ses étapes.

Pour rappel, cet algorithme s’inspire de la biologie : il consiste a initialiser une po-
pulation de NN,,, individus de maniere aléatoire, puis a les faire évoluer selon des regles
provenant de la sélection naturelle. Cela présente 'avantage de combiner une exploration
intensive, a l'aide des opérateurs de croisement et de mutation, a la garantie de non-
régression que permet 'opérateur de sélection basé sur la distance de nichage et le rang.
Ce mélange d’exploration et de non-régression permet d’assurer la convergence. Toutefois,
son principal inconvénient est qu’il requiert un nombre d’appels important aux fonctions
objectif afin de converger vers un PF de qualité acceptable.

Pour illustrer cela, l'algorithme NSGA-II a été appliqué sur les cas tests analytiques
introduits (MOP2 et ZDT3). Les parameétres sont choisis de sorte a ne pas faire exploser le
nombre d’appels aux deux fonctions objectif : une population de taille 50 et des parametres
de mutation et de croisement mélangeant intensification et exploration. Pour cela, nous
utilisons un parametre de mutation c,,,; = 4 et un parametre de croisement Ceross = 2.
Comme illustrées sur les figures 5.8 et ces valeurs permettent de ne pas faire un choix
trop prononcé entre intensification de la recherche en une zone et trop grande exploration.
NSGA-II est un algorithme stochastique, il est donc nécessaire de répéter I'optimisation
de nombreuses fois pour en vérifier la convergence. Dans notre étude, nous considérons
une répétition de 50 optimisations. Enfin, on se donne deux critéres d’arrét, le premier
porte sur la variation de I’hypervolume (mesure détaillée dans la partie entre la
génération précédente et la génération courante :

|ngn _ ngn—l |
’ngnfl

<e¢ (6.7)

Dans les calculs lancés ici, ¢ = 107 et le point de référence est le point R = (1.1,1.1)
pour MOP2 et le point R = (8.0, 1.1) pour ZDT3. La figure[6.4] illustre le nombre d’appels
aux fonctions objectif une fois ce critere d’arrét atteint. On remarque qu’il est supérieur
a 1000 pratiquement dans tous les cas.

Cependant, ce graphe ne donne pas d’informations sur la qualité du front en fonction
du nombre d’appels réalisés aux fonctions objectif.

Le second critere d’arrét, plus précis mais nécessitant la connaissance du PF™, est le
suivant :

M (PF, PF*) < M"9¢t (6.8)

Pour calculer cette distance M (introduite & 1’équation ), nous choisissons de discréti-
ser le front de Pareto optimal PF™* avec 200 points dans les deux cas. Nous fixons ensuite
la distance cible a M®9¢t = 0.0013 pour MOP2 et M?9¢t = 0.005 pour ZDT3. Une
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figure illustrant la distance & PF* du PF en fonction du nombre d’appels aux fonctions
objectif permet d’extraire le budget de calcul nécessaire a 'obtention d’'un PF suffisam-
ment discrétisé. Les dimensions qui sont testées sont la dimension 4 (cf figures et
et la dimension 10 (cf figures et . La dimension 4 coincide avec celle du probléme
d’optimisation industriel. La dimension 10 est intéressante puisqu’elle correspond a une
limite pour les modeles de substitution de type krigeage, notamment du fait du fléau
de la dimension, notamment illustré dans I'introduction du livre [Hastie et al., 2009]. Ces
courbes illustrent la décroissance de la moyenne de cette distance sur les 50 optimisations
avec le nombre d’appels aux fonctions objectif. La ligne noire sur ces figures représente la
distance cible définie plus haut. Comme l'illustrent les figures[6.5]et [6.6] cette distance cible
correspond a des fronts satisfaisants. Les courbes des figures a permettent donc
de déduire le nombre moyen d’appels nécessaires aux fonctions objectif afin de converger.
Le tableau [6.] résume ce résultat dans le cas ol 'on s’intéresse au nombre d’itérations a
partir duquel la moyenne de la distance atteint la distance cible sur les 50 optimisations.

Jusqu’a présent, on ne s’est servi que de la valeur moyenne sur les cinquante optimisa-
tions pour en déduire le budget nécessaire a un niveau de convergence satisfaisant. Pour
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MOP2 en dimension 4 :
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FIGURE 6.7 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 en dimension 4
MOP2 en dimension 10 :
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FIGURE 6.8 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 en dimension 10
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ZDT3 en dimension 4 :
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FIGURE 6.9 — Graphique représentant la
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du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test ZDT3 en dimension 4
ZDT3 en dimension 10 :
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montrer la robustesse de I'algorithme NSGA-II, il faut donc mesurer le nombre d’appels
nécessaires aux fonctions objectif pour que les cinquante optimisations donnent une pré-
cision acceptable. Pour cela, les boites & moustaches du niveau de convergence a nombre
d’appels aux fonctions objectif fixé sont fournies sur les figures pour MOP2 et
pour ZDT3.

Dimension 4 | Dimension 10
MOP2 1000 6000
7ZDT3 1000 3000

TABLEAU 6.1 — Tableau récapitulant le nombre d’appels nécessaires afin que la valeur
moyenne sur 50 optimisations de la distance atteigne la distance cible

Dimension 4 | Dimension 10
MOP2 1300 7350
ZDT3 1500 3850

TABLEAU 6.2 — Tableau récapitulant le nombre d’appels nécessaires afin que la valeur
maximum sur 50 optimisations de la distance atteigne la distance cible

Le tableau récapitule le nombre d’appels nécessaires afin que pour chacune des 50
optimisations la distance atteigne la distance cible. Ce que 1’on remarque d’abord, c’est
que le nombre d’appels ou la moyenne de la distance passe en dessous du seuil espéré
(représenté sur le tableau ne correspond pas au nombre d’appels ou le maximum de la
distance est plus petit que la distance cible. Ensuite, I’écart entre le nombre d’appel moyen
et le nombre d’appel maximum nécessaires est de 20 générations (ce qui correspond & 1000
appels avec une population de 50 individus). Ceci montre que I'algorithme NSGA-II est
robuste puisque toutes les optimisations convergent avec un nombre d’appels d’un ordre
de grandeur équivalent.

Toutefois, le dernier tableau nous montre que ces algorithmes évolutionnaires ne peuvent
étre utilisés lorsque les fonctions objectif ont un temps d’exécution trop conséquent puis-
qu’il faut au minimum les appeler 1000 fois. Les algorithmes génétiques sont tres facilement
parallélisables. En effet, a chaque génération, NNy, calculs peuvent étre réalisés simultané-
ment. Or, lorsque 'on a la possibilité de distribuer les appels a la fonction sur un nombre
Nopy de CPU réduit, par exemple 10, le nombre d’appels distribués nécessaires resterait
trop important pour converger de maniere acceptable : entre 100 et 150 appels distribués
au minimum ce qui est conséquent en dimension 4 seulement. Le budget maximal se situe
plutét entre 5N, et 10V, ce qui signifie entre 20 et 40 appels distribués en dimension 4. On
peut néanmoins remarquer que si davantage de processeurs sont disponibles, I’algorithme
NSGA-II peut alors devenir compétitif.

Pour résumer, 'algorithme NSGA-II présente I'avantage de converger dans tous les cas
grace & une exploration intensive de ’espace des entrées. Toutefois, le nombre d’appels aux
fonctions objectif nécessaire peut rapidement étre important. Les méthodes basées sur les
modeles de substitution peuvent apporter une solution a ce probléeme.
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6.3 Intéréts et limites des algorithmes de type amélioration
espérée - MOEGO

Afin de diminuer le nombre d’appels aux fonctions objectif, une approche consiste a
utiliser des modeles de substitution comme détaillé dans la partie Les modeles de
substitution sont définis dans le chapitre[3] Pour les construire, ils nécessitent la génération
d’un plan d’expériences. Une idée couramment répandue dans la littérature et détaillée a
'algorithme[5.2]est de partir d’un plan d’expériences initial généré aléatoirement puis d’en-
richir le plan d’expériences séquentiellement avec le point apportant le plus d’informations
pour trouver le minimum d’une fonction.

Meéme s’il est possible de simplement appliquer ’algorithme NSGA-II sur la prédiction
par un métamodele et d’enrichir le plan d’expériences avec les points optimaux, Jones
[Jones, 2001] a montré Uinefficience de ce genre de stratégie. La raison principale de cet
échec est que le modele de substitution n’est pas une représentation parfaite de la fonc-
tion qu’il substitue. En conséquence, et pour ne pas rater de solutions malgré I'utilisation
d’un métamodele, il est primordial d’utiliser une stratégie d’enrichissement de plan d’ex-
périences qui utilise une estimation de I’erreur commise par le modele de substitution.

C’est notamment ce que propose l'algorithme EGO Multi-Objectif (MOEGO) basé
sur amélioration espérée multi-objectif. Pour rappel, ’amélioration espérée est un critére
d’enrichissement du plan d’expériences d’un modele de krigeage. Dans le cas multi-objectif,
il est détaillé dans la partie Il consiste a calculer 1’espérance du progres dans la
connaissance du PF*. Pour réduire le temps de restitution de ’algorithme, nous mettons
en place et testons la méthode proposée par Parr [Parr, 2013| pour distribuer les appels
aux objectifs. Elle est détaillée dans la Section

Le but de cette partie est donc de tester ces techniques sur des cas tests (MOP2 et
ZDT3). L’application de ces méthodes a ces cas tests, en utilisant la mesure de succes
introduite a 1’équation , n’a pas été faite a notre connaissance. Cela nous permet de
vérifier leurs avantages et leurs limites dans le cadre que 'on s’est fixé. D’autre part, il
existe plusieurs manieres de définir une amélioration espérée : I'une basée sur ’hypervolume
et qui présente de meilleures propriétés mathématiques, notamment de continuité, ’autre
basée sur la distance euclidienne et qui présente I’avantage de ne pas avoir a définir de
point de référence R. Les études existantes sur ce sujet et détaillées dans la partie
n’ont pas tranché clairement sur 'efficacité de ces deux critéres, en particulier lorsqu’ils
sont utilisés de maniere distribuée. Ils sont donc comparés afin de choisir le plus adapté
aux cas étudiés.

6.3.1 Mise en place de MOEGO avec calcul distribué

L’amélioration espérée est un critere d’enrichissement optimal dans le cas ot un seul
point est ajouté a chaque itération. Or, afin de réduire le temps de restitution de l'algo-
rithme multi-objectif et pour explorer davantage ’espace des objectifs, il peut étre intéres-
sant de rajouter plusieurs points a chaque itération. Ceci peut en effet diminuer le temps
d’exécution si les fonctions objectif peuvent étre évaluées en plusieurs points simultané-
ment. L’algorithme de la méthode MOEGO multi-points est détaillé sur la figure [6.13

L’une des seules méthodes existantes dans la littérature permettant de rajouter plu-
sieurs points au plan d’expériences dans des zones disjointes de I’espace des objectifs est
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FIGURE 6.13 — Illustration de la méthode MOEGO multi-points par la formule de Parr

proposée par Parr [Parr, 2013]. Elle repose sur le calcul du critére d’amélioration espérée
dans une zone réduite de l'espace des objectifs. Afin de choisir plusieurs points & rajou-
ter simultanément, 1’'idée est de localiser la maximisation de 'amélioration espérée dans

des zones proches des points du front courant Y = (yPFl, oo yPENpp

). Plus préci-
sément et en se référant a la figure I’amélioration espérée est uniquement calculée
dans la zone de I’espace des objectifs qui domine des goal points, qui sont choisis comme
les intersections entre les zones dominées par les points du front courant.

Apres chaque rajout simultané de points, le modele de krigeage de chacune des fonc-
tions objectif est reconstruit. En pratique, le krigeage est mis en place a ’aide du package

Scikit-learn codé en Python [Pedregosa et al., 2011].

Choix des Nopy goal points utilisés :

Soient y9t,--- ,yINprt! les Npp + 1 goal points potentiels (représentés sur la figure
. On remarque que les points extrémes du front courant Y% sont considérés comme
des goal points. Sachant qu’a chaque itération, on souhaite ajouter Nopy points au plan
d’expériences, il faut distinguer deux cas :

1. Si le nombre de goal points Npr + 1 < Ngpy, alors ils sont tous utilisés pour
résoudre 1’équation ((5.17)).

2. Sinon, un choix doit étre réalisé parmi les Npp+1 goal points : pour cela, on n’utilise
que ceux dont la distance euclidienne avec les deux points du front courant les plus
proches est la plus grande. En ordonnant les points du front courant selon I'un des
deux objectifs, cette distance est calculée de la maniere suivante :

00 sit=1ousii= Npp+1
d(i)Z{

d (yPFi—HyPFi) sinon (6.9)

Comme pour la crowding distance dans le cas de NSGA-II, nous pouvons remarquer
que cette distance est infinie au niveau des points extrémaux du PF. Les deux
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FI1GURE 6.14 — Illustration de la position des goal points par rapport aux points du front
courant représenté en bleu

extrémités du front sont donc forcément utilisées.

Pour résumer, il est donc nécessaire de résoudre Ngpy recherches de maximum de I'EI
modifié a chaque étape d’enrichissement du plan d’expériences. Afin de choisir I’algorithme
le plus adapté, il faut déterminer la forme mathématique de la fonction & optimiser. Dans le
cas du critére EI basé sur la distance euclidienne, cette fonction objectif a pour inconvénient
d’étre non différentiable puisqu’elle est calculée comme la distance du centroide au point
du front le plus proche. Il y a donc des sauts de dérivée dans les zones ou le centroide
change de point le plus proche dans le front courant. De ce fait, I’algorithme a évolution
différentielle présenté en section[5.1.2.4] est un bon candidat puisqu’il permet de minimiser
des fonctions sans hypotheéses particulieres sur la régularité de leur dérivée, alors que
I’algorithme DIRECT, étant un algorithme lipschitzien, présuppose une certaine régularité
de la dérivée.

6.3.2 Résultats sur les cas tests analytiques

Nous pouvons donc appliquer cet algorithme a nos deux cas tests. Comme pour
NSGA-II dans la section précédente, il a été codé en Python. La toolbox scikit-learn
[Pedregosa et al., 2011] est utilisée pour construire le modele de krigeage des objectifs,
la toolbox Scipy [Jones et al., 01| est utilisée pour l'algorithme & évolution différentielle
permettant de maximiser 'amélioration espérée modifiée. Comme précédemment, nous ré-
pétons cinquante optimisations en dimension 4 et en dimension 10 aussi bien pour MOP2
que pour ZDT3. Le nombre de processeurs utilisés est fixé a 10. Enfin, la taille du plan
d’expériences initial est de 10, de sorte a ne pas utiliser trop de budget dans I'initialisation
et en consacrer une plus grande partie aux points maximisant le critére d’amélioration
espérée. En effet, ce dernier tend naturellement a enrichir le plan d’expériences dans les
zones ou l'incertitude est trop importante, réalisant un compromis entre exploration et
intensification.

Les résultats (figures a montrent 1’évolution de la distance avec le nombre
d’appels distribués aux objectifs. Ils permettent d’illustrer que la méthode basée sur le
calcul du critere EGO multi-objectif a une capacité d’exploration limitée du front de
Pareto entier. En effet, on remarque qu’en dehors du cas de MOP2 en dimension 4 sur la
figure [6.15] aucune de ces méthodes ne parvient a converger rapidement vers la distance
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visée. Dans le cas de ZDT3, on remarque méme que ces méthodes ne convergent pas vers le
PF™ et stagnent sur des solutions insatisfaisantes, quel que soit le nombre de dimensions (cf
figures en dimension 4 et en dimension 10). La figure illustre que MOEGO
reste bloqué sur des solutions non Pareto-optimales. On remarque plus précisément en
observant ces fronts que ce qu’il manque a ces méthodes, c’est I'exploration de I'espace des
objectifs puisqu’une partie du front est bien capturée. Ceci est dii au fait que la méthode
proposée par Parr consiste a limiter le calcul de ’amélioration espérée uniquement dans la
zone de ’espace des objectifs dominée par des goal points. La recherche du maximum de
cette amélioration espérée ne va donc pas favoriser ’exploration de ’espace des objectifs
entiers du fait que le calcul de ce critere est ici trop contraint.

Ces figures permettent également de voir que sur les cas tests choisis, le critere basé
sur la distance euclidienne donne de meilleurs résultats. Ceci s’explique par le fait que
I’hypervolume n’a pas pour objectif de remplir le front de Pareto de sorte qu’il soit bien
discrétisé, ce qui est pourtant ce que ’on recherche avec la mesure utilisée ici. Dans le cas
général en effet, I’ajout de points dans certaines zones du front va peu améliorer la valeur
de ’hypervolume. En d’autres termes, un front dont I’hypervolume est presque maximal
ne sera pas forcément bien discrétisé alors que c’est ce que la mesure utilisée valorise ici. En
particulier, dans le cas d’un front concave (comme MOP2) ou discontinu (comme ZDT3),
peu de points peuvent suffire pour obtenir une valeur de I’hypervolume presque maximale.
A Dinverse, la distance euclidienne détecte davantage les zones du front ot il peut manquer
des points : elle va tendre a combler les zones du front mal discrétisées puisque ce sont
des zones ou la distance euclidienne entre le point a rajouter et le front courant peut étre
importante. Enfin, c’est une mesure locale puisqu’elle est calculée a partir du point du
front le plus proche alors que I’hypervolume est une mesure globale. Or, la localité de la
distance euclidienne correspond davantage au découpage de l’espace des objectifs réalisé
ici. Pour résumer, méme si I’hypervolume est le meilleur critére possible pour ’ajout d’un
point & chaque itération [Wagner et al., 2010], cela n’est plus vrai lorsque 'on souhaite
ajouter plusieurs points simultanément a divers endroits du front, comme c’est le cas ici.

Enfin, les figures a illustrent la robustesse de ces méthodes basées sur 'amé-
lioration espérée. En effet, ces boites & moustaches représentent la valeur de la distance au
front apres un certain nombre d’itérations. Elles mettent donc en évidence la convergence
rapide de toutes les optimisations réalisées, en particulier dans le cas du critére basé sur
la distance euclidienne.

Pour résumer, les méthodes basées sur ’amélioration espérée multi-objectif permettent
d’obtenir des solutions Pareto-optimales en un nombre d’appels distribués réduit. Toute-
fois, le manque d’exploration de I’espace des objectifs et de I'espace de design les empéche
de capturer le front dans son intégralité, comme le montre la figure sur le cas test
7ZDT3.
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FIGURE 6.15 — Graphique représentant la
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MOP2 en dimension 10 :
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ZDT3 en dimension 4 :
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FIGURE 6.17 — Graphique représentant la
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ZDT3 en dimension 10 :
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MOP2 en dimension 4 :
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FIGURE 6.20 — Graphique représentant les
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front approché et le front optimal pour le
cas test MOP2 en dimension 4

MOP2 en dimension 10 :

Comparison of the distance to the true PF
after 33 distributed calls

0.010

0.008

0.006

0.0041

0.002

=

0.000

Euclidian distance EI Hypervélume El

FIGURE 6.21 — Graphique représentant les
boites a moustaches de la distance entre le
front approché et le front optimal pour le
cas test MOP2 en dimension 10

142

ZDT3 en dimension 4 :

Comparison of the distance to the true PF

0.030 after 33 distributed calls

0.025¢

0.020r

0.015¢

0.010f e E
0.005} E} =

L]

0.000

Euclidian distance El Hypervolume El

FIGURE 6.22 — Graphique représentant les
boites & moustaches de la distance entre le
front approché et le front optimal pour le
cas test ZDT3 en dimension 4

ZDT3 en dimension 10 :
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6.4 MOEGO NSGA-II - une alternative pour la distribution
des calculs

Nous avons donc mis en évidence que les algorithmes évolutionnaires sont robustes et
explorent entierement le PF™*. Néanmoins, ils présentent le désavantage de nécessiter un
grand nombre d’appels aux fonctions objectif. Par ailleurs, les méthodes basées sur 'amé-
lioration espérée nécessitent peu d’appels aux fonctions objectif mais ne permettent pas
d’obtenir 'intégralité du front, en particulier lorsque ce dernier a une forme particuliere,
comme MOP2 et ZDT3. L’idée de cette partie est donc de proposer puis de valider un algo-
rithme d’optimisation conjuguant la robustesse de I'algorithme NSGA-II a la parcimonie
permise par 'amélioration espérée.

La section présente différentes facons de coupler modeles de substitution et
algorithmes évolutionnaires. Le principal reproche que l'on puisse faire aux études pré-
sentées dans cette section est qu’elles n’utilisent pas toutes les informations fournies par
le krigeage : elles utilisent soit I’écart type sur la prédiction fournie par I'estimateur, soit
I'intervalle de confiance sur la prédiction que ’on peut également déduire de ’espérance et
de I’écart type. Toutefois, il est détaillé a la section qu’il peut étre sous efficace de
ne pas utiliser entierement 'information fournie par le krigeage, c’est-a-dire la distribution
de la prédiction Y (z) (cf équation (3.16)) en tout point € Dj.

C’est justement ce que permet de faire 'amélioration espérée. Toutefois, il a été montré
a la section précédente que sur les cas étudiés, 'exploration de ’espace des objectifs n’est
pas toujours suffisante et ne permet donc pas d’obtenir I'intégralité du front. L utilisation
de I’algorithme évolutionnaire peut permettre de compenser ce manque d’exploration.

6.4.1 Détail de ’algorithme MOEGO NSGA-II

Nous proposons un algorithme qui combine les avantages des deux méthodes. Pour
cela, 'idée proposée est de réaliser un algorithme séquentiel du type MOEGO en choisis-
sant les points a rajouter au plan d’expériences a 'aide de 'algorithme NSGA-II, comme
Iexplique la figure Plus précisément, a partir d’un plan d’expériences initial, par
exemple de taille N%O 5 = 10, on construit un premier modele de krigeage des fonctions
objectif ( ﬁ)l ‘ . L’algorithme NSGA-II est ensuite utilisé afin d’estimer le front de

\'LgNobj
Pareto des approximations gaussiennes des fonctions objectif. Le temps d’exécution de

cette étape est tres réduit par rapport au temps d’exécution potentiel des objectifs. On
peut donc laisser I'algorithme NSGA-II évoluer durant un nombre fixé de générations suffi-
samment grand. Par exemple, on peut prendre Ny, = 500 pour deux objectifs. Les points
maximisant 'amélioration espérée sont ensuite recherchés sur la population afin d’enrichir
le plan d’expériences. La section explique le détail de cette étape. Ce nouveau plan
d’expériences permet alors de construire un nouveau modeéle de krigeage de chacune des
fonctions objectif.

En ce qui concerne le critere EI multi-objectif utilisé, la section [6.3.2) montre que celui
basé sur la distance euclidienne (voir équation (5.14)) donne de meilleurs résultats selon
la mesure de convergence choisie dans cette étude. C’est donc celui qui est mis en place
ici. Toutefois, la méthode proposée peut s’utiliser avec n’importe quelle version de I'EI
multi-objectif. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle les notations utilisées pour ce critére
a la figure restent générales. Enfin, la section précédente a montré que la modification
de Parr du critere MOEI réduit la capacité d’exploration de la méthode MOEGO. De ce
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0
r N X:{:ltl,'“,mNDOE}

Initial DOE (X,Y) NO
Y = {fi(m1>,~-~ il DOE)}
i 1<i< Nop

—> Build surrogates f; (XY) — {fi}1gigNobj

A
xopt — argmax, EI(z) NSGA-II evolves on {fi}lgigNubj
card (XOpt) = Ncpru to maximize EI — X°P?

|

A

X ={x,x°r}
Y ={v, f.(x°")}
Stopping criterion

NOK OK

Y

Optimal PF computed on (X,Y)

Add X°Pt to DOE

.

FIGURE 6.24 — Illustration de la méthode MOEGO NSGA-IT

fait, le critere d’amélioration espérée par rapport au front complet, et non plus réduit a la
zone dominée par un goal point comme introduit a la section [6.3.1] est utilisé.

Enfin, cet enrichissement du plan d’expériences aidé par NSGA-II est réalisé tant qu’un
critere d’arrét n’est pas atteint. Ce dernier correspond souvent a un budget de calcul alloué.
Un autre critere d’arrét peut aussi étre défini en utilisant la valeur de ’amélioration espérée
maximum & l'itération courante. En effet, on peut comparer ce maximum a une valeur ca-
ractéristique de méme nature. Par exemple, dans le cas de la distance euclidienne, le maxi-
mum de 'amélioration espérée a l'itération courante peut étre comparé a la distance mi-
nimale entre le front courant et le point de coordonnées C = (minyeyp F Y1, Milycypy y2).
Dans le cas d’un critére basé sur 'hypervolume, le maximum de l'amélioration espérée
peut étre comparé a 'hypervolume du front courant. Ces deux distances sont représentées

sur la figure [6.25

fah

h

FIGURE 6.25 — Illustration des valeurs a comparer pour la construction d’un critére d’arrét
pour I'amélioration espérée basée sur la distance euclidienne
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6.4.2 NSGA-II pour choisir les points d’enrichissement

Afin de distribuer les appels aux fonctions objectif, cette partie a pour but de détailler
le choix simultané de plusieurs points pour ’enrichissement. Pour cela, on utilise NSGA-II
afin d’explorer I'espace des entrées et d’approcher le PF sur le modele de substitution
entre chaque enrichissement. A partir de ce PF, I’enjeu est donc de choisir les points
qui apportent I'information la plus pertinente, c’est-a-dire les points qui améliorent la
connaissance du front de Pareto en divers endroits de I’espace des objectifs.

Une maniere de choisir plusieurs points a chaque itération et permettant de forcer
I’exploration est de choisir les points maximisant le critere EI répartis sur des sous-espaces
(Ai)1<z< ~, disjoints de P'espace des objectifs. Par exemple, avec deux objectifs, on peut
partitionner ’espace des objectifs a I’aide de droites concentriques partant de ’origine.
Ceci permet donc de répartir la population optimale en sous-ensembles de points. Voici
les étapes du choix des points d’enrichissement utilisant NSGA-II :

fo4 ° . A4 s/ .
N . . ,l ------- // . /
° I, // / /‘ ‘///
° / ° -
. A _—
® l / / // - °
. |/ / - - —
VP
. o
lzZ=="___ ———— .

> fi

FIGURE 6.26 — Illustration de la population =~ FIGURE 6.27 — Illustration de la décomposi-
optimale P obtenue sur les prédictions par  tion de la population P en sous-espaces dis-

krigeage des objectifs. joints P 4, & l'aide de lignes concentriques
f2“ i Y
f oA , E ° / L — ®
o ) -
ERVARRYANES :
S A .
[/ 7. . .
|/ / e P
, /) S — e °
///;////// E ® [ Y. -
Zé/: _______ Ao TN
> fi

FIGURE 6.29 — Illustration de I'optimisation
FIGURE 6.28 — Illustration du choix des locale de I’EI & partir des points choisis a
points dans les sous-espaces disjoints P 4, la figure

1. NSGA-II évolue pendant Ny, générations de sorte a minimiser fl et fg (la popu-
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lation prédite P apres ces Nge, générations est représentée sur la figure .

P = {(slan). @) s+ . (Fi@npon): Folnror) )

2. Sur cette population 75, Neopy points sont choisis, grace aux Nepp lignes conver-

gentes représentées sur la figure[6.27 Ces points sont ensuite utilisés afin d’initialiser

la recherche du maximum pour 'amélioration espérée. Ceci permet notamment de

rajouter des points & divers endroits de I'espace des objectifs et obtenir un front

bien distribué. Cette division de la population P est discutée a la partie |6.4.5.1
Pa, = {xk : (f1(95k)7f2(33k)) € Ai}

. On choisit ensuite les points maximisant 'amélioration espérée dans chacun des

sous-espaces 73,41. (délimités par les lignes convergentes représentées sur la figure
6.28]).

El() = E[l(2)|YV(X)=Y]
xh = argmax . FElI(z)
{ 1
xp 2 = argmax,ep . Elfz)
:cngNoPU = argmax,.p Ellz)
Neopu

. Chacun de ces points est ensuite utilisé pour initialiser la recherche du maximum
du critere EI & l’aide d’un optimiseur local (par exemple Nelder-Mead, détaillé en
section comme illustré sur la figure et les optima obtenus sont ensuite
rajoutés au plan d’expériences.

Elfz) = Ell@)Y(X)=Y]
2kt — argmaX;I;e\/(a:g“)EI(x)
£h 2 = argmax, ik 5 BI(z)
ph+Nepy  — argmaxmev(m(l;t{»f\/(l‘PU)EI(-T)
X = X, xk+17 e 7wk+NCPU
y' = Y fila"th), . vfi(mHNCPU)}
La notation = € V(xg*"), i € {1,---, Nopu}, pour le calcul de chacun de ces

maxima permet uniquement de souligner le fait qu’un optimiseur local est utilisé,
initialisé par le point xlg'”. Toutefois, le domaine de recherche de ce dernier est D,
entier. Pour cette optimisation, puisque le critere d’amélioration espérée basé sur
la distance euclidienne n’est pas dérivable, 'optimiseur COBYLA, développé par
Powell [Powell, 1998], est utilisé.

6.4.3 Filtre des redondances a chaque itération

Puisque Nopy points sont potentiellement ajoutés simultanément au plan d’expé-
riences, certains de ces points peuvent donc étre fortement corrélés, c’est-a-dire étre proches
dans I'espace des entrées et apporter une information redondante. En particulier, lors des
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premieres itérations de l'algorithme MOEGO NSGA-II, peu de points sont présents dans
le DOE. A cause de cela, Pamélioration espérée peut avoir peu de maxima locaux et donc
plusieurs des N¢py maximisations locales peuvent retourner le méme point. De ce fait, il
est nécessaire de filtrer les points non informatifs avant de les inclure au plan d’expériences.
L’estimation de 'erreur du krigeage ¢ peut ici étre utilisée. En effet, elle ne dépend pas de
la valeur de la sortie, comme expliqué en section [3.2.3.3] Un point peut étre virtuellement
ajouté au plan d’expériences du krigeage pour fournir I’estimateur de l'erreur 6% qu’au-
rait le modele de krigeage une fois le point & rajouté. Le point est dit virtuellement ajouté
puisque l'on n’utilise pas la valeur de la sortie en ce dernier. Ainsi, I'estimateur d’erreur
virtuel 677 est utilisé sans recalculer les paramétres du modele de krigeage (variance,
longueurs de corrélation, etc...). Ceci est expliqué dans la section

Pour utiliser cette erreur virtuelle du krigeage dans le but de filtrer les redondances
parmi les Nopy points, on part du dernier plan d’expériences DOFE, représenté en figure
L’estimation de I'erreur « réelle » & est représentée sur le graphe du bas. Les points
sont ensuite testés séquentiellement : le point d’amélioration espérée maximale des Nopy
points est virtuellement ajouté (comme expliqué a la section . Sur le graphe du bas
de la figure [6.31] l'erreur courante & est représentée en pointillés alors que celle calculée
par ajout virtuel 67 y est représentée en vert. On ajoute par la suite

, il est rejeté si sa variation d’écart type entre le plan
d’expériences courant et I’écart type estimé sur le plan d’expériences virtuel est plus grande
que Preject = 90% (comme représenté sur la figure . Si sa variation est plus faible que
Preject, alors le point est gardé pour ajout, comme représenté sur la figure [6.33] puis

Ce processus est répété tant que les Nopy points n’ont pas été testés. Ceci est résumé
a lalgorithme [6.1]

Algorithme 6.1 Algorithme de filtre des redondances des N¢py points & 'aide de I'erreur
virtuelle du krigeage.

Input : Le plan d’expériences courant DOFE
Les entrées des Nopy points a ajouter (ml, e ,acNCPU)

La valeur de 'amélioration espérée en ces points (EII, e 7EINCPU)

Output : La liste X P! des points & évaluer avec les fonctions objectif

- Classer les points a rajouter de maniére décroissante par rapport a la valeur de
1’EI : m(l)7 e 7m(NCPU);

- Rajouter le point maximisant I’El a la liste des points & évaluer sur les objectifs
Xort — {mu)};
for 2 <] < NCPU do
N 5+XP ()
if VZ c {]., e 7N0bj}} UT((J)))
. Xt — {Xoptjm(j)};

end
end

- Retourner X°P¢;

> 0.1 then
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Next point (not ok)
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FIGURE 6.30 — Etat initial

FIGURE 6.31 — Ajout vir-
tuel du point d’améliora-
tion espérée maximale.

a été grandement modi-
fiée par I'ajout du premier
point.
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FIGURE 6.35 — Test du
point suivant (classé dé-
croissant selon l’améliora-
tion espérée)

FIGURE 6.33 — Test du
point suivant dont ’erreur
a peu été modifiée par
I’ajout du premier point.

FIGURE 6.34 — Ajout vir-
tuel du point accepté pré-
cédent.

FIGURE 6.36 — Illustration du plan d’expériences initial et de 'effet de I’ajout virtuel de
points au plan d’expériences sur ’estimateur de 1’écart type de la prédiction fourni par le
krigeage.

6.4.4 Résultats sur les cas analytiques

Les performances de l'algorithme NSGA-II sont maintenant testées sur les cas tests
précédemment présentés. Pour cela, il faut choisir les différents parametres de ’algorithme
MOEGO NSGA-II, qui sont résumés sur la figure [6.37} On peut remarquer que le nombre
de parametres importants est relativement restreint. En effet, tout ce qui a trait a ’algo-
rithme NSGA-II s’exécute sur une fonction peu cofiteuse, il n’est donc pas nécessaire d’y
porter trop d’efforts et il est facile de mettre des valeurs conservatives pour ces parametres.
Nous proposons par exemple une population de taille 100 et 500 générations. Ceci permet
de s’assurer de la convergence avant ’ajout des points au plan d’expériences. Il ne reste
donc que deux parametres d’importance : la taille du plan d’expériences initial N%O petle
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nombre de points Nopy a ajouter au plan d’expériences a chaque itération de ’algorithme
EGO. La taille du plan d’expériences initial est fixée a 10, ce qui est faible mais permet
de garder une part importante du budget d’appels disponibles aux fonctions objectif afin
de maximiser le critere d’amélioration espérée et donc d’enrichir les zones d’intérét. Le
nombre de processeurs correspond au nombre de points que l'on rajoute a chaque itéra-
tion. Cette valeur ne peut pas étre choisie trop grande au risque de perdre tout I'intérét
des algorithmes basés sur 'amélioration espérée. En effet, ce critére est optimal dans le
cas de I'ajout d’un seul point séquentiellement. Or cet ajout nécessite théoriquement ’ac-
tualisation du modele de krigeage. Plus Nopp est grand, plus I'on s’éloigne de 'optimalité
des points que 'on rajoute. Par ailleurs, ce parametre Nopy dépend également du budget
de calcul disponible. Puisque 1’on souhaite utiliser un outil de calcul de type ordinateur
de bureau, on se limite a Ngopy = 10.

Pour que les résultats soient comparables a ceux de la méthode de Parr de la section
précédente, le méme plan d’expériences initial est utilisé pour les cinquante optimisations.

Initial DOE (X,Y) |N%,, =10

!

| Build surrogates fz

!

X°Pt = argmax, El(x) | Npop = 100
;‘\“Y(}p(; =10 Ngen = 500

!

Add X°Pt to DOE

\4
Optimal PF computed on (X,Y")

FIGURE 6.37 — Résumé des parameétres de 'algorithme NSGA-II et leur valeur pour 'ap-
plication sur les cas analytiques

Comme précédemment, les résultats sont donnés par I'intermédiaire des courbes de la
distance au vrai front en fonction du nombre d’appels distribués aux objectifs. Ils sont
donnés sur les figures a Ces figures comparent la méthode MOEGO avec la
formule de Parr de la section précédente et I'assistance par NSGA-IT présentée dans cette
partie. Dans les deux cas, Nopy = 10. La premiere remarque que 'on peut faire est que
I'utilisation de NSGA-II afin de choisir les points & ajouter au plan d’expériences permet
en moyenne de rendre la méthode plus parcimonieuse pour atteindre un front de qualité
satisfaisante.

En ce qui concerne la montée en dimension, elle semble étre mieux amortie, notamment
dans le cas de ZD'T3 ou ’on remarque que la méthode nécessite peu d’appels pour atteindre
la distance cible. Par ailleurs, pour mettre en évidence que 'assistance par NSGA-II et
I'utilisation de lignes concentriques permettent d’améliorer I'exploration de l’espace des
objectifs, la figure montre le résultat de 'une des optimisations dans le cas de ZDT3
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MOP2 en dimension 4 :
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FIGURE 6.38 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 en dimension 4
MOP2 en dimension 10 :
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FIGURE 6.39 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 en dimension 10
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ZDT3 en dimension 4 :
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FIGURE 6.40 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test ZDT3 en dimension 4
ZDT3 en dimension 10 :

& 10° ; ;

[J] — Target distance
2 e—e MOEGO Parr

q, e—e MOEGO NSGA-II
<

s

2.

o 107

o

C

©

8

o)

kel

Q

e

107} ; 1
‘s \\“ MF’H—HH‘”—O—.—.—N_.
()

r_:n MH*’"‘“"H*
S

5

Q103 ; i i i i i
=0 5 10 15 20 25 30 35

Number of distributed calls to objective functions

FIGURE 6.41 — Graphique représentant la
distance entre PF* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test ZDT3 en dimension 10
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Objective2

0.21 W
0.1-| #—e Parallelized MOEGO

e—e Parallelized MOEGO-NSGA-II

-1.0 -0.5 0‘0 0‘5 1.0 15
Objectivel

FIGURE 6.42 — Illustration d’'un PF obtenu apres 35 appels distribués pour le cas test
7ZDT3 en dimension 10

MOEGO

NSGA-II NSCA-IT
MOP2 4D 130 15
MOP2 10D 735 40
ZDT3 4D 150 15
ZDT3 10D 385 35

TABLEAU 6.3 — Tableau récapitulant le nombre d’appels nécessaires afin que la valeur
maximum sur 50 optimisations de la distance atteigne la distance cible

en dimension 10. On y remarque que le front entier est capturé alors que la méthode de
Parr ne permet pas de 'obtenir et n’en capture qu’une petite partie (comme discuté dans
la section précédente).

Concernant la robustesse de la méthode, nous comparons MOEGO NSGA-II avec la
méthode NSGA-II dont nous avons déja prouvé la robustesse. Pour cela, les figures a
permettent de comparer les boites a moustaches de la distance au front des cinquante
optimisations aprés un certain nombre d’appels distribués. Ceci permet de résumer le
nombre d’appels distribués nécessaires a la convergence entre NSGA-II et MOEGO NSGA-
II dans le tableau [6.3]

On remarque que 'utilisation du critere d’amélioration espérée maximisé a l'aide de
NSGA-II converge, en peu d’appels aux fonctions objectif, vers un PF de qualité et bien
distribué comme le montre la figure [6.42

Enfin, afin de montrer que le filtre de redondances est utile, les courbes des figures [6.47
et illustrent le nombre moyen de points ajoutés au plan d’expériences a chaque appel
distribué. On remarque que pour les premiéres itérations de 1'algorithme NSGA-II, il est
rare que les Nopy points choisis soient tous ajoutés au plan d’expériences. Ceci s’explique
par le fait que les points du front courant sont initialement mal placés dans l’espace des
objectifs et peuvent étre trés proches les uns des autres. Les lignes concentriques sont
définies par rapport aux points extrémes du front courant dans I’espace des objectifs et
donc beaucoup des Ngpp points des premieres itérations sont corrélés. La différence entre
ZDT3 et MOP2 donne justement raison a cela puisque dans le cas ou la fonction MOP2 est
faiblement échantillonnée, la probabilité est grande que les points optimaux se trouvent

151



CHAPITRE 6. OPTIMISATION MULTI-OBJECTIF

MOP2 en dimension 4 :
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FIGURE 6.43 — Graphique représentant les
boites & moustaches de la distance pour le
cas test MOP2 en dimension 4

MOP2 en dimension 10 :
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FIGURE 6.44 — Graphique représentant les
boites & moustaches de la distance pour le
cas test MOP2 en dimension 10
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ZDT3 en dimension 4 :
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FIGURE 6.45 — Graphique représentant les
boites & moustaches de la distance pour le
cas test ZDT3 en dimension 4

ZDT3 en dimension 10 :
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a proximité du point (1,1) dans l'espace des objectifs. Ceci est d’autant plus vrai que
la dimension des entrées est grande. De ce fait, le découpage de I'espace des objectifs en
sous-ensembles se fait sur une zone tres réduite de ’espace des objectifs et les optima
locaux trouvés sont ainsi tres proches les uns des autres. De ces figures, on peut donc
en conclure que 'algorithme NSGA-II permet en peu d’itérations de proposer des points
d’initialisation pour le calcul du maximum de I’EI suffisamment diversifiés. C’est ce qui
explique la convergence rapide de MOEGO NSGA-II.

MOP2 : ZDT3 :

10+

10pee

®
=
L]
L)

DOE at this iteration
DOE at this iteration

»
[

e ¢ MOP2 dimension 4 e o ZDT3 dimension 4
e o MOP2 dimension 10/ ] [ e o ZDT3 dimension 10 ||

Mean number of points added to
Mean number of points added to

i i
10 40 50 10 40 50

20 30 20 30
Number of distributed calls Number of distributed calls

FIGURE 6.47 — Nombre moyen de points FIGURE 6.48 — Nombre moyen de points
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cisse. cisse.

6.4.4.1 Comparaison entre le point de vue MOEGO NSGA-II ou NSGA-II
assisté par krigeage

La section présente deux manieres d’utiliser un modele de substitution en opti-
misation multi-objectif. La premiere, basée sur 'amélioration espérée, consiste a diriger
I’optimisation a ’aide du modele de substitution. De ce fait, le PF retourné est celui cal-
culé sur les points du plan d’expériences. C’est le point de vue adopté ici, c¢’est la raison
pour laquelle il s’agit d’'une méthode de type MOEGO assisté par NSGA-II.

La seconde consiste a utiliser le modéle de substitution comme un pur substitut des ob-
jectifs dans le cadre d’un algorithme évolutionnaire. Avec cette vision, I’enrichissement du
plan d’expériences correspond & une mise a jour des modeles de substitution. Ceci signifie
que la population obtenue sur le modeéle de substitution lors de la derniere génération est
le PF retourné par I'algorithme. On peut éventuellement évaluer ces points sur les vraies
fonctions objectif. Cette évaluation peut s’avérer indispensable si la variance du krigeage
des fonctions objectif est élevée sur les individus de cette population.

L’algorithme présenté ici peut donc potentiellement étre vu comme un algorithme
NSGA-II assisté par krigeage. L’étape d’enrichissement détaillée a la section [6.4.2 peut en
effet &tre interprétée comme un mise a jour des modeles de krigeage des fonctions objectif.
Toutefois, un tel algorithme a pour inconvénient de retourner des points estimés optimaux
sur la surface de réponse. Ceci implique que ces points peuvent nécessiter d’étre estimés
sur la vraie fonction alors que ’approche EGO ne retourne que des points estimés sur les
vraies fonctions objectif.
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FIGURE 6.49 — Comparaison du PF selon que 'on retourne les points Pareto-optimaux du
plan d’expériences (MOEGO NSGA-II) ou que l'on retourne les points de la population a
la derniére génération de NSGA-II (NSGA-IT assisté par krigeage).
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Sur nos simulations, les deux formulations semblent donner des résultats comparables.
Les figures et montrent que dans les deux visions, le front de Pareto semble bien
discrétisé. Toutefois, la vision NSGA-II assisté par krigeage retourne un PF de taille fixée,
restreint a la taille de la population a la maniere d’un algorithme génétique classique. Ces
points étant évalués sur les prédictions par krigeage des fonctions objectif, il peut étre né-
cessaire de les recalculer, ce qui constitue un inconvénient. A 'opposé, la version MOEGO
assistée par NSGA-II ne retourne que les points Pareto-optimaux du plan d’expériences,
ce qui signifie qu’ils ont été estimés sur les fonctions de référence. Il n’y a donc pas besoin
de refaire appel aux fonctions objectif cotiteuses.

Dans tous les cas, c’est un autre avantage de la méthode que de fournir deux maniéres
de calculer le front de Pareto. Par exemple, si I’'une des deux ne donne pas une discrétisation
satisfaisante, on peut la compléter par 'autre. Ceci est notamment applicable pour ZDT3,
sur la figure En effet, on peut remarquer sur ce graphique que dans la zone du front
ou 0.65 < fi; < 1.0, la version NSGA-II assistée par krigeage permet de rajouter des points
Pareto-optimaux qui n’avaient pas été rajoutés au plan d’expériences, notamment parce
que Pestimation d’erreur du krigeage en ces points était trés faible (de I'ordre de 1077).
Or, la partie ou —0.8 < f1 < 0.65 est beaucoup mieux discrétisée dans le cas de la méthode
MOEGO.

On peut donc enrichir le PF retourné par la méthode MOEGO NSGA-II a I’aide de la
population NSGA-II prédite par le krigeage a la fin de 'algorithme. Si des points de cette
derniére se trouvent dans des zones du PF ou la discrétisation est mauvaise, il peut étre
intéressant d’y rajouter ces points. Dans le cas ou les estimateurs d’erreur (61-)1<Z< Noos de
la prédiction des objectifs en ces nouveaux individus sont faibles (en dessous de 10~ par
exemple), nous pouvons méme envisager de les retourner sans les évaluer sur les fonctions

de référence.

Enfin, il y a un autre cas dans lequel la version NSGA-II assistée par krigeage peut
étre utile : lorsque la fonction est bruitée. Dans ce cas, le modeéle de krigeage peut étre
utilisé avec un effet pépite le rendant non interpolant. Méme si ’amélioration espérée est
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encore utilisée pour enrichir le plan d’expériences, il est des lors préférable de retourner
la valeur prédite par le krigeage prenant en compte le bruit plutét que la valeur exacte
provenant du code (qui est bruitée).

6.4.4.2 Test de prolongement de la méthode

L’application de 'algorithme NSGA-II sur les prédictions par krigeage ( ﬁ) sert

1<Z‘<N0bj
donc a explorer intensivement I’espace des objectifs. De sorte a intensifier I’exploration,
I'idée a été proposée d’utiliser une formule plus optimiste et d’appliquer NSGA-IT sur la

borne de confiance inférieure de la prédiction par krigeage ( fi — ko . Le coefficient

') 1<i<Noy;
k permet de définir le pourcentage de l'intervalle de confiance utilisé. Aﬁ]n de quantifier
I'influence de ce coefficient, deux méthodes ont été testées. Pour la premiére, ce coefficient
k est fixé & 1.96, ce qui permet de minimiser la borne de confiance inférieure a 95%. Pour
la seconde, nous avons choisi de faire décroitre la valeur de k avec le nombre de points
dans le plan d’expériences, pour atteindre une valeur nulle & 'approche du budget total
d’appels. Comme dans la premiere procédure, la valeur initiale de k est fixée a 1.96. Les
résultats en dimension 10 sont donnés sur les figures et Ces résultats mettent en
évidence le manque de robustesse de cette technique. Quelle que soit la stratégie utilisée
pour le choix de k, la figure illustre le fait que l'introduction de ’écart type peut
drastiquement ralentir la convergence alors qu’elle I'accélére peu dans les cas favorables
tels que ZDT3 sur la figure

MOP2 : ZDT3 :

TR

-
B
=
o
G

— Target distance

e [ ki

— Target distance

e [ ki

o—o [k with fixed k

oo |

o—o f—ki with fixed k

oo |

Mean Value of the distance to the true PF

Mean Value of the distance to the true PF

107 - 107 +
\\“""‘«o« \%«M."
M
" . "““Num.m
10 0 iO 2‘0 3‘0 4‘0 50 60 1o 0 fO 20 30 40 50
Number of distributed calls to objective functions Number of distributed calls to objective functions

FIGURE 6.52 — Graphique représentant la FIGURE 6.53 — Graphique représentant la

distance entre PF* et PF en fonction distance entre PF™* et PF en fonction
du nombre d’appels aux fonctions objectif du nombre d’appels aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 en dimension 4 pour le cas test ZDT3 en dimension 4

La raison de la non-robustesse de cette méthode provient du fait qu’elle enrichit des
zones d’incertitudes grandes mais qui n’améliorent pas forcément la connaissance du front.
Les cas favorables sont donc ceux ou les zones de fortes incertitudes, telles que les bords
du domaine, correspondent a des points critiques de la fonction objectif. Or, ce n’est pas le
cas de MOP2 ot les zones critiques se situent au milieu du domaine. De ce fait, les points
vers lesquels menent la population P ne permettent pas systématiquement d’améliorer
I’approximation de PF™.
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Pour résumer, du fait de la non robustesse de cette solution et sans a priori sur les
1 place de (f;) d

LMo a la place de ( f; i< Ny ans

la partie d’enrichissement du plan d’expériences par NSGA-II est fortement déconseillée.

fonctions & minimiser, 'utilisation de ( fi— k&i)

6.4.5 Conclusions sur la méthode MOEGO NSGA-II

Pour résumer, voici les apports de la méthode MOEGO NSGA-II pour 'optimisation
par modeles de substitution et calcul distribué :

1. Elle nécessite peu d’appels distribués aux objectifs afin de converger vers un PF de
qualité suffisante.

2. Elle permet de distribuer les appels aux objectifs dans le cas ou le nombre de
processeurs disponibles est réduit. Ce chiffre dépend de la dimension mais il est
préférable de rajouter moins de 10 points & chaque itération.

Enfin, dans le cas ot le résultat de la méthode MOEGO n’est pas satisfaisant, il est possible
de l'enrichir & ’aide de la population NSGA-IT optimale a la fin de l'algorithme. Cette
population étant prédite par krigeage. Il est alors important de réévaluer ces points s’ils
ont une variance de krigeage trop importante. L’utilisation de cette population NSGA-II
finale peut notamment étre utile si au moins I'une des fonctions objectif est bruitée.

6.4.5.1 Extension du domaine d’application de MOEGO NSGA-II

Cette méthode peut étre adaptée a la présence de contraintes ainsi qu’au cas ou le
nombre d’objectifs est supérieur a deux. Toutefois, cette extension nécessite quelques adap-
tations de I'algorithme MOEGO NSGA-II.

Dans le cas de plus de deux objectifs : il y a deux parametres a modifier dans
I’algorithme détaillé précédemment.

1. La maniere de calculer le critére d’amélioration espérée. En effet, au-dela de deux
voire trois objectifs, il faut estimer le critére a I'aide de méthodes de Monte-Carlo.
C’est notamment ce qui est fait dans 'étude de Féliot [Féliot et al., 2016]. Pour
cela, des espérances sont a estimer. La taille de 1’échantillon Monte-Carlo n’est
donc pas nécessairement tres élevée. On peut par exemple utiliser 'estimateur de
la variance de I'erreur commise par cet estimateur Monte-Carlo afin de déterminer
si la précision est suffisante.

2. Le partitionnement de la population optimale de NSGA-II par des ensembles dis-
joints (‘Ai)1<2< Nepy - Dans le cas de deux objectifs, il est aisé de construire des lignes
concentriques de sorte a choisir les points dans des zones disjointes de 1’espace. En
dimension plus élevée, on peut encore découper l'espace des fonctions objectif a
laide d’hyperplans séparateurs (I’équivalent en dimension supérieures des droites)
concentriques. Une autre idée est d’utiliser un clustering afin de séparer les Ny
points de la population prédite optimale sur NSGA-II, P. De ce fait, il suffit de
choisir Nopy clusters pour scinder la population en sous-populations disjointes
73142.. Ensuite, ’étape de maximisation de 'amélioration espérée reste la méme que
précédemment.
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Pour la prise en compte des contraintes : Un probléeme multi-objectif sous contraintes
s’écrit de la maniere suivante :

min f1 ()
min fo(x) (6.10)
sc G(x) <0

G(x) = (gi(x), - ,9N.,,.(x)) sont les fonctions contraintes. Les points vérifiant les

contraintes sont dits points admissibles, les points ne les vérifiant pas sont dits infaisables.

MOEGO NSGA-II peut prendre en compte les contraintes, méme dans le cas ou les
points initiaux sont infaisables. Pour cela, il est nécessaire de pénaliser les fonctions objectif
ou de modifier la définition de la dominance dans le cas de NSGA-IT et d’adapter la formule
du calcul de 'amélioration espérée. Pour NSGA-II, on peut par exemple citer I’étude de
Deb [Deb, 2000]. 11 propose de pénaliser fortement les fonctions objectif lorsque la solution
est infaisable. Pour cela, il faut que cette pénalisation respecte trois regles :

1. si Pon compare deux solutions faisables, alors on utilise la dominance de Pareto
classique,

2. si 'on compare une solution faisable et une solution infaisable, la solution faisable
doit toujours étre privilégiée,

3. si I'on compare deux solutions infaisables, il faut privilégier la solution violant le
moins les contraintes.

Le point qui nécessite le plus d’aménagement de la dominance classique est le point 3. En
effet, il requiert d’étre capable d’ordonner les contraintes. Ce que propose Deb dans son
étude [Deb, 2000] est donc de pénaliser la fonction cotit de la maniére suivante :

Ft (z) = { Fé‘fﬁ N 5 G (@) < 0 (6.11)

F + >25=9" max (g5 (x),0) si31 <7< Neons + gj(x) >0
L’inconvénient de cette technique est qu’elle pénalise les points infaisables par une formu-
lation scalaire. Plus précisément, elle résume en une seule équation toutes les violations de
contraintes. Or, ceci nécessite que les contraintes soient comparables et on peut préférer
la méthode choisie par Féliot [Féliot et al., 2016] dans son étude. Elle consiste & remplacer
la dominance de Pareto > par la dominance notée >. Celle-ci est définie de la maniere
suivante : (y,y°)> (v, y”) siT (y,y°) = ' (v, y). La fonction I est définie de la maniére
suivante :

I_‘ . RNobj X RNcons — RNobj X RNcons
¢ (y,0) si y© <0 (6.12)
(v,9) — { (+00, max (y°, 0)) sinon

Cette nouvelle dominance vérifie les trois points présentés précédemment. En effet, si 'on
compare deux points admissibles, cela revient a utiliser la dominance de Pareto. Si 'on
compare un point admissible et un point non admissible, le point admissible domine forcé-
ment 'autre. Enfin, si I’on compare deux points non-admissibles, on utilise la dominance
de Pareto dans ’espace des contraintes violées.

Pour I'amélioration espérée, il existe plusieurs facons de modifier la formule de sorte
a prendre en compte les contraintes. Notamment, la redéfinition de la dominance précé-
dente par Féliot est utilisée pour construire un nouveau critere d’amélioration espérée.
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Toutefois, puisque I'amplitude de la violation de la contrainte est déja mesurée par 1’évo-
lution NSGA-II, il est possible d’utiliser une version plus simple de I’EI, en multipliant
le critére sans contrainte par la probabilité que les contraintes soient respectées. Soient
Y¢(x) = (Yf (), , Y5 (ac)) les processus gaussiens définis par le krigeage (défi-
nis tels qu’a ’équation ) des fonctions contraintes. Si I'on fait ’hypothése que les
contraintes sont indépendantes entre elles et avec les fonctions objectif, le nouveau critere
d’amélioration espérée peut s’écrire :

Tnfo (z) = E (L) P (Y(z) < 0) (6.13)

La notation I, pour 'amélioration traduit le fait que cette maniére de prendre en
compte la contrainte fonctionne aussi bien pour 'amélioration basée sur ['’hypervo-
lume détaillée a 1’équation , que pour celle basée sur la distance euclidienne dé-
taillée a I’équation . Cette idée est notamment proposée dans I’étude de Couckuyt
[Couckuyt et al., 2014]. Ce critére présente ’avantage de rajouter un terme calculable ana-
lytiquement puisque Y ¢ est un processus gaussien de loi connue analytiquement.
Pour résumer, afin de prendre en compte les contraintes il faut :
— Faire un modele de krigeage des contraintes.
— Dans NSGA-IT :
¢ Pénaliser les fonctions objectif tel qu’a I’équation ou modifier la domi-
nance de Pareto tel qu’a I’équation .
o Répartir les points de la population optimale par clustering (a 'aide de Neopy
clusters).
— Pour 'amélioration espérée : modifier la formule du calcul de 'amélioration espérée,

tel qu’a I’équation (/6.13)).

6.4.5.2 Limites de P’algorithme MOEGO NSGA-II

La plupart des limites de cet algorithme sont héritées de la construction de modeéles de
substitution par krigeage. De ce fait, la principale restriction concerne le nombre de para-
metres d’entrées. En effet, le krigeage a une efficacité garantie en dessous de la dimension
10. Au-dela, plusieurs facteurs peuvent en dégrader les performances :

— Tout d’abord, un probléme qui est commun a toutes les techniques de réduction
de modele est le fléau de la dimension. Il est par exemple illustré dans le livre
[Hastie et al., 2009]. En effet, & partir de la dimension 10, les points sont tous a
des distances importantes les uns des autres, en conduisant a des points « isolés ».
Pour compenser cela, il est de ce fait nécessaire d’utiliser des plans d’expériences
de taille plus importante. Or, 'augmentation avec la dimension de la distance entre
les points n’est pas linéaire et la taille du plan d’expériences nécessaire pour capter
certains effets peut devenir irréalisable. Dans le cas du krigeage, le corollaire de
cette augmentation de distance entre les points implique que ’estimateur d’erreur
du krigeage est plus élevé en moyenne avec la dimension. De plus, cet estimateur
d’erreur a tendance & moins diminuer avec ’ajout de points au plan d’expériences.

— L’augmentation en dimension implique donc que la taille du plan d’expériences doit
étre plus importante. Par ailleurs, la taille du plan d’expériences détermine la taille
de la matrice de covariance du krigeage. Or, cette matrice doit étre inversée pour
estimer les parametres du modele. De plus, la prédiction par krigeage nécessite
également 'utilisation de cette matrice. De ce fait, plus la dimension de x est
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importante, plus la construction et I’exécution du modele de krigeage est lente.
Cette lenteur dans 'exécution pose probleme dans l'algorithme MOEGO puisque
le calcul et la maximisation de 'amélioration espérée nécessitent beaucoup d’appels
a ce modele. Des lors, ceci peut rendre la méthode inefficiente.

Par ailleurs si le nombre de processeurs disponible est grand, les calculs de la section
montrent que des algorithmes évolutionnaires peuvent étre compétitifs. En effet, ce
type d’algorithme permet de paralléliser de nombreux calculs dans le cas ou le nombre
de processeurs accessibles n’est pas limité. Par exemple, dans le cas de la dimension 4
a la section si 50 processeurs étaient disponibles, la résolution du probleme n’aurait
nécessité qu’une trentaine d’appels distribués.

En outre, la méthode MOEGO n’est pas adaptée a la distribution d’un trop grand
nombre de calculs : ’ajout d’un trop grand nombre de points simultanément ne se justifie
plus théoriquement puisque il est important de mettre a jour régulierement le modele
de krigeage. Or, ceci n’est pas possible si 'on souhaite distribuer un nombre important
d’appels.

Pour résumer, il existe deux cas dans lesquels la méthode proposée ici n’est pas
conseillée :

1. Si le nombre de dimensions est trop important. La limite couramment donnée,
provenant du fléau de la dimension, est 10.

2. Sile nombre de processeurs disponibles est treés important (ce nombre dépendant de
la dimension), la méthode proposée ici peut ne plus diminuer 'efficacité relative de
MOEGO NSGA-II par rapport & des méthodes ne faisant pas appel a des modeles
de substitution.
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Ce chapitre a pour but de proposer un algorithme de résolution de ’équation ((7.1)).
min max [fl (17, 5307 Ee)]

€Dy £€Dg (71)
min fa(z)

Nous nous placons dans le cas ot & € D, C R* et o1 € € D¢ C R8. Un tel algorithme
permet ensuite de répondre au probléme présenté a 1’équation . La raison pour
laquelle le pire cas est une mesure de robustesse intéressante pour les ingénieurs est qu’elle
permet d’assurer que le systeme fonctionne quelles que soient les valeurs prises par les
incertitudes sur les parametres étudiés. Cet algorithme doit étre applicable méme dans le
cas ol les fonctions colit ont des temps d’exécution importants. De ce fait, pour diminuer
le temps de restitution de la méthode, il est nécessaire qu’elle permette de distribuer les
appels aux deux fonctions objectif. De plus, le nombre d’appels distribués nécessaires a
ces fonctions doit également étre minimisé. La section [7.1] permet de répondre & cela.

Nous appliquons ensuite ’algorithme proposé sur le cas industriel en section
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7.1 Résolution d’un probléme multi-objectif pire cas

La section [5.3.2]liste toutes les techniques permettant de résoudre des problémes mono-
objectifs ou multi-objectifs avec des mesures de robustesse de type pire cas pour les in-
certitudes. Toutefois, aucune de ces méthodes n’est applicable en 1’état. Par exemple, la
relaxation proposée par Marzat [Marzat et al., 2012], ou 'utilisation de modeles de substi-
tution proposée par Rehman [Rehman et al., 2014] ne sont congues que pour la résolution
de problemes mono-objectifs. En ce qui concerne les techniques de type coévolutionnaire
(voir la section , elles ont un cotit important. Il serait donc nécessaire de mettre
en place des techniques basées sur les modeles de substitution. Pour cela, le modele de
substitution étant une approximation, il faut s’assurer de la qualité de ce dernier en cours
d’optimisation et ce sur les deux populations évoluant en parallele. Cette mise en place
peut étre lourde a gérer. De plus, la méthode est a priori développée pour le cas ou
toutes les fonctions objectif sont incertaines et traitées par pire cas. Ceci nécessite donc
une modification dans I'utilisation de la population de test. Derniere limite de cette mé-
thode, elle n’est applicable que dans le cas ou les incertitudes sont traitées de maniere
déterministe, donc par l'intermédiaire d’un pire cas. Le passage a une mesure de risque
probabiliste n’est pas envisageable puisque l'utilisation d’une population de test, comme
en coévolutionnaire, n’est pas adaptée a la prise en compte de la densité de probabilité
des incertitudes en entrée.

Nous devons donc proposer de nouvelles techniques, en se basant sur ce que nous avons
déja développé. En particulier, I’algorithme multi-objectif MOEGO NSGA-II présenté
en section permet de retourner un front de Pareto satisfaisant en peu d’appels aux
fonctions objectif. Néanmoins, cette technique étant basée sur 'utilisation de modeles
de substitution, dont la forme analytique est continue, il est préférable de s’assurer de la
continuité des fonctions objectif. La section[7.1.1]Jmontre donc la continuité de 'application
pire cas. Ensuite, il reste donc a choisir l'algorithme d’optimisation mono-objectif le plus
adapté a I'estimation du pire cas en chaque point de contrdle x (section et a coupler
cette estimation de pire cas avec MOEGO NSGA-II (réalisé en section . Pour cela,
le cadre du calcul de ce maximum est explicité et permet de choisir I'optimiseur mono-
objectif le plus adapté a la problématique. Enfin, 'algorithme est détaillé et validé sur un
cas analytique.

7.1.1 Preuve de la continuité de ’application pire cas

Notre premier théoréme prouve la continuité du pire cas en faisant I’hypothése que le
domaine de définition de & ne dépend pas de x :

Théoréme 7.1. Si f € C®(D; x D¢, R) avec D, C RN= et Dy C RNe deux ensembles
compacts. Alors la fonction g définie a 'équation (7.2)) est continue pour tout € D, :

g9(z) = max f(z,§) (7.2)
€Dy

Preuve.

Soit ° € D,. L’application (z, &) — f (x, £) est continue sur D, x D¢ qui est un compact.
Par le théoréme de Heine, la fonction f est donc uniformément continue sur cet ensemble.
Nous avons donc :

Ve >0, 30 > 0,V€ € D¢, Va tel que Hw—mOH <6 ]f(m,g) —f(:co,ﬁ)‘ <e
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Donc V€ € Dg, Y tel que || — z°|| < §, on a :

f(mvé) f(.’L',E)—f(CBO,S)—I-f(:BO,E)
e+ f(x,€)

e+ g(z0)

NN

par définition de g pour la derniere ligne. Cette inégalité est vraie V& € D¢, elle est donc
en particulier vraie au point ou le maximum est atteint, ce qui nous donne Vx tel que
o =2 <o
0 0
9(x) < g(x”) + ¢ & g(x) —g(z”) <e

En répétant ce raisonnement en partant de f(x°, &) a la place de f(z,§) :

f(moas) f(wO,S)—f($,€)+f($,€)
e+ flz,§)
e+ g(x)

NN

par définition de g pour la derniere ligne. Cette inégalité est vraie V& € D¢, elle est donc
en particulier vraie au point ou le maximum est atteint, ce qui nous donne Va tel que
o~ % <o

9(a’) < g(x) +e = g(x") —g(x) <e

Ce qui signifie que pour tout ' € D, :
Ve >0, 30 >0, Vx € D, [Hw — :I:OH <= ‘g(cco) —g(a:)‘ < 5]

Ce qui prouve la continuité Vx? € D,.
O

Remarque sur I’hypothése de compacité de D, : Le théoréme reste valable méme si
D, n’est pas compact. En effet, dans le cas ou D, est espace R™V+ entier, il suffit de choisir
20 € RN+ et d’appliquer le théoréme précédent dans la boule fermée unité centrée en
B (z°1). En appliquant le théoréme précédent sur la fonction définie sur B (x°,1) x Dg,
on se retrouve de nouveau sur un compact et le théoreme précédent est encore valable.
Sachant que 1'on peut faire cela V&® € R¥=, on a bien la continuité (non uniforme) sur
tout Pespace RNz,

Remarque sur le cas ou D; dépend de D, : il est possible que le domaine de définition
de £ puisse dépendre de x. En particulier, les incertitudes portant sur les parametres
d’optimisation &, ont un domaine de variation modifié lorsque le point x se trouve a
proximité du bord de son domaine de définition. Ces incertitudes peuvent par exemple
étre appliquées de la maniére suivante : soit le parametre d’optimisation incertain est de
la forme X = x + &, soit il est de la forme X = x (1 + &). Deés lors, il est nécessaire de
redéfinir le domaine de variation des parameétres incertains & pour que X soit défini dans
D,.. Afin de prouver que le théoréme précédent est encore vrai dans le cas ou le domaine
de définition de &€ dépend de x, il est primordial de ne pas avoir a redéfinir le domaine
de variation de &. A cette fin, une maniére équivalente de traduire cette dépendance est
d’introduire une fonction continue ¢ définie & I'équation (7.3)).
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Cette fonction ¢ permet de vérifier que toutes les valeurs prises par &, dans le domaine
De, correspondent a un X qui se trouve dans D,.. En supposant que la formule permettant
de calculer X a partir de « et &€ est continue, la fonction ¢ ainsi définie est également
continue. On peut donc se ramener a un probléme de la forme :

g(x) = max f (¢ (z,&,) &)

£eD;

J et ¢ sont deux fonctions continues. Or, par composition de deux fonctions continues,
la fonction f(x,&) = f({(x,&,),&.) est également continue et l'on peut appliquer le
théoreme précédent.

7.1.2 Choix de l’algorithme d’optimisation mono-objectif pour 1’estima-
tion de pire cas

La fonction objectif fi; avec des entrées incertaines est potentiellement cotiteuse a
évaluer. De ce fait, 'algorithme d’optimisation qui permet de calculer le pire cas en chaque
point x doit converger en peu d’appels a cette fonction. Toutefois, cette caractéristique
n’est pas suffisante et un couplage entre 'optimiseur multi-objectif et ’estimation du pire
cas doit étre mis en place. Pour cela, la section introduit une nouvelle notation
permettant de différencier les incertitudes portant sur les parametres de controle x et
celles portant sur les parameétres environnementaux. Puis la section détaille ce que
cela peut apporter pour diminuer le nombre d’appels a la fonction f; lors de la résolution

de l'équation (|7.1)).

7.1.2.1 Réécriture de I'optimisation multi-objectif pire cas

Dans le probléeme de I’équation , une partie des incertitudes &, porte sur les para-
metres de design x. De ce fait, deux valeurs de £, et de « distinctes peuvent correspondre
a une méme estimation de fi. Ceci peut notamment permettre de réutiliser des appels a
la fonction f; utilisés pour estimer le pire cas autour d’un point «' afin d’estimer le pire
cas en un 2 & proximité de z!. Donnons quelques explications, en premier lieu, nous mo-
difions les notations du probléme d’optimisation. Soit ¢ la fonction définie de la maniere

suivante :
¢ : Dy xDeg, — Dy

L’idée est donc de faire apparaitre, dans la formulation de la fonction objectif, 'influence
d’une partie des incertitudes sur les entrées déterministes x. Dans le cas d’incertitudes
additives ou relatives, les composantes (;, ot 1 < i < Ng, sont définies a partir d'une
fonction L; qui est soit de la forme L; (zi,&s,) = i +& ou L; (z4,&y,) = xi(1+&;). Puisque
la sortie de ¢ doit appartenir a D,., ses composantes sont définies de la maniére suivante :

(7.3)

min si L; (m4,&z,) < ¥

T
Vie{l,--- N} Glx:,€,,) = 4 2" si Lj (x;,&,) = x"* (7.4)
L; (zi,&z,) sinon

Les notations ac;m" et """ proviennent du fait que D, est un compact de RNz Chacune

de ses composantes est donc bornée et appartient donc a lintervalle [z7", x**]. { cor-

respond donc au maximum (ou au minimum) de deux fonctions réguliéres donc continues
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dans chacune de ses dimensions de sortie. Elle est donc continue et nous pouvons donc
appliquer le théoreme|[7.1| qui prouve la continuité de ’objectif pire cas. Avec cette nouvelle
notation, nous pouvons réécrire le probléme incertain de la maniere suivante :

min max [f1(¢ (x,&,),&.)]

z€D; £€D; (7.5)
min fa(z)

7.1.2.2 Introduction des notations pour la réutilisation des appels a la fonc-
tion f; entre deux calculs de maximum

Sachant que le pire cas doit étre estimé en chaque point de controle & proposé par
I’algorithme multi-objectif, il est indispensable d’utiliser toutes les techniques possibles
afin de diminuer le nombre d’appels nécessaires a la fonction objectif dans la recherche
de ces maxima. En plus d’utiliser un algorithme parcimonieux, il peut étre intéressant de
stocker, pour les réutiliser, les appels réalisés a fi. En effet, ce pire cas doit étre estimé
en chaque point de controle du probléme multi-objectif. Il est donc intéressant d’étre
capable de réutiliser les appels a la fonction f; réalisés pour calculer le maximum autour
du point 2! lors du calcul du maximum en un point 2. Plus précisément, pour réaliser
cela au cours de 'optimisation multi-objectif, il est nécessaire de stocker tous les appels
a la fonction fi. Soit 2F = (C (wk,é’@ ,55) I’entrée du modele numérique utilisé pour
calculer fi. Introduisons = ’ensemble des appels déja réalisés a la fonction fi :

E={ze€D,; xDg, : fi(z) a été estimé} (7.6)

En d’autres termes, = représente la base de données d’appels déja effectués a fi pour
calculer le maximum en différents points de controle. Cette base de données permet de
vérifier s’il y a des simulations déja exécutées qui peuvent étre utilisées afin de détermi-
ner le maximum autour d’un nouveau point @. Pour que des points puissent servir dans
I’estimation du maximum de f; autour de x, il faut et il suffit qu’ils appartiennent au
sous-ensemble de D, X D¢, noté Dz (z) défini de la maniere suivante :

Dinaz () = {2/ = (2/,€.) € Dy x De, : 3, € De, tq {(2, &) =2’} (7.7)

On remarque que les incertitudes environnementales &, n’influent pas sur la détermination
de I’ensemble des points réutilisables.

Ainsi, avant de calculer le maximum en un « quelconque, il suffit de chercher ’ensemble
d’appels déja réalisés et qui se trouvent dans cet ensemble D4, () :

S = ZN Dpaz () (7.8)

Dans le cas ot la fonction ¢ (x, @) est monotone, la recherche des individus de =, revient
donc a garder les points 2’ de = dont les composantes ¢ (@', £,,) vérifient N, inégalités a
N, inconnues du type :

Vi c {1, s ,Nm}, min (<2 (xi, Zm) 7Ci (.Z'Z', g;bax)) g Cz (.%';,f;l) g max (CZ (xz,g;’jm) 7<z' (.’L‘Z', ;r;ax))

Ces N, conditions sont ici faciles & vérifier puisque ¢ se construit a partir de formules
simples L; pour chaque composante, comme défini a I’équation (|7.4)).
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0.8

13 1.4 15 1.6 1.7 1.8 19 2.0 21
max
axf,

FIGURE 7.1 — Illustration du PF™* dans le cas ou N, = 4 et N¢ = 8 et de 'objectif incertain
dans le cas ou Ny =2 et Ng, =0

Remarque : meéme si les incertitudes portant sur des variables environnementales &,
n’influent pas sur la possibilité de réutiliser un point, elles ont leur importance dans le cas
ou le nombre d’appels réutilisables est grand et qu’il faut choisir les plus adaptés parmi
eux. Ceci est détaillé dans la section [ 1.3

7.1.2.3 Cadre de 'optimisation mono-objectif

Pour résumer, ’algorithme d’optimisation mono-objectif utilisé pour le calcul du maxi-
mum en chaque point de contréle doit :

1. converger en peu d’appels a la fonction objectif vers le maximum,

2. permettre la réutilisation des appels a la fonction objectif entre deux calculs de
maximum.

Ces deux points sont indispensables dans le but de minimiser le nombre d’appels néces-
saires a la fonction f1 afin de converger vers PF™*.

Remarque sur la réutilisation des appels : cette réutilisation repose sur le fait que
certaines incertitudes portent sur les parametres d’entrée. Dans le cas ou les incertitudes
sont entierement indépendantes du point @, cette contrainte pour le choix de ’algorithme
n’a pas de sens. Ce n’est toutefois pas le cas ici et ce critere a son importance dans le choix
de la méthode la plus adaptée.

7.1.2.4 Cas test analytique

Afin d’éprouver 'algorithme pire cas sur un cas test d’'une complexité suffisante, nous
reprenons le cas test MOP2 du chapitre précédent. Toutefois, de sorte a obtenir un front
de Pareto non trivial, nous devons modifier I’'un des deux objectifs. En effet, sans cette
modification, le calcul du maximum sur I'une des fonctions du cas MOP2 sature autour
de la valeur 1. La modification introduite ici permet ainsi d’obtenir un front d’une forme
non triviale, comme représenté sur la figure
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Ny 1 2 Nﬁe 1 2

)= lertaal (1-exp |- (21— e ) =3 (b0~ e
fi(x, &) |21 + @2 €xXp 12::1 <x m) ; <€ m)
(7.9)

Ce cas test est utilisé avec les dimensions du probléme industriel, ce qui signifie N, = 4 et
N¢ = 8. Le domaine de variation est le suivant : Vi € {1,--- N}, —4 < z; < 4. En ce
qui concerne les incertitudes &, portant sur les parametres de controle, elles sont de type
additive. Ceci revient a définir la fonction ¢ de la maniére suivante : (; (z,&;) = x; + &
pour toutes les composantes ¢ de V¢, . Enfin, pour le domaine de variation des incertitudes,
nous avons :

fo(x) =1—exp

—-25 < & < 25 —-0.15 < &, < 0.15
) -08 < &, < 08 C) 12 < &, < 12
POU & S 3 09 < & < 09 POWE& Y o125 < &, < 0125
-0.01 <€ &, < 0.01 -3.0 < &, < 3.0
Remarque concernant le domaine de variation de la sortie de ¢ : avec les

définitions données précédemment pour le domaine de variation de = et de &, il est
possible que la somme z; + &, sorte du domaine de variation de . Comme expliqué dans
la section la fonction ¢ est définie de manieére a ce que sa sortie sature dans le
domaine de définition D,.

Remarque concernant ’estimation du PF* de la figure [7.1] : l'introduction des
incertitudes dans le probleme analytique rend la connaissance de la solution analytique
plus ardue. Afin d’avoir une référence a laquelle se comparer, nous avons appliqué sur le cas
test MOP2 modifié 1'algorithme NSGA-II (détaillé en section couplé a ’algorithme
a évolution différentielle (section afin de calculer le maximum de f; en chaque .
En répétant 50 fois cette optimisation et en gardant les points Pareto-optimaux de ces 50
répétitions, nous avons une approximation suffisamment précise de PF™.

7.1.2.5 Comparaison des estimateurs pire cas

Dans cette partie, nous comparons trois algorithmes d’optimisation mono-objectif dans
le but de choisir celui remplissant au mieux les conditions énoncées dans la section
Les trois algorithmes a comparer que nous avons choisis sont les suivants :

1. L’algorithme & évolution différentielle, expliqué a la section C’est un al-
gorithme évolutionnaire (donc stochastique) qui présente lavantage d’avoir peu
de parametres a fixer. La librairie Scipy [Jones et al., 01 ] en fournit une version
implémentée. Les parametres par défaut sont utilisés.

2. L’algorithme DIRECT, présenté dans la section C’est un algorithme échan-
tillonnant ’espace des entrées D, de maniére déterministe, c’est-a-dire que la re-
cherche du minimum est basée sur des critéres déterministes. L’utilisation de cet
algorithme se fait par la bibliotheque NLOPT [Johnson, 2011], utilisable sous Py-
thon. Ici encore, les parametres par défaut sont utilisés.
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Algorithme EGO | DIRECT Evolution
d’optimisation Différentielle
Pourcentage d’échec
(erreur relative > 1072) 0-0 0.0 0.0
Nombre d’appels moyen a f; 25 450 500

TABLEAU 7.1 - Résultat de la résolution de max5ep6 [f1(¢ (x,&,),&,)] sur le cas MOP2
modifié de 'équation (7.9) en 100 points x!,--- , 2'% tirés par LHS. L’optimisation est
répétée dix fois en chaque parametre de controle.

3. L’algorithme EGO, présenté dans la section [5.1.3.1] Ce dernier a été implémenté en
Python. L’unique bibliotheque utilisée ici est Scikit-learn [Pedregosa et al., 2011],
permettant en particulier de construire des modeles de krigeage en Python. Pour
la maximisation du critere EI, ’algorithme a évolution différentielle est utilisé.
Pour minimiser le nombre d’appels nécessaires a fi, le critere d’arrét utilisé ne porte
pas uniquement sur un nombre d’appels maximal. En plus de ce budget maximal,
nous utilisons également des critéres d’arrét portant sur la valeur de 'amélioration
espérée au cours des itérations. Plus précisément, et puisque I’amélioration espérée
(détaillée a 1'équation ([5.3)) peut beaucoup varier d’une itération a une autre,
le critere porte sur la moyenne glissante des cinq dernieres valeurs prises par le
maximum de I'EI :

4

1 o

EI" = EI*7 7.10
5]20 (7.10)

Ici, k correspond a l'itération a laquelle nous nous trouvons. En d’autres termes, il
traduit le nombre de points déja rajoutés au DOE par maximisation de ’EI. Les
deux criteres d’arrét de I’algorithme EGO utilisés sont donc les suivants :

=k
EI' < i
£ p o /(@)
ou (7.11)
EI* — "
EIk—l

< EETI

Dans les applications présentées, nous prenons €y = egy = 10~3. Nous utilisons un
plan d’expériences initial avec un point par dimension, donc composé de 8 points.

Afin de choisir 'algorithme le plus adapté, nous appliquons chacun d’eux au cas test
analytique introduit et au cas test industriel. Pour cela, nous réalisons le calcul du maxi-
mum autour de 100 points x!,---, x!% tirés dans D, aléatoirement par LHS (détaillé a
la section . Puisque deux de ces algorithmes sont stochastiques, il est nécessaire de
répéter 'optimisation plusieurs fois autour d’'un méme jeu de parameétre de contréle afin
d’en vérifier la convergence. Ici, 'optimisation est répétée 10 fois pour chacun de ces jeux
de parametres.

Le résultat est donné sur les tableaux pour le cas MOP2 modifié et pour le cas
du probleme industriel. L’algorithme EGO est celui qui répond le mieux a notre cadre,
c’est-a-dire aux deux propriétés développées a la section :

1. D’abord, comme le soulignent les deux tableaux de résultat, EGO nécessite moins
d’appels & f; pour atteindre la convergence avec une précision en 1072,
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Algorithme EGO | DIRECT Evolution
d’optimisation Différentielle
Pourcentage d’échec
(erreur relative > 1072) 0-0 0.0 0-0
Nombre d’appels moyen a f; 38 355 683

TABLEAU 7.2 — Résultat de la résolution de maxeep, [f1(€ (x,€,),&.)] sur le cas test
industriel en 100 points x!,--- , 200 tirés par LHS. L’optimisation est répétée dix fois en
chaque parametre de controle.

2. Ensuite, EGO permet treés aisément de prendre en compte les appels déja réalisés
a f1 (enjeu expliqué a la section a la différence des deux autres méthodes
testées. DIRECT échantillonne ’espace de maniere déterministe, il n’est donc pas
possible de facilement initialiser la méthode a 'aide des points de I’ensemble =,
(défini & I'équation (7.8))). En ce qui concerne I'algorithme a évolution différentielle,
les simulations de Z, peuvent étre intégrées a la population initiale. Toutefois,
cette population initiale est réduite et de taille fixée. Elle est de plus la base de
I’exploration de I’espace de design que permet cet algorithme. Or, rien ne garantit
que les points de =, soient bien répartis. Leur utilisation peut donc ralentir la
convergence, par exemple par rapport a une initialisation aléatoire.

Enfin, dans le cas de EGO, les points de Z, peuvent simplement étre utilisés dans
le plan d’expériences initial. De plus, ce plan d’expériences initial n’étant théori-
quement pas limité en taille, on peut le compléter de quelques points pour remplir
I’espace au mieux et ainsi éviter les désagréments liés a une mauvaise exploration
initiale. Ceci est expliqué dans la section suivante. L’idée est de ne pas favoriser a
tort une zone de ’espace plutét qu’une autre dans le plan d’expériences initial.

Remarque : D'algorithme EGO est celui qui répond le mieux aux besoins que nous avons.
Toutefois, pour obtenir une précision plus importante sur le minimum, par exemple une
erreur relative de I'ordre de 1075, il peut étre préférable d’utiliser ’algorithme DIRECT.
En effet, EGO est basé sur ’enrichissement du plan d’expériences d’un modele de krigeage.
Or, pour obtenir des précisions de cet ordre, ’algorithme peut nécessiter de rajouter un
grand nombre de points dans une zone tres réduite de l'espace, ce qui meéne a un mauvais
conditionnement de la matrice de covariance. Or cette matrice de covariance doit étre
inversée pour calculer les parameétres optimaux ainsi que pour utiliser le modele en pré-
diction. Ce mauvais conditionnement peut rendre I'inversion impossible. Ceci peut donc
mener a ’arrét prématuré de la méthode dans le cas ou plus de précision est souhaité. Pour
résoudre cela, I’étude de Mohammadi et ses coauteurs [Mohammadi et al., 2015] propose
par exemple d’utiliser le résultat de EGO pour initialiser CMA-ES, qui permet d’intensifier
la recherche et donc d’améliorer la précision du résultat retourné.

7.1.3 Réutilisation des appels a la fonction f; entre deux calculs de maxi-
mum et mise en place de ’algorithme multi-objectif pire cas

En section [6.4] nous avons proposé puis validé un algorithme de résolution de probléme
multi-objectif nécessitant peu d’appels distribués pour atteindre la convergence. Ensuite
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a la section nous avons prouvé que la fonction objectif maxeep, [f1(C (%,&,),&.)]
était continue. Ceci justifie I'utilisation de I’algorithme multi-objectif précédent.

Par ailleurs, nous avons choisi un algorithme d’estimation de pire cas qui répond a
notre cadre. Il nécessite peu d’appels a la fonction de référence et il permet de réutiliser
des exécutions de f; déja réalisées en les rajoutant au plan d’expériences initial du modeéle
de substitution.

De ce fait, I'unique étape manquante afin d’avoir un algorithme d’optimisation pire
cas complet est de détailler la maniere de réutiliser les points dans le cadre de I’optimiseur
multi-objectif.

Nous expliquons ici le choix des appels a f; déja réalisées de = (défini a 1’équation
(7.8))) que nous utilisons pour le calcul du maximum de f; en un point « € D,. Ceci est
détaillé & Palgorithme [7.1} L’idée de cet algorithme est la suivante : nous utilisons un plan
d’expériences initial de taille minimale NB%"EO, et maximale de taille N&T, . Pour générer
ce DOE initial, il faut d’abord vérifier si des individus de Z se trouvent dans Dyqz () (ce
qui correspond a I'image de la fonction ¢ (x,)). Avec nos notations, ceci est équivalent a
vérifier la condition suivante : card (Z;) > 0. Si elle n’est pas vérifiée, nous tirons Nggj%
points aléatoirement. Si cette assertion est vérifiée, il est important de garder les points de
=, qui remplissent au mieux ’espace des entrées. Afin de s’assurer que le plan d’expériences
initial ne soit pas lacunaire, on se donne la possibilité de simuler de nouveaux points pour
construire le DOE initial, en particulier si trop de points de =, se trouvent dans la méme

zone de I'espace Dyqz (). Tout d’abord, si card (Z;) < NpSE, —Ngg}%, nous prenons tous

les points de =, et en simulons Eé”EO pour avoir un plan d’expériences au moins aussi bien
réparti que dans le cas ot nous ne réutilisons pas de points. Si card (2;) > NpE,, puisque
nous recherchons le maximum de f1, nous rajoutons automatiquement 'individu de =, qui
maximise f1. Ensuite, pour ne pas orienter a tort la recherche menée par EGO vers des
zones non alimentées en points dans le DOE, nous proposons de réutiliser I'idée d’un plan
d’expériences LHS (détaillé a la section . C’est-a-dire que nous décomposons chaque
dimension de D4, () en g‘gﬂﬁEo sous-domaines. Pour continuer & donner de I'importance
aux appels déja réalisés maximisant fi, les points de =, maximisant f; dans chacune des
sous-lignes non vides sont gardés. Enfin, pour obtenir le nombre de point final recherché,
des points tirés aléatoirement dans ’espace d’entrée Diq, () sont évalués sur la fonction
f1. A la maniere d’un LHS (détaillé & la section , ces derniers sont choisis de maniere
aléatoire et de sorte a remplir au mieux l’espace par rapport aux points déja sélectionnés,

No+Ng,
comme a la figure On utilise pour cela la décomposition en ( Ngg%o) * cubes et

on fait en sorte de rajouter des points se trouvant dans des cubes ou les colonnes selon
chaque dimension sont vides de points.

7.1.4 Application sur le cas analytique

L’algorithme MOEGO NSGA-II (détaillé en section avec la réutilisation détaillée
a l'algorithme [7.1] est mis en place sur le cas test MOP2 modifié proposé dans la partie
Pour le calcul du pire cas sur lobjectif fi, nous utilisons un algorithme EGO
(détaillé a I'algorithme . Les parametres de I’algorithme multi-objectif sont les mémes
qu’au chapitre précédent et sont résumés a la figure [6.37] Pour 'EGO mono-objectif,
on utilise les criteres d’arrét de I’équation et détaillés a la section Les
parametres de l'algorithme EGO sont les mémes que dans cette derniere section avec
€f = €g1 = 10~3. Pour I'algorithme de réutilisation le plan d’expériences initial de
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Algorithme 7.1 Algorithme de réutilisation des appels

Input : Z la base de données d’appels déja réalisés et appartenant a Dy,qy ()
x € D, le point courant ot 'on souhaite évaluer le maximum

La taille maximale souhaitée pour le DOE initial N7j&%,

La taille minimale souhaitée pour le DOE initial ]g%"EO
Output : Z°, Yg le plan d’expériences initial pour le calcul du maximum en x
par EGO
- Rechercher les z € Z, (défini a I’équation (|7.8));
if card (£;) == 0 then

min

- Générer les NG jeux d’entrées Z" par LHS;
- Evaluer Y? = f£,(Z°); ‘

if 1 < card (2z) < NpGE, — NpoE, then
- Générer les glgj% jeux d’entrées Z° par LHS;
- Evaluer Y9 = £1(2°);
- 2" ={2"5,};

Y= (YU nEn)
else
. . Nz+Ne,
- Décomposer D,,q, () par une grille de taille ( g‘g%o) ;
for 1 <i¢< N, + N¢, do
- Calculer le nombre de colonnes avec des points le long de la dimension ¢
— N(3);
end
- Garder l‘a dimension d = AIGMAX| 4N, + N, N¢(i);
- Construire (Sk);<p< Npsz défini telle que :

min erimw — Z;’lmn min Zgzaa: —zg""
Sk={z€F, : 2P 4kl __ 24 oLty (k1) Cd
DOEy DOEy

for 1 < k < Npgg, do
- Si Sy #0, Z° = {Zo,argmaxzesk fl(z)};
end
if Ne(d) < Np&E, then
- Générer les NJ&E — Ne(d) jeux d’entrées Z'™MP aléatoirement dans les
colonnes vides Sy;
- Vérifier que les colonnes selon les autres dimensions en ces points sont
vides;
- Evaluer ces points sur f; : Y = f; (Z'");
. ZO — {ZO Ztemp},
end
- Retourner Z°, Yg;

ces EGO mono-objectifs est pris de taille minimum g‘gj% = 8 si 5, est vide et de taille

maximum NpG7 = 40 si E; n’est pas vide. Par exemple en dimension 8, ceci équivaut a 5
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points par dimension. De plus, les points rajoutés, dans le cas ou card (£;) > 8 sont pour
la plupart des points déja estimés. Leur ajout peut donc étre considéré comme gratuit.

7.1.4.1 Efficacité de MOEGO NSGA-II couplé a EGO

Afin de valider notre approche, nous comparons ici le résultat de MOEGO NSGA-II
couplé & EGO au résultat de I'algorithme NSGA-IT classique pour la partie multi-objectif
de I'équation et lalgorithme & évolution différentielle pour estimer le pire cas en
chaque point de controle multi-objectif . Cette résolution est volontairement lourde et
coliteuse en nombre d’appels aux deux fonctions objectif. Le résultat de cette optimisation
constitue la référence a laquelle se comparer.

Comme précédemment, nous répétons ’optimisation cinquante fois et nous comparons
la décroissance de la distance entre PF™* discrétisé et le front retourné par chacune des ces
deux méthodes. La figure [7.2| résume ce résultat. La distance cible choisie ici correspond a
Mtarget — (0,005, o la distance est celle détaillée & 1’équation . La ﬁgure illustre un
front obtenu lorsque cette distance cible est atteinte. On remarque que notre méthodologie
nécessite un nombre restreint d’appels aux fonctions objectif afin d’atteindre une précision
suffisante sur le front retourné. En particulier, la figure met en évidence l’itération a
partir de laquelle toutes les répétitions de ’algorithme ont atteint la distance cible. On
remarque que MOEGO NSGA-II permet de converger en environ 39 appels distribués,
alors que NSGA-II couplé a I’évolution différentielle (pour le pire cas) en nécessite 105.

Nous souhaitons ensuite mettre en évidence 'apport de la réutilisation des appels a f;
détaillée a I’algorithme Pour cela, la figure montre le nombre moyen d’appels a la
fonction fi a chaque calcul de pire cas et pour chaque itération de 'algorithme MOEGO
NSGA-II. Cette figure montre que la réutilisation a un effet positif sur le nombre d’appels
nécessaires a la fonction fi, puisque plus le nombre d’itérations est important, donc plus la
base de données = est remplie, moins il est nécessaire d’exécuter de simulations de f;. Par
ailleurs, ce graphique illustre, comme la figure [6.47] au chapitre précédent, que MOEGO
NSGA-II a une premieére phase a nombre d’appels réduit, une seconde phase ou le nombre
d’appels augmente beaucoup puis une phase finale qui nécessite moins d’appels. La zone
ou le nombre d’appels augmente traduit le fait que MOEGO NSGA-II explore de maniére
importante I'espace D,.. Ceci implique que les points a évaluer sont distants et donc que le
cardinal de =, est nul. En d’autres termes, qu’il n’y aucun point de la base de données =
qui se trouve a proximité des points de contrdle ou I'on évalue le pire cas a ces itérations.
Ceci met également en évidence que lors des premiéres itérations de 'algorithme MOEGO
NSGA-II, I'exploration ne se met pas tout de suite en place et la méthode stagne dans
une zone, ce qui justifie l'efficacité de la réutilisation.

Enfin, la fonction f; peut étre cotiteuse. Or, nous lui appliquons le calcul d’un pire
cas a chaque appel distribué. Pour quantifier le cofit de résolution de I’équation , il
faut regarder le nombre moyen d’appels nécessaires a cette fonction a chaque itération
de l'algorithme MOEGO NSGA-II. La figure donne le nombre maximum d’appels a
chaque itération de MOEGO NSGA-II. De cette derniere, on peut en déduire le temps
d’exécution d’un tel algorithme. En effet, on remarque sur ce graphique qu’il faut une
moyenne de 36 exécutions de fi au maximum afin de calculer le pire cas, en particulier grace
a l'algorithme de réutilisation. De ce fait, en conjuguant les 39 itérations de MOEGO
NSGA-II (donnée extraite de la figure et les 36 exécutions de f; a chaque itération, le
temps d’exécution de 'algorithme est de I'ordre de 1400 exécutions de la fonction f; pour
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T T
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o—o MOEGO-NSGA-II
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FIGURE 7.2 — Graphique représentant la moyenne sur cinquante optimisations de la dis-
tance entre PF™* et PF en fonction du nombre d’appels distribués aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 modifié
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FiGURE 7.3 — Graphique représentant le front obtenu par MOEGO NSGA-II apres 30
appels distribués et vérifiant le critere de I’équation avec M9t = ().005.
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FIGURE 7.4 — Boites & moustaches du nombre d’appels aux fonctions objectif une fois le
critere d’arrét atteint pour le cas test MOP2 modifié
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FIGURE 7.6 — Nombre maximum d’appels a f; a chaque calcul de pire cas pour chaque
itération de 'algorithme MOEGO NSGA-II

atteindre la convergence. Cette estimation se base sur la pire des cinquante répétitions
réalisées. Ce qui nous donne donc une borne supérieure du nombre d’appels nécessaires.

7.1.4.2 Preuve de l'intérét de ’optimisation pire cas

Un autre aspect qu’il est intéressant de mettre en évidence ici est 'apport de la prise
en compte des incertitudes sur les entrées d’un probléme d’optimisation.

Pour cela, nous comparons les solutions des deux formulations introduites jusqu’a
maintenant. La premiere est celle ne prenant pas en compte les incertitudes sur les diffé-
rents parametres du probléeme d’optimisation, c¢’est-a-dire celle donnée a 1’équation .
La seconde est celle de ’équation ol les incertitudes sont prises en compte par un
pire cas en chaque point de controle.

Nous effectuons cette comparaison sur le cas test introduit a 1’équation . La figure
met sur un méme graphique le front solution de I’équation , ici appelé détermi-
niste, et le front solution de I’équation , ici appelé pire cas. On remarque que la prise
en compte des incertitudes par le pire cas modifie la forme du front optimal. Plus précisé-
ment, si 'on calcule a présent le pire cas sur 'objectif fi; des solutions Pareto-optimales
déterministes (ce que représente la figure , on peut mettre en évidence deux points
importants :
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1. D’abord, les solutions du probléme déterministe restent Pareto-optimales pour la
formulation pire cas de I’équation ([7.1)).

2. Ensuite, un grand nombre de solutions qui n’étaient pas Pareto-optimales pour la
formulation déterministe le deviennent dans la formulation prenant en compte les
incertitudes par un pire cas.

Le deuxiéme point est important puisque les incertitudes peuvent traduire des effets non
maitrisables par 'utilisateur, telles que des contraintes d’usinage. De ce fait, ces solutions
introduites par la résolution de la formulation pire cas présentent ’avantage d’étre Pareto-
optimales et robustes. La non-prise en compte des incertitudes présente le désavantage dans
notre cas de ne pas saisir certaines solutions qui peuvent étre d’intérét pour 1'utilisateur.
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FIGURE 7.8 — Représentation du

FIGURE 7.7 — Représentation dans l’espace maxg fi (€ (x,&,),&) en fonction de

des objectifs des points Pareto-optimaux
pour la formulation déterministe et pour
la formulation avec un pire cas pour quan-
tifier les effets des incertitudes en entrée.

fo des points Pareto-optimaux pour la
formulation déterministe et pour la formu-
lation avec un pire cas pour quantifier les
effets des incertitudes en entrée.

7.2 Application a Poptimisation pire cas sur le probleme
industriel

Le probléeme industriel est présenté au chapitre [2, En particulier, le probléeme d’op-
timisation & résoudre est donné a I’équation (2.12). Avec les notations de cette partie,
notamment 'introduction de la fonction ¢ (a 1’équation (|7.3))), nous pouvons le reformuler

de la maniére suivante :
mmin Hl?X fl (C (ma 5:1:) ) Ee)

min f1(2) (7.12)

Le probleme industriel est décrit en détail au chapitre 2 Pour rappel, la fonction fo est
analytique et peu cofiteuse puisqu’elle correspond a la masse et au cotit liés au choix d’une
solution de refroidissement donnée. La fonction f; est quant a elle potentiellement coii-
teuse. Elle correspond ici au calcul de perte de durée de vie par rapport a I’équipement
de référence. Pour rappel, il s’agit d’'un équipement déja existant dans un avion de ré-
férence donné. Ce calcul nécessite 'exécution de simulations thermiques transitoires. Ici,
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ces simulations proviennent d’un modele nodal fourni par Epsilon. Comme cela est précisé
a la section [2.2.1.1] présentant ce type de modele, cette modélisation est précise dans le
cas ou il n’y a pas de changement de type de convection. En particulier le passage de la
convection naturelle & la convection forcée est une source d’erreur importante. Or, nous
ne devons calculer ici la durée de vie que dans un cadre nominal d’utilisation. En effet,
nous souhaitons estimer le nombre de vols en fonctionnement nominal supportable par
Péquipement électronique (ceci est expliqué dans la section . Le modele thermique
instationnaire n’a donc pas vocation a étre utilisé pour prédire le passage d’un régime de
convection & un autre. De ce fait, puisque nous avons besoin d’exécuter des simulations
thermiques transitoires qui se situent dans le domaine d’utilisation dans lequel a été validé
un modele nodal, ce dernier est adapté a la résolution de ’équation . Ce type de
modele a un temps d’exécution de 'ordre de la minute. MOEGO NSGA-II couplé a EGO
pour l'estimation de pire cas est donc applicable au cas industriel.

7.2.1 Résultat de 'optimisation multi-objectif pire cas

Comme pour le cas analytique, nous exécutons l'algorithme MOEGO NSGA-II (dé-
taillé en section avec la réutilisation détaillée a ’algorithme Les parametres pour
l'algorithme MOEGO NSGA-II sont les mémes qu’a la figure [6.37} Pour le calcul du pire
cas sur l'objectif fi, nous utilisons un algorithme EGO (détaillé & l’algorithme |5.2)) avec
les criteres d’arrét de I’équation et détaillés a la section Les parameétres de
I'algorithme EGO sont les mémes que dans cette derniere section avec 5 = ey = 1073, Le

plan d’expériences initial de ces EGO mono-objectifs est au minimum de taille N5, =

et au maximum de taille Np57% = 40. Pour rappel, bien que soit de dimension quatre,
c’est-a-dire & € D, C R%, les incertitudes sont de dimension huit, donc & € D: C RS.

La figure compare le front obtenu apres 30 itérations et 50 itérations. On remarque
que la convergence est atteinte entre ces deux itérations puisqu’il y a tres peu de variabilité
d’une itération a une autre. Si 'on s’intéresse au nombre d’appels nécessaires a f; afin
de converger, la figure [7.10] montre que chaque session d’appels distribués nécessite en
moyenne un maximum de 36 appels a la fonction f;. Le calcul est donc le méme que
pour le cas test analytique et le temps d’exécution total de ’algorithme est de 1’ordre de

30 x 36 ~ 1000 appels a la fonction f;.

7.2.2 Comparaison entre le front pire cas et le front déterministe

Comme pour 'application de la section [7.1.4] nous quantifions dans cette partie I'in-
térét d’avoir pris en compte les incertitudes au niveau des parametres de controle x des
solutions obtenues. Pour cela, nous comparons les solutions des deux formulations intro-
duites jusqu’a maintenant. La premieére est celle ne prenant pas en compte les incertitudes
sur les différents parametres du probleme d’optimisation, c¢’est-a-dire celle donnée a 1’équa-
tion . La seconde est celle de ’équation ou les incertitudes sont prises en compte
par un pire cas en chaque point de controle.

La figure[7.11]illustre d’abord I’écart qu’il y a entre la solution ne prenant pas en compte
les incertitudes sur les entrées et celle les quantifiant par un pire cas. Cela permet de mettre
en évidence le fait que la distance entre les solutions Pareto-optimales pour le pire cas et
les solutions Pareto-optimales de la formulation déterministe n’est pas constante quelle
que soit la valeur de fo. En effet, sur la partie gauche du front ou fo < 0.3, on remarque
que I’écart entre ces deux ensembles de point est pratiquement constant. Toutefois, si I’on
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FIicure 7.10 — Nombre maxi-
FIGURE 7.9 — Comparaison du front de Pareto pire cas mal d’appels a f; réalisés par
obtenu par MOEGO NSGA-II couplé avec EGO apres 30 'algorithme EGO a chaque ité-
itérations de MOEGO NSGA-II et apres 50 itérations de ration de I’algorithme MOEGO
MOEGO NSGA-II. NSGA-IIL

regarde dans la zone ou fo > 0.45, ’écart n’est plus aussi facilement quantifiable. Ceci
est le signe que la densité de la sortie fi pour les solutions Pareto-optimales a un support
plus ou moins grand selon la position du point dans ’espace des objectifs.

Pour démontrer que le support de la distribution de la sortie fi (¢ (x,&,),&.) peut
grandement varier selon le point @& ol ’on se trouve, nous avons calculé la distribution de
sortie en utilisant un échantillon Monte-Carlo de taille 10* autour de deux points du front
de Pareto pire cas de la figure [7.9] Pour rappel, les lois des incertitudes avec lesquelles les
entrées incertaines sont générées sont définies a la section Les figures [7.13] et
illustrent ces deux distributions. Elles mettent en évidence deux points importants :

1. la diversité de densité de la sortie de f; que l'on obtient au niveau des points
du PF pire cas. En effet, les deux densités en deux points différents du front ne
se ressemblent pas. Celle de la figure [7.13] ressemble & une densité connue, que
I’on pourrait par exemple approcher par une loi béta. Celle de la figure est
plus atypique avec une queue de distribution assez lourde. En particulier, on peut
remarquer que ’écart entre le quantile et le superquantile n’est pas le méme dans
ces deux densités. Ceci justifie donc I'utilisation d’un superquantile a la place du
quantile.

2. le fait que la queue de la distribution puisse étre lourde. La forme de la densité
sur la figure permet de remarquer que le pire cas se trouve dans une zone
de cette derniere ou les événements sont peu probables. Notamment, on remarque
que le quantile et le superquantile & 95% calculés sont tres éloignés du pire cas, ce
qui signifie que I'on se trouve dans un cadre ou le pire cas retourne une solution
trop conservative. La diversité de la forme des densités de sortie le long du PF
ainsi que le large support de la distribution des solutions maximisant la durée de
vie justifient I'utilisation d’une mesure probabiliste. Cela permet de trouver des
solutions plus performantes en pondérant négativement la probabilité d’occurrence
des évenements les plus extrémes.
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FIGURE 7.11 — Représentation dans ’espace des objectifs des points Pareto-optimaux pour
la formulation déterministe et pour la formulation avec un pire cas pour quantifier les effets
des incertitudes en entrée.
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FIGURE 7.12 — Représentation du maxg f1 (€ (x,&,),&.) en fonction de fp des points
Pareto-optimaux pour la formulation déterministe et pour la formulation avec un pire cas
pour quantifier les effets des incertitudes en entrée.

7.2.3 Interprétation physique du résultat

Cette optimisation sous incertitudes est utilisée afin de proposer des solutions inno-
vantes aux avionneurs. Il est donc important de donner une signification physique aux
différentes solutions retournées par la méthode. Pour rappel, 'objectif de ce cas test était
de comparer le résultat de I’équipement optimisé a un équipement de référence prove-
nant d’un avion déja existant. Les parametres de contrdle  de 'optimisation traduisent
diverses solutions de refroidissement, qui sont détaillées a la section [2.3.1
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FIGURE 7.13 — Densité de la sortie autour
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FIGURE 7.14 — Densité de la sortie au-
tour du point du front de Pareto de la fi-
gure de coordonnées max¢ f; = —8.6 et
fa=0.554

La figure [7.15] positionne 'équipement de référence par rapport au front de Pareto
retourné par notre méthode. On remarque d’abord que I’équipement de référence n’est
pas Pareto-optimal. Ensuite, il existe un large éventail de solutions que I'on peut diviser
en trois groupes principaux (représentés sur la figure :

1. Les solutions en orange dans la figure qui sont des solutions aux caractéris-
tiques thermiques proches de celles de I’équipement de référence. L’amélioration
de la durée de vie obtenue se justifie par ’amélioration de la ventilation ou d’un
traitement surfacique sur 'extérieur de I’équipement afin d’augmenter les échanges
radiatifs avec ’environnement extérieur.

2. Les solutions en marron au milieu augmentent énormément la masse et le cofit sans
diminuer la durée de vie. Elles sont donc inutiles malgré 'utilisation de solutions de
refroidissement plus innovantes telles que des caloducs (ou heat pipes en anglais).
Ceci illustre un résultat contre-intuitif : selon les deux criteres que l'on regarde, il
n’est pas ou peu intéressant de changer un radiateur par des caloducs de basse ou
moyenne qualité sur la paroi ou se trouve le composant critique.

3. Les solutions innovantes augmentent la durée de vie de maniére conséquente mais
elles nécessitent un effort important au niveau du coit et de la masse pour I’avion-
neur. Ces solutions-1a proposent une rupture technologique. En effet, elles uti-
lisent des solutions de refroidissement peu utilisées en aéronautique : de nombreux
caloducs de haute qualité se substituant a la ventilation et au traitement de surface
sur les autres parois de I’équipement.

Il reste donc a présent a I'architecte de décider la solution qui lui convient le mieux :
soit il décide de ne pas allouer plus de masse et de coiit a cet équipement mais il n’améliore
pas la durée de vie de son équipement. Soit il décide de faire un effort financier pour cet
équipement pour allonger sa durée de vie.

Par ailleurs, la densité de la durée de vie pour une solution se situant dans la zone de
rupture technologique montre que les incertitudes ont davantage d’effet sur ces dernieres
que sur des solutions comparables a I’équipement actuel. En particulier, nous avons mis
en évidence le fait que la queue de la densité était plus lourde pour les solutions les
plus innovantes. Nous pouvons donc espérer trouver de nouvelles solutions innovantes
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FIGURE 7.15 — Représentation dans I'espace des objectifs des points Pareto-optimaux pour
la formulation pire cas. Comparaison avec les performances de I’équipement de référence
et interprétation des solutions obtenues.

en modifiant la mesure de risque pire cas par une mesure probabiliste, cette derniere
permettant de négliger les évenements trop peu probables.

Enfin, il est intéressant de remarquer que la prise en compte des incertitudes permet de
découvrir de nouvelles solutions innovantes. En effet, la figure[7.12] montre que les solutions
proposant une rupture technologique n’étaient pas présentes dans le front déterministe.
Or, les ingénieurs sont particulierement intéressés par ces solutions la. L’optimisation
multi-objectif pire cas a donc permis de mieux répondre a leur besoin.

7.3 Conclusions sur l'optimisation pire cas par MOEGO
NSGA-II couplé a EGO

Dans cette partie nous avons proposé un algorithme de résolution de problemes multi-

objectifs avec un objectif incertain. Pour cela :

— Nous avons prouvé la continuité de la fonction g(x) = maxe p, f(x, &) au théoreme
afin de pouvoir appliquer l'algorithme MOEGO NSGA-IT développé dans la
section

— Nous avons choisi un algorithme mono-objectif permettant d’estimer cette fonction
g en chaque point de contréle x puis couplé ce dernier avec ’algorithme multi-
objectif utilisé. Le couplage est quant a lui détaillé a I'algorithme Nous avons
également montré l'intérét de cette méthode sur le cas analytique.

— Nous avons finalement appliqué cette méthodologie sur un cas analytique et un cas
industriel sur lesquels nous avons montré l'efficience de cette stratégie. Pour un
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temps de restitution de I'ordre de 1000 appels a la fonction avec entrées incertaines
f1, nous obtenons un front de Pareto incertain d’une qualité satisfaisante. Pour
rappel, ces cas tests ont été utilisés avec quatre variables de controle et huit variables
incertaines, dont les quatre de controle.

— Enfin, nous avons montré 1'utilité sur le cas industriel et sur le cas analytique de
la prise en compte des incertitudes lorsqu’elles existent. L’utilisation d’une mesure
de risque de type pire cas présente 'avantage de trouver des solutions qui n’étaient
pas présentes dans le front du probleme déterministe et qui de plus ont 'avantage
d’étre robustes a la présence d’incertitudes. Elles sont optimales et dimensionnantes
dans le sens ou 'on suppose que leur durée de vie est la pire possible quelle que
soit la valeur prise par les incertitudes sur les parametres du probleme.

De plus, dans le cas ou les deux objectifs seraient incertains et nécessiteraient le calcul
d’un pire cas, la méthode proposée ici serait tout a fait utilisable. En effet, il suffirait juste
d’appliquer I'algorithme de réutilisation des appels aux deux fonctions objectif séparément,
a l'aide de deux ensembles = distincts.

Toutefois, ce chapitre a également fait ressortir des limites ou des besoins :

— La premiere limite est que le pire cas peut étre une mesure de risque trop conserva-
tive. En effet, la probabilité d’occurrence de ce dernier est relativement réduite. La
figure montre qu’en utilisant un quantile ou un superquantile, on se donnerait
la possibilité de trouver d’autres solutions robustes et plus performantes.

— La seconde concerne la réutilisation des points. L’efficacité de ce couplage dépend
de I'amplitude des incertitudes sur les parametres de controle, c¢’est-a-dire la taille
de I'ensemble D¢, . En effet, si ce dernier est de trop petite taille, le nombre de
points réutilisables, c’est-a-dire le cardinal de =,, est réduit. Néanmoins, cela sim-
plifie aussi le calcul de la mesure de robustesse : si les incertitudes ont une faible
amplitude, ceci signifie que I’'on propage les incertitudes sur une zone des entrées de
la fonction déterministe tres localisée. Si cette fonction est suffisamment réguliere,
cela implique que plus le domaine Dy, est localisé, moins les variations de la fonction
dans cette zone sont importantes, simplifiant ainsi la propagation d’incertitudes.
Egalement, cette réutilisation des points va perdre de son efficacité lorsque la di-
mension des variables de controle va augmenter, a cause du fléau de la dimension.
Plus précisément, la distance entre les points de controle & augmente avec la di-
mension N, ce qui tend a réduire le nombre de points réutilisables.
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Chapitre 8

Optimisation Multi-objectif
Probabiliste

Sommaire
8.1 Justification du choix du superquantilel . . . ... ... ... ........ 184
18.2  Deéveloppement d’un estimateur de superquantile parcimonieux| . . . . . 186
8.2.1  Modification de l'algorithme d’entropie croisée| . . . . . . . .. .. ... .. 187
18.2.2  Modification de I'enrichissement du modele de krigeage] . . . . . . . .. .. 195
18.2.3  Application de "algorithme d’entropie croisee pour le superquantile|. . . . . 196
18.2.4  Conclusions sur ['algorithme d’entropie croisée pour !'estimation de super- |
| quantile] . . . L. Lo 204
18.3 Mise en place de 'optimisation multi-objectif probabiliste|. . . . . . . .. 205
18.3.1 Présentation du cas test analytique|. . . . . . . .. ... ... ... ..... 206
18.3.2  Application au cas test analytique| . . . . . . ... ..o 207
8.4 Application au cas industriell .. ... ... ... 000000000 211
8.4.1  Resultat de 'optimisation multi-objectif d’'un superquantile] . . . . . . . .. 212
18.4.2  Comparaison avec le front pire cas et le front déterministe| . . . . . . . . . . 212
18.4.3  Interprétation physique du résultat|. . . . . . .. ... ..o 213
[8.5 Conclusions sur optimisation probabiliste par MOEGO NSGA-II cou- |
[ pléaTalgorithme d’entropie croisée] . . . . . .« « v v v v v v v v v v v v .. 215

Le chapitre précédent a montré que le pire cas pouvait étre une mesure trop conser-
vative. Notamment dans la section le probleme industriel illustre ce défaut puisque
la densité de la sortie autour des solutions les plus innovantes a une queue particuliere-
ment lourde. Or, ceci met en évidence le fait que le pire cas correspond a un évenement
trés improbable. L’utilisation d’une mesure probabiliste a la place du pire cas permet de
prendre en compte la probabilité d’occurrence des événements de la queue de distribution
de la sortie. De cette maniére, ces derniers peuvent étre pondérés par leur probabilité
d’occurrence, ce que ne permet pas de réaliser le pire cas. Le but de cette partie est donc
d’utiliser 'une des mesures de risque p introduites au chapitre [ a la place du pire cas et
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de résoudre le probleme suivant :

{ Hlxin pe [fl (ma E:m ée)]
_ (8.1)
min fa(x)

Nous devons d’abord choisir la mesure de risque parmi celles présentées dans le cha-
pitre [4] la plus adaptée & notre probléme. Cela est réalisé a la section [8.1} Pour rappel, les
deux mesures candidates sont le quantile et le superquantile. La seconde présente ’avan-
tage de prendre en compte les évenements se situant entre le quantile et le pire cas. Par
ailleurs, l'algorithme d’optimisation sous incertitudes doit étre applicable méme dans le
cas ou les fonctions colit ont des temps d’exécution importants. Il est donc nécessaire de
disposer d’un estimateur performant et parcimonieux de ces mesures de risque. Puisqu’il
en existe peu dans la littérature pour le superquantile, la section détaille un algorithme
d’estimation de superquantile basé sur l'algorithme d’entropie croisée, initialement déve-
loppé pour l'estimation de quantile. Afin de réduire le nombre d’appels & la fonction de
référence, la méthode proposée peut également fonctionner avec un modele de krigeage de
la fonction de référence. Enfin, I’algorithme MOO probabiliste ainsi construit est appliqué
a un cas test analytique en section puis au cas industriel

8.1 Justification du choix du superquantile

Dans la partie précédente, nous avons montré que les solutions qui traduisent une
rupture technologique avaient une distribution particuliere. En effet, nous avons vu que le
support de la distribution de sortie de ces solutions était grand et que le pire cas avait une
faible probabilité d’apparaitre. C’est la raison pour laquelle il peut étre considéré comme
trop conservatif.

Pour pondérer négativement les évenements trop improbables, il est possible d’intro-
duire des mesures de risque probabilistes telles que I’a-quantile ou I’a-superquantile. Ces
mesures ont été étudiées au chapitre 4. La premiére consiste a négliger les a% d’éveéne-
ments trop extrémes. La seconde, I’a-superquantile, peut étre vue comme un complément
a la premiére puisqu’elle consiste a moyenner 'effet des événements se situant entre le
quantile et le pire cas. La figure illustre la signification de ces mesures sur une variable
aléatoire de densité connue.

De ce fait, la mesure de superquantile peut étre vue comme plus informative que le
quantile. En effet, le quantile dépend de la queue de la distribution mais elle n’apporte pas
d’informations sur la valeur des évenements plus extrémes encore. En effet, le maximum
peut se situer tres loin du quantile et deux queues de distributions tres différentes peuvent
avoir une méme valeur d’a-quantile. A Pinverse, le superquantile, en pondérant la queue
de distribution entiere, plait davantage aux ingénieurs puisqu’il permet d’avoir des infor-
mations supplémentaires sur la forme de la queue de distribution. Puisqu’elle nécessite la
connaissance du quantile afin d’étre calculée, la comparaison des deux valeurs permet de
détecter si la queue de distribution est lourde ou non, et si le maximum du support est
éloigné ou non.

Pour répondre aux besoins des ingénieurs, nous avons donc décidé d’utiliser le su-
perquantile comme mesure de risque appliquée au probléme d’optimisation de I’équation
. Pour le choix de la valeur du parametre «, nous pouvons choisir un « non trop
proche de 1 pour deux raisons. D’abord, nous souhaitons trouver des solutions différentes
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du probleme pire cas. Ensuite, le superquantile apporte une information sur I'extrémité de
la queue de la distribution. Méme si nous ne calculons plus le pire cas, ce dernier est pris
en compte dans le superquantile, méme en ne prenant pas une valeur de « trop proche de
1. De ce fait, une valeur de 1 — o de I'ordre de 10™2 est raisonnable. Dans les faits, cette
valeur dépend du besoin des ingénieurs et de leur tolérance au risque. Pour ’application,
nous fixons a = 95%.

Le dernier point & vérifier pour pouvoir appliquer I’algorithme MOEGO NSGA-II est
la continuité de l'application g,(x) = pg [f(x,€)]. En effet, lalgorithme multi-objectif
est basé sur une approximation par modeéle de substitution des fonctions objectif. Or, la
construction de modele de substitution, dont la forme analytique est continue, nécessite la
continuité des fonctions a substituer. Nous vérifions donc ici la continuité du superquantile
avant d’en proposer un estimateur efficace.

Preuve de la continuité du p¢ [fi(z, §)]

Le théoreme suivant prouve la continuité d’une mesure de robustesse avec de bonnes
propriétés dans le cas ou le domaine de définition de £ ne dépend pas de x :

Théoréme 8.1. Si f € C°(D, x D¢, R) avec D, C RNz et D¢ C RN, deux ensembles
compacts. Si pg vérifie la propriété de monotonie et d’équivariance en translation (définies
au chapz'trepour les mesures cohérentes), alors la fonction g, définie a Iéquation
est continue pour tout * € D, :

90(@) = pg [/ (@.€)] (8.2)

Preuve.

Soit 2° € D,. L’application (x, &) — f (x, &) est continue sur D, X D¢ qui est un compact.
Par le théoréme de Heine, la fonction f est donc uniformément continue sur cet ensemble.
Nous avons donc :

vs>u35>avgem,WqumHw—xW<5:wﬂ%@-j@ﬁgﬂ<e
Donc V€ € D¢, Vx tel que Hac — xOH <d,ona:

f(xas) f(.’.l!,&() 7f(w07§)+f(m07£)

e+ f(2,€)

N

A présent, en utilisant les hypothéses de monotonie et d’invariance en translation de la
mesure de robustesse p¢, on a :

= pelf(=,8)] pe [e + f(x°,€)| (monotonie)

€+ pe [ f(x°,€)| (équivariance en translation)
€

NN N

& gplx) — gp(wo)

En répétant le raisonnement précédent en partant de f(x% &) a la place de f(z,§) :

f(a;07€) f(movﬁ)_f(mag)—’_f(m)E)

< e+ f(,€)
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A présent, en utilisant les hypothéses de monotonie et d’invariance en translation de la
mesure de robustesse p¢, on a :

= pe[f(@%8)] < pele+ f(=,€)] (monotonie)
< e+ pe[f(x,€)] (équivariance en translation)

Ang gp(wo)—gp(cc) < ¢

Ce qui signifie que pour tout x° € D, :
Ve >0, 36 >0, Vx € D, {Hw — xOH <0= ‘gp(aco) —gp(w)’ < 5}

Ce qui prouve la continuité Va® € D,.
O

En remarquant que les conditions de monotonie et d’équivariance en translation sont
vérifiées par un a-quantile et un a-superquantile a « fixé, ce théoréme montre la continuité
de ces mesures de robustesse.

De plus, les deux remarques réalisées a la section[7.1.1|restent valables ici. En particulier
dans le cas ot le domaine de variation de & dépend de «x, la continuité reste vraie en utilisant
la méme fonction ¢ qu’au chapitre [7} Cette fonction ¢ est donnée a I'équation (7.3).

8.2 Développement d’un estimateur de superquantile par-
cimonieux

Dans cette partie nous nous intéressons a l’estimation du superquantile de la sortie
d’une boite noire déterministe cotliteuse ¢ avec des entrées suivant une variable aléatoire
&, comme au chapitre Ceci permet de résoudre le probleme de I’équation , puisqu’en
chaque point & € D,, nous pouvons considérer ¢ (§) = f (¢ (x,&,) ,&.). La variable « étant
la partie déterministe, on peut ici s’affranchir de ce parametre dans les notations.

Afin de pouvoir mettre en place un algorithme d’optimisation appliqué a cette mesure
de robustesse, il est impératif de construire un estimateur du superquantile qui nécessite
peu d’appels a la fonction ¢. L’usage de modeles de substitution enrichis suivant un critere
adapté est de ce fait I'un des objectifs de cette partie.

L’état de l'art de la section montre que de nombreuses techniques existent pour
estimer de maniére parcimonieuse et performante un quantile ou une probabilité de dépas-
sement de seuil, méme dans le cas d’évenements rares. En revanche, lorsque 1’on s’intéresse
a 'estimation d’un superquantile, la liste de ces méthodes est plus réduite.

On peut donc s’intéresser aux méthodes appliquées au quantile et en déduire leur
applicabilité au superquantile.

1. Par méthode de Monte-Carlo classique : comme le montre 1’équation (4.8)), la va-

riance asymptotique de 'estimateur Monte-Carlo dépend du nombre d’échantillon

en ——L— ol «a est proche de 1 et avec N le nombre d’échantillons Monte-Carlo

VN(1-a)
générés. De ce fait, pour compenser la valeur de ﬁ qui est de l'ordre de 102, il

faut que la taille d’échantillon N vaille au minimum 10%. Or, puisque nous souhai-
tons l'estimer en chaque & au cours de 'optimisation multi-objectif, ceci n’est pas
envisageable.
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2. Par échantillonnage stratifié : [’échantillonnage stratifié consiste a décomposer la
quantité a estimer en produit de probabilités conditionnelles. Or, dans le cas du
superquantile, il n’existe pas de maniére évidente de se ramener a ce cadre théorique.
De plus, il n’existe pas a notre connaissance de travaux basés sur ’échantillonnage
stratifié adaptés a I'estimation du superquantile.

3. Par échantillonnage préférentiel : le superquantile est estimé par échantillonnage
préférentiel pour chaque @ en résolvant le probleme de la formule (4.19) :

Qa” = min U™ ()

G e N ()] B
(1—a)Nis = #(&)>y

le théoreme prouve l'existence et la convergence d’un estimateur par échantillon-
nage préférentiel du superquantile. Toutefois, I’échantillonnage préférentiel requiert
le choix d’une distribution biaisée avec laquelle générer les échantillons. De plus,
ce choix est crucial puisqu’une distribution auxiliaire mal choisie peut rendre la
méthode moins efficace encore que la méthode de Monte-Carlo classique. Dans
la littérature, I'unique proposition existante pour choisir cette distribution biai-
sée pour le superquantile provient de ’étude de Hong [Hong et al., 2014]. Son idée
consiste a rechercher la loi biaisée qui minimise la variance de ’estimateur. Pour
cela, il recherche cette loi biaisée par la technique de changement de mesure expo-
nentielle aussi appelée exponential twisting en anglais et notamment détaillée dans
[Morio et Balesdent, 2015| pp.57-60]. Cependant, elle n’est adaptée qu’au cas ou la
densité de ¢ (&) est connue ou si la fonction déterministe ¢ dépend linéairement des
incertitudes & [Morio et Balesdent, 2015, p.60]. Elle n’est de ce fait pas adaptée a
notre étude.

On remarque donc que des techniques appliquées au quantile, la seule véritablement
prometteuse pour l'estimation du superquantile est I’échantillonnage préférentiel. Tou-
tefois, la mise en place de cet estimateur nécessite de choisir une distribution biaisée
permettant de diminuer la variance de l’erreur commise. Pour cela, on peut s’inspirer
de techniques existantes dans le cas du quantile dont la plupart sont présentées dans la
section [£.2] L’algorithme de l'entropie croisée, détaillé & l'algorithme [£.2] représente une
alternative prometteuse. Il est de plus adapté a I'utilisation de modeles de substitution,
ce qui permet de davantage réduire le nombre d’appels a la fonction de référence ¢. En
effet, il existe dans la littérature divers critéres d’enrichissement de plan d’expériences
adaptés a l'estimation de quantiles. Ces derniers sont présentés a la section [£.2.3] Nous
proposons donc en section [8.2.2] une adaptation au superquantile des critéres existants
pour le quantile.

8.2.1 Modification de I’algorithme d’entropie croisée

L’algorithme d’entropie croisée est introduit dans I’étude de [Rubinstein et Kroese, 2004].
Nous détaillons son application au cas du quantile dans la section [£.:2:2.3] Il repose prin-
cipalement sur deux idées :

1. La recherche de la distribution biaisée sur une famille de loi h) paramétrique.
Pour en calculer les parameétres A, I’étude [Rubinstein et Kroese, 2004] propose
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de minimiser la divergence de Kullback-Leibler entre la distribution optimale hj
minimisant la variance de l'estimateur et la distribution biaisée h). Dans le cas
du quantile, la distribution optimale est donnée a 1’équation . Elle est par
exemple illustrée sur la figure Pour adapter cela au cas du superquantile, il est
donc nécessaire de déterminer cette distribution optimale.

2. L’approximation de I’a-quantile & 'aide de 5-quantiles empiriques (c’est-a-dire sans
leur appliquer le rapport de vraisemblance) calculés sur des échantillons intermé-
diaires. La figure illustre la manieére d’utiliser ces S-quantiles empiriques afin
d’approcher la distribution biaisée comme a ’algorithme Pour que 'approche
par ces [-quantiles empiriques fonctionne, il est nécessaire que 8 < «a. Plus pré-
cisément, 3, conjugué au nombre d’échantillons Nop utilisés a chaque itération,
controle le nombre de points utilisés pour recalculer les parametres .

Afin d’adapter cet algorithme a I'estimation du superquantile, nous devons d’abord
déterminer la loi biaisée optimale. Ceci permet de modifier la formule du calcul des pa-
rametres A. Ensuite, afin de trouver la maniére la plus adaptée d’utiliser 'algorithme de
base de I'entropie croisée avec cette nouvelle formule, nous identifions les sources d’erreur
de la formulation de I’équation . Ceci permet d’en tirer ’algorithme d’entropie croisée
pour le calcul de superquantile.

8.2.1.1 Adaptation du calcul des parameétres de la loi biaisée a I’estimation
du superquantile

Afin de déterminer la formule adaptée au calcul des parameétres biaisés optimaux dans
le cas du superquantile, nous reprenons I’idée utilisée pour le quantile a la section
Le théoreme provenant de 1’étude de Hong [Hong et al., 2014], a montré que 1er-
reur d’estimation sur la fonction W permettant d’estimer le superquantile est de la forme

suivante :
\/V&r (L(Ei)laéi»qa (¢(&) - qo‘))
(1-a)

On peut remarquer que la variance de cette erreur dépend de la loi biaisée hj, méme si
elle n’apparait pas directement dans 1’équation précédente. Elle est incluse dans le rapport

(8.4)

0Q,15 =

(€
de vraisemblance L(€") = (E) (d’apres I’équation (4.12))). Il est donc possible de trouver
hy

la loi biaisée optimale hy qui permet d’annuler le numérateur de o4 ;5 donné a I’équation

K

var (L(gi)laéi»qa (6 (&) - qa)) - 2
h *
/Ee’Dg ( T (@(8) = 0a) Lyg)2q, — Qa) hy(§)d€ =0

hi(€)

Or, si l'intégrale d’une fonction positive est nulle, alors cette fonction est nulle presque
stirement. Ceci fournit une solution pour la densité optimale hj :

Ly(6)50. (6 (€) = 00)

i (€) = o (85
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= a-quantile
.y with £~k
=3 hy with E~h,

N
[\
[\
/

Distribution hy of ¢(€)

6(¢)

FIGURE 8.1 — Illustration de la distribution de sortie avec la loi biaisée optimale.

MC g-quantile
= IS a-quantile
B 5y with £~y
000 () with {~hy

On échantillonne d’abord selon la vraie loi
des entrées :

Distribution hy of ¢(¢)

MC g-quantile
= IS a-quantile
W 1y with E~h
=3 by with E~hy,
%0 (&) with {~hy

On en déduit le B-quantile empirique et
I’a-quantile par échantillonnage préférentiel
et 'on utilise le minimum des deux pour
reconstruire une nouvelle loi biaisée :

Distribution hy of ¢(¢)

On échantillonne ensuite selon la nouvelle loi
biaisée et I'on continue le processus jusqu’a
ce que l'a-quantile par échantillonnage
préférentiel ne dépasse pas les [-quantiles
empiriques \

y

MC g-quantile

\
\
\ — IS a-quantile
|
|

=3 hy with E~hy,
e®e () with &~y

Distribution £y of ¢(¢)

FIGURE 8.2 — Illustration des premieres itérations de I'algorithme d’entropie croisée
permettant de s’approcher de la distribution optimale.

Comme dans le cas du quantile a I’équation , cette loi biaisée optimale est in-
calculable en I’état puisqu’elle dépend de deux parameétres a priori inconnus ¢, et Q..
C’est la raison pour laquelle nous devons utiliser une loi biaisée et des échantillons inter-
médiaires afin de I'approximer. Pour choisir les parametres A de la loi biaisée optimale hy,
nous minimisons la divergence de Kullback-Leibler [Joyce, 2011] entre ces deux mesures.
Cette quantité permet de quantifier la dissimilarité entre deux distributions. Le probleme
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d’optimisation a résoudre s’écrit donc :

X* = argmin D(hj, hy)
A (8.6)

= argmin
A

L meam ol ax - [ hiGom (o] dx

Les termes ne dépendant pas de A dans I’équation (4.21)) n’influent pas sur les solutions
du probleme d’optimisation a résoudre, on peut donc oublier ces termes constants par
rapport & A, ce qui donne en développant hj d’apres I’équation ({8.5) :

A* = argmax

/ Lo(x)24a (@ (X) = ¢a) In [hy (X)]
by RNe

0. h(x)dx

Une fois encore en oubliant les constantes, comme la cible @), et en se ramenant a une
écriture probabiliste, on peut donc écrire :

A = argmax B (1yg),, (6(€) — 4a) n(hx(€))) (8.7)

En utilisant I’estimation par échantillonnage préférentiel, nous obtenons :

Rer o i i
X =argmax o (0(€) —a) 1, LE) ) (8.8)

L’équation illustre le fait que, pour estimer le superquantile par entropie croisée, il est
d’abord nécessaire d’estimer le quantile. Afin d’insister sur ce point, la section [8.2.1.2] per-
met de montrer que 'erreur d’estimation du superquantile par échantillonnage préférentiel
est également majorée par ’erreur commise sur I’estimation du quantile.

Remarque sur 1’équation : en comparant les équations a résoudre dans le cas du
quantile (équation (4.23)) et du superquantile (équation (8-8)), on remarque que 1'unique
différence entre les deux est I’ajout du terme (gb (él) — qa> a la formule pour le super-
quantile. On peut donc réécrire cette équation d’une maniere plus générale :

N,
1 CE

A= srgmex 1 ; 0 (5) In(hy (€)) (8.9)

<1

La fonction © (EZ) valant par exemple 1 L(¢') dans le cas du quantile.

o(€)>ae
Tout d’abord, ceci est cohérent avec l'interprétation du superquantile. En effet, il

consiste a pondérer les évenements se situant au dessus du quantile, ce que traduit tout a
fait 'ajout du terme (gb (§Z> - qa) dans la formule de © pour le superquantile par rapport
a celle adaptée au quantile. Ensuite, il est important de remarquer que cette fonction ©
ne dépend pas de A. Ainsi, ceci présente 'avantage de ne pas complexifier le calcul des
parametres optimaux dans le cas ou la solution était analytique pour le quantile. En par-
ticulier, si hy suit une loi normale, la solution est analytique. Soient A;; la moyenne et
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Aj2 Pécart type pour chaque composante j € {1,---, N¢}. Comme a la section 4.2.2.3] on
a dans ce cas la solution suivante a I’équation :

oo Zere(E)g
a1 N 2
6 ()
S POALTEC (EZ) (€ — 1)) (8.10)
7,2 Zi\in o (él)

8.2.1.2 Contribution de ’erreur du quantile dans ’erreur totale pour ’esti-
mation du superquantile par échantillonnage préférentiel

Pour comprendre comment utiliser I'algorithme d’entropie croisée, nous devons étudier
Ierreur de 'estimateur du superquantile introduit par Rockafellar a I’équation . Pour
évaluer l'erreur d’estimation du superquantile Q, = ¥(gy), il nous faut d’abord quantifier
lerreur commise en 'optimum ~* qui correspond au quantile g, et que 'on ne connait
que par son approximation yy,, = qgs :

\IINIS(JS) - qj(‘]a) - \I/NIS (qus) - \PNIS (Qa) + \IINIS (Q(x) - \Il(qa) (8'11)

«

inconnu estimé au théoréme [£.2]

Proposition 8.1. Si E {L(él)z} < 00, alors :

’\I/Nfs(qi5') _ \IJNIS’(qa)’ < ‘WNIS

oo Whrs & 0q1sN (0,1) et oq 15 est défini au théoréme a Uéquation (4.15)).

Nig—o0

Preuve.
Posons ©Vis = whis(glS) — wN1s(g,). On a :

. Nis i <j z
S = N —w JZI { &)~ 1y~ [9E) ~ao] 1¢<éi)>qa}L(§J)

En séparant les indicatrices en évenements disjoints, on obtient :

_AISVT

| (th f]a ) ¢(£2)>max(qo¢@é5)
N L HE) ]+ (@) - @)
+(¢(&) —aa) 1

SNrs = ; F
max(qa,Gi5)>¢(& )>qhs

<t
max(qa,Gi5)>6(€ )>qa
En majorant les termes ou la fonction ¢ se trouve en dehors de I'indicatrice, on a :

’nys _Qa‘ Nis
<> L(E

|25 | < 21
Nis(1 —a) et $(§)>min(qa,GLS)

(8.12)

Le lemme suivant permet de déterminer la limite du majorant dans I’équation (8.12)) quand
Nyg tend vers linfini.
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Lemme 8.1. Si E {L(él)g} < 00, alors :

Nis [P; 1

st—>OO

v
Nrs — Nis &I
avec v = Nis( 1 Nis(i—a) Z L(E ) #(&")>min(ga,GLs)

Preuve.
Regardons 1’événement sur lequel porte I'indicatrice de la formule de v™¥7S. On a :

. -1 o+l 11 1
5 >min thaqas) q&s>¢(£‘])2‘h¢ ¢(€J)>an>QO< ¢(£J)/QQ qa (Ia}(b(gj)}qg]s
Posons :
A = @ > ) > aaf
B $(&") = 45’ > da
C $(€) > o > a°
D = {4(&) >4
Puisque D = AUBUCetque ANB=0,ANC=0et BNC =, on a donc :
» -1 - +1 »
L@ ominta ) @)z | aaze@)zdts

On en déduit que :

N 1 Nrs » 1 Nrs .
s=_ SLEN L S LEN
Y Nis(1 - a) ]Z:: (&) $€)>a  Nis(l—a) ]Z:; (&) Go>0(&))>2"S

N N
I8 IS
U1 Vg

Pour le terme de gauche, v{v IS nous pouvons appliquer la loi des grands nombres
[Saporta, 2006, p.277] sur la variable L(él)l zi -
4)(5 )>Q<x

riance finie (par hypothese de 'algorithme) et est de moyenne E avec, par définition de
Ga :

En effet, cette quantité est de va-

b p
- <7 — > = —
Ainsi, U{VIS A
Njgsoo )
Il reste donc & étudier le terme v)’s = mz;v:’f L€' o )sgis” On a
qaz Zlu
év IS >0, on peut donc appliquer I'inégalité de Markov. Ceci nous donne :
E éVIS
V>0, Plop"s > < (t) (8.13)
Or

E(ngIS) - E{L({ 1 gls]

N
N
—~
&~

™
o
=
7 N\
ot

Ny S))par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

/N
Q
~
/N
P
Q
WV
-
&
Vv
R
=
19}
~—
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Le terme E (L(g 1)2) est borné par une constante, par hypothese. Le couple (él, ghT S)
appartient au fermé F = {(x,y) € R? : ¢, > = > y}. De plus, (él,qéVIS) RN (él,qa)

Nig—o0
d’aprés le théoréme [ On peut donc appliquer le théoréme porte-manteau

[Billingsley, 2008] ce qui nous donne que :

lim P (g0 > 6E) > 3575) <P (40> 0(€) > ) =0

N15~>oo

En remontant a ’équation (8.13]), on obtient donc que

V¢ >0, lim P[N15>t} 0

N]s%OO

IS

Ce qui est la définition de la convergence en probabilité de vév vers 0. On obtient donc

que le terme vV'S converge en probabilité (et donc en loi) vers 1.

O
Le lemme précédent montre que la composante
Vs = L ZNIS L€' tend vers 1 en probabilité lorsque

Nrs(1=a) o(&))>min(ga,a5)
Nrg — o0. De plus, le théoréme montre la convergence en loi de /Njg (cjés - qa)
vers o4 1s/N(0,1) ot 04 15 est définie a I’équation .
Donc grice au théoréme de Slutsky |Grimmett et Stirzaker, 2001, p.318], on obtient le
résultat suivant :

~I1S
qa ~IS N
N ¢’ = N — Is
\/T z:1 ‘z’(&])?min(qa,dés) VN1s (qa QQ) X v
Nis—o0
Nis — —qo NIS y . N
En Posant w FNIS 1-a) L(£ ) d)(E])Zmin(qa,qéS)’ et puisque NIS > 1’

I’équation (8.12) permet donc d’obtemr le résultat annoncé.
O

Remarque : en repartant de 'équation (8.11f) et grace a la proposition et au Théo-
reme nous avons mis en évidence que ’erreur commise sur le superquantile par ’équa-
tion (4.19) est asymptotiquement majorée par lerreur commise sur le quantile et par
celle commise sur ’approximation de W. Ceci démontre ainsi formellement un résultat qui
paraissait intuitif.

8.2.1.3 Algorithme d’entropie croisée pour le superquantile

La proposition ainsi que I’équation mettent donc en évidence qu’avant d’esti-
mer 'a-superquantile par 'algorithme d’entropie croisée, il est d’abord utile d’approcher
I’a-quantile. Plus précisément, ceci signifie que nous devons d’abord utiliser I'algorithme
2] avant d’estimer le superquantile a l’aide d’un échantillon généré par la loi biaisée
calculée grace a I’équation . L’algorithme résume cette idée.
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Algorithme 8.1 Algorithme de ’entropie croisée pour I'estimation d’un a-superquantile

Input : la densité jointe des entrées h, la fonction ¢(-), le nombre d’échantillons
Ncg par itération, la valeur des quantiles intermédiaires 5 € [0, 1]

Output : le superquantile Qég

- Exécuter I'algorithme en récupérant G-° ainsi que le dernier échantillon

%1 *NcE .

&, € et sa loi hy;

- Optimiser les parameétres de la densité biaisée A* selon I’équation avec gL°

a la place de qq;

- Générer les échantillons i.i.d E’l, e ,ENCE avec la densité hy;

- Estimer le superquantile Qés avec le dernier échantillon généré par I’équation

(8.3);

Remarque : Pour 'estimation de la loi biaisée, nous avons déja précisé que dans le cas
de la loi normale, le résultat de la résolution de est analytique. Toutefois, le cas de
la loi normale peut étre considéré comme trop restrictif.

Une loi assez répandue dans le but d’approximer des lois de probabilité bornées est la
loi béta donnée en annexe [A] Elle présente I'avantage d’étre trés flexible, comme lillustre
la figure Pour calculer les parameétres optimaux A* = (a*, b*), il suffit de calculer la
valeur de ces parametres qui annulent le gradient de la divergence de Kullback-Leibler.
On a donc :

Ncg
NCE z; 0 (.5) Vin(ha(€)) =0 (8.14)

Or dans le cas d’une loi Béta, on a :

0 Ohap(t) 1

— In(hgp(t) = —2—=

aa n( a,b( )) aa ha7b(t)
De plus,

aha,b(t) 8B(a, b) h b(t)

S0 — n(0ha(t) — Tl 2~ [1n(e) = (0() + (0 + ) us(t)

ou B est la fonction Béta et 1 la fonction digamma. De la méme maniere pour la dérivée
par rapport a b :

ahgz(t) = | In(1—#) — (¥(b) + ¥(a + b))} hap(t)

Ce qui nous donne pour la composante j € {1,---, N¢} si I'on se rameéne au gradient de
la divergence a ’équation (8.14)) et en considérant la symétrie de la fonction Béta :

New @ (&) In(é
ww»+w%+@y:ZZNm%)1@>

No. (€> (8.15)
Y(b;) +1(aj +bj) = S (g )
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Cette équation peut étre résolue par une minimisation du type moindres carrées.
Ceci revient & rechercher les parametres a; et b; qui annulent la différence entre les termes
se situant de chaque coté de 1’égalité de cette équation. Toutefois, cette résolution n’est
pas plus aisée que la résolution directe de 1’équation . En dehors de certaines fa-
milles paramétriques particulieres de loi (telles que la loi normale ou la loi triangulaire
[Morio et Balesdent, 2015| pp.61-62]), la résolution de I’équation n’est pas aisée. Dans
I’application de la section [8.2.3] nous nous concentrons sur la famille des lois normales
(tronquées ou non).

8.2.2 DModification de I’enrichissement du modele de krigeage

La section [£.2.3] détaille tous les critéres d’enrichissement permettant d’améliorer la
précision dans I’estimation d’un quantile a ’aide de la prédiction par krigeage de la fonction
¢. Dans cette partie, nous partons de 'un de ces critéres afin de 'adapter au calcul du
superquantile.

Puisque le calcul du superquantile doit étre fait en chaque point @, il est indispen-
sable que le critere d’enrichissement utilisé ne soit pas trop gourmand en temps de calcul.
C’est la raison pour laquelle nous excluons ici les méthodes du type SUR, détaillées a
I’équation . Cette technique permet d’enrichir le plan d’expériences avec le point
qui diminue le plus la variance de I'estimation de la mesure de robustesse par le modeéle
de krigeage utilisé. Or, pour chaque rajout de points, ceci nécessite la maximisation d’un
critére qui peut étre tres cotiteux a estimer. De plus, puisque nous calculons le quantile ou
le superquantile a I’aide d’un échantillon Monte-Carlo fixé, la technique inspirée de I’étude
de Balesdent [Balesdent et al., 2013] répond davantage a la problématique. En effet, elle
consiste a rajouter les points qui diminuent le plus 'incertitude des points de I’échantillon
Monte-Carlo dont la position par rapport au quantile est incertaine & cause de l’erreur
d’estimation du krigeage. Ce point de vue est détaillé en section Bien qu’également
coliteuse, I'approche présente I'avantage de répondre exactement & notre objectif en di-
minuant uniquement l'incertitude des points de I’échantillon Monte-Carlo nécessaires au
calcul de la mesure de risque étudiée. En d’autres termes, le critere SUR présente ici le
désavantage d’étre trop cotiteux et trop idéalisé.

Dans le cas du quantile, puisque la fonction ¢ est uniquement présente dans I’estima-
tion du quantile et de la loi biaisée par I'intermédiaire d’une indicatrice, il est inutile de
connaitre la fonction ¢ précisément. Il faut uniquement connaitre les zones de ’espace
des entrées ou cette fonction est au dessus du seuil courant ou non. Pour cela, il est donc
possible de se limiter a 'utilisation d’un modele de substitution de type classifieur.

Par ailleurs, I'unique différence entre le calcul du quantile et du superquantile est
lapparition du terme (¢ (&) —~) dans l'estimation des parameétres optimaux de la loi
biaisée. De ce fait, pour le superquantile, il ne suffit plus de savoir la position de ¢(€)
par rapport au seuil, mais il faut également connaitre 'amplitude du dépassement de ce
seuil. Des lors, pour 'estimation de superquantile il est nécessaire de modifier la maniere
d’enrichir le plan d’expériences.

Plus précisément, il n’est en fait nécessaire de connaitre la fonction qu’au-dela du quan-
tile recherché. De ce fait, le critére proposé par Echard dans son étude [Echard et al., 2013]
et détaillé a ’équation (4.29]) ne peut étre applicable ici, car, par construction, il ne permet
que de quantifier ’amélioration de la connaissance d’un seuil.

Le seul critere présenté a la section qui peut étre étendu au calcul du super-
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quantile est donc celui utilisé dans I’étude de Balesdent [Balesdent et al., 2013] et donné
a I’équation (4.27)). Pour cela, 'unique modification sur ’enrichissement proposé a la sec-
tion m porte sur la définition de I’ensemble Uy, , de I'équation . Pour rappel, Uy, 4
correspond a ’ensemble des points Monte-Carlo dont le positionnement par rapport au
quantile calculé sur qg est incertain. L’incertitude dont il est question ici est celle définie
par cette variance de la prédiction par krigeage. L’idée du critere de 1’équation est
ensuite de diminuer la variance de krigeage moyenne des points de Uy 4, ce qui revient a
choisir le point maximisant le critere IMSE (équation ([3.25])) restreint & cet ensemble (voir
I'équation (4.27)).

Pour adapter cette idée au superquantile, il suffit donc ici de modifier la définition de
I’ensemble des points dont on souhaite diminuer ’erreur d’estimation. Plus précisément, il
s’agit de tous les points qui sont potentiellement au dessus du quantile estimé. En d’autres
termes :

Ung={€€ (€, €M) & Gugia)_paqe) < B(E) +k6(E)} (8.16)

Cet ensemble incertain est illustré sur la figure [8.:3] On remarque dans cette équation

@ @ Sample points
—  Kriging model

8 -- a-quantile computed on ¢ ()
— a-quantile computed on $—k& ol )
ol|® ® U.quncertain points =

e R

/7

D \

o

FIGURE 8.3 — Illustration de la zone incertaine U, g a enrichir pour l'estimation d’un
a-superquantile par krigeage

que le quantile estimé §, d(o)—ké est le quantile estimé sur la borne inférieure de la pré-

diction par krigeage, ¢(e) — ki (e). Ceci permet de prendre également en compte l'erreur
potentiellement réalisée sur I'estimation du quantile lui-méme. L’enrichissement du plan
d’expériences de krigeage dans I’étape d’estimation du superquantile est résumé a ’algo-
rithme [8:2] Ce dernier est donc appliqué & chaque étape de l'algorithme [B.1] ou la valeur
de ¢ doit étre connue au-dela du superquantile. Ceci signifie que cet enrichissement est
réalisé avant la résolution de ’équation et avant 'estimation finale du superquantile.

8.2.3 Application de I’algorithme d’entropie croisée pour le superquan-
tile
8.2.3.1 Cas tests utilisés

Pour valider I’algorithme d’estimation du superquantile, nous utilisons quatre fonctions
de référence. Les lois de probabilités sur les entrées choisies ici sont des lois normales ou
des lois normales tronquées et sont définies dans l’annexe [A]
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Algorithme 8.2 Enrichissement séquentiel du modele de krigeage pour le calcul du su-
perquantile

Input : Un DOEF initial (généré par LHS par exemple)
un échantillon Monte-Carlo (51, e ,gNMC

La taille de I'intervalle de confiance k (1.96 par défaut)
le niveau « de quantile recherché

Output : la valeur du quantile Qa

. Construire ¢ a partir du DOE (avec son estimation d’erreur &);

- Calculer 'a-quantile ¢, bk a l’aide de la borne inférieure de krigeage sur cet
échantillon;

- En déduire le domaine de confiance Uy ¢ (défini & 'équation (8.16)));

- En déduire également la valeur du superquantile sur la borne inférieure et
supérieure du krigeage @) ok € Q Sk

while card (U, g) # 0 ou% > ¢ do
¢—ko

- Choisir & = = argmaxg.;; Info(€) d’apres équation (4.27);
. DOE = {DOE, (¢*,4(¢"))}:
- Construire ¢ a partir du DOFE (avec son estimation d’erreur 6);
- Calculer I'a-quantile ¢, ; bk ©t le domaine de confiance U, @;
- Calculer la valeur du superquantile sur la borne inférieure et supérieure du
krigeage Q¢> o b Q¢+lm’
end

La premiére fonction de test est la fonction de Rastrigin [Buttazzo et Frediani, 2009].
Elle est définie pour un nombre de dimension quelconque d € N de la maniere suivante :

d
6(€) = 10+ [¢ — 10cos (2r&,)] (5.17)
=1
£ ~ N(04,14)

Cette fonction est représentée pour d = 2 sur la figure Nous pouvons remarquer

Distribution of the output of Rastrigin Function

FIGURE 8.4 — Visualisation de la fonction Rastrigin et de la densité de probabilité de sa
sortie pour d = 2

qu’elle est fortement multimodale, ce qui signifie que les zones de ’espace des entrées
qui participent au calcul du superquantile sont disjointes. Cette caractéristique permet
en particulier d’éprouver la méthode sur un cas sur lequel elle n’est a priori pas la plus
adaptée.
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Un second cas test est la fonction a quatre branches provenant de
[Morio et Balesdent, 2015|. Elle est définie en dimension 2 et a pour équation :

34+ 01(51 o 52)2 _ &i+é

V2
L) 30L& - @)
¢(&1,&2) = 10 (& -&)+ L (8.18)
(&) + 75
& ~ N(0g, 1))

Cette fonction est représentée sur la figure [8.5] Elle est constituée de quatre modes qui

of the distribution of the output of the Four-Branch function

ooooo

11111

uuuuu

FIGURE 8.5 — Visualisation de la fonction a quatre branches et de la densité de probabilité
de sa sortie

peuvent participer a l'estimation du superquantile. Elle présente ’avantage de ne pas étre
dérivable bien que continue et donc pas infiniment réguliére.

Le troisieme cas test provient également de [Morio et Balesdent, 2015] et s’appelle
Polynomial Product Function (ici appelée PPF). Elle est également utilisable en dimension
d € N* quelconque et est définie de la maniére suivante :

(8.19)

B(€) = XL (¢ +E+58)
€ ~ N(04,1,)

Elle est représentée sur la figure pour d = 2. Comme la fonction & quatre branches,

Visualisation of the distribution of the output of the polynomial product function - dim 8

FIGURE 8.6 — Visualisation de la fonction PPF et de la densité de probabilité de sa sortie
pour d = 2

elle est multimodale, les modes d’intérét se trouvant au bord du domaine.
Enfin, la derniere fonction de test est la fonction du probleme MOO analytique présenté
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a I’équation ([7.9)) dont les entrées sont incertaines.

d

$(€) = \/I& + &l (1 T [—2 (@' - ;E)QD

& ~ Np,(2,0) (8.20)
z = (,0.0,0.0,0.0,0.0) et x € D, C R*
o = (2,0.5,0.3,0.004,0.05,0.7,0.05,1.9)

Les lois normales utilisées pour ce cas test sont des gaussiennes tronquées, définies en
annexe Le domaine de variation des incertitudes, permettant de tronquer la loi, est
donné ci-apres. Il s’agit en fait du méme que pour le cas test pire cas du chapitre [7}

-25 < & < 25 —015 < &, < 015

) —08 < &, < 08 ) 12 < g, <12

POU & S 3 09 < & < 09 POWE& ) o125 < &, < 012
0.0l < &, < 0.01 30 < &, < 3.0

La fonction est représentée sur la figure pour N, = 2 et N¢, = 0. On remarque qu’elle
est non-linéaire mais non multimodale. C’est d’ailleurs le cas qui ressemble le plus a notre
cas industriel : une fonction réguliere ou les incertitudes sont imposées localement autour
de divers points x.

8.2.3.2 Test de I’algorithme sans modeéle de substitution

Cette partie a pour but de valider 'algorithme [8:1] sur les cas tests analytiques intro-
duits précédemment. Pour rappel, dans le cas industriel, nous nous intéressons a ’estima-
tion du superquantile & 95%. On pose donc a = 0.95. Afin d’appliquer cet algorithme, il
est nécessaire de fixer trois parametres : la taille de I’échantillon a chaque étape N¢g, le
seuil 8 des quantiles empiriques intermédiaires et la loi biaisée utilisée. Les deux premiers
sont liés : le choix de ces deux parametres se fait de maniere conjuguée puisqu’ils per-
mettent de choisir le nombre de points qui est utilisé a chaque itération afin de calculer
les nouveaux parametres optimaux. En ce qui concerne le second, il permet de prendre en
compte ’a priori que 'on peut avoir sur la fonction : dans le cas général, la loi baisée est
prise dans la famille des lois normales. Cela est dii au fait que la résolution du probléme
de I’équation est analytique dans cette famille de loi. La moyenne et la variance de
la loi normale sont optimisées simultanément dans chaque cas.

En ce qui concerne la connaissance des 95%-superquantiles de référence sur ces cas
tests, nous les calculons par une méthode de Monte-Carlo brut avec un échantillon de
taille trés élevée (Nprc = 107). Cela ne pose pas de probléme ici puisque les fonctions
étudiées sont connues analytiquement. Enfin, puisque 'algorithme d’entropie croisée n’est
pas déterministe, les tableaux de résultat montrés ici sont calculés sur 100 répétitions.

Le tableau [8.I] récapitule les valeurs choisies pour I’application de 'algorithme 8.1} Ce
tableau donne également un premier résultat de calcul : le nombre d’itérations maximal
utilisé lors des 100 répétitions. On remarque que le nombre d’itérations maximum varie
avec la complexité du cas test et le choix des valeurs Nop et 5. Ces deux parametres
permettent de contrbler le nombre d’échantillons utilisés pour calculer les parametres op-
timaux & chaque itération de lalgorithme [£.2] c¢’est-a-dire n’annulant pas I'indicatrice de
la formule . Ce nombre est égal & (1 — 8)Nep. Ainsi dans le cas général, plus cette
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N Nombre itérations max
cp | 0 (résultat de calcul)
4 branches 100 | 0.60 10
Rastrigin 100 | 0.60 10
MOP2 modifié || 100 | 0.70 8
PPF 400 | 0.70 4

TABLEAU 8.1 — Récapitulatif des parametres choisis pour les cas tests utilisés.

quantité est réduite, plus le nombre d’itérations nécessaires doit étre important. On re-
marque que pour les cas tests en dimension 2 (quatre branches et Rastrigin), on utilise 40
échantillons a chaque itération afin de déterminer les parametres optimaux a I’algorithme
et Ces cas tests sont multimodaux et il est donc nécessaire d’utiliser une taille
d’échantillon plus importante que pour le cas test MOP2 modifié, ou 'on se limite a 30.
Enfin, pour le cas test PPF, il est multimodal et en dimension 8, nous avons donc choisi
d’utiliser une taille d’échantillon égal a 120 pour le calcul des parametres optimaux.

Les tableaux de résultat et permettent de comparer le résultat de 1’al-
gorithme [8.I] avec une méthode de Monte-Carlo utilisant un échantillon de méme taille et
le méme algorithme mais sans la formule adaptée au superquantile. Chacun des tableaux
correspond & un cas test différent. On remarque que quelle que soit la dimension, ’algo-
rithme d’entropie croisée modifié permet de diminuer ’erreur commise sur I’estimation du
superquantile & 95% par rapport aux deux autres. L’amélioration est nette par rapport a
une méthode de Monte-Carlo crue utilisant le méme nombre d’appels a ¢. Pour insister sur
ce point, nous avons également recherché la taille de I’échantillon Monte-Carlo permettant
d’obtenir un résultat équivalent. Les deux boites a moustaches de gauche des figures
et représentent la distribution de lerreur relative des méthodes d’entropie
croisée et de Monte-Carlo crue selon le nombre d’appels a ¢. Le tableau récapitule ces
boites & moustache et met en évidence que ’algorithme d’entropie croisée introduit permet
de diminuer de maniere importante le nombre d’appels & ¢ pour estimer un superquantile
a 95%. L’algorithme d’entropie croisée nécessite entre 2.5 a 4 fois moins d’appels a ¢ afin
de fournir un résultat équivalent. En particulier, on remarque que plus la distribution de
la sortie a une queue lourde, plus le gain par rapport a une méthode de Monte-Carlo
classique est grand. En particulier, pour le cas test & quatre branches, la figure 8.5 illustre
que la queue de distribution de la sortie est lourde. On remarque sur le tableau que
le gain de algorithme [8.] est ici important. La méme remarque peut étre faite pour le
cas test PPF (voir la figure . A Dinverse, pour le cas test Rastrigin, la densité de la
sortie est donnée en figure On voit que la queue de cette distribution n’est pas tres
étalée. Cette fois-ci le gain par rapport a des méthodes de Monte-Carlo est moins marqué,
bien que toujours présent. Un autre probléeme que peut poser le cas test Rastrigin pour
I'algorithme d’entropie croisée présenté ici est le grand nombre de maxima locaux de ¢
disjoints dans D, qui participent au calcul du superquantile. En effet, la loi biaisée sur
les entrées utilisée est une loi normale, il est donc difficile de favoriser les événements de
ces maxima locaux par le choix de la moyenne et de la variance dans chaque dimension
d’entrée.

Le calcul des parametres optimaux par la formule adaptée au superquantile de I’équa-
tion (8.8]) permet d’améliorer légerement le résultat par rapport a la formule adaptée au
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Algorithm (8.1 . Crude
with egquation Algorithm Monte-Carlo
Calls to ¢ 1000 1000 1000
Mean Error 3.4x1073 3.2 x 1073 6.4 x 1073
Qo5 Error 7.7 %1073 7.2 %1073 1.5 x 1072
Max Error 1.0 x 1072 9.3 x 1073 2.6 x 1072

TABLEAU 8.2 — Valeur absolue de 'erreur relative commise dans 1’estimation du 95%-
superquantile pour le cas test a quatre branches. Ces valeurs sont calculées sur une répé-
tition de 100 estimations pour chacune des méthodes.

Algorithm [8.1 . Crude
with egquation Algorithm Monte-Carlo
Calls to ¢ 1000 1000 1000
Mean Error 1.8 x 1072 1.7 x 1072 2.5 x 1072
o5, Error 4.7 x 102 4.3 x 1072 5.7 x 1072
Max Error 6.4 x 1072 5.8 x 1072 8.8 x 1072

TABLEAU 8.3 — Valeur absolue de 'erreur relative commise dans I’estimation du 95%-
superquantile pour le cas test Rastrigin. Ces valeurs sont calculées sur une répétition de
100 estimations pour chacune des méthodes.

quantile de I’équation . Néanmoins, cette amélioration n’est pas significative. Cela
est di au fait que 'effectif Nog est faible dans chacun de ces cas. Le calcul des parametres
A optimaux de la derniere itération de I'algorithme[8.1| utilise donc trés peu de réalisations
de &, ce qui explique le peu de différence dans les résultats.

On compare ensuite les résultats en augmentant Nop a 1000 par itération dans un
cas ou la queue de distribution de la sortie de la fonction est lourde. Par exemple pour le
cas PPF (la figure montre la densité de la sortie), 'adaptation de la formule pour la
maximisation du A apporte une amélioration visible au niveau de la boite a moustache de
I'erreur relative, comme l'illustre la figure Le résultat de cette figure a été lancé avec
le méme parameétre qu’au tableau I’'unique modification est la taille Nog d’échantillons
par itération qui passe de 400 a 1000.

8.2.3.3 Test de I’algorithme sur la prédiction par krigeage

Dans cette section, nous montrons que l'utilisation du krigeage (détaillée a la sec-
tion permet de diminuer de maniére importante le nombre d’appels nécessaires a
la fonction ¢. Puisque nous n’utilisons plus la fonction de référence, nous devons aussi
illustrer que l'erreur commise dans ’estimation du superquantile n’est pas trés impactée
par 'utilisation d’un modele de substitution.

Pour cela, nous reprenons les parametres détaillés au tableau et nous appliquons
l'algorithme [8.2] & chaque étape de l'algorithme [8.1] oti la valeur de ¢ doit étre connue au-
dela du superquantile. Ceci signifie que cet enrichissement est réalisé avant la résolution
de I’équation et avant I’estimation finale du superquantile.

Pour fixer le critere d’arrét de I’enrichissement détaillé a ’algorithme nous avons
choisi d’utiliser I’écart relatif entre le superquantile estimé sur la borne supérieure du
krigeage et celui estimé sur la borne inférieure. L’algorithme s’arréte si cette différence
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Algorithm |8.1 . Crude
with egquation Algorithm Monte-Carlo
Calls to ¢ 1600 1600 1600
Mean Error 2.2 x 1072 1.9 x 1072 4.4 x 1072
Qo59, Error 5.0 x 1072 4.4 x 1072 10.8 x 1072
Max Error 7.7 x 1072 6.6 x 1072 14.6 x 102

TABLEAU 8.4 — Valeur absolue de I’erreur relative commise dans I’estimation du 95%-
superquantile pour le cas test PPF en dimension 8. Ces valeurs sont calculées sur une
répétition de 100 estimations pour chacune des méthodes.

Algorithm |8.1 . Crude
with egquation Algorithm Monte-Carlo
Calls to ¢ 700 700 700
Mean Error 6.0 x 1073 5.9 x 1073 8.1x 1073
(o5, Error 1.9 x 1072 1.9 x 1072 2.4 x 1072
Max Error 9.0 x 1072 4.0 x 1072 9.2 x 1072

TABLEAU 8.5 — Valeur absolue de 'erreur relative commise dans 1’estimation du 95%-
superquantile pour le cas test MOP2 modifié en dimension 8. Ces valeurs sont calculées
sur une répétition de 10 estimations en 100 points LHS tirés dans 1’espace D,.

Cas test quatre branches | Rastrigin | PPF | MOP2 modifié
Ny 4000 2500 6000 1800
Nc¢ g total 1000 1000 1600 700

TABLEAU 8.6 — Tableau récapitulatif de la taille du Monte-Carlo & utiliser afin d’obtenir
le méme résultat que par ’algorithme d’entropie croisée.
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relative est plus petite que 1072, Les résultats obtenus sont détaillés sur les deux boites &
moustache de droite des figures et On y remarque d’abord que les boites
a moustache sont trés similaires que ce soit avec ou sans modeles de substitution. Ceci
met en évidence que ’enrichissement du plan d’expériences du modele de substitution est
efficace.

Ensuite, en légende de ces graphiques, le nombre (moyen) d’appels nécessaires a la
fonction ¢ est donné, avec et sans modele de substitution. Ces résultats sont résumés dans
le tableau

Cas test H Quatre branches ‘ Rastrigin ‘ PPF ‘ MOP2 modifié
Nombre d'appels a ¢ 1000 1000 | 1600 700
sans métamodele
Nombre moy(?n d apPels a ¢ 35 300 500 20
avec métamodele

TABLEAU 8.7 — Tableau comparant le nombre d’appels nécessaires & ¢ entre I’algorithme
assisté par modele de substitution (comme a 'algorithme ou non.

On remarque que efficacité de 'utilisation d’un modele de substitution est variable
selon les cas. Par exemple, on remarque que pour la fonction PPF en dimension 8 ainsi que
pour Rastrigin, le modele de substitution permet de ne calculer qu'un tiers des points, ce
qui reste important. Ceci s’explique par le fait qu’il y a plusieurs zones de D, a connaitre
avec précision. Or, pour 'estimation du superquantile, plus il y a de zones de ’espace des
entrées qui participent a son calcul (ce qui est le cas de Rastrigin et de PPF comme les
figures et le montrent), plus il y a de zones & connaitre avec précision. Il est donc
nécessaire d’enrichir davantage le DOE du modele de krigeage.

De plus, ces fonctions ne sont pas “stationnaires”. C’est 'une des hypothéses de la
construction par krigeage introduite a la section[3.2.3]. Elle suppose qu’il existe une fonction
r telle que Cov(Z(x), Z(x + h)) = r(h). En d’autres termes, la matrice de covariance ne
dépend pas de la zone de 'espace des entrées ou ’on souhaite prédire la fonction ¢. Cela
suppose que la fonction ¢ a des variations qui sont comparables dans chaque domaine de
I’espace D,. Or, cette condition est difficilement vérifiée sur PPF et Rastrigin.

8.2.4 Conclusions sur l’algorithme d’entropie croisée pour ’estimation
de superquantile

Pour résumer, 'algorithme permet :

— de diminuer le nombre d’appels nécessaires a ¢ pour estimer le superquantile avec
suffissamment de précision par rapport a une méthode de Monte-Carlo crue. Le
gain varie selon les cas tests. Le tableau compare le nombre d’appels a ¢ pour
obtenir la méme erreur sur ’estimation du superquantile. Il est notamment plus
intéressant d’utiliser cet algorithme dans le cas ou la queue de distribution de la
sortie est lourde, ce qui est le cas de certaines zones de ’espace des entrées « € D,
du probleme industriel.

— de diminuer l'erreur d’estimation sur le superquantile par rapport a ’algorithme
n’utilisant pas la formule modifiée pour le superquantile (de ’équation ({8.8]))

introduite a la section [8:2.1.1] Toutefois, les tableaux de résultats et
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montrent que cette amélioration n’est pas tres importante, méme en augmentant
le nombre d’échantillons Nog utilisés par la méthode.

De plus, l'assistance par krigeage proposée a l’algorithme [:2] permet de diminuer
le nombre d’appels nécessaires a ¢, tout en ne rajoutant pas, voire tres peu, d’erreur
a Destimation du superquantile. Le tableau [8.7] récapitule I'apport du krigeage dans le
nombre d’appels nécessaires a ¢ afin de converger vers une estimation du superquantile
suffisante.

En ce qui concerne les limites de ’algorithme, on peut remarquer que :

— les parametres Nog et 8 peuvent étre compliqués a choisir a priori. Pour rappel, ils

controlent le nombre d’échantillons utilisés pour calculer les parameétres optimaux
a chaque itération de ’algorithme c’est-a-dire n’annulant pas l'indicatrice de
la formule . Ce nombre est égal & (1 — §)N¢g. Toutefois, nous pouvons vé-
rifier une fois Palgorithme terminé que lerreur n’est pas trop grande. A P’aide de
I’estimateur de la variance asymptotique de ’erreur commise par ’estimation par
échantillonnage préférentiel sur le superquantile fourni par le théoreme nous
avons un estimateur d’erreur théorique qui peut servir pour déterminer un critére
de décision. Si cette variance approchée calculée a la fin de I’algorithme n’est
pas satisfaisante, nous pouvons augmenter la taille Nog et relancer I’algorithme.
De plus, il est possible de réutiliser I’échantillon généré lors de ’exécution non sa-
tisfaisante en les ajoutant a I’échantillon initial de I’algorithme 8.1} ou en reprenant
le plan d’expériences final du modele de krigeage utilisé.

— si la fonction ¢ a trop de zones disjointes dans ’espace des entrées qui participent

a l'estimation du superquantile (donc si elle est multimodale), la méthode peut
devenir coiiteuse, voire inadaptée. L’une des raisons a cela est que la recherche
d’une “bonne” loi biaisée peut devenir problématique. En particulier, la loi normale
utilisée ici n’est plus forcément adaptée.

— si la dimension d’entrée est trop grande, les limitations inhérentes au krigeage (voir

la fin de la section limiteront les performances de 1’algorithme.

8.3 Mise en place de l'optimisation multi-objectif probabi-
liste

Dans cette partie, nous appliquons 'algorithme MOEGO NSGA-II au probleme .
Pour cela, nous avons prouvé au théoréme que la fonction g,(x) = pg If (¢ (x,&,), )]
est continue sous certaines conditions sur [a mesure de risque p¢. En particulier, le super-
quantile vérifie ces conditions.

De plus, nous avons développé un algorithme d’estimation de superquantile basé sur
I’entropie croisée et le krigeage qui limite le nombre d’appels a la fonction ¢ et conduit
a une estimation précise du superquantile. Il est particulierement intéressant ici puisque
tres adapté a estimation de superquantile dans le cas de fonctions ne possédant pas un
grand nombre de maxima locaux. Or, le probléeme industriel entre dans ce cas puisque la
fonction de durée de vie est tres réguliere et les incertitudes entrainent des variations tres
localisées dans I’espace des entrées.

Enfin, comme pour le pire cas a la section [7.1.3] il peut étre intéressant de réutiliser
les appels a la fonction f pour estimer le superquantile en divers points de contréle & au
cours de I'optimisation par MOEGO NSGA-II. Deux procédures sont alors possibles :
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FIGURE 8.12 — Illustration du PF* dans le cas ou N, = 4 et N¢ = 8 et de I'objectif
incertain dans le cas ou N; =2 et Ng, =0

1. La premiere est la méme que celle de la section : on peut rajouter, par ’algo-
rithme les points de =, (défini & ’équation ) au plan d’expériences initial
de l'estimation du superquantile. En d’autres termes, ceci signifie que nous pou-
vons rajouter les appels déja réalisés a la fonction f dans le plan d’expériences
initial de lalgorithme [8:2] permettant d’estimer le superquantile autour d’un point

@ quelconque (en posant ¢ (§) = f (¢ (x,€,),&))-

2. La seconde est d’utiliser les points de =, dans I’échantillon aléatoire initial des
algorithmes [4.2] et Toutefois, ceci nécessite d’étre capable d’associer une densité
de probabilité avec laquelle les entrées incertaines de =, ont été générées, ce qui
n’est pas toujours possible. En effet, si ces points ne sont pas générés selon une loi de
probabilité connue, il peut étre trés coiiteux (et donc inenvisageable) de I’estimer.
C’est en particulier le cas ici puisque les points de =, proviennent de I’exécution
de Dalgorithme [B:2] pour lenrichissement du modeéle de krigeage. Ces points ne
coincident pas forcément avec I’échantillon Monte-Carlo généré dans ’algorithme
Leur distribution n’est donc pas connue. Méme si cette maniere de réutiliser
les appels a la fonction f n’est pas applicable ici, nous avons prouvé la convergence
d’un estimateur par échantillonnage préférentiel utilisant des échantillons générés
selon des lois différentes. Le lecteur intéressé peut se référer a la section [10.4] du
chapitre

Nous pouvons donc en conclure que la réutilisation proposée a ’algorithme est la seule
viable dans notre cadre. Nous I'appliquons en section [8:3.2 au cas test analytique introduit
a la section B.3.1] Il est ensuite testé en section R4 sur le cas industriel introduit en section

24

8.3.1 Présentation du cas test analytique

Afin d’éprouver 'algorithme détaillé précédemment sur un cas test d’'une complexité
suffisante, nous reprenons le cas test MOP2 modifié détaillé & la section [7.1.2.4] L’équation
des objectifs est la méme qu’a ’équation Toutefois, nous prenons en compte cette fois-
ci la loi de probabilité des incertitudes afin de calculer I'objectif f;. Ces incertitudes sont
détaillées a ’équation .

Ce cas est utilisé dans la dimension du probléme industriel, ce qui signifie N, = 4 et
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N¢ = 8. Le domaine de variation est le suivant : Vi € {1,---,N,}, —4 < x; <4. Ence
qui concerne les incertitudes &, portant sur les parametres de controle, elles sont de type
additive. Ceci revient a définir la fonction ¢ de la maniére suivante : (; (z,&) = x; + &
pour toutes les composantes ¢ de N, . Enfin, pour le domaine de variation des incertitudes,
nous avons :

—25 < &, < 25 —015 < &, < 015
o) 08 < &, < 038 o) 12 < &, < 12
Powrés i g9 < & o< 09 P&\ o125 < &, < 0125
—0.01 < &, < 001 30 < & < 30

Ici ces bornes nous servent a définir la troncature des lois normales définies a I’équation
B:20] Les lois normales tronquées sont définies & la section [A:2.3] de annexe [A]

Remarque concernant I’estimation du PF* de la figure [8.12| : afin d’avoir une
référence a laquelle se comparer, nous avons appliqué sur le cas test MOP2 modifié 'al-
gorithme NSGA-II (détaillé en section . Pour estimer le superquantile en chaque
x, nous avons utilisé la méthode de Monte-Carlo avec des échantillons de taille élevée
(Nye = 10%). En répétant 50 fois cette optimisation et en gardant les points Pareto-
optimaux de ces 50 répétitions, nous avons une approximation suffisamment précise de
PF*.

8.3.2 Application au cas test analytique
8.3.2.1 Application avec une estimation du superquantile bruitée

Afin de valider notre approche, nous comparons ici le résultat de MOEGO NSGA-
IT couplé & Pentropie croisée de l'algorithme [B.1] & I'algorithme NSGA-II classique pour
la partie multi-objectif de I’équation et un Monte-Carlo de taille 10° pour estimer
le 95%-superquantile en chaque point de contrdle multi-objectif x. Cette résolution est
volontairement lourde et donc cofiteuse en nombre d’appels aux deux fonctions objectif.
Le résultat de cette optimisation constitue en fait la référence a laquelle se comparer.

En ce qui concerne la paramétrisation de I'algorithme MOEGO NSGA-II, nous choi-
sissons les parametres détaillés & la figure [6.37] Pour le calcul du superquantile en chaque
x, les parametres de l'algorithme sont ceux du tableau Comme les résultats
de la partie le montrent, notamment le tableau I'estimation de la fonction
g(®) = Qos9 [f1 (¢ (x,&,),&,)] est bruitée, avec un bruit moyen se situant entre 1072
et 1073. Nous pouvons donc appliquer I'algorithme MOEGO NSGA-II & la maniére de
celle détaillée en section [6.4.4.1] C’est-a-dire que nous retournons le résultat de la popula-
tion finale de l'algorithme MOEGO NSGA-II et non pas le front de Pareto du DOE final,
correspondant a des appels provenant d’une fonction bruitée. Pour illustrer I'importance
de 'utilisation de la derniére population plutot que celle du DOE, les figures [8.13] et
montrent le front obtenu selon les deux méthodes La figure [8.13] met en évidence que le
bruit provenant de 'erreur du superquantile affecte le front calculé sur le DOE, ce qui
n’était pas le cas pour la méthode basée sur le pire cas que ’on approchait précisément.
Le front n’est pas bien capté, notamment la partie ot Qgsy (f1) ~ 1.81. Maintenant, si
I’on prend la derniere population convergée par NSGA-II sur les prédictions par krigeage
a cette méme itération et que l'on évalue ces points sur un Monte-Carlo (figure , le
front obtenu est tout a fait satisfaisant. Afin de compenser les effets du bruit, un effet
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F1GURE 8.13 — Graphique représentant le front obtenu sur le DOE de MOEGO NSGA-II
apres 30 appels distribués.
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FIGURE 8.14 — Graphique représentant le front obtenu sur la derniére population conver-
gée de MOEGO NSGA-II (recalculée sur un Monte-Carlo de taille 10%)) aprés 30 appels
distribués. La répétition et le nombre d’appels distribués sont les mémes qu’a la figure

B3

pépite dont la magnitude est de I'ordre du bruit (1073) est utilisé. Ceci montre que la
prise en compte de fonctions objectif bruitées par MOEGO NSGA-II peut étre effective.
Toutefois, le dernier front devant étre réestimé, ceci demande d’allouer un budget de calcul
légerement supérieur a l'utilisation plus classique de cet algorithme multi-objectif (celle
détaillée a la section .

8.3.2.2 Application avec une estimation plus précise du superquantile

Pour se ramener & une utilisation plus classique de MOEGO NSGA-II, nous augmen-
tant la taille d’échantillon utilisé dans ’algorithme d’entropie croisée afin d’en diminuer
le bruit d’estimation. Nous passons de Nog = 100 & Nog = 500 et nous augmentons donc
la valeur du seuil des quantiles intermédiaires a 8 = 0.85. Ceci équivaut & 'utilisation
de 75 points de I’échantillon pour chaque estimation des parametres biaisés. Le nombre
d’itérations nécessaires a la convergence dans l'algorithme descend a 4, ce qui signifie
une taille d’échantillon maximale de 2000. Toutefois, nous utilisons une approximation par
krigeage, dont ’enrichissement est détaillé a l'algorithme [3.2

Comme précédemment, nous répétons ’optimisation cinquante fois et nous comparons
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F1GURE 8.15 — Graphique représentant la moyenne sur cinquante optimisations de la dis-
tance entre PF™* et PF en fonction du nombre d’appels distribués aux fonctions objectif
pour le cas test MOP2 modifié
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FIGURE 8.16 — Graphique représentant le front obtenu par MOEGO NSGA-II apres 30
appels distribués et vérifiant le critere de I’équation avec Mtar9et = (.005.

la décroissance de la distance entre PF* discrétisé et le front retourné par la méthode
de référence (NSGA-II et Monte-Carlo) et la méthode proposée (MOEGO NSGA-IT et
entropie croisée). La figure résume ce résultat. La distance cible choisie ici correspond
a Mtarget — (0.005, o la distance est celle détaillée a 1’équation . La figure illustre
un front obtenu lorsque cette distance cible est atteinte.

On remarque que notre méthodologie nécessite un nombre restreint d’appels aux fonc-
tions objectif afin d’atteindre une précision suffisante sur le front retourné. En particulier,
la figure [8.17| met en évidence l'itération & partir de laquelle toutes les répétitions de l'al-
gorithme ont atteint la distance cible. On remarque que MOEGO NSGA-II permet de
converger en environ 38 appels distribués, alors que NSGA-II couplé & un Monte-Carlo en
nécessite 155.

Nous souhaitons maintenant mettre en évidence ’apport de la réutilisation des appels
a f1 détaillée a 1’algorithme Pour cela, la figure donne le nombre moyen d’appels
a la fonction f; a chaque calcul de superquantile et pour chaque itération de I’algorithme
MOEGO NSGA-II. Cette figure montre que la réutilisation a un effet positif sur le nombre
d’appels nécessaires a la fonction fi, puisque plus le nombre d’itérations est important,
donc plus la base de données = est remplie, moins il est nécessaire d’exécuter de simulations
de f1. Par ailleurs, ce graphique illustre, comme au chapitre[7]a la figure que MOEGO
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0.0055 Comparison of the distance to the true PF
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NSGA-II MOEGO-NSGA-I
(155 distributed calls) (38 distributed calls)

0.0010

FIGURE 8.17 — Boites a moustaches du nombre d’appels aux fonctions objectif une fois le
critere d’arrét atteint pour le cas test MOP2 modifié

NSGA-II a une premiere phase a nombre d’appels réduit, une seconde phase ou le nombre
d’appels augmente beaucoup puis une phase finale qui nécessite moins d’appels. La zone ou
le nombre d’appels augmente traduit le fait que MOEGO NSGA-II explore intensivement
I’espace D,. Ceci implique que les points & ou 'on doit évaluer la fonction sont distants
et donc que le cardinal de =, est nul. En d’autres termes, qu’il n’y a aucun point de
la base de données = qui se trouve a proximité des points de contréle ou 1’on évalue le
superquantile a ces itérations. Ceci met également en évidence que lors des premiéres
itérations de I’algorithme MOEGO NSGA-II, I'exploration ne se met pas tout de suite en
place et la méthode stagne dans une zone, ce qui justifie 'efficacité de la réutilisation.

Enfin, la fonction f; peut étre coiiteuse alors que nous lui appliquons le calcul d’un
superquantile a chaque appel distribué. Pour quantifier le cotit de résolution de I’équation
, il faut regarder le nombre d’appels nécessaires a cette fonction a chaque itération
de l'algorithme MOEGO NSGA-II. La figure donne le nombre maximum d’appels a
chaque itération de MOEGO NSGA-II. De cette derniére, on peut en déduire le temps
d’exécution d’'un tel algorithme. En effet, on remarque sur ce graphique qu’il faut en
moyenne un maximum de 60 exécutions de f; afin de calculer le superquantile. Cela est dii
en particulier & I’algorithme[7.1] de réutilisation. De ce fait, en conjuguant les 39 itérations
de MOEGO NSGA-II et les 60 exécutions de fi a chaque itération, le temps d’exécution
de I'algorithme est de ’ordre de 2300 exécutions de la fonction f; pour atteindre la conver-
gence. Ce calcul se base sur la pire des cinquante répétitions réalisées. Ce qui nous donne
donc une borne supérieure du nombre d’appels nécessaires.

8.3.2.3 Preuve de l’intérét de optimisation du superquantile par rapport au
pire cas

Un autre aspect qu’il est intéressant d’étudier ici est I'apport