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Approches bayésiennes non paramétriques et apprentissage de
dictionnaire pour les problémes inverses en traitement d'image
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L’apprentissage de dictionnaire pour la représentation parcimonieuse est bien
connu dans le cadre dela résolution de problemes inverses. Les méthodes d’opti-
misation et les approches paramétriques ont été particuliérement explorées.
Ces méthodes rencontrent certaines limitations, notamment liées au choix de
parametres. En général, la taille de dictionnaire doit étre fixée a I'avance et
une connaissance des niveaux de bruit et éventuellement de parcimonie sont
aussi nécessaires. Les contributions méthodologiques de cette thése concernent
l'apprentissage conjoint du dictionnaire et de ses parametres, notamment pour
les problemes inverses en traitement d’image. Nous étudions et proposons la
méthode IBP-DL (Indien Buffet Process for Dictionary Learning) en utilisant
une approche bayésienne non paramétrique. Une introduction sur les approches
bayésiennes non paramétriques est présentée. Le processus de Dirichlet et son
dérivé, le processus du restaurant chinois, ainsi que le processus Béta et son
dérivé, le processus du buffet indien, sont décrits. Le modéle proposé pour
l'apprentissage de dictionnaire s’appuie sur un a priori de type Buffet Indien
qui permet d’apprendre un dictionnaire de taille adaptative. Nous détaillons la
méthode de Monte-Carlo proposée pour I'inférence. Le niveau de bruit et celui
de la parcimonie sont aussi échantillonnés, de sorte qu'aucun réglage de para-
metres n’est nécessaire en pratique. Des expériences numériques illustrent les
performances de I'approche pour les problemes du débruitage, de I'inpainting
et de I'acquisition compressée. Les résultats sont comparés avec I'état de I'art.
Le code source en Matlab et en C est mis a disposition.

Mots-clés: représentations parcimonieuses, apprentissage de dictionnaire, pro-
lemes inverses, bayésien non paramétrique, processus du Buftet Indien, Monte-
Carlo par chaines de Markov






Bayesian nonparametric approaches and dictionary learning for
inverse problems in image processing
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Dictionary learning for sparse representation has been widely advocated for
solving inverse problems. Optimization methods and parametric approaches
towards dictionary learning have been particularly explored. These methods
meet some limitations, particularly related to the choice of parameters. In ge-
neral, the dictionary size is fixed in advance, and sparsity or noise level may also
be needed. In this thesis, we show how to perform jointly dictionary and para-
meter learning, with an emphasis on image processing. We propose and study
the Indian Buffet Process for Dictionary Learning (IBP-DL) method, using a
bayesian nonparametric approach. A primer on bayesian nonparametrics is
first presented. Dirichlet and Beta processes and their respective derivatives,
the Chinese restaurant and Indian Buffet processes are described. The proposed
model for dictionary learning relies on an Indian Buffet prior, which permits
to learn an adaptive size dictionary. The Monte-Carlo method for inference is
detailed. Noise and sparsity levels are also inferred, so that in practice no pa-
rameter tuning is required. Numerical experiments illustrate the performances
of the approach in different settings : image denoising, inpainting and com-
pressed sensing. Results are compared with state-of-the art methods is made.
Matlab and C sources are available for sake of reproducibility.

Keywords : sparse representations, dictionary learning, inverse problems, Baye-
sian non-parametric, Indian Buffet Process, Markov chain Monte Carlo
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CHAPITRE] -

Introduction

Ma these de doctorat en traitement du signal et de 'image a débuté au sein du La-
boratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal (LAGIS) qui est devenu le
1°" janvier 2015 le Centre de Recherche en Informatique, Signal et Automatique de
Lille (CRIStAL). Elle concerne I'étude de problémes inverses en traitement d’image
utilisant les approches bayésiennes non paramétriques pour 'apprentissage de dic-
tionnaire. Mes travaux font également partie du projet ANR-BNPSI (Bayesian Non-
parametric methods for Signal and Image Processing) n°’ANR-13-BS-03-0006-01.

11 Probléme inverse

“Un probléme inverse est une situation dans laquelle on tente de déterminer les causes
d’un phénoméne a partir de 'observation expérimentale de ses effets.” En traitement
d’image, un probleme inverse est typiquement celui de la reconstruction d’'une image
plausible a partir d’'une image observée Y. L’observation est le résultat d’une fonction
f(H, X, B) éventuellement non linéaire. En particulier, dans le cas linéaire on a :

Y = H(X + B). (1.1)

X est I'image initiale qui est perturbée par un opérateur H et un bruit B. Cela
donne I'image observable Y. On cherche a retrouver X a partir de Y. L’opérateur
d’observation H peut étre :

— la matrice identité : il s’agit alors d’un probléme de débruitage,

— un masque : le probleme s’appelle I'inpainting ou certains pixels de I'image
sont désactivés et le but est de retrouver 'image entieére,

— un opérateur de flou : on dit alors que 'on veut déconvoluer 'image, i.e. re-
construire I'image nette d’une scéne originale a partir d’une version floue,

— une matrice de projection aléatoire dans le cas de I'acquisition compressée
(compressive sensing).

Ces problémes de reconstruction ou de restauration d’image sont souvent des pro-
blémes mal-posés du fait d’'une perte d’information lors de I'observation. Un pro-
bléme est dit mal-posé au sens d’Hadamard s’il ne respecte pas I'une des conditions
suivantes :

— la solution existe,

— la solution est unique,

— la solution dépend de fagcon continue des données (i.e. une petite variation
dans les données n’introduit pas de grande variation dans la solution).
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Dans le cas linéaire de I'équation (1.1), cette propriété peut découler de la matrice
H lorsqu’elle est non-inversible ou mal-conditionnée. Il existe alors plusieurs solu-
tions a I’équation (1.1). Les seules observations expérimentales Y ne suffisent pas a
déterminer parfaitement X.

Une approche naturelle pour résoudre (1.1) est la méthode des moindres carrés
qui permet de s’affranchir de la difficulté posée par la matrice non-inversible. Cette
méthode donne un estimateur X, minimisant la norme ¢, du résidu du modeéle :

Xyo = argmin||Y — HX|.. (1.2)
X

Cela consiste a résoudre I'équation suivante :
H'™HX = H'Y. (1.3)

La solution des moindres carrés est unique sous condition que H'H soit inversible.
Elle est donnée par
Xyc = (H'H)'H'Y. (1.4)

Dans le cas ou H'H n’est pas inversible, la solution n’est plus unique. Pour se
ramener a une solution unique, parmi toutes les solutions vérifiant Y = HX, on peut
choisir la solution de norme euclidienne minimale. On peut référencer ici aussi la
régression pseudo-orthogonale connue sous le nom de régression ridge [1].

Bien qu’il soit possible d’obtenir une solution unique, une pseudo inversion faite
au sens des moindres carrés ne conduit pas a une bonne solution du probleme inverse
a cause de son instabilité, aussi appelée non robustesse au bruit. En effet, 'équation (1.4)
n’exploite que des informations apportées par les données Y qui ne sont en général
pas suffisantes pour avoir une solution unique ou robuste au bruit. Dans ce cas, il est
nécessaire d’ajouter des contraintes ou des a priori qui permettent de réduire I'espace
des possibilités afin de définir une notion de meilleure représentation et aboutir a
une solution unique. Le choix d’'un a priori est dit pertinent s’il permet de retrouver
les représentations qui ont les propriétés souhaitées. Par exemple, on peut désirer la
parcimonie.

1.2 Représentation parcimonieuse

Ces vingt dernieres années, les représentations parcimonieuses ont levé de nom-
breux verrous en traitement du signal et des images [2-4]. La parcimonie consiste
par exemple a utiliser un petit nombre d’atomes choisis dans un dictionnaire pour
reconstruire ou restaurer un signal, une image. On cherche a décomposer le signal
en éléments basiques appelés atomes. Chaque atome représente une partie élémen-
taire du signal complet. Soit D le dictionnaire contenant K atomes. Nous notons
d;, = D(:, k), Patome numéro k du dictionnaire. L'image X a retrouver peut étre
recherchée sous la forme suivante :

K
X =) dW(k,) (1.5)
k=1
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ou W(k, :) est les coefficients de la représentation W associés a I'atome k. X est donc
la somme de tous les atomes pondérés pas les coefficients associés. Il est a noter qu’en
traitement d’image, les atomes sont souvent sous la forme d’imagettes élémentaires
appelées patches [4]. On appelle imagette (patch) un morceau souvent de taille 8 ex-
trait a partir d’'une image.

W est souvent appelée la matrice de coefficients ou le jeu de coefficients. Lorque la
matrice W a un grand nombre de coeflicients nuls, on parle de représentation par-
cimonieuse. On trouve aussi les termes représentation éparse, représentation creuse
ou sparse representation en anglais. Les coeflicients nuls indiquent les atomes non
utilisés. Les coeflicients non-nuls indiquent la présence des atomes dans le signal. I
peut exister une infinité de jeux de coefficients W permettant d’effectuer des com-
binaisons d’atomes différentes pour décomposer le méme signal. Il est nécessaire de
définir un critere pour choisir un unique jeu de coefficients W parmi toutes les dé-
compositions possibles. Dans cette these, on s’intéresse au critére de parcimonie. En
effet, la parcimonie est une approche pour résoudre les problemes inverses ot1 'on est
a la limite de 'identifiabilité. Le chapitre 2 revient en détails sur ces représentations
parcimonieuses.

Il faut alors distinguer deux approches. Une premiere possibilité consiste a choisir
a l'avance le dictionnaire parmi un ensemble de dictionnaires préexistants en utili-
sant des fonctions mathématiques (la transformée en cosinus discreéte, la transfor-
mée en ondelette, curvelets, ...) pour ensuite identifier les coeflicients associés en
imposant que ceux-ci soient les moins nombreux possibles. Différentes méthodes
(LASSO [5], Basis Matching Pursuit [6],...) permettent alors d’estimer ces coefficients
en résolvant un probleme d’optimisation, typiquement avec pénalité ¢, ou ¢; (relaxa-
tion d’une pénalité /) sur les coefficients. Le choix a priori du dictionnaire est alors
crucial et influence beaucoup la qualité des résultats obtenus.

Une deuxiéme possibilité consiste a apprendre un dictionnaire a partir d’'un en-
semble de données de référence. Une étape d’apprentissage est nécessaire, en plus
de I'estimation des coefficients de la décomposition. Cette these adoptera cette ap-
proche.

1.3 Apprentissage de dictionnaire

On peut aborder 'apprentissage de dictionnaire sous I'angle de la "factorisation
de matrice”, ou 'on décompose X = DW. Le modele (1.1) devient :

Y = H(DW + B). (1.6)

La récupération de X est équivalent dans un certain sens a la recherche d’un couple
optimal (D, W) dans un sens qui reste a préciser. D est un dictionnaire redondant ot
le nombre d’atomes du dictionnaire est supérieur a la dimension des données.

L’apprentissage de dictionnaire par les méthodes d’optimisation a été beaucoup
étudié [7-10]. Dans ces méthodes d’optimisation, la parcimonie est typiquement fa-
vorisée par une pénalité ¢, ou ¢/, sur I'ensemble des coefficients de codage (d’autres
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formulations sont possibles). Par exemple dans le cas du débruitage ot H est la ma-
trice identité :

1
(D,W) = argmin —||Y — DW||3 + \||[W|, ou A > 0. (1.7)
ow) 2

Une optimisation alternée entre D et W est proposée pour résoudre (1.7) [4]. Les
méthodes d’optimisation visent a minimiser 'erreur de reconstruction tout en favo-
risant la parcimonie, comme dans ’équation (1.7). Il faut donc trouver un bon com-
promis entre 'erreur de reconstruction et la parcimonie. Ce compromis est controlé
par A appelé parametre de régularisation. Il est a noter que le choix du parameétre
de régularisation A en fonction de I'erreur de reconstruction est important. Plus A
est grand, plus on impose la parcimonie, moins on utilise d’atomes et plus I'erreur
de reconstruction est grande. Prenons un exemple sur I'’équation (1.7). Dans le cas
extréme, quand A\ — oo, ||[W||; — 0 pour compenser. Quand aucun atome n’est
utilisé, I'erreur est maximale. Inversement, quand A = 0, il n’y a plus de contrainte
de parcimonie. La décomposition utilise autant d’atomes que nécessaire pour mi-
nimiser l'erreur de reconstruction. Cependant rappelons qu’on effectue la décom-
position sur 'image observée qui est I'image bruitée par exemple. L’objectif est de
débruiter cette image. L’erreur de reconstruction joue un role analogue au niveau
du bruit. On cherche une approximation de I'image bruitée en acceptant un certain
niveau d’erreur lié au niveau de bruit. Quand A = 0, on approche la reconstruction
exacte du signal de I'image bruitée Y qui n’est pas satisfaisante ici. Dans les méthodes
d’optimisation, un a priori sur I'erreur de reconstruction est nécessaire afin de choi-
sir de fagon optimale en avant le parametre de régularisation \. Bien que souvent
robustes, les méthodes d’optimisation souffrent de certaines limitations. Elles fixent
souvent a 'avance 'erreur de reconstruction, la taille du dictionnaire ou le niveau de
parcimonie. Dans la littérature, un dictionnaire de taille X' = 256 ou 512 atomes est
appris le plus souvent [4, 7]. Quelques méthodes proposent un dictionnaire de taille
adaptative en visant un compromis entre I'erreur de reconstruction et la parcimo-
nie de la représentation par exemple [11-14]. Cependant, I'estimation de la taille du
dictionnaire est souvent basée sur des heuristiques.

Une deuxiéme famille d’approches explorée dans une moindre mesure regroupe
les méthodes d’apprentissage de dictionnaires via des modeles probabilistes. Dans le
cadre bayésien, le probleme s’écrit typiquement sous la forme d’une loi a posteriori :

p(D,W,0.|Y) xp(Y |D,W,0.)p(D,W,0.) (1.8)

La vraisemblance p(Y | D, W, 0.) est construite conformément au modéle (1.6) ou
le bruit est souvent gaussien. La loi a priori p(D, W, o.) permet de régulariser le
probleme. En utilisant par exemple I'échantillonnage de Gibbs pour I'inférence, le
probleme peut étre résolu en échantillonnant alternativement les variables selon :

p(D|Y,W,0.) x p(Y | D,W,0o.)p(D) (1.9)
p(W|Y,D,0.) xp(Y|D,W,o.)p(W) (1.10)
p(oe | Y,W,0.) x p(Y | D,W,0.)p(ce) (1.11)

Un avantage des approches bayésiennes est que le niveau de bruit peut aussi étre
échantillonné. Il n’est plus nécessaire de le fixer a I'avance.
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Les modeles bayésiens paramétriques possedent a priori un nombre de degrés
de liberté fixé a 'avance. Dans le cas de I'apprentissage de dictionnaire, le nombre
d’atomes sera fixé a 'avance. Cependant, si le nombre d’atomes est trop faible, par
exemple un seul atome, le dictionnaire ne sera pas assez riche pour reconstruire le
signal. Si le nombre d’atomes est treés important, par exemple infini, le probléeme du
surapprentissage apparait. Une sélection de mod¢le est en général nécessaire si l'on
souhaite trouver un compromis optimal.

Dans les approches bayésiennes non paramétriques, le nombre de degrés de li-
berté du modele est lui-méme considéré comme aléatoire et finalement contrdlé par
les données lors de I'inférence. De la méme facon, elles permettent de développer
des méthodes d’apprentissage de dictionnaire sans fixer a 'avance la taille du dic-
tionnaire. Non seulement on échantillonne le dictionnaire, mais aussi son nombre
d’atomes lors de l'inférence. Aucun parametre n’est fixé a I'avance. Ces propriétés
ouvrent des perspectives prometteuses et encore peu explorées en traitement du si-
gnal et des images. C’est pourquoi 'apprentissage de dictionnaire s’appuyant sur les
approches bayésiennes non paramétriques est exploré dans cette these.

En particulier, le chapitre 3 rappelle diftérentes méthodes d’apprentissage de dic-
tionnaire.

1.4 Approches bayésiennes non paramétriques

Pour rappel, les méthodes paramétriques font 'hypothése que le modéle peut étre
caractérisé par un vecteur de paramétres de dimension finie. Par exemple, dans un
modeéle de mélange paramétrique, le nombre de composantes est fixé avant d’inférer
les parametres du modele (poids et parametres des composantes élémentaires). Le
choix de la dimension des parametres n’est pas toujours trivial et constitue une limi-
tation des modeles paramétriques.

Les modeles non paramétriques permettent d’éviter les choix souvent restrictifs
des modeles paramétriques en définissant une distribution a priori sur des espaces
fonctionnels (de dimension infinie). Les modéles non paramétriques peuvent ainsi
étre simplement définis comme des modeles paramétriques avec un nombre infini de
parameétres. Pour résumer, non paramétriques ne veut pas dire qu’on ignore 'existence
des parametres des distributions. Cela indique surtout que la dimension des para-
metres inconnus est aussi une variable aléatoire. On va estimer ces parametres ainsi
que leur dimension en utilisant des lois définies sur des espaces de distributions.

Les modeles bayésiens non paramétriques souvent mentionnés sont les proces-
sus gaussiens et les processus de Dirichlet. En particulier, le processus de Dirichlet a
mélange (Dirichlet Process Mixture, DPM) [15, 16] est une distribution sur les distri-
butions de probabilité. Le DPM dépend de deux parametres et ses réalisations sont
des mélanges infinis, par exemple le processus de Dirichlet a mélange de gaussiennes
ou Poisson. Il permet de prendre en compte dés le départ le caractere aléatoire du
nombre de composantes d’'un mélange. Le nombre de composantes n’a pas besoin
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d’étre défini a I'avance, mais il sera estimé a partir des données. Le processus du res-
taurant chinois est un dérivé du processus de Dirichlet. Le chapitre 4 présente en
détails ces processus.

Dans le cas ou chaque objet peut s’associer a plusieurs classes, on parle des modeles
a variables latentes (latent feature models). Les processus Béta-Bernoulli ou de Buffet
Indien sont deux exemples de loi a priori qui permet de modéliser des objets possé-
dant un nombre inconnu de caractéristiques (feature). Le nombre de caractéristiques
est potentiellement infinie mais est régularisé par la loi a priori . Ces processus sont
exposés dans le chapitre 5. En particulier, le chapitre 6 détaille I'échantillonnage du
processus du Buffet Indien.

Les méthodes bayésiennes non paramétriques ont connu un intérét croissant dans
la communauté de I'apprentissage (machine learning) [17-21]. Cependant, elles sont
encore tres peu utilisé dans la communauté de traitement de signal et d’image [22,
23]. A noter au passage, une session spéciale sur Bayesian non-parametrics for signal
and image processing a été organisée par Francois Caron, Pierre Chainais et Audrey
Giremus en 2015 a EUSIPCO (European Signal Processing Conference).

1.5 Modéle IBP-DL

Les modeles non paramétriques possédent de trés bonnes propriétés d’adaptativité

qui permettent de s’affranchir d’une étape de sélection de modéle, la complexité du
modele augmentant dynamiquement avec la richesse des données d’apprentissage.
En utilisant les approches bayésiennes non paramétriques dans 'apprentissage de
dictionnaire, nous pouvons considérer que le dictionnaire est potentiellement de
taille infinie mais une loi a priori est introduite pour favoriser la parcimonie de la
représentation.
Dans le cadre de cette these, on s’appuie sur le processus du Buffet Indien qui nous
permet a la fois de controler le nombre d’atomes et de favoriser la parcimonie. Un
modele appelé IBP-DL pour Indian Buffet Process for Dictionary Learning ou le pro-
cessus de Buffet Indien pour 'apprentissage de dictionnaire, sera présenté dans le
chapitre 7.

L’objectif de nos travaux est précisément d’explorer le fort potentiel des méthodes
bayésiennes non paramétriques pour 'apprentissage de dictionnaire, encore trés peu
utilisé par la communauté traitement du signal et des images. Cette these apporte des
contributions méthodologiques, notamment pour les problemes inverses en traite-
ment d’image. Une approche bayésienne non paramétrique IBP-DL (Indian Buffet
Process for Dictionary Learning) est proposée grace a la loi a priori décrite par le
Processus de Buffet Indien. Cette méthode donne un dictionnaire efficace avec un
nombre d’atomes adapté. En outre, les niveaux du bruit et de la parcimonie sont éga-
lement déduits de sorte qu’aucun réglage de parameétre n’est nécessaire. Le modele
IBP-DL est ensuite implémenté dans les problemes inverses linéaires en traitement
d’image. Le chapitre 8 illustre les résultats obtenus pour évaluer la pertinence de la
méthode IBP-DL.
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1.6 Liste des publications

Dans [24] et [25], un modéle IBP-DL pour le probleme de débruitage est pré-
senté. Une description plus détaillé de ce modéle est publiée dans [26]. Dans [27], le
modele IBP-DL est élaboré pour résoudre des probléemes de I'inpainting et compres-
sive sensing au-dela du débruitage de base. Un échantillonneur de Gibbs marginalisé
accéléré est aussi dérivé pour I'inpainting dans cette these.

1. Hong-Phuong Dang, Pierre Chainais. Indian Buffet Process Dictionary Lear-
ning for image inpainting. IEEE Workshop on Statistical Signal Processing
(SSP), 2016 [27].

2. Hong-Phuong Dang, Pierre Chainais. Towards dictionaries of optimal size :
a Bayesian non parametric approach. Journal of Signal Processing Systems,
1-12,2016 [26].

3. Hong-Phuong Dang, Pierre Chainais. A Bayesian non parametric approach
to learn dictionaries with adapted numbers of atoms. Intel best paper award.
IEEE 25th International Workshop on Machine Learning for Signal Processing
(MLSP), 1-6, 2015 [25].

4. Hong-Phuong Dang, Pierre Chainais. Approche bayésienne non paramé-
trique dans 'apprentissage du dictionnaire pour adapter le nombre d’atomes.
Conférence Nationale GRETSI, 2015 [24].

5. Hong-Phuong Dang, Pierre Chainais. Indian Buffet Process Dictionary Lear-
ning : algorithms and applications to image processing. International Jour-
nal of Approximate Reasoning (en révision) [28].

1.7 Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante :
Le chapitre 2 introduit les outils de base de la décomposition parcimonieuse. Quelques
méthodes doptimisation seront présentées. Les bases des méthodes d’échantillonnage
aléatoire, appelées méthodes de Monte Carlo sont ensuite abordées.
Le chapitre 3 dresse un état de I'art des méthodes d’apprentissage de dictionnaire, et
précise I'intérét des approches bayésiennes, en particulier non paramétriques.
Le chapitre 4 donne une revue du processus fondateur de I'approche bayésienne non
paramétrique, le processus de Dirichlet, et son utilisation pour les modeles de mé-
lange. La liaison entre le processus de Dirichlet et les autres distributions non pa-
ramétriques comme la représentation de Backwell-Mac Queen ou le processus de
restaurant chinois est aussi présentée.
Le chapitre 5 s’intéresse au processus de Buffet Indien (IBP), une distribution non
paramétrique pour les modeles a caractéristiques latentes (latent features) qui est
intéressante pour I'apprentissage de dictionnaire. Plusieurs fagons de construire le
processus de buffet indien seront décrites. Les modeles plus généraux de processus
du buffet indien qui permettent de capturer le comportement données-atomes en loi
de puissance et de reproduire des propriétés statistiques fines des données sont aussi
évoqués.
Le chapitre 6 fournit différents algorithmes d’inférence de 'IBP dans le contexte d'un
modele linéaire gaussien.
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Le chapitre 7 est consacré au modele IBP-DL pour I'apprentissage de dictionnaire
de taille adaptative en utilisant le processus de Buffet Indien. Différentes versions de
I’échantillonnage de Gibbs pour I'inférence de ce modeéle sont aussi étudiées.

Le chapitre 8 illustre la pertinence de 'approche IBP-DL sur des problémes inverses
en traitement d’image : débruitage, inpainting, compressive sensing. Les résultats
obtenus sont comparés avec ceux d’autres méthodes de I’état de 'art.

Le chapitre 9 termine ce travail par un exposé de perspectives théoriques, algorith-
miques et applicatives et une conclusion.
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Décomposition parcimonieuse

Les représentations parcimonieuses permettent de résoudre les problémes inverses
oul’on est alalimite de 'identifiabilité. Elles connaissent de nombreux succes en trai-
tement du signal et des images depuis ces vingt derniéres années. Ce chapitre définit
d’abord la notion de représentation parcimonieuse et les problémes qui en résultent.
On s’intéressera ensuite aux différents algorithmes qui permettent la représentation
d’un signal par un dictionnaire éventuellement redondant en utilisant une approche
par optimisation ou une méthode bayésienne.

2.1 Représentations parcimonieuses

L’objectif de tout changement de représentation est d’exprimer un signal sous une
autre forme afin de pouvoir le traiter et I'analyser de fagon plus simple, plus efficace.
Représenter un signal de maniére parcimonieuse consiste a le décomposer en uti-
lisant un dictionnaire éventuellement redondant, ou seul un petit nombre d’atomes
est effectivement utilisé dans le dictionnaire. Un dictionnaire est dit redondant si sa
taille est supérieure a la dimension de I'espace dans lequel vivent les données. Cette
représentation parcimonieuse pour le signal comporte un grand nombre de valeurs
nulles. Ce chapitre est consacré a la recherche d’'une décomposition parcimonieuse
d’un signal dans un dictionnaire connu. On étudie dans un premier temps un signal
non bruité y que 'on souhaite décrire de la maniére suivante :

K
y =Dw = Z drwy, (2.1)

k=1

ouy est un vecteur colonne de dimension L. D est la matrice de dictionnaire de taille
Lx K ou K estle nombre d’atomes. Le vecteur colonne w de taille K encode la repré-
sentation parcimonieuse de I'observation y. Le ccefficient wy, représente 'encodage
du signal associé a 'atome numéro k.

La recherche d’une représentation parcimonieuse peut se traduire sous la forme
d’un probleme de minimisation sous contraintes :

min||w/||o sous contrainte y = Dw. (2.2)
w

La norme ¢, sur w compte le nombre de coefficients non nuls dans w. En minimi-
sant le nombre de coeflicients non-nuls, on cherche une représentation optimale w
contenant un nombre minimal de termes non nuls, ce qui correspond au critere de
parcimonie. Toutefois, la norme ¢, est non convexe donc la solution obtenue peut
correspondre a un minimum local. La minimisation exacte selon la norme /¢, est
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y = D w

FIGURE 2.1 -y est éparse sur D : seuls quelques coeflicients sont actifs
(non nuls) dans w.

connue comme un probleme d’optimisation NP-complet [29], i.e., non calculable
en temps polynomial sur un ordinateur. On doit effectuer une recherche exhaustive
parmi toutes les combinaisons d’atomes différentes pour trouver la solution. C’est
un probleme qui passe difficilement a I'échelle. On s’intéressera dans la section sui-
vante a différents algorithmes de recherche de décompositions parcimonieuses qui
contournent la difficulté en réexprimant le probleme (2.2), par exemple en relachant
la norme /.

2.2 Algorithmes de poursuite adaptative pénalité ¢

Les algorithmes de poursuite ou algorithmes gloutons (greedy) sont des algorithmes
itératifs qui cherchent a résoudre le probleme (2.2) grace a une heuristique. Le prin-
cipe de ces algorithmes est de chercher un par un les atomes actifs de fagon a dimi-
nuer I'erreur entre le signal original et le signal parcimonieux. L’algorithme s’arréte
quand un critére d’arrét défini a priori est atteint. Cette optimisation locale ne peut
pas assurer I'optimisation globale dans le cas général mais elle offre de bonnes pro-
priétés de décroissance du résidu tout en garantissant la parcimonie.

2.21 Matching Pursuit

L’algorithme de Poursuite Adaptative (Matching Pursuit, MP), voir Algo. 1, est
proposé par Mallat et Zhang en 1993 [30]. Le principe de la méthode est le suivant.
D’abord, I'atome le plus corrélé avec le signal a I'itération courante est sélectionné,
il s’agit de I'atome dont la contribution au résidu courant est la plus grande. Cette
contribution est ensuite soustraite pour générer un nouveau résidu. Il est a noter
qu’un atome & peut étre sélectionné plusieurs fois durant la procédure. L’algorithme 1
présente I'algorithme de Matching Pursuit. Le critere d’arrét est typiquement dé-
fini soit par le nombre maximal 7" d’itérations soit par le résidu ||7(™)||,. En sortie

T
d’algorithme, y s’exprime sous la forme:y = > w(t)d,(f) + 1™,
=1

2.2.2 Orthogonal Matching Pursuit

L’agorithme de Poursuite Adaptative Orthogonale ou Orthogonal Matching Pur-
suit (OMP) [31], voir Algo. 2, est une extension de MP. Le principe de base de OMP
reste le méme que celui de MP. La seule différence est la mise a jour des ccefficients,
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Initialisation : t <— 0; r¥) <— y; D
répéter

t— t+1;

Recherche de I'atome optimal :

k® < argmax | (r®~V d,) |
k

Mise 4 jour du coefficient : w® | (r®= d\"y |

Mise 2 jour du résidu : r® « r=1 — @{"®
jusqu’au critere d’arrét.

Algorithme 1 : Algorithme Matching Pursuit

Initialisation : t <— 05 k(¥ <— 0 r(®) « y; p” « 2;D

répéter
t— t+1;
Recherche de I'atome optimal :

E® < argmax | (r®=V d; € D) |
K
t—1)

dp ¢ D'

~(t-1)

Ajout du nouvel atome au dictionnaire actif : D" « [D dg) ]

Mise 4 jour des coefficients : w*) < argmin|y — ﬁ(t)wH%

Mise a jour du résidu : r® ¢ (=1 — D“w
jusqu’au critere d’arrét.

Algorithme 2 : Algorithme Orthogonal Matching Pursuit

et donc du résidu. A chaque itération t, OMP recalcule tous les ccefficients en proje-
tant le signal sur I'espace engendré par tous les atomes sélectionnés, contrairement a
MP ot seul le nouveau coeflicient est mis a jour par projection sur le nouvel atome.
La mise a jour de I'ensemble des coefficients est réalisée en utilisant la méthode des
moindres carrés.

Le probléme des moindres carrés w = argmin||y — Dw]|3 peut étre résolu de la
w

. i ST T , :
facon suivante: w = D yavecD <« (D D)~ 'D , aussi appelée la pseudo inverse de
D. 1l faut noter que contrairement & MP, la mise a jour les coefficients dans OMP est
faite par la projection orthogonale du signal sur un sous espace (sous-dictionnaire D)
de dimension de plus en plus grande. La projection interdit 2 un atome de D déja sé-
lectionné d’étre choisi @ nouveau pour I'ajouter dans D. OMP effectue de fait une
réduction de dimension. Certains algorithmes basés sur OMP suggeérent une accep-
tation de plusieurs atomes a la fois afin d’accélérer le processus, par exemple Stage-
wise OMP (StOMP [32]), Regularized Orthogonal Matching Pursuit (ROMP [33]),
voire le rejet d’atomes déja sélectionnés comme Compressive Sampling Matching
Pursuit (CoSAMP [34]).
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2.3 Basis pursuit - Basis pursuit denoising pénalité ¢,

2.3.1 Basis pursuit

La norme ¢, n’est pas convexe et pose des problemes de minimum local dans un
probleme NP-complet. L’algorithme de poursuite de base ou Basis pursuit [6] ap-
proxime la norme ¢; du probleme (2.2) par une relaxation convexe de la norme /5,
c’est-a-dire la somme des valeurs absolues des coefficients :

min||w||; sous contrainte y = Dw. (2.3)
w

Sous '’hypothese que la solution est strictement parcimonieuse, 'équation (2.3)
donne la solution de 'équation (2.2). La convexification du probléme permet d’élargir
le champs des méthodes de résolution : optimisation convexe, dualité lagrangienne...
avec garantie d'une solution unique correspondant a un minimum global. Son avan-
tage est d’étre calculable par des techniques de programmation linéaire méme s’il
s’agit d’'une solution approchée.

2.3.2 Basis pursuit denoising

La décomposition du signal dans I’équation (2.1) ne tient pas en compte de 'existence
du bruit. L’équation (2.3) permet de résoudre le probleme posé dans le modéle (2.1)
sous hypotheses de parcimonie stricte. On modélise maintenant la perturbation d'un
signal par un bruit

y =Dw+e. (2.4)

On doit par conséquent reformuler le probléme ainsi que la contrainte. Le bruit
est généralement supposé gaussien centré i.i.d.. Ceci équivaut a choisir une erreur
de reconstruction quadratique. L’idée est de rechercher une approximation parci-
monieuse d’'un signal a une petite erreur € pres. Ce probleme s’appelle Basis Pursuit
DeNoising (BPDN) [6]. BPDN est une version de BP (voir partie 2.3.1) qui tolére du
bruit. On cherche maintenant a résoudre le probléeme suivant :

min||wl||; sous contrainte ||y — Dw||? < e. (2.5)
w

Quand € = 0, ce probleme revient a Basis Pursuit.

2.4 Programmation quadratique : LASSO

BPDN (Basis Pursuit Denoising) est bien connu sous le nom de LASSO [5] (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator), aprés avoir été introduit par Tibshirani
en 1996. Il permet de minimiser 'erreur quadratique, avec une borne sur la somme
des valeurs absolues des coefficients. Le probléme (2.5) peut aussi étre posé sous la
forme suivante :

min|ly — Dwl]|3 sous contrainte ||w||; < & (2.6)
w

ou encore a I'aide du multiplicateur de Lagrange qui permet d’indiquer I'influence de
la contrainte dans le cotit de la solution. On rappelle ici le principe de cette approche::
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Définition 1. Soit le probléme d'optimisation min (x) sous contraintes h(x) = 0 et
z€eR

g(x) < 0, et soient les vecteurs ju € R™ et A € R:. La fonction £ : R — R

L(z,pu, ) = f(z)+ Z#zhz(ﬂf) + Z Aigi(z)

est appelée Lagrangien ou fonction lagrangienne du probléme.

Définition 2. Soit le probléme d'optimisation min (x) sous contraintes h(x) = 0 et
zeR

g(z) <0, et soient les vecteurs n € R™ et A € Rt. La fonction ¢ : R™*" — R définie
par:
O, A) = minL(x, i, A)

z€R4

est la fonction duale du probléme. Les parameétres \ et . sont appelés variables duales.
Dans ce contexte, les variables x sont appelées variables primales.

Par exemple, I'équation (2.6) peut s’écrire sous la forme :

min|ly — Dw]3 + Al|wlls

K (2.7)
minly — Dwl/3 + A3 s
k=1

avec A > (. Il existe des valeurs de A dans eq. (2.7), € dans eq. (2.5), § dans eq. (2.6)
qui sont compatibles avec la méme solution.

Dans le probléme LASSO, A controéle la parcimonie de w. Soit {wigsso[k] }r=1.x
les solutions du probléme LASSO. Plus A augmente plus les w450 k] tendent vers 0
et pour un \ suffisamment grand, certains sont exactement égaux a zéro. Le choix
du parametre de régularisation A en fonction du niveau de bruit € est important. Ce
choix influence le résultat final. Comme la norme ¢; n’est pas différentiable en 0, la
fonction objectif du LASSO n’est pas différentiable. Différents algorithmes ont été
développés afin de trouver les solutions en se basant sur la convexité du probleme
d’optimisation.

L’algorithme Iterative Soft Thresholding [35] est un algorithme de seuillage itératif
reposant sur le seuillage doux qui permet de résoudre le probleme (2.7). Notons au
passage que 'opérateur de seuillage doux est un opérateur de proximité [36] associé
ala norme /. L’opérateur de seuillage dur est associé a la norme /.

Certains algorithmes reposent sur une approximation a \ fixé. On parle des algo-
rithmes de descente coordonnée par coordonnée qui approchent la solution en ne
modifiant qu'une seule composante de wy,, a la fois. Par exemple, on a I'algorithme
Shooting [37] proposé par Fu (1998), ou I'algorithme de seuillage itératif [38], ou en-
core Pathwise Coordinate Optimization [39] proposé par Friedman, Hastie, Hofling,
et Tibshirani. La descente de coordonnées circulaire [40] a été aussi proposée dans
la littérature. On peut également citer les méthodes de points intérieurs [6].
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2.5 Algorithme LARS

D’autres méthodes se regroupent dans la famille des algorithmes d’homotopie
qui fournissent les solutions du LASSO pour chaque valeur de son parametre. Elles
considerent \ en tant que paramétre d’homotopie. Parmi ces algorithmes, on re-
trouve notamment le Least-Angle Regression (LARS) [41] que 'on présente ici. Si
I'on construit le chemin de solutions de w en fonction du parameétre A, on s’apercoit
que la solution LASSO est linéaire par morceaux. Ainsi, on peut construire une suite
de 7'+ 1 valeurs croissantes de \y = 0 < A\; < ... Ap telles que w, soit I'estimateur
des moindres carrées, w), ait exactement un coeflicient nul, w,, deux coeflicients
nuls, etc. jusqu'a wy, ne contienne que les coefficients nuls. La détermination de
cette suite de valeurs de \ et des w correspondant se fait par I'algorithme Lars.

L’algorithme Least Angle Regression (LARS) (Algorithme de LARS pour la mé-
thode LASSO) [41] est un algorithme d’homotopie itératif forward qui permet de
fournir rapidement I'ensemble de toutes les solutions LASSO

{W/\t | At = 0}e—rir. (2.8)

lasso

Définition 3. Soit A()\;), lensemble des indices des atomes sur le niveau de \,

AN) ={ke{l;...,K}tq |di(y—Dwy ) |= A} . (2.9)
Le principe de I'algorithme LARS s’appuie sur le maximum de corrélation entre
les atomes d;, et le résidu y — Dw;", . On décrit ci-dessous I'idée de I’algorithme
LARS pour résoudre le probléme LASSO.
— on commence avec \g = oc. Dans ce cas le vecteur w = 0%, Par conséquent,
le résidu vaut y. On identifie 'atome d;, ayant la plus grande corrélation avec
y. On ajoute £ a la liste des atomes retenus.
— Tétape 1 : On décroit \; vers 0 jusqu’a ce qu'’il existe un dy, tel que & rejoigne
A(Ay).
— létape t < T : On continue de décroitre \; vers 0. Lensemble A()\;) peut
étre changé par rapport 8 A(\;_1) car:
— un atome k qui n’appartenait pas avant 8 A()\;_) peut rejoindre mainte-
nant A()\;), par conséquent, wi", [k] # 0.
— un atome k qui appartenait 8 A(\;_;) mais n’appartient pas a A(\;), par
conséquent, w;", . [k] = 0.
— Tétape T : L’algorithme s’arréte quand Ay = 0. Le probleme LASSO pour
tout \ est alors résolu.

L’algorithme LARS explore I'ensemble des solutions de maniere itérative, en ex-
plorant successivement les atomes les plus corrélés avec le résidu courant. Cepen-
dant, en cas de présence de groupe d’atomes corrélés, I'algorithme va avoir tendance
a sélectionner un atome par groupe, lésant 'exploration des solutions.

2.6 Décomposition parcimonieuse et méthodes de Monte Carlo

On peut aussi poser le probleme dans le cadre probabiliste. Dans cette partie, les
méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov [42] (MCMC) sont présentées pour
résoudre le probléme.
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Initialisation : t <— 05 60©) ~ po(6);
pourt = 1: 7T faire
t— t+1;
0O ~ k(0| 6¢1);
fin pour
Algorithme 3 : Algorithme MCMC générique.

2.6.1 Principe des algorithmes MCMC

Les méthodes MCMC sont des méthodes qui permettent d’échantillonner selon
une distribution de probabilité p(.) donnée. Ces méthodes se basent sur la construc-
tion d’une chaine de Markov {#Y},_,.7 qui est asymptotiquement distribuée selon
p(#). On introduit tout d’abord un échantillon initial §(*) distribué suivant py(6).
L’échantillonnage sera ensuite effectué en se basant sur un noyau Markovien appelé
aussi noyau de transition [42] KC(6 | §’). Ce noyau K (6 | 6’) doit respecter certaines
propriétés [42]. En particulier, le noyau est construit de telle fagon que la distribution
invariante de la chaine soit la distribution cible p(9)

/ K6 |6)p(0')do" = p(6),V0 € ©. (2.10)
o
L’algorithme 3 donne un algorithme MCMC générique.

La densité empirique formée par les échantillons aléatoires 6(*) converge vers la
distribution cible p au fur et a mesure que ¢ augmente. Ces échantillons sont ensuite
utilisés pour approximer des estimateurs. En pratique, on exclue d’abord une pre-
micére étape dite de chauffe (burn-in) avant de considérer que 'algorithme a atteint
un régime stationnaire ot 'on a bien 6 ~ p.

2.6.2 Inférence bayésienne pour une décomposition parcimonieuse

Dans le cadre bayésien, le probléme de décomposition parcimonieuse s’écrit sous
la forme d’une loi a posteriori :

p(w|y,D,0c) x p(y | D,w,oc)p(w). (2.11)

La vraisemblance p(y | D, w, 0.) est construite conformément au modéle (2.4). Le
bruit € qui perturbe le signal est généralement gaussien i.i.d. de variance 2. La vrai-
semblance est alors une loi Normale d’espérance Dw et de variance o2 :

1 1
p(y | D,w,oc) = (2ro?)PE exp {—T‘Qtr [(y — Dw)"(y — Dw)] } . (2.12)

Pour rappel, la dimension de y est L. La distribution p(w) s’appelle la loi a priori .

Pour résoudre le probléme en utilisant les méthodes MCMC, on cherche a échan-
tillonner w selon p(w | y,D,0.). Ces échantillons sont ensuite utilisés pour ap-
proximer des estimateurs bayésiens tels que le maximum a posteriori (MAP) ou
I'espérance a posteriori du minimum de I'erreur quadratique moyenne (minimum
mean-square error MMSE).
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En particulier, on définit 'estimateur MAP comme étant le maximum a posteriori
du parametre, donné par :

max p(w|y,D, o) (2.13)
ou bien max p(y | D,w, o )p(w) (2.14)
ou encore
m“z,axlogp(y | D,w, oc) + logp(w). (2.15)
qui est équivalent au probléme :
min — logp(y | D,w, 0c) — logp(w). (2.16)

En comparant (2.16) avec I'expression des méthodes d’optimisation lorsque
p(w) o< exp (—A||lw]||,), on T'opérateur MAP est ici donné par :

min||y — Dw][5 + A[[wllj, (2.17)

on remarque que la loi a priori joue le role de la régularisation qui permet de favori-
ser la parcimonie. Dans la suite, différents types de loi a priori pour les coefficients
parcimonieux seront présentés.

Nous rappelons maintenant les deux algorithmes les plus couramment utilisés en
MCMC, que I'on retrouvera dans les autres chapitres :
— Téchantillonneur de Gibbs, basé sur des échantillonnages conditionnels,
— Tlalgorithme Metropolis-Hastings, basé sur une procédure d’acceptation-rejet.

2.6.3 Echantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs permet de générer un ensemble de variables aléatoires
suivant une loi cible sans utiliser directement son expression supposée difficile a ma-
nipuler, mais en utilisant les densités conditionnelles de chacune des variables aléa-
toires [42]. Dans notre cas, on cherche a échantillonner w qui contient K coeflicients.
I est difficile de générer d'un bloc w suivant laloi cible p(w | y, D, o). L’algorithme 4
présente ’échantillonnage de Gibbs de p(w | y, D, o) en générant alternativement
chaque élément wy, selon la distribution conditionnelle p(wy, | y, D, W, o¢).

Pour un nombre d’itérations suffisamment grand, chaque vecteur w généré peut
étre considéré comme étant une réalisation de la loi a posteriori p(w | y, D, o¢). Ces
échantillons sont ensuite utilisés pour construire des estimateurs.

2.6.4 Algorithme Metropolis-Hastings

L’algorithme Metropolis-Hastings (MH) appartient aussi a la famille des méthodes
MCMC. La premiére version de I'algorithme a été introduite en 1953 [43] en consi-
dérant le cas particulier de la distribution de Boltzmann. Cette premiére version a
été beaucoup utilisée pour traiter des problémes en physique statistique. En 1970,
'algorithme a été généralisé par Hastings [44] au cas de n’importe quelle distribu-
tion.
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Initialisation : t <— 0; w(® ~ po(w);

répéter
t— t+1;
pour £ = 1 : K faire
t t ¢ t—1 t—1
w,g) ~ p(wy | D,wg),...,w,ill,w,i+1),...,w§( ),O's);
fin pour

jusqu’au critere d’arrét.

Algorithme 4 : Echantillonnage de Gibbs de p(w | y, D, 0.).

Initialisation : t <— 0; w(®) ~ py(w)
répéter
t— t+1;
W~ q(W | wih);
a = min (1 p(W|y.D,o.) gqw!'"| VNV))
"p(wltD |y, D,o.) q(w | wt=D)
sia > Uy alors
w®) — w;
sinon
w® W(t—l);
fin si
jusqu’au critere d’arrét.

Algorithme 5 : L’algorithme Metropolis-Hastings avec une loi de proposition
indépendante des échantillons précédents.

Laloi cible peut étre connue a une constante multiplicative pres, ce qui est souvent
le cas lorsque 'on calcule la densité a posteriori a 'aide du théoréme de Bayes. Sil’on
ne sait pas simuler suivant cette loi, 'algorithme MH propose d’introduire a partir de
laloi cible un noyau de transition arbitraire que 'on appelle loi instrumentale ou aussi
loi de proposition a partir de laquelle on sait échantillonner. Le support de la loi de
proposition doit inclure le support de la loi cible, c’est-a-dire que la loi de proposition
ne doit pas étre nulle sur le support de la loi cible.

L’algorithme 5 synthétise les étapes d’échantillonnage de w par Metropolis-Hastings.
Si w suit une loi cible p(w | y, D, 0.), on introduit une loi instrumentale condition-
nelle g(w | w).

ATinstant (¢), on simule un échantillon aléatoire w selon la loi de proposition. On
I'accepte ou le rejette al’aide d’une procédure d’acceptation-rejet avec une probabilité
de mouvement a. Laloi de proposition peut étre symétrique i.e. (W | w) = q(w | w).
Dans ce cas, I'expression de la probabilité de mouvement devient le rapport des lois
a posteriori :

(2.18)

a:mm(L p(w|y,D,o.) >'

p(wi=V |y,D,0c)

On peut également choisir une loi de proposition indépendante des échantillons
précédents ou q(w | w) = q(w). L’expression de la probabilité de mouvement est
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dans ce cas :

(2.19)

= (t-1)
o i (1 POV ¥Dooe) g )y
P [y,D,02) q(®

Remarque : La chaine peut prendre plusieurs fois la méme valeur, les échantillons
successifs ne sont pas i.i.d..

2.6.5 Intérét de I'inférence bayésienne

Dans les méthodes d’optimisation, par exemple basis pursuit denoising (cf. 2.4),
le choix du niveau de bruit (erreur de reconstruction) est important afin de choisir
un parametre de régularisation A\ compatible. Dans le cadre bayésien, nous pouvons
intégrer la variance du bruit aux variables du modéle. Non seulement w peut étre
échantillonné, mais aussi le niveau de bruit en considérant une loi a priori . Un bruit
gaussien centré i.i.d. est souvent considéré pour le modeéle (2.4). Echantillonner le ni-
veau de bruit peut se comprendre comme échantillonner la variance o2. La variance
du bruit 02 est maintenant considérée comme une variable aléatoire de loi a priori
p(c2). Le choix des lois a priori sera présenté dans la prochaine partie 2.6.6. La loi a
posteriori §’écrit maintenant

p(w,0. | y.D) o< ply | D,w, 0 )p(w,02). (2.20)

En utilisant I'échantillonnage de Gibbs pour I'inférence par exemple, le probleme
peut étre résolu en échantillonnant alternativement selon

p(w|y,D,0.) x p(y | D,w,oc)p(w) (2.21)
p(oZ | y,D,w) x p(y | D,w,0.)p(c?). (2.22)

2.6.6 Choix de la loi a priori

La loi a priori est le pendant Bayésien de la régularisation. Le choix peut d’abord
étre motivé par une connaissance préalable du phénomene étudié. Ce choix peut éga-
lement résulter d’intéréts calculatoires, comme dans le cas des lois conjuguées. Dans
le cas ol aucune connaissance préalable du systéme n’est disponible, on peut vouloir
choisir des lois les plus non informatives possibles. C’est par exemple le cas des lois
a priori de Jeffreys [45] qui sont construites en minimisant un critére d’information,
dit de Fischer. En particulier, le choix de lois non informatives peut amener a consi-
dérer des lois a priori impropres. Cependant il faut rester vigilant quant-au fait que
la loi a posteriori doit étre propre.

L’inférence bayésienne s’appuie le plus souvent sur la loi a posteriori . Pour facili-
ter le calcul de p(o? | y, D, w), la loi a priori p(c2) est choisie de sorte que la loi a
posteriori et la loi a priori aient la méme forme. On parle de lois conjuguées. Cette
stratégie sera souvent utilisée dans la suite, d’ott 'importance de la famille exponen-
tielle. On suppose que le bruit est gaussien, centré. La loi conjuguée de sa variance
o2 est une loi Inverse Gamma. La table 2.1 rappelle quelques autres exemples de lois
conjugueées.
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Vraisemblance | Loia priori Loi a posteriori
p(z | 0) p(9) p(d | )
NG| NGa?) | N@lo? + o (1o + 107
Gamma(n, ) | Gamma(a; f3) Gamma(a + n, § + z)
Binomial (n,6) | Beta(a;f3) Beta(av +n, f + x)
Poisson(#) Gamma(a; ) Gamma(a + z, 5 + 1)

TaBLE 2.1 - Exemples de lois conjuguées.

2.6.7 Les lois a priori pour des coefficients parcimonieux

Cette partie présente des exemples de choix de la loi a priori sur la représentation
w pour favoriser la parcimonie.

2.6.7.1 Loi a priori impropre

Dans I’équation (2.2), pour favoriser la parcimonie, le probléme posé utilise la
norme { sur les coeflicients. Quel type de loi a priori faut-il choisir sur les coef-
ficients pour correspondre a la norme ¢,? Dans la partie 2.6.2, on a aussi vu que,
I'opposé du logarithme de la loi a priori est équivalent a la partie régularisation dans
les méthodes d’optimisation (voir eq. (2.16) et eq. (2.17)). On peut imaginer chercher
une probabilité p(w) vérifiant :

~ logp(w) = Al[wlo- (2.23)

Rappelons que w est un vecteur de taille /. La potentielle loi p(w) o< exp(—A||w]o)
est bien une mesure positive bornée a 1, mais son intégrale n’est pas définie :

/ p(w)dw}/ exp(—AK)dw = oo (2.24)
REK

RK

Ce n’est donc pas une mesure de probabilité. C’est ce type de mesure que 'on dé-
finit comme loi a priori impropre. L’utilisation de la loi impropre peut empécher
I'inférence par des méthodes MCMC. Par contre, comme présenté dans 2.6.2, I'infé-
rence bayésienne se base sur la loi a posteriori , qui n’a généralement besoin d’étre
connu qu’a une constante multiplicative pres. Il suffit ainsi que la loi a posteriori soit
propre pour pouvoir utiliser les méthodes MCMC. Dans notre cas, la vraisemblance
p(y | D, w, o) est construite conformément au modeéle (2.4) ot le bruit est générale-
ment supposé gaussien i.i.d. La vraisemblance est donc une loi normale d’espérance
Dw et de variance ag. On peut alors montrer que

/ p(y | D,w, o )p(w)dw < +0c0. (2.25)
RK

Par conséquent laloia posteriorip(w | y, D, w,0.) x p(y | D, w, 0. )p(w) est propre.

2.6.7.2 Loide Laplace

Lanorme ¢, de w est souvent remplacée par la norme ¢; dans les méthodes d’optimi-
sation. Du point de vue probabiliste, I'utilisation de la norme ¢; correspond a la
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log-vraisemblance de coefficients donc a une loi a priori Laplacienne. Le vecteur w
contenant K éléments est supposé laplacien i.i.d. : w ~ Laplace(0, )\)

K

p(w) = [ [ p(ws) (2.26)

k=1

avec p(wy) = 3 exp(—A | wy, |). Le neg-logarithme de p(w) obtenu est donc:

—logp(w) )\Z |wg| oc Al|w|;. (2.27)

k=1

2.6.7.3 Mélange de gaussiennes

Les modeles probabilistes permettent de proposer de nombreuses approches. Un
exemple est une loi a priori de type mélange de gaussiennes qui a été proposé par
Olshausen et Millman [46] pour modéliser w.

p(w| ) H?Tk/\/k 0,07 %) + (1 = m)NK(0,03 ;) (2.28)

k=1

ou l'indicateur binaire 7, € {0, 1} indique le choix entre les deux distributions gaus-
siennes : N4 (0,07 ;) et Ni(0,03 ) avec 0f ;. > 03 ;.. La premiére gaussienne a une
grande variance afin de modéliser les coeflicients de poids forts tandis que les coefhi-
cients de poids faibles sont modélisés par la deuxiéme gaussienne de petite variance.
Les poids 7, favorisent d’autant plus la parcimonie qu’ils sont proches de 0.

2.6.7.4 Modele Bernoulli-gaussien

En faisant tendre o3, vers 0, on obtient le modéle Bernoulli-gaussien qui régula-
rise un a priori de type gaussien sur les coefficients en ajoutant une masse ponctuelle
en zéro par I'intermédiaire d’une loi Bernoulli. Soit w = (z, s), une variable aléatoire
sur {0, 1} x RR. z est une variable Bernoulli i.i.d de parametre 7.

P(z=1)=1—-P(z=0)=m. (2.29)
s est une variable gaussienne i.i.d. centrée et de variance o2.
s ~ N(0,02Tg). (2.30)

z et s sont des vecteurs de taille K et w = z © s et © est le produit terme a terme.
Quand z;, = 1, le coefficient wy, utilisé pour coder le signal sera sy, sinon wy, sera 0
quand 2z, = 0, d’ol:

1 1 K . .
Crozyir P {—273“ [s7s] } [T =m). @31

Ce modele servira de point de départ au modeéle IBP-DL présenté dans le chapitre 7.

p(w|m o?) =

Remarque: On peut aussi ajouter w dans le modéle en ajoutant un loi a priori, par
exemple une loi Béta conjuguée. Dans ce cas, on regarde la loi jointe a posteriori de w
et .
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2.7 Discussion

Il existe aussi d’autres méthodes de décomposition et des méthodes hybrides ba-
sées sur les méthodes ci-dessus que I'on ne présente pas dans ce document. Ce cha-
pitre n’est qu'un apergu global des représentations parcimonieuses. Comme discuté
dans I'introduction, le dictionnaire D a une tres grande influence sur la qualité de
la décomposition et la parcimonie du signal. En effet, si le dictionnaire ne contient
pas du tout ou trés peu d’atomes adaptés aux structures présentes dans le signal, la
décomposition sera mauvaise quelle que soit la méthode choisie. Réciproquement,
lors de I'apprentissage d’un dictionnaire, 'efficacité de la procédure d’apprentissage
pourra étre impactée par la méthode de décomposition parcimonieuse choisie.

Un objectif important de cette thése est de contribuer a répondre a la question
fondamentale suivante : Comment construire un dictionnaire optimal ? Cette notion
d’optimalité doit étre définie par rapport a un critére. Dans cette thése, le critére
est d’obtenir la meilleure reconstruction dans les problémes inverses notamment en
traitement d’image. On évalue la pertinence des dictionnaires dans le chapitre 8 en
étudiant leur performances de reconstruction d’images détériorées.






CHAPITRE 3 -

Apprentissage de Dictionnaire

Le chapitre précédent a présenté plusieurs méthodes d’estimation parcimonieuse des
ceefficients de décomposition sur un dictionnaire donné. Mais au dela du critére et de
I'algorithme utilisés, le choix du dictionnaire conditionne aussi la qualité et le niveau
de parcimonie d’'une décomposition. Dans ce chapitre, en plus de I'estimation des
ceefficients de la décomposition, nous nous intéressons a la fagon de construire le
dictionnaire favorisant au mieux la parcimonie. Cette étape est appelée apprentissage
de dictionaire, ol Dictionnairy Learning (DL) en anglais.

3.1 Analyse en Composantes

Les méthodes dites d’Analyse en Composantes sont un recueil de techniques qui
consiste a apprendre une base adaptée a un jeu de données selon un critere. Ces mé-
thodes sont en particulier utilisées pour faire de la réduction de la dimension.

3.1.1 Analyse en Composantes Principales

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) ou en anglais Principal Component
Analysis (PCA) [47] est un outil classique de traitement de signal qui consiste a ap-
prendre une base orthonormale a partir des données. Cette méthode est généralement
suivie d’'une étape de réduction de la dimension de ces données. Bien que ’ACP nous
donne une base orthonormale, sans lien avec la parcimonie, elle fournit une premiére
notion de I'apprentissage de dictionnaire. Les coefficients sont obtenus par la projec-
tion des données sur cette base.

Soit Y € RX*Y, un nuage de N points dans un espace de dimension L. L’ACP
consiste a projeter ces points sur un sous-espace a KX dimensions (avec K < L)
choisi de fagon a minimiser 'erreur de reconstruction quadratique. Soit une matrice
de données centrées Y. Sa matrice de covariance empirique est 3 = %YYT € REXL,
Nous voulons projeter linéairementy; € R” i.e.

w; = DTyZ. sous contrainte DD = I, (3.1)

ou les vecteurs de D sont orthogonaux 2 a2 : d}dk = d;k » VJj, k. Pour reconstruire
y, on distingue deux cas :
— K = L:ils’agitd’'un changement de base, et donc pas de réduction de dimen-
sion, pas de perte d’information. En particulier, D est inversibleet D~! = D™.
Dans ce cas Dw; = DDy, ety, = Dw;.
— K < L, ie. réduction de dimension, la reconstruction de y, est faite par
Papproximation. y, ~ Dw;, ou encore, y; ~ DD'y,.

23
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L’ACP définit le projecteur D qui minimise I'erreur quadratique d'approximation :

N
D= argmin-- ;Zl |ly, = DD'y,|| ou K < L. (3.2)

DeRLXK X

Ceci revient 2 maximiser par rapport a D la variance D'3D des points projetés.
On cherche ainsi a trouver les K vecteurs qui portent le maximum de variance des
données. On peut montrer qu’il s’agit des K vecteurs propres associés aux K plus
grandes valeurs propres de la matrice de covariance empirique X.

Dans ’ACP les composantes principales calculées sont estimées a partir de la ma-

trice de covariance empirique. D’un point de vue probabiliste, quand la densité de
distribution des données est gaussienne, I’ ACP impose la contrainte d’'indépendance
aux statistiques d’ordre deux.
Cela est toutefois un inconvénient lorsque les données ne sont pas distribuées de
facon Gaussienne. La section suivante présente une autre méthode qui relache la
contrainte d’orthogonalité et va plutot chercher a trouver une famille de coefficients
indépendants.

3.1.2 Analyse en Composantes Indépendantes

L’ACP fournit une matrice orthogonale qui définit un ensemble de directions se-
lon lesquelles les composantes sont décorrélées. Ces directions sont définies a une
rotation pres, et ne correspondent pas nécessairement a des composantes indépen-
dantes aux ordres supérieurs a 2 lorsque les distributions sous-jacentes ne sont pas
gaussiennes. L'ICA (Independent Component Analysis) [48] cherche précisément
a identifier des directions indépendantes, souvent a partir dobservations non gaus-
siennes qui ont au préalables été blanchies grace a une ACP. Il s’agit alors d’identifier
une matrice orthogonale (donc de rotation) telles que les composantes des don-
nées projetées sur les colonnes de cette matrice soient indépendantes (et non gaus-
siennes).

Une approche classique consiste a identifier des composantes minimisant leur in-
formation mutuelle. Soit y une observation. On cherche une matrice orthogonale
D" telle que les composantes de w = D™y ot w = (wy},)x=1 i soit indépendantes. Si
p(w) est la densité de probabilité de w, on note H (w) 'entropie différentielle d’'une
variable aléatoire :

H(w)=— /p(w) log p(w)dw (3.3)
On montre alors que I'information mutuelle entre ces composantes est telle que :
K K
I(w) = H(w) —H(w) =Y H(wy) — H(y) (3.4)
k=1 k=1

La quantité / (w) s’interpréte comme la divergence de Kullback-Leibler entre la den-

K

sité jointe g(w) et sa version factorisée [] gr(wy). Il y a égalité lorsque les com-
k=1

posantes wy, sont indépendantes. Il apparait que 'objectif de 'ICA est d’identifier la
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matrice D' qui minimise I(w), c’est-a-dire qui minimise la somme des entropies in-
dividuelles des composantes wy. Cela revient a identifier les composantes les moins
gaussiennes puisque la distribution gaussienne est aussi la distribution d’entropie
maximale.

Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre ce probleme [49, 50], éven-
tuellement en approchant I'écart a la gaussienne par la mesure de la kurtosis (mo-
ments d’ordre 4). On obtient alors une factorisation de matrice impliquant une ma-
trice orthogonale (donc non redondante) maximisant I'indépendance entre les co-
lonnes. Ce type d’approches est particuliérement pertinent en séparation de sources.

3.2 Apprentissage de dictionnaire en traitement d'image

L’image est un ensemble de données. En traitement d’image, chaque donnée est en
général une imagette (ou patch) [4]. Soit Y = [y, ..., yy] € R¥*", unensemble de N
patches extraits d’une image. Chaque y, représente un patch de taille v/ x /L rangé
par ordre lexicographique dans un vecteur colonne de dimension R”. Les patches
sont souvent de taille 8 x 8 [4]. Par exemple, avec une image de taille 256 x 256,
ona N = 62001 de patches 8 x 8 chevauchants (overlapping) ou N = 255025
pour une image de taille 512 x 512. L’idée est de chercher a décomposer de ma-
niere parcimonieuse des patchs d'image sur un ensemble redondant d’atomes. Cet
ensemble s’appelle dictionnaire ou 'atome a méme taille qu'une patch. En résumé,
on cherche a apprendre un dictionnaire redondant pour représenter 'image de fa-
¢on parcimonieuse. Un dictionnaire est dit redondant si sa taille est supérieure a la
dimension de I'espace dans lequel vivent les données. Plusieurs travaux proposent
alors d’apprendre un dictionnaire redondant ot le nombre d’atomes K est supérieur
a la dimension L de I'espace depuis les travaux de [2]. Le plus souvent dans la litté-
rature, un dictionnaire de K = 256 ou 512 atomes est appris [4, 7, 51].

La figure 3.1 illustre I'exemple de la localisation des patches d'une image et son
dictionnaire appris a partir de la méthode IBP-DL [25] qui va étre présenté au cha-
pitre 7. Nous cherchons a représenter Y par une combinaison linéaire W d’atomes,
notés D. L’apprentissage de dictionnaire revient a factoriser la matrice des observa-
tions sous la forme du produit de deux matrices :

Y ~ DW (3.5)

ouD = (di,...,dx) € RY*K que nous voulons apprendre est la matrice de dic-
tionnaire dont les vecteurs colonnes sont les /{' atomes du dictionnaire. La matrice
des ceefficients est W = [wy, ..., wy] € RE*N_Chaque vecteur colonne w; encode
la représentation parcimonieuse de chaque observation y, sur D. Chaque atome d,
du dictionnaire est normalisé, C’est-a-dire de norme /5 unitaire : ||dg||2 = 1,Vk =
1,..., K Afin de trouver la meilleure représentation parcimonieuse, le probléme de
I’équation (3.5) consiste a trouver D et W en minimisant 'erreur de reconstruction
et en respectant le contrainte de parcimonie. Le probleme est par exemple :

%1%1||Y — DW]||% sous contraintes ||w;||o < Tp Vi et ||dg |2 = 1 Vk (3.6)

ouTy € N*, ||.|| r est la norme de Frobenius, i =1,..., N, k=1,... K.
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(a)Patches extraits sur 'image (b)Dictionaire : 150 atomes

FIGURE 3.1 - (a) L’image et sa segmentation en patches, (b) son diction-
naire appris a partir de la méthode IBP-DL avec des atomes
ordonnés par contribution décroissante. Les deux figures
sont représentées a la méme échelle.

Initialisation : t« t+1; D;
répéter
t— t+1;
w'" = argmin||ly — D¢ Yw;||2 sous contrainte ||w;||o < Ty Vi
Wi

D® = argmin||Y — DW®||2 sous contrainte ||dx||» = 1 Vk
D

jusqu’au La convergence est atteinte

Algorithme 6 : Principe des algorithmes d’apprentissage de dictionnaire par
optimisation alternée.

L’algorithme 6 présente le principe des algorithmes d’apprentissage de diction-
naire par optimisation alternée qui se basent sur deux étapes :

1. Dans I'étape 1, en fixant le dictionnaire, les coefficients sont mis a jour en
respectant les contraintes de parcimonie. Il s’agit des méthodes de décompo-
sition parcimonieuse présentées dans le chapitre 2.

2. L’étape 2 consiste la mise a jour du dictionnaire ou les coefficients sont fixés.

Dans la suite, plusieurs méthodes d’apprentissage de dictionnaire seront présen-
tées. Dans ces méthodes, le critére d'arrét peut par exemple étre un nombre maxi-
mum d’itérations fixé, une erreur de reconstruction a atteindre ou un test sur la
convergence de cette erreur.

3.2.1 Algorithme de descente de gradient

Les dictionnaires redondants ont été introduit par Olshausen et Field en 1996 [2].
Dans leurs premiers travaux [2, 52] sur 'apprentissage de dictionnaire redondant, la
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mise a jour des coefficients et du dictionnaire repose sur une descente de gradient. La
normalisation du dictionnaire est effectuée apres sa mise a jour, elle n’est pas incluse
dans le critére. Chaque atome du dictionnaire est multiplié par un facteur qui permet
a tous les coefficients d’étre de variance unité.

3.2.2 Méthode des Directions Optimales

La méthode de directions optimales [53] ou en anglais Method of Optimal Direc-
tions, (MOD) permet d’apprendre itérativement le dictionnaire. Pour chaque itéra-
tion, la mise a jour des coefficients parcimonieuse est typiquement réalisée avec un
algorithme de poursuite par exemple MP ou OMP (c.f2.2). La mise a jour du diction-
naire est faite globalement sur lensemble du dictionnaire. Cela consiste a minimiser
lerreur quadratique : rri)inHY — DW]|%. Pour cela, MOD propose d’évaluer le dic-

tionnaire a l'itération ¢ de la maniére suivante :
D® =D 4 A (3.7)

ou A est une matrice qui contient les vecteurs de réglage optimaux correspondant
aux directions optimales pour la mise a jour du dictionnaire. D’apres les calculs dé-
taillés dans [54, 55] 'expression de A est :

A = RW(t—l)T(W(t—l)w(t—l)T)—l (38)

ou R est la matrice de résidu et R = Y — DU-Dw-1),

L’équation (3.7) maintenant devient :

D® = pt-Y | (Y - pt- W(tfl))W(tfl)T(W(tfl)w(tfl)T)—l
DD | (YW(-DT _ =D =Dyt DT) (W=D - )T)-1
Dt 4 (YW (W(t DW(=DT)-1 _ p-1)
— YW l)T(W( 1)T)—1 (3.9)

La solution est resemble a la solution des moindres carrés ot W=D (W{t-Dw(t-DT)-1
est la pseudo-inverse de W(*~1). Ensuite, les colonnes du dictionnaire sont normali-
sées. On remarque aussi que dans le cas ou le dictionnaire contient un grand nombre
d’atomes, c’est-a-dire K est trés grand l'inversion matricielle de WW? (de taille
K x K) devient numériquement cotiteuse.

3.2.3 Algorithme K-SVD

L’algorithme K-SVD [7, 56] propose de résoudre 'équation (3.6) en mettant a jour
alternativement le dictionnaire et les coeflicients d’encodage associés. Le principe
est de fixer d’abord le dictionnaire D et d’estimer la matrice des coeflicients W par
approximation parcimonieuse. Cette étape est appelée étape de codage parcimonieux
(Sparse Coding Stage) dans laquelle on cherche a résoudre par exemple :

min Z |y, — Dwi;||7 sous contrainte ||w;|jo < Ty , Vi. (3.10)
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Les algorithmes de poursuite (c.f 2.2) ont été proposées pour aborder le probleme.
Par exemple la méthode a base d’Orthogonal Matching Pursuit (OMP) a été utilisé
dans [56] pour une application de débruitage en utilisant K-SVD. La norme ¢ est
non-convexe (voir 2). La solution obtenue peut correspondre a un minimum local.
Il existe des méthodes qui choisissent d’approximer la norme ¢, par la norme ¢;.

La seconde étape sappelle Codebook Update ou mise a jour du dictionnaire. Le
support de W est conservé, le dictionnaire D et les coefficients non nuls de W sont
mis a jour en utilisant la premiere composante de la SVD du terme d’erreur, sous
contrainte que chaque atome soit normalisé.

min||Y — DW||%. (3.11)

Dans cette étape, I'algorithme K-SVD va optimiser successivement chaque atome dy,
du dictionnaire indépendamment des autres. Pour rappel, w; . estle ™ vecteur ligne
de matrice W (ce n’est pas w; qui est le j*™ vecteur colonne de matrice W). Et ||.||
désigne la norme de Frobenius. Soit E;, I'erreur de reconstruction sans compter
I'utilisation de 'atome k. La fonction objectif de I'équation (3.11) peut étre réécrite

de la maniére suivante :

K K
1Y = dywi 7 =Y = > dywj. — diwis[[7 = B — dewi |7 (3.12)
j=1 j=1

J#k

K-SVD propose de définir ry, les indices des données associées a I'atome k (c’est a
dire des coefficients non nuls).

ro={i|1<i<N,w.(i) #0}. (3.13)

Soit my, le nombre de données associées a 'atome k. Soit £2;, une matrice de taille
N X my, pour t € [1,my], Q(rx(t), t)=1 et 0 si non. On obtient le vecteur ligne
contenant des coeflicients non nuls associés a l'atome & : wj . = w; . (rp) = w;. Q. La
matrice qui ne contient que des données utilisant 'atome & : Y}, = Y(:, 1) = Y2,
De la méme maniére, on obtient Ef;, = E, (:,1;) = E4£€2. La décomposition SVD
deE}, = UAVT, La fagon de mettre a jour d;, et wj . est:

— dj, est la premiere colonne de U, la norme ¢, de dj, est donc égale a 1;

— w5, estla premiére colonne de V multiplié par A(1, 1).

Certaines méthodes basées sur K-SVD comme EK-SVD[11], Sub clustering K-
SVD[12] ou Stagewise K-SVD[13] suggerent une augmentation ou une diminution
de la taille du dictionnaire afin de déterminer automatiquement le nombre efficace
d’atomes du dictionnaire. L’apprentissage d’un dictionnaire de taille adaptative a ré-
cemment été proposé par la méthode DLENE[14]. Deux atomes initiaux sont récur-
sivement améliorés en visant un compromis entre 'erreur de reconstruction et la
parcimonie de la représentation.

3.2.4 Approches bayésienne et méthodes de Monte-Carlo

L’apprentissage de dictionnaire par des approches bayésiennes a été étudié dans
une moindre mesure. Dans le cadre Bayésien, le dictionnaire D est maintenant consi-
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déré comme une variable aléatoire. La recherche d’un dictionnaire et d’une représen-
tation parcimonieuse ameéne I'écriture d’une loi de probabilité a posteriori . Les mé-
thodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) peuvent étre utilisées afin
d’échantillonner suivant cette loi. Le modéle d’analyse des facteurs de processus béta
(Beta Process Factor Analysis, BPFA) [51] propose une approche de la famille bayé-
sienne pour I'apprentissage de dictionnaire. Cette approche introduit une loi a priori
de type Béta-Bernoulli sur le support des représentations pour favoriser la parcimo-
nie. Pour rappel, une matrice d’observation Y € RX*" contient N vecteurs colonnes
y, avec ¢ = 1,...N. Ces observations sont perturbées par un bruit gaussien i.i.d .
Afin de retrouver les observations nettes (sans bruit), on veut décomposer Y sous la
forme :

Y =DW +¢e (3.14)

ou € de taille L x N est le bruit additif, D de taille L x K est le dictionnaire et W de
taille K' x NV est la représentation parcimonieuse sur D. Le modeéle BFFA est décrit

par:

ei ~ N(0,021) (3.16)
dpy ~ N0, L7'),Vk=1,.... K (3.17)
w;, =2, ©S;, (318)
s; ~ N(0,020), (3.19)
Z; il H Bernoulli(7y) (3.20)

k=1

K

H eta(a/K,b(K —1)/K) (3.21)

ol 7, est le k*™¢ élément de 7, T représente la matrice identité. Il est & noter que ce
modeéle inclut un bruit Gaussien sphérique additif, et les a priori sur d;, et s; sont des
lois normales. Ici, la représentation parcimonieuse contient deux parties :

— le support des représentations Z qui est une matrice binaire,

— la valeur des coefficients S qui est une matrice réelle.

L’opérateur ® est le produit matriciel de Hadamard qui est le produit terme a
terme des deux matrices de mémes dimensions. Dans'esprit de laloi a priori Bernoulli-
Gaussienne présentée dans 2.6.7.4, la parcimonie de W est induite par celle de la ma-
trice Z. Quand Z(k, ) vaut 0, W(k, i) vaut 0, quand Z(k, i) vaut 1, W(k, i) prend la
valeur de S(k, i). Z suit de plus ici une loi a priori Béta-Bernoulli et non pas seulement
Bernoulli. C’est-a-dire, une loi a priori Béta est choisie pour les poids (les probabili-
tés d’utilisation) des atomes. Il est & noter que les lois a priori de type Béta des para-
metres des lois de type Bernoulli constituent une famille conjuguée. Chaque atome
d; du dictionnaire D est de taille L. Le modele impose la variance 03 de D a 1/L
en raison de probléme I'indétermination du couple (D,W) a un facteur multiplicatif
pres.

Comme cela a été détaillé section 2.6.5, I'intérét d’utiliser I'inférence bayésienne
est entre autres de pouvoir négliger la connaissance du niveau de bruit. Le niveau de
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bruit sera ainsi conjointement échantillonné en choisissant une loi a priori conjuguée
pour sa variance. La variance des coefficients 0% , le vecteur des poids des coefficients
T seront aussi échantillonnés. Le probléme est écrit maintenant sous la forme d’une
loi a posteriori :

p(D,Z,S,7,05,0¢ | Y) (3.22)

L’échantillonnage de Gibbs est utilisé pour mettre a jour alternativement les pa-
rametres et les variables du modele :

1. Laloi a posteriori de chaque atome dj, est donnée par :

N

p(dp]Y,D_,Z,S, 0.) HN(yi; Dw;, 021 )N (dy; 0, L7';)  (3.23)
=1

o N (g, Xa,) (3.24)

ou

N
B4, = (0571 + 0.2 Y wi) ™
) Ny Tk (3.25)
Ba, = 02 g, > wri(y; — > djwys)
i—1 7k

2. Chaque élément z;; du support des représentations Z est échantillonné selon
la loi a postériori suivante :

p(ZkZ|Y, D7 Z—kia S, O¢, 7Tk> (0.8 N(Yw D(Zl ® Si), Ug)P(Z,Imlﬂ'k) (326)

Les probabilités a posteriori de z; = 0 ou 1 sont proportionnelles a (py, p;)

définis par
po =1—m
K 3.27
p1 = Ty €xp [—#(siidfdk — 2sdy (y, — 2 djzjz'sji)] (327
c i#k
21; peut étre tiré selon la distribution de Bernoulli suivante :
Zi ~ Bernoulli ( P1 ) ) (3.28)
Do + D1

3. Laloi a posteriori de chaque élément si; de S est donnée selon (3.29) :

p(sk:[Y, D, Z,S_1i, 0, 05) o< N(y;; D(s; © z;),0211)N (550, 02l k)
(3.29)

o< Nty , S, (3.30)

ou

Eski - (05_2d£dk + U§2)_1
K
Zki = 1= _
: Hsp; = Og QESkde:(Yz - Z djwji) (3.31)
) j#k '
Y, =0
Zki = 0= ki S
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4. Le vecteur des poids des atomes 7 peut étre échantillonné aussi. On peut
montrer que la loi a postériori de chaque élément 7, est une loi Béta.

N
p(mila, b,zy..) oc | | Bernoulli(zy; my) Beta(my; a/ K, b(K — 1)/K)
=1
(3.32)
N N
x Beta (a/K + szi,b(K -1)/K+ N — szl>
i=1 =1
(3.33)

ol z;. est bien le £*™ vecteur ligne de la matrice Z.

5. La variance des coefficients 0% a une loi a priori conjuguée de type Inverse
Gamma (c.f2.6.5). Pour simplifier, laloi a postériori de I'inverse de la variance

s’appelant aussi la précision des coefficients & sera calculée. La loi a priori
S

de la précision est donc de type Gamma.

N
1 1
p(=le, d,S) o H/\/’(si; 0,02lx) Gamma(—;;c, d) (3.34)
95 i1 Is
N
KN 1
4+ = oy .
x Gamma (c+ 5 + QZ;SZ s,) (3.35)
6. Idem pour la variance du bruit o, la loi a posteriori de la précision du bruit
est:
N
1 , 1
p(=le, £.Y,D,W) oc [[N(y;;Dwi, 021,) Gamma(—;e, f)  (3.36)
O—E i=1 0—6
N
LN 1 9
x Gamma (e + T’f +3 ; ly, — DwiH2>

(3.37)

Le modéle d’analyse des facteurs de processus béta (Beta Process Factor Analysis,
BPFA) [51] est un dans des premiéres dans des premiers travaux al’interface entre
les modeles bayésiens non paramétriques et le traitement de signal et des images.
Cependant, malgré le titre de I'article qui annonce une approche non paramétrique,
il s’agit en fait d'une approximation paramétrique de I'IBP, car elle fonctionne avec
un nombre d’atomes fixé a 'avance.

3.3 Discussion

Il existe une connaissance implicite dans les méthodes présentées ci-dessus, C’est le
nombre d’atomes K du dictionnaire. Il est cependant naturel de se demander s’il est
possible d’estimer le nombre d’atome K, i.e. sans le fixer en avance ? Le plus souvent
dans la littérature, un dictionnaire de K = 256 ou 512 atomes est appris [4, 7, 51]. 11
est a noter que dans la plupart des méthodes d’optimisation, non seulement la taille
du dictionnaire est fixée en avance, mais le niveau de bruit o, est aussi connu.
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Les approches bayésiennes permettent tout d’abord de ne pas fixer a I'avance le ni-
veau de bruit et de le considérer comme une variable aléatoire selon une loi a priori.
Il est ensuite échantillonné suivant la loi a posteriori . De plus, en utilisant les ap-
proches bayésiennes non paramétriques, la taille X du dictionnaire peut aussi étre
inférée.

Il existe une connexion entre le modéle BPFA [51] et les approches Bayésiennes
non paramétriques. Malgré cette connexion, cela correspond a une approximation
paramétrique du processus non paramétrique appelé Buffet Indien [57, 58] puisque
cette approche fonctionne avec un (grand) nombre d’atomes, fixé a I’avance.

Une approche bayésienne non paramétrique considére que le dictionnaire est po-
tentiellement de taille infinie mais on introduit un a priori contrdlant le nombre
d’atomes et également favorisant la parcimonie de la représentation. Elle permet de
développer des méthodes d’apprentissage de dictionnaire sans fixer a I'avance la taille
du dictionnaire et de commencer avec un dictionnaire vide au départ. Ses proprié-
tés ouvrent des perspectives prometteuses et encore peu explorées en traitement du
signal et des images.

Le but de cette theése est d’étudier les approches bayésiennes non paramétriques
afin de proposer une méthode d’apprentissage de dictionnaire vraiment non paramé-
trique, dans le sens ot aucun parameétre ne doit étre fixé en avance. Tout sera estimé
lors de l'inférence, la taille du dictionnaire incluse. Le prochain chapitre introduira
les approches bayésiennes non paramétriques.

Notons au passage qu’il est possible d’ajouter des contraintes de positivité lors
de 'apprentissage de dictionnaire. Par exemple, on est amené en traitement des si-
gnaux audios a travailler avec des spectrogrammes qui représentent la répartition de
I'énergie d’un signal sur les fréquences au cours du temps. Dans ce cas, une approche
de factorisation en matrice non-négative (NMF) est parfois proposée [59, 60].
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Processus de Dirichlet a mélange

Le processus de Dirichlet est vu comme le processus fondateur de 'approche bayé-
sienne non paramétrique [15, 61]. L’intérét du processus de Dirichlet est connu dans
les approches de classification [61-65].

Dans le cas de la classification non supervisée, les données sont vues comme des réa-
lisations indépendantes d’une distribution inconnue souvent définie comme un mé-
lange fini de gaussiennes de parametres inconnus. Chaque mode du mélange corres-
pond a une classe (cluster) diftérente. On cherche a estimer ces parametres qui sont
inconnus mais de dimension finie fixée par le nombre de classes choisi a 'avance. Le
choix de la dimension des parametres (li¢ au nombre de clusters) n’est pas toujours
simple pour un modéle paramétrique.

Pour éviter ce choix souvent restrictif, les approches bayésiennes non paramétriques
considerent le nombre de clusters comme potentiellement infini en introduisant des
lois a priori sur des espaces fonctionnels. Nous détaillerons cette approche pour le
processus de Dirichlet a mélange.

41 Avant propos

Nous commengons par introduire le processus de Dirichlet de fagon intuitive comme
limite d’'un modéle de mélange ou le nombre de composantes tend vers I'infini. Nous
procéderons a une définition plus formelle dans la section suivante. Soity, ...y N
observations tirées d’'une densité inconnue F'. On suppose a priori que F' est un mé-
lange fini de gaussiennes N (i, 07) ou g, fux €t 07 sont respectivement les poids,
moyennes et variances inconnus de chaque composante. Notons z,, = [21, . . . Zxp]
la suite de variables latentes indiquant a quelle composante du mélange 'observation
y,, est associée. On introduit alors le modele hiérarchique [16]

T ...Tg ~P
Zip e ZKn | T T ~Mult(m LT
ik, 7 ~Go
Vo | 2oy {1, 0} ~N(y,, | 1k, 07),

ou G est la mesure de base sur les paramétres de moyenne et de variance. F' s’écrit
alors marginalement

F() = / N | p.0%)G(dpdo?),

\ b . K . b
etott G estlobjet G(+) | m1 ... Tx, pt1 -+ - purc, 07 - OFc = D4y ThOy, 02(-). Silon
fait maintenant tendre K vers I'infini, on peut montrer que G reste défini. Cest cet

33



34 4.2. PROCESsUS DE DIRICHLET (DP)

objet que I'on appellera processus de Dirichlet a Mélange (DPM). Le processus de
Dirichlet sera alors décrit par une loi de probabilité sur les mesures aléatoires G.

4.2 Processus de Dirichlet (DP)

4.21 Loide Dirichlet

Avant de parler du processus de Dirichlet, rappelons tout d’abord la définition
et les propriétés de la distribution de Dirichlet. La distribution de Dirichlet est une
généralisation de la loi Béta. Pour rappel, les familles de lois Béta et multinomiales
sont conjuguées (cf. Table 2.1). On peut définir la famille des lois de Dirichlet comme
la conjuguée de la famille des lois Multinomiales.

Définition 4. Un vecteur aléatoire ™ = [y, T, . .., Tf| d valeur dans le simplexe de
RE
K
Ag = {[m,m,...,ﬁK];m >0,k = 1,2,...,K;Z7Tk = 1} (4.1)
k=1

suit une loi de Dirichlet de parameétres oy, v, . .., > 0 si sa densité de probabilité
par rapport a la mesure de Lebesgue s’écrit :

F(Z K
K’“ L Hwak ! (4.2)
[ (o) #=

k=1
Remarque: Sim = (my,...,7k) suit une loi de Dirichlet, notée
7 ~ Dir(ay, ..., ak), (4.3)

alors les K -1 premiéres composantes de 7 possédent la distribution définie précé-
demment et 7r vérifie
Tg=1—m — — Tr_1. (4.4)

Remarque: Quand K vaut 2, on retrouve une loi Béta de paramétres (v, o) sur
I'équation (4.2). C’est pourquoi on parle d’'une généralisation de la loi Béta.

La figure 4.1 illustre un exemple de densités de la loi Dirichlet. Plus les @ sont
grands, au sens plus ||a|| est grand, plus la densité de la loi Dirichlet se concentre
autour d’un "pic”.

Propriété 1. Soit 1 = (71, ..., 7x) une variable aléatoire distribuée suivant une loi
K
de Dirichlet de paramétre («; ... ag ). Notons o = > ;. Alors :
i=1
E[?Tk] = — (45)

(4.6)
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3

8
<
&

Dirichet(3,5,4)
s o 0w

Dirichet(30,50,40)

(b)

FiGURE 4.1 - Illustration des densités de Dirichlet avec K=3, dans le cas
ot (a) a =[3 5 4] et (b) a =[30 50 40]

4.2.2 Définition du processus de Dirichlet

Le processus de Dirichlet peut s’interpréter comme une généralisation de la loi
de Dirichlet au cas ou K est infini [16]. Il permet de définir une distribution sur
un ensemble de distributions de probabilité. On définit maintenant le processus de
Dirichlet [15] a partir d’'un coefficient de précision o > 0 et d’'une mesure de base
Gy qui est une loi de probabilité.

Définition 5. Soit o un réel positif. Soit (O, A) un espace mesurable et Gy une mesure
de probabilité sur (©,.A). On dit qu’une distribution de probabilité G est distribuée
selon un processus de Dirichlet de distribution de base G et de facteur d’échelle o > 0

si pour toute partition mesurable (A1, . .., Ay) de O, le vecteur de probabilité aléatoire
(G(A1),...,G(Ag)] suit une distribution de Dirichlet standard :

[G(AL),. .., G(A)] ~ Dir(aGo(A), .. .,aGo(Ar)) (4.7)

On le note :
G ~ DP(Gy, ). (4.8)

Le processus de Dirichlet est défini par deux parameétres : la mesure de probabilité
de base G et le parameétre d’échelle c.

Propriété 2. Soit G une mesure aléatoire distribuée suivant un processus de Dirichlet.
Alors pour tout A élément de la tribu A, la moyenne et la variance de G(A) sont les
suivantes

E[G(A)] = Go(4) (4.9)

Var[G(A)] = . (4.10)

Remarque :

1. Sil’on reprend 'exemple du modéle de mélange Gaussien, on retrouve le fait que
Gy est la loi normale Wishart, i.e. , une loi a priori jointe type sur 'espérance
et la variance d’une Gaussienne.
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2. La distribution de base G représente la valeur moyenne du processus de Diri-
chlet.

3. Plus ovest grand, plus la variance est petite et le processus de Dirichlet est concen-
tré autour de la distribution de base G,.

4.2.3 Distribution a posteriori

La loi a posteriori d’'un processus de Dirichlet apres n observations est aussi un
processus de Dirichlet. Supposons que G est distribuée selon un processus de Diri-
chlet de distribution de base G et de facteur d’échelle « :

G ~ DP(Gy, a). (4.11)
Soient n échantillons 1, . . . , # échantillonnés de facon i.i.d selon la distribution G.
0, G~ Gaveci=1,...,n (4.12)

La distribution G étant maintenant vue comme une variable aléatoire, on s’intéresse
a déterminer la distribution a posteriori de G conditionnellement a (6, ...,60,,).
Comme évoqué ci-dessus, la distribution de Dirichlet conjuguée pour une loi Mul-
tinomiale. Selon I’équation (4.7), on peut montrer que [15] :

(G(A1),...,G(Ap)] | 1.0 ~ Dir(aGo(A1)+Z 0o, (A1), ..., aGo(Ak)—i-Z g, (Ax))
i=1 i=1
(4.13)
avec { A1, ..., Ay} une partition finie de ©.

L’équation (4.13) est vraie pour toutes les partitions mesurables finies, par consé-
quent, d’apres la définition 5, on peut en déduire que la distribution a posteriori est
toujours distribuée selon un processus de Dirichlet :

o 1 -
G| 6y, ~DP G g, , . 4.14
| L (a+n 0+a+n; ala+n) ( )

4.2.4 Représentation de Backwell-Mac Queen

A partir de I'équation (4.14), il est possible d’obtenir analytiquement la loi mar-
ginale 0,1 | 1., appelée aussi la distribution prédictive, obtenue en marginalisant
par rapporta G :

« 1 -
o, 01., ~ G 0, - 4.15
41| 61 atn 0+a+n; 0; ( )

L’équation (4.15) fournit un moyen pratique pour tirer un échantillon selon une
mesure de probabilité aléatoire distribuée suivant un processus de Dirichlet, sans la
construction explicite de la mesure G. Ceci est appelé la représentation de Backwell-
Mac Queen [66] qui est aussi connue comme une généralisation de la représentation
en urne de Pdlya.
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FIGURE 4.2 - La construction stick-breaking pour le processus de Diri-
chlet. On commence avec un béton de longueur 1, et on
casse récursivement des morceaux de longueurs 7y, 7o, . . .

UrnedePdlya: Lemodélehistorique de'urne de Pdlya a été proposé par le mathé-
maticien George (Gyorgy) Polya (1923). Une urne contient initialement R, boules
rouges et [V boules noires. On tire une boule au hasard, les tirages de toutes les boules
étant équiprobables. Puis on la replace dans 'urne et on ajoute une boule supplémen-
taire de la méme couleur dans I'urne. La situation la plus simple considérée est celle
d’un tirage uniforme. C’est-a-dire, a I'instant n + 1, sachant R,, boules rouges et N,
boules noires dans I'urne, la probabilité de tirer une boule rouge est

3 5roue0i
p i
Nn—|—Rn_n—|—No+R0

P(0,,+1 = “rouge”

Urne de Backwell-Mac Queen: Dans la représentation de Backwell-Mac Queen,
on s’autorise une infinité (éventuellement non dénombrable) de couleurs de boule.
Dans la métaphore de I'urne de Backwell-Mac Queen présentée équation (4.15),
chaque valeur de © est une couleur unique. Les échantillons § ~ G sont les cou-
leurs des boules tirées. En outre, une urne contient des boules vues précédemment.

Au début, il n’y a pas de boules dans 'urne, et on choisit une couleur tirée selon la
distribution de base Gy, i.e. 6; ~ Gg. On prend une boule de cette couleur, et on la
dépose dans'urne. A I’étape n+1, on a deux possibilités. La premiére possibilité, avec
probabilité —¢--, on ajoute une boule de nouvelle couleur dans I'urne. Cette nouvelle
couleur est distribuée (indépendamment) selon G(. La deuxieme possibilité, avec
une probabilité 7, est de tirer une boule au hasard dans I'urne, regarder sa couleur
(échantillonner 6,1 a partir de la distribution empirique). On prend une nouvelle
boule avec la méme couleur et 'on remet les deux boules dans I'urne.

Quelque soit la mesure de base G discréte ou continue, les échantillons 6 sont
tirés selon une mesure de probabilité aléatoire distribuée suivant un processus de
Dirichlet qui est discret. De fait le nombre de couleurs tirées reste fini méme quand
le nombre d’observations tend vers I'infini. Un effet d’aggrégation des couleurs ap-
parait. Une méme couleur peut étre tirée plusieurs fois bien que la mesure de base
Gy soit continue. Si 'on numérote les boules, on peut donc les partitionner suivant
leur couleur. La distribution induite sur les partitions est appelée ”"processus du res-
taurant chinois” (voir partie 4.3). Elle est par exemple exploitée pour des taches de
clustering.
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4.2.5 Construction stick-breaking

Une mesure de probabilité aléatoire issue d’un tirage suivant un processus de Di-
richlet est presque stirement une probabilité discréte [67]. On peut voir cette mesure
comme un mélange infini dénombrable de mesures de Dirac [68]

G = Z Wk(sck (417)
j=1

avec Cr, ~ Gy et m ~ GEM(«). La distribution de base G, détermine les positions
des composantes discretes de G. La séquence infinie 7r est définie par la distribution
GEM, ou les lettres signifient Griffiths, Engen et McCloskey [69]. La distribution
GEM peut étre construite via une procédure appelée stick-breaking que 'on va dé-

crire. Soit 7w = [my, 7o, . . .| une suite de réels construite vérifiant
v Z B, a) k=1,2,... (4.18)
k-1
Wk:VkH(l_Vl) ]{321,2, (419)
=1

ou B désigne la distribution Beta et le facteur d’échelle o contrdle la variance des

o
poids. Alorsla suite 7w vérifie Y 7, = 1 et définit bien une distribution de probabilité
j=1
discrete. En raison de cette décomposition, on dit que les réalisations d’un processus
de Dirichlet prennent la forme dite "stick-breaking” [68].

La figure 4.2 illustre la construction stick-breaking, i.e. la facon d’obtenir les poids
7. Dans la métaphore de la construction stick-breaking, la somme de tous les poids
se représente sous la forme d’un baton de longueur initiale 1. A chaque instant k,
nous cassons un morceau du baton de longueur 7, qui correspond a une proportion
aléatoire v, ~ B(1, @) du morceau du baton restant.

Remarque :  L’ensemble des processus pour lesquels la mesure de probabilité aléa-
toire (Random Probability Measure,RPM) prend la forme de I'équation (4.17) avec

k-1

Cr ~ Goetmp = v [[(1 — vy) sappelle classe des stick-breaking. Les processus de
=1

cette classe different dans la facon d’obtenir le coefficient vy,. Par exemple, pour le pro-

cessus de Pitman-Yor (PYP) [70] (connu comme le processus de Poisson-Dirichlet a
deux parameétres)

Vg z"riv'dIS’(l —o,a+ko)aveck=1,2,...
o€0,1)etar € (—p,00). Quand p = 0, on retrouve le processus de Dirichlet. Le PYP
étant aussi connu comme une généralisation du processus de Dirichlet peut générer
des lois de puissance via le parametre o [70].

4.3 Le processus du Restaurant Chinois (CRP)

Comme évoqué dans la partie 4.2.4, le processus de Dirichlet (DP) posséde une
deuxiéme représentation appelée processus du restaurant chinois (Chinese Restau-
rant Process, CRP). La partie 4.4 reviendra en détails sur le lien entre DP et CRP. Le
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O O O O O .-

(a) Une représentation du CRP apres I'arrivée de 6 clients

) —
u o(5)=3

WEOY wn(O) RO ) () e

(b) Une autre permutation du CRP de (a).
La permutation de client i est définie par o (7).

FIGURE 4.3 — Deux états possibles d’'une représentation du processus du
restaurant chinois apres 'arrivée de 6 clients.

CRP a été appelé ainsi par Jim Pitman et Lester Dubins, sur la base d'une métaphore
dans laquelle des clients apparentés a des observations, rentrent dans un restaurant
et s’assoient chacun a une table. Ces tables sont apparentes a des classes (clusters).

Supposons qu’un restaurant chinois ait un nombre infini dénombrable de tables
et que N clients rentrent un par un dans ce restaurant. La dynamique des clients est
la suivante pour un parameétre o > 0:

1. Le premier client s’assoit toujours a la premiére table.

2. Une fois que les n premiers clients sont entrés et occupent K tables, le client
n + 1 va choisir sa table de la fagon suivante :

- il choisit la table k£ parmiles K tables déja occupée avec probabilité n
n+a«a

ou my, est le nombre de clients assistés a la table k.

- sinon, il choisit une nouvelle table K + 1 avec probabilité n
n+a

Une fois que les N clients sont entrés, K tables sont occupées par un ou plusieurs
clients. Chaque table forment un sous ensemble de [1, N| et I'ensemble des tables
forme une partition de [1, N]. En ce sens, ou dit que le processus du restaurant chi-
nois est a valeur sur les partitions. Notons que le nombre de tables de ce restaurant
chinois est potentiellement éventuellement infini.

La figure 4.3(a) illustre une réalisation du processus du restaurant chinois avec

6 clients ou o = 1. Le premier client choisit la table 1 avec une probabilité 1. Le
deuxiéme client choisit de rejoindre le client 1 a la table 1 avec une probabilité de 1 /2.
La troisieme client décide de s’asseoir a la table 2 avec une probabilité 1/3. Lorsque
le septieme client entre dans ce restaurant, il va rejoindre :

— les clients 1, 2, 5 avec une probabilité 3/7,

— les clients 3 avec une probabilité 1/7,

— les clients 4, 6 avec une probabilité 2/7,

— et aller & une autre table avec une probabilité 1/7.

Bien que l'histoire du CRP soit décrite en utilisant 'ordre des clients, la distribu-
tion sur les partitions définie par le CRP est invariante a 'ordre des données. Seul le
nombre de classes compte dans la détermination de la probabilité de partition et pas
les identités des clients. Cette propriété est connue sous le nom d’échangeabilité.
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Définition 6. Une suite finie de variables aléatoires (01, . .., 0y), est dite échangeable
si pour tout permutation o de {1,... , N}

loi
(01,...,0N) = (90(1)), s Oey)-

Par extension, une suite infinie de variables aléatoires (01, 05, . . .) est dite échangeable
si quelque soit I un sous ensemble fini de N*, pour toute permutation finie o de I

(0:)ier = (Ooti))ier-
Par exemple, la probabilité de la représentation sur la figure 4.3(a) est
) a 1 Q 2

aa+1a+2 a+4

La figure 4.3(b) contient les méme partitions que celles de la figure 4.3(a), mais une
autre permutation (ordre des clients et ordre de tables). Par exemple 0(3) = 2 signifie
que un client entre dans le restaurant en troisieme sur la figure 4.3(a) et en deuxieme
sur la figure 4.3(b). La probabilité calculée avec la permutation de la figure 4.3(b) est :

(4.20)

P({ b AeB)A0(0).0(1).0(2)}}) = ailaj—?a—l&—ii oc—21-5
(4.21)

qui est égale a la probabilité dans I'équation (4.20).

En général, dans le cadre du modéle du CRP, quand on proceéde pour N clients,
les dénominateurs sont simplement incrémentés de 1 a partir d’'un «.. Pour chaque
choix de nouvelle table, on obtient un facteur o apparait. Si a la fin, K clusters sont
présents, on obtient un facteur de o’ Enfin, pour chaque cluster C qui est présent
a la fin, chaque fois qu’un client est ajouté a la table le numérateur est simplement
le nombre de clients actuels a la table, de sorte que dans 'ensemble, on obtient un
facteurde:1 x 2 x ... x (#C — 1) = (#C — 1)! ot #C est le nombre d’observations
(clients) dans le cluster (la table). On obtient :

K
o
P(Copn) = v H (#C — 1. (4.22)
[T a+mn—1¢Cnn
n=1

L’équation (4.22) montre que la probabilité d'une partition selon le processus du
restaurant chinois est une fonction unique qui dépend du nombre d’observations et
del’ensemble des tailles des clusters formant la partition. Cette probabilité ne dépend
pas de l'ordre des clients, ni des labels des tables. Ceci établit I’échangeabilité du CRP.

4.4 Duprocessusde Dirichlet au processus du restaurant chinois

Le processus du restaurant chinois peut étre obtenu a partir du processus de Diri-
chlet. Pour rappel, soit une séquence 6y, = (61,05, ..., 6,,) échantillonnée de fagon
i.i.d. selon une distribution G. On suppose que G est distribuée a priori selon un
processus de Dirichlet de distribution de base G et de facteur d’échelle o :

9i|GiildGaveci:1,...,n
GNDP(G(),O()
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Alors, la distribution a posteriori de G conditionnellementa (6, . . . , 0,,) est toujours
distribuée selon un processus de Dirichlet :

« 1 u
G | 61, ~ DP G 8o, .
| 1: ( 0+O&—|—TL; gzoz-I—n)

a+n

Nous souhaitons obtenir la distribution de probabilité conditionnelle de 6,,; donné
01., en marginalisant selon G. Ce qui nous donne la représentation de Backwell-Mac
Queen [66]

Q 1 -
0, 01., ~ G g, - 4.23
H‘ b a—+n O+a+n;& ( )

Le processus du restaurant chinois (CRP) peut étre obtenu a partir du modele
d’urne de Blackwell-MacQueen en regroupant les valeurs de ; (boules) qui sont
égales (de méme couleur), et les considérant comme des clients a une méme table
dans le restaurant. Nous en supposons que G est lisse, de sorte que toutes les va-
leurs 6 sont répétées en raison de la propriété discrétisation du DP et non en raison
de Gy lui-méme. Comme les valeurs des tirages sont répétées, soit Cy, . . . , Cx les va-
leurs uniques entre (6,65, ..., 0,,) et my, le nombre de 6; qui ont la méme valeur Cy,
I’équation (4.23) peut également s’écrire de fagon suivante :

K
Q 1
0, 01, ~ G Oc, . 4.24
+1 ] O atn 0+a+nkz::mkck ( )

Notons que #,,.1 prend la valeur Cj, avec une probabilité proportionnelle a my, le
nombre de fois ou Cj; a déja été tiré. Plus my, est grand, plus cette probabilité croit.
Ceci est une phénomene du type “des riches qui s’enrichissent” (“rich get richer”), ou
les grands clusters (un ensemble de 6; avec des valeurs identiques Cj, est considéré
comme un cluster) grandissent plus vite. La probabilité que le nouvel échantillon

n + 1 soit identique a un échantillon précédent appartenant au cluster Cy, est n
a+n

La probabilité que le nouvel échantillon ait une autre valeur C; est , ce qui

veut dire que le nouveau client choisit une autre table. On retrouve alors le processus
du restaurant chinois.

L’équation (4.24) montre que v controle le nombre de clusters (tables). La probabi-
lité que le client n + 1 choisissant une nouvelle table est —<—, tandis que la probabilité
de choisir une table occuppée est .. Asymptotiquement, la probabilité de choisir
une nouvelle table tend vers 0. De ce fait peu de nouvelles tables sont occupées si il
y a déja beaucoup de clients. On traduit ce comportement en regardant 'espérance
du nombre de tables occupées par n clients

n

o
~ al 4.25
S~ =

qui augmente logarithmiquement avec n.
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4.5 Processus de Dirichlet a mélange

4.5.1 Description

Dans cette partie, on va exploiter I'intérét d'utiliser le processus de Dirichlet dans
cadre des modeles de mélange. Les données Y = [y,, ..., y,| sont supposées distri-
buées selon une densité de probabilité inconnue F’

y, ~ F(y,),Vi=1,...,N. (4.26)

On peut souhaiter estimer la densité /" a partir d’un jeu d’observations Y = [y,, ...,y
Dans ce cas, les processus de Dirichlet permettent de ne pas se limiter aux familles
de distributions paramétriques. Cependant, on a vu précédement que les réalisations
d’un processus de Dirichlet sont discreétes, ce qui ne correspond pas a une densité de
probabilité. Une solution consiste a lisser la mesure discréte en utilisant un noyau

f(y|0) [16].
Fly) = / 1(y | 6)dG(6). (4.27)

Sil'on s’intéresse maintenant aux modeles de mélanges, le processus de Dirichlet
G s’interpréte comme la loi d'un modele de mélange possédant une infinité dénom-
brable de composantes. Les variables § € © représentent les parametres latents
propres au mélange. Le modele peut étre réécrit sous la forme hiérarchique suivante

Vil 0~ f(.]6:) (4.28)

0| G~G (4.29)

G ~ P(G) (4.30)

Dans le cadre d'un mélange fini de densité gaussiennes par exemple, on suppose
K K

queladensité Fest > mp N (fux, 2x ) ol les 7y, sont des pondérationsavec > 7, = 1.

k=1 k=1

La densité I’ est entierement caractérisée par les variables aléatoires 7y, pi;, et X in-

connues avec k = 1,..., K. Les densités forment une famille de densités paramétri-

sée par un nombre fini de parameétres. En ce sens, on parle de modéle paramétrique.
0=0,,...,0y sont des variables latentes o 6; € [1, K. Soit ¢=(71.x, pt1.5, 21. ), la
densité a priori p(¢) de ¢ est définie dans un espace de dimension K, i.e. on fixe K
classes (clusters).

Or, en pratique, K n’est pas toujours connu. Dans de nombreux cas, contraindre
la densité de probabilité & prendre une certaine forme paramétrique donnée peut li-
miter I'inférence réalisée a partir de tels modeles [71]. C’est pourquoi on souhaite
estimer aussi K en le considérant comme un hyperparametre. Les modéles non pa-
ramétriques permettent de ne pas se restreindre a une famille finies de parametres,
tout en fournissant une pénalisation sous linéaire du nombre de composante.

4.5.2 Exemple

Reprenons I'exemple du mélange de gaussiennes, dans les modeles non paramé-
o

triques, la densité F’ s’écrit sous la forme > 7N (15, X ). Dans cette densité de pro-
k=1
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babilité, les parameétres suivent une mesure de probabilité aléatoire issue d’un pro-
cessus de Dirichlet a mélange (Dirichlet Process Mixture, DPM). Plus précisément,
on I'appelle le processus de Dirichlet a mélange gaussiennes. Dans I'équation (4.29),
les variables latentes 6 sont distribuées selon G. Dans ’équation (4.30), on choisit
le processus de Dirichlet DP(Gy, o) comme la distribution a priori pour G. Dans
le cadre des modeles de mélange, la distribution G est par exemple la loi Normale
Wishart évoquée Section 4.1. Cela autorise théoriquement un nombre infini de clus-
ters. En pratique le nombre de clusters sera lié au choix de «. Il est a noté que dans le
cadre bayésien, o peut aussi étre échantillonné. Dans la métaphore du processus du
restaurant chinois, chaque table possede sa propre gaussienne. Les choix de table des
clients et le nombre de tables sont donnés selon le processus du restaurant chinois.
Certains d’entre eux ont des choix identiques ce qui produit le clustering. On trouve
aussi la notion le modéle de mélange de processus du restaurant chinois.

L’inférence des modéles de mélange de processus de Dirichlet est souvent réalisée
en utilisant les méthodes MCMC[72] ou les approches bayésiennes variationnelles
[73]. Dans [74], I'algorithme EM (Expectation-Maximization) est proposé pour in-
férer les mélanges de processus de Dirichlet. Un stick-breaking prior (processus de
Dirichlet ) est mis sur les poids 7. En pratique, on utilise une troncature en fixant
un nombre K maximal de clusters tres grand.

La figure 4.4 illustre une mélange de trois gaussiennes. A partir de ces données
synthétiques, on cherche a regrouper les données. On peut penser a des méthodes
de clustering par partitionnement comme K-moyennes (ou K-means en anglais) ou
encore des méthodes de clustering par modélisation, e.g. I'algorithme EM. On ob-
tient avec I'algorithme K-means ou EM dans un cadre paramétrique des résultats de
clustering tres variables suivant la valeur choisie de K. On peut choisir K = 1,2,3
ou 1000. Le choix de K est un probléme difficile.

Pour contourner le probleme du choix de K, un processus de Dirichlet a mé-
lange de gaussiennes peut étre utilisé. Les poids 7, des clusters sont distribués selon
un processus de Dirichlet de type stick-breaking. Un algorithme EM (Expectation-
Maximisation) a été proposé dans [74] pour inférer ce modeéle un processus de Diri-
chlet 2 mélange de gaussiennes. En pratique, une troncature a ' = 100 est utilisée.

FIGURE 4.4 — Mélange de trois gaussiennes et échantillons
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FIGURE 4.5 - Résultat de I'algorithme EM pour mélange de processus de
Dirichlet.

Pour rappel, I'algorithme EM est un algorithme itératif proposé dans [75] en 1977.
Dans le cadre des approches paramétriques, il s’agit d'une méthode d’estimation
s’'inscrivant dans le cadre général du maximum de vraisemblance. La figure 4.5 illustre
les résultats obtenus issus du résultat de la derniére itération. La figure 4.5(a) affiche
les étoiles bleues et rouges correspondant aux centres des clusters estimés. Parmi ces
clusters, on retrouve bien les trois clusters souhaités en bleu. La figure 4.5(b) affiche
'estimateur des poids 7 des clusters. Les trois clusters qui ont des poids dominants
[0.23 0.5 0.27] correspondent bien aux trois clusters illustrés par les étoiles bleues
dans la figure 4.5(a). Les étoiles rouges représentent les autres clusters qui ont les
poids négligeables, presque nuls. On peut les éliminer avec une étape de post pro-
cessing, qui supprime par exemple tous les clusters dont les poids sont considérés
comme négligeables.

4.6 Estimateurs bayésiens

Les estimateurs bayésiens d’'un parametre sont souvent construit a partir de sa
loi a posteriori en minimisant d’'une fonction de cotlt appropriée. Les estimateurs
bayésiens proposés dans les applications de traitement du signal sont souvent :

— Testimateur du maximum de vraisemblance ou maximum likelihood estima-
tion (MLE),

— lestimateur Minimum Mean Square Error, MMSE minimise le cott qua-
dratique. On l'appelle aussi la moyenne de la loi a posteriori du parametre
échantillonné,

— l'estimateur Maximum A Posteriori, MAP prend la forme de 'extremum de
la distribution a posteriori du parameétre échantillonné.

Dans un cas paramétrique, les échantillons issus d’'une méthode MCMC peuvent
approximer ces estimateurs bayésiens. Par exemple, on peut calculer la moyenne de
ces échantillons apres 'étape de chauffe (burn-in) pour 'estimateur MMSE. Pour
I'estimateur MAP, on prend I'échantillon qui maximise la loi a posteriori parmi les
échantillons de la série. Toutefois, dans le cadre des approches non-paramétriques,
la dimension de I'espace des parametres n’est pas fixée a I'avance. Cette dimension
peut varier au cours des itérations. La question de la définiton d’estimateur non-
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paramétrique est une question difficile que nous n’approfondiiront pas dans ce tra-
vail.

4.7 Discussion

Le principe des approches non paramétriques est de travailler sur des mesures
aléatoires. Dans le cas particulier du DPM, la loi a priori est une mesure aléatoire
elle-méme distribuée selon un processus de Dirichlet. Les modeles bayésiens non-
paramétriques permettent de définir une distribution a priori sur des espaces fonc-
tionnels (de dimension infinie) au lieu d'un espace de dimension finie habituelle-
ment. Un modele non paramétrique peut étre simplement considéré comme un mo-
deéle statistique avec un nombre infini de parametres. Ceci évite de fixer la complexité
oul'ordre du mode¢le, le nombre de parametres pouvant augmenter dynamiquement
avec le nombre de données. Par exemple, le Processus de Dirichlet et le processus de
Restaurant Chinois ont des applications en statistiques pour les modeéles de mélange
(mixture models) notamment. Le partie 4.5 nous présente I'intérét du processus de
Dirichlet dans un modele de mélange et son inférence permet de retrouver les para-
metres du modele de mélange, incluant K le nombre de classes. Notons au passage
que les problemes de segmentation d’image se font parfois en s’appuyant sur des
modeles de mélange (segmentation non supervisée ou clustering) pour lesquels des
algorithmes EM ont souvent été proposés [76].

Le code de DPpackage de Jara [77] contient des fonctions pour effectuer 'inférence
par simulation a partir des distributions a posteriori pour les modeles bayésiens non
paramétriques. Les sources sont disponibles sous forme de package R sur le site du
projet CRAN'! [78].

Le chapitre 5 présentera le processus du buffet indien, une distribution non para-
métrique utilisée dans I'apprentissage de dictionnaire, qui est aussi un des outils clefs
de cette these.

1. https://cran.r-project.org/web/packages/DPpackage/index.html


https://cran.r-project.org/web/packages/DPpackage/index.html




CHAPITRE 5 -

Processus Beta et buffet indien

L’utilisation des méthodes bayésiennes non-paramétriques par I'apprentissage de
dictionnaire nous permet de ne pas fixer a I'avance la taille du dictionnaire (nombre
d’atomes). Le dictionnaire ainsi que sa taille sont échantillonnés lors de 'inférence.
Chaque observation peut étre une combinaison de plusieurs caractéristiques ou atomes.
Il s’agit des modéles a variables latentes (latent feature model).

Or, dans les modeles de mélange ou dans les approches de classification présentées
dans le chapitre 4, il n’est pas possible d’affecter plusieurs caractéristiques aux ob-
jets observés. Chaque observation ne peut étre associée qu'a une seule classe. Par
exemple, dans le processus du Restaurant Chinois, les clients ne peuvent s’asseoir
qu’a une seule table.

Le processus du buffet indien introduit par Griffiths et Ghahramani [57, 58] en 2006
utilise les idées sous-jacentes des modeles de mélange infinis pour représenter les
objets en termes d’une infinité de fonctions latentes. Dans le processus du buffet
indien, les clients entrent dans un restaurant, mais au lieu de choisir une table a la-
quelle s’asseoir, ils choisissent les plats. Chaque client prend a la fois des plats déja
pris et des plats nouveaux. Le nombre total de plats choisis suit une loi Poisson.

Ce chapitre rapelle la construction du buffet indien et ses principes propriétés, ainsi
que le lien avec les processus Beta.

5.1 Modele a variables latentes et Processus du buffet indien

Les modeles a variables latentes (latent feature models) s’appliquent aux problemes
composés de plusieurs observations, ot chacune des observations peut posséder un
ensemble de caractéristiques (features) inconnues. L’affectation des caractéristiques
aux observations est encodée par les variables latentes binaires. Ceci est représenté
par une matrice binaire Z. Dans ce chapitre, pour étre cohérent avec les notations de
Griffiths et Ghahramani [57, 58], la matrice Z est de taille N x K. Les lignes de la

FIGURE 5.1 - Représentation graphique du modele a variables latentes
binaires. Chaque observation y, est associée par une com-
binaison de caractéristiques d.

47
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matrice Z sont liées aux observations et les colonnes sont liées aux caractéristiques.
Silobservation ¢ posséde la caractéristique k alors Z(7, k)=1, (0 si non). Notons que
chaque donnée peut posséder plusieurs caractéristiques.

La figure 5.1 illustre la matrice des variables latentes comme des liaisons entre les
caractéristiques et les observations. Ici, d, représente la valeur de la k™ caracté-
ristique. Une fleche reliant d;, a y, indique que la caractéristique % est présente dans
I'observation i. Les variables latentes binaires z;; sont représentées par les fleches qui
nous permettent de savoir si d;, est présente (reliée par une fleche) ou absente (non
reliée) pour chaque observation y,. Par exemple, I'observation y, contient des carac-
téristiques ds et d, : la fleche relie ds et y, représente la variable latente 233 = 1, idem
pour la fleche relie d, et y,, 234 = 1. Par contre, il n’existe pas une fleche reliant d,
ety,, car z3; = 0.

Dans un cadre bayésien, on cherche a définir un a priori sur cette matrice binaire
Z. Le processus du buffet indien (Indian Buffet Process, IBP) a été initialement intro-
duit par Griffiths et Ghahramani dans [57] et a été publié en revue dans [58]. L'IBP
est une distribution non paramétrique sur les matrices binaires Z dans laquelle le
nombre de caractéristiques (features) est potentiellement infini. Autrement dit, 'IBP
peut étre choisi comme a priori sur la matrice binaire Z dans le cas o le nombre de
caractéristiques est inconnu. Les propriétés de 'IBP en font une distribution intéres-
sante pour les applications aux modeles a variables latentes.

L’IBP ne limite pas le nombre de caractéristiques /. Cependant, en donnant un
nombre fini N d’observations, la distribution assure que le nombre de caractéris-
tiques K est fini avec probabilité un. Le comportement du processus est controlé
par un seul parametre o. Ce dernier regle I'a priori sur le nombre de caractéris-
tiques observées. Le nombre de caractéristiques K attendues pour N observations
est O(alog(N)), une valeur « faible favorisant peu de caractéristiques. Nous pré-
sentons dans la suite différentes fagons d’obtenir I'IBP de parametre a. Des versions
plus générales de 'IBP a plusieurs parameétres pour contrdler en plus la popularité
des caractéristiques et le comportement en loi de puissance seront décrites dans la
section 5.6.

5.2 Métaphore du buffet indien

Dans la métaphore du buffet indien, les observations (données) sont symbolisées
par les clients et les caractéristiques par des plats dans un buffet constitué d’'une infi-
nité de plats indiens. Le premier client qui entre dans le restaurant choisit Poisson(«)
plats, qui vont constituer les premiers plat du buffet. Chaque client ¢ choisit d’abord
parmi les K premiers plats avec probabilité my, /i ou my, est le nombre de fois ou le
plat £ a été choisi par les clients précédents. Puis, ce client ¢ choisit encore un nombre
de nouveaux plats k., ~ Poisson(a/7). Cette étape permet d’enrichir progressi-
vement 'ensemble des plats (caractéristiques) servis. Bien que le buffet soit infini,
on peut montrer qu'une telle construction assure que chaque client dispose d'un
nombre fini de plats avec probabilité un. Ainsi, pour un nombre fini d’observations,
nous nous attendons & un nombre fini de caractéristiques. De plus, s’il y a une infinité
d’observations, le nombre de caractéristiques reste dénombrable.
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FIGURE 5.2 — Matrice binaire et sa forme ordonnée a gauche (lof). La
couleur blanche et la couleur noire correspondent respec-
tivementa 1 et 0.

Deux propriétés importantes du processus du buffet indien sont mises en évi-
dence. Premiérement, nous prévoyons que le nombre de plats (ou caractéristiques
actives) augmente quand le nombre d’observations grandit. Deuxiémement, comme
chaque client fait d’abord son choix parmi les plats choisis précédemment, nous nous
attendons a ce qu’il existe quelques caractéristiques populaires qui se produisent dans
de nombreuses observations et de nombreuses caractéristiques rares exprimées dans
seulement quelques observations.

Une autre propriété importante du processus du buffet indien est I’échangeabilité
a la fois au niveaux des lignes (clients) que des colonnes (caractéristiques latentes).
L’ordre dans lequel les clients assistent au buffet n’a pas d’impact sur la distribution
de Z sur n’importe permutation des colonnes (I'ordre des plats) et les lignes (clients)
sont également indépendantes.

Griffiths et Ghahramani[57] définissent une représentation canonique appelée la
forme ordonnée a gauche (left-ordered form, lof) de Z, écrit [Z] = lof(Z) par la suite.
La figure 5.2 montre un exemple de la fonction lof d’une matrice binaire. La forme
ordonnée a gauche prend d’abord la séquence binaire de 0 et de 1 pour chaque co-
lonne (appelée I’histoire h) et convertit la séquence binaire en un nombre, en traitant
le premier client (ligne ou donnée) comme le bit le plus significatif. Ainsi, chaque
colonne (plat ou caractéristique) recoit une valeur unique. On organise les colonnes
par ordre décroissant de valeur. Plusieurs matrices binaires peuvent avoir la méme
forme ordonnée a gauche. Les deux matrices Z; et Z, sont o f-équivalentes si Z; et
Z, ont méme forme ordonnée a gauche: lof(Z,) = lof(Z,). En revanche, il n’existe
qu’une seule forme ordonnée a gauche pour chaque matrice binaire. On utilise lo f
pour définir un ensemble de classes d’équivalence. [Z] = lof(Z) désigne la classe
d’équivalence pour la relation lof d’'une matrice binaire Z.

L’IBP est caractérisée par une distribution sur les classes d’équivalence de matrices
binaires [57], C’est-a-dire que la distribution sur Z est invariante par rapport aux per-
mutations des colonnes ('ordre des plats). On déduit d’ailleurs de (5.1) I'échangeabilité
des clients et I'invariance de 'ordre des plats, voir Définition 6. La probabilité de [Z]
est donnée par

P(Z)) = o exp(a > [ R s
H K i=1 k=1 ’
h=1



50 5.2. METAPHORE DU BUFFET INDIEN

2 2
4 4
5 5 - -.
8 8
2] 2]
= 10 = 10
2 2 |
S 2 o e ]
14 14 :
18
18 [
20 ‘ . a ‘ | . ‘ ‘ a
20 25 30 5 10 15 20 25 30
Plats
@Qa=1
a a8
o fan
2 L
O O
2|5 BIO é 10 15 20 éﬁ 30
Plats Plats
(Qa=5 (d)a=10

FIGURE 5.3 - Réalisation selon un processus du buffet indien pour 20 ob-
servations et différentes valeurs du parametre a.

ou my, est le nombre d’observations utilisant 'atome (plat) &, K le nombre d’atomes
tels que my, > 0, N le nombre de données et &« > 0 le parametre de I'IBP. En par-
ticulier, nous notons que le nombre K d’atomes actifs n’est pas borné (fixé) dans
'équation (5.1). K, est le nombre d’atomes avec la méme histoire Z(:, k)=h. Autre-
ment dit, les plats (atomes) ont été choisis par le méme ensemble de client. Le pa-

rameétre o quantifie le niveau de régularisation puisque K ~ Poisson(aH ) avec
N N
Hy = % ce qui donne E[K, | ~ aIn N puisque j; % o In(N).

=1

La figure 5.3 illustre des réalisations de ce processus pour un méme nombre d’obse-
rvations et différentes valeurs du parametre . Plus « est petit, plus la régularisation
est forte, plus le nombre de caractéristiques est petit. Pour N = 20 observations et
aégaleal, 3,5, 10, le nombre de plats K est respectivement égale a 3,9, 15, 30. La
figure 5.3 montre aussi 'effet de la croissance logarithmique du nombre de plats K
avec le nombre de clients V. Certains plats sont souvent utilisés et d’autres le sont
plus rarement. Par exemple, dans la figure 5.3(d), avec a = 10, le troisiéme plat
est utilisé par presque tous les clients tandis qu’un seul client choisit le plat 30. Cela
montre un effet parcimonieux.

En bref, I'IBP génére des matrices binaires parcimonieuses et potentiellement infi-
nies. Autrement dit, dans le cadre de I'apprentissage de dictionnaire, 'IBP permet a
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la fois de varier la taille du dictionnaire (potentiellement infinie mais pénalisée) et de
promouvoir la parcimonie de la représentation. En pratique, Z est de taille finie car
il suffit de travailler sur les K atomes actifs, c’est-a-dire les atomes qui sont associés
a au moins une observation.

5.3 Limite a l'infini d'un modéle fini

Griffiths et Ghahramani [57, 58] présentent aussi le processus du buffet indien
comme la limite infinie d'un modéle fini avec K caractéristiques latentes. Le mo-
deéle fini attribue une probabilité 7, pour chaque caractéristique k. Chaque Z(z, k)
est échantillonné comme une variable aléatoire indépendante d’une loi Bernoulli de
parametre 7. Selon la métaphore dans 5.2, chaque client choisit maintenant un plat
indépendamment des autres clients, donc, I'ordre des observations n’a pas d’impact
sur la distribution de Z. La propriété d’échangeabilité du processus s’énonce plus clai-
rement dans cette construction par la limite a I'infini. La probabilité d’'une matrice Z
sachant m = {my, mo, ..., Tk }, est:

K N K
P(Z|7)=[]]] PGl m) =m0 —m)¥™ (5.2)
k=1

k=1 1i=1

ou my, est le nombre de clients choisissant le plat k. Cependant, le nombre de para-
metres 7, croit linéairement avec K, le nombre de plats. Pour résoudre ce probléme,
on peut considérer également les 7, comme des variables aléatoires. Chaque 7, suit
la loi Béta(r, ¢) qui est la loi conjuguée de la loi de Bernoulli (¢f. Table 2.1 ). En par-
ticulier, les 7, peuvent étre construites a partir d’une loi Béta(3, 1). Le modele de
probabilité est maintenant défini par :

T | o~ Béta(%, 1) (5.3)
Zik | T ~ Bernoulli(7y,). (5.4)

Notons que les 7, ne somment pas a 1.

Chaque z;;, est échantillonné indépendamment des autres, sachant 7, associé. Les
), sont également générés de fagon indépendante. Aprés avoir défini une loi a priori

Plats

Clients YY)

Wl‘xlxx...

FIGURE 5.4 - Illustration de modele génératif de 'IBP avec la limite a
linfini. Puisque les plats ne sont pas ordonnés par leur po-
pularité, les plats initiaux peuvent n’étre utilisés par aucun
client. Les cases noires désignent I'utilisation d’'un plat par
un client.
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sur 7, nous pouvons simplifier ce modéle en intégrant sur toutes les valeurs de 7.
Ainsi, la probabilité marginale de la matrice binaire Z est :

/(HP zlkm) p(my)dmy,

%F(mk + %)F(N — My + 1)
(N +1+ %) '

P(2)

(5.5)

= T

k

1

Sous le modele fini, la probabilité de la forme ordonnée a gauche left-ordered form
(lof) |[Z] d’'une matrice binaire Z est donnée par

K & DN —my + DD (my + 2)
P(z) = — [ K (5.6)
N : (N+1+2)
Kyl +=1
LB

ou my, est le nombre d’observations utilisant 'atome &, K, est le nombre d’atomes
avec la méme histoire Z(:, k)=h. La limite de I'équation (5.6) quand K tend vers
'infini devient 'équation (5.1) qui est la distribution de I'IBP.

Onam, ~ Béta(y, 1), lespérance E[m;] = 2
Intuitivement, le poids 7, de chaque caractéristique est faible quand K est grand,
cependant, quelques poids restent toujours grands.

La figure 5.4 montre une illustration du processus. La plupart des probabilités
des caractéristiques 7y, sont petites, tres peu de caractéristiques sont exprimées dans
I'ensemble de données fini. Comme chaque 7, est tiré de fagon indépendante, cha-
cune des (infinies) colonnes sont susceptibles d’étre 'une des caractéristiques les plus
populaires.

5.4 Stick-breaking

La construction de 'IBP par la limite a 'infini n’ordonne pas les caractéristiques.
En effet, comme présenté dans la section 5.3, on voit bien que les caractéristiques
ayant les faibles probabilités peuvent se situer devant celles ayant les grandes pro-
babilités 7y, c’est pourquoi dans la figure 5.4, certains plats (caractéristiques) ini-
tiaux peuvent n’étre utilisés par aucun client (observations). Teh et al. [79] déduisent
une construction similaire qui trie les caractéristiques par ordre de leur popula-
rité, ce qu’on appelle la construction par stick-breaking. Comme la construction par
la limite a I'infini, la construction par stick-breaking attribue une probabilité 7, a
chaque plat (colonne). Chaque client i choisit le plat k£ avec une probabilité 7, i.e.
zir = Z(i, k) est une variable aléatoire indépendante d’une loi Bernoulli de para-
metre 7.

Cependant, les 7, ne sont pas échantillonnées indépendamment comme dans la
construction par la limite a I'infini. Au lieu de cela, une séquence de variables aléa-
toires indépendantes vy, 15, . . . est d’abord échantillonnée selon une loi Béta(1, o).
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F1GURE 5.5 - Illustration une réalisation de I'IBP en utilisant la construc-
tion stick-breaking pour 8 clients (observations) et o = 2.
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En donnant 'ensemble de 14, 15, . . ., la probabilité 7;, d’un plat £ est donnée par :

k
T = H(l — Vg). (5.7)

(=1

Remarque : Il est a noter qu’ici, la somme des 7, dans la construction de 'IBP par
stick-breaking n’est pas égale a 1 et que les T, sont organisées par ordre décroissant.
En comparant avec la construction stick-breaking du Processus de Dirichlet, présentée
dans le chapitre 4, partie 4.2.5, la somme des Ty, est égale a un mais il n’existe pas un
ordre pour les 7y, dans cette construction.

La figure 5.5 illustre une réalisation de 'IBP via stick-breaking. On voit bien que
Tk > Tk41, car Uespérance de 7y est E[my| = (ﬁ)k La probabilité qu'une des V
observations soit décrite par la caractéristique k décroit exponentiellement avec k. La
valeur de « joue aussi une role dans la décroissance de I'espérance. Les 7, diminue
plus lentement dans I'espérance quand « est grand. Ainsi, plus la valeur de « est
grande, plus le nombre de caractéristiques pour décrire les données sera grand.

5.5 Processus de Beta-Bernoulli

L’intérét principal des méthodes bayésiennes non paramétriques est leur capacité
a définir des distributions a priori sur les mesures aléatoires. Ces mesures aléatoires
apparaissent comme des outils intéressants pour travailler avec des parameétres qui
peuvent appartenir a des espaces de dimension potentiellement infinie. Par exemple,
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on a vu dans le chapitre 4 que le processus de Dirichlet permet de traiter des pro-
blémes de classification sans connaitre le nombre de classes a 'avance.

Le processus du buffet indien (IBP) est une distribution non paramétrique sur les
matrices binaires qui permet de traiter le probléme de caractéristique latente (latent
feature) sans connaitre a I'avance le nombre de caractéristiques. La matrice binaire Z
générée par 'IBP peut étre présentée avec un nombre potentiellement infini de co-
lonnes (caractéristiques). Modulo un ré-ordonnancement des colonnes, le processus
du buffet indien peut étre vu comme une distribution échangeable sur des matrices
binaires pour n’importe quelle permutation de lignes (observations) o, c’est-a-dire

P(Zl,:a cee 7Z:,N)) = P<ZU(1),Z7 cee 7ZU(N),:))-

En tenant compte de la propriété d’échangeabilité, Thibaux et Jordan [80] for-
malise I'IBP en étudiant la distribution sous-jacente qui rend la séquence condi-
tionnellement indépendante, I'équivalent du processus de Dirichlet pour le proces-
sus du restaurant chinois. Le théoréme de De Finetti indique que la distribution de
n’importe quelle séquence infiniment échangeable peut s’écrire de fagon suivante :

N
P(z.,...,2.N) = / [Pz, | B) ) dr(B) (5.8)
=1

ou B est 'élément aléatoire qui rend les variables {z; . } conditionnellement indépen-
dante. La distribution P(B) est connue comme la distribution de mélange De Finetti.
Par exemple, pour le processus du restaurant chinois 4.3, la distribution de mélange
de Finetti sous-jacente est le processus de Dirichlet.

Thibaux et Jordan [80] ont montré que le mélange de distribution de Finetti sous-
jascent au processus de buffet indien est le processus beta. Ils montrent que IBP peut
étre obtenu en intégrant sur le processus Béta dans un processus de Béta-Bernoulli.

5.5.1 Processus Béta

Nous étudions dans cette partie le processus Béta, mesure de De Finetti associée a
I'IBP. Comme évoqué dans le chapitre 4, le principe d’'une approche bayésienne non
paramétrique est d’introduire des modeles de lois a priori sur des espaces de mesures
aléatoires. Ici, on travaille sur la mesure de probabilité aléatoires.

B =Y mdy, (5.9)
k

Définition 7. Un processus Béta B, noté B ~ BP(c, By) est une distribution sur les
mesures aléatoires positives sur un espace ) (par exemple, sur R). Le processus Béta est
défini par deux parameétres : c est une fonction positive sur §, appelée la fonction de
concentration, et B est une mesure fixe sur ), appelée la mesure de base. Dans le cas
particulier oti ¢ est une constante, il sera appelé le parameétre de concentration.

Définition 8. Un processus stochastique a temps continu L = {L, : t > 0} est appelé
processus de Lévy, si :
— Lo=0 presque siirement,
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Processus Beta sur 'espace €2 Tirage selon processus Bernoulli associé

FIGURE 5.6 - Illustration de modéle Béta-Bernoulli pour I'IBP

— t > Ly est presque siirement continue a droite et limitée a gauche (Cadlag),

— Pour tout s < t,X; — X, estégaleenloia X, s (accroissements station-
naires),

— Pourtout 0 <t <ty < - <t, <00, Xy, — Xy, Xpy — Xoyy oo, Xy, —
Xy, _, sont indépendants (accroissements indépendants).

Un processus de béta est un type particulier du processus de Lévy :
SN R =@ = B(S) et B(R) sont indépendants . (5.10)

Le théoréme de Lévy-Khintchine indique qu’un processus Lévy se caractérise par sa
mesure de Lévy. La mesure Lévy du processus Béta BP(c, By) est

p(dw, dr) = c(w)rH(1-7)““tdr By (dw). (5.11)

La mesure Lévy constitue une mesure sur €2 x [0, 1], ou1 € est par exemple I'espace
des atomes (ou des caractéristiques), et [0, 1] est I'espace des poids associés a ces
atomes. Pour échantillonner B selon un processus Béta, on tire un ensemble de
couples (wy, 7x) & partir d’un processus de Poisson marqué sur 2 x [0, 1], qui peut
étre représenté par :

B=>) iy, (5.12)
k

ou d,, est un Dirac sur un atome wy, avec un poids 7, dans B. Les valeurs des 7, ne
sont pas normalisées et la somme n’est en général pas égale a un. Cependant, elle est
finie avec probabilité un puisque | 7 (dw, dr) < oc.

Si By contient des atomes, alors on peut les traiter séparément. Dans le cas ou la
mesure de base By est une distribution discrete composée de couples atome-poids

(Wi, qx) : Bo = > qidu, alors B a des atomes aux mémes endroits B = > w0y,
k k

avec 1, ~ Beta(qy, c(1 — gi)). Cela impose g;, € [0, 1]. Et si By est un mélange de
lois continue et discreétes, via eq. (5.10), la réalisation globale de B est une somme
des atomes pondérés issus de la composante continue et de la composante discréte
de By. Par la suite B sera choisie en lien avec la loi a priori conjuguée sur les atomes
du dictionnaire.

5.5.2 Processus Bernoulli

On définit maintenant le processus de Bernoulli. Le processus Bernoulli corres-
pondant échantillonne des atomes de B. Chaque tirage d'un processus de Bernoulli
sinterprete comme un choix d’atomes (ou des caractéristiques) présents dans une
observation particuliére. Plus formellement, un processus Bernoulli z ~ BeP(B)
prend la distribution B sur {2 comme mesure de base.
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Si B est discréte, alors B = ) w0, etz ~ BeP(B) sera de la forme :
k

7z = Z bkéwk (513)
k

ou by € {0, 1} est une variable aléatoire indépendante suivant une loi de Bernoulli
de parametre 7. Si B est continue, z est tout simplement un processus de Poisson
d’intensité B. Un processus de Bernoulli est également un type particulier de proces-
sus de Lévy. En ce qui concerne le processus Béta, un processus de Bernoulli de me-
sure discrete et continue est la somme des deux contributions indépendantes. Ainsi,
un tirage de z selon un processus de Bernoulli est un ensemble de caractéristiques. La
concaténation de plusieurs tirages de z dans une matrice Z nous donne une matrice
binaire qui représente 'affectation des caractéristiques.

Nous pouvons intuitivement voir {2 comme un espace de caractéristiques poten-
tielles et z comme définissant les caractéristiques qu'un objet posséde. La mesure
aléatoire B encode la probabilité que z posseéde chaque caractéristique particuliére.
Dans la métaphore du buffet indien, z est un client et ses caractéristiques sont les
plats qu’il gotite. Plus tard ces plats seront les atomes d’une dictionnaire.

La figure 5.6 illustre une visualisation de 5 comme un ensemble de poids 7, as-
sociés a des atomes wy, de 'espace (), ici le plan.

5.5.3 Processus de Béta-Bernoulli et processus du buffet indien

Le processus Béta et le processus Bernoulli sont conjugués.

B | C, BO ~ BP(C, Bo) (514)
z;. | B~BeP(B)fori=1... N (5.15)
ouz.,...,zy,sont conditionnellement indépendants sachant 5. La distribution a

posteriori de B est aussi un processus Béta :

N
C 1
Blz. ....,zn., ¢, By ~ BP N B i | 5.16
| 1,0 yZN,:; C, Do c+ ’C—l-N 0+C+N;Z,. ( )

Une marginalisation sur B nous donne le lien avec le processus de buffet indien
[80]. La distribution de zx 1 . sachant {z;.},—1_n, c et By est:

N

c 1
Znve1. | {2 Vo1 N, ¢, By ~ BeP Bo+——S z.]. 5.17
N+t | {zi tie1 N, ¢ Bo e I N 0+c—|—N; R ( )

On retrouve implicitement dans ’équation (5.17) la quantité notion my, le nombre
N

de fois ot 'atome £ a été sélectionné, car > z;. = Y myd,,,.
i=1 k
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Afin de faire le lien avec le processus du buffet indien, on suppose d’abord que ¢
est une constante et By est continue avec une masse totale finie valant By({2) = a.
On observe maintenant ce qui se passe quand on géneére les z en utilisant séquen-
tiellement I'équation (5.17). z; . ~ BeP(By) et By est continue, z, . est donc un pro-
cessus de Poisson d’intensité By. En particulier, le nombre total de caractéristiques
de z; . est z; .(2) ~ P(«). Cela correspond au premier client essayant un nombre
z1.(Q2) ~ P(«) de plats. Comme on a vu dans la partie ci-dessus (5.5.2), un proces-
sus de Bernoulli est également un type particulier de processus de Lévy. Un processus
de Bernoulli de mesure discréte et continue est la somme de ces deux contributions
indépendantes. La mesure de base de I’équation (5.17) contient ces deux parties :
continues et discrétes. On va réécrire zx ;. de 'équation (5.17) sous la forme d’une
somme de deux processus de Bernoulli indépendants.

IN41,: = U+V (518)

\ C . bR L4 C 4 /4
oulU ~ BeP(mBO) est un processus de Poisson d’intensité mBO, generant un

nombre de P (-5 ) nouvelles caractéristiques; V' ~ BeP(= > midy,) a un
k

atome a wy, avec une probabilité (;T_va ou my, est le nombre d’observations parmi N
observations précédentes ayant choisi I'atome k. On retrouve alors le processus du

buffet indien en fixant le paramétre de concentration a 1.

Remarque: On retrouve le choix de c = 1 dans la construction de I'IBP par la limite
a linfini (voire section 5.3). Si on ne fixe pas ’hyperparameétre c de la loi Béta conjuguée
de la loi Bernoulli, l'équation (5.3) devient :

T | a, ¢~ Beta(%, c) (5.19)

qui méne a des modéles plus généraux;

5.6 Modeéles plus généraux de processus du buffet indien

5.6.1 Le processus du buffet indien a deux parametres

Une extension de I'IBP a deux parameétres est présentée dans [81] en tenant en
compte le parametre de concentration c. Dans ce modele, le client 7 choisit le plat
k parmi les plats précédents avec probabilité =, puis Poisson(;-7%) nouveaux
plats. Pour rappel, my, est le nombre de fois ou le plat £ a été choisi par les clients
précédents. On reprend la construction de 'IBP par la limite a 'infini en utilisant
I’équation (5.19). La distribution jointe de la matrice Z, quand K est fini, dans I"équation

(5.5) devient :

(5.20)

p(Z) = ﬁ T(% +¢) T (my + 9)T(N — my, + c)
B [%rc I'(N+c+ %) '



58 5.6. MODELES PLUS GENERAUX DE PROCESSUS DU BUFFET INDIEN

10
12

Clients
Clients

16
18
20,

10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Plats Plats

(A)c=0.2 b)ec=1

FIGURE 5.7 - Réalisation selon un processus du buffet indien a deux pa-
rametres pour 20 observations avec a=5 et (a) ¢ = 0.2, (b)
c=1()c=25.

La distribution de probabilité correspondante sur les classes d’équivalence [Z], quand
K — 00, est donnée par :

(ac)® al 1 s
I K i A
h=1

En fixant ¢ = 1, on retrouve 'équation (5.1). L’espérance du nombre de caractéris-

N
tique K estE[ K] = (ac > +C) . Pour un cfini et pour un nombre d’observations
i=1

N trés grand, le comportement asymptotique de K est K ~ aclog(/NV). Cependant,
sic > 1, le régime logarithmique est précédé par une croissance linéaire pour un
nombre d’observations NV < c.

Le parametre o de I'IBP controle a la fois le nombre total K de caractéristiques
et le nombre de caractéristiques possédées par I'objet (la parcimonie). L'IBP a deux
parameétres a une flexibilité supplémentaire. Ces deux critéres de la matrice Z sont
contrdlés indépendamment . Le paramétre o contréle le nombre total K de caracté-
ristiques et c régularise la parcimonie. Plus c est grand, plus la matrice Z est parci-
monieuse.

La figure 5.7 illustre trois matrices Z distribuées selon un processus du buffet in-
dien a deux parametres pour N = 20 avec le méme a=5 et différents parametres
c = 0.2, 1 et 2.5 respectivement. Les trois matrices ont presque le méme nombre
d’éléments non nuls, mais le nombre K de caractéristiques utilisées varie considé-
rablement. Pour la figure 5.7(a), on a 105 éléments non-nul pour KX = 8§, pour la
figure5.7(b) 102 éléments non-nul avec K = 15 et sur la figure 5.7(c) K = 30 avec
106 éléments non-nul. Plus c est petit, plus la densité de chaque caractéristique est
élevée. Plus c est grand, moins les caractéristiques sont utilisées.

5.6.2 Le processus du buffet indien a trois paramétres

La partie 5.5.3 a présenté le processus du buffet indien comme la marginale du
processus Béta. On peut établir une lien avec le chapitre 4. Dans la partie 4.4, le
processus de Restaurant Chinois est la marginale du processus de Dirichlet. Pour
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rappel, le processus de Dirichlet permet de générer un nombre potentiellement in-
fini de clusters, et la vitesse a laquelle les nouveaux clusters sont générés est relative-
ment lente. Or, de nombreux phénomeénes sont caractérisés par des distributions en
loi de puissance [82]. Ces lois de puissance se retrouvent notamment entre les fré-
quences d’apparition des différentes occurrences d'un phénomeéne et le rang de ces
occurrences dans une suite ordonnée. La généralisation du processus de Dirichlet
s’appelant le processus Pitman-Yor (PYP, ¢f. 4.2.5) permet de retrouver un compor-
tement de la loi de puissance [69, 70]. Grace a ses propriétés sur la loi de puissance,
le PYP a eu de nombreuses applications, notamment, dans la modélisation des dif-
férents phénomenes linguistiques [83, 84], la segmentation d’image [85], et 'analyse
PET [86].

Dans [87], Teh et Goriir généralisent le processus béta au processus stable-béta
et trouvent des relations intéressantes entre le processus stable-béta et le processus
Pitman-Yor. Une version de I'IBP a trois parametres est proposée 'IBP en utilisant
le processus stable-béta. Dans cette extension, le comportement en loi de puissance
de la fréquence d’utilisation des plats est contr6lé en plus via o, un troisieme pa-
rameétre de la stabilité (exposant). En utilisant la métaphore habituelle des clients
entrant dans un restaurant du buffet indien et choisissant séquentiellement les plats
a partir d’infinité de plats, la généralisation avec des parameétres o« > 0, c > —p et
0 € [0, 1) se présente comme suit :

1. Le premier client choisit Poisson(c) plats .

2. Leclient n + 1 choisit :
0

- le plat £ parmi les plats précédents avec probabilité e — 0

oumy > 0
n—+c

est le nombre de clients ayant déja choisi le plat k.

. I'(14+c)(n+cto)
- Poisson(a ( £

m) nouveaux plats.

Quand ¢ = 0, on retrouve I'IBP a 2 parametres.

5.7 Discussion

Au cours du chapitre 4 et 5, nous avons présenté deux types de distributions non
paramétriques. Le processus de Dirichlet et sa marginale, le processus du restaurant
chinois , qui ont des applications en statistiques dans ce qu’on appelle les modeles
de mélange. Dans la famille des modeles a variables latentes, on trouve le processus
Béta ainsi que son dérivé, le processus du buffet indien.

Ce chapitre décrit quatre manieres de construire le processus de buffet indien de
parametre «.. Dans la construction utilisant la métaphore du buffet indien, les pro-
babilités 7, des caractéristiques sont marginalisées. Dans les autres constructions,
I'apparence des 7, est plus claire, et une procédure générative est décrite pour échan-
tillonner les 7. Dans la pratique, la construction par la métaphore et celle par stick-
breaking ont tendance a étre plus utilisées pour 'inférence. Cependant, les construc-
tions par la limite a 'infini et le processus de Béta-Bernoulli présentent explicitement
I'échangeabilité et 'indépendance de la distribution. En passant par la construction
par le processus Béta-Bernoulli, une extension de 'IBP avec 2 parametres est présen-
tée dans [81]. Une autre version de 'IBP a trois parameétres a été introduite [87] : elle
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permet de prendre en compte le comportement en loi de puissance de la fréquence
d’utilisation des plats (atomes).

Retenons que le principe d'une approche bayésienne non paramétrique pour cons-
truire des modeéles a nombre de degrés de liberté potentiellement infini est d’introduire
des modeles de lois a priori sur des espaces de mesures aléatoires. Nous avons no-
tamment détaillé les processus de Dirichlet et les processus Béta. Ces approches four-
nissent une alternative a la sélection de modele. Nous nous en servirons pour ap-
prendre des dictionnaires de taille adaptative. Le chapitre 6 présente 'inférence de Z
dont la loi a priori est de type IBP(«).



CHAPITRE 6 -

Inférence et processus du Buffet Indien

Dans ce chapitre, on examine le probléme de I'inférence de Z distribuée selon un
IBP(«), processus du buffet Indien de parameétre . Pour cela, on choisit d’abord
un contexte simplifié avec un modele linéaire gaussien a variables latentes binaires.
Ensuite, on introduit dans le chapitre 7 un algorithme d’inférence de Z dans un cas
plus général. Chaque observation dans un modele a variables latentes peut posséder
un ensemble de caractéristiques (features). Dans une problématique d’apprentissage
de dictionnaire, les caractéristiques seront les atomes du dictionnaire. Ce chapitre
apporte une contribution bibliographique sur I'échantillonnage correct du modele
de buffet indien. Les calculs et formules sont détaillés dans ’Annexe A.1.

6.1 Modele linéaire gaussien a variables latentes binaires

Dans le chapitre 5, les lignes de la matrice Z représentaient les clients et les co-
lonnes des plats. Notons que dans ce chapitre et les suivants, Z est de taille X' x N,
les lignes représentent maintenant des plats (caractéristiques) et les colonnes repré-
sentent des clients (observations). La figure 6.1 présente le modele linéaire gaussien
a variables latentes binaires suivant :

Y=DZ+¢ (6.1)
g ~N(0,021;),V1 <i< N (6.2)
d;, ~ N(0,0%]1;),Vk € N (6.3)
Z ~ IBP(a) (6.4)

ot Y € RE*N contient N observations, chaque colonne de Y représente une obser-
vation y, de dimension L. € = [e1,...,€;,...,en] € RN estle bruit, D € RF*K
s’appelle le dictionnaire, Z € {0, 1}%*¥ est la matrice des variables latentes binaires.
Chaque colonne k£ de D est un atome d; de dimension L. Chaque ligne de Z re-
présente les coefficients d’'un atome pour I'ensemble des observations. Le nombre
d’atomes est défini par le nombre de colonnes de D mais aussi par le nombre de
lignes de Z. De méme, Z est une matrice avec un nombre potentiellement infini de
lignes et D contient aussi un nombre potentiellement infini de colonnes. Lorsqu’une

()
@@~~~

FIGURE 6.1 — Mode¢le linéaire gaussien avec les variables latentes binaires
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ligne de Z ne contient que des zéros, cela revient a supprimer de D la colonne de
I'atome correspondant a cette ligne de Z. Notons que le nombre K d’atomes sera

contrdlé par Z grace au processus du Buffet Indien et non pas par une loi a priori sur
D.

Pour i =1: N
Pour k=1 K
L Echantillonner z; : utilisation de I'atome k par ’observation i

Echantillonner k;,.,, : nombre de nouveaux atomes proposé par i
Mettre a jour K

Algorithme 7 : Pseudo-algorithme d’échantillonnage de Z ~ IBP(«).

Notre objectif est de caractériser la distribution a posteriori p(Z|Y, D, €) incluant
implicitement le nombre d’atomes K. Z est une matrice avec un nombre potentiel-
lement infini de lignes. En pratique on travaille avec les lignes non-nulles, autre-
ment dit sur les atomes actifs. Un atome est dit actif lorsqu’au moins une observation
I'utilise. Les deux étapes pour échantillonner Z proposées dans [57, 58] sont :

1. la mise & jour des zy; = Z(k, i) pour les atomes k actifs (Ji | zx; # 0),

2. 'ajout de nouvelles lignes pour Z qui correspond a I'activation de nouveaux
atomes dans le dictionnaire D.

L’algorithme 7 fait appel a ces deux étapes d’échantillonnage. Ce chapitre décrit
les différents échantillonnages pour Z liés a ces deux étapes : I’échantillonnage de
Gibbs usuel, I'échantillonnage de Gibbs marginalisé ou en anglais Collapsed Gibbs
Sampling (CGS) [57, 58], I'échantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré (Accelera-
ted Collapsed Gibbs Sampling, ACGS) [88].

6.2 Echantillonnage de Gibbs

6.2.1 Utilisation de I'atome k par I'observation i

L’échantillonnage de Gibbs est une technique MCMC pour échantillonner sui-
vant une distribution jointe sur plusieurs variables. Pour rappel, I'’échantillonnage
des atomes actifs est équivalent au choix de chaque client ¢ devant les plats £ choisis
par les clients précédents dans la métaphore du buftet indien. Pour chaque observa-
tion ¢ la distribution a posteriori de z; est une distribution jointe sur 2y;, 29;, . . . , Zk;-
Dans cette approche, zy; est échantillonné a partir de la distribution a posteriori

P(z1i | i D, zi(—k), 02) o< p(y; D, zi, 02)P(21i | Z-(ri)). (6.5)

21; est simulé selon une distribution Bernoulli pondérée par les vraisemblances pour
chaque paire (observation ¢, atome k).
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Comme I'IBP est une distribution échangeable, voir partie 5.2, on peut voir chaque
client comme le dernier client qui arrive. Soit 1, _; le nombre d’observations sans
compter 'observation ¢ utilisant 'atome %. Le terme a priori est

mp, —i

N

P(Zki = HZ—(ki)) = (6.6)

La vraisemblance p(y,|D, z;, 02) est facilement calculée & partir du modéle Gaussien
de la figure 6.1. Gréce a la regle de Bayes, on peut écrire :

P(zkilyir Dy Z(— iy, 0e) < N (y;|Dzi, 0Z1L)P (24 Z sy )- (6.7)

Les probabilités a posteriori de z; = 0 ou 1 sont proportionnelles a (py, p;) définies
par:

M, —i

=1- 6.8
Do N (6.8)

m 1 K

k,—i
J#k
21; peut étre échantillonné a partir d’'une distribution Bernoulli
2; ~ Bernoulli < P ) ) (6.10)
Po + D1

Les calculs sont détaillés dans ’Annexe A.1.1.

6.2.2 Nombre de nouveaux atomes proposé par |'observation i

Apres avoir choisi parmi les plats déja choisis par les clients précédents, le client :
choisit en plus ke, ~ Poisson(%) nouveaux plats (cf. partie 5.2,). Chaque client est
considéré comme le dernier client arrivant grace a la propriété d’échangeabilité de
I'IBP. La loi a priori du nombre de nouveaux plats (atomes) est :

«a
Kinew ~ Poi (—) . 6.11
0isson N ( )

Il est a noter que le client ¢ provoque I'ajout de k.., nouveaux plats, donc kjew
lignes sont ajoutées a la matrice Z. Dans ces k., lignes, les z;,..,, les nouveaux élé-
ments de la colonnes i sont tous des 1 et les k;,,.,, coefficients des autres colonnes
sont des 0. La loi a posteriori de k;,¢,, peut étre calculée de la maniére suivante :

p(kinew ‘ Yi) [DaDne’w]?Zi? 037 Oé)

[0
X P (kinew ‘ N) P(YZ ‘ [D> Dnew]> [Z’L) zinew]a O_z) (612)

L’ajout de nouvelles lignes a Z correspond a I'ajout de nouvelles colonnes D,,.,, a
D. Onlappelle également Iactivation de nouveaux atomes du dictionnaire. Un terme
D,..., apparait quand on veut échantillonner le nombre de nouveaux atomes. La loi
a priori de nouveaux atomes est une loi Gaussienne ot pour chaque kgjour € [1 :
kinew] .

dajout ~ N(O, O'QDHL). (613)
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Il faut simuler maintenant non seulement k;,,.,, mais aussi D¢, :

2 2
P(/fmew; Dnew ‘ Y D, Z;,0.,0p, Oé)
(0%

o8 P(YZ ’ [Du Dnew]; [Zu Zinew]7 0'57 U2D)7D (kinew ‘ N) N(Dnew | 0L><km6u)> O-%)]IL>~
(6.14)

Cette loi jointe n’est pas une loi identifiée suivant laquelle on sait simuler di-
rectement. On fait alors appel aux méthodes dites Métropolis-Hastings (MH), cf.
partie 2.6.4. Ces méthodes peuvent étre utilisées ici pour échantillonner le nombre
de nouveaux atomes ainsi que les nouveaux atomes. Comme I’échantillonnage de
Gibbs, Iéchantillonneur Metropolis-Hastings est une méthode MCMC qui produit
une séquence d’échantillons distribués suivant une loi cible a partir d’'une distribu-
tion connue. Pour simplifier, on peut choisir la loi a priori comme loi de proposition.

Q
kipron ~ Poi (—) 6.15
prop oisson N ( )
k‘iprop
Dyop ~ [ N(0,051L). (6.16)
k=1

Dans ce cas, I'expression de la probabilité de mouvement devient le rapport des vrai-
semblances :

(6.17)

a = min (17 p(Yz | [D7 Dprop}, [Z“ Z;pTOp]a Ug))
p(Yz | DJ z;, 05)

Sia > Ujpyalors kinew = Kiprop €t Dpew = Dypyrop : 0N ajoute Ky, nouveaux atomes.
Sinon on garde I'état initial, c’est-a-dire £;,.,, = 0, aucun nouvel atome n’est ajouté.

6.3 Echantillonnage de Gibbs marginalisé

6.3.1 Intérét de la marginalisation

Un échantillonneur de Gibbs pourrait suffire si le modeéle a un dictionnaire (le
nombre K d’atomes) de taille fixe. Or, nous souhaitons nous affranchir de cette li-
mitation. Le modele utilisant 'IBP comme une loi a priori qui permet de traiter
cette restriction en fournissant un modeéle avec un nombre potentiellement infini
d’atomes. Non seulement le dictionnaire est échantillonné mais le nombre de ces
atomes aussi. L’étape ol 'on échantillonne le nombre de nouveaux atomes nécessite
une étape de Metropolis-Hastings car on ne sait pas simuler directement suivant la loi
jointe. Dans cette étape, les nouveaux atomes doivent étre proposés aussi, voir 6.2.2.
Cependant, le mélange de la chaine peut étre lent puisqu'on explore un espace de
dimension L X k;pey, la dimension de I'atome fois le nombre de nouveaux atomes,
surtout si la dimension L de I'atome est grande. Une solution naturelle apportée par
les méthodes bayésiennes a ce type de probleme consiste a marginaliser le diction-
naire dans cette étape. Un échantillonneur de Gibbs marginalisé propose d’intégrer
laloi a posteriori par rapport a D [58] afin de réduire 'espace d’état et donc le temps
de mélange. Cette technique constitue un avantage des approches bayésiennes et ne
posseéde pas d’équivalent direct dans la famille des méthodes d’optimisation.
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Vraisemblance marginalisée :
On calcule facilement une vraisemblance marginalisée par rapport au dictionnaire

D. Soit M = (ZZ" + %HK)”,

p(Y | Z, 0% 0%) = / p(Y | D.Z,0%)p(D | o)dD

6.18)
M L/2 1 (
___loM| exp {——tr [Y(I—Z2"MZ)Y"] } :

NL/25NL KL 2
(2m)NL2gNLgK 202

Les détails du calcul sont dans ’Annexe A.1.2.

Echantillonnage de z; en utilisant la vraisemblance marginalisée :
La distribution a posteriori de chaque zj; dans I'échantillonnage de Gibbs margi-
nalisé est la suivante :

P(zkilVir Z—kiy, 02,00) x p(Y | Z,02,05)P(2kil Z— (s )- (6.19)

Par conséquent, la distribution Bernoulli dans I'’équation (6.10) pour échantillonner
21; dépend de

M, —i
Do = (1 — kT) p(Y | Z,O’S,O’%) (6.20)
M, —i
P1 = %p(Y | Z7 062:70%))~ (621)

Echantillonnage de ke,
La distribution a posteriori marginalisée de k;;,.,, est la suivante :

P(kinew | Y7 [Z7 Z’mew]70§7 0.2D7 Oé)

a
o P (kinew | N) P(Y ’ [Za Zinew]a Uza UQD)
En marginalisant le dictionnaire D, on n’a pas besoin de proposer les nouveaux
atomes. L’avantage de I'échantillonneur de Gibbs marginalisé est que 'intégration
de D donne a I'échantillonneur un taux de mélange plus rapide (grace au théoreme
de Rao-Blackwell [42]).

(6.22)

Dans [58], Griffiths et Ghahramani ont proposé d’échantillonner £;,,.,, en tron-
quant la distribution du nombre de nouveaux atomes a un certain niveau de tronca-
ture ky,q.. On calcule les poids dans (6.22) pour 0 < kjpew < Koo Ensuite, une loi
Multinomiale permet d’échantillonner k¢,

Une deuxiéme possibilité est d’utiliser 'algorithme Metropolis-Hastings (MH)
proposé dans 6.2.2 pour échantillonner k;,,.,,. En utilisant la loi a priori comme loi
de proposition, 'expression de la probabilité de mouvement devient le rapport des
vraisemblances marginalisées :

. 2 2
o = min ( 1, PO Z Zorarl 02, 05) ) (6.23)
p(Y|Z, 02 0%))

Dans 6.4.4, pour échantillonner £;,,.,,, on utilise aussi I'algorithme MH en utilisant
la loi a priori comme loi de proposition.
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Toutefois, une remarque dans [58] signale que I'étape d’échantillonnage £;,,.,, pro-
posée dans [57, 58] pourrait poser probléme. On en discutera dans la partie 6.5, ainsi
que la fagon de le corriger.

Remarque: Le calcul de la marginalisation passe par une étape de calcul de la loi a
posteriori de D (cf. Annnexe A.1.2). La loi a posteriori d’une vraisemblance gaussienne
associée a loi la a priori gaussienne est aussi une loi gaussienne :

p(D|Y,Z 0}) x N (ppjy,z, Epjy.z)- (6.24)

Une possibilité pour mettre a jour le dictionnaire serait d’utiliser lespérance de sa loi a
posteriori :

2

E[D|Y,Z) = ppyz = YZ'M = YZ'(2Z" + Z—;I[K)*l. (6.25)
D

Dans I’équation (6.22), la marginalisation de D nous permet de négliger la proposi-
tion de nouveaux atomes. Par contre, on retrouve dans la vraisemblance marginalisée

2

de équation (6.18), le terme YZ'(ZZ" + 251k ) " qui joue le role d’un dictionnaire
D

intermédiaire correspondant a son espérance a posteriori :

1

(2m)NE2oN T g 22T 4 ZE |2

p(Y|Z, 02 07) =
(6.26)

1 2
exp { ———trV(Iy — 2'(22" + 25 1,0) ' 2)Y") .
20¢ op

6.3.2 Problemes numériques

Les principales limitations de I'échantillonnage de Gibbs marginalisé sont sa com-
plexité numérique et son temps de calcul [88, 89]. La durée d’exécution de I'échanti-
llonneur de Gibbs marginalisé est dominée par le calcul dans I'exposant du terme :

o2
Y(Iy — ZY(2Z" + 1) 'Z)Y". (6.27)
9D

Une premiére difficulté de cet échantillonnage de Gibbs marginalisé est la mise
ajour de M = (ZZ" + Z—;]I &)~ L. Pour chaque client i choisissant chaque plat &
existant, la matrice M doit éDtre recalculée pour deux possibilités z; = 1 et z; = 0.
L’inversion de matrice est une des opérations cotiteuses. La complexité d’inverser
une matrice de taille X x K en utilisant la méthode de Gauss est O( K®). Toutefois,
il est & noter que ZZ" peut s’exprimer comme une somme de produits de variables

N

latentes : Y z;z}. Une méthode de rank-one update[58] est proposée en utilisant le
i=1

lemme d’inversion de matrice pour ajouter ou supprimer facilement I'influence d'un

seul z; de M.
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N
Soit M_; = (Z ij;r + :__QEHK)_I)
D

i
Mz,;z'M
M, =M"'-zz))'=M- ——"— 2t (6.28)
z;Mz; — 1
M_,;z;z'M
M=M1l+4zz)t=M, - — 6.29
( —1 + ’L) Z;-FMZZ' + 1 ( )

Grace a la méthode rank-one update la complexité de I'inverse de (ZZ" + :—2311 k) est
D

O(K?). Cependant, il est conseillé de calculer de temps en temps I'inverse compléte
afin d’éviter 'accumulation d’erreurs numériques.

Méme si une méthode de rank-one update a été proposée pour mettre a jour M,
il reste encore le calcul de Y(Iy — ZTMZ)YT dans I’équation (6.18). Les produits de
matrice restants nécessitent O(N? + 2N K? + 2N2L) opérations respectivement.
Ainsi, la complexité pour N K échantillonnages de 2;; est O(NK(N? + 2NK? +
2N2L)) = O(N3K + 2N?K? + 2N3KL). Le terme dominant de cette complexité
est de 'ordre de O(N3K L). Ce qui ne passe pas a 'échelle, surtout quand le nombre
d’observations NV est trés grand. Pour la résolution de problemes inverses en traite-
ment d’image, [V estle nombre des patches extraits a partir d’'une image. Par exemple,
pour une image de taille 512 x 512, N peut étre égale a 255025, voir partie 3.2.

Dans Iéchantillonnage de Gibbs usuel, le calcul de la vraisemblance p(y,|D, z;, 02)
est dominé par le terme Dz; qui a une complexité de O(K L). Comme il existe N K
2k 4 échantillonner, la complexité finale est O(NK2L). Sa complexité est moins
importante que celle de I'’échantillonneur de Gibbs marginalisé, mais le mélange est
moins rapide.

6.4 Echantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré

6.4.1 Description générale

Dans [88], Doshi-Velez et Ghahramani ont proposé un échantillonnage de Gibbs
marginalisé accéléré (Accelerated Collapsed Gibbs Sampling, ACGS) pour Z ~ IBP(«)
dans le modele présenté dans la partie 6.1. Cette version accélérée permet de réduire
la complexité 3 O(N (KL + K?)) [88]. L’algorithme 8 décrit les étapes de ce nouvel
échantillonnage.

La motivation de ce nouvel échantillonnage est de garder la rapidité de mélange
de I’échantillonnage de Gibbs marginalisé mais en réduisant sa complexité. La com-
plexité de I'échantillonnage de Gibbs marginalisé est cotiteuse a cause du calcul de la
vraisemblance marginalisée (6.18) qui dépend de I'ensemble des données. Sous les
conditions d’indépendance, 'ensemble des données Y peut étre divisé en deux sous-
ensembles. Un sous-ensemble contient I'observation y, correspondant a z; et I'autre
représente le reste. Pour obtenir la complexité la plus faible O(N (KL + K?)) [88],
on choisit de partitionner Y en [y,, Y_;] correspondanta Z = [z;; Z_;].
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Utiliser la statistique suffisante pour la loi a posteriori de D via eq.(6.38)
Pour i1 =1: N
Enlever I'influence de donnée i sur la distribution a posteriori de D via
eq.(6.41),(6.42)
Pour k=1: K
L Echantillonner des caractéristiques actives Z(k, 1) via eq.(6.47),(6.48)

Inférer le nombre de nouveaux atomes

Mettre a jour K

Remettre I'influence de donnée ¢ sur la distribution a posteriori de D via
eq.(6.43),(6.44)

Algorithme 8 : Echantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré de Z ~ IBP ().

Dans le cas de I'échantillonnage de Gibbs marginalisé, on integre par rapport a la
variable D. Bien que la variable D ne se présente pas dans la vraisemblance margi-
nalisée (6.26), il apparait quand méme un terme contenant les données Y qui joue
le role d’'un dictionnaire intermédiaire. L’échantillonnage de z; en utilisant la vrai-
semblance marginalisée doit dépendre de toutes les données y, et Y_;. A l'inverse,
dans le cas de I'’échantillonnage de Gibbs usuel, la vraisemblance contient la variable
D mais I'échantillonnage de z; ne dépend que des données y,.

L’échantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré se base sur la marginalisation par
rapport a D, par contre, il propose de mettre a jour la distribution a posteriori de D
afin de pouvoir l'utiliser pour échantillonner z;. Pour cela, I'idée est de soustraire
I'influence de ¢ sur la distribution a posteriori de D. L’échantillonnage de z; dépend
dey, et de la distribution a posteriori de D sans 'influence de y, et z;. Une fois z; est
échantillonné, on réintegre I'influence de 7 sur la distribution a posteriori de D. Cette
démarche est détaillée ci-apres.

6.4.2 Echantillonnage accéléré

L’échantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré est eftectué avec une vraisem-
blance quasi-marginalisée. On commence par procéder a une marginalisation comme
dans ’équation (6.18)

(Y | Z,%.0%) o [ p(Y | D.Z.02)p(D | o%)dD. (630)

Par contre, la variable D n’est pas intégrée directement. On sépare d’abord les ob-
servations Y = [y,, Y_;] et les variables latentes Z = [z;,Z_;]. Sous conditions
d’indépendance entre les observations, on écrit '’équation (6.30) comme suit :
2 2 2 2
P(Yi ‘ Zi,0¢, UD)P(Y*i | Z_;, O¢» UD)

x / p(ly,. Y- | D, [z, Z_]0%)p(D | o)dD (6.31)
cx/p(y,-lD,zi,oi)p(Y_i |D,Z_;,02)p(D | 0})dD. (6.32)

On utilise la régle de Bayes pourp(Y_; | D,Z_;,02)p(D | 0%). Comme ces deux dis-
tributions sont des gaussiennes, la distribution a posteriori p(D | Y_;,Z_;,02,0%)
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est aussi une gaussienne. Voir la partie 6.4.3 pour les détails de la loi a posteriori de
D. L’équation (6.32) devient :

p(Yz | Zi7Y—i7Z—i7027U2D>O< /P(YZ | szi70§)p(D | Y—ivz—i7azva%)dD

X /P(YZ ’ D7Zi703)N(D | HDY_;Z ;5 ED\Yﬂ',Zﬂ')dD‘ (6'33)

La vraisemblance p(y, | D, z;, 02) est aussi une gaussienne.

Soit A_; = {ppjy_,z ,» Zpjy_,z_, }> I'intégrale dans I'équation (6.33) devient :
p(y; | 2i,02, Ai) o< Ny, | Byiias Syia_,) (6.34)

avec

Hyila_; = HD|Y_;,2_;Zi
5 _ 5 4 . (6.35)

yZ‘A,Z‘ - Z@' D|Y,i,Z,¢ZZ + 03 K-
Il reste a travailler sur les quantités poy;a_, et Xy;a_, que 'on présentera dans la
partie 6.4.3.

6.4.3 Mise a jour de la distribution a posteriori de D

La distribution a posteriori de D est une distribution gaussienne d’espérance ppy z
et de covariance Xpyz (¢f. Annexe A.1.2):

p(D|Y,Z,0%,0%) < p(Y|D,Z,02)p(D | 03)
X N(H'D\Y,Za Sbjy.z) (6.36)
avecM = (ZZ" + ;’—23]1)—1 et
D

— 52
ED\Y,Z —O'EM

6.37
Hpiyz = YZ'M. ( )

Ladistribution Gaussienne appartient a la famille exponentielle. Cela permet d’utiliser
la statistique suffisante (ou information form) [89, 90] :

goly,z = 21;|1Y,Z = (1/02)M_1 (6 38)
hpy,z = Mpjy,z 9pjy,z = (1/U§)YZT-
N
ou M ™! = (3 zz] + Z1).
i=1

L’avantage de la statistique suffisante est de rendre plus facile la manipulation sur
I'influence d’une observation ¢ dans la distribution a posteriori de D. La distribution a
posteriorip(D | Y_;,Z_;, 02, 0%) tenant compte de toutes les données sauf la donnée
¢ est aussi une distribution gaussienne. Son espérance Upjy_,z_, €t sa covariance
Yply_,z_, sont facilement déterminées grace a I'utilisation de la statistique suffisante.
On enléve 'influence de I'observation i de la maniére suivante :

— —2, T
dp)Y_;Z_; = 9p|Y,Zz — O "ZiZ; (6.39)
_ 20, T .
hoy_;z_; = hojyvz — 0.7y 2,
On peut aussi la réintégrer comme suit :
~2, T
= 7 .+ O0_“LiZ;
9goly,z = Yoy ;2 e ZiZ; (6.40)

_ —2 T
hoyz = hoy_,z_, +027y2;



70 6.4. ECHANTILLONNAGE DE GIBBS MARGINALISE ACCELERE

En pratique, on a besoin de Xpyy_, 7 , = 9[_)\15{,i,z,i plutot que de gpjy_,z_, pour
calculer la vraisemblance quasi-marginalisée (6.34). Comme une seule observation
est traitée a la fois, on peut utiliser le lemme d’inversion matricielle pour ajouter
ou supprimer facilement I'influence d’une seule donnée ¢ sur la covariance de la loi
a posteriori de D. Ceci évite d’effectuer des inversions matricielles cotteuses. Pour
enlever I'influence de la donnée 7 :

T 2
Zi EDW’ZZ,- — 0.

YDy iz ; = XDYZ — (6.41)

Y~ | ED|Y,zZz'Z;F§3D|Y,z
poy_.z_, = (hoyz — 02%y,2] ) oy .z, (6.42)

Pour ajouter I'influence de la donnée 7 pour calculer Xpy 7 :

T 2
Z: ZD|Y,' 7_.Z; + 0o
ED YZ — ZD Y—i Z—i - . - ; £ (6'43)
v, s ED\Y,i,z,iZiZ;FED\Y,i,Z,i

Mpyz = (hoy_,z_, + UE_QYZ-ZiT)ZmY,Z (6.44)

Les détails des calculs ci-dessus sont dans I’Annexe A.1.3. Les quantités iy a_, et
Yyia_, sont ensuite utilisées dans le calcul de la vraisemblance quasi-marginalisée
pour échantillonner z;. A la fin de 'échantillonnage de chaque z;, on réintégré faci-
lement I'influence de z; et y, dans ces quantités afin de les mettre a jour.

6.4.4 InférencedeZ

Echantillonnage de z;;
2; peut étre échantillonné a partir d'une distribution Bernoulli :

Zki ~ Bernoulli ( ! ) (6.45)
Do + D1

Soit A_; = {ppyy_,z ., Xp|y_,z_,}- Dans I'échantillonnage de Gibbs marginalisé
accéléré (ACGS), le probabilité a posteriori de z; est :

Pz | yi,Z(fm,aﬁ, A_;) o< P2k | Z—ra))p(y; | zi,02,A_) (6.46)

Les probabilités a posteriori de z; = 0 ou 1 sont proportionnelles a (pg, p;) définies
par:

mg.—;
= ]]i] N, | Byila_, Zyija ) (6.47)
M, —q
po= (1 - kT) Ny | tyiia i Byia,)- (6.48)

On utilise d’abord la statistique suffisante pour la loi a posteriori de D. Puis pour
chaque donnée 7, on utilise (6.41) et (6.42) pour supprimer I'influence des données ¢
sur la distribution a posteriori de D et donc sur la distribution a posteriori de z;. Une
fois que z; est échantillonné, on remet 'influence de ¢ dans laloi a posteriori. La com-
plexité dominante de ces opérations est O(N K?). Lors de l'inférence de zy;, le calcul
de la vraisemblance est dominé par une complexité de O(K L) L’échantillonnage de
Gibbs marginalisé accéléré [88] peut réduire la complexité 4 O(NK? + NK2L)),
voir I'algorithme 8 page 68 .
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Echantillonnage de ke,

Soit kipew le nombre de nouveaux atomes. Lorsqu’un client ¢ choisit k;;,.,, atomes,
on ajoute k;,.,, nouvelles lignes a la matrice Z . Ces nouvelles lignes contiennent des
zéros sauf la colonne ¢ ne contenant que des 1. On appelle Z,,.,,, la matrice des £;,c,
lignes de variables latentes et D,,.,, les nouveaux atomes correspondant a Z,,.,,. La
matrice Z,,, _; est la matrice de k;,,,, lignes sauf la colonne 7 : elle ne contient que
des zéros. Selon I'équation (6.37), la loi a posteriori de D, sans 'observation ¢ sera
une loi normale de parameétres :

2

o
— T T emM\—1 _ OLXkineu
l’l’DnewlY—iaZnew,—i - Y*izneuh—i(Znewyfiznew,—i + 0_2 ]I) - O e
2 D (6.49)
— 52 T e m\—1 _ 2
EDnew‘Yfiyznew,fi - OE (Znewy—iznew,—i + 0_2 ]I) - UD]Ikinew
D

qui est aussi la loi a priori de D.

Soit D* = [D Dpew|, Z" = [Z Zyew| et A, = {pprjy_, 2+, Sy, 20, }- La
loi a posteriori p(D* | Y_;,Z" ;) est une gaussienne de parametres :

Mp*|y_; 2, = [IJID|Y_,-,Z_Z- HDnew\Y_i,zmw,_i] = [,U'D|Y_i,Z_i OLXk"”e“’} (6.50)

- ED|Y,Z-,Z,Z- 0K><kmew B ZD|Y,i,Z,i OKinne'Lu
ED*\Y_i,Z*_i - Okmewa 2Dnew|Y—i7Znew,7i = OkinewXK O'2D]I . (651)
La loi a posteriori de k;pe., dans TACGS est calculée de la fagon suivante :
o
P(kinew | Yia z;, O-ga o, A*_Z) X P (kinew | N) P(YZ | z;, Uga A*_z) (652)

Pour échantillonner k;,,.,,, on peut utiliser la méthode Métropolis-Hastings décrite
dansla partie 6.3.1. En choisissant laloi a priori comme loi de proposition, I'expression
dela probabilité de mouvement est le rapport des vraisemblances quasi-marginalisées.

(cf. eq.(6.34)).

Comme évoqué dans la partie 6.3.1, I'étape de I'échantillonnage k.., proposée
dans [57, 58] peut poser probléme. Une correction de ce probleme est présentée ci-
apres. Notons que la structure de I'échantillonnage de Z reste identique, exceptée
I'étape concernant I'échantillonnage de k;;,,,, correspondant a I'ajout de nouvelles
lignes pour Z.

6.5 Correction de I'échantillonnage de Z

Dans [57, 58], 'échantillonnage de Z consiste en deux étapes : I'étape d’échantill-
onnage de z; pour les atomes actifs et 'étape d’activation de nouveaux atomes. Ce-
pendant il faut tenir compte d’une connection entre I'échantillonnage les z; ou I'at-
ome k est seulement utilisé par la donnée ¢ et I'activation de nouveaux atomes. Les
auteurs ont signalé dans [58] que la méthode proposée jusqu’a présent pour échan-
tillonner le nombre de nouveaux atomes dépend de I'état courant de la variable a
échantillonner. Cet échantillonnage n’est pas conforme aux hypotheéses de I'échantill-
onnage de Gibbs. Une nouvelle version d’échantillonnage de Z est proposée dans [91].
Nous la détaillons ici.
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Clients

lil

I :my,—; >0

I I :my_; =0

Plats

FIGURE 6.2 — Différents cas de I'inférence de z;.

6.5.1 Mise en évidence du probleme

Une matrice Z dont la loi a priori est de type IBP(«v) est une matrice avec une infi-
nité de lignes. En pratique seulement les colonnes non nulles restent en mémoire. Ce-
pendant, les colonnes nulles doivent encore étre prises en compte puisque le nombre
d’atomes actifs peut changer lors de I'inférence. On s’intéresse maintenant a la fa-
¢on d’échantillonner z; proposée dans [57, 58, 88]. La figure 6.2 illustre les cas de
I'inférence de z;. Pour rappel, my _; = > Z(k, —i), on définit :

]2 == {Zki | mg.—; = 0 &Z/ﬂ == 1} (654)
[3 = {Z]ﬂ' ’ mpg,—; = 0 &Zki = O} (655)

1. Casmy,—; > 0:
Pour échantillonner zj;, on utilise le fait que la probabilité que z;; = 1 est
my,—;/ N oumy, _; estle nombre de données utilisant I'atome k saufla donnée
i. On n’a pas besoin de savoir I’état précédent de z;; qui peut étre 1 ou 0.
L’échantillonnage ne dépend pas de I’état précédent de la variable zj; que
I'on est en train d’échan- tillonner.

2. Casmy,_; =0:

Dans le cas ou my, _; = 0, il existe deux situations, soit zx; = 1, soit z; = 0.

Dans les versions proposées dans [57, 58, 88], la fagon d’échantillonner zy;

dans [57, 58] de ces deux situations est la suivante :

— pour les k appartenant a /5, z; = 1:seulle client 7 a choisi le plat k et non
pas les autres. Dans I'état courant, la probabilité que le client i se resservie
du plat k est my, _;/ N qui vaut ici 0, ce qui fera disparaitre le plat.

— pour les k appartenant a I3, z; = 0 : le client 7 va ajouter de nouveaux
plats. Le nombre de nouveaux plats est déterminé par une loi de Poisson
de parametre o/ N.

Quand on veut échantillonner une variable, il ne faut pas devoir tenir compte de
I’état courant de cette variable. Or, dans le cas I, et I3, lors de 'inférence, I’état cou-
rant de z; est pris en compte implicitement. Ensuite, I'échantillonnage dépend de la
valeur de z;; (Bernoulli si z; = 1 et Poisson si 2;;=0). L’échantillonnage de z; dans
ces deux cas correspond aux noyaux différents de la chaine de Markov en fonction
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ki,m'ng ]:

(a) (b)

FIGURE 6.3 - Exemple : (a) état courant de Z et (b) proposition de Z.

deI’état courant de la variable qui est en cours d’échantillonnage. Cela ne permet pas
de garantir le bon comportement de la chaine.

6.5.2 Prise en compte des singletons par Metropolis-Hastings

Dans [91], Knowles et Ghahramani proposent une nouvelle version de I’échantillo-
nnage des z; dans les cas I et I3 qui respecte les hypotheses d’'un échantillonnage
correct en utilisant I'algorithme Métropolis-Hastings. L’algorithme 9 présente les
étapes de ce nouvel échantillonnage.

Dans le cas ou my,_; > 0, [échantillonnage de z;; peut étre effectué selon une
distribution Bernoulli comme dans les versions présentées dans 6.2, 6.3 et 6.4. Les cas
ou un plat est utilisé par un seul client s’appellent les “singletons”. La figure 6.3 illustre
les deux cas ot1I'on a des singletons. Soit ks, le nombre de singletons dans le cas I,
soit Kjprop le nombre de nouveaux plats proposé dans le cas I5. k;j,.p, €st proposé par
une loi de proposition q(-). La loi a priori de kising est toujours Poisson (Kising; 7 )-

La proposition est acceptée avec une probabilité min(1, a,,;,, —sk;),.,) OU:
. p(Y|kiprop7 —)POiSSOH (kiprop; %) q(kzszng)

akisin —kiprop — . a (6.56)
! e p(Y|kising> _)POISSOH (kising; N) q(kiprop)

pour i =1: N
kising — {k | mg,—; = 0}
pour k € {k | my_; > 0}
L Echantillonner z;; dans le cas non singletons (cf. parties 6.2, 6.3
et 6.4)

Proposer k;,qp via €q.(6.57)
Einew < Metropolis-Hastings(k;sing, Kiprop) €q.(6.58)
| Mettre a jour K

Algorithme 9 : Pseudo-algorithme d’échantillonnage de Z ~ IBP(«) en tenant
compte des singletons.
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Nous pouvons proposer simplement :

q(kipmp) = Poisson <kiprop; %) (657)

Dans ce cas :
P(Y‘kipmm _)

i | _ ' 6.58
zszngﬁklpr(’p p(Y‘kisingv _> ( )

Qg
Si Ak sing—kiprop > Z/{[O,l] alors kinew = kiprop) sinon kinew = kising- p(Y|kipropa _) et
p(Y|kising, —) sont des vraisemblances. Dans le cas ot 'on utilise I'’échantillonnage
de Gibbs marginalisé, ce seront des vraisemblances marginalisées (voir eq. (6.18)),
ou des vraisemblances quasi-marginalisées dans la version accélérée (voir eq. (6.34)).

Dans la suite, I'échantillonnage de Z sera effectué en respectant les hypotheses
de I’échantillonnage. L’étape de I'ajout de nouvelles lignes de Z correspondant aux
nouveaux atomes de D prend en compte les singletons par Métropolis-Hastings.

6.6 Discussion

Nous avons étudié la littérature pour détailler plusieurs méthodes pour échan-
tillonner le processus de buffet indien. Il faut toutefois faire attention a respecter les
hypotheses d’un échantillonnage de Gibbs correct. Cet échantillonnage ne doit pas
dépendre de la valeur courante du parameétre que 'on échantillonne. On a vu que
I'échantillonneur de Gibbs est pratique ici car il s’appuie sur des lois conjuguées, y
compris aprés marginalisation. On rappelle que la marginalisation permet de “ca-
cher” un parameétre du modele via une intégrale. Les étapes de marginalisation per-
mettent de réduire 'espace des solutions a explorer. Notons que ces étapes se forma-
lisent naturellement dans un contexte Bayésien en intégrant directement la loi jointe
a posteriori du modele. Cette étape consiste a proposer une nouvelle vraisemblance
(marginalisée) qui tient compte du comportement moyen au sens de la loi a priori
du parametre caché. La neg-log vraisemblance marginalisée obtenue a partir d'un
modele Bayésien peut servir a construire de nouvelles fonctions de cofits pour les
méthodes d’optimisation. En revanche, il n’existe pas d’outils systématiques dans la
famille des méthodes d’optimisation pour construire de nouvelles fonctions de cott
permettant d’intégrer 'influence d'un parameétre.

Ce chapitre présente un travail bibliographique de synthese sur la question essen-
tielle d'un échantillonnage correct du modéle de buffet indien. Ce travail n’est pré-
senté de facon synthétique que dans nos publications [26, 27]. Les algorithmes décrits
dans ce chapitre sont utilisés par la suite en version accélérée en prenant en compte
les singletons par Metropolis-Hastings. Cependant, dans le cadre de I'apprentissage
de dictionnaire exploré ici, on ne sait pas simuler la loi jointe associée au nouveau
nombre d’atomes induite par 'IBP. On s’est donc proposé d’échantillonner cette loi
en utilisant une étape de Metropolis-Hastings. Les méthodes de Metropolis-Hastings
permettent de simuler suivant n’importe quelle loi a partir d’une loi de proposition
arbitrairement choisie. Cependant, I'efficacité des méthodes de Metropolis-Hastings
dépend du choix de la loi de proposition. Ici, le dictionnaire a été marginalisé afin de
devoir simplement proposer une loi sur le nombre de nouveaux atomes a ajouter. La



CHAPITRE 6. INFERENCE ET PROCESSUS DU BUFFET INDIEN 75

loi a priori sur le nombre de nouveaux atomes a ensuite été choisie comme loi de pro-
position. Le design d’une loi de proposition plus adaptée fait partie des perspectives
de ce travail, voir 7.2.1.2.

Vue la subtilité de ces algorithmes, les codes Matlab et C seront mis a disposition
dans une logique de recherche reproductible. Cette démarche favorisera peut-étre la
popularisation des méthodes bayésiennes non paramétriques qui peuvent paraitre
un peu délicates a manipuler au premier abord.






cneiree / R

Processus du buffet indien pour
I'apprentissage de dictionnaire

L’apprentissage de dictionnaire pour la représentation parcimonieuse est mainte-
nant bien connu dans le cadre de la résolution de problemes inverses en traitement
d’image [4]. En général, le nombre d’atomes du dictionnaire est fixé a 'avance. Dans
cette these, nous proposons une méthode qui apprend automatiquement un diction-
naire de taille adaptée grace a un modele bayésien non paramétrique de type Buffet
Indien. Les autres parametres comme le niveau de bruit, la parcimonie sont aussi
estimés avec précision, de sorte que presqu’aucun réglage des parametres n’est né-
cessaire.

Le modéle IBP-DL est élaboré pour les probléemes inverses linéaires tels que le débrui-
tage, I'inpainting et 'acquisition compressée (compressed sensing, CS). Différentes
méthodes d’échantillonnage sont aussi étudiées. Un estimateur maximum a poste-
riori marginalisé est dérivé. L’essentiel de ce chapitre est publié¢ dans [26, 27] et un
article est en cours de révision [28]. Ce chapitre est assez technique. Il contient tous
les détails de 'algorithme du modeéle proposé. Les calculs et formules sont détaillés
dans I’Annexe A.2.

71 Présentation du modele IBP-DL

Le modéle IBP-DL est un modele bayésien non paramétrique (BNP). Le support
de la représentation parcimonieuse est controlé par une matrice binaire Z. Le pro-
cessus Buffet Indien (IBP) [57, 58] présenté dans les chapitres 5 et 6 est proposé
comme loi a priori non paramétrique sur ce support de représentation. L’acronyme
IBP-DL signifie Indian Buffet Process for Dictionary Learning. Le modele peut étre
décritV1 <i < N par:

y, = Hix; + &, (7.1)
x; = Dw, ouw; =z; ®s;, (7.2)
d, ~ N(0,L7'1;),Vk €N, (7.3)
Z ~ IBP(a), (7.4)
spi ~ N(0,02),Vk € N, (7.5)
g ~ N(0,021}). (7.6)

ou © est le produit Hadamard (terme a terme), A est la distribution Gaussienne, I
représente la matrice identité.

77
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FIGURE 7.1 - IBP-DL pour les problémes inverses linéaires avec un bruit
gaussien.

La figure 7.1 illustre le modéle graphique de IBP-DL. La matrice d’observation Y
contient NV vecteurs colonnes y, de dimension L, et seulement () < L dans le cas de
Pacquisition compressée (compressed sensing, CS). Le vecteur z; € {0, 1} encode
I'utilisation des K" colonnes de D correspondants aux K atomes pour représentery,.
La matrice Z est de taille K x N. Le vecteur s; € R” représente les coefficients uti-
lisés pour cette représentation. La matrice S a la méme taille que Z. Les coefficients
de la représentation sont définis comme w; = z; ® s;, dans 'esprit d'un modele
Bernoulli-gaussien paramétrique, voir chapitre 2 partie 2.6.7.4. Si z;; = 1 alors la
donnée i s’associe a 'atome k avec un coefficient W(k,7) = S(k, ) et 0 si non. No-
tons que chaque donnée peut posséder un ensemble de caractéristiques (atomes). La
parcimonie de W est induite par celle de la matrice binaire Z grace al’a priori de type
IBP(a).

Le modele IBP-DL offre un nombre potentiellement infini d’atomes dj;, de sorte
que la taille du dictionnaire n’est pas limitée a priori . Quand on parle de nombre
d’atomes, on parle de nombre de colonnes de D ou de maniére équivalente du nombre
de lignes de Z, voir partie 6.1. La loi a priori de type processus du buffet indien joue
le role de la régularisation qui pénalise le nombre K de lignes de Z correspondant
au nombre d’atomes actifs. Pour rappel, un atome dit actif lorsqu’au moins une ob-
servation l'utilise. L’espérance de K est E[K| ~ alog(V). Lorsque N — oo K peut
étre aller a 'infini mais sous linéaire, ce qui pénalise la taille de D.

La variance 0% est fixée & 1/L en raison de probléme I'indétermination du couple
(D,W) a un facteur multiplicatif pres. Notons que fixer 0%, a 1/ L revient a écrire que
I'énergie contenue dans chaque atome k vaut, en espérance, £ [dde} = Zle 1/L =
1. Il s’agit donc d’'une maniere douce de les normaliser. Les distributions Gamma
sont utilisées comme les lois a priori conjuguées pour les paramétres 6 = (1/0%,1/02
En pratique, on choisit de faibles valeurs pour les hyperparametres de précisions
(co=do=€9=1,=107%) afin d’obtenir des hyperpriors non-informatives. « est associé
aune loi de Poisson dans 'IBP. On choisit donc un a priori de type G(1, 1). Nous sou-
lignons que tous les parametres de 6 sont estimés lors de I'inférence. La distribution

Gamma est définie comme G(;a,b) = 210 exp(—bz)/T'(a) pour x > 0.

H est 'ensemble des opérateurs linéaires d’observation {H, };—.y. L’opérateur li-
néaire H; qui endommage I'observation y,, peut étre une matrice non inversible. Le
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probleme le plus simple est le débruitage quand H; = I, [25]. Dans le probleme de
I'inpainting, H; est une matrice binaire diagonale de taille L x L ou les zéros in-
diquent les pixels manquants. Dans le cas du compressed sensing, H; est une matrice
rectangulaire (et aléatoire) dite de projection, de taille ) x L ( Q) < L). Dans ce qui
suit, nous décrivons I'algorithme Markov Chain Monte Carlo (MCMC) pour générer
des échantillons en fonction de la distribution a posteriori p(Z,D,S,0 | Y, H,0%)
issue du modele IBP-DL.

7.2 Algorithmes MCMC

Cette section décrit les stratégies d’échantillonnage MCMC pour échantillonner la
distribution a posteriori p(Z,D, S, 0 | Y, H, 0%). Lalgorithme 10 résume les étapes
principales de I'inférence du modele IBP-DL. Les hypotheéses de I'échantillonnage
lors de I'inférence sont bien respectées, cf. partie 6.5. Les différentes méthodes d’éch-
antillonnage de Gibbs sont proposées. L’échantillonnage de Gibbs usuel peut étre
utilisé pour les trois cas du débruitage, de I'inpainting et de I'acquisition compressée.
Nous dérivons I'échantillonneur de Gibbs marginalisé et sa version accélérée pour
l'inpainting. Notons que cet échantillonneur marginalisé fonctionne aussi pour le
débruitage. Ces types d’échantillonneurs n’ont pas encore proposés dans le cas de
'inpainting, a notre connaissance. Certaines étapes essentielles sont décrites dans
les algorithmes 11, 12 et 13. Pour rappel, W = Z © S. Les variables et parametres du
modele IBP-DL sont échantillonnés alternativement selon :

N
p(Z|Y,H,D,S,0.,0) o< IBP(a) [[N(y, | HiDwi, 02T, ) (7.7)
=1
K N
p(D| Y, H, Wo.) o [[V(di; 0, L7'1) T[NV (y; | HiDwi, 020, )
k=1 =1
(7.8)
N
p(S|Y,H,D,0c,05) x HN(si;O,Ug]IK)N(yi \ Hti,-,Jz]I”Hi”O) (7.9)
i=1
N
p(O';2 ’ Y7H7D7W) X g(O_;Z ‘ 607d0) HN<Yz | HtithHHHi”o) (7.10)
=1
N
plos”]S) x G(ag” | eo, fo) [ [N (si | 0, 051) (7.11)
=1
N1
p(a| K) x G(a | 1,1)P(K | aZ;» (7.12)
j=1

7.2.1 Echantillonnage de la matrice des variables latentes binaires

La matrice Z a un nombre de lignes potentiellement infinie. En pratique seulement
des lignes non nulles (atomes actifs) sont gardées en mémoire. Soit 1y, _; le nombre
d’observations sauf 'observation 7 utilisant I'atome k. Un atome est dit actif lorsqu’au
moins une observation I'utilise. Les cas ou I'atome est utilisé par une seule observa-
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Init. : K = 0, Z=0, D=0, a=1, 03=L"', 02=1, 0,
Résultat : D € RP*E 7 € {0; 1}5%L S € REXL o,
pour chaque itération t
pour donnéet =1: N
m_; € NEXL o« S 7(: —i);
kising — {k ’ m,z(k) = 0},
pour k € {k | m_;(k) > 0}
L Echantillonner z;; du cas non-singletons , voir 7.2.1;

Proposer kiprop;

Echantillonner le nombre de nouveaux atomes via MH, voir 7.2.1;
%% inclus des nouveaux coefficients de s; et/ou des
nouveaux atomes de D

et les nouveaux coefficients pour atome k = 1 : K

Echantillonner dy, voir 7.2.2;
L Echantillonner s, voir 7.2.3;

Echantillonner o, og, o, voir 7.2.4;

Algorithme 10 : Pseudo-algorithme décrivant I'inférence du modéle IBP-DL.

tion s’appelle un singleton, voir partie 6.5.2. Les deux étapes de I'’échantillonnage de
Z sont :
— échantillonnage des non-singletons z; = Z(k, i) dans le cas des atomes actifs
etmy,_; > 0,
— échantillonnage du nombre de nouveaux atomes correspondant aux nouveaux
singletons.
Pour échantillonner Z, trois méthodes d’échantillonnage de Gibbs (usuel, margina-
lisé, accéléré) se basant sur ces deux étapes sont proposées dans la suite .

7.21.1 Echantillonnage de Gibbs usuel

Dans cette approche, Z est échantillonnée a partir de la distribution a posteriori :

P(Z|Y,H,D,S,02, a) < p(Y|H,D,Z,S,02)p(Z | o) (7.13)

Echantillonnage de z;; pour les cas non-singletons :

Comme I'IBP est une distribution échangeable (voir partie 5.2) on peut voir chaque
client comme le dernier client, ce qui permet d’écrire la probabilité a priori de z;
comme suit :

M, —i
N

P(Z}m = 1‘Zk,—z) = (714)

La vraisemblance p(Y|H, D, Z,S, c2) est facilement calculée conformément au
modele présenté dans la section 7.1. En utilisant la régle de Bayes, on peut écrire :

p(Zki|Y, H, D, Z,]m', S, O'e) XX N(Yl‘HZD(ZZ ® Si), O'z)P(ZkZ’Z,kZ) (715)
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Les probabilités a posteriori de z;; = 0 ou 1 sont proportionnelles a (py, p1 ) définis
par:

po=1—my_;/N (7.16)
Mg, —i 1 2 AT 4T TyyT -
P1 = T exp —@ Skidk H,L szk — 25k1dk HZ (Yz — Hz Z djzjisji) s
€ J#k
(7.17)

voir Annexe A.2.1 pour le calcul détaillé. Par conséquent, zx; peut étre simulé selon
une distribution Bernoulli :

zki ~ Bernoulli < P ) ) (7.18)
Do + D1

Echantillonnage du nombre de nouveaux atomes :

D’apres [91], on utilise la méthode Metropolis-Hastings pour échantillonner le
nombre k., de nouveaux atomes (nouveaux singletons), voir partie 6.5.2. On veut
échantillonner le nombre £;,,.,, de nouvelles lignes a ajouter dans Z. Dans ces k¢,
lignes, seuls les nouveaux éléments z;,,.,, de la colonnes ¢ sont tous des 1, les autres
colonnes sont des 0. On parle de nouveaux singletons. Dans le modé¢le IBP-DL, cette
étape provoque non seulement I'ajout de nouveaux atomes D,,.,, mais aussi de nou-
veaux coefficients a s;,,.,, ass0ciés a ces atomes et a z;,,.,,. On souhaite maintenant
échantillonner (,eop = {Kinews Dnews Sinew -

Soit k;sing le nombre de singletons dans la matrice Z, D, les atomes de £;g;y,
et S;sing les coefficients correspondant a kjgpng. Soit Kiprop € N le nombre de nou-
veaux atomes proposé, soit mep les k;ipmp nouveaux atomes proposés et Siprop les
nouveaux coefficients proposés correspondant a D,,,,. Ainsi, on a la proposition
Corop = {Kiprops Dprops Siprop }- Soit q(+) la distribution de proposition, on propose un
mouvement (g — Cprop aVec une probabilité ayant la forme :

q(Cprop) = Ak (Kiprop)an (Dprop) s (Siprop) - (7.19)

Soit u € (0, 1) une variable aléatoire Uniforme. Si u vérifie la condition :

u < min (1, ac,;,,—¢p0p) (7.20)

alors la proposition est acceptée, et (e = (prop- Onappelle ag,,,, —¢,..,» I €Xpression
de la probabilité de mouvement qui s’écrit sou la forme :

P(Cprop | Y,7e5t) I (Csing)  P(Y|Cprop, rest)
' - = 7.21
aCSlng_}Cpmp P(gsing | Y, TGSt)J(Cprop) p(YKsmg, Test) @Kapas ( )

ou
B Poisson(k:,-pmp; a/N)qx (kismg) (7.22)
K =45 .
Poisson (kising: &/ N)qx (Kiprop)
D ro ,0, 2 Dsin
) p ag)qD( o) (7.23)
N (Dying: 0,9)d0(Dyrop)
o 2 .
as :N(Szpropv 07 O-S)q5<slsmg) (724)

N Sisings Oa U%)qs (S’ipTop) ‘
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Si on utilise la loi a priori comme loi de proposition sur (., I'expression de la
probabilité de mouvement devient simplement le rapport des vraisemblances :

a _ p(Yi’CPTOpv rest)
Ceima™Coron p (Yi Ksmgv rest)

(7.25)
puisque ax = ap = ag = 1 dans ce cas.

Cet échantillonneur sera utilisé ensuite pour résoudre le probleme de compressed
sensing dont les résultats sont présentés dans la partie 8.5 du chapitre 8.

7.21.2 Echantillonnage de Gibbs marginalisé pour I'inpainting

Comme évoqué dans 6.3.1, les approches bayésiennes permettent d’effectuer la
marginalisation afin de réduire I'espace des solutions a explorer, ce qui est intéres-
sant dans le cas non-paramétrique. Dans I'étape de I'échantillonnage de £;;,.,,, on
doit proposer a la fois les nouveaux atomes D,,.,, € RE*kincw et les nouveaux coef-
ficients associés sipe,, € RFinew Tl est naturel de souhaiter les marginaliser afin de
avoir un taux de mélange plus rapide (grace au théoréme de Rao-Blackwell [42]).
Il est facile d’intégrer soit par rapport aux nouveaux atomes D,,.,, du dictionnaire,
soit par rapport les nouveaux coefficients s;,.,, de la matrice de coefficients, mais pas
les deux. Un calcul détaillé sur la marginalisation par rapport a S est effectué dans
le cas ou les H; = I, voir Annexe A.3. Cependant, I'espace a explorer de D, est
plus grand que celui de s;,,, : nous choisissons de marginaliser par rapport a D et
incluons s;;,.,, dans le cadre de la proposition.

Le calcul détaillé dans le cas de I'inpanting se trouve dans I’Annexe A.2.2. Notons
que lorsqu’on intégre une variable quelque part, et que cette variable apparait dans
une autre distribution a posteriori, elle doit étre échantillonnée avant de la réutiliser
[92]. Par conséquent, la variable D doit étre échantillonnée immédiatement apres la
variable Z et ensuite on échantillonne S et les paramétres 8 = {o., g, a}.

Echantillonnage de z;;
Dans cette approche, Z est échantillonné a partir d’une distribution a posteriori
marginalisé par rapport a D comme expliqué dans le chapitre 6 :

P(Z|Y,H,S,02,05,a) xp(Y|H,Z,S,02,0})P(Z| ). (7.26)

Dans le cas de I'inpainting, H; est une matrice diagonale binaire de taille L x L. A
cause de la présence des masques binaires, on ne peut plus marginaliser directement
tout le dictionnaire D. La marginalisation sera effectuée par rapport aux lignes de
D. Cela correspond a la valeur d'un méme pixel dans chacun des atomes. Si chaque
H; est le masque endommageant chaque observation y, = Y(:, %), Fy est le masque
endommageant les pixels a 'emplacement ¢ des données y, = Y(/,:). F, est une
matrice diagonale binaire de taille V. F,(i, ) indique si le pixel a 'emplacement ¢
du patch i est observé ou non, ainsi F, (4, i)=H;(¢, {)=H, 4. Soient F = {Fs},—1 1,
W = Z © S. Comme présenté dans la partie 6.3.1 du chapitre 6, la marginalisation
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est effectuée via une intégrale :

p(Y | H,W,02,07,) =p(Y | F,W,02,07) (7.27)
= /p(Y | F,D,W,o.)p(D | op)dD

L
1 1
- KL KLH IM,|'/2exp {—ﬁ(Ye(H — FIW'M,WF,)Y}
D e:l 154

(27)I¥llo/2 [¥llo~

ouM, = (WFgFgWT + 5—;]1 &) L. Le calcul est détaillé dans '’ Annexe A.2.2.
D

La distribution Bernoulli dans I'équation (7.18) pour échantillonner z;; dépend
maintenant de :
Po = (

_mkz
P =

N

m;f) p(Y | F,W,02,02) (7.28)

p(Y | F,W,02,0}). (7.29)

Echantillonnage des nouveaux singletons :

Comme le dictionnaire D est marginalisé, on n’a pas besoin de proposer de nou-
veaux atomes. Toutefois, une loi de proposition du nombre des nouveaux atomes et
des nouveaux coefficients est nécessaire. Soit (prop = {Kiprop; Siprop } 1@ proposition.
En utilisant la loi a priori comme loi de proposition, la probabilité de mouvement est
simplement régie par le rapport des vraisemblances marginalisées, voir eq. (7.27) :

) _ P(Y|Cprop, TeST)
6925 = (Vg rest)

(7.30)

Nouvelle loi de proposition :

Comme discuté dans partie 6.6, le choix de laloi de proposition influence I'efficacité
des méthodes de Metropolis-Hatings. En prenant la loi a priori comme loi de pro-
position, le nombre de nouveaux atomes est distribué selon une loi Poisson de pa-
rameétre o/ N. Lorsque N est grand, la proposition selon la loi a priori propose ra-
rement de nouveaux atomes. Par exemple, pour la résolution de problémes inverses
en traitement d’image, N est le nombre des patches extraits a partir d'une image.
Pour une image de taille 512 x 512, N peut étre égal a 255025, voir partie 3.2, d’ou
sia =1,a/N ~5.1075.

Par conséquent, on souhaite modifier la distribution de proposition du nombre
Eiprop de nouveaux atomes. L’idée est de distinguer le choix des nombres de nouveaux
atomes entre 0 et k,,,,,.. On propose d’utiliser la distribution suivante :

«

qK<kiPTOp) :7-(]1 (kiprop>kma90)7)(kipTOp; N> (7.31)

+ (1 - 7T>]1(k7.p'rop€[0 kmaz] (pk(o kmax))

l

L
avec  pp(z) =Pz LIN (v byir Byi) = P (k; &) I_TlN( Y, (1) fiyit, Syar)
m = P(k > kmaaj; ](ié[) Zk kmaz—+1 (kv %)

(7.32)
et M est une distribution Multinomiale , P est une distribution Poisson.
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Cependant, cette loi de proposition sur mesure s’est empiriquement avérée non
adapté en raison du temps d’exécution trop important. On utilisera pour cette raison
la loi a priori comme loi de proposition dans la suite de cette thése.

7.2.1.3 Echantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré pour I'inpainting

Comme évoqué dans la partie 6.3.2, la limite numérique de I'échantillonneur de
Gibbs marginalisé est sa durée d’exécution a cause du calcul de 'exponentielle dans la
vraisemblance marginalisée (7.27). Une version accélérée est proposée en mettant a
jour régulierement la loi a posteriori de D, voir partie 6.4. Cela permet a I'échantillon-
nage de z; de ne pas dépendre de toutes les données Y. Il ne dépend alors plus que
deyy, etla distribution a posteriori de D sans I'influence de y, et w; = z; ©'s;. La sta-
tistique suffisante sera utilisée en pratique afin d’enlever et de réintégrer facilement
I'influence de ¢ sur la loi a posteriori de D. Les calculs de cet échantillonneur sont
détaillés dans ’Annexe A.2.3. L’algorithme 11 présente les étapes principales de la
version accélérée.

Init. : K=0, Z=(), D=0, a=1, 0%=L"", 05=1, 0¢

Résultat : D € RP*E 7 € {0; 1}15%L S € REXL o,

pour chaque itération t

Utiliser la statistique suffisante pour la loi a posteriori de D selon eq.(7.35)

pour donnéei=1:N
Enlever I'influence de 7 sur la loi a posteriori de D selon eq.(7.36)
m_; € NEXL o S 7(: —i)
kising < {k | m_;(k) = 0} %% Chercher les singletons
pour atome k € {k | m_;(k) > 0}
L Echantillonner z;, voir Algo. 12

Echantillonner (oo = {KinewsSinew } voir Algo. 13
Mettre a jour K
Remettre I'influence de ¢ sur la loi a posteriori de D selon eq.(7.36)

pour atomek =1: K
Sample d, selon eq. (7.48)

| Sample sy, selon eq. (7.51)

Algorithme 11 : Algorithme de I’échantillonnage de Gibbs marginalisé accélé-
rée de zj; dans le cas de I'inpainting, voir aussi I’Algo. 12 et 13 pour les détails.

Distribution a posteriori de D :

Dans 7.2.1.2, Z peut étre échantillonnée en marginalisant D. Le calcul dansI’Annexe A.2.2

montre que la distribution a posteriori de D a une forme gaussienne. Rappelons que
F, est une matrice diagonale binaire de taille /V et représente la présence des pixels a
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I'emplacement /. Soit W = Z © S. La loi a posteriori de D est :

L

(D | Y, F.W,o e, ) X H./\/-(D(g, :); K¢, ED(&;)) (7.33)
/=1

ou ZD(&:) = O'gMg

poes) = Y(EF WM, (7.34)

2
M, = (WEETW” + g—;‘]IK)*l
D

L’idée est de travailler sur D ligne par ligne (dimension) a la place de colonnes
(atomes) comme d’habitude. La loi a posteriori de D compte tenu de toutes les don-
nées sauf les données 1 est également facilement déterminée grace a I'utilisation de la
statistique suffisante :

9oy = Spgy = (1/o2)M; !
(7.35)
ho(e,) = Mo 9o = (1/02)Y (0, )Ff W,

Cela rend plus facile le traitement de I'influence d’une observation 7 a part. En
effet, on peut définir :

9D, +i = 9p(e,) £ 02 Hip Wiw!
(7.36)
hD(f = hD i O¢ 2sz yz(g)

En pratique, nous avons besoin de Xpy,.), voire Xp(.) _; = 91;(13,:),—1‘ plutot que
gp(t,:) OU gp(s,:),—i- Grace au lemme d’inversion matricielle, on peut facilement ajou-
ter ou supprimer I'influence d’une seule donnée 7 sur Xp;,.), voir 'Annexe A.2.3.2.

Echantillonnage de z; :

La mise en ceuvre de cette étape est décrite dans 'algorithme 12. Dans I'esprit
de la partie 6.4 du chapitre 6. Les données sont réparties en deux sous-ensembles
Y = [y, Y., H = H;,H_;] et W = [w;, W_;] sous certains conditions indé-
pendantes. Soit A_; = {uD(&:),_i, ED(&:)A}. La loi a posteriori de zj; dans les cas
non-singletons est :

P(Zkl | Yi7Hi7Zi(_k)7si7o-E7A—i) (737)

o P(ets | Z-) [ ply, | HDosw)p(Y-i | HoisD.W_)p(D | 7)aD

L
o P(2ki | Z— (i) /P(Yi | H;, D, w;) HN KD (¢,),—is 2D(¢,:),—i ) AD.
=1

L
P2k | v, Hiy zi(—Fk), 85,00, A_;) o P(2is | Z— ks HN 0); tyie, oyir) (7.38)
=1
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ou  fyip = Hi,ﬁMD(e,:),ﬂ'Wi

T 2
Oyie = H;gw; Xp(e.),—iW; + 0.

Les calculs détaillés se trouvent dans ’Annexe A.2.3.1.

2; peut étre échantillonné a partir d’une distribution Bernoulli

zi; ~ Bernoulli ( il ) )
Do + 1

ou

m L

k, z
= N H N Hyie, O-yzf)
=1

L

—1

N EN :uyzf» O-yzf)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

Une fois les non singletons z;; échantillonnés, on passe a I'étape d’échantillonnage

des singletons de z; (le nombre ds nouveaux atomes).

siw;(k) =0
| wi(k) ~ N(0,0%)

tmp < w;(k)
My < Hipp _;w;

L Eyi — HZ gWTED {Z}Wl + 0'2

HNY, ); tayi(€), Sy (1))

Hyi < Hipp iw;

me (1- N( )) [TV (0,000 s (0,5 (0)

Zki ~ Bernoulli ( l )
D1+ Do

si Zki = 1
| wi(k) < tmp;

Calcul de la vraisemblance dans le cas zy,;=1 hh cf.

Calcul de la vmzsemblance dans le cas z1,;=0 Wh cf. eq

eq. (7.43)

%k eq.(7.39)
pour dimensioné =1:L %% position d'un pixel
%l eq.(7.40)

%l eq.(7.38)
. (7.42)
%k eq.(7.39)

pour dimension { =1 : L %% position d'un pixel
% eq.(7.40)

. (7.38)

Algorithme 12 : Algorithme d’échantillonnage en version accélérée de z;,; de

la méthode IBP-DL pour 'inpainting, voir I’Algo. 11
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Anciens singletons : Csing = {Kising, Sising } %% voir 1'Algo.11
My < Hipp _iw;
pour dimension{ =1: L

L Zyl(g) — Hi’fWgED_i{l}Wi -+ O'g

pmwiﬁwamM&awn

%% la vraisemblance dans (7.38) avec les singletons Gising

Nouveaux singletons proposés : Cprop = {Kiprops Siprop
Kiprop ~ Poisson(a/N)

Wprop <= Wi
Wprop(Kising) <= 0 %% Enlever les anciens singletons
Siprop € REiprop X1 ~, N(0, Ugv) %% Propose new singletons

Fyi — HilJ'D,fiwprop
pour dimension{ =1: L

T 2 T 2
L EZH(D A Hi,prropED—i{l}prop +oz+ HivesipropgDsipTOP

mmeﬂwaw®&M»

%% la vraisemblance dans (7.38) avec les (jprop €t sans les (ising

si min (ppmp, 1) > U,

Psing

W; = [Wprop; Siprop]
pour dimension { =1 : L %% position d'un pixel

L Yo {1} [ED@-{Z} 0

0 O'QDHk

| hp—i < [hp—i zeros(P, kiprop)]

iprop

Algorithme 13 : Algorithme de Metropolis-Hastings choisissant la loi a priori
comme loi de proposition pour inférer le nombre de nouveaux atomes et
les nouveaux coefficients en version accélérée de la méthode IBP-DL pour
Iinpainting, voir I’'Algo. 11

Echantillonnage des singletons :

L’algorithme 13 décrit la mise en ceuvre de cette étape. Lors de I’échantillonnage
du nombre de nouveaux atomes, la loi de proposition peut étre soit la loi a priori
Poisson(cr/N) ou la loi (7.31) que nous avons proposée dans 7.2.1.2. Lorsqu’une
donnée ¢ propose k.., singletons, les nouveaux atomes D,,.,, apparaissent. Sa loi
a posteriori sans I'influence de i est une gaussienne d’espérance pp,, (s, —; = 0Finew
et de covariance Xp, . (1)~ = o], selon (7.34).

inew

Soit D* = [D Dnew}, W* = [W Wnew}. La loi a posteriori de D* sans I'influence
de 7 est une gaussienne

L
p(D* ’ Y*h H*i; Wiza O'g, U2D) X HN(D*(& )7 HD*(¢,:),—i5 2D*(E,:),—i) (744)
/=1



88 7.2. ALGORITHMES MCMC

avec
HD*(0,),—i = [H'D(é,:),—i H'Dnew(é,:),—z} (7.45)

_ [Zpeg,—i 0F e

ED*(&:),—Z’ = Okmewa ED (£ i (746)

En conséquence, 'algorithme 13 utilise les distributions a priori comme loi de pro-
position pour échantillonner du nombre de nouveaux atomes ainsi que des nouveaux
coefficients.

7.2.2 Echantillonnage du dictionnaire

Le dictionnaire D peut étre échantillonné par I'échantillonnage de Gibbs. La loi a
posteriori de chaque atome d;, est donnée par :

N
p(di|Y,H,Z,S,D_4,0.,0p) x H./\/(yi; H,Dw;, USHHHiHO)N(dk; 0,L7}).
i=1
(7.47)
Alors,
p(dk|Y7H7Z7SJD—k70€7UD) OCN(MdkEdk) (748)
-2 AP 1
Edk = (UD ]IL + Jé:_ Z:Zl wk,’zHl HZ)_ (749)

N K
pa, = 0.°%a, > we(Hy, — HIH; Y djwy,).
i=1 j#k

Les calculs sont détaillés dans ’Annexe A.2.4.

7.2.3 Echantillonnage de la matrice des coefficients

La distribution a posteriori de chaque élément s;; de S est donnée dans (7.51).

p(Ski|Y, H, D, Z7 Skvfi, O¢, 0'5) X N(Y,L, HlD(SZ ® Zz’), O'g]I”}LHO)N(SZ, 0, U%HK>.

(7.50)
Alors,
p(Ski‘Yu Hi7 DJ Z? Sk,—i7 O¢, US) X N(/'Lskiu Es;ﬂ) (751)
Vo, = (02 A H Hydy, + 0%) ™!

K
== fsy, = 02 S, di (H]'y, — HIH; Y~ djw;;) (7.52)

Jj#k

_ Yo = 0%

2 =0 = { o (7.53)

Les calculs sont détaillés dans I’Annexe A.2.5.
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7.2.4 Echantillonnage des autres paramétres

Les autres parametres sont échantillonnés en fonction de leur distribution a pos-
teriori qui est facilement obtenue grace aux propriétés de conjugaison :

N
p(0;2 | Y7/H,D7W) X 1:[1N<Yz | HiDWivO-g]I||H¢||o)g<o-;2 | COde)

Z N N (7.54)
o2 | Y, H,D.W ~ G ( LS [ Hlosdo+ 13" [y, — Hz-Dwz-u%)
=1 =1
2 N 2
p(05? ) o [T N (s |0, 03I T (052 | eor fo)
i=1 (7.55)

N
O'S2|Swg(€0+¥,fo+%28?8i) .

Notons que 'on peut échantillonner le parameétre o du processus du buffet indien :

pla | K) < PO |a 32 HG(a | 1,1)

- (7.56)
@\KNQ(lJrK,lJer/j).
j=1

En conséquence, I'approche bayésienne non paramétrique proposée est également
non paramétrique au sens ou il n’y a aucun parametre a régler. Les hyperparameétres
ont tous des valeurs trés faibles (co=dy=co=f=107%) servent a construire des loi sur
les parametres les moins informatives possible. La sensibilité aux conditions initiales
de I'algorithme est assez faible. Tous les détails concernant les calculs de cette partie
peuvent trouvée dans I’Annexe A.2.6.

7.3 Estimateur du maximum a posteriori marginalisé

Soit @ = (0., 0'g, ). Une séquence {D®) Z® O 91 }T1cnc et gchantillonnée
par 'algorithme MCMC. Le but final de tout ce travail est de restaurer X a partir
de (D,W = Z ® S), voir 7.1. Le but de cette section est de définir une estimation
pertinente de (D, W) pour une utilisation pratique dans la résolution de problemes
inverses. On calcule la distribution a posteriori p(D,Z,S | Y,H) qui est le résultat
de la marginalisation de la distribution a posteriori conjointe sur les paramétres de
nuisance 0 :

PD.ZS | Y.H) = [ p(D. 2.5 | Y, . 0)p(6)do (757)

oup(D,Z,S|Y,H,0) xp(Y|H,D,ZS,0.)p(S | 05)p(Z | a)p(D | op).
On obtient :

PD.ZS | Y.H) = [ p(D.Z.S | Y, 1. 0)p(6)do (758)

N —No/2
2 P(NEK/2)
> lly; — HiDwi|;

TN [

(7.59)

2N —1

(HN+1)K+1 I_I Kh!kzl
h=1
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FIGURE 7.2 - (a) L’évolution du logarithme de la loi a posteriori margi-
nalisée; (b) L’évolution de I'erreur de reconstruction sur le
résultat du segment Barbara avec 50% de pixels manquants
eto. = 15.

N N
ou No = Y ||Hillo, Hv = > 1/j. Voir 'Annexe A.4 pour les détails des calculs.
i=1 j=1
Ensuite on peut définir I'estimateur maximum a posteriori marginalisé (mMAP)

(Dyunsap, Wonrap) = argmax  logp(D,Z,S | Y, H). (7.60)

T
{D(t),z(t)}t:k{C]MC

La figure 7.2(a) montre un exemple de I'évolution de cette loi a posteriori margi-
nalisée issue d’'une expérience de I'inpainting, voir partie 8.4.2, avec 'image Barbara
avec 50% de pixels manquants et 0. = 15. La figure 7.2(b) montre I'évolution de
I'erreur de reconstruction quadratique moyenne entre itérations Gibbs. Il est a no-
ter que la distribution a posteriori marginalisée est presque toujours en progression
alors que 'erreur de reconstruction diminue. Cela conduit en pratique a considérer
simplement la derniére itération comme une bonne approximation de I'estimation
mMAP. Le résultat a la derniére itération de 'exemple dans la figure 7.2 nous donne
un dictionnaire de 58 atomes associé a 343036 coefficients non nuls (9.54%).

7.4 Discussion

Certaines méthodes d’optimisation basées sur K-SVD comme EK-SVD[11], Sub
clustering K-SVD[12], Stagewise K-SVD[13] ou encore DLENE[14] proposent des
améliorations afin d’obtenir un dictionnaire de taille adaptative. Cependant, 'estima-
tion de la taille du dictionnaire pour ces méthodes est souvent basée sur des heu-
ristiques. La construction du modéle IBP-DL est dans le méme esprit que le modele
Bernoulli-gaussien. Chaque coefficient associé a un atome a ainsi une probabilité non
nulle de prendre la valeur zéro, et sera Gaussien dans le cas contraire. On propose
une méthode ot I'a priori de type Bernoulli est remplacé par un processus du buffet
Indien. IBP-DL est une méthode d’apprentissage de dictionnaire non paramétrique
qui permet d’échantillonner le dictionnaire ainsi que sa taille. De plus IBP-DL per-
met également d’échantillonner le niveau de bruit ainsi que la parcimonie, et aucun
parameétre de réglage n’est nécessaire. En ce sens, il s’agit vraiment d’'une méthode
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non paramétrique. La pertinence de la méthode sera illustrée numériquement sur
différents problémes en traitement d’image au chapitre 8.






CHAPITRE 8 -

Applications : problemes inverses en
traitement d'image

Ce chapitre présente les résultats obtenus en appliquant le modele IBP-DL pour ré-
soudre des problemes inverses en traitement d’image : débruitage, inpainting, com-
pressive sensing. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux d’autres méthodes
de I'état de l'art afin d’évaluer la pertinence de I'approche IBP-DL. Une partie des
résultats de ce chapitre sont publiés dans [24-27].

8.1 Modeéle jouet

Dans une premiere expérience, nous préparons un ensemble de données synthé-
tiques de N = 10000 échantillons en dimension L = 16 générées a partir du mo-
dele génératif proposé dans la partie 7.1. Chaque échantillon peut étre vu comme
une imagette de taille 4 x 4. Tout d’abord, une matrice binaire Z est simulée selon un
IBP(«v) avec av = 2, ce qui conduit a un nombre total K de 22 caractéristiques (Z est
de taille K x N). Il esta noter que K = 22 est proche de E[K| >~ ovlog N ~ 18. En-
suite, un dictionnaire de ' = 22 atomes est construit de maniere aléatoire selon une
loi normale avec une variance 0%, = 1/L. Les coefficients S sont des variables gaus-
siennes i.i.d. avec 0% = 1. L’ensemble de données est corrompu par un bruit blanc
gaussien additif avec 0. = 0.1. Finalement, I'ensemble de données est construit a

EERpSsT ECFNpST
CRESAOE CRESMAE
SERFIFK DERENK
-"I'.'!::I o | EE S

(b)

FIGURE 8.1 - Comparaison entre (a) le dictionnaire original de K = 22
atomes et (b) le dictionnaire de K., = 24 atomes estimé
par IBP-DL. Les rectangles rouge indiquent les atomes pour
lesquels aucune corrélation > 0, 55 n’a été trouvée entre les
atomes originaux et estimés : 20 atomes sont inférés correc-
tement a un niveau de corrélation de 0.55.
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FIGURE 8.2 — Comparaison sur la distribution de my, le nombre
d’observations utilisant ’'atome k£ : entre les vrais m;, de
I'ensemble de données synthétique et les 1, obtenus a par-
tir de 'IBP-DL.
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FIGURE 8.3 - Evolution des parametres échantillonnés a travers les itéra-
tions de IBP-DL: (a) le niveau de bruit o, (b) le nombre K
d’atomes, (c) le paramétre «v de la loi a priori IBP.

partir de :
Y=D(Z®S)+¢ (8.1)

Lafigure 8.1 montre la comparaison entre le dictionnaire original, utilisé pour syn-
thétiser 'ensemble de données, et le dictionnaire échantillonné a la derniére itération
de 'IBP-DL, ici apres 10000 itérations. Les atomes ont été réorganisés pour rendre
la correspondance plus visible. On peut observer que 20 atomes sur 22 atomes sont
récupérés a un niveau de corrélation de 0.55 (18 atomes a un niveau 0.9 et 14 atomes
aun niveau de 0.99). Seulement deux atomes du dictionnaire d’origine, qui sont bien
corrélés aux autres atomes dans le dictionnaire original, ne sont pas identifiés. Ceci
montre que l'algorithme se comporte tres bien sur ce modele jouet.

La figure 8.2 montre la distribution des m;, rangés par ordre décroissant, obtenue a
partir du jeu de données synthétiques, comparée a la distribution des m, inférée par
IBP-DL. Les atomes sont tres similaires, surtout les 14 premiers atomes qui atteignent
un niveau de corrélation 0.99. Moins les atomes sont utilisés, plus ils sont difficiles
a inférer. Dans le jeu de données synthétiques, les 4 atomes étant utilisés par moins
de 10 observations sur 10000 correspondent aux 4 atomes qui ne sont pas identifiés
a un niveau de corrélation de 0.55.

La figure 8.3 illustre le comportement des parametres (o, K ,cr) échantillonnés au
fil des itérations. On peut voir que le niveau de bruit o, le nombre d’atomes K et
le paramétre o de la loi a priori IBP fluctuent rapidement autour de leurs valeurs
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(a)Dictionnaire : 150 atomes (b) Initiale (c) Restaurée , PSNR=44.94dB

FIGURE 8.4 - Illustration de la restauration sans bruit obtenue en utili-
sant IBP-DL sur un segment de 'image Barbara. (a) La taille
de chaque atome est 8 x8. (b) et (c) La taille du segment est
256x256.

attendues apres environ 3000 itérations correspondant a I'étape de chaufte (burn in)
de Iéchantillonneur.

8.2 Exemple de reconstruction sans bruit

On évalue d’abord la performance de 'IBP-DL a partir d’'un segment de taille
256 x 256 de I'image Barbara sans bruit. L’ensemble de 62001 patches qui se che-
vauchent est utilisé pour reconstruire ce segment.

La méthode IBP-DL infere un dictionnaire adapté de 150 atomes. La reconstruc-
tion est tres précise avec PSNR = 44.94dB. La figure 8.4 illustre le résultat de la
restauration d’image sans bruit en utilisant IBP-DL. A titre de comparaison, la mé-
thode K-SVD [7] apprend un dictionnaire de taille fixée a 256 et produit une erreur
de reconstruction plus grande que celle de IBP-DL, PSNR= 43.97dB. La méthode
bayésienne BPFA proposée dans [51] avec un dictionnaire de taille 256 au départ
obtient un PSNR= 42.92dB. IBP-DL restaure I'image avec un nombre encore plus
petit d’atomes et une meilleure qualité d’approximation.

8.3 Débruitage d'image

8.3.1 IBP-DL et I'état de I'art

On aborde maintenant le probleme de débruitage, le probléme inverse le plus com-
mun en traitement d’image. Dans cette expérience, 9 images (512 <512 ou 256 X 256)
codées sur 8 bits sont traitées pour 2 niveaux de buit 0. = 25 et 40, corespondant res-
pectivement 8 PSNR = 20.17dB et 16.08dB. Chaque image a (512 — 7)? = 255025
(ou (256 — 7)® = 62001) imagettes chevauchants (overlapping patches). Toutefois,
a cause du probleme de temps d’exécution, IBP-DL apprend juste avec 16129 (ou
3969) patches soit 50% de recouvrement (50% overlapping). La valeur initiale de
0. est réglée sur une valeur de deux fois plus grande que la vraie, voir I'algorithme
11. Nous comparerons les performances d’IBP-DL a celles de NL-means [93], K-
SVD [7], BPFA [51], BM3D [94] et DLENE [14].
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PSNR ~ 20.17dB, 0. = 25 | PSNR ~ 16.08dB, 0. = 40

PSNR [dB] |# atomes| &. |PSNR [dB]|# atomes| &,
Barbara 29.06 100 |25.86| 26.34 58 40.76
Boat 28.92 91 25.82| 26.75 44 40.64
Carmeraman| 28.57 413  [26.10| 26.24 121 |41.16
Fingerprint 26.72 34 2579 23.99 20 [40.90
GoldHill 28.80 54 25.89| 26.93 19 40.70
House 31.55 60 25.53| 29.11 28 40.46
Lena 31.12 62 25.45| 28.78 31 40.24
Mandrill 24.59 169 [27.57| 22.29 80 42.50
Peppers 29.46 116 [25.76| 27.06 55 40.58

TaBLE 8.1 - Résultats de I'IBP-DL pour le débruitage appliqué sur 9
images. La moyenne de niveau de bruit estimé est 25.97 en
utilisant 0;,,;; = 51, et 40.87 en utilisant 0;,;; = 76.5, quand
les vrais niveaux étaient 25 et 40, respectivement.

Le tableau 8.1 rassemble les performances numériques de IBP-DL sur le débrui-
tage, ainsi que la taille du dictionnaire et le niveau de bruit estimé. En utilisant une
approche vraiment non-paramétrique comme IBP-DL, il apparait que la taille du
dictionnaire peut considérablement varier d'une image a I'autre, par exemple de plu-
sieurs dizaines a des centaines pour le méme niveau de bruit, voir le tableau 8.1. Le
niveau de bruit o, est aussi estimé avec une bonne précision. La figure 8.5 affiche des
résultats typiques de débruitage obtenus en utilisant IBP-DL sur plusieurs exemples
du tableau 8.1. Les images débruitées sont de bonne qualité.

La pertinence de I'IBP-DL est illustrée en comparant les résultats de débruitage
avec ceux d’autres méthodes de I'état de I'art. Dans un premier temps, IBP-DL pro-
duit de meilleurs résultats que NL-means [93], une méthode de référence de débrui-
tage . Pour un niveau de bruit 0. = 25, le PSNR moyen de IBP-DL sur les 9 images
est 28.75dB et celui de NL-means est 27.91dB; pour un niveau de bruit de 0. = 40,
IBP-DL donne un PSNR moyen de 26.39dB et NL-means donne 25.89dB.

Les résultats de IBP-DL sont ensuite comparés avec plusieurs méthodes basées
sur K-SVD [7, 56], et BPFA [51], une approche bayésienne qui peut étre considé-
rée comme une approximation paramétrique de 'IBP. Il existe potentiellement de
meilleurs méthodes de I'état de I'art pour le débruitage, par exemple BM3D [94].
Une méthode standard pour comparer la pertinence des méthodes d’apprentissage
de dictionnaire est de comparer leurs performances de débruitage. Toutefois, BM3D
n’est pas une méthode d’apprentissage de dictionnaire. Les résultats de BM3D [94]
sont utilisés comme référence que nous ne nous attendons pas a battre. Les expé-
riences actuelles visent a vérifier la pertinence des dictionnaires obtenus a partir dela
méthode IBP-DL. Dans la suite, on compare IBP-DL avec DLENE [14], une approche
adaptative pour apprendre les dictionnaires avec un nombre d’atomes variable.
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FIGURE 8.5 - Résultats de débruitage obtenus en utilisant IBP-DL. De
haut en bas on trouve le dictionnaire IBP-DL, I'image brui-
tée, 'image débruitée et I'image originale; (a) Lena, PSNR
de 20.17 dB a 31.12 dB, (b) Boat, PSNR de 20.17 dB 4 28.92
dB, (c) Barbara, PSNR de 16.08 dB a 26.34 dB.
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o.= 25, PSNR~ 20.17dB PSNR o.= 40, PSNR~ 16.08 dB

20 25 30 (dB) 20 25 30
102<116<127 51<55<58
- Peppers -
141<169<196 7T4<80<86
- Mandrill -
55<62<65 27<31<37
- Lena -
58<60<62 20<28<35
- House N
52<54<56 15<19<23
- Hill -
30<34<41 17<20<23
- F.print N
380<413<460 113<121<131
- C.Man -
87<91<97 43<44<45
- Boat N
93<100<107 53<58 <68
- Barbara -
I BP-DL
I K-SVD avec 50% recouvrement| -~ :
[ IK-SVD Nombre K:
P BPFA min<moyenne<max
Bl BM3D

FIGURE 8.6 — Résultats de débruitage de IBP-DL : PSNR et taille K" du
dictionnaire pour un niveau de bruit (a gauche) o, = 25,
(a droite) 0. = 40. Le texte au-dessus chaque groupe de
barres indique la taille dictionnaire inférée par IBP-DL.
De haut en bas de chaque groupe de barres, on trouve le
PSNR en utilisant IBP-DL appris a partir d’'un ensemble de
patches réduit, K-SVD avec 256 atomes appris a partir de
méme ensemble de patches réduit, K-SVD avec 256 atomes
appris a partir d'un ensemble de patches complet, BPFA
avec un nombre d’atomes initial X' = 256 ou 512 appris
a partir d'un ensemble de patches complet et BM3D.
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La figure 8.6 résume la comparaison entre IBP-DL avec les méthodes suivantes :

1. K-SVD avec K'=256 appris a partir de méme ensemble de patches réduit que
IBP-DL (50% overlapping).

2. K-SVD avec K'=256 appris a partir de 'ensemble complet de patches,

3. BPFA avec un nombre d’atomes initial X' = 256 ou 512 dépendant de la taille
de I'image,

4. BM3D comme référence de I’état de l'art.

Pour étre cohérent avec la méthode de débruitage dans [7, 56] utilisant Orthogonal
Matching Pursuit et le dictionnaire K-SVD, on utilise les méme initialisations '. La
méthode OMP pour débruiter les images est initialisée avec une tolérance d’erreur
maximale de représentaion de 1.150, et un multiplicateur Lagrangien A = 30/0,.
Les performances de IBP-DL sont au moins comparables aux méthodes basées sur K-
SVD. On remarque au passage la sensibilité de K-SVD a I'’ensemble d’apprentissage.
La figure 8.6 montre que les résultats de K-SVD entrainé sur 16129 (ou 3969) patches
comme IBP-DL sont nettement moins bons que ceux de K-SVD entrainé sur 255025
(ou 62001) patches. Notons que IBP-DL propose souvent un dictionnaire de taille
K<64 qui n’est pas toujours un dictionnaire redondant bien que la performance de
débruitage reste comparable. On compare aussi nos résultats avec DLENE [14], une
méthode récente qui adapte également la taille du dictionnaire en visant un com-
promis entre I'erreur de reconstruction et la parcimonie. Pour Barbara avec 0.=25,
DLENE donne PSNRp; png= 28.82 dB et PSNRpp.p1.=29.06 dB; pour Peppers on ob-
tient PSNRppnp=27.27dB et PSNRgp.p1=27.07dB avec 0.=40. En général, 'IBP-DL
est aussi performant que DLENE.

8.3.2 IBP-DL et BPFA

On compare plus précisément les résultats de IBP-DL a ceux de BPFA [51], une
méthode bayésienne implémentée en utilisant I’échantillonnage de Gibbs. Malgré
d’une connexion avec le processus du buffet indien, cette approche n’est pas vrai-
ment une approche non paramétrique. Malgré le titre de I'article qui annonce une
approche non paramétrique, il s’agit en fait d'une approximation paramétrique de
I'IBP, car elle fonctionne avec un nombre d’atomes fixé a 'avance. La taille initiale
( K =256 ou 512) du dictionnaire de BPFA dépend de la taille de I'image. En-
suite, un sous-ensemble d’atomes est utilisé qui est 1égérement inférieur a la taille
initiale (environ 250 ou 500). Dans cette comparaison, les deux approches IBP-DL
et BPFA sont entrainées sur les méme ensembles de données complets : 62001 over-
lapping patches pour les images House et Peppers; 255025 overlapping patches pour
les images Barbara et Lena. L’approche BPFA 2 est initialisée 3 K = 256 pour les
images House et Peppers; et a K = 512 pour les images Barbara et Lena. Le ta-
bleau 8.2 illustre les résultats de IBP-DL et BPFA avec 2 niveaux de bruit 0.=25 et
40. Pour I'image House avec 0.=25, PSNRpp p;=31.95dB avec 57 atomes et BPFA
donne PSNRgppa= 32.14dB. Pour I'image Barbara avec 0.=40, PSNRppps=26.34 dB

1. Le code Matlab de R. Rubinstein est disponible & http://www.cs.technion.ac.il/
~ronrubin/software.html

2. Le code Matlab de M. Zhou est disponible a http://mingyuanzhou.github.io/Code.
html


http://www.cs.technion.ac.il/~ronrubin/software.html
http://www.cs.technion.ac.il/~ronrubin/software.html
http://mingyuanzhou.github.io/Code.html
http://mingyuanzhou.github.io/Code.html
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PSNR ~ 20.17dB, 0. = 25 PSNR ~ 16.08dB, . = 40

IBP-DL BPFA IBP-DL BPFA

# atomes |PSNR| &, |PSNR| &, |# atomes|PSNR| o4, |PSNR| &,
House 57 31.95|25.37]|32.14 | 25.43 40 29.47 140.43]29.73 | 40.54
Peppers| 191 | 29.40 |25.48|29.88 |25.50] 163 |27.15|40.34]27.06 |40.67
Barbaral 134 |29.31(25.66(29.79 |25.45] 107 |26.81|40.33|26.34 |40.15
Lena 173 31.43 125.19]131.58 |25.32 111 29.15 |40.04] 29.27 | 40.19

TABLE 8.2 - Résultats de IBP-DL et BPFA quand les vrais niveaux de
bruit sont 25 et 40. Pour chauqe niveau de bruit, de gauche
a droite, on trouve la taille A du dictionnaire IBP-DL, son
PSNR de débruitage (dB) et son niveau de bruit estimé; puis
le PSNR (dB) et le niveau de bruit estimé de BPFA.

alors qu’on obtient PSNRpp p;.= 26.81 dB avec 107 atomes. Les performances IBP-
DL sont comparables a BPFA [51] alors que les tailles des dictionnaires inférées par
IBP-DL sont souvent relativement plus petites que la méthode BPFA. Ces observa-
tions permettent de confirmer expérimentalement l'intérét des approches non pa-
ramétriques qui s’adaptent mieux au contenu de 'image. On note surtout une réelle
différence de comportement entre une approche vraiment non paramétrique comme
IBP-DL et une approximation paramétrique comme BPFA.

8.3.3 Comportement de I'algorithme

Un résultat essentiel de cette approche est 'estimation avec une bonne précision
du niveau de bruit. L’erreur d’estimation varie entre 2%- 10% pour o.=25 et entre
1%- 6% pour 0.=40. Cette estimation est un résultat essentiel et rend notre approche
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FIGURE 8.7 - (a) Evolution du nombre d’atomes de dictionnaire au cours
des itérations de IBP-DL sur Barbara pour 4 différentes réa-
lisations avec 0. = 25. (b) Evolution du niveau de bruit
échantillonné par IBP-DL au cours des itérations sur Bar-

bara quand 0. = 25 and 0;,;; = 51.
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pratiquement non paramétrique au sens ou il n’y a pas de parametres a régler. La fi-
gure 8.7(a) montre I'évolution de la taille X du dictionnaire dans les itérations. La
taille finale (environ 100 dans cet exemple) est atteinte apres environ 15 itérations
seulement. Cela signifie implicitement que o converge a environ K /log(N) ~ 10.
La figure 8.7(b) montre I'évolution de o échantillonné au cours des itérations. Apres
15 itérations, la valeur échantillonnée a convergé tres prés de la vraie valeur. Une li-
mite de 'approche IBP-DL est son cotit de calcul dt a I'échantillonnage de Gibbs
malgré 'implémentation d’une version accélérée (voir partie 7.2.1.3). Par exemple,
sur un ensemble de données réduit de I'image Barbara, 'apprentissage cotite envi-
ron 1 heure pour 30 itérations en utilisant Matlab_R2013b sur un ordinateur por-
table personnel. C’est pourquoi un ensemble réduit de patches a été utilisé. Un autre
type d’inférence est envisagé pour réduire le temps de calcul. Les futurs travaux com-
prendra une étude des méthodes d’inférence variationnelle [95] qui sont plus pro-
metteuses pour améliorer le temps de calcul (voir les perspectives dans le chapitre 9).

8.3.4 Dictionnaire obtenu

Une autre observation importante est que le dictionnaire inféré par IBP-DL n’est
pas toujours un dictionnaire redondant dans le sens ot la taille de dictionnaire est
plus grande que la dimension des données. L'IBP-DL propose souvent un diction-
naire de taille K plus petite ou seulement un peu plus grande que 64 tandis que
K-SVD et BPFA fixent souvent la taille du dictionnaire a 256 ou 512. Néanmoins,
le nombre de coefficients non nuls reste petit lors de I'utilisation de I'IBP-DL. Par
exemple, pour 'image House avec un niveau de bruit 0 = 25, nous avons constaté
que BPFA a conduit a 116380 coefficients non nuls (0.73% de parcimonie) en utili-
sant un dictionnaire de X' = 256 atomes tandis que IBP-DL donne un dictionnaire
de taille X' = 57 associé a 67028 coeflicients non nuls (1.9% parcimonie). La per-
formance de débruitage de IBP-DL reste comparable a celle de K-SVD et BPFA. La
figure 8.8(a) illustre les 57 atomes du dictionnaire de I'image House avec 0 = 25 dans
I'ordre décroissant de leur utilisation (au sens de I'énergie apportée par les coefli-
cients W). La figure 8.8(b) illustre la corrélation entre ces atomes. En particulier, on
observe de fortes corrélations entre les 40 premiers atomes. La figure 8.8(c) montre
que les 17 derniers atomes qui sont décorrélés avec les autres atomes ressemblent
plus au bruit. Ils sont tres peu utilisés.
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FIGURE 8.8 - (a) 57 atomes du dictionnaire IBP-DL appris a patir de
I'image House avec 0. = 25. (b) Sa matrice de corrélation.
(c) Le nombre d’observations utilisant chaque atome
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Missing | Cameraman House Peppers Lena
80% 75 - 24.02 46 - 31.00 86 - 26.05 24 - 30.98
22.87 -24.11 | 28.38 - 30.12 | 23.51 - 25.92 | 28.57 - 31.00
50% 87 - 29.02 52 - 37.86 93 - 32.66 84 - 36.66
26.56 - 28.90 | 33.40 - 38.02 | 28.36 - 32.58 | 33.25 - 36.94
20% 75- 35.14 56 - 42.37 90 - 37.58 44 - 39.20
27.56 - 34.70 | 34.66 - 43.03 | 30.09 - 37.73 | 34.37 - 41.27
Missing Baboon Boat Eprint Hill
80% 63 - 21.93 29 - 27.86 44 - 26.52 98 - 29.33
21.24-21.47 | 25.95-27.81 | 21.01 - 26.03 | 27.88 - 29.33
50% 48 - 25.70 84 - 33.39 45 - 33.74 71 - 33.82
24.16 - 25.98 | 30.34 - 33.78 | 27.56 - 33.53 | 31.61 - 34.23
20% 65 - 29.48 62 - 37.54 86 - 39.88 68 - 37.34
25.36 - 31.67 | 31.48 - 39.50 | 29.04 - 40.17 | 32.67 - 38.75
TaBLE 8.3 - Inpainting appliqué sur des images en niveaux de gris : (en
haut) la taille &' du dictionnaire appris par IBP-DL, le PSRN
(dB) de restauration de IBP-DL; (en bas) (a gauche) le PSNR
(dB) issue de K-SVD et (a droite) de BPFA .
8.4 Inpainting d'image
8.4.1 Inpainting sans bruit

Dans cette expérience, 6 images en niveaux de gris sont traitées pour trois niveaux
de pixels manquants : 80%,50% et 20%. IBP-DL apprend les dictionnaires a partir de
ces images observées. Chaque image a 255025 (ou 62001) imagettes se chevauchant
(overlapping patches).

La figure 8.9 illustre les résultats de I'inpainting avec IBP-DL pour trois images, et
trois configurations différentes. En particulier, les pourcentages de pixels manquants
80%, 50% et 20% donnent respectivement des performances de 26.05 dB, 33.82 dB et
35.14 dB. A ces performances quantitives s’ajoute un bonne aspect visuel des images.

Le tableau 8.3 décrit les résultats de IBP-DL comparés a ceux de BPFA [51] sur
un échantillon d’images. Les deux méthodes ont des performances similaires, et les
écarts sont de 'ordre de 0.1dB. Cependant, des écarts de performances plus impor-
tants sont observés pour 20% de pixels manquants, le plus souvent en faveur de BPFA.
Sur'image House pour 80% de pixels manquants, IBP-DL et BPFA atteignent respec-
tivement des performances de 31.0 dB et 30.12 dB, et donc en faveur de IBP-DL. Les
tendances des résultats de I'inpainting sont similaires malgré un nombre d’atomes
inféré par IBP-DL (39 < K < 150) en général plus petit que le nombre d’atomes
utilise par BPFA (256 ou 512).

Le tableau 8.3 compare aussi les résultats de IBP-DL a ceux obtenus par des mé-
thodes K-SVD. Il est a noter qu’ici, K-SVD apprend le dictonnaire a partir de 'image
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FIGURE 8.9 - Illustration des résultats typiques de I'inpainting obtenus
en utilisant IBP-DL. De haut en bas, on a le dictionnaire
inféré par IBP-DL, I'image masqué et 'image démasqué;
(a) Peppers (80% de pixels manquants), PSNR de 6.53 dB a
26.05 dB, (b) Hill (50% pixels manquants) PSNR de 8.70 dB
a 33.82 dB, (c) Cameraman (20% de pixels manquants)
PSNR de 12.48 dB a 35.14 dB.

initiale, non masquée. Puis a partir de ce dictionnaire, la méthode OMP est utili-
sée pour restaurer les patches avant de les recombiner pour reconstruire 'image en-
dommagée. A contrario IBP-DL apprend le dictionnaire a partir de 'image observée
(image avec des pixels manquants). On observe que IBP-DL bat K-SVD aussi souvent

que K-SVD bat IBP-DL.

8.4.2

Inpainting en présence de bruit

On applique maintenant la méthode IBP-DL a 'inpainting en présence de bruit.
Cette expérience est effectuée sur un segment de taille 256 x 256 de I'image Barbara
avec les pourcentages de 80%, 50%, 20%, 0% de pixels manquants et les niveaux de

bruit de o.=0, 15 et 25.



104

8.4. INPAINTING D’'IMAGE

0e "\ Missing 80% 50% 20% 0%

0 | IBP-DL | 57 - 27.49 | 47 - 35.40 | 40- 38.87 | 150 - 44.94
BPFA 26.87 35.60 40.12 42.94

15 | IBP-DL | 62- 25.28 | 58 - 28.90 | 45 - 30.68 | 121 - 31.87
BPFA 25.17 29.31 29.93 32.14

25 | IBP-DL | 39- 23.74 | 52- 26.54 | 43 - 28.10 67 - 28.90
BPFA 23.49 26.79 27.58 29.30

TaBLE 8.4 - Résultats de la restauration sur un segment de Barbara en
niveau de gris. (En haut) la taille X' du dictionnaire IBP-DL
et le PSNR (dB) : K - PSNR. (En bas) le PSNR (dB) en uti-
lisant BPFA avec 256 atomes pour restaurer I'image.

L LIS
IR
A EALE AN
WL L
R T B
%EEIEEH

(al)Dico : 43 atomes

BF I
e 1
AT N=N T
ALY il D
e N B A
o i R I e N I
EnRm

(a2)Dico : 52 atomes

¥ AN
AL T
O 250 7% A T
HENNESE
A
HHER

(a3)Dico : 39 atomes

(b3) PSNR=6.37dB

(c3) PSNR=23.74dB

FIGURE 8.10 - La restauration du segment de Barbara. De gauche
droite, on a le dicitonnaire IBP-DL, I'image observée,
I'image restaurée. De haut en bas, on a les restaurations
de 0.=25 avec 20%, 50% et 80% de pixels manquants.
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La figure 8.10 illustre plusieurs exemples de I'inpainting sur un segment de Bar-
bara. Les atomes sont affichés par 'ordre décroissant de leur utilisation. Cette ex-
périence montre la pertinence de I'IBP-DL qui propose un dictionnaire adapté et
efficace pour I'inpainting, méme en présence de bruit supplémentaire.

Le tableau 8.4 regroupe plusieurs exemples de restauration sur le segment de 'image
Barbara. 1l présente la taille ' du dictionnaire et le PSNR obtenus en utilisant IBP-
DL pour la restauration, pour diverses proportions de pixels manquants (de 0% a
80%) et divers niveaux de bruit (0, 15, 25) pour une image en niveaux de gris vont
de 0 a 255 (8 bits). A titre de référence minimale, il est a noter qu’en utilisant uni-
quement 'atome constant pour la restauration, ce qui est équivalent a un filtre de
moyenne locale (ou une interpolation du plus proche voisin), on obtient un PSNR
de 22 dB : IBP-DL apporte au moins une amélioration significative par rapport a
cette méthode de base. Pour 80% de pixels manquants sans bruit, BPFA donne un
PSNR de 26.87 dB lorsque IBP-DL donne un PSNR de 27.49 dB avec 57 atomes.
Pour 50% de pixels manquants et 0.=25, PSNRpppy=26.79 dB et PSNRgp. pp =26.54
dB avec K'=52.

8.4.3 Inpainting avec masque non aléatoire

La derniére expérience d’inpainting est effectuée sur une image rayée et non avec
un masque aléatoire. Les rayures corespondent a 30.55% de pixels manquants. La
figure 8.11 illustre I'image House rayée avec un PSNR a 10.04 dB. Un dictionnaire de
46 atomes est inféré en utilisant IBP-DL. On obtient finalement une image restaurée
a PSNR=38.97 dB. Encore une fois, la pertinence du dictionnaire obtenu a partir de
la méthode IBP-DL est de nouveau validée.

==
HITEINESZN
= A O |1 XY 2 1l
0 O R VN
; NN =
(a)PSNR=10.04 dB (b)PSNR=38.97 dB (c)Dico=46 atomes

FIGURE 8.11 - Exemple de I'inpanting pour I'image House rayée

8.5 Acquisition compressée

Dans le cadre de l'acquisition compressée, on utilise 'image Castle en niveaux
de gris (de taille 481 x 321). Chaque patch x; est compressé avec la méme matrice
de projection gaussienne aléatoire H. Ensuite, nous utilisons un échantillonnage de
Gibbs usuel (voir 7.2.1.1) pour I'inférence selon le modéle de la section 7.1. L'image
Castle a 148836 imagettes (patches) de taille 8 x 8 qui se chevauchent (overlapping),
par conséquent en dimension L = 64. La matrice de projection H € R9*L, Q < L,
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FIGURE 8.12 - (a) Image Castle initiale; (b) image restorée a partir d’'une
compression de 50% () = L/2) avec une erreur de re-
construction relative obtenue par IBP-DL : SNR = 23.9
dB, PSNR = 32.9 dB; (c) le dictionnaire estimé contient
seulement 26 atomes.
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est aléatoire avec les coeflicients H(g, [) (0,1). La figure 8.12 affiche la res-
tauration de 'image Castle avec un taux de 50% qui est pour () = L /2. Le diction-
naire estimé est constitué de 26 atomes seulement. Ces atomes n’ont pas un bon as-
pect visuel. Cependant, 'erreur quadratique relative est de 0.004 correspondant a un
SNR = 23.9dBetun PSNR = 32.9 dB ce qui signifie une tres bonne performance
de restauration.

8.6 Discussion

Les résultats expérimentaux obtenus avec le modele IBP-DL sur diftérents pro-
blémes inverses sont comparables avec les autres méthodes. En particulier, les résul-
tats de reconstruction d’image sont visuellement satisfaisants. Les performances de
reconstruction d’image de I'IBP-DL illustrent la pertinence des dictionnaires appris.
De plus, on remarque que le bruit est généralement bien estimé. On retient que le
nombre d’atomes K appris est expérimentalement souvent plus petit ou légérement
supérieur a la dimension des données (64 ici), ce qui est plutdt surprenant. Toute-
fois, la taille des dictionnaires ne semble pas si critique vis-a-vis des performances de
restauration. Cette observation est a contre courant par rapport aux autres méthodes
paramétriques qui fixent généralement la taille du dictionnaire a un nombre grand
devant la dimension (typiquement 256).



CHAPITRE 9 -

Conclusion et Perspectives

Nous résumons dans ce chapitre I'ensemble des contributions et questions ouvertes
qui ont été abordées au cours de ce travail. Nous proposons aussi quelques directions
de travail et perspectives a court et a moyen termes.

9.1 Conclusion

L’intérét des méthodes bayésiennes non paramétriques est de plus en plus reconnu
pour les méthodes d’apprentissage statistiques (machine learning). Cependant cette
thématique n’a pas été beaucoup explorée dans la communauté francgaise. L’objectif
de nos travaux est précisément d’explorer le fort potentiel des méthodes bayésiennes
non paramétriques de maniére générale et pour I'apprentissage de dictionnaire en
particulier. Il s’agit d’explorer le potentiel d’'un nouveau cadre pour le traitement
statistique du signal et des images qui est encore tres peu utilisé. Cette thése est 'une
des premiéres theses a I'interface entre les modéles bayésiens non paramétriques et le
traitement de signal et des images. De fagon non exhaustive, voici les théses sur cette
thématique qui ont déja été soutenues sont [96-98] et la plus récente est la these de
A.Todeschini [99].

Les représentations parcimonieuses permettent de résoudre les problémes inverses
ou l'on est a la limite de I'identifiabilité. Elles consistent a utiliser un petit nombre
d’atomes dans un dictionnaire pour la reconstruction. Ce dictionnaire peut étre ap-
pris a partir d'un ensemble de données de référence, ce qu'on appelle 'apprentissage
de dictionnaire. Cette these s’est attachée a répondre a la question suivante “Com-
ment apprendre un dictionnaire sans fixer sa taille a 'avance ?”. Pour cela, une étude
des approches bayésiennes non paramétriques a été effectuée afin de proposer une
nouvelle méthode d’apprentissage de dictionnaire bayésienne non paramétrique nom-
mée IBP-DL, pour résoudre les problemes inverses notamment en traitement d’'image.

Ce manuscrit peut étre partitionné en deux parties : apres I'introduction du cha-
pitre 1, les chapitres 2 a 6 ont présenté les notions de parcimonie, d’apprentissage de
dictionnaire et les approches bayésiennes non paramétriques. Les chapitres 6, 7 et 8
ont présenté nos contributions originales : le modele IBP-DL, les algorithmes pour
I'échantillonnage et des illustrations expérimentales sur des problémes inverses en
traitement d’image.

Le chapitre 2 s’est intéressé aux représentations parcimonieuses et a présenté quelq-
ues méthodes d’optimisation et les bases des méthodes d’échantillonnage aléatoire
aussi appelées méthodes de Monte Carlo.

107



108 9.1. CONCLUSION

Le chapitre 3 a présenté un état de I'art des méthodes d’apprentissage de diction-

naire pour les représentations parcimonieuses et précisé I'intérét des approches bayé-
siennes, en particulier non paramétriques.

Le chapitre 4 s’est intéressé au processus de Dirichlet, et a son utilisation pour
les modeles de mélange en particulier. Le lien entre le processus de Dirichlet et les
autres distributions non paramétriques comme la représentation de Backwell-Mac
Queen ou le processus de restaurant chinois a été aussi présenté. Les propriétés et
avantages de ceux-ci on été développés en détail. Méme si nous n’avons pas utilisé
les modeles de mélange dans notre travail, le chapitre 4 a permis d’introduire les
approches bayésiennes non paramétriques qui construisent des lois a priori sur des
espaces de mesures aléatoires.

Le chapitre 5 a poursuivi avec une deuxieéme famille d’approches bayésiennes non
paramétriques appliquée aux modeles a variables latentes. Ces modeles sont plus
adaptés pour 'apprentissage de dictionnaire. On s’est intéressé particulierement au
processus de Buffet Indien qui est un des outils clés de cette thése. Plusieurs fagons
de construire le processus du Buffet Indien ont été présentées. Une lien entre le pro-
cessus Béta et buffet indien a aussi été présenté.

Le chapitre 6 s’appuie sur une synthese bibliographique portant sur I’échantillon-
nage correct du modele de buffet indien. Ce travail de synthése n’est détaillé de fagon
complete que dans nos publications [26, 27].

Dans le chapitre 7, nous avons proposé la méthode IBP-DL en utilisant une ap-
proche bayésienne non-paramétrique de type Buffet Indien présentée dans le cha-
pitre 5. L’essentiel de ce travail est publié¢ dans [25-27] et un article est en cours de
révision [28]. IBP-DL nous permet d’apprendre un dictionnaire de taille adaptative
a partir d’un dictionnaire vide. Par conséquent, un probleme de factorisation de ma-
trice est résolu d’'une maniére non paramétrique. En outre, nous avons formulé le
probleme de I'apprentissage de dictionnaire dans le contexte des problémes inverses
linéaires avec un bruit Gaussien. Le bruit et le niveau de parcimonie sont aussi infé-
rés. La méthode IBP-DL est pratiquement non paramétrique car aucun parametre de
réglage n’est nécessaire contrairement a la plupart des méthodes d’optimisation ou
paramétriques. La sensibilité aux conditions initiales de I'algorithme est assez faible.
Les hyperparametres ont tous des valeurs tres faibles et servent a construire des lois
les moins informatives possible sur les parametres. Diftérents algorithmes MCMC
ont été proposés en se basant sur un échantillonnage correct étudié dans le chapitre 6.
En particulier, nous avons présenté un échantillonneur de Gibbs marginalisé ainsi
qu’un échantillonneur de Gibbs accéléré pour résoudre le probleme de I'inpainting
d’image. Nous avons également déterminé un estimateur maximum a posteriori mar-
ginalisé (mMAP) pour le couple dictionnaire et jeu de coeflicients.

Dans le chapitre 8, les expériences numériques ont montré la pertinence de I'appr-
oche proposée dans le traitement d’image pour le débruitage, I'inpainting ainsi que
l'acquisition compressée. La taille des dictionnaires obtenus est tres variée. Elle est
souvent plus petite ou un peu plus grande que 64 (la dimension des données), ce qui
est plutdt surprenant. En effet, les tailles classiquement proposées dans la littérature
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sont souvent de 256 ou plus. Il apparait aussi que la taille du dictionnaire ne semble
pas étre un parametre tres sensible quant a la qualité de la restauration des images.
Toutefois, les performances de IBP-DL restent comparables aux autres méthodes de
*état de 'art qui fixent a I'avance une grande taille de dictionnaire. En plus, le niveau
de bruit o, est aussi estimé avec une bonne précision. Cela illustre le fort potentiel
des méthodes bayésiennes non paramétriques pour I'apprentissage de dictionnaire.

Dans une démarche de recherche reproductible, les codes Matlab et C sont mis a
disposition.

9.2 Problemes ouverts et perspectives

9.2.1 Vers des méthodes d'optimisation

Une des limites de notre algorithme est son cofit de calcul da a I'’échantillonnage
de Gibbs. Un autre type d’inférence est envisagé pour réduire le temps de calcul. On
pense d’abord a l'approximation bayésienne variationnelle. L’idée de 'approximation
bayésienne variationnelle (BV) est de chercher une loi q'(.) la plus proche de la
loi a posteriori ciblée p(. |y) qui est difficile a calculer. On peut choisir librement la
forme de laloi q°7'(.). Cette loi approchant q°?*(.) doit étre la plus proche possible de
p(. |y) au sens ot elle doit minimiser une mesure de dissemblance. Un choix naturel
de cette mesure est la divergence de Kullback-Leibler (X' L) qui est une mesure de
la différence entre 2 densités de probabilité. Une étude de 'inférence variationnelle
pour le processus de buffet indien a été présentée dans [95]. A courts termes nous
souhaitons explorer ces approximations variationnelles afin de réduire les temps de
calculs. Cependant notons au passage que comme ils s’agit d’'une approximation,
I'algorithme peut ne converger que vers un maximum local. Pour cela, une étude se
basant sur les travaux de Doshi et al.[95] est nécessaire afin de pouvoir proposer une
approximation pertinente pour le modele IBP-DL.

On pense aussi a explorer de nouveaux modéles conduisant a un jonglage entre les
méthodes bayésiennes et d’optimisation. Par exemple, une méthode d’optimisation
en utilisant des outils bayésiens a été proposé dans [100]. Nous avons commencé a
travailler sur une autre méthode qui se base sur Small Variance Asymptotics (SVA)
[101, 102]. L’idée consiste a regarder le comportement de I’échantillonneur de Gibbs
quand la variance du bruit tend vers 0. Accessoirement, afin de factoriser la vraisem-
blance, il est nécessaire de coupler certains parametres, par exemple dans notre cas
a et 0. Alafin, & partir 'un MAP (Maximum A Posteriori), on espére obtenir une
fonction du cotit similaire a celle obtenue avec les méthodes d’optimisation. Ce tra-
vail est en cours.

Dans un premier temps, on envisage de poser un nouveau modele liant les mé-
thodes bayésiennes et d’optimisation en utilisant SVA. Cela pourrait nous permettre
de trouver les réponses aux heuristiques utilisées dans les méthodes d’optimisation.
A moyen terme, on souhaite proposer un algorithme pour minimiser la fonction de
colit qui apparait dans ce nouveau modele, tout en conservant les intéréts des ap-
proches non paramétriques. Cette perspective nécessite un investissement a la fois
théorique et expérimental. Nous pensons que cette contribution est importante car
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a notre connaissance aucune étude de ce type n’a été menée en apprentissage de dic-
tionnaire.

9.2.2 Comportement en loi de puissance

Dans le chapitre 5, nous avons présenté une version IBP a trois parametres qui peut
prendre en compte un comportement en loi de puissance liant le nombre d’observa-
tions utilisant un atome et le nombre d’atomes utilisés par chaque observation. Un
autre modele plus général est proposé par Caron [103] s’appuyant sur les réseaux
bipartites ou les réseaux d’affiliation ou de collaboration. Dans ce type de réseaux, les
éléments sont divisés en deux types A et B, et seules les connexions entre les éléments
de types différents sont autorisées. Des exemples de ce genre peuvent étre des acteurs
de cinéma jouant dans le méme film, des acheteurs choisissant le méme produit, des
internautes postant un message sur le méme forum, des personnes qui lisent le méme
livre ou écoutent la méme musique, etc. Les méthodes BNP permettent de modéliser
les relations entre deux types d’entités. Un étude sur ces modeles a été commencée
avec FECaron pendant un séjour a Oxford au printemps 2015.

Dans [99, 103], un modeéle bayésien non paramétrique (BNP) a été proposé ou
chaque élément possede son propre parametre de sociabilité permettant de capturer
le comportement en loi de puissance observé dans les graphes bipartites réels et re-
produire des propriétés statistiques fines des données. Dans ce modele, les éléments
de type A sont des lecteurs et les éléments de type B sont des livres. Les méthodes
BNP nous permettent de ne pas fixer aI'avance I'ensemble des livres disponibles {6, },
il peut augmenter a mesure que de nouveaux lecteurs sont ajoutés, sa taille étant po-
tentiellement infinie. L’ensemble des livres lu par le lecteur i peut étre représenté par
le processus ponctuel suivant :

7z, = Z Zijdgj (91)
j=1

ou z;; = 1 quandlelecteurialulelivre j et 0 sinon. La collection de mesures binaires
(z1,...,2z,) définit 'ensemble des relations entre les lecteurs et les livres. Le modéle
BNP de [103] propose :

p(zij = w;,vi) ~ Ber(1 — exp(—yiw;)) (9.2)

ot lesw; > 0, (wj, ;) sont issus d’'une mesure complétement aléatoire (CRM) et ol
chaque lecteur posséde son propre parametre d’'intérét pour la lecture +; > 0. Dans
la métaphore du buffet Indien, chaque client 7 a son propre appétit y; et chaque plat j
a sa propre popularité w;. Ce modele plus flexible permet une distribution des degrés
des lecteurs non Poissonnienne, tout en conservant les propriétés de conjugaison et
un processus génératif similaire a 'IBP a trois parametres (stable).

Le temps d’exécution en Matlab des algorithmes proposés limite la complexifica-
tion de nos algorithmes. Nous n’avons pas encore pu utiliser ces modeles dans notre
méthode d’apprentissage de dictionnaire. A présent, I'ensemble des codes a été ré-
implémenté en C. A court terme, nous envisageons de retravailler sur ces modeles
afin de les implémenter dans I'apprentissage de dictionnaire, notamment en traite-
ment d’image. Nous espérons que l'utilisation de ces modeles permettra de prendre
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en compte le comportement en loi puissance de la fréquence d’utilisation des atomes.
On obtient en plus un lien entre la texture de chaque patch et le nombre de patches
utilisés. On peut imaginer un modéle ou les patches ayant une texture pauvre sont
représentés par peu d’atomes. Réciproquement, les patches ayant une texture riche
seront représentés par de nombreux atomes. Nous pensons que ces modeles ouvre de
nouvelles perspectives sur 'apprentissage de dictionnaire et méritent d’étre étudier.

9.2.3 Application dans I'image couleur

Une perspective au niveau applicatif a aussi été envisagée a court terme. Pour
instant, 'application de la méthode IBP-DL en traitement d’image concerne les
images en niveaux de gris. Nous voulons ensuite I'implémenter dans le cadre des
images couleur. Les images couleurs peuvent étre construites par la superposition de
3 couches, par exemple RGB ou encore YCbCr. Dans les approches paramétriques
et d’optimisation, les trois couches ne peuvent pas étre pas traitées indépendam-
ment. Comme les 256 atomes sont fixés, les patches au méme emplacement sur les 3
couches doivent s’associer aux mémes atomes. Une question sur I'avantage de BNP
pour I'image couleur est posée. Comme K n’est pas fixé, les 3 couches peut étre
traitées séparément. On peut apprendre un dictionnaire D, incluant un jeu de coef-
ficients W pour chaque couche et les combiner a la fin. Cette perspective devra étre
explorée au travers d’expériences numériques : celles-ci pourront étre développées a
partir du code C existant.

9.2.4 Le nombre d'atomes et les données

Nous observons dans le chapitre 8 que le dictionnaire inféré par IBP-DL n’est pas
toujours redondant dans le sens ou la taille de dictionnaire K est souvent plus pe-
tite ou seulement un peu plus grande que la dimension des données (64 ici). On a
observé aussi que quand le niveau de bruit est petit on obtient plus d’atomes que
quand le niveau de bruit est élevé. Certaines images ont des nombres d’atomes si-
milaires. Certaines images ont plus atomes que les autres. Une fois que les modeles
d’apprentissage de dictionnaire utilisant 'IBP a trois parametres et les réseaux bi-
partites seront mis en place, les résultats obtenus nous donneront un premier avis
sur cette observation. On souhaite ensuite étudier le lien entre le nombre d’atomes
et I'information apportée par 'image. Pour 'instant, I'entropie de I'image au sens
de Shannon est calculée pixels a pixels. Nous souhaitons introduire un autre type
d’entropie utilisant les patches. Cela sera une perspective a moyen terme, voire long
terme.
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Annexes

A.1 Modéele linéaire gaussien avec les variables latentes binaires

A1 Echantillonnage de Gibbs

On calcule la distribution a posteriori sur z;; pour I'atome k£ active, cf. partie 6.2.1.
p(2ki Y, D, Z i, 0c) o< N(y,|Dz;, 02) P24l Z1s)

!
cexp | <550y, = D2y, ~ D) Pz

-1
20_2 (Zk:szdk 2Z]mdk Z d; Zﬂ ZkZ’Z ]m)

L j;ﬁk

X exp

A.1.2 Echantillonnage de Gibbs marginalisé

On cherche a calculer la vraisemblance marginalisée par rapport au dictionnaire D,
cf. partie 6.3.1.

p(Y|Z,0p,0.) = /p(Y | D,Z,0¢)p(D | op)dD (A.1)
Nous avons :
1 1 .
p(Y|D,Z o) Wexp(—@tf[(Y—Dz) (Y —DZ)))
1 1
p(D[op) = (2o )KLz P {—Etr[D D]}

Le produit de ces deux équations est I'exponentielle de la trace de :

1
o.*(Y - DZ)(Y - DZ)" + —- DD’

9D
1
=0.YY" — 0.°YZ'D" — 02°DZY" + 0;°DZZ'D" + — DD
D
1
—02°YY" — 0.2YZ™D" — 6.°DZY" + D(0.°ZZ" + —1)D"
9D
=0 YY" — 0.2YZ'D" — 0.°DZY" + D(02M) " 'D" (A2)
AvecM = (ZZ" + _6]1) (A.3)

9D
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Afin de faciliter I'intégrale sur D, on montre D sachant Y et Z suit une loi Normale.
On cherche a réécrire 'équation (A.2) sous la forme :
(D — HD\Y,Z)Eny,z(D — ppyz) +C
-1 T ~1 T -1 T —1 T
:D2D|Y,ZD - D2D|Y,Z“D\Y,Z - “DIY,ZEDW,ZD + 'u’D|YaZED\Y,ZI'l’D|Y,Z +C
(A.4)
L’idée est d’indentifier terme a terme (A.2) et (A.4) :
DX, D" = D(oZM)"'D" = Xpyz =0M
uD|y,Z251Y’ZDT = lllD‘yjz(O'gM)ilDT = O'QQYZTDT = Pl'D|Y,Z = YZTM
MD|Y7ZEB|Y,Z“1£)\Y,Z +C o 2YY!
& YZ'M(02M)'MZY" + C = o 2YY! = C=0_%(Y(I - Z"MZ)Y")
On obtient donc: (A.2) = (D—YZ™M)"(¢2M) "1 (D—-YZ'M) +0-3(Y(I-Z"MZ)Y")
L’intégrale extrait la dépendance en D est :

p(Y | Z,op, 0.) = /p(Y D, Z 0.)p(D | 0p)dD

1 1 T T
(2m)(NFR)L/2g NL KL exp{—r‘gtr[Y(]I —Z MZ)Y'|} (A.5)

/ exp{—%tr[(D —YZ'M)*(02M)" (D — YZ™M)]}dD

1 1
= ——tr[Y(I - Z'MZ)Y"]} (27) 5L/ | o 2M |2/
(QW)(N+K)L/20-éVngL exp{ 202 r[Y( )Y ]}(2m) M|
jo2M["2 1
- NL/2 - NL-KL exp{— Qtr[Y(]I —Z'MZ)Y"]} (A.6)
(2m)NL2gNLg 20
€ D €

A.1.3 Echantillonnage de Gibbs marginalisé accéléré

On applique le lemme d’inversion matricielle sur la statistique suffisante de la loi a
posteriori de D afin d’enlever et ajouter facilement I'influence de ¢, ¢f. 6.4.2. Pour
rappel, le lemme d’inservion matricielle est I'équation suivante :

(A-BD'C)'=A14+A'B(D-CA'B)'CA™! (A7)
La statistique suffisante ou information form a la forme suivante :

~1
golv,z = X
\ D|Y,Z (A.8)
hD|Y,Z = Hp|Y,z gD|Y,Z
On enléve I'influence de z;ety, de la fagon suivante :
_ 2, T
9p|Y_;,z_; = Yp|Y,Zz — Oc "ZiZ;

3 A9
hpy_,z_; = hojyz — 02 2Yiz;'r (A4-9)

. , , 1 ;. . .
En pratique, on veut récupérer 2D|Y,i,Z,i = gD‘Y_%Z_i. Pour éviter des inversions
matricelles qui cotlitent chéres, on utilise le lemme d’inversion matricielle :

T —1 2
_9 Ty—1 -1 Z; gD|Y,ZZ7: — O¢
2D|Y77;,Zfi = (gD|Y,Z — 0. " ZiZ; ) = gD|YZ I T —1
’ Z;Z; g
9p|y,z%i% Ip|y,z

T 2

Zi 2D|Y,Zzi — O'€ (A 10)
T .

ED\Y,ZZiZi 2D|Y,Z

= Xpiyz —

oy .z = oy .z 9pry_,z, = (hojz — 02%y,2) ) Eopy 2, (A.11)
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La remise de 7 est comme suit :

9go|y,z = 9o|y_;z_; T+ Us_zziz;{r (A.12)

_ -2
hoyyz = hoyy_,z_; +0.7YZ,

La covariance Xpy 7 peut étre récupéré facilement sans inverser la matrice gBﬁY -

T, —1 , 2
» _ ( + 072z T) 1 -1 Zi gD‘Y—in—iZz +oc
DY,z = \9YD|Y_;,2_; T O ZiZ; = 9pjy_;z_;

1 T
gD|Y7i7Zﬂ'ZZZi IDIY_i,Z;

T 2
z; ¥pyy_,z_,2i + 0

= Soy .z — (A.13)

ED|Y,¢,Z,¢ZiZ}ED|Y,¢,Z,¢
Mp|Y,z = hD|Y7ZgB|1Y7Z = (hD\Y,i,Z,Z- + 0'5_2Yiz;r>ED\Y,Z (A.14)

A.2 Modele IBP-DL

A.2.1 Echantillonnage de Gibbs

On calcule la postérieure de zj; pour 'atome actif &, voir I'équation (7.15).

p(2ii|Y, H, D, Z_4;,S,0.) o< N(y,[H;D(z; ©® 8;),02) P(24i|Z 1)

1
scexp | <5150y, HD(z, 05"y, ~ HD(z, ©5) | P(enfZ 10
-1
X exp 5 2( 2zklskld HT iV T z;ﬂskld H H,; 21.i50:d; + 2zmskld H'H; Zd Z;iSj;)
T
-1
o eXp | o 2((zkls;“) 2dH H,d;, — 2zp81,d, H) (v, — H; Zd 2i85i) | P(2kilZ—ks)

L ];ﬁk

A.2.2 Echantillonnage de Gibbs marginalisé pour l'inpainting

On calcul la vraisemblance marfginalisée p(Y | {H;},Z, S, 0, 0p) en intégrant le
dictionnaire D dans 'équation (7.27). L’intégration doit étre réalisée par rapport
aux lignes de D en raison de la présence de la masque binaire H;. On rappelle que
F = {Fs}i=1.. 1 estl'ensemble de matrices diagonales binaires de taille V. Si chaque
H; est associé a chaque Y(:, %), F, est associé a chaque Y(/, :),la dimension ¢ des don-
nées. F,(,7) indique si le pixel 4 'emplacement ¢ du patch 7 est observé ou pas, ainsi

F£<27Z):Hz<€7€):H
p(Y | {Hi}’zvs’U€7UD) = p(Y | I, Z,S,O‘E,O'D)

- / p(Y | F,D,Z,$,0.)p(D | op)dD (A15)

Soity,. = Y(/,:), d¢. = D(¢,:), on obtient :

1

P
1 1
p(Y| F,D,W,0.) :W exp [ 252 IZ(Y . —dy .WFg)(ye’: — d&;WF@)T]
€ € 1=
P
2
p(D | op) = 2ro2 KR exp [ Z

e

P(z1i|Z—k;)
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La produit dans I'intégrale de I'équation (A.15) devient

1

Y| F,DW, D = A.16
p(Y| 7e)p(D | op) (277)(||Y||o+KL)/20!Y\IoagL ( )
1 & 1
exp [—5 > (062(5’4,; —d;, WE/)(y,, — d, . WF,)" + U—gde,:d},)]
=1 D
_ 1
O¢ 2<Y€7: - dg,;WFg) (YE,: - d€7ZWF€)T + O__2d€::d},:
D
_ _ 2 1
=0 2Y€ :Y},: + O¢ Qd&:WFgFEWTdZ: - _QYK F}WTdZ + _Qdf#d},:
’ O¢ ’ UD
1 2
:U€_2Y€,:Y},: + dz#(ae_QWFEFEWT + _ZHK)dZ - _QYZ,:FEWTdZ:
UD O¢
2
:O-€_2Y€,:YZ: + dzﬁ(gsz)_le: - EY&:FEWTdZ:
154
=(dg: — y, FsW M) (02My) " (ds: — y, F;WMY)T + 0%,
ou
0.2
M, = (WEF,W" + —=1,)7", (A.17)
)
Yo =y,.(I-F,WMWEF)y, . (A.18)

On peut montrer que dy. = D(?, :) peut étre distribué selon une distribution gaus-
sienne :

P(dk,: | Yg,;v Ff» Z7 Sa O¢, UD) X N(”’D(f,:)a z:D(é,:))
ED(E,:) = O'?Mg (A.19)
powy = Y. FIW' M

et
L

p(D|Y,F,Z,S,0.,0p) x Hp(d&: | Y&:,Fg,Z,S,O's,O'D) (A.20)
=1

L’intégrale dans I'’équation (A.15) donne 'équation (7.27)

P
1 1
Y| F.25,0 — 520X
p(Y| 7,28, 050p) (27r)(||YH0+KL)/2UL_IYHOJI5L cxp [ 2 ;U"' ¢
1 P
X /exp [—5 Z ((d&; — [.LD(@;))EI;E&:)(dZ — MD(,: )) dD)
=1

P
[T(2m)5/2|Sp,) |1/

P
= 1
(=1
- 551 A21

(27)I¥llo+KL)/2 ||YH00[5L geXp { 202 e:| ( )

! 1
= M,/ 2ex [——T}
(27)I¥lo/2 ¥ I0 =KL ;KL Z||1\ ([ Pexp | —5 5Ty
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A.2.3 Version échantillonnage accélérée pour l'inpainting

Cette partie détaille les calculs utilisés dans la partie 7.2.1.3.

A.2.3.1 Vraisemblance marginalisée

On détaille maintenant I'intégrale utiliée dans I"équation (7.37).
p(Y|H,W,0.,0p) = /p(Y | H,D,W,o.)p(D | op)dD (A.22)

Les données sont réparties en deux sous-ensemblesselonY = [y,, Y_;|, W = [w;, W_,]

et H = {Hi, Hfl}

p([Yz ’ Hi7wi70€70—D)p(Y—i | H—i7w—i70670D) (A23)
X P([Yz | Hi7wi70-€aH—i7Y—i7W—i7O-D) (A24)
x /p(Yi,Yi | H;, H_;,D,w;, W_;,0.)p(D | 0p)dD (A.25)

o< /P(Yi | H;,D,w;,0¢)p(Y_i | H_i,D,W_;,0.)p(D | op)dD

Lavraisemblancep(Y_; | H_;, W_;, D, 0.) etlaloia priorip(D | op) sont toutes des
gaussiennes. On applique la régle de bayes. Laloi a posteriorip(D | Y_;, H_;, W_;, 0c, 0p)
est aussi une gaussienne d’espérance pup(y,),—; et de covariance Xpy,.)_;

P([YZ | Hi) Wi, O¢, HD(E,:),fia z]D(ﬂ,:),fi)
(8 /p(yZ ‘ Hi? D7 Wi, Ué)p(D | Y*ZW 7—[7% W*ia O¢, UD)dD

X /P(YZ | Hiv D7 Z;,8;, O-E) HN(D(£7 )7 HD(¢,:),—is Z:D(Z,:),fi)dD (A26)
=1

p(y;, | Hi,D,w;,0.) et p(D | Y_;, H_;, W_;,0.,0p) sont des gaussiennes alors
'integrale dans I’équation (A.26) donne :

L

p([y; | Hiy Wi, 0c, ()i Epe—i) ¢ [ [N 33(0); tyies o) (A.27)
(=1

ou  Hwit= H; opp(e,),—iWi , (A.28)

_ T
Oyie = H; ¢W; Xp(g,:),—iW; + 02

A.2.3.2 Lemme d'inversion matricielle
On a besoin de calculer I'inversion de gp(.) et enlever or remettre I'influence de
chaque donnée 7, voir (7.36).

1. Pour enlever I'influence de donnée 4, on a besoin de Xp ) —; = gg(lg i

— _ —1
gn(lz,:),—z‘ = (9o — 02 Higwiw;)

-1 T, —1
gn(z,;)HMWiWi 9p(e,)
Ug - W’irg];(lg’:)Hi,@Wi

H.
N -1 _ ’l,g -1 ) T —1
Bl Hi oW gp. Wi — 02 (e Wi%i (e (A.29)

-1
= 9p(e,) +
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2. Remetre I'influence de donnée ¢ pour récupérer Xpy,.)
ED(Z,:),—Z' :

= g[_)(lg’:) a partir de

1 T 1
_ gn(z,:),_iHi,é’WiWi Ip(e,),—i

= Ip(e,),—i ag i w;fgg(lé ) _iHi,sz'
H;
—1 i0 1 T 1
sl Hi oW g, Wi + 02 In(e,),~WiWi Ip(e,, i (A-30)

A.2.4 Echantillonnage du dictionnaire

On détaille le calcul de 'équation (7.48). Laloi a posteriori de dj, est calculée suivante :

N
P(deYa 7-[7 Za S7 D—k7 O¢, UD) (S8 HN(Yp H’LD(SZ © Zi)? UzHHHzHO)N(dka 07 O-QD]IL)

=1

N
1 1
x H exp {—é(yi — H,Dw;) o2 (y, — Htii)} exp [—E(dgagzhdk)}
i=1
L (X
o [_5 (Zm — HiDw;) 0 *(y; — HiDw;) + dEaDQHLdk)

i=1

(A.31)

Le produit des lois normales nous donne une loi normale.
On montrera que p(di|—) = N (pq,, X4,)-
Maintenant, on travaille avec lexponentielle dans I'équation (A.31) :

N
Z(Yi — H,Dw;) o *I(y, — H,Dw;) + dj o521 ,.dy,
=1
N
=dyop’Irdy + 07 (Z ¥iy; — 2w, D'H]y, + w;rDTH;FH,-Dwi>
=1

N K
=02 ) vy — 2 | wedp + > wid) | Hiy+
i=1 j=1

ik

K K
wmdz + Z wjid]T H;FHZ wkidk + Z djwj,- + dEUBQI[Ldk (A.32)

Jj=1
£k

Il faut identifier 'équation (A.32) ala forme:

Jj=1
£k

d};E;kldk — 2d;£2;k1 pa, + Cst de normalisation |
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En simplifiant les termes qui ne contiennent pas d;, dans eq. (A.32), on obtient :

N K
o
N N K
=d; <a,52]1L +o2) w,%iH;FHZ) dp — 202 diwy | Hly, - H/H; ) djwy,
i=1 i=1 ity
N Ix N K
:d}; (0’52]IL + O'E_2 Z wilH;rHl) dk — 2(‘1}; E(;kl Edko-s_2 Z wkz(H;FYZ — H;er Z djwj,-)
. vi:l B i=1 ];;}
E;kl N p::k
(A.33)

P(dk|Y7 H7 Za 87 D—k:7 O¢, UD) X N(udka Edk)

N
a, = (0571, + 022 Y wiHIH;) ™

N K
pa, = 02 Sa, Y wii(H 'y, — H{ H; Y djwy;)
i=1 J#k

A.2.5 Echantillonnage des coefficients

Laloi a posteriori de sj; dans Iéquation (7.51) peut étre calculée de la fagon suivante :
p(ski|Y,H;, D, Z, Sy _;,0c,05) x N(y,; H;D(s; © z;), U§H||Hi||0)./\/(si; 0,05%IK))

K
1
o exp [—5 (0; *(y; — HiDwy)" (y, — H;iDw;)] + 05 ) 8%)

j=1

(A.35)

Idem que dy, on cherche & montrer p(sy; | —) o< N (us,,, Xs,,). On simplifie les
termes qui ne contient pas sy; afin d’identifier la partie dans lexponentielle de Iéqua-
tion (A.35) alaforme: s, ' sy — 2s); 5 i, +Cst de normalisation, on obtient :

o2 (w?,dl BT Hydy, — 2wydl (HYy, — HTH, Zd]wjz + o528,
1
g
K
=02 st di HT Hidy + 0553, — 20 2281.d;, (H y, — HI H; Zd wj;)
T
1

—— K
=57, (O’ szdTHTH i+ 0g%) =25k Z;& Zskiafzkidf(HiTyi — HIH; Z d;w;;)

1
1 J
ESk’L i7#k

(. J/

Hsp
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P(Ski|Y7 H’i? D7 Z7 Sk,*ia O¢, US) 8 N(luski’ ESM)

S = (02 Ay H Hidy + 05%) ™!
K
Zi = 1= _
‘ o = 0 e, di (Hy, — HH; Y dywy) (A.36)
, 7k
Zki:():>{ Yo = O
s = 0
ou X, ., [ts,; €t Si; sont des scalaires.
A.2.6 Echantillonnage des autres paramétres
La loi a posteriori de o2 (voir eq.(7.54)) est :
N
p(o2|=) o< [ [V (v HiD(s; © 2:), 03 Im )G (02 %; co, o)
i=1
( 2)% % Il 1 Sy, — HDwi[2 5 (022" exp—=dyo?
= 5.3 ; — i Dw;
X \O¢ exXp 20_}2/ p Y 2 F(Co)

N
e 1oy CoT g > [Hillo—1 _ N
g’ (022) "= exp[—02?(do + g7 Zl ly; — HiDw;|13)]
x =
['(co)
1 N 1 N
— 02—~ G <CO +5 > I Hillo, do + 5 >y - Htii]||§> (A.37)

=1 i=1

La loi a posteriori de 052 (voir eq.(7.55)) est :

N

N
KN 1
= 05°|—~§ (eo+—,fo+—zsiTs7;) (A.38)
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N
Soit Hy = ), laloi a posteriori de « (voir eq.(7.56)) est :
j=1
p(a|—) o< P(K | aHy)G(a; a, bo)
(OéHN)K
K!
a()HK
bOK'N&aO+K_1 eXp(—O./(HN + bO))

= al-~ G (ag+ K,by + Hy) (A.39)

exp(—aHy) b3t exp(—boa)

A.3 Marginalisation par rapport des coefficients

On cherche a calculer la vraisemblance marginalisée par rapport aux coeflicients S.

p(Y|Z,D,0g5,0:) = /p(Y | D,Z,S,0.)p(S | 05)dS (A.40)
Nous avons :

p(Y|D.ZS,0.) — ! L w[(Y - D(z©8) (Y- Dz o9))

(2mo2)NL/2 exp(— 20

1 1
p(Slos) = ——svin &P {——tf[STs}}
(2mo2)KN/2 20%

Soit D; les atomes & du dictionnaire que le donnée i sélectionne.
Soit s; les coefficients des atomes k que le donnée ¢ utilise effectivement (zx; = 1).
Soit m; le nombre d’atomes que le donnée ¢ utilise. On a :

1
P(Y | ZaD>0570 ) =
€ 27T(NL+KN)/20-£7LU§<N
N 1 1
/exp (Z _20-2 ((YZ - D(ZZ © sl>>T(Y1 - D<Zz © Sl))) - Fs?si) ds
i= € s
N
1 1
T 9 (NL¥KN) PgNLGEN €xXp (Zl 3 o2 Yi Yi>
/ex _li—i TDis — DLy, + 87 (DD + 1, ) & | dS
p 9 p Ung el 0_2 7 zYz 7 O_g [} O_% m; 7

(A.41)

Afin de faciliter I'intégrale sur S, on essaie de montrer la loi a posteriori de s, est

une gaussienne N (f1;, X;). L’idée est d’indentifier les termes dans lexponentielle de
léquation (A.41) avec

SIS — 8T s — TS s+ TS+
Soit M, = (lA)ZTIA)z + %Hm) _1. On obtient :
3 = o’M; (A.42)
{1 = M;Dy, (A.43)

1 e T
i = ——QY;FDiM;FD;rYi (A44)
O-E
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L’équation (A.41) devient :

N
1 1 1
2x(NLAEN) 25 NL KN 28 <Z _202 Yi Y@') exp <2ag

al T AT
E y; DiM; D, Yi>
i—1 i=1

N
1 . R A1, R R
/exp <_§ Z(SZ - Hz‘)TEi (8 — lv"z)) ds; (A.45)

i=1

On obtient finalement :

P(Y ‘ Zv D7 gs, O'e)

N N
1 1 1 T o TAT
:27T(NL+KN)/20-é\7LU§(N exp (Z 202 Yi Yz> exp (202 ZYZ‘ D;M; D; Yi>

=1

N
[[2x | o2m; |'/° (A.46)
=1

A.4 Estimateur du maximum a posteriori marginalisé

Soit @ = (0¢, 05, ). On cherche::

p(D,Z,S|Y,H) = /p(D, Z,S|Y,H, 0)p(0)de. (A.47)
Ona:
p(D,Z,S|Y,0)=p(Y|H,D,Z,S,0)p(D)p(Z)p(S) (A.48)
1.1
p(0) = p(a)p(o_—g)p(%) (A.49)
On aaussi:

N
1 1 ,
p(Y|D,Z,S, 0.) = (2noz)Nofz XP (‘203 ;1 ly; — HiDWiHF) (A.50)

s 1 1
p(D | op) = H (27TU—12:))L/2 exp (—FHdng) (A.51)
k=1
ok (N — my)!(my, — 1)!
p(Z | Oé) = %eXP (—CJ./HN) g kN' b (A.52)
h=1 "
N K ] 1
p(S|os) = Hk_l W €xp (_Eskz) (A.53)
p(a) =G(1,1) (A.54)
p(1/02) = G(co, do) (A.55)
p(1/o5) = G(eo, fo) (A.56)

N
ou G(x;a,c) = 2 b exp(—bx) /T (a) Z Z IH:]lo
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Marginalisation par rapport a a:  Pour effectuer le calcul de 'équation (A.47), on
integre tout d’abord . Dans ce calcul, on s’intéresse juste les termes contenant o qui
se trouvent dans les distributions (A.52) et (A.54). Onaa ~ G(1,1) = exp(—a).

/OO o exp(—aHy) exp(—a)da = /00 o exp(—a(Hy +1))da  (A.57)
0 0

Ona:D(z) = [[7t" ' exp(—t)dt

f[(HN + 1)0&]K6Xp(—0é(HN + 1))(HN + 1)(104

/OOO o exp(—a(Hy +1))da =

(HN + 1)K+1
(K +1) K\
— G = Ty + D7 K e N (A.58)
Alors,
[ p@p(a)da
B Kl 1 B (N = my)l(my — 1)! (A.59)
o (HN =+ 1)K+1 2N 1 H NI
H Kh' k=1
h=1

Remarque: Vh : Kj = 1avec une forte probabilité surtout quand N est trés grand.

Marginalisation par rapport a 0. :  On cherche ensuite a marginaliser par rapport
a la variance du bruit 2. Les termes qui contiennet cette variable se trouve dans la

N
vraisemblance (A.50) et la loi a priori(A.55). Soit No = > ||H;/lo-
i=1

o 1
| e #D.2 s 00p(1/2)d
0

€

N
1 > lly; — HiDw|[3 L\ No/2eo-1 4
x / exp | —— dy + = (?) d—  (A.60)
154

2 2
€ 2 O¢
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En pratique, on choisit de faibles valeurs pour les hyperparametres de précisions
(co=do=€¢=f=107) afin d’obtenir des hyperpriors non-informatives. Alors,

o0 1
/ p(Y|#H,D,Z,8, as)p(l/ag)d;
0 5

N
1 > lly; — HiDw;||% L\ Mo/t
=1
x [ exp |—— - d—
[er| - (=)

2 2
2 oZ oZ
N No/2-1 N
Z lly; —H:Dw; |, > |ly;—HiDw;||% Noj2-1 Z lly; —H:Dw; ||,
feX _l i=1 i=1 l i=1
p o2 2 2 o2 2
x

N No/2
> lly;—HiDw; |3

=1

2

i=1

N —No/2
X (Z ly; — HiDWiHF) (A.61)
=1

Marginalisation par rapport a os: Idem pour marginaliser par rapporta og :

| e osp/otia,

2
S

1 1 HSHF 1 NK/2+60 1 1

- N — d—

Samer () (@)
1 1 NK)

r
2

1 1 NK
x r (A.62)
(MM (1)1 ) )
On combine les trois équations (A.59),(A.61),(A.62) et (A.51) on obtient :
K! 1 25 (N —mp)l(my — 1)
P(D,Z,S‘Y)OC(H +1)K+12N 1 H N[
H K, k=1
1 |D||2 1 1 1 F(NK)
e — X —
(2mop)EK €xp o2, N ) No/2 (m)NK/2 (HS”F)NK 9
(1.~ w2
(A.63)

ou Ny = Z IIH;|lo, Hv = Z /5.
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Approches bayésiennes non paramétriques et apprentissage de dictionnaire pour les
problemes inverses en traitement d’image

L’apprentissage de dictionnaire pour la représentation parcimonieuse est bien connu dans
le cadre de la résolution de problémes inverses. Les méthodes d’optimisation et les ap-
proches paramétriques ont été particulierement explorées. Ces méthodes rencontrent cer-
taines limitations, notamment liées au choix de parametres. En général, la taille de diction-
naire doit étre fixée a 'avance et une connaissance des niveaux de bruit et éventuellement
de parcimonie sont aussi nécessaires. Les contributions méthodologiques de cette thése
concernent 'apprentissage conjoint du dictionnaire et de ses parametres, notamment pour
les problemes inverses en traitement d’image. Nous étudions et proposons la méthode IBP-
DL (Indien Buftet Process for Dictionary Learning) en utilisant une approche bayésienne
non paramétrique. Une introduction sur les approches bayésiennes non paramétriques est
présentée. Le processus de Dirichlet et son dérivé, le processus du restaurant chinois, ainsi
que le processus Béta et son dérivé, le processus du buffet indien, sont décrits. Le modele
proposé pour I'apprentissage de dictionnaire s’appuie sur un a priori de type Buffet Indien
qui permet d’apprendre un dictionnaire de taille adaptative. Nous détaillons la méthode de
Monte-Carlo proposée pour 'inférence. Le niveau de bruit et celui de la parcimonie sont
aussi échantillonnés, de sorte qu’aucun réglage de paramétres n’est nécessaire en pratique.
Des expériences numériques illustrent les performances de 'approche pour les problemes
du débruitage, de I'inpainting et de 'acquisition compressée. Les résultats sont comparés
avec I'état de I'art. Le code source en Matlab et en C est mis a disposition.

Mots-clés : représentations parcimonieuses, apprentissage de dictionnaire, prolémes in-
verses, bayésien non paramétrique, processus du Buffet Indien, Monte-Carlo par chaines
de Markov

——— 0D

Bayesian nonparametric approaches and dictionary learning for inverse problems in
image processing

Dictionary learning for sparse representation has been widely advocated for solving inverse
problems. Optimization methods and parametric approaches towards dictionary learning
have been particularly explored. These methods meet some limitations, particularly related
to the choice of parameters. In general, the dictionary size is fixed in advance, and sparsity
or noise level may also be needed. In this thesis, we show how to perform jointly dictionary
and parameter learning, with an emphasis on image processing. We propose and study the
Indian Buffet Process for Dictionary Learning (IBP-DL) method, using a bayesian nonpa-
rametric approach. A primer on bayesian nonparametrics is first presented. Dirichlet and
Beta processes and their respective derivatives, the Chinese restaurant and Indian Buffet
processes are described. The proposed model for dictionary learning relies on an Indian
Buffet prior, which permits to learn an adaptive size dictionary. The Monte-Carlo method
for inference is detailed. Noise and sparsity levels are also inferred, so that in practice no
parameter tuning is required. Numerical experiments illustrate the performances of the ap-
proach in different settings : image denoising, inpainting and compressed sensing. Results
are compared with state-of-the art methods is made. Matlab and C sources are available
for sake of reproducibility.

Keywords : sparse representations, dictionary learning, inverse problems, Bayesian non-
parametric, Indian Buffet Process, Markov chain Monte Carlo
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