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��������� �	�

���	������ 	���� �� �	���� ��� #��� ��� ���� 3 ���������� ����	���
��	��

���� ����	�� #� � ���	��# 	��� �� �	�	�� ����	��� ����
�� ��	� ����
� �����	� �

��� 	�� �����	�� 4�� �� ����	��� ����
� ��	� � ����	 �����	� J �� ������#�� #�

	�� �� � ��������� �� �	����

∂B
∂t

+∇× E = 0, 51�6

∇ · D = �, 51#6

∂D
∂t

+∇×H = −J , 51�6

∇ · B = 0, 51�6

����� 	�� "��	�� � ��	���� E ,D,H,B,J ��� 	�� ������ � ��� � ��	���� ��

����	��� x ∈ R3 ��� 	�� t�

7� �	��� 51�6 �� $�������� ��� ��� 
�"�� 	�� ����	 �� � ����
��
 �
��	��



�

���� B �� ��� ���	�
�	 ���� E � ������� ���� �� ������� ��� ��� ���	
���� ���

���	� �� ��� 	��
�� ������� � �� ��� ���	�
�	 ������	����� D� ������� ��	� ��

��� 
��� ��� ��� �� ��!�� ��� ���	� �� � 	������� ���	�
�	 ������	����� D ���

� "�� �� ���	�
�	 	��
��� J �� ��� �������	 ���� H� #������$ ���� �� �������

��� ��� �� ����� ���� ��� �������	 ����	���� B �� �����������

%� 	��
�� �� 	����
!��$ ��� ��!�
���	� 	����
���� ���� ��� ���� ������� �
��

���� ��� ��	� �� ��&��� ��� ��!�
���	� �� ����� ��� ���������$ �� ��!�

∇ · ∂B
∂t

= 0 ��� ∇ · ∂D
∂t

= −∇ · J . �'�

(�� �� 	�� �� �
�!�� ���� �
�� 	��
�� 	����
!����� � ��� J �
� ���&�� �� ���

��������� 
�������

∇ · J +
∂�

∂t
= 0, �)�

���	�$ �� ��!�
∂

∂t
∇ · B =

∂

∂t
(∇ · D − �) = 0. �*�

+��� �� ��� ��!�
���	� 	����
����� ���� ��� ���� ���� �� ��� ����$ ���� ����

��
 ��� ����� ,���!�
$ ����� ��!�
���	� 	����
����� 	�� ��� �� ����
�� �����

���	
���-��� ���� � ���� ����
�	�� �	���� ���� ������ ��� ���	
��� ���������

�� ������� �����

+�� ��������� ���.�*� �
� 	�������� �� ��� 	���������!� ���� ���� ���&� B
�� H ��� D �� E 
����	��!���� +���� ���� ������ �� ��� 	��
�	��
����	� ��

��� �����
 �� ��� ������ �� ���	�
��������	 ����� /� ������ ���� ����
���

�		������ ��� ������ �� �������������$ ����
���	 ��� �����
$ ���� ��� �����

�
� 
������ ��

D = εE ��� B = μH, �0�

���
� μ$ 
�����!� �������	 ��
�����!��� ��� ε$ 
�����!� ���	�
�	 ��
��������� �
�

�	���
$ �����!� ��� ������� ���	����� �� x ∈ R� %� 	����	���� ����
����$ ��

��!� ������
 	���������!� ���$ ��� ���	�
��������	 ���� ��!�� 
��� �� 	�

�����

%� �� ������ ��� ���� ��
����� �����$ �� 	�� ������� ���� 1��� ��� �����

J = σE + Js. �2�

,�
� σ ��� 	����	��!��� �� ��� ������ �� �	���
 ���	���� �� ��������� %� ��

������!� �� � 	����	��
 ��� !������� �� �� ��������
� Js ��!�� ��� �������

	�

��� ��������

(� ����������� �0� ��� �2� �� �� ����.����$ �� ������

ε
∂E
∂t

= ∇×H− σE − Js, �3�

∇ · (εE) = �, �4�



� ������� 	
 ����������

μ
∂H
∂t

= ∇× E , ���

∇ · (μH) = 0 ����

���	� �
 ��� ���������� ������� ���� ��������� 
�
���� �� ������ ���

���� ���������� � ��� ��� ��� �������� � ��� �� ��������� ��� �������	 !���

H ��� �� ��� ��� 
�	��� ����� ��� � ������� 
�
��� �� ��� ���	���	 !���

E {
ε∂

2E
∂t2

+ σ∂E
∂t

+∇× (μ−1∇× E) = −∂Js
∂t

,

∇ · (εE) = �.
����

" 
������ �#������ 	�� $� ������� �� H � σ = 0 �� � ε, σ > 0 ��� 	��
����
�

%�� �� ���� ������ ��� �������&
 
�
��� �� ���� �������	 !���
� �� ������

��� '������ ����
��� �� ���� �� 	��
������� ��� ���	����������	 �����������

�� � 
����� ��#���	� ω > 0 ���� � ��� 
���	� 	������
 Js ��� 	����� ���
���

� ���� 
���
������� �� ���� ��� �������&
 ���� ��������� 
�
��� ���(����

	�� $� ����	�� �� 
��������� �#������ �� ��#���	� ������� )� 
�$
����� ��

���(��� ��� ����(�������	 !���


E(x, t) = Re(exp(iωt)E(x)), H(x, t) = Re(exp(iωt)H(x)),

Js(x, t) = Re(exp(iωt)Js(x)),
��*�

�� ���

εiωE = ∇×H − σE − Js, ��+�

μiωH = ∇×E. ��,�

-��$����� ��� �#������
 ��+�(��,� �� �$���� ��� 
�	��� ����� ����(�������	

�#������

∇× (μ−1∇×E)− ω2(ε− iσω−1)E = j, ��.�

����� j = −iωJs� %�� �� ������ ��� ��������	� 	��
����� �/� �� ����(

�������	 !���
 0����� ��� ���������� ���� ��
��	� �� ���� � �/� ��� �
���

��� 1��&
 ��� �2� ��� ��� �������� �+� �� ���

∇ · (ε∂E
∂t

) = −∇.(σE + Js).

3�$
������� ��� ����(�������	 !���
 ��*� �� ��� �$��� �#������ �� ����	�
 �� 

∇ · (ω2(ε− iσω−1)E) = − 1

ω2
∇.j. ��2�

0�� 
�
��� � �#������
 ��.�(��2� �
 �������&
 ����(�������	 
�
��� �� ���	(

���	 !��� E� 0�� 
������ �#������
 	�� $� ������� �� �������	 !��� H �

4� ��� ��� ������	
� 
�� �� ���� σ >> εω ��� ��� ���� ω2ε �
 �����	��� 

��� 
�
��� ��.�(��2� �� ���
 	�
� �
 ��
� ������� �� ���� 	������ ���$����

)�����
 �� ��� ���� ������	
� 
�� �� ���� σ << εω ��� ��� ���� ����

iσω−1 �
 �����	����



�

������������� 	
����� ������

��� �����	
�	���� ������	 ���� ��
��� ��  	������� ��
��� ����� ��

���
 �	
������� �� ���� 	� ���� ������ �	 � ��! �  
��� 
� ���"� 	��
��	


�	�#��
 #�������$ ��� �"	
%� �& �� ��
���� �� 
�
 
��� �� ������

��	���"
�"�! �
���! 	� ��%�'����� ����
�$ ����	
�� 
��� 
���	�(�� ��

������ #�#��� �  ��
��� &�� ���"�	% )��� ��	���� �� ����
���%	�
��

#�������$ *	 �	
�����
��	 
� �� ��
���� �	 �� &��	� �	 �+,  �$ * ���
���

�& 
���� �"���
��	 �	 �� &��	� �	 �+-.//�$ 0�	���!  &���� ���#��
� 	�

�#�
�� ��"��� �� %�"�	 �	 �+./��$

������� �	 �
����

��� 
����� �� ��%	���� � &������1 
�� ��#
�� � ��	���
� �& 
�� #������	��

�����
� 	� 	�

��	�! ����� �� ���� ��� 
����%��
 
�� 
�����$ 2	 ��#
�� 3!

�� ���
 #����	
 
�� �
���
��� ����� #������ 	� �� ����"� 
�� �� &��'

���
��	 &�� 
�� ���� 	� &���� 
��� ������
�4
��	$ 5� #��"� 
�� ��	
�	��
�

	� ������"�
� �& 
�� ����	�� &���$ 2	 ��#
�� �! �� ����"�  #����� ����� ��
�'

�
�� &�� 
�� &�����
��	 #��#���� �	 #��"���� ��#
�� 	� �� #����	
 ����

	������� �����
� 
� ��	��� 
�� ��	"��%�	�� �& ��� 
�����
��� �����
�$ ���

��#
�� 6 �� ��"�
�� 
� ����"� 	 ��
��
  #��
������ ����� ��
��
� &�� 
��

����'������
� ���$ �� ����"� 
��  #��
������ ����� ��
��
��! �� �	
������


�� 
���'����	�� ����	�
���
��	 �& 
�� ##��7��
� ����
��	$ 2	 ��#
�� 8!


��  #��
������ ����� ��
��
� &�� &���� ������
� ��� �� ��"���#�� ���	% 	

##��#��
� �#��'
��� ����	�
���
��	$ 2	 ��#
�� 9! �� %�	����4� ��� 
���'

����	�� ����	�
���
��	 
���	�(�� 
� ��
�	  #��
������ ����� ��
��
�� &��

	� 
���'��#�	��	
 #������ "� 
��  #��
������ ����� ��
��
�� �& 
�� ���'

���#�	��	% �

��	�� #������$ 2	 ��#
�� �! �� ��	����� 
�� 
��� ����	��

:7����;� �(�
��	� 	� �� ����"�  ��7�� �� &�����
��	 &�� 
��� �����

#������$ 5� #��"� 
�� ����'#����	��� �& ��� &�����
��	 	� &��
��� �� ��'

��"�  #��
������ ����� ��
��
�� &�� 
��� �� &�����
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2	 ��#
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�� ��	������	 	� #���#��
�"�� �& ��� ����$
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�� �	�! �� �"� #�
 
�� #���& �& ���� �7����� �����
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������� �

������������	 ��
 ��������	

��������

��� �������	 
� �����
� 	���	 � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� 	
���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� ������ ������� 	
���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� ���������� �����������	 � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �����
������� �
������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������	 
� �����
� 	���	

��� Ω �� � ����	�	 �
���
�� ������	��� 
� Rd� d = 2, 3� �
�� ����	��� ∂Ω

��	 ������	 ��
� ������ n� �� ������ Ω �� �� �
���� ������	 ��	 ∂Ω

�� �� ������	� �� ���
	�� � ���� �� ����� ���� ���
�� �� �����������


��������� ����
���� ��� p �� � ���� ������� p ≥ 1� �� 	����� �� Lp(Ω) ���

��� �� ��� ����������	 ����
��� 	����	 �� Ω ��� ����∫
Ω

|u(x)|pdx <∞.

��� ��� ����
��� ��
� ��� � ��� ������ ���������� �
��� � ���� �!��� ��

� ��� �� ������� ����� �� Ω ��� 
	���
��	 �
�� ��� ������ Lp(Ω) 
� � �
���	

�
�� ��� ����

‖u(x)‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

� ����
�� u ���� 
� ���������� �� Ω 
� ��
	 �� �� ������
���� ����	�	 ��

Ω 
� ����� 
� � ������� M ��� ���� u(x) < M ���� �� Ω� "�� ��������

����� ����	 �� ��� �������� M 
� ����	 ��� ������
�� �������� �� u �� Ω�

��	 
� 	�����	 �� esssupx∈Ωu(x)� �� 	����� �� L∞(Ω) ��� ����� ���� ��

��� ����
��� u ���� ��� ������
���� ����	�	 �� Ω� ����
��� ��
�� ��� ���
�


	���
��	 
� ���� ��� � ��� ���� �� Ω� L∞(Ω) 
� � �
���	 �
�� ��� ����

‖u(x)‖L∞ = esssupx∈Ωu(x).



�� ������	 �
 �	�����	�� ��� ��������

� �������	��	
 �������� ���� ���������� �� ����� p = 2� ��� �����

L2(Ω) �� ��	���� ����� ������ ���� ��� ��� �������

(u, v)Ω =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

��� ��� � L2(Ω) �� ������ �
 ‖.‖0,Ω �� ����	
 ‖.‖0 ��� � �������

����� ����� Ω �� ������	��

����� ������� 	
���	

��� m �� � ��������� ������� �� 1 ≤ p ≤ ∞� �� ���� ���� Dα ������

� ���� �� ������������	 ���������� �� ����� |α|� ����� α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
Nn, �� |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn

Wm
p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m},

Wm
p (Ω) �� ��		��  ���	�� ����� �� ����� m! �� �� � "���� ����� �#������ ����

��� ���

‖u‖Wm
p (Ω) =

(∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp

) 1
p

��� 1 ≤ p <∞

��

‖u‖Wm∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞ ��� p =∞.

�� ���� ��� ���� ��� � Wm
p (Ω)� ��� m ≥ 1

|u|Wm
p (Ω) =

(∑
|α|=m

‖Dαu‖pLp

) 1
p

��� 1 ≤ p <∞

��

|u|Wm∞(Ω) =
∑
|α|=m

‖Dαu‖L∞ ��� p =∞.

� ������	 ���� ���������� �� ����� p = 2! Wm
2 (Ω) �� � ��	���� ����� ����

��� ��� �������

(u, v)Wm
2 (Ω) =

∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv).

�� ����� �
 Hm(Ω)� ��� ��	������  ���	�� ����� �� ����� m ≥ 0 ������

�� Wm
2 (Ω)� �� ���		 ��� ��� ������ ‖.‖m,Ω �� |.|m,Ω ��� Hm ���� ��



���� �������	 
� �����
� 	���	 ��

���� ����� �����	
����� �� ���
�	����� ��� m = 0� �� ����
�� 
�� ���	�

H0(Ω) = L2(Ω)� ��� �� 
�� ���� ‖u‖0,Ω = ‖u‖L2(Ω)�

����
��������� ������� ���	�� H−m(Ω) ��� m > 0 ��� ������ 
������ �����
�

�� 
�� 	��� m = 1� 
�� �����
��� �� 〈·, ·〉Ω �� ��
����� 
� 
�� �
������ �����


������� ��
���� H−1(Ω) ��� H1
0 (Ω)�

���� 	���������� ��	
��������� ���	
���� u : Ω→ Rd� �� ����� 
�� ���	�

H(curl; Ω) = {u ∈ L2(Ω)3 : ∇× u ∈ L2(Ω)3}.
�
 �� ������� ��
� 
�� ����

‖u‖H(curl,Ω) = (‖u‖20,Ω + ‖∇ × u‖20,Ω)
1
2 . � � !

"�� 
�� ���	�

H(div; Ω) = {u ∈ L2(Ω)3 : ∇ · u ∈ L2(Ω)}.
�
 �� �#������ ��
� 
�� ����� ����� �����

‖u‖H(div,Ω) = (‖u‖20,Ω + ‖∇ · u‖20,Ω)
1
2 .

$�� ���	��
��� ��	
�� ������ ���	
���� v(t,x), (t,x) ∈ (0, T )×Ω� �� ��
����	�

�� ���	�� ��� 1 ≤ p <∞�

Lp(0, T ;X) = {v : (0, T )→ X|v �� ���������� ���

∫ T

0

‖v(t)‖pXdt <∞},

����� X �� � ���� %���	� ���	� ��
� ���� ‖.‖X � �� ������� ��� �� 	�� �����

L∞(0, T ;X)� Lp(0, T,X) �� ������� ��
� 
�� ����

‖v‖Lp(I;X) =

(∫ T

0

‖v(t)‖pXdt
) 1

p

��� 1 ≤ p <∞,

‖v‖L∞(I;X) = esssup0≤t≤T‖v(t)‖X ��� p =∞.

���
��� ������ ������ ���	��
� ��� Ω � � 	����� 	��� ��� 	� Rd ����

��������� �	�����	�� 	������ ��� ��� m > 1/2�

��� ����� ������ � ������ ������ �	�����	�� 
�� γ0 : H
m(Ω) → Hm− 1

2 (∂Ω)

���� ���� γ0v = v|Ω �	� ���� v ∈ Hm(Ω) ∩ C0(Ω̄)�

�� ����� ������ � ������ �	�����	�� 
�� R0 : Hm− 1
2 (∂Ω) → Hm(Ω) ����

���� γ0R0φ = φ �	� ���� φ ∈ Hm− 1
2 (∂Ω)�

H1
0 (Ω) �� ���	� �� ���	
���� �� H1(Ω) 
��
 ������ �� 
�� ������� ∂Ω

�������� ������ ��� 
�&�� �� 
�� ����� �� 
��	��!�



�� ������	 �
 �	�����	�� ��� ��������

����	� �
�
�
 ������� ���	�
� �� �� 
����� ����� ��� �� �
����� �� ���
�

�	��
��� �������� 
 H(div,Ω) ��� H(curl,Ω)� ��� ���� �������� ����
��

�� ���
��  !�

H0(curl; Ω) ������� ��� ��	�
���� � �������� �� H(curl; Ω) ����� ����

���� ���������� ����� �� ∂Ω� H0(div; Ω) ������� ��� ��	�
���� � �������� ��

H(div; Ω) ����� ���� ���� ������ ����� �� ∂Ω�

�� ���� ������

H(curl0; Ω) = {u ∈ L2(Ω)3 : ∇× u ∈ L2(Ω)3,∇× u = 0},
���

H(div0; Ω) = {u ∈ L2(Ω)3 : ∇ · u ∈ L2(Ω),∇ · u = 0}.
�� ����� ��� ��������� �
���� ����� �� ���� ��� ���������� ���� �������

X(Ω) = H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω).

���� ��� ��������� ����

‖u‖X(Ω) = ‖u‖0 + ‖∇ × u‖0 + ‖∇ · u‖0. �����

��� �
��� X(Ω) �� ���
����� ��	����� �� L2(Ω)3  �!"#$� %� � ������ ����

∂Ω �� ���������� �� ���� ��� �������� ������ �� X(Ω)�

�	������� �
�
�
 "� X(Ω), 
�� ����#��� |u|X = (‖∇×u‖20+‖∇·u‖20)
1
2

�� � ���� $���� �� �%	������
 
 
�� �������� ��� ‖.‖X(Ω)� "� 
��� $����


���� �&��
 � ���
��
 C > 0� �	�� 
��


‖u‖0 ≤ C(‖∇ × u‖20 + ‖∇ · u‖20)
1
2 ∀u ∈X(Ω). ���&�

����� ������ �	�
��� �����

'�� T 	� � ��	�������� � Ω ���� ���(���� �
�� ����� ����� �� ���� ���������

�� ������ T �� 	� 
����������� 	� ��

���� Fκ � �� ���� κ ∈ T � ����� Fκ :

κ̂→ κ �� � ��)�����
���� ��� κ̂ �� ��� �������� �������� ��� �	��� ��

����

��� ���� ���� Ω = ∪κ∈T κ� �� ���� ��� ��� ���� ���� �� ��	��������� ���

�� ��� ���� � ���� �� ������� � �� ��� �� ������� �����* ��������� ��� ���� ��

���������� +����� ��������� ������� �� ����� ��� ���� �� 	� 1−���������* �����

�� � , �� ����� �� �� ���� ��� ������� ���� 
�� ����� ��
������ ��� ������* ��

� , & � ������
������ �����
� �� ������	���

�� ����� ��� ������������ ��� ����� � ��� ��	�������� T � ����� ��

���� �� -����.� %� �������� ��� � T �� ������ �� ��� ����/��
��� ���/

����������� �������� � ∂κ1∩∂κ2 � ����� κ1 ��� κ2 ��� ��� ��(������ ��������



���� �������	 
� �����
� 	���	 ��

�� T � � �����	
� �	� �� T �� ���� 	� �� ���������� ������������	�

���
��
 �� ∂κ ∩ ∂Ω � ��
 κ �� 	 �����	
� ���� �� T � � ���� �� FI

�� ����� �� 	�� ���
��
 �	�� �� T � FB �� ����� �� 	�� �����	
� �	�� �� T
	��

Fh = FI ∪FB�

�� Hs(T ) = {v : v|κ ∈ Hs(κ), ∀κ ∈ T }� ��
 s > 1
2
���� �� ��
�

‖v‖2s,T =
∑

κ∈T ‖v‖2s,κ. ��� �� ������� �
	�� �� ��������� �� Hs(T )

����� �� TR(Fh) = Πκ∈T L2(∂κ)� ��� 	
 ������ 	��� �� FI 	�� ������

 	��� �� FB� �� ��	� L2(Fh) �	� � ������� ���� �� ��������� ��

TR(Fh) ��
 ����� ���  	��� ��������

�� ��	��
 �� ���� κ �� ����� �� hκ� 	�� �� ��� ��! h �� �� � ��

h = maxκ∈Th
hκ�

� 	���� �� ��� �� � ��	� 
���	
 ��
 �� ��	��
���	
��� �� ��

��� T �� ���� 	�

μ(T ) := sup
κ∈T

hκ

rκ
<∞, �"�#�

��
 rκ �� �� 
	���� �� �� �	
��� �	�� ��	� ��� ���
�� �� κ� � $%&'()�

*�
 	��
�+��	���� �
�
 l ≥ 1� � ���
���� �� ��������� ,- ���� ����

��	�

Vh := {v ∈ L2(Ω)d : v|κ ∈ P l(κ)d, ∀κ ∈ Th}, �"�.�

��
 P l(κ) ����� �� ��	� �� 
	� ��������	�� �� ���	� ��
 	� ���� l

�� κ�

�� ���� ��� � �+ q ∈ TR(Fh)
3 	�� φ ∈ TR(Fh)� �� e ∈ FI � 	� ���
��


��� ��	
� �� κ1 	�� κ2� �� n1 �
��� n2� � �� ���
 ���� ��
�	�  ���


�� e ���� 
���� �� κ1�
��� κ2�� �� qi = q|κi
	�� φi = φ|κi

� ��/"�0�� �

��� ��
 x ∈ e �� 	 
	�� �	�����	� 	�� ��
�	� 1���� �� q 	� �������2

{{q}} = q1 + q2

2
, �q�T = n1 × q1 + n2 × q2 and �q�N = n1 · q1 + n2 · q2.

3����	
�� � ��� ��
 x ∈ e �� 	 
	� 	�� ��
�	� 1��� �� φ

{{φ}} = φ1 + φ2

2
, and �φ�N = n1 · φ1 + n2 · φ2.

���� ��
 	�� �����	
� �	� e ⊂ FB� � �� ��
 x ∈ e

{{q}} = q, �q�T = n1 × q and �φ�N = n·φ.

&� �
�
 �� ��� �� 	 
	� �� ∇× q� � �� ��
 s > 1
2
�

Hs(curl,T ) := {v : v|κ ∈ Hs(κ)3 and ∇× (v|κ) ∈ Hs(κ)3, ∀κ ∈ T }.



�� ������	 �
 �	�����	�� ��� ��������

����� ���� �	
���
�� 
��	�����

�� ���� �����	�
 �� ������ �	�� ������� �	������ ����	�� �		� 	� ������	��

���	����� �	 �	�	��� ������� ��� �	��	���� ������������ �� ���� �� ������

������ �� ���� ������� ���� ��� �� �	��� ���� �� ����� ��� ��� ��������

�������

����� �
�
�
 �!�����"�����#$� ������������ ��� ��� f, g ∈ L2(Ω)	 
��

�������� ��������
� �����

|(f, g)Ω| ≤ ‖f‖0,Ω‖g‖0,Ω. %&�'(

����� �
�
�
 �)	���$� ������������ ��� ��� θ > 0, ∀a, b ∈ R	 
�� ��������

��������
� �����

ab ≤ θ

2
a2 +

1

2θ
b2. %&�*(

����� �
�
�
 �+	����, ����������(� ������ 
��
 Ω �� � ������� ������
��

���� ��
 � Rd ��
� � �������
� �������� ∂Ω� ���� 
���� ����
� � ����
��


CΩ > 0	 ���� 
��


‖u‖0 ≤ CΩ‖∇u‖0, ∀u ∈ H1
0 (Ω)

��	����	� �
�
�
 ��� ������� u → ‖∇u‖0 �� � ���� �� H1
0 (Ω) ���� ����



� 
�� ���� ‖u‖1�
����� �
�
�
 �-������$� ������������ !"#$%&

��
 Ω ⊂ R2 �� � ������� ������ ������
�� �������
� ������	 
��� 
���� ����
�

� ����
��
 C > 0 ���� 
��


‖u‖0 ≤ C(‖∇.u‖0 + ‖∇ × u‖0).
∀u ∈X(Ω) ��� ∀u ∈ Y (Ω) = H(curl,Ω) ∩ H0(div,Ω).

.� ���� ��� �	��	���� ������� ���� ���������� %��� ���� �� �+/&0 (�

����� �
�
�
 �1������ ���� ������������ ��
 T �� � ����� ��� ���
��


������� ���� ��
� ������
�� rκ ��'��� �� �(�%�� ����	 �� ��� vh ∈ P k(T )	

∀κ ∈ T 	 ∀e ∈ Fh	 
�� �������� ��������
� �����

h
1
2
κ‖vh‖0,e ≤ Ctr‖vh‖0,κ, %&��(

����� Ctr ���� ������� �� rκ ��� k� )� ���
������	 ������� � �� ∈ Fh	 ��

���� ��� �(�$� ��� *�����+,������ ��������
� 
��


h
1
2
κ‖vh‖0,∂κ ≤ CtrN

1
2
∂ ‖vh‖0,κ, %&�2(

����� N∂ �� 
�� ������� ������ � ���� ���� ��������� 
�� �������� �

���� ������
	 ��� 
��� ��� ������� �� h�



���� �������	 
� �����
� 	���	 ��

������ ������ ���� ���� �����	�
� ��
�� �� �� ����� ����� ��� �� ������

������� ��� ������ ���
� �
�������

����� ������ �������� ����	
����� ��� κ �� �� ������� �� ��� ���� T � ����

�� ����

‖w‖0,∂κ ≤ Cinvh
−1/2
κ ‖w‖0,κ, ∀w ∈ (P l(κ))3. ������

���� � �������� C��� ���� ����� ���� �� ��� ��������	
������ �� ��� �����

��� ������������� ���� l� �� ��� �������� d�

��� ��������� ���	�� �
� �� ���� ��� ��
���� �� �� !"#�

����� ������ �$����
�� ����
�� ��� f ∈ L1(t0, T ) �� � ������	����� �
���

����� g �� φ �� ������
�
� �
������� �� [t0, T ]�  � φ �����!��

φ(t) ≤ g(t) +

∫ t

t0

f(τ)φ(τ) ∀t ∈ [t0, T ],

����

φ(t) ≤ g(t) +

∫ t

t0

f(s)g(s)exp
( ∫ t

s

f(τ)dτ
) ∀t ∈ [t0, T ].

 � �������� g �� �����������	� ����

φ(t) ≤ g(t)exp
( ∫ t

t0

f(τ)dτ
) ∀t ∈ [t0, T ].

������ ������ "���� ��� #������� ����� ���� �� 
�� �� ��� ������� ���� ��

�����

g(t) = φ(0) +

∫ t

0

ψ(s), ψ(s) ≥ 0.

����� �����	
���
� 
	����
��

�������
� ������ �%�&���� ��������
������ $�� %�&���� ������������� �����

���� ���� � �
������ ���� H1
0 (Ω) �� ��� 
�
�� ����� S(Ω,T )� ���������	 ��

������
�
� ��������� ������ �
������� �� ��� �����	
������ ����� ��� '��� ��

��� ��
����� $�� %�&���� ������������� �������� �� � �
������ v ∈ H1
0 (Ω) ��

�!�� �� Icl : H
1
0 (Ω) −→ S(T ,Ω)

Icl(v) :=
∑
x∈NΩ

1

|ωx|
( ∫

ωx

v
)
φx, ������

����� x ����� � ���� ������ �� NΩ ����� ��� ��� �� �������� ���� ��

��� ����� (� ωx �� ����� ��� 
���� �� ��� �������� �����	 x �� ����



�� ������	 �
 �	�����	�� ��� ��������

φx ∈ S(Ω,T ) �� ��� ���	
 �	��� ������� 	�����	��� ���� 	 ���� x� ����
�

���������� �� ��� ���������

φx(y) = δx,y ∀y ∈ NΩ.

�� ��� ���� 
���	� �� ��	�� ��� �������
	���� �����	���� ��� ���	�
 ��� ��

�������� !"#���$�"%��

����� �
�
�
 ��� 	�� v ∈ H1
0 (Ω)� �� �	&�∑

κ∈T

h−2κ ‖v − Iclv‖2κ � ‖∇v‖2, ������∑
κ∈T

‖∇(v − Iclv)‖2κ � ‖∇v‖2, ������∑
e∈F

h−1e ‖v − Iclv‖2e � ‖∇v‖2. ������

�� ��� ��

����' 
���	 �� ��(�� ��� �	�� �������
	�� ����	��� ��� &�����

&	
�� �������� �)**+""��

����� �
�
�
 ,-	��.�������
	�� ����	����/ ��� N Dκ(Ω,T )3 �� ��� ��	�.

�	�� $0�0
��1� (���� �
����� ��	��� ������' N Dκ,0(Ω,T )3 = N Dκ(Ω,T )3∩
H0(curl,Ω)� ��� κ ∈ T � e ∈ Fh� 
�� Dκ� D

1
κ 	�� D1

e �� '�&�� ��

Dκ = ∪{κ ∈ T , e ∈ Fh(κ)},
D1

κ = ∪{Dκ, e ∈ Fh(κ)},
D1

e = ∪{Dκ, e ∈ FB(κ)}.
2���� ������ 	 
���	� ���3������ Bh : H1(Ω)3∩H0(curl,Ω)→ N Dκ,0(Ω,T )3�

��� ��	� ��� 	

 ψ ∈ H1(Ω)3

‖Bhψ‖0,κ ≤ c1‖ψ‖H1(D1
κ)

3 ������

‖Bh(∇×ψ)‖0,κ ≤ c2|ψ|H1(D1
e)

3 ����	�

‖ψ −Bhψ‖0,κ ≤ c3hκ|ψ|H1(D1
κ)

3 ����
�

‖ψ −Bhψ‖0,e ≤ c4
√
he|ψ|H1(D1

e)
3 ������

����� ��� ���	�
��	 c1, c2, c3, c4 > 0 �� ������� ����� �� ψ ��� �� κ� ���

���� �� ��� 	�
� �����
���� �� ��� ��	� T �

�� ��� ��������� ����
 �� ���� 	��� �������	 �� L2 �����������

����� ������� ��� Πh �� ��� L2 ��������� �� �� ������	� ���	�
�� ����

����
� ��������	� ��� κ ∈ T ����



���� �������	 
� �����
� 	���	 ��

� ��� v ∈ Hm(κ)3�m ≥ 0� �� ��	�

‖v −Πhv‖0,κ ≤ Chmin{m,l+1}
κ ‖v‖s,κ. ������

� ��� v ∈ Hm(κ)3�m ≥ 1
2
� �� ��	�

‖v −Πhv‖0,∂κ ≤ Ch
min{m− 1

2
,l+ 1

2
}

κ ‖v‖s,κ. ������





������� �

������������� 	
�����

�����
����

��������

��� ����� 	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���
��������� �� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �����	�
���� 	�
��������
 �������� ���� ���������� ��

����� �������
�	��

 �� �� ��
���� ������� � � � � � � � � � ��

��� ����� ����
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� 	
�����

�� �������	 
� �����
� ����
	� �
��� �	���� ��	���� �	�� ��� ���� ���������

�
������� ���
����� ����� ���� ε = 1 �� 
 �������� ������ ���� ���� �
�������

��
	�� ������� �� 
�� ������������ σ� �� 
������ ��� �	���� ���� 
 ��	����

�����	�� ���������� ����
	� ���������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂2
ttu+∇× (μ−1∇× u) = f , in Ω× I,

∇ · u = 0, in Ω× I,

n× u(x, t) = 0, on ∂Ω× I,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), on Ω.

�����

 �	� I = [0, T ] �� 
 !���� ���� ����	�
�� f �� ���	�� �������� ��

L2(0, T, L2(Ω)3)� u0 ∈X(Ω) = H0(curl; Ω) ∩ H(div,Ω) 
�� u1 ∈ L2(Ω)3�

�� 
����� ��
� μ �� ��
�
	 �������� ��������� ����� �� ������ �����	��� �	��

���� 
�� 
���� ����

0 < μ� ≤ μ(x) ≤ μ� <∞, �����

��	 ���������� �� 
����� ��
� μ �� ��������� �����
���

"����� ��
� ��� 
�
�����
� �������� u �� �#��� �
���!�� u ∈ H1(0, T, L2(Ω)3)∩
L2(0, T,X(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T, L2(Ω)3), ∂2

ttu ∈ L2(0, T, L2(Ω)3)� $�� ��
��
	�



�� ������� �	 
����������� �������� �����������

����������� 	��
 �	 (2.1) �� ���� ���

��� u ∈ H1(0, T, L2(Ω)3) ∩ L2(0, T,X(Ω))� ���� ����

(∂2
ttu,v) + b(u,v) = l(v) ∀v ∈X(Ω), a.e. in I, �����

��� �� ������� 	��
 b(., .) �� ���� ��

b(u,v) = (μ−1∇× u,∇× v)Ω + (∇ · u,∇ · v)Ω;
��� �� ����� 	��
 l(.) �� ���� ��

l(v) = (f ,v)Ω.

�� �����
 ����� �� �������� ��� ��
��� � ��� � �������� ����� ��� �

����� �� � ���������� �� ��
�

u ∈ C0(0, T,X(Ω)) ∩ C1(0, T, L2(Ω)3) ∩H2(0, T,X
′
(Ω)),

��� X
′
(Ω) �� �� ���� ���� �	 X(Ω)� �� !����� ��� ��� ���� ��

	������ �� �� ����� �	  ������� �	 ���
� �� X(Ω) ����� �� �����������

"�"�" ��� �� #���� ���������� ����� $%#&'()� *����� +++���� (�" ��� ���

(��,� -�� 
�� ������ � 	�� !�
�� %.�/�)�

������ �	�	�	 0 �����	� � 	������� v ∈ Ω× [0, T ]→ R3 ���� �� 	�������

v : [0, T ]→X(Ω) ��� � �� v(t) �� ������� v(·, t)�

��� ������	�
�	�� � ������

+� ���� ������� ���� � ���� �������1 �� �����
 (2.1) �� ������� ������

������������� 2���3�� 
���� �� ����� 0 ������ � ��

���� �������

������ ������������� 2���3�� �42� 	��
�������� ��� � ���� ���� ��

����������� �	 �� ������� 	��
��������

����� �����	�
���� 	�
��������
 �������� ���� ������

�����

�	�	�	� 
��������� �� 
� �����������

#� Th� h > 0� � � 	�
��� �	 ���������� �	 Ω ���� �������� ���� �� ������

"�"��� �� ���� �� 42 	��
������� �	 ���"�� �� vh � � ��� 	������� vh ∈ Vh

��� �� ���� �
�� ���� Vh �� ���� �� �"�5�� 0 
������� �� ����



���� ������	�
�	�� � ������ ��

�������� �	 
��� �� vh|κ ��� ��������� �� ����� �� ��� ������� κ ∈ Th� ��

��� ��� 	�������� ��������∫
κ

∂2
ttu · vhdx +

∫
κ

(μ−1∇× u).(∇× vh)dx

+

∫
∂κ

(μ−1∇× u)× nκ · vhds =

∫
κ

f · vhdx, �����

����� nκ �� ���� ������� ������ �� ∂κ� ������� ���� ��� ��� �������� κ ��

Th� �� ������∑
κ∈Th

∫
κ

∂2
ttu · vhdx +

∑
κ∈Th

∫
κ

(μ−1∇× u) · (∇× vh)dx

+
∑
κ∈Th

∫
∂κ

(μ−1∇× u)× nκ · vhds =
∑
κ∈Th

∫
κ

f · vhdx,

����� ��� 	�������� �������� ����� ����� ���� 	�� v,w ∈ TR(Fh)
3�∑

κ∈Th

∫
∂κ

v · nκ ×wds = −
∑
κ∈Th

∫
∂κ

w · nκ × vds

= −
∫

Fh

�v�T{{w}}ds +
∫

F I
h

�w�T{{u}}ds,
�����

�� ���

∑
κ∈Th

∫
κ

∂2
ttu·vhdx+

∑
κ∈Th

∫
κ

(μ−1∇×u).(∇×vh)dx−
∑
e∈Fh

∫
e

�vh�T{{μ−1∇× u}}ds

+
∑
e∈F I

h

∫
e

�μ−1∇× u�T{{vh}}ds =
∑
κ∈Th

∫
κ

f · vhdx.

����� u �� �������� �� �������� 
���� �� ����

∑
κ∈Th

∫
κ

∂2
ttu · vhdx +

∑
κ∈Th

∫
κ

(μ−1∇× u).(∇× vh)dx

−
∑
e∈Fh

∫
e

�vh�T{{μ−1∇× u}}ds =
∑
κ∈Th

∫
κ

f · vhdx. �����

����� ��� 	��� ���� u ∈ H(curl,Ω)� �� ����� ��� ���������� ���� �u�T ��������

�� F I
h �  �������� u �����!�� ��� �������� ��������� �� 
��� ����� �u�T = 0



�� ������	 �
 ����������� ����	��� ��	��������

�� FB
h � ������ �� 	
�� �u�T = 0 �� Fh� �� 
 �	� ��������� ����������

���� �� ���
���� ����� ∑
e∈Fh

∫
e

�u�T{{μ−1∇× vh}}ds.

�� 
��� 
 �	� ��������� ���
���� ������ �	��	 �
���	 ��� �	� ��
�� ��������

u �� �����

J(u,vh) =
∑
κ∈Th

∫
κ

∇·u∇·vhdx+
∑
e∈Fh

∫
e

a�u�T �vh�Tds+
∑
e∈F I

h

∫
e

a�u�N�vh�Nds.

�����

����� �� ��� �	� ���� ������� ������������ �
��� �� ������
���� �� (2.1)�

�	��	 ��
�!

"� uh ∈ [0, T ]→ Vh ���	 �	
�

(∂2
ttuh,vh)Ω + bh(uh,vh) = (f ,vh)Ω, ∀vh ∈ Vh, t ∈ (0, T ].

uh|t=0 = Πhu0,

∂tuh|t=0 = Πhu1.

�����

����� Πh ������ �	� L2#���$������ ���� Vh� 
� �	� ������� %�����
� ����

bh �� Vh × Vh �� ����� %�

bh(u,v) =
∑
κ∈Th

∫
κ

μ−1∇× u · ∇ × vdx+
∑
κ∈Th

∫
κ

∇ · u∇ · vdx

−
∑
e∈Fh

∫
e

�u�T · {{μ−1∇× v}}dA−
∑
e∈Fh

∫
e

�v�T · {{μ−1∇× u}}dA

+
∑
e∈Fh

∫
e

a�u�T · �v�TdA+
∑
e∈F I

h

∫
e

a�u�N · �v�NdA; �����

&	� �������� a ���
��'�� �	� �
������
� 
� ����
� $����( �� �� ������� �� 
�

�	� �������� ���
��� ��
%���'
���� ��������� &� �"�� �� �� "��� �������� �	�

�������� h %�

h|e =
{

���{hκ, hκ′}, e ∈ FI , e = ∂κ ∩ ∂κ′,
hκ, e ∈ FB, e = ∂κ ∩ ∂Ω.

)�� �� �"���

a = αh−1, ����	�

�	��� α �� 
 �������� �
�
����� ��������� �� �	� ���
� ���	 ��'��



���� ������	�
�	�� � ������ ��

����� �������	�
��		 �� �� ��	���� �������

�� ���� ��� ����	
�������� � �� ���������� ������ �� ��������� ���

����	����

|v|h =

( ∑
κ∈Th

‖∇×v‖20,κ+
∑
κ∈Th

‖∇·v‖20,κ+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �v�T‖20,e+

∑
e∈FI

‖a 1
2 �v�N‖20,e

) 1
2

,

∀v ∈ Vh. ������

����� ‖.‖0,κ ��� ‖.‖0,e ������ ��� L2 ���� ���� �� ������� κ ��� � ��� e

���
���������

�������	�� ������ ��� ����	���� |.|h ����� �� ���  � ��!��� � ���� ��

Vh�

"���� ���	 
����� �� ����

‖v‖0 ≤
( ∑

κ∈Th

‖∇ × v‖20,κ +
∑
κ∈Th

‖∇ · v‖20,κ +
∑
e∈Fh

‖ 1√
h
�v�T‖20,e

+
∑
e∈FI

‖ 1√
h
�v�N‖20,e

) 1
2

, ∀v ∈ Vh. ������

���� ��� ����� ������� ���	 ��� ���� ����
√
a ≥ 1√

h
�

#� ���� ��� �������� ����� �� ��� 
��� � ��� ����	
�������� � ��� ��

����	�������� 
�������

����� ������  � ����� �� � �������� Ccont > 0� ����
������ � ����	��$�

���� ����

|bh(uh,vh)| ≤ Ccont|uh|h|vh|h, ������

∀uh,vh ∈ Vh�

�� ����� �� � 
�������� α0 > 0 ��� � �������� Ccoer > 0� ����
������ �

���� ��$� ���� ���� �� 
��������� α �� �2.10� ���� α > α0� �� ���� ����

bh(vh,vh) ≥ Ccoer|vh|2h, ∀vh ∈ Vh. ������



�� ������	 �
 ����������� ����	��� ��	��������

������ �� �������	 
�� ��������������� ��������
�� �� ����

|bh(uh,vh)| ≤ μ−1� ‖∇ × uh‖0,Ω‖∇ × vh‖0,Ω + ‖∇ · uh‖0,Ω‖∇ · vh‖0,Ω

+

(∑
e∈Fh

a‖{{μ−1∇× uh}}‖20,e
) 1

2
(∑

e∈Fh

a−1‖�vh�T‖20,e
) 1

2

+

(∑
e∈Fh

a‖{{μ−1∇× vh}}‖20,e
) 1

2
(∑

e∈Fh

a−1‖�uh�T‖20,e
) 1

2

+

(∑
e∈Fh

‖a 1
2 �uh�T‖20,e

) 1
2
(∑

e∈Fh

‖a 1
2 �vh�T‖20,e

) 1
2

+

(∑
e∈Fh

‖a 1
2 �uh�N‖20,e

) 1
2
(∑

e∈Fh

‖a 1
2 �vh�N‖20,e

) 1
2

.

������

����	 
�� ������� ��������
�  � 
���! ��! " ��
� 
��#  " 
�� �$ �� ���

������
� ��! ����	 ��������������� ��������
�� �� ���� 
�� " �� ���	

$ ��!

|bh(uh,vh)| ≤ max{2, μ−1� + α−
1
2Cinvμ

−1
� }|uh|h|vh|h, ����%�

����� Cinv �� 
�� � ��
��
 "� # ������� ��������
� (1.10) ��! μ� �� 	����

$� (2.2)� �  ���	 Ccont = max{2, μ−1� + α−
1
2Cinvμ

−1
� }� ��  $
��� 
��

� �
����
�  " $������� " �# bh�

�� & �� 
 �� � 
�� � ������
�  " 
�� $������� " �# bh� �� ����

bh(uh,uh) ≥ (μ�)−1‖∇×uh‖20,Ω+‖∇·uh‖20,Ω−2
∣∣∣∣ ∑
e∈Fh

∫
e

{{μ−1∇× uh}}�uh�T

∣∣∣∣
+
∑
e∈Fh

a‖�uh�T‖20,e +
∑
e∈Fh

a‖�uh�N‖20,e. ����'�

����	 ��������������� ��! ( ��	�� ��������
� ���'�� �� 	�
 
�� " �� ��

��	 $ ��!

2

∣∣∣∣ ∑
e∈Fh

∫
e

{{μ−1∇× uh}}�uh�T

∣∣∣∣ ≤ 2
∑
e∈Fh

(
‖{{μ−1∇× uh}}‖0,e

)(
‖�uh�T‖0,e

)
,

≤ θμ2
�C

−2
inv

∑
e∈Fh

h‖{{μ−1∇× uh}}‖20,e + θ−1μ−2� C2
inv

∑
e∈Fh

h−1‖�uh�T‖20,e,

≤ θ
∑
κ∈Th

‖∇ × uh‖20,κ + θ−1μ−2� C2
inv

∑
e∈Fh

h−1‖�uh�T‖20,e, ����)�



���� ������	�
�	�� � ������ ��

����� �� ���� ���	 
�� ������� �������
� (1.10) 
� ��
��� 
�� ���


����	� ��� �����
��� 
�� ����� ����	 �� ������� �� ��
���

bh(uh,uh) ≥ ((μ�)−1 − θ)
∑
κ∈Th

‖∇ × uh‖20,κ +
∑
κ∈Th

‖∇ · uh‖20,κ

+ (1− θ−1μ−2� C2
invα

−1)
∑
e∈Fh

a‖�uh�T‖20,e +
∑
e∈Fh

a‖�uh�N‖20,e. ������

��

��� θ = (μ�)−1

2
��	 α0 = 4μ−2� C2

invμ
�� ��� α ≥ α0� �� ��
 
�� ��������
�

����	 ��
� Ccoer = min{ (μ�)−1

2
, 1
2
}�

����� ������ ����������	
� �� ��������	���� �� ����������� ����� �� 	���

������� ��� �� 	��������� �������� ���� �� u �� �� �������� �� ������� ����� 

��� u �����!�� �� �� ������� ������

"����� ��
 u ∈ H0(curl,Ω) ∩H(div,Ω) �� 
�� ����
��� �� ������ 
��� �  �	�!

�
��� ������� 
��
 
�� 
�� � �� bh(, ., ) ��������� ∇.u ��	 �u�N ������� "�� 


�� ���
 
��
 u, μ−1∇× u ∈ L2(Ω)3� �� ����

�u�T = 0 �� Fh. ����#�

$��� �� ��
�

bh(u,vh) = (μ−1∇× u,∇× vh)Ω −
∑
e∈Fh

∫
e

{{μ−1∇× u}}�vh�T .������

%���� 
�� �	��
�
� ���&�� �� ��� ���
� 
�� ����� ���
��� �� 
�� ��� 

bh(u,vh) = (μ−1∇× u,∇× vh)Ω −
∑
κ∈Th

∫
∂κ

vh.(nκ × (μ−1∇× u))ds

+
∑
e∈FI

h

∫
e

{{vh}}�μ−1∇× u�Tds. ������

'�
����
��� �� (��
� ����	�

bh(u,vh) = (∇× (μ−1∇× u),vh)Ω

�� ��������
 ������ �� ����� ����� ������� ��� �� ���	���� �� �����������

����� �� ���������� ��� ���#���
 ���$���� ���$���� ��� α > α0�



�� ������	 �
 ����������� ����	��� ��	��������

��� ����� �	
��� 
���

�� �������	
 ��
 ��� ���	�
�
 ����	�� �	�
�
 ������������� �2.8��

�
 	�����
� � ����������� �� ��
 ���
 ���
��� [0, T ] ���� ������
����

(tn−1, tn], n = 1, . . . , N � ���� t0 = 0 ��� tN = T � ��� �
 �
��
 kn := tn−tn−1�
��� ����� �	
� ���� �����	���� �	�� ��� �	
� ����	�	�	��� ��� T n

h � n = 0, . . . , N

�� � �������� �� 
����� ��� 
����� ��� ����
�� �� �� ����� ������� ���

��
���	��� 	� ��� ����� ���� ��� ��� ��� �������	�� 
����� T n−1 ��� T n� T n

	� ����	��� �� ������� ����	�� ��
� ���
���� ��� �������	�� ��
� ����� ����

��� ��	�� ���
��� ����� ����������	�� �� T n
h �	�� �� ������� �� V n

h � ������ ��

V n
h := {v ∈ L2(Ω)d : v|κ ∈ P l(κ)d, ∀κ ∈ T n}, ������

����� P l(κ) ������� ��� ����� �� ���� ������
	��� �� ����� ������ �� 
��� l ��

κ

�	��� ��� �	�	���� ���
 bh ������� �� ��� 
���� �� ������ �� bnh ��� �	�	����

���
 �����	���� �	�� ��� 
��� T n
h  �� ����	��� ��� ����� �	������ ����
� ���

��� ������� � ������
 !"#$%

��� ���� n = 1, . . . , N � ��� un
h ∈ V n

h ���� ����

(∂2un
h,v)Ω + bh

n(un
h,v) = (fn,v)Ω ��� ��� v ∈ V n

h , ������

����� fn := f(tn, ·)
��� ���&���� ������ ��� ���� ��	�� �	'������� ��� �	��� ��

∂2un
h :=

∂uh
n − ∂uh

n−1

kn
, ������

�	��

∂un
h :=

⎧⎨⎩
un

h − uh
n−1

kn
��� n = 1, 2, . . . N,

v0 = π0u1 ��� n = 0.
������

����� uh
0 := π0u0 ��� π0 : L2(Ω)d → V 0

h 	� � ��	����� ���(���	�� ����

��� ��	�� ���
��� ����� !��� ���
��� ��� ���������� L2−���(���	�� ��������$

��� ����	��	�� ��� �����	�	�� �� bnh(., .) 	
��	�� ���� ��� ������
 !2.24$ ��
	��

� ��	��� �����	�� (un
h)0≤n≤N�� ���� �	
� ����

��� �����	
���

)� ��	� �������� � �	�����	����� *����&	� 
����� ��� ��� �	�����	+��	�� �� ���

�	
�,��������� ������� � �����	��� 	� -������ 
��	�
. ���(��� �� ��� �������
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��� ��

���������� 	����
�� ��������� 
� 	��� ��������� ��� ������������� 
�� �����

�������� ���	���� 
�� 	��� 
�
������





������� �

� ������ ����� ����	
���

��������

��� �����	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ������ ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �
������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� 	�
��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����	
�����

�� ���� ���	�
�� 
 �
���
 ��
 � 	����� 
���� 
������
� �� L2������ ��
�



������
� ��
 �	����� �� �
�� ���
 h� ��� �������� �����	����� �� ��
 �		�����

������ �
��

 p� �� ���	�
�
 ��
 ����
��
��
 �������� ���
 ���
����� 
�	
��

��
��� ��
 ���
��

��
 ������
 �� ���� ���	�
� �� �� ������� �� ���� �
����� 
 ���
 ��
 �
��������

��� ���
 ��������� ���� 
 ��� �

� ���
� �� ��
 ���	�
�� �� �
���� �
�����


 �
���
 � 	����� 
���� 
������
�� �� ��
 ����� �
������ 
 ��� ��
 ���
�����

�
����� ��� ���
 ���
 ���������� �
������

�� �������������

 
 ���
 �� hp−�		���������� �
���� �� ���
�	����
 ������ ��������� �

 !"#$%&�

����������� 	
�
�
 '
� κ ∈ Th ��� ��		��
 ���� u ∈ Hs(κ), s ≥ 1� ��
�

��
�
 
����� � �
(�
��
 �� 	���������� πhκ
p (u) ∈ Pp(κ), p = 1, 2... ��������

���� ∀0 ≤ q ≤ s�

‖u− πhκ
p (u)‖q,κ ≤ C

h
min(p+1,s)−q
κ

ps−q
‖u‖s,κ,



�� ������	 �
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���

‖u− πhκ
p (u)‖0,∂κ ≤ C

h
min(p+1,s)− 1

2
κ

ps−
1
2

‖u‖s,κ.

��� ���	
��
 C �	 ����������
 � u, hκ ��� p� ��
 ������	 �� 
�� 	����

��������
� � 
�� ��	��

�������� �
�
�
 �� ����� 
� ��
������
� ���
�� ���
���� �� u = (u1, u2, u3)�

�� ����� Πh
p : Hs(curl,Th)→ Vh ��

Πh
p(u) = (πh

p (u1), π
h
p (u2), π

h
p (u3)),

��
� πhκ
p (ui)|κ = πhκ

p (ui|κ), i = 1, ., 3. ����� πhκ
p �	 ����� �� �����	�
��� ������

�� 
��	 ����
�� u ����
�	 
�� ����
 	���
��� �  ���! ��� uh �	 �
	 ��	���
�

	���
��� �� 	����
��� ��	���
�����	 "����#�� ��
���� ���	 uh ∈ [0, T ]→ Vh

�	 
�� 	���
��� 
� 
�� �������� �������$

(∂2
ttuh,vh)Ω + bh(uh,vh) = (f ,vh)Ω, ∀vh ∈ Vh, t ∈ (0, T ].

uh|t=0 = Πh
pu0,

∂tuh|t=0 = Πh
pu1.

�����

%���� Πh
p �	 ����� �� �����
��� ������ ��� 
�� ��	���
� �������� ��� bh ��

Vh × Vh �	 ����� ��  2.9!�

��� � ������ ����� �	
���
�	

&�
 e = uh−u ����
�	 
�� ���������
��� ������ �� �������	� e �	 �����	$

e = η − ϑ, �����

��
� ϑ = Πh
p(u) − u ��� η = Πh

p(u) − uh� ����� Πh
p �	 ����� �� �����
���

������ �� ���� 
�� �������� ����� ����
���$

(∂2
tte,vh)Ω + bh(e,vh) = 0, ∀vh ∈ Vh. �����

'� �	���  ���!� �� ����

(∂2
ttη,vh)Ω + bh(η,vh) = (∂2

ttϑ,vh)Ω + bh(ϑ,vh), ∀vh ∈ Vh, �����



���� � ������ ����� �	
���
�	 ��

����� η(t) ∈ Vh� �� �	
� ∂tη ∈ Vh� ������ vh = ∂tη �� ������ �� ���

1

2

d

dt
‖∂tη‖20 +

1

2

d

dt
bh(η,η) = (∂2

ttϑ,ηt)Ω + bh(ϑ, ∂tη),

≤ 1

2
‖∂2

ttϑ‖20 +
1

2
‖∂tη‖20 + bh(ϑ, ∂tη).

����� �� �	
�

d

dt
‖∂tη‖20 +

d

dt
bh(η,η) ≤ ‖∂2

ttϑ‖20 + ‖∂tη‖20 + 2bh(ϑ, ∂tη).

������	���� �� ���� � [0, t]� 	�� ����� ��� �	�� ��	� η(0) = ηt(0) = 0� �� ���

‖∂tη‖20 + bh(η,η) ≤ ‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) +

∫ t

0

‖∂tη‖20dt+ 2

∫ t

0

bh(ϑ, ∂tη)dt.

������	���� ��� �	�� ���� � ����� �	�� ����� �� ���

‖∂tη‖20 + bh(η,η) ≤ ‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) +

∫ t

0

‖∂tη‖20dt+ 2|bh(ϑ,η)|

+2

∫ t

0

|bh(∂tϑ,η)|dt,
�����

����� ��� ��������� 	�� �����
��� � ������	� ��� bh� �� �	
�

‖∂tη‖20 + Ccoer|η|2h ≤ ‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) +

∫ t

0

‖∂tη‖20dt+ C|ϑ|h|η|h

+ 2

∫ t

0

|bh(∂tϑ,η)|dt,

≤ ‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) +

∫ t

0

‖∂tη‖20dt+ C|ϑ|2h + C|η|2h + C

∫ t

0

(|∂tϑ|2h + |η|2h)dt,

≤ C(‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) + supt∈[0,t]|ϑ|2h +

∫ t

0

|∂tϑ|2hdt) + C|η|2h

+ C(

∫ t

0

(‖∂tη‖20|+ |η|2h)dt.

�� �	������	�� �� �	
�

‖∂tη‖20 + |η|2h ≤ C(‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) + supt∈[0,t]|ϑ|2h +

∫ t

0

|∂tϑ|2hdt)

+C(

∫ t

0

(‖∂tη‖20|+ |η|2h)dt.
�����
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�� �� ����� 	�
 ��� t ∈ [0, t]� ������ �
�������� ����� ������ �� ���

‖∂tη‖20 + |η|2h ≤ C(‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) + supt∈[0,t]|ϑ|2h +

∫ t

0

|ϑt|2hdt).

����� e = ϑ− η� �� ����

‖∂te‖20 + |e|2h ≤ C(‖∂2
ttϑ‖L2(0,t,L2(Ω)) + supt∈[0,t]|ϑ|2h +

∫ t

0

|∂tϑ|2hdt)
+C‖∂tϑ‖L∞(0,t,L2(Ω)).

�����

������ �� �������� ���� �

�
 ��������� 	�
 ��� �� �
��������� �� ��� �����

�������� 
����� �� ��� �

�
 ��������� 	�
 ��� �������� ��������� ����
������

 � ��� 	�������� 
�������� �� ���� ��� ��������� 	�
 |ϑ|h�

�	������ �
�
�
 !�� u "� ��� ����� �������� �	 #$��% ��� ����� ����

u(., t)|κ ∈ Hs(κ)3� ���� s ≥ 2 ��� 	�
 ��� t ∈ [0, t]� ���� �� ����

|u−Πh
pu|2h ≤ C

∑
κ∈Th

h2μκ−2
κ

p2s−3
‖u‖s,κ, ∀t ∈ [0, t] �����

���

|u− πh
pu|2q,κ ≤ C

hμκ−q
κ

ps−q
‖u‖s,κ ∀0 ≤ q ≤ s , ∀t ∈ [0, t], �����

���
� μκ = min{p + 1, s} ��� C �� ���������� �	 h ��� p�

&� ������ ��� 
������ 
�������� �� �"���� ��� 	�������� ��������� 	�


‖∂te‖20 + |e|2h�

�	������ �
�
�


‖∂te‖20 + |e|2h ≤ C
∑
κ∈Th

h2μκ−2
κ

p2s−3
(‖∂2

ttu‖2L2(Hs(κ)3) + ‖u‖2L∞(Hs(κ)3))

+ C
∑
κ∈Th

h2μκ−2
κ

p2s−3
(‖∂tu‖2L2(Hs(κ)3) + ‖∂tu‖2L∞(Hs(κ)3)), ����	�

���
� μκ = min{p + 1, s} ��� C �� ���������� �	 h ��� p�

����	� �
�
�
  � �
��
 �� ��� ��� �������� 	�
 ‖e(t)‖0� �� ����� ���� ����

vh = η(t) �� #'�'%� "�� ���� ��� "� ������� 	
�� 
������� '�'�$ ����� ��

���� ‖e(t)‖0 ≤ |e(t)|h�



���� �����	
�� ����	����� ��

��� �����	
�� ����	�����

�� ���� �����	�
 �� ���� ������ ��������� ������� �	 �	���� ��� ���	���������

����������� ���	� �	���� �� �		����	� ������ �	 ����� ���������� 	�� ������	�

�� ����
 �� ��� ��� ���	�� 	���� ������� ������ �� ����
 ��� �	� ������

 !�"�#� �� 	�� ������
 �� ��		�� ��� $% �����������	� �������� α = 10�

����� ���� 	�
���������

&� ���������� '��() �� ���� �� ��� $% ����	� '��() ��� �� *�� ������ ���	��

	���� ������ 	� 	������� ��+�������� ������	�� �� �	��	��,

M∂2
ttuh(t) +Auh(t) = fh(t), t ∈ I, ������

���� ������� �	�����	��

Muh(0) = u0
h, M∂tuh(0) = u1

h. ������

-���
 M ���	�� ��� ���� ������ ��� A ��� ���+���� ������� �	 ����������

'��() �� ����
 �� ���� ��� 	� ��� ������� ���� �����* ������. ���
 ��*�

 !�"�#� /�� k ���	��� ��� ���� ��� ��� ��� tn = n · k� ���� ��� �������

����	� �	������ �� �����* ��	������	� {un
h}n �	 uh(tn) ���� ����

(M+ k2βA)u1
h =

[
M− k2(

1

2
− β)A

]
u0

h + kMu1
h + k2

[
βf 1

h + (
1

2
− β)f 0

h

]
.������

���

(M+ k2βA)un+1
h =

[
2M− k2(

1

2
− 2β + γ)A

]
un

h

−
[
M+ k2(

1

2
+ β − γ)A

]
un−1

h

+k2
[
βfn+1

h + (1
2
− 2β + γ)fn

h + (1
2
− β + γ)fn−1

h

]
,

������

�	� n = 1, 2, · · · N − 1� -��� fn
h := fh(tn)
 ����� β ≥ 0 ��� γ ≥ 1

2
��� ����

��������� ���� ����� ��� �� ��	���� &� ������ ���� �	� γ = 1
2

��� �������

������ �� ���	�� 	���� �������� �� ����
 ������� �� �� 	��� ���� 	���� ��������

�	� γ > 1
2
� 0	� β = 0
 ��� ������� ������ '��(�)1'��(2) �������� �� ����

���� ��� ��� �	����	� 	� � ������ ������ ���� ��� ������ M� -	��3��
 �������

����3����� �������� ���	����
 M �� � ��	� ���*	��� ���� � ��	� ���� ����� �	

��� ������ 	� ��*���� 	� �����	� �� �������� �� ��� �� ��3����� �� 3��� �	�

�	������	��� �	�� ��� ��� ������ �� ����������� �������� �� ����
 �� ��� �����

������	�� ��� ��	��� �������� 	���	*�	���
 M ������� �	 ��� ��������. ���

 45677# ��� ��� ���������� �������� ����
 ���� γ = 1
2

 ��� ������� �������
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������ �����	
���	 �� ��� 	������� ��
����� 	������

��� β > 0� ��� ��	����� 	����� �	 ��
���� ��� ������	 ��� 	������ �� �

����� 	�	��� ���� ��� 	�������� 
�	����� ������� 	�����		 ������ A �� ����

���� 	��
� �� ���� ���� ���� ��� 	����� ����� ������� 	����� ���� γ = 1
2

�	 ������������� 	���� ��� β ≥ 1
4
� ������	 ��� 1

4
> β ≥ 0 ��� ���� 	��
 k

��	 �� �� ��	������� �� �  �! ���������� "� ��� ��	� β = 0 ��� ��������� �	

k2λmax(A) ≤ 4(1 − ε), ε ∈ (0, 1)� ����� λmax(A) �	 ��� ������ ����������

�� ��� #$ 	�����		 ������ A�

"� ��� ��	�� �� �� ��
�� ��� ��
���� 	����� ����� ������� 	������ 	������

γ = 1
2
��� β = 1

2
�� %&�'&(�%&�')(�

����� ����	
�

�� ���	���� ��� ����� �����	���� �*������ %+�'( �� Ω × I := (0, 1)3 × (0, 1)

��� ���� f � u0 ��� u1 ���	�� 	��� ���� ��� �������� 	������ �	 ����� ��

u(x, y, z, t) =

⎛⎝ sin(t(y2 − y)(z2 − z))

sin(t(x2 − x)(z2 − z))

sin(t(x2 − x)(y2 − y))

⎞⎠ . ������

,��	 	������ �	 ���������� 	����� 	� ���� ��� ���������� �		��
����	 ���

	���	���� �� ��	�����-� ���	 
����� �	��� ��� 
������� 	
���	 Pp(κ)3�

p = 1, 2� �� � 	�*����� Th �� ���������� ��	��	� ���� ������	��� ��	�	�-�

h� 	���� ���� 	��
 k �	 ��� ����		���� �����	� ��� 	����� �	 �������������

	����� "� ���� ,��� &�'� �� 	��� ��� ������� �����	 �� ���� T = 1 ��

��� ������ ����� �	 �� ������	� h� "� %��� '( ��� %��� +( �� 	�� ���� ���

������	� �� ��� ������ ���� �	 � �������� �� ��� ��	�	�-� h �	 �� ����� ���

��� p = 1 ��� �� ����� ��� ��� p = 2� ,��� ��� �������� ��	��	 �����������

���� ��� ��
����� ���������� ����	 �� O(hp) �	 �� ������	� ��� ��	�	�-��



���� �����	
�� ����	����� ��

h ���� ���� ‖u− uh‖h, p = 1 ‖u− uh‖h, p = 2

������ �� �� ����	�
��� ������
���

����	� � ��� ���	��
��� �����
���

������ �� ��� ����	�
��� ������
���

����� ��� 	�� ������
��� �����
���

����� ��� ���� ������
��� ������
���

���	
��� ���� ���� �����
��� �����
���

�����
��� ��	� �� ����	�
��� ������
���

����� ���� ����� �� ������ �� ��� ������ �����

���� Nbte �� ��� �	
��� � ���������� �� Ω ��� Nbtr �� ��� �	
���

� ��������� �� ��� ��� � Fh� �� ���� ���� ��� ������ � ‖u − uh‖0,Ω �� �

	������ � h �� ��� �������� ������

h ���� ���� ‖u− uh‖0,Ω, p = 1 ‖u− uh‖0,Ω, p = 2

������ �� �� ���	���
��� �����
���

����	� � ��� ������
��� ������
���

������ �� ��� ������
��� ��		��
���

����� ��� 	�� ������
��� ��	���
���

����� ��� ���� ��	���
��� ���	�
���

���
��� ���� ���� ���	�	
��� �����
���

�����
��� ��	� �� ������
��� ����	�
���

����� ���� ����� �� ������ �� ��� L2(Ω) �����
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����

���

�

���� ��� �

‖u− uh‖h

��� �����	
� h

�	� � ������ 	� ��� ������ ���� �� �	�� T = 1 ��� p = 1

�����

����

���

�

���� ��� �

log(‖u− uh‖h)

log(h)

��� �� ����� �	 
�� �	��� 	��� �
 T = 1 ��� p = 2
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��� ��

��� �����	
���

�� ���� ���	�
�� 
 ���
 �
���
� hp � 	����� 
���� 
������
� ��� ��
 ��

����������� 	��	��
� �� 	�
����� ���	�
�� ��
 hp−
���� 
������
� ������
�

��
 �	����� �� ��
 �
�� ���
 ��� �����	����� �� ��
 �		���������� �
��

�

��
 ���
����� �
����� ��
 ���
� �� ������ ��
 ����
��
��
 ���
� �� � ��������

�� ��
 �
�� ���
�
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� ���������� 	���� ����
����� ��

��
���������� ����

��������
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  �� uh �� ��� !
�����
�����" 
������� �� ��� ������ !#�$"�

 �� ��
� Πh : L2(Ω) → Vh �� ��� ��������� L2���%������ ������� ����

��� ����� ������� 
��� Vh� &� ����� ��� ������������� �����
���������

w = w(t) ∈ X(Ω) = H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω), t ∈ I� �� uh �� �� ��� 
�������

�� ��� ������

b(w,v) = (g,v)Ω, ∀v ∈X(Ω), �����

	����

g = Auh − Πhf + f . �����

��� A : Vh → Vh �
 ��� ��
����� ������� ������ �'

(Aq,χ)Ω = bh(q,χ), ��� ��� q,χ ∈ Vh.

��� ������������� �����
�������� �
 	��� ������� ������ Auh ∈ Vh �
 ���

������ L2�(��
) ����
�������� �� � ������ ���������� �� ��� �����������
�����


��� Vh ��� ��� ���
����� ��� ��������

 �� !	��*"
������� �� !+�,"� 	��� ����

Auh − Πhf + f ∈ L2(Ω)
d �����	
 ���� ���  ���������� ��������

����� ����� �	
�����

&� ������
� ��� ����� �


e := uh − u = ρ− ε, �����

	���� ε := w − uh ��� ρ := w − u�

����	� �
�
�
 !��� ���� �� w" ��� -. 
������� uh �� ��� 
������
�����

���� �������� ������ !#�$" �
 ��
� ��� -. 
������� �� ��� �������������



���� ����� ���	
��� ��

��������	
���� ������ ������ ������� ��� wh ∈ Vh �� ��� ��	�����������

�� w� ������ �� ��� �����	����������� ������ ������

bh(wh,v) = (Auh − Πhf + f ,v)Ω, �����

��� ��� v ∈ Vh� ��� � ������

bh(wh,v) = (Auh,v)Ω = bh(uh,v), v ∈ Vh

����� wh = uh� !���� ��  ������ ���� w �� ��� ��� � �������� �� ��� ����	

������� "������#� �$������� ���� ���� ���� ��������

∇× (μ−1∇×w) = g, in Ω

∇ ·w = 0, in Ω

n×w = 0, on ∂Ω

�����

���� ���� g ������ �� ���%� ��� ��� �� ����������� �� ���� ������ �� uh�

��� ����� ���	
���

���	 ������ &��� ������� � �� ��� �������� �� ���%���� �� ��
�

(∂2
tte,v)Ω + b(ρ,v) = 0, ��� ��� v ∈X(Ω). �����

'����� �� 	
��

(∂2
tte,v)Ω + b(ρ,v) = (∂2

ttuh,v)Ω + b(w,v)− (∂2
ttu,v)Ω − b(u,v).

�	��� � 	
�� ���� �	� ����� ��������� ������ �� ������ �� �� ����� ������

� ���
��

= (∂2
ttuh,v)Ω + b(w,v)− (f ,v)Ω,

= (∂2
ttuh,Πhv)Ω + b(w,v)− (f ,v)Ω,

= −bh(uh,Πhv) + b(w,v) + (Πhf − f ,v)Ω,

�� �	� ���������� �� L2����	���
� ��� �!���� 
�� �	� ���"��
���� ���#��

$� ��������� �	� �������� bh(uh,Πhv) − (Πhf − f ,v)Ω = b(w,v)� ��� ��

�	� !������!���� �� w� � ���

(∂2
tte,v)Ω + b(ρ,v) = 0.
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������� ����� ������ ��� ���

������	���� 
������

������� �	�	�	 ��������� �	
������	�	 	��� ����� �	� u �	 ��	 ������ �

	������ ����� ��� uh �	 ��	 �	
�������	�	 ����������� ���	���� ���� ���

����
���� � u �����	� �� ��� �! �	� w �	 ��	 ��
	����
��� �	����������

� uh �� �	"�	� �� �	"����� �#���$�! %��� ��	 ������� �������	� �� �#���!

��	 ���%��& 	��� ���� ����'

‖e‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) ≤ ‖ε‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) +
√
2(‖u0 − uh(0)‖0,Ω + ‖ε(0)‖0,Ω)

+2

∫ T

0

‖∂tε‖0,Ω + 2T‖u1 − ∂tuh(0)‖0,Ω.
�����

(��� �� �	� 
 ��	��� ��������� ��������� �� �
��� ������� ��� v̂ : [0, T ]×
Ω→ Rd ����

v̂(t, ·) =
∫ τ

t

ρ(s, ·)ds, t ∈ [0, T ], �����

 �� 	�!� "#�� τ ∈ [0, T ]� $%�
�%� v̂ ∈ X(Ω) 
	 ρ ∈ X(Ω)� &�  �%%��	  ��!

��"���� � v̂ ��
�

v̂(τ, ·) = 0, and ∂tv̂(t, ·) = −ρ(t, ·) a.e. in [0, T ]. ���'�

(�� v = v̂ � �����) �����
�� ������ 0 
� τ ���� ��	���� �� ��� *
��
�%� t


� �����
�� �� �
��	 ��� "�	� ���! � ��� %� �+�
� 	��� �� ���
�

−
∫ τ

0

(∂te, ∂tv̂)Ω + (∂te(τ), v̂(τ))Ω − (∂te(0), v̂(0))Ω +

∫ τ

0

b(ρ, v̂) = 0.

,	�� ���'�) �� �
*�∫ τ

0

1

2

d

dt
‖ρ(t)‖20,Ωdt−

1

2

∫ τ

0

d

dt
b(v̂(t), v̂(t))dt =

∫ τ

0

(∂tε,ρ)Ω + (∂te(0), v̂(0))Ω.

����� �!�%��	

1

2
‖ρ(τ)‖20,Ω −

1

2
‖ρ(0)‖20,Ω +

1

2
b(v̂(0), v̂(0)) =

∫ τ

0

(∂tε,ρ)Ω + (∂te(0), v̂(0))Ω.

-���) �� ������

1

2
‖ρ(τ)‖20,Ω −

1

2
‖ρ(0)‖20,Ω +

1

2
b(v̂(0), v̂(0)) ≤ max

0≤t≤T
‖ρ(t)‖0,Ω

∫ τ

0

(‖∂tε‖0,Ω
+‖∂te(0)‖0,Ω‖v̂(0)‖0,Ω).

���./�



���� ������	� � 
������� ����� ������ ��� ��� ������	����


������ ��

���� �� �����	 τ �
�� 	��	 ρ(τ) = max0≤t≤T ‖ρ(t)‖0,Ω 	��� �� ��������

�
� 	� 	�� ���	��
�	� �� u �� 	�� 	��� �������� 
���� 	�� ��	� ��� ���

���� ���
����	� ���
��	���� ����� ��� ���� ����� � !�� 	��� τ � �� ����

‖v̂(0)‖0,Ω ≤ τ‖ρ(τ)‖0,Ω� �
�	������� 	�� ����	��� �������"��	����� �� 	�� ����

b ���
��� 	��	 b(v̂(0), v̂(0)) ≥ 0� ���� ����� 	� 	�� ���#
���	��

1

2
‖ρ(τ)‖20,Ω −

1

2
‖ρ(0)‖20,Ω ≤ ‖ρ(τ)‖0,Ω

(∫ τ

0

‖∂tε‖0,Ω + τ‖∂te(0)‖0,Ω
)
. $�%%&

��� 
���� 	�� ���#
���	� AB ≤ 1
4
A2 +B2� ��	� A = ‖ρ(τ)‖0,Ω ���

B =
∫ τ
0
‖∂tε‖0,Ω + τ‖∂te(0)‖0,Ω� �� ��	

1

2
‖ρ(τ)‖20,Ω −

1

2
‖ρ(0)‖20,Ω ≤

1

4
‖ρ(τ)‖20,Ω +

(∫ τ

0

‖∂tε‖0,Ω + τ‖∂te(0)‖0,Ω
)2

,

����� ����� �������	���

1

4
‖ρ(τ)‖20,Ω −

1

2
‖ρ(0)‖20,Ω ≤

(∫ τ

0

‖∂tε‖0,Ω + τ‖∂te(0)‖0,Ω
)2

.

'���� 	�� ��
�� ‖ρ(0)‖0,Ω ≤ ‖e(0)‖0,Ω + ‖ε(0)‖0,Ω� e(0) = uh(0) −
u0 , ∂te(0) = ∂tuh(0)− u1� ��� $�%%& ��� τ �� ������ �� ����

‖ρ‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) ≤
√
2(‖u0 − uh(0)‖0,Ω + ‖ε(0)‖0,Ω) + 2

∫ T

0

‖∂tε‖0,Ω
+2T‖u1 − ∂tuh(0)‖0,Ω.

$�%�&

��� �� 
���� $�(& ��� 	�� ����� ���#
���	� $�%�&� �� ��	

‖e‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) ≤ ‖ε‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ‖ρ‖L∞(0,T ;L2(Ω)d)

≤ ‖ε‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) +
√
2(‖u0 − uh(0)‖0,Ω + ‖ε(0)‖0,Ω) + 2

∫ T

0

‖∂tε‖0,Ω
+2T‖u1 − ∂tuh(0)‖0,Ω.

$�%(&

������ ������ ��� ����� 	
�� �� ��� ��� ���������� � ���������� ����� ������

�� ����� ���� �� ����� ��� ����� ��������� ��� ���������� ����� ε = w − uh

�� � ���������� ���������

������ ������ �� ���� ���� ����� q ∈ L2(Ω)3� �������� ��� �������

 ��� z ∈X(Ω) ���� ����



��������	 �
 � ����	�	� �			 ��������� �	 ���������	��� ����

∇× (μ−1∇× z) = q, in Ω,

∇ · z = 0 in Ω,

n× z = 0 on ∂Ω,

������

����� �����	�
 ��
 � ������	����� � ��� ������	
� �� �������

�
� zh ∈ Vh

bh(zh,v) = (q,v)Ω, ∀v ∈ Vh. ������

�� ������ ���� �
 � ������	��	 ���	����� ��
��	�
�� E ��	���� 	����

‖z − zh‖2DG ≤ C0E (zh, q,Th), ������

����� ‖.‖DG 	� ��� ��������
�	
� �
���� 
��� 	
 Vh �
� C0 	� � ��
���
�

	
����
��
� �� Th� z� zh �
� ���� �	���

��� ������	
� ��� ���� ���� uh� ��	�� 	� ��� ���	 �	������ �� ������	���

�	�
 ��  !�"# 	� ���� ��� �� ������	���	�
 �� ��� w ���	���	
�  $�%# �	�� ����

g = Auh − Πhf + f �� �����	�� 	
 �����&  $�!�%#�

'���� 	� �� ��(� �
 � ������	��	 ����� ���	����� ��
��	�
��� ��	�� ��
��

��� ����� �����
 ��� ����� �����	�
 w ��  $�%# �
� 	�� �� ������	���	�
� ��

�� ��� 	
 ��(� �����&  $�$�!#� '��
 ��� ����� 	
(��(	
� 
���� �� ε 	
  $�)#

��
 � ��
��� �� ��������

�	������ �
�
�
 *�� E � �
 � ������	��	 ����� ���	����� ��
��	�
�� ��	��

��
�� ��� ����� �����
 ��� ����� �
� �� ������	���	�
 ��  $�%#� �	�� ����

g = Auh − Πhf + f � �
� ������ ���� f � �	+���
�	��� 	
 �	�� ���
 ���

����� 	
  $�)# ��
 � ��������� ��
��� ���

‖ε‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) ≤ ‖E (uh, g,Th)‖L∞(0,T ),√
2‖ε(0)‖0,Ω ≤

√
2E (uh(0), g(0),Th),

2

∫ T

0

‖∂tε‖0,Ω ≤ 2

∫ T

0

E (∂tuh, ∂tg,Th).

������

,
 ��� ������	
� ����	�
 �� �	�� ���	(� ��� ��
��	�
�� �� ���� E ��� �	���

�����
	� -������.� �������

��� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	�

��
����� ����	�� �
���	�

,
 ��	� ����	�
� �� �����
� ��� ������ �� ���	(� � ������	��	 ��
�� 	
 L2�


��� �� ��� ����� ��� ��� �	��������
	� -������.� ������� �� �	�� ����
�



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

��� �� ���	
����� ��� ����� �������� �� � ������ ���� ���	��� ����� ��

����� ��� ����� ���	��� � ������ ���	� ���� ��� ��� ��� L2 ���	 �� ���

����� �� ����� ��� ������
� � ����� 
��� ��� ����� ������� � ���� ���	���

	����� ��� ���� ������ ��� � ���� ����� ��� �!"��# ��� � �������� �����

���	�����

����� � ���	
����� 
���� ����� �� L2����� ��� 
�
���

����

$�� �� ����%��� �
� � �������� ����� %�
���� �� ����� � ������ ����

���	��� ����� V (h) = X(Ω) + Vh�

&� V (h) �� ����� ��� �� ������ ���	 %�

|||v|||2 = ‖v‖20 + |v|2h. ������

��� |.|h ������ � '(�))*� +� ��� �
�	��� ��� %����� ���	 bh � '(�,*

�� V (h) × V (h) � � ���-��������� 	����� �������� �!"��# %� 
��� ���

����� ��������� �� ��� ���� �� ��� ��� ������� ��� ����� ��� %�
���

������� �� ����� �������� � ��� �������� �������

����� ���	��� ��
��	��

�	������� ������ ∀v ∈ V (h)� ��� ����� �������� L (v) ∈ Vh � ������ %�∫
Ω

L (v).wdx =
∑
e∈Fh

∫
e

�v�T .{{μ−1w}}ds, ∀w ∈ Vh. ������

��� �������� L � ���� ������� +� ����� ���� ��� ���	 �� ��� ����-

����-��� �� ��
���� '.�),* � � ����� �������� ���� Vh� ��� ���� v ∈ V (h)�

!����� L (v) ∈ Vh � ��� ������������� �� ��� ����� �������� �%����� ���	

/��0 ������������� ������	 
���� L2 ������ ����
�� � Vh� �� ��1�� �

�	��� ������ '���%��� �� ����� ��������* 1�� L %� ��� ����� ��������

������ %� '4.19* ��� ��� ���%������ ����	���� a ������ %� '2.10*� ����


���� ��� ���
	����� �� μ� �� ���� ��� v ∈ V (h)

‖L (v)‖20,Ω ≤ α−1(μ−1� )2C2
inv

∑
e∈F

‖a 1
2 �v�T‖20,e. ����	�

����� ��� ���	�
�� Cinv > 0 ���� ����	 �� ��� 	�
�� �����
���� �� ��� ��	�


� ��� 
�������
���� ����� l�



��������	 �
 � ����	�	� �			 ��������� �	 ���������	��� ����

������ ��� v ∈ V (h)� �� ����

‖μL (v)‖0 = sup
w∈Vh

∫
Ω

L (v).μwdx

‖w‖0 , 	
���

= sup
w∈Vh

∑
e∈Fh

∫
e
�v�T{{μ−1w}}
‖w‖0 , 	
����

≤ sup
w∈Vh

(∑
e∈Fh

∫
e
a�v�2T

) 1
2
(∑

e∈Fh

∫
e
a−1|{{μ−1w}}|2

) 1
2

‖w‖0 , 	
����

≤ α−
1
2μ−1� sup

w∈Vh

(∑
e∈Fh

∫
e
a�v�2T

) 1
2
(∑

e∈Fh

∫
e
h|{{w}}|2

) 1
2

‖w‖0 , 	
��
�

≤ α−
1
2μ−1� sup

w∈Vh

(∑
e∈Fh

∫
e
a�v�2T

) 1
2
(∑

κ∈Th

∫
∂κ

hκ|w|2
) 1

2

‖w‖0 . 	
����

	
����

����� �� ���� ���� �������������� ������ ���� ��� ��!����"� "# a ��

	2.10�� $"� ����  ��% ��� ������� ������ ��� 	�&�

‖w‖0,∂κ ≤ Cinvh
−1/2
κ ‖w‖0,κ, #"� �  w ∈ (P l(κ))3, 	
��'�

���� � �"������ Cinv ���� ��(���� "� � "� ��� ���(����%� ����� "# ��� )����

��� �((�"*�)���"� "���� l� ��� ��� ��)����"� d�

+���% ���� ������� ������ ��� �� �,"�� ,"��� �� %�� 	4.20��

�� ��	 
������� ��� ��������
����� �
�
���� ����

b̃h(u,v) =
∑
κ∈Th

∫
κ

μ−1∇× u · ∇ × vdx +
∑
κ∈Th

∫
κ

∇ · u∇ · vdx

−
∑
κ∈Th

∫
κ

L (u) · (∇× v)dx−
∑
κ∈Th

∫
κ

L (v) · (∇× u)dx

+
∑
e∈Fh

∫
e

a�u�T · �v�Tds +
∑
e∈F I

h

∫
e

a�u�N · �v�Nds; 	
��-�

b̃h = bh �� Vh × Vh� ��� b̃h = b �� X(Ω) ×X(Ω)� ��� �
�
���� ���� b̃h ���

�� �
�	�� �� �� ������
�� �� ��� �	� �
�
���� ����� bh ��� b �� ��� �����

V (h)× V (h)�



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

��� ���� ����	�
� �	���� ����� �� ����� ��� � �	�

�� ��� �� ��������

��� uh ∈ C0(0, T ;Vh) ���� 
��


(∂2
ttuh,v)Ω + b̃h(uh,v) = (f ,v)Ω ∀v ∈ Vh, t ∈ [0, T ]. ������

��� �� ���� 
�� ���
����
� ��� ���	����
� �� b̃h �� V (h)�

�	��� ������ ��
 α � ������ �� �� ���� � ��� α0 > 0 � � ����
��
! 
���


��	� �"��
� ����
��
� Ccont > 0 ��� Ccoer > 0! ����������
 �� ���� ��#�! ����


��
 ∀α ≥ α0

|b̃h(u,v)| ≤ Ccont|u|h|v|h, ������

|b̃h(v,v)| ≥ Ccoer|v|2h, ����	�

��	 ��� u,v ∈ V (h)

$	���� 
�� ��������� �� ��� �������������� ��� ����� �! ��� ������ ��

������" ��!��� #�$�� �� #����� ���

|b̃h(u,v)| ≤ max{(1 + μ−1� ), ((μ−1� )2α−1C2
���

+ 1)}|u|h|v|h.
��� α0 = 4C2

inv(μ
−1
� )2"

%�� α ≥ α0" ��� ���������� �� b̃h �&&�!����� �������� 
� ���� ��� ������$���

�� ��� ���& b̃h" �� ���� ���

b̃h(u,u) =
∑
κ∈Th

‖μ−1∇× u‖20,κ +
∑
κ∈Th

‖∇ · u‖20,κ

− 2
∑
κ∈Th

∫
κ

L (u) · (∇× u)dx +
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �u�T‖20,e +

∑
e∈F I

h

‖a 1
2 �u�N‖20,e.

������

'� ����# ��� ���#���! �������������� ��� �����" ��� #��&���������&����

��� ����� ab ≤ δa2

2
+ b2

2δ
" $��! ��� �� δ > 0 �! ∀a, b ∈ R" �� ��� ����! ���&

�� ��� (�$� � �����" �� �(���

2
∑
κ∈Th

∫
κ

(L (u)) · (∇× u)dx ≤ 2
∑
κ∈Th

‖∇ × u‖0,κ‖L (u)‖0,κ,

≤ δ
∑
κ∈Th

‖∇ × u‖20,κ + δ−1
∑
κ∈Th

‖L (u)‖20,κ,

)���# ��� ��(����� (���! ��� ��� ������# ������� �� ������" �� #��

≤ δ
∑
κ∈Th

‖∇ × u‖20,κ + δ−1α−1(μ−1� )2C2
���

∑
e∈Fh

‖a 1
2 �u�T‖20,e,



��������	 
� � ����	��	� �		�	 ���������� ��	 ���������	��� ����

��� � ��������� δ > 0	 
� ������� ����

b̃h(u,u) ≥ ((μ�)−1 − δ)
∑
κ∈Th

‖∇ × u‖20,κ +
∑
κ∈Th

‖∇ · u‖20,κ

+ (1− δ−1(μ−1� )2C2
���
α−1)

∑
e∈Fh

‖a 1
2 �u�T‖20,e +

∑
e∈F I

h

‖a 1
2 �u�N‖20,e. ������

������� δ = (μ�)−1/2	 ��� α0 = 4C2
inv(μ

−1
� )2μ�	 ��� α ≥ α0	 
� ������ ���

������� ���������� ������

����� � ���	
����� 
���� 
�	��	


�� ���� �����	�
 �	� ��������� �� ����� ����

μ ≡ 1, ������

�	� ��� ���� 	� μ ��������� �	������
 ��� ��		� �	��	�� ����	�	�����

��� ��		� 	� � �	�����	�� ���	� �� ����� 	� ���	�	���� ��� ���	� �� ��	 ������

��� ���� �� �	��	���� ��� ��� ���	�� ���� �� �	���	��	����� �� ���� �����

��� ������� �	��	���� ����� V c
h ���������� Vh ���� ��


V c
h = Vh ∩X(Ω).

��� ����� V c
h �� �� ���� ������� ����� 	� ��� ���	��  ���� ��� ����� V c

h ���

�� ���	�	��� ���	

V c
h = Xh ⊕∇Sh,

���� ��� ������ Xh ��� Sh ��!�� ��

Sh = {q ∈ H1
0 (Ω) : q|κ ∈ P l+1(κ), κ ∈ Th}, ������

Xh = {v ∈ V c
h : (v,∇q) = 0∀q ∈ Sh}. ������

��� ����� Xh �� �������� �� ��� ����� 	� �������� ��!������� ���� ������	���

"�� z �� ��� �#��� �	����	� �	 ��� �������	��� $�#����%� �&����	�� '(�)(*

��� zh �� ��� +, ����	#���	� 	� u �� �� '(�)-*� �� ���	�	�� ��� ���	�

e ��

e := z − zh = z − zc
h + zc

h − zh, ������

����� zc
h ∈ V c

h 
 �� ���	��

ec = z − zc
h, ed = zh − zh

c. ���� �

�� ���� ��� ��� �	��	���� ��� �� ��� ��		� 	� 	�� � �	�����	�� ���	� �	����

��	 ���� ��� �� ��� ��	!� ��� �#������� 	� � �	��	���� ����� ������

������	� ��� ��� �	��� ��� �	���	��	���� ���� 	� ���	� ed�



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

�	��� ������ ������� Th �� � 	�
���	 ���� ���� ��	 ��� ��������

zh ∈ Vh ��	� ������ � �������� zc
h ∈ V c

h ��� ���

‖zh − zc
h‖20,Ω ≤ C1

∑
e∈Fh

he‖�zh�T‖20,e,∑
κ∈Th

‖∇ × (zh − zc
h)‖20,κ ≤ C1

∑
e∈Fh

h−1e ‖�zh�T‖20,e.
������

��	� C1 > 0 �� � �������� ��������
 �� ���� 	�
���	��� �� �� ����

�	���� ��	 
��� ������ ��� ���������

��	�
	� ������ ��� Th �� � 	�
���	 ���� ��� z �� �� ����� �������� �� ��

������	����� ��������� � ������� !"�#"$ ��� zh �� �� %& ���	�������� ��

z �� �� !"�#'$� (���	 �� ���������� !"�)"$ �� μ �� ��������
 ����� ����

‖z − zh‖0,Ω ≤ E (zh, q,Th),

��	�

E (zh, q,Th) = Cup

( ∑
κ∈Th

(
h2
κ‖q +∇× (∇× zh)

+∇(∇ · zh)‖20,κ + ‖q +∇(∇ · zh)‖20,κ +
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e

+
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇ · zh�N‖20,e

)
+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e +

∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

+max{1, Ccont}
( ∑

e∈Fh

(
1 + α−1C1(1 + h2

e)
)‖a 1

2 �zh�T‖20,e +
∑
e∈FI

‖a 1
2 �zh�N‖20,e

+
∑
κ∈Th

‖∇ · zh‖20,κ
) 1

2

, ������

��	� Cup > 0 �� � �������� ����������� �� z� zh ��� Th� C1 �� �� ��������

�	�� ����� "�'�) ��� Ccont �� �� ���������� �������� �� �������	 ��	� b̃h�

�� �	�*� ��� ���	�� �� ���� ��� �� ��������
 ��� �������

�	��� ������ (���	 �� ��������� ���	������ �� !"�)+$�!"�),$� �� ��������


� �����	��	� ����� ����

‖z − zh‖0,Ω ≤ ‖ec‖0,Ω + α−
1
2C

1
2
1

( ∑
e∈Fh

h2
e‖a

1
2 �zh�T‖20,e)

1
2 , ������

��	� C1 > 0 �� �� �������� �	�� !"�)-$�



��������	 
� � ����	��	� �		�	 ���������� ��	 ���������	��� ����

������ �� ��������� 	
� ����� e = z − zh �� � ������� �� 	�������� ��

�����	�� �� 
���

‖z − zh‖0,Ω ≤ ‖z − zc
h‖0,Ω + ‖zc

h − zh‖0,Ω = ‖ec‖0,Ω + ‖ed‖0,Ω. ������

 �� ���� 	
� !���� � ����� ��"��� �� 
���

‖ed‖20,Ω ≤ α−1C1

∑
e∈Fh

h2
e‖a

1
2 �ed�T‖20,e. ������

#��� 	
� $��	 	
�	 �ed�T = �zh�T � �� �!	��

‖ed‖0,Ω ≤ α−
1
2C

1
2
1

( ∑
e∈Fh

h2
e‖a

1
2 �zh�T‖20,e)

1
2 . ������

%��!��� ������ ��� ������ �� ��	 	
� �����	�

��� �� 	���� �
����� ���� �� ������ �
� �		�� ����� ��� ‖ec‖0,Ω
����� 
����� ����� �
� ��������� ���������� �� ����������� �
� ��!!����"

����� 
�!��

‖ec‖0,Ω ≤ |ec|h ≤
√
2Cdemax{1, Cmax{1, α− 1

2C
1
2
inv}, CtrN

1
2
∂ }×( ∑

κ∈Th

(
h2
κ‖q +∇× (∇× zh)

+∇(∇ · zh)‖20,κ + ‖q +∇(∇ · zh)‖20,κ +
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e

+
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇ · zh�N‖20,e

)
+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e +

∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

+Ccont

(
(1+α−1C1)

∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e+

∑
e∈FI

‖a 1
2 �zh�N‖20,e+

∑
κ∈Th

‖∇·zh‖20,κ
) 1

2

.

����"�

������ %������ �� 
��� ec ∈X(Ω)� &
��� �� 
���

b̃h(z, e
c) = b(z, ec) = (q, ec)Ω.

�� ��������� ec !� ���� ������� ��������	�� $��� '%()**+� �� $������

ec = ψ +∇γ,



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

����� ψ ∈ X(Ω) ∩ H1(Ω)3 ��� γ ∈ {H1
0 (Ω) : Δγ ∈ L2(Ω)}� 	
��������

����� ������ � ������� Cde > 0 �
�� ����

‖ψ‖1,Ω ≤ Cde‖ec‖X(Ω),

‖γ‖1,Ω ≤ Cde‖ec‖X(Ω),
������

����� ��� ��� ‖.‖X(Ω) �� ������ �� ������ �� ���� ec
h = ψh + ∇γh�

����� ψh �� ��� �
��� ����������  ψ ������ �� ����� ����! ��� γh �� ���

"�#���� �����������  γ �� H1
0 ������ �� ����� ����$� %� �����
����  

��� ��������� �� ����� ����! ��� ����� ����$� �� ��&� ���  �����' �
����∑
κ∈Th

(
‖∇× (ψ−ψh)‖20,κ + h−2κ ‖ψ−ψh‖20,κ + h−1κ ‖ψ−ψh‖20,∂κ

)
≤ C2

1‖ψ‖21,Ω,

����(�∑
κ∈Th

(
‖∇(γ−γh)‖20,κ+h−2κ ‖γ−γh‖20,κ+h−1κ ‖γ−γh‖20,∂κ

)
≤ C2

2‖γ‖21,Ω, ����$�

����� C1 ��� C2 ��� �����&� �������� ����� ��� ������� � ����� ��'
������

 ��� ����� )� �� ��&�

b̃h(e, e
c) = b̃h(z, e

c)− b̃h(zh, e
c) = (q, ec)Ω − b̃h(zh, e

c − ec
h)− b̃h(zh, e

c
h)

= (q, ec − ec
h)Ω − b̃h(zh, e

c − ec
h),

����!�

����� �������

|ec|2h = b̃h(e
c, ec) = (q, ec − ec

h)Ω − b̃h(zh, e
c − ec

h)− b̃h(e
d, ec).

)� �� ��&�

|ec|2h ≤ |(q, ec − ec
h)Ω − b̃h(zh, e

c − ec
h)|+ |b̃h(ed, ec)| = T1 + T2. ���*+�

)� � �
�� T1� �� ��&�

(q, ec − ec
h)Ω − b̃h(zh, e

c − ec
h) = T11 + T12,

�����

T11 =
∑
κ∈T

∫
κ

q · (ψ −ψh)dx+ b̃h(zh,ψ −ψh),

T12 =
∑
κ∈T

∫
κ

q · ∇(γ − γh)dx−
∑
κ∈T

∫
κ

(∇ · zh) ·Δ(γ − γh)dx.



��������	 �
 � ����	�	� �			 ��������� �	 ���������	��� ����

��� �� ���� �	��
 T11 ��
 T12�

T11 =
∑
κ∈T

∫
κ

q · (ψ −ψh)dx−
∑
κ∈T

∫
κ

(∇× zh) · (∇× (ψ −ψh))dx

−
∑
κ∈T

∫
κ

(∇ · zh) · (∇ · (ψ −ψh))dx +
∑
κ∈T

∫
κ

L (zh) · (∇× (ψ −ψh)).

�����

���������	� �� ����� 	� ���	�
 ��
 ����
 ���� 	� ����� ���
 ��
� ����
�

(q, (ψ−ψh))Ω−b̃h(zh, (ψ−ψh)) =
∑
κ∈T

∫
κ

(
q+∇×(∇×zh)+∇(∇·zh)

)
·(ψ−ψh)dx

−
∑
κ∈Th

∫
∂κ

(∇× zh)× nκ) · (ψ −ψh)−
∑
κ∈Th

∫
∂κ

(∇ · zh) · nκ) · (ψ −ψh)

+
∑
κ∈Th

∫
κ

L (zh) · (∇× (ψ −ψh))dx,

=
∑
κ∈T

∫
κ

(
q +∇× (∇× zh) +∇(∇ · zh)

)
· (ψ −ψh)dx

−
∑
κ∈Th

∑
e∈∂κ\Γ

1

2

∫
e

�∇× zh�T · (ψ −ψh)−
∑
κ∈Th

∑
e∈∂κ\Γ

1

2

∫
e

�∇ · zh�N · (ψ −ψh)

+
∑
κ∈Th

∫
κ

L (zh) · (∇× (ψ −ψh))dx, �����

���� nκ �� ��� ���� 	�����
 �	����  ���	� 	� ∂κ�

!�� ����� 	� ����� ���
 ��
� ��� �� �	��
�
 �� �	��	��

∑
κ∈T

∫
κ

(
q +∇× (∇× zh) +∇(∇ · zh)

)
· (ψ −ψh)dx ≤∑

κ∈Th

hκ‖q +∇× (∇× zh) +∇(∇ · zh)‖0,κh−1κ ‖ψ −ψh‖0,κ. ���"�

∑
κ∈Th

∫
κ

L (zh)·(∇×(ψ−ψh))dx ≤
( ∑

κ∈Th

‖L (zh)‖20,κ
) 1

2
( ∑

κ∈Th

‖∇×(ψ−ψh)‖20,κ
) 1

2

≤ α−
1
2C

1
2
inv

( ∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e

) 1
2
( ∑

κ∈Th

‖∇ × (ψ −ψh)‖20,κ
) 1

2

.

�����



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

����� �� ���� �	�
 ��� 	������ �� ����� �������� �������

��� �� ����
 ��� 	����
 ��
 ���
 ���� �� ���� ���
 	
� �� ������� ��

����� ���  �����!"�����# ��$����� �� ���

∑
κ∈Th

∑
e∈∂κ\Γ

1

2

∫
e

�∇×zh�T · (ψ−ψh) ≤
∑
κ∈Th

( ∑
e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇×zh�T‖20,e

) 1
2

×

(∑
e∈∂κ

1

2
h−1κ ‖ψ −ψh‖20,e

) 1
2

≤
∑
κ∈Th

( ∑
e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e

) 1
2

h
− 1

2
κ ‖ψ −ψh‖0,∂κ. ������

"�������

∑
κ∈Th

∑
e∈∂κ\Γ

1

2

∫
e

�∇ · zh�N · (ψ −ψh) ≤
∑
κ∈Th

( ∑
e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇ · zh�N‖20,e

) 1
2

×

(∑
e∈∂κ

1

2
h−1κ ‖ψ −ψh‖20,e

) 1
2

≤
∑
κ∈Th

( ∑
e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇ · zh�N‖20,e

) 1
2

h
− 1

2
κ ‖ψ −ψh‖0,∂κ. ����%�

&	��  �����!"�����# ��$������ ��
 ��� ����
	 � (4.53), (4.54)� (4.55)

��
 (4.56) �� ������
� ����

T11 ≤ Cmax{1, α− 1
2C

1
2
inv}
( ∑

κ∈Th

(
h2
κ‖q +∇× (∇× zh) +∇(∇ · zh)‖20,κ

+
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e +

∑
e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇ · zh�N‖20,e

)

+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e

) 1
2

‖ψ‖1,Ω. ����'�

����� �� ���� �	�
 ��� ����
 (4.47)�



��������	 
� � ����	��	� �		�	 ���������� ��	 ���������	��� ����

��� �� ����� T12	 �
 ���
���
� ��
 �
���� �
� �� ������∑
κ∈T

∫
κ

q · ∇(γ − γh)dx−
∑
κ∈T

∫
κ

(∇ · zh) ·Δ(γ − γh))dx,

=
∑
κ∈T

(∫
κ

(q +∇(∇ · zh))∇(γ − γh))dx−
∫
∂κ

∇(γ − γh) · nκ∇ · zhds

)
,

=
∑
κ∈T

∫
κ

(q +∇(∇ · zh))∇(γ − γh)dx−
∑
e∈F I

h

∫
e

�∇(γ − γh)∇ · zh� · neds

−
∑
e∈FB

h

∫
e

∇(γ − γh) · ne∇ · zhds,

=
∑
κ∈T

∫
κ

(q +∇(∇ · zh))∇(γ − γh)dx−
∑
e∈Fh

∫
e

{{∇(γ − γh)}} · ne�∇ · zh�ds,

= T21 + T22. ������

T21 ��	 
� 
�	��� 
�

T21 ≤ ‖q +∇(∇ · zh)‖0,Ω‖∇(γ − γh)‖0,Ω,
≤ ‖q +∇(∇ · zh)‖0,Ω‖γ‖1,Ω.

������

��� ���� T22� ��	� ����� ���� ���� ���� !� �"� ����� �	�#����� ������ �	�

$��"�%&�"'��( �	�#������ '� "�)�

T22 ≤
(∑

κ∈T

∑
e∈Fκ

he‖∇(γ − γh)|κ.ne‖20,e
) 1

2
( ∑

e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

,

≤
(∑

κ∈T

hκ‖∇(γ − γh)|κ.ne‖20,∂κ
) 1

2
( ∑

e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

,

≤
(∑

κ∈T

C2
tr‖∇(γ − γh)‖20,κ

) 1
2
( ∑

e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

,

≤ Ctr

( ∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

‖γ‖1,Ω. ���*��

+��	� $��"� &�"'��( �	�#������ �"� 
�	�� �	 �4.59� �	� �4.60�� '� ��	


�	� T12 �� �����'�

T12 ≤
(∑

κ∈T

‖q +∇(∇ · zh)‖20,κ + Ctr(
∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇ · zh�‖20,e
) 1

2

‖γ‖1,Ω. ���*��



���� � ����	
��
� 
	����� ����� ��
 ��	 ���	���
����� ����	��

�
���	� ��

�� �������� 	
�� ����� (4.57) ��� (4.61) ����

T1 ≤ max{1, Cmax{1, α− 1
2C

1
2
inv}, Ctr}×

( ∑
κ∈Th

(
h2
κ‖q+∇×(∇×zh)+∇(∇·zh)‖20,κ

+ ‖q +∇(∇ · zh)‖20,κ +
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e

+
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇·zh�N‖20,e

)
+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e+

∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇·zh�‖20,e
) 1

2

×(‖ψ‖21,Ω+‖γ‖21,Ω)
1
2 .

������

���� ��� ������� �� (4.46)� �� ����

T1 ≤
√
2Cdemax{1, Cmax{1, α− 1

2C
1
2
inv}, Ctr}×( ∑

κ∈Th

(
h2
κ‖q +∇× (∇× zh) +∇(∇ · zh)‖20,κ

+ ‖q +∇(∇ · zh)‖20,κ +
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇× zh�T‖20,e

+
∑

e∈∂κ\Γ

1

2
hκ‖�∇·zh�N‖20,e

)
+
∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e+

∑
e∈Fh

h−1e ‖�∇·zh�‖20,e
) 1

2

|ec|h.

������

��
 �������� T2� �� �� ��� ���������� �	 b̃h ��� ������

|b̃h(ed, ec)| ≤ Ccont|ed|h|ec|h.

���� ��� 
���� ��  ���� ��!��� �� ����

T2 = |b̃h(ed, ec)|

≤ Ccont

(
(1+α−1C1)

∑
e∈Fh

‖a 1
2 �zh�T‖20,e+

∑
e∈FI

‖a 1
2 �zh�N‖20,e+

∑
κ∈Th

‖∇·zh‖20,κ
) 1

2

|ec|h.

������

"�������� ��� ������� �� ������������� ����� ���� ���!#� � �� ��� ���

����� 	�
 |ec|h� $�� ���� ��� %
�%������ ����& �� ��� ��� ����� 	�
 ‖ec‖0,Ω�
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�
���
� �
����

����	�� 
����� ���	
�
����� ���
��������� � ������
��
 ����� ������� ���

��	� ���� f 
� �
������
���� �
�� ������ �� �
	� ��� g = Auh − Πhf + f �

���� ��� ������
�� ����� ����� ������

‖e‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C0‖E (uh, g,Th)‖L∞(0,T ) + 2C0

∫ T

0

E (∂tuh, ∂tg,Th)

+
√
2C0E (uh(0), g(0),Th) +

√
2‖u0 − uh(0)‖0,Ω + 2T‖u1 − ∂tuh(0)‖0,Ω.

����� C0 
� � ������� 
���������� �� u� uh� ��� Th� ��� E 
� �
��� ��

� � !��

��� �����	
���

"� ��
� ������� �� ���
�� � ������
��
 ����� ���
	���� ��� ��	
��
����� #$

���	����
�� �� %�&����'� ������	 �� �����
�� �
	�����	��
 ���������
��

����
(��� �� ������ ��� ����� ��� ��� �
	����������� %�&����'� ������	 �
�

��� ����� �� ��� ��&
�
��� �
	�����	��
 %�&����'� ������	�
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 ����� �
� ���� � � � � � � � � � ��

��� ���� �������� ���	� ������	
 � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ���� �������� � �	�����	�� ���	� �	
�� � � � ��

��� �������� ���� �������� � �	�����	�� ��������� � � � � � ��

���  �		� 	� ���	��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� !	
����	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
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 �
���
 � 	���
����� 
���� 
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� ��� ����� �����
�


���
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 ����� ��
 
���� ‖u−uN‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) �
�

� ��
 
���� 
�� �����

���� �� ����� ��� ��� �		���������� uN � ��������
� ���� ����� �����
�
 ��������

un
h, n = 0, . . . , N �� ���� ��

!�
 ������
 �� ���� ���	�
� �� �� ������� �
 "��� �
"�
 ��
 �	��
����
 �
�

������������ ��� ����� �����
�
 ���
�
 �� �
����� #��� ���� ��� � �������

��������� 	�
�� 	��	
��� �� ��
 ���
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�
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�� ������	 
� � ����	�	� �			 �	 ����� ����	��� ����

���� ��� ���� �����	�
 ��
�	����
���	 ���� ���	� �	 n ��	
� �	��� �����	�

���
�� 
��	�� ���� �����

�������� 
����� ���� ��
�	����
���	 �	 ���
�� ��� un
h, n = 0, . . . , N � �� ���

����� ��
���� �������	 
������ �� ��� ����� (2.24)� Πn
h : L2(Ω)d → V n

h ��

��� �������	�� L2������
���	� �	 An : V n
h → V n

h �� �� ��� ��
���� ��������

��	� ��

��� χ ∈ V n
h , (A

nχ,v)Ω = bnh(χ,v), ∀v ∈ V n
h . �����

�� ��	� ��� ����������	�
 ��
�	����
���	 wn ∈X(Ω) �� un
h �� �� ��� �����

���	 �� ��� ����������	�
 �� ���� �������

bnh(w
n,v) = (gn,v)Ω, ∀v ∈X(Ω),

����

gn = Anun
h −Πn

hf
n + f

n
. �����

����� f
0
= f(0, ·)� f

n
= k−1n

∫ tn
tn−1 f(t, ·)dt� ��� n = 1, . . . , N � !�	����� ��

��	� ��� ����������	�
 ��
�	����
���	 ∂w0 ∈X(Ω)� �� u0
h �� �� ��� �������	

�� ��� �������
 �������

bh(∂w
0,v) = (∂g0,v)Ω, ∀v ∈X(Ω), �����

����

∂g0 := A0u0
h −Π0

hf
0 + f 0.

����� Π0
h �� L2�������	�� �����
���	 �	 V 0

h �

�������� 
����� ���� ��
�	����
���	 �	 ����� ��� ���� ��
�	����
���	 uN :

[0, T ]× Ω→ Rd �� {uh
n}Nn=0 �� ��	� ��

uN(t) :=
t− tn−1

kn
un

h +
tn − t

kn
un−1

h − (t− tn−1)(tn − t)2

kn
∂2un

h, �����

��� t ∈ (tn−1, tn], n = 1, . . . , N � ���� ∂2un
h ��"�	 �	 �#�#$�� 	���	� ���� ∂u0

h ��

���� ��	� �	 �#�#$�� �� 	��� ���� uN �� � C1 ��	
���	 �	 ��� ���� "��������

���� uN(t
n) = un

h �	 ∂tuN(t
n) = ∂un

h ��� n = 0, 1, . . . , N � �� ����� ���� ���

��� �����
�	��	���� ��
�	����
���	 wN � ��	� ��

wN(t) :=
t− tn−1

kn
wn +

tn − t

kn
wn−1 − (t− tn−1)(tn − t)2

kn
∂2wn, �����

%���	� ���� ∂w0 �� ���� ��	�� &� 
�	����
���	� ���� �� ���� � C1 ��	
���	

�	 ��� ���� "��������
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��� ����� �	
��� ���� ����	��

���	�	�� ������ �� ��������� 	
� ����� �� �������

eN := uN − u = ρN − εN ,

�
��� εN := wN − uN ��� ρN := wN − u�

����� ������ ����� 	
� ��	�	���� ��	������� �� �����	��� ������ �� t ∈
(tn−1, tn], n = 1, . . . , N � �� 
���

(∂2
tteN ,v)Ω + b(ρN ,v) = ((I −Πn

h)∂
2
ttuN ,v)Ω + μn(t)(∂2un

h,Π
n
hv)Ω

+b(wN −wn,v) + (f
n − fn,v)Ω,

�����

�� ��� v ∈X(Ω)� ��	
 I ����� 	
� ����	�	� ������� �� L2(Ω)d� ���

μn(t) := −6kn−1(t− tn − tn−1

2
).

����� ���	
� ����

∂2
ttuN(t) = (1 + μn(t))∂2un

h, �����

��� t ∈ (tn−1, tn], n = 1, . . . , N � ��� �� v ∈X(Ω)� �� ���

(∂2
tteN ,v)Ω + b(ρN ,v) = (∂2

ttuN ,v)Ω + b(wN ,v)− (f ,v)Ω

����� �� ��� ���� ��� ���	��	
� 	
 ���
	�	�
 ������ 
� ��� ��� ��� u 	�

��� �����	�
 �� ������ ��� ��	
� ����� 
� ��� �������	�� �� ������
� L2

��� ���	�
 Πn
h �
 ��� ���� V n

h �� ���

(∂2
tteN ,v)Ω + b(ρN ,v) = ((I −Πn

h)∂
2
ttuN ,v)Ω + (∂2

ttuN ,Π
n
hv)Ω

+b(wN ,v)− (f ,v)Ω,

= ((I −Πn
h)∂

2
ttuN ,v)Ω + μn(t)(∂2un

h,Π
n
hv)Ω

−bnh(un
h,Π

n
hv) + b(wN ,v) + (Πn

hf
n − f

n
,v)Ω.

����� �� ��� ���� ��� ����! �	������ ���"���	�
 �	��
 #! ����$�� ���

�#����	
�

bnh(u
n
h,Π

n
hv)− (Πn

hf
n − f

n
,v)Ω = (Anun

h,Π
n
hv)Ω − (Πn

hf
n − f

n
,v)Ω

= b(wn,v).



�� ������	 
� � ����	�	� �			 �	 ����� ����	��� ����

∀v ∈X(Ω)� �� ���� ���	
�

(∂2
tteN ,v)Ω + b(ρN ,v) = ((I −Πn

h)∂
2
ttuN ,v)Ω + μn(t)(∂2un

h,Π
n
hv)Ω

+b(wN −wn,v) + (f
n − f ,v)Ω;

����	� 
����� ����� ����	
���� ������� ��� ��������� ���� �� ��� ��	

������� μn(t) �������� ��� 
��������	������ ������∫ tn

tn−1
μn(t)dt = 0, ����

���� ������ �� �������� ��� ��� ����
����� �� ��� � ��������� ����� �����

��� ��� ���� μn(t)(∂2un
h,Π

n
hv)Ω �� ��� ���
� ����� ��������� ��� ���� �� ����

������ �� ��
�� �� ��� ������ ���

��� �����	
� ��� ���
���� 	 ���������� �����

������

�� ����
� ��� � ��������� ����� ������� �� ���� ����� ��� ����� ����������

����  ��� ���� ��� ����� ������ �� ������� !�"���

�������� 
����� �� ��������� ����� ����������� #�� ���� ���� t∗$ ������
���� tm−1 ≤ t∗ ≤ tm ��� ���� ������� m  ��� 1 ≤ m ≤ N $  � �����

�� ��� ���� ������ ��������� �� ��
�� �� ξMC(t
∗) := ξMC,1(t

∗) + ξMC,2(t
∗)$

 ���

ξMC,1(t
∗) :=

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

‖(I −Πj
h)∂tuN‖0,Ωdt

+

∫ t∗

tm−1

‖(I −Πm
h )∂tuN‖0,Ωdt,

����

���

ξMC,2(t
∗) :=

m−1∑
j=1

(t∗ − tj)‖(Πj+1
h −Πj

h)∂u
j
h‖0,Ω. �����

��� ��� �
������� ����� ���������

ξevo(t
∗) :=

∫ t∗

0

‖G‖0,Ωdt, �����



���� �����	
� ��� ���
���� 	 ���������� ����� ������ ��

����� G : (0, tN ]→ R ���� G|(tj−1,tj ] := Gj� j = 1, . . . , N �	


Gj(t) :=
(tj − t)2

2
∂gj −

(
(tj − t)4

4kj
− (tj − t)3

3

)
∂2gj − γj, ������

���� gj �� ���	 �� ����� ��� γj := γj−1 + (k2
j/2)∂g

j + (k3
j/12)∂

2gj�

j = 1, . . . , N ���	 γ0 = 0


���� �	� ���� �� ���������

ξosc(t
∗) :=

1

2π

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

k3
j‖f

j − f‖20,Ωdt
)1/2

+

(∫ t∗

tm−1

k3
m‖f

m − f‖20,Ωdt
)1/2

, ������

�	��	 ��� �� ������ �� �� �� �������� ������ �� �	� ����������������

�� �	� ����� ����

��� �	� ���� ������������ �� ���������

ξtr(t
∗) :=

1

2π

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

k3
j‖μj∂2uj

h‖20,Ωdt
)1/2

+

(∫ t∗

tm−1

k3
m‖μm∂2um

h ‖20,Ωdt
)1/2

. ������

������� ��	�
� �������� ����� ������� �� ������ ��� u �� �	� ����� ����

�������� �� ��� �� uN ��� wN �� ����������� ��� �	� ����� ������� �����

���� {un
h}Nn=1 ��� �	�� �����	������ ������������ {wn}Nn=1� ��!���������

�� �� �"�#� ��� �"�"�� $��	 �	� �������� �� ��������� �� ��%������ "�&� � �	�

��������' � !������� �� �������� 	����

‖eN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) ≤ ‖εN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) +
√
2‖εN(0)‖0,Ω

+ 2

∫ tN

0

‖∂tεN‖0,Ωdt+ 2
(
ξMC(t

N) + ξevo(t
N)

+ ξosc(t
N) + ξtr(t

N)
)
+
√
2‖u0 − u0

h‖0,Ω + 2T‖u1 − ∂u0
h‖0,Ω,

������

(���� �	 
���� ��� ���	� �	��
� �� ��	���
 � ��� ����� ��� �� � ����


������ ����� �� ��� ��� � ���� �����	� v = v̂N ��� v̂N � 
� ��
 �������



�� ������	 
� � ����	�	� �			 �	 ����� ����	��� ����

�� �� ����	

v̂N(t, ·) =
∫ t∗

t

ρN(s, ·)ds, t ∈ [0, tN ], �
���	

������� ���� tm−1 ≤ t∗ ≤ tm ��� ���� ������� m ���� 1 ≤ m ≤ N � ��� ρN

�� ������ �� �� �
����	� ���� v̂N ∈X(Ω) �� ρN ∈X(Ω)� �� ������� ����

v̂N(t
∗, ·) = 0, ��� ∂tv̂N(t, ·) = −ρN(t, ·) ���� �� [0, tN ].

����������� �� ��� �������� ������� ���� ��� �!� �� t ������� 0 ��� t∗�
"����� ∫ t∗

0

(∂2
tteN , v̂N)Ωdt+

∫ t∗

0

b(ρN , v̂N)dt =
4∑

i=1

Ii(t∗), �
��#	

�����

I1(t∗) :=
m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

((I −Πj
h)∂

2
ttuN , v̂N)Ωdt+

∫ t∗

tm−1

((I −Πm
h )∂

2
ttuN , v̂N)Ωdt,

I2(t∗) :=
m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

b(wN −wj, v̂N)dt+

∫ t∗

tm−1

b(wN −wm, v̂N)dt,

I3(t∗) :=
m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

(f
j − f , v̂N)Ωdt+

∫ t∗

tm−1

(f
m − f , v̂N)Ωdt,

I4(t∗) :=
m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

μj(∂2uj
h,Π

j
hv̂N)Ωdt+

∫ t∗

tm−1

μm(∂2um
h ,Π

m
h v̂N)Ωdt.

�
���	

$��� %������ �
��#	� ���� ��� � ������� ����� �� ��������� 
����� �� ����∫ t∗

0

1

2

d

dt
‖ρN‖20,Ωdt−

∫ t∗

0

1

2

d

dt
b(v̂N , v̂N)dt =

∫ t∗

0

(∂2
ttεN , v̂N)Ωdt+

4∑
i=1

Ii(t∗),

�
��&	

����������� �� ���� ��� �� �� ���  �� ������ �� v̂N "�����

1

2
‖ρN(t

∗)‖20,Ω −
1

2
‖ρN(0)‖20,Ω +

1

2
b(v̂N(0), v̂N(0)) =

∫ t∗

0

(∂tεN ,ρN)Ωdt

+(∂teN(0), v̂N(0))Ω +
4∑

i=1

Ii(t∗).

�
��'	



���� �����	�
 ���� ���	��
� � ���
������ ��
���
�� ��

��� �� ����� �	
 ��� �
�� �� �	
 ���	� 	��� ��
� �
 	��
 �	
 ���������

�
����

����� ������ ����� ��� ���	�
��� 
������� 
� ����
�
�� ������ �� �	�� ���

������
�� ���
�	����

I1(t∗) ≤ ξMC(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω;

I2(t∗) ≤ ξevo(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω;

I3(t∗) ≤ ξosc(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω;

I4(t∗) ≤ ξtr(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω;

������

�	
 ����� ��� �	
 ����
 �
��� ������ ���� �	
 ����������� �� ���
�������

�� ����� �	
 ����������� �� ���	������ L2���� 
����� ���	 ���
 ��!
�
����

����� ��� ���
 ���
�������� ��� �	
 "
�� ��
���
 �� μn ��� f
n − fn �� �	


���
���� [tn−1, tn]�
#� $%&'�() �	
 �
��� �
�
 ��

��
� ��� �	
 ������ �� ���
 
*������� ���

�	
 �+
 �� �����
�
�
� �
 ��

�� �	

 ����� ��� '�,�
��- �����
� ��

.��
���, .���

/��� �	
 ����� ���
� �� ����
 �
���� �
 �
�

1

2
‖ρN(t

∗)‖20,Ω −
1

2
‖ρN(0)‖20,Ω +

1

2
b(v̂N(0), v̂N(0))

≤ max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω
(∫ t∗

0

‖∂tε‖0,Ωdt+ ξMC(t
∗) + ξevo(t

∗)

+ ξosc(t
∗) + ξtr(t

∗)
)
+ ‖∂eN(0)‖0,Ω‖v̂N(0)‖0,Ω.

������

0
 
�
�� t∗ ��	 �	�� ‖ρN(t
∗)‖0,Ω = max0≤t≤tN ‖ρN(t)‖0,Ω� �	
� �����
�
��

�������� �� �	
 ����� �� �	
 
�������
�
 ��
� �
 �����
 ��

‖eN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) ≤ ‖εN‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) +
√
2(‖u0 − u0

h‖0,Ω + ‖εN(0)‖0,Ω)

+ 2
( ∫ tN

0

‖∂tεN‖0,Ω + ξMC(t
N) + ξevo(t

N)

+ ξosc(t
N) + ξtr(t

N)
)
+ 2T‖u1 − ∂u0

h‖0,Ω.
����(�

�	� �����
�
 �	
 ������

��� �����	�
 ���� ���	��
� � ���
������ ��
���
��

�� ��� 	 ��	�
	� 	 ������
��
 ����� ������ ��� ��� ����� �
����� �����

���� ������� ������ �� ���� �� ����� ����

���� ��� ����� ‖εN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d)�



�� ������� 	
 � ��������� ����� ��� ����� ������� ���

‖εN(0)‖0,Ω ���
∫ tN
0
‖∂tεN‖0,Ω� �� ���	 	
����� �
 ���� ����� ��
	
 ��������
	

�� ��
 �
��� ����� ����� ��� ������ ��
 
	�����
	 �
���
� �� ��
	
 �
���	


����
 �	 �� ����
 ��
 ��������� 
���� 
	�����
 ����� �	 ��
 ���� �
	��� ��

���	 �����
��

������� 	
�
�
 �� ������ ����! ��	��
�
 � ��	�
����� 
���� �����"� #��� ��


	��
 �!����
	
	 ��� ��������	 �	 �� ��
��
� ����� ��� ��$�� �
 ���
 ��


�����

‖eN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) ≤
(
ξsp + ξtm(t

N) + ξIC
)
, ������

��
�
 ξsp �
��
	
��	 ��
 	������ 
���� ξtm �
��	 ��
 �
��	 ����
	������� ��

�
������ 
���� ξIC �
��
	
��	 ��
 
���� �
���
� �� ��
 ������� ���������	 �� ��


�����
� ��
	
 ��������
	 ��
 �
%�
� �	 ������	&

ξsp = ξsp,1 + ξsp,2 + ξsp,3,

ξtm(t
N) = 2

(
ξMC(t

N) + ξevo(t
N) + ξosc(t

N) + ξtr(t
N)
)
,

ξIC =
√
2‖u0 − u0

h‖0,Ω + 2T‖u1 − ∂u0
h‖0,Ω,

������

���� ξMC, ξevo, ξosc, ξtr ��
 �
%�
� �� �
%������ ��$�� ���

ξsp,1 =
√
2E 0,

ξsp,2 = max

{
4k1
27

E (∂u0
h, ∂g

0,T 0),(
31

27
+

31

27
max
1≤j≤N

kj
kj−1

)
max
0≤j≤N

(
E j + Cstab‖f j − f j‖0,Ω

)}
,

ξsp,3 = 2
N∑
j=1

(E j + E j−1) +
N∑
j=1

2kjCstab‖∂f j − ∂f
j‖0,Ω,

������

���� E j := E (uj
h, A

juj
h − Πj

hf
j + f j,T j) ��� ��� 0 ≤ j ≤ N  ��
�
 E �	

�
%�
� ���� ����'"� (
�
 Cstab �	 ��
 	�������! ���	���� �� ���
)��������

*� �
��+	 
�������	�

��� ����� �� ��	��	
 �����

���	 	
����� �	 �
���
� �� ��
 ����� �� ��
��
� ����� #
 ���� 	���
 ���

����� ���

 �
���	 �� ����� ��
 �
��	 ‖εN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) ‖εN(0)‖0,Ω ���∫ tN

0
‖∂tεN‖0,Ω ��� ��������� ��
	
 �
	���	 ���� �
�� �� ��
 ����� �� ��
�)

�
� ������

,�� ��
 �
�� ‖εN(0)‖0,Ω  �
 ��
���! ���
 ��
 ��������� ������



���� ����� �� ��	��	
 ����� �

�	

� ������ ��� �������	
 ������� �����

√
2‖εN(0)‖0,Ω ≤ ξsp,1, ������

����� ξsp,1 �� �	�������� �	 ������ ������

�� ���	� ��� ��� ‖ε‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) �� �����

�	

� ������ ��� �������	
 ������� �����

‖εN‖L∞(0,tN ;L2(Ω)d) ≤ ξsp,2,

����� ξsp,2 �� �	�������� �	 ������ ������

������ ��	
 �� �	��������	� 	� uN ��� wN �� ������	� ������ �	� t ∈
(tj−1, tj], j = 1, . . . , N � � ��� �� �	��	���� ������	�

εN(t) = wN − uN

=
t− tj−1

kj
(wj − uj

h) +
tj − t

kj
(wj−1 − uj−1

h )

− (t− tj−1)(tj − t)2

kj
(∂2wj − ∂2uj

h),

������

�����  ����

‖εN(t)‖0,Ω
≤ max

{(
31

27
+

31

27
max
1≤j≤N

kj
kj−1

)
max
0≤j≤N

‖wj − uj
h‖0,Ω;

4k1
27
‖∂w0 − ∂u0

h‖0,Ω
}
,

����!�

�	���� ����

max
t∈(tj−1,tj ]

(t− tj−1)(tj − t)2

kj
=

4k2
j

27
,

"� ������� ���������	�� �� ������ �� #������ #���

$	� �� �
���� �	 ���
�� �� ��
� ‖wj − uj
h‖0,Ω, 0 ≤ j ≤ N ���

‖∂w0 − ∂u0
h‖0,Ω� "	 ���
�� �� ��
 ‖wj − uj

h‖0,Ω% � ���� ��	� ��

�	��	���� �����

�	

� ������ ��� �������	
 ������� ����� ��� ��� 0 ≤ j ≤ N

‖wj − uj
h‖0,Ω ≤ E j + Cstab‖f j − f j‖0,Ω, ���&'�

���� E j := E (uj
h, A

juj
h − Πj

hf
j + f j,T j)� ��� ��� 0 ≤ j ≤ N ����� E ��

���	�� ��� �������



�� ������	 
� � ����	�	� �			 �	 ����� ����	��� ����

������ �� ����� ��� ��	
�� � ����� ������ �� ������� �	 ������	� ���	�� ��

����wj ∈X(Ω) �� �� ��� 	��
��� �� ��� ������������ ��������	 � 
�����

b(wj,v) = (Ajuj
h −Πj

hf
j + f j,v)Ω !���"#

��� j = 0, 1, . . . , N �

$��� ���� �
� �� ��� ���� ���� f
0
= f 0� �� ���� ���� w0 = w0� % ���

����� ���� �� ��	���� ���� uj
h �	 ��� &' 	��
��� � Vj

h �� ���� �������

��������	 ������� !���"#� ���( ���� �� ����� ���	 �� ������ ��� 	��� �����

�	 � �����) *�+�"� ,���-�( ������� *���" ������	 ����

‖wj − uj
h‖0,Ω ≤ CE (uj

h, A
juj

h −Πj
hf

j + f j,T j), !���+#

��� j = 0, . . . , N �

.����� �� ��� �� �	������ ‖wj −wj‖0,Ω� %�	����( ���� wj −wj �	 ���

	��
��� �� ��� ������������ ��������	 ������� ���� ��� ���� f
j − f j

b(wj −wj,v) = (f
j − f j,v)Ω,

�� ������ ��

‖wj −wj‖0,Ω ≤ Cstab‖f j − f j‖0,Ω, ��� j = 1, . . . , N ; !����#


	�( ��� 	�������- �� ������������ ��������	 �������� ��� ��	��� Cstab

�	 ��
��� �- C−1coer ����� Ccoer �	 ���������- ��	��� �� ��� ������� ���� b�

$�� 
	�( ��� ����(�
��� �� 
����-� �� ����

‖wj − uj
h‖0,Ω ≤ ‖wj −wj‖0,Ω + ‖wj − uj

h‖0,Ω, !���*#

���( ���� ��� ��
�	 !���+#� !����# ����- ����� ������

$�� �� �	������ ‖∂w0 − ∂u0
h‖0,Ω� /� 
	� ��� 	������ ��(
����

b0h(∂u
0
h,v) = (A0(∂u0

h),v)Ω) = (A0(∂u0
h)−Π0

hf
0 + f 0,v)Ω, ��� ��� v ∈ V 0

h ,

����� �������( ���� ��� ��	��
���� !��*�#� ∂u0
h �	 ��� &' 	��
��� �� ∂w0�

����� -����	

‖∂w0 − ∂u0
h‖0,Ω ≤ E (∂u0

h, ∂g
0,T 0). !����#

��
	 ��� ����� �� ����� ����+ �	 ����������

����� 
�
���

2

∫ tN

0

‖∂tεN‖0,Ωdt ≤ ξsp,3,

����� ξsp,3 	
 ����� �
 	 ������



���� ����� �� ��	��	
 ����� �

������ ���� ��� ��	
�������	 � uN �	� wN �	 ���	����	 ����� �	�

��� ������� �� t ∈ (tj−1, tj], j = 1, . . . , N � �� ����

∂tεN = ∂wj − ∂uj
h + k−1j (tj − t)(3t− 2tj−1 − tj)(∂2wj − ∂2uj

h),

� 
����� ����������	 �����
∫ tj

tj−1

k−2j (tj − t)(3t− 2tj−1 − tj)dt = 0, ���� �

���� �� ����	��! ����� �� �!������ ����������	� "�	��� �� #��∫ tj

tj−1

‖∂tεN‖0,Ωdt ≤ kj‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω, ����$�

%����	# �� �� j = 1, . . . , N, �� ������ ��∫ tN

0

‖∂tεN‖0,Ωdt ≤
N∑
j=1

kj‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω. ������

&�� �� 	��� �� �
������ ��� ����
 ‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω� '� ���� �
� ���

����	#���� �	�(������ )� ���)�	�	# ��� )��	�
 �� ‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω �	�

‖∂wj − ∂wj‖0,Ω� ����� ∂wj ∈ X(Ω), j = 0, . . . , N �
 ��� 
������	 � ���

����*�����	�� +�!����,
 )��	���� ����� ���)���

b(∂wj,v) = (Aj(∂uj
h)− ∂Πj

hf
j + ∂f j,v) ����-�

∀v ∈X(Ω).

���� ��� ���	����	 ������� � wj, j = 1, , N � �� ����

b(∂wj,v) = (Aj(∂uj
h)− ∂Πj

hf
j + ∂f j,v), ���./�

∀v ∈X(Ω)�

0��
 �
�	# (5.39) �	� (5.40)� ��� j = 1, . . . , N � �� ���� ���� ∂wj − ∂wj �


��� 
������	 � ��� ����*�����	�� +�!����,
 ���)���

b(∂wj − ∂wj,v) = (∂f
j − ∂f j,vΩ),

∀v ∈X(Ω)

���	 ��� ��� 
��)����� � ����*�����	�� +�!����,
 ���)���� �� ����

‖∂wj − ∂wj‖0,Ω ≤ Cstab‖∂f j − ∂f j‖0,Ω, �� j = 1, . . . , N. ���.��

&�� �� ������ � )��	� �� ‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω �	 ��� ������	# ������



�� ������� 	
 � ��������� ����� ��� ����� ������� ���

����� 	
	
	
 ��� j = 1, . . . , N � ��� ∂wj ∈ X(Ω) �� �	� 
������ �� �����

��� ������ �� ∂uj
h �
 ����� �� �������� ����� 
�	��� � � !�� ���	 uj

h ��

�	� ����� ��
����� 
������ ���� � � "�� #	� �������$ ����� ���� 	���


‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω ≤ k−1j (E j + E j−1), ������

���� E j := E (uj
h, A

juj
h−Πj

hf
j + f j,T j)� ��� 	

 0 ≤ j ≤ N 	�� E � ������

���� �������

������ �� 	�
��� � wj ��� �������
 �
 ������� ��� i = 0, 1, . . . , N � �� ���

�����
� ������ �
	 ���� ��� �� !��	 "
��� 	�#���
��� !� ����
 ��� ��
	�

�� �����!�$

‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω ≤

1

kj
(‖wj − uj

h‖0,Ω + ‖wj−1 − uj−1
h ‖0,Ω), ������

��� j = 1, . . . , N. %��� ��������� ��� ����� ��� ����� ������

%�� ����� �� ����������
 ����� �� ��������	�

������ ����	� �� �	� �� �	����	�� ��� ����� ��� 	�� ��� � ��� ���

����� ��� �����	
 ���� t0 	�� ��� ��	
 tN � �� T j = T j−1� ��� 	

 j = 1, . . . , N��

�� �	�� 	� 	
����	���� ���
� ��� 
���	 ����� 	 ��

���

‖∂wj − ∂uj
h‖0,Ω ≤ E (∂uj

h, ∂(A
juj

h)− ∂(Πj
hf

j) + ∂f j,T j), ������

��� 	

 1 ≤ j ≤ N 	�� E � ������ ���� �������

������ &
	��	� ���� ��� 	�"
����
� �� {wj}Nj=0 �
 ������� !� 	�	��� ��� ���

j = 1, . . . , N ����$

b(∂wj,v) = (∂(Ajuj
h)− ∂(Πj

hf
j) + ∂f j,v)Ω, ������

∀v ∈X(Ω).

'
 ��� ����� ��
	� ���� ��� 	�"
����
� �� ��� 	������� ��������� {Aj}Nj=0

�
 ����� �
	 �������� �� �������
�� L2����(�����
� !� ��)� ���� ��� ��� j =

1, . . . , N $

bjh(∂u
j
h,v) = (∂(Ajuj

h),v)Ω, ∀v ∈ Vj
h

= (∂(Ajuj
h)− ∂(Πj

hf
j) + ∂f j,v)Ω, ∀v ∈ Vj

h,
����*�

!���� ������� ���� ∂uj
h �� ��� +, �����-������
 �
 Vj

h �� ��� ��
	��� )����

������ ������� �� !� ����
 ��� ����� �������� �������
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��� �

��� �����	
���

�� ���� ���	�
�� 
 ���
 �����
� ��� �� � 	���
����� 
���� �������� ��� ��
 ��

�
���� ��� ��
 ����� �����
�������� �� ��
 ���
��
	
��
�� ���
���� 	����
��

��
 �� �� ���	��
� ���� ��
 �
���� �� !�"�#$%� ���� �� ��
� ��� ��
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� ��� �� �
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 �	
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�
���
 ��������
� �� !)*+,%� ��� � �������
 �	��
����
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�


�
����&�
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 ��� ��
 ���
�
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�
������� �� ��
�
 ���	�����
 � 	���
����� 
��

��� ������ ����' ���	���
 ��'������ �����
'� ��� �
 ��
 ���-
�� �� ��� �����
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������� �

����������	�
� 
� � �
	���
��

���
� ����	

��������

��� �����	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �������������� �� � ���������� ����� ��������� � � � � � �

��� �����	
�����

�� ���� ���	�
�� 
 �
�
�����
 ��� � 	���
����� 
���� �������� �� ��� 	������

���
�
����� ������� �������� ����
 	����
��

��
 ���� ����
��
�� �� ��� � 	���
����� 
���� �������� �� ��
 ���
���������

�
������������ ���� ����� �� �� �
	����
 ��
 ���
 �����
�������� �������� ����

��
 �	����� �����
�������� ��������� �� u �
���
� ��
 
���� �������� �� ��� 	������

���
�
����� ������� �������� ����
 	����
�� ��� uh �
���
� ��� �		�������


�������� ������
� �� � ���������� �� ������������� ���
����� �
����� ��
�

��
 ���� ��
� �
���� ��
 ���
��������� �
������������ �
������
 �� �� �
��


�� ��������� �������� w� ���� �� ����
� ��
 ���
��������� �
������������ ��

uh� ���� �������� w ������� �� 	��	
���
��

 ! �� 
���� �
������ ���� ����� �� �� 
�	�
�� ��
 
���� e = u − uh =

(u−w) + (w−uh)� �� �
��� �� ��
 ��������
� ��������� ���� (w−uh)

��� ��
 ���
� ���� �� ��� 	����
��

"! uh �� #����	��$
����� �� w ���� � ���
� �������������� ����
 
�
�
��

�	��
 Vh�

�� �������������� �� � ���������� ����� �����

�����

%
� O �
 �� �	
� ����
� �� Rn� ��� �������� ∂O� &
 ��������
 ��
 ���
��

���
�
����� �	
������ P ��� Qj, 1 ≤ j ≤ v� �� O ��� �� ∂O� �
�	
����
��� %
�



�� ������� 	
 ������������� �� � ���������� ����� ������

f ��� gj� 0 ≤ j ≤ v� �� ��	�� �� 
�������� ������ F ��� Gj � F ����� � �����

�� O ��� �� Gj ��� ������ �� ∂O� ���� ��� ����� ������� �� �� 
�������

��� u �� � 
������ ����� U ����
����

Pu(x, t) = f in O,

Qju = gj on ∂O, 0 ≤ j ≤ v.
�����

Qj ��� �� ���������� ���� �� ��� �
 ∂O� �� �� �� ������ �
 ��������

��������� ��� ������ �� �� ���� �
 ∂O �����������

�� �������� O = Ω×]0, T [⊆ Rn+1� ����� Ω �� �� ���� ����� �
 Rn� ���

�������� ∂Ω� �� ��� �
 �� �������� ∂O �� ����� �������� ���������

��� ��	�� ����� �� ��� Ω ��� Σ := ∂Ω×]0, T [ � �� �����
� �� ����� �


�������� {P,Qj} �� 
�������

�� �� �������� �� ���� ����� P �� ��	�� ��

P =
∂

∂t
+ X ,

����� X �� �� ������� �������� ���� �� ������� ������������� � � �!�

��
∂u

∂t
+ Xu(x, t) = f in O,

u(x, 0) = u0 in Ω,

Bju = gj on Σ,

�����

����� Bj ��� ������� �������� ���������

�� ��� ���� ����� P �� �� ������� ��	�� ��

P =
∂2

∂t2
+ X .

"� ��� ���� �� ������� ������������� � � �!� ��

∂2u

∂t2
+ Xu(x, t) = f in O,

u(x, 0) = u0 in Ω,

∂u

∂t
(x, 0) = u1 in Ω,

Bju = gj on Σ,

�����

����� Bj ��� ������� �������� ��������� u0�u1 ��� ��	�� 
��������

#� u �� �� �$�� ������� �
 � �!�� ��� uh �� �� ������� ������� �� ������%

������ &����'���(&� �����$������ �� � ���� ������ ����� Vh� #� Πh ��



���� ������	
���
� � � �����
�
 ���� ���
����� ��

��� L2��������	
 ��������� ���� Vh� �� ����� w ��� ��
����� �� ��� ��

�����

���� �	����� ����
��

Xw = r in O,

Qjw = gj on ∂O, 0 ≤ j ≤ v,
�����

���� r = Auh−Πhf +f � ����� A : Vh −→ Vh �� ��� ������� ����	��� ������

��

(Azh,v)Ω = bh(zh,v), ∀v ∈ Vh

��� �	� zh ∈ Vh� ���� bh �� ��
���	� ���� �� ������������ �� �����
	����

�� ��� !�

"�� wh �� ��� �� 	����#��	���� �� ���$!� ���� �� �	%�

bh(wh,v) = (Auh −Πhf + f ,v)Ω = bh(uh,v).

����� wh = uh� ���� ���
��� w �� ��� �#	� ��
����� �� ������	����� �����


�� ���$! ����� �� 	����#��	���� �� uh� ���� �� 	
�� �� 	����#��	���� ��

(6.1)�

�� �������� ��� ����� e ������� ��� �#	� ��
����� u 	�� �� 	����#��	����

uh �� ��� ! 	� e = u−uh = u−w+w−uh = ε−ρ ����� ε := w−uh 	��

ρ := w − u�

&���� ��� 	��%� �������� �� ������	����� ������������ w� �� ��
��� ��	�

��� ����� w−uh� �� ��� ����� �� ��� �� ������ �� Vh ��� ��� ������	�����

����
�� ���$!�

'� ����� ���� ����	�
� �����(���� �� ���� ��	� ��� e �	������ 	� ����� ���


	���� 	�� ����� ���� ����� ��
	���� 	�� ��� ������� �������� ��������� ��

)'*+�,� ��� ����� �����	���� 	� �� ������ �� ��� �����	���� �� ��� (�	�������

��%�
%��� ��
� ��� ε = w − uh 	�� ��� ��%�� �	�	 �� ��� ����
���

����� �� ��� 	 ���������� ����� �����	��� ��� �� 	����#��	���� 	
��	�� �#���

��� ��� ������������ ������	����� �� ��	����	�� ����
�� ���$! �� L2������

��� ������	����� ������������ �����(�� 	

��� �� �� ��� ��� 	 ����������

����� �����	��� �� ��� �� 	����#��	���� ��� ��� ������������ ��������������

����
�� ��� !� -���������� 	 ����	�
� ��	������ ������������ 	

��� �� ��

��� ��� 	 ���������� ����� �����	��� ��� ��

� ������ 	��� .��� �����(�� 	�

�� 	������ �� ��� ��� 	 ���������� ����� �����	��� �� �	�� ����
��� ��� �� 	��

���#��	����� /� ��� ���0 �� �	%� ���� ���� �����(�� ��� 1	#��

2� ����
���

�� ����� �� ��� ���0 �� )"& $, ��� �
	������ ����
�� ���� �� 	����#��	�

����� )�"1 3, ��� �	%� �(�	���� ���� ����� �
����� ������� )�"4  , ��� ���

�	�	��
� ����
��� ���� �� 	����#��	�����
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��������

��� ����� 	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ������������� ����
������� ��
�������� � � � � � � � ��

����� ��� �	
����� �	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� ��� 	���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � �����
��
� �

�
 ���������� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� 	
�����

��� Ω �� � ����	�	 
����	��� �� R3� ��� � ��
����� ����	��� ∂Ω � ��

������ ������ ��� Ω �� ���
�� ��������	 ��	 ��� ∂Ω �� ��������	� ��

�����	�� �� ������������ ������� ��������� �� � ������������ ����������

��	��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇× (μ−1∇× u)−∇p = j �� Ω,

∇.u = 0 �� Ω,

n× u = 0 �� ∂Ω,

p = 0 �� ∂Ω.

�����

����� �� �������� ��� �� ��������  ��	 u ��� �� � !�����  ��	� ��	 ��

�������� �����
���� p ��� �� � ������  ��	 ��	 �� ������	 �� �� 	�!�������

���� ����������� n �� �� ������	 ���� ������ !����� �� ∂Ω� μ = μ(x) �� ��

�������� 
����������� �� �� ��	���� ��� �� ������ �� �� � ���� �������� ��

L∞(Ω) ��	 �� ����� ��

0 < μ∗ ≤ μ(x) ≤ μ∗ <∞,



��

������� 	
 ���� �� ����������� ��� ������������� ��������

��������� ��� � ���������� ����� ����������


��� ������	�
�� � ������ 
��
 μ �� ���	���� 	���
��
 �
� �����	
 
� �

���
�
��� �� 
�� ������ Ω� ��� ����
����� ���� j ∈ L2(Ω)
3
�� �� ��
�����

����	� ����� ��	� �� ��������	� ���� 
��
 ����� 
� p ≡ 0.

��
 V = H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) ��� Q = H1
0 (Ω)

��� �����
����� �������
��� �� ����� ������� ��� ! �����"

��� u ∈ V ��� p ∈ Q ��	� 
��


a(u,v) + b(v, p) = (j,v),

b(v, q) = 0.
�����

∀(v, q) ∈ V ×Q

��� �������� ����� a ��� b ��� ����� ��

a(u,v) =

∫
Ω

(μ−1∇× u) · (∇× v)dx; b(v, q) = −
∫
Ω

∇q · vdx; �����

��� �������� ���� a �� 	��
������ ��� 	���	��� �� #����� �� b� ��� ��������

���� b �� 	��
������� 	���	��� ��� ��
����� �� ������� 	����
���� $��	� 
��

�����
����� �������
��� ���%! �� ���������� &�� ��� ��
���� '()**+�',�* +�

��� �����	
�	���� ������	���� ������
��	

��
 Th� h > 0� �� � ������ �� ���
�
���� �� Ω ��
� 
�
������� ������ �� ��	
���

 � �%� ��� �� ������
 κ �� Th� � ����
� �� Pk(κ) 
�� ���	� �� �����������

�� 
�
�� ������ �
 ���
 k, k ≥ 0� �� κ� ��� ������	 ������
� ������
 ���	� ��

���	���� ����������� �� ����� ��

Pk(Th) = {u ∈ L2(Ω) : u|K ∈ Pk(κ), ∀κ ∈ Th}.

-� ��� 
�� ���
� ������
 ���	��� Vh = Pp(Th)
3, Qh = Pl−1(Th)� -���� �

���� 	��������� 
�� ���
 ������� 	��� �� ��	� ��.����
 ���������
��� ������

	�� �� ���� ��� )/ ���	�� Vh ��� Qh�

0� 
��� ��	
���� � ������ 
�� ����� ���	��
������ /����#�� �������
��� 
�

��� !� ��� � ���	��� 
�� ������������� �� 
��� �������
����

��
 κ ∈ Th ���� ��� nκ 
�� ���
 ������ ��	
�� 
� ∂κ� 1��
������� 
�� ���


�2��
��� �� (7.1) �� vh ∈ Vh ��� ��
����
� �� ���
� �� κ ����� /���� 
�������∫
κ

(μ−1∇×u)·(∇×vh)dx+

∫
κ

∇p·vhdx−
∫
∂κ

vh·(μ−1∇̂ × u×nκ)ds =

∫
κ

j·vhdx.

�����



���� ������	��
�
� ����������� ����
�	��� ��

����������	 �
� ����� �������� �� (7.1) �� qh ∈ Qh ��� ����	���� �� κ�

−
∫
κ

∇qh · udx +
∫
∂κ

qh(û · nκ)ds = 0, �����

�
��� ∇̂ × u ��� û ��� �
� �������� ����� �� ∇×u ��� u ������������ ��

����� �
��� �������� ����� �� �
� ��������	 �������

����� ��� �	
����� �	���

��� ��� 	���� ����� ������� φ ∈ Hs(Th)
3� ���
 s > 1

2
� �
� �������� �����

φ̂ ��� �
� �������� �� L2(Fh)
3� �� ���������� ��� ��� κ ∈ Th� �
� ��������

����� φ̂κ ��� �
� ������������� �� φ �� �
� �������� �� κ� �� ��� �
�� �
�

�������� ����� ��� ����������� �� �
�� ��� ���	�� ������ �� ∂Ω� ���������

�� �� ����� �
� �������� ����� ��� ����� ���������  � � ∈ Hs(Th) �� �

����� �������� �
� �������� ����� �̂ ��� �� L2(Fh)�

�� ����� �
� �������� ����� ����������� ��� ��������� �� �
� ����� ��

!����� "!#$�%&' �� �
� ��������	� ��� ��� κ ∈ Th

∇̂ × u = {{∇ × u}} − a�u�T �� ∂κ\∂Ω,
û = {{u}} − ap�p�N �� ∂κ\∂Ω,
p̂ = {{p}} − a�u�T �� ∂κ\∂Ω.

∇̂ × u = ∇× u− anκ × u �� ∂κ ∩ ∂Ω,

û = u− appnκ �� ∂κ ∩ ∂Ω,

p̂ = 0 ∂κ ∩ ∂Ω.

�� 
��� �
� ��������	 ��� ���������� �
�
 
��� ���� ∀v,w ∈ TR(Fh)
3�

∀q ∈ TR(Fh)∑
κ∈Th

∫
∂κ

v·nκ×wds = −
∑
κ∈Th

∫
∂κ

w·nκ×vds = −
∫

Fh

�v�T{{w}}ds+
∫

F I
h

�w�T{{u}}ds.

�����∑
κ∈Th

∫
∂κ

(w ·nκ)qds =

∫
F I

h

(�w�N{{q}}+ �q�N{{w}})ds+
∫

FB
h

q(w.nκ)ds. �����

������	 �
� ��������� ()�*+ ��� ()�,+���� ��� �
� �������� κ ∈ Th� ����	

�
� ���������� �� �
� ������� ����� ��� �
� ���������� ()�-+�()�)+ ��� �
�



��

������	 
� ���� �� ��	������� ��	 ������	���� ���������

�������� ��� � �����	�	 �		�	 ���������

���� ���� (u, p) �� ��� �	
���	� �	 (7.1) �� ���

∑
κ∈Th

∫
κ

(μ−1∇× u) · (∇× vh)dx +
∑
κ∈Th

∫
κ

∇p · vhdx

−
∫

Fh

�vh�T{{μ−1∇× u}}ds−
∫

Fh

�uh�T{{μ−1∇× v}}ds =
∑
κ∈Th

∫
κ

j · vhdx,

�����

−
∑
κ∈Th

∫
κ

∇qh · udx +
∫

F I
h

�qh�N{{u}}ds = 0, �����

����� �� ���� ��	�
���� 	�� 	���
∫

Fh
�uh�T{{μ−1∇× v}}ds 	
 	�� ����	�
�

(7.8) 	
 ��	 � �����	�� �
�����	�
� 	��� 	��� �������� �
� ���	 �
��	�
��

�
� �� ��	
��� 	�� �
��
���� ��	���
� �����	� �	��������� 	���� 	
 	��

����	�
� (7.8)� 	���� 	���� ������ �
� 	�� ���	 �
��	�
��

Ju(uh,vh) = cu
∑
κ∈Th

∫
κ

∇ · uh∇ · vhdx +
∑
e∈Fh

∫
e

a�uh�T �vh�Tds

+
∑
e∈F I

h

∫
e

a�uh�N�vh�Nds. ������

�� 	�� ������� ���� �� ��	�
��� 	�� �
��
���� ��	���
� �����	� �	�������	�
�

	���� 	
 	�� ����	�
� (7.9)�

Jp(ph, qh) = cp
∑
κ∈Th

∫
κ

∇ph · ∇qhdx +
∑
e∈F I

h

∫
e

ap�qh�N�ph�Nds. ������

���� cu > 0 ��� cp > 0 ��� 
��	��	� ����������	 
� h� ��� a, ap ��� ��	���
�

�����	� ������	��� ������ ��

a = αh−1 ∈ L2(Fh) and ap = γh−1 ∈ L2(Fh), ������

����� α ��� γ ��� �
��	�� ���� 
��	��	��  �� ����� ���
�	���
�� !����"��

���	� ������	 �
�����	�
� 	
 #$�%& �� �
� ������ �� �
��
��'
��� (uh, ph) ∈ Vh ×Qh ��� 	��	{

ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = Lh(vh), ∀vh ∈ Vh.

bh(uh, qh)− ch(ph, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh.
����	�



���� ������	��
�
� ����������� ����
�	��� ��

����� ah, bh, ch and Lh ��� ������ 	


ah(uh,vh) =
∑
κ∈Th

∫
κ

μ−1∇h × uh.∇h × vhdx + cu
∑
κ∈Th

∫
κ

∇h · uh.∇h · vhdx

−
∫

Fh

�uh�T{{μ−1∇h × vh}}ds−
∫

Fh

�vh�T{{μ−1∇h × uh}}ds

+

∫
Fh

a�uh�T �vh�Tds +

∫
F I

h

a�uh�N�vh�Nds; ������

bh(vh, ph) =
∑
κ∈Th

∫
κ

∇hph · vhdx−
∫

Fh

�ph�N{{vh}}ds; ������

ch(ph, qh) = cp
∑
κ∈Th

∫
κ

∇hph · ∇hqhdx +

∫
Fh

ap�ph�N�qh�Nds; ������

Lh(vh) =

∫
Ω

j.vhdx.������

����� ∇h ������ �� ���������� ∇ ��������

������ ������ �� �� ������� ��� �� ���������� � �� ��� �	����� ��

������ ! �� ��� �� ���������� �� ��������� ���� ������ ����� ���

cp
∑
κ∈Th

∫
κ

∇hph · ∇hqhdx + cu
∑
κ∈Th

∫
κ

∇h · uh.∇h · vhdx, ����	�

���� ���� ��� ��"����� ��� ��	���
 �� ��� �� ����������� #����$�� ����

���� ������ �� � �������� �� �� ���������� ��� ��%���� �����&������

����� ��� Vh ��� Qh� �� ������ ���
 �"��� ����� �����&������ ������ ����

����������� '� �� �� �������� �� (������ ���� �� ��%���� ����� �����&���)

��� ������ ��� Vh ��� Qh! ���� ���� ��� �� 	� ��(������

*�� �� ���� ������� �� ��	���
 ��� ���������
 �� �� �� ����������

(7.13)� +� ��� ���! �� ����� �� �� ���� ��

‖(v, q)‖2DG = ‖v‖2Vh
+ ‖q‖2Qh

. ����
�

�����

‖v‖2Vh
= ‖μ− 1

2∇h × v‖20,Ω + cu‖∇h.v‖20,Ω + ‖√a�v�T‖20,Fh
+ ‖√a�v�N‖20,F I

h
.

������

‖q‖2Qh
= ‖∇hq‖20,Ω + ‖√ap�q�N‖20,Fh

. ������

�� ��$� �� ��������( �������
 ��� ������$�
 ������



��

������	 
� ���� �� ��	������� ��	 ������	���� ���������

�������� ��� � �����	�	 �		�	 ���������

�	������� 
����� ������� ���	
	 � ��	
��
 Ccont > 0 	��� 
��


ah(uh,vh) ≤ Ccont‖uh‖Vh
‖vh‖Vh

, ������

∀uh,vh ∈ Vh

�� ����� ���	
	 � ������
�� α0 > 0 ����������
 � ��	� 	��� ��� μ� 	��� 
��


�� 
�� 	
�����	�
�� ������
�� a ������ �� ������ ��
� α ≥ α0 �� ���� 
��


ah(uh,uh) ≥ Ccoer‖uh‖2Vh
, ∀uh ∈ Vh, ������

����� Ccoer > 0 �	 � ��	
��
 ����������
 � ��	� 	����

 ��� � �	 
�	� ���� 
�	
	���	� � �	��	� �� ��� ��
� �� �� ���� ������

����� �����	
�	 �
 �
���	
	��

�	� � ���� ��	� ���� �� �� �	�������	� ������ 
	����� � ����� �	����	��

�	������� 
����� !� 
�� 	
�����	�
�� ������
��	 a ��� ap ������ ��

������� 
���� ���	
	 � ������
�� α > 0� 	��� 
��
 �� α ≥ α0 
�� ����� "#

������
�� ����$� �	 ���%���� 	�������

 ��� �	 
�		� �� ������ 	� �� �	����	�! � ���� ��	� ���� �� j = 0 �� ������

��� � ��� (uh,vh) = (0,0)�

��"��# v|Vh
= uh ��$ q|Qh

= ph �� ������ ��$ ��%�������# �� ��	�$ �����	�

��	� &��� �����	� 	� ������  ��$�

ah(uh,vh) + ch(ph, ph) = 0, ����'�

% �� $&����	�� 	� ah ��$ ch! � #�

∑
κ∈Th

∫
κ

(μ−1∇h × uh)
2dx + cu

∑
κ∈Th

∫
κ

(∇h · uh)
2dx

−2
∫

Fh

�uh�T{{μ−1∇h × uh}}ds+
∫

Fh

a(�uh�T )
2ds+

∫
F I

h

a(�uh�N)
2ds+cp

∑
κ∈Th

∫
κ

(∇hph)
2dx

+

∫
Fh

ap(�ph�N)
2ds = 0. ����(�

)	� �� ����$ ��� 	� ��� ���$ ��$! � ��� % ����# �� ����������

�������� ��$ *���� +�����, �������� !

2

∫
Fh

�uh�T{{∇h × uh}}ds ≤ 2δ

∫
Fh

a�uh�
2
Tds +

2

δ

∫
Fh

1

a
|{{μ−1∇h × uh}}|2ds.



���� � �����	
�	
 �		�	 ���
���
� ��

��� ����� 	
� ������ ��������	� ������ ��� 	
� �����	��� �� �	�������	���

�����	� a� �� 
���∫
Fh

| 1√
a
{{μ−1∇h × uh}}|2ds ≤ C

α

∫
Ω

|{{μ−1∇h × uh}}|2dx,


����� �� 
���

ah(uh,vh) + ch(ph, ph) ≥ (1− 2C

αδ
)

∫
Ω

(μ−1∇h × uh)
2dx + cu

∫
Ω

(∇h · uh)
2dx

+(1− 2δC)

∫
Fh

a(�uh�T )
2ds +

∫
F I

h

a(�uh�N)
2ds

+cp
∑
κ∈Th

∫
κ

(∇hph)
2dx +

∫
Fh

ap(�ph�N)
2ds = 0.

��� !�

"
��� �� 
���

∇h×uh = 0, ∇h ·uh = 0 �� Ω, �uh�T = 0 �� Fh, �uh�N = 0 �� Fh. ��� ��

∇hph = 0 �� Ω, �ph�N �� Fh ��� #�

$�� (7.27)� �� 
���

uh ∈ H0(curl0,Ω) ∩H0(div0,Ω)

"
�� ������� 	
�	 uh = 0 �� Ω�

$�� (7.28)� �� �������� 	
�	 ph ∈ H1
0 (Ω) ���

∇ph = 0,

��� ����� ph = 0 �� Γ� �� ��	 ph = 0 �� Ω�

��� � ����	
��
� 	

�
 	��������

%� ��	�����
 �� � ���	���� ��	���	� �� 	
� �� ������� �� 	��� �� 	
�

����� ��� ‖.‖DG�

$��	 �� �	�	� � ����	 �
��
 �� ���� ��� �� 	
� �����	��� �� 	
� � ���	����

���

���
�
� ������ ��� �� ������ �	� �
������
 ��������� �� �	� �������


��� ̂μ−1∇× u

σt(u) = nκ × (μ−1∇× u) �� ∂κ, ��� &�



��

������	 
� ���� �� ��	������� ��	 ������	���� ���������

�������� ��� � �����	�	 �		�	 ���������

��� ������	
��� �� ���
�� �	���
�� �	� Σt(u) �� σt(u)� �� �������

Σt(u) =

{
nκ × ({{μ−1∇× u}} − a�u�T ) �� ∂κ\∂Ω,
nκ × (μ−1∇× u− anκ × u) �� ∂κ ∩ ∂Ω.

������

� �� �� ������� 
���������� �������∫
∂κ

Σt(uh) +

∫
∂κ\∂Ω

a�uh�N +

∫
κ

∇hph −
∫
∂κ

�ph�N −
∫
κ

j = 0. ������

��� ��� κ ∈ Th �� ������ vh �	�� �� 
����
������
 �	�
���� �vh = 1 �� κ ���

vh = 0 �� Ω\κ� �� κ �� �� ���� �	����� �� ��� !�� " ���� 	� ���� �������

�� ��������� �� �� � ��������� �����

�	
 ��������� �� ����� ���� μ ≡ 1 �� ��� �	��	�����

����	�� 
��� � #� (u, p) � �� ���	���� �� (7.1)� � ���	� ���� j ��

������
 �� ��	�
 ���� �� ���� p ≡ 0� #� (uh, ph) � �� ���
�����	�	�

$���%�� ������������� ������� �� (7.13)� &��� ��� �� � 
������� C > 0

�������� �� ��� ��' h� �	
� ����

‖ (u− uh, p− ph)‖DG ≤ C(
∑
κ∈Th

η2κ)
1
2 ,

��� �� ���� ���� ����
���� ηκ �� ���� ��

η2κ = h2s
κ ‖ j −∇h × (∇h × uh) +∇hph‖20,κ + h2s−1

κ ‖ Σt(uh)− σt(uh)‖20,∂κ
+ h−1κ ‖ �uh�T‖20,∂κ + h−1κ ‖ �uh�N‖20,∂κ\∂Ω + cu ‖ ∇h.uh‖20,κ

+ ‖∇hph‖20,κ + h−1κ ‖ �ph�N‖20,∂κ . ������

(����� �
	 ��� �������	� 	� ��� �	
 ‖ .‖DG� ��� �	�������� 	� ��� ����������

�
��� 	� u �� ��� ����
�������  	����
���� ��� ��� ���� ���� p ≡ 0� �� ��!��

‖ (u− uh, p− ph)‖DG = ‖ ∇h × (u− uh)‖20,Ω+cu ‖ ∇h.uh‖0,Ω+
∥∥ √a�uh�T

∥∥2
0,Fh

+
∥∥ √a�uh�N

∥∥2
0,F I

h

+ ‖ ∇hph‖20,Ω +
∥∥ √ap�ph�N

∥∥2
0,Fh

. ������

"� 	 ��
!� ���� �� ��� � 	!� �#����	� ��� ��� ��
� ������ 	� ��� ���
	$��

��� �	����	� 	� �#����	� ������ �$���� ��� �
�� ��
 	� ��� 
���� ���� �����

%����� �� ���� �	 ������� ��� ��

∑

κ∈Th
‖ ∇h × (u− uh)‖20,κ �� 	
��
 �	

��� �� �$������ � �	���
�	
� �

	
  	���� &�� �� ���	�� e = u− uh�

"� �	��	� ��� ���
	��� 	� '(%&��) ��� �� �
��� L2�	
��	�	��� ���	�	����	�



���� � �����	
�	
 �		�	 ���
���
� ��

�� ��������	
� �� ∇h × e ∈ L2(κ)3, ∀κ ∈ Th �


∇h × e = ∇φ+∇× χ, ������

�	�� φ ∈ H1(κ) \ R ��� χ ∈ H0(curl;κ) ∩ H(div0;κ), ∀κ ∈ Th �	��∑
κ∈Th

‖ χ‖curl,κ ≤ C
∑

κ∈Th
‖ ∇ × χ‖0,κ� ���� ��� ������	�� ��������

H0(curl;κ) ∩ H(div0;κ) ↪→ Hs(κ)3, ∀κ ∈ Th� �� ���� ����

χ ∈ Hs(κ)3; ∀κ ∈ Th ��� 
��	
��

∑

κ∈Th
‖ χ‖s,κ ≤ C

∑
κ∈Th

‖ ∇ × χ‖0,κ�
 ��������� ��� ������	�� 
���	�	�� �
�	���� �� ��� ��!����
	�	�� (7.34) ����
∑

κ∈Th

‖ ∇φ‖20,κ +
∑
κ∈Th

‖ χ‖2s,κ ≤ C
∑
κ∈Th

‖ ∇h × e‖20,κ . ����"�

#
	�� ��� ����� ��!����
	�	�� �� e � �� ���� ����∑
κ∈Th

‖ ∇h × e‖20,κ =
∑
κ∈Th

∫
κ

∇h×e.∇φdx+
∑
κ∈Th

∫
κ

∇h×e.∇×χdx = I + II.

����$�

%� ��
� ���� �	�� ���� I& �
	�� ��� ����	�	�� �� e� ��� 
�������

 �� u ���

φ� 	�������	�� �� ����
 ��� ��� ��!� ���� n × u = 0 �� ∂κ� ����� n 	
 ��	�

������� ������ ��!��� �� ∂κ� �� ����

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇φdx = −
∑
κ∈Th

∫
∂κ

nκ × uh.∇φds, ������

��� 	� �� � v ∈ Vh ∩H0(curl; Ω) �� ��
���� ����∑
κ∈Th

∫
∂κ

nκ × v.∇φds = 0.

'��!�� �� ����∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇φdx =
∑
κ∈Th

∫
∂κ

nκ × (v − uh).∇φds, ����(�

≤ (
∑
κ∈Th

h2
κ ‖ ∇φ‖20,∂κ)

1
2 (
∑
κ∈Th

h−2κ ‖ nκ × (v − uh)‖20,∂κ)
1
2 . ����)�

#
	�� ��� 	����
� �
�	���� �*�*+�� �� ����

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇φdx ≤
∑
κ∈Th

‖ ∇φ‖0,κ (
∑
κ∈Th

h−2κ ‖ nκ × (v − uh)‖20,∂κ)
1
2 ,

����+�



��

������	 
� ���� �� ��	������� ��	 ������	���� ���������

�������� ��� � �����	�	 �		�	 ���������

�������� ���� 	
���� �� ���

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇φdx ≤
∑
κ∈Th

‖ ∇h × e‖0,κ (
∑
κ∈Th

h−2κ ‖ nκ × (v − uh)‖20,∂κ)
1
2 .

	
����

������� �������� ��� ��� �������� ����� ����������� ������∑
κ∈Th

h−1κ ‖ nκ × (v − uh)‖20,∂κ ≤ C
∑
κ∈Th

h−2κ ‖ (v − uh)‖20,∂κ , 	
����

≤ C
∑
κ∈Th

(h−2κ ‖ (v − uh)‖20, + ‖ ∇h × (v − uh)‖20,κ). 	
����

����� ��� ������ ������ �� ����� ����� �� ����

inf
v∈Vh∩H0(curl;Ω)

∑
κ∈Th

(h−2κ ‖ (v − uh)‖20,κ+‖ ∇h × (v − uh)‖20,κ) ≤ C
∥∥ h−1/2�uh�T

∥∥2
0,Fh

.

	
����

 � � ������������ �� ���

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇φdx ≤ C
∑
κ∈Th

‖ ∇h × e‖0,κ
( ∑
κ∈Th

h−1κ ‖ �uh�T‖20,Fh

) 1
2 .

	
���

�� ����� �� ���� ���� ���� II� �� !��� ����� χh �� ������ ��� L2"#��$������

�% χ ���� P 0(Th)� �� ����

‖ χ− χh‖0,κ + h1/2
κ ‖ χ− χh‖0,∂κ ≤ Chs

κ ‖ χ‖s,κ , ∀κ ∈ Th. 	
��&�

'����%���� ��#������ χ (� χ− χh �� ���� II� ����������� (� #���� ��� �����

��� %��� ���� u �����!�� (7.1) ���� p ≡ 0� �� �(����

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇× χdx =
∑
κ∈Th

∫
κ

(j −∇h × (∇h × uh)).(χ− χh)dx

−
∑
κ∈Th

< σt(e),χ >∂κ +
∑
κ∈Th

< σt(e),χh >∂κ .
	
��
�

)�� ��� ������ ���� �� ����� ���� ���� �% 	
��
�� ����� ��� ����������

#��#������ �% u ��� χ� ��� ��� %��� ���� ��� ��������� *�+�� Σt(uh) ���

���������� ������ ��� ������ �� ����∑
κ∈Th

< σt(u),χ >∂κ=
∑
κ∈Th

< Σt(uh),χ >∂κ .



���� � �����	
�	
 �		�	 ���
���
� ��

������ �� ��	�∑
κ∈Th

< σt(e),χ >∂κ=
∑
κ∈Th

< Σt(uh)− σt(uh),χ >∂κ .


�� �� ���� ��� �� �� ���� ���� ���� �� ������� �� ��	�∑
κ∈Th

< σt(e),χh >∂κ=
∑
κ∈Th

< σt(u)− σt(uh),χh >∂κ

=
( ∑
κ∈Th

< σt(u)− Σt(uh),χh >∂κ

)
+
( ∑
κ∈Th

< Σt(uh)− σt(uh),χh >∂κ

)
=
∑
κ∈Th

( ∫
∂κ\∂Ω

a�uh�N{{χh}}ds +
∫
κ

∇hphχhdx−
∫
∂κ

�ph�N{{χh}}ds
)

+
( ∑
κ∈Th

< Σt(uh)− σt(uh),χh >∂κ

)
������

����� �� �� ��� ������� �� ��	� ���� �� ���������� ������	���� �������

���� � ��� �� ��� �� ���� ��������� ���!���� �� ��	�∫
∂κ

σt(u)χhds =

∫
κ

jχhdx.

������ �� ��∑
κ∈Th

∫
κ

∇h× e.∇×χdx =
∑
κ∈Th

∫
κ

(j −∇h× (∇h×uh) +∇hph).(χ−χh)dx

−
∑
κ∈Th

< Σt(uh)− σt(uh),χ− χh >∂κ

+
∑
κ∈Th

( ∫
∂κ\∂Ω

a�uh�N{{χ− χh}}ds−
∫
∂κ

�ph�N{{χ− χh}}ds
)
, ����"�

����� �� ���� ��	� ����� ��� ��!�����
∑

κ∈Th

∫
κ
∇hph.χdx� �������� !�

���� ��� ���� �� ��� �� ∇h.χ = 0� 
������ ����� ������� ����#� ���

������� �� �!��� �� ��������� !����$

∑
κ∈Th

∫
κ

∇h × e.∇× χdx ≤ C
( ∑
κ∈Th

h2s
κ ‖ j −∇h × (∇h × uh) +∇hph‖20,κ

+
∑
κ∈Th

h2s−1
κ ‖Σt(uh)− σt(uh)‖20,∂κ

+
∑
κ∈Th

h2s−1
κ (‖ �ph�N‖20,∂κ + h−1κ ‖ �uh�N‖20,∂κ\∂Ω)

) 1
2 ×
∑
κ∈Th

‖ ∇h × e‖0,κ .

���%&�



��

������� 	
 ���� �� ����������� ��� ������������� ��������

��������� ��� � ���������� ����� ����������


����������� 	
��� ��� 	
��� ���� 	
����� �� ���∑
κ∈Th

‖∇h × e‖20,κ ≤ C
( ∑
κ∈Th

h2s
κ ‖j −∇h × (∇h × uh) +∇hph‖20,κ

+
∑
κ∈Th

h2s−1
κ ‖Σt(uh)−σt(uh)‖20,∂κ+

∑
κ∈Th

h2s−1
κ (‖�ph�N‖20,∂κ+h−1κ ‖ �uh�N‖20,∂κ\∂Ω)

+
∑
κ∈Th

h−1κ ‖�uh�T‖20,∂κ
)1/2 ×∑

κ∈Th

‖∇h × e‖0,κ. 	
���

��� �������� ���������� ��
∑

κ∈Th
‖ ∇h × e‖0,κ� �� �������� ����∑

κ∈Th

‖ ∇h × e‖0,κ ≤ C
( ∑
κ∈Th

h2s
κ ‖ j −∇h × (∇h × uh) +∇hph‖20,κ

+
∑
κ∈Th

h2s−1
κ ‖ Σt(uh)− σt(uh)‖20,∂κ+

∑
κ∈Th

h2s−1
κ (‖ �ph�N‖20,∂κ+h−1κ ‖ �uh�N‖20,∂κ\∂Ω)

+
∑
κ∈Th

h−1κ ‖ �uh�T‖20,∂κ
)1/2

. 	
� �
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�������� �

�������� �

��� �������	
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�������� 	
 ���
 �
 ����� �� ����
��� ����

������ ∫ tn

tn−1

μn(t)dt = k−1n (−3t2 + (3tn−1 + 3tn)t)
∣∣tn
tn−1

= k−1n (−3(tn)2 − (tn−1)2) + (3tn−1 + 3tn)kn)

= −3(tn + tn−1) + 3tn−1 + 3tn = 0.

�����

����� ������ ����	
���� ��
 �
�� ε�� ��� ��		�
�� �����	� ��	��

A :=

∫ tn

tn−1

(tn − t)(3t− 2tn−1 − tn)dt = 0.

������ ���

��

A =

∫ tn

tn−1

(tn − t)(3t− 3tn + 2(tn − tn−1))dt

=

∫ tn

tn−1

(−3(t− tn)2 + 2(tn − t)kn)dt

= −(t− tn)3|tntn−1 − (t− tn)2kn
∣∣tn
tn−1

= (tn−1 − tn)3 + (tn−1 − tn)2kn = −k3
n + k3

n = 0.

�����

����� ������ ����	
���� ��
 �
�� ∂tε�� ��� ��		�
�� �����	� ��	��

max
t∈[tn−1,tn]

(t− tn−1)(tn − t)2 =
4k3

n

27
.



�� �������� �	 �������� �

������ ��� M = (t− tn−1)(tn − t)2� ������ �� [tn−1, tn]	 
� ��� ����

M ′(t) = (tn − t)2 + 2(t− tn)(t− tn−1) = (t− tn)(3t− tn − 2tn−1),

���� ������ ���� M(t) ������� ��� ������� ���� �� t̄ = tn+2tn−1

3

M(t̄) =

(
tn + 2tn−1

3
− tn−1

)(
tn − tn + 2tn−1

3

)2

=

(
tn − tn−1

3

)(
2tn − 2tn−1

3

)2

=
4k3

n

27
.

��	��

��� ����� �� �	

� ����

�� ���� ������� �� ����� ��� ��� ������ �� �����������  	�	! �� ����� �� ����

�������  	�	!	 "�� ����� �� ������� ��� ��� ��� ��� �#������ �� $%&'!�(� ���

���� �� ��� ���)���� ������� ��� '������*� ������� ������ ����� ���������	


��������� �	�	�	 �'��� ����)� ����� ���������� �	
�� �� ���������	�

�� ������ ����� �	
 ��� �� 	������	 �	 ������� �� ���

I1(t∗) ≤ ξMC(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω.

������ +������) ���� ��� ���,������� Πj
h� j = 1, . . . , N ������� ���� ���

���� ��-������������ �� ����)���� �� ����� ���� ������� �� t� ������) ��

I1(t∗) :=
m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

((I −Πj
h)∂tuN ,ρN)Ωdt+

∫ t∗

tm−1

〈(I −Πm
h )∂tuN ,ρN)Ωdt

+
m−1∑
j=1

((Πj+1
h −Πj

h)∂u
j
h, v̂(t

j))Ω − ((I −Π0
h)∂u

0
h, v̂(0))Ω.

��	.�

"�� ���� ��� ���� �� ��� ��)�� ���� ���� �� ��	.� ��� ������� ��

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω
(

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

‖(I −Πj
h)∂tuN‖0,Ωdt+

∫ t∗

tm−1

‖(I −Πm
h )∂tuN‖0,Ωdt

)
.

��	 �

/�������) ��� ��������� �� v̂ ��� ���� �� ∂tuN(t
j) = ∂uj

h� j = 0, 1, . . . , N � ��

��� ����� ��� ���� ��� ����� �� ��� ��)�� ���� ���� �� ��	.� ��

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω
(

m−1∑
j=1

(t∗ − tj)‖(Πj+1
h −Πj

h)∂u
j
h‖0,Ω + t∗‖(I −Π0

h)∂u
0
h‖0,Ω

)
.

��	0�

�����) ���� (I −Π0
h)∂u

0
h = 0 ������� ∂u0

h ∈ V0
h� �� )�� ��� ������	
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����� ����� ��� ��	
 	
� ��	�	��� �� ������� �� 
���

I2(t∗) ≤ ξevo(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω.

������ �
�� �	 ���	
�	 ��	 ��	�����

wN −wj = −(tj − t)∂wj +
(
k−1j (tj − t)3 − (tj − t2)

)
∂2wj �����

�� 	��� (tj−1, tj]� j = 2, . . . ,m� �	��	 �
�� �	������� ������ �	 �	���	

b(wN −wj, v̂) = (−(tj − t)∂gj +
(
k−1j (tj − t)3 − (tj − t2)

)
∂2gj, v̂)Ω. ��� �

!�	 ���	"
�� �� ��	 �
�� ���#��	�� �� ��	 ���	
 #
����� �� ��	 
�"��$���� ���	

�� ��� � ���� 
	�#	�� �� t �	��		� tj−1 ��� tj �� ��	� "��	� �� Gj �� ����%��

�	��	 ���	"
��	 �� #�
�� �� 	��� ���	
��� (tj−1, tj]� j = 1, . . . ,m� �	 ������

I2(t∗) =
m∑
j=1

∫ tj

tj−1

(Gj,ρN)Ωdt+

∫ t∗

tm−1

(Gm,ρN)Ωdt, ���&�

����� ��� ��#��	� ��	 
	����� '��	 ���� ��	 �����	 �� ��	 ��������� γj �� ��

����%� ��(	� ��	 ������ �� Gj ���������� �� tj, j = 1, , N � ��� �	 ���� ���	

G(0) = 0�

����������� ����� �)��� �##
�*������� 	

�
 ������� ����� 	
� ������

	���� �� 	
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I3(t∗) ≤ ξosc(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω. ����+�

������ ,	 �	"�� �� ���	
���" ��	 -	
� �	�� ����	 �� f
j − f �� [tj−1, tj] ��

������� ∫ tj

tj−1

(f
j − f)dt = 0 ������

��
 ��� j = 1, . . . ,m− 1� �	��	 �	 ���	

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

(f
j − f , v̂N)Ωdt =

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

(f
j − f , v̂N − v̂N

j
)Ωdt, ����%�

��	
	 v̂N
j
(·) := k−1j

∫ tj
tj−1 v̂N(t, ·)dt� .���" ��	 
�	�
���$/�����
0 ��	1������

���� 
	�#	�� �� ��	 ��
����	 t �	 ���	∫ tj

tj−1

‖v̂N − v̂N
j‖20,Ωdt ≤

k2
j

4π2

∫ tj

tj−1

‖∂tv̂N‖20,Ωdt ����2�
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 ∂tv̂N = −ρN � � ����

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

(f
j − f , v̂N)Ωdt ≤

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

‖f j − f‖20,Ωdt

)1/2(∫ tj

tj−1

‖v̂N − v̂N‖20,Ωdt
)1/2

≤ 1

2π

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

‖f j − f‖20,Ωdt
)1/2(∫ tj

tj−1

k2
j‖ρN‖20,Ωdt

)1/2

≤ 1

2π

m−1∑
j=1

(
k3
j

∫ tj

tj−1

‖f j − f‖20,Ωdt
)1/2

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω.
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∫ t∗

tm−1

‖v̂N‖20,Ωdt ≤
∫ t∗

tm−1

km

∫ t∗

t

‖ρN‖20,Ωdsdt ≤ k3
m max

0≤s≤T
‖ρN(s)‖20,Ω, ������

���� �������

∫ t∗

tm−1

(f
m − f , v̂N)Ωdt ≤

(∫ t∗

tm−1

k3
m‖f

m − f‖20,Ωdt
)1/2

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω,
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I4(t∗) ≤ ξtr(t
∗) max

0≤t≤T
‖ρN(t)‖0,Ω. ����#�

������ $�������	 
�� %���"���� ����� ���&� ��� ��
��	 
��
 ∂2uj
h �� ��������

����
��
� ��� μj ��� %��� ���� ����� �� [tj−1, tj], j = 1, . . . , n� � ����

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

μj(∂2uj
h,Π

j
hv̂N)Ωdt =

m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

μj(∂2uj
h,Π

j
h(v̂N−v̂N

j
))Ωdt, ����&�

���� v̂N
j
(·) := k−1j

∫ tj

tj−1 v̂N(t, ·)dt� !�� ���'��
���� Πj
h� j = 1, . . . , N ���"
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m−1∑
j=1

∫ tj

tj−1

μj(∂2uj
h,Π

j
h(v̂N−v̂N

j
))Ωdt

≤ 1

2π

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

‖μj∂2uj
h‖20,Ωdt

)1/2(∫ tj

tj−1

k2
j ‖Πj

hρN‖20,Ωdt
)1/2

≤ 1

2π

m−1∑
j=1

(∫ tj

tj−1

k3
j‖μj∂2uj

h‖20,Ωdt
)1/2

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω.
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(μm∂2um
h ,Π

m
h v̂N)Ωdt ≤

(∫ t∗

tm−1

k3
j‖μm∂2um

h ‖20,Ωdt
)1/2

max
0≤t≤T

‖ρN(t)‖0,Ω,
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