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Titre : Etude de la rupture quasi-fragile d’un béton à l’échelle mésoscopique. Aspects ex-
périmentaux et modélisation.

Résumé : Le béton présente une rupture quasi-fragile du fait de la présence d’une zone
d’élaboration de la rupture principalement microfissurée et de taille conséquence, se dévelop-
pant en avant du front de fissure. L’objectif de ces travaux consiste à mettre en évidence le
processus d’évolution de la zone d’élaboration et l’étendue de cette dernière, et ce, sur la base
d’une campagne d’essai Wedge Splitting suivie de simulations numériques aux éléments-finis
utilisant le modèle d’endommagement isotrope de Fichant – La Borderie à l’échelle mésosco-
pique. Expérimentalement, les courbes de résistance obtenues dans le cadre de la Mécanique
Linéaire Élastique de la Rupture équivalente attestent d’un phénomène de confinement précoce
de la zone d’élaboration manifestement lié à la géométrie testée et aux propriétés du béton étu-
dié. Les simulations numériques obtenues sur la base du modèle d’endommagement sont en
accord avec les résultats expérimentaux et conduisent également à soupçonner ce phénomène
de confinement. Par la suite, la simulation numérique est à nouveau utilisée sur cette même géo-
métrie de spécimen mais en réduisant les propriétés de rupture de la matrice cimentaire afin de
diminuer la taille de la zone d’élaboration. Les résultats de cette nouvelle simulation montrent
un développement libre de la zone d’élaboration suivie d’une propagation auto-similaire de la
fissure principale attestée par la présence d’un régime plateau de la courbe de résistance corres-
pondante. Une analyse détaillée du champ d’endommagement puis du champ d’énergie restituée
est réalisée et permet de mettre en évidence un critère de développement de la zone d’élabo-
ration fondée sur une valeur maximale du taux local de restitution d’énergie d’endommagement.

Mots clés : béton, quasi-fragile, Zone d’élaboration de la rupture, courbe de résistance, Mé-
canique Linéaire Elastique de la Rupture équivalente, endommagement, rupture, méthode des
éléments-finis

Title : Study of quasibrittle fracture of concrete at mesoscale. Experimental aspects and mo-
delling.

Abstract : Concrete exhibits a quasibrittle fracture due to the existence of a large fracture
process zone (FPZ), mainly microcracked, which develops ahead of the crack front. The aim of
the current work consists in highlighting the FPZ development and its extent. For that purpose,
an experimental campaign using Wedge Splitting Test was carried out and followed by finite ele-
ment simulation using Fichant – La Borderie isotropic damage model acting at the mesoscale
of concrete. Experimental analysis exhibits that by the use from Resistance curves estimated in
the framework of equivalent Linear Elastic Fracture Mechanics, the used geometry combined
to the studied concrete properties are subjected to a confinement of FPZ. Numerical simulations
achieved by the damage model are in agreement with experimental results and also seem to
show FPZ confinement. Thereafter, numerical simulations are used again on the same specimen
geometry but by decreasing fracture properties of cementitious matrix, in order to minimize the
FPZ size. Numerical results exhibit that the FPZ was now freely developed and followed by a
self-similar propagation of the main crack as shown by the existence of a “plateau” value on the
corresponding Resistance curve. A numerical analysis is performed and leads to the proposition
of a FPZ development criteria based on a maximal value of the local damage energy release rate.

Keywords : concrete, quasibrittle, Fracture Process Zone, Resistance curve, equivalent Li-
near Elastic Fracture Mechanics, damage, fracture, finite element method
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Introduction générale

Comportement complexe du béton : vers une compréhension
plus fine

Après plus d’un siècle d’industrialisation, le béton trouve son champ d’utilisation dans la
plupart des domaines de l’ingénierie civil sans pour autant avoir dévoilé tous ses secrets. L’en-
dommagement mécanique du béton est principalement lié à sa faible résistance à la traction qui
favorise la nucléation de micro-fissures qui en se collapsant forment une ou des macro-fissures.
A l’échelle de la structure, l’endommagement provoque une perte de performance et de durabi-
lité. A l’échelle du matériau, la dégradation apporte une modification des propriétés physiques
et mécaniques initiales. De plus, les mécanismes physiques accompagnant l’endommagement
font apparaître des déformations non-homogènes au sein du matériau. Ainsi, la compréhension
du comportement complexe de ce matériau a fait l’objet de nombreuses études au cours des 50
dernières années où plusieurs modèles ont été proposés afin de décrire de manière convenable
son comportement endommageable.

Le comportement à la rupture des matériaux quasi-fragiles tels que les bétons et plus géné-
ralement les matériaux de constructions (bois, maçonnerie, céramique...) est caractérisé par le
développement, en fond de fissure, d’une zone d’élaboration de la rupture (ou fracture process
zone, FPZ) principalement micro-fissurée. L’existence de cette zone d’élaboration favorise la
dissipation de l’énergie élastique stockée dans la structure par un « jeu » de redistributions de
contraintes contribuant à la propagation stable de la fissure principale. Ainsi, la zone d’élabo-
ration est la clé de voûte du comportement quasi-fragile du béton et il va de soi que la compré-
hension du processus d’évolution de la zone d’élaboration et sa caractérisation soit un objectif
majeur dans l’étude du comportement à la rupture du béton. Ainsi, malgré le caractère intrinsè-
quement fragile de l’endommagement, le comportement à rupture montre une certaine ductilité
en s’accompagnant d’un comportement adoucissant qualifié de comportement quasi-fragile. La
difficulté de ce type de comportement porte sur le fait qu’à partir de ce moment, la loi de com-
portement du matériau n’est plus directement observée et dont l’apparition d’une ou plusieurs
surfaces de discontinuités cinématiques (fissures) au sein du béton conduit à parler d’un passage
d’un comportement de type matériau à un comportement de type structure : l’échelle d’observa-
tion devient la clé de la compréhension. De plus, la taille de la zone d’élaboration de la rupture
apparaît dépendante de la géométrie des structures entrainant également une dépendance ana-
logue des propriétés de rupture vis-à-vis de la géométrie des structures. Le comportement de
la structure dépend de l’étendue de la zone d’élaboration pour une taille de structure donnée :
c’est l’effet d’échelle. De surcroît, le béton est par nature un matériau hétérogène constitué de
granulats de formes et de tailles différentes repartis aléatoirement dans une pâte de ciment. Au
final, le comportement à la rupture du béton est lié à la zone d’élaboration, elle-même liée au
caractère hétérogène du béton. Autrement dit, la prise en compte des constituants du béton est
cruciale dans l’étude du comportement du béton. Ce couplage entre propriétés de rupture et
géométrie des structures, encore mal compris aujourd’hui, représente un verrou majeur pour le
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dimensionnement optimal des structures du génie civil. A terme, une meilleure compréhension
du comportement du béton, pourrait permettre de revoir les coefficients de sécurité appliqués
et ainsi pourrait permettre une économie des matières premières et de l’énergie nécessaire à la
réalisation d’un béton.

De plus, de nos jours, les structures sont dimensionnées suivant une contrainte nominale
maximale qui contraint la structure à rester dans la limite d’élasticité du matériau. Cependant,
ce type de calcul n’empêche pas la structure de rompre à partir d’une fissure dont l’amorçage
exige une certaine quantité d’énergie, énergie qui nécessiterait d’être incluse dans les règles
de calculs. L’aspect adoucissant du béton n’est également pas prise en compte lors du dimen-
sionnement : ce type de comportement atteste d’une certaine résistance résiduelle après que la
contrainte nominale maximale ait été atteinte.

Échelle d’étude et modèle appliqué

Étant donné que le processus de fissuration, prenant place dans la zone d’élaboration est
fortement lié au caractère hétérogène du béton et à la géométrie de la structure, une analyse
micro-mésoscopique s’avère être nécessaire. Les modèles mécaniques classiques établis sur la
base des milieux continus perdent leur sens dès qu’on passe d’une échelle macroscopique à
une échelle microscopique approchant la structure même du matériau. A cette échelle, le milieu
ne peut plus être considéré comme homogène et la description classique s’avère défaillante.
Ainsi, des solutions alternatives sont donc nécessaires pour apporter une description plus fine
du milieu hétérogène. D’un point de vue numérique, 2 types de modèles sont aujourd’hui ca-
pables d’apporter des réponses quant au phénomène de couplage entre propriétés de rupture et
géométrie des structures : les modèles microscopiques et les modèles mésoscopiques. Parmi les
modèles microscopique, les modèles treillis (lattice models) bien qu’efficaces pour modéliser
la zone d’élaboration de la rupture nécessitent l’emploi de nombreux paramètres pour décrire
le comportement de rupture à l’échelle microscopique, lesquels paramètres sont difficilement
identifiables. De plus, la microstructure d’un béton est très complexe et une modélisation précise
de cette dernière est assez irréaliste. Ainsi, le choix est fait ici de se tourner vers un modèle agis-
sant à l’échelle mésoscopique, s’étendant de l’échelle du grain de sable à l’échelle du plus gros
granulat, puisque le cœur de la problématique se situe à l’échelle de la zone d’élaboration, i.e.,
à des échelles de longueur de l’ordre de quelques centimètres. En effet, si la micro-fissuration
agit à l’échelle microscopique, son effet est supplanté par les mécanismes de redistribution de
contraintes et de dissipation d’énergie agissant à l’échelle de la zone d’élaboration.

L’utilisation d’un modèle à l’échelle mésoscopique devrait permettre la description des
conséquences du désordre initial local sur la réponse macroscopique ainsi que des différentes
interactions prenant place entre les constituants au cours du processus de rupture. Un modèle
mésoscopique développé récemment au laboratoire SIAME (UPPA), basé sur le modèle d’en-
dommagement isotrope de Fichant et s’appuyant sur un maillage diffus de la mésostructure
du béton (matériau bi-phasique : propriétés des granulats et de la matrice cimentaire projetées
sur les points de Gauss d’éléments finis répartis sur une grille de maille régulière), a montré
des premiers résultats très prometteurs permettant notamment d’estimer la distribution de l’en-
dommagement au sein de la zone d’élaboration ainsi que les champs d’ouverture de fissure. Ce
modèle utilisant peu de paramètres (essentiellement le module d’élasticité, l’énergie de rupture
et la résistance à la traction et compression des granulats et de la matrice) est celui utilisé dans
ces travaux de thèse afin de mettre en évidence le processus de rupture quasi-fragile du béton
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et, l’influence de l’hétérogénéité et de la géométrie des structures.

Objectifs et stratégies de ces travaux
En s’appuyant sur les résultats d’essais de rupture d’un béton au travers de différentes géo-

métries de spécimens entaillés (flexion 3 points et Wedge Splitting), le modèle mésoscopique
est utilisé pour décrire la rupture quasi-fragile du béton. On s’attachera à mettre en évidence la
capacité du modèle à décrire le développement de la zone d’élaboration ainsi que la propaga-
tion énergétique stationnaire de la fissure principale avec sa zone d’élaboration (propagation à
résistance constante « self-similar crack propagation »).

L’intérêt de ces travaux de thèse, est dans un premier temps, la description de l’élaboration
d’un béton numérique, par une approche aux éléments finis, créé dans le cadre de la théorie de
l’endommagement, et plus particulièrement la mécanique de l’endommagement isotrope. Dans
un second temps, les résultats des simulations d’essais de rupture en mode I menés au labo-
ratoire couplés aux outils de la mécanique de la rupture, permettront de mettre en évidence le
processus d’endommagement et de rupture et, de surcroît sur la pertinence du modèle utilisé.
Ainsi, une description détaillée de la zone d’élaboration de la rupture sera réalisée à partir de
la réponse globale et locale (champs numériques) des simulations. En effet, l’analyse couplée
par l’intermédiaire des courbes de résistance, estimées dans le cadre de la Mécanique Linéaire
Élastique de la Rupture équivalente (MLEReq), et des champs locaux (numériques) d’endom-
magement et d’énergie restituée, apporte un éclairage intéressant du processus de fissuration.

La mise en lumière de la zone d’élaboration de la rupture ou encore le confinement de cette
dernière au cours de la propagation de la fissure principale sera réalisée. Effectivement, les éner-
gies de rupture calculées à partir de la réponse macroscopique peuvent être sur-estimées dans
le cas où la zone d’élaboration de taille conséquente par rapport au spécimen, ne peut se déve-
lopper librement sans être contrainte par un champ de compression et/ou par la proximité d’une
condition aux limites. Ainsi, l’estimation et l’analyse des courbes de résistance (image énergé-
tique de la courbe force-déplacement) permet de montrer l’existence ou non de ce phénomène
et, également de proposer une énergie de rupture uniquement liée au développement et/ou à la
propagation de la fissure avec sa zone d’élaboration.

Enfin, un critère de développement de la zone d’élaboration sera étudié et nous conduira à
analyser l’évolution du champ d’endommagement au cours du processus de rupture.

Organisation du manuscrit

Le Chapitre 1 « État de l’art » proposera dans un premier temps de dresser un portrait du
comportement du béton et de ces différents aspects phénoménologiques devant être retrans-
crits lors d’une modélisation du comportement. Par la suite, un point sera réalisé sur la prise en
compte d’une discontinuité cinématique en présentant le cadre général de la Mécanique Linéaire
Élastique de la Rupture (MLER), et plus particulièrement la Mécanique Linéaire Élastique de
la Rupture équivalente qui permet de résoudre un problème non-linéaire en utilisant des outils
de la MLER. Dans cette section, nous présenterons l’intérêt et l’estimation de la courbe de ré-
sistance, élément fondamental dans ces travaux. En partant de la théorie de l’endommagement,
énoncé dans la cadre de la Thermodynamique des Processus Irréversibles (TPI), un point sur
un grand nombre de modèles d’endommagement (isotrope, anisotrope, plastique) du béton sera
réalisé et leurs limites seront abordées. Et enfin, pour terminer cet état de l’art, il sera proposé
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une section traitant de la modélisation de la mésostructure et des simplifications possibles de
cette dernière.

Le Chapitre 2 sera centré sur le modèle de Fichant-Laborderie à l’échelle mésoscopique.
Après une présentation détaillée de la loi de comportement utilisée, de l’implémentation du
modèle dans le code de calcul aux éléments finis Cast3M et de la génération de la mésostruc-
ture, une batterie de test est réalisée sur un Volume Élémentaire Représentatif à l’échelle mé-
soscopique. Dans un premier temps, la bonne description du comportement macroscopique du
béton par le modèle mésoscopique sera abordée. Dans un second temps, une étude paramé-
trique sera réalisée afin d’analyser l’influence des différents paramètres d’entrée sur la réponse
globale et locale. Et enfin, un point sur l’importance d’une représentation exhaustive du sque-
lette granulaire dans l’étude du processus de rupture sera fait. Ce chapitre se terminera par un
exemple d’application du modèle sur des poutres entaillées, de tailles homothétiques, sollicitées
en flexion 3 points où l’effet d’échelle sera illustré. Cette dernière section amorcera la suite de
ces travaux en abordant le problème de confinement détecté par les courbes-R.

Le Chapitre 3 sera le chapitre expérimental de ce manuscrit. Il traitera d’une campagne ex-
périmentale réalisée aux travers d’essai Wedge Splitting sur 2 géométries différentes à partir
desquelles les propriétés de rupture seront estimées. Un point sur la possibilité de confinement
de la zone d’élaboration dans ce type d’essai sera également abordé. Par la suite, des simula-
tions à partir du modèle mésoscopique seront réalisées sur la base de ces essais afin de valider
le modèle par l’expérimental et d’obtenir des réponses locales non accessible par l’étude expé-
rimentale.

Le dernier chapitre, à savoir le Chapitre 4, montrera la dépendance de la taille de la zone
d’élaboration par rapport aux propriétés des constituants du béton. Ensuite, il sera proposé dif-
férents traitements des résultats numériques, par couplage des courbes de résistances, afin de
mettre en lumière les mécanismes présents au sein de la zone d’élaboration. Une étude énergé-
tique locale sera réalisée afin de mettre en évidence la zone d’élaboration de la rupture et d’éta-
blir un critère de développement de cette dernière. In fine, l’utilisation d’un béton numérique,
en plus d’estimer des propriétés de rupture, permettra une compréhension et une illustration du
fonctionnement de la zone d’élaboration sur la base d’une analyse fine des champs d’endomma-
gement. L’analyse de différents critères conduira à proposer l’utilisation du taux de restitution
d’énergie d’endommagement local comme critère de développement de la zone d’élaboration
du béton.
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CHAPITRE 1. État de l’Art : modélisation de l’endommagement et la rupture du béton

1.1 Introduction

L’essentiel de l’activité dans les matériaux de construction est assuré par la filière béton
avec plus de 70% de chiffre d’affaire. Autrement dit, en France, il est le matériau le plus utilisé.
Cependant, scientifiquement, le matériau béton reste un matériau très complexe n’ayant pas
dévoilé tous ses secrets. En effet, le béton mais également la majeure partie des matériaux de
constructions (bois, roches, céramiques...) ont un comportement qualifié de quasi-fragile, i.e.,
un comportement de type adoucissant lié à l’endommagement progressif qui se met en place au
cours d’une certaine sollicitation (mécanique voire thermique et/ou hydrique). A l’échelle de la
structure, le béton est considéré comme « macroscopiquement » homogène. Néanmoins, consti-
tué de plusieurs composants, le béton est bel et bien un matériau composite, i.e., hétérogène où
des granulats de formes et de tailles différentes sont pris dans une matrice à pâte cimentaire.
Ce caractère hétérogène doit être pris en compte puisque le comportement dépend directement
des propriétés de ces constituants. La mécanique de l’endommagement et la mécanique de la
rupture sont des outils permettant la modélisation du comportement à la rupture du béton et
contribuent également à l’amélioration de la compréhension du processus d’endommagement
dans ce type de matériau. Ceci permet à terme d’optimiser la conception, la performance et
de surcroît la durée de vie des ouvrages en béton, le tout dans une optique de développement
durable.

Cet état de l’art, a pour objectif, de présenter dans un premier temps les particularités du
matériau béton et dans un second temps, de manière non-exhaustive, les modèles mécaniques
existants : de la mécanique de l’endommagement en passant par la mécanique de la rupture
(Figure 1.1).

FIGURE 1.1 – La mécanique de l’endommagement et la mécanique de la rupture : une science complé-
mentaire [Lemaitre, 1996]

La bonne modélisation du comportement à la rupture du béton nécessite la description de
la zone d’élaboration de la rupture précédant la formation d’une fissure principale. A terme, un
modèle numérique complet, robuste et implémentable dans un code de calcul, permettra l’utili-
sation d’un béton numérique dans le cadre, par exemple, de l’étude d’un ouvrage complexe.
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CHAPITRE 1. État de l’Art : modélisation de l’endommagement et la rupture du béton

1.2 Béton : matériau quasi-fragile
Le béton est un matériau composite isotrope présentant un comportement non-linéaire très

complexe dû d’une part à son caractère hétérogène et d’autre part à la présence d’une zone
d’élaboration de la rupture (ou en langue anglaise « Fracture Process Zone ou FPZ »).

1.2.1 Comportement à la rupture du béton sous sollicitations quasi-statiques :
aspects phénoménologiques

Le comportement macroscopique du béton a été identifié au travers d’essais de caractérisa-
tion et de rupture [Mazars, 1984, Torrenti, 1987]. Par l’étude de la réponse macroscopique du
matériau, des caractéristiques mécaniques peuvent être obtenues : le module de Young E, le
coefficient de Poisson ν, les résistances maximales à la compression fc et à la traction ft. Il est
possible de classer ces essais en quatre grandes familles :

q Compression directe : certainement l’essai le plus répandu, puisqu’il est très utilisé en
dehors du domaine de la recherche (NF EN-206-1) notamment en bureau de contrôle.
Cependant, il a été dénoté la forte influence des conditions aux limites imposées pendant
l’essai sur le comportement post-pic [Torrenti, 1996].

q Traction directe : cet essai est difficile à mettre en œuvre (pilotage complexe en post-
pic dû à l’instabilité du matériau). In fine, il y a très peu d’études dans la littérature sur
ce mode de chargement et ceux qui y sont présents restent une référence (Figure 1.3b)
[Terrien, 1980,Reinhardt et al., 1986]. Face à cette difficulté l’essai P.I.E.D [Mazars et al.,
1988] (Pour Identifier l’Endommagement Diffus), où l’effet de traction est transmis au
matériau par des barrettes métalliques collées le long des faces latérales, a été mis en
œuvre et permet ainsi d’avoir une réponse du matériau en traction directe.

q Traction indirecte : essais de flexion 3 ou 4 points, de traction par fendage (ou essai
Brésilien) ou encore essai de fendage par enfoncement d’un coin (Wedge Splitting Test)
(Figure 1.2). La complexité de la mise en œuvre des essais de traction directe a conduit
à la réalisation de ce genre d’essai. L’intérêt réside dans le confinement des zones de
traction créées à l’intérieur des éprouvettes et des propriétés supplémentaires peuvent
être obtenues, comme l’énergie de rupture Gf [50-FMC, 1985]. Notons que ces travaux
de thèse se basent sur des essais de traction indirecte.

q Multiaxial : ce type d’essai permet de se rapprocher au mieux du comportement d’une
structure réelle [Torrenti, 1987]. L’éprouvette peut être sollicitée de manière biaxiale ou
encore triaxiale. L’essai triaxial classique consiste à appliquer un chargement de compres-
sion avec une pression de confinement constante (proportionnelle ou non). Cette dernière
a une influence sur le comportement du matériau : la fissure se stabilise empêchant une
propagation et conduisant ainsi à une réponse ductile.
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CHAPITRE 1. État de l’Art : modélisation de l’endommagement et la rupture du béton

(a) (b) (c)
FIGURE 1.2 – Principaux essais de caractérisation en traction indirecte (a) flexion trois et quatre points,
(b) essai de fendage sur cylindre, (c) Wedge Splitting Test

1.2.1.1 Dissymétrie de comportement en compression et en traction

Empiriquement, le béton a une résistance en compression fc environ 10 fois supérieure à sa
résistance en traction ft. Cette différence peut être constatée en comparant la réponse macro-
scopique d’une éprouvette sollicitée en traction et en compression (Figure 1.3). De plus, à partir
d’un certain seuil de déformation, des déformations permanentes se mettent en place (visibles à
partir du décalage des cycles représentés en Figure 1.3).

(a) Réponse macroscopique du béton sollicité
en compression simple [Ramtani, 1990]

(b) Réponse macroscopique du béton sollicité
en traction [Terrien, 1980]

FIGURE 1.3 – Comportement du béton sous sollicitation uniaxiale : réponse expérimentale

Comportement en compression

Lorsqu’une éprouvette de béton est comprimée, une non-linéarité apparaît au-delà d’un cer-
tain seuil estimé environ de 30 à 50 % de fc. Dès lors, une décohésion pâte/granulats apparaît :
des micro-fissures parallèles au sens de chargement apparaissent et le module de rigidité tangent
(Et) commence à diminuer. Juste avant le pic de contrainte, un phénomène de dilatance prend
place (augmentation du volume apparent, i.e., ε̇L > ε̇T ). En post-pic, une interconnexion des
micro-fissures se fait donnant progressivement naissance à une, voire plusieurs macro-fissures :
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une phase adoucissante-ductile se met alors en place, associée à un frottement interne entre les
lèvres des fissures (Figure 1.4a).

Comportement en traction

Le processus d’endommagement reste quasiment identique au comportement en compres-
sion mais sous cette sollicitation, les micro-fissures s’orientent perpendiculairement à la direc-
tion de chargement (Figure 1.4b). Notons également une fin du domaine élastique un peu plus
tardive (entre 50 à 60 % de ft) suivie d’une faible dégradation de la rigidité du matériau jus-
qu’au pic : il peut être considéré un comportement élastique jusqu’au pic [Mazars et al., 1990].
En post-pic, il y a apparition de déformations inélastiques accompagnant la chute brutale du
module de Young. Le mode I de rupture prédomine avec une ouverture des micro-fissures : le
comportement adoucissant est réellement prononcé. Dans cette phase le matériau a encore la
possibilité de transmettre des contraintes par le biais de ponts de matière entre les lèvres des
fissures (crack bridging). La partie adoucissante peut être divisée en deux phases :

— Juste après le pic de contrainte en traction (σ = ft), il y a une localisation des déforma-
tions traduite par une micro-fissuration concentrée avec apparition d’une macro-fissure.
Les granulats, pouvant être considérés comme des éléments rigides, font obstacle à la
propagation de cette dernière.

— En fin du post-pic, une phase asymptotique apparait, la vitesse de propagation diminue et
la friction entre les granulats impose des contraintes résiduelles empêchant la diminution
de la contrainte appliquée vers la rupture complète de l’éprouvette.

(a) Compression uniaxiale (b) Traction uniaxiale
FIGURE 1.4 – Comportement macroscopique et faciès de fissuration sous sollicitation uniaxiale [van
Mier, 2008]

En résumé, la résistance du béton, sous sollicitation mécanique, diminue à la suite de la
formation de fissures plus ou moins diffuses. Une localisation des déformations prend place,
conduisant le matériau béton à avoir un comportement du type adoucissant et des déformations
anélastiques peuvent apparaître. Ce phénomène de localisation de l’endommagement de micro-
fissuration doit être pris explicitement en compte afin de décrire précisément la loi de compor-
tement [Torrenti, 1996]. Notons que la faible résistance en traction du béton, rend le paramètre
ft prépondérant dans la modélisation à la rupture du béton. Toutefois, un autre phénomène doit
être pris en compte : l’effet unilatéral [La Borderie, 1991].
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1.2.1.2 Effet unilatéral du béton

L’effet unilatéral, a été mis en évidence par Terrien [Terrien, 1980] pour des ruptures loca-
lisées en une seule macro-fissure et confirmé par Ramtani [Ramtani, 1990] dans le cas d’une
distribution diffuse des micro-fissures. Ce phénomène est le constat d’une restauration de la
raideur lors d’un passage d’un chargement en traction (où un endommagement a déjà eu lieu) à
un chargement en compression. Cette observation macroscopique peut se faire au travers d’un
essai traction-endommagement-déchargement-compression (Figure 1.5). Localement, ce phé-
nomène peut s’expliquer par la refermeture des micro-fissures et micro-cavités crées lors d’une
dégradation en traction. Notons qu’une refermeture complète des fissures peut être attendue
sous de fortes contraintes de compression.

FIGURE 1.5 – Chargement cyclique traction-compression : mise en exergue de l’effet unilatéral [Ramtani,
1990]

1.2.1.3 Effet d’échelle dans les structures en béton

Un autre aspect du comportement du béton, et plus généralement des matériaux quasi-
fragiles, est l’« effet d’échelle ». Les caractéristiques et les réponses obtenues en laboratoire
ne reflètent pas nécessairement le comportement des ouvrages. En effet, la contrainte nominale
maximale obtenue en laboratoire est modifiée avec la taille de la structure considérée [L’Her-
mite, 1973,Bažant, 1999]. Sous une sollicitation uniaxiale, la contrainte nominale σN augmente
avec la diminution de la taille de l’éprouvette (Figure 1.6). L’effet d’échelle peut être en partie
expliqué de la façon suivante : le béton n’est pas un matériau parfaitement homogène. Ainsi, à
l’échelle du grain, l’hétérogénéité du matériau se manifeste par la présence de micro-défauts, de
micro-fissures et de micro-vides d’orientations quelconques. Sous l’effet d’un chargement, les
déformations se localisent rapidement dans les zones où il y a ces défauts. Ainsi plus une struc-
ture est importante, plus la probabilité de contenir des défauts augmente. Ce dernier constat est
la cause de la présence de théories statistiques, telles que la loi de distribution de Weibull [Wei-
bull, 1939] (également appelée « loi du maillon le plus faible »). Dans ce cadre, Bažant [Bažant,
2000] propose une analogie avec la « faiblesse des géants » énoncée par Galilée. Néanmoins, il
s’est avéré que ces modèles probabilistes n’étaient pas totalement applicables dans le cas d’un
matériau quasi-fragile [Carpinteri, 1994].

Fort de ce dernier constat, une loi déterministe d’effet d’échelle, qui permet de décrire
l’évolution de la résistance en fonction de la taille de la structure considérée, a été établie par
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FIGURE 1.6 – Réponses contrainte-déformation en compression pour différentes géométries : effet
d’échelle [Vonk, 1993]

Bažant & Planas [Bažant et Planas, 1997]. Bažant considère que l’effet d’échelle est piloté
par le rapport entre la taille de la FPZ (LFPZ) et celle de la structure D considérée. Considé-
rant des éprouvettes entaillées ayant une géométrie similaire, la contrainte nominale σN de ces
éprouvettes serait comprise entre deux comportements asymptotiques (Figure 1.7). La jonction
de ces deux comportements est repérée par une constante D0 (dépendante de la géométrie).
Dans le cas de petites structures (i.e., D � D0), la zone d’élaboration occuperait l’intégralité
du volume de ces dernières où un comportement ductile est attendu : il n’y pas d’effet d’échelle
et la rupture apparaît sans réelle propagation de fissure. La contrainte nominale peut alors être
estimée à partir d’un critère de résistance ou de plasticité. Dans le cas de larges structures, la
zone d’élaboration occupe une fraction infinitésimale du volume total de la structure : l’effet
d’échelle est celui attendu par la mécanique linéaire élastique de la rupture (MLER - Section
1.3.1), i.e., σN ∼ D−1/2 [Bažant et Kazemi, 1990, Morel et Dourado, 2011].

Néanmoins, malgré la définition précise des comportements asymptotiques selon la loi de
Bažant, l’évolution de la contrainte nominale des structures de tailles intermédiaires. i.e., des
éprouvettes testées en laboratoire, est estimée par un raccordement approximatif entre les deux
comportements asymptotiques. Dans ce cas, l’utilisation de la Mécanique Non Linéaire de la
Rupture (MNLR) s’avère nécessaire. La zone d’élaboration de la rupture occupe une majeure
partie de l’éprouvette et doit être explicitement prise en compte.

FIGURE 1.7 – Loi d’effet d’échelle énergétique sur des structures entaillées [Bažant et Yavari, 2005]
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En somme, la question d’effet d’échelle occupe une place centrale dans les problèmes mé-
caniques en restant un verrou majeur dans le passage entre le monde de la recherche et de la
construction.

1.2.2 Zone d’élaboration de la fissure : clé de voûte du comportement
adoucissant

Comme énoncé précédemment, le régime non-linéaire du comportement est marqué locale-
ment par un processus de nucléation et de coalescence de micro-fissures conduisant à la forma-
tion de macro-fissure(s). Il s’agit d’un phénomène localisé : la déformation devient hétérogène
et un important gradient de déformation prend place au sein d’une zone localisée dont l’épais-
seur présente une longueur caractéristique lc définissant la taille de la zone d’élaboration de la
fissure (ou FPZ) (Figure 1.8c). On parle alors de longueur interne formée par des micro-fissures
dans la matrice. La décohésion de l’interface pâte/granulats (résultat d’une faible interface entre
les granulats et la pâte de ciment) et le pontage de fissure favorise la dissipation de l’énergie
élastique stockée dans cette zone d’élaboration de la rupture et conduit à une propagation stable
de la fissure principale. Autrement dit, des contraintes persistent dans cette zone expliquant le
caractère adoucissant, et la rupture macroscopique associée est alors qualifiée de quasi-fragile.
La Figure 1.8 propose une comparaison entre la taille de la FPZ suivant le type de matériau
(linéaire élastique, plastique ductile et quasi-fragile). En effet, la taille de la zone d’élaboration
de la rupture associée à la taille de la structure (cf effet d’échelle 1.2.1.3) est l’élément pilotant
le comportement du matériau.

(a) Rupture Linéaire Élas-
tique

(b) Plastique (c) Quasi-fragile

FIGURE 1.8 – Différentes tailles de la zone d’élaboration de la fissure suivant différents matériaux (L
(zone en noire) signifie linéaire, N (zone en rouge) signifie non-linéaire due à la plasticité et F (zone en
verte) pour FPZ) [Karihaloo, 1995]

Les principaux mécanismes physiques présents au sein de la zone d’élaboration de la rup-
ture et participant au processus de fissuration du béton sont énoncés dans la Figure 1.9.

1.2.2.1 La zone d’élaboration : observation locale

La Figure 1.10a illustre schématiquement cette zone non-linéaire pouvant être approxima-
tivement divisée en deux grandes parties : une zone de pontage de fissures et en avant une
zone micro-fissurée. A l’intérieur de la zone d’élaboration de la fissure, les mécanismes dissi-
patifs réduisent le module élastique d’un matériau non endommagé E à un module élastique
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FIGURE 1.9 – Les mécanismes physiques en jeu dans la zone d’élaboration [Shah et Ouyang, 1992]

effectif (endommagé) Ẽ (Figure 1.10c). Comme illustré dans la Figure 1.10b, la répartition
de la contrainte le long de la macro-fissure montre une contrainte maximum en fond de la
zone d’élaboration de la fissure équivalente à la résistance en traction ft. Cette répartition de
contrainte décroît jusqu’à l’endroit où la zone d’élaboration atteint une ouverture critique wc,
de telle sorte que plus l’ouverture de la zone d’élaboration w augmente et plus les contraintes
transmissibles entre les lèvres de la zone diminuent. Notons que la relation entre la contrainte
cohésive et l’ouverture de fissure (w), σ = f(w), qualifiée de « fonction d’adoucissement »,
permet une description du comportement local à l’intérieur de la zone d’élaboration.

1.2.2.2 Évolution de la zone d’élaboration de la rupture : développement et taille critique

La zone d’élaboration de la rupture évolue au cours du processus de fissuration. Prenons
l’exemple d’une éprouvette entaillée soumise à un essai d’ouverture en mode I (soit la Figure
1.8c) :

— La fin de linéarité de la réponse macroscopique indique que la zone d’élaboration est
présente et a atteint une taille suffisamment importante pour marquer le comportement
macroscopique de la structure. Macroscopiquement, une perte de raideur, due à la dégra-
dation du module de Young dans cette zone a lieu.

— Cette zone se développe et l’ouverture de l’entaille augmente. Les redistributions de
contrainte à l’intérieur de cette zone favorisent la dissipation d’énergie.

— En post-pic, la zone d’élaboration de la rupture atteint une taille critique associée à un
état énergétique stationnaire. Cet état stationnaire de la zone d’élaboration engendre la
propagation d’une fissure principale. On parle alors de propagation auto-similaire de la
fissure principale avec sa zone d’élaboration critique.
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(a) Zone d’élaboration en fond d’entaille

(b) Répartition de la contrainte en traction en
fonction de l’ouverture de l’entaille : adoucis-
sement

(c) Réduction du module élastique effectif dans
la zone d’élaboration

FIGURE 1.10 – Concept de la zone d’élaboration et répartition des contraintes au sein de cette dernière
[Wittmann et Hu, 1991]

1.2.2.3 Caractérisation de la zone d’élaboration de la rupture

La zone d’élaboration étant l’élément « pilote » du comportement, une attention toute parti-
culière lui est donc attribuée lors de l’étude du comportement du béton. En effet, sa caractéri-
sation constitue un défi majeur pour la compréhension du comportement du béton. Empirique-
ment, ces 30 dernières années, de nombreuses études ont porté sur sa caractérisation (longueur,
largeur, forme...) par le biais de mesures directes (microscope optique et électronique, caméra
ultra-rapide) et/ou indirectes (laser, ultrasons, thermographie infrarouge, émission acoustique).
Dans le cas d’un matériau à forte hétérogénéité comme le béton, les dimensions de la zone
d’élaboration de la rupture sont pilotées par des mécanismes de dissipation d’énergie [Shah
et al., 1995]. Ainsi, la granulométrie (taille et fraction volumique des granulats) joue un rôle
important dans le développement de la zone d’élaboration et au niveau de sa taille critique.
Bažant et Oh [Bažant et Oh, 1983] estiment, dans le cadre d’un béton standard, que la largeur
de la zone d’élaboration est égale à trois fois la taille du plus grand granulat. Ce résultat a été
expérimentalement confirmé au travers de la technologie de fibre optique [Denarié et al., 2001].
De plus, la dépendance de la taille de la zone d’élaboration à la hauteur de l’éprouvette (Figure
1.11a) et à la longueur de l’entaille initiale (Figure 1.11b) a été démontrée à partir d’une analyse
par corrélation d’images numériques (CIN) [Wu et al., 2011]. In fine, la taille critique de la zone
d’élaboration semble donc dépendre du matériau considéré, mais également de la géométrie de
la structure.

La corrélation d’images numériques couplée à un traitement analytique (statistique, théo-
rie de l’endommagement et de la rupture...) a récemment permis d’obtenir une « image » de
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(a) Relation entre la longueur de la FPZ et la
hauteur de l’éprouvette

(b) Relation entre la longueur de la FPZ et le
ratio entaille/hauteur de l’éprouvette

FIGURE 1.11 – Évolution de la longueur de la zone d’élaboration de la rupture en fonction de la dimen-
sion d’une éprouvette [Wu et al., 2011]

la zone d’élaboration de la rupture à partir de laquelle les dimensions de la zone peuvent être
estimées (Figure 1.12) [Wu et al., 2011,Skarżyński et al., 2011,Alam, 2011,Leplay et al., 2011].

(a) Image de la FPZ à partir d’une étude CIN
[Skarżyński et al., 2011]

(b) Champ analytique d’endommagement à par-
tir d’un traitement CIN [Leplay et al., 2011]

FIGURE 1.12 – Mise en image de la zone d’élaboration de la rupture par la corrélation d’images numé-
riques

Hormis, l’analyse des champs de déplacements (ou déformations) obtenus par la CIN, l’uti-
lisation de l’émission acoustique (EA) peut mettre aussi en exergue la zone d’élaboration. En
effet, en étudiant l’évolution de l’activité acoustique par rapport au chargement appliqué [Ot-
suka et Date, 2000], ou la distribution des évènements [Haidar, 2005] ou encore l’évolution de
l’énergie absolue libérée [Muralidhara et al., 2010], un portrait de la zone d’élaboration de la
fissure peut être dressé. Notons que le couplage CIN/EA (Figure 1.13) permet d’apporter des in-
formations supplémentaires sur le processus de fissuration [Alam et al., 2014,Alam et al., 2015].

Le comportement quasi-fragile du béton et les phénomènes physiques associés comme la
propagation stable de la fissure principale ou encore l’effet d’échelle trouvent leurs sources dans
cette zone d’élaboration. L’utilisation de la mécanique linéaire élastique de la rupture équiva-
lente (MLEReq) permettant l’obtention de courbes de résistance [Bažant et Jirásek, 1993,Morel,
2007] ou encore la mécanique non-linéaire de la rupture et notamment les modèles de zone co-
hésive (MZC) [Elices et al., 2002, Veselỳ et Frantík, 2010]) sont alors des outils très utiles à
la description du comportement quasi-fragile du béton dans la mesure où ces approches consi-
dèrent de manière directe (MZC) ou indirecte (MLEReq) l’existence de la zone d’élaboration.
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FIGURE 1.13 – Localisation des événements sur le champ de déformations issu de la corrélation d’images
numériques [Alam et al., 2014]
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1.3 Mécanique de la rupture adaptée à la quasi-fragilité du
béton

Au sein de la zone d’élaboration de la rupture, les micro-fissures coalescent pour former une
fissure principale. C’est dans ce cadre que la mécanique de la rupture 1 rentre en jeu puisque
la prise en compte explicite de cette discontinuité cinématique est appropriée à la description
de l’évolution des macro-fissures. Dans cette section, la mécanique linéaire élastique de la
rupture (MLER en français ou LEFM en anglais) est présentée. Dans le cadre d’un matériau à
comportement linéaire élastique, la MLER établit les champs analytiques de contraintes et de
déformations prenant place en avant du fond de fissure.

1.3.1 Mécanique linéaire élastique de la rupture (MLER)

En considérant une fissure plane ayant un front rectiligne dans un milieu élastique, homo-
gène, et isotrope fissuré, la région proche de la pointe de fissure peut être décomposée en trois
zones :

FIGURE 1.14 – Zones d’un milieu élastique fissuré

• Zone 1 : zone de discontinuité au voi-
sinage direct de la pointe de fissure, les
contraintes tendent vers l’infini. D’un
point de vue mécanique, cette zone est
considérée comme ponctuelle ;

• Zone 2 : zone singulière où les champs
de contrainte présentent une singularité
en r1/2 ;

• Zone 3 : zone des champs loin-
tains raccordant la zone singulière aux
conditions aux limites. Les champs de
contraintes peuvent être approchés par
des éléments finis classiques.

Deux approches sont disponibles pour l’étude de la zone singulière (Zone 2) :

— l’approche locale (étude des champs de contrainte et de déformation au voisinage du front
de fissure)

— l’approche globale (étude du bilan énergétique global de la structure fissurée)

1.3.1.1 Approche locale : champs asymptotiques en fond de fissure et facteur d’intensité
de contrainte

La mécanique de la rupture considère 3 modes de rupture (Figure 1.15) :

— Mode I ou mode d’ouverture de fissure dans lequel les déplacements des lèvres de la
fissure sont perpendiculaires à la direction de la propagation. Il s’agit du mode le plus
dangereux où les liaisons atomiques en tête de fissure sont en sur-tension.

— Mode II et Mode III qui sont respectivement le mode de cisaillement dans le plan et
hors plan.
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FIGURE 1.15 – Modes de rupture :(a) mode I (ou mode d’ouverture), (b) mode II (ou cissaillement), (c)
mode III (ou vissage)

Suivant ces 3 modes, il existe un facteur d’intensité des contraintes 2 Kα (en Pa
√
m) (avec

α = I , II , III) fonction à la fois du chargement et de la géométrie qui permet de décrire
l’ensemble de la singularité spatiale du champ des contraintes en pointe de fissure. Ce facteur
pourrait s’apparenter à une description de la résistance de la singularité en question. A un facteur
multiplicatif près, le facteur d’intensité des contraintes (abréviation FIC) correspond au premier
terme du développement limité des contraintes devant une fissure pour un mode d’ouverture
donné [Irwin, 1957]. Il possède la forme suivante :

K = σ
√
πaf (a,Ω) (1.1)

où σ est une contrainte qui dépend linéairement du chargement, a est une longueur relative
à la géométrie de la fissure et f une fonction sans dimension de la géométrie Ω de l’éprouvette
et de la fissure. Une résolution numérique est en général nécessaire pour évaluer les facteurs
d’intensité de contrainte. En effet, il existe de nombreuses méthodes permettant de définir ce
facteur (création d’éléments singuliers, superposition des solutions, introduction d’une fonction
poids ou par interpolation) [Bouchard, 2000]. Notons que lors d’un essai en mode d’ouverture
(I), lorsque la contrainte atteint sa valeur maximum, il est possible d’établir un facteur d’inten-
sité critique noté KIc qui représente la capacité d’un matériau à résister à la propagation d’une
fissure et peut être défini comme un critère de rupture. En 1957, Irwin [Irwin, 1957] proposa une
solution analytique des champs de contrainte (1.2) et de déplacement (1.3) de fond de fissure
correspondant à l’ordre 1 d’un développement en série [Williams, 1957] :

σij = Kα√
2πr

fαij (θ) (1.2)

ui =Kα
r√
2π
gαi (G, κ, θ) (1.3)

où G = E
2(1+ν) est le module de cisaillement du matériau et κ la constante de Kolossov

définie par :

κ =


3− 4ν en déformation plane
3− ν
1 + ν

en contrainte plane
(1.4)

1. Cotterell propose un article détaillé sur l’histoire et l’utilisation de la mécanique de la rupture [Cotterell,
2002].

2. A ne pas confondre avec le facteur de concentration de contrainte Kt
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Si les champs de la zone 2 (Figure 1.14) sont définis par les termes du 1er ordre de la série,
il peut être nécessaire de considérer les termes supérieurs [Meite, 2012] permettant de décrire
les champs plus lointains (zone 3) et non-singuliers décrits par la série de Williams [Williams,
1957]. Par exemple en mode I, à l’ordre 2, un nouveau terme apparaît, décrivant une contrainte
parallèle au plan de fissure (contrainte T ). Notons qu’une analyse de la rupture peut se faire par
une étude des paramètres K-T [Seitl et al., 2011].

1.3.1.2 Approche globale : étude énergétique

Lors de la déformation d’une structure sous un chargement, cette dernière stocke de l’éner-
gie élastique qui peut se libérer sous forme d’une propagation de fissure. Sur ce constat, Grif-
fith [Griffith, 1921] a proposé une théorie fondée sur la compétition entre l’énergie élastique
restituée lors de l’avancée de la fissure et l’énergie dissipée sous forme de création de nouvelles
surfaces. Il a introduit la notion de taux de restitution d’énergie noté G représentant l’énergie
nécessaire pour faire progresser la fissure d’une unité de surface :

G = −dWp

dA
, (1.5)

où Wp est l’énergie potentielle totale nécessaire pour incrémenter une longueur de fissure a de
da provoquant ainsi la création d’une nouvelle surface fissurée dA. L’énergie potentielle stockée
dans la structure résulte d’un bilan énergétique entre l’énergie de déformation élastique We et
le travail des forces extérieures Wext :

Wp = We +Wext (1.6)

Notons que suivant cette approche énergétique, il existe un critère de rupture annonçant que
si le taux de restitution d’énergie G dépasse une valeur critique notée Gc il y a propagation de
la fissure. Le taux de restitution d’énergie peut être déterminé de plusieurs manières :

• A partir de l’approche locale : relation de Irwin

Par additivité des modes de rupture (I , II , III), il est possible de relier le taux de resti-
tution d’énergie aux facteurs d’intensités de contraintes.

G = K2
I

E ′
+ K2

II

E ′
+ K2

III (1 + ν)
E

(1.7)

où E ′ est le module d’élasticité effectif dépendant de l’hypothèse plane considérée :

E ′ =


E

1− ν2 en déformation plane

E en contrainte plane
(1.8)

• A partir de la réponse globale : méthode de la complaisance

Il est également possible de relier le taux de restitution d’énergie G à la complaisance λ
(inverse de la raideur k) de la structure. En mode I , le taux de restitution d’énergieG peut
être exprimé sous la forme :

G = P 2

2
dλ

dA
= K2

I

E ′
(1.9)
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où P est la force extérieure appliquée à la structure provoquant un incrément de surface
de fissure dA associé à la variation de la complaisance λ de la structure. La complaisance
est estimée par le ratio λ = δ/P où δ est le déplacement de la force.

• A partir de l’étude numérique : intégrales de contour

Une étude numérique de la singularité du champ des contraintes au voisinage d’une fis-
sure peut se faire grâce à certaines intégrales de contour déduites de la loi de conservation
de l’énergie. Ces intégrales ont la particularité d’être équivalentes au taux de restitution
d’énergie G. Il est possible de dénombrer l’intégrale duale I, hybride, ou T et A, et l’une
des plus connues : l’intégrale de Rice J [Rice, 1968].

G = J =
∫
Γ

(
We.njTi

∂ui
∂xj

)
dΓ (1.10)

où We désigne la densité d’énergie élastique
(
=
∫ εij

0 σijdεij
)
, Γ est un contour élaboré

dans le sens contraire des aiguilles d’une montre et orienté par son vecteur normal nj . Ti
est la composante en traction du vecteur = σijnj .

L’utilisation de la MLER reste limitée et restrictive dans le cadre du béton du fait de la
présence de la zone d’élaboration de la rupture. La MLER classique devient donc obsolète.
Ainsi, l’utilisation de la mécanique non linéaire de la rupture (MNLR en français ou NLFM en
anglais) ou l’utilisation d’approches basées sur le concept de la MLER tel que la mécanique
linéaire élastique de la rupture équivalente (MLEReq) deviennent alors des outils très utiles à la
description de la rupture quasi-fragile.

1.3.2 Mécanique linéaire élastique de la rupture équivalente

1.3.2.1 Approximation de la longueur de fissure : longueur de fissure élastique équiva-
lente

Par l’approche énergétique initiée par Griffith, une approximation du comportement quasi-
fragile est possible en utilisant la mécanique linéaire élastique de la rupture équivalente (MLE-
Req) [Bažant et Kazemi, 1990]. En émettant le postulat que l’augmentation de la complai-
sance sécante (inverse de la raideur) de la structure est uniquement due au développement de
la FPZ et/ou à la propagation de la fissure avec sa zone d’élaboration, il est possible d’in-
troduire une longueur de fissure élastique équivalente ou effective (Figure 1.16). Ainsi, la
longueur élastique équivalente (aeq) est une longueur qui, dans un modèle élastique parfait
donnerait la même complaisance que celle constatée sur la structure réelle fissurée avec sa
zone d’élaboration (Figure 1.16). L’évolution de la complaisance sécante en terme de lon-
gueur élastique équivalente de fissure doit toutefois être vérifiée par l’intermédiaire de cycle de
charge/endommagement/propagation/décharge [Morel et al., 2005, Gangnant et Morel, 2013].

1.3.2.2 Courbe de résistance

Sur la base de la longueur de fissure élastique équivalente, il est alors possible d’estimer
la résistance à la propagation de la fissure élastique équivalente en utilisant les outils de la
MLER [Morel, 2007, Gangnant et Morel, 2013]. Les courbes de résistance ou courbes-R ainsi
obtenues sont un puits d’informations mais ne sont pas intrinsèques au matériau car elles dé-
pendent également de la géométrie de l’éprouvette étudiée. Non seulement les propriétés de
rupture peuvent être évaluées par une lecture directe des courbes-R, mais ces courbes nous in-
forment également sur l’étendue de la zone d’élaboration.
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FIGURE 1.16 – Représentation schématique de la MLEReq

Lorsque la fissure élastique équivalente se propage d’un incrément δa, la résistance à la
propagation de la fissure peut être estimée à partir du taux de restitution d’énergie. En reprenant
l’équation 1.9 (dorénavant par souci de simplification, nous écrirons a pour aeq) il est possible
d’écrire :

GR (a) = G (a) = P 2

2b
dλ(a)
da

, (1.11)

où b est l’épaisseur de l’éprouvette et λ (a) la complaisance de la structure pouvant être consi-
dérée comme une fonction polynomiale. Notons qu’une correction sur la complaisance doit être
réalisée car une différence entre le module élastique réel et numérique peut avoir lieu.

In fine, la courbe-R est l’image énergétique de la courbe force-déplacement. La Figure 1.17
illustre schématiquement le passage d’une réponse force-déplacement à une courbe-R par la
méthode de la complaisance.

Selon Bažant [Bažant et Planas, 1997], la courbe-R d’un matériau quasi-fragile est divisée
en deux parties :

• Une première partie croissante (de forme convexe pouvant être décrite par une loi puis-
sance) associée à la phase de développement de la zone d’élaboration. Cette partie crois-
sante est souvent associée à une propagation stable de la fissure élastique équivalente.

• Une seconde partie marquée par un régime plateau de la résistance traduisant la propaga-
tion auto-similaire de la fissure principale (la zone d’élaboration a atteint sa taille critique
et se translate amenant avec elle la fissure principale). La propagation de la fissure peut
s’avérer instable. Notons que pour les matériaux fragiles, seule cette partie existe.

Les valeurs caractéristiques du régime plateau GRC et ac sont des propriétés de rupture :
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FIGURE 1.17 – Illustration de l’évaluation de la résistance à la propagation de la fissure (Courbe-R)

la première correspond à la résistance à la propagation de la fissure principale avec sa zone
d’élaboration, et la seconde correspond à la longueur de fissure caractéristique liée à la longueur
élastique équivalente de la zone d’élaboration avec ∆ac = ac − a0 comme étant la longueur
interne. La courbe-R peut être ajustée par deux fonctions analytiques [Morel, 2008] :

GR (∆a) =


GRc

∆aβc
∆aβ si ∆a = a− a0 < ∆ac

GRc si ∆a = a− a0 > ∆ac

(1.12)

où β est l’exposant de la fonction puissance (β < 1 si convexe). La force au pic de la réponse
force-déplacement de l’éprouvette, obtenue pour une longueur de fissure notée au satisfaisant
le critère dG

da
= dGR

da
, a généralement lieu avant la propagation auto-similaire, i.e., lors du déve-

loppement de la FPZ (au < ac).

Le problème peut être adimensionné par l’introduction d’une longueur de fissure relative
α = a/D où D est la hauteur caractéristique 3 et de la fonction adimensionnelle du taux de
restitution d’énergie g (α) [Morel et Dourado, 2011] directement liée à la complaisance λ de la
structure.

g (α) = E ′b

2
∂λ (α)
∂α

(1.13)

où E ′ est le module effectif comme défini dans la relation 1.8. De ce fait, la relation 1.11
devient :

GR (a) = G (a) = P 2

Eb2D
g (α) (1.14)

Pour finir, la MLEReq permet de « contourner » la condition de non-linéarité du matériau
béton et des autres matériaux quasi-fragiles. Cette théorie n’est pas un modèle en soit mais

3. La hauteur caractéristique n’est pas à confondre avec la hauteur totale du spécimen, elle correspond à la
longueur du ligament ajoutée à la longueur de l’entaille initiale (si présente).
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consiste en une approximation du comportement quasi-fragile permettant l’évaluation de pro-
priétés de rupture et l’évolution de la zone d’élaboration. Le concept de courbe-R peut très
bien être appliqué par une approche locale où la variable étudiée est le facteur d’intensité des
contraintes (introduction de KR basé sur les forces cohésives [Xu et Reinhardt, 1998]).

1.3.3 Mécanique non-linéaire de la rupture
Comme mentionné précédemment, la mécanique non-linéaire de la rupture (MNLR) peut

également être appliquée de manière complémentaire à la MLEReq. Dans cette section, deux
modèles pouvant être décrits comme extrême l’un de l’autre sont présentés. L’un remplace la
zone d’élaboration par une ligne de fissure fictive et l’autre considère une bande de largeur finie.

1.3.3.1 Modèle de zone cohésive

Le modèle de zone cohésive (MZC ou CZM pour Cohesive Zone Model) [Elices et al.,
2002] a été créé dans le cadre du modèle de fissure fictive (fictitious crack model FCM) initiale-
ment appliqué pour le matériau béton [Hillerborg et al., 1976]. Dans ce dernier modèle, Hiller-
borg et al. considèrent une zone cohésive en fond de fissure, modélisant la zone d’élaboration,
constituée d’une interface soumise à des forces cohésives, i.e., le long de laquelle le champ de
déplacement a la possibilité d’admettre des discontinuités tout en continuant à transmettre des
efforts (Figure 1.18).

FIGURE 1.18 – Distribution et évolution de la fissure cohésive en mode I

Le modèle de zone cohésive repose sur l’identification de la loi d’interface (paramètres
cohésifs) pilotant le comportement à la rupture du matériau. Ces lois d’interfaces incluent donc
le comportement quasi-fragile et elles sont introduites de telle façon que la contrainte décroît
à zéro de manière progressive au fur et à mesure que l’ouverture de la fissure augmente. De
manière générale, il existe une fonction adoucissante de l’ouverture w de l’interface en fonction
de la contrainte normale σ aux lèvres de la fissure (1.15).

σ = f (w) (1.15)

La fissure se propage dans le milieu élastique en considérant un critère de contrainte en
traction ft comme seuil limite pour une fissure en mode I . La somme totale de l’énergie dissipée
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lors de la création d’une discontinuité (lorsque ft est atteinte) et ce jusqu’à la rupture complète
est l’énergie de fissuration cohésive Gf (1.17).

Gf =
∫ wc

0
σ (w) dw (1.16)

Petersson [Petersson, 1981] proposa une approximation du comportement cohésif concave
du béton par une loi dite « bi-linéaire » (Figure 1.19). Cette loi bi-linéaire a souvent été reprise
pour les matériaux quasi-fragiles (bois [Dourado et al., 2008], béton [Gangnant et Morel, 2013]
ou encore la maçonnerie [Bisoffi-Sauve, 2016]).

FIGURE 1.19 – Fonction d’adoucissement bi-linéaire de la loi cohésive

Les paramètres cohésifs de la loi bi-linéaire sont :

• L’énergie cohésive Gf correspondant à l’énergie de rupture ou la résistance plateau GRC

de la courbe-R. Il s’agit de l’énergie nécessaire pour séparer complètement 2 points en
vis-à-vis au niveau de l’interface cohésive.

• L’ouverture critique wc marquant l’ouverture de la fissure pour laquelle la contrainte co-
hésive devient nulle. Cette ouverture critique est également associée à la longueur de
fissure élastique équivalente critique (wc ∼ ac). Lorsque cette valeur est atteinte, la zone
d’élaboration de la rupture atteint sa taille critique, i.e., elle s’est totalement développée.

• La résistance à la traction ft donnant la contrainte à partir de laquelle l’endommagement
s’initie(i.e., début du comportement cohésif).

• Le ratio µ définissant la répartition d’énergie entre les comportements cohésifs principaux
que sont la micro-fissuration ( énergie Gfµ) et le pontage de fissures (énergie Gfb) avec
Gf = Gfµ +Gfb.

D’un point de vue simulation numérique, l’utilisation de cette méthode nécessite l’introduc-
tion d’éléments d’interface en imposant le trajet de la fissure ou en utilisant des techniques de
remaillage (gourmand en ressource). Des relations entre les paramètres cohésifs et les caracté-
ristiques de la courbe-R ont été établies par Morel et al. [Morel et al., 2010].

1.3.3.2 Modèle à bande de fissuration

Contrairement au modèle de zone cohésive, le modèle à bande de fissuration (ou CBM
pour Crack Band Model) considère la rupture comme la propagation d’une bande de micro-
fissuration diffuse uniforme [Bažant et Oh, 1983]. Ce modèle considère que la largeur de la
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bande de fissuration lb reste constante afin d’éviter toute sensibilité au maillage. Dans ce cas,
l’énergie dissipée pour la création d’une longueur unitaire de fissure est considérée constante et
égale à l’énergie de fissurationGf du matériau. L’équation de l’énergie de fissuration du modèle
de fissure fictive (Equation 1.17) peut s’écrire :

Gf = lb

∫ εc

0
σdεf (1.17)

où εf est la déformation de rupture (également appelée ouverture de fissure). Ainsi, tout
comme le modèle de zone cohésive, la rupture commence quand la contrainte atteint la résis-
tance à la traction ft (moment où εf est nulle). Ensuite, avec l’augmentation de l’ouverture de
la fissure w, la contrainte σ continue linéairement de diminuer (Figure 1.20b).

(a) Relation contrainte-
déformation dans le modèle à
bande de fissuration

(b) Réponse macroscopique

FIGURE 1.20 – Réponse contrainte-déformation pour une éprouvette sollicitée en mode I et en considé-
rant un adoucissement linéaire

La Figure 1.20a montre la relation contrainte-déformation dans le modèle à bande de fissu-
ration, où Cf = ft/εc et εc est la déformation à la fin de l’adoucissement, i.e., au moment où il y
a la coalescence des micro-fissures vers une fissure continue (et où la contrainte devient nulle).
Ainsi, la loi d’évolution peut s’écrire :

f(σ) = εf = εc

(
1− σ

ft

)
(1.18)

Conformément à la Figure 1.20b, la partie post-pic de la relation contrainte déformation
peut être décrite par le module tangent élastique (−Et) défini par la condition suivante :

1
Et

= 1
E
− 1
Cf
≤ 0 (1.19)

A partir des équations 1.17 et 1.19, l’énergie de fissuration par la théorie de la bande de
fissuration peut être définie comme :

Gf = 1
f 2
t lb

( 1
E
− 1
Et

)
(1.20)

Au final, le module tangent Et peut s’écrire au signe près et en considérant un seuil d’en-
dommagement εd0 = ft/E :

Et = lbf
2
t

2Gf − lbftεd0
(1.21)
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Néanmoins, notons que le modèle classique de la bande de fissuration comporte quelques
limitations, comme la taille de l’élément ne devant pas être inférieur à la largeur de la bande, un
traitement mathématique doit se faire si la fissure n’est plus rectiligne.

1.4 Modélisation de l’endommagement du béton

La cadre de la mécanique de la rupture permet l’étude de la propagation de la fissure, mais
avant de se propager, la fissure subit un stade d’initiation via le développement de la zone d’éla-
boration de la rupture. Numériquement, les modèles d’endommagement, en ne prenant pas en
compte explicitement la discontinuité cinématique, s’avèrent être capable d’initier la macro-
fissure. Les modèles d’endommagement se basent sur l’introduction d’une loi de comportement
prenant en compte les particularités du matériau considéré (Section 1.2). La difficulté de la mo-
délisation d’un matériau quasi-fragile réside en son comportement adoucissant, conséquence de
la présence de la zone d’élaboration. En effet, mécaniquement ce type de comportement s’ac-
compagne d’une perte de stabilité puisque le module tangent n’est plus positif (on parle alors
de violation du postulat de Drucker [Mandel, 1966] (avec dσ < 0 et dε > 0). Par la méthode
des éléments finis, la modélisation du comportement adoucissant entraîne naturellement l’ap-
parition d’une zone de localisation de l’endommagement sensible à la taille du maillage.

Rappelons que la modélisation du comportement du béton doit prendre au minimum en
compte ces aspects phénoménologiques (décrits à la Section 1.2.1) :

• Comportement initiale de type élastique isotrope piloté par la loi de Hooke et uniquement
dépendant des caractéristiques mécaniques E et ν.

• Dès l’apparition de micro-fissures, l’endommagement s’amorce et évolue,

• Le phénomène de localisation des déformations dû à la coalescence des micro-fissures
donne un caractère adoucissant, le module d’élasticité est dégradé.

• La présence d’une dissymétrie du comportement où la résistance en traction ft est nette-
ment inférieure à celle en compression fc. Le comportement adoucissant est également
différent avec une ductilité apparente plus importante en compression.

• L’effet unilatéral.

1.4.1 Modèles d’endommagement des bétons

1.4.1.1 Théorie de l’endommagement

La théorie de l’endommagement formulée dans le cadre de la thermodynamique des proces-
sus irréversibles (TPI) permet de décrire le processus de fissuration jusqu’à l’amorçage d’une
ou de plusieurs fissures macroscopiques [Lemaitre et Chaboche, 1985].

L’histoire de la théorie de l’endommagement

Le concept d’endommagement est né dans la fin des années 50 et son développement est
quasiment une histoire européenne, à contrario des chercheurs américains qui sont plus préoccu-
pés par la mécanique de la rupture. Néanmoins, ces deux notions issues de la mécanique du so-
lide sont complémentaires selon l’échelle d’analyse : micro- à mésoscopique pour la mécanique
de l’endommagement et méso- à macroscopique pour la mécanique de la rupture. En France,
ce sont les physiciens métallurgistes de l’Institut de Recherche de la Sidérurgie (I.R.S.I.D) qui
ont mis le doigt sur ce concept afin d’interpréter certains faciès de rupture. Ce n’est cependant
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qu’en 1970 que le terme de « Mécanique de l’Endommagement » a été inventé, suite à une col-
laboration active entre les physiciens et mécaniciens français. Ainsi, les lois de la mécanique de
l’endommagement ont été établies dans le cadre de la thermodynamique des processus irréver-
sibles (Annexe A). Dans un premier temps, le concept de mécanique de l’endommagement a été
appliqué sur les métaux [Lemaitre et Chaboche, 1978] pour les ruptures en fluage et en fatigue.
Ce n’est qu’à partir des années 80 que cette théorie est appliquée aux matériaux quasi-fragiles,
et plus précisément au béton [Mazars, 1984].

Plusieurs concepts ont été créés dans le cadre de la mécanique de l’endommagement conti-
nue. La première étant l’endommagement représenté par une ou plusieurs variables scalaires ou
un tenseur. Selon la TPI, il s’agit d’une variable d’état interne et non observable. La seconde
consiste à considérer une contrainte différente de celle appliquée. En effet, elle est uniquement
appliquée sur une surface résistante (non prise en compte des surfaces endommagées) : on parle
de contrainte effective. Lemaitre introduit également le principe d’équivalence en déformation
afin d’écrire le couplage entre l’endommagement et la déformation [Lemaitre, 1978].

Définition et mesure de l’endommagement

FIGURE 1.21 – Concept de surface endommagée et effective

Une variable d’état définit l’état physique actuel d’un système. Cette variable, prenant en
compte les micro-fissures, peut être définie comme la densité de surface de micro-fissures δSD
contenues dans une surface plane δS d’un Volume Élémentaire Représentatif (VER) (Figure
1.21). Suivant une normale ~n, où la densité d’endommagement s’avère être le maximum, l’en-
dommagement est obtenu par la relation suivante :

D(~n) = δSD(défauts)
δS(VER)

(1.22)

Dans le cadre d’un endommagement qualifié d’isotrope, la variable scalaire d’endommage-
ment D~n ne dépend plus de la normale ~n. L’équation 1.22 se simplifie et devient [Kachanov,
1958] :

D = δSD
δS

(1.23)

La variable interne scalaire D peut être utilisée pour des problèmes à une dimension, mais
aussi comme une bonne approximation dans des problèmes en trois dimensions.
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Cependant, l’orientation des micro-fissures plus ou moins perpendiculaires à la plus grande
contrainte positive implique un endommagement qualifié d’anisotrope. Une surface continue
construite à partir de la normale ~n est alors considérée dans ce cas. Une surface effective
δS̃ = δS − δSD est calculée suivant une nouvelle normale ~̃n, où δSD est la densité de surface
endommagée [Murakami et Ohno, 1981]. Ainsi, dans le cas non-isotrope, la variable interne
scalaire D devient un tenseur de second ordre Dij et répond à la relation suivante :

(δij −Dij)njδS = ñiδS̃ (1.24)

Le tenseur d’endommagement Dij peut devenir un tenseur d’endommagement du 4ème

ordre, soit Dijkl si l’endommagement est défini comme un opérateur qui modifie le tenseur
initial élastique Eijkl en un tenseur affecté par l’endommagement Ẽijkl. Cependant, l’utilisa-
tion d’un tel tenseur apporte une certaine difficulté. Ladevèze [Ladevèze, 1983] propose une
variable scalaire Dk pour chaque mécanisme d’endommagement présent : rupture des fibres,
fissures traversantes dans la matrice et fendage par cisaillement. Une seconde solution consiste
à considérer un autre ensemble de variables scalaires où une variable serait responsable de l’en-
dommagement de la matrice et agissant uniquement sur la partie hydrostatique du tenseur de
contrainte σij . L’autre scalaire, responsable de la décohésion entre les fibres et la matrice, agit
sur la partie déviatorique (cisaillement) du tenseur des contraintes.

L’effet de l’endommagement sur la résistance et la rigidité d’une structure est différent si
cette dernière est sollicitée en traction ou en compression. Cela est dû au fait que les micro-
fissures s’ouvrent en traction et se referment en compression (principe de l’effet unilatéral voir
Section 1.2.1.2). En somme, la variable d’endommagement D peut prendre différentes formes
(scalaire ou tenseur) et peut expliquer des mécanismes dans un ensemble global ou de manière
séparée.

Dans notre étude, l’hypothèse d’un endommagement isotrope (eq.1.23) est considérée et
semble dans un premier temps appropriée dans le cadre de ce travail. Cependant, cette dernière
relation est plutôt une relation de « principe » basée sur un principe de « mesure » (observation
de la microstructure par méthode destructive par exemple) et ne permet pas à elle seule de
décrire l’évolution de l’endommagement de manière analytique/prédictive. En effet, lors d’une
modélisation, la variable interne s’exprime en fonction des propriétés mécaniques du matériau
et la cinématique de déformation du milieu.

En général, et cela sera le cas ici :

• D = 0 correspond à l’état sain du matériau, i.e., exempt de tout micro-défaut.

• 0 < D < 1 caractérise l’état de l’endommagement du matériau

• D = 1 correspond à l’état totalement endommagé : la rupture a lieu, la surface résistante
est nulle. i.e., une macro-fissure sépare l’élément de matière en deux parties.

Notons que l’endommagement peut être évalué de manière indirecte à partir de l’évaluation
de certaines propriétés physiques. Ainsi, il est connu que l’endommagement :

• diminue le module élastique initial E en un module élastique effectif Ẽ où 4

D = 1− Ẽ

E
, (1.25)

• diminue la vitesse des ultrasons,

4. La relation 1.25 fournit une méthode simple pour évaluer l’endommagement D lors d’un essai de traction
avec charge-décharge. Cependant cette mesure perd toute signification lorsque l’endommagement se localise (perte
de sa répartition diffuse) juste avant l’apparition d’une fissure macroscopique.
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• diminue la densité du matériau,

• diminue la limite d’élasticité.

Contraintes effectives et principe d’équivalence en déformation

Introduite par Rabotnov [Rabotnov, 1969], la notion de la contrainte effective permet
l’introduction de la variable d’endommagement dans une loi de comportement. Mazars et
Pijaudier-Cabot ont défini la contrainte effective comme suit : « Un volume de matériau endom-
magé et sujet à une contrainte σ montre la même réponse que le matériau à l’état vierge soumis
à une contrainte effective σ̃ » [Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989]. Autrement dit, la contrainte
effective est la contrainte appliquée à la surface résistante δS̃ = δS − δSD qui résiste à un
chargement . De ce fait, il apparaît clairement l’égalité suivante :

σ̃δS̃ = σδS. (1.26)

Mettons en équation ces propos. Pour cela prenons le cas d’un endommagement isotrope
d’un élément de matière endommagée soumis à un effort F en traction (et sans prise en compte
de l’effet unilatéral).

σ̃ = F

S − SD
= σ̃ = F

S
(
1− SD

S

) . (1.27)

L’équation 1.23, permet d’introduire la variable scalaire d’endommagement D dans 1.27 :

F

S
(
1− SD

S

) = F

S (1−D) . (1.28)

Ainsi, la contrainte effective équivaut à :

σ̃ = σ

1−D. (1.29)

En supposant que le comportement du matériau est traduit par la loi de comportement du
matériau non-endommagé (D = 0) dans laquelle le tenseur de contrainte σij est remplacé par
la contrainte effective σ̃ij , il est possible alors d’écrire, dans un cas unidimensionnel, la loi de
comportement suivante :

σ̃ = Eεe et, σ = Ẽεe. (1.30)

L’équation 1.30 met en exergue le fait que l’endommagement affecte directement le mo-
dule élastique, ce qui permet d’écrire l’équation 1.31 permettant également d’obtenir la relation
1.25 :

Ẽ = (1−D)E (1.31)

Il est possible de généraliser dans un cas multiaxial, toujours dans le cadre d’un endommage-
ment isotrope, où toutes les composantes de contraintes agissent sur la même surface effective.
Ainsi le tenseur de contrainte effective s’écrit simplement comme suit,

σ̃ij = σij
1−D. (1.32)

De plus, l’introduction d’un tenseur Mijkl d’ordre 4, dépendant des tenseurs d’élasticité du
solide endommagé et non-endommagé, permet de considérer un endommagement anisotrope.
Ainsi la contrainte effective devient :
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σ̃ij = Mijkl : σkl (1.33)

Le principe d’équivalence en déformations suppose que les divers comportements (élas-
tique, plastique...) sont affectés de la même façon par l’endommagement. Cela permet d’intro-
duire naturellement le tenseur Mijkl de la relation 1.33. En considérant Cijkl comme le tenseur
d’élasticité du matériau non endommagé et C̃ijkl comme le tenseur d’élasticité du matériau
endommagé, dans le cas tri-dimensionnel, la relation 1.30 peut s’écrire :

σ̃ij = Cijkl : εekl et, σij = C̃ijkl : εekl. (1.34)

Les équations 1.33 et 1.34 définissent le tenseur d’effet de dommage Mijkl comme étant :

Mijkl = Cijkl :
(
C̃ijkl

)−1
. (1.35)

Notons que la dépendance de la contrainte effective à l’endommagement implique un en-
richissement nécessaire dans la description de cette dernière. Notamment lors de la prise en
compte de l’effet unilatéral, une séparation de la partie positive 〈•〉+ et négative 〈•〉− du tenseur
σ̃ij est attendue. De plus, lors de la prise en compte de l’anisotropie induite par le chargement,
la contrainte effective s’exprime en fonction du tenseur d’endommagement. En considérant un
matériau élasto-endommageable, l’énergie libre de Gibbs Ψ∗ (Equation A.18) duale du potentiel
thermodynamique Ψ (défini en Annexe A.3) permet d’établir une première loi de comportement
d’endommagement isotrope :

ρΨ∗ = 1 + ν

2E
σijσij
1−D −

ν

2E
σ2
kk

1−D , (1.36)

où E est le module de Young, ν le coefficient de Poisson. La loi dérivée de ce potentiel d’état
en fonction de la contrainte effective σ̃ij équivaut à :

εeij = ρ
∂Ψ∗

∂σij
= 1 + ν

E
σ̃ij −

ν

E
σ̃kkδij. (1.37)

Si les déformations plastiques εpij sont négligées, la relation 2.2 peut s’écrire en fonction de
la déformation totale (εij = εeij car εpij = 0) :

σ̃ij = E

1 + ν
εij + Eν

(1 + ν) (1− 2ν)εkkδij. (1.38)

Enfin, il est possible d’établir la relation suivante :

σij = (1−D) (2µεij + λεkkδij) , (1.39)

où µ et λ sont les coefficients de Lamé.

Au niveau de la TPI, l’opposé de la force thermodynamique de la variable d’état interne D
est le taux de restitution de l’énergie élastique Y . Cette variable est définie comme ceci :

Y = ρ
∂Ψ∗

∂D
=
(
σ̃2
eq

2E

)2
3 (1 + ν) + 3 (1− 2ν)

(
σH
σeq

)2
 , (1.40)

où σH = σkk/3 est la contrainte hydrostatique , σeq =
(
3/2σDij : σDij

)1/2 est la contrainte équi-
valente de Von Mises exprimée en fonction du déviateur σDij . Le ratio σH/σeq est la contrainte
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triaxiale. Notons que la variable thermodynamique Y est positive. Ainsi l’inégalité de Clausius-
Duhem (Annexe A.1.3) impose une vitesse d’endommagement positive ou nulle (Ḋ ≥ 0).

Au final, l’évolution de la variable d’endommagement peut se faire soit en fonction des
déformations εij [Mazars, 1984], soit en fonction du taux de restitution d’énergie Y [Pijaudier-
Cabot et Bode, 1992].

1.4.1.2 Modèle d’endommagement local isotrope de Mazars

Le modèle local 5 d’endommagement de Mazars 6 [Mazars, 1984] est l’un des tout premiers
modèles d’endommagement du béton. Il constitue aujourd’hui la base de nombreux modèles.
Il s’agit d’un modèle d’endommagement isotrope. Ce modèle considère que l’endommagement
est contrôlé par le tenseur des déformations. Partant du postulat que les déformations positives
contrôlent la croissance de l’endommagement, Mazars introduit la notion de déformation équi-
valente εeq comme étant :

εeq =

√√√√ 3∑
i=1

(〈εi〉+)2 , (1.41)

où εi représente les déformations principales avec i ∈ [1, 3]. 〈εi〉+ = 0 si εi < 0 et 〈εi〉+ = εi
si εi ≥ 0. In fine, la déformation équivalente définie par Mazars permet de traduire l’état local
des extensions suivant les directions principales du tenseur des déformations. La fin du domaine
élastique est pilotée par une fonction seuil f(εeq, εd0) :

f(εeq, εd0) = εeq − εd0 (1.42)

Si f(εeq, εd0) > 0, alors D > 0 sinon D = 0. Où εd0 est le seuil initial d’endommage-
ment. La reproduction du comportement dissymétrique se fait par l’introduction d’une variable
d’endommagement en traction (Dt) et en compression (Dc). Ainsi la relation donnant l’en-
dommagement total s’écrit sous forme linéaire et par combinaison des deux comportements
élémentaires (Figure 1.29) :

D = αtDt + αcDc , (1.43)

avec αt+αc = 1 où αt et αc représentent respectivement le couplage de traction-endommagement
et de compression-endommagement et sont fonctions des déformations principales (suivant les
directions i) des tenseurs de déformations en traction (εt) et en compression (εc) (Equation
1.44).

αc,t =
∑

k∈[1,3]

(
εc,tk 〈εk〉+
ε2
eq

)β
(1.44)

Enfin, les deux lois d’évolution Dc,t suivent une loi exponentielle et s’écrivent :

Dc,t = 1− εd0 (1− Ac,t)
εeq

− Ac,t
exp(Bc,t (εeq − εd0))

(1.45)

5. Les notions de localité et de non-localité sont explicitées dans la Section 1.4.3
6. Le modèle de Mazars, un des premiers du genre, se décline sous différentes formes. Celui présenté est le

modèle d’origine. D’autres modèles « revisités » ont été créés afin de répondre aux différentes lacunes du modèle
de base (chargement en cisaillement ou bi-compression par exemple).
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(a) Compression pure (b) Traction pure
FIGURE 1.22 – Comportements élémentaires en compression et en traction considérés dans le modèle de
Mazars

où Act , Bc,t et également β (de la relation 1.44) sont des paramètres du modèle à identifier
expérimentalement et permettent de moduler la partie adoucissante.

Le modèle d’endommagement isotrope de Mazars est un modèle d’« endommagement à
deux vitesses ». Malheureusement, il reste très limité car il n’est pas capable de rendre compte
de l’effet unilatéral. En conséquence, il fait état d’une dissipation plus faible de l’énergie par
rapport à la réalité.

Notons que de Vree et al. [de Vree et al., 1995] proposent une simplification du modèle
de Mazars par l’utilisation d’une déformation équivalente de von Mises modifiée εeq tout en
gardant la forme originale de la loi d’évolution de l’endommagement où cette dernière n’est
plus découplée. Cela a pour conséquence une allure identique des réponses en traction et en
compression, contrairement à ce qui a été constaté expérimentalement (Figure 1.3).

εeq = γ − 1
2γ (1− 2ν)I1 + 1

2γ

√√√√( γ − 1
1− 2ν I1

)2
+ 12γ

(1 + ν)2J2 (1.46)

où γ = ft/fc et I1 et J2 sont respectivement le premier et le second invariant du tenseur de
déformation. De plus :

D = 1− (1− A)
εeq

+ A

exp(B (εeq − εd0))
(1.47)

1.4.1.3 Modèles d’endommagement anisotrope

Rappelons que pour le béton l’orientation des fissures dépend de la direction de la sollici-
tation. Cette dépendance à la direction de chargement conduit à un phénomène d’anisotropie
induit par l’endommagement [Mazars, 1984, La Borderie, 1991, Fichant, 1996, Desmorat et al.,
2007a,Sellier et al., 2013]. Dans les cas de structures simples, sous des chargements proportion-
nels, l’anisotropie a peu d’effet. Cependant dans le cas de chargement plus complexe et pour les
matériaux anisotropes, une modélisation d’endommagement anisotrope doit être considérée.
Pour ce faire, il existe des modèles qui « étendent » la théorie de l’endommagement scalaire
isotrope. Dans un premier temps, de manière générale la relation 1.33 introduisant un tenseur
d’endommagement d’ordre 4 Mijkl peut être considérée. Cependant le nombre important de
composantes du tenseur rend difficile l’établissement des différentes lois d’évolution. Néan-
moins une simplification du tenseur peut se faire, puisque les fissures sont soit perpendiculaires
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ou parallèles au sens de chargement. De ce constat, le tenseur d’endommagement peut être re-
présenté par un tenseur d’ordre 2 dont seules les valeurs propres peuvent évoluer [Desmorat
et al., 2007b].

Modèles avec fissuration diffuse

Un des tout premiers modèles établis afin de décrire le comportement d’une fissure au sein
d’un matériau est basé sur la théorie de la fissuration diffuse (smeared crack model) [Rashid,
1968]. Il part du principe que la rupture localisée qui a lieu dans l’élément est diffusée sur
ce même élément. Au fur et à mesure des années, ce modèle a été amélioré afin d’intégrer le
comportement adoucissant du béton et de prendre en compte un éventuel frottement entre les
lèvres (introduction d’un coefficient de rétention au cisaillement), ou encore les phénomènes
liés à la rotation du repère des contraintes principales.

En partant du postulat que le matériau considéré est isotrope et élastique avant fissuration
(ce qui est le cas pour le béton), les modèles avec fissuration diffuse sont la combinaison de
deux types de modèles :

• les modèles à fissuration fixe où la direction de la normale ~n à la fissure reste fixe après
amorçage, permettant de traiter séparément le comportement du béton non-endommagé et
celui de la fissure. Dans un cas unidimensionnel, l’incrément de déformations totales ∆ε
correspond à la somme des incréments de déformations dus au comportement élastique du
béton seul ∆εebet et de l’incrément de déformations dus aux fissures ∆εfiss. Ce dernier
incrément peut être subdivisé par l’apport de chaque incrément de déformations de n
fissures (∆εfiss = ∆εfiss1 +∆εfiss2 +∆εfissn).

• les modèles avec fissuration tournante permettent de généraliser le modèle à fissuration
fixe. Ici la direction de la normale ~n peut tourner pendant le processus de fissuration en
suivant les axes du repère principal i des déformations. Le repère local est le même que
le repère du tenseur principal.

Modèles à microplans

Toujours dans une approche anisotrope, la théorie des microplans utilisée par Bažant pour
décrire la dégradation des matériaux comme le béton [Bažant et Oh, 1985] peut être consi-
dérée comme une alternative à l’utilisation d’un tenseur d’endommagement d’ordre 4. La loi
de comportement est discrétisée suivant un certain nombre de microplans. Sur chaque plan α
d’orientation ~n, des relations uniaxiales reliant les composantes du vecteur déformation aux
composantes du vecteur contrainte sont définies. Seules les contraintes normales et tangen-
tielles sont actives et le paramètre qui caractérise l’endommagement sur chaque microplan est
désormais un scalaire. Sa valeur est différente d’un microplan à l’autre, ce qui conduit à une
description anisotrope à l’échelle macroscopique. Cependant la dépendance de la réponse au
nombre de points d’intégration reste problématique.

1.4.1.4 Modèles unilatéraux

Le phénomène unilatéral (voir Section 1.2.1.2), lié à la refermeture de fissures entraîne
la restauration de la raideur initiale de la structure en compression, préalablement endomma-
gée en traction, a également fait l’objet de modèles. La Borderie, au travers de ces travaux de
thèse [La Borderie, 1991] proposa un modèle prenant en compte ce phénomène. Il propose
tout comme dans le modèle de Mazars l’introduction de plusieurs variables d’endommagement
susceptibles de traduire l’état du matériau. Au minimum, deux variables sont nécessaires afin
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de séparer les effets mécaniques d’ouverture (D1 lié à la traction) et de fermeture de micro-
fissures (D2 lié à la compression). Cependant La Borderie considère en plus les déformations
permanentes (ou anélastiques) εan. Ce qui conduit à la relation suivante :

εij = εeij + εanij , (1.48)

où, le tenseur de déformations élastiques εeij s’écrit toujours dans le cadre d’un matériau isotrope
à endommagement isotrope :

εeij = 〈σij〉+
E (1−D1)

+ 〈σij〉−
E (1−D2)

+ ν

E
(σij − Tr (σij) .Iij) , (1.49)

et, le tenseur de déformations anélastiques εanij comme étant égal à :

εanij = β1D1

E (1−D1)
F (σij) + β2D2

E (1−D2)
.Iij , (1.50)

où, Iij est le tenseur unité d’ordre 2, β1 et β2 sont des paramètres matériaux à identifier décrivant
l’évolution des déformations anélastiques. 〈σij〉+ et 〈σij〉− sont respectivement le tenseur des
contraintes de traction et de compression établis dans le repère principal (termes positifs pour
la traction et négatifs pour la compression). Et enfin, F (σij) est la fonction de refermeture de
fissures dont le rôle est d’annuler les déformations anélastiques de traction lors de la reprise de
raideur et s’exprime en fonction de la trace du tenseur des contraintes et en fonction de σf la
contrainte de refermeture de fissure (Figure 1.23).

FIGURE 1.23 – Réponse en traction-compression du modèle de La Borderie

Autre constat, l’endommagement n’évolue plus suivant une déformation équivalente mais
en fonction de sa force thermodynamique associée (Relation 1.40). Un critère de plasticité
avec écrouissage peut également être ajouté dans le calcul des déformations anélastiques. Ram-
tani [Ramtani, 1990] propose l’utilisation de deux tenseurs de d’ordre 2 pour décrire l’endom-
magement en traction et en compression et en plus une variable scalaire d’endommagement
volumique. Ce modèle, en plus de traduire le comportement dissymétrique et l’effet unilatéral,
traduit l’anisotropie.
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1.4.2 Modèles de plasticité

Lors d’un déchargement, les micro-fissures ne se referment pas totalement et la rugosité
des fissures formées empêche le retour à l’état initial. La plupart des modèles considèrent les
déformations permanentes comme des déformations plastiques et sont donc associées à une
fonction de charge. Dans la suite de cette section seront présentées les différentes surfaces 7

seuils de plasticité considérées par différents auteurs.

1.4.2.1 Critère de von Mises

Le critère de von Mises représente l’une des fonctions seuils les plus simples à mettre en
œuvre numériquement. La surface seuil de plasticité f (régime élastique est défini lorsque f <
0) s’écrit alors :

f = σeq − ω (κ)− ω0 = 0 , (1.51)

où σeq est la contrainte de von Mises, ω (κ) est le paramètre d’écrouissage fonction de la défor-
mation plastique effective et qui vaut initialement ω0. Notons que la seule prise en compte de
la partie déviatorique (par le biais du second invariant du déviateur J2) rend ce critère obsolète
dans des cas de pression hydrostatique (prise en compte d’effets de confinement sous pression
par exemple).

1.4.2.2 Critère de Drücker-Prager

Le critère de von Mises a été modifié afin d’introduire une sensibilité à la pression hydrosta-
tique en ajoutant le premier invariant du tenseur de contrainte I1. La surface seuil de plasticité
s’écrit alors :

f = σeq + αI1 − ω (κ)− ω0 = 0 (1.52)

où α est un paramètre matériau calculé à partir de l’angle de frottement interne.

1.4.2.3 Critère de Nadaï

Le critère de Nadaï est de même type que le critère de Drüger-Prager, avec une prise en
compte de I1 et J2 et se traduit par deux expressions linéaires f1 et f2 sous la forme générale
suivante :

f1,2 =
√

2
3J2 + A1,2I1 −B1,2 (ω (κ)− ω0) = 0 , (1.53)

où A1,2 et B1,2 sont des paramètres identifiés expérimentalement à partir d’essais en compres-
sion simple et biaxiale. Notons que le passage d’une expression f1 à f2 se fait en fonction d’un
critère piloté par la valeur du premier invariant I1. Dans le cas d’un couplage éventuel avec
l’endommagement, il devient plus simple d’exprimer ces surfaces dans l’espace des contraintes
effectives. La forme de la fonction d’écrouissage ω (κ) peut suivre une loi puissance ou une loi
linéaire.

7. Surface dans l’espace des contraintes définissant des états de contraintes pour lesquels se développent des
déformations plastiques
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1.4.3 Problème de localisation : techniques de régularisation
La simulation numérique du comportement non-linéaire du béton est confrontée à un pro-

blème majeur de localisation de l’endommagement, dû principalement au caractère adoucissant.
Numériquement, ce problème est lié à la nature même de l’approximation aux éléments finis :
les discontinuités sont repoussées aux frontières des éléments puisque les champs de déplace-
ments sont continus dans un élément. Il en résulte une localisation des déformations dans une
bande dont l’ épaisseur est contrôlée directement par la taille des éléments finis hel. Il y a donc
une dépendance du comportement simulé à la taille de l’élément fini. De plus, l’énergie dissipée
se trouve ainsi confinée dans les éléments où l’adoucissement est actif. De ce fait, deux constats
peuvent être établis : la taille de la zone de localisation diminue avec le raffinement du maillage
et elle est également sensible à l’orientation des éléments (Figure 1.24). Notons que d’un point
de vue mathématique, le phénomène de localisation est caractérisé par une perte d’ellipticité
du système d’équations différentielles décrivant le processus de déformation, i.e., le problème
devient mal posé admettant une infinité de solution.

FIGURE 1.24 – Problème de localisation lors d’une utilisation d’un modèle local d’endommagement
fragile : champ d’endommagement et réponse macroscopique [Cuvilliez, 2012]

Afin de surmonter cette problématique, un enrichissement de la description mécanique du
milieu est crucial : cela passe par une méthode de régularisation.

1.4.3.1 Régularisation non-locale

L’idée principale de la régularisation non-locale consiste à considérer en chaque point, à
la place de la quantité locale, une quantité prenant en compte l’influence du voisinage. Deux
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principaux types de modèle non-local existent : le modèle non-local de type intégral et le modèle
non-local de type gradient. Dans le modèle non-local de type intégral, la loi constitutive en un
point tient compte d’une moyenne pondérée d’une des variables d’états dans un voisinage de ce
point. Dans le modèle non-local de type gradient, la relation constitutive locale en un point, et
dans son voisinage, est enrichie avec le gradient de certaines variables d’états.

Modèle non-local de type intégral

Les modèles non-locaux de type intégral [Pijaudier-Cabot et Bažant, 1987] reposent sur le
moyennage de certaines variables agissant sur le comportement, afin de régulariser les réponses
du modèle local. De ce fait, en reprenant le modèle de Mazars présenté à la Section 1.4.1.2, il
est possible de régulariser le problème en redéfinissant la déformation équivalente, qui est pour
rappel, celle qui pilote l’endommagement (Equation 1.46). Pour ce faire une fonction poids Φ0
de type Gaussienne est utilisée (Equation 1.56).

εeq = 1
Ωr

∫
Ω
εeq(ξ)Ωr(x) =

∫
Ω
Φ0(x, ξ)dξ (1.54)

où,
Ωr(x) =

∫
Ω
Φ0(x, ξ)dξ , (1.55)

et,

Φ0(x, ξ) = exp

−(2‖x− ξ‖
lc

)2
 , (1.56)

où Φ0(x, ξ) est la fonction poids, Ω est le volume total de la structure et Ωr un volume caracté-
ristique introduit afin de ne pas perturber le champ uniforme de déformation. La variable lc est
la longueur interne du modèle liée à la taille de la zone d’élaboration. Notons que Bažant et
Pijaudier-Cabot proposent une relation entre cette longueur et le diamètre du plus gros granu-
lat ømax en considérant que lc ' 2.7ømax [Bažant et Pijaudier-Cabot, 1989]. Cependant, il
n’existe toujours pas de relation explicite reliant cette longueur à la nature même du matériau,
ce qui constitue un verrou majeur dans l’utilisation de ce type de modèle. De plus, l’indépen-
dance au maillage se fait uniquement si cette longueur caractéristique reste supérieure à la taille
des éléments. Notons que certains auteurs appliquent cette régularisation directement sur la
variable d’endommagement D. Rojas [Rojas Solano, 2012] soulève des limitations dans le mo-
dèle d’endommagement non-local classique à type d’intégral (incapacité de décrire la transition
continu/discret, à reproduire une discontinuité forte et à retrouver un comportement local sur un
bord) et propose une version modifiée en intégrant une fonction d’interactions.

Modèle non-local de type gradient

D’autres formulations introduisent un gradient d’ordre supérieur des déformations, des contraintes
ou des variables internes : il s’agit des modèles à gradient 8. Le gradient d’une variable est intro-
duit comme une variable supplémentaire du modèle [Frémond et Nedjar, 1996]. Explicitement,
la régularisation en gradient ajoute à la quantité locale g(x) son Laplacien ∇2g(x). Sur cette
base, Peerlings et al. [Peerlings et al., 1996] proposent d’appliquer ce type de régularisation
aux modèles d’endommagement en considérant la déformation équivalente εeq comme variable
interne. Par une régularisation par gradient, la déformation équivalente devient alors :

εeq = εeq + l2g∇2εeq , (1.57)

8. Il existe le modèle à gradient explicite qui apporte directement aux lois constitutives des termes de type
gradient et le modèle à gradient implicite qui améliore les lois constitutives en apportant un champ non-local.
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où lg peut être interprétée comme la longueur caractéristique du modèle.

En somme le point commun entre les deux types présentés est l’introduction d’une longueur
caractéristique considérée comme un paramètre intrinsèque du matériau. Certaines études ont
mis en exergue la dépendance de cette longueur aux conditions aux limites, du type de structure,
du chemin de fissure... L’introduction d’une longueur caractéristique peut être vue comme un
artefact numérique ayant pour but de régulariser une solution et de s’affranchir de la dépendance
au maillage.

1.4.3.2 Régularisation énergétique

Les travaux de Dugdale (sur les aciers) et Barenblatt (sur les matériaux fragiles) repris en-
suite par Hillerborg et al. (dans le cas des matériaux quasi-fragiles) [Hillerborg et al., 1976]
ont mis en évidence le rôle de l’énergie de fissuration Gf comme outil de régularisation de la
solution. Cette régularisation est basée sur des modèles de rupture par approche globale, i.e.,
énergétique - les modèles de fissures fictives et de bandes de fissuration (présentés à la Section
1.3.3). Rappelons qu’étant donné que l’énergie de rupture est liée au volume de la zone de lo-
calisation, si la taille des éléments finis tend vers zéro, une structure est capable d’atteindre la
ruine sans dissipation d’énergie. Ainsi l’utilisation de l’énergie de fissuration Gf permet, dans
un calcul aux éléments finis, de préserver la dissipation de l’énergie en la rendant totalement
indépendante à la taille des éléments. L’énergie de fissuration peut être définie comme la somme
des énergies nécessaires pour créer une unité de surface d’une fissure en mode I (ouverture).
Notons que ce type de régularisation dans un modèle d’endommagement est uniquement pos-
sible si une relation directe est établie entre l’énergie de fissuration et la loi contrôlant l’adou-
cissement. Cette relation est généralement obtenue pour un cas unidimensionnel. Ce dernier
point peut être considéré comme un verrou puisque ceci conduit à fausser (surestimer ou sous-
estimer) la dissipation dans les éléments qui subissent des états de contraintes non uniaxiales.
En analogie avec le modèle de bande de fissuration, la régularisation énergétique peut être vue
comme un ajustement du module tangent (Et de la relation 1.21) en fonction de la taille de
l’élément. Cette dernière est considérée comme équivalente à la largeur de la bande fissuration
(hel = lb).

1.4.4 Conclusion sur la modélisation de l’endommagement des bétons
Le matériau béton est complexe. Dans la mise en place d’un modèle numérique suivant dif-

férentes approches discretes [Jirásek et Bažant, 1995], lattices [Grassl et Jirásek, 2010] ou aux
éléments finis [Skarżyński et Tejchman, 2010], certains aspects phénoménologiques doivent
impérativement être pris en compte. La littérature rend compte d’un grand nombre de modèles
décrivant plus ou moins fidèlement la plupart des traits de caractère du béton. Ici, une partie
d’entre eux a été évoquée, comme les formulations de type endommagement (isotrope, aniso-
trope), de fissures diffuses, microplans. Ces modèles retranscrivent les phénomènes d’initiation
de l’endommagement à la propagation de la fissure, i.e., le processus de rupture dans son en-
semble. D’un point de vue ingénierie, ces modèles sont intéressants car la position des fissures
ne peut pas être connue à l’avance dans un ouvrage. En résumé, les modèles d’endommagement
isotrope se révèlent assez efficaces et sont adaptés aux comportements fondamentaux du béton
mais seront réservés à des cas de sollicitations non complexes. En combinant ce type de modèle
avec des modèles de plasticité , il est possible de reproduire plus fidèlement le comportement
du béton [Fichant et al., 1999].

L’application directe d’un modèle local, comme celui développé par Mazars, est limitée
par le phénomène de localisation dépendant du maillage (Figure 1.24). Il y a donc la néces-
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sité d’introduire une technique de régularisation pour éviter le phénomène de localisation de
l’endommagement. Le passage à une approche non-locale par le biais d’une fonction poids ou
l’introduction d’un terme de gradient reste une solution, mais nécessite l’introduction d’une
longueur caractéristique. Cependant une autre solution réside en l’utilisation de l’énergie de
fissuration comme outil de régularisation. Cette dernière technique, basée sur une approche
« bande de fissuration » ou « crack band », est utilisée dans ce travail en soutien d’un modèle
d’endommagement isotrope.

1.5 Choix de l’échelle de la modélisation de l’endommage-
ment

Un dernier point, mais pas des moindres, reste l’échelle de description du comportement
dans une démarche de modélisation. En effet, plusieurs choix s’offrent en fonction du type de
problème à résoudre et du résultat souhaité mais également en fonction du matériau étudié et
des mécanismes d’endommagement qui lui sont associés. Le choix de l’approche numérique
utilisée dépend également de l’échelle d’observation choisie (Figure 1.25). Selon Zaitsev et
Wittmann [Zaitsev et Wittmann, 1981], un système hiérarchique multi-échelles (macro-meso-
micro-nano) doit être pris en compte lors de l’étude de la propagation de la fissure et la rupture
du béton dans une structure réelle.

FIGURE 1.25 – Représentation des échelles d’observations et des modèles numériques pour les matériaux
multiphasiques [Morice, 2014]

Les modélisations à l’échelle macroscopique ont le défaut de posséder un nombre impor-
tant de paramètres nécessaires pour décrire la complexité du comportement du matériau sous
diverses sollicitations. Une grande partie de cette complexité du comportement est liée à la
géométrie et la structure hétérogène du béton [La Borderie et al., 2007]. Les modélisations à
l’échelle mésoscopique sont donc un bon compromis entre des modélisations macroscopiques
complexes et difficiles à calibrer et des modélisations à l’échelle microscopique souvent lourdes
à mettre en place et ne permettant pas l’étude de grandes structures. Dans ces travaux de thèse,
la volonté de caractériser numériquement la zone d’élaboration de la rupture implique naturel-
lement une étude à son échelle, et donc à l’échelle mésoscopique (de l’ordre dumm). Travailler
à cette échelle permet de modéliser le contraste des propriétés entre la pâte de ciment et les
granulats.
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Dans cette étude le matériau béton sera décrit via une approche continue et en conséquence
la méthode des éléments finis sera utilisée.

1.5.1 Génération de la mésostructure
Rappelons que le matériau béton est un matériau composite, de forte hétérogénéité (avec

une microstructure très complexe). Il peut être considéré et modélisé soit comme :

• biphasique : des inclusions (granulats) en toute rigueur de différentes tailles et de formes
différentes, occupant généralement entre 60 et 75% du volume du béton, entourées par
une matrice à pâte cimentaire.

• triphasique : en plus des deux premières phases, une auréole de transition (ITZ) située à
l’interface granulats/pâte de ciment. Son épaisseur augmente avec la taille des granulats
mais reste inférieure à 50 µm, elle représente le point faible de la microstructure du
béton [Maso, 1980].

Notons que la porosité naturelle peut également être prise en compte lors des modélisations
[Wang et al., 2015]. Connaissant la taille et la fraction volumique (ou surfacique) des granulats à
modéliser (par exemple à partir d’une courbe granulométrique du béton étudié) la mésostructure
peut être générée. Deux grandes familles sont proposées : la méthode « exacte » basée sur une
vraie image de la mésostrucutre et la méthode « aléatoire » basée sur la génération stochastique
des granulats en respectant certaines conditions.

Génération à partir d’une image

La position des granulats ainsi que leurs tailles peuvent être connues de manière exacte à
partir d’une image [Guo et al., 2009]. Cependant, cette méthode intéressante est très limitée
et coûteuse en ressource informatique et expérimentale. Les méthodes les plus connues sont la
numérisation d’un échantillon de béton poli, le microscope à balayage électronique, la tomo-
graphie pour la 3D ou encore la microphotographie. Par un traitement de l’image obtenue, il
devient alors possible de modéliser chaque constituant du béton (Figure 1.26).

FIGURE 1.26 – Génération exacte du squelette granulaire à partir d’une image et sa simplification circu-
laire [La Borderie et al., 2007]

Génération aléatoire du squelette granulaire

Il est également possible de générer aléatoirement les granulats. Deux questions se posent :
« De quelles formes doivent être les granulats ? » et « Comment les placer tout en respectant la
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compacité ? ». Les réponses à ces questions sont ici apportées dans un cas bi-dimensionnel.

Pour répondre à la première question, le manque d’informations sur la forme exacte des
granulats utilisés amène à l’idéalisation de ces dernières par des formes plus ou moins com-
plexes (forme angulaire [Wang et al., 1999] ; forme circulaire [Bažant et al., 1990]) comme
illustrées en Figure 1.27. Notons que des lois morphologiques peuvent également être utilisées
pour définir les granulats [Wittmann et al., 1985, Roelfstra et al., 1985].

FIGURE 1.27 – Formes des granulats possibles pour la création du squelette granulaire en 2D :(a) Cir-
culaire (cas simple de la forme ellipsoïdale), (b) Hexagonale, (c) Pentagonale, (d) tétragonale et (e)
Polygonale de formes arbitraires [Kim et Abu Al-Rub, 2011]

Pour répondre à la seconde question, les modèles de génération aléatoire des granulats sont
basés pour la plupart sur des algorithmes tels que la Méthode de Monte Carlo ou encore les
générateurs de nombres aléatoires. Si la procédure de tirage n’est pas vraiment la probléma-
tique, la procédure de placement peut quant à elle être relativement complexe dans le cas de
compacité granulaire importante (Fvg ' 0.7). La méthode la plus couramment utilisée est la
méthode « take and place », où la notion de tirage prend tout son sens, car les granulats sont
tirés et placés un par un avec une condition de non-recouvrement jusqu’à un placement total de
toutes les inclusions. La manière optimale d’utiliser cette méthode est d’utiliser un algorithme
stochastique-heuristique où une hiérarchie est établie dans le tirage : on commence par placer
les plus gros granulats et ainsi de suite jusqu’au plus petits [Leite et al., 2004]. Au niveau de
la condition de non-recouvrement, le granulat chevauchant un autre peut être soit retiré suivant
la procédure aléatoire, soit déplacé (combinaison d’une translation et d’une rotation). Notons
qu’une zone d’influence représentant la distance minimum possible entre granulats peut être
considérée. Cette distance est due à l’épaisseur de pâte séparant deux granulats et dépend de la
taille de ces derniers : c’est le concept de « Maximum Paste Thickness » [De Larrard, 1999].

1.5.2 Approches numériques disponibles pour l’application des modèles
Il existe trois approches numériques principales à partir desquelles le comportement à la

rupture du béton est étudié. Ces 3 approches prennent toutes place à l’échelle mésoscopique :
l’approche par éléments finis (FEM), l’approche lattice, et l’approche particulaire ou discrète
(DEM) (Figure 1.28).

1.5.2.1 Approche aux éléments finis

L’approche éléments finis est la plus courante des approches pour l’étude du béton à l’échelle
mésoscopique et sera celle utilisée ici. Cette méthode repose sur une discrétisation du domaine
d’étude à l’aide d’un maillage. Chaque pavé du maillage voire, chaque point de Gauss se voit
assigner des propriétés mécaniques et une loi de comportement d’un des constituants en fonc-
tion de sa position, le but étant de reproduire la géométrie initiale du béton que l’on veut étudier.
Plus le maillage est fin, plus la représentation est fidèle à la structure hétérogène du béton. Il
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(a) Approche FEM [Pe-
dersen et al., 2007]

(b) Approche DEM [Kat-
saga, 2010]

(c) Approche Lat-
tices [Grassl et al., 2012]

FIGURE 1.28 – Illustrations des principales approches numériques existantes pour la modélisation du
béton à l’échelle mésoscopique : idéalisation circulaire des inclusions

existe cependant une limite imposée par le temps de calcul avec la condition sine qua non où
la taille de la maille hel reste inférieure à la taille du plus petit granulat �min. Un maillage
trop fin implique des calculs trop coûteux mais permettrait d’avoir la représentation de fines
(�min ≈ 1 mm) dans la limite du possible de la génération du maillage (préservation d’un
angle minimum d’un élément). Ainsi, le plus souvent les tailles de grains les plus petites ne
peuvent pas être prises en compte. Lors d’un maillage exact de la mésostructure, à la suite
d’une image numérisée, une méthode de triangulation de Delaunay (maximisation des petits
angles et les cercles circonscrits ne contiennent pas de 4ème point) est utilisée. Une autre mé-
thode existe : la projection d’un maillage régulier ou aléatoire sur le squelette granulaire et les
propriétés de chaque constituant sont affectées selon leur position (par identification) [Wang
et al., 1999].

Dans une représentation triphasique du béton, l’auréole de transition, zone de faiblesse et
d’initiation de l’endommagement, peut également être représentée par cette approche numé-
rique [Pedersen et al., 2007], et ce, souvent aux dépens de la bonne représentation de la com-
pacité granulaire. Néanmoins, sa faible épaisseur et ses propriétés physiques et mécaniques
difficilement identifiables complexifient la modélisation. C’est donc pour ces raisons que dans
les présents travaux, le béton sera considéré comme biphasique et l’introduction d’un maillage
de type diffus permettra de simuler de manière indirecte le rôle de l’ITZ.

1.5.2.2 Approche par éléments discrets particulaires

L’approche par éléments discrets particulaires (DEM) est utilisée pour l’étude et la modé-
lisation d’impacts (problèmes dynamiques, de grands déplacements...) et de la propagation des
fissures dans les géomatériaux. L’approche DEM consiste à remplacer le domaine d’étude par
un nombre important de particules. Chaque particule possède les propriétés mécaniques d’un
des constituants et interagit avec les particules voisines à l’aide de fonctions d’interactions de
contact. Les particules peuvent également être liées entre elles par des poutres (lattice) afin d’as-
surer une cohésion du milieu modélisé. Cette méthode s’avère efficace pour gérer les contacts
et interactions entre les granulats et la pâte de ciment et donc pour modéliser le processus de
fissuration du matériau. Un paramètre important, dont l’algorithme de détection des contacts
est tributaire, est la forme des particules. Ces particules peuvent être circulaires (Figure 1.28b),
elliptiques, polygonales ou en clusters (amas de particule).
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1.5.2.3 Approche lattice ou treillis

L’approche lattice, développée par les physiciens, représente le matériau comme un en-
semble de poutres projetées sur la structure mésoscopique. Ces poutres sont reliées entre elles
sur la base de diagrammes de Voronoï (graphe dual de la triangulation de Delaunay) formant
ainsi une grille, appelée également maillage. Généralement, la grille est de forme triangulaire
(Figures 1.28c et 1.29a). L’hétérogénéité du béton est introduite en affectant aux liens des pa-
ramètres mécaniques différents selon qu’ils représentent des granulats, de la pâte de ciment
ou une interface. Cette approche est une des plus populaires pour expliquer la rupture du bé-
ton à l’échelle mésoscopique. L’introduction d’une fissure est assez aisée par l’élimination des
poutres au fur et à mesure de la propagation de la fissure. En effet, les poutres rompent lorsqu’un
critère de contrainte approprié est atteint. La prise en compte de l’ITZ par ce type d’approche
numérique est possible. Les propriétés équivalentes à la liaison sont évaluées à partir des pro-
priétés de chaque constituant et en fonction d’une longueur associée (Figure 1.29b). Cependant,
l’approche lattice est également réputée pour avoir un coût de calcul prohibitif, notamment
quand il s’agit de modéliser l’ITZ (augmentation importante du nombre de poutres).

(a) Maillage lattice

(b) Incorporation d’une
longueur liée à l’ITZ dans
la liaison treillis

FIGURE 1.29 – Maillage d’un modèle latice et description de la liaison lattice [Lilliu et van Mier, 2003]

1.5.3 Idéalisation de la forme des granulats
Cette section recense différentes études sur la légitimité d’idéaliser la forme des granulats

sous des formes simples, notamment des disques. Dans cette optique, La Borderie et al. pro-
posent une étude en comparant un squelette granulaire exact (issu d’une image réelle) et sa
version idéalisée par des disques (Figure 1.26) [La Borderie et al., 2007]. Ils étudient la réponse
macroscopique via un modèle d’endommagement basé sur une approche aux éléments finis. Il a
été observé un chemin de fissuration identique et une réponse macroscopique similaire (Figures
1.30). Cependant lors d’un chargement en compression, les chemins de fissuration sont plus
complexes pour l’échantillon de référence (mésostructure exacte) qui montre une résistance en
compression et une dissipation de l’énergie plus importantes.

Wang et al. [Wang et al., 2015] ont procédé également à une étude de sensibilité à la forme
du granulat (circulaires vs elliptiques vs polygonaux) en s’appuyant sur une approche aux élé-
ments finis et par utilisation d’éléments cohésifs. Ils ont montré que l’utilisation de formes poly-
gonales conduit à une contrainte maximale en traction légèrement inférieure (≈ −5%) aux deux
autres formes. Ce constat peut s’expliquer par l’augmentation du nombre d’interfaces cohésives
et par la création de concentration de contraintes aux angles des inclusions. Ces concentrations
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(a) Chemins des fissures (b) Réponse macroscopique
FIGURE 1.30 – Comparaison d’une mésostructure exacte et idéalisée par des disques au travers de l’ana-
lyse de la réponse (a) locale et (b) globale [La Borderie et al., 2007]

tendent à diminuer lorsqu’on utilise des disques ou des ellipses. Sur la base de simulations
d’éprouvettes en traction et par l’utilisation d’un modèle élasto-plastique endommageable, Kim
et Abu Al-Rub ont également comparé différentes formes de granulats (Figure 1.27) et sont
arrivés au même constat [Kim et Abu Al-Rub, 2011]. In fine, par souci de simplification, la
génération aléatoire d’un squelette granulaire circulaire semble être justifiée.

1.6 Conclusion

Le matériau béton est un matériau composite, hétérogène, complexe et présentant un com-
portement quasi-fragile. Il a été vu que les grands aspects phénoménologiques du comporte-
ment du béton (Section 1.2.1) doivent être pris en compte pour aboutir à une modélisation
pertinente. Le caractère adoucissant est la conséquence de la présence de la zone d’élaboration
de la rupture qui se développe et atteint une taille critique provoquant la propagation d’une fis-
sure principale (Section 1.2.2). Dans une volonté de modéliser le comportement du béton, vu
comme « macroscopiquement » homogène et/ou « mésoscopiquement » hétérogène, la théorie
de l’endommagement énoncée dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles
(Annexe A) semble être une solution adéquate permettant à la fois de retranscrire le dévelop-
pement de la zone d’élaboration et sa croissance jusqu’à la propagation d’une fissure principale
(Section 1.4.1). Le chemin de la fissure n’a pas besoin d’être préalablement connu. Néanmoins,
le caractère adoucissant pose un problème aussi bien d’un point de vue mathématique que mé-
canique. Sur la base d’une approche aux éléments finis, une dépendance de l’endommagement
et donc du chemin de fissure à la taille et l’orientation du maillage apparaît. C’est pour cette
raison qu’une technique de régularisation doit être utilisée (Section 1.4.3). La littérature montre
un grand nombre de modèles d’endommagement du béton et leurs régularisations adaptées.
Chaque modèle présente toutefois ses avantages et ses inconvénients. L’utilisation de tel type
de modèle ou de tel autre dépendra des critères fixés par le chercheur (objectifs, cadre de l’étude,
hypothèses, type de sollicitation...). La mécanique de la rupture, science plus ancienne que la
mécanique de l’endommagement, permet l’étude de la propagation des fissures. La mécanique
linéaire élastique de la rupture, très utilisée dans des contextes aéronautiques, propose une des-
cription des champs de contraintes et de déplacements en pointe de fissure mais aussi du jeu
des énergies au cours du processus de fissuration (Section 1.3.1). Pour les bétons, et plus géné-
ralement les matériaux quasi-fragiles, i.e., ceux présentant une zone d’élaboration de la rupture
de taille conséquente, la MLER n’est plus applicable. Il faut alors faire appel, aux théories
non-linéaires (Section 1.3.3) ou à une adaptation de la MLER (Section 1.3.2) appelée MLER
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équivalente. Grâce à cette dernière, l’estimation de courbes de résistance (Section 1.3.2.2) per-
met d’évaluer les propriétés de rupture mais aussi l’étendue de la zone d’élaboration. En ce qui
concerne l’échelle d’observation appropriée à la modélisation du comportement quasi-fragile
du béton, l’échelle de la zone d’élaboration semble être la plus adéquate. Ainsi, une modélisa-
tion prenant place à l’échelle mésoscopique semble la plus pertinente. Enfin, l’idéalisation des
granulats sous forme de disques (2D) ou de sphères (3D) semble aussi conduire à une approxi-
mation raisonnable du comportement à la rupture du béton (Section 1.5.3).

Ce chapitre présente les outils numériques existants permettant la création d’un modèle nu-
mérique complet à l’échelle mésosopique et les techniques d’évaluation de la zone d’élaboration
de la fissure par une approche numérique et analytique (courbe-R et modèle de zone cohésive).

Dans ce travail de thèse, il est proposé d’utiliser un récent modèle, adapté à l’échelle méso-
scopique qui est le modèle de Fichant - La Borderie, extension du modèle de Mazars (Section
1.4.1.2). Il s’agit d’un modèle élasto-plastique endommageable capable de représenter le com-
portement dissymétrique et unilatéral du béton. Une régularisation énergétique est également
utilisée sur la base de la théorie de la bande de fissuration (Section 1.3.3.2). Ce modèle sera
appliqué à la mésostructure du béton dans laquelle les granulats seront idéalisés par des disques.

Au chapitre suivant, le modèle sera détaillé aussi bien que la loi de comportement utilisée
ainsi que la génération du squelette granulaire, et ce, au travers d’un Volume Élémentaire Repré-
sentatif (VER). Ce VER servira de point de départ pour tester le modèle, d’étudier l’influence
des certains paramètres, et également, de vérifier certaines hypothèses comme la suppression
des plus petites classes de granulats. Enfin, une application du modèle sur un cas concret au
travers d’essais de flexion 3 points sur des poutres entaillées sera réalisée.
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Ce chapitre purement numérique présente les résultats obtenus avec le modèle d’endom-
magement isotrope de Fichant-La Borderie à l’échelle mésoscopique. La première partie de ce
chapitre énonce la loi constitutive du matériau, obtenue à partir de la loi d’endommagement
isotrope considérée. Un Volume Élémentaire Représentatif (VER) est ensuite étudié, afin d’in-
troduire le modèle et de vérifier la bonne retranscription des phénomènes présents dans le béton
lors de son endommagement. L’application du modèle sur ce VER permet l’analyse de l’in-
fluence des paramètres d’entrée et des différentes classes de granulats. Sur ce dernier point, une
interrogation est posée sur la légitimité de la suppression des plus petites classes de granulats
(< 5 mm) afin d’améliorer le temps de calcul. Une application numérique sur des poutres en-
taillées, de tailles homothétiques différentes, est alors présentée afin d’étudier l’effet d’échelle.
A la suite de ces simulations, les courbes de résistance obtenues dans le cadre de la MLEReq
sont déterminées et analysées.

2.1 Implémentation numérique du modèle
Le modèle d’endommagement utilisé est le modèle d’endommagement isotrope de Fichant-

La Borderie qui est une extension du modèle d’endommagement isotrope de Mazars. Il permet
de maitriser l’effet de la taille du maillage par l’intermédiaire d’une régularisation énergétique,
i.e., l’énergie de fissuration Gf du matériau.

2.1.1 Loi constitutive du modèle

Loi de comportement élasto-endommageable

Considérons un essai de traction pure sur une éprouvette en béton. Le comportement adou-
cissant est régit par une loi exponentielle de type σ ∼ exp (εd0 − ε) (partie en rouge de la Figure
2.1).

FIGURE 2.1 – Réponse macroscopique théorique considérée pour une éprouvette en béton sous charge-
ment uniaxial en traction pure

L’endommagement débute lorsque la déformation atteint sa valeur seuil εd0 avec εd0 =
ft/E (avec ft et E sont respectivement la résistance à la traction et le module d’élasticité du
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matériau) :

Si εd0 − ε = 0 alors σ = ft. (2.1)

Ainsi lorsque la déformation équivaut à sa valeur seuil (εd0 − ε = 0), l’ouverture ω peut
s’exprimer en fonction de la déformation et la hauteur de l’éprouvette h :

(εd0 − ε)h = ω (2.2)

En considérant, uniquement la partie adoucissante, soit lorsque ε > εd0, l’intégrale de la
courbe contrainte-déformation en post-pic est équivalant à une énergie de fissuration notée G∗f
(à un facteur dimensionnel près représentant l’épaisseur de l’éprouvette). Mathématiquement
rappelons que : ∫

beax = b

a
eax. (2.3)

Ainsi, en posant b = ft et a = ft/G∗
f

et x = (h (εd0 − ε)), l’aire sous le courbe de la partie
adoucissante correspond bien à G∗f :

∫ ∞
εd0

fte
ft
G∗
f

(h(εd0−ε)) = G∗f
(
e0 − e∞

)
= G∗f . (2.4)

L’équation 2.5 peut également s’écrire en fonction de l’énergie de fissuration moyenne du
matériau Gf comme définie par la RILEM 50-FMC [50-FMC, 1985], i.e., égale l’aire sous la
courbe entière contrainte-déformation. Pour cela, il est nécessaire d’identifier l’énergie élastique
Gelas :

Gelas = 1
2εd0hft , (2.5)

et l’énergie de fissuration Gf du matériau s’exprime alors sous la forme :

Gf = Gelas +G∗f = 1
2εd0hft +G∗f . (2.6)

Ainsi, la loi de comportement σ(ε) dans la partie adoucissante (i.e., pour ε > εd0) peut
s’écrire, en fonction de Gf , sous la forme :

σ (ε) = ftexp

(
fth

Gf − 0.5εd0hft
(εd0 − ε)

)
, (2.7)

où le rapport
fth

Gf − 0.5εd0hft
est communément noté Bt et représente le paramètre permettant

de contrôler la forme de la partie adoucissante. Il est important de souligner que ce paramètre
inclus la régularisation énergétique basée sur la théorie de la bande fissuration [Bažant et Oh,
1983].

La théorie de l’endommagement permet d’écrire dans le cas d’une éprouvette sous sollici-
tation uniaxiale, dans le cas d’un matériau isotrope et à endommagement isotrope :

σ = (1−D)Eε , (2.8)

avec D, une variable interne scalaire qui affecte directement, localement, le module d’élasticité
initial du matériau en le dégradant en fonction de la sollicitation mécanique appliquée. Ainsi,
les équations 2.6 et 2.8 permettent d’écrire la loi d’évolution de l’endommagement D, comme
énoncée par Fichant en 1996 [Fichant, 1996] où la déformation considérée est la déformation
équivalente définie par Mazars (Section 1.4.1.2) :
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D = 1− εd0

εeq
exp (Bt (εd0 − εeq)) . (2.9)

Pour rappel, la déformation équivalente εeq est exprimée en fonction des déformations prin-
cipales εi :

εeq =

√√√√ 3∑
i=1

(〈εi〉+)2, (2.10)

Sur la base de l’équation 2.9, deux points sont à souligner :
• La résistance à la traction (liée à l’ouverture des fissures) est le paramètre considéré pour

décrire l’évolution de l’endommagement. Néanmoins, de l’endommagement en compres-
sion peut être détecté. En effet, la contrainte totale rend compte d’une participation de la
variable d’endommagement D à la fois sur le tenseur de contrainte effective en traction
〈σ̃ij〉+ et en compression 〈σ̃ij〉− (ce point sera abordé dans la Section 2.1.2 et illustré dans
la Section 2.3.3). Soulignons que l’endommagement en compression peut être désactivé.

• L’inconnu est la déformation équivalente, fonction du tenseur de déformation totale εij .
Peu de paramètres sont nécessaires : le module d’élasticité E, deux paramètres de rup-
ture ft et Gf et enfin une variable liée à la taille des mailles EF hel . Pour un maillage
quadrangle régulier hel =

√∫
Ωe

dxdy en (2D) et hel = 3
√∫
Ωe

dxdydz (en 3D), où Ωe
représente la surface ou le volume de l’élément fini [La Borderie et al., 2007].

Couplage avec la plasticité

Dans ce modèle, la plasticité est un module indépendant pouvant être activé à des fins de
couplage avec l’endommagement. La plasticité, essentiellement provoquée par le glissement des
micro-fissures, et l’endommagement sont supposés localement découplés. Ainsi l’incrément de
déformations totales dεij est composé d’une partie élastique dεeij et d’une partie plastique dεpij .

dεij = dεeij + dεpij. (2.11)

La règle de la normalité établie la loi d’évolution de l’incrément de déformation plastique :

dεpij = λ̇
dFi
dσ̃ij

, (2.12)

où λ̇ est le multiplicateur plastique ( λ̇ > 0 quand la plasticité a lieu) et Fi la fonction seuil (ou
fonction de chargement) qui correspond, ici, à deux surfaces seuils de type Drucker-Prager. Ces
surfaces sont exprimées dans l’espace des contraintes effectives.Ft = αtJ2(σ̃ij) + βtI1(σ̃ij)−R(p)− w0

Fc = αcJ2(σ̃ij) + βcI1(σ̃ij)−R(p)− w0
(2.13)

avec une relation pour un état de contrainte de traction (Ft) et une autre pour un état de com-
pression et compression-compression dans le cas de contraintes biaxiales (Fc). I1 et J2 sont
respectivement le premier et le second invariant du tenseur des contraintes effectives. w0 est
la contrainte de fin domaine élastique. Dans ce modèle, R(p) est la loi d’écrouissage isotrope
suivant une évolution linéaire :

R(p) = q × p+ w0 , (2.14)

q est un paramètre matériau et p est la déformation plastique effective, également appelée dé-
formation plastique équivalente. Les calculs plastiques peuvent être activés dans ce modèle et
ont déjà été validés dans le cas de structure en béton [Dubé et al., 2003]. Dans ces travaux, par
souci de simplification, la plasticité a été désactivée.
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2.1.2 Méthode de résolution numérique
Ce modèle d’endommagement est déjà implémenté dans le code de calcul aux éléments finis

Cast3M 1 sous le nom de « microiso ». Le code principal décrivant l’endommagement fait appel
à un second code afin de déterminer les déformations plastiques εp si la plasticité est activée.
Chaque point de Gauss possède les propriétés du constituants qu’il représente, et en chacun se
trouve la loi de comportement (Eq. 2.7) comprenant la loi d’évolution de l’endommagement
(Eq. 2.9). Dans cette section, les grandes étapes de calcul sont énoncées.

1. Calcul élastique de l’incrément de contrainte dσij à partir de l’incrément de déformation
totale dεij et de la matrice de rigidité élastique isotrope de Hooke exprimée dans le repère
global ;

2. Calcul élastique du tenseur de contrainte effective σ̃ij . La contrainte effective correspond
à la somme de l’incrément de contrainte élastique (calculé à l’étape 1) et de la contrainte
anélastique σan ;

3. Si l’écoulement plastique a lieu, la contrainte de von Mises, exprimée en fonction du ten-
seur de contrainte effective est calculée ainsi que la trace de ce dernier. Ces deux valeurs
permettent d’établir la fonction seuil de type Drucker-Prager qui permet de remonter à la
déformation plastique εpij ;

4. Calcul de la contrainte effective totale en prenant en compte la déformation plastique ;

5. Calcul de la déformation totale à partir de la déformation élastique calculée en fonction
de la contrainte effective et la déformation plastique déterminée précédemment ;

6. Calcul de la variable interne d’endommagementD à partir de la déformation équivalente ;

7. Séparation, dans le tenseur des contraintes effectives, des parties positives (liées à la trac-
tion) et les parties négatives (liées à la compression). Cela est nécessaire afin de retrans-
crire l’effet unilatéral lors du calcul de la contrainte finale (soit la contrainte comprenant
l’endommagement) ;

8. Calcul de la contrainte finale :

σij = (1−D) 〈σ̃ij〉+ + (1−Dα) 〈σ̃ij〉− , (2.15)
où α est un paramètre d’influence du matériau affectant la variable d’endommagement
lors d’un état de compression.

9. Calcul de la contrainte anélastique finale :

σanij = σ̃ij − σij. (2.16)

Comme dit précédemment, à l’échelle mésoscopique, dans un cas biphasique, chaque point
de Gauss représente soit la matrice cimentaire, soit le granulat. La section suivante décrira la
procédure de génération de la mésostructure (du tirage aléatoire des granulats à l’opération de
maillage des éléments finis).

1. Cast3M est un logiciel « libre » de calcul par la méthode des éléments finis dédié la mécanique des structures
et des fluides. Il est développé au Département de Modélisation des Systèmes et Structures (DM2S) de la Direction
de l’Énergie Nucléaire du Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives (CEA).
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2.2 Génération de la mésostructure
L’utilisation du modèle d’endommagement à l’échelle mésoscopique permet en quelque

sorte une régularisation « naturelle » du problème incluant les interactions élastiques entre
les différents constituants au cours de l’endommagment et la tortuosité du chemin de fissure.
Pour ce faire, un tirage des granulats idéalisés en disque suivant un algorithme « stochastique-
heuristique » est réalisé.

2.2.1 Granulométrie du béton étudié
Les tirages aléatoires se font en respectant la courbe granulométrique du béton étudié. Une

fraction volumique globale des granulats Fvg, équivalente à 70% est utilisée (Figure 2.2). Cette
courbe granulométrique sera utilisée tout au long de ces travaux, i.e., aussi bien dans la partie
numérique que expérimentale. Dix classes de granulats sont présentes, variant de 1 à 14 mm de
diamètre (Tableau 2.1). Ainsi, la partie appelée mortier ou pâte inclura la matrice cimentaire et
les granulats ayant un diamètre inférieur à 1 mm.

FIGURE 2.2 – Courbe granulométrique du béton étudié

N° classe i Diamètre øi[mm] fgi[%] N° classe i Diamètre øi[mm] fgi[%]
1 1 27,750 6 6,3 6,576
2 2 5,444 7 8 14,324
3 4 8,616 8 10 16,713
4 5 7,999 9 12,5 3,979
5 5,6 6,211 10 14 2,388

TABLEAU 2.1 – Fraction volumique fgi des différentes classes de granulats

2.2.2 Tirages aléatoires des granulats
Une procédure de tirage de granulats est utilisée. La frontière de l’étude est représentée par

la boite mésoscopique. Les différentes étapes de la procédure du tirage sont :

52



CHAPITRE 2. Modèle d’endommagement à l’échelle mésoscopique

FIGURE 2.3 – Procédure de tirage des granulats

• Tirage des coordonnées (Xi,Yi) du
centre de gravité des plus gros granulats
aux plus petits granulats ;

• Chaque coordonnée est associée à un
diamètre, si le disque tiré chevauche un
disque déjà présent, alors un nouveau ti-
rage aléatoire est réalisé pour ce dernier ;

• Une condition de découpage des granu-
lats ou non est présente afin de mieux re-
présenter les conditions de coffrage et de
réalisation de l’entaille initiale ;

• Lorsque la fraction volumique de la
classe est atteinte au sein de la boîte mé-
soscopique, les tirages de la classe im-
médiatement inférieure débute.

Notons que dans notre cas, aucune distance minimale entre les granulats est considérée. A
la suite du tirage, les données récupérées sont la position du centre de chaque granulat ainsi que
son rayon correspondant. Ces données sont importées dans le code de calcul aux éléments finis
afin de procéder à l’étape du maillage numérique.

2.2.3 Maillage éléments-finis : méthode diffuse
Dans un premier temps, une grille de maille régulière utilisant des éléments quadrangles

est tracée. Pour une inclusion donnée, tous les points de Gauss compris à l’intérieur de cette
dernière prennent une valeur scalaire égale à 1. Les éléments non traversés par le disque ont
quant à eux des points de Gauss ayant la valeur scalaire de 0. A ce stade, il s’agit d’un maillage
de type discret. Cependant, une méthode diffuse est ici utilisée, elle vise les éléments partageant
une frontière interne et externe à l’inclusion. Dans ce cas, une diffusion de valeur de 1 (granulat)
vers 0 (matrice) est réalisée (Figure 2.4). Avec l’utilisation de cette méthode la répartition des
différents matériaux constitutifs est prise en compte lors du calcul de la matrice de rigidité
élémentaire Keij :

Keij =
N∑
g=1

ωgBki(ξg, ηg)Ckl(ξg, ηg)Bij(ξg, ηg) , (2.17)

oùN est le nombre de points de Gauss, ωg sont les poids associés à chaque point de Gauss, ξg et
ηg sont les coordonnées des points de Gauss, Bij est la matrice gradient des fonctions de forme
et Ckl est le tenseur de rigidité du matériau au point de Gauss g.

Contrairement à la méthode de maillage exacte où chaque inclusion est indépendamment et
automatiquement maillée, la méthode de maillage diffus permet une génération plus aisée des
plus petits granulats. En effet, lors du maillage exact, des problèmes de maillage peuvent avoir
lieu lors de la création d’un petit granulat proche d’un plus grand. Néanmoins, l’inconvénient
du maillage diffus réside dans le fait que la taille de la maille dépend du diamètre du plus petit
granulats. A ce titre, N’Guyen (Section 2.2 de [N’Guyen, 2010]) a montré numériquement que
dans le cas d’un maillage diffus, si la taille d’un élément hel est inférieure au tiers du diamètre
minimum (ømin), le comportement à la rupture obtenu est similaire à celui obtenu sur la base
d’un maillage exacte. Dans notre cas, la taille d’un élément hel de 0,3 mm de côté est choisie :

hel <
ømin

3 ' 0, 3 mm. (2.18)
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(a) Maillage diffus

(b) Zoom sur quelques élé-
ments : diffus et points de
Gauss

FIGURE 2.4 – Exemple d’application de la création d’un maillage diffus

Cette taille minimale d’élément sera utilisée dans la quasi-totalité des simulations de cette
thèse. Le maillage diffus, en représentant la granulométrie complète (Tableau 2.1), permet ainsi
de respecter la compacité granulaire du béton étudié. En contrepartie, le choix de représenter
au mieux la compacité granulaire se fera au détriment de la représentation de l’ITZ (Interface
de Transition). En utilisant la méthode diffuse, il est effectivement difficile de mailler indé-
pendamment chaque granulat et son ITZ dont l’épaisseur est de l’ordre du µm. Cependant le
contraste de propriétés mécaniques entre mortier et granulats provoque une concentration de
contrainte au niveau de l’interface et favorise l’endommagement dans cette zone. En conclu-
sion, la méthode diffuse permet une génération aisée de la mésostructure du béton respectant
le ratio pâte/granulat mais ne fonctionne que lorsque les deux matériaux suivent le même com-
portement mécanique. Une fois les processus de tirage et de maillage terminés, les simulations
aux éléments finis suivant un comportement non-linéaire peuvent avoir lieu. Dans la suite, une
étude sur un Volume Élémentaire Représentatif est réalisée afin de :

• Vérifier la capacité du modèle à rendre compte le comportement propre au béton ;

• Analyser l’influence de certains paramètres d’entrée ;

• Vérifier si une homogénéisation numérique est possible afin d’inclure les plus petites
classes de granulats dans le mortier sans pour autant modifier le comportement à la rupture
du béton (diminution du temps de calcul).

2.3 Application du modèle sur un VER

2.3.1 Description du VER étudié
Selon une étude de Mounajed et al. la taille d’un VERLV ER représentant le béton à l’échelle

mésoscopique doit être supérieure à 5 fois la taille du diamètre maximum ømax [Mounajed
et al., 2006]. Dans ce cas, LV ER > 5ømax = 5×14mm = 70mm. Ainsi, un VER de 100x100
mm2 pour une épaisseur de 50 mm est réalisé et est soumis à des sollicitations uniaxiales (Figure
2.5a). De plus, afin d’estimer l’énergie de fissuration macroscopique GF , l’utilisation de VER
entaillés est proposée (Figure 2.5b). En effet, la valeur de l’énergie de fissuration macroscopique
peut être surestimée si le chemin de fissure devient complexe (ramification), ce qui généralement
le cas lors de l’utilisation de spécimen non-entaillé.
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(a) VER Non-entaillé (b) VER entaillé
FIGURE 2.5 – VER soumis à la traction : dimensions et conditions aux limites - exemple d’un tirage
représentant la totalité des classes de granulats

2.3.2 Paramètres du béton numérique
Les paramètres d’entrée du modèle (module de Young, coefficient de Poisson, résistance en

traction et énergie de fissuration), facilement identifiable par des essais de traction et de com-
pression pour la matrice cimentaire et les granulats sont résumés dans le Tableau 2.2. Ce jeu de
paramètres est celui utilisé dans la thèse de N’Guyen (Chapitre 4 [N’Guyen, 2010]). Le cadre
de cette étude se limite à un béton ordinaire, i.e., des granulats plus résistants que la pâte et
dont le seuil d’endommagement εd0 des granulats est plus élevé que la pâte. Ici, un granulat de
type calcaire est considéré, conformément au type d’agrégat utilisé dans la partie expérimen-
tale. Cela permet de justifier en partie le « faible » module d’élasticité [Schmidt, 1976]. Le jeu
de paramètre (Tableau 2.2) choisi impose une rupture peri-granulaire, même si ce modèle est
capable de rendre compte d’une rupture trans-granulaire.

Propriétés Granulats Matrice Cimentaire

Propriétés élastiques
E(GPa) 35 25
ν 0,2 0,2

Propriétés de rupture

ft(MPa) 6 3
Gf (J/m²) 60 20
εd0 1,714e-4 1,2e-4
Bt** 30,08 45,12

Remarque : Bt** est calculé pour hel constant de 0,3 mm
TABLEAU 2.2 – Paramètres d’entrée utilisés pour le modèle d’endommagement

La Figure 2.6 présente la loi de comportement théorique de chaque constituant et ainsi que
l’évolution de la variable d’endommagement D avec l’application du modèle d’endommage-
ment de Fichant-La Borderie en utilisant les paramètres du Tableau 2.2. Pour une déformation
ε donnée la variable d’endommagement D sera plus importante au niveau de la pâte de ciment
par rapport aux granulats (Figure 2.6b). De plus, au regard des seuils d’endommagement εd0
considérés, l’endommagement s’initiera tout d’abord au sein de la matrice cimentaire.

En terme de comportement, la matrice cimentaire est plus « fragile » que les granulats
puisque que l’énergie de fissuration de la matrice cimentaire est nettement inférieure à celle
du granulat (Gfpâte � Gfgra). De plus, une contrainte élevée est attendue dans le granulat
avant d’initier l’endommagement (Figure 2.6a).
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(a) (b)
FIGURE 2.6 – Évolution théorique de (a) la contrainte et de (b) l’endommagement de chaque constituant
(en considérant les paramètres du tableau 2.2)

2.3.3 Réponse globale-locale du modèle
Une modélisation 2D en contrainte plane est réalisée sur un VER non-entaillé (Figure

2.5a) pour un tirage donné des granulats. Il s’agit d’une simulation traction-endommagement-
décharge-compression. Cette dernière permet de mettre en exergue la capacité du modèle à
prendre en compte le comportement dissymétrique et l’effet unilatéral du béton.

La Figure 2.7a représente la réponse macroscopique en contrainte-déformation et atteste de
la bonne représentation du comportement dissymétrique traction-compression du béton. Des
marqueurs de « temps » (de A à G) sont placés afin d’avoir une meilleure lisibilité de la Figure
2.7. De A à C, l’éprouvette est sollicitée en traction uniaxiale, de C à D la décharge a lieu et,
de D à G l’éprouvette est mise en compression. L’effet unilatéral est mis en évidence sur la
Figure 2.7b qui montre une reprise partielle de la raideur (près de 60% de la raideur initiale)
lors de la mise en compression. Cette dernière est associée à la refermeture des fissures. Cette
reprise partielle peut s’expliquer par l’échelle d’étude et par la nature scalaire de la variable
d’endommagement. Localement, soulignons que le nombre d’éléments endommagés devient
constant peu après le début du post-pic (marqueur B) et jusqu’à la remise en compression, où
le nombre d’élément endommagé augmente considérablement (Figure 2.7b). Ce palier signifie
que l’endommagement est localisé et où la valeur D des points de Gauss augmente jusqu’au
déchargement (où l’endommagement s’arrête) avant de reprendre en compression.

La Figure 2.7c montre l’évolution du champ d’endommagement pour les différents niveaux
de chargement : le chemin de fissuration est bel et bien associé au sens du chargement. La
Figure 2.7d met en évidence l’effet unilateral, conséquence de la refermeture de fissure lors
du passage d’un état de traction à un état de compression. Elle présente le champ d’ouverture
unitaire de fissure εoufij suivant la composante yy. Ce tenseur est déterminé par une procédure
mise en place par Matallah et al. [Matallah et al., 2010] : en faisant l’hypothèse qu’un élément
endommagé est traversé par une fissure unique et que la partie du matériau non-fissurée est
élastique. Ainsi, l’idée est de déterminer un tenseur de déformation élastique par la loi de Hooke,
en fonction, non pas de la contrainte σij mais, de la contrainte anélastique σanij (relation 2.16).
Ainsi, les lois de l’élasticité proposent :

εoufij = 1 + ν

E
σanij −

ν

E
Tr

(
σanij

)
δij , (2.19)

où δij est la matrice identité.
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(a) Courbe contrainte-déformation
(b) Évolution de la raideur et du nombre d’éléments
endommagés

(c) Champs d’endommagement D (d) Champs d’ouverture de fissure suivant ~y : εyyouf
FIGURE 2.7 – Réponse (a) et (b) globale - (c) et (d) locale du modèle à la suite d’une simulation traction-
endommagement-décharge-compression

2.3.4 Étude de l’influence des paramètres d’entrée sur le comportement
du béton

Une étude de l’influence des principaux paramètres d’entrée, élastiques (E et ν) et de rup-
ture (ft et Gf ) est réalisée sur le VER non-entaillé présenté à la figure 2.5a. Des simulations
en traction ont été réalisées. Cette étude, pour un tirage donné, permet d’apporter une certaine
grille de lecture du modèle. A partir des réponses macroscopiques obtenues pour les différents
cas d’études, les propriétés de rupture du VER sont analysées ainsi que les champs d’endom-
magement correspondants (ces réponses macroscopiques sont mises en Annexe B.1.1 et B.2.1)
.

Les paramètres élastiques : E et ν

Dans un premier temps, les propriétés élastiques de chaque constituant (pâte et granulats)
sont modifiées, dans une gamme « réaliste ». L’objectif est de regarder la réponse globale, en
termes de propriétés de rupture du VER à l’échelle macroscopique. Dans cette étude, quand
les propriétés d’un constituant ne sont pas spécifiées, cela signifie qu’elles sont les mêmes
que celles énoncées dans la Tableau 2.2. Notons que la résistance en traction a été obtenue en
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divisant la force au pic par la surface sollicitée soit :

ft = Fmax
b.l

, (2.20)

où l est la largeur (l=100 mm) et b l’épaisseur (b=50 mm) du VER. L’énergie de fissuration Gf

est obtenue en divisant l’aire sous la courbe force-déplacement par la surface fissurée projetée
sur le ligament Alig qui correspond au produit (b.l) dans le cas d’un traction uniaxiale :

Gf = GF = W0

Alig
=
∫ δmax

0 Fδdδ

b.l
, (2.21)

où W0 est l’énergie (en J) correspondante à l’aire limitée par la courbe (F -δ), δ est le déplace-
ment imposé lors de la simulation et Alig = bl la surface du ligament.

La Figure 2.8 représente les évolutions des propriétés de rupture lorsque le module d’élas-
ticité de la pâte Epâte varie de 15 GPa à 55 GPa. Le module d’élasticité de la pâte a peu d’effet
sur la résistance à la traction (faible augmentation de moins de 1%), cependant ce dernier in-
fluence l’énergie de fissuration Gf avec une augmentation de plus de 10% lorsque le module de
l’élasticité de la pâte atteint 55 GPa.

FIGURE 2.8 – Évolution des propriétés de rupture globale du VER par modification du module de Young
de la pâte (Egra=35 GPa)

La Figure 2.9 représente l’évolution des propriétés de rupture lorsque le module d’élasticité
des granulats Egra varie de 35 GPa à 75 GPa. Ce paramètre semble avoir très peu d’influence
sur les paramètres de rupture du VER. En effet, il y a une légère augmentation de la résistance
à la traction (+2%) et une légère diminution de l’énergie de fissuration (−2%). Cela est dû au
fait que c’est la pâte de ciment, de part son faible seuil d’endommagement εd0 qui pilote l’en-
dommagement et donc la rupture.

Une seconde étude est réalisée sur l’influence du coefficient de Poisson de chaque consti-
tuant (Figure 2.10). Il semblerait que le coefficient de Poisson de la pâte (νp) ait plus d’influence
sur la résistance à la traction finale que le coefficient de Poisson du granulat (νg). En effet νg
n’a aucune influence sur ft toutefois une variation du coefficient de Poisson de la pâte entre
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FIGURE 2.9 – Évolution des propriétés de rupture globale du VER par modification module de Young
des granulats (Epâte=25 GPa)

0,2 et 0,3 entraine une augmentation de la résistance en traction d’environ +3%. Le coefficient
de Poisson νg semble avoir une très légère influence sur l’énergie de fissuration finale avec une
augmentation de +2%.

FIGURE 2.10 – Évolution des propriétés de rupture globale du VER par modification du coefficient de
Poisson des constituants

En somme, sur les propriétés de rupture des constituants données dans le tableau 2.2, seul
le module d’élasticité de la pâte Epâte semble avoir un effet notable sur l’énergie de fissuration
finale. Les autres paramètres Egra, νp, et νg ont quant à eux très peu d’influence. Cela peut
s’expliquer par le fait que, plus le module d’élasticité augmente et plus le seuil d’endommage-
ment εd0 diminue. Ainsi, en augmentant le module de Young, pour le jeu de paramètre donné,
le nombre d’éléments de la matrice qui s’endommagent est plus important comme illustré en
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Figure 2.11b. Ceci entraîne une augmentation globale de l’énergie de fissuration (Figure 2.11).
Néanmoins, si l’énergie de fissuration augmente avec Epâte, le chemin de la fissure ne semble
pas influencé par les propriétés élastiques (Figures en Annexe B.1.2).

(a) Évolution du nombre d’éléments endommagés
en fonction Epâte

(b) Champs d’endommagement en fin de simula-
tion en fonction Epâte

FIGURE 2.11 – Analyse locale de l’influence du module d’élasticité de la pâte

Les paramètres de rupture : ft et Gf

Une seconde étude se focalise sur la réponse globale et locale des simulations en fonc-
tion des paramètres de rupture ft et Gf des constituants. L’étude réalisée considère les mêmes
conditions aux limites et hypothèses que précédemment. Toutes les autres propriétés sont fixées
conformément au tableau 2.2.

Considérons une variation de la résistance à la traction ft des constituants (Figure 2.12).
L’idée est de fixer dans un premier temps la résistance à la traction des granulats ftgra = 6 MPa
et de faire varier celle de la pâte entre 1 et 5 MPa avec un pas de 1 MPa. La seconde étape de
l’analyse consiste à fixer la résistance à la traction de la pâte à 3 MPa et d’évaluer l’effet de la
résistance à la traction des granulats pour les valeurs de 2, 4, 6, 8 et 10 MPa.

La Figure 2.12 montre que la résistance à la traction de la pâte est un paramètre qui in-
fluence fortement la réponse macroscopique. En effet, une forte évolution de la résistance à
la traction (valeur homogénéisée car calculée à partir de la force au pic) quasiment linéaire
est constatée. Même constat concernant l’énergie de rupture finale. En somme, en multipliant
par 5 la résistance à la traction de la pâte, le système restitue jusqu’à 2 fois plus d’énergie et
augmente de presque 4 fois sa force au pic. D’un autre côté, la résistance à la traction des granu-
lats a peu d’influence sur la résistance à la traction globale, avec néanmoins une augmentation
non-négligeable de l’énergie de rupture (+20%). De plus, les courbes contraintes déformations
attestent d’un comportement de plus en plus ductile, i.e., une diminution plus lente du module
d’élasticité tangent (Et), si la résistance à la traction de la pâte diminue (Figure B.7 mis en
Annexe B).

Notons que le cas où ftpâte = 3MPa et ftgra = 2MPa impose que le seuil d’endommage-
ment du granulat soit 2 fois inférieur à celui de la pâte (εd0gra = 5, 7e−5 et εd0pâte = 1, 2e−4).
Il s’agit donc d’un cas particulier où l’endommagement s’initie au sein des granulats (Figure
2.14d). Ainsi la rupture trans-granulaire est obtenue lorsque la résistance à la traction de la pâte
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est supérieure à celle des granulats (ftpâte > ftgra). Cependant ce constat n’est plus valable si le
module d’élasticité des granulats reste très supérieur à celui de la pâte.

L’influence de l’énergie de fissuration Gf a été également étudiée. Le seuil d’endommage-
ment de la pâte est inférieur à celui des granulats (εd0gra = 1, 7e−4 et εd0pâte = 1, 2e−4). Dans
un premier temps, l’énergie de fissuration des granulats est fixée à Gfgra = 60 J/m² et celle de
la pâte varie de 20 à 100 J/m² (avec un pas de 20 J/m²). Dans un second temps, l’énergie de
fissuration de la pâte est fixée à Gfgra = 20 J/m² et celle des granulats varie également de 20 à
100 J/m² (avec un pas de 20 J/m²)(Figure 2.13).

La Figure 2.13 montre que l’énergie de fissuration de la pâte a une légère influence sur la ré-
sistance à la traction (+5%) tandis que celle des granulats ne modifie quasiment pas la résistance
à la traction. Néanmoins, l’énergie de rupture dans les deux cas varie. En effet, plus l’énergie
de fissuration de la pâte augmente et plus l’énergie de rupture augmente entrainant un compor-
tement de plus en plus ductile du matériau (Figure B.8 mis en Annexe B). Ce dernier constat
est valable également pour l’énergie de fissuration des granulats mais dans une moindre mesure.

FIGURE 2.12 – Réponse de la simulation avec la variation de la résistance à la traction de la pâte et des
granulats

En résumé, ces résultats permettent de mettre en évidence l’importance du seuil d’endom-
magement εd0. Le constituant possédant le seuil d’endommagement le plus faible pilotera ma-
joritairement la réponse du matériau. Localement, cette étude permet également d’analyser le
champ d’endommagement (Figure 2.14). Considérons quatre cas d’étude (Figure 2.14), princi-
palement issus de l’étude de l’influence des résistances à la traction des constituants (les autres
propriétés sont gardés fixes) :

• Cas de référence, les paramètres du Tableau 2.2 ;

• Cas A : ftpâte = 1MPa, i.e., une faible résistance à la traction de la pâte ;

• Cas B : ftpâte = 5MPa, i.e., une important résistance à la traction de la pâte ;

• Cas C : ftgra = 2MPa, i.e., une faible résistance à la traction des granulats entrainant une
rupture trans-granulaire.
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FIGURE 2.13 – Réponse de la simulation avec la variation de l’énergie de fissuration de la pâte et des
granulats

(a) Cas de référence (b) Cas A (c) Cas B (d) Cas C
FIGURE 2.14 – Champs d’endommagement pour les différentes configurations

Lors d’une faible résistance à la traction de la matrice cimentaire (Figure 2.14b - cas A), il y
a un endommagement diffus au sens où le nombre d’éléments endommagés devient important,
entraînant une certaine difficulté dans la localisation de l’endommagement. A contrario lorsque
la résistance à la traction de la matrice cimentaire est élevée (Figure 2.14c - cas B), l’endomma-
gement se localise assez aisément, entraînant une augmentation de l’énergie de fissuration et de
surcroît un comportement fragile (Figure B.7). Le cas C (Figure 2.14d) montre quant à lui un
endommagement granulaire, où un grand nombre d’éléments s’endommagent (70% de surface
granulaire).

La Figure 2.16 montre que plus l’énergie de fissuration de la pâte (élément faible ici) est
élevée, plus le nombre d’éléments endommagés augmente. De plus, l’énergie de fissuration des
granulats, dans le cas où ces derniers ont un seuil d’endommagement élevé, n’influence pas le
champ d’endommagement.

Impact du tirage aléatoire

Dix tirages sont réalisés avec les paramètres d’entrée énoncés dans le Tableau 2.2. Cette
étude vise à montrer l’influence du tirage des granulats sur la variabilité des propriétés macro-
scopiques (homogénéisées) obtenue. Les propriétés obtenues pour chaque tirage sont reportées
dans le Tableau 2.3 et montrent que le tirage a presque uniquement une influence sur l’énergie
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FIGURE 2.15 – Évolutions du nombre d’éléments endommagés dans le cas où ft varie

FIGURE 2.16 – Évolutions du nombre d’éléments endommagés dans le cas où Gf varie

de fissuration Gf , conséquence d’un chemin de fissure plus ou moins tortueux. En effet, le sys-
tème restitue plus d’énergie pour faire propager la fissure en contournant les granulats (souvent
le cas des bétons ordinaires). Ainsi, la dépendance de l’énergie restituée au chemin de fissure,
lui même dépendant du tirage aléatoire de la mésostructure, implique un coefficient de variation
à hauteur de 25%. Le module d’élasticité et la résistance à la traction sont quant à eux très peu
influencés par le tirage.

2.3.5 Influence des classes de granulats

L’objectif est à présent de savoir si la suppression des classes de granulats de faibles dia-
mètres affecte sensiblement la réponse mécanique (globale et locale). Comme énoncé précé-
demment (Section 2.2.3), la taille hel des éléments finis est conditionnée par la taille du plus
petit granulat ømin. La suppression des petits granulats permettrait d’augmenter la taille des
éléments finis et en conséquence conduirait à un gain de temps de calcul considérable notam-
ment dans le cas d’un calcul 3D. Une étude est donc menée dans la suite sur la légitimité de la
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Tirage νhomogénéisé Ehomogénéisé fthomogénéisé Gfhomogénéisé

(GPa) (MPa) (J/m²)
1 0,2 31,42 3,23 105,8
2 0,2 31,46 3,23 64,0
3 0,2 31,49 3,24 112,4
4 0,2 31,44 3,24 72,7
5 0,2 31,39 3,23 109,1
6 0,2 31,55 3,28 111,5
7 0,2 31,53 3,24 74,1
8 0,2 31,43 3,23 59,7
9 0,2 31,61 3,24 98,5

10 0,2 31,58 3,27 63,6
Moyenne 0,2 31,49 3,23 87,1

Ecart-Type 4,39e-05 0,01 0,02 21,00
COV 0,02% 0,22% 0,56% 24,10%

TABLEAU 2.3 – Paramètres globaux « homogénéisés » du VER pour 10 tirages aléatoires

représentation de l’intégralité des classes de granulats lors des simulations à l’échelle mésosco-
pique [Gangnant et al., 2016].

Stratégie de calcul

L’objectif des simulations suivantes est d’étudier l’influence liée au retrait successif des
classes inférieures des granulats sur la réponse macroscopique, la cartographie de l’endomma-
gement et le chemin de la fissure du béton. Pour les différents cas de calcul, 10 tirages aléatoires
ont été réalisés. L’ensemble des calculs sont menés à partir du VER présenté en Figure 2.5 sol-
licité en traction, en considérant une configuration de contrainte plane. Durant les simulations,
l’incrément de déplacement suit une progression géométrique de 0,4 µm à 300 µm. Ce type de
progression facilite la convergence des résultats, dans la mesure où de faibles incréments de dé-
placement sont imposés aux alentours du pic puis augmente progressivement en phase post-pic.
Le squelette granulaire d’étude correspond ici à celui présenté en Figure 2.2 et Tableau 2.1 dans
lequel 10 classes de granulats sont présentes, correspondant à une fraction volumique globale de
référence de 70%. L’idée est de supprimer successivement les classes inférieures des granulats
notées i jusqu’au diamètre øi = 6,3 mm (soit 1, 2, 4, 5, 5,6 et 6,3 mm). Une première simula-
tion contenant la matrice cimentaire et les granulats supprimés (dont la fraction volumique a été
réajustée) permet d’obtenir des propriétés homogénéisées de ce mortier tout nouvellement créé.
Ces propriétés sont ensuite injectées à la place des propriétés de matrice dans une simulation et
où seules les classes supérieures (i+ 1 à 10) sont présentes. La stratégie de calcul proposée est
la suivante :

1. Calcul de référence, i.e., en présence de toutes les classes de granulats i = 1 à 6 2.

2. Création d’un mortier (pâte + classes de granulats à supprimer de 1 à i). Les classes
inférieures de granulats sont incorporées successivement dans la pâte de ciment afin de
former un mortier (Figure 2.18a). Pour un mortier donné, la fraction volumique des gra-
nulats nécessite d’être modifiée en fonction du volume de mortier considéré et non en
fonction du volume initial de l’éprouvette. Pour un mortier constitué de classe 1 à i, la
fraction volumique globale Fvg∗ s’obtient à partir de l’équation suivante :

2. Les classes de granulats 7 à 10 seront toujours conservées dans les simulations.
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Fvg∗1−i = Fvg
∑i

1 fgi
1− Fvg∑10

i+1 fgi
(2.22)

La nouvelle fraction volumique par classe fvg∗i est ensuite obtenue par une loi de propor-
tionnalité utilisant Fvg∗.

Le mortier créé est identifié par la nomenclature suivante : « 1_(i)P-(i+1)_10M » où i
correspond à la classe la plus haute présente dans le mortier, P signifiant « présent » et
M « manquant ». Les différents mortiers sont obtenus en utilisant la procédure de tirage
aléatoire des granulats décrite précédemment.

3. Estimation des propriétés du mortier « 1_(i)P-(i+1)_10M » défini à l’étape 2. Le module
d’élasticité EMH , le coefficient de Poisson νMH et la résistance à la traction ftMH sont
estimés à partir des réponses force-déplacement obtenues à partir d’une simulation en
traction sur une éprouvette non-entaillée (Figure 2.5a) tandis que l’énergie de rupture
GfMH est estimée à partir d’une éprouvette entaillée (Figure 2.5b) afin de favoriser la
formation d’une fissure unique et ainsi obtenir une valeur pertinente deGf . Notons que la
résistance à la traction a été estimée sur des éprouvettes non-entaillées afin d’éviter tout
effet d’entaille.

4. La dernière étape consiste à simuler un béton simplifié à partir d’une éprouvette entaillée
et pour lequel la mésosctructure est constituée des classes de granulats comprises entre
i + 1 à 10 et d’une matrice correspondant au mortier homogénéisé dont les propriétés
ont été estimées à l’étape 3 (Figure 2.18b). La nomenclature retenue pour ces bétons est
la suivante : « 1_(i)H-(i+1)_10P » où H signifie « homogénéisé » et P « présent ». Les
résultats de ces simulations sont comparés à ceux obtenus à partir du calcul de référence
(Figures 2.18c et 2.18d). Notons que 10 tirages de référence sont réalisés : les mésostruc-
tures des configurations de béton simplifié sont issues directement de la suppression de
classes à paritr des 10 mésostructures initiales, i.e., complètes. Cela permet l’analyse de
l’effet des classes sur le champ d’endommagement et le chemin de fissure.

Identification des propriétés du mortier homogénéisé

120 simulations sont réalisées afin de (i) obtenir les propriétés moyennes des mortiers ho-
mogénéisés (Tableau 2.4) et de (ii) analyser l’influence de la fraction volumique globale sur le
comportement à la rupture du béton (Figure 2.17).

Configurations Fvg∗ EMH νMH ftMH GfMH

(GPa) (MPa) (J/m2)

1_1P-2_10M 39,3% 28,25 ±2,45e−3 0,2 ±1,71e−5 3,08 ±0,04 65,7 ±10,1

1_2P-3_10M 43,6% 28,97 ±2,54e−3 0,2 ±1,90e−5 3,12 ±0,09 65,1 ±9,6

1_3P-4_10M 49,4% 29,52 ±3,86e−3 0,2 ±1,47e−5 3,13 ±0,09 67,5 ±17,3

1_4P-5_10M 53,8% 29,95 ±8,64e−3 0,2 ±2,29e−5 3,15 ±0,013 73,7 ±15,5

1_5P-6_10M 56,7% 30,24 ±1,36e−2 0,2 ±2,45e−5 3,18 ±0,014 69,5 ±22,0

1_6P-7_10M 59,4% 30,52 ±1,42e−2 0,2 ±2,27e−5 3,21 ±0,10 70,8 ±19,1

TABLEAU 2.4 – Propriétés du mortier homogénéisé pour les différentes configurations (étape 3) -
moyenne sur 10 tirages
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FIGURE 2.17 – Évolution de EMH et ftMH en fonction de la fraction volumique globale

A partir des résultats reportés dans le Tableau 2.4, on peut constater que le module d’élasti-
cité et la résistance à la traction des mortiers semblent augmenter linéairement avec l’ajout des
classes de granulats et donc avec l’augmentation de la fraction volumique globale (Fvg∗) (Fi-
gure 2.17). Notons que ce comportement avait déjà été observé par Kim et Abu Al-Rub [Kim et
Abu Al-Rub, 2011]. Ainsi une approximation du module d’élasticité d’un béton semble pouvoir
être obtenue sur la base d’une simple loi des mélanges telle que :

Ehomo = Fvg (Egra − Epâte) + Epâte , (2.23)

Globalement, les coefficients de variation des modules d’élasticité et de la résistance à la
traction sont faibles (respectivement au maximum de 0,05% et 3%). De plus, avec l’ajout des
classes de granulats, le chemin de fissure devient de plus en plus tortueux, ce qui a pour consé-
quence l’augmentation de l’énergie de fissuration [Petersson, 1981, Karihaloo, 1995]. La varia-
bilité importante de l’énergie de rupture, due à la mésostructure, implique l’utilisation pour les
simulations du béton simplifié (étape 4) de deux valeurs extrêmes, en plus de GfMH : GfMHmin

et GfMHmax , correspondant respectivement à :

GfMHmax = GfMH + 2∆GfMH

GfMHmin = GfMH − 2∆GfMH

(2.24)

où ∆GfMH est l’écart type des valeurs de GfMH (une distribution normale est constatée à la
suite d’un test de normalité Anderson-Darling). Notons que la population comprise entre les
bornes GfMHmin et GfMHmax correspond à 95% des éprouvettes.

Simulations du béton simplifié : influence des classes de granulats de faibles diamètres

La Figure 2.18 montre les différents champs numériques obtenus pour chaque béton sim-
plifié pour un tirage donné (les autres tirages ont un résultat analogue). Ainsi, un champ d’en-
dommagement de plus en plus étalé est observé avec la suppression successive des classes
inférieures. Notons également que le chemin de fissure devient de moins en moins tortueux
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FIGURE 2.18 – Résultats des simulations sur l’exhaustivité de la représentation des classes de granulats
(a) les mortiers à homogénéiser (b) les configurations où la pâte est remplacée par le mortier homogénéisé
(c) les champs d’endommagement (d) le chemin de fissure.

avec la suppression des classes inférieures.

Le module d’élasticité et la résistance en traction sont quasiment équivalents à ceux du bé-
ton de référence attestant la réussite de cette technique d’homogénéisation numérique jusqu’au
pic de chargement. L’énergie de fissuration finale du béton simplifié diminue avec la suppres-
sion des classes de granulats de faibles diamètres mais on note toutefois une surestimation par
rapport à l’énergie de rupture du béton de référence, et ce qu’elle que soit la configuration testée
(Tableau 2.5). Les graphiques relatifs au Tableau 2.5 sont mis en Annexe C.2 et les réponses
macroscopiques en terme de force-déplacement sont également mises en Annexe C.1. Si la pro-
cédure d’homogénéisation est pertinente pour l’estimation de E et ft, il n’en va pas de même
pour ce qui concerne l’énergie de rupture. En effet, l’énergie de fissuration Gf des bétons (sim-
plifiés et de référence), déterminée à partir de la réponse macroscopique, est plus élevée que
celle utilisée dans les paramètres d’entrée. Cela est lié à la tortuosité induite par la mésostruc-
ture apportant ainsi une dépense supplémentaire d’énergie. In fine, les énergies de fissurations
locales sont toujours plus faible par rapport aux globales et ceci est d’autant plus vrai quand
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Efinale ftfinale Gffinale Efinale ftfinale Gffinale Efinale ftfinale Gffinale

Configurations Fvg (GPa) (MPa) (J/m²) (GPa) (MPa) (J/m²) (GPa) (MPa) (J/m²)
Référence 70% 31,5±0,09 3,22±0,11 87±21 31,5±0,09 3,22±0,11 87±21 31,5±0,09 3,22±0,11 87±21

Avec GfMHmin Avec GfMHmoyen Avec GfMHmax

1_1H-2_10P 51% 31,4±0,07 3,15±0,07 132±31 31,4±0,07 3,2±0,07 183±34 31,4±0,07 3,23±0,06 221±38

1_2H-3_10P 47% 31,6±0,07 3,16±0,07 136±37 31,6±0,07 3,21±0,06 171±36 31,6±0,07 3,24±0,06 215±48

1_3H-4_10P 41% 31,6±0,04 3,17±0,07 134±32 31,6±0,04 3,21±0,06 168±29 31,6±0,04 3,24±0,06 200±31

1_4H-5_10P 35% 31,6±0,07 3,17±0,05 142±24 31,6±0,07 3,22±0,05 180±29 31,6±0,07 3,25±0,04 220±34

1_5H-6_10P 31% 31,6±0,06 3,15±0,06 109±25 31,6±0,06 3,23±0,05 150±37 31,6±0,06 3,27±0,04 189±40

1_6H-7_10P 26% 31,6±0,06 3,18±0,04 113±2 31,6±0,06 3,24±0,04 148±33 31,6±0,06 3,28±0,04 181±43

TABLEAU 2.5 – Propriétés globales des configurations du béton simplifié et comparaison à celui de
référence (étape 4)- moyenne sur 10 Tirages

le modèle rend compte d’une grande hétérogénéité, i.e., une compacité granulaire élevée et des
petits granulats.

Cette analyse montre que lors d’une étude complète et détaillée du comportement à la rup-
ture du béton, la représentation exhaustive des classes de granulats est nécessaire puisque ces
derniers affectent le processus d’endommagement et le trajet de la fissure (Figure 2.18). Ainsi,
l’utilisation d’un béton simplifié provoquerait une perte significative d’information concernant
la zone d’élaboration de la rupture dont va dépendre l’énergie de fissuration. En somme, le
comportement adoucissant des bétons simplifiés n’est pas représentatif de la « réalité » puisque
localement, les champs d’endommagement ne sont plus identiques pour un tirage donné. En
effet, l’opération d’homogénéisation numérique des propriétés de rupture du mortier ne permet
pas de rendre compte des processus d’interaction prenant place au niveau de la mésostructure
et notamment les interactions entre entre les granulats constituant le mortier et les granulats de
classes supérieures présents dans le béton. Néanmoins, dans un contexte d’ingénierie, où seul
la charge au pic importe, l’homogénéisation numérique permet d’obtenir une approximation
acceptable de la réponse d’un béton possédant l’intégralité de son squelette granulaire (Figures
C.2 et C.3).

Etant donné que ces travaux de thèse proposent une étude de la zone d’élaboration de la
fissure, et ce à partir notamment d’un modèle d’endommagement, il faudra donc que l’ensemble
des classes de granulats du béton considéré soit représenté dans les simulations numériques.

2.4 Exemple d’application : poutres entaillées en flexion 3
points

L’objectif de cette section est de montrer que ce modèle peut s’intégrer dans un calcul de
structure complet et qu’il est également capable de décrire l’effet d’échelle du béton. Les ré-
ponses force-déplacement obtenues numériquement seront analysées par la MLER équivalentes
(ou MLEReq) qui permettra d’obtenir les courbes de résistance correspondante. L’analyse des
courbes-R montrera que le modèle mésoscopique est capable de rendre compte du processus de
développement de la zone d’élaboration et de propagation de la fissure principale avec sa zone
d’élaboration. Pour ce faire, cette étude est réalisée sur la base d’une campagne expérimentale
et numérique sur des poutres homothétiques de béton entaillées et de tailles différentes utilisées
dans le cadre du projet européen Failflow (Failure and Fluid Flow in Porous Quasibritlle Mate-
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rials) [Rojas Solano, 2012]. Le modèle numérique est appliqué pour la simulation de poutres de
3 tailles différentes entaillées à 50% de leur hauteur.

2.4.1 Modélisation des poutres entaillées
Trois tailles de poutre H1-H2-H3 sont simulées à partir du modèle mésoscopique (Tableau

2.6 et Figure 2.19). Pour chaque taille, 5 tirages du squelette granulaire sont réalisés.

D L S a0 b
H1 200 700 500 100 50
H2 100 350 250 50 50
H3 50 175 125 25 50
où b correspond à l’épaisseur

et a0 est l’entaille initiale
TABLEAU 2.6 – Dimensions des
poutres entaillées (en mm) FIGURE 2.19 – Schéma de l’essai de flexion 3 points et les

différentes tailles de poutre

Les simulations sont réalisées en 2D conformément à l’hypothèse de contrainte plane. Les
éléments choisis sont des quadrangles linéaires. Dans un souci d’économie de temps de calcul
sur ce genre de structure, les tirages sont réalisés dans une boite mésoscopique qui est insérée
directement dans le maillage macroscopique (Figure 2.20). En dehors de la boite mésoscopique,
un modèle élastique pure est considéré pour lequel les paramètres élastiques sont obtenus par
une loi de mélange simple des paramètres élastiques des constituants (Eq.2.23). Dans la boite
mésoscopique, les propriétés des constituants sont celles présentées dans le Tableau 2.2. La
taille des éléments de la partie élastique correspond à 1/100 de la hauteur D des poutres et
la taille des éléments dans la boite mésoscopique est fixée à hel = 0,2 mm. Le raccordement
entre la boite mésoscopique et la partie homogène du maillage se fait de manière à ce que tout
point du maillage homogène est assujetti à suivre une combinaison linéaire des déplacements
des nœuds de l’élément du maillage mésoscopique auquel il est raccordé (illustration sur la
partie en zoom de la Figure 2.20). De plus, afin d’éviter de faux effets de concentration de
contrainte numérique, les supports accueillant les appuis et celui à partir duquel le chargement
est appliqué, sont modélisés, de manière élastique, par une ligne finie de 5 mm de longueur (où
les propriétés mécaniques basiques de l’acier sont utilisées).

FIGURE 2.20 – Maillage mésoscopique de la poutre : champ par éléments du module d’élasticité ; et
conditions aux limites : raccordement entre les maillages macroscopique et mésoscopique, chargement
et conditions aux appuis
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FIGURE 2.21 – Champ d’endommagement d’une poutre H1 pour un tirage mésoscopique donné

2.4.2 Effet d’échelle : analyse par la loi déterministe de Bažant

Analyse de la réponse macroscopique

Les réponses force-CMOD obtenues à partir des simulations numériques sont présentées
en Figure 2.22. Par ailleurs, la Figure 2.21 montre un exemple d’un champ d’endommagement
obtenu à la suite d’une simulation (H1-Tirage 2). On peut observer que l’endommagement
progresse dans la boite mésoscopique en contournant les granulats présents le long du ligament.
A partir des réponses force-CMOD, il est possible d’estimer :

• La résistance du ligament σliga définie comme étant la contrainte normale maximale dans
le ligament d’une hauteur h (h = D − a0, où a0 = D/2 et S = 5D/2) :

σliga = 3
2
FS

bh2 = 15F
bD

(2.25)

• La contrainte nominale σN définie comme :

σN = 3
2
FS

bD2 (2.26)

Les résultats du Tableau 2.7 indiquent une diminution de la résistance avec l’augmentation
de la hauteur caractéristique D symptomatique de l’effet d’échelle attendu.

Cas D kini Fmax σN σliga GF

(mm) (N/mm) (N) (MPa) (MPa) (J/m²)

H1 200
Moyenne 72331 2548,8 0,96 3,8 47,5*

Ecart Type 123 93,1 0,03 0,14 2,78

H2 100
Moyenne 74603 1532,2 1,15 4,6 57,2

Ecart Type 554 109,4 0,08 0,33 8,45

H3 50 Moyenne 76724 958,3 1,44 5,8 57,8
Ecart Type 322 63,8 0,10 0,38 14,61

* valeur indicative, les simulations ne sont pas menées jusqu’à rupture complète

TABLEAU 2.7 – Résultats des simulations

Dans le Tableau 2.7, kini correspond à la raideur initiale des poutres, Fmax la force maximale
(force au pic), σN et σliga les contraintes nominales et contraintes maximales sur le ligament dé-
finies respectivement par les équations 2.26 et 2.25, et GF l’énergie de rupture définie comme
dans l’équation 2.21 (aire sous la courbe force-déplacement divisée par la surface fissurée pro-
jetée). Notons que le poids propre est négligé dans les analyses qui vont suivre.
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(a) Force-CMOD

(b) Contrainte dans le ligament-CMOD
FIGURE 2.22 – Courbes des réponses macroscopiques des poutres entaillées H1-H2-H3 suivant différents
tirages des granulats

Loi d’effet d’échelle

Dans ce paragraphe, la loi d’effet d’échelle de Bažant [Bažant et Planas, 1997] est appli-
quée après calibrage de certains paramètres. L’objectif est de montrer, que le modèle d’endom-
magement à l’échelle mésoscopique rend compte du phénomène d’effet d’échelle. Dans le cas
présent, i.e, de structures homothétiques entaillées, la contrainte nominale σN peut également
être estimée en fonction de la taille caractéristique D suivant la loi classique de Bažant par la
relation suivante :

σN = Bft√
1 + D

D0

, (2.27)

où D0 est une longueur correspondant à l’intersection de deux comportements asymptotiques
(critère de contraintes et effet d’échelle attendu par la MLER σN ∼ D−1/2). L’effet d’échelle est
inexistant dans les structures de petites tailles (i.e.,D � D0). Dans ce cas, la zone d’élaboration
de la rupture occupe l’intégralité du volume de la structure, la contrainte nominale σN peut être
alors estimée à partir d’un critère de résistance. B est une constante adimensionelle déterminée
à partir d’une fonction analytique Y (α) dépendante de la géométrie et de la taille de l’éprouvette
étudiée où α correspond à la longueur relative de fissure de longueur, α = a/D. Dans le cas de
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structures homothétiques, la fonction Y (α) est unique car adimensionnée. Cette fonction est de
la forme suivante :

Y (α) = παc2
N (F (α))2 , (2.28)

où CN = 3S
2D = 3.75 et la fonction F (α) est obtenue à partir d’un résultat éléments finis [Pastor

et al., 1995,Bažant et Planas, 1997] et est dépendante de la hauteur D et de la distance entre les
appuis S :

F (α) =
√

1
π

(
p∞(α) + 4D

S
(p4(α)− p∞)

(1 + 2α) (1− α)1,5

)
,

avec p∞(α) = 1, 989− α(1− α)
(
0, 488− 0, 458(1− α) + 1, 226(1− α)2

)
et p4(α) = 1, 9− α

(
−0, 089 + 0, 603(1− α)− 0, 441(1− α)2 + 1, 223(1− α)3

)
(2.29)

La fonction adimensionnelle Y (α) permet de déterminer la constante B par la relation sui-
vante :

B (α0) =

√√√√ Y ′ (0)
Y ′ (α0)

(2.30)

Ainsi, par ajustement des contraintes nominales numériques à la loi d’effet d’échelle, les
paramètres ft etD0 sont obtenus après un calibrage. Il devient alors possible d’estimer l’énergie
de fissuration Gf et une longueur effective de la zone d’élaboration de la fissure cf :

Gf = B2f 2
t

σ2
NE

′ et cf = Y (α0)
Y ′ (α0)

D0 , (2.31)

où E ′ est le module effectif, ici en hypothèse de contrainte plane E ′ = E. L’ajustement à la loi
déterministe de Bažant pour nos simulations numériques est présenté à la Figure 2.23. Le mo-
dèle mésoscopique permet donc d’obtenir un effet d’échelle (effet de taille) transitionnel entre
les 2 comportements asymptotiques attendus pour les petites et grandes tailles de structure (Fi-
gure 2.23). L’effet d’échelle constaté indique également l’existence d’une zone d’élaboration
de la rupture non-négligeable devant la taille des structures modélisées.
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FIGURE 2.23 – Ajustement de la loi classique d’effet d’échelle aux résultats numériques

2.4.3 Courbes de Résistances : image énergétique
Les courbes de résistance (courbe-R) sont tracées à partir des courbes force-déplacement

obtenues numériquement. Ces courbes sont estimées sur la base de la mécanique élastique de
la rupture équivalente (MLEReq). Elles permettent d’obtenir non seulement une estimation des
propriétés de rupture mais également des informations sur l’étendue de la zone d’élaboration de
la rupture. Elles caractérisent l’énergie consommée pour propager la fissure élastique équiva-
lente et donc celle liée à la croissance de la zone d’élaboration (partie croissante de la courbe-R)
et celle associée à la propagation de la fissure principale avec sa zone d’élaboration (plateau de
la courbe-R). Selon la MLEReq, toute variation de raideur sécante (ou de son inverse la complai-
sance sécante) correspond à une propagation de la fissure élastique équivalente i.e., une fissure
qui, dans un modèle élastique pur donnera la même raideur que l’éprouvette fissurée avec sa
zone d’élaboration. Autrement dit, avec le développement de la zone d’élaboration, et donc de
l’endommagement, la raideur k de l’éprouvette diminue avec l’augmentation de la longueur
élastique équivalente aeq (la notation sera simplifiée par a)

Applicabilité de la MLEReq au modèle d’endommagement

Afin de vérifier l’applicabilité de la MLEReq au modèle d’endommagement, des cycles
charge-endommagement-propagation décharge à déplacement imposé ont été effectuée sur le
VER entaillé (Figure 2.5b). La méthode de la MLEReq est applicable dès que la raideur initiale
d’un cycle donné (i.e., la raideur élastique effective du spécimen) passe par le point de décharge
du cycle précédent (point à partir duquel le déplacement diminue) ou en d’autre terme corres-
pond à la raideur sécante calculée au point de décharge du cycle précédent [Morel et al., 2005].
En conséquence, en tout point d’une courbe force-déplacement, la complaisance (inverse de la
raideur) apparente du spécimen λ (ou complaisance sécante λ = δ/F ) correspond à la complai-
sance élastique de ce dernier. Ainsi, l’augmentation de la complaisance apparente du spécimen
pourra être traduite par la propagation d’une fissure élastique équivalente, i.e., une fissure qui,
dans un modèle élastique, produira la même complaisance que celle constatée expérimentale-
ment c’est à dire celle due à la fissure principale avec sa zone d’élaboration.

La Figure 2.24 atteste que la MLEReq est applicable au modèle d’endommagement, ce
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qui était cependant attendu puisque la plasticité a été désactivé et donc aucun déplacement
irréversible est attendu. En d’autre terme, le seul mécanisme dissipatif présent est le phénomène
d’endommagement.

FIGURE 2.24 – Cycles charge-endommagement-propagation-décharge

Détermination de la longueur élastique équivalente

La première étape est la détermination de la longueur élastique équivalente a. Pour cela,
un premier modèle numérique éléments finis est considéré. Ce modèle est purement élastique
homogène et les propriétés élastiques correspondent à E=32 GPa et ν=0,2. Ce modèle EF est
en 2D (contrainte plane), cependant l’épaisseur de la structure est incluse dans le calcul : les ré-
sultats sont ainsi équivalents à un modèle 3D. Le maillage, ayant servi au modèle mésoscopique
est réutilisé mais le matériau est considéré comme homogène (i.e., les propriétés élastiques de
la boîte mésoscopique, sont les mêmes que les propriétés de la partie utilisée pour le reste de la
structure (Figure 2.25)). L’idée est d’appliquer une force unitaire Funi=1N et de déboutonner la
fissure (en faisant avancer le point de fond de fissure pf ) par une procédure de remaillage après
un incrément de fissure dfiss. Pour chaque nouvel incrément de fissure de longueur dfiss, la

raideur knum est calculée par rapport au déplacement de la force δuni. Ainsi, knum = Funi(=1N)

δuni
.

La complaisance est également calculée par l’inverse de la raideur à savoir λnum = 1/knum.
Afin de rendre le problème adimensionnel, les raideurs et complaisances seront exprimées en
fonction de la longueur relative de fissure α (définie plus haut 2.4.2). Un ajustement polyno-
mial 3 est réalisé permettant de savoir pour toute longueur de fissure la complaisance (relations
2.32) et la raideur correspondantes (Figure 2.26).

λH1−fit
num (α) = 0.47α10 − 3.20α9 + 9.73α8 − 17.47α7 + 20.51α6 − 16.46α5 + 9.14α4 − 3.47α3 + 0.86α2 − 0.13α+ 0.01

λH2−fit
num (α) = 0.36α10 − 2.44α9 + 7.45α8 − 13.41α7 + 15.78α6 − 12.70α5 + 7.07α4 − 2.69α3 + 0.67α2 − 0.09α+ 0.01

λH3−fit
num (α) = 0.01α8 − 0.05α7 + 0.12α6 − 0.15α5 + 0.12α4 − 0.07α3 + 0.02α2 − 0.01α

(2.32)

Un coefficient de correction cor est appliqué (eq. 2.33) afin d’ajuster la raideur initiale
numérique knum(α0) pour qu’elle soit égale à la raideur initiale de la simulation étudiée kini, i.e.,

3. L’ajustement est intentionnellement réalisé jusqu’à α=0,9 afin de faciliter le processus de fit, au-delà de 0,9
les effets des conditions aux limites se font ressentir.
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FIGURE 2.25 – Maillage EF pour la simulation élastique

(a) knum(α) (b) λnum(α)
FIGURE 2.26 – Évolution de (a) la raideur et de (b) la complaisance lors de l’avancée de la fissure aeq
sous un chargement unitaire

la raideur dans la partie élastique de la poutre simulée par le modèle d’endommagement. Cette
correction est liée à l’écart entre le module d’élasticité utilisé dans la simulation numérique
élastique et le module d’élasticité effectif des simulation menées avec le modèle mésoscopique.

cor = knum(α0)
kini

= λini
λnum(α0)

∼ Enum
Ereel

(2.33)

Ce coefficient est ensuite appliqué aux données initiales brutes et un nouvel ajustement est
réalisé ; de nouveaux polynômes de raideur et de complaisance corrigées sont ainsi obtenus
λ
H1,2,3cor
num et kH1,2,3cor

num . La dernière étape dans la recherche de la longueur de fissure élastique
équivalente, où ici la longueur relative de fissure élastique équivalente α, consiste à déterminer
par la méthode de la dichotomie la valeur de α qui donnerait à l’éprouvette la même raideur que
celle constatée sur la simulation à savoir kreel = F

δ
. Ainsi en chaque point de la courbe force dé-

placement issu de la simulation, la raideur sécante et sa longueur de fissure élastique équivalente
correspondante sont déterminées. Notons qu’une seconde méthode est possible par interpola-
tion linéaire ; cela ne nécessiterait aucun ajustement polynomial mais juste une correction des
raideurs numériques du modèle élastique.

Détermination de la résistance à la propagation de la fissure

La résistance à la propagation de la fissure GR(a) est estimée à partir du taux de restitution
d’énergie G(a) , au sens de la Mécanique Linéaire Élastique de la Rupture, lors de la propaga-
tion de la fissure principale d’un incrément δa :
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G (a) = Wrest

bδa
= F 2

2bD
∂λ (α))
∂α

= GR (a) , (2.34)

où Wrest est l’énergie restituée ou dissipée lors de l’incrément de fissure δa. Prenons deux
instants de la courbe force déplacement t1 et t2 où à t1 il y a F1, δ1 et a1 connus et de même pour
le temps t2. Ainsi l’énergie restituée, par une méthode graphique, peut être exprimée comme
étant :

W 1→2
rest = 1

2 (F1δ2 − F2δ2) , (2.35)

et,
δa = a2 − a1. (2.36)

La résistance à la propagation de la fissure peut également être déterminiée par 2 autres
méthodes :

• Par utilisation de la fonction du taux adimensionnel de restitution d’énergie g(α) (carac-
téristique de la géométrie de l’éprouvette) [Morel et Dourado, 2011] :

G(a) = F 2

E ′b2D
g(α) = GR(a) (2.37)

Cette fonction est la même pour les trois spécimens H1-H2-H3 et est équivalente à :

g(α) = E ′b

2 λ′H1,2,3cor
num = −E

′b

2
k
′H1,2,3cor
num

k
2 H1,2,3cor
num

(2.38)

• Par utilisation d’un taux de restitution GH1,2,3cor
num (α) numérique directement issus de la

modélisation élastique :

G(a) = F 2

F 2
uni

GH1,2,3cor
num (α) = GR(a) (2.39)

Numériquement, plusieurs méthodes permettent de déterminer le taux de restitution d’éner-
gie Gnum. Dans cette thèse, deux méthodes ont été utilisées. La première étant la méthode de la
complaisance reprenant la relation 2.34.

Gnum(α) = F 2
uni

2b
dλ (a)
da

(2.40)

où une dérivée numérique est utilisée pour dλ(a)
da

.

La seconde méthode est l’approche « Crack Closure Technique » (notée CCT) [Krueger,
2004]. C’est une méthode de calcul du taux de restitution d’énergie ayant l’avantage de connaître
la part de chaque mode de ruine dans le processus de restitution d’énergie d’une structure. La
CCT suppose que l’énergie libérée pour étendre la fissure d’un incrément δa, de a à a+ δa (i.e.,
entre les points l et i) est identique à l’énergie nécessaire pour fermer la fissure entre les points
l (nœud juste avant le fond de fissure) et i (le nœud du fond de fissure) (Figure 2.27). Ainsi en
mode I :

Gnum(α) = Zi (wl − wl∗)
2bδa , (2.41)

avec w étant le déplacement suivant l’ouverture de l’entaille aux nœuds l et l∗ placés en arrière
du point de fond de fissure i, Z est la force nodale appliquée au nœud i et b est l’épaisseur d’un
élément (l’indice ∗ indique qu’il s’agit d’un nœud en vis à vis).
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FIGURE 2.27 – La méthode CCT pour des éléments à 4 noeuds [Krueger, 2004]

Courbes de Résistances des poutres entaillées

La Figure 2.28 représente la courbe-R du Tirage 3 de l’éprouvette H1. Cette dernière montre
l’efficacité des différentes méthodes de calcul de la résistance à la propagation de la fissure. Elle
souligne également que sur les éprouvettes H1 (plus grande dimension) qu’il existe, dans une
moindre mesure, une propagation auto-similaire de la fissure sur quelques millimètres. Si un
régime plateau est constaté, le processus de rupture change de régime au sens où la zone d’éla-
boration a atteint sa taille critique (∆aC = aC − a0) et entraine la propagation auto-similaire
(GR(a) = GRC) de la fissure principale avec sa zone d’élaboration. ∆a est l’incrément de lon-
gueur de fissure exprimée comme étant la différence entre la longueur de fissure a et la longueur
de l’entaille initiale a0.

FIGURE 2.28 – Courbes-R via différentes méthodes (H1-Tirage 3)

La présence d’un régime plateau indique que le modèle utilisé est capable de rendre compte
d’une longueur interne liée à la longueur critique de la zone d’élaboration de la fissure (∆ac ∼
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LFPZ).

Lorsque ∆a < ∆ac la zone d’élaboration de la rupture est en phase de développement
et l’ajustement de la partie croissante de la courbe-R peut être obtenue par une loi puissance
d’exposant β (Figure 2.29) :

GR(a) = GRC

∆aβc
∆aβ (2.42)

FIGURE 2.29 – Ajustement de la courbe-R (H1-Tirage 3)

Les courbes-R de chaque tirage des poutres H1-H2-H3 ont été déterminées (Figure 2.30).
Les poutres H2 et H3 ne présentent aucun régime plateau mais une augmentation importante de
la résistance à la propagation de la fissure dès que α ≈ 0.6. Ce phénomène serait la conséquence
d’un confinement précoce de la zone d’élaboration qui semble être tout en longueur. L’exposant
β de l’ajustement semble être supérieur à 1 pour les poutres de petites dimensions. Notons que
même pour les spécimens de grandes dimensions (i.e., H1), seule l’éprouvette correspondante
au tirage 3 montre un semblant de plateau ; les autres courbes-R montre une allure monotone
croissante. En conséquence, même dans les spécimens de plus grandes tailles, la zone d’élabo-
ration semble majoritairement confinée. Ce résultat est en accord avec la localisation de la taille
H1 sur le graphe d’effet d’échelle (Figure 2.23 ), i.e.,DH1/D0 = 1, 5 qui se trouve très éloignée
des tailles de structures montrant l’effet d’échelle de la MLER (D/D0 � 10).

Par ailleurs, au pic de chargement, les longueurs relatives de fissures élastiques équivalentes
αu semblent être quasi-identiques pour les différentes dimensions. Néanmoins plus les dimen-
sions sont grandes et plus la résistance à la propagation de fissure correspondante est élevée
(Tableau 2.8). Pour chaque dimension, les différences notables entre les courbes-R obtenues
attestent de l’influence du tirage et donc de la mésostructure sur le chemin de la fissure et sur
l’énergie nécessaire à sa propagation (Annexe D).

Soulignons, que théoriquement, dans le cas des structures homothétiques entaillées où un
développement libre de la zone d’élaboration de la rupture a lieu, les courbes-R sont attendues
pour être identiques [Morel et Dourado, 2011].
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(a) Courbes-R H1 (b) Courbes-R H2

(c) Courbes-R H3
FIGURE 2.30 – Courbes de Résistance des poutres entaillées H1-H2-H3

Cas D ∆au (mm) αu GRu (J/m²)

H1 200 Moyenne 17,63 0,59 30,76
Ecart Type 1,19 0,01 3,26

H2 100 Moyenne 10,10 0,60 24,27
Ecart Type 1,48 0,01 3,04

H3 50 Moyenne 6,48 0,63 22,78
Ecart Type 0,55 0,01 4,71

TABLEAU 2.8 – Valeurs de ∆a et de GR au pic
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2.5 Conclusion sur le béton numérique utilisé
Le modèle d’endommagement isotrope a été appliqué à l’échelle mésosocpique sur un VER

puis sur des poutres entaillées soumises en flexion 3 points. Le modèle rend compte du phé-
nomène d’endommagement diffus avant localisation des déformations ainsi de la formation
et la propagation de la fissure principale et ce, avec peu de paramètres d’entrée. Les aspects
phénoménologiques du béton sont également bien décrits (dissymétrie de comportement, effet
unilatéral, effet d’échelle).

Une étude des paramètres d’entrée atteste de l’importance du seuil d’endommagement,
(fonction du module d’élasticité et de la résistance à la traction) sur le choix du type de rup-
ture (trans ou péri-granulaire) 4. L’énergie de fissuration du constituant où le seuil est le plus
faible est le paramètre prépondérant qui pilote le comportement adoucissant du béton. Le tirage
aléatoire des granulats influence le trajet de la fissure et l’énergie de fissuration finale. Enfin,
l’étude de l’influence des différentes classes de granulats sur le comportement à rupture atteste
de l’importance de la représentation de la totalité des classes de granulats dans l’étude détaillée
de la zone d’élaboration.

Le modèle peut être appliqué sur des structures à grandes dimensions et intégré via une boite
mésoscopique. L’effet d’échelle est bel et bien représenté et cela par la loi classique de Bažant.
L’application de la MLEReq permet l’estimation de courbes de résistance. La présence d’un
régime plateau pour les poutres de grandes dimensions (tirage 3 de H1 uniquement) montre
la capacité du modèle à rendre compte d’une longueur interne (longueur de la zone d’élabo-
ration de la fissure), longueur faisant partie des paramètres d’entrée dans d’autres types de
modèles (modèle d’endommagement non-local). La mise en évidence de cette longueur atteste
donc que le modèle mésoscopique est capable de décrire la phase de développement de la zone
d’élaboration et de la phase de propagation auto-similaire de la fissure principale avec sa zone
d’élaboration.

Dans la suite de cette étude, une campagne expérimentale à partir d’essai Wedge Splitting
(WST) est mise en place permettant dans un premier temps, une caractérisation expérimentale
de la zone d’élaboration par l’estimation de courbes de résistances. Dans un second temps, le
modèle d’endommagement à l’échelle mésoscopique est appliqué sur ces essais dans le but (i)
de valider le modèle numérique par l’expérimental et (ii) d’utiliser les résultats de ce dernier
pour comprendre le processus de développement de la zone d’élaboration et la propagation
auto-similaire de la fissure principale.

4. Notons qu’un « bruitage » sur le module d’élasticité suivant une gaussienne ou de manière aléatoire via des
bandes tournantes permettrait une rupture mixte (trans et peri-granulaire) afin de se rapprocher de la réalité.
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Le chapitre précédent a montré la dépendance de la zone d’élaboration par rapport à la taille
du spécimen étudié. En effet, les poutres entaillées en flexion 3 points sont sujettes à un confi-
nement de la zone d’élaboration où, afin d’obtenir un développement libre de la zone d’élabora-
tion, il faudrait des poutres de grandes hauteurs ,i.e., un ligament plus important. Néanmoins, le
fait d’augmenter la hauteur impacte le poids de l’éprouvette et donc la mise en œuvre de l’essai
(capacité de la machine, moyens de levage...) et également la nécessité de prendre en compte le
poids propre dans le calcul des courbes-R [Dourado, 2008]. Ainsi, la solution proposée est de
réaliser des essais Wedge Splitting permettant d’obtenir une longueur de ligament conséquente
et ce, pour un poids d’éprouvette acceptable.

3.1 Campagne d’essai Wedge Splitting (WST)
Une campagne d’essai de rupture en mode d’ouverture de fissure (mode I) est réalisée à

partir de l’essai WS (essai de fendage par enfoncement d’un coin ou en anglais Wedge Splitting
Test). Deux hauteurs différentes des éprouvettes sont considérées. Le premier objectif de ces
essais est de déterminer les propriétés de rupture du béton via le tracé de courbes-R. Dans
un second temps, nous présenterons des simulations numériques des essais à partir du modèle
mésoscopique présenté au chapitre précédent (Section 2.1).

3.1.1 Principe et géométrie du Wedge Splitting Test (WST)
L’essai WST entre dans la catégorie des essais de traction indirecte, au même titre que la

flexion 3 points (TPBT) et la compact tension (CT). Ces essais (TPBT, WST et CT) sont utilisés
pour la détermination des propriétés de rupture des matériaux (énergie de rupture, ténacité,
résistance à la traction...). Du point de vue de la mécanique de la rupture, l’essai WST est
un essai en ouverture de fissure, qui génère donc à priori des sollicitations de Mode I pur. Il
s’agit d’une variante de l’essai Compact Tension. La géométrie de l’éprouvette a initialement
été introduite par Linsbauer et Tschegg en 1986 [Linsbauer et Tschegg, 1986] afin de réaliser
des essais de rupture stables. Par la suite, le protocole expérimental a été amélioré par Brühwiler
et Wittmann en 1990 [Brühwiler et Wittmann, 1990] (Figure 3.1a). Un système de roulement
apposé sur une éprouvette entaillée permet l’enfoncement d’un coin d’un demi-angle βc. Le
déplacement vertical du coin induit alors une force verticale Fv, qui, au contact des roulements,
engendre une force latérale d’ouverture, aussi appelée « Splitting Force » Fsp (Figures 3.1b
et 3.1c). Cette force latérale est à l’origine de l’ouverture de fissure CMOD (Crack Mouth
Opening Displacement) et peut s’écrire :

Fsp = 1− µ. tan βc
2 (µ+ tan βc)

Fv (3.1)

où µ est le coefficient de frottement coin-roulement, qui d’après Bažant, peut prendre la valeur
limite de 0,01 [Bažant, 1992]. Le frottement sera cependant ici négligé 1 :µ = 0.

Afin de répartir de façon équivalente le chargement vertical sur les roulements, il est impéra-
tif que les demi-angles βc soient identiques. Cependant, une valeur trop faible de βc favoriserait
le frottement et compliquerait la mise en place de l’éprouvette. A contrario, un angle trop grand
(βc>30˚) entraînerait d’importantes contraintes normales parallèles au plan de fissuration et
donc au sein de la zone d’élaboration de la rupture. Ainsi, la réponse force-déplacement serait
alors affectée, et il deviendrait alors difficile d’estimer l’énergie de rupture GF à partir de l’aire

1. Notons que si βc =15˚et en assumant un coefficient de frottement µ=0,005, la force latérale est diminuée
d’au moins 3,5% par rapport au cas sans frottement.
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(a) Géometrie WST (b) Principe WST (c) Forces agissant sur le coin
FIGURE 3.1 – L’essai Wedge Splitting : principes, géométrie et conditions limites

sous la courbe force-déplacement. Dans ces travaux, la valeur du demi-angle βc est prise égale
à 15˚, qui est souvent utilisée dans la littérature [Tschegg et al., 1995, Xiao et al., 2004, Kumar
et Barai, 2009, Seitl et al., 2014] .

En ne considérant aucun frottement et un demi-angle de 15˚ la relation 3.1 se simplifie :

Fsp = Fv
2tanβc( =15˚)

= 1, 866Fv (3.2)

Le respect de la symétrie du coin et les effets possibles du frottement peuvent compliquer le
traitement et l’analyse de l’essai, néanmoins les avantages de l’essai WS sont nombreux :

• Les éprouvettes sont compactes et légères, ce qui facilite leur mise en place (moyens de
levage inutiles). Le ratio surface de rupture/volume de l’éprouvette est en effet plus grand
que pour les autres essais de ce type (5,2 fois plus grand que l’essai flexion 3 points).

• Les éprouvettes sont cubiques ou cylindriques et peuvent ainsi être directement extraites
d’une structure existante.

• L’effet du poids propre est négligeable, contrairement aux poutres entaillées, où le mo-
ment de flexion dû au poids propre peut représenter plus de 50% du moment de flexion
total.

• L’essai peut être réalisé sur des machines à faible raideur puisque l’utilisation du coin,
qui génère la force d’ouverture, permet une augmentation de la raideur du montage.

Dans ces travaux, nous réaliserons deux types d’éprouvettes qui se différencient par leur
hauteur caractéristique DS (Tableau 3.1). L’épaisseur b reste quant à elle de 100 mm.

Nom WS DS BS a0 lliga hgor lgor
WST 250 250 235 250 105 130 30 60
WST 300 300 285 250 105 180 30 60

TABLEAU 3.1 – Dimensions des éprouvettes WST (selon la Figure 3.1a) (en millimètres)

3.1.2 Détail du béton étudié : formulation et réalisation
Le béton étudié est basé sur la formulation d’un mélange commercial obtenu chez le fabri-

cant Unibéton. Ce béton est couramment utilisé dans la construction de chaussée, et sa formula-
tion est détaillée dans le Tableau 3.2. Des rapports E/C=0,63 et G/S=1,54 sont considérés. La
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granulométrie, dont la fraction volumique globale est de 70%, a déjà été présentée au chapitre
précédent (Section 2.2.1).

Produit Détail Désignation 2 Masse (kg)

Sable semi-concassé Alluvions silliceuses Cemex 0/4 740
Granulats concassés criblés Calcaire Durruty 4/10 1140

Ciment - Calcia CEM II/A 42,5 286
Adjuvant Plastifiant réducteur d’eau Sika Cimplast 115 1

Eau - - 179

Total 2346
TABLEAU 3.2 – Formulation du béton utilisé pour la fabrication des éprouvettes WST

Soulignons que ce béton a déjà été le sujet de diverses recherches dans lesquelles les pro-
priétés mécaniques ont été caractérisées [Rojas Solano, 2012, Grégoire et al., 2013] (Tableau
3.3) . De plus, les granulats utilisés dans cette étude proviennent des mêmes carrières que ceux
utilisés dans les études précédemment citées.

Module de Young (GPa) E 37±0,9

Coefficient de Poisson ν 0, 21±0,02

Contrainte de compression (MPa) fc 42, 3±2,8

Résistance à la traction par fendage (MPa) ftf 3, 9±0,2

TABLEAU 3.3 – Propriétés mécaniques du béton étudié [Grégoire et al., 2013]

Quatre éprouvettes sont réalisées par jour (2 de chaque dimension). Les moules sont réali-
sés sur-mesure et permettent la création de l’entaille en pré-coulage, par l’intermédiaire d’un
clinquant de 0,4 mm d’épaisseur (Figure 3.2a). Les éprouvettes sont coulées gorge en bas afin
d’obtenir une meilleure planéité des surfaces qui accueilleront par la suite le système de roule-
ment.

(a) Schéma moule (b) Photo démoulage (c) Photo d’une éprouvette
FIGURE 3.2 – Schéma et photos du moule et d’une éprouvette

Le démoulage a lieu 24h après le coulage. Le clinquant est alors retiré et une feuille de Te-
flon est insérée dans l’entaille afin d’empêcher sa refermeture lors du séchage. Les éprouvettes

2. L’auteur tient à remercier Cemex, Durruty, Calcia Ciment et Sika pour avoir gracieusement fourni les diffé-
rentes produits pour l’élaboration du béton
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sont ensuite conditionnées dans une eau à 20˚±2 afin de limiter les phénomènes de retrait et de
contrôler l’humidité. Nous pouvons souligner que les moules et la procédure mis au point pour
cette étude permettent la création d’éprouvettes avec des entailles extrêmement fines, cas idyl-
lique pour une application de la mécanique de la rupture (l’entaille réalisée étant proche d’une
fissure).

Au total, 8 éprouvettes WST 250 et 12 éprouvettes WST 300 sont testées à un âge de plus
de 190 jours. Enfin, les éprouvettes sont retirées de l’eau 48h avant la réalisation de l’essai WS.

3.1.3 Montage de l’essai et pilotage
Les essais sont réalisés sur une machine électro-mécanique MTS de capacité 100 kN. L’éprou-

vette est placée sur une articulation centrée au niveau de la face inférieure (Figure 3.1b). Au
niveau de l’application de la force, le coin présente une liaison articulée avec la traverse (axe
d’articulation dans le plan de l’éprouvette). Cette liaison évite des moments parasites dus par
exemple à un mauvais positionnement du spécimen. Une fois l’éprouvette mise en place, nous
effectuons une pré-charge verticale d’au moins 50 N pour la maintenir en équilibre. Cette pré-
charge sera prise en compte dans l’analyse et le traitement des réponses force-déplacement.
La mise en place finale de l’éprouvette est assurée par 3 cycles charges-décharges (jusqu’à
Fv = 200 N) avant le début de l’essai.

Deux capteurs LVDT de 2 mm de course sont positionnés de part et d’autre de l’éprouvette,
au niveau de l’entaille dans l’axe du roulement (donc de la force transversale). La moyenne des
déplacements enregistrés par les capteurs est considérée égale à l’ouverture de fissure CMOD
(Figure 3.3).

FIGURE 3.3 – Photos de l’essai WST : conditions limites et métrologie

Lors d’essais préliminaires réalisés à partir d’une formulation différente [Gangnant et Mo-
rel, 2013], un pilotage de l’essai en déplacement traverse avait été utilisé. Il a alors été constaté
une rupture rapide et non-contrôlée qui implique une perte d’information non-négligeable dans
la première partie du post-pic (Figure 3.4a). De plus, cette rupture non-contrôlée augmente la
probabilité d’obtenir une fissure déviée (pour 50 % des éprouvettes, Figure 3.4b). A partir de
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ce constat, les essais sont pilotés à partir de l’ouverture d’entaille (asservissement de l’essai par
rapport à la moyenne des déplacements mesurés par les LVDT et des valeurs de PID adaptées).

(a) Comparaison des réponses en fonction du pilotage
(b) Comparaison des fis-
sures en fonction du pilo-
tage

FIGURE 3.4 – Impact du pilotage sur la réponse et la fissuration

De plus, dans le but d’obtenir une fissuration aussi stable que possible, la vitesse d’ouverture
d’entaille augmente au cours de l’essai [Löfgren et al., 2005]. Ces vitesses sont consignées dans
le tableau suivant :

Vitesse LVDT (mm/min) Condition de changement de vitesse

0,025 CMOD > 0,6 mm
0,050 CMOD > 0,7 mm
0,100 CMOD > 0,8 mm
0,150 CMOD > 0,9 mm
0,250 CMOD = 1,8 mm

TABLEAU 3.4 – Vitesse d’ouverture d’entaille retenue pour les essais WST

La Figure 3.5 montre le respect de la consigne des vitesses (Tableau 3.4).
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(a) Vitesse en fonction de CMOD (b) CMOD en fonction temps
FIGURE 3.5 – Comparaison de la consigne et de la réponse par asservissement PID

3.1.4 Réponses macroscopiques des essais

Les courbes force transversale-CMOD obtenues lors des essais WS sont tracées sur la Fi-
gure 3.6. Pour chaque éprouvette, la raideur initiale est estimée par régression linéaire de la
partie élastique de la réponse force-CMOD et est reportée dans les Tableaux 3.5 et 3.6 accom-
pagnée de la force marquant la fin de domaine élastique 3 Fe, la force au pic Fmax et le CMOD
correspondant.

(a) WST 250 (b) WST 300
FIGURE 3.6 – Courbes forces transversales - CMOD expérimentales

D’après les Tableaux résultats 3.5 et 3.6, les éprouvettes WST 250 ont une raideur 13%
inférieure aux éprouvettes WST 300. La force au pic Fmax est elle aussi influencée par la hauteur
des éprouvettes : les spécimens de 250 mm de hauteur montrent une force au pic 30% plus
faible que ceux de 300 mm. Les forces de fin de domaine élastique Fe sont quant à elles peu
influencées par la hauteur du spécimen : en moyenne l’endommagement s’initie entre 15 % et
20 % de la force au pic. A noter que les éprouvettes WST 300 no 9 à no 12 ont été testées à plus

3. La force Fe est déterminée comme étant la dernière valeur de la force qui satisfait un coefficient de corréla-
tion proche de 1 à la suite d’une régression linéaire. Au-delà, cela signifie que l’endommagement s’initie et qu’il y
a une diminution de la raideur sécante.
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de 600 jours. Les résultats confirment donc qu’après 200 jours les propriétés optimales ont bel
et bien été atteintes.

# Eprouvette Age Densité Raideur Fe Fmax CMOD(Fmax)
(j) (N/mm) (N) (N) (mm)

1 195 2,41 132023 736 4885 0,107
2 195 2,46 136365 1491 5112 0,082
3 195 2,31 137823 1325 5966 0,083
4 195 2,40 133833 1273 5448 0,103
5 195 2,42 135265 1222 5696 0,079
6 195 2,45 142163 947 5219 0,069
7 184 2,42 133978 817 4600 0,069
8 184 2,44 131355 1162 5731 0,079

Moyenne 2,41 135351 1122 5332 0,084
Ecart-Type 0,04 3255 246 434 0,013

COV 1,8% 2,4% 21,9% 8,1% 15,7%
TABLEAU 3.5 – Réponses éprouvettes WST 250

# Eprouvette Age Densité Raideur Fe Fmax CMOD(Fmax)
(j) (N/mm) (N) (N) (mm)

1 195 2,41 158997 897 7365 0,084
2 195 2,46 153161 853 7387 0,098
3 195 2,31 152382 728 7268 0,128
4 195 2,40 151108 916 7372 0,112
5 195 2,42 149635 1909 7027 0,088
6 195 2,45 152009 1863 6724 0,095
7 184 2,42 162810 933 7046 0,089
8 184 2,44 158471 795 7521 0,095
9 628 2,37 159848 2242 7761 0,118

10 635 2,38 156691 2012 8754 0,098
11 634 2,43 165155 874 8197 0,097
12 634 2,36 155518 998 7557 0,108
Moyenne 2,41 156315 1252 7498 0,10

Ecart-Type 0,03 4665 544 521 0,01
COV 1,1% 3,0% 43,5% 7,0% 12,4%

TABLEAU 3.6 – Réponses éprouvettes WST 300
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3.2 Courbes-R expérimentales (MLEReq)
Les courbes-R expérimentales sont tracées grâce à la démarche proposée dans le chapitre

précédent (Section 2.4.3). Des modèles numériques élastiques sont réalisés en deux dimensions
(contraintes planes) afin d’obtenir les fonctions de complaisances λnum(a) des éprouvettes qui
serviront à l’estimation des longueurs de fissures élastiques équivalentes. Un module d’élasticité
Enum= 32 GPa et un coefficient de Poisson ν=0,2 sont considérés pour ces modèles élastiques.

Afin de se rapprocher au mieux de la réalité des conditions aux limites, la cale et le système
contenant les roulements sont modélisés (Figure 3.7). Une étude sur le choix du chargement
et des conditions aux limites a été réalisée et est développée en Annexe E.1. La cale et les
pièces contenant les roulements sont caractérisées avec les propriétés usuelles de l’acier et des
conditions de glissement et de non-pénétration acier/béton sont stipulées. L’ouverture CMOD
est calculée en moyennant les déplacements des nœuds appartenant à une ligne de 5 cm de
longueur, s’apparentant en réalité aux supports LVDT. La fonction de complaisance λnum(a) est
obtenue en divisant l’ouverture CMOD par la composante horizontale de la force unitaire de
1N orientée selon l’angle βc=15˚et centrée dans l’axe des roulements et ce, pour toute longueur
de fissure a.

λnum(a) = CMOD(a)
1. cos(βc)

(3.3)

FIGURE 3.7 – Modélisation EF (modèle élastique) d’une éprouvette WST : conditions limites et charge-
ment

Les taux restitutions numériquesGnum(a) sont quant à eux obtenus de la même manière que
pour les poutres entaillées étudiées au chapitre précédent. Notons qu’une étude comparative de
différentes techniques d’obtention du taux de restitution d’énergie a été réalisée et est reportée
en Annexe E.2 (à partir de la complaisance, intégrale de contour, Crack Closure Technique) .
Après déboutonnage par incrémentation de 0,1 mm, les évolutions de la complaisance, de la
raideur et du taux de restitution d’énergie sont obtenues en fonction de longueur relative de
fissure, pour les deux hauteurs d’éprouvettes (Figure 3.8).
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(a) Complaisances λ et Raideurs k (b) Taux de restitution d’énergie Gnum
FIGURE 3.8 – Évolution des données numériques en fonction de la taille

3.2.1 Courbes-R et estimation des propriétés de rupture
Les courbes-R obtenues (Figures 3.9 et 3.10) présentent très peu, voire pas du tout de régime

plateau. Ainsi, à priori la zone d’élaboration de la fissure semble être sujette à un confinement
précoce. Ce confinement peut être dû à plusieurs facteurs pouvant être combinés : la formulation
étudiée, la géométrie et les dimensions des éprouvettes. A fortiori, une augmentation de la hau-
teur caractéristique DS laisserait la FPZ se développer librement mais favoriserait également la
déviation de la fissure. On pourrait alors soit augmenter la largeur BS (augmentation du poids
de l’éprouvette), soit modifier la longueur initiale de l’entaille. Cependant, malgré cette absence
manifeste de régime plateau, les courbes-R sont tout de même analysées et ajustées par une loi
puissance. Pour cela, l’instant « critique » est déterminé lorsque la courbe semble changer de
régime (point d’inflexion ou semblant de régime plateau). Les résultats de cette analyse sont
reportés dans les Tableaux 3.7 et 3.8.

FIGURE 3.9 – Courbes de résistance expérimentales - WST 250

Rappelons que le coefficient de correction cor permet de faire le lien entre le modèle numé-
rique (élastique pur) et l’expérimental. Ce coefficient peut être admis comme cor = Enum/Ereel ,
ce qui permet de déduire le module d’élasticité du béton étudié Ereel = 41.55±1.25 GPa. FC est
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FIGURE 3.10 – Courbes de résistance expérimentales - WST 300

la force critique, généralement en post-pic, au moment où l’instant critique est décelé. L’énergie
GRu (exprimée en J/m²) correspond à la résistance à la propagation de la fissure élastique équi-
valente au pic de charge Fmax. La longueur relative de fissure au pic est notée αu = au/DS.
En moyenne, la résistance au pic des éprouvettes WST 250 est légèrement plus faible que celle
des éprouvettes WST 300. Cependant le fort coefficient de variation sur ces valeurs ne permet
pas de conclure réellement sur la dépendance de la hauteur vis-à-vis de la résistance à la propa-
gation de la fissure élastique équivalente au pic. La longueur de fissure relative est légèrement
plus longue pour les éprouvettes WST 250 mais encore une fois, la dispersion des résultats ne
permet pas de conclure à la dépendance à la hauteur du spécimen.

#Eprouvette cor GRu αu G∗RC α∗C F ∗C β GFtrans GFaxi

(J/m²) (J/m²) (N) (J/m²) (J/m²)
1 0,80 71 0,64 82 0,67 4700 1,38 128 168
2 0,78 52 0,60 55 0,62 4938 0,95 114 146
3 0,77 59 0,57 77 0,64 5372 0,78 114 155
4 0,79 73 0,62 74 0,63 5438 0,99 130 161
5 0,78 53 0,58 67 0,62 5340 0,87 106 131
6 0,75 42 0,57 63 0,64 4817 0,95 119 141
7 0,79 38 0,58 50 0,63 4436 1,06 101 117
8 0,81 53 0,56 73 0,63 5183 0,81 126 145

Moyenne 0,78 55 0,59 68 0,63 5028 0,97 117 146
Ecart-Type 0,02 12 0,03 10 0,02 339 0,18 10 15

COV 2,4% 21,0% 4,5% 15,1% 2,4% 6,7% 18,2% 8,4% 10,5%
Remarque : ∗ signifie pseudo-critique, i.e., estimées au point d’inflexion de la courbe-R

TABLEAU 3.7 – Analyse des courbes-R des éprouvettes WST 250

A l’instant critique (i.e., au point d’inflexion de la courbe-R ou au début de la résistance pla-
teau), les paramètres de rupture rassemblant la résistance à la propagation de la fissure critique
GRC , la longueur relative de fissure critique αC , la force critique FC et l’exposant déterminant
la convexité de la courbe-R β sont définis par un ajustement de la courbe-R. Rappelons que ces
valeurs sont données à titre indicatif du fait de l’absence notoire de régime plateau.
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#Eprouvette cor GRu αu G∗RC α∗C F ∗C β GFtrans GFaxi

(J/m²) (J/m²) (N) (J/m²) (J/m²)
1 0,76 51 0,49 60 0,53 7316 0,83 117 142
2 0,79 60 0,52 70 0,56 7122 0,95 121 181
3 0,80 82 0,57 108 0,65 6461 1,05 131 195
4 0,80 70 0,54 97 0,61 6975 0,95 127 165
5 0,81 52 0,50 64 0,56 6654 0,66 119 144
6 0,80 54 0,53 68 0,60 6101 0,76 106 149
7 0,74 53 0,52 69 0,58 6555 0,80 128 155
8 0,77 59 0,51 60 0,52 7487 1,05 134 165
9 0,76 77 0,56 95 0,60 7290 0,81 139 179
10 0,77 69 0,49 90 0,56 8106 0,63 115 168
11 0,73 65 0,51 70 0,53 8073 0,82 119 147
12 0,78 67 0,54 78 0,57 7335 0,82 129 196

Moyenne 0,77 62,1 0,52 76 0,57 7155 0,81 123 159
Ecart-Type 0,03 8,6 0,02 14 0,03 673 0,13 10 11

COV 3,4% 13,9% 4,0% 18,6% 5,7% 9,4% 16,0% 8,0% 7,2%
Remarque : ∗ signifie pseudo-critique, i.e., estimées au point d’inflexion de la courbe-R

TABLEAU 3.8 – Analyse des courbes-R des éprouvettes WST 300

Les énergies de rupture moyennes GFtrans et GFaxi (au sens de la RILEM 50-FMC [50-
FMC, 1985]) sont respectivement déterminées à partir de la courbe force transversale-CMOD
et la courbe force axiale-déplacement traverse et reportées dans les Tableaux 3.7 et 3.8. Les
différences constatées entre les valeurs GRC , GFtrans et GFaxi permettent de dire que :

• L’énergie moyenne GFaxi est surestimée par l’utilisation du déplacement traverse, lequel
intègre des déplacements (montage, dynamomètre, etc) autres que ceux participant au
travail de la force (travail externe).

• Le fait que l’énergie moyenneGFtrans soit supérieure àGRC confirme le confinement de la
zone d’élaboration. En effet, lorsque la propagation auto-similaire de la fissure principale
avec sa zone d’élaboration est présente et conséquente, l’énergie de rupture moyenne GF

est attendue pour être approximativement égale à la résistance plateau GRC (résistance à
la propagation auto-similaire) et supérieure dans le cas contraire [Coureau et al., 2013].
D’autre part, même dans le cas des éprouvettes ayant montré un semblant de régime
plateau (sur 10 à 20 mm au plus pour les éprouvettes WST 250 #3, WST 300 #10 et #11),
le fait que GFtrans est supérieure à GRC pourrait indiquer que le processus de rupture
s’accompagne de mécanismes dissipatifs autres que la micro-fissuration et le pontage
de fissure, et notamment de mécanismes s’accompagnant de déplacements irréversibles
(frottement des lèvres des micro-fissures, plasticité...) prenant place en fin de rupture
(i.e., pour de grandes longueurs de fissure élastique équivalente correspondant à la queue
de la réponse force-CMOD). Rappelons que dans le cas de l’existence de déplacements
irréversibles accompagnant la rupture, la MLER équivalente n’est plus applicable. Des
cycles de charge-propagation-décharge ont montré que si des déplacements irréversibles
pouvaient apparaître lors des essais WST (Figure 3.11b), ces derniers se manifestaient
uniquement en phase post-pic et pour des valeurs de force inférieures à 40 à 50% de la
force au pic Fmax (Figure 3.11a). Cette partie du post-pic correspond à des longueurs de
fissure élastiques équivalentes supérieures à aC (se situant au alentour de 95% de Fmax
en partie post-pic) et donc les mécanismes dissipatifs de type frottement ne remettent
pas en cause la partie initiale de la courbe-R correspondant au développement de la zone
d’élaboration, ni le début de la propagation auto-similaire de la fissure principale avec sa
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zone d’élaboration.

(a) Cycles charge-propagation-décharge (b) Vérification de l’applicabilité de la MLEReq
FIGURE 3.11 – Cycles charge-propagation-décharge et complaisances sécantes correspondantes

En résumé, la géométrie et la taille des éprouvettes WST utilisées ici semblent favoriser le
confinement de la zone d’élaboration de la fissure. Ce point est abordé dans la prochaine section
à partir d’une étude élastique.

3.2.2 Confinement de la zone d’élaboration
Löfgren a montré la présence non-négligeable d’une zone de compression en avant du front

de fissure dans l’éprouvette WST [Löfgren et al., 2005]. L’existence de cette zone de compres-
sion peut en partie expliquer le confinement précoce de la FPZ au sein de l’éprouvette (Figure
3.12). De plus, le même auteur propose une approximation de la longueur de la zone comprimée
(notée x cf Figure 3.12c) comme étant un dixième de la hauteur du ligament initial.

(a) (b) (c)
FIGURE 3.12 – (a) Vue schématique d’une éprouvette WS fissurée. (b) Distribution théorique des
contraintes le long du ligament initial (h∗) d’une éprouvette WS pour une longueur de fissure effec-
tive (a). (c) Distribution simplifiée des contraintes basée sur l’hypothèse d’une contrainte de traction
résiduelle ftR. x est le longueur de la hauteur de la zone de compression. [Löfgren et al., 2005]

Nous proposons une illustration du problème de confinement de la FPZ sur la base d’une
étude aux éléments finis conduite en élasticité linéaire sous un chargement unitaire, pour les
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deux dimensions d’éprouvettes. Les champs de contraintes sont analysés (Figure 3.13), et plus
particulièrement la distribution des contraintes perpendiculaires au plan moyen de la fissure.
La position de fin du ligament tendu, i.e., le moment où des contraintes de compression ap-
paraissent, est déterminée pour différentes longueurs de fissures élastiques équivalentes (Fi-
gure3.14a).

(a) Champ de contraintes σxx (b) Champ de contraintes σyy
FIGURE 3.13 – Champ de contraintes pour une éprouvette WST 250 soumise à une force unitaire pour
un incrément de fissure donné

En partant du postulat que la longueur de la zone d’élaboration (LFPZ) est d’environ de 2
fois l’incrément de fissure élastique ∆a [Bažant, 2002], un critère est mis en place. Celui-ci
permet de déterminer, pour une longueur de fissure donnée, si l’avant de la FPZ se trouve ou
non dans une zone comprimée (Figure 3.14b).

(a) Répartition théorique de la contrainte σxx le
long du ligament (étude EF élastique cf Figure
3.13)

(b) Position de la fin du ligament tendu pour les
deux dimensions WS en fonction de l’incrément de
longueur élastique équivalente

FIGURE 3.14 – Etude de la position limite de la zone de ligament tendu

L’étude numérique permet de montrer que la zone d’élaboration peut très vite se retrouver
limitée par la zone comprimée. Ainsi, si la longueur élastique équivalente de la zone d’élabora-
tion excède 40,8 mm pour la WST 250 et 54,9 mm pour la WST 300, alors la zone d’élaboration
se trouvera confinée avant que la propagation auto-similaire de la fissure principale apparaisse.
Dans ce cas, une phase croissante de la résistance se substituera au régime plateau associé à
la propagation auto-similaire. En terme de longueur relative de fissure (α = a0+∆a/DS), cela
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correspond à des valeurs limites αWST250
lim = 62% et αWST300

lim = 56%. Ces dernières valeurs
confirment les résultats obtenus avec les courbes-R expérimentales (Tableaux 3.7 et 3.8). En
effet, les valeurs de αWST250

lim et αWST300
lim approchent les valeurs de fissures relatives critiques

trouvées lors de l’ajustement des courbes-R associées au changement de régime de la résistance
(point d’inflexion des courbe-R). Finalement, cette analyse complète les constatations de Löf-
gren [Löfgren et al., 2005], à savoir que la longueur x de la zone comprimée évolue en fonction
de l’incrément de fissure et que cette dernière semble représenter plus d’un dixième de la hau-
teur du ligament.

En résumé, l’étude numérique (2D) permet d’expliquer la non-présence du régime plateau
des courbes-R par un confinement précoce de la zone d’élaboration, c’est à dire avant que cette
dernière est atteint sa taille critique et entraine la propagation auto-similaire de la fissure prin-
cipale. Une étude plus détaillée du phénomène de confinement sur les éprouvettes WST, en
considérant la possibilité que LFPZ < 2∆a, est exposée en Annexe E.3.

3.3 Application du béton numérique aux essais expérimen-
taux

Le modèle d’endommagement appliqué l’échelle mésoscopique présenté, au Chapitre 2
(Section 2.1), est appliqué à l’essai WST. Ce couplage numérique/expérimental permet la vali-
dation du modèle et l’obtention d’informations supplémentaires sur le processus de fissuration.

3.3.1 Modélisation de l’essai WST à l’échelle mésoscopique

Pour la modélisation de l’essai Wedge Splitting à l’échelle mésoscopique, les conditions aux
limites retenues sont les mêmes que pour le modèle élastique (Figure 3.7). Pour simuler le coin
distribuant le chargement, des éléments ultra-rigides (non-déformables) inclinés d’un angle βC
sont utilisés. Comme pour les poutres entaillées (Section 2.4.1), une boite mésoscopique de di-
mensions lmeso × hmeso est insérée afin de diminuer le coût de calcul (Tableau 3.9). Dans le but
d’éviter tout phénomène de bord au niveau de la frontière entre les parties macroscopiques élas-
tique et mésoscopique endommageable, les dimensions de la boite mésoscopique sont ajustées
(une illustration de ce problème est mise en Annexe E.4). La moitié de l’entaille initiale et l’in-
tégralité du ligament sont compris dans la boite. De plus, les valeurs des dimensions retenues
pour la boite mésoscopique sont choisies afin d’avoir une grille de mailles régulières carrées
hel=0,3 mm. L’endommagement doit évoluer jusqu’à la condition d’appui (Figure 3.15) afin
d’obtenir une modélisation de la rupture quasi-intégrale du spécimen. Lors du tirage des inclu-
sions, des conditions de découpe des granulats sont imposées afin de répondre aux conditions
de coulage et de fabrication de l’entaille. En effet, en périphérie de l’éprouvette, ou au niveau de
l’entaille initiale, aucun granulat ne doit être découpé. La granulométrie est également la même
que celle présentée jusqu’à maintenant.

Désignation lmeso hmeso h meso entaille nb éléments méso nb élémentstotal
(mm) (mm) (mm) (u) (u)

WST 250 135 175 45 262050 272760
WST 300 172,5 225 45 431700 443100

TABLEAU 3.9 – Dimensions de la boite mésoscopique
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FIGURE 3.15 – Modélisation WST avec le maillage mésoscopique

Le Tableau 3.10 recense les paramètres utilisés dans le modèle mésoscopique pour la simu-
lation des éprouvettes WST. Les paramètres utilisés pour les granulats sont les mêmes que pour
l’étude sur le VER et la poutre entaillée (Chapitre 2) [Nguyen et al., 2010]. Cependant, une
étude interne au laboratoire SIAME réalisée à partir de carottes de calcaire, a permis de déter-
miner un coefficient de Poisson de l’ordre de 0,3 et un module d’élasticité de l’ordre 70 GPa,
qui devraient être utilisés pour la définition des granulats. Néanmoins, cette valeur du module
d’élasticité a dû être modifiée dans le modèle à la suite de la calibration de la réponse élastique
des spécimens 4. Les propriétés utilisées pour la pâte de ciment sont celles déterminées dans
une précédente étude menée sur un mortier normalisé (selon la norme EN 196-1) caractérisé
par des essais Wedge Splitting de mêmes dimensions que les éprouvettes WST 300 [Gangnant
et Morel, 2013]. L’application du modèle de zone cohésive suite à l’élaboration de la courbe de
résistance a permis de déterminer les paramètres mécaniques et de rupture à prendre en compte
pour le mortier. Les paramètres mécaniques et de rupture obtenus à l’issue de la précédente
calibration sont reportés dans le Tableau 3.10.

Modèle : Elastique Linéaire Endommagement

Paramètres Coin Roulement Béton Granulats Matrice
(barre) et cale (appui) homogénéisé Cimentaire

Elastique E (Gpa) 2,00e8 210 39 45 25
ν 0,3 0,3 0,27 0,3 0,2

Rupture

ft (Mpa) - - - 6 2
Gf (J/m²) - - - 60 40

εd0 - - - 1,33e-4 8,00e-5
Bt - - - 30,06 15,01

TABLEAU 3.10 – Paramètres utilisés pour les simulations WST avec le modèle d’endommagement

Cinq tirages de la boite mésoscopique sont simulés via le modèle et ce, pour chaque géomé-

4. Cette diminution conséquente du module d’élasticité pourrait être attribuée à l’opération de concassage des
granulats qui doit sans doute endommager ces derniers.
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tries WST. Les réponses macroscopiques obtenues numériquement, avec le jeu de paramètres
reportés dans le Tableau 3.10, attestent que le modèle est capable de retranscrire la réponse
mécanique du béton étudié à l’échelle macroscopique (Figures 3.16 et 3.17).

FIGURE 3.16 – Courbes force transversale-CMOD numériques - WST 250

FIGURE 3.17 – Courbes force transversale-CMOD numériques - WST 300

Le comportement global étant respecté, l’utilisation du modèle mésoscopique permet l’ac-
cès à plusieurs types d’informations à l’échelle locale tels que les champs d’endommagement,
les champs de déformations, les champs d’ouverture de fissures [Matallah et al., 2009]... ) qui
peuvent aider à mieux comprendre le processus de fissuration réel du béton. En premier lieu,
l’analyse des réponses force-CMOD et plus particulièrement la variabilité des réponses numé-
riques montre l’influence de la disposition spatiale des granulats pour une compacité granulaire

97



CHAPITRE 3. Campagne d’essai et estimation des propriétés de rupture

identique.

Les courbes de résistance sont déterminées à partir des réponses force transversale-CMOD
des simulations numériques (Figures 3.18 et 3.19) et comparées à l’enveloppe des courbe-R
expérimentales. On constate une nouvelle fois la bonne représentativité du modèle, ce qui est
logique puisque la courbe-R est l’image énergétique de la courbe force-CMOD. Sur la base
de ces courbes-R, on peut constater que pour les 2 géométries, aucun des tirages réalisés ne
présentent de propagation auto-similaire . Le confinement précoce de la zone d’élaboration du
modèle numérique pourrait également être à l’origine de cette abscence de propagation auto-
similaire. Ce phénomène sera mis en évidence au chapitre 4.

FIGURE 3.18 – Courbes de résistance numériques - WST 250

FIGURE 3.19 – Courbes de résistance numériques - WST 300

Les Tableaux 3.11 et 3.12 résument les propriétés élastiques et de rupture estimées à par-
tir du modèle numérique sur les deux dimensions d’éprouvettes utilisées. Les paramètres de
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courbe-R G∗RC , α∗C , P ∗C et β sont donnés à titre indicatif dans la mesure où aucun plateau n’a
été détecté (pseudo valeurs critiques, i.e., estimées au point d’inflexion de la courbe-R).

#Tirage cor Raideur Fmax CMODFmax GRu αu G∗RC α∗C P ∗C β GFtrans

(N/mm) (N) (mm) (J/m²) (J/m²) (N) (J/m²)
1 0,785 134993 5584 0,0794 51 57,5% 78 64,7% 5150 0,985 112
2 0,789 134277 5465 0,0751 47 56,8% 80 66,3% 4846 0,935 98
3 0,788 134603 5648 0,0902 61 58,3% 83 64,3% 5423 1,15 124,5
4 0,791 133962 5975 0,0894 63 59,6% 88 63,4% 5753 1,05 112
5 0,788 134540 5633 0,0937 64 60,3% 72 61,7% 5621 1,12 134

Moyenne 0,788 134475 5661 0,0856 57 58,5% 80 64,1% 5359 1,048 116
Ecart-Type 0,002 385 190 0,0079 7,5 1,4% 6,0 1,7% 366 0,090 14

COV 0,3% 0,3% 3,4% 9,3% 13,2% 2,4% 7,5% 2,6% 6,8% 8,6% 11,7%
Exp. 0,784 135351 5332 0,084 55 59% 68 63% 5028 0,972 117

Remarque : ∗ signifie pseudo-critique, i.e., estimées au point d’inflexion de la courbe-R
TABLEAU 3.11 – Résultats des simulations numériques sur les éprouvettes WST 250

#Tirage cor Raideur Fmax CMODFmax GRu αu G∗RC α∗C P ∗C β GFtrans

(N/mm) (N) (mm) (J/m²) (J/m²) (N) (J/m²)
1 0,798 152025 7579 0,1268 81 56,5% 92 58,6% 7520 1 112
2 0,800 151553 7299 0,0868 51 49,3% 80 61,6% 6259 0,65 98
3 0,802 151174 7412 0,0944 57 50,7% 82 62,3% 6134 0,685 50
4 0,799 151790 7833 0,1148 74 53,7% 90,0 57,2% 7739 1 118
5 0,805 150593 7470 0,0838 50 47,9% 62 52,6% 7306 0,805 75

Moyenne 0,801 151427 7519 0,1013 63 51,6% 81 58,5% 6992 0,828 91
Ecart-Type 0,003 562 203 0,0187 14 3,5% 12 3,9% 743 0,167 28

COV 0,4% 0,4% 2,7% 18,4% 23,0% 6,8% 14,7% 6,6% 10,6% 20,2% 31,1%
Exp. 0,773 156315 7499 0,101 62 52% 76 57% 7155 0,811 123

Remarque : ∗ signifie pseudo-critique, i.e., estimées au point d’inflexion de la courbe-R
TABLEAU 3.12 – Résultats des simulations numériques sur les éprouvettes WST 300

3.3.2 Étude locale : champs d’endommagement et d’énergie restituée
La précédente application permet une validation supplémentaire du modèle. La bonne cor-

respondance des réponses numériques et expérimentales légitime l’hypothèse que les champs
locaux numériques obtenus retranscrivent correctement la réalité. Prenons l’exemple d’une
éprouvette WST 250 avec le tirage de granulats n°2. Des marqueurs temporels repérés par les
lettres A à E sont apposés sur la courbe force-CMOD (Figure 3.20) et sur la courbe-R corres-
pondante (Figure 3.21).

De plus, comme présenté sur la Figure 3.20, il est possible de tracer la courbe force-CMOD
obtenue à partir de la courbe-R (ajustée ou non). Ainsi, par analyse inverse, la force peut s’ex-
primer comme suit :

F (α) =

√√√√2.GR(α).b.DS
λ′(α) , (3.4)

et, l’ouverture de fissure

CMOD(α) = F (α)
k(α) , (3.5)
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où, λ′(α) est la dérivé du polynôme de complaisance et k(α) le polynôme de raideur. Rappelons
que ces polynômes ont été obtenus à partir d’une modélisation élastique (Figure 3.8a). Ainsi,
si on considèrerait une propagation auto-similaire de la fissure principale avec sa zone d’éla-
boration à partir du point C, alors la résistance à la propagation de la fissure serait constante
et égale à GRC (plateau GRC), et, impliquerait une allure de la courbe force-CMOD égale à
celle représentée en traits pointillées à partir du point C. Les surfaces hachurées en vert sur les
Figures 3.20 et 3.21 représentent donc l’énergie supplémentaire consommée par le phénomène
de confinement de la zone d’élaboration à partir du point C.

FIGURE 3.20 – Courbe force déplacement WST 250 #2

FIGURE 3.21 – Courbe de résistance WST 250 #2

A chaque marqueur temporel, les Figures 3.22 et 3.23 donnent respectivement les champs
numériques d’endommagement représentés par la variable interne D, et l’énergie restituée.
L’énergie restituée est l’énergie libérée par la structure entre deux instants donnés. Le champ
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d’énergie restituée est caractérisé par la variable Wr (en J/m3) déterminée en chaque point de
Gauss à partir des du tenseur de contraintes σij et du tenseur déformation εij . De manière géné-
rale, en considérant deux instants ti et ti+1, ce champ peut être calculé par un produit tensoriel :

W ti→ti+1
r = 1

2
(
σtiij ⊗ ε

ti+1
ij − σ

ti+1
ij ⊗ εtiij

)
(3.6)

Le détail du calcul de W ti→ti+1
r est proposé en Annexe F.

Les champs obtenus dans la Figure 3.22 montrent un endommagement occupant une largeur
non-négligeable. Le champ d’énergie restituée est quant à lui très localisé sur quelques éléments
et laisse apparaître la fissure principale formée. En intégrant le champ d’énergie restituée sur
le volume de l’éprouvette , il est alors possible de retrouver la résistance à la propagation de la
fissure GR, à l’instant considéré (Figure 3.21) il vient :

G
ti+1
R =

∫
V W

ti→ti+1
r dV

(∆ati+1 −∆ati) b , (3.7)

où V est le volume de la boite mésoscopique, b est l’épaisseur de l’éprouvette, ∆at2 et ∆at1
sont respectivement les incréments de longueurs de fissures élastiques équivalentes à l’instant
t2 et t1. La courbe-R tracée avec la relation 3.7 montre une dépendance au choix de l’incrément
de temps, et donc au pas de calcul choisi pour la simulation. On remarque également une légère
différence entre cette méthode et la méthode usuelle lorsque la fissure s’approche de l’appui.

A première vue, la simple observation des champs d’endommagement et de d’énergie res-
tituée ne laissent pas présager de phénomène de confinement de la zone d’élaboration de la
rupture. Néanmoins, une analyse détaillée des champs numériques comme l’étude de l’évolu-
tion des distances moyennes entre les sites à endommagement actif ou encore la distribution des
énergies restituées le long du ligament pourrait mettre en lumière le processus d’évolution de la
zone d’élaboration. Cette analyse fine du processus de rupture sera abordée au chapitre suivant
(Chapitre 4).
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FIGURE 3.23 – Champs des énergies restitiué à différents moments de la simulation
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3.4 Conclusions
Une campagne d’essai de rupture en mode I est réalisé à partir d’éprouvette WS de 2 hau-

teurs différentes. Pour ce faire, des protocoles de création des éprouvettes et de l’essai ont
été mis en place. L’essai est piloté par ouverture de fissure (CMOD), ce qui permet une rup-
ture stable et lente de l’éprouvette. Sur la base des courbes force-CMOD expérimentales, les
courbes-R sont évaluées. Ces courbes de résistance marquent une absence notoire de régime
plateau, i.e., une absence de propagation auto-similaire de la fissure principale. Cette absence
peut être attribuée au phénomène de confinement de la zone d’élaboration de la rupture. Ce
confinement peut être partiellement expliqué par la présence d’une zone comprimée au niveau
du ligament empêchant le développement libre de la zone d’élaboration ou la propagation de la
fissure principale avec cette zone. Une étude numérique à partir d’un modèle élastique homo-
gène permet de mettre en lumière cette zone comprimée dans les éprouvettes WST et ce, pour
les dimensions choisies. In fine, les dimensions utilisées ici favorisent un confinement précoce
de la FPZ. De plus, indirectement, ce constat donne une indication sur la longueur de la zone
d’élaboration de la rupture qui semble être importante.

Par la suite, le modèle d’endommagement Fichant-La Borderie a été appliqué à l’échelle
mésoscopique afin de simuler ces essais. Cinq tirages par dimensions sont réalisés. Les ré-
ponses macroscopiques numériques obtenues attestent par leur variabilité de l’importance de la
considération de la mésostructure et notamment de la distribution spatiale des granulats. Le bon
accord entre les réponses obtenues par simulation numérique et expérimentalement montre la
pertinence du modèle d’endommagement appliqué à l’échelle mesoscopique et ce malgré l’as-
pect bi-dimensionnel de la modélisation et l’idéalisation des granulats sous forme de disques.
Sur cette base, l’analyse « locale » des champs numériques (d’endommagement et d’énergie
restituée) apparait comme une source potentielle d’information complémentaire sur le proces-
sus de rupture. Néanmoins, en l’absence de propagation auto-similaire de la fissure principale
avec sa zone d’élaboration, il apparaît difficile de se prononcer sur les phénomènes mécaniques
conduisant la zone d’élaboration de la rupture à passer d’une phase de développement à un ré-
gime stationnaire provoquant la propagation de la fissure principale. Dans cette objectif, il est
proposé dans la suite de s’appuyer sur des simulations numériques utilisant le modèle mésosco-
pique afin de tenter d’expliquer le fonctionnement de la zone d’élaboration et des conséquences
du phénomène de confinement sur ce fonctionnement. Pour ce faire, 2 solutions s’offrent à nous.
La première consiste à utiliser les paramètres du modèles mésoscopiques identifiés à partir des
résultats expérimentaux et à mener des simulations sur des éprouvettes de taille plus impor-
tante. La seconde solution consiste à utiliser les mêmes tailles d’éprouvette mais à conduire des
simulations utilisant des paramètres de rupture plus faibles afin de limiter l’étendue de la zone
d’élaboration et ainsi favoriser la propagation auto-similaire. Pour des raisons de limitation des
temps de calcul, la seconde solution sera préférée à la première et développée au chapitre 4.
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L’objectif de ce chapitre est de proposer différents traitements des résultats proposés par le
modèle d’endommagement Fichant-La Borderie à l’échelle mésoscopique. Ainsi, une analyse
fine des champs numériques obtenus est réalisée afin d’illustrer le processus de rupture lié au
développement de la zone d’élaboration et de l’étendue de cette dernière. Afin de mener à bien
cette étude, il est impératif que la réponse en courbe-R atteste d’un régime plateau, symptoma-
tique du développement libre de la zone d’élaboration et de la propagation auto-similaire de la
fissure principale avec sa zone d’élaboration.

Pour ce faire, au vu des résultats du chapitre précédent (Section 3.3), des nouvelles simu-
lations de l’essai Wedge Splitting Test sont réalisées. Rappelons qu’à la suite de la campagne
expérimentale décrite au Chapitre 3, il a été suspecté un confinement précoce de la zone d’éla-
boration dans les éprouvettes testées. Ce confinement est partiellement dû à un ligament trop
court, où la zone d’élaboration, en fin de développement voire en début de phase de propagation,
se retrouve contrainte à changer de forme du fait de la proximité de la zone de compression.
Ce dernier constat a pu se faire sur la base des courbes-R expérimentales et numériques qui ne
montrait quasiment aucun régime plateau traduisant l’absence de propagation auto-similaire de
la fissure principale.

4.1 Simulations de l’essai WST : diminution des propriétés
de rupture des constituants

Comme énoncé en conclusion du chapitre précédent, deux solutions s’offrent à nous afin
de favoriser la propagation auto-similaire de la fissure principale. Soit on augmente la hauteur
caractéristique des éprouvettes WST afin d’augmenter la longueur du ligament, soit on modifie
certains paramètres d’entrée du modèle afin de diminuer l’étendue de la zone d’élaboration.
Dans cette optique, on peut par exemple diminuer l’énergie de rupture Gf de la matrice cimen-
taire (ce qui aura également pour effet de conserver le caractère peri-granulaire de la rupture).
Dans un souci de limitation du temps de calcul et de réutilisation des maillages EF réalisés, la
seconde solution (diminution de Gf de la matrice) est ici retenue. De plus, le jeu de paramètre
utilisé pour les analyses sur les éprouvettes entaillées soumises à une flexion 3 points (Chapitre
2), considérant une faible énergie de fissuration de la pâte cimentaire , s’est révélé adéquate
pour le développement libre de la zone d’élaboration numérique (cf courbe-R du tirage 3 de la
taille H1 - Figure 2.28).

En résumé, des nouvelles simulations sont réalisées à partir des mêmes tirages de granulats
utilisés dans la précédente étude (Section 3.3) mais cette fois-ci en utilisant les paramètres
d’entrée utilisés au Chapitre 2 et reportés dans le Tableau 4.1 ci-dessous :

Propriétés Granulats Matrice Cimentaire

Propriétés élastiques E(GPa) 35 25
ν 0,2 0,2

Propriétés de rupture ft(MPa) 6 3
Gf (J/m²) 60 20

TABLEAU 4.1 – Paramètres utilisés dans les nouvelles simulations WST
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4.1.1 Résultats des simulations
Les Figures 4.1 et 4.2 montrent les réponses force-CMOD obtenues à la suite des nou-

velles simulations. A titre indicatif, les enveloppes des courbes force-CMOD des précédentes
simulations y sont intégrées. Les paramètres d’entrée utilisés ici provoquent une réponse plus
« fragile » (très marquée sur les éprouvettes WST 250), et également légèrement moins raide
(diminution de -30 % du module d’élasticité des granulats). On peut également constater que,
malgré une augmentation de la résistance en traction de la pâte (+50 %), la force au pic dimi-
nue : ce phénomène est dû à la faible énergie de fissuration de la pâte (-100 %). On peut noter
que ce résultat est en accord avec l’analyse réalisée sur le VER (Chapitre 2 - Figure 2.13). Les
champs d’endommagement des différentes simulations sont proposés en Annexe G.

FIGURE 4.1 – Nouvelles courbes force transversale-CMOD - WST 250

FIGURE 4.2 – Nouvelles courbes force transversale-CMOD - WST 300
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4.1.2 Courbes-R

Les courbes-R correspondant aux réponses force-CMOD ont été estimées et tracées dans les
Figures 4.3 et 4.4. De la même manière que pour les courbes force-CMOD, les enveloppes des
anciennes courbes de résistance sont proposées à des fins de comparaison visuelle. L’allure des
courbes-R montre clairement que la partie croissante initiale des courbes présente maintenant
une forme convexe, et est suivie d’un pseudo régime plateau plus ou moins étendu avant que la
résistance GR augmente à nouveau (allure concave) du fait du confinement en fin de rupture du
ligament.

FIGURE 4.3 – Nouvelles courbes de résistance - WST 250

FIGURE 4.4 – Nouvelles courbes de résistance - WST 300

On constate, sur quelques tirages et tailles, un régime plateau irréfutable à l’image des ti-
rages 2 et 3 des simulations WST 250 et des tirages 2 et 4 des simulations WST 300. Ainsi, pour
ces quatre simulations, les propriétés de rupture GRC et ∆aC peuvent être déterminées. Souli-
gnons encore une fois que pour chaque géométrie, les différences observées entre les courbes-R
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sont uniquement dues à l’arrangement spatial aléatoire des granulats, d’où l’importance de se
situer à l’échelle de la mésostructure.

4.1.3 Synthèse des nouvelles réponses macroscopiques

Les Tableaux 4.2 et 4.3 référencent les valeurs notables des résultats obtenus à partir des
nouvelles simulations ainsi que leur variabilité due à l’arrangement spatial des granulats. A
l’instant critique, le régime plateau intervient à environ 70 % de la force en post-pic contre 90 %
(rapport FC/Fmax) pour respectivement les éprouvettes WST 250 et WST 300. Cela s’explique
par un incrément de longueur de fissure élastique équivalent critique (∆aC = (αC − α0)DS)
plus longue dans les plus petites éprouvettes. Rappelons que Fc correspond à la valeur de la
force au moment où la zone d’élaboration atteint sa taille critique et ce, généralement dans la
partie post-pic de la courbe force-CMOD.

#Tirage FmaxCMODFmax GRu ∆au αu GRC ∆aC αC β FC GF

(N) (mm) (J/m²) (mm) (%) (J/m²) (mm) (%) (N) (J/m²)
1 4730 0,0628 32 19,1 52,8 77* 85,0* 80,9* 0,60 1753* 41
2 5469 0,0838 52 25,5 55,5 75 61,4 70,8 0,51 3344 63
3 4918 0,0673 36 20,4 53,4 65 52,0 66,8 0,60 3790 57
4 5220 0,0768 45 23,5 54,7 64* 48,0* 65,1* 0,48 4108* 61
5 5009 0,0672 37 19,5 53,0 68* 54,7* 68,0* 0,62 3576* 60

Moyenne 5070 0,0716 40 21,6 53,9 70 60,2 70,3 0,57 3314 56
Ecart-Type 285 0,009 8 2,8 1,2 6 14,7 6,2 0,069 910 8,9
COV (%) 5,6 11,9 19,2 12,8 2,2 8,5 24,4 8,9 12,1 27,7 15,7

Remarque : * signifie que la propriété de rupture est identifiée au moment où
un pseudo-régime plateau est présent

TABLEAU 4.2 – Résultats des nouvelles simulations numériques sur les éprouvettes WST 250 (α0 =
44, 7%)

#Tirage FmaxCMODFmax GRu ∆au αu GRC ∆aC αC β FC G∗∗F
(N) (mm) (J/m²) (mm) (%) (J/m²) (mm) (%) (N) (J/m²)

1 6268 0,0879 45 35,2 49,2 49* 39,8* 50,8* 0,54 6230* 49
2 6740 0,0878 49 31,0 47,7 65 72,0 62,1 0,45 5031 42
3 6629 0,0797 43 25,9 45,9 52* 36,9* 49,8* 0,60 6445* 52
4 6992 0,0984 57 35,4 49,3 66 53,1 55,5 0,50 6350 46
5 6420 0,0783 41 25,6 45,8 46* 37,5* 50,0* 0,42 6120* 46

Moyenne 6610 0,0864 47 30,6 47,6 56 47,9 53,6 0,50 6035 47
Ecart-Type 281 0,0081 6 4,8 1,7 9 15,0 5,3 0,07 575 3,7
COV (%) 4,3 9,3 12,6 15,6 3,5 17,0 31,4 9,8 14,5 9,5 8,0

Remarque : * signifie que la propriété de rupture est identifiée au moment où
un pseudo-régime plateau est présent
** signifie que la simulation n’a pas été menée jusqu’à la rupture complète

TABLEAU 4.3 – Résultats des nouvelles simulations numériques sur les éprouvettes WST 300 (α0 =
36, 8%)

Pour la suite, sur la base des courbes de résistance, une étude locale des champs numériques
obtenues est réalisée afin (i) d’estimer l’étendue de la zone d’élaboration et (ii) d’illustrer le
processus de développement de cette zone.
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4.2 Analyse du processus de rupture
Afin de mener à bien cette nouvelle étude, considérons une simulation où la courbe-R ob-

tenue présente un régime plateau marqué. Ce qui est le cas du tirage 2 de l’éprouvette WST
250 (courbe rouge de la Figure 4.3). Les figures qui sont proposées incluent, pour la plupart,
une seconde ordonnée correspondant à la résistance à la propagation de la fissure GR(a) et une
abscisse commune qui est l’incrément de longueur de fissure élastique équivalente ∆a. Dans la
suite, une variable liée à l’endommagement actif ou instantané est introduite et est notée ∆D.
Elle correspond à l’incrément d’endommagement ayant eu lieu entre deux instants de calcul (ti
et ti+1), i.e., deux longueurs de fissure élastique équivalente différentes correspondant à ai et
ai+1 et ce, pour un point de Gauss donné :

∆D = Dti+1 −Dti (4.1)

4.2.1 Analyse des champs numériques d’endommagement bruts
Un des premier objectif est de déterminer si les champs numériques obtenus à la suite des

simulations et sans traitement préalable (i.e., les champs bruts) attestent d’un processus de rup-
ture en accord avec l’hypothèse de développement de la zone d’élaboration de la rupture suivi
d’une propagation auto-similaire de la fissure principale comme semble le montrer les courbes-
R de forme convexe suivie d’un plateau. Comme énoncé précédemment, 3 variables décrivant
l’endommagement et/ou la rupture sont analysées : l’endommagement cumulé D, l’endom-
magement instantané ∆D et l’énergie restituée Wr (en Joules). Ces dernières sont à la base
exprimées en chaque point de Gauss mais sont, ici, globalisées sur la surface ou le volume de la
boite mésoscopique afin de pouvoir suivre leur évolution en fonction de celle de la fissure élas-
tique équivalente. L’endommagement instantané ∆D et l’énergie restituée Wr sont directement
liés à une activité participant à la rupture de l’éprouvette. Ainsi, entre deux pas de calcul (ti et
ti+1), les points de Gauss pour lesquels l’endommagement est actif restituent de l’énergie.

Dans une optique de globalisation des variables locales, les champs d’endommagement cu-
mulé et instantané sont intégrés sur la surface de la boite mésoscopique et permettent d’estimer
l’endommagement géométrique totalDgeo et l’endommagement géométrique instantané∆Dgeo.
Ces deux variables sont exprimées comme suit et pour chaque instant considéré :

Dgeo =
∫
Ameso

DdAmeso et, ∆Dgeo =
∫
Ameso

∆DdAmeso (4.2)

où Ameso est la surface de la boite mésoscopique. En d’autres termes, l’endommagement géo-
métrique (en m²) représente la somme des valeurs locales de l’endommagement D (ou ∆D)
des points de Gauss multipliées par la surface occupée par ces derniers. Il est alors possible de
moyenner les valeurs Dgeo et ∆Dgeo par le nombre de points de Gauss concerné par l’endom-
magement cumulé nDPG et ou l’endommagement instantané n∆D

PG :

Dgeo = Dgeo

nDPG
et, ∆Dgeo = ∆Dgeo

n∆D
PG

(4.3)

Afin, d’analyser l’évolution des données de l’endommagement en fonction de la longueur
élastique équivalente, une normalisation par la valeur de l’incrément de fissure élastique équi-
valente δa entre deux instants (soit δa = ai+1 − ai ou δa = ∆ai+1 − ∆ai) est effectuée.
Cette normalisation permet de s’affranchir de la dépendance de ∆D au temps effectif du pas
de calcul. L’évolution de la variable Dgeo/δa en fonction de la longueur élastique équivalente
de fissure est représentée sur la Figure 4.5. On peut constater une augmentation de la variable
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Dgeo/δa au moment où la zone d’élaboration atteint sa taille critique selon la courbe-R. Avant ce
changement de régime, la valeur globale de l’endommagement géométrique total pour une unité
de longueur de fissure élastique équivalente est quasi-constante (hormis au début du processus
d’endommagement, où un fort endommagement est constaté).

FIGURE 4.5 – Endommagement géométrique moyen par longueur de fissure élastique équivalente
Dgeo/δa- WST 250 #2

La Figure 4.6 représente l’évolution de ∆Dgeo/δa , variable liée à l’activité d’endommage-
ment entre deux longueurs de fissures élastiques équivalentes. Un régime stationnaire est atteint
au moment où la courbe-R montre un régime plateau. Ainsi, ∆Dgeo/δa pourrait mettre en évi-
dence la propagation auto-similaire au sens où la moyenne des incréments d’endommagement
semble rester constante au cours de la propagation auto-similaire de la fissure principale. En
effet, l’activité de la zone d’élaboration est attendue pour être énergétique stationnaire durant
cette phase [Morel et al., 2010]. En revanche, il semblerait qu’en phase de développement de la
zone d’élaboration, de fortes valeurs d’incréments d’endommagements ∆D se manifestent et
tendent à se stabiliser à l’approche de la propagation auto-similaire.

La Figure 4.7 montre l’évolution de la surface où l’endommagement est actif S∆D
par unité

de longueur élastique équivalente δa. En phase de développement de la zone d’élaboration,
la quantité de surface à endommagement actif semble quasi-constante (environ 50 mm²/mm de
δa). En phase de propagation auto-similaire, cette quantité croît (et pas nécessairement la valeur
de ∆D cf Figure 4.6) laissant penser à la nécessité d’activer plusieurs sites lors de la translation
de la zone d’élaboration avec la propagation de la fissure principale.
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FIGURE 4.6 – Endommagement géométrique instantané moyen par longueur de fissure élastique équiva-
lente Dgeo/δa- WST 250 #2

FIGURE 4.7 – Surface où l’endommagement est actif par longueur de fissure élastique équivalente - WST
250 #2

4.2.2 Création de zones filtrées
Après une analyse du champ d’endommagement brut, i.e., en considérant tous les points de

Gauss où D > 0 et ∆D, une seconde étude des champs d’endommagement cumulé et instan-
tané est proposée, mais cette fois en ajoutant l’information de localisation des points de Gauss
endommagés. Afin d’imager l’activité spatiale de l’endommagement au cours du processus de
rupture, des zones regroupant le niveau d’activité d’endommagement des points de Gauss sont
créées (Figure 4.8). Les critères d’activité d’endommagement définis ci-dessous en terme de
valeurs de D et en ∆D permettent de considérer ou d’estimer les points de Gauss ayant une
trop forte ou une trop faible activité :

• Critère A : 0, 01 ≤ D ≤ 0, 99. Ce critère englobe l’historique des points de Gauss en-
dommagés.

• Critère B : 0, 01 ≤ D ≤ 0, 99 et 0, 02 ≤ ∆D. Ce critère permet de déterminer les points
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de Gauss en cours d’endommagement et pour lesquels l’endommagement est actif durant
le pas de calcul.

• Critère C : ∆D = D et ∆D ≥ 0, 05 . Ce critère permet de considérer uniquement
les points de Gauss nouvellement endommagés et pour lesquels l’endommagement est
significatif.

• Critère D : 0, 95 ≤ D ≤ 0, 99 et ∆D ≥ 0 . Ce dernier critère considère les points de
Gauss ayant une forte valeur d’endommagement D et qui continue à s’endommager.

FIGURE 4.8 – Illustration des zones filtrées suivant 4 critères - WST 250 #2

Les dimensions des zones sont analysées en fonction de l’avancée de la fissure élastique
équivalente. La Figure 4.9 montre que les longueurs de zones suivant le critère A et D aug-
mentent de manière continue a contrario de celles suivant le critère B et C. La zone considérant
les points de Gauss où l’endommagement est actif (critère B) et celle où les points de Gauss sont
tout nouvellement endommagés diminuent fortement dès que ∆a > ∆aC . Pour ∆a > ∆aC ,
attendu pour correspondre à la propagation auto-similaire, la zone régit par le critère C se lo-
calise en avant de la zone d’élaboration de la fissure (instant T1 sur la Figure 4.8). Néanmoins,
la zone régit par le critère B devrait avoir une longueur quasi-constante pendant la propagation
auto-similaire attestant d’une translation de la zone d’élaboration mais ce phénomène n’est pas
manifeste à partir de cette analyse.

La Figure 4.10 traite des largeurs des zones filtrées. Si la zone endommagée (critère A)
n’évolue plus avant le régime plateau, ce n’est pas le cas pour les trois autres zones. Cette fi-
gure, par couplage à la courbe-R, ne met pas totalement évidence le processus de rupture au
travers de la zone d’élaboration mais plutôt le phénomène de localisation après un endommage-
ment plus ou moins diffus. Néanmoins, il semblerait toutefois qu’à l’instant du régime plateau
les largeurs des zones (B,C,D) restent quasi-constantes.

En résumé, l’étude de la position des points de Gauss suivant différents critères d’endom-
magement ne permet pas de mettre en évidence la zone d’élaboration de la fissure mais juste le
processus d’endommagement du modèle au travers de la mésostructure.
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FIGURE 4.9 – Longueur des zones filtrées - WST 250 #2

FIGURE 4.10 – Largeur des zones filtrées - WST 250 #2

4.2.3 Synthèse sur le processus de rupture apporté par l’étude de l’en-
dommagement

Les variables d’endommagement seules ne permettent pas de mettre en évidence la zone
d’élaboration. Néanmoins, en normalisant les endommagements géométriques par l’incrément
de fissure élastique équivalente δa, l’évolution de la zone d’élaboration (développement et pro-
pagation auto-similaire) peut être mise en exergue et ce, en considérant l’intégralité de la boite
mésoscopique (Figures 4.5 et 4.6). Par la suite, un système de zones filtrées a été mis en place.
Ces zones ont été créées en se focalisant uniquement sur la position extrême des points de Gauss
suivant différents critères d’endommagement (sur D et ∆D). L’étude de l’évolution de leurs di-
mensions ne permettent pas d’acquérir une quelconque information sur l’évolution de la zone
d’élaboration et de son étendue.

L’étude la zone d’élaboration numérique peut s’avérer compliquée par la présence de la
mésostructure. En effet, comme le montre la Figure 4.11, à l’instant T1 (instant indiqué sur
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la Figure 4.16), il y a toujours de l’énergie restituée (ou par analogie, de l’endommagement
actif) dans une zone au niveau du fond de l’entaille initiale et cela pendant la propagation auto-
similaire de la fissure principale. Or, lors du régime plateau, la zone d’élaboration s’est déjà
translatée et porte en son sein la quasi-totalité de l’activité de l’énergie restituée.

FIGURE 4.11 – Champ d’énergie restituée à l’instant T1 (lors du régime plateau)

En conclusion, pendant la propagation de la fissure, à cause de la modélisation mésosco-
pique, il y a de fortes probabilités d’avoir de l’énergie restituée (et de l’endommagement actif)
au niveau des interfaces pâte/granulat situées en arrière de ladite zone d’élaboration. L’idée pour
la suite de l’étude est de filtrer ces zones, ne participant plus au processus d’évolution de la zone
d’élaboration.

4.2.4 Simulation d’une boite jouant le rôle de la zone d’élaboration : ana-
lyse des distances moyennes entre sites actifs

En théorie, la zone d’élaboration de la rupture est attendue pour se translater en phase de
propagation auto-similaire de la fissure principale en restant liée à la pointe de cette dernière.
L’intégralité des activités liées à la fissuration se trouve au sein de cette frontière finie [Bažant et
Kazemi, 1990,Morel, 2008]. Dans cette section, les champs numériques sont analysés au regard
de la courbe de résistance. Une « boite » de taille imposée est définie et on lui fait jouer le rôle
de la zone d’élaboration de la rupture :

• En phase de développement, lorsque∆a < ∆aC la longueur de la boite notéeLbox évolue.
A l’intérieur de cette boite on retrouve toutes les activités liées à l’endommagement où
∆D > 0.

• Au début du régime plateau, i.e., à l’instant critique (∆a = ∆aC) , on conserve la taille
de la boite effective à cet instant et on considère cette dernière comme la taille critique de
la zone d’élaboration : Lbox = LboxC = LFPZ .

• En phase de propagation (∆a > ∆aC) la boite de taille fixe LboxC est translatée d’un in-
crément de fissure δa égal à l’incrément de fissure élastique équivalente δa entre les deux
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pas de calcul considérés. En effet, en phase de propagation auto-similaire, l’incrément de
fissure réelle est attendu pour être égal à celui de la fissure élastique équivalente [Mo-
rel et al., 2010]. Ce schéma d’analyse est présenté en Figure 4.12 pour un incrément de
longueur de fissure correspondant à celui entre les points bleu et rouge.

FIGURE 4.12 – Explication de la création et de l’évolution de la boite jouant le rôle de la zone d’élabo-
ration

Une analyse sur des distances moyennes entre sites où l’endommagement est actif (i.e.,
restituant de l’énergie) est réalisée. Il est à souligner que durant la translation de la boite de
longueur fixe LBoxC (i.e, durant la propagation auto-similaire) la partie avant de cette dernière
entre en contact avec la frontière de l’éprouvette approximativement au moment où la courbe-R
indique une phase de confinement de la zone d’élaboration (Figure 4.13).

FIGURE 4.13 – Évolution de la dimension de la boite faisant office de zone d’élaboration

La Figure 4.13 montre l’évolution de la boite considérée. Lorsque ∆aC est atteint, la lon-
gueur Lbox est fixée jusqu’au moment où elle entre en contact avec le bas de l’éprouvette. On
remarque que cette longueur augmente de manière non-linéaire en phase de développement sup-
posée de la zone d’élaboration. La largeur de la boite Wbox est, quant à elle, laissée libre (i.e.,
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aucune valeur n’est imposée lors de la phase de régime plateau). On peut ainsi remarquer sur
la Figure 4.13 que la boite atteint une largeur constante avant le régime plateau et la conserve
ensuite en phase de propagation auto-similaire et durant le confinement en fin de propagation.

Les distances entre chaque site actif sont calculées pour chaque pas de calcul et suivant les
deux directions ~x et ~y respectivement perpendiculaire et parallèle au sens de propagation de la
fissure. La distance réelle drij est ensuite calculée :

drij =
√
dx2

ij + dy2
ij , (4.4)

où i et j sont deux points de Gauss où l’endommagement est actif, i.e., où de l’énergie est
restituée et où les distances dxij et dyij sont déterminées à partir des coordonnées des points
i et j. Entre deux instants donnés, il y a donc ndis distance de calculée et une moyenne est
par la suite réalisée afin d’exprimer une variable globale pour une longueur de fissure élastique
équivalente a donnée. Les moyennes sont équivalentes à :

dr,x,y = 1
ndis

ndis∑
ij=1

drij, xij, yij , (4.5)

où ndis étant le nombre de distance calculée :

ndis =
n∆D∑
n=1

(
n∆D

− i
)

, (4.6)

et n∆D
est le nombre de points de Gauss où l’endommagement est actif à l’instant consi-

déré. Les évolutions des distances moyennes dr, dx, dy sont analysées en comparaison avec la
courbe-R (Figures 4.14 et 4.15 ).

FIGURE 4.14 – Évolutions des distances moyennes réelles dr

La Figure 4.14 indique que la distance moyenne réelle dr ne cesse de croitre lorsqu’on
considère tous les points de Gauss restituant de l’énergie. Or, en se focalisant sur la boite jouant
le rôle de zone d’élaboration, on remarque que la distance moyenne entre les sites actifs se sta-
bilisent attestant d’un régime stationnaire associé au regime plateau de la courbe-R. En phase de
confinement, les distances moyennes dr diminuent. Cette diminution est tout de même captée
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FIGURE 4.15 – Évolutions des distances moyennes dx

en considérant l’intégralité de l’éprouvette, néanmoins ce phénomène peut être en partie du à la
diminution de la longueur de la boite qui devient à son tour confinée (Figure 4.13). En se foca-
lisant sur l’évolution des distances moyennes dx suivant l’axe ~x liées d’une certaine manière à
la largeur d’une bande endommagée, la Figure 4.15 montre un régime stationnaire en phase de
propagation auto-similaire suivi d’une ré-augmentation des distances dx : cela est sans doute
liée au confinement. En phase développement de la zone d’élaboration, la distance moyenne
dx augmente attestant d’une prise en largeur et également d’une certaine répartition diffuse des
points de Gauss actifs (Figure 4.13). Notons que les distances moyennes dx dans la zone arrière
de la zone d’élaboration simulée ne cesse d’évoluer, et ce, de manière non constante. Ce constat
est le signe d’une poursuite d’activité non-continue dans la zone où s’est développée la zone
d’élaboration sans doute liée à la mésostructure (ce point sera abordé plus bas Section 4.3.1).
Soulignons également, qu’à la vue des valeurs des distances dx, la distance réelle moyenne dr
est clairement pilotée par la distance moyenne dy attestant ainsi d’une évolution des sites actifs
dans le sens de la propagation de la fissure.

En résumé, l’étude des distances en sites actifs semble être riches d’informations pour ce
qui concerne l’étendue et l’évolution de la zone d’élaboration. Cette analyse a également été
menée sur d’autres simulations présentant un régime plateau manifeste à l’Annexe I. Une ana-
lyse énergétique du processus de rupture est proposée dans la suite du chapitre afin de tenter
d’expliquer précisément le processus de développement de la zone d’élaboration et la propaga-
tion auto-similaire.

4.3 Mise en évidence de la zone d’élaboration : analyse éner-
gétique

Rappelons que la courbe-R est estimée à partir de l’énergie restituée lors d’un incrément de
longueur de fissure δa. Sur cette base, il est intéressant d’étudier le champ d’énergie restituée
entre 2 instants de simulation et ce, en correspondance avec la longueur de fissure élastique
équivalente associée. L’énergie restituée locale Wr (i.e., exprimé en chaque point de Gauss) est
issue d’un produit tensoriel entre les champs de contraintes et de déformations totales, et ce,
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entre deux instants (ti et ti+1). Comme pour l’endommagement, une globalisation de l’énergie
restituée est effectuée par une intégration du champ d’énergie sur le volume Vmeso de la boite
mésoscopique :

W glob
r =

∫
Vmeso

W ti→ti+1
r dVmeso (4.7)

En normalisant W glob
r par l’incrément de longueur de fissure élastique équivalent δa, on

obtient la quantité d’énergie nécessaire à la propagation de la fissure élastique équivalente d’un
incrément δa, et ce, tout en s’affranchissant du pas de calcul choisi pour la simulation. Cette
normalisation revient finalement à recréer une courbe-R à partir d’un champ entier (Figure 4.16)
et (à un facteur dimensionnel près représenté par l’épaisseur b de l’éprouvette) :

GR = W glob
r

bδa
(4.8)

FIGURE 4.16 – Courbe de résistance obtenue à partir du champ d’énergie restituée- WST 250 #2

4.3.1 Mésostructure et zone d’élaboration de la rupture
La Figure 4.17 montre que l’activité énergétique à l’intérieur de zone d’élaboration simulée,

selon la procédure de la boite décrite à la Section 4.2.4, reste constante par rapport à l’énergie
restituée sur l’intégralité de l’éprouvette : en phase de propagation, il y a 10 % de l’énergie
restituée totale qui est contenue dans la zone arrière de la boite.

Cela corrobore la synthèse effectuée à la Section 4.2.3 et des analyses sur les distances
où l’endommagement est actif, réalisées précédemment (Figure 4.14). De plus, la Figure 4.18
montre une activité énergétique en dehors de la boite LboxC . Ainsi, cela confirme que des méca-
nismes liées à l’endommagement peuvent avoir lieu en dehors de la zone d’élaboration et cela
est dû à la mesostructure : l’endommagement peut continuer et même commencer au sein d’une
interface granulats/pâte (Figure 4.19 à l’instant A pendant le régime plateau). Notons qu’un
point sur la corrélation entre l’énergie restituée Wr et l’incrément d’endommagement ∆D est
proposé en Annexe H).

En résumé, en créant une boite simulant la zone d’élaboration de la rupture d’un point de
vue de la MLEReq, il est possible d’illustrer les activités liées à l’endommagement au sein de
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FIGURE 4.17 – Évolution du ratio entre l’énergie globale restituée au sein d’une zone et la totalité de
l’éprouvette

FIGURE 4.18 – Distribution de l’énergie restituée Wr pendant la propagation (à l’instant A)

FIGURE 4.19 – Endommagement actif ∆D aux interfaces à l’extérieur de la zone d’élaboration de la
rupture à l’instant A
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la zone d’élaboration.

4.3.2 Distribution des taux locaux de restitution d’énergie le long du liga-
ment

Dans cette section, nous proposons une étude à l’échelle de la zone d’élaboration afin d’illus-
trer le fonctionnement énergétique de cette dernière. Pour cela, l’éprouvette WST 250 #2 est
subdivisée en bandes htr de 4 mm d’épaisseur orientées perpendiculairement au ligament. Afin
de s’affranchir du pas de calcul, l’énergie restituée Wr (en Joules) à chaque point de Gauss
est divisée par l’incrément de fissure élastique équivalente δa. Par la suite, cette nouvelle éner-
gie normalisée Wr/δa est divisée par la surface du ligament de chaque tranche (b.htr). Il est
ainsi obtenu un taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam(y) exprimée en
J/m²/mm/δa pour une abscisse y (position) donnée le long du ligament, i.e., l’abscisse de la
tranche considérée (Figure 4.20) :

Gdam(y) =
(∑n

i=1 Wri

b.htr

)
1
δa

, (4.9)

où n correspond au nombre de points de Gauss i restituant de l’énergie (en Joules) dans la bande
considérée.

(a) Schéma du principe de découpage en
tranches

 Fsp (N) 

CMOD (m) 

t+1  at+1 

t  at  

δa = at+1 - at  

Wr
glob(δa) 

(b) Courbe force-déplacement, incrément
de fissure élastique δa

FIGURE 4.20 – Principe de la distribution des taux locaux de restitution d’énergie

Par la suite, nous étudions pour différents incréments de fissure élastique équivalente les
différentes distributions des taux locaux de restitution d’énergie le long du ligament de l’éprou-
vette. Ainsi, pour cette nouvelle étude, 4 instants sont étudiés et illustrés sur la Figure 4.21 :

• Pic : instant au pic de chargement, pendant la phase de développement de la zone d’éla-
boration ;

• Plateau 0 (ou P0) : instant en début du régime plateau ;

• Plateau 1 (ou P1) : instant en fin du régime plateau ;

• Confinement (ou C) : instant pendant le confinement présumé de la zone d’élaboration de
la rupture.
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(a) Courbe force-CMOD (b) Courbe-R
FIGURE 4.21 – Instants considérés pour l’étude de la distribution des énergies restituées - WST 250 #2

La Figure 4.22 représente la distribution du taux de restitution d’énergie d’endommagement
le long du ligament aux instants Pic, Plateau 0 (P0), Plateau 1 (P1) et Confinement (C). No-
tons que l’image élastique équivalente de la zone d’élaboration à chaque instant est représentée
(boites créées suivant la procédure énoncée dans la Section 4.2.4). En phase de développement
(instant Pic), la distribution est quasi-homogène, avec en moyenne une valeur de Gdam avoisi-
nant 1 J/m²/mm de δa. En phase de propagation auto-similaire (instant P0 à P1), les distributions
ont la même allure. En effet, on retrouve en tête de la zone d’élaboration de la rupture simulée
les mêmes valeurs (avoisinant également 1 J/m²/mm de δa) et en queue, des valeurs qui dimi-
nuent. Notons la présence de pics certainement dus à la nature mésosocpique de la simulation
(mésostructure). En phase de confinement (instant C), la distribution des taux locaux de restitu-
tion d’énergie change complement de forme, à l’image de la zone d’élaboration, avec en tête de
forte valeur des taux de restitution Gdam.

FIGURE 4.22 – Distribution du taux de restitution d’énergie d’endommagement local le long du ligament-
WST 250 #2

La Figure 4.22, illustre l’évolution de la zone d’élaboration, et un régime stationnaire des
taux locaux de restitution d’énergie semble effectivement se dessiner en phase de propagation
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auto-similaire (translation de la distribution P0 vers P1). Cela se retrouve sur d’autres simula-
tions mises en Annexe I.

En prenant en exemple la simulation WST 250 #2 avec les propriétés du béton expérimen-
tal (utilisées dans le Chapitre 3), où la courbe-R correspondante avait montré un confinement
précoce important de la zone d’élaboration (Figure 4.23), la distribution des taux de restitution
d’énergie d’endommagement le long du ligament est également analysée et représentée sur la
Figure 4.24.

(a) Courbes force-CMOD (b) Courbes-R
FIGURE 4.23 – Comparaison des réponses macroscopiques entre les propriétés des chapitres 3 et 4 sur la
simulation WST 250 #2

On constate que l’allure de la distribution des taux locaux de restitution d’énergie d’endom-
magement ne cesse de changer de forme avec une augmentation continue en tête de distribution
(en avant du front de fissure). On dénote également d’importants taux locaux de restitution
d’énergie en queue des distributions (près de l’entaille initiale) et ce, jusqu’à la fin de la simu-
lation (courbe Instant C5).

En résumé, la distribution des taux locaux de restitution d’énergie le long du ligament (dis-
tribution instantanée) semble mettre en lumière une signature du fonctionnement de la zone
d’élaboration au sens où la distribution spatiale de ces taux présente une allure quasi-constante
au cours de la propagation auto-similaire (Figure 4.22).

Sur cette base, nous proposons d’étudier dans la suite si un critère prenant place à l’échelle
de la zone d’élaboration ou plus exactement, exprimé par rapport au volume réel de cette der-
nière, existe. Cette hypothèse, avancée par Bažant [Bažant et Chen, 1997] et reprise plus tard
par Morel [Morel, 2008] et Coureau et al [Coureau et al., 2013] n’a toutefois jamais été mise en
évidence. Nous proposons donc de confronter cette hypothèse aux données issues des simula-
tions dans la section suivante.
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FIGURE 4.24 – Distribution du taux de restitution pour une tranche d’1 mm de zone d’élaboration de la
rupture - WST 250 #2 (propriétés du béton expérimental)

4.3.3 Taux de restitution critique d’endommagement volumique
D’après Bažant [Bažant et Chen, 1997], la rupture d’un matériau quasi-fragile n’est pas

seulement caractérisée par le taux de restitution d’énergie critique (GRC) mais également par
un taux de restitution critique d’endommagement volumique (i.e., exprimé par unité de volume
de la zone d’élaboration) noté Gd.

Le taux de restitution critique d’énergie d’endommagement volumique Gd est ici estimé à
partir des champs numériques d’énergie restituée mais pas uniquement pour la configuration
critique de la zone d’élaboration (i.e., au moment de la propagation auto-similaire de la fissure
principale) mais également en phase de développement de cette zone. En effet, le volume de
la zone d’élaboration VFPZ peut être estimé à partir de la longueur Lbox (définie à la Section
4.2.4) et la hauteur hFPZ : VFPZ = Lbox.hFPZ .b. Dans un premier temps, la largeur moyenne
hFPZ de la zone d’élaboration est estimée à partir des champs d’endommagement obtenus nu-
mériquement. Pour cela nous proposons une méthode analogue à celle utilisée dans le cadre de
l’émission acoustique. On considère la distribution des points de Gauss endommagés (D > 0)
suivant ~x (i.e., perpendiculaire en sens de propagation). Pour chaque longueur élastique équi-
valente, un ajustement de la distribution des sites endommagés (D > 0) suivant ~x est réalisé
par une loi Gaussienne. Selon Haidar [Haidar, 2005], la hauteur de la zone d’élaboration peut
alors être estimée par une ligne horizontale qui intercepte la fonction de densité de probabilité
(exprimée par la loi Gaussienne) à 20% de la valeur maximale (Figure 4.25).

La Figure 4.26 montre l’évolution de la largeur moyenne de la zone d’élaboration hFPZ pour
différentes longueurs élastiques équivalentes de fissure (simulation WST 250 #2). En compa-
rant l’évolution de hFPZ avec la courbe-R correspondante, on peut constater que la largeur
hFPZ augmente en phase de développement de la zone d’élaboration de la rupture puis reste
approximativement constante en phase de propagation auto-similaire. Sur cette base, la valeur
hFPZC est considérée ici comme la largeur critique de la zone d’élaboration.

La largeur moyenne hFPZ étant définie pour chaque instant du processus de rupture le vo-
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(a) Au pic de chargement (b) Début du Plateau (P0)
FIGURE 4.25 – Distribution Gaussienne des points de Gauss endommagés à deux instants (Pic et P0) et
détermination de hFPZ - WST 250 #2

FIGURE 4.26 – Évolution de la largeur de la zone d’élaboration hFPZ calculé à partir de la loi Gaussienne

lume de la zone d’élaboration VFPZ = Lbox.hFPZ .b est estimé et permet d’exprimer le taux de
restitution d’énergie d’endommagement volumique Gd (par volume de zone d’élaboration) :

Gd(δa, hFPZ) =
( ∑n

i=1 Wri

Lbox.hFPZ .b

)
1
δa

(4.10)

où Wri est l’énergie restituée en Joules par un point de Gauss i situé dans le volume VFPZ pour
un incrément de fissure élastique équivalente δa et n le nombre de points de Gauss restituant
de l’énergie (∆D > 0 pendant l’incrément considéré) dans VFPZ . Notons qu’il est à nouveau
nécessaire de normaliser la quantité Gd (exprimé ici en J/m3/mm de zone d’élaboration) par
rapport à l’incrément de fissure élastique équivalente δa car ce dernier n’est pas constant entre
2 pas successifs de calcul. La Figure 4.27, montre l’évolution de Gd pour différentes longueurs
de fissures élastiques équivalentes ∆a. On peut constater que le paramètre Gd chute fortement
en début de processus, sur les premières valeurs de longueur de fissure, avant d’atteindre une
valeur constante peu avant la phase de propagation auto-similaire de la fissure principale. Ainsi,
du fait que Gd montre une forte évolution en phase de développement de la zone d’élaboration,
le taux de restitution d’énergie d’endommagement volumique ne semble pas le critère approprié
pour décrire ce développement.

Prenons maintenant l’exemple d’une simulation portant sur une autre géométrie, à savoir
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FIGURE 4.27 – Taux de restitution d’énergie volumique Gd - WST 250 #2

la WST 300 et plus particulièrement, celle du tirage #4 montrant un régime plateau manifeste.
Suivant la même procédure que décrite précédemment, l’évolution du taux de restitution d’éner-
gie volumique Gd en fonction de l’avancée de la fissure élastique équivalente est tracée sur la
Figure 4.28. Encore une fois, précédé d’une chute importante en début de processus, un régime
stationnaire de Gd semble se mettre en place légèrement avant le régime plateau (à partir d’une
avancée de fissure élastique équivalente ∆a = 34 mm < ∆aC= 53,1 mm). A partir du régime
stationnaire, le paramètre GdC , comme étant le taux de restitution d’énergie d’endommagement
volumique critique, est calculé comme étant la moyenne des Gd du régime du stationnaire.

FIGURE 4.28 – Taux de restitution d’énergie volumique Gd - WST 300 #4

Notons que pour les 2 simulations présentées en Figures 4.27 (WST 250 #2) et 4.28 (WST
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300 #4), Gd montre une augmentation en fin de simulation au moment où la résistance de la
fissure élastique équivalente augmente à nouveau après le régime plateau. Cette augmentation
conjointe de Gd et GR illustre le phénomène de confinement de la zone d’élaboration : le chan-
gement de volume de la zone d’élaboration du fait des conditions aux limites du spécimen et
l’augmentation des énergies restituées dans ce volume (jusqu’alors stationnaires) provoque une
augmentation du taux de restitution d’endommagement volumique et donc de la résistance à la
propagation de la fissure élastique équivalente correspondante.

A ce titre, si on considère maintenant un spécimen ayant montré une courbe-R monotone
croissante (i.e., sans propagation auto-similaire de la fissure principale) comme l’éprouvette
WST 250 #2 simulée au Chapitre 3, alors on peut constater sur la Figure 4.29 que l’évolution
du taux de restitution d’énergie d’endommagement volumique Gd n’est plus du tout la même
que celles des précédentes simulations (Figure 4.27 et 4.28). En effet, en début de processus,
la chute de Gd constatée sur les précédentes simulations, laisse place à un régime pseudo-
stationnaire en début de processus suivi d’une évolution continue en fonction de ∆a confirmant
l’influence des conditions aux limites sur le développement de la zone d’élaboration et la pro-
pagation de la fissure principale (avec sa zone d’élaboration) et ce tout au long du processus de
fissuration.

FIGURE 4.29 – Taux de restitution d’énergie volumique Gd - WST 250 #2 (propriétés du Chapitre 3)

Pour résumer, il semble donc que l’hypothèse d’un taux de restitution d’énergie critique
d’endommagement volumique GdC (i.e., exprimé par unité de volume de la zone d’élaboration)
ne soit pas un critère pertinent du développement de la zone d’élaboration à partir de l’entaille
initiale tout comme celui du régime de propagation auto-similaire de la fissure principale. En
effet, la forte évolution de Gd en phase de développement comme critère de développement
de la zone d’élaboration élimine de fait ce paramètre. De plus, pour affirmer que le taux de
restitution critique d’énergie d’endommagement volumique soit un critère de développement
de la zone d’élaboration dans les matériaux quasi-fragiles, il faudrait que ce taux ne dépende
que de la mésostructure du matériau et donc soit indépendant de la géométrie du spécimen. Cela
ne semble pas être le cas des simulations analysées où une différence importante est constatée
entre les taux critiques de restitution d’énergie d’endommagement volumique (GWST250 #2

dC = 56
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contre GWST300 #4
dC =33 J/m3/mm).

4.3.4 Taux de restitution d’énergie d’endommagement local

Dans cette dernière section, reprenons l’étude réalisée à la Section 4.3.2 sur la distribution
des taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam(y). Dans un premier temps, les
maxima locaux, liée à l’historique des distributions jusqu’aux différents instants (Pic, P0, P1 et
C) sont tracées et analysées (Figure 4.30). On remarque qu’à la fin de la simulation et en omet-
tant les 20 derniers millimètres (i.e, les 5 dernières bandes proches de l’extrémité du spécimen),
chaque bande montre une valeur maximum qui semble décroitre de 1,70 J/m²/mm pour la bande
proche de l’entaille initiale jusqu’à 0,9 J/m²/mm pour les bandes proches de l’extrémité oppo-
sée du spécimen. Notons toutefois qu’en fin de simulation cette tendance à la décroissance des
maxima des taux locaux de restitution d’énergie d’endommagement s’inverse au profit d’une
augmentation significative des maxima locaux notamment dans les bandes correspondant aux
20 derniers millimètres du ligament. Cette forte croissance des valeurs des taux est sans doute
liée au phénomène de confinement de la zone d’élaboration.

FIGURE 4.30 – Maxima locaux des distribution du taux de restitution pour chaque tranche htr = 4mm
- WST 250 #2

Revenons cependant, sur la valeur des taux de restitution d’énergie d’endommagement
constatée pour les bandes situées près de l’entaille initiale pour lesquelles une valeur moyenne
semble se dessiner. A l’exception de la bande située à proximité de l’entaille initiale montrant
une valeur de 1,70 J/m²/mm, les bandes suivantes semblent montrer une valeur quasi-constante
avoisinant les 1,25 J/m²/mm. Notons que les valeurs de Gdam sont tributaires de la largeur de
bande choisie, ici htr= 4 mm, qui pourrait être un peu faible en regard de la mésostructure du
matériau et pourrait induire une dispersion des résultats. Ainsi, dans la suite, nous proposons
d’augmenter la largeur htr afin de diminuer l’influence de la mésotructure et de regarder, pour
chaque bande considérée l’historique de l’évolution du taux de restitution d’énergie d’endom-
magement local Gdam(y, a) en fonction de la longueur de fissure élastique équivalente.
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Les Figures 4.31 et 4.32 montrent respectivement l’évolution de Gdam(y, a) au sein de
chaque bande pour les spécimens WST 250 #2 et WST 300 #4. Ces figures montrent qu’il
existe effectivement une valeur maximale du taux local de restitution d’énergie d’endomma-
gement approximativement égale à 1,25 J/m²/mm pour les premières bandes, i.e., celle situées
près de l’entaille initiale.

FIGURE 4.31 – Évolution du taux local de restitution d’énergie Gdam dans chaque bande htr=10 mm -
WST 250 #2

FIGURE 4.32 – Évolution du taux local de restitution d’énergie Gdam dans chaque bande htr=10 mm -
WST 300 #4

Soulignons également que les évolutions du taux de restitution d’énergie d’endommagement
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local constatées pour les premières bandes montrent une allure analogue à celle d’un compor-
tement cohésif, comme mis en évidence sur la Figure 1 4.33 (monté rapide jusqu’à Gdam = 1,25
J/m²/mm suivie d’une décroissante lente). L’allure « post-pic » de ces évolutions, dépend gran-
dement de la mésostructure, i.e., la présence d’une densité importante de granulats au voisinage
de la fissure réelle passant dans la bande considérée et également de la présence des condi-
tions aux limites. Ainsi, l’évolution des Gdam locaux semblent mettre en évidence l’existence
d’un taux de restitution d’énergie d’endommagement critique GdamC qui pourrait expliquer le
développement de la zone d’élaboration

FIGURE 4.33 – Évolution de Gdam(y, a) dans la bande considérant les 20 à 30 premiers millimètre du
ligament - WST 250 #2

Notons que ce GdamC= 1,25 J/m²/mm est ici uniquement observé sur les 30 à 40 premiers
millimètres de ligament à partir de l’entaille initiale c’est à dire dans la zone sur laquelle la fis-
sure principale est attendue pour se propager de manière auto-similaire avant de subir les effets
du confinement de la zone d’élaboration. La même analyse réalisée sur la simulation WST 300
#4 en Figure 4.32 montre que les maxima locaux Gdam(y, a) constatés sur les premières bandes
semblent effectivement être les mêmes que ceux constatés pour le spécimen WST 250 #2, i.e.,
GdamC = 1,25 J/m²/mm. Ainsi, un critère indépendant à la géométrie semble se dégager.

Dans le cas d’un spécimen ayant montré un confinement précoce de la zone d’élaboration
(par exemple le spécimen WST 250 #2 présenté au Chapitre 3), les distributions des taux de
restitution d’énergie d’endommagement locaux ne montrent pas de valeurs critiques comme
illustré sur la Figure 4.34.

Ainsi, il semble bien que le critère de développement de la zone d’élaboration puisse s’ex-
primer à partir du taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam(y) par l’intermé-
diaire d’une valeur critique GdamC à partir de laquelle l’endommagement prenant place dans
une bande proche de l’entaille initiale est contraint de se propager aux bandes suivantes car ne
pourra plus restituer que des énergies inférieures à GdomC sur la bande considérée.

1. Cette évolution peut être vue comme une « ligne d’influence du taux d restitution d’énergie d’endommage-
ment Gdam(y) ».
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FIGURE 4.34 – Évolution du taux local de restitution d’énergieGdam dans chaque bande htr=10 mm pour
une simulation présentant un confinement précoce de la zone d’élaboration - WST 250 #2 (propriétés
béton expérimental du Chapitre 3)

Par ailleurs, notons que la résistance à la propagation de la fissure élastique équivalente
GR(a) peut être obtenue à partir des évolutions des Gdam(y, a) (Figures 4.31 et 4.32) en effec-
tuant la somme des valeurs de Gdam de toutes les positions y pour une valeur de a considérée :

GR(a) =
∫
y
Gdam(y, a) (4.11)

De plus, l’énergie de rupture locale GFloc d’une bande considérée à la position y peut être
obtenue à partir de l’intégrale de Gdam(y) pour toutes les longueurs a :

GFloc(y) =
∫
a
Gdam(y, a) (4.12)

Les Figures 4.35 et 4.36 montrent respectivement l’évolution des énergies de rupture locales,
i.e., le long du ligament, pour les spécimens WST 250 #2 et WST 300 #4. On peut constater à
partir des Figures 4.35 et 4.36 que, si l’énergie de rupture est effectivement constante et égale
à la résistance plateau GRC dans les premières bandes associées à la propagation auto-similaire
de la fissure principale, cette énergie de rupture diminue ensuite de manière continue jusqu’à
la fin du processus de rupture. Cette diminution est sans doute la signature du phénomène de
confinement de la zone d’élaboration lors de la propagation de la fissure principale. Ainsi, seule
l’estimation à la plage de propagation auto-similaire de la fissure principale permet d’obtenir
une estimation fiable de l’énergie de rupture. Néanmoins, cette énergie de rupture ne peut être
considérée comme intrinsèque à la mésostructure car, comme la résistance plateau GRC , cette
dernière apparaît également dépendante de la géométrie considérée.

Enfin, les énergies de rupture locale GFloc(y) sont également comparées à l’énergie de rup-
ture moyenne GF (calculée à partir de l’aire sous la courbe force-CMOD divisée par la surface
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du ligament 2 comme le montre les Figures 4.35 et 4.36. On peut constater que GF conduit à
une estimation par défaut de l’énergie de rupture associée à la propagation auto-similaire de la
fissure principale.

FIGURE 4.35 – Énergie de rupture locale GFloc(y) - WST 250 #2

FIGURE 4.36 – Énergie de rupture locale GFloc(y) - WST 300 #2

Ainsi, si le taux local de restitution d’énergie d’endommagement critiqueGdamC semble être
uniquement dépendant de la mésostructure, tous les autres paramètres de rupture calculés sur
la base de la MLER équivalente (GR(a), GRC) ou relevant d’une estimation moyenne comme
l’énergie de rupture GF sont non seulement dépendants de la mésostructure mais également de
la géométrie du spécimen.

2. L’énergie de rupture moyenne GF peut également être obtenue à partir des distributions des taux de restitu-

tions d’énergie d’endommagement locaux GF =
∫

y
GFloc

(y)b.dy
Alig

.
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Néanmoins, l’affirmation de GdamC comme critère de développement de la zone d’élabo-
ration et intrinsèque à la mésostructure devrait être étayée par des simulations supplémentaires
portant sur la même mésostructure de béton (compacité granulaire et propriétés de rupture des
méso-constituants identiques) mais effectuées sur d’autres géométries 3 de spécimens (spéci-
men SENB par exemple).

Pour ce faire, une nouvelle étude est réalisée à partir de trois géométries de spécimens diffé-
rentes correspondant aux éprouvettes WST 250 et WST 300 utilisées précédemment et une nou-
velle géométrie nommée SENB 400 géométriquement similaire à l’éprouvette SENB utilisée au
Chapitre 2 mais présentant une hauteur de 400 mm (i.e., dont les dimensions sont multipliées
par deux par rapport au spécimen H1). Pour ces simulations les propriétés des mésoconstituants
sont celles reportées au tableau 4.1. De plus, afin de minimiser l’effet de l’arrangement granu-
laire sur les propriétés de rupture, les simulations des trois géométries sont effectuées à partir
d’un même arrangement granulaire. Notons que le choix d’une hauteur de 400 mm pour le
spécimen SENB est ici effectué afin de favoriser la propagation auto-similaire de la fissure prin-
cipale. La réponse macroscopique force-déplacement et la courbe-R correspondante obtenues à
partir du spécimen SENB 400 sont présentées en Annexe J.

En premier lieu, la Figure 4.37 montre que les champs d’endommagement obtenus à partir
de ces trois simulations sont quasi-identiques, mettant en exergue l’importance de la position
des granulats sur la fissuration.

FIGURE 4.37 – Champs d’endommagement à la fin des simulations sur les trois géométries considérées

La procédure d’estimation du taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam

est de nouveau reconduite pour ces trois simulations. La Figure 4.38 présente l’évolution du
taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam pour une bande située à proximité
de l’entaille initiale (entre 10 et 20 mm) pour les trois géométries. Ces évolutions de Gdam(a)
confirment l’existence d’un critère GdamC (' 1,25 J/m²/mm) dépendant uniquement de la mé-
sostructure. En revanche, la partie décroissante des évolutions de Gdam(a) apparait clairement
dépendante de la géométrie du spécimen (et bien évidemment de la mésostructure). L’existence
d’unGdamC identique sur les trois géométries ainsi que la dépendance à la géométrie de la queue
de distribution de Gdam(a) sont également constatées sur les autres bandes situées à proximité

3. La définition de géométrie inclut le mode de sollicitation.
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immédiate de l’entaille initiale pour les trois géométries.

FIGURE 4.38 – Évolution du taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam(a) pour une
bande située entre 10 et 20 mm de l’entaille initiale pour les trois géométries considérées

La Figure 4.39 montre les évolutions de l’énergie de rupture locale GFloc(y) (correspon-
dant à l’intégrale de Gdam(a) pour une bande donnée) pour les trois géométries. Conformément
à la dépendance de Gdam(a) vis-à-vis de la géométrie mise en évidence sur la Figure 4.38,
les énergies de rupture locale apparaissent fonction de la géométrie et montrent une décrois-
sance marquée vers la fin du ligament. Néanmoins, si l’énergie de rupture locale apparait assez
fluctuante le long du ligament du fait de la mésostructure, ces énergies avoisinent une valeur
correspondant à la résistance plateau GRC (Figure 4.40) sur les bandes situées à proximité de
l’entaille initiale et correspondant à la plage de propagation auto-similaire de la fissure princi-
pale.

FIGURE 4.39 – Évolution de GFloc(y) le long du ligament pour les trois géométries considérées
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FIGURE 4.40 – Courbes de résistance des trois géométries considérées

4.4 Conclusion sur l’étude du processus de rupture à partir
du modèle mésoscopique

L’objectif de ce dernier chapitre était de mettre en lumière le processus de développement
de la zone d’élaboration de la rupture sur la base de simulations numériques effectuées à partir
du modèle d’endommagement Fichant - La Borderie à l’échelle mésoscopique. Rappelons que
les courbes de résistance, élaborées dans le cadre de la MLEReq, apporte une information à
la fois sur le processus d’évolution de la zone d’élaboration et sur son étendue par l’intermé-
diaire de la longueur interne ∆aC . Ainsi, pour mener à bien cette étude, les simulations traitées
se doivent de présenter un développement libre de la zone d’élaboration traduit par un régime
plateau de la courbe-R correspondante. Sur cette base, une analyse détaillée sur les champs
numériques d’endommagement D, d’endommagement instantanée ∆D et d’énergie restituée
Wr a été réalisée en regard des différents régimes de la courbe-R servant de « grille de lec-
ture ». Des nouvelles simulations WST, avec un nouveau jeu de paramètres, ont été réalisées
afin d’obtenir des courbes-R présentant un développement libre de la zone d’élaboration suivi
d’une propagation auto-similaire de la fissure principale. Dans un souci de clarté de l’analyse,
seuls les résultats issus d’une simulation présentant une courbe-R ayant trois régimes distincts
(développement, propagation et confinement de la zone d’élaboration) est présentée au cours de
ce chapitre (d’autres simulations sont présentées en Annexe I).

Le processus de rupture est analysé à partir des champs numériques d’endommagement D
et ∆D (Section 4.2). L’étude de l’endommagement géométrique cumulé Dgeo/δa et de l’endom-
magement géométrique instantané ∆Dgeo/δa (intégration des variables D et ∆D sur la surface)
moyens normalisés par l’incrément de fissure élastique δamontrent des changements de régime
associés au développement et la propagation auto-similaire. Néanmoins, les variables d’endom-
magements D et ∆D, à elles seules, ne permettent pas de rendre compte du phénomène de
confinement de la zone d’élaboration.

L’évolution du processus d’endommagement est ensuite mise en exergue par la création de
zones géométriques filtrées qui sont régit par des critères sur D et ∆D. Ces zones montrent le
phénomène de localisation de l’endommagement (précédé par un endommagement diffus). De
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plus, la zone traitant de la création de nouvelles zones endommagées (critère C) montre que
cette dernière se réduit en taille et se localise en avant de la zone d’élaboration au moment de la
propagation auto-similaire.

La modélisation de la mésostructure ne rend pas facile l’étude de l’endommagement pro-
voqué par une zone d’élaboration. En effet, des sites où l’endommagement est actif (∆D > 0)
peuvent se retrouver en arrière de la supposée zone d’élaboration après qu’elle est atteinte sa
taille critique. Pour cette raison, un filtre a ensuite été réalisé sur la base des régimes de la
courbe-R (Section 4.2.2). L’idée est d’imposer une taille limite de la zone d’élaboration (LboxC ),
de la faire propager d’un incrément δa égal à son image élastique équivalente et de regarder les
activités à l’intérieur de cette boite. L’étude de l’évolution de la distance moyenne entre les
sites actifs dr montrent que cette procédure est prometteuse afin d’isoler la zone d’élaboration
et donc les mécanismes d’endommagement qui lui sont liés, et permet de s’affranchir d’une
certaine manière du « bruit » pouvant être apporter par la mésostructure.

Enfin une étude énergétique de la zone d’élaboration a été réalisée. Si l’existence, d’un taux
de restitution critique d’énergie d’endommagement volumique exprimé par unité de volume de
la zone d’élaboration a été écartée, une étude de la distribution des taux locaux de restitution
d’énergie d’endommagementGdam le long du ligament a permis de manière visuelle et explicite
d’illustrer l’évolution de la zone d’élaboration au sein de la simulation à l’échelle mésoscopique.
Sur la base de cette étude, il semblerait qu’un critère local de type énergétique GdamC (J/m²)
prenne place en phase de développement de la zone d’élaboration de la rupture et ce, indépen-
damment de la géométrie de la structure considérée. Néanmoins, si cette valeur critique appa-
rait uniquement fonction de la mésostructure, la queue de distribution de l’ évolution Gdam(a)
semble quant à elle fonction de la géométrie de la structure considérée. Cette dépendance de
l’évolution deGdam(a) vis-à-vis de la géométrie entraine une dépendance analogue de l’énergie
de rupture locale GFloc(y) vis-à-vis de la géométrie. De plus, l’énergie de rupture locale montre
une forte décroissance en fin de ligament qui semble pouvoir être associée au phénomène de
confinement de la zone d’élaboration de la rupture. Néanmoins, si ces premières analyses du
taux de restitution d’énergie d’endommagement local Gdam semblent montrer l’existence d’une
valeur critique dépendante de la mésostructure, suivie d’une queue de distribution dépendante
de la géométrie, ces premières constatations méritent d’être confortées par l’analyse de simula-
tions supplémentaires car ces résultats restent très perturbés par l’arrangement granulaire. Ces
simulations supplémentaires devraient notamment être effectuées pour une mésostructure don-
née mais pour différents tirages aléatoires des granulats afin d’effectuer une analyse à partir des
valeurs moyennes de Gdam(a) le long du ligament.
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Conclusion générales

Ces travaux de thèse s’inscrivent à la suite de la thèse de N’Guyen (2010) portant sur « L’ap-
port de la modélisation mésoscopique dans la prédiction des écoulements dans les ouvrages en
béton fissuré en conditions d’accident grave » [N’Guyen, 2010] réalisée au laboratoire SIAME
et en collaboration avec l’IRSN (Institut de Radio-protection de la Sûreté Nucléaire), durant
lequel les potentiels du modèle d’endommagement à l’échelle mésoscopique, utilisé ici, ont
était pour la première fois exposé. L’objectif, ici, été de renforcer la description du modèle
d’endommagement Fichant-La Borderie à l’échelle mésoscopique et d’appliquer les outils de la
Mécanique de la Rupture afin de mettre en lumière les grandes lignes du processus de rupture
quasi-fragile du béton. Au cœur même du problème, on retrouve la zone d’élaboration de la
rupture, élément pilotant le comportement et dépendant à la fois de la géométrie et de la taille
de la structure, de la granulométrie, de l’arrangement spatial des granulats et des propriétés des
constituants. Cette zone d’élaboration fait office ces dernières années d’une recherche accrue
dans la communauté étudiant le comportement quasi-fragile. Ces travaux proposent une analyse
de la zone d’élaboration de la rupture par une approche numérique, i.e., à partir des réponses du
modèle mésoscopique, et s’appuyant sur des résultats expérimentaux.

Le Chapitre 2 présente le processus d’endommagement du béton numérique simulé par le
modèle mésoscopique. Outre l’impact du sens de la sollicitation mécanique sur le processus de
fissuration et de la bonne représentation de l’effet unilatéral, l’importance du seuil d’endomma-
gement εd0 = ft/E et du paramètre Bt contrôlant le partie adoucissante de la réponse globale
est mise en avant. En effet, le constituant ayant le plus faible seuil d’endommagement est le plus
souvent celui qui pilotera l’endommagement global et pour lequel le paramètre Bt, largement
influencé par l’énergie de fissuration moyenne Gf du constituant, donnera le caractère ductile
de la réponse adoucissante et ce, pour une résistance à la traction ft donnée. En d’autre terme,
pour une résistance à la traction donnée, une énergie de fissuration élevée (i.e., un paramètre Bt

faible), imposera un caractère plus ductile (et inversement). A l’échelle mésoscopique, le choix
de ces paramètres a une influence sur la type de rupture, à savoir trans ou péri-granulaire. Un
autre point aborde la grande dépendance de l’énergie de rupture finale GF vis-à-vis de l’arran-
gement spatiale des granulats du béton étudié. En effet, cette énergie est totalement dépendante
du chemin de fissure et devient sur-estimée lors de la création de multiples fissures, d’où l’inté-
rêt d’estimer l’énergie de rupture à partir d’éprouvettes entaillées. Ainsi, plus les petits granulats
sont représentés, et plus la dépendance de GF au tirage aléatoire est importante. Une étude sur
la possibilité de la suppression des petites classes de granulats par une technique d’homogénéi-
sation numérique a montré que si cette suppression est possible dans un contexte d’ingénierie
(bonne estimation de la force au pic), l’homogénéisation est défaillante pour reproduire l’inté-
gralité du processus de fissuration du béton. En effet, le processus de fissuration et l’énergie mis
en jeu sont totalement dépendants de la granulométrie et des différents mécanismes dissipatifs
induits par les différentes classes des granulats.

136



CHAPITRE 4. Conclusions générales et perspectives

Une application du modèle mésoscopique sur des poutres entaillées, de tailles homothé-
tiques, sollicitées en flexion 3 points, a attesté l’influence de l’étendue de la zone d’élaboration,
de taille conséquente, sur le processus de rupture et notamment du phénomène de confinement
de la zone d’élaboration, phénomène souvent peu abordé dans la communauté. De plus, cette
étendue a été rendue prévisible par lecture du positionnement des différentes tailles de poutres
dans la loi d’effet d’échelle de Bažant.

L’application du modèle mésoscopique à la suite d’une campagne expérimentale sur des 2
géométries d’éprouvette Wedge Splitting a été réalisée (Chapitre 3). Les résultats expérimen-
taux et numériques, par estimation des courbes de résistance, attestent d’un développement
non-libre de la zone d’élaboration dans le béton utilisé. A posteriori, les propriétés du béton,
et plus particulièrement, les propriétés de ces constituants, couplées aux dimensions des éprou-
vettes WST choisies, permettent difficilement l’obtention d’un développement libre de la zone
d’élaboration. L’importance du choix de la géométrie et de la taille d’une éprouvette en fonction
des propriétés des constituants lors d’un essai de rupture a été mise en avant. Le développement
non-libre de la zone d’élaboration, souvent invisible par lecture de la réponse macroscopique,
apporte une information erronée sur l’énergie de rupture GF obtenue à partir de l’aire sous la
courbe force-déplacement qui semble alors être sur-estimée. Il devient donc cruciale, à la suite
d’un essai de rupture, de déterminer si la zone d’élaboration est négligeable par rapport à la
taille et dans le cas échéant si elle a pu se développer librement. Cette détermination peut se
faire notamment à partir de l’estimation de courbes de résistance. Au final, après une étude
EF en élasticité, l’essai WST (ouverture de fissure) semble présenter une zone de compression,
non-négligeable pouvant grandement perturbée l’évolution de la zone d’élaboration : l’utilisa-
tion de ce type d’essai devrait aujourd’hui être précédée d’une analyse du risque de confinement
de la zone d’élaboration pour une dimension donnée.

A la suite du Chapitre 3 un confinement manifeste de la zone d’élaboration a été détecté
en utilisant les propriétés du béton expérimental. Ce confinement n’est pas souhaitable pour
l’étude de l’évolution des paramètres locaux, exprimés aux points de Gauss (endommagement
et énergie restituée essentiellement). En effet, si l’on veut voir apparaître une tendance, liée au
processus de rupture, il est indispensable pour cette nouvelle étude, d’avoir un développement
libre de la zone d’élaboration. C’est pour cette raison que des nouvelles simulations avec un
nouveau jeu de paramètres ont été réalisées dans le but d’obtenir un matériau plus « fragile »
et favorisant un développement libre de la zone d’élaboration (i.e., une simulation présentant
clairement une propagation auto-similaire de la fissure principale). En se servant de la courbe-R
de la simulation analysée comme « grille de lecture », les évolutions de différents paramètres
sont étudiées. Ainsi, il a été remarqué, que l’étude seule des paramètres d’endommagement
(D et ∆D) n’apportait pas vraiment d’information sur le processus de rupture lié au dévelop-
pement de la zone d’élaboration mais plus sur le processus d’endommagement proposé par le
modèle. De plus, la prise en compte de la mésostrucure complexifie grandement cette étude
dans la mesure où de l’endommagement actif aux niveaux des interfaces a été constaté et ce,
continuellement au abord des lèvres de fissures créées. Cette problématique peut être résolue
par la création d’une zone filtrée jouant le rôle d’une zone d’élaboration. Zone appelée « boite »
a été créée par couplage avec les courbes-R attestant d’un régime plateau probant.

Le choix d’étudier le champ des énergies restituées semble être une solution afin d’analy-
ser le processus de rupture apporté par la zone d’élaboration de la rupture. Si l’étude menée
a permis d’éliminer l’existence d’un taux de restitution critique d’endommagement volumique
(exprimé par unité de volume de la zone d’élaboration), l’analyse de la distribution des taux
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locaux de restitution d’énergie d’endommagement (exprimée en J/m²/mm de δa) illustre très
bien le processus d’évolution, du développement de la zone d’élaboration au confinement en
passant par la propagation auto-similaire de la fissure principale avec sa zone d’élaboration.
De plus, l’étude de l’évolution du taux local de restitution d’énergie d’endommagement dans
différentes bandes du ligament montre l’existence d’une valeur critique de ce taux de restitution
d’énergie d’endommagement, assimilable à un critère énergétique en phase de développement
de la zone d’élaboration. Cependant, ce critère est visible sur les premières bandes, proche de
l’entaille initiale, qui sont très peu influencées par le confinement de la zone d’élaboration et
par les conditions aux limites. L’étude de la distribution des taux locaux de restitution d’énergie
d’endommagement a également permis d’estimer les énergies de rupture locales. Si ces der-
nières restent constantes sur la plage de propagation auto-similaire de la fissure principale, elles
diminuent ensuite sur le reste du ligament et ne peuvent être considérées comme intrinsèque à
la mésostructure car dépendantes de la géométrie considérée et influencées par le phénomène
de confinement de la zone d’élaboration.

Perspectives
Lors de la campagne d’essai WST, des capteurs piézoélectriques positionnés sur une face

latérale ont enregistré les événements acoustiques causés par le relâchement soudain d’une éner-
gie résultante d’une micro-fissuration. Ces données de l’émission acoustique (analogie des sites
à endommagement actifs aux localisations des événements possédant une énergie et une am-
plitude) mériteraient d’être traitées en suivant une démarche analogue proposée au cours du
dernier chapitre, afin de mettre en évidence le processus d’évolution de la zone d’élaboration
et son confinement manifeste. De plus, deux caméras placées de part et d’autre des spécimens
ont enregistré au cours de chaque essai l’évolution de l’éprouvette, à des fins d’un traitement
de corrélation d’images numériques (CIN). Ainsi, les champs de déplacements (et de défor-
mations) expérimentaux obtenus pourraient être traités afin d’illustrer la zone d’élaboration.
Notons que l’utilisation des données CIN peuvent s’avérer intéressante afin d’expliquer des
phénomènes perçus par l’EA. A partir, d’une procédure intéressante, développée au laboratoire
GEMH (Université de Limoges), il serait possible d’apporter une visualisation de la zone d’éla-
boration expérimentale. Cette procédure se base sur la résolution, dans le cadre de la MLER,
des séries de Williams [Williams, 1957] (termes de haut degrés) par calage du champ analytique
des déplacements sur le champ expérimental des déplacements [Jamaaoui et al., 2015]. A partir
de là, en omettant ce calage sur une zone d’intérêt prenant place le long du ligament, la partie où
les champs attendus (i.e., optimisés) par la MLER ne coïncident pas les champs expérimentaux,
pourrait fournir une estimation du volume de la zone d’élaboration.

Numériquement, afin de se rapprocher au plus du comportement réel, il faudrait réaliser des
simulations en 3D et/ou un « bruitage » des paramètres d’entrée du modèle (E, ft, et Gf par
exemple) suivant une distribution Gaussienne ou par la théorie des bandes tournantes, afin de
favoriser à la fois une rupture péri et intra-granulaire. De plus, afin de valider l’existence d’un
taux local de restitution d’énergie d’endommagement critique GdamC comme étant un para-
mètre intrinsèque à la mésostructure, des analyses supplémentaires devraient être réalisées dans
un premier temps sur différentes géométries et, dans un second temps en modifiant les proprié-
tés de rupture des méso-constituants pour l’ensemble des géométries.

Enfin, sur la base de ces travaux, il serait intéressant de formuler un critère permettant l’esti-
mation du volume/taille de la zone d’élaboration fonction du matériau et de la géométrie consi-
dérée dans le but à l’avenir de proposer des essais de rupture favorisant la propagation auto-
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similaire de la fissure principale ou en d’autres termes limitant le phénomène de confinement
de la zone d’élaboration.
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Annexe A

Thermodynamique des processus
irréversibles : formulation d’une loi de
comportement

Il est supposé que la déformation d’un milieu continu doit satisfaire les principes de la Ther-
modynamique. Ainsi l’évolution des phénomènes irréversibles tels que la plasticité ou l’endom-
magement est décrite dans le cadre de la Thermodynamique des Processus Irréversibles (TPI)
qui propose une description des échanges de chaleur et d’énergie mécanique. Il en découle deux
sortes de loi :

1. Les lois d’états définissant les forces thermodynamiques V thermo
k disponibles pour la pro-

pagation des phénomènes irréversibles.

2. Les lois complémentaires qui décrivent la cinétique de propagation de ces phénomènes
irréversibles décrites par des variables d’état V etat

k .

Dans le cadre des matériaux standards généralisés, ces deux lois dérivent d’un potentiel
d’état Ψ et de dissipation ϕ. En résumé, afin d’établir une loi de comportement d’un matériau,
ici, endommageable, l’approche thermodynamique s’avère cruciale. Pour ce faire, trois étapes
sont nécessaires :

1. Définition des variables d’état : les valeurs définissent l’état actuel du système étudié pour
un ou plusieurs mécanismes donnés.

2. Définition du potentiel d’état Ψ (équivalent à l’énergie libre spécifique) duquel dérivent
les lois d’état et la définition des variables associées à chaque variable interne (forces
thermodynamiques).

3. Définition du potentiel de dissipation ϕ (équivalent à l’enthalpie libre spécifique) ϕ du-
quel dérivent les lois complémentaires des variables d’état associées aux mécanismes
dissipatifs.

A.1 Deux principes de la thermodynamique

Tout d’abord, il existe deux scalaires fonctions de l’état du système (Ω) dépendant tous les
deux de la masse volumique ρ :

1. E l’énergie interne dépendante de e la densité spécifique de l’énergie interne avec

E (t) =
∫
Ω
ρ (x, t) e (x, t) dΩ (A.1)
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2. S l’entropie dépendante de s la densité spécifique de l’entropie interne avec

S (t) =
∫
Ω
ρ (x, t) e (x, t) dΩ (A.2)

A.1.1 Premier principe : la loi de conservation
Le premier principe de la thermodynamique est basé sur un bilan énergétique. Soit dans un

système fermé, pour toute transformation infinitésimale, la dérivé de l’énergie interne spécifique
(Eq. A.1) Ė est la somme de la puissance P des efforts exercés sur le système et du taux de
chaleur Q̇ reçu par le système. Ce qui donne

ρĖ = σij : εij + r − div~q, (A.3)

avec σij et εij sont respectivement le tenseur des contraintes et des déformations dont le pro-
duit tensoriel représente la puissance P . Le taux de chaleur Q̇ est représenté par la différence
de la densité volumique du taux de chaleur reçu r et la divergence du vecteur de flux de chaleur
échangé avec l’extérieur ~q.

A.1.2 Second principe : l’entropie
Le second principe indique, après vérification du premier principe, si une transformation du

système est possible. Ainsi le second principe postule que le taux de production d’entropie S
(Eq. A.2) est toujours supérieur ou égal au taux de chaleur reçue Q̇ divisé par la température
T . La variation de l’entropie, pour une transformation infinitésimale isotherme à température T
répond à la relation suivante :

dS ≥ Q̇

T
(A.4)

Notons que lorsque Q̇ = TdS le processus est réversible et que la différence dQ − TdS
représente le travail des irréversibilités internes.

A.1.3 Inégalité de Clausius-Duhem
Par combinaison des deux principes énoncés ci-dessus (Eq. A.3 et A.4), écrits sous forme

locale, il est possible d’aboutir à l’expression de la dissipation volumique ϕ. De plus, le second
principe implique que cette dissipation totale soit toujours positive ou nulle pour un processus
réversible. Dès lors apparaît l’inégalité suivante :

ϕ = σij : ε̇ij − ρ (ė− T ṡ)− ~q.gradT
T

≥ 0 (A.5)

En introduisant l’énergie libre spécifique Ψ tributaire de la densité spécifique de l’énergie e
et de l’entropie s interne (Eq. A.6) :

Ψ = e− Ts, (A.6)

l’équation A.5 de la dissipation volumique totale devient :

ϕ = σij : ε̇ij − ρ
(
Ψ̇+ sṪ

)
+ ~q.gradT

T
≥ 0 (A.7)

La dissipation totale peut se découpler en :
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— Dissipation volumique intrinsèque ϕ1 (d’origine mécanique) :

ϕ1 = σij : ε̇ij − ρ
(
Ψ̇+ sṪ

)
≥ 0 (A.8)

— Dissipation volumique thermique ϕ2

ϕ2 = ~q.gradT
T

≥ 0 (A.9)

Les inégalités A.8 et A.9 permettent d’écrire l’inégalité fondamentale de Clausius-Duhem,
point de départ de la formulation des lois de comportement :

ϕ1 + ϕ2 ≥ 0. (A.10)

A.2 Variables d’état
Dans un contexte de formulation générale [Lemaitre, 1996], le potentiel thermodynamique

Ψ dépend de variables d’état (Tableau A.1). Il faut distinguer les variables « observables » et
« internes ». Les variables observables, accessibles par la mesure, sont les déformations totales
εij et la température T . Notons qu’un comportement purement élastique dépend uniquement
de ces variables observables. Les comportements de type non-linéaire, i.e., faisant intervenir
des mécanismes dissipatifs nécessitent l’introduction de variables internes qui seront notées
αk. En somme, ces variables sont des grandeurs physiques objectives (invariantes par rapport
à tout changement de référentiel) et indépendantes dont la donnée de l’ensemble des valeurs à
l’instant t suffit à caractériser complètement l’état du système à cet instant. Notons également,
qu’en prenant en compte les petites déformations, il advient que le tenseur de déformations
totales εij peut-être divisé en une partie thermo-élastique εeij et une partie plastique εpij :

εij = εeij + εpij. (A.11)

Mécanismes (k) Type Variables d’état (V etat
k ) Variables associées

Observable Interne (αk) (V thermo
k )

Déformations Tenseur εij σij
Entropie Scalaire T s
Thermo-élastique Tenseur εeij σij
Plasticité Tenseur εpij −σij
Ecrouissage isotrope Scalaire r R
Ecrouissage Cinématique Tenseur αij Xij

Endommagement isotrope Scalaire D −Y
Endommagement anisotrope Tenseur Dij −Yij

TABLEAU A.1 – Variables d’états et forces thermodynamiques associées [Lemaitre et Chaboche, 1978]

A.3 Potentiel d’état, lois d’état et forces thermodynamiques
associées

Généralement pour les matériaux solides, le potentiel d’état Ψ est l’énergie libre spécifique,
i.e., l’énergie stockée dans le matériau nécessaire à l’évolution de la déformation et des phé-
nomènes irréversibles considérés. Ainsi il est directement associé aux variables d’état (définies
dans le paragraphe précédent). Autrement, dit :
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Ψ = Ψ(εij, T, εeij, ε
p
ij, r, αij, D ou Dij) = Ψ(εij, T, εeij, αk) (A.12)

avec,

Ψ̇ = ∂Ψ

∂T
Ṫ + ∂Ψ

∂εij
: ε̇ij + ∂Ψ

∂αk
α̇k ≥ 0. (A.13)

Le potentiel d’état peut être considéré comme la somme des potentiels dus à la thermo-
élasticité (Ψe), la plasticité (Ψp) et purement thermique (ΨT ). A partir des équations A.8 et A.13,
l’inégalité de Clausius-Duhem (Eq. A.8) devient :

ϕ1 =
(
σij − ρ

∂Ψ

∂εeij

)
: ε̇eij − ρ

(
s+ ∂Ψ

∂T

)
Ṫ − ρ

(
s+ ∂Ψ

∂αk

)
α̇k ≥ 0 (A.14)

Les variables d’état sont supposées indépendantes, de là, il est en découle différentes lois
d’état desquelles l’inégalité de Clausius-Duhem doit être vérifiée :

σij = ρ
∂Ψ

∂εij
, s = − ∂Ψ

∂T
. (A.15)

Ces deux expressions définissent les lois d’état de la thermo-élasticité. Les forces dyna-
miques associées aux variables internes (variables listées dans la dernière colonne du tableau
A.1) sont quant à elles obtenues de la sorte :

Ak = ρ
∂Ψ

∂αk
(A.16)

Dans certains cas, il est plus commode de considérer le potentiel d’état comme étant l’éner-
gie libre de Gibbs Ψ∗ (écrite en fonction des contraintes) plutôt que l’énergie libre de Helmoltz
Ψ considérée plus haut. La transformée de Legendre-Fenchel permet de définir l’énergie libre
de Gibbs (duale du potentiel d’état). Dans un cas général, c’est-à-dire, avec la prise en compte
de l’endommagement anisotrope et la plasticité, l’énergie libre de Gibbs s’écrit :

Ψ∗ = 1 + ν

2ρE Hijσ
D
ijHklσ

D
li + 3 (1− 2ν)

2ρE
σ2
H

1− ηDH

+ ΨP (r, αij) (A.17)

avec :

• E et ν, respectivement le module d’élasticité du matériau isotrope et son coefficient de
Poisson,

• Hij le tenseur de 2ème ordre avec Hij = (δij −Dij)−1/2 où Dij est le tenseur d’endom-
magement anisotrope,

• σDij est la partie déviatorique et σHδij représentant la pression hydrostatique de telle sorte
que σij = σDij + σHδij

• η est un coefficient nécessaire pour ajuster la variation du coefficient de Poisson. Les
expériences montrent que pour la plupart des matériaux η ≈ 3,

• DH est équivalent au tiers de la trace de la matrice d’endommagement.

L’énergie libre de Gibbs peut également se simplifier dans le cas d’un endommagement
isotrope sans plasticité (suppression du potentiel d’état dû aux mécanismes de type plasticité
ΨP ). La relation A.17 devient :

Ψ∗ = 1 + ν

2E (1−D)σ
D
ijσ

D
ij + 3 (1− 2ν)

2E (1−D)σ
2
H . (A.18)
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CHAPITRE A. Thermodynamique des processus irréversibles : formulation d’une loi de
comportement

A.4 Lois complémentaires et potentiel de dissipation
Le potentiel thermodynamique fournit les lois d’états et donc les forces thermodynamiques.

Maintenant, afin de déterminer les variables internes, l’utilisation des lois complémentaires,
fournissant des équations supplémentaires, s’avère nécessaire. Les lois complémentaires sont
des lois d’évolution qui décrivent la cinétique de propagation de ces phénomènes irréversibles
décrites par des variables d’état. L’association des variables d’état aux variables duales associées
permet de passer du potentiel de dissipation intrinsèque ϕ (Eq. A.14) au potentiel duale de
dissipation ϕ∗1 par la transformation de Legendre-Fenchel.

Ainsi les lois complémentaires s’écrivent :

ε̇pij = ∂ϕ∗1
∂σij

(A.19)

et pour les variables internes autres que la déformation plastique,

− α̇i = ∂ϕ∗1
∂Ak

. (A.20)
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Annexe B

Influence des paramètres d’entrée sur la
réponse globale et locale

B.1 Paramètres élastiques : E et ν

B.1.1 Réponses macroscopiques

FIGURE B.1 – Courbes contrainte-déformation pour différentes valeurs de module d’élasticité de la pâte

B.1.2 Champs d’endommagement
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CHAPITRE B. Influence des paramètres d’entrée sur la réponse globale et locale

FIGURE B.2 – Courbes contrainte-déformation pour différentes valeurs de module d’élasticité des gra-
nulats

FIGURE B.3 – Courbes contrainte-déformation pour différentes valeurs de coefficient de Poisson
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CHAPITRE B. Influence des paramètres d’entrée sur la réponse globale et locale

(a) Epâte = 15GPa (b) Epâte = 25GPa (c) Epâte = 35GPa

(d) Epâte = 45GPa (e) Epâte = 55GPa
FIGURE B.4 – Champ d’endommagement pour différentes valeurs de module de Young de la pâte ci-
mentaire (Egra = 35GPa)

(a) Egra = 35GPa (b) Egra = 45GPa (c) Egra = 55GPa

(d) Egra = 65GPa (e) Egra = 75GPa
FIGURE B.5 – Champ d’endommagement pour différentes valeurs de module de Young des granulats
(Epâte = 25GPa)
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CHAPITRE B. Influence des paramètres d’entrée sur la réponse globale et locale

(a) νpâte = 0, 2|νgra = 0, 1 (b) νpâte = 0, 2|νgra = 0, 2 (c) νpâte = 0, 2|νgra = 0, 3

(d) νpâte = 0, 3|νgra = 0, 2 (e) νpâte = 0, 3|νgra = 0, 3
FIGURE B.6 – Champ d’endommagement pour différentes valeurs de coefficient de Poisson
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CHAPITRE B. Influence des paramètres d’entrée sur la réponse globale et locale

B.2 Paramètres de rupture : ft et Gf

B.2.1 Réponses macroscopiques

FIGURE B.7 – Courbes contrainte-déformation pour différentes valeurs de résistance à la traction

FIGURE B.8 – Courbes contrainte-déformation pour différentes valeurs d’énergie de rupture
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Annexe C

Influence de la suppression des petites
classes des granulats

C.1 Les réponses macroscopiques

FIGURE C.1 – Courbes contrainte-déformation pour des mortiers homogénéisés
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CHAPITRE C. Influence de la suppression des petites classes des granulats

FIGURE C.2 – Courbes contrainte-déformation avec l’utilisation de GfMHmoyen

FIGURE C.3 – Courbes contrainte-déformation avec l’utilisation de GfMHmin

C.2 Évolutions des paramètres E, ft et Gf
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CHAPITRE C. Influence de la suppression des petites classes des granulats

FIGURE C.4 – Évolution de E suivantes les différentes configurations de béton simplifié

FIGURE C.5 – Évolution de ft suivantes les différentes configurations de béton simplifié
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CHAPITRE C. Influence de la suppression des petites classes des granulats

FIGURE C.6 – Évolution de Gf suivantes les différentes configurations de béton simplifié
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Annexe D

Champs d’endommagement des poutres
entaillées
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CHAPITRE D. Champs d’endommagement des poutres entaillées

(a) Tirage 1 (b) Tirage 2

(c) Tirage 3 (d) Tirage 4

(e) Tirage 5
FIGURE D.1 – Champs d’endommagement - dimension H1
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CHAPITRE D. Champs d’endommagement des poutres entaillées

(a) Tirage 1 (b) Tirage 2

(c) Tirage 3 (d) Tirage 4

(e) Tirage 5
FIGURE D.2 – Champs d’endommagement - dimension H2
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CHAPITRE D. Champs d’endommagement des poutres entaillées

(a) Tirage 1 (b) Tirage 2

(c) Tirage 3 (d) Tirage 4

(e) Tirage 5
FIGURE D.3 – Champs d’endommagement - dimension H3
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Annexe E

Étude sur la modélisation EF WST

E.1 Étude sur les conditions aux limites simulations WST

FIGURE E.1 – Les différents chargements et conditions aux limités testés

Différents cas sont testés (Figure E.1). Le cas 1 est le plus complet et celui se rapprochant
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CHAPITRE E. Étude sur la modélisation EF WST

au plus de la réalité. Ces tests permettent d’analyser le choix du chargement et de la condition
d’appui. A propos du chargement, 3 cas sont possibles :

• Cas 1-2-3 : Force unitaire orientée suivant le demi-angle du coin et centrée au niveau de
l’axe des roulements : il y a alors la nécessité de modéliser les supports des roulements ;

• Cas 4-5-6-7-8 : Force répartie le long de la gorge suivant les composantes x et y de la
force unitaire présente dans les cas 1-2-3. L’avantage de cette méthode est de ne pas être
contraint à modéliser les supports des roulements ;

• Cas 9-10-11-12 : Il y a également la possibilité de supprimer les supports des roulements
en décalant le point d’application de la force d’une longueur ldecal afin de se retrouver
directement sur l’éprouvette. Il faut ensuite ajouter un moment parasite d’un bras de levier
équivalent à ldecal.

A propos de l’appui :

• Cas 1-6-7-11 modélisent la cale en acier avec un point rotulé avec la possibilité de péné-
tration et de glissement du béton sur l’acier ;

• Cas 3-4-5-12 modélisent une ligne en acier liée au béton avec un point rotulé ;
• Cas 8-9-10 ne modélisent pas la cale : un point rotulé est directement appliqué au béton ;
• Cas 2 est un cas spécial où la cale est modélisée mais avec des conditions d’appuis sup-

plémentaires (les extrémités de la cale sont attachées à l’éprouvette).

FIGURE E.2 – Evolution du CMOD selon les différents cas

Plusieurs constats se font à la vue de la Figure E.2. Les trois méthodes de chargement
semblent être équivalentes. Au niveau des conditions d’appuis, il s’avère que le choix des condi-
tions se fait ressentir à près de 70% de longueur relative de fissure. La différence de la réponse
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CHAPITRE E. Étude sur la modélisation EF WST

d’une modélisation de la cale avec des conditions de pénétrations et de glissements ou du choix
de laisser libre avec juste un nœud articulé est très minime. Néanmoins, une différence notable
apparaît lorsque la cale est remplacée par une ligne d’élément de type coque liée à l’éprouvette.

E.2 Étude sur les différents calculs du taux de restitution nu-
mérique

3 méthodes d’obtention du taux de restitution numérique unitaire sont réalisées. L’objectif
est de montrer que ces méthodes donnent des résultats semblables. Ces méthodes sont :

• La méthode CCT [Krueger, 2004] (explicitée à la Section 2.4.3).

• La méthode de la complaisance liée à la relation :

G(a) = F 2

2bD
∂λ (α))
∂α

(E.1)

• La méthode d’intégrale de contour de type intégrale de Rice. Le logiciel de calcul aux
éléments-finis Cast3M propose une procédure de calcul nommée @G_THETA qui per-
met de déterminer le taux de restitution G au sein d’un maillage rayonnant défini par un
rayon, un nombre de couches et de morceaux (Figure E.6b). L’intégrale invariante Gθ
transforme l’intégrale J de contour curviligne (RICE) en une intégrale de contour surfa-
cique par le biais du théorème de la divergence de Gauss-Ostrogradsky [Meite, 2012]. Le
forme finale de l’intégrale Gθ est la suivante :

Gθ =
∫
S

(−W.θk,k + σij.ui,k.θk,j) dS (E.2)

où W est l’énergie de déformation élastique, σij le tenseur des contraintes, u le vecteur
des déplacements et θ les coordonnées polaires.

L’intérêt de la méthode CCT et Gθ est la possibilité d’un découplage des modes de rupture
(rupture mixte). Ici, uniquement le mode I est considéré. Les résultats de la Figure E.4 attestent
de l’équivalence de ces méthodes. Dans ce travaux il a été fait le choix de la Crack Closure
Technique.
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CHAPITRE E. Étude sur la modélisation EF WST

(a) Maillage WST (b) Maillage rayonnant
FIGURE E.3 – Maillage et différentes méthodes de calcul du taux de restitution numérique

FIGURE E.4 – Comparaison des différentes méthodes de calcul du taux de restitution numérique
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CHAPITRE E. Étude sur la modélisation EF WST

E.3 Étude sur la possibilité de confinement de la FPZ dans
les éprouvettes WST étudiées

Une étude est réalisée en 2D et en élasticité sur les deux dimensions des éprouvettes (WST
250 & WST 300). La contrainte perpendiculaire à la propagation de la fissure effective sur
le long du ligament est étudiée. Plusieurs cas où la longueur de la FPZ est proportionnelle à
l’incrément de fissure élastique équivalente sont considérés.

(a) WST 250 (b) WST 300
FIGURE E.5 – Limite Ligament tendu-comprimé

(a) WST 250 (b) WST 300
FIGURE E.6 – Possibilité de propagation de la fissure dans une zone tendue

E.4 Point sur l’influence de la boîte mésoscopique
Ce paragraphe fait un point sur la dimension de la boite mésoscopique. Le choix de la

dimension de la boite mésoscopique doit se faire à bon escient. Effectivement, comme le montre
la figure E.7, des dimensions trop petites entraineraient des conditions limites parasites. En
conséquence le chemin de fissuration se verrait perturber et modifier sans compter l’apparition
d’une force résiduelle au niveau de la réponse macroscopique.
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CHAPITRE E. Étude sur la modélisation EF WST

FIGURE E.7 – Champs d’endommagement perturbés par les dimensions de la boite mésoscopique
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Annexe F

Détermination du champ d’énergie
restituée

En appui de la Figure F.1, représentant la réponse macroscopique en contrainte-déformation
d’un élément soumis à la traction, il est possible de déterminer une relation afin de calculer
l’énergie restituée entre deux temps de calcul, i.e., entre deux incréments de longueurs de fis-
sures élastiques équivalentes.

σ(N/m²) 

ε= δ/h 

ft 

t1 

t2 

Méthode graphique : 

Energie élastique   

(t1) 

+ 

Travail force extérieure   

 (t1t2) 

_ = 

Energie élastique   

(t2) 

Energie restituée   

(t1t2) 

t1 t1 t1 

t2 
t2 

t2 

t1(σ1;ε1) 

 

Identification de l’énergie 

restituée (Wr
12 ) en J/m3 

Wr
12 t2(σ2;ε2) 

 

h 

σ 

σ δ 

FIGURE F.1 – Identification de l’énergie restituée à partir de la réponse macroscopique

De manière graphique (calcul de surfaces), l’énergie restituée W t1→t2
r est dépendante de

l’énergie élastique aux instants t1 et t2 et au travail des forces extérieures entre t1 et t2. Dé-
taillons chaque énergie :
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CHAPITRE F. Détermination du champ d’énergie restituée

• L’énergie élastique à l’instant t1 :

W t1
e = 1

2σ
t1εt1 (F.1)

• L’énergie élastique à l’instant t2 :

W t2
e = 1

2σ
t2εt2 (F.2)

• Le travail des forces extérieures entre t1 et t2 :

W t1→t2
t = 1

2
(
σt1 + σt2

) (
εt1 − εt2

)
(F.3)

Ainsi, en soustrayant l’énergie élastique W t2
e de la somme entre l’énergie élastique à W t1

e et
le travail W t1→t2

t , soit F.1 + F.3 - F.2, il est possible de trouver une relation de l’énergie dissipée
W t1→t2
r en fonction de la contrainte et de la déformation :

W t1→t2
r = 1

2
[(
σt1εt2

)
−
(
σt2εt1

)]
(F.4)

Il est dès lors possible de généraliser cette dernière équation (eq. F.4) en utilisant le produit
tensoriel entre les tenseurs de contraintes σij et de déformations εij , où W t1→t2

r est variable
scalaire exprimée en J/m3 :

W t1→t2
r = 1

2
(
σt1ij ⊗ εt2ij − σt2ij ⊗ εt1ij

)
(F.5)

Un point sur la relation entre champ d’énergie restituée et le champ d’endommagement

En toute théorie, et suivant la théorie de l’endommagement isotrope. Il est possible de déter-
miner une relation de l’énergie restituée en fonction de la variable scalaire d’endommagement
D et de la déformation totale ε. Partons du principe que l’endommagement affecte le module
d’élasticité initiale, ainsi la loi de Hooke « endommagée » peut s’écrire pour les deux instants
t1 et t2 : σt1 = E (1−Dt1) εt1

σt2 = E (1−Dt2) εt2
(F.6)

En injectant la relation F.6 dans la relation F.4, on obtient une relation reliant l’énergie
restituée à l’endommagement :

W t1→t2
r = 1

2Eε
t1εt2 (∆D) , (F.7)

où ∆D est l’incrément d’endommagement entre l’instant t1 et t1 (∆D = Dt2 −Dt1 . Cette
dernière relation considère que l’énergie peut être restituée seulement et seulement si, il y a de
l’endommagement actif (∆D > 0). Cependant, la généralisation (dans des cas de chargement
non-uniaxiale) de la relation F.7 est correcte dans le cas où la variable d’endommagement D
affecte de la même manière le tenseur de contraintes effectives positives (traction) et négatives
(compression). Or, ce n’est pas le cas dans le modèle d’endommagement considéré dans ces
travaux , puisque :

σij = (1−D) 〈σ̃ij〉+ + (1−Dα) 〈σ̃ij〉− (F.8)

174



Annexe G

Champs d’endommagement des nouvelles
simulations WST

(a) Tirage #1 (b) Tirage #2 (c) Tirage #3

(d) Tirage #4 (e) Tirage #5
FIGURE G.1 – Champs d’endommagement WST 250 pour différents tirages
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CHAPITRE G. Champs d’endommagement des nouvelles simulations WST

(a) Tirage #1 (b) Tirage #2 (c) Tirage #3

(d) Tirage #4 (e) Tirage #5
FIGURE G.2 – Champs d’endommagement WST 300 pour différents tirages
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Annexe H

Énergie restituée VS Endommagement
instantané

Le processus de rupture peut, rappelons-le, être mis en évidence par deux variables : l’éner-
gie restituée Wr, et l’endommagement instantanée ∆D lié au champ d’endommagement. Si-
tuons nous à l’instant A (indiquée sur la Figure 4.8 dans la Section 4.2.2 ou autrement dit
en phase de fin de propagation auto-similaire de la fissure principale. Localement à l’échelle
mésoscopique, il semblerait de manière quantitatif que les nombres points de Gauss restituant
de l’énergie correspondent aux points de Gauss où l’endommagement est actif (Figure H.1).
Néanmoins, qualitativement parlant, les distributions des variables Wr et ∆D ne sont pas les
mêmes le long de l’éprouvette (Figure H.2). En effet, on remarque que l’énergie restituée met
en évidence une activité continue le long de la fissure principale formée. Ainsi, de l’énergie
non-négligeable continue à être restituée aux abords des lèvres de la fissure formées. La va-
riable d’endommagement instantané (∆D) par sa valeur met plutôt en évidence les sites où un
fort endommagement à lieu, i.e., la création d’un nouveau de front de fissure en avant de la zone
d’élaboration de la rupture.
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CHAPITRE H. Énergie restituée VS Endommagement instantané

FIGURE H.1 – Distribution du nombre de points de Gauss suivant différentes variables - lors du régime
plateau (instant A)

FIGURE H.2 – Distribution des valeurs Wr et ∆D - lors du régime plateau (instant A)
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Annexe I

Illustration de la zone d’élaboration de la
rupture sur quelques simulations

Cette annexe illustre ce qui a été proposé dans les Sections 4.2.4 et 4.3.2 du Chapitre 4. Ce
dernier chapitre traitait uniquement la nouvelle simulation WST 250 #2, nous proposons ici,
quelques figures sur 3 autres nouvelles simulations afin de valider ce qui a été présenté. Ainsi,
les simulations WST 250 #3, WST 300 #2 et WST 300 #4 sont analysées. Les Figures ainsi
obtenues attestent que le modèle est capable de rendre compte et d’illustrer, après traitement
(couplage courbe-R) et filtrage, d’une certaine zone d’élaboration de la rupture.

179



CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

I.1 Étude de la simulation WST 250 #3

(a) Endommagement en fin
de simulation (b) Courbe de résistance

FIGURE I.1 – (a) Champ d’endommagement en fin de simulation, (b) courbe-R correspondant incluant
les instants considérés pour l’étude - WST 250 #3

FIGURE I.2 – Évolution de la dimension de la boite faisant office de zone d’élaboration - WST 250 #3
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CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

FIGURE I.3 – Distances moyennes réelles dr - WST 250 #3

FIGURE I.4 – Distribution du taux de restitution pour une tranche d’1 mm de zone d’élaboration de la
rupture - WST 250 #3
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CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

I.2 Étude de la simulation WST 300 #2

(a) Endommagement en fin
de simulation (b) Courbe de résistance

FIGURE I.5 – (a) Champ d’endommagement en fin de simulation, (b) courbe-R correspondant incluant
les instants considérés pour l’étude - WST 300 #2

FIGURE I.6 – Évolution de la dimension de la boite faisant office de zone d’élaboration - WST 300 #2
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CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

FIGURE I.7 – Distances moyennes réelles dr - WST 300 #2

FIGURE I.8 – Distribution du taux de restitution pour une tranche d’1 mm de zone d’élaboration de la
rupture - WST 300 #2
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CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

I.3 Étude de la simulation WST 300 #4

(a) Endommagement en fin
de simulation

(b) Courbe de résistance

FIGURE I.9 – (a) Champ d’endommagement en fin de simulation, (b) courbe-R correspondant incluant
les instants considérés pour l’étude - WST 300 #4

FIGURE I.10 – Évolution de la dimension de la boite faisant office de zone d’élaboration - WST 300 #4
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CHAPITRE I. Illustration de la zone d’élaboration de la rupture sur quelques simulations

FIGURE I.11 – Distances moyennes réelles dr - WST 300 #4

FIGURE I.12 – Distribution du taux de restitution pour une tranche d’1 mm de zone d’élaboration de la
rupture - WST 300 #4
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Annexe J

Courbe force-déplacement et courbe-R de
la SENB 400

FIGURE J.1 – Courbe force déplacement SENB 400

FIGURE J.2 – Courbe-R
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