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Résumé

Ce travail développe des techniques non-supervisées de détection et de localisation en ligne de
ruptures dans les signaux enregistrés dans un environnement bruité. Ces techniques reposent sur
’association d’une approche algébrique avec la Théorie des Valeurs Extrémes (TVE). L’approche
algébrique permet d’appréhender aisément les ruptures en les caractérisant en termes de distribu-
tions de Dirac retardées et leurs dérivées dont la manipulation est facile via le calcul opérationnel.
Cette caractérisation algébrique, permettant d’exprimer explicitement les instants d’occurrences
des ruptures, est complétée par une interprétation probabiliste en termes d’extrémes : une rup-
ture est un événement rare dont I’amplitude associée est relativement grande. Ces événements
sont modélisés dans le cadre de la TVE, par une distribution de Pareto Généralisée. Plusieurs
modeles hybrides sont proposés dans ce travail pour décrire a la fois le comportement moyen
(bruit) et les comportements extrémes (les ruptures) du signal apres un traitement algébrique.
Des algorithmes entierement non-supervisés sont développés pour 1’évaluation de ces modeles
hybrides, contrairement aux techniques classiques utilisées pour les problemes d’estimation en
question qui sont heuristiques et manuelles. Les algorithmes de détection de ruptures développés
dans cette these ont été validés sur des données générées, puis appliqués sur des données réelles
provenant de différents phénomenes, ou les informations a extraire sont traduites par ’apparition

de ruptures.
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Abstract

This work develops non supervised techniques for on-line detection and location of change-
points in noisy recorded signals. These techniques are based on the combination of an algebraic
approach with the Extreme Value Theory (EVT). The algebraic approach offers an easy identi-
fication of the change-points. It characterizes them in terms of delayed Dirac distributions and
their derivatives which are easily handled via operational calculus. This algebraic characteriza-
tion, giving rise to an explicit expression of the change-points locations, is completed with a
probabilistic interpretation in terms of extremes : a change point is seen as a rare and extreme
event. Based on EVT, these events are modeled by a Generalized Pareto Distribution. Several
hybrid multi-components models are proposed in this work, modeling at the same time the mean
behavior (noise) and the extremes ones (change-points) of the signal after an algebraic proces-
sing. Non supervised algorithms are proposed to evaluate these hybrid models, avoiding the
problems encountered with classical estimation methods which are graphical ad hoc ones. The
change-points detection algorithms developed in this thesis are validated on generated data and
then applied on real data, stemming from different phenomenons, where change-points represent

the information to be extracted.
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Chapitre 1

Contexte général

1.1 Introduction

La détection et la localisation des changements brusques dans les caractéristiques d’un
systeme ou d'un signal est un probleme particulierement important, faisant, ces derniéres
décennies, ’objet de nombreuses recherches dans différents domaines. A titre d’exemples, nous

mentionnons :

— Economie / Finance : détection de risques du marché [Zumbach et al., 1999],
[Fliess et al., 2011a], [Broadwater and Chellappa, 2010], et détection de bulles financiéres
[Watanabe et al., 2007].

— Biomédecine : détection de ruptures dans une séquence d’acide désoxyribonucléique (ADN)
[Braun et al., 2000] et dans les signaux physiologiques (ECG [Pan and Tompkins, 1985],
EEG [Sivasankari and Thanushkodi, 2009], EMG [Matei et al., 1997], signaux neuronaux
[Mboup, 2012], etc).

— Science de [lenvironnement : détection de pannes ou de défauts dans les
systéemes de dépollution biologique [Verdier, 2007], des tremblements de terre
[Nikiforov and Tikhonov, 1986] et des tempétes [Killick et al., 2010].

— Télécommunication : détection de ruptures dans les signaux GPS [Boutoille, 2007], et dans
les spectres des signaux en radio cognitive [Ben Jemaa et al., 2012].

— Politique / Contre-terrorisme : détection d’attaques biologiques [Stoto et al., 2006]

Un changement brusque, que nous appellerons rupture ou encore change-point en anglais,
représente souvent une information importante. Une rupture peut étre synonyme de panne ou
de dysfonctionnement d’un systéme, d’une anomalie, d’un risque, d’un sinistre, etc. Ainsi, une
rupture peut changer de nature d’un probléme a un autre. Il n’existe donc pas une unique fagon
de la définir et de la caractériser. Tout dépend du cadre du travail, du probleme traité et de la
maniere dont nous la voyons. Nous allons voir par la suite que pour un méme probléeme nous

pouvons caractériser une rupture de deux ou plusieurs facons différentes.

Compte tenu de I'importance de l'information apportée par les ruptures, la détection
de ces derniéres est une étape indispensable en vue de l'analyse, la surveillance et le

controle de nombreux systemes. Dans ce travail, nous abordons ce sujet avec une modélisation
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1.1. INTRODUCTION 13

stochastique ou déterministe des signaux issus des systemes étudiés ou des phénomenes observés.
Pour illustrer la variété d’approches pour la détection de ruptures, en se référant a la figure

1.1, nous considérons les exemples suivants de la littérature en fonction de la caractérisation de

cette derniere.

(a) Changement de la moyenne

8 T T T T T T T T T
6 M
4 | | | | | | | | |
0 01 02 03 4 0.5 0.6 0.7 08 09 1
(b) Changement de la variance
20 T T T T T T T T T
0 P e e M WA A NN
_20 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2 (c) Changement transitoire a tres courte durée
E 1 T T T T T T T T
E‘ _01 | | | | | | | | |
< O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(d) Changement graduel
4 T T T T T T T T T
2 WMW
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(e) Cangement de la fréquence
0_5 T T T T T T T T T
of N\ A\ A NI MAWMMAMAMA
_05 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (S)

FIGURE 1.1 — Exemples de caractérisation d’une rupture dans un signal gaussien simulé : (a) un
changement de moyenne, (b) un changement de variance, (c) un changement transitoire abrupt,

(d) un changement graduel, (f) un changement de fréquence.

> Cadre stochastique :

— En choisissant un modele stochastique pour un signal observé, nous pouvons définir la
notion de rupture comme un changement brutal d’un parametre statistique lié aux ob-
servations. Ce parametre peut étre la moyenne (signal (a)), la variance (signal (b)), etc.
Plusieurs approches statistiques ont alors été développées pour déceler ces changements
brutaux, basées par exemple sur les tests & hypotheses. Citons, entre autres, 'ap-
proche bayésienne [Adams and MacKay, 2007], [Mohammad-Djafari and Féron, 2006],
[Moreno et al., 2005], la méthode de Shewhart [Shewhart, 1931], ou la méthode de

la somme cumulée CUSUM [Page, 1954]. Dans un premier temps, ces méthodes
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ont été appliquées en présence d’une seule rupture pour des observations supposées
indépendantes. Par la suite, elles ont été généralisées pour le cas de données dépendantes
[Lavielle and Teyssiere, 2007]. Elles ont été développées également pour le cas de mul-
tiples ruptures en utilisant par exemple la segmentation du signal binaire ou la sélection

de modeles [Lavielle and Teyssiere, 2007].

— Alors que les signaux (a) et (b) représentaient des changements dans les caractéristiques
statistiques du signal, le signal (e) représente un changement dans une caractéristique
spectrale du signal. Une rupture peut aussi étre envisagée comme un changement
brusque de la fréquence a un instant donné. En appliquant I’'une des méthodes d’analyse
temps-fréquence des signaux ([Sejdié¢ et al., 2009]), comme par exemple, la transformée
de Gabor [Gabor, 1946], la transformée de Weigner-Ville [Wigner, 1932] ou encore la
transformée en ondelettes [Meyer, 1992], ce changement de fréquence peut étre détecté
dans le domaine fréquentiel et localisé dans le domaine temporel ([Nenadic, 2005],
[Li et al., 1995], ...). Il peut aussi étre détecté dans le domaine fréquentiel en uti-
lisant une approche algébrique comme dans les travaux de [Tiganj et al., 2012] et
[Ben Jemaa et al., 2012].

— Une autre facon de caractériser une rupture est de considérer son occurrence
comme un événement rare, i.e. un événement de probabilité d’apparition faible, et
extréme, i.e. d’amplitude relativement tres élevée. Cela nous conduira a considérer
la TVE. Cette approche est utilisée pour 1’étude des phénomenes dits ’anor-
maux’ apparaissant dans de nombreux domaines, tels par exemple en actuariat
et finance ([Embrechts et al., 1997] et [Carreau and Bengio, 2009b],...), en clima-
tologie ([Naveau et al., 2005],[Davison, 2009]), et plus récemment en épidémiologie
([Guillou et al., 2014]).

> Cadre déterministe :

Enfin, une autre caractérisation possible est de considérer la rupture comme une dis-
continuité dans le signal (signaux (a) et (c)) ou dans l'une de ses fonctionnalités : la
dérivée par exemple (signal (d)) ou encore dans le spectre du signal (signal(e)). Pour
cette caractérisation nous proposons un modele déterministe du signal, continu par
morceaux, faisant apparaitre les positions des ruptures. Une maniere de faire apparaitre
des discontinuités est d’introduire les dérivées du signal. Plusieurs méthodes utilisant
les dérivées ont été développées pour la détection de ce type de rupture. Nous trouvons
par exemple les méthodes basées sur la sélection de modeles, ou les discontinuités sont
détectées dans les signaux résidus,[Laguna et al., 1989]. Nous citons également I’approche
algébrique basée sur l'algebre différentielle et le calcul opérationnel [Mboup, 2012}, qui
a été récemment appliquée sur différents jeux de données [Moussa Ali et al., 2011a,
[Fliess et al., 2011a], [Mboup, 2012], [Ben Jemaa et al., 2012], etc.

Dans ce qui suit, nous présenterons quelques caractérisations de ruptures en donnant une

description breve des principes des approches existantes pour les détecter.
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1.2 Exemples de méthodes existantes de détection des ruptures

La définition et la caractérisation d’une rupture pour un probleme bien défini constitue
une étape primordiale pour la détection de changements brusques. Selon cette définition et
cette caractérisation, plusieurs méthodes peuvent étre développées. Nous présentons dans cette
section l'idée générale de certaines en fonction de la caractérisation de la rupture. Dans ce qui
suit, nous modélisons un signal échantillonné, représenté par des données, par une suite de

variables aléatoires (v.a.) (X, )nen+ indépendantes et identiquement distribuées (iid).

1.2.1 Changement dans les caractéristiques statistiques et spectrales du si-
gnal

Nous considérons dans ce paragraphe ’exemple de la rupture mesurée par un changement

d’un parametre statistique (la moyenne et/ou la variance) ou spectral (la fréquence).

1.2.1.1 Changement dans les caractéristiques statistiques du signal

» Changement de moyenne

Un changement brutal de moyenne admettant deux valeurs distinctes sur deux intervalles
de temps disjoints peut étre considéré comme une rupture. Désignons par p cette moyenne.
Pour détecter le changement brusque de la valeur de u, une approche stochastique classique est
le test d’hypothéses sur la moyenne. La premiere hypothese appelée hypothese nulle et notée
Ho correspond & une série (X, )nen+ de moyenne constante. Tandis que la deuxiéme hypotheése
dite alternative et notée H; traduit 'apparition d’une rupture. Comme la rupture représente
un changement en moyenne, nous pouvons considérer que la série (X, ),cn+ n’est autre qu'une
concaténation de deux sous-séries (Xon)nen+ €t (X1 )nen+ de moyennes différentes respectives
o et puy dont le passage d’une sous-série a une autre traduit ’apparition d’une rupture.

Nous considérons donc le test a hypotheses suivant :

Ho : M= Ho
Hi poo= 1 # o (1.1)

dont le rejet de I'hypothese Hg au risque a implique la détection d’un changement en

moyenne avec une probabilité 1 — «, o € [0, 1].

De nombreuses méthodes basées sur le principe du test a hypotheses ont été développées
en utilisant le logarithme du rapport de vraisemblance. Nous pouvons citer par exemple
Papproche bayésienne [Adams and MacKay, 2007], [Mohammad-Djafari and Féron, 2006],
[Moreno et al., 2005]. Nous trouvons aussi la regle de Shewhart [Shewhart, 1931], la régle de
la moyenne mobile [Page, 1954], aussi la regle de la somme cumulée CUSUM introduite par
Page [Page, 1954] et qui est la plus utilisée récemment. Toutes ces méthodes ont été mises en

place sur des données indépendantes, puis ont été généralisées au cas de données dépendantes
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[Verdier, 2007].

Les limitations de ces méthodes résident dans la nécessité de la connaissance de la densité
de probabilité sous chaque hypothese. Pour palier cette limitation, certains auteurs ont proposé
d’estimer le rapport de vraisemblance sans le passage par I'estimation des densités de probabilité

sous chaque hypothese [Kawahara and Sugiyama, 2009].

Pour détecter le changement brusque de la moyenne, nous pouvons aussi utiliser 'une
des méthodes basées sur la sélection de modeles. Ces méthodes qui sont le plus souvent
utilisées en automatiques pour détecter et localiser la défaillance d’un systéme, reposent sur la
génération des signaux résidus, indicateurs de ruptures dans le fonctionnement du systéme. Les
signaux résidus générés correspondent a la différence entre le comportement du systéme prédit
par le modele analytique et celui observé. Les méthodes basées sur la sélection de modeles
nécessitent une connaissance vaste sur le systéme permettant sa modélisation mathématique.
Nous citons par exemple les méthodes basées sur la génération de résidus par relation de
parité, par le filtrage de Kalman ou par estimation paramétrique [Lavielle and Teyssiere, 2006],
[Lavielle and Teyssiere, 2007].

» Changement de variance

Nous considérons maintenant le cas d’une rupture mesurée par un changement net de
variance. Ce type de ruptures se rencontre souvent dans le domaine de la finance pour mesurer
le risque du marché en s’appuyant sur les données représentant les fluctuations du prix
entre le vendeur et 'acheteur. Ces fluctuations augmentent lors d’une turbulence du marché.
La détection de ces derniéres est réalisée via le changement brusque de la variance de ces
données appelée volatilité en finance. Cette caractérisation de la rupture a été traitée par
Dacorogna et al. [Zumbach et al., 1999] et aussi par Fliess et al. [Fliess et al., 2011b] dans deux
cadres différents. Le changement de variance peut indiquer l'apparition d’une rupture dans
d’autres domaines. Citons, par exemple, les tremblements de terre, ou Richter en 1958, pour
construire son échelle, s’est basé sur la détection du changement de la variance représentant
la somme de l'énergie libérée durant le tremblement de terre [Richter Charles, 1958]. Nous

citons aussi le cas des orages, ou la variance représente I'intensité de 'orage [Killick et al., 2010].

Comme pour le cas des changements de moyenne, pour détecter le changement de variance
nous pouvons utiliser la sélection de modeles, ou encore le test a hypotheses en remplacant la

moyenne p par la variance o2 [Killick et al., 2010].

Nous pouvons aussi utiliser la technique algébrique proposée par Fliess et al
[Fliess et al., 2011a]. Cette technique déterministe consiste a étudier le comportement de la
volatilité pour détecter les ruptures. Nous reviendrons a cette approche en temps voulu pour un

autre type de ruptures.
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1.2.1.2 Changement dans les caractéristiques spectrales du signal

» Changement de fréquence

Un changement brusque de la fréquence est une autre caractérisation possible d’une rupture.
Ce probleme est rencontré beaucoup dans le domaine biomédical pour détecter les phénomenes
transitoires a courte durée dans les signaux physiologiques afin de diagnostiquer ou prédire
certaines anomalies [Nenadic, 2005], [Li et al., 1995]. Une fagon de détecter ces transitions est
d’utiliser la transformée de Fourrier. Cette méthode est efficace dans le cas ou le signal est
stationnaire car dans le cas contraire elle ne donne pas une information temporelle du chan-
gement de la fréquence détectée. Pour avoir acces a cette information, nous pouvons utiliser
I'une des méthodes temps fréquence. A titre d’exemple, nous pouvons citer celle de la trans-
formée de Fourrier a court terme qui réalise une représentation fréquentielle du signal via une
fenétre d’analyse glissante reposant sur la stationnarité locale du signal. Nous trouvons aussi la
distribution de Weigner Ville qui fournit une décomposition temps-fréquence sans aucune res-
triction sur les résolutions temporelles et fréquentielles. Nous trouvons également la transformée
en ondelette qui permet la représentation du signal dans le plan temps-échelle [Nenadic, 2005],
[Li et al., 1995].

1.2.2 Discontinuité dans le signal ou dans 'une de ses fonctionnalités

Une autre maniere de caractériser une rupture est de la considérer comme une discontinuité
dans le signal ou dans 'une de ses fonctionnalités (la dérivée, la volatilité [Fliess et al., 2011b],
etc). Pour ce type de caractérisation nous proposons un modele continu par morceaux faisant
apparaitre les points de discontinuité dans le signal. Une facon d’extraire ces discontinuités est
de manipuler les dérivées du signal. Diverses méthodes employant la dérivation existent dans la
littérature, nous citons par exemple la méthode de Pan et Tompkins [Pan and Tompkins, 1985]
qui est basée sur 'application d’un filtre dérivateur, celle aussi basée sur la sélection de modeles
ot nous dérivons le signal résidus pour faire apparaitre les discontinuités [Laguna et al., 1989].
Nous citons également une approche récemment appliquée dans différents domaines : il s’agit
de l'approche algébrique qui est une approche déterministe non asymptotique basée sur
lalgebre différentielle et le calcul opérationnel [Mikusinski and Boehme, 1987]. Les bases et le
cadre mathématique de cette approche algébrique proposée par Michel Fliess et Sira-Ramirez
[Fliess and Sira-Ramirez, 2003] et dont l'idée de détection de ruptures en utilisant cette
dernieére a été proposée pour la premiere fois par Mamadou Mboup [Mboup, 2007], sont
exposés dans [Fliess et al., 2003], [Fliess et al., 2004], [Fliess et al., 2008],[Mboup, 2009] et
[Mboup et al., 2009]. Nous détaillerons ces principes dans le chapitre 2 mais donnons en les

grandes lignes :

1. Dériver le signal, modélisé par un modele régulier par morceaux, au sens de distribution.

2. Aller vers le domaine opérationnel [Mikusinski and Boehme, 1987] afin de manipuler faci-
lement les dérivées (une dérivation, respectivement intégration, dans le domaine temporel

correspond a une multiplication, respectivement division, dans le domaine opérationnel).

3. Trouver une équation différentielle en fonction des temps d’occurrence des ruptures.
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4. Extraire un systeme linéaire dont les solutions représentent les positions des ruptures.

5. Retourner dans le domaine temporel pour résoudre le systeme linéaire trouvé.

Cette méthode a été développée par plusieurs auteurs pour la détection de ruptures dans le
cadre général [Mboup et al., 2007], [Mboup et al., 2008], [Fliess et al., 2010], et aussi pour des

applications dans différents domaines. Citons par exemple en :

Biomédical : détection des spikes de neurones [Mboup, 2012], détection des pics R du
signal ECG [Debbabi and El Asmi, 2012], [Rezk et al., 2011], [Rezk et al., 2012].

Automatique : diagnostic des systémes dynamiques linéaires [Moussa Ali et al., 2011a],

[Moussa Ali et al., 2011b], [Moussa Ali, 2011], estimation des parameétres des systémes
linéaires stationnaires [Tian et al., 2008], [De Miras et al., 2013].
— Finance : étude de la volatilité [Fliess et al., 2011al.

Telecommunication : détection du spectre en radio cognitive [Ben Jemaa et al., 2012].

1.2.3 Evénement rare

Nous associons a ’apparition d’une rupture un événement rare dont la probabilité d’oc-
currence est tres faible, mais 'amplitude est treés forte. Pour détecter cette rupture, nous
utiliserons la TVE. Cette méthode utilisée pour I’étude des phénomenes inhabituels, permet de
déterminer la distribution des valeurs extrémes sans la nécessité de connaitre la distribution
de toutes les observations. Pour ce faire, deux approches existent. L’approche classique
ou l'on s’intéresse aux lois limites des extrémes (maximums ou minimums), et l'approche
Peak Over Threshold (POT) ou 'on considere plusieurs statistiques d’ordre les plus grandes
ou les plus petites (et pas seulement les deux valeurs extrémes). Ces deux approches se
basent essentiellement sur deux théoréemes importants : Le théoreme de Fisher et Tippett
[Fisher and Tippett, 1928] qui permet de caractériser la loi de distribution des extrémes selon
trois lois possibles et le théoréme de Balkema, de Haan [Balkema and de Haan, 1974] et
Pickands [Pickands, 1975] qui donne une estimation de la queue de distribution & partir d’un
seuil assez élevé. Ce théoreme nous permet d’avoir une expression analytique de la fonction de

répartition des observations au-dela d’un seuil a partir desquelles nous estimerons les parametres.

Notons que la TVE est applicable dans le cas d’une distribution de loi continue. Nous en

donnerons plus de détails dans le chapitre 3.

Apres avoir donné une idée générale sur les différentes caractérisation d’une rupture ainsi
que sur les principes des différentes méthodes existantes dans la littérature pour la détection de
ruptures suivant leur caractérisation, nous allons présenter nos contributions dans ce contexte.
Comment avons-nous envisagé la rupture 2 Quelles approches avons-nous proposé pour déceler

les ruptures ¢ Nous répondrons a ces questions en détail dans les chapitres 2 et 3.

1.3 Plan de la these

Pour organiser ce document, nous nous sommes basés sur deux regles principales.
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Regle 1 : caractérisation de la rupture selon deux manieres différentes :

1. Dans un cadre déterministe, nous I’avons envisagé comme une discontinuité dans

une fonction a variation bornée.

2. Dans un cadre stochastique nous avons associé a 'apparition de la rupture un

événement rare d’amplitude relativement extréme.

Suivant ces deux caractérisations de la rupture, nous avons divisé le reste du manuscrit
en deux grandes parties ou chaque partie représente un chapitre traitant une caractérisation
différente. Bien évidemment, chaque chapitre met en évidence la méthode associée pour la

détection de la rupture qu’il traite.

Reégle 2 : modélisation des données : ruptures et / ou bruit.

Toutes les idées développées dans cette theése reposent sur un enchainement de raison-
nement basé sur la maniere d’exploiter le plus possible d’information sur les données pour
améliorer la qualité de détection de ruptures. En effet, les signaux que nous traitons dans
cette thése sont des signaux bruités. Si nous désignons par y(¢) un signal bruité, avec t € R

représentant le temps, alors ce signal peut étre exprimé comme la somme de deux composantes :

y(t) = 2(t) +w(t),

ou z est une composante déterministe contenant les ruptures et w est une composante aléatoire
décrivant le bruit. Nous présentons un schéma illustratif de cette décomposition dans la figure
ci-dessous. Nous notons que le signal enregistré représenté dans cette figure n’est qu’un simple

exemple. Nous ne nous limitons pas a ce type de signaux.

Signal enregistré
(] [

Ruptures /\ Bruit

FIGURE 1.2 — Exemple de décomposition d’'un signal enregistré en composante déterministe
(ruptures) et composante stochastique (bruit). Les points bleus associés au signal enregistré

indiquent la présence de ruptures.



20 CHAPITRE 1. CONTEXTE GENERAL

La deuxieme regle, suivant laquelle les deux chapitres sont a leur tour divisé en deux

niveaux, repose alors sur la partie du signal que nous modélisons : x(t) et/ou w(t).

Dans un premier temps, nous avons commencé par modéliser seulement les ruptures (la
composante déterministe du signal : z(¢)) en leur associant un modele déterministe, régulier,
défini par morceaux, sans considérer aucun modele du bruit perturbant ces dernieres. Ensuite,
pour avoir plus d’informations sur nos données, nous avons associé au bruit (composante
aléatoire du signal w(t)) un modele probabiliste. A ce stade, les deux composantes sont
modélisées séparément. La description de la modélisation de chaque composante constituera

une sous-partie du chapitre 2.

Dans un second temps, afin d’améliorer la détection de ruptures, nous avons considéré les
ruptures et le bruit : les deux composantes en méme temps. Nous ne nous sommes intéressés au
départ qu’a la modélisation des valeurs extrémes du signal enregistré, en modélisant les exces
au-dela d’un seuil par un modele probabiliste. Ensuite, nous avons étendu la modélisation en
considérant tout le signal enregistré, et pas seulement les extrémes. Ces deux modélisations

feront aussi 'objet de deux sous-parties du chapitre 3.

Pour résumer tout ce qui a été dit, nous représentons dans la figure 1.3 le schéma de 1'orga-
nisation de la these, ou pour chaque niveau nous nous focalisons sur la modélisation de la partie
du signal représentée en rouge. L’enchainement de raisonnement que nous avons suivi sera mieux

détaillé dans ce qui suit et encore plus expliqué dans les chapitres eux mémes.

1.3.1 Description du chapitre 2

Dans le chapitre 2, une rupture est vue comme une discontinuité de premiere espece et d’un
certain ordre dans une fonction a variation bornée en général, et dans un signal, de longueur
de courbe représentative finie, faisant partie de la classe des fonctions a variation bornée, en
particulier. Dans un premier niveau (voir figure 1.3, niveau 1), nous ne nous sommes intéressés
qu’a la modélisation des ruptures. Nous n’avons alors considéré que la composante déterministe
du signal a laquelle nous avons associé un modele régulier par morceaux faisant apparaitre les
temps d’occurrence de ruptures. Pour mettre en évidence ces ruptures, nous avons adopté 1’ap-
proche algébrique dont le principe est décrit et détaillé dans la premiere partie de ce deuxieme
chapitre. De cette approche algébrique, nous avons déduit différents détecteurs algébriques
de ruptures. Ces détecteurs algébriques reposent sur des intégrales itérées. Ainsi, méme si
aucun modele du bruit n’est explicitement incorporé dans la conception de ces détecteurs,

les intégrales itérées, qui sont des filtres passe-bas, leurs conférent une bonne robustesse au bruit.

La détection de rupture, peut néanmoins étre améliorée en exploitant I'information que 1’on
peut avoir sur la composante aléatoire. Ainsi, dans un deuxiéme niveau, nous avons associé au
bruit, issu du détecteur algébrique un modele stochastique. La détermination de ce modele est

détaillée dans la troisieme section de ce chapitre.

Pour mettre en pratique tout ce qui a été dit, la derniere partie du chapitre 2 a été consacrée
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au développement de deux applications. La premiere application concerne la détection de spikes
de neurones ou encore la détection des potentiels d’action dans un signal neuronal. Pour cette
application, nous avons d’abord comparé les différents détecteurs algébriques en se basant sur
les courbes d’efficacité du récepteur, dites en anglais Receiver Operating Characteristic Curves
(ROC). Ensuite, nous avons considéré celui qui donne une meilleure performance. Par la suite,
nous avons appliqué ce dernier pour la détection des spikes de neurones en le comparant avec
deux détecteurs existants dans la littérature. A la fin, nous avons exploité la connaissance du
modele probabiliste du bruit pour déterminer un seuil séparant les spikes des faux pics avec
une probabilité de fausses alarmes fixée. Pour montrer encore les performances des détecteurs
algébriques face au bruit, dans un autre contexte, nous avons appliqué I'un d’entre eux pour
détecter les pics R dans un signal ElectroCardioGramme (ECG) en le comparant aussi & un autre
détecteur classique. Les résultats de cette partie applicative ont été tous discutés et interprétés

dans ce deuxieme chapitre.

1.3.2 Description du chapitre 3

La rupture est vue différemment dans le troisieme chapitre. Son occurrence est considérée
comme un événement rare d’amplitude relativement extréme. Pour améliorer encore la détection
de ruptures, nous nous sommes intéressés dans un troisieme niveau a considérer toutes les
données et a modéliser que les extrémes vu 'importance de 'information qu’elles contiennent.
Pour ce faire, nous nous sommes basés sur la TVE dont les principaux résultats sont introduits
dans la premiere partie de ce chapitre. Plus particulierement, nous nous sommes basés sur la
méthode POT de la TVE qui, suivant le théoreme de Balkema, de Haan et Pickands, modélise
les exces au dela d’un certain seuil relativement élevé par une loi de Pareto généralisée, dite en
anglais Generalized Pareto Distribution (GPD). Pour pouvoir bénéficier de ce superbe résultat,
une premiere étape consiste a déterminer judicieusement le seuil de la POT. Tout d’abord
et dans un travail préliminaire, nous avons déterminé ce seuil graphiquement en utilisant la
méthode du ’mean excess plot’. Une fois le seuil est déterminé, les exces au dela de ce dernier,
contenant les ruptures, ont été modélisés par une GPD. Comme pour le niveau 2 du chapitre 2,
la connaissance de la loi des extrémes nous a permis de proposer un seuil séparant les ruptures
du bruit avec une probabilité de fausses alarmes fixée, améliorant les résultats trouvés au niveau

2. Une application en neuroscience a été développée, mettant en évidence les résultats trouvés.

Dans un dernier niveau, niveau 4 de la figure 1.3, deux questions principales nous sont venues
a lesprit. La premiere est : comment déterminer le seuil de la POT automatiquement sans
passer par les méthodes graphiques ou semi-graphiques existantes dans la littérature ? En fait,
ces méthodes graphiques et semi-graphiques qui ont montré de bonnes performances dans le cas
d’un traitement hors-ligne des données, deviennent inefficaces lorsque 'information a extraire
doit apparaitre en temps réel, comme par exemple pour le cas des données biomédicales. La
deuxieme question est : Peut-on trouver un modeéle probabiliste adéquat a mos données afin de
mieuxr maitriser le phénomeéne étudié ¢ La réponse a ces deux questions a été donnée dans la
derniere partie de la these. En effet, nous avons voulu garder I'avantage de la TVE qui nous
donne la loi de probabilité des extrémes, et étendre la modélisation a toutes les données en

considérant, aussi le comportement moyen de ces derniéres. Ainsi, en se basant sur le Théoreme
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Central Limite (TCL) nous avons modélisé ce comportment moyen par une loi de probabilité
gaussienne. Par conséquent, nous avons considéré une loi de probabilité multi-composantes. Cette
loi de probabilité basée sur deux théoremes limites : le TCL et le théoreme de Balkema, de Haan
et Pickands, se comporte comme une gaussienne en dessous d’une valeur et se comporte comme
une GPD au dela de cette derniere. Cette valeur qui lie les deux composantes, representant le
point de jonction, définie en vrai le seuil indiquant la présence des extrémes. Pour déterminer
ce seuil automatiquement et répondre a la premieére question, nous avons proposé un algorithme
itératif et non supervisé. La performance de cet algorithme a été testée sur des données simulées
et évaluées en se basant sur les simulations de Monte Carlo. Une étude théorique sur 'existence
de point stationnaire de I’algorithme proposé a été effectuée en s’appuyant sur 'un des théoremes
de point fixe : le théoréeme de Brouwer. A part la détermination judicieuse du seuil, cet algorithme
offre un bon ajustement des données. Ainsi, nous répondons aux deux questions & la fois. Bien
évidemment, le modeéle a deux composantes : gaussienne pour le comportement moyen et GPD
pour le comportement extréme, n’est pas applicable pour tout type de données. Il concerne
seulement les données asymétriques a queue lourde. Pour élargir le domaine d’application des
modeles hybrides, nous avons considéré, dans toute une derniere partie, différents modeles ou
a chaque fois le nombre de composantes, leurs natures et les coefficients associés changent.
A chaque changement, nous effectuons les modifications nécessaires sur 'algorithme itératif
pour ajuster le modele considéré et déterminer le seuil ou les seuils indiquant la présence des
extrémes (maxima et/ou minima). Une application en neuroscience est donnée pour évaluer les

performances de ces modeles hybrides.

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre d’introduction a permis de présenter la notion de rupture avec ses
différentes caractérisations dans différents contextes. Un état de I'art a été proposé, donnant une
idée générale sur les principes des méthodes existantes dans la littérature traitant le probleme
de détection de ruptures pour chaque caractérisation. Le cadre du travail ainsi que le plan de
la these ont été discutés a la fin de ce premier chapitre. Par la suite, nous présentons dans
le deuxiéme chapitre la premiere caractérisation de la rupture considérée dans ce travail ainsi
que tous les outils mathématiques utilisés pour la déceler. Aussi bien, nous détaillons dans le
troisieme chapitre la deuxieme caractérisation de la rupture envisagée dans cette these tout en
introduisant la TVE, le cadre mathématique permettant la détection de ce type de ruptures. Une
conclusion générale des travaux effectués dans cette these est donnée a la fin de ce manuscrit,

ouvrant des pistes de futurs recherches.



Chapitre 2

Rupture : une discontinuité de

premiere espece

2.1 Introduction

Une rupture est caractérisée dans ce chapitre par une discontinuité de premiere espece et d’un
certain ordre d’une fonction a variation bornée, en général, et d’'un signal en particulier. Notre
objectif principal est de détecter ces discontinuités dans un environnement bruité. Pour ce faire,
I’approche adoptée dans ce chapitre est une approche algébrique. Basée sur 1’algebre différentielle
et le calcul opérationnel de Mikusinski, cette technique permet d’exprimer explicitement les
instants d’occurrence de ruptures et d’accentuer leur présence. Cependant, pour détecter les
discontinuités, 'approche algébrique repose uniquement sur une modélisation déterministe des
ruptures : aucun modele du bruit, inhérent a tout signal, n’a été considéré dans la construction
des détecteurs algébriques. Afin de pouvoir exploiter 'information que l'on peut avoir sur le
bruit, nous associons, dans la deuxieme partie de ce chapitre, a la modélisation déterministe
des ruptures une modélisation stochastique du bruit. Nous déterminons la fonction de densité
de probabilité du bruit apres le traitement algébrique. Cette connaissance nous a permis de
déterminer un seuil permettant de mieux distinguer les pics liés aux ruptures de ceux liés au
bruit avec une probabilité inférieure a une probabilité donnée de fausses alarmes. Enfin, nous
consacrons une troisieme partie de ce chapitre pour souligner les performances des techniques
algébriques pour la détection de ruptures ainsi que ’apport de la modélisation stochastique du
bruit pour 'amélioration de la détection de ces dernieres. Pour ce faire, nous développons deux

applications biomédicales : en cardiologie et en neuroscience.

2.2 Modélisation déterministe des ruptures

Nous commencons par rappeler quelques définitions et notions topologiques que nous utili-

sons par la suite.

Définition 2.1 (Discontinuité de premiére espéce) On dit que xo est un point de discon-

tinuité de premiére espéce d’une fonction f si les limites lim f(x) et lim f(x) existent et sont

différentes.

24
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Définition 2.2 (Discontinuité de premiére espéce d’ordre n) Une  discontinuité  de
premiere espéce de f en un point xg est dite dordre n € N si dp € N tel que Vp < n,
lim f®)(z) = Iim+f(p)(:c) et Vp > n, lim_f(p)(az) # 1im+f(p)(as), ot exposant (p) désigne

=T =T T T
Uordre de dérivation de f.

Définition 2.3 (Fonction a variation bornée) Soit la fonction f définie sur un intervalle

compact de R. f est dite a variation bornée si sa variation totale sur l'intervalle |a, b]

n—1
b _ . _ .
Vif) = o ; f (ti1) — f(t2)] (2.1)
n>2

est finie.

Théoréme 2.4 Toute fonction réelle réguliere par morceaux sur un intervalle fermé, dont la

longueur de sa courbe représentative est finie, est a variation bornée sur cet intervalle.

La preuve de ce théoreme est détaillée dans [Howard, 2004], page 18, ou f désigne un signal.

Proposition 2.5 ([Choquet, 1969]) Toute fonction a variation bornée est réglée : tous ses

points de discontinuité sont de premiére espéce.

Lemme 2.6 L’ensemble de points de discontinuité d’une fonction a variation bornée est au plus

dénombrable.

Voir [Surhone et al., 2010] pour plus de détails sur le lemme 2.6.

Dans un cadre général, nous nous intéressons dans cette these a la détection des ruptures
dans les fonctions & variation bornée, décrites dans la définition 2.3. Plus précisément, dans les
signaux dont la longueur de courbe représentative est finie, faisant partie, d’apres le théoreme
2.4, a la classe de ces fonctions a variation bornée. Les ruptures présentes dans ces fonctions sont
caractérisées dans ce chapitre comme des discontinuités de ces dernieres. D’apres la proposition
2.5, ces discontinuités sont de premieére espece (définition 2.1). Ainsi, tout au long de ce chapitre,
une rupture désignera une discontinuité de premiere espece et d’un certain ordre (définition 2.2)
d’une fonction a variation bornée f : I — R, ou [ est un compact de R. Pour se mettre dans
le cadre du travail, et en se basant sur le théoreme 2.4, la fonction f désignera dorénavant
un signal non bruité modélisant un certain phénomene que nous nommons z de variable réelle
représentant le temps. Dans le cas ou le signal x admet plusieurs ruptures aux points (¢;)i>o0,
nous lui associons le modele régulier par morceaux donné par (2.2), ot les (f;)i>0 : R — R sont

des fonctions réguliéres :

2(t) =) filt — ) H(t —ts), (2.2)

i>0
ou la variable ¢ € R désigne le temps et la fonction H(.) représente la fonction de Heaviside

définie par :

0, sit<O0;
H(t) = * , VteR.
1, sit>0

Nous illustrons dans la figure 2.1 trois exemples différents d’un signal x admettant une seule

rupture, ou 'ordre de discontinuité de la rupture et la nature des fonctions { fo, f1} varient d’un
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exemple & un autre. En effet, I'exemple A de cette figure, pour lequel les fonctions { fo, f1} sont
des fonctions sinusoidales, nous montre une rupture d’ordre 0 4.e. une discontinuité du signal z
lui méme. Tandis que la rupture présente dans le signal affine par morceaux de 'exemple B est
une rupture d’ordre 1 : c’est le signal dérivé & qui admet une rupture. Enfin, la rupture d’ordre
2 donnée par 'exemple C| illustrant une fonction qui change de comportement brusquement :
d’un comportement constant a un comportement parabolique, représente une rupture dans le

signal #, la dérivée seconde de x.

A travers la figure 2.1, nous pouvons constater que l'ordre de la rupture et la nature des

fonctions (f;)i>o de (2.2) sont fortement liés au phénomene étudié.

Rupture d’'ordre 0 Rupture d’ordre 1 Rupture d’'ordre 2
0 20 ‘
A ! B | ¢ !
| -1 | 1
0 | | 15 |
I -2 | I
| | |
|
-1 | -3 ! 10 l
| | |
| -4 l l
-2 I 5 I
l _5 I !
| | |
| | |
-3 1 1 0
-8 -5 Ow2 5 8 -4 -2 012 4 6 -10 -5 0 £
‘ —lesignal x - - - I"instant d’ apparition delarupture‘

FIGURE 2.1 — Trois différents types de ruptures

Notre objectif principal est de détecter les ruptures du signal z, modélisé, dans un cadre
général, par (2.2), et d’estimer leurs positions (t;);>0. Une facon de souligner la présence de
telles ruptures est de dériver x au sens de distribution [Schwartz, 1998|, ce qui constitue la

premiere et la principale étape de ’approche algébrique que nous présentons ci-apres.

2.2.1 Approche algébrique pour la détection de ruptures : principes

Dans cette section nous décrivons 'approche algébrique que nous utilisons pour détecter
les ruptures présentes dans x et estimer leurs positions. Pour simplifier les choses, nous nous
intéresserons plutot a détecter la présence d’une rupture dans un intervalle glissant I, de taille
T et d’origine 7 € R4, ou & admet au plus une rupture. La restriction de = sur cet intervalle,

notée x, est exprimée comme suit :
z(t) =zt +7)H(t), Vtel[0,T) (2.3)

Notons que d’apreés le lemme 2.6, ’ensemble des points de discontinuités de x, que nous
notons Dgy;s(x), est un ensemble au plus dénombrable appartenant & R. Comme R est un
espace topologique séparé alors pour tout t1,te € Dg;s(z), il existe un voisinage V(t1) de t1,
(resp. V(t2) de t3) dans R tel que V(t1) N V(t2) = @. D’olt I'existence de l'intervalle I conte-

nant au plus une discontinuité dont la largeur 7" dépend de ’application et du phénomene étudié.
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Comme z, admet au plus une rupture dans I7, il existe donc deux cas possibles :

1 : x, admet une et une seule rupture ou encore une discontinuité au point nommé ¢, appar-
tenant a |0, 7[. Dans ce cas, x; est régulier par morceaux. Il n’est donc pas dérivable au
point t.. Pour souligner la présence de cette discontinuité au point ¢, nous dérivons z,
au sens de distribution [Schwartz, 1998] dont I'expression de la N®M€ dérivée est donnée

par 'équation (2.4).

dN ., (t)

N-1
BN & M)(1) + Z 1 106 + py 1t — )P, (2.4)
k=0

ou pu% 4 4 = 2% (0) et pn—g—1 = 2 (th) — 2 (t7), la fonction ¢ est la distribution de

Dirac et [f] représente la partie réguliere de f.

2 : 2, n’a aucun point de discontinuité dans I7. Il est donc lisse dans cet intervalle. Dans ce
cas t; = 0, désignant la discontinuité a l’origine induite par la présence de la fonction de

Heaviside dans 2.3.

Nous mentionnons que 1’équation (2.4) est ’élément clé de 1’approche algébrique. A partir de
cette équation, différents estimateurs algébriques peuvent étre déduits pour la détection de
ruptures. Comme le montre la figure 2.1, tout dépend de 'ordre de la rupture, de la nature
des fonctions continues (f;)i>o de (2.2), aussi bien de l'ordre de dérivation N. Par contre, la
démarche adoptée par 'approche algébrique pour la détection de ruptures est quasiment la
méme. Elle est, en fait, basée sur trois grandes lignes : 1) exprimer I’équation (2.4) dans le
domaine opérationnel [Mikusinski and Boehme, 1987] dans le but de manipuler aisément les
fonctions de Dirac retardées, 2) écrire une équation différentielle faisant apparaitre explicitement
les temps de ruptures en la manipulant algébriquement pour annihiler les parametres inconnus
tels que les conditions initiales et les sauts du signal aux points de ruptures, 3) extraire un
systeme linéaire dont la solution est la position de la rupture dans I7. La résolution de ce
dernier se fait par retour au domaine temporel en manipulant des convolutions de x, par des

filtres passe-bas. Toutes ces étapes seront détaillées dans ce qui suit sur un exemple particulier.

2.2.2 Approche algébrique pour la détection de ruptures : exemple

La méthode algébrique que nous présentons dans cette section est I'une des méthodes pos-
sibles que nous pouvons déduire de 1’équation (2.4). Nous la développons pour la détection de
ruptures d’ordre 0 dont le signal associé peut étre modélisé par un modele affine par morceaux :
les fonctions (f;)i>0 de (2.2) sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 1. Afin de simplifier
les calculs, nous prenons N = 2. Ce choix permet d’éliminer la partie réguliere de la dérivée

dans I’équation (2.4). Ainsi, dans notre exemple, I’équation (2.4) devient comme suit :

da(t)
dt?

= 196 () + pa6(t — tr) + pgod(t) + pod(t — tr). (2.5)
Afin de mieux manipuler les fonctions de Dirac retardées, nous exprimons (2.5) dans le domaine
opérationnel [Mikusinski and Boehme, 1987]. L’équation (2.6) est ainsi obtenue.

§* %7 (s) — pos — 1y = (1 + pos)e ", (2.6)
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ol z, est l'analogue opérationnel de z, et s désigne la variable opérationnelle. Sachant que
les parametres fg et p1 et les conditions initiales pg et u, sont des parameétres inconnus non
pertinents en terme de détermination de I'instant d’occurrence de la rupture . Il sera intéressant
de les annihiler afin de simplifier le calcul. Pour ce faire, nous dérivons (2.6) deux fois. Nous
obtenons alors la relation suivante :

2

@(5257(5)) =u"(s), (2.7)

t

ou u(s) = (1 + pos)e™ "% satisfait 'équation différentielle (2.8)

" (s) 4 2t (s) + t2u(s) = 0. (2.8)

les termes u'(s) et u(s) de (2.8) contiennent encore les parametres inconnus et non pertinents
o et p1, pour les éliminer, nous dérivons cette derniére a l'ordre k > 2. Ainsi, en se basant sur

(2.7), nous obtenons I’équation différentielle suivante :

dn—i—? K+1 dr
(s%Z(s)) + 2t, (5T, (s)) + t§@(5257(3)) =0, Vk>2. (2.9)

dsn+2 dSIiJrl

Nous remarquons I'existence de multiplications de Z, par des s? dans (2.9), correspondant &
une double dérivation dans le domaine temporel ce qui n’est pas numériquement une opération
robuste. On a donc intérét a avoir que des intégrales dans le domaine temporel correspondant a
des divisions par s dans le domaine opérationnel. Nous reviendrons sur ce point ultérieurement.
Ainsi, nous divisons (2.9) par s¥, v > 3. Ainsi, Yk > 2, nous obtenons I’équation du second ordre
suivante :

1 d"

sV ds*

CENE + I (25 )2t + LT (27 (s)) = 0. (2.10)
i T sV dsite T T s¥ dsht2 i

En prenant deux valeurs différentes de k, par exemple kK et x + 1, K > 2, nous obtenons
un systeme linéaire de dimension 2 dont la solution est ©, = [t%, 2tT]. A vrai dire, ce systeme
n’est pas en fait un systeme d’équations linéaire naturel ou les inconnus sont indépendants
ou & la limite en relation linéaire. Ici, nous voyons bien que O = i@z, ot Ol et ©2 désignent
respectivement la premiere et la deuxieme composante du vecteur ©. Il s’agit bien d’une relation
non linéaire rendant la détermination de la solution plus compliquée. Pour déceler ce probleme
et afin de figer la linéarité du systeme obtenu, nous ignorons dans la suite la dépendance entre
t2 et 2t, i.e. entre O et O2.

Il faut bien mentionner a ce stade que la méthode algébrique présentée dans cette section
comme d’ailleurs toutes les techniques algébriques déduites de ’équation (2.4) sont baties uni-
quement autour d’une modélisation déterministe de la rupture dans une situation idéaliste ou
le signal x est une fonction réguliere par morceaux a variation bornée. Toutefois, cette situation
n’est pas réaliste : les signaux traités sont en général affectés par du bruit provenant de plusieurs
sources. Dans la suite, nous allons tenir compte de ce bruit en remplagant x(¢) par son homo-
logue bruité y(t) = z(t) + w(t), on w(t) désigne le bruit. Ainsi, en remplacant z, dans (2.10)
par y,, la restriction de y dans 'intervalle ITT , et en considérant cette équation pour k et kK + 1,

Kk > 2, comme décrit plus haut, nous aboutissons au systeme linéaire (2.11), dont la solution o,



2.2. MODELISATION DETERMINISTE DES RUPTURES 29

représente une estimation de ©.

(s, ) E (s )] [ 2 Uy io(8,7)
=— , (2.11)
Up (8, 7) Uy 9(s,T) 2 - Uy 3(s,7)
N — —_————
Py (s,7) 6- Qu(s,m)
1 ar

ouVk > 2, vy (s,7) = (57 (s)).

sY dsP

Remarque 2.7 Comme il est dit plus haut, ’approche algébrique n’utilise aucun modéle du
bruit dans sa construction. Elle est purement déterministe. Par contre, elle n’ignore pas la
présence du bruit dans les signauz et elle en prend compte dans la conception des détecteurs
algébriques. Nous pouvons voir cela au niveau de l’équation (2.9) ot nous l'avons divisé par
v

s¥, v > 3, car une intégration temporelle atténue Ueffet du bruit. Ce qui nous aidera ¢ mieux

détecter les ruptures.

Pour résoudre (2.11), nous exprimons les matrices PY(s,7) et Q%(s,7) dans le domaine
temporel. Il suffit donc de déterminer l’expression de v¥(t, ), 'analogue temporel de UY(s, 7).
Pour ce faire, notons par fv (resp. g) lanalogue opérationnel d’une fonction f (resp. g) et
n € N. Nous rappellons dans le tableau 2.1 les regles du calcul opérationnel utilisées pour la

détermination de v (¢, 7).

TABLE 2.1 — Quelques regles usuelles du calcul opérationnel

Domaine opérationnel = Domaine temporel
- "
Multiplication s"f(s) g7 (@) Dérivation
d" ~
Dérivation e f(s) (=1)™" f(¢t) Multiplication
s
Produit f(s)ﬁ(s) (f=g)(t) Convolution
Divisi L) ! /t(t AL Intégrati
ivision — - ntégration
visio (s =17 J, égratio

K

~ a5~
Si nous avons f(s) = s%7-(s) et g(s) = %(f(s)) alors d’apres le tableau 2.1 des régles
usuelles du calcul opérationnel f(t) = 4, (t) et g(t) = (—1)"t" f(t) = (—1)"t"§,(¢). Si maintenant

~ 1 . o :
h(s) = —g(s), son analogue opérationnel h(t) est exprimé comme suit :
s

ht) = — ; /0 (t— A Tgdn = =1 /0 (t — 2)"""A%j-(\)d\. Comme Fi(s) nest

(v—1 (v—1)!
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autre que vY(s, 7), par conséquent, v¥(t,7) = h(t) c’est a dire :

v _ (_1)1‘i ! v—1\k,:
it T) = (V_l),/o (t = A" "IN (N)dX Ve > 2. (2.12)

Une fois les valeurs de vy ;(t,7) , i € {0, .., 3}, sont déterminées, I’analogue temporel du systeme

2.11 sera le suivant :

U.Z (tv T) UZJrl (t’ T) E U,Z+2 (tv 7—)
= - : (2.13)
vp () vl et T)] [ 2t vy 5(t,T)
Py (t7) Qx(t.r)

Notons que le systeme (2.13) est défini en fonction de ¢ : pour tout ¢ € [0, T], nous obtenons une
nouvelle estimation ©, de ©,. Comme les composantes de la matrice PY(¢,7) sont exprimées
sous forme d’intégrales sur [0, ¢], ainsi, afin d’avoir plus d’information nous permettant d’obtenir
une meilleure estimation de O, nous allons travailler sur tout l'intervalle [0,7] en fixant par
la suite ¢t = T, la taille de l'intervalle IZ. Pour simplifier les notations, v%(7), P%(7) et Q%(T)
désigneront dorénavant respectivement v% (7', 1), PY(T,7) et Q%(T, 7). Nous allons voir dans la
section suivante, qu’en se basant sur le systéeme (2.13), il n’existe pas qu’'une seule fagon de

détecter les ruptures. Différentes fonctions de décisions sont proposées dans la section 2.2.3.

2.2.3 Fonctions de décision

Le systeme (2.13) n’a pas toujours un sens. Il n’est pas défini si l'intervalle considéré ne
contient pas une rupture. On ne peut donc pas parler de sa résolution sans s’assurer qu’il
est bien défini. Nous verrons comment 'inspection des quantités v(7) pourra permettre de
détecter la présence ou non de ruptures et de les localiser. On obtient ainsi un moyen pour
détecter les ruptures sans passer par la résolution directe du systéme (2.13). Pour ce faire, nous
allons nous baser sur les informations données par les deux hypotheses ci-dessous, présentées
dans le cadre idéaliste ou le signal x n’est pas affecté par le bruit ou encore pour y = x, pour

développer des fonctions de décisions indiquant la présence ou 'absence d’une rupture.

Hypothése nulle Hy :  Absence de rupture dans I7.

Hypotheése alternativs H; :  Présence de rupture dans 7.

Différentes fonctions de décision peuvent étre extraites du systeme (2.13). Ces fonctions sont
divisées en deux catégories : des fonctions de décisions basées sur I’hypothese Hy et d’autres

basées sur I’hypothese H;. Dans ce qui suit, nous présentons quelques unes.

2.2.3.1 L’hypothése nulle H,

Nous commencons par nous placer sous I’hypothese nulle Hy indiquant ’absence de rupture
dans l'intervalle IZ. Pour arriver a construire des détecteurs algébriques sous Hg, nous allons

suivre ’enchainement d’arguments suivant :
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sous Ho, I ne contient pas de rupture = t, = 0 = le signal x, et sa dérivée sont lisses et
ne font pas de sauts sur I = pg = u; = 0 = d’apreés (2.8), V& > 2, v%(7) = 0 = le systeme
(2.13) est dégénéré : PY(1) = Opr,(w) et QF = OR,-

De ces arguments il vient que si ITT ne contient pas de rupture alors Yk > 2, v¥(7) = 0,
7 € R4. Par conséquent, une rupture peut étre détectée si I'un des v%(7), V7 € R, est non nul.
Toute une gamme de fonctions de décisions se base sur ce principe. Nous présentons ci-dessous

quelques unes.

Di(t) = wvi(r) (2.14)
Dy(r) = vp(r)vr i1 (T)vr a(T) (2.15)
Ds(1) = ve(T)via(7) (2.16)

La fonction Do(7) désigne le produit des composantes de la matrice PY(7). Si elle est nulle,
elle indique, comme D3(7) d’ailleurs, que (2.13) est dégénéré et donc le systeme 2.13 n’est pas
défini. Toutes ces fonctions de décision sont ainsi comparées a 0, et la décision suivante est
prise. Vi € {1,..,3}, si

— D;(7) # 0, alors I contient une rupture,
— D;(7) = 0, aucune rupture n’apparait dans I

Nous mentionnons que ce critere de décision indique juste la présence ou 'absence d’une rupture

dans l'intervalle IZ. 1l n’indique pas si une rupture existe alors elle est unique.

Nous rappelons que Di(7), Da(7) et D3(7) ne sont que trois fonctions de décisions pos-
sibles basées sur I’hypothese Ho. En raisonnant autrement, nous passons maintenant a voir quel

raisonnement nous allons suivre sous ’hypothese alternative Hj.

2.2.3.2 L’hypotheése alternative H;

Comme pour ’hypothese nulle, se placer sous I’hypothese alternative H; implique certaines
affirmations liées entre elles et qui nous ménent a la fin a déterminer une fonction de décision

indiquant la présence ou ’absence d’une rupture. En effet, sous H;, ona. :

1. IT contient une rupture < le systéme 2.13 est non dégénéré, donc il est bien défini.

2. la rupture est unique dans I! < le systéme 2.13 admet une solution unique <
det(PY (7)) # 0.

3. la solution est réelle (le temps) < la premieére équation de 2.13 qui est une équation du
second degré admet des racines réelles < le discriminent réduit A de cette équation est

positif ou nul.
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De ces trois points nous pouvons conclure que sous H1, I’ contient une rupture < A > 0.
Comme A = —det(P¥(7)) et que det(PY()) # 0, il s’ensuit que sous Hj, Il contient une
rupture < A > 0. Par conséquents, nous allons considérer A comme fonction de décision que

nous notons Dy et dont ’expression est donnée par :

Dy(7) = ’U:_H(T)z —vi(T)ug,o(T), VT € R. (2.17)

A cette fonction de décision, nous associons la décision suivante :
— Dy(1) > 0, si I contient une rupture,
— Dy(71) <0, si aucune rupture n’apparait dans ..

Ainsi, une rupture est détectée si et seulement si Dy(7) > 0.

Nous rappelons que les fonctions de décisions décrites dans cette section représentent quelques
exemples de fonctions de décisions que nous pouvons avoir. L’objectif était de montrer que nous
n’avons pas qu’une seule et aussi de montrer la logique et le raisonnement derriere chaque D;,
i € {1,---,4} qui differe d’une fonction & une autre et d’une application & une autre. Nous
rappelons aussi que toutes ces fonctions ont été développées dans un cadre idéaliste ou le signal
n’est pas perturbé par le bruit. Maintenant si nous déplacons dans un environnement plus réaliste
en considérant la présence du bruit. En appliquant les fonctions de décisions D;, i € {1,--- ,4}
nous allons avoir des pics indiquant la présence des ruptures mais aussi nous allons remarquer la
présence de faux pics liés au bruit. Ainsi, pour prendre les décisions, D;, i € {1,--- ,4} ne seront
plus comparées a 0 mais a des seuils séparant les faux pics liés au bruit, que nous appelons les
fausses alarmes, des pics indiquant la présence des ruptures. Nous discuterons la détermination
de ces seuils pour D4 dans la section 2.3.2. Maintenant, nous passons a décrire I'implémentation
de Dj, i € {1,---,4} dans un environnement bruité, qui aura lieu dans le domaine temporel

discret.

2.2.4 Implémentation des différentes fonctions de décision

Nous commencons cette section par rappeler que toutes les fonctions de décisions D;, pour
i € {1,---,4} sont basées sur le calcul de vZ(7), donnée par (2.12) pour t = T, pour des
différentes valeurs de k, k > 2. La fonction v%(.) est exprimée dans le domaine temporel continu.
Pour I'implementer, un passage au domaine temporel discret est ainsi nécessaire. Pour ce faire,

nous effectuons d’abord les deux opérations ci-dessous sur v¥(.) afin de faciliter sa discrétisation.
K

1. Comme les seules données que nous avons sont celles du signal y et non pas de sa dérivée
seconde, nous exprimons v¥(.) en fonction de y, seulement en effectuant une double

intégration par parties a (2.12). Comme résultat, nous obtenons ’équation suivante :

v (_1)H T &? v—1yk
2. Nous redéfinissons (2.18) sur R comme suit :

() = = [ BT = A, () (2.19)
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ou

_1\k+1 .
((Vl—)l)! cfi/\22 )\Vil(T - )\)K}v si Ae [07 T]>
hie(A) =

0, sinon.

En appliquant le changement de variables suivant a (2.19) : A =T — X et pour 7/ =T + 7, v%(7)

est réécrite sous forme de produit de convolution de y avec h; comme suit :

vl (r) = /R R (\)y(r' — A)dA. (2.20)

Par conséquent, a travers (2.20), nous pouvons facilement constater que vZ(7) n’est autre que la
sortie d’un filtre linéaire de réponse impulsionnelle A},. Pour I'implémenter, nous nous déplagons
dans le domaine temporel discret et nous utilisons I'une des méthodes d’intégration numérique.
En effet, considérons un échantillonnage uniforme du signal y avec une période d’échantillonnage
Ts. Ainsi, nous obtenons les observations y,, = y(t,,), Vm > 0 et t,,, = mTs, désignant les temps
d’observations. Si T' représente M échantillons i.e. T = MT, alors en utilisant la méthode
des trapezes d’intégration numérique, une approximation de v”(7) que nous noterons Uy, Sera

donnée par :

M
Uy = Z 9h m¥ntM—m YT = nTs and 7" = (n + M)T,, n € N* (2.21)
m=0
ou V0 <m < M, gy ., = Winhy(tm). Avec W, désigne les poids de la méthode des trapezes :
Wo=Wy=05etVi<m<M-1,W,, =1.
Ainsi, Vi > 2, vy, est implémentée comme la sortie d’un filtre linéaire a réponse impulsionnelle

finie donnée par la séquence {g;m}%zo.

Par conséquent, comme les {D;(7)}icqa,... 43, 7 = 0, s’expriment en combinaison non-linéaire
de vy (7) alors les {D; 5 }icq2,... 4}, leurs analogues respectives dans le domaine temporel discret,

sont des combinaisons non-linéaires de filtres linéaires.

Comme il est dit plus haut, les techniques algébriques de détection de ruptures, présentées
jusqu’a ce niveau, sont basées uniquement sur la modélisation déterministe des ruptures. La
connaissance a priori sur le bruit, inhérent aux signaux, a été totalement négligée. Dans le but
d’améliorer la détection de ruptures, et de pouvoir distinguer entre les fausses alarmes et les
vrais pics signalant la présence des ruptures, nous exploitons dans la section 2.3 I'information

que 'on peut avoir sur le bruit.

2.3 Modélisation stochastique du bruit

Dans cette section, nous associons a la modélisation déterministe des ruptures une
modélisation probabiliste du bruit représentant un phénomene aléatoire. Le bruit que nous
modélisons est le bruit transformé aprés I’application des techniques algébriques. Nous nous
intéressons dans ce qui suit a modéliser le bruit issu de la fonction de décision Dy, ou le bruit
original discrétisé (wy)nen+ est considéré gaussien de moyenne nulle et de variance notée a%.

Le choix de la fonction de décision Dy sera discuté dans la section 2.4, par contre le choix du
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bruit gaussien est argumenté par le nombre énorme de phénomenes réels ou le TCL [Feller, 1966]
s’applique sur les données a traiter, modélisant le bruit sous-jacent par un processus gaussien
[Mboup, 2008], [Digham et al., 2007], et [Ben Jemaa et al., 2012].

2.3.1 Loi de probabilité du bruit

Pour déterminer la loi de probabilité du bruit issu de la fonction de décision D4, nous
appliquons Dy sur le bruit seulement en considérant y(t) = w(t). Pour ce faire, nous écrivons
Dy, qui représente la sortie d’un filtre de Volterra [Mboup, 2008] admettant le bruit original
discrétisé (wp)nen comme entrée. Nous Iappelons Dy, relativement a w. Pour tout n € N¥,

DY ,, est exprimé comme suit :
k)

Din = [ByGu]® — [BLGy][Grr2Byl
1
= B;{GK+1G2+1 - §GI{GZ+2 + GKJrZGZ}Bn

_ BigB, (2.22)
ou .
G =GrnGlyy — §GF»G2+2 + GriaG, (2.23)
Wn 9i0
B, = : et G, =
Wn—M Ikn—M

Déterminer la loi de probabilité de Dy, directement & partir de I'équation (2.22) semble étre
compliqué. Il faudra donc trouver une expression plus simple de (2.22) permettant la déduction
de cette derniere. Pour ce faire, nous allons exprimer le bruit (B),),en+ dans la base formée de
vecteurs propres de la matrice § permettant d’exprimer Dy, comme une combinaison linéaire
d’ordre 3 de loi Khi-deux de degré de liberté valant 1, notée X5(1). En effet, nous commengons

d’abord par présenter une propriété tres importante de la matrice G donnée par le lemme 2.8.

Lemme 2.8 Le spectre de G est composé de deuz valeurs propres positives )\11r > )\5Ir > 0, une

valeur propre négative A\~ et M — 2 wvaleurs propres nulles.
Pour démontrer le lemme 2.8, nous avons besoin d’un deuxieme lemme annoncé ci-dessous.

Lemme 2.9 Le spectre de la matrice A donnée par :

||G/~t+1 ||2 Glt1+1GIﬁ3 G?+1Gn+2

A= _%G2+2Gn+1 —%GZ—HGK —%HGH+2H2

L _%GZGIHQ _%HGNH2 —%G};G,{+2_

coincide avec les trois valeurs propres non nulles de la matrice G donnée par (2.23).

Preuve 2.10 (Preuve du lemme 2.9) Soit \ une valeur propre non nulle de G et U le vecteur

propre qui lui est associé. Comme U appartient a 'image de G, qui est vect{Gx+1,Gr,Grt2},
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C1

alors il existe un unique vecteur V= |co| € M(g’l)(]R,) tel que U = c1Gry1 + c2Gy + 3Gy =
cs

HV, ou H = [G,{H Gy G,Hg} € Mr+1,3)(R), et M (R) désigne l'ensemble des matrices

de [ lignes et de ¢ colonnes a coefficients dans R. Ainsi, nous obtenons :

GU = G(c1Griy1 + 2G + 3G q2) = GHV. (2.24)

En remplacant G dans (2.24) par son expression donnée par (2.23) nous aurons :

1
gU = Gn—&—leﬂ_l - §GHGZ+2 + Gn+2G2)(ClGn+l + C2Gn + CSG.LH—Q)

(
(c1|Grsrll® + C2G2+1Gn + C3G2+1GH+2)G5+1

1
5(01G2+2GF»+1 + 02G2+2GH + C3HGH+2H2)GN

1
- 5(01G2Gn+2 + 2| Gul® + €3G Grs2) Gy (2.25)

Nous remarquons que l’équation (2.25) peut s’écrire de la maniére suivante :
gU = HAV. (2.26)
D’autre part, nous savons déja que
GU = \U = XHV =HAV. (2.27)

Ainsi, de (2.26) et (2.27) nous tirons que HAV = HAV. Les colonnes de la matrice H étant
linéairement indépendants par construction, il s’ensuit que AV = AV . Par conséquent, A est

aussi une valeur propre de A, qui est associée au vecteur propre V.

Nous rajoutons que l'unicité du vecteur V' assure que pour chaque couple (U, \) de vecteur et
valeur propre de G, ou X\ est non nulle, est associé un unique couple (V,\) de vecteur et valeur
propre de A. Comme A est de rang 3 alors le nombre de valeurs propres non nulles de G est
égal a 3 aussi. Autrement dit, les valeurs propres )\f, )\; et A~ de A sont de multiplicité égale
al.

Retournons maintenant a la preuve du lemme 2.8.

Preuve 2.11 (Preuve du lemme 2.8) D’apres le lemme 2.9, G admet trois valeurs propres
non nulles. Montrons maintenant que ces dernieres sont composées de deuzx valeurs propres

positives et une négative. Pour ce faire, nous factorisons la matrice A comme suit :

A=DHH

1 0 0
ouD=10 0 —3
0 -3 0

2
Le déterminant de A est alors :

det(A) = det(D)det(H'H)
= —%det(?—[’f’H)<0
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Comme le déterminant de A est négatif, deur cas de figure sont possibles : A admet une
seule valeur propre négative ou toutes les valeurs propres de A sont négatives. Nous montrons
par labsurde que le deuxieme cas ne peut pas avoir lieu. En effet, si A admet trois valeurs
propres négatives, alors Yv € RM*1 v!Gu <0, en particulier pour v € vect{G .11, G, Gria}t N

vect{Gy, GH+2}L, ot B+ désigne lensemble orthogonal a l’ensemble E. Dans ce cas, on obtient :

t t t
v'Gu = VGGl v
_ t t At
- (Gfi-i-lv) Gn—i—lv

= | G};HU H2§ 0 absurde.

Nous pouvons ainsi conclure que G admet deux valeurs propres positives )\1+ et )\;, une seule

valeur propre négative \~, et les M — 2 valeurs propres restantes sont nulles.

Le résultat obtenu est tres important. Il nous facilitera les calculs : nous passons d’une dimension
de M + 1 a une dimension de 3. En effet, soient qf, q; et ¢~ les vecteurs propres de G associés
respectivement aux valeurs propres )\f, )\g, et A7. Comme G est symétrique (il est facile a
démontrer que G = G') alors I'ensemble de ses vecteurs propres constitue une base orthonormée

de RM*1 Ainsi, le bruit B, peut étre décomposé dans cette base comme suit :
Bn = angi +bngf +cng” +q(n), (2.28)

ot ¢ (n) représente la somme pondérée de vecteurs propres associés aux M — 2 valeurs propres
nulles de G. Les coefficients a,, by, et ¢, € R sont obtenus en multipliant & chaque fois B!,
par I'un des vecteurs propres q;“ , q; , et ¢~. Comme les vecteurs propres sont orthonormés, il
s’ensuit que a,, = Bfqu, b, = Bflqgr , et ¢, = Blq~. En remplacant B, de ’équation (2.22) par

son expression de (2.28), DY, s’exprime ainsi comme suit :
K

IDZn = {anQTt + an2+t + qu_t + @IJ_(n)t}g'[a71Q1+ + anQ+ +cng + ql (n)}
= {anqrt + anS_t + quit + qL(n)t}{anAT(Ii’— + br)‘?‘]; - Cnn2q7 + 0} (2'29)
= Aa2+ 02+ (2.30)

Notons que Iéquation (2.29) est obtenue en remplacant Qq;r par /\qu et de méme pour les
autres valeurs propres. L’équation (2.30) est obtenue en utilisant 1’orthonormalité des vecteurs

propres.

w
4,n

quelques points en probabilité. Soient X et Y deux variable aléatoire (v.a.) indépendantes de

Avant de procéder a la détermination de la loi de probabilité de DY, nous rappelons d’abord

fonctions de densité de probabilité dite en anglais ’probability density function’(pdf) respectives

fx et fy. On a alors :

1. Si la v.a. X suit la loi normale centrée réduite (de moyenne nulle et de variance unité)

alors la v.a. X2 suit la loi A3(1). Sa pdf Jas(1) est donnée par :

(SIS

fa,0) (@) = \@;(21)6\/57 Ve € Ry, (2.31)

ou I'(.) désigne la fonction Gamma.
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2. La pdf f.x dela v.a. cX, ¢ € R est donnée par :

fex(@) = = fx(*

() (2.32)

3. La pdf fx4y delav.a. X +Y, est donnée par :

fxqy () = (fx * fv) (@). (2.33)

Le symbole x représente le produit de convolution.

Nous rappelons aussi que (a, = BLq{ )nen, (bn = BLg Jnen et (¢n = BLg )nen. Comme
(Bn)nen est un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance 0'%, et qfr, q; et ¢~ sont trois
vecteurs orthonormaux, donc de norme unité, alors (a,)nen, (bn)nen €t (¢n)nen sont aussi de
moyenne nulle et de méme variance a% que (Bp)nen- Il s’agit d’'une combinaison linéaire de v.a.
gaussiennes dont les coefficients sont de normes unités. Ainsi, en réécrivant I'expression de Dy,

donnée par (2.30), comme suit :

b

a _ c
Pn = AToR)(EE2+ (A o) (52 + (A op)(—0)?
oB OB OB
= (N oh)an + (A op)by + (A" oB)e.
. W . ~ an 7 bn ~ Cn .
nous exprimons DY, en fonction des vas (an, = — )nen, (by = — Jnen €t (¢, = — )nen qui
’ OB OB 0B

sont des vas gaussiennes de moyenne nulle et variance unité. Par conséquent, (@2 )nen, (02 )nen
et (¢2)nen suivent la loi Xp(1) dont la pdf est donnée par (2.31). Ainsi, Df,, s’exprime comme
étant une combinaison linéaire de AX(1) dont les coefficients sont les valeurs propres de la

matrice A multipliés par la variance du bruit O‘%.

La détermination de la loi de probabilité d’une combinaison de X5(1) lorsque tous les coeffi-
cients sont positifs est faisable. Il suffit juste d’appliquer les regles de probabilités énoncées plus
haut. Par contre, dans le cas contraire ou au moins un des coefficients est négatif, elle devient
impossible. En effet, appliquons (2.32) pour un ¢ < 0 et X suivant une X3(1). La pdf résultante

est la suivante :

1 1 e 2
fean(1y () = lelV2ri) v2 (2.34)
Or pour x € Ry et ¢ < 0, nous aurons z € R_, n’appartenant pas au domaine de définition de
la loi X2(1) qui est R4. Ce probleme esct rencontré dans notre cas : A~ < 0. Par conséquences,
la’ détermination de la loi de Dy, n’est pas possible. Comme une alternative, nous proposons
une approximation de Dy, dont la détermination de loi est réalisable. L’approximation la plus
simple est de ne considérer que les termes liés & A\] et A\J et de négliger celui lié &4 A\~ dans

(2.30). Afin d’avoir une idée sur l'erreur que nous pouvons avoir en négligeant ce terme, nous

A A
tragons dans la figure 2.2 le rapport |>\T‘ et ‘)\j‘ pour des différentes valeurs de v > 2, kK > 2
1 2

et pour M = 60.
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.20}, K € {2,4,8,10} et M = 60.

Nous voyons a travers la figure 2.2 pour toutes les valeurs de k et v les quantités ! +‘ et

1
’ +‘ sont inférieures & 1, ce qui nous montre, que le terme A\~c2 de (2.30) a moins de poids
2

devant les termes \{ a2 et A5 b2. Plus ces deux quantités s’approchent de 0, plus nous aurons
moins d’erreur en négligeant le terme associé a A~. Nous remarquons a travers les courbes de la
figure 2.2 que pour des valeurs de x > 4 et v > 5 nous obtenons ‘A ‘ <0.2et | ! < 0.4. Ceci,
nous donnera une idée sur les valeurs de x et v a choisir pour av01r une bonne 2approxmnatlon
de Df,, que nous notons DY, dont Dexpression est donnée par (2.35) et (2.36)

~ B
D4,n

a2 + 202
= ()\+JB)a + ()\;U%)}EL.

DY, est une combinaison de X5(1) de coefficients positifs. Sa fonction de densité de probabilité
est donnée par le lemme 2.12.

Lemme 2.12 La fonction de densité de probabilité de 15“’n est donnée par :

1 —pz_ x
. — e Pop T (g— 2.37
fpm(x) , )\p\;e B O(QUB) (2.37)
AT AT A -

g 1T )\+>\+ :
et d’ordre 0.

ot p =

et Iy désigne la fonction de Bessel modifiée de premier espéce
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Preuve 2.13 (Preuve du lemme 2.12) D’aprés [’équation (2.32), les pdfs des was
(Afo%an)nen et (A o%by)nen sont données respectivement par f)\1+ et f/\;, Ve € Ry,

comme suit :

1 x

fr(@) = ol fXQ(AfJ%) (2.38)
1 x

fyl@) = B fxz(A;J%) (2.39)

(2.40)

La pdf finale de 5‘3"7,1 est alors, d’aprés (2.33), le produit de convolution entre f*fr et f/\;r. Pour
simplifier les calculs, nous nous déplagons au domaine opérationnel [Schwartz, 1998] o le pro-
duit de convolution est transformé en produit usuel comme décrit dans le tableau 2.1. Pour ce
faire, nous donnons ci-dessous les expressions des fonctions f~X2(1), ]7/\?-, et f)\;r les transformées

respectives de fx,(1), f/\{” et f)\; dans le domaine opérationnel [Abramowitz and Stegun, 1972].

~ 1
= — 2.41
fXZ(l)(S) ﬂm? ( )
~ 1 1
Furls) = (2.42)
. V2 \Folst L
~ 1 1
fir(s) = ——F———. (2.43)
A2 V2 )\;U%S + %

L’analogue opérationnel fﬁff de fﬁif est alors exprimé par :
,n ,n

J}Vﬁin (s) = I+ (S)f)\Jr (s),

\@\/)\fa%s—i-%\/i\/)\;a%s—l-%

1 T
2\/)\;9\; \/o%s - ﬁ\/o%s + o

la pdf fﬁ?fn’ donnée par (2.44), est par conséquent obtenue par retour au domaine temporel

en appliquant la transformée opérationnel inverse sur fz. .
4,n

1 _pz T
Ty (#) = ———c P Ty(g—). (2.44)
’ 24/ A7 NS B
Pour des différentes valeurs de k et v, nous tracons dans la figure 2.3 la cdf empirique de fom
(courbes en bleu), la cdf empirique de ZSZH (courbes en noir) et la cdf analytique de ZSZJ”
(courbes en rouge, ligne discontinue), correspondantes & un bruit simulé gaussien de moyenne

nulle et de variance unité. A travers les quatre cas considérés dans cette figure, nous voyons que :

1. les courbes en rouge et en noir qui représentent respectivement les cdfs théoriques et
empiriques de 152)71 pour chaque couple (x,v) sont confondues. Ce qui montre que la loi

trouvée, donnée par la pdf de (2.44), correspond bien & la loi de probabilité de ﬁf’n.
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2. plus k et v sont grandes plus la courbe en noir correspondante a la cdf empirique de ZSZ’n
s’approche de la courbe en bleu correspondante & la cdf empirique de Dy, et plus nous
aurons une bonne approximation de Dy, . Ce qui appuie ce qui a ét¢ donné et discuté a

travers la courbe 2.2.

k=0,v=3 K=4,v=10
1 1
0.8 » 1 0.8
» 0.6 1 n 0.6
3 3
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
0 : : 0 : : :
-100 -50 0 50 100 150 -1 0 1 2 3 4
Données Données _5
x 10
k=20v=40 k=100,v=100
1 1
0.8 1 0.8
n 0.6 » 0.6
3 3
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
0 : ‘ 0 : , :
-5 0 5 ) 10 15 -2 0 2 ) 4 6 8
Données « 10_31 Données « 10_117

FIGURE 2.3 — La cdf de Df,, vs la cdf de 5Zn pour des différentes valeurs de x et v

Une fois la loi de probabilité de 5fn est determinée, elle sera par la suite utilisée pour la
sélection du seuil séparant les fausses alarmes des vrais pics avec une probabilité de fausses

alarmes (pfa) donnée. Ceci fera I'objet de la section 2.3.2.

2.3.2 Selection du seuil

Comme nous avons déterminé une loi approximative du bruit issu de la fonction de décision
Dy, nous allons rester sur le méme exemple pour déterminer un seuil de décision, que nous
appelons 7p,, assurant une pfa inférieure a une pfa donnée et appelée Dyp,» I-€- la probabilité de
détecter une fausse alarme au dela de vyp, soit inférieure a Pyp, - Nous développons cette partie

pour les signaux ayant le modele suivant :

t .
yiry =1 O sous 7o vy g
z(t) + w(t), sous Hi,

ol z ici contient que les ruptures. Nous notons que méme si le signal original ne suit pas ce

modele : sous Hg il n’est pas réduit au bruit mais une composante réguliere est rajoutée au



2.4. APPLICATIONS 41

bruit, cela ne posera pas de probleme car dans ce cas la version du signal apres le traitement
algébrique sera réduite au bruit sous Hp car la composante réguliere sera annulée par les

dérivations algébriques (retour a I’exemple de la section 2.2.2).

Comme le signal y est bruité, le test d’hypotheses de la section 2.2.3 suivant
Ho
Dyp s 0, V7 € Ry, (2.45)
Hi
sera remplacé par celui de (2.46).
Ho
Din S vp,, V7T € Ry (2.46)
Hi

Nous cherchons a déterminer yp, assurant une pfa < Pyp, - Pour ce faire, nous définissons d’abord
qu’est ce qu’une fausse alarme. Une fausse alarme apparait lorsque ’amplitude du signal y
dépasse le seuil vp, et que nous somme sous I’hypotheése Hp, ot nous avons que le bruit. Ceci

est traduit mathématiquement par I’événement suivant :
ER° = {Dsn > vp, | Ho}.

Pour déterminer yp, avec lequel cet événement apparait avec une probabilité inférieure a vyp, il
faut déterminer la loi de probabilité de ngn. En effet, Comme sous Hg nous avons que le bruit,

cet événement sera équivalant au suivant :
Ho __ w
8D4’n - {D47n > 7D4}7

dont la détermination de la loi de probabilité a été discutée dans la section 2.3.1. Sachant que
d’apres (2.30) DY, = 152”” — A~c2, il s’ensuit que :

]P(,Dif,n > 7174) < ]P(Dif,n > 7134)7

ou P désigne la probabilié. Par conséquent, déterminer vp, tel que ]P(ZSZH > vp,) < Pyp,
assurera que P(Dyf,, > yp,) < Pyp, - Pour ce faire, il faut juste inverser la fonction de répartition

associée a la pdf fz. .
4,n

Dans la section suivante, nous discutons tous les résultats de simulations de tout ce qui a

été développé dans ce chapitre appliqués sur deux types de signaux différents.

2.4 Applications

Pour mieux voir lefficacité des techniques algébriques, décrites dans la section 2.2, en terme
de fiabilité de détection et de robustesse au bruit, et pour mieux étudier leurs performances, nous
développons dans ce qui suit deux applications ou l'information a extraire est caractérisée par

I’apparition d’une discontinuité dans le signal a traiter qui sont des signaux a variation bornée.

2.4.1 Détection des spikes dans les signaux neuronaux

Nous étudions dans cette section le probleme de détection de spikes de neurones. Nous

commencons par décrire le signal neuronal.
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2.4.1.1 Description des signaux neuronaux

Le signal neuronal traduit 'activité électrique du neurone. Il est composé d’un train de
potentiels d’actions. Chaque potentiel d’action (PA), dit aussi spike, représente le changement
rapide de polarité de la cellule nerveuse, suite a la transmission d’un influx nerveux d’un
neurone a un autre a travers son axone. Ce changement brusque de polarité, suivi d’une période
réfractaire ou la cellule nerveuse entre dans une phase d’inhibition, aucun autre PA ne peut
étre émis par le méme neurone, dure en moyenne 3ms. Nous représentons la morphologie d’un
PA dans la figure 2.4.

30mV -

omy -

100mv

Dépolarisation
uonesuejoday

Membrane Potentielle (mV)

70mV
B0mV

Hyperpolarisation

Temps

FiGURE 2.4 — Potentiel d’action

Deux différents types d’enregistrement du signal neuronal existent
[Dayan and Abbott, 2005]. Le premier est l’enregistrement intracellulaire, pour lequel une
micro-électrode est injectée a l'intérieur de ’axone du neurone. Ce type d’enregistrement donne
comme résultat un signal clair et net ou I'information neuronale est facile & extraire. Par contre,
I'effectuer demeure une tache difficile, vu la taille microscopique du neurone. Pour cette raison,
I’enregistrement le plus utilisé est ’enregistrement extra-cellulaire pour lequel la micro-électrode
est placée dans le milieux extérieur de ’axone du neurone. Le probléme rencontré avec ce type
d’enregistrement est que comme le systéme nerveux est composé d’un nombre relativement
énorme de neurones (des milliers de neurones pour les insectes vs des milliards de neurons pour
I’'Homme), la micro-électrode placée dans le milieux extérieur enregistre les activités neuronales
de tous les neurones qui 'entourent. Le signal enregistré est ainsi la sommation de toutes ces
activités neuronales. Nous représentons dans la figure 2.5, 1s d’enregistrement mesuré a partir
du lobe antennaire d’un criquet [Pouzat et al., 2002] et filtré entre 300Hz et 5kHz. Dans cette

figure, tous les pics représentent des PAs.
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FIGURE 2.5 — 1s d’enregistrement d’activité neuronale du lobe antennaire d’un criquet

Vu que l'extraction de l'information neuronale constitue une étape primordiale pour le
décodage de I'information neuronale [Rieke et al., 1999], nous nous intéressons dans ce qui suit
a détecter cette information. Plus précisément a détecter 'apparition des spikes, indiquant la
réception et 1’émission d’une information, dans le signal neuronal. Pour ce faire, nous allons

appliquer les techniques algébriques.

2.4.1.2 Approche algébrique pour la détection de spikes de neurones

Vu la durée tres rapide du spike, quelques millisecondes, nous caractérisons son apparition
comme une discontinuité de premiere espece dans le signal neuronal au point admettant I’am-
plitude la plus élevée. Ainsi, nous transformons le probleme de détection de spikes de neurones
au problemes de détection des ruptures dans le signal neuronal. Pour ce faire, et pour pouvoir
appliquer les techniques algébriques, nous avons besoin de définir ’ordre de la rupture, la nature
des fonctions continues (f;);>o de I'équation (2.2), 'ordre de dérivation N de (2.4) et la taille
de I'intervalle IZ. En se basant sur la morphologie du PA, donnée par la figure 2.4, nous avons
associé I'ordre 0 a la discontinuité, nous avons aussi choisi de modéliser le signal neuronal par des
polynémes d’ordre inférieur ou égal a 1. Pour se débarrasser de la partie réguliere de la dérivée
de (2.4), nous avons pris N = 2. Enfin, comme taille de I’ nous avons pris 7" égal & la durée
d’un PA, y compris la période réfractaire. Nous sommes stirs que durant cette durée au plus un
PA peut apparaitre. Le cas de N = 2 a été détaillé dans ce chapitre, avec différentes fonctions de
décisions qui ont été développées. Afin de voir laquelle entre elles est la plus performante dans

notre cas, nous allons étudier les performances des 5 fonctions de décisions décrites dans 2.2.3.

Etude de performances des fonctions de décision pour N =2

En tracant les courbes d’efficacité du récepteur, dite en anglais Receiver Operating Charac-
teristic curves, ou encore les courbe ROC, nous étudions dans cette section les performances des
fonctions de décisions décrites dans la section 2.2.3 en terme de probabilité de détection correcte
Py, et de probabilité de fausses alarmes Py,. Il s’agit de tracer les courbes de Py, vs. Py,. Pour
ce faire, une premiere étape consiste a simuler des signaux neuronaux artificiels auxquels nous
rajoutons du bruit avec des différentes valeurs de Rapport Signal sur Bruit (Rapport Signal sur

Bruit (RSB)). La génération de ces signaux est décrite ci-dessous.
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FIGURE 2.6 — Différentes formes de spikes

Description des signaux générés

Pour se rapprocher le plus de la réalité nous nous sommes basés sur des données neuronales
réelles pour générer d’autres synthétiques. Les données neuronales réelles utilisées représentent
4 enregistrements de 20s chacun, échantillonnés a 15kHz, filtrés entre 300Hz et 5000Hz, et
mesurés a partir du lobe antennaire d’un criquet [Pouzat et al., 2002]. De ces 4 enregistrements
256 spikes ont été extraits et regroupés en 4 classes. Le centroide, S;, 1 < ¢ < 4, de chaque classe
a été ensuite considéré comme un modele de spike et utilisé dans la génération des signaux
synthétiques. Pour tout 1 < i < 4, S; a été normalisé i.e. || S;|lcoc = 1, et est de durée 3.33ms.
Nous représentons dans la figure 2.6, les quatres formes obtenues. Le bruit de fond restant dans
les 4 enregistrement apres I'extraction des 256 spikes a été rassemblé et utilisé comme le bruit

neuronal. Il est composé de 285000 échantillons.

Une fois les 4 modeles de spikes et le bruit neuronal sont obtenus, nous procédons a la
génération des signaux artificiels qui sont tous composés de 10* échantillons, équivalent &

une durée de 0.66s. La procédure de génération de ces derniers est basée sur les étapes suivantes :

1. Détermination des instants d’apparition de spikes suivant un processus de Poisson, dont
le parametre désigne le taux d’émission de PAs qu’on notera FR (Firing Rate).

2. Répétition de I'étape 1. jusqu’a I'obtention d’une période réfractaire de 2ms apres chaque
spike.

3. Association aléatoire des modeles de spikes de la figure 2.6 aux instants générés dans les

étapes 1. et 2.
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FIGURE 2.7 — Représentation de 0.2s d’un signal neuronal généré pour SNR= 4 et FR= 30kHz.

4. Addition d’'un segment, sélectionné aléatoirement, de 10 échantillons du bruit neuronal
avec une variance 0123 déterminée suivant une valeur donnée du RSB qui est défini comme
dans [Nenadic, 2005] par :

rsp = Willee _ 1 ici<a (2.47)
op opB

Nous illustrons ces 4 étapes dans la figure 2.7, ol nous considérons 0.2s de signal généré pour
un SNR= 4 et FR= 30kHZ. Dans cette figure, le signal A représente les instants d’apparition
de spikes obtenus apres la premiere et la deuxieme étape. Le signal B traduit ’étape 3., ou a
chaque instant d’apparition de spike, une forme aléatoire de spike est associée. Enfin, le signal

C désigne le signal neuronal bruité généré.

Apres avoir généré les signaux neuronaux artificiels, nous passons maintenant & tracer les

courbes ROC.

Les courbes ROC

Pour des couples différents (SNR,FR) fixés, nous tracons les courbes ROC des fonctions de
décisions {D;};cq1,... 43- Pour chaque couple (SNR,FR), sur 10 simulations, nous déterminons
ﬁjé et ﬁfé, les moyennes respectives des probabilités de détections correctes et de fausses
alarmes empiriques pour les données au dela d’un certain seuil sl. les probabilités empiriques ]Bjé
et lgsé sont déterminées comme dans [Nenadic, 2005]. Pour SNR= {3, 4} et pour FR= {15,90},

nous tracons les résultats obtenus dans la figure 2.8.
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FIGURE 2.8 — Les courbes ROC de {D;}cqy,... 43-

A travers les courbes ROC de la figure 2.8, nous remarquons que les trois fonctions de
décisions {Di}ie{2,3,4} ont des performances comparables ce qui montre que le choix de la
fonction de décision n’influence pas beaucoup sur la qualité de détection. Par contre, les
courbes relatives a D; (courbes avec des cercles remplis en vert o) montrent des performances
moins bonnes. Ceci s’explique par le fait que D; est la seule fonction de décision parmi les
quatre qui est implémentée comme la sortie d'un filtre linéaire. En effet, {Dy}.eq2,34; sont
implémentées comme les sorties des filtres non linéaires. La multiplication des vy ,, k > 2,
entre eux permet de mieux réduire l'amplitude du bruit et accentuer celle de spikes. Si

v v
ky.m €6 mon par vy . pour K1 # Ka,

v v
Hl,nvlﬁg,n‘

par exemple une fausse alarmes est détectée par un v

K1, Ko > 2, alors elle ne sera pas détectée par le produit v Ce qui n’est pas le cas avec D1.
Nous voyons également dans cette figure que pour un SNR = 4, nous obtenons des

probabilités de détections correctes élevées (Pj. > 0.9) a partir des probabilités de fausses

alarmes tres faible (P, < 0.05) ce qui montre la robustesse de ces techniques algébriques face

au bruit.

Pour un niveau de bruit tres élevé (SNR = 3), ces méthodes arrivent quand méme & détecter

les spikes avec des Pry > 0.7 pour des Pr, < 0.5 (sous-figure en haut & gauche).
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Nous mentionnons que les performances de ces techniques augmentent lorsque les FR

augmentent ce qui est illustré dans la figure 2.8.

Nous remarquons que la performance du détecteur Dy (courbes avec des triangles en rouge
») est légerement meilleures par rapport aux autres puisque ses courbes ROC sont au-dessus
des autres courbes. Pour cette raison, nous allons ’adopter pour la détection des spikes de

neurones.

Nous illustrons dans la figure 2.9 I’application de la fonction de décision Dy sur 1s d’un signal
neuronal réel, donné par la figure 2.5, pour la détection des spikes de neurones. Nous voyons
bien qu’avec Dy, (le troisieme signal de la figure) nous obtenons une réduction remarquable de
I’amplitude du bruit et un rehaussent important de celle des spikes permettant de distinguer
facilement entre spikes et fausses alarmes. Pour argumenter ce qui a été dit sur la fonction
de décision D; plus haut, nous tracons dans la sous-figure au milieu Dq,. Une différence
considérable entre les résultats donnés par D; et Dy met en évidence 1'utilisation des filtres

non-linéaires.

Nous avons jusqu’a présent étudier les performances des fonctions de décisions développées
dans ce chapitre en les comparant entre elles. En se basant sur les courbes ROC, nous avons
trouvé que la fonction de décision D4 offre de meilleure performance en terme de probabilité
de bonne détection et probabilité de fausses alarmes. Nous allons par la suite comparer la
performance de cette derniéres avec celles de deux méthodes existantes dans la littérature
qui ont montré dans différents domaines une fiabilité de détection. Il s’agit de la méthode
de la transformation en ondelettes [Nenadic, 2005] et la méthode non linéaire de détection
d’énergie, dite en anglais Nonlinear Energy Operator (NEO) [Kim and Kim, 2000]. Nous tragons
les courbes ROC des trois méthodes dans la figure 2.10 pour des différentes valeurs de SNR et FR.

Nous remarquons a travers la figure 2.10 que les courbes relatives a la technique algébriques
(triangle rouge ») sont presque toujours en dessus des deux autres pour les SNR= 3.5 et SNR= 4,
montrant que cette technique offre plus de fiabilité en terme de détection par rapport a la
méthode des ondelettes et celle de NEO. Par contre dans un environnement treés bruité (SNR= 3)

elle garde de performance meilleure lorsque Py, > 0.5.
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F1GURE 2.9 — Application de la fonction de décision D4 pour la détection des spikes de neurones.
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Exemples de sélection de seuil

Pour tester la performance du seuil distinguant entre les ruptures et les fausses alarmes
avec une pfa inférieure a une pfa donnée, nous nous sommes basés sur les simulations de Monte
Carlo. En effet, nous avons fixé un vecteur de pfas : [0.02,0.04,0.06,0.08,0.1]. Pour chaque
valeur de pfa fixée, nous avons généré 500 signaux neuronaux. Pour chaque signal, nous avons
déterminé le seuil vp, de la section 2.3.2 et déterminé la pfa empirique associée. Nous avons
a la fin comparé la moyenne des pfas empiriques, calculé comme dans [Nenadic, 2005], sur
500 simulations avec la pfa fixé. Nous illustrons les résultats obtenus pour SNR= 4, FR= 45,
k=3, =7 e M = 60 dans la figure 2.4.1.2. Nous voyons a travers cette figure que les
pfas empiriques sont toujours inférieures a celle fixées ce qui appuie la partie théorique sur la
sélection du seuil (section 2.3.2). D’ou on voit apport de la modélisation stochastique du bruit

pour la détection de ruptures.

pfa

—@— pfa fixée
—»— pfa empirique

|
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
pfa

FIGURE 2.11 — pfa fixées vs pfa empiriques obtenues en appliquant le seuil déterminé dans la

section 2.3.2 sur un signal neuronal généré pour SNR=4, FR=45, k=3, u =7, et M = 60.

Il faut mentionner que la performance de la sélection du seuil dépend du choix des parametres
k et v et de la valeur de SNR.

2.4.2 Détection des ondes R dans les signaux Electrocardiogramme (ECG)

Dans cette section, nous appliquons 1'une des approches algébriques basée sur 1’équation
(2.4) de la section 2.2 sur un autre jeux de données afin de détecter les ruptures qu’il contienne :

il s’agit du signal ElctroCardioGramme (ECG) que nous décrivons ci-dessous.
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2.4.2.1 Description des signaux ECG

Le signal ECG est le signal traduisant l’activité électrique du cceur. Pour chaque cycle
cardiaque, ce signal est composé d'une séquence d’ondes nommées : 'onde P, le complexe
QRS, et 'onde T [Hertault, 1985], dont la durée moyenne est de 0.8s. Nous représentons sa

morphologie d’un état sain dans la figure 2.12.

FIGURE 2.12 — Signal ECG d’un état sain pour un seul cycle cardiaque

Le signal ECG est enregistré & travers des électrodes placées dans des zones bien définies
du corps [Hertault, 1985]. Lors de l'enregistrement, le signal ECG est généralement contaminé
par du bruit de différentes origines. Ce bruit peut étre d’origine environnementale comme les
interférences du réseaux. Il peut aussi étre d’origine physiologique tels que la dérive de la ligne
de base, constituant la ligne isoélectrique de l'activité cardiaque, et le mouvement du patient
comme la toux et ’éternuement qui peuvent modifier la position des électrodes. Aussi, le
mouvement des muscles qui est un bruit d’origine biologique pouvant perturber le signal ECG.
La présence de ce bruit dans les signaux ECG rend l'extraction des informations cliniques
difficile ce qui peut engendrer, dans certains cas, des diagnostiques erronées des arythmies

cardiaques.

Nous représentons dans la figure 2.13 quatre exemples de signaux ECG réels, représentant
des morphologies et des anomalies différentes. Ces signaux sont obtenus de la base de données
MIT BIH des arythmies cardiaques [MIT, 1980].

Dans ces signaux nous nous intéressons a détecter les complexes QRS. En effet, le complex
QRS du signal ECG représente la partie la plus significative du signal. Il traduit la dépolarisation
des ventricules admettant la majorité de la masse du cceur. Plus particulierement, nous nous
focalisons sur la détection des ondes R qui ont 'amplitude la plus élevée. La détection de cette
derniére permet principalement le diagnostique de certaines anomalies, mais aussi elle permet

d’identifier les cycles cardiaques et de déterminer leur fréquence.

A premiere vue, d’apres la figure 2.13, nous pouvons avoir 'impression que la détection
des pics R est facile puisque 'onde R admet I’amplitude la plus élevée et que la détection des
ondes R peut s’effectuer par un simple seuillage du signal ECG. Toutefois, ceci reste vrai dans
le cas ou le signal est parfaitement enregistré et qu’il représente 'activité électrique d’un état
sain. Dans le cas contraire, représentant la majorité des signaux enregistrés, la détection des
ondes R devient compliquée. En effet, certaines anomalies sont représentées par apparition

des complexes QRS renversés qui ne peuvent pas étre détectés par un simple seuillage, comme



52 CHAPITRE 2. RUPTURE : UNE DISCONTINUITE DE PREMIERE ESPECE

(a) signal 108

U B e S O A0 e e e e e o A

(b) signal 117

e I S

(c) signal 232

Pl b

(d) signa 121

SN SN NS W N

FI1GURE 2.13 — Signal ECG d’un état sain

le cas du signal 108 de la base MIT-BIH (signal (a) de la figure 2.13). Aussi, certaines
maladies reposent sur l'apparition d’'une onde T d’amplitude comparable a celle de 'onde R
qui peuvent étre détectées a la place de ces dernieres comme dans le cas su signal (b) de la
figure 2.13. Le signal (c¢) de la méme figure montre un cycle cardiaque non-uniforme alors que
le signal (d) souligne la déformation de la ligne de base ou l’application d’un simple seuillage
augment la probabilité de louper les pics R. Tous ces problemes montrent le besoin d’un
traitement plus sophistiqué des signaux ECG. Pour ce faire, nous avons appliqué une approche
algébrique pour détecter les pics R que nous avons considéré comme des ruptures dans le

signal ECG [Debbabi and El Asmi, 2012]. Nous donnons plus de détails dans la section suivante.

2.4.2.2 Approche algébrique pour la détection des pics R dans le signal ECG

Sachant que le complexe QRS dure en moyenne 0.08s, nous avons caractérisé ce changement
brusque de polarité des ventricules par une discontinuité de premiere espece et d’ordre 0. Pour
les détecter, nous nous sommes basés sur I’équation (2.4) de la section 2.2. Pour des fonctions
régulieres constantes, les (f;)i>o de (2.2), pour N = 1, ordre de dérivation de (2.4) et pour
un 7T, la largeur de I7, qui vaut la durée moyenne d'un cycle cardiaque que nous la notera
Trce = 0.8s, nous avons construit un détecteur algébrique [Debbabi and El Asmi, 2012] qui
permet de détecter et localiser les pics R. En effet, comme N = 1, le systeme d’équations
différentielles 2.11 sera alors équivalent & une seule équation affine en ., Pestimée de la position

du pic R ¢;. Nous donnons 'expression de cette équation dans le domaine opérationnel :

Tty +(8) + 100 (s, 7) = 0 (2.48)
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représente dans cette application le signal ECG. Notons que I'exposant 1 de la fonction 17}@()

(syr(s)). L’analogue opérationnel g, du signal y.

désigne ici la valeur de N qui vaut 1. Comme il s’agit du temps qui est positif, pour que ¢, soit
positif, il faut que les coefficients de ’équation (2.48) soient de signes opposés. Pour cette raison,

nous avons choisi la fonction de décision suivante :

Drca(t) = —vpfy (r)vit (), (2.49)

v,1
K

A cette fonction de décision nous associons le critere de décision suivant :

ot v21(7) est 'analogue temporel de 75 (s, 7) évalué & D'instant 7.

~ Dgcg(T) >0, alors I' contient un pic R,
~ Dgcg(T) =0, aucun pic R n’apparait dans I7.

Puisque le signal ECG est contaminé par le bruit, Dgca(7) peut étre positive mais indiquant
une fausse alarme. Pour distinguer entre les pics R et ceux liés au bruit, contrairement a ce qui
a été développé pour les signaux neuronaux, nous avons proposé la regle de décision présentée

ci-dessous.

2.4.2.3 Regle de décision

Nous proposons dans cette section un algorithme qui permet de réduire le nombre de fausses

alarmes et de bien les séparer des pics R. Il est basé sur trois étapes principales :
Etape 1 : Interpolation polynomsiale

Comme le détecteur Dgca est le résultat de plusieurs dérivations, beaucoup de fluctuations
apparailt alors dans le signal ECG traité par ce détecteur. Ainsi, pour réduire le nombre de pics
liés a ces fluctuations, nous avons interpolé, par des fonctions splines cubiques, tous les maxima
positifs de Dgog. Un exemple sur la base MIT-BIH est donnée par la figure 2.14 ou le signal bleu
représente la fonction de décision Dgca, et les étoiles bleues tous les maxima correspondants.
Dans cette figure, seulement une partie de Dgcg est représentée, contenant un seul vrai pic R
(carré vert). Nous pouvons tres bien remarquer a travers la figure 2.14 le nombre de fausses
alarmes que nous pouvons détecter pour un seul pic R. La courbe rouge en gras désigne la
fonction d’interpolation. II est clair que le nombre de pics détectés avec cette fonction (losanges
rouges) est beaucoup plus réduit que celui de Dgc. Nous considérons dans la suite que les pics

obtenus apres l'interpolation. Eliminer les fausses alarmes de ces derniers fera I’ob jet de I’étape 2.
Etape 2 : Elimination des fausses alarmes

Soit tg la position d’un pic R détecté. Comme un cycle cardiaque ne peut contenir qu’un
seul pic R, alors aucun autre ne pourra étre détecté dans un intervalle centré en tr et de largeur
2dgcg, ou dpog désigne la durée d’un cycle cardiaque. Comme cette derniére n’est pas connue :

elle varie d’une personne a une autre et méme pour la méme personne, la durée du cycle cardiaque
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FIGURE 2.14 — Interpolation des maximas par les splines cubiques et réduction des fausses

alarmes : application sur le signal 108 de la bas MIT-BIH. Ici 'ordre de dérivation est 3.

dépend de son activité physique, nous la remplagons par aTgcg, « € (0,1]. Ce parameétre «
permet de considérer les cycles cardiaques dont la durée est inférieure a Tgcg. Par conséquent, si
un pic est détecté, il sera le seul détecté dans un intervalle de largeur 2aT'rcc. Nous allons ainsi
se baser sur ce fait pour éliminer les fausses alarmes. Pour ce faire nous utilisons I'algorithme

suivant :

1. Déterminer le maximum du signal. Puisque 'onde R a I’amplitude la plus élevée dans le

signal. Nous sommes alors strs que le maximum représentera un un pic R.
2. Garder le pic R détecté.

3. Eliminer toutes les composantes du signal trouvées dans l'intervalle centré a la position

du maximum trouvé dans le point 1. et de largeur 2aTrcq.

4. Répéter les points 1. et 2. sur le méme signal jusqu’a ce que toutes les composantes de ce

derniers deviennent nulles.

Nous illustrons les principes de cet algorithme dans la figure 2.15 ou la courbe rouge désigne la
fonction d’interpolation et les losanges rouges sont les pics qu’ils lui correspondent. Les deux
carrés vert sont les vrais pics R. Les deux parties hachurées désignent la partie a éliminer dans
un intervalle de largeur 2aTpcg. Comme Il est montré dans cette figure, Les fausses alarmes
ont été presque éliminées. Par contre dans certains cas comme celui de la figure 2.15, entre deux
pics R successifs, nous pouvons détecter une fausse alarme. Ceci est di au fait que le signal
ECG est pseudo-périodique et que pour deux pics R successifs, les deux intervalles d’élimination
des fausses alarmes peuvent étres disjoints. Pour déceler ce probleme, nous passons a I’étape de

vérification qui constitue la derniere étape de la regle de décision.
Etape 3 : Vérification

Pour vérifier qu’aucune fausse alarme n’est détectée, nous effectuons un test sur tous les

pics détectés apres I'étape 2 de la regle de décision. En effet, soit {pic(i) }o<i<n,,, tous les pics



2.4. APPLICATIONS 95

Elimination de fausses alarmes
T :

T
0.08 - % by
D
®
0.07
0.06
005
£ 004
<
0.03
0.02
0.01
0 ‘ ‘ ‘ : 01
294 295 2.96 297 298 2.99 3
Nombre d’échantillons x 10

FIGURE 2.15 — Elimination de fausses alarmes

détectés. Le nombre total de ces pics est n,q. Pour tout ¢ € {6,---,nyq — 5}, nous comparons
pic(i) & m; , la moyenne des 5 pics détectés précedant pic(i), et & m;", la moyenne des 5 pics
détectés apres pic(i). Les expressions de m; et m;, Vi € {6, ,nyq — 5}, sont données par :
1 i—1
k=i—5
1 i+5
mt = 2> picth)
k=i+1
La décision finale est ainsi prise comme suit : Vi € {6,--- ,n,q — 5}

— si pic(i) < Bm; et pic(i) > ﬁmj, B € (0,1], alors pic(i) est une fausse alarme, donc nous

I’ignorons.
— Dans le cas contraire, pic(i) est retenu comme un pic R.

Ici, B désigne un facteur régulateur. Il permet de régler I'amplitude des pics R puisqu’ils

peuvent varier d’un signal a un autre et méme dans le méme signal d’un cycle a un autre.

Nous représentons quelques résultats de I’application du détecteur Dgcag pour détecter les

pic R présents dans le signal ECG.

2.4.2.4 Résultats

Pour étudier la performance du détecteur Dgc, nous ’avons appliqué sur des signaux issus
de la base MIT-BIH [MIT, 1980]. Cette base contient 48 enregistrements annotés obtenus de
47 sujets. 60% des enregistrements ont été mesurés sur des sujets hospitalisés. Chaque signal

de cette base est échantillonné a 360 Hz et dure environs 30 minutes. Pour ce faire, nous nous
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nas | Se (%) | Sp (%) |

Enregistrement | Nombre de battements | Méthode ‘ Ny

104 2229 Drca 0 2 100 99,91
TOC 0 2 100 99.91
116 2412 Deca 16 | 0 99.34 100
TOC 16 1 99.34 99.96
203 2980 Drca 11 2 99.63 99.93
TOC 15 3 99.50 99.90
213 3251 Drca 3 0 99.91 100
TOC 3 1 99.91 99.97
221 3427 Deca 1 0 99.96 100
TOC 3 3 99.88 99.91

TABLE 2.2 — Résultats de I'application de Dgcg sur 5 signaux de la base de données MIT-
BIH présentant des morphologies complexes pour la détection des pics R : Comparaison avec la
méthode TOC

sommes basés sur deux criteres de performances : la spécificité et la sensibilité du détecteur,

dont les expressions sont données par (2.50) et (2.51).

Ndce

S, = —de 2.50

b nae + g (2.50)

= e (2.51)
Nde + Nar

ol Nge, ngf, et ng, désignent respectivement le nombre de détections correctes, le nombre
de détections fausses et le nombre de détections ratées. Notons que S, et S, correspondent
respectivement a la probabilité de détection correcte et la probabilité de fausses alarmes. Nous

allons les étudier ci-apres en terme de pourcentage, en les multipliant pas 100.

Nous représentons dans le tableau 2.2, les spécificités et la sensibilités du détecteur
algébrique Dgcg, obtenues pour 5 signaux de la base MIT-BIH. Nous avons choisi de
représenter les signaux 104, 116, 203, 213, et 221 représentant une fréquence de bruit élevée et
des morphologies complexes. Les résultats obtenus sont aussi comparés dans le méme tableaux
par ceux obtenus par la méthode la plus utilisée dans la littérature pour la détection des pics
R dans les signaux ECG : 1l s’agit de la méthode de la Transformée en Odelettes Continues
(TOC) [Li et al., 1995, Yoon et al., 2010]. Comme il est montré dans le tableau 2.2, Drca
améliore la détection de pic R en terme de bonne détection et de fausses alarmes. En effet, pour
I’enregistrement 104 les performances des deux méthodes sont pareils. Pour les enregistrements
203 et 213, les deux méthodes ratent le méme nombre de pics R, par contre le Dgog ne détecte
aucune fausse alarme. Pour les signaux 213 et 221, le Dgcog réduit le nombre de fausses alarmes

et le nombre de pics ratés par rapport a la TOC.

Dans la figure 2.16, nous illustrons 'application de Do sur le signal 108. Seulement une
partie de ce signal est représentée. Le signal 108 a la particularité d’avoir une morphologie
compliquée et d’étre le signal le plus bruité dans la base de données MIT-BIH. Il a une ligne de

base ondulée, des complexes QRS qui sont parfois normaux et parfois renversés (voir ’échelle
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(a) signal 108 de la base de donnée MIT-BIH

Amplitude
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ol

| |
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Nombre d’échantillons % 10
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FI1GURE 2.16 — Application de 'approche algébrique pour la détection des pics R du signal ECG

des abscisses du signal (a) entre 6.2 10% et 6.4 10%), des amplitudes de pics R variées, etc. Dans
cette figure, les étoiles rouges désigne les vrais pics R alors que les losanges noirs désignent les
pics R détectés avec le Dgog. Le signal (b) illustrant le résultat de 'application de Dgoa sur le
signal 108 montre bien qu’a part la bonne détection, le détecteur algébrique permet de résoudre
londulation de la ligne de base qui est claire dans le signal (a). La comparaison entre les pics
réels et ceux détectés est représentés sur le signal (c) ol on remarque bien une bonne détection
sur cette partie du signal malgré la complexité de sa morphologie. A part la bonne performance
du détecteur algébrique, le tableau 2.2 et la figure 2.4.2.4 soulignent aussi la bonne performance
de la regle de décision qui a joué un role important pour la réduction de fausses alarmes. Notons
qu’en se basant sur les simulations, le a de I’étape 2 de la regle de décision a été prise égale a
0.25. Alors que le 8 de I'étape 3 de vérification donne de meilleurs résultats s’il est pris dans
I'intervalle [0.3,0.4].

2.5 Conclusion

Ce chapitre a été divisé en deux grandes parties théoriques validées par les simulations. Basée
sur une modélisation déterministe des ruptures tout en ignorant la présence du bruit dans les
signaux que nous traitons, la premiere partie a développé 'approche algébrique utilisée pour la
détection des ruptures. Nous avons vu & travers les simulations que cette approche offre de bonne
performance en terme de détection de ruptures. Dans le but d’améliorer encore la détection de
ruptures, la deuxieéme partie de ce chapitre a été consacrée a l’exploitation de I'information

que nous pouvons avoir sur le bruit. En associant une modélisation stochastique au bruit, nous
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avons estimé sa loi de probabilité. Nous avons pu ainsi déterminer un seuil au-dela duquel une
fausse alarme apparait avec une probabilité inférieure a une valeur donnée. Pour aller plus loin
dans la détection des ruptures, nous allons maintenant garder la modélisation déterministe de la
rupture en lui associant une modélisation stochastique de cette derniere. En effet, nous associons
a l'apparition d’une rupture un événement rare d’amplitude relativement extréme. A travers la
TVE, nous allons nous intéresser par la suite a étudier le comportement extréme de nos signaux.

Cette partie fera 'objet du troisieme chapitre.



Chapitre 3

Rupture : un évenement rare

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, la notion de rupture est abordée différemment. Son apparition est
considérée comme un événement rare apparaissant avec une faible probabilité d’occurrence et
une forte, voire extréme, amplitude. Avec cette nouvelle caractérisation de la rupture, nous
transformons le probleme de détection de ruptures en un probléeme de détermination des valeurs
extrémes associées a des événements rares dans les signaux traités par 'approche algébrique.
En effet, cette fois-ci, nous ignorons le comportement moyen des données, représentant le bruit,
et nous ne nous intéressons qu’au comportement extréme modélisant les ruptures. En se ba-
sant sur le théoreme de Balkema, de Haan et Pickands de la TVE, nous approchons la loi de
probabilité des extrémes au dela d’un certain seuil, par la loi de Pareto généralisée dont le pa-
rametre de forme est fortement 1lié a la valeur du seuil. D’ou 'importance d’une détermination
judicieuse de ce seuil. Dans un premier temps, nous déterminons ce dernier graphiquement via la
méthode du ’mean excess plot’. Les résultats obtenus sur les signaux neuronaux, montrent bien
que la connaissance de la loi des extrémes permet mieux la distinction entre les fausses alarmes
et les ruptures, rendant la détection de ruptures plus fiable. Afin d’automatiser et améliorer
cette méthode, nous proposons une détermination non supervisée du seuil, en développant un
algorithme convergeant vers un point stationnaire, le seuil. Cette détermination non supervisée
du seuil est en fait basée sur la considération de toutes les données : comportements moyen et
extrémes ou encore bruit et ruptures. En effet, pour aller plus loin dans la détection des ruptures,
les résultats que nous avons obtenu sur les extrémes nous ont motivé a avoir une vue d’ensemble
sur la distribution de probabilité de tout le signal en modélisant le comportement moyen des
données (le bruit) par une loi gaussienne via le TCL et le comportement extréme (les ruptures)
par une Pareto généralisée via le théoreme de Pickands. Les pdfs de ces deux lois de probabilité
sont liées entre elles par un point de jonction représentant le seuil indiquant la présence des
extrémes. Une pdf hybride & deux composantes est ainsi obtenue, modélisant les ruptures avec
le bruit. Contrairement a ce qui existe dans la littérature, cette pdf hybride ne permet pas seule-
ment l'ajustement de données mais aussi d’indiquer a quel niveau on a des ruptures, dont la
signification differe selon I'application. En se basant sur ce modele hybride et sur ’algorithme de
la détermination non-supervisée du seuil, nous présentons dans la derniere partie de ce chapitre,

différents modeles probabilistes multi-composantes développés pour différentes applications.

59
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3.2 La Théorie des Valeurs Extrémes

Commencons ce dernier chapitre par introduire l'univers probabiliste dans lequel nous
allons baigner. Il s’agit d’une théorie qui vient compléter la théorie statistique classique ou 'on
s’intéresse a étudier le comportement moyen d’un échantillon de v.a. et ot le TCL [Feller, 1966]
joue un role primordial. Lorsque 1’échantillon de v.a. étudié contient des observations de grandes
valeurs, le TCL ainsi que les outils statistiques traditionnels ne sont plus adaptés et présentent
peu d’intérét pour I’étude du comportement extréme de cet échantillon. C’est ainsi qu’intervient
la TVE que nous présentons dans ce chapitre. Batie autour d’une analogie avec le TCL, la
TVE offre un terrain favorable pour 1’étude et la caractérisation du comportement des valeurs
extrémes ou encore des quantiles extrémes. D’apres les définitions 3.3 et 3.4, que nous présentons
par la suite, les quantiles extrémes se situent dans la queue de la distribution. C’est a ces
événements rares que nous nous intéressons et aux valeurs extrémes associées que nous désirons
modéliser. Deux approches ont été développées par la TVE dont les résultats sont d’importance
majeure dans ce contexte. La premiere approche, dite classique, concerne la modélisation des
du maximum ou du minimum d’une suite de v.a., par une loi limite appartenant a la famille
des lois des extrémes : Weibull, Gumbel et Fréchet et ce via le théoreme de Fisher et Tipett
3.6 [Fisher and Tippett, 1928]. La seconde approche concerne la modélisation des exces au-dela
d’un certain seuil, appelée en anglais POT, par une loi de Pareto généralisée via le théoreme
de Balkeman, de Haan et Pickands 3.10 [Pickands, 1975]. Dans cette these, nous utilisons
la deuxieme méthode du POT pour modéliser les valeurs extrémes au-dela d’un seuil. Nous
présentons cette méthode dans la section 3.2.1 tout en introduisant les deux théoremes sur

lesquels se base la TVE. Rappelons dans un premier temps quelques notions de base.

Définition 3.1 (n-échantillon) On appelle n-échantillon d’un processus stochastique X, un
échantillon de n v.a. (X1, X, -+, X,) issues de X, indépendantes et de méme loi que X. On

dit alors que l’échantillon est indépendant et identiquement distribué et on le note iid.

Nous notons que certains ouvrages définissent un n-échantillon dans un cadre plus général ou

les v.a. peuvent étre dépendantes. Dans cette these, un n-échantillon est défini comme dans 3.1.

Définition 3.2 (Statistiques d’ordre) Soit (X1, Xa, -+, X,) un n-échantillon d’un proces-

sus stochastique continu X = (Xy)ier, défini sur l’espace probabilisé (2, A,P). On appelle la

jeme statistique d’ordre de ce n-échantillon, 1 < i <mn, la statistique

w = X (w) = Xg(w)e

ou e; désigne le i€Me yecteur de la base canonique de R™ et Xg(w) est le vecteur d’observations
[X1(w), Xa(w), -+, Xp(w)] trié dans lordre croissant.
La premiére statistique d’ordre est ainsi X(1y(w) = min([X1(w), Xa(w), -+, Xn(w)]), la n®M¢

statistique d’ordre X(,y(w) = max([X1(w), Xa(w), -+, Xn(w)]) et on a

Xy(w) < Xg)(w) < -+ < Xy (w), Yw € Q.
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Définition 3.3 (Quantile d’ordre «) Soit F' une fonction de répartition d’une certaine loi

de probabilité. On définit le quantile d’ordre o, noté q, comme suit :

1. Si F est continue et strictement croissante, alors qo est donné par ¢, = F~1(a), ou F~!

est l'inverse de F' (qq est la racine unique de [’équation F(z) = o).

2. Si F est la fonction de répartition d’une loi discréete ou que F est continue mais pas

strictement croissante alors qo, = inf{x : F(z) > a}

Définition 3.4 (Quantile extréme) Soit (o, )nen+ €]0, 1] une suite croissante. Un quantile

Qa,,, d’ordre o, est dit extréme lorsque oy, — 1 quand n — oo.

Remarque 3.5 Dans certains ouvrages, les quantiles d’ordre o sont définis en fonction de

F =1— F désignant la fonction de survie relative a la fonction de répartition F.

3.2.1 Méthode du Peak Over Threshold

Soit (X, )nen+ une suite de v.a. iid issues de X € (92,4, P) ou encore un n-échantillon de
X de fonction de répartition F. Nous désignons par M7 = X1, et M,, = max{Xq, Xo, -+, X, },

pour n > 2. Nous exprimons dans (3.1) la fonction de répartition de M,,.

]P(Mngx) = ]P(Xl SanQ va"'vxn SLU)
= P(X; <z)P(X2 <z).PX, <z
= F"(z) (3.1)
Nous notons que ce résultat est obtenu grace au fait que X1, Xo, -+, X, sont des v.a. iid.

Nous regardons la distribution asymptotique de M,, en faisant tendre n vers l'infini, nous obte-

nons la loi limite dégénérée suivante :

i F(z) < 1;
lm Fi(g) =4 & S F@ <L (3.2)
n—500 1, siF(z)=1.

Pour avoir une loi limite non dégénérée pour le maximum M,, d'une facon analogue au TCL
donnant la loi asymptotique de la moyenne normalisée de n v.a., I'idée de Fisher et Tippett en
1982 a été de normaliser aussi M, en essayant une normalisation linéaire et ainsi de donner lieu

a un résultat fondamental de la TVE qui est le théoreme de Fisher-Tippett, énoncé ci-dessous.

Théoréme 3.6 ([Fisher and Tippett, 1928]) Soit (X,)nen+ une suite de v.a. #d de fonc-
tion de répartition F et (M,, = max{ X1, Xo, -+, X;,})nen=. S’il existe deux suites normalisantes

(an)nen+ € R et (bp)nen+ € R et une fonction de distribution limite non-dégénérée G tel que

tim P20 <) =l F™(anz 4 b) = G(o), (3.3)

n—00 Qn, n—00

alors G(z) = Gy (x;€) a une translation et changement d’échelle pres, ou Ggy est la fonction

de répartition de la distribution généralisée des valeurs extrémes définie dans 3.7.

On dit alors que F' appartient au domaine d’attraction de G.
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Définition 3.7 (Distribution généralisée des valeurs extrémes (GEV)) La distribution
généralisée des valeurs extrémes dite en anglais 'Generalized Extreme Value’ (GEV) est définie
par sa fonction de densité de probabilité gpy et sa fonction de répartition Ggy données respec-
tivement par (3.4) et (3.5).

gpv(2:€) = u(x)* exp(~u(x)), (3.4)

et
Gpv(z;§) = exp(—u()), (3.5)
ot
(—o0, —%], si £<0
R, st £=0

u(z) = { VR , Vo € Dpy(§) =
[—%,oo), si £€>0

exp(—x), st £€<0
et & désigne le parameétre de forme ou encore l'indice de queue ou des valeurs extrémes.

Remarque 3.8 La distribution GEV, suivant la valeur de l'indice de queue &, correspond a

l'une des lois extrémes suivantes :
— la loi de Weibull si € < 0 : distribution a queue droite bornée.
— la loi Gumbel si & = 0 : distribution & queue droite légére et a décroissance exponentielle
relativement rapide.

— la loi de Fréchet si € > 0 : distribution a queue droite lourde et & décroissance lente.

Un exemple illustrant ces trois cas de figure est donné par la figure 3.1.

Pdf de la loi généralisée des valeurs extrémes (GEV)

- E>0
--&=0
Cdf de la loi GEV — &<0
I T T T I
2 4 6 8 10
T T T ‘ ‘ ! ‘
-2 0 2 4 6 8 10

FI1GURE 3.1 — Représentation de la cdf et de la pdf de la loi GEV pour des différentes valeurs
de £ : £=1>0: loi de Fréchet, £ =0 : loi de Gumbel, et £ = —1 < 0 : loi de Weibull.



3.2. LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES 63

Nous concluons que le théoreme 3.6 permet de connaitre la loi du maximum M,, indépendamment
de la nature de la loi sous-jacente de fonction de répartition F. Pour en savoir plus, nous

invitons le lecteur a se référer & [Embrechts et al., 1997].

Dans le cas ot les v.a. sont dépendantes, Gumbel a introduit en 1958 la méthode du Block
Maxima [Gumbel, 1958] afin de se mettre dans les conditions du théoréme de 3.6. Cette méthode
consiste en fait a diviser les données en plusieurs blocs de taille assez grande, générant ainsi des
v.a. indépendantes, et ensuite de considérer le maximum de chaque bloc. Les maximas ainsi
obtenus représenteront un échantillon de M,, dont la loi est approchée via le théoreme 3.6 par
I'une des lois des extrémes : Weibull, Gumbel ou Fréchet. Cette méthode permet d’avoir une idée
du comportement du maximum mais il est plus intéressant et pertinent de recueillir I'information
a partir non pas d’un seul point mais de plusieurs extrémes. C’est ce qui est proposé dans la
méthode du dépassement du seuil ou la POT qui consiste & modéliser les exces au deld d’un
certain seuil. Pour décrire cette méthode nous commencons par définir la fonction de répartition
conditionnelle F}, des observations au-dela d’un seuil u. En effet, soit X1, --- , X, un n-échantillon
de fonction de répartition F'. Considérons les N,, statistiques d’ordre (définition 3.2) dépassant
u. Nous définissons alors de nouvelles v.a. Y; = (XZ- —u|lX; > u), i€ {l,---, Ny}, décrivant les
exces au-dela de u < Ty, oU x,, = sup{zr € Ry, F(z) < 1} dont les statiques d’ordre supérieur
sont Y;) = (X(n—Nu—H') —u| X (N, 4i) > u), i € {1,---, Ny}. Nous cherchons alors & estimer F,,

la loi du processus Y qui décrit ces nouvelles va. En effet, pour tout y € R,

Fu(y) = P <y)
= PX-—u<ylX>u)
P(X <u+y,X >u)
P(X > u)
_ Flu+y) — F(u) (3.6)
1— F(u)

Le deuxieme théoreme fondamental de la TVE, celui de Balkema, de Haan
[Balkema and de Haan, 1974] et Pickands [Pickands, 1975], nous dit que la fonction de

répartition conditionnelle F, exprimée dans (3.6) peut étre approchée par la loi de Pareto

généralisée définie dans 3.9. Nous énoncons ce théoreme dans 3.10.

Définition 3.9 (Distribution de Pareto généralisée (GPD)) La distribution de Pareto
généralisée dite en anglais ’'Generalized Pareto Distribution’ (GPD) est définie par sa fonc-

tion de densité de probabilité g et sa fonction de répartition G données respectivement par (3.7)

et (3.8).

1 [ e
g(m;s,m:{ pUEEE) 5 S8R0 e pie, ), (3.7)
Lexp(—2),  si =0
et .
_ €.\ E ;
G(x;f,m:{ Lo(rge) s si8£0 e p), (3.8)
1 — exp(—3%), si £=0

ou & et B désignent respectivement ['indice de queue et le paramétre d’échelle et

_J 0,00), si £>0
D(g’ﬁ)_{ 0,—%], si £<0
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Théoréme 3.10 ([Balkema and de Haan, 1974] et [Pickands, 1975]) Une fonction de
répartition F' appartient au domaine d’attraction de Ggy si et seulement si il existe B € R et
& € R tel que la loi des excés au dela d’un seuil u, assez élevé, peut étre approchée uniformément

par une loi de Pareto généralisée i.e.

lim  sup  |Fu(y) — G(y: €, B)| =0, (3.9)

Remarque 3.11 Le paramétre de forme & qui contréle l'épaisseur de la queue de distribution
est le méme pour la GPD et la GEV. 1l suit les mémes régles définies dans la remarque 3.8.
Nous représentons dans la figure 3.2 les pdf et les cdf de la GPD pour des différentes valeurs
de & montrant la différence de l’épaisseur de la queue de distribution : £ = —0.2 : distribution a

support borné, € = 0 : distribution a queue légére, et & = 0.5 : distribution a queue lourde.

Pdf de la loi de Pareto généralisée (GPD)
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FIGURE 3.2 — Représentation de la cdf et de la pdf de la GPD pour v = 0, 8 = 1 et £ €
{-0.2,0,0.5}.

Nous allons dans la section suivante mettre en pratique la méthode du POT pour modéliser les
ruptures présentes dans les données que nous traitons. Pour ce faire, nous allons donner d’abord,
dans la section 3.3, un résumé du travail [Debbabi et al., 2012] publié dans la conférence inter-
nationale 20" EUropean SIgnal Processing COnference (EUSIPCO) a ce propos. Ensuite, nous
présentons le papier [Debbabi et al., 2012].

Nous mentionnons que nous avons préféré employer la POT dans cette these et non pas
la Block Maxima (BM) pour éviter la perte d’information causée par cette derniére en ne

considérant qu'un seul extréme, le maximum.
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3.3 Modélisation stochastique des ruptures : résumé du papier
[Debbabi et al., 2012]

Nous caractérisons, dans ce chapitre, 'apparition d’une rupture par un événement rare
dont les observations associées sont de valeurs extrémes. Nous rappelons que dans le chapitre 2,
nous nous sommes intéressés seulement aux ruptures, caractérisées dans un cadre déterministe
comme des discontinuités dans les signaux traités, sans considérer aucun modele du bruit
affectant ces dernieéres. Ensuite, pour mieux détecter les ruptures nous avons associé au bruit
une modélisation stochastique. L’information que nous avons pu avoir en modélisant le bruit

nous a permis de mieux séparer les fausses alarmes des ruptures.

Arrivés a ce stade, nous avons raisonné autrement : pourquoi s’intéresser au bruit (com-
portement moyen des données), alors que l'information que nous voulons extraire est située au
niveau de la queue de distribution des données traitées (comportement extréme des données) ?
D’ou l'idée de modéliser les exces au-dela d’un certain seuil, contenant les ruptures, par une
GPD via la méthode du POT de la TVE. En effet, tout au long de ce chapitre, un signal
représenté par des données est modélisé par un n-échantillon (X1, Xo, -+, X,) d'un processus
continu X défini sur l'espace probabilisé (£2,.4,P). Soit maintenant Y; = (XZ- —ulX; > u),
i€ {l,---,Ny}, N, étant le nombre d’exceés au-dela du seuil u. D’apres le théoréme 3.9 la loi
de probabilité de Y peut étre approchée par une GPD d’indice de queue £ et de parametre de

forme B.

La connaissance de la loi des extrémes nous a incité a améliorer encore la détection de
ruptures. Pour ce faire, comme pour la section 2.3.2 du chapitre 2, nous avons proposé de
déterminer un seuil 7 permettant la détection de ruptures avec une pfa donnée p,. En revanche,
dans cette section nous définissons différemment une fausse alarme. En effet, nous modélisons
le temps d’occurrence de ruptures par un processus de Poisson d’intensité A. Par conséquent, le
processus T¢, décrivant le temps écoulé entre deux ruptures successives, suit la loi exponentielle
du méme parametre A. Ainsi, nous définissons une fausse alarme par I’événement d’étre dans la
queue de distribution (valeurs extrémes) et que le temps écoulé entre deux ruptures successives
soit inférieure & tp, = min{t; — t;—1,7 > 1}, ou ¢; désigne le temps d’occurrence de la iéme
rupture. Autrement dit, nous voulons déterminer un seuil 7, qui est déja supérieur a u, tel que
la probabilité de le dépasser et d’avoir un temps écoulé entre deux ruptures successives inférieur

a t,, soit égale a p,. Ceci peut étre traduit mathématiquement comme suit :
Py =P >n,T < tpmn). (3.10)

En supposant I'indépendance entre 'amplitude de la rupture et le temps de son occurrence (en

général c’est le cas) I’équation (3.10) se simplifie en (3.11).
Py =P >n)P(T < tmin)- (3.11)

Sachant que nous connaissons la loi de Y et de T : Y suit la loi GPD et T suit la loi exponentielle,

nous pouvons ainsi facilement déterminer le seuil 7 qui est donné par :

=22 )
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ou E, E et A\ désignent respectivement les estimées de 3, &, et A.

Cette méthode est bien développée et détaillée dans ’article [Debbabi et al., 2012]. Dans ce
papier, que nous exposons dans ce qui suit, nous avons appliqué le seuil de (3.12) pour améliorer
la détection de spikes de neurones, o X représente le signal neuronal traité par ’approche
algébrique, et t,,;, est prise égale a la période réfractaire. Le parametre de la loi exponentielle
a été approché par l'inverse de la moyenne empirique, représentant 'inverse de ’estimateur de
moment d’ordre 1 qui est I'estimateur le plus simple. C’est aussi 'estimateur de moments qui a
été utilisé pour déterminer les parametres de la loi GPD [Hosking and Wallis, 1987b]. Le seuil
u satisfaisant le théoreme 3.9 a été déterminé graphiquement par la méthode du mean excess
plot [Demichel et al., 2011}, [Ghosh and Resnick, 2010], qui est la méthode la plus utilisée dans
la littérature. En effet, cette méthode consiste a tracer la courbe e(«) de la moyenne des exces

au-dela du seuil «, dont ’expression est la suivante :
e(d) =E(X —a|lX >a), aeR (3.13)

Lorsque X suit la loi GPD de parametres £ et 3, ’équation (3.13) sera sous la forme :

e(a) = ﬁfa 4 & (3.14)
Dans ce cas, e(«) est une fonction linéaire en a. Donc pour estimer le seuil u, nous tracons la
fonction de moyenne des exces empirique et nous repérons la valeur de u a partir de laquelle
la courbe devient linéaire. Cette méthode permet de bien déterminer le seuil u indiquant la
présence des extrémes ou encore a partir duquel les données suivent une GPD mais il faut
mentionner que c’est une méthode graphique qui peut mettre du temps pour déterminer le seuil

ce qui présente sa limitation.

Les résultats obtenus en appliquant le seuil (3.12) pour la détections des spikes de neurones
ont été comparés avec ceux obtenus en utilisant la méthode du deuxieme chapitre ou la connais-
sance de la loi du bruit a été nécessaire pour sélectionner le seuil (voir section 2.3.2 du chapitre

2). Une amélioration remarquable en terme de détection de fausses alarmes a été obtenue.
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ABSTRACT

This paper uses the Extreme Value Theory (EVT) for thresh-
old selection in a previously proposed algebraic spike detec-
tion method. The algebraic method characterizes the occur-
rence of a spike by an irregularity in the neural signal and
devises a nonlinear (Volterra) filter which enhances the pres-
ence of such irregularities. These appear as (positive) high
amplitude pulses in the output signal. The pulses are isolated.
We then interpret the occurrence of a spike as a rare and ex-
treme event that we model in the framework of EVT. With
this model, we derive an explicit expression of the decision
threshold corresponding to a given probability of false-alarm.
Simulation results show that the empirical probability of false
alarm is close to the predicted one by applying the derived
theoretical threshold.

Index Terms— Neural spike detection, algebraic ap-
proach, Extreme Value Theory, Generalized Pareto distribu-
tion, Mean Excess Plot.

1. INTRODUCTION

The neural signal consists of a sequence of action potentials
(APs) viz spikes representing the electrical activity of the neu-
rons. An AP represents the polarity inversion across the neu-
ron membrane, it has an amplitude of 100 mv and a duration
of about 2 to 3 ms. This duration includes a refractory period
[1] measuring roughly 1 ms during which a second AP cannot
be initiated. Spike detection is the first mandatory step in any
information processing of neural recording. It is therefore an
important task in neuroscience. When the signal is recorded
extracellularly, it is inevitably corrupted by several kinds of
noises. The most significant one originates from the activi-
ties of remote neurons with respect to the electrode. In many
situations, this background noise appears with a low Signal
to Noise Ratio (SNR) making the problem of spike detec-
tion challenging. The spike detection is a classical problem
which has been developed by different methods. We refer to
the Nonlinear Energy Operator (NEO) method [2], as well as
the Wavelet Transform one[3]. We cite likewise the algebraic

© EURASIP, 2012 - ISSN 2076-1465

approach detailed in [4], in which we are interested in this
work. Using operational calculus and algebraic derivatives,
this method defines a decision function for spike detection
which corresponds to a Volterra filtering of the neural signal
reducing the noise and highlighting spikes. A way to detect
spikes is then devised by comparing the output signal with a
threshold. The threshold is determined in [4] for a given prob-
ability of false alarm (pfa) after estimating the unknown cu-
mulative distribution function (cdf) of the noise presented in
the output of the Volterra filter. However, the obtained results
using the determined threshold are not completely satisfac-
tory. In order to obtain a more reliable detection, we propose
in this paper a new spike decision threshold by combining the
algebraic approach with the Extreme Value Theory (EVT) [5].
We characterize the spike occurrence as an extreme and rare
event. Thereby, we transform the problem of spike detection
into extreme value determination. Hence, we formalize a new
way to determine the probability of false alarm by estimating
the distribution of of extremes, i.e, spikes instead of estimat-
ing the unknown entire distribution of the decision function.
Using the Pickands theorem [6], the extremes distribution is
approximated by a Generalized Pareto Distribution (GPD). To
carry out the performances of the proposed method, using
simulated signals, we compare the obtained results to those
achieved using the algebraic approach [4] for a fixed pfa. Our
method improves the quality of the detection in terms of false
alarm, providing more realistic results. The validation of the
proposed method using generated signals proves its useful-
ness when applied to real data. The remainder of this paper is
organized as follows. Section 2 develops the proposed thresh-
old determination. Simulation results are discussed in Section
3. Finally, conclusions are drawn in section 4.

2. DESCRIPTION OF THE PROPOSED THRESHOLD

2.1. Algebraic approach

In this section we give a brief recall of the algebraic approach
[4] to spike detection. A spike is the result of a sudden elec-
trical discharge across the neural membrane. Its occurrence

1836



is interpreted in [4] as an irregularity in the neural signal, say

y(t). We consider that the spikes are isolated so that there

is at most one spike in each interval [r, 7 + T of a given

width T, representing, e.g, the refractory period. Then by

setting y, (t) = y(7+1t),t € [0, T) and by ignoring the noise,
n

dn
we have oy (1) = [5"](0) + ;un_k 5(t — )
where [yﬁn)} represents the regular part of the n'” signal
derivative, the superscript (k) stands for differentiation of
order k, t, is the possible irregularity point in [r, 7 + 77,
= yﬁk) (tt+) — ygk)(tT—) and ¢ is the Dirac delta func-
tion. Using the algebraic framework of [7], it has been shown
in [4] that the change-point (spiking instant) ¢, can be char-
acterized by

t

ao(T)t2 — 2ay (1)t + as(T) = 0, (1)

where each coefficient a;(7), ¢ € {0,1,2}, is in the form
a;(T) = fOT pi(t)y(t + 7)dt for some polynomial p;. A key
point in [4] is that this representation is valid only when y
has a change-point in [7, 7 + T, otherwise the coefficients
a;(7) vanish (in the noise free case). This observation plus
the presence of noise led the authors of [4] to consider the
following statistical hypothesis testing problem

Ho: X(1) <~y vs Hi: X(1)>7n

where the decision function X (7) defined by the discriminant
of (1), as in

X (1) = a1 (1) — ao(7)az(7). )

Now, one can infer from the form of the coefficients a;(7),
that X reads as a Volterra filtered version of the neural signal
y (see [4] for more details). A spike occurrence is then meant
when X (1) is above a given threshold ~y (under the alternative
hypothesis #H1). Henceforth, we model the decision function
as a continuous processth X = (X;);cr+ on some probabil-
ity space (€2, A, P) and consider a n-sample (X;);=1.... ,. T0
determine the threshold v for a given pfa p, we need to deter-
mine the expression of the probability of false alarm. In [4],
it is determined as

p=P(X >v]|Ho) (3)

Since the statistical characteristics of X are unknown, the de-
termination of the probability (3) becomes difficult. To over-
come this issue, the algebraic approach proceeds as follows:
knowing that the signal under the null hypothesis H, is re-
duced to noise, the probability (3) is calculated by estimating
the noise cdf of the output Volterra filter. But as the deter-
mined probability is the noise probability, the threshold v will
depend only on the noise variance and not on signal character-
istics. That causes unsatisfactory results. Hence, to improve
the spike detection and to make it more reliable, we propose
to combine the algebraic method with an EVT approach.

2.2. Threshold determination method for a fixed level of
false alarm

In this paragraph, we present a new way to determine a deci-
sion threshold for a given pfa which does not require anymore
to estimate the cdf of X. We consider the spike occurrence in
the neural signal as a rare extreme event. Therefore, instead
of estimating the entire distribution of X, we will restrict our
attention to the estimation of the distribution of the extremes
(spikes) above some high threshold u (to be determined), i.e.
the tail distribution of X. So let Y, define the process of ex-
ceedances of X over a given threshold u
Yu(j) = (Xj —u|lX; >u), forl<j<N,,

where NV, is the number of exceedances above u. We will
first focus on the estimation of the distribution of Y,,, then we
will define a decision criterion for the detection of a spike.
The criterion will be related on the exceedance of Y,, over a
second threshold 7, which will be determined using the fol-
lowing modeling of the appearance of a false alarm

False alarm modelling

We model the number of spike occurrences in a finite time
interval of length ¢ by a Poisson process { N (¢);¢ > 0} with
intensity . Therefore, the waiting time, say 7', between two
successive spikes obeys the exponential distribution with the
same parameter A. Let (7;;1 < i < k) be a k-sample. Unlike
in [4], we choose here another way to define a false alarm.
We denote by r,, the refractory period following each AP of
a given neuron. Knowing that in this period no spike can be
fired by the same neuron, a false alarm will be meant when the
excess over u overtakes the threshold n when the condition
{T < rp} is realized. Hence, the probability of false alarm is
defined as

p=PY, >nT <) 4)

The amplitude of a spike is not related to its time occurrence.
Therefore, we can assume the independence between Y,, and
T'. Thus (4) becomes

p=P, >nP(T <rp) (5)

GPD fit

To determine 7, we need to estimate the distribution of Y,.
This distribution, named the excess distribution function, is
given by

Fulz)=PY, <z)=PX-u<z|X >u), V>0

Using the Pickands theorem [6], F, can be approximated for a
high threshold u by a Generalized Pareto Distribution (GPD)
G¢,» with shape parameter £ and scale parameter o

F, ~ Gg_’g
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with
[ 1—(+Ea)7E, i €40
Geol®) = { 1 —exp(—2), if £€=0 r€D(& )
where [ o). if €30
D(f"’)_{ 0.—2], if £<0

Mean Excess Plot

It remains to identify a threshold » above which this approxi-
mation holds. For this purpose, we use a graphical tool called
the Mean Excess Plot (MEP) [8, 9] which helps to find an
appropriate © above which the exceedances follow a GPD.
Recall that the mean excess function of a random variable X
is defined by e(u) = E(X — u|X > u). When X follows
a GPD, the mean excess function is linear in u and expressed

as . ‘
e(u)—l+£ 1+€u

Hence, to determine u, we draw the empirical mean excess
function defined by

Z(XL - U)H(Xi>u)
en(u) = = n ?

Z H(Xi,>u)
=1

and we select the value u from which the behavior of (6) is
linear. Here I denotes the indicator function of the set S.

u>0 (6)

Parameters estimation

Once the threshold u is determined, the shape and the scale
parameters of the approximating GPD are estimated, using
for instance the moments method [10], and are given, respec-
tively, by

=2 =2
—~ 1 Y, . — (1 Y,
=—11- d =Y, |+ =
13 2( S%@) and o u<2+S}2/u>,
where Y,, and ‘932@ are the sample mean and variance of the
exceedances expressed as

)and S7. =

N
1 - — 9
Y.(t) =Y,) .
If the condition § < 1/4 is satisfied, it can be shown by stan-
dard methods (see e.g. [11]) that & and & are asymptotically
normally distributed with covariance matrix A satisfying

Lo (aij)i<i,i<
(1—26)(1 — 3¢)(1 —4¢) * 7/1s0Is2

N,A~T =

with a;; = 20%(1 — 6¢ 4 126%),
agy = (1-28)*(1—¢+66%),
a1z = az =o(l —2§)(1 4§~ 1252)~

In this case, a confidence interval with asymptotic confidence
level « can be deduced

Lg(Z)gU

where the lower and the upper bounds denoted by L and U
respectively of the confidence interval are given by

() G (372)

U— ( §)+ (Nir)/< a((1+0)/2) )

(1 +a)/2)

Here, ¢(r) is the standard normal distribution quantile of or-
der x.

As well, we determine the parameter A of the exponential
distribution using the moments method. It is expressed as

X =T ' with the following asymptotic confidence interval

for a confidence level o
-~ = -1 -~ 7 -1
T— TTq(a/2) <A< |T - fq(lfa/Q)
— 1 —
where T and S2 = —— Z (T; — T)2 are respectively the

k
k—1+4
i=1

sample mean and variance of 7.

Application for probability of false alarm determination

At this stage, we know that Y;, follows approximately a GPD
with parameters £ and 7, and that 7" obeys an exponential law
with parameter A. Coming back to (5), we obtain

po= (1=Gga)B(T <rp)

f 1
<L+g> £A(l—e*”ﬂﬂ)

from which we deduce the threshold 7, expressed as

_ &
A N S -
n§[<1e”v> 1]

Recall that Y,, models the exceedances of X above u. Thus
the threshold 7 is obtained relatively to w and not to zero.
Consequently, the final threshold 7 above which the false
alarms appear with a probability p is given by

T=n+u 7
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3. APPLICATION OF THE PROPOSED THRESHOLD
ON SIMULATED SIGNAL

To rigorously test the performance of the proposed threshold,
we carry out simulations on synthesized signal. Accord-
ing to the AP morphology, we simulate a spike template.
Using this template, we generate a spike train with max-
imal amplitude equal to M, describing a Poisson process
and ensuring a refractory period of 2 ms as a duration af-
ter each synthesized AP. To make the simulation more re-
alistic, we corrupt the generated signal by a noise with a

M
fixed SNR defined as: SNR = —, where o is the stan-

dard deviation of the background I?Oise. The used noise is
extracted from real neural recording with high SNR [12].
Fig.1. illustrates the Volterra filtering of a generated neural
signal with SNR=4. As it is noticed in this figure, using
the algebraic approach, real spikes (red ) are successfully
detected. But due to noise effect, an important number of
false alarms are detected as well. Hence, the need of decision
threshold determination.

Generated signal with SNR=4
T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 (107
Filtered signal using Volterra filter
0.1 T - - - -
E
= 0.0s .
=
0 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (10%)

Number of samples

Fig. 1. Upper graph: generated neural signal with SNR=4.
Lower graph: corresponding filtered signal using the alge-
braic approach where the real spikes are marked by red stars

3.1. MEP for GPD estimation for a certain threshold u

Fig. 2. depicts the use of the MEP method for threshold de-
termination using two generated neural signals with differ-
ent SNR. For SNR=4, the graph (c) shows the MEP where
a zoomed part is given in the right top. Through this zoom
we can notice that the MEP admits an oscillatory curve con-
taining several linear behaviors. This implies that the choice
of the threshold is not unique: it can be u; or ug or some
other threshold. To ensure the best fit of GPD we choose
the threshold that minimizes the distance d between the GPD
and the empirical cdf of exceedances according to the infinity
norm. Using the optimal threshold, the plot of these two dis-
tributions are shown in the graph (d) where we can see that
the GPD seems to fit pretty well the empirical distribution.
The analogous results for SNR=8 are presented in (a) and (b).
Some results of the threshold choice in terms of distance be-

tween the estimated GPD and the corresponding empirical cdf
are illustrated in the Table 1, where the optimal ones are given
in the gray boxes.

x 107 (a)

SNR=8§ ()
1

0.8

0 1 2 3 0 1
X107 SNR=4
10 (c)
6 1 =
s u o 038
—4 0.6
= 1/
T 3 o4t [
/
2 0.2t/
! 0
0 1 2 3 1 2 3
Threshold (u) «x10? u x107

Fig. 2. MEP for GPD estimation

Table 1. Threshold determination
Thresholds || as.t.u=gn(a) | Ny | d oo
Generated signal with SNR=8
24104 84, 34% 1292 0.0832
4.94 10—+ 90.86% 753 0.0372
7.571074 93.50% 536 0.0542
Generated signal with SNR=4
5.27 10~% 84.77% 1330 0.058
5.82 10~4 87.49% 1093 0.0479
7.57 104 92.21% 680 0.06

The estimates of the parameters of the GPD and the expo-
nential distributions are given with their confidence intervals
(CD), for both signals, in Table 2.

Table 2. Simulation parameters of GPD and exponential dis-

tribution
Generated neural signals
Parameters
SNR=8 SNR=4
Samples 8247 8738
u 4.943 1074 5.823 10~%
st 90.86% 87.49%
U =dQgn (0‘)
Ny, 753 1093
¢ —0.406 0.075
363) [~0.409, —0.403] [0.073, 0.077]
c 910~1 4171074
ClI(o) [8.65, 9.35] 10—+ [3.77, 4.57] 10—*
BN 0.0037 0.0054
CIN) [0.0035 0.004] [0.0051 0.0057]
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3.2. Interpretation and comparison

Using a generated neural signal with SNR=8, and forp = 0.1,
we show in Fig. 3 the improvement of spike detection re-
sults using the proposed threshold. Assuming that the neural
noise is Gaussian distributed, one can show [4] that X in (2)
may be approximated by the sum of two x? variables. Us-
ing this approximation, we deduce from (3), the threshold ~.
The horizontal red solid line represents this value of . Next,
we compute the empirical pfa, denoted by epfa,, according
to . We obtain epfa, = 0.811: This is much higher than the
prescribed value p = 0.1, showing that the assumed model
of X under H, is not adequate. For the same prescribed pfa
p = 0.1, the black dashed line represents the proposed thresh-
old 7 in (7). This threshold leads to a more realistic empirical
pfa epfa; = 0.14 which is very close to the fixed value.

0.7+ —

Y mi l_ =13
0.2 B
0.1 I I l

\ TR U |\|"V’WWM"H”[' | I'I‘”‘l W’“l' il |”|V T ”'Wl‘ i W " \ U'FWH"W ‘WHH”"H ”\r m V\IYIW‘M” LG AL
3
Nlunbcr of sdl]]plci x 10%

Amplitudes

Fig. 3. Spike detection using the proposed threshold ( black
dashed line ) compared to the algebraic approach threshold
(red solid line) for p = 0.1. The purple point dashed line
represents the threshold obtained using the MEP

Comparaision between fixed and empirical PFA

o

10" T T T T T T T - - -
<
=
[
B oo
Lo § i g
B~
2
=}
=
—%— Fixed PFA
—p>— Empirical PFA using the proposed threshold
% Emplu( al PFA using the \lgdn aic approach threshold
]0’2 L L L L
005 006 007 008 0.09 0.1 011 012 013 014 015

Desired Probability of False Alarm (PFA)

Fig. 4. Comparison between fixed pfa (blue *) and empirical
pfa using the proposed threshold (red >) and the threshold
described in [4] (purple o).

To highlight furthermore the performance of the proposed
threshold, we calculate epfa., and epfas for different values of
pfa: p varies from 0.05 to 0.15. Note that the maximum value
of p is obtained when = 0, i.e. P(Y,, > n) = 1. There-
fore, from equation (5) the maximum value of p is reached

for P(T" < rp,). Simulation results are illustrated in the Fig. 4.
We notice that the curve describing epfas (red ©) is closer to
the prescribed pfa (blue *), while the difference between this
latter and the curve of epfa, (purple o) is obvious. This im-
provement is due to the fact that using the proposed threshold,
there is no need to go through the estimation of the unknown
distribution of the decision function X. However, based on
EVT, we have determined the distribution of extreme values
representing spikes which is known based on the Pickands
theorem. There is a minor difference between real and empir-
ical probability of false alarm of order of 10~2 induced by the
estimation of GPD and exponential parameters.

4. CONCLUSION

This paper develops a new spike decision threshold for the
algebraic approach based on the extreme value theory. Ap-
plying the algebraic approach for detection and using the
extreme value theory for making decision offers a robust
and efficient spike detection. Comparing the obtained results
with those achieved using the algebraic approach threshold,
demonstrates the performance of the proposed threshold in
terms of false alarm, giving results more realistic in accor-
dance with what is predicted in theory.
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72 CHAPITRE 3. RUPTURE : UN EVENEMENT RARE

3.4 Modélisation stochastique de toutes les données : ruptures
et bruit

Pour aller plus loin dans la modélisation des données contenant des ruptures que nous trai-
tons, nous allons dans une derniere étape considérer tout ce que nous avons développé jusque
la. Nous allons considérer toutes les données : le bruit et les ruptures. Nous allons séparer ces
deux composantes et modéliser chacune par une loi différente, en se basant sur deux théoremes
fondamentaux en probabilité. Nous modélisons ainsi les données par un modele hybride défini
par morceaux, ou sur chaque morceau nous avons une loi différente. Ce modele hybride est ca-
ractérisé par sa pdf h, donnée par (3.15), que nous définissons dans le cas général ou le nombre

de composantes n. est strictement supérieur a 1. Soit

Nec
h(w;0) = %ifilw; 0) 1, ), (3.15)
i=1
ou chaque v;, i = 1,--- ,n., représente le poids associé & la pdf f;, {[zi—1,2],i =1, - ,n.} est

une partition de R et 8 est le vecteur de parametres du modele contenant tous les parametres
0; des pdfs f;. Nous notons que pour ce modele général, le nombre et la nature des composantes
changent selon le type de données & modéliser [Furrer and Katz, 2008], [Mandava et al., 2011],
[Kollu et al., 2012], [Scollnik, 2007] et [Knecht and Kiittel, 2003].

Dans cette derniere partie de la these, nous allons en premier lieu considérer le modele
hybride a deux composantes ou f; et fo désignent respectivement la pdf gaussiene et la pdf de
la GPD. En effet, nous modélisons le bruit, représentant le comportement moyen des données
par une gaussienne via le TCL, comme dans la section 2.3 du premier chapitre et modélisons
les ruptures, représentant le comportement extréme, par une GPD wvia le théoreme de Balkema,
de Haan et Pickands [Pickands, 1975], comme dans la section 3.3 de ce chapitre. Ce modele sera
discuté dans la section 3.4.1, pour une pondération uniforme i.e. 1 = 79, qui va étre sous forme
d’un résumé du papier [Debbabi and Kratz, 2014], publié & la conférence internationale 2014
IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP).

3.4.1 Modele hybride a deux composantes Gauss-GPD avec pondération uni-
forme : résumé du papier [Debbabi and Kratz, 2014]

Nous nous sommes intéressés dans I’étude [Debbabi and Kratz, 2014] & modéliser les données
asymétriques a queues lourdes. Nous avons ainsi considéré les données ou les ruptures n’appa-
raissent que dans la queue droite de la distribution que nous avons modélisé par le modele
hybride suivant :

h(:6) = { Viwpe), sl sy (3.16)
vo(x —w; &, 6), si x>u
ou f désigne la pdf gaussienne donnée par (3.17) de moyenne i € R et d’écart type o € RY.

1 (z — p)?
exp(— 5
V2o 20

g représente la pdf de la GPD donnée par (3.7) d’indice de queue £ et de parametre d’échelle

flx;p,0) =

), VxeR (3.17)

B, 0 = [u, u, o], v est le facteur de pondération uniforme et u désigne en méme temps le point
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de jonction des deux pdfs, le seuil indiquant la présence des extrémes.

Comme dans [Carreau and Bengio, 2009b], nous avons imposé une condition de classe C!
au point de jonction u. Cette condition permet non seulement d’avoir une pdf continue et lisse
mais aussi de réduire le nombre de parametres a estimer de 6 a 4. Un quatrieme parametre peut
étre aussi exprimé en fonction des 3 qui restent en imposant a h d’étre une pdf i.e. d’intégrale
unité. Dong, a la fin, nous nous trouvons avec seulement trois parametres inconnus. C’est pour

cela que 0 est composé de seulement 3 parametres.

Un exemple de la pdf hybride de (3.16) est illustré dans la figure 3.3 pour 6§ = [0.4354,0, 1]
ou nous voyons bien la différence entre cette derniere et sa composante normale au niveau de la

queue droite de la distribution.

<
o

- — densité de proba Gaussienne
—— densité de proba hybride
0  point de jonction

0.3
!

Fonctions de densité de probabilité
0.1 0.2
|

Données

FIGURE 3.3 — Exemple de pdf hybride avec sa composante normale

Il faut mentionner a ce niveau que le modele de Pareto hybride défini par (3.16) a été
introduit par Carreau et Bengio dans [Carreau and Bengio, 2009b]. Les auteurs de ce travail
ont utilisé la distribution qu’ils ont proposé dans un modele non-paramétrique de mélange de
lois et ce, dans le but de bien modéliser les données asymétriques a queues lourdes, ce que les
lois de mélange classiques (gaussien par exemple) dépassent. Dans cette partie de la these, nous
considérons ce modele, nommé G-GPD dans [Debbabi and Kratz, 2014], pour une utilisation

directe et non pas dans un mélange de lois.

Les avantages de ce modele hybride sont multiples. En effet, il ne permet pas seulement
de bien ajuster les données comme pour les méthodes classiques d’estimation de densité de
probabilité telles que la méthode des noyaux [T. Buch-larsen and Bolancé, 2005] ou la méthode
des mélanges de lois [Kollu et al., 2012], mais aussi de pouvoir les interpréter puisque au-dela
de u nous avons les extrémes indiquant les ruptures, qui, sans oublier, peuvent nous signaler
différentes informations suivant le phénomene étudié. Aussi, la relation entre les parameétres
du modele nous permet d’exprimer explicitement le seuil u en fonction des autres parametres
du modele. Ainsi, nous évitons les problemes rencontrés lors de la détermination du seuil

satisfaisant le théoreme de Balkema, de Haan et Pickands avec les méthodes existantes dans
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la littératures qui sont graphiques comme le cas par exemple de la méthode du mean excess
plot que nous avons utilisé dans le papier [Debbabi et al., 2012] ou la méthode d’estimateur
de Hill [Hill, 1975] ou encore la méthode QQ-estimateur [Kratz and Resnick, 1996]. Cette
détermination graphique du seuil nécessite une intervention humaine ce qui met du temps et
peut causer dans certain cas de sérieux probléemes comme par exemple pour le traitement des
signaux biomédicaux ou 'information doit étre extraite en temps réel. Pour éviter ces problémes,
nous avons proposé, dans I’étude ci-dessous [Debbabi and Kratz, 2014], de déterminer ce seuil

d’une maniére non supervisée pour le modele décrit dans (3.16).

Nous avons proposé dans [Debbabi and Kratz, 2014] un algorithme itératif qui commence
par un choix d’un premier seuil initial et qui converge vers un point stationnaire qui est le seuil
u. Chaque itération de ’algorithme est composée de deux étapes principales : la premiere étape
consiste a estimer les parametres de la loi gaussienne minimisant l'erreur quadratique entre
la fonction de répartition hybride, admettant le seuil trouvé dans l'itération précédente, et la
fonction de répartition empirique. Alors que la deuxieéme étape consiste a déterminer le nouveau
seuil minimisant ’erreur quadratique entre la fonction de répartition hybride, admettant les
parametres de la gaussienne trouvés, et celle empirique. Pour chaque itération, les parametres
de la GPD et le facteur de pondération sont déterminés implicitement via les relations trouvées
par les conditions imposées a la pdf h. L’algorithme proposé est rapide a converger. Il permet
non seulement une détermination non supervisée du seuil au dela duquel les observations suivent
une GPD mais aussi de bien estimer les parametres de la loi normale ainsi que ceux de la
GPD. En se basant sur les simulations de Monte Carlo et en utilisant la divergence de Kullback
Liebler comme critere d’évaluation, on a montré que l’estimation des parametres du modele
hybride en utilisant notre algorithme a amélioré les résultats obtenus en utilisant la méthode
proposée dans [Carreau and Bengio, 2009b] qui est aussi automatique et qui consiste & estimer

tous les parametres du modele hybride ensemble via I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Un autre avantage du modele hybride (3.16) et de ’algorithme proposé est qu’ils permettent
d’estimer les parametres de la loi GPD méme lorsque £ > 1 ce qui n’est pas le cas avec les
méthodes existantes d’estimation de parametres de la GPD basées sur le calcul des moments

d’ordre supérieur [Hosking and Wallis, 1987a].

Notons que pour [Debbabi and Kratz, 2014], h(z;u,p,0,§,5) désigne bien h(x;0) de
(3.16).
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ABSTRACT

A Gauss-GPD hybrid model that links a Gaussian distribution
to a Generalized Pareto Distribution (GPD) is considered for
asymmetric heavy tailed data. The paper proposes a new un-
supervised iterative algorithm to find successively the junc-
tion point between the two distributions and to estimate the
hybrid model parameters. Simulation results show that this
method provides a reliable position for the junction point, as
well as an accurate estimation of the GPD parameters, which
improves results when compared with other methods. An-
other advantage of this approach is that it can be adapted to
any hybrid model.

Index Terms— Heavy-tailed data modelling, Hybrid den-
sity estimation, Extreme Value Theory (EVT), Generalized
Pareto distribution (GPD), Unsupervised algorithm.

1. INTRODUCTION

Modelling non-homogeneous and multi-component data is
a problem that challenges scientific researchers in several
fields [1, 2, 3, 4, 5, 6]. In general, it is not possible to find a
simple and closed form probabilistic model to describe such
data. Therefore, it seems natural to consider non-parametric
approaches, such as e.g. kernel density estimation ones [7]
or non-parametric Bayesian methods [8, 9] to name a few.
However, when the multiple components are separable, para-
metric modelling becomes again tractable. Several hybrid
models have been proposed in such context, combining two
or more densities [1, 2, 3, 4, 5]. In this work, we are inter-
ested in the hybrid model that links a Gaussian distribution
to a Generalized Pareto Distribution (GPD), noted G-GPD,
to model asymmetric heavy tailed data, as e.g. in [3]. Why
such a choice of modelling? Since we are interested in fitting
the whole distribution underlying asymmetric heavy tailed
data, the idea is to consider both the mean and tail behav-
iors, and to use limit theorems for each one, as suggested
and developed analytically in [10]. On one hand, the Central
Limit Theorem (CLT) justifies to introduce a Gaussian dis-
tribution for the mean behavior, on the other hand Pickand’s

* M. Kratz is also member of MAPS, UMRS8145, Univ. Paris Descartes

978-1-4799-2893-4/14/$31.00 ©2014 IEEE

theorem [11] tells us that the tail of the distribution may be
evaluated through a GPD above a high threshold, using the
Peak Over Threshold (POT) method of the Extreme Value
Theory (EVT). Hence, if the G-GPD modelling may appear
restrictive at first glance, it is in fact quite general since it
could apply to any underlying distribution.

This modelling might be useful in various fields, under the
presence of asymmetric heavy tailed data, as for instance
in (re)insurance when dealing with asymmetric heavy-tailed
claims, or in finance [3, 12]. Other examples can be given
in signal processing, when considering the spike detection in
neural signals in biomedicine [13], or the energy detection
for unknown signals over a fading channels in telecommu-
nication [14], or bearing defect early detection in vibratory
signals in machine diagnostics [15].

The main issue with this modelling is the determination of
the junction point (or threshold) between the distributions,
and the estimation of the different parameters. Much liter-
ature in EVT has been dedicated to the determination and
estimation of the threshold above which the observations can
be modeled by a GPD, via standard POT methods (mean
excess plot method, Hill estimator, QQ-estimator; see e.g.
[13, 16, 17, 18, 19, 20]). The difficulty faced when applying
these methods is that they are graphical ad hoc approaches.
The offline solution of those methods represents an important
disadvantage especially when complexity burden and/or delay
processing are critical. To overcome this difficulty, especially
in practice, unsupervised methods have been developed (e.g.
[2, 3]), in particular in [3] for the G-GPD model.

In this paper we propose a new unsupervised approach for the
selection of the junction point, as well as for the estimation of
the G-GPD parameters. It starts by enforcing the continuity
and the differentiability of the G-GPD probability density
function (pdf) at the junction point, as in [3], but then pro-
ceeds in an iterative way to determine successive thresholds
and parameters of the two distributions that are involved. This
approach does not depend on the choice of initial parameters;
the algorithm starts with a selection of an arbitrary value of
the threshold and stops, when it converges, to a fixed thresh-
old with respect to some given error. We are going to see
that it provides good results, improving the estimation of the
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model when compared with other methods, in particular with
[3]. Note that another great benefit of our method is that it
can be adapted to any other hybrid model, hence can resolve
some non-homogenous data modeling problems.

The remainder of this paper is organized as follows. In
section 2 we describe our iterative algorithm for the un-
supervised threshold determination. Simulation results are
presented in section 3. A comparison of our algorithm with
the one presented in [3], as well as with standard methods of
GPD parameters estimation, is discussed in the same section.
Conclusions follow in the last section.

2. DESCRIPTION OF THE ITERATIVE APPROACH
FOR UNSUPERVISED THRESHOLD SELECTION

Let us introduce the G-GPD hybrid model that we will con-
sider, linking a Gaussian distribution and a GPD at a junction
point denoted by w. It is defined by the pdf:

if x<u
if z>u

vf(xsp, o),
v9(x —us &, B),

where 1 € R and 0 € R4 are the mean and the standard
deviation, respectively, of the Gaussian pdf f expressed as

(z — p)?
202

h(z;u, p, 0,8, 3) ={

f(.Z';ILL,(T) = exp(— )a vz € R

2wo

while ¢ and /3 represent the tail index and the scale parameter
respectively of the GPD pdf g defined by

o A Se)TE i £ 0
where 10,00) fes0
’w’ 1 Z

D(f’ﬁ):{ 0,-2], if £<0

The regulator factor v ensures that the hybrid A is a pdf, i.e.

[ hasun o fdo = 1.
R

It is expressed as a function of the Gaussian cumulative distri-
bution function (cdf) F', with parameters ;1 and o, evaluated

at u as
1

Flu;p,o)+1°

The corresponding G-GPD cdf H is then expressed as

vF(x;p,0), if x <u
H(x;u, p, U,&B)—{

Y (us p,0) + Gz —w; €, B)), if x> u
where G denotes the GPD cdf with parameters £ and /.
In order to obtain a smooth pdf, the continuity and the dif-
ferentiability of the G-GPD pdf at v are enforced, as in e.g.

<
o Gaussian pdf
—— G-GPD pdf
o junction point
™
o
n
2
=
= o~
2 o
D
o
]
o
<
o
T T T T
(0] 5 10 15
Data

Fig. 1. Gaussian pdf (dotted curve) with parameters ;1 = 0 and
o = 1 and G-GPD pdf (continuous curve) with parameters
w=0,0=1u=0.4354,& = 0.2 and 8 = 2.7558.

[Blie f(u;p,0) = g(0;¢ 8) and f'(u; p,0) = ¢'(0;€, B).
From these relations a deterministic £ and 3 are deduced
as functions of the three remaining parameters u, p and o,
namely as

B flus o)™t (1)
Ry Gt Sy ®)

An example of the G-GPD pdf is illustrated in Fig. 1, where
the difference between this latter and the Gaussian distribu-
tion is clearly noticeable.

The main idea of our method, after enforcing the continu-
ity and the differentiability of the G-GPD pdf at the junction
point, is to proceed in an iterative way. Each iteration is com-
posed of two main steps. The first one consists in fitting the

Gaussian distribution, minimizing the Squared Error (SE) be-
tween the G-GPD cdf obtained when considering the thresh-
old determined in the previous iteration, and the empirical G-
GPD one, using the Levenberg Marquardt algorithm [21, 22].
Once the Gaussian parameters p and o are determined, the
second step aims at determining the next threshold by mini-
mizing the SE between the G-GPD cdf, admitting these Gaus-
sian parameters, and the empirical G-GPD one, using again
the Levenberg Marquardt algorithm. Note that the GPD pa-
rameters are implicitly determined using the equations given
for the junction point.

2.1. Construction of our iterative algorithm

First, we consider an n-sample X = (x;)1<;<, witha G-GPD
as a parent distribution.

Step 1: We start our algorithm by determining the empirical
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G-GPD cdf H,, of the n-sample X defined by

1 n
H’ﬂ(x) = E Z 1{$l§m}7 Vr € ]Rv

i=1
where 1 denotes the indicator function.

Step 2: We choose an arbitrary initial threshold equal to a cer-
tain quantile of X, say ug, e.g. up = ¢50%, the 50% quantile.
Then, we evaluate the mean 1o and the standard deviation o
of the Gaussian distribution of the first iteration by minimiz-
ing the SE between the G-GPD cdf H, when considering the
threshold w, and the empirical one H,, using the Levenberg-
Marquardt method [21, 22]. As a matter of fact, we chose to
use this method since it is a robust one for nonlinear system
resolution based on a minimization in the least squares sense.
Hence, the estimates fig and o of the parameters of the Gaus-
sian distribution of the first iteration are obtained as a solution
of the minimization problem:

(}/Zo,/a'\o): argmin ||H(X;’U,0,ﬂ70'7 fuovﬂ’un) - H"(X)”g )

(11.0) ER xRy
where &,, and f3,, are the GPD parameters obtained using
equations (1) and (2) and || . ||2 denotes the Euclidean norm.

Step 3: In the previous step we fitted the Gaussian part of
the distribution, in this step we will fit the GPD one. To do
so, we keep the threshold @ that minimizes the SE between
the G-GPD cdf, using the estimated Gaussian parameters fig
and 7, and the empirical one using as well the Levenberg-
Marquardt method. In other words, u; is the solution of the
minimization problem:

Uy = argmin ||H(X;u, fio, 50, &u, Bu) — Ha(X)|7,

u>0
where Yu > 0, &, and 3, are the GPD parameters relative to
u, obtained using equations (1) and (2).

Step 4: At this stage, we proceed iteratively to fit the normal
distribution and the GPD, simultaneously like we did in step
2 and 3. It means, for each iteration, the estimated Gaussian
parameters are used to find the junction point while this latter
will be used to evaluate the normal parameters of the next
iteration, and so on. This can be written mathematically as
follows: Vk > 1

b (ﬁkv ak)<_ CL’I’ng"/l ||H(X7 akv M, 0, £ﬁk, ) ﬁfik)
(p,0)ERXR4

Ho(X)|I5

e The algorithm stops when the following condition is sat-
isfied

o Ui :&rg;nin |H(X;u, fi, 0k, Eus Bu) —
u>0

k1 —url3 < e
with € > 0, small enough.

Hereafter, we present the pseudocode associated to this algo-
rithm.

— Ho (X))

2.2. Pseudocode of the proposed algorithm

Algorithm 1 Iterative algorithm for unsupervised threshold
determination and G-GPD parameters estimation
Initialization of ug, €
1: Determination of the empirical G-GPD cdf H,, of the n-
sample X = (7;)1<i<n
2: Estimation of jiy and 6y when considering uq;

(flo, Go) ¢ argmin ||H (X;uo, 1, 0, €ugs Bug) = Ha( X))

(p,0)ERXRy

(Bug» &uy ) are satisfying (1) and (2).
3: Determination of the first threshold @, using the fixed
Gaussian parameters (fig, 09);

a1 — argmin HH(X,U, ﬁ0:607§uaﬂu) - Hn(X)”g

u>0

4: Iterative process;
k<1
while ||’l/ljk — ﬂk,1||§ > €

(,Bfk'v/a-\k)<_ argmz'n ||H(X;akap‘70-7 éﬁkaﬁ’ak) - HTL(X)Hg
(,0)ERXRy
Ukt1 arg:lin | H (X5 u, fig, Oy Eus Bu) — Hn(X)”;
u>0
k+—k+1
end while

return (uk+17 Kk, Ok, guk+17 ﬂukJrl)

3. SIMULATION RESULTS AND DISCUSSION

To assess the performance of our algorithm in terms of ac-
curate estimation of the G-GPD model, we build on Monte
Carlo simulations. In order to do this, we simulate 100 data
sets of length n = 10°, denoted by X* = (2¥)1<;<n,

V1 < k < 100, following the G-GPD distribution for a given
fixed parameters 0 = (u, j1, 0, &y, By ). For each data set, we
determine the estimate 6% = (", 1%, &%, &4k, B ) of 0
using our algorithm. Then, we calculate the Kullback-Leibler
(K-L) divergence, measuring the difference between the G-
GPD pdf with parameter 6 and the corresponding estimated
one. It is defined as follows:

Dic(he || ) = Zh’“ k)log(::((m)))’

where hy,(X*) = h(X*;u, p, 0, &y, Bu)
and h (X*) = R(XE; %, 0%, 6%, €an, Bar ), V1 < K < 100.
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The closest to 0 the K-L divergence is, the most accurate
evaluation of the G-GPD model we obtain. To test the relia-
bility of the G-GPD model parameters estimation, we choose
the average of Dy (hy || fAlk), 1 < k < 100, as evaluation
criterion. Table 1 gives the average K-L divergence obtained
for three different examples of simulated data sets. The first
G-GPD model is simulated with £ = 0.2, y = 0 and o = 1,
the second one with £ = 1, u = 2 and ¢ = 1 while the third
with £ = 0.5, p = 1 and ¢ = 1. We mention that for each
case the exact values of 3 and u are determined using the ob-
tained relations between the model parameters at the junction
point. Table 1 exhibits the performance of our algorithm, the
average K-L divergence being less than 1072, Comparing
the results obtained with our method and Method [3], we
see that the G-GPD model evaluation is enhanced using our
algorithm.

Note that, based on simulations, our algorithm converges
regardless the choice of the initial value of threshold. It is ob-
vious that the convergence will be slower if the chosen value
of initial threshold is far from the real junction point. For
the simulations, we chose ug = H,, 1(0.5) and ¢ = 10712 as
initial parameters where H,, ! denotes the inverse empirical
cdf.

Besides the reliable determination of the threshold, our al-
gorithm shows a good performance in terms of the GPD
parameters estimation. To highlight this point, we compare
the obtained results using our method with standard statisti-
cal methods [23, 24]. Several methods in literature have been
developed for the estimation of the GPD parameters, among
which the MOments Method (MOM) based on the use of the
first and the second moment of the GPD. Knowing that the
GPD distribution admits a finite moment of order % if and
only if the tail index & < %, the performance of the MOM
decreases when £ > % The Probability Weighted Moments
(PWM) method, has then been proposed in [23] extending
the MOM when £ < 1, but the estimation of the GPD pa-
rameters is still unreliable for & > 1. Another statistical
method, well used in literature, is the Maximum Likelihood
Method (MLM) [23]. The limitation of this method is that
it can returns a local maximum instead of the global one.
To overcome the encountered problem, Zhang has proposed a
specific method in [24] for any value of £ based on a Bayesian
analysis. Nevertheless, it remains an ad-hoc method.

We show in Table 2 that our method for G-GPD parameters
estimation goes over those encountered problems. Indeed,
when revisiting Examples 2 and 3, we can compare in Ta-
ble 2 the mean value of the estimated GPD tail parameter 55,
V1 < k < 100, as well as the mean value of the GPD shape
parameter 65, V1l < k < 100, when using our algorithm
and existing methods. We can easily infer the reliable estima-
tion of the GPD parameters obtained via our algorithm, when
computing the mean squared error (mse) between the exact
and the estimated parameters via the different methods.

Example 1 Example 2 Example 3
Method [3] 1.6664 10~* 8.9004 1075 5.3537107°
Our meth.  1.6591 10~* 4.3661 10~° 3.2163 107°

Table 1. Comparison of the average K-L divergence obtained
using our method and the one presented in [3] for three dif-
ferent examples: Example 1 for ¢ = 0.2, y = 0and o = 1,
Example 2 for { = 1, p = 2 and 0 = 1 while the third with
E=05p=1ando = 1.

Our meth. MOM PWM MLM Zhang

Generated data sets with{ = 1, u = 2,and o = 1

e=1 0.9992  0.4992 0.835 0.5007 0.5007
mse(€) (107%) | 0.2347  250.74  30.2165249.327 249.313
B = 3.0905 3.0917  25.0006 6.6813 8.2346 8.2347
mse(3) 02410°% 877.28  12.991 26.464 26.465

Generated data sets with { = 0.5,y = l,and o = 1

£=05 0.4991 0.4191  0.105 0.1876 0.1877
mse(£) (1073) 0.1346 7.5503  156.55 97.609 97.532
B =2.8727 2.8735 4.2269  5.5153 5.6406 5.636
mse(3) 0.16 107 1.8692  13.275 7.6647 7.6367

Table 2. Comparison of the mean estimates of the GPD pa-
rameters using our method and existing ones, obtained from
100 generated data sets for two different cases,

(& p,0) = (1,2,1) and when (&, u,0) = (0.5,1,1), respec-
tively.

4. CONCLUSION

This paper proposes a new numerical method, with an it-
erative algorithm for unsupervised threshold detection for a
Gauss-GPD hybrid model that links a Gaussian distribution
to a GPD. Simulation results show that our method enhances
the evaluation of the junction point as well as the estimation
of the two distributions parameters, in particular compared
with the method proposed in [3]. Besides the accurate de-
termination of the threshold (or junction point), we obtain a
better estimation of the GPD parameters than with standard
methods. We also avoid the issue of hand supervising. As
a follow up, it would be interesting to explore a new hybrid
model with two junction points introducing an intermediate
behavior between the Gaussian distribution and the GPD.
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Dans une étape plus avancée, nous avons démontré la convergence de l’algorithme en
montrant qu'un point stationnaire de l’algorithme n’est autre qu’un point fixe d’une certaine
fonctionnelle utilisée pour chaque itération. Ainsi, en utilisant le théoreme de point fixe de
Brouwer [Kakutani et al., 1941], nous avons pu démontrer I'existence d’un point fixe de cette

fonctionnelle. Nous détaillons la preuve de la convergence ci-apres.

Convergence de I’algorithme proposé :

Nous commencons par rappelé I'algorithme ci-dessous :

Algorithm 1 Algorithme itératif pour la détermination non supervisée du seuil

1: Initialisation de u(®) et e.
2: Determination de la fonction de répartition empirique H,, du n-échantillon X = (X;)1<i<n,

donnée par :
1 n
H,(X;) = - 21 Lix;<xiy
]:

3: Procédure itérative
k<0
Répéter
k—k+1

Etape 1 : Détermination de ﬁ(k) et 5F) les estimateurs, respectivement, de wetdeo:

P =™ W] argmin

2
H(X30 | @)~ Hy ()|
(u,0)ERXRY 2

ou 0 | a1 désigne 0 pour u = a*FY fixé et H,(X) = [H,(X1), -, Hy (X))
Etape 2 : Détermination de u*), 'estimateur de u, comme suit :
2

a® «— argmin HH(X;9 | ﬁ(k)) - HN(X)H

u€R4 2

ot 0 | pt¥) désigne 0 pour [u, o] = p*) fixé.

Jusqwa | u®) — a1 |< € ou k > Ny
Retour %) = [ﬂ(k),ﬁ(’ﬂ)’a(k)]

Nous mentionnons que H (z;6) désigne la cdf relative a h(z;6) de (3.16).

Une premiere étape vers 1’étude de la convergence de 'algorithme 1 est de s’intéresser a
I’existence d’un point stationnaire de ce dernier. Ce qui constituera le contenu de la section

suivante.

3.4.1.1 Existence d’un point stationnaire de I’algorithme

Nous commencons cette section par définir mathématiquement et judicieusement le cadre du

travail. En effet, pour une réalisation donnée X = (X;)1<i<n, nous considérons les deux fonctions
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¢p et ¢, définies par :

¢p:Dy — D,

u = pp(u; X) =argmin)_, (p; X),
pEDy

et
Yu:Dp — Dy

p = pu(p;X) = argminy’ (u; X),
UGDu

ou D, et D, désignent respectivement les domaines de définition de u et p = [p, 0]. Les deux
fonctions 3, et > sont définies par :
>u:Dp = R

n

p o DL X) =Y (H(Xi0 | u) — Hy(Xy)),
=1

(2

et

Zp:Du — R

n

u = (X)) = Z (H(X:0 | p) - Hn(Xi>)27

ou @ | u (resp. 0 | p) représente € pour une valeur de u donnée (resp. pour une valeur de p donnée).

Nous mentionnons que >, et > sont deux fonctions convexes. Ainsi, elles admettent
chacune un unique minimum. Cela montre que les fonctions ¢, est ¢, respectivement associées
définissent bien deux applications. Comme _, et 3 sont définies d’une maniere tres implicite,

leur convexité a été déduite via les simulations.
Dans ce qui suit, a®) désignera ’estimée de la variable a de I'itération k.

En utilisant les fonctions ¢, et ¢,, pour un 2 donné, la premicre itération de I’algorithme

1 sera donnée par la relation suivante :

5O = iy (710 X)
a(l) = (pu(ﬁ(l);X) = QOu(QOP(ﬁ(O)vX)aX)

Si maintenant nous considérons la fonctionnelle ¢ définie par :

(R1)

¢:Dy — Dy
u = o X) = pulep(u; X); X),

alors la relation (R1) sera équivalente & (R2), donnée par :

Si nous utilisons, dans la relation (R1), 25— comme donnée, pour k > 1, il vient que :
a® = p@a*-v; X). (R3)

Ainsi, en utilisant (R3), 'algorithme 1 sera équivalent a celui donné ci-dessous :
) g
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Algorithm 2 Algorithme itératif pour la détermination non supervisée du seuil : version 2

1: Initialisation de () et e.
2: Determination de la fonction de répartition empirique H,.
3: Procédure itérative

k+0

Répéter

k—k+1

k—1

Jusqu’a | k) — k=1 |< eouk > nmag

Retour %)

Une fagon de démontrer I'existence d’un point stationnaire de I’algorithme 2 est de démontrer
I’existence de point fixe de la fonctionnelle ¢. Pour ce faire, nous allons nous baser sur le théoreme
du point fixe. Plusieurs versions de ce théoreme ont été développées dans la littérature, telles
celle de Banach [Zeyada et al., 2007], la version de Markov-Kakutani [Werner, 1993] ou encore
celle de Schauder [Niculescu et al., 2009], etc. Dans nos travaux, nous allons choisir la version

de Brouwer [Kakutani et al., 1941] rappelée dans le théoreme 3.12.

Théoréme 3.12 (Théoréme de Brouwer [Kakutani et al., 1941])
Toute application continue d’une boule fermée d’un espace FEuclidien dans elle méme ad-

met un point fize.

Ainsi, d’apres le théoreme 3.12, pour que la fonctionnelle ¢ admette au moins un point fixe, il

faut que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
(C1) : D, représente une boule fermée d’un espace Euclidien.
(C2) : ¢ est continue sur D,.

En fait, la condition (C;) est déja satisfaite : D,, est une boule fermée de R qui est un espace
Euclidien. 1l s’agit bien d’un intervalle fermé borné de R. En effet, comme u € R4, alors u est
toujours minoré par 0. Il est aussi toujours majoré par le maximum des observations. Il vient

que D, = [0, maz(X)] qui est bien un fermé borné de R.

Nous passons maintenant a démontrer que ¢ est continue sur D,,. Pour ce faire, nous avons

besoin des deux théorémes énoncés ci-dessous.

Théoréme 3.13 (Théoréme de Heine-Cantor [Rudin, 1964]) Si f est une fonction

continue sur un compact K, alors elle est uniformément continue sur K.

Théoréme 3.14 ([Ramsay et al., 2007]) Soient X et ) deux espaces métriques ou X est un

fermé borné et

g:XxY — R

(z,0) = g(z,a)
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une fonction uniformément continue en x et a tel que

x(a) = argmin g(z, o)
TEX

est bien définie, Yo € Y alors la fonction x(«) : Y — X est continue.

Comme ¢ est composée de deux fonctions, pour démontrer qu’elle est continue sur D,, il faut
montrer que chacune des fonctions ¢, et ¢, est continue sur son domaine de définition. Nous
allons seulement discuter la continuité de ¢,. La continuité de ¢, est obtenue en suivant la

meéme logique que pour ¢,.
Continuité de ¢, :
En se basant sur le théoreme 3.14, pour démontrer que ¢, est continue, il faut montrer que

la fonction ), est uniformément continue sur D, et que D), est un compact.

Nous rappelons que pour une réalisation donnée, la moyenne et la variance de la loi normale

sont finies et bornées. En effet, nous avons

min(X) < p < max(X),
MAD
V2

ou MAD désigne la ’Median Absolute Deviation’ ou encore la variation de ’écart absolu a la

IN

o <2MAD, (3.18)

médiane. Voir annexe A pour plus de détails.

Nous mentionnons que le membre & droite de I'inégalité (3.18) est déduit de I'équation (A.4) de
I'annexe A alors que le membre gauche de la méme inégalité est obtenu en utilisant 1’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev rappelé dans le théoréme 3.15 pour o = M AD. Notons que M AD est

bien positive ce qui permet 'utilisation de ce théoreme.

Théoréme 3.15 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit la va X de moyenne p et de

variance finie 0. Alors pour tout o > 0,

2

P(| X —p|>a) <25,
e
, MAD L
Nous concluons alors que D, C [min(X),max(X)] x [—=,2MAD]. En considérant

V2

MAD
,2M AD], nous avons bien un compact de R? : le produit

W

cartésien de deux compacts de R.

D, = [min(X),mazx(X)] x |

Maintenant, il nous reste & montrer que ), est uniformément continue sur D,. Comme D,

est un compact de R? alors il suffira, d’apres le théoreme 3.13, de montrer que >, est continue
n

pour déduire sa continuité uniforme. En effet, comme ), (p; X) = Z (H(Xi;0 | u) — H,L(XZ-))2
i=1
alors pour étudier sa continuité, il faut étudier celle de la cdf hybride par rapport a p. Comme

H est composée de deux fonctions, nous allons étudier la continuité de chacune par rapport a p.

Nous commencons par la cdf gaussienne et nous considérons p et ¢ = p + dp deux éléments de
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o
D, tel que || dp || = 0, ol dp = 5“] est une petite perturbation de p et || . || est une norme sur
o

R2. En écrivant le développement limité d’ordre 1 de F autour de ¢ nous obtenons pour tout

r € R, fixé, I'expression suivante :
F(p;x) = F(q; )+ < VF(g; @), 0p > +0(] dp 1), (3.19)

ou O(]| dp ||) — 0 lorsque || dp || 0, < . > est le produit scalaire usuel de R? et I'opérateur VF

désigne le gradient de F' donné par :

OF (p;x
éi) —f(x;p)
VF(q;x) = =
IF (p; x) E= 2 f(a;p)
Oo g

De I’équation (3.19), nous obtenons ainsi

| Flpia) ~ Flgsa) | = |< F(gsx).6p > +6(| op ) |
< < VF(g),dp > + 001 op ) |
< flasp) | —u+ =00 [+ 6| op )| (3.20)

Comme || ép ||[= 0 et que 6(|| ép ||) — 0 lorsque || ép || = O le membre de droite de (3.20) tendra

aussi vers 0. Ainsi, nous avons montré que
Vp,q € Dy tel que ||p—q|[— 0 alors | F(p;z)— F(q;x) |— 0.

D’ou la continuité de F' par rapport a p. De méme, nous montrons la continuité de la cdf G de
Pareto généralisé par rapport a ses parametres £ et 5. Nous rappelons que dans notre cas, £ et

[ s’expriment en fonction de p comme suit :

1
0= Fora)
s = —FB-1

qui sont deux fonctions continues par rapport & p. G est ainsi continue par rapport a p comme

composée de fonctions continues par rapport a p.

n

Finalement, nous pouvons déduire la continuité de la fonction ), (p; X) = Z (H(X;;0 |
i=1

u) — Hn(Xi))2 sur D, comme composée, somme et produit de fonctions continues sur D,. Par

conséquent, d’apres le théoreme 3.13, cette fonction est uniformément continue sur D,. Ce qui

nous donne la continuité de la fonction ¢, sur D,, d’apres le théoreme 3.14.

Continuité de ¢, :

Comme il est dit plus haut, nous n’allons pas détailler la continuité de ¢, sur D,. Elle en
fait démontrée en procédant de la méme maniere que pour ¢,. Nous montrons d’abord que

la fonction Zp est uniformément continue sur D, qui est un compact de R. Ensuite, nous
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déduisons la continuité de ¢, sur D), via le théoreme 3.14.

Nous pouvons conclure a la fin de cette section que la fonctionnelle ¢ est continue sur D,
comme composée de deux fonctions continues : ¢, et ¢,. D’ou I'existence d’au moins un point fixe
par ¢ d’apres le théoreme 3.12 de Brouwer. Ce qui montre ’existence d’au moins un point station-
naire de ’algorithme. Maintenant, pour s’assurer de la convergence vers ce dernier, une deuxieme
étape consiste a étudier I'unicité du point fixe et sa nature : s’il est attractif ou répulsif. Nous
aimerions bien avoir un unique point fixe attractif pour conclure la convergence de l'algorithme
vers ce point. Ceci peut étre assuré lorsque la fonctionnelle ¢ est une contraction, ou encore une
fonction k-Lipschitzienne avec k €]0, 1] (théoreme du point fixe du Banach [Zeyada et al., 2007].
Comme ¢ est définie d’'une maniere tres implicite, ses propriétés analytiques sont inconnues. Il
est toutefois difficile de montrer qu’elle est contractante. C’est pourquoi nous allons étudier la
convergence de l'algorithme empiriquement via des simulations. En effet, dans les figures 3.4 et
3.5 nous tracons différentes suites récurrentes {1 = ¢(@*®))}en- suivant la valeur initiale
2 de u. Pour chaque figure, nous avons généré des données suivant la loi hybride pour un vec-
teur de parametres 6 fixé. Ensuite, sur ces données nous avons appliqué 1'algorithme 1 pour des

) nous avons tracé la suite récurrente

différentes valeurs initiales de u. Pour chaque valeur @
{a®*+D) = ¢} pen~ associée. La figure 3.4 représente exemple de § = [0.4354,0,1] avec
£ =0.2 et g =2.7558. Nous remarquons a travers cette figure que indépendamment du choix de
29, 1a suite récurrente converge vers la valeur exacte de u, représentée par la ligne horizontale

en noir, qu’on notera u* et qui vaut 0.4354. Nous pouvons ainsi tirer la conclusion suivante :

1. Si 79 < w*, alors la suite récurrente associée {uFt) = ¢(u¥))} cn+ est croissante.
Prenons lexemple de @ = ¢y35 : courbe des cercles gris ou encore l'exemple de

20 = qo.375 : la courbe des triangles rouges dirigés vers le haut.

2. Si u® > u*, alors la suite récurrente associée {uFt1) = $(u¥))}en+ est déeroissante.

0)

Prenons l'exemple de @(®) = gou5 : courbe des losanges bleus ou encore l'exemple de

20 = qo.475 : la courbe des triangles en rose dirigés vers le bas.

Par conséquent, d’apres la figure 3.4, indépendamment du choix de la valeur initiale 29 la
suite {a*+D) = ¢(a*))}yen+ est monotone sur D, et converge vers un point stationnaire qui

est u*.
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Exemple 1 de la convergence de I'algorithme vers le point stationnaire désiré (u=0.4354)

o |

o
5 U@ = g4.35(0.2128), k =50
g~ -a- 19 = gq575(0.3218), k=50
°| o U = g.4(0.4329), k =38
%J- © | \\ ﬁ(o) =qO‘425(0.5468), k=51
g0 o -0 U = gq,5(0.6685), k=53
5 0 | o oL ﬁ(o) = qO‘475(O.7998), k=51
8 o “os
> %2 2= S 2= 9= G= 9= et A e e e e e e e e e e e e e e e e e
3 < A A- AT ETEEEEE
c © a-’
i g
£ o &
= O
(%]
L
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Nombre d'itérations

FIGURE 3.4 — Etude du comportement de la suite récurrente {*+1) = ¢(@u®))},en+ suivant la
valeur initiale de %(?). Exemple 1 pour 6 = [0.4354, 0, 1]

Nous pouvons voir aussi a travers la figure 3.4 et la figure 3.5, qui d’ailleurs étudie la conver-
gence de l'algorithme pour un autre exemple, que lorsque la valeur initiale s’approche de la valeur
exacte, I'algorithme met moins d’itérations pour converger (courbe des + verts pour 'exemple

1 et courbe des croix oranges de ’exemple 2).

Exemple 2 de la convergence de l'algorithme vers le point stationnaire désiré (u=4.0443)

g © | ﬁ(o) = qo‘35(3.4795), k=57
g ¥ -a- 1O =g 475(3.6988), k =56
25 o 1® = 04(3.9307), k=53
S~ S U = go.405(4.1803), k =52
£ o TNo -0 U9 =qq45(4.4451), k=55
5 o~ o~ . ﬁ(o) = q0,475(4.7252), k =56
o 0= o= O= 9= = G G e & - PP PP e A A a2 o o
o (=2 A= A= D e e e T
S g A A"
) A~
o ar
§&1 &
57| .
=
Z o |
w ™
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Nombre d'itérations

FIGURE 3.5 — Etude du comportement de la suite récurrente {a(*+1)
valeur initiale de %(®). Exemple 2 pour 6 = [4.0443, 3, 2]

= ¢(a™) }pen- suivant la

Nous avons démontré mathématiquement 'existence de point stationnaire de l’algorithme

proposé et nous avons montré via les simulations son unicité. Ainsi, nous pouvons conclure a

la convergence de I’algorithme proposé.
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3.4.2 Modele hybride a deux composantes Rayleigh-GPD avec pondération
uniforme : résumé du papier [Debbabi et al., 2014]

Pour montrer que le modele (3.15) peut modéliser de nombreux exemples de données, nous
allons rester dans le méme principe du modele (3.16) mais cette fois-ci en remplagant la pdf
gaussienne par une Rayleigh pour modéliser I’évanouissement, dit aussi fading en anglais, du
signal regu & travers un canal de transmission sans fil [Debbabi et al., 2014]. Ce travail, que
nous exposons par la suite, a été publié dans la conférence internationale World Congress On
E-Learning, Education and Computer Science (WCEECS2014). Le modele considéré dans ce
papier, qu’on le nomme Rayleigh-GPD, est défini par la pdf hybride suivante :

h(w;0) = yr(x; o), six<wu (3.21)
7 ; 'yg(m—u,&,ﬁ), sl z>u '

ou r désigne la pdf de loi de Rayleigh de parametre d’échelle o € R’ donnée par :
2

x
r(x;o) = s exp(—

Le parametre v représente le poids uniforme, £ et 5 sont les parametres de la GPD et u désigne
le seuil. Dans ce modele 6 = [0, u]. Pour § = [1,1.3716], nous tragons dans la figure 3.6, la pdf
hybride Rayleigh-GPD correspondante ainsi que sa composante Rayleigh, ol nous remarquons

une bonne différence entre ces deux derniéres a partir du seuil u, donné par le point de jonction.

- composante Rayleigh
=- = pdf hybride
0  point de jonction

0.3

0.1

Fonctions de densité de probabilité
0.2

0.0

Données générées

FIGURE 3.6 — Exemple de pdf hybride Rayleigh-GPD pour 6 = [1,1.3716].

Comme pour [Carreau and Bengio, 2009b| et [Debbabi and Kratz, 2014], la continuité et
la dérivabilité de la fonction de densité de probabilité de la loi hybride Rayleigh-GPD ont été

imposées. Ainsi, des relations entre les parametres des deux lois ont été trouvées permettant de
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réduire le nombre de parametres a estimer de 5 a 2 parametres qui sont le parametre d’échelle
de la loi Rayleigh o et le seuil u. Comme nous avons que deux parametres a estimer, nous
I’avons estimer directement en minimisant la moyenne quadratique entre la cdf Rayleigh-Gauss
et la cdf empirique. Une fois o et u sont estimés, les estimations de 7, 8 et £ sont déterminées

a travers les relations trouvées par les contraintes imposées a la pdf h.

Dans le papier [Debbabi et al., 2014], la performance du modele Rayleigh-GPD a été testée
en se basant sur les simulations de Monte Carlo et en utilisant le critere du logarithme du

rapport de vraisemblance moyen.

Nous notons que la pdf h(z;t,0,&, 3) de ce papier désigne bien la pdf Rayleigh-Gauss h(x; )

out=u.
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ABSTRACT

This paper proposes a new distribution for wireless fading
channel modeling. The proposed distribution, named by R-
GPD, consists on the connection of Rayleigh distribution,
modeling the mean behavior of the channel by virtue of the
Central Limit Theorem (CLT), and a Generalized Pareto Dis-
tribution (GPD), modeling the asymptotic behavior of the
envelope fading, according to Extreme Value Theory (EVT).
In the case when the strength of the transmitted signal de-
creases over time, the proposed hybrid distribution offers
better modeling of the envelope fading behavior than the
classical Rayleigh one. To estimate the parameters of the pro-
posed distribution, a new technique based on a minimization
in the least squares sens is suggested. According to Monte
Carlo simulations, the performance of the new technique for
the R-GPD parameters estimation follow the average log-
likelihood ratio criterion.

Index Terms— Extreme Value Theory, Deep fading
channel, Generalized Pareto Distribution, Rayleigh distribu-
tion

1. INTRODUCTION

The presence of fading in the wireless channel requires an
understanding of the statistical proprieties of the envelope
of the received signal, which is essential in performance
analysis of contemporary wireless communication systems,
such as Long Term Evolution (LTE) system. When the ob-
served fading is a short term fading, which consists on a fast
amplitude fluctuations in the received signal [1], it is often
modeled by a Rayleigh probability density function (pdf)
by virtue of the Central Limit Theorem (CLT) [2]. Indeed,
the received signal is simply the summation of propagated
signals via multiple paths in the channel in terms of inphase
and quadrature. When the number of multiple paths is large,
the received signal can be a Gaussian complex signal. There-
fore, the envelope of the fading is Rayleigh distributed [3].
The Rayleigh distribution has shown a good performances
in terms of well-fitting the envelope of the short term fading
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[4]. Unfortunately, this distribution misestimates the chan-
nel when the signal strength decreases over time, involving
a deep fading and a considered outage rate. Such scenario
can be treated as a reduction of the number of received sig-
nals, which do not allow the application of the CLT, implying
the inadequate use of the Rayleigh distribution. In such sit-
uation, the occurrence of a deep fading can be considered
as extreme rare event, since the deep fading appears with
a low probability and relatively high amplitude. However,
it will be illustrated by the right tail of the envelope fading
distribution. The misestimating of the distribution tail of the
envelope fading using the Rayleigh distributon motivates the
idea of separating the mean behavior of the channel from
the asymptotic one. Since the encountered problem appears
in the tail of the distribution, we propose in this paper a new
distribution that takes into account the asymptotic behavior of
the envelope fading, described via the Extreme Value Theory
(EVT) [5]. As a matter of fact, according to the Pickands
theorem [6], the Peak Over Threshold (POT) method of the
EVT shows that the exceedances above a high threshold fol-
low a Generalized Pareto distribution (GPD), regardless the
underlying distribution. Based on that result, we introduce
in this work a new hybrid pdf, that we denote by R-GPD,
linking two distributions; a Rayleigh to a GPD at a junction
point (or threshold).

Note that several hybrid pdfs have been proposed in literature
for a better modeling of various type of non-homogenous data
in different contexts, such as e.g in medicine to model the
DNA microarray [7], in finance to model the profit and loss
of a portfolio [8] or in insurance to model the claims [9] to
name a few.

To make the proposed pdf smooth, as in [9, 10], we en-
forced the continuity of the R-GPD pdf and of its derivative
at the junction point. Therefore, we obtain a relation between
the junction point and the parameters of the GPD and the
Rayleigh distributions. Besides having a smooth pdf, the im-
posed conditions at the junction point reduce the number of
the R-GPD parameters to be estimated. Indeed, the R-GPD
model have 4 unknown parameters; the scale parameter of the
Rayleigh distribution, the tail index and the scale parameter



of the GPD and the junction point or the threshold above
which the data follow a GPD. The knowledge of two param-
eters allows the determination of the other two remainders.
Much work have been done in literature for the estimation
of the threshold of the POT method [5, 11, 12, 13, 14]. Un-
fortunately, these methods are a hand tuning methods which
requires the human intervention. Unlike the existing methods,
in this work, we determine the junction point automatically,
which represents a great novelty in the EVT. In fact, to esti-
mate the R-GPD parameters, we propose in this paper a new
technique providing a satisfactory results. It consists on the
estimation of the threshold and the scale parameters of the
Rayleigh distribution via a minimization in the least squares
sens. To resolve the optimization problem we built on the
Levenberg-Marquardt method [15, 16]. Once these two pa-
rameters are estimated, we determine the GPD parameters
ensuring the continuity and the differentiability of the R-GPD
at the junction point. To carry out the readability of the pro-
posed technique for parameters estimation, we based on on
Monte Carlo simulations where the used evaluation criterion
is the average log-likelihood ratio.

We mention that in this work, only the analytical study of the
proposed R-GPD distribution for the envelope fading model-
ing is developed.

The remainder of this paper is organized as follows. In sec-
tion 2 we detail the proposed hybrid distribution for fading
channel modeling. The proposed technique for R-GPD pa-
rameters estimation is given in section 3. Numerical results
are discussed in section 4. And finally, conclusions are drawn
in the last section.

2. DESCRIPTION OF THE PROPOSED FADING
CHANNEL MODEL

We describe in this section the proposed hybrid model for fad-
ing channel modeling. This model, denoted by R-GPD, links
a Rayleigh distribution to a Generalized Pareto Distribution
(GPD) at a junction point ¢. It is then defined by the follow-
ing probability density function (pdf)

if <t
if x>t

ar(z;o),

h(l’;t;07€7ﬁ) = { ag(aj — t;£76)7

where 7 represents the Rayleigh pdf expressed as a function
of the scale parameter o € R} as follows

2

vz e RT

20_2)7

x
r(z;o) = o exp(—

while g is the GPD pdf admitting £ € R and 3 € R} as tail
index and scale parameter, respectively, and expressed as

(1+ §a) 778,
e

Xp(_%)v

if €40

1
g(w;§75)={ g it £20

Vz € D(&,0)
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where
if £€>0

[0, 00
0,— if £€<0

oo (87

Here, the regular parameter « is introduced to ensure that h is
a pdf. It will be determined in section 2.1

By integrating the hybrid pdf i, we can infer to the cumulative
distribution function (cdf) of the R-GPD model expressed as

aR(z;0), if <t
H(x;t7a-7§’ﬂ) = {
a(R(t;0) + Glx — t;€,0)), ifx >t

where R denotes the Rayleigh cdf while G represents the
GPD one.

2.1. Determination of the regulator parameter

To ensure that h defines a pdf, it must integrates to 1 i.e.

[ nwitog s =1 (1)
R

Equation (1) is equivalent to the following one
t
/.
By applying the following substitution A <— x — ¢ in the sec-
ond integral of equation (2), we obtain

+oo
ar(z;o)dr + / ag(z —6€,8)de=1.  (2)
t

“+oo
aR(t; o) + a/o g€ B8)dA = 1. 3)

=1

Consequently, from (3) we can deduce the following expres-

sion of «
1

R(t;o0)+1

o =

2.2. Determination of the GPD parameters

Asin [10], in order to obtain a continuous hybrid pdf, the con-
tinuity and the differentiability of the R-GPD pdf are enforced
at the junction point ¢. This, is mathematically given by the
following two equations

r(t;o) = g(0;¢,8)
' (t;0) = g'(0;€,5)

The system of equations (4) is equivalent to the following one

“

&)



Consequently, a deterministic expressions of &; and (3, are
then obtained and expressed as

B =r(t;o)t

§t=/8(_71+ﬁ)_1

(6)

Hence, once the scale parameter of the Rayleigh distribution
and the junction point we can evaluate the GPD part of the
R-GPD model using equations of the system (6). Here, the
GPD parameters &; and 3, are indexed by ¢ to mention that
they depend on the value of the threshold ¢. If we change the
threshold, the observations above this latter change and then
we obtain a different GPD with different parameters.In the
next section, we will describe how we estimate the parameters
of the R-GPD pdf.

3. PROPOSED TECHNIQUE FOR R-GPD MODEL
EVALUATION

To evaluate the R-GPD model, we propose in this section a
technique that provides an accurate estimation of the R-GPD
parameters. Our technique is simple and reliable. It consists
on two main steps which we describe hereafter.

To start, let us consider an n-sample X = (x;)1<;<, follow-
ing the R-GPD distribution. To evaluate the proposed model,
we proceed as follows

1. The first step consists on the estimation of the threshold
or the junction point ¢ and the scale parameter of the
Rayleigh distribution o. In order to achieve that, we
keep the two values tand & minimizing the distance
between the Rayleigh cdf and the empirical one, de-
noted by H,, and given by the equation (8), in the least
squares sense. Hence, the vector (%, ) is the solution
of the following optimization problem

(,5) = argmin |H(X;t,0,&, 8;) — Ha(X)[|2,

geRY
tERY
(N
where
Hy () = i:l Vz € R 8)
x —_— — . .
n n {z; <z} US

i=1

Here 1 represents the indicator function.

To resolve (7), we use the Levenberg-Marquardt method
detailed in [15, 16], which is a robust method for the
resolution of nonlinear least squares optimization prob-
lem, based on a combination of the Gauss-Newton and
the gradient algorithms.

2. Once 7 and & are estimated, we determine the estimates
of the GPD parameters & and 37 using equations (6) as
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follows

Br = 7"(%\;3)71
R )
ftzﬁf(%“’%)_l

The proposed technique is validated via Monte Carlo simula-
tions detailed in the next section.

4. NUMERICAL RESULTS

Based on Monte-Carlo simulations, we highlight the accu-
racy of the R-GPD parameters estimation, using the proposed
technique, in terms of average log-likelihood ratio minimiza-
tion. To do this, for a fixed sequence of parameters

0 = (o,t,&,Bt), we generate 100 random sets of data
following the R-GPD distribution admitting those parame-
ters. We denote by X? = (2¥)1<;<y, the p*" set of data,
where n = 10° represents the number of samples. For
1 < p < 100, we estimate the parameters of the R-GPD
pdf, 0 = (357 v, §?p7 ﬁf), relative to XP. Thereafter, we cal-
culate the log-likelihood ratio 7, between the fixed and the
estimated pdfs as follows

1 - h(xf7t7a7§aﬂ)
Tp:gzlog(h P.ip ~p ¢P 3P
i=1 (xivtpaapv‘f’t\vﬁf)

), V1<p<100

Once the r,, 1 < p < 100 are computed, we can then deter-
mine the average log-likelihood ratio, denoted by R, which
represents our evaluation criterion. It is expressed as

1 p
R:;;Tp

It is important to note that the log-likelihood ratio defines a
distance on R™. Hence, V1 < p < 100, the more close to 0
the 7, is, the more accurate the estimation of the R-GPD pa-
rameters is.

We illustrate in the Table 1 the simulation results obtained for
three different examples: for §; = (1,1.3716,0.2,1.8676),
02 = (2,2.5696, —0.1, 3.5534) and

03 = (0.5,0.7249,0.5,0.9865). For each example, we repre-
sent in this table, the estimated parameters of the correspond-
ing pdf. As it is clearly noticeable in Table 1, the absolute
error between the fixed and the estimated parameters is of or-
der 10~* which proves the reliability of the proposed tech-
nique of R-GPD parameters estimation. The accuracy of the
parameters estimation is as well, highlighted via the average
log-likelihood ratio. For the three simulated cases, this aver-
age is of order 10~ involving a well evaluation of the model.



Table 1. R-GPD model evaluation for different examples

[ Params T o ] t [ I3 [ B8 ]
\ Example 1 |
Fixed 1 1.3716 0.2 1.8676
Estimated 1.0002 | 1.3718 0.1996 1.8679
Absolute error (10~ %) 2.2409 | 2.0996 3.2967 3.0825
Average log-likelihood ratio: —2.6537 10~
‘ Example 2 |
Fixed 2 2.5696 —0.1 3.5534
Estimated 1.9993 | 2.5691 | —0.0994 | 3.5525
Absolute error (10~ %) 6.8718 | 5.7202 5.2720 9.3274
Average log-likelihood ratio: 9.5291 10~
[ Example 3 |
Fixed 0.5 0.7249 0.5 0.9865
Estimated 0.5000 | 0.7250 0.5004 0.9866
Absolute error (10~ %) 0.1153 | 0.6962 4.3905 1.0486
Average log-likelihood ratio: —1.2376 10—%

5. CONCLUSIONS

This paper develops a new distribution for wireless fading
channel modeling. The main contribution of the proposed dis-
tribution, named R-GPD, is to consider both the mean and the
asymptotic behaviors of the channel. The R-GPD pdf repre-
sents a junction between a Rayleigh pdf and a GPD one. In
order to estimate the parameters of this pdf, a new technique,
based on the use of the Levenberg-Marquardt has been pro-
posed. To carry out the performance of this technique, the
average log-likelihood criterion has been used. As a follow
up, it would be interesting to apply our method on real deep
fading context.
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Comme dans la recherche, nous voulons toujours améliorer les choses, nous allons considérer
par la suite le modele (3.16) avec une pondération non-uniforme, afin d’avoir plus de degrés de
liberté, mais en contrepartie un parametre de plus a estimer. Dans la section 3.4.3, nous donnons
un résumé de ce travail [Debbabi et al., 2015a] qui a été publié dans la conférence internationale

2015 International Conference on Communications and Networking (ComNet).

3.4.3 Modele hybride a deux composantes Gauss-GPD avec pondération non-
uniforme : résumé du papier [Debbabi et al., 2015a]

Le modele que nous avons considéré dans [Debbabi et al., 2015a] est donnée par la pdf sui-

vante :

h(z;0) = Y1 f (@5 1, 0), si r<wu (3.23)
’ Y2g9(r —u;§, B), si x>u '

ou ici § = [u, 0,71, 72| et les poids 71 et 2 sont de valeurs différentes.

Nous représentons dans la figure 3.8 la pdf h, donnée par (3.23) pour un 6 = [0,1,0.9,0.2].

0.4
— Distribution hybride
- - - Composante gaussienne

0.3 9

0.2 4 le point de jonction

0.1

0.0

u

Données générées (zoom)
FIGURE 3.7 — Exemple de pdf hybride Gauss-GPD pour 6 = [0, 1,0.9,0.2].

La motivation derriére la proposition de ce modele est de mieux manipuler les queues de
distributions, puisque c’est cette partie de la distribution qui va nous donner plus d’information

sur les ruptures. En effet, si nous regardons la cdf correspondante au modele 3.23 donnée par :

nF(z;p,0), si < ug

. (3.24)
Y1 F (ugs 1, o) + 712G (2 — ug; &, B), si x> ug

H(m;ﬁ):{

ou F' et G désignent respectivement la cdf de la gaussienne et de la GPD, en impo-
sant / h(z;0) = 1 comme pour [Carreau and Bengio, 2009b], [Debbabi and Kratz, 2014] et

R
[Debbabi et al., 2014], nous obtenons la relation suivante :
Y1 F (ug; p,0) + 72 =1 (3.25)

Nous allons montrer en utilisant (3.24) et (3.25) la différence entre le modele (3.16) avec

pondération uniforme et le modele (3.23) ou 73 # 2. Pour le cas ou v = 73 = 72, nous
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pouvons déduire de (3.25) que v € [%, 1]. Pour ce cas, le seuil u est toujours situé entre le pre-
mier quartile et la médiane de la distribution hybride et tres proche de la moyenne gaussienne.
En effet, comme p < u nous avons :
%zH(,u;O)SH(u;G)zl—fy (3.26)
1
ot le membre de droite de (3.26) est déduit de (3.25). Comme v € [5,1] alors (3.26) sera
équivalente a (3.27).

(3.27)

Par conséquent,

Qo5 S H S U= G- (3'28)

Cette contrainte, liée a la pondération uniforme, limite I'utilisation du modele hybride pour
Y1 = 9. Ainsi, il n’est applicable que sur les données pour lesquelles le seuil est treés proche de
la moyenne gaussienne ou encore lorsque la probabilité d’étre dans la queue de distribution,

1
1— H(u;0) =, est entre 3 et 1 ce qui est un peu paradoxal vu qu’il s’agit d’événements rares.

Cette limitation du seuil est surmontée avec la pondération non-uniforme. En effet, comme
nous travaillons avec des données asymétriques a queue droite lourde alors le mode de la
densité hybride (3.23), représentant la moyenne gaussienne, est inférieur & sa médiane M

[Willemse, 2009]. Ainsi, nous obtenons :

1
=5
Il s’ensuit que 0 < 1 < 1. Ainsi, d’apres Iéquation (3.25), il vient que 0 < 9 < 1. D’autre part,

0< 4 = H(u:0) < H(M:6)

nous avons H(u;0) = 1 — 2 donc 7, n’est autre que la probabilité de dépassement du seuil w.

Comme, 9 € [0, 1], cela implique que
G <p<u<gq. (3.29)

L’équation (3.29) montre bien que le seuil u peut étre n’importe quelle valeur de R pour
une pondération non-uniforme ce qui n’est pas le cas lorsque 73 = 2. Un autre avantage du
modele (3.23) est le fait que 2 représente la probabilité de dépassement du seuil ('aire bleue
de la figure 3.8). Cela offre une meilleure maitrise de la queue de distribution. Ce travail est

bien détaillé dans le papier [Debbabi et al., 2015a] donné dans la page suivante.

Comme nous avons rajouté un parametre de plus, bien évidement I’estimation des parametres
sera plus compliquée que pour le cas de la pondération uniforme. Pour avoir une estimation
fiable de ces derniers, nous avons adapté ’algorithme 1 au nouveau modele. En effet, ’algorithme
adapté démarre en se basant sur des valeurs initiales bien étudiées et s’arréte lorsqu’une condition

d’arrét que nous fixons est satisfaite. Chaque itération k est composée de deux étapes principales :

1. évaluation de la gaussienne : les parametres 71, u et o sont estimés en minimisant la
moyenne quadratique entre la cdf hybride, en considérant I'estimée de = de l'itération

k —1, et la cdf empirique.
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2. évaluation de la GPD : le parametre 2 est de nouveau estimé en minimisant également
la moyenne quadratique entre la cdf hybride, en considérant cette fois-ci les estimées de

Y1, i et o déterminées dans la premiere étape de cette itération k, et la cdf empirique.

Nous notons que les parametres restants : 3, & et u sont estimés implicitement via les

relations obtenues par les contraintes imposées sur la pdf h.

Dans ce méme papier, nous avons testé la performance de I'algorithme en utilisant les simula-
tions de Monte Carlo. Comme critere d’évaluation, nous avons considéré le logarithme du rapport
de vraisemblance moyen. Ensuite, nous avons mis en pratique le modele hybride a pondération
non-uniforme en 'appliquant sur des données neuronales tout en faisant une comparaison entre
les modeles (3.16) et (3.23). A travers cette comparaison, nous avons pu bien voir que le modele
(3.16) n’est applicable que pour le cas ou les données présentent un seuil proche de la moyenne
gaussienne comme pour le cas des données assurantielles danoises [Carreau and Bengio, 2009b],
[Embrechts et al., 1997].
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ABSTRACT

A non-uniform weighted two-components distribution is pro-
posed in the present study for highly right skewed data mod-
eling. We consider a G-GPD model that links a Gaussian
distribution to a Generalized Pareto Distribution (GPD) at a
junction point, with different weights for each component. It
improves a G-GPD model with uniform weights that had been
introduced in a preliminary study (see [1]). An iterative algo-
rithm for parameters estimation is then provided, offering an
accurate estimation of the Gaussian and GPD parameters, a
judicious weighting of the model as well as a reliable position
of the junction point, determined successfully in an unsuper-
vised way. The performance of the iterative algorithm and
the underlying new distribution, as compared with the exist-
ing G-GPD model, is studied on generated data and then on
real extracellular neural recordings.

Index Terms— Algorithm, Extreme Value Theory (EVT),
Gauss-Generalized Pareto distribution (G-GPD), Hybrid
models, Right skewed data, Levenberg Marquardt algorithm

1. INTRODUCTION

A large number of real phenomenons are observed through
a non-homogeneous and multi-components data, containing
dissimilar constituents [2-8]. A substantial specific case
of this data is given by a highly right skewed data, where,
mostly, extreme values point out the presence of relevant
information. This type of data may arise in various applica-
tions under different contexts, such as in telecommunication
for energy of unknown signals over fading channel [9], in
insurance when dealing with right skewed claims [10], or in
hydrology for observed daily precipitation [11], to name a
few. Recent years has gained an increasing interest in model-
ing such type of data. For this purpose, several models have
been proposed in the literature. We cite for instance the non
parametric models [1, 12] which provide a good fit of data,
but without highlighting the presence of extremes. The Peak
Over Threshold (POT) method of the Extreme Value Theory
(EVT) is a good alternative for extremes behavior modeling.

* M. Kratz is also member of MAPS5, UMRS8145, Univ. Paris Descartes

978-1-5090-0196-5/15/$31.00 ©2015 IEEE

Indeed, via the Pickands theorem [13], the extremes above a
certain threshold are modeled by a Generalized Pareto Dis-
tribution (GPD) [10]. Nonetheless, the POT method allows
to model only extremes and not the entire distribution. To
go even further in the modeling of highly right skewed data,
several hybrid two-components distributions have been devel-
oped, taking into account both mean and extremes behaviors
of data [1,4,8, 14-16].

In this study, we are interested in one of these hybrid or
composite models which links a Gaussian distribution to a
GPD, noted G-GPD, at a junction point (or threshold) deter-
mined when imposing a condition of class C!, as e.g. in [1]
and in [17]. Our preliminary work [17] focused on develop-
ing an unsupervised iterative and convergent algorithm for
the selection of the junction point and for the estimation of
the G-GPD parameters, improving already the estimation of
the model when compared with other methods, in particular
with [1]. Nevertheless, the two components of the distribution
were weighted uniformly, with the consequence of forcing
the threshold to be located between the first quartile and the
median of the data. Hence, for the complete study developed
in this paper, we remove this constraint considering a non-
uniform weighting and adapt the algorithm developed in [17]
to be able to propose a performing G-GPD model, with a
better handling of the tail distribution, and an unsupervised
way of determining the threshold.

In Section 2, we describe our G-GPD model, where the differ-
ence between uniform and non-uniform weighting of the two
components is underlined. The development of our algorithm
for the model evaluation is carried out in Section 3. This al-
gorithm is iterative and for each iteration the parameters of
the Gaussian distribution and the GPD are estimated simul-
taneously via numerical optimizations in least squares sense,
solved using the Levenberg Marquardt (LM) method [18,19].
Besides the reliable estimation of both components parame-
ters and the judicious weighting of the model, the main ad-
vantage of the proposed algorithm is that it allows to esti-
mate successfully such a model in an unsupervised way, un-
like standard methods determining the threshold for the esti-



mation of the tail of the distribution, which are non automatic
(see e.g. [10,20-23]). Based on Monte Carlo simulations and
through the average of the relative log-likelihood criterion, we
highlight in Section 4 the effectiveness of the proposed model
and algorithm of parameters estimation. We also compare our
model with the G-GPD one with uniform weighting [17] on
real extracellular neural recordings [24]. Better performance
is obtained using our model. Finally, conclusions are drawn
in the last section.

2. HYBRID MODEL FOR HIGHLY RIGHT SKEWED
DATA

We consider a non-uniform weighted G-GPD model. It con-
nects a Gaussian probability density function (pdf) to a GPD
one. Unlike for the G-GPD [1, 17], the considered weighting
for both components is non-uniform i.e. vy, # 72, where 71,
~v2 € Ry denote the weights. The proposed hybrid pdf A is
then expressed as

h(x;0) = y1f (235 1, 0) L p<uyy +729(x 103 o, Bo) L {z>up)

where 1 is the indicator function, 8 = [u, 0,71,72], 1 and &
represent the mean and the standard deviation of the Gaussian
pdf f, expressed in (1), respectively, &y and [y are the index
tail and the scale parameter of the GPD pdf g, given by (2),
respectively, and finally, ug > p denotes the junction point.
(z=w)?

1 _(z=p)”
P o) = e 227 VY(z,po) ERxRxRY (1)

2

w8 +

L0+ 5a)7 e, e A0
. — B B
g(x7§75)_{ %67 , 1f§:07

Vo > 0ifé >0, andz € [0,—%] it <0, (E€ER,BERY).
The corresponding cumulative distribution function (cdf) H
is given by
H(x,@) = ’ylF(x;:u'vU)]l{wSug}
+ A F(uos pt, ) + 72G(x — uo; o, Bo) F L (o)
where F' and G are the Gaussian and GPD cdf, respectively.

In order to obtain a smooth pdf and to reduce the number
of unknown parameters, we enforce h to be a pdf of class
C'. Three equations interconnecting all model parameters are
then generated, decreasing the number of unknown param-
eters from 7 to 4. Hence, h can be parameterized by only
0, where ug, £ and [y are expressed explicitly in terms of
0. The first equation, given by (3), is obtained when forcing

/ h(z;0)dx =1, i.e.
R

Y F(ug; p,0) +2 =1 3)

from which we deduce that

ug—F—1<1_72;M,a>. @)
ga!

Non-uniform weighted G-GPD pdf
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Fig. 1. The hybrid pdf as a function of v; and - with
6 =10,1,0.9,0.2].

Next, the imposition of the continuity and the differentiability
of h at ug gives rise to the following expressions of £y and 3y

Be 2 og=pt 1 (5

B 71]0(’[149;/14,0') g

We mention that (71,72) € [0,1]2. Indeed, since the skew-
ness of the distribution is positive, the mode of h, equal to the
Gaussian mean, is below its median M [25]. It implies that

1
0< % = H(u;0) < H(M;0) = 5 Consequently,

O<m <1 (6)

Now, from (3) and (6), we notice that 0 < ~» < 1, and
1=y <.

An example of the hybrid pdf / is drawn in Fig.1, illustrat-
ing the physical signification of the weights. The parameter
72, representing the dark gray area, is nothing else than the
probability of exceeding the threshold ugy while, v; represent-
ing two times the light gray area, is a regulatory parameter
ensuring that h integrates to 1.

Remark. When considering uniform weights v = v1 = 72
(as in [1, 17]), the threshold will be located between the first
quartile and the median of the G-GPD and close to the Gaus-
sian mean. Indeed, as p < ug, we have

%=H(u;9)SH(w;9):1*v @)

where the RHS of (7) is deduced from (3). We can also easily

infer from (3) that vy € [57 1]. Hence, we can write

1 1
T S H(u0) < H(ug:0) < 5 = H(M:0)
which implies that
q0.25 S /j’ S u9 S q0_5 = Ma (8)

where q,, represents the quantile of order o associated to H.



When 7, # 72, we easily deduce that the junction point of the
model is free of constraints and can be any quantile. This is
due to o that plays a fundamental role in the handling of the
tail distribution. The price to be paid is that the parameters es-
timation becomes more challenging with seven parameters to
be estimated and only three known equations. To overcome
such a problem, we propose, in section 3, an iterative algo-
rithm for model evaluation inspired from the one detailed in
the preliminary study [17], that we give here for complete-
ness.

3. EVALUATION OF THE HYBRID MODEL

For an accurate evaluation of the hybrid model, we propose
an unsupervised iterative algorithm that splits the problem
of parameters estimation into two principal steps. It evalu-
ates the Gaussian part and the GPD one simultaneously. The
algorithm starts by fixing the initial parameters ;(?), o(0),

(0) , (0) d d h .. .
7 > 4y and € and stops when a convergence criterion is
satisfied. In the following, we detail the algorithm where

X = (X,)1<i<n is an n-sample with a non-uniform weighted
G-GPD as parent distribution, and a®) denotes the estimate
of the parameter a of the k" iteration.

Iteration 1:

Step 1: Evaluation of the Gaussian component

Using only data below uéo), the initial parameter relative to

~()

ug, we determine 72"), 1) and 7;") minimizing the Squared

Error (SE) between the hybrid cdf , when considering uéo),

and the empirical cdf H,, expressed as:

1 n
H,(z) = - Z lix,<s), VZ€R

i=1
This amounts to the following minimizing problem:

argmin Z('ylF(Xi;,u,,a) — Hn(Xy))?
(,0)eERXRy 557
0<v1<1 B

X;<ul?

@D, 50,51

which is numerically resolved using the LM algorithm
[18, 19], whose initial parameters are (9, ¢(®) and %0)

corresponding to 4, o and y; respectively .
Step 2: Evaluation of the GPD component

The problem that may be encountered at this stage is that
when 7, and n are small enough, only few observations ex-
ceed ug. This may lead to unsatisfactory results when evalu-
ating the GPD component. To overcome such a problem, we
generate a sequence of synthetic increasing data (Y;)1<i<p,
with a logarithmic step, increasing the number of points above
ug. For any 0 < i < p, Y; is expressed as

Y; = min(X) + (max(X) — min(X))logq (1 + 9;@:11)> .

~()

Thereafter, we determine ¥, * minimizing the SE between the

hybrid cdf, when considering 1", V), and %1), and the
empirical one evaluated on the new data set, as follows:

P 2
74 argmin Y7 (H [ED,50,5(7,92)) - Ha(¥))
1-7{D <y <1i=1
Dy

This optimization problem is as well numerically resolved

using the LM method, where the initial parameter 'yéo) is

chosen as the middle of the interval [1 — %1), 1].

Steps 1 and 2 are carried out for each iteration with an update
of parameters until the convergence of the algorithm. For
any k£ > 1, the instructions of the k" jteration are described
hereafter.

Iteration k:

Step 1: Evaluation of the Gaussian component

@M, 5" 7*) argmin S (nF(Xi;p,0) — Ha(X0))2.

(n,0)ERXR 4 i>1
0<m1<1
XiSug(k—1)

©

The initial parameters of the LM method for the resolution

of (9) are updated as follows: p(?) = =1 50 = Fk=1)
440 _ (k1)

and v, =" .

Step 2: Evaluation of the GPD component
L 2
W e argmin 7 (HEYE[E®, 0,50, 02) - Ha(v)
1-7{" <y2<1i=1
(10)
Thereafter, we update 750) for the LM method, used to solve

(10). It is chosen as the middle of the interval [1 — %k), 1].
Convergence criterion:

The algorithm iterates until it satisfies the following stop con-
dition |ug, — ugzu-1)| < €, where ¢ is small enough. We
mention that when ¢ is chosen too small, the algorithm does
not stop since the distance between two successive thresholds
will never be less than €. For that, we add a supplementary
condition to stop the algorithm in that case: when k£ = 50.
This choice of k is arbitrary. To get more precision, one can
increase it.

We mention that once 0 is estimated the estimates of ug, g
and &y can be computed using relations (4) and (5).



4. NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION

4.1. Performance of the iterative algorithm

This section discusses the performance of the unsupervised
iterative algorithm for the hybrid model parameters esti-
mation, in terms of accurate and reliable fitting of highly
right skewed data. To do so, we built on Monte Carlo
simulations. We consider {X? = (Xghgpgnhgqgm and
(Y7 = (Y))1<p<i}1<q<m» an m training and test sets, re-
spectively (named also in broadcasting as in-sample and out-
of-samples [26], respectively), with non-uniform weighted
G-GPD as parent distribution admitting a fixed vector of pa-
rameters §. All training sets are of length n while all test sets
are of leggth [. On each training set X9, 1 < ¢ < m, we de-
termine 69, the estimate of , using our algorithm. Thereafter,
we compare the hybrid pdf & according to the fixed 0 to the
corresponding estimated one A using #7 on each test set Y'<.
To do so, we compute the average of the log-likelihood func-
tion D, over m simulations, between h(Y'?;6%) and h(Y %;6),
whose formula is given by

1 m 1

S
It is obvious that smaller the value of D is, more trustwor-
thy our algorithm is. For m = 100, n = [ = 10°, we il-
lustrate in Table 1. the average of log-likelihood function D
obtained for three different examples: 6; = [2,0.5,0.9,0.2],
6, =[0,1,0.99,0.05] and 5 = [—1,2,0.9,0.2]. As it is no-
ticeable in this table, the obtained D for the three examples
is of order of 10~°, which points out an acceptable similarity

between the exact hybrid model and the estimated one using
our algorithm.

(Y9 0)
11
- gq)) (1n

Table 1. Average of the relative log-likelihood D of the hybrid
model for three different examples

Examples ‘ 01 ‘ 0o ‘ 03
D | 5.4948107° | 8.6263107° | 4.8653 10 °

4.2. Application on real data

Once the performance of the algorithm is validated on gen-
erated data, we apply it on real data and compare it to the
G-GPD model with uniform weighting in terms of goodness-
of-fit. The data of interest is a real extracellular neural record-
ing of 20 s, available in [27] and measured on the antennal
lobe of an adult locust [24]. The information to be extracted
from this data lies on the extreme behaviors (left and right) of
the data. Since the neural data can be considered as symmet-
ric, it is sufficient to evaluate the right tail of the distribution
using observations above the mean (the left one can simply
be deduced by symmetry). Calibrating the hybrid model on
the data set, we obtain the following estimates for 6 and the

]
o \ Histogram
e i Uniform weigted G-GPD
AN ; Threshold of uniform weigted G-GPD
.| =—— Non-uniform weighted G-GPD
" | =+ Threshold of our model
0 | ;
~ |
[}
€ o !
o - |
~— .
[}
|
i
i
|

0.0 0.5

Neural data

Fig. 2. Pdf estimation of neural data using G-GPD models:
with uniform and non-uniform weighting

threshold u, namely 0 = [—0.0543,0.4828,0.9539, 0.0887]
and u = 0.76506, respectively. The obtained results are il-
lustrated in Fig. 2. As shown in this figure, the neural data
distribution is well estimated using the hybrid model. It ap-
pears also clearly that it performs much better than the one
using uniform weighting. The latter exhibits a threshold very
close to the Gaussian mean (whereas it has been introduced to
separate mean and tail behaviors). This highlights the benefit
of using a non-uniform weighting in the model.

5. CONCLUSION

In this paper a non-uniform weighted G-GPD model is pro-
posed for highly right skewed data. An iterative algorithm
is then developed to estimate parameters and weights of the
hybrid model and to find successfully the junction point. A
comparative study on neural data shows that this model out-
performs the one with uniform weighting. A natural extension
of this model would be to consider different left and right tails.
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3.4. MODELISATION STOCHASTIQUE DE TOUTES LES DONNEES : RUPTURES ET BRUIT101

Toutes ces études ont été effectuées en ne tenant compte que de la queue de distribution
a droite. Il est naturel a présent de généraliser ces études en considérant les deux queues de
distribution, a gauche et a droite. C’est le cas par exemple des données neuronales. De par la
nature de ces données, nous considérerons un modele hybride a deux queues GPD que nous

introduisant dans la derniere partie de ce chapitre.

3.4.4 Modele hybride a trois composantes GPD-Gauss-GPD avec
pondération non-uniforme : résumé du papier [Debbabi et al., 2015b]

Nous donnons dans cette section une introduction au travail [Debbabi et al., 2015b] pu-
blié dans la conférence francophone Groupe d’Etudes du Traitement du Signal et des Images,
(GRETSI20015) que nous présentons dans la page suivante. Dans ce travail, nous avons considéré

le modele hybride a trois composantes suivant :

1g(ur —2;61,81), si v <
ha;0) = 4 72 f(z;p,0), sioup <@ <up (3.30)

v39(x —u2; €2, B2), si x> up

Ici 6 = [ul,uQ,,u,a, 51,§2], Y1, Y2 et 3 représentent les poids et u; et us sont les deux points
de jonction. les deux couples (&1, 81) et (&2, 32) représentent respectivement les parametres de

la GPD de la queue gauche et de la queue droite.

Nous illustrons un exemple de la pdf hybride (3.30) pour § = [-1.5,1.5,0,1,0.2,0.5]. Nous
voyons bien a travers cette figure que les poids ; et 3 jouent le role respectivement de la
probabilité d’étre dans la queue gauche (aire rouge) et la probabilité d’étre dans la queue droite

(aire bleue).

0.4 1
—— Distribution hybride
- - - Composante gaussienne
0.3 1
0.2 1
0.1
0.0 Uy m Up
© <t N o N < © o0}

Données générées (zoom)

FIGURE 3.8 — Exemple de pdf hybride GPD-Gauss-GPD pour 6 = [-1.5,1.5,0,1,0.2,0.5].

Nous notons que ce modele & été proposé dans [Gehin, 2011] mais avec une pondération
uniforme. Pour la méme raison donnée pour le modele a deux composantes, nous propo-
sons ici ce modele pour des poids de valeurs différentes. Ce modele, décrit dans le papier

[Debbabi et al., 2015b], présenté dans la page suivante, admet 11 parametres. Comme pour
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les autres modeles que nous avons développés, nous imposons une condition de classe C! aux
points de jonction u; et ug. Ainsi, avec I'équation [ h(x;6) = 1 nous réduisons le nombre de
parametres a estimer a 6 ce qui reste quand mémeRun nombre élevé rendant leur estimation
plus difficile. Encore une fois, nous allons nous servir de notre fameux algorithme en ’adap-
tant au modele (3.30) pour estimer les parametres de ce dernier. Une application de ce modele
est illustrée dans 1’étude ci-dessous [Debbabi et al., 2015b] ot nous voyons bien I’ajustement

judicieux des données neuronales par le modele hybride a trois composantes.
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Résumé — Ce travail propose un modele hybride pour modéliser des données a deux queues lourdes. Le modele proposé est une distribution
a trois composantes pondérées : une distribution Gaussienne, pour modéliser le comportement moyen des données, liée a deux distributions de
Pareto généralisées pour modéliser les comportements extrémes. Un algorithme itératif et non supervisé est ensuite proposé pour une estimation
fiable des points de jonctions entre les trois distributions, les parametres de ces dernieres ainsi que les poids affectés a chaque composante du
modele hybride. Une application sur des données neuronales réelles issues d’un enregistrement extracellulaire, est développée pour évaluer les
performances du modele proposé, comparé a la distribution normale.

Abstract — A new hybrid model for two heavy tailed data modelling is proposed in this study. The proposed model is a weighted three-
components distribution: a Gaussian distribution, to model the mean behavior of the data, linked to two generalized Pareto distributions, mod-
elling the extreme ones. An unsupervised iterative algorithm is then developed to estimate accurately the junction points between the three
distributions, the parameters of these latter as well as the weights of the hybrid model. An application on real extracellular neural recordings is
developed to evaluate the performance of the proposed hybrid model, compared to the normal distribution.

1 Introduction Pareto généralisée (GPD). Notons que notre objectif n’est pas
seulement d’ajuster les données par une distribution adéquate
mais c’est aussi, et surtout, de pouvoir interpréter les extrémes.
Une facon de le faire est d’exploiter le théoreme de Pickands
[9] de la Théorie des Valeurs Extrémes (TVE) en modélisant
les extrémes au dela d’un seuil bien choisi par une GPD [10,
11]. Cependant, et contrairement aux autres méthodes, la TVE
ne permet de bien estimer que les extrémes mais pas toute
la distribution. Pour garder I’avantage de la TVE mais avec
une modélisation complete, nous proposons dans ce travail de
séparer le comportement moyen des extrémes. En effet, comme
dans [6], nous proposons de modéliser le comportement moyen
des données par une gaussienne via le Théoreme Central Limite
(TCL), et les comportements extrémes par deux GPD diffé-
rentes via le théoréme de Pickands [9]. Pour un meilleur ajus-
tement des données, et pour plus de souplesse au niveau des
queues, contrairement a [6], nous attribuons un poids différent
a chaque morceau. Les trois morceaux sont connectés entre
eux en deux points de jonctions, ou on impose des conditions
de classe C'. Ces conditions permettent non seulement d’avoir
une fonction de densité de probabilité (pdf) lisse mais aussi
de réduire le nombre de parametres a estimer. Pour une estima-
tion fiable des parametres du modele hybride ainsi obtenu, nous

Les données d’observation de phénomeénes complexes sont
généralement non-homogenes et multi-composantes [1, 2, 3].
Trouver un modele adéquat offrant le meilleur ajustement de ce
type de données est un sujet d’importance majeure, qui intéres-
se les chercheurs depuis des décennies [4, 5]. Dans le présent
travail, nous abordons ce sujet pour un cas particulier de don-
nées a deux queues lourdes. Ce type de données est rencontré
dans différents domaines ou les queues de distribution, conte-
nant des valeurs extrémes, portent souvent une information im-
portante. A titre d’exemple, on cite le cas des rendements de
I’indice S&P 500 en finance [6], ou les valeurs extrémes in-
diquent un risque du marché, ou encore le cas des données neu-
ronales issues d’un enregistrement extracellulaire en neuros-
cience [7], ou les extrémes indiquent la manifestation de Poten-
tiels d’ Action (ou spikes). Modéliser ce type de données direc-
tement par une gaussienne ne suffit pas : les deux queues sont
sous-estimées [6, 8]. Les méthodes non paramétriques repré-
sentent une bonne alternative mais ne donnent aucune informa-
tion sur les extrémes. Nous privilégeons pour cette raison les
méthodes paramétriques comme le mélange de noyaux gaus-
siens, la distribution g-gaussienne ou encore la distribution de



proposons un algorithme itératif non supervisé, basé sur le prin-
cipe de I’algorithme introduit dans [12]. Pour chaque itération,
I’algorithme proposé estime les parametres du modele hybride
en résolvant des problemes d’optimisation au sens des moindres
carrés en utlisant la méthode de Levenberg Marquardt [13, 14].
Nous mentionnons qu’a part I’estimation fiable des parametres
du modele, 1’algorithme est non supervisé permettant d’éviter
les problemes rencontrés par les méthodes existantes de déter-
mination du seuil satisfaisant le théoreme de Pickands, qui sont
graphiques et non automatiques [11, 10, 15]. Pour évaluer les
performances du modele proposé, une application sur des si-
gnaux neuronaux issus d’un enregistement extracellulaire est
développée. Les résultats obtenus montrent que le modele hy-
bride fournit un bon ajustement des données neuronales, com-
paré a la distribution normale.

Le reste du papier est organisé comme suit : La premiere sec-
tion décrit le modele hybride proposé. Le pseudo-code de I’al-
gorithme itératif est donné dans la section 3. Les résultats de
simulations sont discutés dans la section 4 et la conclusion de
ce travail est donnée a la fin.

2 Modele hybride proposé

La distribution hybride proposée dans ce travail est une dis-
tribution gaussienne dont les queues, gauche et droite, ont été
remplacées par deux GPD. La densité de probabilité correspon-
dante est ainsi la fonction par morceaux définie par :

h(z;0)=y19(u1 — 361,60 Le<u,} + v2f (@5 14, 0) L faelus usl)
+739(33_u2;£2>52)]1{m>u2}. 6

ou ]1{.} est la fonction indicatrice, u; et uy représentent les
points de jonction ou encore les seuils a partir desquels la dis-
tribution change de comportement et § = [uh U, b, 0, &1, fg] .
Les parametres v, y2 et y3 désignent les poids et g est la pdf
de la GPD, donnée par (2) de parametres &1 et 31 pour la queue
gauche (resp. & et B2 pour la queue droite). Enfin, f(-; u,0)
est la densité de la loi normale de moyenne y et d’écart type o.

9(z;€,6) = {

{ [0,00), si £€>0
x €

0,—%], si £€<0
ou £ désigne I’indice de queue et 3 le parametre d’échelle.
Puisque h est une pdf, sa masse totale doit étre égale a 1. Cette
contrainte se traduit par la relation

RIS B
%(l-i-%x) e sig£0

_z . )
175, siE=0

@

™|

et (§,8) e RxRY.

Y1+ 72 [F(uQ;u,U) - F(ul;u,a)} +y=1 ()

ol F' désigne la fonction de répartition (cdf) de la loi normale.
Dans le but d’avoir une pdf lisse, on impose des conditions de
continuité et de dérivabilité aux points de jonction. Ces condi-
tions permettent non seulement de réduire le nombre de pa-
rametres a estimer mais aussi, une fois les seuils sont déter-
minés, de pouvoir les affiner empiriquement (voir section 4.2).

Les relations ainsi obtenues aux points u; et ug avec (3) per-
mettent d’exprimer explicitement les parametres 51, 52, Y1, V2
et v3 en fonction du reste des parametres comme suit

(1—‘—51)0’2 (1+€2)U2

fpr=———"—; [2=
Uy — U — W

Yo = [51f(“1;#a0)+»32f(u2;ﬂ’0)+ fz‘(x;MaU)dﬁc}i

uy

Y1 = Biyef(uis o) s s = Bava fluisp,0)
La cdf de la loi hybride est donnée par :

H(z;0) =711 — G(ur — 251, 1) Liz<u, )
+ [’71 + 72 [F(2; p, 0) — F(ug; p, 0)]} 1 {welurusl}

1=l - G - un,8)] | Ly @)

ou G représente la cdf de la GPD.

Nous mentionnons qu’en se basant sur (3) et (4), il est facile de
démontrer que (v1,73) € [0,1]? et que y2 > 0.

Un exemple de la pdf hybride est donné par la figure 1. Cette
figure illustre bien la différence entre les queues de la pdf hy-
bride (en continu) et celles de sa composante normale (en poin-
tillé) ainsi que la signification physique des ccefficients de pon-
dération. Comme il est montré dans cette derniere, le parametre
~1 (resp. 7s3), représentant 1’aire gris-clair (resp. 1’aire gris-
foncé), n’est autre que la probabilité que la population soit en
dessous du seuil uy (resp. au dela du seuil us). En revanche,
v2, représentant deux fois I’aire blanche, est un parametre ré-
gulateur assurant que h est une pdf.

(E)

Notons que le modele hybride proposé généralise celui intro-
duit dans [6]. En effet, ce dernier utilise la méme pondération
~ pour les trois distributions c-a-d y1 = v2 = 3 = 7. Dans
ce cas, H(u1;6) = v et H(ug;0) = 1 — 7 ce qui implique
que les deux seuils doivent €tre symétriques par rapport a la
médiane pour pouvoir appliquer ce modele. Une autre limita-

. . . N 1 1
tion de la pondération uniforme est que d’apres (3), 3 <~y < 3
c-a-d la probabilité de se trouver dans les queues doit apparte-

COREN 1 1
nir a |:§, 5
mitations sont surmontées avec la pondérations non uniforme,
considérée dans ce travail, ou les seuils sont sans contraintes.

}, sinon le modele ne s’apllique plus. Toutes ces li-

Afin d’évaluer le modele hybride, nous proposons dans la
section suivante un algorithme itératif non supervisé qui donne
une estimation de tous les parametres du modele.

3 Algorithme itératif pour I’évaluation
du modele hybride proposé

L’algorithme proposé est inspiré de celui décrit dans [12].
Il est non supervisé et itératif. Pour chaque itération les pa-
rameétres du modele sont estimés en deux étapes : 1) estimer au
sens des moindres carrés les parametres de la gaussienne et des
deux indices de queue des GPD en considérant les deux seuils



trouvés dans I’itération précédente, 2) fixer les parametres trou-
vés dans 1) et estimaer au sens des moindres carrés les deux
seuils. L’ algorithme proposé, dont le pseudo-code est donné par
I’algorithme 1, commence par un choix arbitraire de u; et uo
et itére jusqu’a ce qu’une précision satisfaisante ou un nombre
maximal k,,,,, d’itérations soit atteint. Une fois 6 est estimée,
le reste des paramétres est déterminé via le systeme (E).

Algorithm 1 Pseudo-code de I’algorithm itératif proposé

1: Determination de la fonction de répartition empirique H,,
du n-échantillon X = (X;)1<i<n

1 n
an = — ]lXi<z7 Vx € R.
(@) = ; {Xi<a}
2: Fixer les parametres initiaux Ego)
3: Procédure itérative
k+1
tant que ((6(2’“) —ad? + @M — ﬁ(lk))Q) >eeth < kmax

s ﬂéo), ete

a. Détermination de i), (%), 5‘1"’) et ék) les estimateurs,
respectivement, de u, o, 1 et &

. . ~ 5
(ﬁ(k') , E(R'), ?J”,gé’”)e argmin J|H(X; GYC)) - H”(X)H
(1,0) ERXRY 2

(€1.62)€R?

ou 0% = [ul* 1 WSV g 61,6

b. Détermination de ﬂ(lk) et ﬂ(zk) les estimateurs, respecti-

vement, de uq et uo

S P
(uq,us)ERXR. 2
Otl eék) = [u17 Uz, ﬁ(k)ﬂ &(k)’ gk) ’ ggk)]

k+—k+1

fin
retour 9(%) = [ﬂﬁk),ﬂé’ﬂﬁ("’)ﬁ("')ﬁk),fék)]

Notons que tous les problemes d’optimisation de cet algorithme
sont résolus par la méthode de Levenberg Marquardt [13, 14].

4 Résultats numériques et discussions

Dans cette section, nous étudions les performances de 1’al-
gorithme et du modele hybride proposés, en terme de fiabilité
de I’estimation des parametres, du bon ajustement des données
ainsi que la séparation du comportement moyen des extrémes.

4.1 Etude de performances de ’algorithme ité-
ratif

Les performances de 1’algorithme sont étudiées a partir de
simulations de Monte Carlo. En effet, nous simulons p = 100

Fonction de densié de probabilité de la loi hybride

0.4+

0.3 1

0.2

0.1

0.0

Données générées (zoom)

FIGURE 1 — Fonction de densité de probabilité hybride pour
6 =[-1.5,1.5,0,1,0.2,0.5].

séquences de test { X (*) = (Xi(k))lgign}ﬁzl (resp. d’appren-
tissage {V (%) = (Yi(k))lgign}ﬁzl) de taille n. = 10° et suivant
la loi hybride de paramétre 6 fixé. Pour tout k € {1,--- ,p},
nous déterminons ), I’estimateur de 6 par 1’algorithme itéra-
tif sur {Y(*)}. Ensuite, nous déterminons sur les séquences de
test le logarithme du rapport de vraisemblance moyen, C :

1 h(XE: 0
C=_— Z Z log (71& (5)

"= h(X 5 00)
Pour un exemple de § = [—1,1,0,1,0.2,0.2], les résultats
obtenus pour n = 10° sont consignés dans le tableau 1. Ces
résultats montrent un abscence de biais asymptotique. La tres

faible valeur correspondante de C = 6.11 107> suggére des
performances intéressantes.

TABLE 1 — Estimation des parametres du modele hybride

0 -1 1 0 1 0.2 0.2

Mo, —1.01 | 1.01 | —0.00 | 1.00 | 0.20 | 0.20

982 | 745 | 053 | 0.82 | 1.91 | 1.56

agj (x10—%)

ou g, and agj désignent respectivement la moyenne et la

variance empirique des estimations de 6;, la composante j de
0,5 €{l,---,6}.

4.2 Etude de performance du modéle hybride

Motivés par le probleme de détection de spikes de neurones,
nous avons choisi d’appliquer le modele hybride sur des don-
nées neuronales réelles issues d’un enregistrement extracellu-
laire. Ces données représentent 4 enregistrements de 20 s cha-
cun, filtrés entre 300 Hz et 5000 Hz, et mesurés a partir du
lobe antennaire d’un criquet [16]. Nous présentons dans la fi-
gure 2, graphe A, 1 s du premier enregistrement ou les pics
représentent des spikes. L’histogramme relatif a ces données
est tracé dans le graphe B, avec la pdf hybride ajustée (ligne
rouge continue), dont I’estimée de 6 est donnée par
6 =[—0.7792,0.7241, —0.0288,0.4636, 0.5082, 0.6251], ainsi
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FIGURE 2 — Estimation de la pdf par la loi hybride et la loi
normale sur des données neuronales réelles

que sa composante normale (ligne bleue discontinue). Nous re-
marquons une différence significative entre les deux pdfs au ni-
veau des queues de distributions montrant que les données sont
mieux ajustées avec le modele hybride qu’avec la normale. De
plus, les deux seuils du modele hybride trouvés (représentés
par des droites vertes discontinues dans tous les graphes de
la figure 2) montrent bien qu’ils séparent les spikes du bruit.
Comme il est montré dans le graphe A, le signal neuronal est
bruité. Afin de réduire la puissance de ce bruit et rendre les
spikes plus visibles, nous le filtrons par un filtre dérivateur,
qui est un filtre algébrique linéaire [7]. La linéarité du filtre
conserve la gaussianité du comportement moyen ce qui per-
mettra d’ajuster aussi les signaux filtrés. Le graphe C montre le
résultat du filtrage du signal représenté dans A. L’ ajustement de
ce dernier est illustré dans le graphe D. A travers les graphes C
et D, nous remarquons un réhaussement des spikes par rapport
au bruit ainsi qu’un bon ajustement de données (la différence
entre la pdf hybride et la normale est devenue plus nette).

La figure 2 montre que le modele hybride ajuste bien les
données et sépare bien les spikes du bruit. Par contre, nous re-
marquons dans les graphes A et C la présence d’une zone in-
termédiaire entre les spikes et le bruit, ou la distinction entre
ces deux derniers est difficile. Afin d’avoir plus d’extrémes que
du bruit, nous proposons d’affiner les seuils d’une facon empi-
rique, en tolérant une marge d’erreur d définie a partir de (6).
Ceci est possible puisque h est lisse.

Err(z) = }h(z;@) - sz(x;u,aﬂ7 Vo <wupetx>uz. (6)

Les seuils affinés, @, et o, relatifs respectivement a u; et us,
sont déterminés par :

Uy = Héin|u1 —{z/Err(z) > d}|
TSsuy

Uy = H>11n|u2 —{z/Err(z) > d}|
r=u2

Pour d = § max(Err), nous tragons dans le graphe C et D

les deux seuils w3 et @y (droites rouges continues) relatifs aux
estimateurs de u; et uz. Nous voyons bien que les deux seuils
affinés ne changent pas trop ’allure de la pdf par contre ils
permettent d’éliminer plus de bruit dans le signal neuronal.

5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé un modele hybride pour
des données a deux queues lourdes. Pour évaluer ce modele,
un algorithme itératif non supervisé a été développé et testé
sur des données simulées. Les performances du modele hy-
bride ont été étudiées sur des données neuronales réelles, brutes
et filtrées. Le modele proposé a montré des résultats satisfai-
sants en terme d’ajustement et de séparation du comportement
moyen, représentant le bruit, des extrémes. Pour séparer en-
core davantage les deux comportements, un affinement empi-
rique des deux points de jonction a été proposé pour réduire la
zone intermédiaire, transitoire entre les comportements moyen
et extrémes. Une étude théorique de ce comportement intermé-
diaire ainsi qu’une étude de la convergence de 1’algorithme fe-
ront 1’object de développements futurs.
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3.5 Conclusion

Nous arrivons maintenant a la fin de ce chapitre qui était divisé en trois principales parties.
La premiere partie était dédiée a l'introduction de la TVE, ’approche sur laquelle nous nous
sommes basés tout au long de ce chapitre pour modéliser les ruptures dont I’apparition a été
caractérisée par un événement rare lié a une valeur extréme. La deuxieme partie de ce chapitre a
été consacrée a la modélisation de ces événements rares en se basant sur la méthode du POT de
la TVE qui nous permet d’approcher la loi des exces au-dela d’un seuil par une GPD. Ce seuil
a été déterminé dans cette partie graphiquement via la méthode du ’mean excess plot’. Enfin,
la derniere partie a rassemblé tout ce que nous avons développé dans cette thése, en modélisant
toutes les données comprenant le bruit et les ruptures par des lois hybrides séparant ces deux
composantes. Ces lois hybrides ont permis non seulement le bon ajustement des données mais
aussi nous ont aidé a déterminer le seuil de la POT d’une maniere automatique non-supervisée.
Nous avons vu & travers ce chapitre I’évolution de 'extraction de 'information en modélisant
a chaque fois une partie des données. Ces techniques n’ont pas encore été appliquées sur des
données traitées par I’approche algébrique ou le comportement moyen des données traités par
cette derniere n’est pas gaussien comme pour le cas ou le bruit présente une somme pondérée de
khi-deux. Ainsi, nous envisageons dans les travaux futurs de proposer des lois hybrides pour un
comportement moyen non gaussien. Aussi bien, nous envisageons de considérer le comportement
intermédiaire apparant entre le comportement moyen et extrémes dans le but d’améliorer encore

et encore la détection des ruptures.



Conclusion générale

L’objectif de cette these était de développer des méthodes non-supervisées de détection
et de localisation en ligne des ruptures dans les signaux enregistrés dans un environne-
ment bruité. Afin d’assurer une détection fiable de ruptures, I'idée était de proposer des
méthodes qui exploitent au maximum les informations que l'on peut avoir sur les deux
aspects du signal enregistré : déterministe et aléatoire. Pour répondre a cet objectif, notre
démarche était de caractériser, dans un cadre déterministe, la rupture comme une discontinuité
dans le signal, ensuite, de compléter cette caractérisation par une interprétation probabiliste

en terme d’extrémes dans un cadre stochastique : une rupture est un événement rare et extréme.

En se basant sur ces deux caractérisations différentes de la rupture, nous avons développé
différentes méthodes non-supervisées de détection et de localisation en-ligne de ruptures.
L’évolution de ces méthodes était basée sur ’amélioration de la détection tout en incorporant
a chaque fois une nouvelle information sur les données traitées. En effet, nous avons décomposé
le signal bruité a traiter y(t), t € R4, en deux composantes : y(t) = z(t) + w(t), ou x(t) désigne
la composante déterministe du signal contenant les ruptures et w(t) représente sa composante

aléatoire décrivant le bruit. Nous nous sommes ensuite focalisés sur la modélisation de z(t)

et,/ou w(t).

Dans un premier temps et dans un cadre déterministe, nous avons envisagé la rupture comme
une discontinuité dans le signal. Nous ne nous sommes ensuite intéressés qu’a la modélisation
des ruptures ou encore de la composante déterministe du signal. Nous avons ainsi associé a la
composante z(t) un modele régulier par morceaux faisant apparaitre les instants d’occurrence
des ruptures. Pour souligner la présence des discontinuités dans le signal, nous avons adopté une
approche algébrique permettant d’exprimer explicitement les instants d’occurrence des ruptures
via l'algebre différentielle et le calcul opérationnel. De cette approche algébrique nous avons
déduit différents détecteurs algébriques basés sur 'utilisation d’intégrales itérées. Ces détecteurs
algébriques sont implémentés comme la sortie d’une combinaison (linéaire ou non-linéaire) de
filtres passe-bas. Bien que l'approche algébrique est une approche purement déterministe :
aucun modele du bruit n’a été utilisé dans sa construction, l'utilisation des filtres passe-bas
dans ses détecteurs lui a offert une bonne robustesse face au bruit. Pour mettre en évidence
les performances de ces détecteurs algébriques, nous les avons comparés entre eux en se basant
sur les courbes ROC, ensuite, nous avons appliqué celui qui offre la meilleure performance en
terme de probabilité de détection et probabilité de fausses alarmes pour détecter les spikes de
neurones. Une deuxieme application d’un détecteur algébrique pour la détection de pics R dans

les signaux ECG a aussi fait preuve de la robustesse de 'approche déterministe utilisée.
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Arrivons & ce niveau, nous avons pensé a améliorer la détection de rupture tout en
considérant 'information que I'on peut avoir sur la composante aléatoire du signal issu d’un
traitement algébrique. Nous avons ainsi associé a ce dernier un modele stochastique. Cette
connaissance de loi du bruit nous a amené a déterminer un seuil assurant une détection
de ruptures avec une probabilité de fausses alarmes fixée, améliorant ainsi les résultats de
détection. La modélisation séparée des deux composantes du signal (ruptures et bruit) nous a

motivé a voir ce qui se passe en modélisant ces deux dernieres en méme temps.

Dans un second temps et dans un cadre stochastique, nous avons donné une nouvelle
caractérisation a la rupture. Nous 'avons caractérisé comme un événement rare, et extréme.
Tout au début, nous nous sommes intéressés a modéliser les extrémes vu 'importance de
I'information qu’elles fournissent. Pour ce faire, nous nous sommes basés sur la méthode du
POT de la TVE pour modéliser les exces au dela d’un seuil, représentant les ruptures, par
une loi de Pareto généralisée. Dans une premiere application de la méthode POT, nous avons
déterminé le seuil, indiquant la présence des extrémes, graphiquement en utilisant la méthode
du mean excess plot. La connaissance de la loi des extrémes nous a permis de proposer un
deuxieme seuil séparant les ruptures des fausses alarmes avec une probabilité donnée. Les
résultats obtenus en combinant ’approche algébrique et la TVE : modéliser les extrémes du
signal apres un traitement algébrique, ont montré une amélioration de détection lors d’une

application pour la détection de spikes de neurones.

La connaissance de la loi des extrémes nous a permis de mieux cerner les ruptures ce qui
nous a poussé a étendre la modélisation a toutes les données en considérant les comportements
moyen et extrémes. Nous avons ainsi proposé différents modeles hybrides composés par deux
ou plusieurs composantes différentes. Le premier modele que nous avons considéré est un
modele destiné aux données asymétriques a queue lourde. Il est nommé Gauss-GPD et il lie une
distribution gaussienne a une distribution de Pareto généralisée en un point de jonction avec
une pondération uniforme des deux lois. En effet, le comportement moyen des données a été
modélisé via le TCL alors que le comportement extréme des données a été modélisé par une
GPD wia la TVE. Pour ajuster ce modele hybride, nous avons proposé un algorithme itératif
non-supervisé permettant d’estimer judicieusement les parametres du modele. L’avantage
de cet algorithme est double : il permet non seulement de bien ajuster les données et de
bien les interpréter (les extrémes au-dela du point de jonction indiquent la présence dune
information importante) mais aussi de déterminer le seuil indiquant la présence des extrémes
automatiquement contrairement aux méthodes classiques qui sont heuristiques et graphiques.
A ce niveau, les performances du modele hybride ainsi que de 'algorithme ont été testées sur

des données générées.

Pour aller plus loin dans la modélisation de toutes les données, nous avons proposé
d’améliorer le modele Gauss-GPD en lui associant une pondération non-uniforme des deux
composantes. Cette pondération non-uniforme a offert une meilleure manipulation de la queue
de distribution. Ensuite, nous avons étendu ce modele & un modele nommé GPD-Gauss-GPD

qui lie une gaussienne a deux GPD modélisant la queue droite et gauche de la distribution
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avec une pondération non-uniforme. Ce modele a été appliqué sur les données neuronales
originales et apres un traitement algébrique. Dans les deux cas, le bon ajustement des données
a montré une séparation nette des ruptures du bruit. Nous avons aussi développé un modele
qui connecte une loi Rayleigh a une loi GPD avec une application en télécommunication. Bien
évidement, lorsque le nombre de composantes augmente dans les modeles hybrides, le nombre
de parametres a estimer augmente aussi et I’estimation de ces derniers devient plus compliquée.
Ce probleme est surmonté avec ’algorithme itératif proposé dans ce travail que nous ’avons

adapté pour chaque modele proposé.

Les résultats obtenus par les méthodes proposées dans cette these ouvrent des perspectives
intéressantes pour la détection de ruptures ainsi que pour la modélisation des données non-

homogenes et multi-composantes :

— Les modeles hybrides proposés dans cette theése considerent un comportement moyen
gaussien. Il sera intéressant de proposer d’autres modeles hybrides modélisant des données
ayant un comportement moyen non gaussien. Comme, par exemple, pour le cas du signal

issu du filtre non-linéaire algébrique modélisé par une combinaison de lois Khi-deux.

— Vu l'importance de I'information donnée par les extrémes, il sera bénéfique d’appliquer
les modeles hybrides proposés dans cette these sur d’autres jeux de données : en

télécommunication par exemple ou encore sur des données assurantielles et financieres.

— Le passage brusque d’'un comportement moyen a un comportement extréme nous incite
a étudier le comportement intermédiaire entre ces deux derniers et ce en proposant des

modeles hybrides qui prennent en considération ce comportement intermédiaire.



Annexe A

La variation de I’écart absolu a la

meédiane

Soit X une va de loi gaussienne de moyenne p et d’écart type o. Nous soulignons dans cet
annexe la relation entre o et la variation de ’écart absolu a la médiane, dite en anglais Median
Absolute Deviation (MAD) [Nenadic, 2005]. Nous rappelons que la MAD de X est définie comme
étant la médiane de la va Y =| X — i |. La relation entre o et la MAD de X est déduite a partir
de la cdf de Y. En effet, nous avons

P(—y <X —u<y), siy > 0;
PY<y)=P(|X—-nl<y = .
0, siy < 0.
)
f(X0,0)dA, siy > 0;
= -y
0, siy < 0.
2[F(y;0,0) — F(0;0,0)], siy>0;
0, siy < 0.

En particulier pour y = M, la médiane de Y, représentant aussi la MAD de X, nous obtenons

P(Y < M) =2[F(M;0,0) — F(0;0,0)]. (A1)
D’autre part, nous avons
1
P(Y <M)= 3 (A.2)

En combinant (A.1) et (A.2) il vient que

1 _ 2[F(M;0,0) — F(0;0,0)],

2
M

= er . A3
%) (A3)
De I’équation (A.3), nous pouvons tirer facilement la relation entre o et M donnée par :
M M
(A4)

o= R~
_ 1 )
\/ierf 1(5) 0.6745
oll erf est la fonction d’erreur et er f~! est son inverse.

1
Notons que \/ierf_l(ﬁ) ~ 0.6745.
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