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Introduction

Dans de nombreux domaines d’application tels que la modélisation de terrain, ’ana-
lyse de données, le traitement du signal et de I'image ou la planification de trajectoire de
systemes mécaniques, il est nécessaire d’interpoler ou d’approcher des données, continues
ou discretes, par une courbe ou une surface. Parmi les outils les plus classiquement utilisés,
citons les splines polynomiales [DB01, Far02, HLS93, Far08, N1i89], les splines rationnelles
[FJ, PT97], les splines de Chebyshev [KS66, Sch81] et les schémas de subdivision [CDM91].
Dans les problemes de modélisation sous-jacents aux applications citées plus tot, il est es-
sentiel d’obtenir des propriétés de conservation de la forme des données telles que la conser-
vation de la monotonie et de la convexité. Ces préoccupations ont généré une abondante
littérature (voir par exemple [Gre86, Man01, MS03, Sab04, Maz06, LM06, PS08, MM10]).

Il est bien connu que les splines d’interpolation ne conservent pas toujours la forme des
données lorsque celles-ci présentent de fortes variations d’amplitude [DB01]. En particu-
lier, Schweikert avait déja noté dans [Sch65] ce phénomene, appelé phénomeéne de Gibbs,
pour les splines cubiques d’interpolation Lo. Zhang et Martin ont donné un encadrement
de celui-ci pour 'interpolation de la fonction de Heaviside [ZM97]. De nombreuses solu-
tions ont été envisagées afin d’atténuer ce phénomene telles que les célebres splines sous
tension de Schweikert [Sch65]. Mazure considére plus généralement des splines dont chaque
morceau est dans un espace de Chebyshev étendu, potentiellement différent d’un morceau
a lautre et d’éventuelles matrices de connexion entre morceaux consécutifs [Maz06]. Les
effets de forme fournis par les coefficients des matrices peuvent alors étre cumulés de
fagon tres efficace avec les effets de tension/souplesse permis par un choix adéquat d’es-
paces de Chebyshev. Ce phénomene peut également étre atténué par l'interpolation ENO
(Essentiellement Non-Oscillante) qui consiste & sélectionner I'interpolant le moins oscillant

- obtenu par minimisation d’une fonction cout - au voisinage d’une discontinuité [CDMO03].

Lavery et ses collaborateurs ont proposé une autre alternative des le début des années
2000 avec les splines d’interpolation minimisant la norme L; de leur dérivée seconde
[Lav0Ob, Lav01, Lav02, Lav05, Lav06, CFL02, CFL04, CFL05, CFL*08]. Dans le cadre
tres général d’espaces de Sobolev, un tel probleme de minimisation n’admet pas tou-
jours de solution [FJ75, dB76, Pin88]. Lavery et ses coauteurs ont donc introduit des

méthodes d’interpolation L par spline polynomiale qui admettent une solution non tou-
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jours unique mais qui ne présente pas d’oscillations en cas de changements brusques de
forme. Dans [AGNO7b, AGNO07a, Auq07], Auquiert, Gibaru et Nyiri montrent notamment
dans [AGNO7b] qu’une spline cubique d’interpolation L & plus de six noeuds de la fonction

de Heaviside ne présente pas de phénomene de Gibbs.

Dans le domaine du traitement du signal, la minimisation L; est également avanta-
geuse car contrairement a la minimisation Lo, elle permet de reconstruire exactement des
signaux parcimonieux a partir d’ensembles de mesures fortement incomplets [DS89]. En
vision par ordinateur, la méthode Lo d’Horn-Schunk pour le calcul du flux optique d’une
vidéo (le mouvement apparent des éléments de celle-ci représenté par un champ de vecteur)
a été améliorée par diverses versions L; plus robustes [MPSC09, PUZ*07, WPZ"09]. De
méme, Hotelling introduit un équivalent L a la méthode statistique d’analyse en compo-
santes principales qui consiste & transformer des observations potentiellement corrélées en
des variables décorrélées les unes des autres [Hot33]. Cette méthode et ses développements
sont plus robustes aux points aberrants [BDB13, TJLF13, DLFL14].

Il faut cependant reconnaitre que les algorithmes de résolution pour l'interpolation
spline L; [BR73, BR74, Van89, CFL02, CFL04] peuvent présenter des problemes de
convergence pour un grand nombre de données. Nyiri, Gibaru et Auquiert ont donc pro-
posé une méthode de résolution par fenétre glissante sur cinq points pour compenser
ce phénomene [NGA11]. Cette méthode permet d’obtenir un algorithme parallélisable et
de complexité linéaire en le nombre de données. A partir d’une minimisation sur cing
points, il est alors possible d’effectuer une résolution formelle du probleme d’interpolation
[NGA11, JLF10, YJLF10, JYLF11] et donc d’obtenir des algorithmes trés performants.
Enfin, les propriétés de conservation de forme sont semblables a celles obtenues par la

méthode globale.

Dans la continuité des travaux de Lavery, Gibaru, Nyiri et Auquiert, ce travail de
these concerne le probleme d’approximation au sens de la norme L; de fonctions et de
données discretes dans certains ensembles de fonctions. Nous en développons des aspects
a la fois théorique (existence et caractérisation de meilleures approximations, explicitation
de solutions), méthodologique (proposition d’algorithmes) et pratique (application a la
planification de trajectoire, a I'image). Nous débutons ce mémoire par 1’étude de probleme
de meilleure approximation au sens de la norme L; pour lequel Jackson a montré I’exis-
tence d’une solution (non-unique en général) dans des sous-espaces de dimension finie
[Jac21]. Dans [Kri65], Kripke et Rivlin donnent une caractérisation tres utile et utilisée de
ces solutions de meilleure approximation au sens de la norme L. Ils remarquent de plus
qu’une meilleure approximation L; d’une fonction continue interpole celle-ci en un nombre
de points supérieur ou égal & la dimension de I’espace quand celui-ci est de dimension finie.
Beaucoup d’articles traitent du probleme de meilleure approximation L de fonctions conti-
nues. Citons de maniére non-exhaustive [Ric64a, Uso67, Mic77, Kam79, Peh79, Str84].



Les démonstrations données dans ces articles s’articulent autour du théoreme de ca-
ractérisation de Kripke-Rivlin déja évoqué et du théoreme d’Hobby-Rice [HR65]. Nous
rappelons ces résultats majeurs dans le premier chapitre. Pour ce qui est des fonctions
discontinues telles que la fonction de Heaviside, nous trouvons tres peu de références. De
plus, dans celles-ci, les auteurs se placent dans des espaces tres particuliers. Ainsi, Mos-
kona, Petrucci et Saff se sont intéressés a la meilleure approximation L; d’une fonction
de type Heaviside par un polynoéme trigonométrique [MPS95]. Ils ont notamment mis en
évidence l'existence d’un phénomene de Gibbs qui est cependant de moindre amplitude
que celui obtenu pour la norme Lo. Saff et Tashev ont, quant & eux, considéré ce méme
probléeme de meilleure approximation mais par des lignes polygonales [ST99]. Leur travail
a mis en évidence un phénomene de Gibbs, déja observé par Foster pour la norme Lo
[FRI1]. I se révele une nouvelle fois étre moindre en norme L;. De plus, Saff et Tashev
ont démontré que ce phénomene de Gibbs décroit et tend vers zéro lorsque le nombre
de nceuds, uniformément répartis sur un intervalle centré en zéro, tend vers 'infini. Ceci

montre une nouvelle fois I'intérét de la norme Lq.

Dans notre premier chapitre, nous proposons un cadre plus général de meilleure ap-
proximation L; de fonctions de type Heaviside (ou fonctions saut) dans des espaces de
Chebyshev et faiblement de Chebyshev - dont les exemples les plus célebres sont res-
pectivement les fonctions polynomiales et les splines polynomiales & nceuds fixés. Nous
montrons qu’il est possible de déterminer des solutions a ce probleme de meilleure ap-
proximation via un probleme d’interpolation. Pour obtenir ce résultat, nous devons au
préalable établir une extension adéquate du théoreme d’Hobby-Rice. Cette extension nous
permet en particulier de montrer I'unicité de la meilleure approximation L; de fonctions
saut dans des espaces de Chebyshev de dimension paire. Cette unicité n’est pas garantie
en général. Ce chapitre inclut également une étude des meilleures approximations ¢; de
données discretes, notamment par régression linéaire. Nous mettons en évidence la robus-
tesse de cette méthode aux points aberrants. L’ensemble des résultats de ce chapitre est
illustré dans le cadre polynomial et splines polynomiales. Que ce soit pour les fonctions ou
pour les données discretes, nous constatons la présence d’un phénomene de Gibbs méme

si celui-ci est atténué par rapport aux analogues Lo.

Apres un rappel sur les résultats connus concernant I'interpolation L; par spline po-
lynomiale, le second chapitre propose des stratégies pour remédier a ce probleme de non-
conservation de la forme des données. Ces méthodes sont dans la lignée des travaux de
Lavery [Lav00a, Lav04] et ceux d’Auquiert, Gibaru et Nyiri [NGA11]. Les outils utilisés
sont des splines de lissage et d’ajustement Lj proposés dans [Lav00a, Lav04] et dont nous
montrons ici 'existence. La premiere méthode consiste a déterminer une spline minimi-
sant une combinaison linéaire de la fonctionnelle d’approximation et de la fonctionnelle
utilisée pour I'interpolation L. Les splines d’ajustement sont, quant & elles, des meilleures

approximations au sens de la norme L sur un ensemble de splines admissibles issu de
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la réunion de splines d’interpolation L;. Nous constatons que ces deux types splines per-
mettent une tres nette atténuation des oscillations en cas de changement brusque de la
forme des données. Les secondes ont l'avantage de ne pas nécessiter un parametre de
régularisation difficile a fixer en général mais I'algorithme pour les obtenir est de com-
plexité polynomiale. C’est pourquoi, reprenant 1’'idée de fenétre glissante développée dans
[NGA11] pour I'interpolation L1, nous introduisons des méthodes locales d’approximation
par spline d’ajustement afin d’obtenir un algorithme de complexité linéaire en le nombre

des données.

Les problemes de planification de trajectoire nécessitent de pouvoir contréler la dis-
tance entre les données initiales et la solution proposée. Les splines étudiées au chapitre
2 ne permettent pas facilement un tel controle. C’est pourquoi, au chapitre 3, nous in-
troduisons une nouvelle stratégie d’approximation précisément dans le but d’imposer une
distance maximale entre la solution calculée et les données. Nous définissons donc les
splines cubiques d’interpolation L; & d pres et nous montrons leur existence. Nous expli-
citons des solutions a ce probleme dans certains cas. Nous étudions le cas ou les solutions
sont affines, puis le cas de configurations de trois points quelconques. Grace a ces résultats,
nous proposons des constructions algorithmiques d’une spline d’interpolation L a § pres
basées sur le principe de fenétre glissante. Ces algorithmes se révelent également efficaces
pour traiter des données bruitées. De plus, 'un de ces algorithmes est purement algébrique.

Il peut donc étre utilisé pour des applications temps réel.

Les résultats et méthodes du chapitre 3 peuvent étre adaptés pour obtenir des splines
bicubiques d’interpolation L a ¢ pres de données réparties dans une grille. En effet, nous
proposons au chapitre 4 des algorithmes utilisant un principe de croix glissante a neuf puis
a cinq points. Nous mettons en évidence que ces méthodes ne font pas apparaitre d’oscil-
lations lorsqu’elles sont appliquées a des données comportant de fortes variations d’ampli-

tude. Nous appliquons alors les algorithmes présentés pour la restauration d’images.
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Liste des notations

— R : le corps des réels.

— R* : le corps des réels privé de zéro.

— N : I’ensemble des entiers naturels.

— N* : ensemble des entiers naturels privé de zéro.

~ C*(X,Y) : ensemble des fonctions définies sur X & valeurs dans Y, k fois dérivable

et dont la dérivée k*™e est continue.

— C*(X) : I'ensemble des fonctions définies sur X & valeurs dans R, k fois dérivable

et dont la dérivée k®™e est continue.

- Sx = {s € C" [z, 2], Sl epan] € P.[zk, k1], B = 1,2,...,n} espace des
splines polynomiales de degré r € N* et de nceuds x = (z1,z2,...,Ty).
- Spx = {s € C"z1, 2], Saprpry) € Porii|xk, zre1], £ = 1,2,...,n} Pespace des

splines polynomiales d’Hermite de degré 2r+1, r € N, de régularité C" et de nceuds

x = (1,22,...,Tp).

— X : adhérence de X.

— 0X : la frontiere de X.

- X\Y : X privé de Y.

- Y1 ®Y; : la somme directe de deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel X.

— 1x : la fonction indicatrice de X définie de R dans R, valant 1 sur X, 0 ailleurs.

— |I~|lx : la norme d’une application linéaire h de X dans R.
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— [a,b], ]a,b], ]a,b], [a,b] : les intervalles avec borne inférieure a et supérieure b.

sup essf(x) : le supremum essentiel d’une fonction f sur un ensemble X.
zeX

in)f( f(z), ml)r(l f(z) : respectivement l'infimum et le minimum d’une fonction f sur
xe xE

un ensemble X.

1 siz >0,
sgen:rzeR— 0 sixz =0, :lafonction signe.
-1 six <O.

[-] : la fonction partie entiere.

[-] : la fonction partie entiere par exces.

vect(p1, ¢o, ..., ¢n) : Pespace vectoriel engendré par n fonctions ¢1, ¢o, ..., dp.
vect(Y, @) : Pespace vectoriel engendré par Y = vect(¢p1, da, ..., dn) et ¢.

AB : le vecteur défini par les deux points A et B.

AT : la transposée d’un vecteur ou d’une matrice A.

I,, : la matrice identité de taille n x n.

1, : le vecteur colonne de taille n ne contenant que des 1.

0, : le vecteur colonne de taille n ne contenant que des 0.

0n : le vecteur colonne de taille n ne contenant que des 6 € R.
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2 CHAPITRE 1. MEILLEURE APPROXIMATION AU SENS DE LA NORME L,

Dans ce chapitre, nous dressons un état de l’art et apportons des contributions (para-
graphes 2.3, 3.2, 4.2, 5 et 6.3) au probleme de meilleure approximation de fonctions et de
données discretes au sens de la norme L. Apres avoir rappelé quelques généralités sur I’ap-
proximation dans un espace vectoriel normé, nous étudions des références classiques concer-
nant le cadre général de ce probleme [Ric64a, Kri65, HR65, Pin76, Mic77, Pin89, DL93].
Nous étudions ensuite ce probleme de meilleure approximation dans un espace de Che-
byshev et faiblement de Chebyshev dont les exemples-type respectifs sont les fonctions
polynomiales et les fonctions splines polynomiales & nceuds fixés. Pour ces espaces, nous

considérons 'approximation de fonctions continues et de fonctions saut. Ces dernieres sont

définies comme suit.

Définition 1.1. Une fonction f est appelée fonction saut sur [a,b] en & €]a, b si :

f e C%[a,b]\{&)), hngl |f(z)] et hIIgl |f(z)|existent et sont finies.
Tr—§0 T—E&0

<& z>§0

Nous notons J¢,|a, b] 'espace vectoriel de telles fonctions.

Tandis que le probleme de meilleure approximation L; de fonctions continues a été
largement étudié dans la littérature [Uso67, Mic77, Kam79, Peh79, Som83, Str84], peu
d’articles font référence a la meilleure approximation L; de fonctions discontinues. Dans
[MPS95], Moskona, Petrucci et Saff s’intéressent a la meilleure approximation L; par un
polynéme trigonométrique d’une fonction de type Heaviside. Dans [ST99], Saff et Tashev
effectuent un travail similaire en utilisant une ligne polygonale. Les auteurs notent dans
les deux cas existence d’un phénomene de Gibbs pour une meilleure approximation L

de la fonction de Heaviside qui est cependant de moindre amplitude que celui observé en

norme Lo (voir la Figure 1.1).
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FIGURE 1.1 — Meilleure approximation L; (ligne pleine) et Lo (pointillés) de la fonction
de Heaviside par un polynéme trigonométrique de degré 10 (& gauche) et par une ligne
polygonale & vingt-et-un noeuds équirépartis (a droite).



1. APPROXIMATION DE FONCTIONS DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME 3

Cette conclusion intéressante justifie notre intérét pour le probleme de meilleure approxi-
mation L; de fonctions saut. Nous proposons donc dans ce chapitre I’étude d’un cadre
plus général englobant les deux cas particuliers cités précedemment. Nous obtenons des
résultats, présentés par ailleurs dans [GGNF14], concernant le probléme de meilleure ap-
proximation L; de fonctions saut dans des espaces de Chebyshev et faiblement de Cheby-

shev.

Nous étudions enfin le cas d iscret, notamment la régression linéaire ¢;. Nous donnons
des éléments de réponse concernant la robustesse de cette méthode aux points aberrants.
Enfin, nous mettons en évidence les limites d’une méthode de meilleure approximation #;

de données discretes par des splines polynomiales d’Hermite.

1 Approximation de fonctions dans un espace vectoriel normé

Soient (X, || -|) un espace vectoriel normé réel et Y une partie non-vide de X. Nous

notons également pour tout f € X\Y, 'erreur d’approximation par :
E(f,Y) = nf [f —g|. (1.1)
gey

Une solution de ce probleme est appelée meilleure approximation de f dans Y. Nous nous
intéressons dans la suite a l’existence, la caractérisation et 'unicité de telles solutions.

Sauf mention contraire, les démonstrations sont inspirées de I'ouvrage de Pinkus [Pin89].

1.1 Existence

Sans condition sur le sous-ensemble Y, nous ne pouvons pas garantir 1’existence d’une
meilleure approximation d’une fonction f € X. Nous rappelons alors le résultat suivant
issu de [Pin8&9).

Théoreme 1.2. Soit Y un sous-ensemble de X. Si l'une des affirmations suivantes est
vrale :

1. Y est compact,

1. Y est fermé dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de X,

alors pour tout f € X\Y, il existe un élément g* € Y pour lequel :

vgeY, |f—-g*<If—gl

Démonstration. i. Soit f € X\Y. Par définition de E(f,Y), il existe une suite {g,, n € N}
de fonctions dans Y telle que limy, 1o ||f — gn|| = E(f,Y). Or, Y est compact, donc il
existe une sous-suite convergente {g,,, k € N}. Nous notons la limite de cette sous-suite

g*. Aussi, pour tout k, par I'inégalité triangulaire :

1f =g < If = gnil + I gny — 971
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Par passage a la limite, il vient |f — ¢*|| < E(f,Y).
De plus, par définition, E(f,Y) < |f—g*||. Donc ||f—g*| = E(f,Y) et g* est une meilleure
approximation de f dans Y.
75. Supposons Y fermé dans U, un sous-espace vectoriel de dimension finie de X. Soient
f e X et heY. Pour approcher au mieux f dans Y, il suffit de considérer seulement les
éléments g € Y tels que :

If =gl < |f =hl =M.

Définissons alors A = {ge Y, |f —g| < M}. Posons aussi | f| = N. Ainsi, par I'inégalité
triangulaire, pour tout g € A4, ||g| < N + M.
L’ensemble A est alors fermé et borné dans un espace de dimension finie. Il est donc
compact. Nous concluons par 1.

O

Une conséquence directe et intéressante de la proposition ¢z est rappelée dans le corollaire

suivant.

Corollaire 1.3. 57 Y est un sous-espace vectoriel de dimension finie de X, alors pour

tout f e X\Y, il existe un élément g* € Y pour lequel :
VgeY, |f—=g*l<I|f—yl

1.2 Caractérisation

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment le théoreme de Hahn-Banach permet
de caractériser la meilleure approximation dans un espace vectoriel normé. Il s’agit de la

version analytique de Hahn-Banach que nous énoncons ci-dessous.

Théoréme 1.4 (Hahn-Banach). Si Y est un sous-espace vectoriel de X, alors toute forme

linéaire continue sur'Y se prolonge en une forme linéaire continue sur X de méme norme.

Nous énongons donc maintenant le résultat principal de ce paragraphe issu de [Pin89]
concernant la caractérisation d’une meilleure approximation dans un espace vectoriel

normeé.
Théoréme 1.5. Soient Y un sous-espace vectoriel de X et f € X\Y. Pour tout élément
g* deY, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. g% est une meilleure approximation de f dans Y .

1. il existe une forme linéaire continue sur X, de norme 1, dont le noyau contient Y et

qui vaut | f — g*|| en f.

Démonstration. Supposons que g* soit une meilleure approximation de f dans Y. Dans
ce cas, E(f,Y) = |f — g*|. Soit L le sous-espace engendré par Y et f. Définissons h une

forme linéaire de L comme suit. Pour a € R, ge Y,

haf +g) =alf —g*|
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Cette forme linéaire est continue. De plus, par définition, pour tout g € Y, h(g) = 0 et

h(f) = |lf — ¢*|. I reste & montrer que ||A||z = 1. Nous avons :

\h(af +g)| = lallf — g%,
1
< |a|Hf_ZH, ota#0etz=——geY,
(6%

< g +afl.

Si a = 0 alors |h(g)

= 0 < [}g]. Done [|A]|; < 1. De plus,
h(af —ag®)| = lof — ag”].

Donc ||h||z = 1. La proposition ii découle alors du théoreme d’Hahn-Banach.

Réciproquement, supposons i vraie. Soit g € Y, alors :

If=g*l=H(f-g")=H(f—g) <||H| < |f -9l =f -9l
Donc ¢g* est une meilleure approximation de f dans Y. ]

Remarque. 1l existe un autre théoreme de caractérisation basé sur les dérivées de Gateaux.

Nous renvoyons le lecteur intéressé a [Pin89], chapitre 1, page 3-4.

1.3 Unicité

Soit Y une partie non-vide de X. Pour tout f € X, définissons le sous-ensemble de Y

contenant toutes les meilleures approximations de f dans Y comme suit :

Py(f) ={g" €Y, |f = g* = E(f,Y)}.
Proposition 1.6. Si Y est conveze alors Py (f) est convexe pour tout f € X.

Démonstration. Soient g1, g2 € Py(f). Pour tout A € [0,1], (Ag1 + (1 = A)g2) €Y car YV
est convexe. Do, |f — (Ag1 + (1 — N)g2)|| = E(f,Y). De plus,

If = (Ag1 + (1 =Ng2) | S Af —gull + A = NIf — g2l = E(f,Y).
Donc (Ag1 + (1 —N)g2) € Py (f). O

Dans la suite, Y est encore supposé convexe et nous énongons le théoréeme d’'unicité suivant
issu de [Pin8&9).

Théoreme 1.7. Soit Y un sous-ensemble conveze d’un espace vectoriel normé strictement

convere. Alors, pour tout f € X\Y, Py(f) contient au plus un élément.

Remarque. Nous rappelons qu’'un espace est dit strictement convexe si sa boule unité

fermée est strictement convexe. Autrement dit, pour tous x,y dans la boule unité fermée
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et tout A € [0,1], [tz + (1 —t)y| < 1. Par exemple, 'espace {s est strictement convexe. Au

contraire, ’espace 1 ne l'est pas.

Démonstration. Supposons par absurde qu'il existe g1, g2 € Py (f), g1 # g2- Notons que

E(f,Y) > 0car fe X\Y. De plus, Ef(}g}i) et Ef(}g;) appartiennent & la boule unité fermée

de X. L’espace X est strictement convexe donc pour tout A €]0,1] :

-0
E(1.Y)

f =92

+(1—)\)E(fy)

p

<1

Par conséquent :

A =g1) + (A= N(f = g2)| < E(,Y).

Or, Py (f) est convexe. D’ou la contradiction, ainsi g1 = go. O

2 Meilleure approximation de fonctions en norme [

2.1 Généralités sur les espaces L,

Soit ’espace mesuré (B, X, v) ou B est un ensemble réel, 3 la tribu engendrée par les

parties de B et v une mesure positive définie sur X.

Définition 1.8. L’espace L,(B,X,v), 1 < p < +0, est 'ensemble des fonctions a valeurs
réelles définies sur B, v-mesurables et telles que |f|P est v-intégrable.
L’espace Lo(B,X,v), est I'ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur B v-

mesurables et telles que sup ess |f(z)| < .
zeEB

Nous rappelons que le supremum essentiel (sup ess) de f sur B est le plus petit a dans
R U {+o} tel que f soit supérieur & a seulement sur un ensemble de mesure nulle.

Remarque. Dans la suite, nous notons l'espace L,(B, X, v) plus simplement L, (B, v).

Avec la convention que deux fonctions de L,(B, v) sont équivalentes si elles sont égales

v-presque-partout, 'espace Ly(B,r) muni de la norme :

£y = ( [ du<x>);’ L 1<p<+m,

| flleo = sup ess |f(z)], p=+o0,
z€B

est un espace de Banach. Il est également bien connu que le dual de L,(B,v), 1 <p < +®0
est Ly(B,v) ou 1/p +1/q = 1. En supposant que v est o-finie, le dual de L{(B,v) est
Ly (B,v). Le probleme d’approximation dans Li(B,v) est étudié dans ce paragraphe.
La théorie d’existence a déja été énoncée dans le paragraphe 1.1. Les questions de ca-

ractérisation et d’unicité de solutions sont donc discutées dans la suite.
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2.2 Caractérisation

Soit f € Li(B,v). Définissons 'ensemble des zéros de f, Z(f) = {x € B, f(x) = 0}
et son complémentaire dans B, N(f) = B\Z(f). Définissons également la fonction signe

comme suit :

1 sif(z) >0,
sgn(f(z)) =4 0 sif(z) =0,
—1 si f(z) <O.

Nous rappelons le théoréme de caractérisation de Kripke-Rivlin [Kri65], dont une démonstration

issue de [Pin89] et basée sur le Théoreme 1.4 d’Hahn-Banach, est donnée.

Théoréme 1.9 (Kripke-Rivlin). Soit Y un sous-espace de dimension finie de Li(B,v)
et f € L1(B,v)\Y. Alors g* est une meilleure approvimation L1(B,v) de f dansY si et

seulement si :

Vgey,

f sen(f(z) — g*())g(x) dv(z)
B

<[ b@la@. a2
Z(f—g*)
Démonstration. Supposons que (1.2) soit vraie. Soit g € Y.

1f =gl = fB sen(f(2) — g* (2) (f(@) — g (x)) du(a),
- f sen(f(x) — g (@) (f () — g(x)) dv(z) + f sen(f(z) - g" (@) (g(x) — g*(x)) dv(z),
B B

< Jyyn 10 g o) + f o) |90) =" @),

_ f (@) — g(2)] du(z) + f l9(2) — f(2)] du(a),
N(f—g*) Z(f-g*)
= |f =gl

Ainsi, ¢g* est une meilleure approximation de f dans Y.
Réciproquement, supposons que g* soit une meilleure approximation de f dans Y. Par le
Théoréme 1.5, il existe une forme linéaire continue H sur L (B, v) telle que :
i. {5 H(z)g(x) dv(z) = 0 pour tout g€ Y.
i | H| = 1.
i, {5 H(z)(f(z) — g*(x)) dv(z) = (5 |f(z) — g* ()] dv(x).
En utilisant ii et iii, il vient que H = sgn(f — ¢g*) v-presque-partout sur N(f — ¢*). En

utilisant i et ii, pour tout ge Y :

j sen(f(z) — g* (2))g(x) dv(z)
B

< L(f_g*) l9(a)] dv(a).

O]

Nous déduisons immeédiatement du Théoréme 1.9 le corollaire suivant.
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Corollaire 1.10. Soit g* € Y telle que pour tout ge Y :

fB sen(f(z) — g*(2)g(x) dv(z) =0, (1.3)

alors g* est une meilleure approximation L1(B,v) de f dansY .

Ce corollaire est lié au théoreme d’Hobby-Rice. Nous rappelons ce résultat essentiel en
meilleure approximation au sens de la norme L; et en donnons une extension tres utile

dans le paragraphe suivant.

2.3 Le théoreme d’Hobby-Rice, corollaire et extension

Supposons dans ce paragraphe que B soit un intervalle réel borné [a,b]. Le Corollaire
1.10 affirme que pour déterminer une meilleure approximation L; d’une fonction f €
Li([a,b],v), il suffit de déterminer une fonction changement de signe s telle que pour tout
geyY .

b
J s(z)g(z) dv(z) = 0. (1.4)
a

ou s est définie a partir de r (a déterminer en fonction de f) réels dans 'intervalle ]a, b[,
a=apg <o < <o <apq1=b 1reN¥

par ’expression :
r+1

s(@) = D (=)o, ayf(@). (1.5)

i=1

Pour que s soit égal a sgn(f — g*), il est nécessaire et suffisant que g* € Y interpole en
changeant de signe la fonction f uniquement en ces abscisses. Sinon, la fonction s est
différente de sgn(f — g*) et alors le Corollaire 1.10 ne s’applique pas. C’est en cela que
r dépend de f. Sans informations supplémentaires sur la fonction f et le sous-espace Y,
nous ne savons pas qualifier davantage cette dépendance mais ceci sera abordé dans les
paragraphes 3 et 4. Nous nous intéressons pour le moment au probleme d’existence d’une
fonction changement de signe satisfaisant (1.4). Le théoréme d’Hobby-Rice [HR65] permet
de montrer 'existence d’une telle fonction avec r < n quand Y est un sous-espace de
dimension finie de L ([a, b], v). Dans ce théoreme, la mesure v est supposée non-atomique.

Nous rappelons la définition de cette notion ci-dessous.

Définition 1.11. Une mesure v sur (B, X)) est dite non-atomique si pour tout A; € ¥ de

mesure non nulle, il existe Ay = A tel que 0 < v(Ag) < v(A4;).

Par exemple, la mesure de Lebesgue est non-atomique. Le théoreme d’Hobby-Rice

s’énonce comme suit.
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Théoréme 1.12 (Hobby-Rice). Soit Y un sous-espace vectoriel de dimension n < +0 de
Li([a,b],v) ot v est une mesure finie, non-atomique. Alors il existe une fonction change-

ment de signe s associée a T réels :
a=ap<a] <ag < < <app1 =D,

avec 7 < n telle que pour tout g€Y :

b
J s(z)g(x) dv(x) = 0. (1.6)

Nous rappelons la démonstration astucieuse de ce résultat donnée par Pinkus dans [Pin76]
qui est basée sur le théoreme d’antipodalité de Borsuk énoncé ci-dessous et pour lequel

nous pouvons trouver une démonstration dans [SFN169], chapitre 1, page 14.

Théoréme 1.13 (Antipodalité de Borsuk). Soit Q un voisinage de 0, ouvert, borné et
symétrique dans R™ et T € CY(0Q, R™), n < m une fonction continue et impaire. Alors
il existe x* € 0N tel que T'(x*) = 0.

Démonstration (Théoréme d’Hobby-Rice). Sans perte de généralité, nous pouvons nous
ramener a l'espace Lq(]0,1],v). Soit {¢;, j = 1,2,...,n} une base de Y. Il suffit de

montrer 'existence d’une fonction changement de signe s qui vérifie :
1
f s(x)pj(z) dz, j=1,...,n.
0

En utilisant (1.5), ce probléme revient & montrer I'existence de réels «; comme donnés

dans le théoreme qui vérifient :
r+1

Z(—wfi ;) dv(z) =0, j=1,2.....n.
=1 Qj—1

n+1
Soit S" = {x = (z1,22,...,ZTn+1), Z |z;| = 1} la sphére unité en norme ¢; de R"*1.
i=1

k
Définissons ap(x) = 0 et ag(x) = Z | 2]
i=1
Soit T'(x) = (T1(x), T2(x),...,Tn(x)) la fonction définie par :
n+1 a;i(x)
7yx) = 3, sens) | O @, =12
i=1 ai—1(x

La fonction T est continue et impaire. Nous appliquons alors le théoréme d’antipodalité
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de Borsuk. Il existe z* € S™ tel que :

ntl ai(x*)

Z Sgn(mff)J ¢j(z) dv(z) =0, j=1,2,...,n.
i=1 ai—1(x*)

Les éléments de la suite {sgn(x}),i = 1,...,n} changent de signe un nombre fini de fois,

disons r € N. Nous sélectionnons alors les r réels a;(z*) correspondants. Nous notons a

nouveau ces valeurs aq, g, ..., a,. On définit également ag = 0 et a1 = 1. Il vient :

r+1

2(—1)"] i ¢j(x) dv(z) =0, j=1,2,...,n.
=1 Qi—1

Nous avons donc montré l'existence d’une fonction changement de signe s satisfaisant

(1.6). 0

Le théoreme d’Hobby-Rice découle donc du théoreme d’antipodalité de Borsuk pour
m = n + 1. Cependant, ce théoreme est, sous cette forme, insuffisant pour caractériser
une meilleure approximation L; dans un sous-espace de dimension finie. En effet, sur
la Figure 1.2, nous mettons en évidence une meilleure approximation L; d’une fonction
continue, f : z +> sin(3z), dans l'espace P3 = vect(1,z, 22, 23) des fonctions polynomiales
de degré inférieur ou égal a trois, qui est de dimension quatre, sur l'intervalle [—1,1].
Le graphe de cette solution présente cing intersections avec celui de la fonction f. Or,
le théoreme d’Hobby-Rice ne permet pas de caractériser les solutions pour lesquelles le

nombre d’abscisses est supérieur a la dimension de 'espace.

15

0.5
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FIGURE 1.2 — Meilleure approximation L; (trait plein) de z +— sin(3z) (pointillés) par une
fonction de P3 sur [—1,1].

Si nous essayons de construire une solution de meilleure approximation L; de cette

fonction en utilisant le théoreme de Hobby-Rice, nous obtenons une fonction changement
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de signe s définie par quatre abscisses a1, ..., a4 telle que :
1 .
J s(z)r? de =0, j=0,1,2,3.
0

Nous pouvons démontrer par calcul que les abscisses o; = cos(in/5), i = 1,...,4, sont
solutions de ce systeme d’équations’. La fonction p; € P3 interpolant f aux abscisses a;

interpole de plus f en zéro (voir la Figure 1.3). Nous avons donc :

sgn(f —p1) # s.

Alors le Corollaire 1.10 ne s’applique pas. De plus :

1
5
J sgn(f(x) —pi(z))xr de = -1+ \g # 0.
—1
Nous pouvons donc conclure que p; n’est pas une meilleure approximation L; de la fonc-

tion x > sin(3x).

15

05

-05

s G

Q

FiGURE 1.3 — La fonction p; € P3 obtenue par interpolation aux abscisses calculées par le
théoreme d’Hobby-Rice mais qui n’est pas une meilleure approximation L.

Nous cherchons donc maintenant a déterminer une fonction po € Pg3 telle que =z +—

sgn(pa(z) — sin(3x)) soit définie par (1.5) par cing autres réels aq, ag, . .., a5 vérifiant :
1 .
J sgn(pa(z) — sin(3x))x? dv(z) =0, j=0,1,2,3.
1
Nous pouvons vérifier que les abscisses o; = cos(in/6), i = 1,...,5, sont solutions de ce

systeme d’équations. Par application du Corollaire 1.10, nous montrons que la fonction

p2 est une meilleure approximation L; de x — sin(3z). Elle est représentée sur la Figure

1. Nous verrons par la suite que, par la Proposition 1.19, page 16, cette solution est unique.



12 CHAPITRE 1. MEILLEURE APPROXIMATION AU SENS DE LA NORME L,

1.2. Nous constatons donc dans ce cas que le théoreme d’Hobby-Rice n’est pas suffisant
pour caractériser une solution de meilleure approximation Li. Suite a ce constat, nous
proposons donc un corollaire du théoreme d’Hobby-Rice, issu de [GGNF14] qui a notre

connaissance n’avait jamais été noté.

Corollaire 1.14. Soient Y un sous espace de dimension n < 4o de Li([a,b],v) ou v
est une mesure finie non-atomique et m un entier non nul donné tel que m = n. Alors il

existe une fonction changement de signe s associée a 1y, réels
a=o <o <ay<--<ap, <,+1 =Db,

avec T, < m telle que pour tout g€ 'Y :

b
j s(z)g(x) dv(z) = 0. (1.7)

Démonstration. Soit E un sous-espace de dimension m de Li([a,b],v) tel que Y < E.

Nous appliquons alors le théoreme d’Hobby-Rice sur le sous-espace E. O

Le théoreme d’Hobby-Rice et son corollaire sont utiles pour caractériser une meilleure
approximation L; d’une fonction continue (voir les paragraphes 3.1 et 4.1). Nous considérons
de plus dans notre étude le cas de la meilleure approximation L; de fonctions saut en &

dont la définition a été donnée dans l'introduction du chapitre.
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FIGURE 1.4 — Une meilleure approximation L; de la fonction de Heaviside par une fonction
de P3.

Ce cas nécessite un traitement différent car un changement de signe dans la différence entre
la fonction a approcher f et sa meilleure approximation g* peut se présenter également

a la discontinuité & (voir la Figure 1.4). Or, le théoréme d’Hobby-Rice ne garantit pas



2. MEILLEURE APPROXIMATION DE FONCTIONS EN NORME L, 13

que l'un des «; soit égal a &. Nous décidons donc de chercher une solution de (1.6)
avec une des valeurs «; fixée a &y. Sans perte de généralité, nous énongons ce théoreme
original, présenté par ailleurs dans [GGNF14], sur Li([—1,1],v) et avec £ = 0. En effet,
nous pouvons montrer que Jg,[a, b] et Jo[—1, 1] sont homéomorphes via une homographie.
Ceci nous permet d’établir une version symétrique du théoreme d’Hobby-Rice en éliminant
les fonctions paires. Cette nouvelle version se révélera essentielle pour caractériser les
solutions de meilleure approximation L; de fonctions saut dans un espace de Chebyshev
et faiblement de Chebyshev.

Théoréme 1.15. Soit Y un sous-espace de dimension n < o« de Li([—1,1],v) ot v est
une mesure finie non atomique. Soit Z le sous-espace de Y formé par les fonctions paires
avec ¢ = n —dim Z. Alors pour tout m = q fixé, il existe une fonction changement de

signe associée @ 2ry, + 1 réels, royy <m :
—l=a_,1 <0y, < <o 1<o=0<o1 <---<a, <ar,+1 =1,

avec a_; = —q, 1t =1,...,7ry telle que pour tout ge'Y :

1
f_l s(x)g(x) dv(z) = 0. (1.8)

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste a déterminer la partie positive de la
suite de réels oy, @ = 1,...,r, par application du corollaire du théoreme d’Hobby-Rice
(Corollaire 1.14) a un espace Y < L1([0,1],v) bien choisi de dimension ¢ < ¢, de fagon &
déduire (1.8) par symétrie.

Quelle que soit la fonction changement de signe s avec un changement de signe en 0 et

g €Y, nous avons :

1 1
| s@g@iv) = | s - g(-o)dv(e).
-1 0

Ceci montre que I’égalité (1.8) est automatiquement satisfaite par tous les éléments g € Z.
Définissons ’espace W de dimension ¢ tel que Z @ W = Y. Le probleme consiste alors a

déterminer une fonction changement de signe s telle que :

1
fo s(z)(g(x) — g(—z))dv(z) = 0 pour tout g € W.

Cette propriété est obtenue en appliquant le Corollaire 1.14 a ’espace Y défini comme
suit :
Y ={g:z€[0,1] - g(z) — g(-x), ge W},

qui est effectivement de dimension au plus gq. O

Ce théoreme caractérise le cas ou les abscisses «; sont symétriques par rapport a

zéro. Cependant, nous ne sommes pas encore parvenus & déterminer dans le cas général
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I’existence de cas ou cette symétrie n’existe pas. Il est également difficile de préciser r,, en
fonction de m. Nous verrons cependant dans les paragraphes 3 et 4 des résultats précis a

ce propos lorsque le sous-espace considéré est de Chebyshev ou faiblement de Chebyshev.

2.4 Unicité

Nous ne pouvons pas appliquer le Théoreme 1.7 pour garantir 'unicité de solution au
probleme de meilleure approximation L. En effet, 'espace L1(B, ) n’est pas strictement
convexe. Nous pouvons rapidement trouver un contre-exemple en considérant 1’espace
Li([0,1], ) ou p est la mesure de Lebesgue. Nous considérons les fonctions z +— 1 et
x +— 2z. Elles appartiennent toutes deux a la boule unité fermée de L; ([0, 1], 1) mais il

existe une combinaison linéaire de ces deux fonctions de norme 1. En effet :

1
-1+ =2z

1 1
2 2

1

Comme le Théoreme 1.7 ne s’applique pas, il est donc légitime de se demander s’il existe
des conditions permettant d’obtenir 'unicité. Nous rappelons le résultat suivant (voir par

exemple [Pin89]).

Proposition 1.16. Soit Y un sous-ensemble de Li(B,v) tel que toute fonction de L1 (B, v)
posséde au moins une meilleure approximation Ly dans Y. Soient f € L1(B,v) et g* une
meilleure approximation Ly de f dans Y, alors g € Y, § # g* est aussi une meilleure

approximation de f dans Y si et seulement si :

i. (f—=9")(f—79) =0 v-presque-partout sur B,

i | seu(f@) - ' @)@ - @@ = [ ) - g*@)] dvl).
B Z(f-g*)

Démonstration. Soit § une autre meilleure approximation de f dans Y. En utilisant la

démonstration du Théoreme 1.9, nous avons :

If—9%l = JB sgn(f(z) — g*(x))(f(z) — ¢*(z)) dv(x),
= JB sgn(f(z) — g*(x))(f(x) — g(x)) dv(z) + f sgn(f(z) — g*())(g(x) — g%(x)) dv(z),

B

= f | (x) = g(a)] dv(z) + f |9(z) — g*(z)] dv(x),
N(f-g*) Z(f-g*)
= [ f(z) = g(@)[lx.

Il vient :
~ sgn(f — g*)(f — §) = |f — §] v-presque-partout sur N(f — g*),
= Spsen(f —g)(G—g") dv = 1§, e 17— g*| dv.
Nous en déduisons ¢ et ii.
Réciproquement, supposons que § # g* satisfasse ¢ et ii. Par la précédente suite d’égalité,

nous déduisons que § est aussi une meilleure approximation. ]
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Le corollaire suivant issu de [Kri65] donne une condition suffisante afin d’obtenir I'unicité.

Corollaire 1.17. Soit g* une meilleure approximation Ly de f dans Y. Si l'inégalité

stricte :

f sgn(f(z) — g% (z))g(z) dv(z)| < J |9(2)] dv(z), (1.9)
B Z(f—-g%)

est vérifiée pour tout ge Y, g # 0, alors g* est unique.

I1 faut remarquer que cette condition suffisante ne peut étre satisfaite que lorsque v(Z(f —
g*)) # 0. Autrement dit, elle s’applique dans les cas ou le théoreme d’Hobby-Rice ou son
extension ne sont pas applicables pour déterminer une meilleure approximation Li. Ainsi,
il est difficile de conclure sur les conditions a respecter pour obtenir I'unicité des solutions.

Cependant, pour les espaces de Chebyshev, nous pouvons donner quelques résultats.

3 Meilleure approximation de fonctions en norme L; dans

un espace de Chebyshev

Le nombre des abscisses «; reste incertain dans le théoreme d’Hobby-Rice. Une fagon
classique de résoudre ce probleme, utilisée par exemple par Kripke et Rivlin [Kri65] et
Micchelli [Mic77], est d’utiliser des espaces de Chebyshev dont la définition est rappelée

ci-dessous.

Définition 1.18. Un sous-espace de C9[a, b] est appelé espace de Chebyshev de dimension

n sur [a,b] si tout élément non-trivial de Y posseéde au plus n — 1 zéros distincts.

Les espaces de Chebyshev et leurs extensions jouent un role important en théorie de
Papproximation, en statistiques [KS66| mais aussi en modélisation géométrique [Maz06,
KMO7]. Les fonctions polynomiales sur un intervalle réel et les polynémes trigonométriques
sur [0,27[ sont des exemples classiques de espaces de Chebyshev. Nous accordons un
intérét particulier pour l'exemple des fonctions polynomiales dans le cas du probléme
de meilleure approximation de fonctions saut. Avant cela, nous rappelons deux résultats

classiques concernant la meilleure approximation L de fonctions continues.

3.1 Cas des fonctions continues

Nous rappelons tout d’abord un corollaire du Théoreme 1.12 dans le cadre des espaces

de Chebyshev (voir par exemple [Nii89)).

Proposition 1.19. Soit Y un espace de Chebyshev de dimension n sur |a,b|. Alors pour

tout m = n fixé, il existe une fonction changement de signe s associée a des réels :

a=ap<a] <ag << Qp<qni1 = b,
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satisfaisant pour tout g€ Y :

b
J s(z)g(x) dv(x) = 0. (1.10)

a

De plus, si m = n, s est unique.

La proposition précédente fait appel au lemme suivant dont la démonstration se trouve

par exemple dans [N1i89], page 13.

Lemme 1.20. Soient Y un espace de Chebyshev de dimension n sur |a,b] et {z;, i =
1,...,7}, r < n, un ensemble r abscisses distinctes dans l'intervalle Ja,b[. Alors il existe

un élément de Y qui s’annule et change de signe uniquement aux abscisses x;.

Démonstration (Proposition 1.8). Soit m fixé supérieur ou égal a n. D’apres [Zal75], il
existe un espace de Chebyshev E de dimension m sur [a, b] tel que Y c E.

Nous appliquons alors le Théoreme 1.12 sur I’espace de Chebyshev E. Il existe une fonction
changement de signe s définie par des réels {oy, i = 1,...,7}, 7 < m telle que (1.10) soit
satisfaite. Supposons par ’absurde r < m.

Par application du Lemme 1.20, il existe une fonction g € Y qui s’annule et change de
signe uniquement aux «; sur [—1,1].

La fonction = +— s(z)g(z) est de signe constant sur [a,b] et donc :

1
f_l s(z)g(z)dv(x) # 0.

Ceci contredit (1.10) et 'existence de m réels «; satisfaisant (1.10) démontrée.
Supposons m = n et qu’il existe une autre fonction changement de signe définie par
d’autres réels {3;, i = 1,...,n} satisfaisant (1.10). Posons fy = ag = —1 et fBpy1 =

an+1 = 1. Définissons les deux fonctions changement de signe :

n+1

Sa(x) = Y (1) Lo,y a,0(2),

i=1

n+1

sp(z) = Y (=1)1s,_, g, 1(2).

i=1
Soit p € N tel que :

ap = min {a; | a; # B}
1,...,n

i=1,...,

Supposons «,, < 35, sinon nous échangeons les roles de a et 8. Il vient que :

sa(z) —sg(x) =0, x€|ag, ap), (1.11)
(=) (salap) = sp(ap)) > 0, (1.12)
(—l)i(sa(x) —sg(x)) =20, zelo_1,04], i=p,...,n. (1.13)



3. MEILLEURE APPROXIMATION DE FONCTIONS EN NORME L; DANS UN ESPACE DE
CHEBYSHEV 17

En effet, nous avons (1.12) car :

(=P (salap) = splap)) = (=DPTH(=1)P* = (=1)P)
= (=11~ (-1))
=2>0.

Nous avons (1.13) car pour i =p+1,...,n+ 1l et x € [a;—1, ] :

(=1)'(sal@) = s5(x)) = (=1)'((=1)" = s5())
(=1)*(1 = (=1)'sp(2)) = 0.

Soit {¢j, j =1,2,...,n} une base de Y. Définissons maintenant :

gp() = det(or(1))jy s @ € [a,b],

ot (Y1,---,7) = (a1,...,&j—1,aj41,...,2). Comme Y est un espace de Chebyshev (voir
par exemple [Pin89], Annexe A, page 195), en remplagant g, par —g, si nécessaire, nous
avons :

(=1)'gy(z) 20, z€[ai_1,04], i=p+1,....,n+1, (1.14)

et
(=1)P*g,(ap) > 0. (1.15)

La fonction g, change de signe en chaque «; sauf en a,.
En utilisant (1.13) et (1.14) :
gp(x)(sa(x) —sp(x)) 20, ze€l|o-1,04], i=p+1,...,n+1, (1.16)

et en utilisant (1.12) et (1.15) :

9(ap)(salap) = sp(ap)) > 0. (1.17)

D’ou :

b

b
f 9p(2)(s0(2) = sp(2)) do = f 9p(2)(sa(x) = sp(x)) dz par (1.11),

a ap

>0 par (1.16) et (1.17).

Ceci contredit le fait que s, et sg soient solutions de (1.10) pour 'espace de Chebyshev
Y. O

Cette proposition permet de démontrer le théoréme classique suivant concernant la meilleure
approximation L; d’une fonction continue dont nous rappelons une démonstration issue

de [Niig9].
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Théoréme 1.21. Soit Y un espace de Chebyshev de dimension n sur [a,b]. Toute fonction
f continue sur [a,b] posséde au plus une meilleure approximation Ly dans Y.
De plus, si vect(Y, f) est un espace de Chebyshev de dimension n + 1 sur [a,b] alors g*,

la meilleure approximation Ly de f dans Y, est déterminée par :

g*(ai):f(ai)v 2.217"'777‘7
ot les ay; sont les réels définis dans la Proposition 1.19, page 16.

Démonstration. L’existence d’une solution a déja été montrée par ailleurs dans le Théoreme
1.2. Supposons qu’une solution g; soit telle que v(Z(f —g1)) = 0. Par la Proposition 1.19,
Z(f — g1) contient au moins n points. Supposons désormais qu’il existe une autre solution

g2. Nous devons alors avoir par la Proposition 1.16 :

(f—g))(f—g2) 20, v—p.p.sur [a,b].

Il vient alors que g1 et go doivent étre égales en au moins n points. Or, Y est un espace
de Chebyshev de dimension n, donc g1 = ga.

Supposons que f possede deux meilleures approximations L; notées g1 et go telles que
v(Z(f —g1)) # 0 et v(Z(f — g2)) # 0. Pour tout A € [0, 1], nous pouvons montrer que
Ag1(x) + (1 —A)g2(x) est aussi une meilleure approximation de f. Définissons une fonction
Y sur [0,1] x [a,b] telle que :

YA @) = flz) + Agi(z) + (1 = N)gz(z).

S’il existe A € [0, 1] tel que v(Z(g(A,-)) = 0 alors nous concluons par le résultat précédent.
Supposons alors que pour tout A € [0, 1], v(Z(g(\, -)) > 0. Nous utilisons le Lemme 4.7 de
[Ric64b] page 120. 11 affirme qu’il existe A; et A\a tels que v(Z(g(A1,-)) N Z(g(Ae,-)) # 0.
En particulier, Z(g(A1,-)) n Z(g(\2,)) contient n points et donc :

Ag1 + (1= A1)g2 = dag1 + (1 — A2)ge.

Il vient donc g; = go.
Supposons maintenant que f soit telle que vect(Y, f) est un espace de Chebyshev de
dimension n + 1. Comme Y est un espace de Chebyshev, par application du Lemme 1.20,

page 16, il existe une unique fonction g* € Y telle que :

g () = flay), i=1,...,n.

De plus, comme vect(Y, f) est un espace de Chebyshev, la fonction g* — f € vect(Y, f)
possede au plus n zéros. La fonction g* est donc la meilleure approximation de f dans
Y. O

Ce théoreme explique le fait que nous observions, dans la Figure 1.2, page 10, plus
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d’intersections entre le graphe de la fonction x — sin(3z) et celui de sa meilleure ap-
proximation L, g* € P3 sur [—1,1]. En effet, 'espace engendré par (1,x, 2% 23, sin(3z))
n’est pas un espace de Chebyshev. Alors, 'unique suite de quatre réels déterminés dans la
Proposition 1.19, page 16, ne permet pas de construire la meilleure approximation L; de

la fonction x + sin(3x).

3.2 Cas des fonctions saut

Dans cette partie, nous étudions pour la premiere fois le probleme de meilleure ap-
proximation L; de fonctions saut dans un espace de Chebyshev. Nous allons énoncer un
nouveau résultat issu de [GGNF14] qui prolonge le Théoréme 1.15, page 13, pour un es-
pace de Chebyshev. Ce résultat sera indispensable pour démontrer un théoreme d’unicité

sous certaines conditions. Avant cela, nous avons besoin du lemme original suivant.

Lemme 1.22. Soit Y un espace de Chebyshev de dimension n < +o sur [—1,1]. La

dimension du sous-espace de 'Y formé par les fonctions paires est au plus [n/2].

Démonstration. Supposons n pair. Le cas n impair est similaire. Supposons par ’absurde
que Z, le sous-espace de Y formé par les fonctions paires, soit de dimension n/2 + 1. Nous
appliquons alors le Théoréeme 1.15 avec m = n/2 — 1. 1l existe une fonction changement

de signe associée a 2r,, + 1 réels, r,,, <m:
—l=a, 1<0a,, < <o 1<og=0<a <<, <op +1 =1,

avec a_; = —ay, t = 1,..., 7, telle que pour tout ge Y :

1
J1 s(x)g(x) dv(z) = 0. (1.18)

Nous notons que 2r,, + 1 < n. Comme Y est un espace de Chebyshev, par application du
Lemme 1.20, page 16, il existe g € Y qui change de signe uniquement aux «; sur [—1,1].

Donc la fonction x — s(z)g(x) est de signe constant sur [-1,1] et :

1
fl s(z)g(z)dv(x) # 0.

Ceci contredit (1.18). O

En supposant que la dimension du sous-espace de Y formé par les fonctions paires est

de dimension exactement [n/2], nous sommes en mesure de montrer le résultat suivant.

Proposition 1.23. Soient Y un espace de Chebyshev de dimension n < 400 sur [—1,1]
et Z le sous-espace de'Y formé par les fonctions paires. Supposons dim Z = |n/2|. Alors il
eriste une unique fonction changement de signe s associée & une suite croissante de réels

[077%

-1 = Q_|n/2|—1 < Q_|n/2] < <o <og=0<a; << Q|n/2| < Q|nj2|+1 = 1,
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avec a_; = —q;, 1 =1,...,|n/2| telle que pour tout ge'Y

1
J_l s(z)g(x) dv(x) =0, j=1,2,...,n. (1.19)

Démonstration. Nous appliquons le Théoreme 1.15, page 13 pour m = |n/2|. Ainsi par la
propriété de symétrie des réels définissant la fonction changement signe dans ce théoreme,
nous obtenons au plus n réels {a;, i = —r,...,r}avecap=0et a_p = —ag, k=1,...,r
tels que (1.8) soit satisfaite. Supposons que r < |n/2].

Comme Y est un espace de Chebyshev, par application du Lemme 1.20, page 16, il existe
g € Y qui change de signe uniquement aux «; sur [—1,1].

Donc la fonction z — s(z)g(x) est de signe constant sur [-1,1] et :

1
f s(z)g(x)dv(x) # 0.
-1
Ceci contredit (1.19).
Supposons maintenant qu’il existe d’autres réels {#;, i = —|n/2|,...,|n/2]}, non tous
égaux aux q; satisfaisant (1.19). Nous avons By = ag = —1 et B o141 = Q41 = 1.

Définissons les deux fonctions changement de signe suivantes :

n/2]+1 '

Sa(ﬂf) = (_1)21[ai_1,ai[($)v
i=—|n/2|
[n/2]+1 .

spl@) = ) (=)', p(@).
i=—|n/2|

Des lors, nous procédons exactement comme dans la démonstration de la Proposition 1.19,

page 16, pour démontrer 'unicité. O

Grace a ce résultat, nous sommes en mesure de montrer le théoreme original d’unicité
suivant issu de [GGNF14].

Théoréme 1.24. Soit Y un espace de Chebyshev sur [—1,1] de dimension n avec n pair.
Supposons que le sous-espace formé par les fonctions paires de Y soit de dimension n/2.
Alors toute fonction f € Jo|—1,1] admet une unique meilleure approximation Ly dansY .
De plus,

si tout élément de vect(Y, f) a au plus n zéros simples, (1.20)

alors la meilleure approximation L1 g* de f dans Y est déterminée par :
9" () = flay), i=-n/2,—n/2+1,...,—1,1,...,n/2,

ot les ay; sont ceux donnés par la Proposition 1.23, page 20.
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Démonstration. Supposons tout d’abord que g1, une meilleure approximation de f dans
Y, soit telle que v(Z(f — g1)) = 0. Comme n est pair, par la Proposition 1.23, Z(f — g1)
contient au moins n éléments. Supposons aussi qu’il existe une autre solution gs. De
méme que pour g1, Z(f — g2) contient au moins n éléments. Nous devons alors avoir par

la Proposition 1.16, page 14 :

(f—91)(f—92) =0, v—p.p.sur|[—11].

S’il existe x € Z(f — g1) tel que g1(x) # g2(z) alors f(x) — g2(x) # 0. La derniere inégalité
ne peut donc pas étre satisfaite de part et d’autre de x. Donc g1 et go doivent étre égales
sur Z(f — g1) en au moins n points. Or, Y est un espace de Chebyshev de dimension n
sur [—1,1]. Donc, g1 — g2 = 0.

Supposons maintenant que f ait deux meilleures approximations L1, g1 et g2, telles que
v(Z(f —g1)) # 0 et v(Z(f — g2)) # 0. Nous procédons comme dans la démonstration du
Théoreme 1.21 pour montrer que g; = go.

Nous savons par la Proposition 1.23, page 20 qu’il existe une unique suite de n réels «;
telle que (1.19) est satisfaite. D’apres [Zie79], Chapitre 1, page 1, il existe une fonction
g* €Y telle que g* — f s’annule aux a;. Comme tout élément non trivial de vect(Y, f) a
au plus n zéros simples alors ¢* — f s’annule uniquement aux «;. La fonction g* est donc

la meilleure approximation L1 de f dans Y. O

Nous ne pouvons pas conclure en général sur 'unicité de la meilleure approxima-
tion L; dans un espace de Chebyshev sur [—1,1] de dimension impaire. En effet, si nous
considérons une fonction g* avec la propriété v(Z(f — g*)) = 0, alors par la Proposition
1.23, Z(f — g*) a au moins n — 1 éléments. Nous ne pouvons donc pas conclure comme
dans la premiere partie de la démonstration du théoreme précédent. En pratique, pour
certaines fonctions, il reste un parametre libre pouvant étre déterminé en fixant la valeur
de la solution en 0 & une valeur entre la partie inférieure et la partie supérieure du saut,
g*(0) €]£(07), f(07)[. Cette valeur ne doit pas changer la fonction changement de signe
de f — g*. Si au contraire g*(0) ¢]f(07), f(0T)[, alors la fonction qui interpole les «; de
la Proposition 1.23 ne présente pas de changement de signe en 0 et ne peut donc pas étre

une meilleure approximation de f.

A titre d’exemple, nous considérons ’espace P,,_1[—1, 1] des fonctions polynomiales
de degré au plus n — 1 sur [—1,1]. C’est un espace de Chebyshev sur [—1, 1] de dimension
n sur [—1,1]. Sa base canonique {1,z,22 ... ,2" !} posséde la propriété d’avoir [n/2]
fonctions paires. Nous pouvons donc appliquer la Proposition 1.23. De plus, nous pouvons

déterminer explicitement les réels «;.
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Proposition 1.25. Soient P,,_1[—1,1] ’espace des fonctions polynomiales de degré au

plus n — 1 sur [—1,1] et m un entier supérieur ou égal a |n/2| alors il vient :

m+1 Croy
VPeP, 1[-1,1], )] (—1)1J P(z) dz =0, (1.21)
i=—m Qi—1
ou L
ai:cos(w>, i=—m—1,...,m+1. (1.22)
Remarque. Les réels «;, i = —m, ..., m, sont les zéros du polynéome de Chebyshev de

deuxieme espece de degré 2m + 1 défini comme suit :

sin((m + 2)0)

Tin+1(cos(0)) = sin(0) )

0€[-mmn]. (1.23)

La démonstration suivante est inspirée de celle du Théoreme 4.10 de [N89].

Démonstration. Soient {Ty,T1,...,T,—1} la base des polynémes de Chebyshev de premiere
espece, la fonction changement de signe associée a une suite croissante de 2m + 1 réels a; :
m+1 )
sa(T) = 2 (=1)"La,_y aap(2),

i=—m

et 04(0) = sa(cos(h)), 6 € |0, 7]. La fonction o, est étendue a [—m, 0] en posant :
0a(0) = —0a(-0),

et sur R par 2m-périodicité.

Par définition des «y;,

T (0 + ”) = —0a(0). (1.24)

2m! + 2

Il vient pour £k =0,1,...,n —1 que :

m'+1 a;

i;m,(—w Ja To(x) do = L 00(8) cos(k6) sin 6 df
_ % JOW 0(0) (sin((k + 1)) — sin((k — 1)8)) d6
_ le 0 (8) (sin((k + 1)8) — sin((k — 1)8)) dé.
Il faut donc montrer pour k£ = 0,1,...,n que :

fﬂ 0q(0) sin(kd) df = 0.

—Tr
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Ceci est vérifié pour k = 0. Soit k € {1,2,...,n} alors, par périodicité et (1.24),

T ) T T ) T
f_ﬁaaw) Sll’l(k’e) do = — J_ﬂ— Oq <9 + M) sin (]C (9 + QTI’LI—|—2)> d@,

— —cos (’”) J " (0 sin(k0) 6 — sin (’”) J " 00 (0) cos(k) 40,

2m' +2 ) J_, 2m’' +2 ) J_,

o (m) f " (6) sin(kf) do,

2m' +2 /) J_,
= 0.

Ceci conclut la démonstration. O

Sous la condition (1.20), les abscisses obtenues en Proposition 1.25 permettent de cal-
culer des meilleures approximations L de certaines fonctions saut par des fonctions poly-
nomiales. Nous pouvons par exemple déterminer la meilleure approximation polynomiale

au sens Lj sur [—1,1] de la fonction de Heaviside :

0 siz<0
H:zeRw—<{ 1 siz=0 (1.25)
1 siz>0

par application du Théoreme 1.24.

12

08 B . . -

06— —

02— —

-02 !
2 -

FIGURE 1.5 — Unique meilleure approximation L; de la fonction de Heaviside par une
fonction de Ps.

Nous déterminons ainsi 'unique meilleure approximation L; de la fonction de Heaviside
par une fonction polynomiale de degré au plus trois par interpolation de Lagrange aux
abscisses cos(im/6), i = 1,...,5, comme illustré sur la Figure 1.5. En effet, nous pouvons
vérifier que vect(Ps, H) vérifie la propriété (1.21). Supposons par l'absurde qu’il existe

une fonction dans vect(Ps3, H) qui possede cing zéros simples. Ceci revient a montrer qu’il
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existe un élément g € P3 tel que la fonction g — H posséde cing zéros simples sur [—1, 1].
Nous raisonnons sur la répartition de ces zéros. Il est impossible d’avoir quatre ou cing
zéros sur [—1,0] ou [0,1] car g posséde au maximum trois zéros. Si g — H s’annule trois
fois sur [—1,0] (respectivement [0,1]) et deux fois sur [0, 1] (respectivement [-1,0]), alors

g possede deux points d’inflexion, ce qui est impossible.

En considérant toujours I’exemple polynomial et la fonction de Heaviside, nous donnons
un contre-exemple de 1'unicité de meilleure approximation L; d’une fonction saut dans le
cas d’un espace de Chebyshev de dimension impaire. Ce contre-exemple est illustré sur la

Figure 1.6.

14

FIGURE 1.6 — Deux meilleures approximations L; de la fonction de Heaviside par une
fonction polynomiale de degré au plus 2.

Nous considérons deux fonctions dans Po[—1, 1] notées g; et go. La fonction g; est définie

par interpolation linéaire de la fonction de Heaviside aux points définis dans la Proposition

1.25 :
I C S
-1 = 27 1= 2
Il vient : Y Y
2 2

Nous pouvons alors vérifier que la fonction H — g1, o H est la fonction de Heaviside, ne
change de signe qu’en a1, 0 et «. La fonction g; est donc une meilleure approximation

de H. Nous avons en particulier :
1
H = gils = | HE@) - (@) de,

-1
1
_ 2[0 H(z) - g1(«)] do,
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) (J: 1~ g1(2) do + Ll g(z) — 1 dx) ,

=21

Définissons maintenant go la fonction parabolique telle que g2(0) = 2/3 et qui interpole H

en a1 et oy. Il vient :

2 V21,
T)=5+—T—Z2".
Nous pouvons vérifier que la fonction H — g2 ne change de signe qu'en a1, 0 et a7 et

nous avons :

|H = g2l = V2~ 1.

Les fonctions g; et go sont donc deux meilleures approximations L; de la fonction de Hea-

viside par une fonction polynomiale de degré au plus deux.

Certains cas restent problématiques. Dans I’exemple présenté sur la Figure 1.7, la condi-
tion (1.20) n’est pas satisfaite. Nous notons que le nombre d’intersections n’est pas connu
a priori. Les abscisses «; observées sont néanmoins les abscisses de Chebyshev cos(in/8),
1 =1,...,7. Dans ’exemple présenté sur la Figure 1.8, nous notons une dissymétrie dans
les points d’intersections entre la meilleure approximation L et la fonction saut présentée.
Nous ne connaissons pas dans ce cas ’expression des abscisses. Cet exemple ne remet ce-
pendant pas en cause les résultats présentés, notamment 'unicité dans le Théoreme 1.24,

page 20.

FIGURE 1.7 — Unique meilleure approximation L; d’une fonction saut par une fonction
cubique.
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FicurE 1.8 — Unique meilleure approximation Lj, présentant une dissymétrie sur les
valeurs «;, d’une fonction saut par une fonction cubique.

4 Meilleure approximation de fonctions en norme L; dans

un espace faiblement de Chebyshev

Les espaces de splines polynomiales a nceuds fixés ne sont pas des espaces de Chebyshev.
En effet, de telles splines peuvent étre nulle sur un ensemble de mesure non nulle, donc
une infinité de fois, sans étre identiquement égale a zéro (voir la Figure 1.9). Cependant,
en général, les espaces de splines polynomiales & nceuds fixés sont des espaces faiblement
de Chebyshev.

FIGURE 1.9 — Une spline polynomiale, non identiquement nulle, possédant une infinité de
z€ros.

Définition 1.26. Un sous-espace Y de C[a, b] est appelé espace faiblement de Chebyshev
de dimension n sur [a, b] si tout élément de Y possede au plus n — 1 changements de signe

forts sur [a, b].

Nous rappelons que nous dénombrons les changements de signe forts en ignorant les

zéros. Sur la Figure 1.9, nous observons trois changements de signe forts et six changements
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de signe faibles. Le lecteur intéressé peut se référer a [Sch81], chapitre 2, page 25, pour
une définition précise des notions de changements de signe faibles et forts. Nous rappelons
un théoreme tres important issu de [NU89] qui établit un lien entre les espaces faiblement

de Chebyshev et les espaces de Chebyshev.

Théoréme 1.27. Soient Y un espace faiblement de Chebyshev de dimension n sur [a,b] et
{#j,7 =1,...,n} une base quelconque de Y alors il existe une suite {Y,, p € N} d’espace
de Chebyshev de dimension n sur [a,b] munie d’une suite de bases associée {¢jp,j =

1,...,n, pe N} telle que :

Jdim 6 = djple =0, j=12,....n. (1.26)

L’idée de la démonstration consiste a montrer que pour p € N, I'espace engendré par :

$ip(t) = JR 6i()Kp(s, 1) ds, j=1,....n
ou K, est le noyau de Gauss défini comme suit :

2
K,: (s,t)e R —> \/%6_%(8_1:)2,
est un espace de Chebyshev de dimension n sur [a, b]. Ensuite, nous pouvons montrer la
propriété de convergence (1.26). Le lecteur intéressé peut se référer a [Nii89], page 184,
pour les détails de la démonstration. Nous rappelons enfin un résultat issu de [Mic77]
qui nous sera utile pour établir les résultats de meilleures approximations de fonctions

continues et de fonctions saut dans un espace faiblement de Chebyshev.

Lemme 1.28. Soient Y un espace faiblement de Chebyshev de dimension n sur [a,b] et
s € Lo([a, b],v). Supposons que ’ensemble des zéros de s soit de mesure nulle et que pour

tout geY :

alors la fonction s posséde au moins n changements de signe forts sur [a,b].

4.1 Cas des fonctions continues

Comme dans le cas Chebyshev, nous rappelons une variante du Théoreme 1.12, issue

de [Mic77], dans le cadre des espaces faiblement de Chebyshev.

Proposition 1.29. Soit Y un espace faiblement de Chebyshev de dimension n sur |a,b].

Alors il existe une fonction changement de signe s définies par n réels :

a=aqp<a; <ag<-:-<ap<ap1 =0b,



28 CHAPITRE 1. MEILLEURE APPROXIMATION AU SENS DE LA NORME L,

telle que pour tout geY :

b
J s(x)g(x) dv(z) =0, j=1,2,...,n. (1.27)

Démonstration. Soit {¢;, j = 1,2,...,n} une base de Y. Comme Y est un espace fai-
blement de Chebyshev, par application du Théoreme 1.27, il existe une suite {¢;,, j =
1,2,...,n} de bases d’espaces de Chebyshev telle que :

pll)lfoo|‘¢]_¢],p|00:07 ]:1727"‘7n'

En appliquant la Proposition 1.19, page 16, nous pouvons trouver des suites {a;p}pen

définies sur |a,b] pour i = 0,...,n+ 1 avec agp = a, 41, = b pour p € N telles que :

n+l . Xi+1,p .
Z(—wf ¢jp(x) dv(z) =0, j=1,2,...,n.

i=1 Qi,p

Comme [a, b] est compact, pouri = 1,2,...,n, {®jp}pen admet une sous-suite convergente
et nous notons cette limite «;. Nous obtenons donc une suite croissante de n réels telle

que :
n+1

3 -1y fai 6:(x) dv(z) =0, j=1,2,....n. (1.28)
i=1 o1

Ces réels définissent une fonction signe. Par application du Lemme 1.28, cette fonction
signe doit changer de signe au moins n fois. La suite des réels {c;} est donc strictement

croissante. OJ

La différence fondamentale avec la Proposition 1.19, page 16, est qu’en général, nous
ne pouvons pas garantir l'unicité des réels «;. Le théoréme suivant par Micchelli [Mic77]
définit pour tout @ < 1 < --- < z, < b et pour Y un espace faiblement de Chebyshev,

I'ensemble Y [z1,...,z,] par :
{(g(z1),...,9(zn)), g telle que vect(Y,g) est un espace faiblement de Chebyshev} .

Théoréme 1.30. Soit Y un espace faiblement de Chebyshev de dimension n sur [—1,1].
Supposons que pour tout a < x1 < --- < xp < b, le plus petit sous-espace de R™ contenant
Y [z1,...,2y] soit de dimension n. Alors toute fonction continue f telle que vect(Y, f)
est un espace faiblement de Chebyshev de dimension n + 1 admet une unique meilleure

approzimation Ly dansY .
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4.2 Cas des fonctions saut

Dans ce paragraphe, nous proposons un résultat original issu de [GGNF14] qui étend

la Proposition 1.23, page 20, au cas des espaces faiblement de Chebyshev.

Proposition 1.31. Soient Y un espace faiblement de Chebyshev de dimension n < +00
sur [—1,1] et Z le sous-espace de Y formé par les fonctions paires. Supposons dim Z =
[n/2]. Alors il existe une fonction changement de signe s associée a une suite croissante

de réels :
—1= QA_|pnj2|-1 < Q_|pj2] <" < Q-1 <Qp = D<oy < < Ap/2| < Ap/2|+1 = 1,

avec a_; = —a;, i = 1,...,|n/2] telle que pour tout ge'Y

1
J_l s(zx)g(x) dv(x) =0, j=1,2,...,n. (1.29)

Remarque. Comme dans le cas Chebyshev, nous pouvons montrer que le sous-espace d’un
espace faiblement de Chebyshev de dimension n formé par les fonctions paires est de
dimension au plus [n/2]. C’est une conséquence du Théoreme 1.15, page 13 et du Lemme
1.28, page 27.

Démonstration. Soit {¢;, j = 1,2,...,n} une base de Y avec [n/2] fonctions de base
paires. Comme Y est un espace faiblement de Chebyshev, par application du Théoréme
1.27, il existe une suite {¢;,, j = 1,2,...,n, p € N} de bases d’espace de Chebyshev de

dimension n telle que :

pll}foo”qu_qu’ph):o’ J=L2,...,n.

De plus, nous avons vu que nous pouvons définir ¢;, pour tout j = 1,2,...,net pe N

comme suit :

@Aw=L@@&wwmw»

Alors si ¢; est paire, ¢;, I'est aussi. En effet :

¢m@w=L@@m@=ww@,

Grace a la Proposition 1.23, 20, nous pouvons trouver des suites {a;,, p € N} définies

sur [—1,1] pour ¢ = —|n/2|,...,|n/2] avec a—; ) = o p pour i =1,...,|n/2|, pe N telles
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que :
[n/2]+1

. [%i+1,p
(—I)ZJ ¢jp(x) dz =0, pourj=1,2,...,n,
|

i=—|n/2 %i,p

avec en particulier, agp = 0 a11, = 1 pour tout p € N.
Comme [—1,1] est compact, pour i = 1,2,...,n, {®;p, p € N} admet une sous-suite
convergente et nous notons cette limite «;. Nous obtenons donc une suite croissante de

réels telle que :

2+l
> CJYJ ¢j(x) dv(zx) =0, j=1,2,...,n. (1.30)
i=—|n/2] Qi1

Ces réels définissent une fonction signe avec 2|n/2| + 1 changements de signe. Par appli-
cation du Lemme 1.28, cette fonction signe doit changer de signe au moins n fois. Si n
est impair, alors 2|n/2| + 1 = n et nous concluons que la suite est strictement croissante.
Si n est pair, alors 2|n/2] + 1 = n + 1. Il est cependant impossible d’obtenir une fonc-
tion changement de signe a n changements de signe car la suite des «; est construite de
maniere symétrique. Donc la fonction changement de signe associée aux «; possede n + 1

changements de signe et alors la suite est strictement croissante. O

Nous venons ici de montrer que le nombre minimal de valeurs d’annulation entre une
fonction et une meilleure approximation L; est 2|n/2|. Nous pouvons donc en déduire

immédiatement le résultat suivant.

Proposition 1.32. Soit Y un espace faiblement de Chebyshev sur [-1,1] de dimension n
muni d’une base avec [n/2] fonctions paires, alors une meilleure approximation Ly d’une
fonction saut f € Jo[—1,1] dans'Y interpole f en au moins n points sin est pair et n — 1

points st . est impair.

5 Application aux splines polynomiales d’Hermite a noeuds

fixés

Nous définissons dans ce paragraphe les splines polynomiales d’Hermite a nocuds fixés.
Nous montrons que ces splines rentrent dans le cadre des résultats énoncés précédemment
pour la meilleure approximation de fonctions saut dans un espace faiblement de Chebyshev.

Nous utiliserons également ces splines dans les chapitres suivants.

Définition 1.33. Un spline polynomiale d’Hermite d’ordre k aux nceuds x = {x1, z2,...,Zn},
T1,%9, ..., Ty, est une fonction de régularité C* sur [z, 2,,], polynomiale de degré inférieur
ou égal a 2k + 1 sur chaque intervalle [z;, z;1+1]. Nous notons g’k,x I’espace vectoriel des

telles fonctions.

Une base de S, x est donnée dans la proposition suivante.
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Proposition 1.34. Soit x = {1, z2,...,z,} tel que x1,x9,...,2, et lesn(k+1) fonctions

sutvantes :

(1.31)

{pjy 5=0,....2k+1} U{pjy G=1,....,n—1, g=k+1,...,2k+1}

est une base de §k7x et dim §k,x =n(k+1).

Démonstration. Tout d’abord, les fonctions {p;, j =0,...,2k+1} et {pjq, j=1,...,n—
1, ¢g=k+1,...,2k + 1} appartiennent a §k,x- C’est évident pour {p;, j =0,...,2k + 1}
car ces fonctions sont polynomiales, C*®, de degré inférieur ou égal & 2k + 1. De plus,

wgz)(xj)zopour m=0,1,....,.q—1let qgq=k+1,k+2,...,2k+1,

et gpg?q)(mj) = ¢!. Alors les fonctions {¢jq, j=1,...,n—1, ¢g=k+1,...,2k + 1} appar-
tiennent a Sy, x.

Nous raisonnons maintenant par récurrence sur le nombre de nceuds.

Définissons xi, = {z1,..., 2}, k=1,...,n.

Pour n = 2, {pj, 7 = 0,...,2k + 1} est la base de Taylor pour g’k,xg. Supposons que la
proposition soit vraie pour n — 1 nceuds.

Soit z € §k7xn, alors

Z‘[xhwnfﬂ € thn_l .

Par ’hypothese de récurrence, il existe d’'uniques réels :

aO:"'70[2k+17ﬁ1,q7'-'a6n—2,lp q:k+1772k+17

tels que :
2k+1 n—2 2k+1
§=0 j=1q=k+1
Nous considérons alors la fonction :
2k+1
¢ =z—2Z— Z 5n71,q§0n71,q7
q=k+1
pour certains réels 3,_1 4. Pour ¢ = K+ 1,...,2k + 1, nous avons :

¢(q) (95:—1) = @ (x

S
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Posons alors pour ¢ = k+1,...,2k + 1,

Z(Q)(ﬂ%il) — 2@ (93;71)

q!

ﬁnfl,q =

La proposition est donc vérifiée pour n. ]

Ces espaces de splines sont définis d’'une maniere assez naturelle. Définir une spline
cubique d’Hermite, c’est définir ses valeurs aux noceuds ainsi que ses dérivées premieres
(voir Figure 1.10). Pour une spline quintique d’Hermite, nous devons en plus définir les

valeurs des dérivées secondes.

FI1GURE 1.10 — Une spline cubique d’Hermite.

Nous donnons maintenant une propriété importante de l'espace S, x.

Proposition 1.35. Pour tout x = {x1,x2,...,x,} € R"™ tel que x1,x9,...,2, et k € N,

§k7x est un espace faiblement de Chebyshev sur [—1,1] de dimension n(k + 1).

Démonstration. Pour n = 2, §k7xQ = P51 est un espace de Chebyshev, et par conséquent
un espace faiblement de Chebyshev.

Pour £ = 0, §k,xn = Six, est un espace faiblement de Chebyshev (voir par exemple
[N1i89], page 95).

Supposons maintenant que £k = 1, n > 2 et par I'absurde que z € gk,xn ait n(k + 1)
changements de signe forts. Par le théoréeme de Rolle, 2’ a n(k + 1) — 1 changements de
signe fort. Par récurrence, 2" a n(k + 1) — k = (n — 1)k + n changements de signe fort.
Or, z(%) est une spline polynomiale de régularité C° et de degré k + 1. Une telle fonction
a au plus (n —1)(k + 1) = (n — 1)k + n — 1 changements de signe fort. Nous avons alors

une contradiction. O
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La base définie en (1.31) ne satisfait pas la propriété d’avoir la moitié de ses fonctions

paires. Cependant, nous pouvons montrer la proposition suivante.

Proposition 1.36. Soitx = {~z,,...,—1,0,21,...,2,} € R tel que 0 < 21 < -+ <

Ty Alors il existe une base de S x avec la moitié de ses fonctions paires.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons considérer x = {—n, —n+1,...,n—
1,n}. La dimension de §k,x est (2n+1)(k+1). Nous cherchons [(2n+1)(k+1)/2] fonctions
paires et indépendantes dans gk,x. Nous concluons alors par application du théoréeme de
la base incompléte (voir par exemple [Lan86], page 114).

Nous montrons la proposition pour k£ impair. Le cas pair est similaire. Nous considérons

tout d’abord les fonctions p;. Nous pouvons les remplacer par la base canonique 1, , .. ., x2k+l
et nous sélectionnons les k + 1 fonctions paires 1,22, ..., 22
Nous considérons ensuite les fonctions ¢; (). Pour j = 1,...,n — 1, nous les modifions
comme suit :
Bqlx) = { (w=g)t w=g ikt 2%kt
(—x—7)? ifx < —j.

Ces (k + 1)(n — 1) fonctions @;, sont paires par construction et appartiennent a §k7x.

Enfin, nous considérons les fonctions ¢g 4(x) et nous les modifions comme suit :
©o,q4(x) = |z|?, pour ¢ impair dans {k + 1,k +2,...,2k + 1}.

Ces (k + 1)/2 fonctions g 4 sont paires par construction et appartiennent a §k,x.

Nous avons donc défini :

k+1 1
T_5(2n+1)(k:+1)

k+1)+(k+D(n—-1)+
fonctions paires de §k7x. Elles sont clairement linéairement indépendantes puisqu’elles

n’ont pas le méme support. Nous concluons alors par le théoreme de la base incomplete. [

En appliquant les résultats du paragraphe précédent, nous pouvons mettre en évidence
des meilleures approximations L de fonctions saut par des splines polynomiales d’Hermite.
Une expression algébrique des réels de la Proposition 1.31, page 29, n’a pas pu encore
étre déterminée. Nous pouvons cependant les déterminer numériquement et définir une
meilleure approximation L; de la fonction d’Heaviside (voir Figures 1.11 et 1.12). Nous
remarquons que le phénomene de Gibbs observé sur celle-ci est de moindre amplitude que
celui observé en norme Lo. Comme indiqué précédemment, nous pouvons avoir un nombre
d’intersections supérieur a la dimension de l’espace. Nous mettons ceci en évidence sur la
Figure 1.13. Dans ce cas, nous avons quatorze intersections tandis que la dimension de

I’espace de spline est seulement de dix.
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FIGURE 1.11 — Meilleure approximation L (ligne pleine) et Ly (pointillés) de la fonction de
Heaviside par une spline cubique d’Hermite a cinqg nceuds équirépartis et graphe d’erreur
relative.
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FIGURE 1.12 — Meilleure approximation L; (ligne pleine) et Ly (pointillés) de la fonction de
Heaviside par une spline cubique d’Hermite a sept noeuds équirépartis et graphe d’erreur
relative.
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FIGURE 1.13 — Meilleure approximation L; (trait plein) d’une fonction oscillante par mor-
ceaux (pointillés) par une spline cubique d’Hermite & cinq noeuds équirépartis et graphe
d’erreur relative.
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6 Meilleure approximation /; de données discretes

6.1 Généralités sur les espaces /,

Définition 1.37. L’espace £, ,(K), 1 < p < 400, n € N*, K = R ou C, est I'ensemble
des éléments f = {f1,..., fn} de K" tels que :

n
DUfilP < +oo.
i=1

L’espace {o »(K) est 'ensemble des éléments £ = {fi,..., fn} de K" tels que :

sup |fi| < +o0.

i=1,...,n

L’espace ¢}, ,(K) muni de la norme

1
n P
I£l, = (Z Ifz'lp> , L<p<+oo,
i=1

£l = sup |fil, p=+oo,

i=1,....,n

est un espace de Banach.

Remarque. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous notons £, ,(K) plus simplement par £,.

6.2 Résultats généraux

Dans ce paragraphe, nous souhaitons approcher une fonction f € Li[a,b] & partir des
valeurs de celle-ci en certaines abscisses X = {z;, i = 1,...,m} € [a,b]™. Soit ¥ un
sous-espace de Li[a,b] de dimension n < m. Le probleme de meilleure approximation ¢;

de f dans Y sur X est le suivant :
inf E flx;) — il 1.32
;Eyi:1| (l’z) 9(33 )| ( 3 )

Nous rappelons 1'analogue discret du Théoreme 1.9 (voir par exemple [Ric64b]).

Théoreme 1.38. Soit Y un espace de fonctions de dimension n, X un ensemble de m
abscisses, m > n, dans lintervalle [a,b] et f une fonction de Li[a,b]. Alors g* est une

meilleure approximation €1 de f dansY sur X si et seulement si pour tout ge Y :
Disen(f(z) —g*(@)g@)| < >, lg(@)|- (1.33)
T€X zeZ(f—g*)

Un résultat de caractérisation des meilleures approximations L; dans un espace de Che-

byshev d’une fonction f sur un ensemble d’abscisses X découle de ce théoreme. Nous
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le rappelons ci-apres et renvoyons le lecteur intéressé a [Ric64b] pour les détails de la

démonstration.

Théoreme 1.39. Soit Y un espace de Chebyshev de dimensionn. L’ensemble des meilleures
approzimations L1 de f dans Y sur X est l’enveloppe convezxe des meilleures approxima-

tions Ly de f interpolant celle-ci en au moins n points de X.

6.3 Droite de régression /;

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probleme de régression linéaire en norme
f1. 11 s’agit d’approcher un ensemble de données discretes par une droite. Pour plus de
simplicité, nous nous intéressons seulement au cas planaire. Cette méthode est parti-
culiérement intéressante lorsqu’elle est comparée a la droite de régression 5. Alors qu’elles
donnent des résultats comparables sur un ensemble de données bruités, la régression ¢; est
cependant plus robuste aux points aberrants et méme aux séquences organisées de points

aberrants. Ce phénomene est illustré sur la Figure 1.14.

Dans ce paragraphe, nous donnons des résultats qui apportent des éléments d’explica-
tion a ces phénomenes et qui, a notre connaissance, n’avaient jamais été démontrés. Pour
cela, nous énoncons tout d’abord le résultat suivant, conséquence directe du Théoréme
1.39.

Théoréme 1.40. Soient {f; = (zi,yi), ¢ = 1,...,n}, n points du plan. Le probléme

sutvant

n
i am —bl.
min Z; ly; — az; — b|

admet au moins une solution. L’ensemble des solutions est l’enveloppe convexe des solu-

tions interpolant au moins deuxr points f;.

6.3.1 Robustesse aux points aberrants

Dans le résultat original suivant, nous considérons un jeu de données parfaitement
alignées. Celui-ci est ensuite perturbé par un point aberrant d’amplitude quelconque. Nous

montrons que la solution de régression ¢; reste la droite initiale.

Proposition 1.41. Soient f; = (x;,y:), i = 1,2,...,n n points de la droite y = ax +
avec a, B € R. Considérons un point P = (x,yo) du plan tel que yo # axo+ [ et supposons

qu’il existe k€ {1,2,...,n — 1} tel que x}, < xo < xp41 alors :
n
i i —ar; —b 1.34
;}%é%;}wl ax; | ( )

est unique et la solution correspondante est donnée par a = o et b = (3.
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FIGURE 1.14 — Comparaison entre régression ¢; (trait plein) et ¢2 (pointillés) sur un jeu
de données bruitées (haut), contenant de plus un point aberrant (milieu) et une séquence
organisée de points aberrants (bas).
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1.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1GURE 1.15 — Méthodes de régression ¢ et o appliquées a des données appartenant a
une droite et perturbées par un point aberrant.

Cette proposition est illustrée sur la Figure 1.15. Nous remarquons que la propriété énoncée
dans ce paragraphe n’est pas valable pour la méthode de régression fo. En effet, cette

méthode est sensible aux points aberrants. Nous démontrons ce résultat ci-apres.

Démonstration. Notons :

F(a,b) = |yo —axo — b| + Z lyi — ax; — b|.
i=1

Nous savons que F(a, ) = |yo — axo — b|]. Les autres candidats possibles pour minimiser
(1.34),par application du Théoréme 1.40, page 38, interpolent P et un des points f;. Nous
notons (a;, b;) ces candidats. Supposons que le point aberrant P soit situé en dessous de

la droite y = ax + b. Le cas contraire est symétrique. Si i < k, alors
Flo, B) < |yr+1 — @ixpe1 — bl (1.35)

Nous illustrons cette inégalité pour ¢ = k sur la Figure 1.16.
Sii=zk+1,
Fla, B) <lyr — aizy, — bil.

Nous avons donc dans tous les cas :
Flo, B) < |lyx — aixr, — bi| + |Yrs1 — aizpyr — bi| < Flag, by).

Le résultat est donc montré. O
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I L i
| Droite d'équation : k+177k+1 |

y:akx+bk

Vier1 88170

Droite d'équation :
y=o X+p

[ (XoyyO) \ |

FIGURE 1.16 — Illustration de I'inégalité (1.35) pour i = k

6.3.2 Robustesse aux séquences organisées de points aberrants

Nous montrons un résultat original similaire concernant la robustesse aux séquences
organisées de points aberrants. Une condition suffisante sur le nombre de points aberrants

successifs et leur position est donnée afin d’assurer la stabilité de la solution.

Proposition 1.42. Soient f; = (x;,y:), i = 1,2,...,n, n points du plan de sorte qu’il
existe (k, k') € (N*)2 tels que les points {f;, i€ {1,2,...,k} U{K' +1,k'+2,...,n}} soient
alignés et {f;, i = k+1,k+2,...,k'} forment une séquence organisée de points aberrants.

Si le taille de la séquence organisée de points aberrants, k' — k, est inférieure ou égale au

nombre de points a sa gauche et a sa droite, alors la droite solution du probleme :

n

min ; lyi — ax; — b] (1.36)

est unique et interpole les points {f;, i € {1,2,...,k} U {k'+ 1K'+ 2,...,n}}.

Nous illustrons ce résultat sur la Figure 1.17. La régression ¢, contrairement a la
méthode de régression /s, reste robuste a la séquence organisée de points aberrants sous

la condition suffisante énoncée dans la Proposition 1.42. Démontrons ce résultat.

Démonstration. L’idée de la démonstration est similaire au cas d’un point aberrant. No-

tons :

n
Fla,b) = Y lys — ax; — b],
i=1
et «, B respectivement la pente et 'ordonnée a 'origine de la droite liant les
{fi, ie{1,2,...,k}u{k +1,K +2,...,n}}.

Nous avons :

kl
Fla, B) = Y lyi — awi — b|.
i=k
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FIGURE 1.17 — Méthodes de régression ¢; et de régression fo appliquées a des données
appartenant a une droite et perturbées par une séquence organisée de points aberrants.
Mlustration de la robustesse de la régression £1 aux séquences organisées de points aberrants
sous la condition suffisante énoncée dans la Proposition 1.42.

Nous notons [ = k' — k la taille de la séquence organisée de points aberrants et :
7, = {les indices des [ points précédant la séquence},

75 = {les indices des [ points succédant la séquence}.

Par application du Théoreme 1.40, les candidats possibles interpolent au moins deux

points. Notons (a*,b*) un tel candidat. Nous montrons que celui-ci satisfait :

Fla, B) < Z lyr, — a*zy — b*| + 2 lyr, — a*zp — b*| < F(a*,b").
kel keZy

D’ot1 le résultat. O

6.4 Meilleure approximation spline en norme /;

Dans ce dernier paragraphe, nous nous intéressons au probleme de meilleure ap-
proximation ¢; de données discretes par des splines cubiques d’Hermite. Les résultats
numériques obtenus pour trois jeux de données discretes sont illustrés sur la Figure 1.18.
Ces jeux de données, issus de [Lav00a], sont choisis ici pour les différences de niveaux et
de répartition des données. Ils sont donc de bons tests pour analyser les caractéristiques
de la méthode d’approximation. Nous comparons les solutions obtenues aux solutions ob-
tenues en norme f5. Nous constatons que les solutions f; sont moins oscillantes que les
solutions 5. Cependant, nous observons un phénomeéne oscillatoire comme c’était le cas
pour l'approximation de fonctions. Afin de déterminer une bonne méthode spline, c’est-
a-dire, non-oscillante, il faut contraindre davantage le probléme. Nous pourrons utiliser
avec intérét les résultats d’interpolation au sens de la norme L; présentés dans le chapitre

suivant pour définir une telle approximation spline.
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FIGURE 1.18 — Meilleure approximation en norme ¢; (trait plein) et ¢, (pointillés) de trois
jeux de données dans ’ensemble des splines cubiques d’Hermite.
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7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré que 'approximation L; de fonctions et de données
discretes se résume en général a un probleme d’interpolation. Les résultats théoriques et
numériques obtenus montrent que les solutions d’approximation L de fonctions saut ou de
données avec des sauts possedent des oscillations. Un controle supplémentaire des solutions
est donc nécessaire afin de minimiser ce phénomene. La méthode d’interpolation au sens
de la norme L par splines cubiques d’Hermite sur de telles données permet d’obtenir une
solution sans oscillations. Pour cette raison, nous rappelons cette méthode dans le chapitre

suivant.
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Nous rappelons dans ce chapitre que les splines d’interpolation cubiques C?, issues
d’une minimisation Lo, peuvent présenter un phénomeéne de Gibbs lorsque les données
admettent une forte variation d’amplitude [ZM97]. Pour pallier cet inconvénient, Lavery
a proposé une interpolation par splines cubiques d’Hermite minimisent la norme L; de
la dérivée seconde (voir [Lav0Ob]). Ce probleme d’interpolation consiste donc & minimiser
une fonction convexe non-linéaire. Il a alors proposé une résolution numérique utilisant
un algorithme de complexité polynomiale. Nyiri, Gibaru et Auquiert proposent de réduire
cette complexité par une méthodologie d’interpolation par fenétre glissante sur cinq points
[INGA11]. Cet algorithme admet une complexité linéaire en le nombre des données. De plus,
sur chaque fenétre, le probleme d’interpolation est résolu de maniere exacte sauf dans un
cas. Nous rappelons ici cet algorithme car nous étendons cette méthodologie au cas de

I’approximation L;. Une application a la robotique est également développée.

Nous étudions ensuite le probleme d’approximation de fonctions et de données discretes
par splines de lissage et d’ajustement au sens de la norme L;. Nous démontrons ici 'exis-
tence de telles splines. La premiere méthode [Lav00a] consiste a déterminer une spline
minimisant une combinaison convexe de la fonctionnelle d’approximation et de la fonc-
tionnelle utilisée pour l'interpolation L;. Le parametre de régularisation est difficile a fixer
en général. C’est pourquoi, Lavery a introduit des splines d’ajustement [Lav04]. Celles-ci
sont des meilleures approximations au sens de la norme L; sur un ensemble de splines
admissibles issu de la réunion de splines d’interpolation L;. Cette méthode est tres perfor-
mante en terme de conservation de forme mais peut étre "lente” et peu robuste lorsqu’elle
est appliquée a un grand nombre de données. Une méthode locale a récemment été pro-
posée dans [WLF14] mais elle semble introduire des oscillations de faible amplitude la
ou la méthode globale conservait les alignements. De plus, le gain en temps de calcul est
peu significatif. C’est pourquoi, nous proposons dans ce mémoire une autre approche avec
différentes méthodes par fenétre glissante permettant de linéariser la complexité algorith-

mique. Nous déterminons celle qui semble conserver le mieux la forme des données.

1 Rappel sur l'interpolation L, par spline polynomiale

1.1 Cas de linterpolation par spline cubique C?
Existence, unicité et caractérisation

Soit f : R — R une fonction d’une variable réelle et une suite de m abscisses dans R
telles que x1 < x9 < -+« < xp,. Posons x = {z1,z2,..., 2y} Le probleme d’interpolation
de la fonction f aux abscisses x par une spline cubique consiste a déterminer une fonction

s de 83 x qui vérifie :

s(zk) = f(xg), pour tout k=1,2,...,m. (2.1)
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Posons pour k =1,2,...,m, fr = f(x). Nous rappelons que pour r € N* :

Srx = {se CT_I[xl’xm]a Plrg, 2pt1], bk =1,2,...,m}.

S €
|[2k71k+1]

Cet espace est de dimension m+2. Les m équations (2.1) ne sont donc pas suffisantes pour
garantir I'unicité de solution. Nous devons donc introduire deux équations supplémentaires
et indépendantes des m premieres. Un choix classique, mais bien siir non-unique, est de
fixer les dérivées premieres au premier et au dernier point. Nous énongons alors le résultat

classique suivant (voir par exemple [DB01]).

Théoréme 2.1. Pour toute fonction f et tout x = {x1,x2,...,xnm} € R™ tel que x1 <
To < -+ < Ty, il existe une spline s € Sz x vérifiant :
s(xr) = fx, pour tout k =1,2,...,m. (2.2)

De plus, si nous imposons s"(x1) = s"(x,,) = 0 alors s est unique et minimise la fonc-

tionnelle :

[ "o as,

z

sur l’ensemble des fonctions vy de régularité C?, interpolant les fi et vérifiant " (x1) =
/ _

Y (am) = 0.

La méthode d’interpolation par spline cubique est donc une méthode de minimisation
au sens de la norme Ls. Lavery appelle spline d’interpolation Ls la spline cubique d’Hermite
qui minimise la norme Lo de la dérivée seconde [Lav00b]. Nous pouvons montrer que celle-

ci coincide avec la spline décrite dans le Théoreme 2.1.

Phénomeéne de Gibbs pour la fonction de Heaviside

Nous rappelons dans ce paragraphe le résultat principal obtenu par Zhang et Martin
[ZM97] concernant l'existence et la caractérisation d’un phénomene de Gibbs pour l'in-
terpolation par spline cubique de la fonction de Heaviside. Ils établissent de plus que le

phénomene de Gibbs persiste quand le nombre de nceuds de la spline tend vers 'infini.

Théoréme 2.2. Soient H la fonction de Heaviside et X, = {x1,z2,...,Tm}, m € N¥,
une subdivision uniforme de l'intervalle |[—1,1]. Alors la spline cubique d’interpolation de
H auz neeuds x,, converge en norme Ly, (1 < p < +w0) vers H quand m tend vers l'infini.
Cependant, elle ne converge pas vers H en norme Lo et oscille autour de la disconti-
nuité. De plus, 'amplitude des oscillations est bornée indépendamment de m et décroit

exponentiellement a partir de la discontinuité.

Nous illustrons ce résultat sur la Figure 2.1 pour différents choix du nombre de nceuds.
Le Théoreme 2.1 affirme que la méthode d’interpolation par spline cubique est une méthode
de minimisation au sens de la norme L. Le Théoreme 2.2 montre que des oscillations sont

présentes au niveau de la discontinuité lorsque nous utilisons cette norme. C’est la raison
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pour laquelle Lavery a remplacé les splines d’interpolation Lo par les splines d’interpolation

L1, auxquelles le paragraphe suivant est consacré.

12

04 . N . -

02— —

02 I | I | | | I I |
-1

FIGURE 2.1 — Interpolation de la fonction de Heaviside par splines cubiques d’interpolation
Lo avec n nceuds équirépartis sur [—1, 1], n = 10, 20, 30, 40, 50.

1.2 Interpolation par spline [;
1.2.1 Interpolation L; par spline cubique d’Hermite

Comme nous I’avons vu dans le paragraphe précédent, il existe une unique spline de S3 x
interpolant une fonction f aux nceuds x a condition que les valeurs de la dérivée premiere
au premier et au dernier nceuds soient fixées!. Nous allons donc relaxer la régularité
des splines. Nous utilisons les splines de §1,x introduites au chapitre 1, page 30. Avec
les notations précédentes, nous cherchons donc une spline de §1,x solution du probléeme

suivant :

inf {f " ‘s”(x)‘ dz, s€ §1,x, s(xy) = fu, k=1,2,.. .,m} (2.3)

x1

Les splines de ng sont C! mais bien sir C® sur chaque intervalle Ja;, z;41[. Ceci justifie
I'intégrale ci-dessus. Notons que sans les conditions d’interpolation, la fonctionnelle s €
§17x — Si;ﬂ |s"(z)| dz atteint son minimum pour toute fonction s € §1,x telle que s” = 0.
Par double intégration, ceci signifie que s est affine par morceau et comme s est C', alors s
est une fonction affine. Nous rappelons le théoréeme d’existence des splines d’interpolation
L; issu de [Lav0Ob].

1. Nous pouvons également par exemple fixer les valeurs de la dérivée premiere au premier et au dernier
nceuds pour obtenir 'unicité.
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Théoréme 2.3. Pour toute fonction f d’une variable réelle et tout x = {x1,x2,...,Tm}
tel que x1 < To < -+ < Xy, il existe une spline d’interpolation de f dans §17x qui
minimise :

fﬁm ‘s”(x)‘ dz,

1

sur l’ensemble des splines d’interpolation de f dans SNLX.

Démonstration. La fonctionnelle (2.3) est continue et convexe. De plus, le probleme d’in-
terpolation par spline L; dans S; consiste & trouver b = (b1,b2,...,by,) € R™ qui mini-

mise :

m—1 1

2
Z f X |brr1 — b + 6t(bgr1 + b — 2Afx)| dt.
k=1Y"2

Par le Lemme 3.2, page 89, nous avons :

=

2 1
J |bi+1 — b + 6t(bgy1 + b — 2tAfr)| dt = §|bk+1 — b — (bg+1 + b — 2tAfr)],

D=

2
p §|bk + Afl.

La fonctionnelle (2.3) tend donc vers 'infini quand la norme du vecteur des dérivées tend

vers l'infini. Ceci garantit 1’existence des splines d’interpolation Lj. ]

Remarque. La fonctionnelle (2.3) étant convexe, elle n’admet que des minima globaux. De
plus, les vecteurs dérivés solution du probleme d’interpolation L; appartiennent donc a

une union d’intervalles réels fermés.

Interpolation de la fonction de Heaviside Dans ce paragraphe, nous comparons
le résultat suivant issu de [AGNO7b] avec le Théoreme 2.2, page 47. Il est illustré sur la
Figure 2.2.

Théoréme 2.4. Soient H la fonction de Heaviside et X, = {x1,x2,...,Tm} une subdivi-
sion uniforme de lintervalle [—1,1] ot m est un entier pair supérieur ou égal a siz. Alors
il existe une unique spline d’interpolation Ly de la fonction de Heaviside dans §1,xm- Elle
coincide avec H sauf sur Uintervalle [z, xg 1] pour k tel que xy, < 0 < xy1. Elle converge
en norme L, (1 < p < +o) vers H quand m tend vers l'infini. De plus pour tout € > 0,

elle converge uniformément vers la fonction de Heaviside sur [—1,e[u]e, 1].

Autrement dit, contrairement & la spline cubique d’interpolation Lo, nous n’obser-
vons pas de phénomene de Gibbs pour la spline cubique d’interpolation L; de la fonction
de Heaviside. Ceci justifie 'intérét de ’'utilisation de la norme L; pour la modélisation

géométrique.
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FIGURE 2.2 — Interpolation L; de la fonction de Heaviside par splines cubiques d’Hermite
avec n nceuds équirépartis sur [—1, 1], n = 10, 20, 30, 40, 50.

Résolution du probléme sur cinq points Dans [Auq07, NGA11, JLF10], les auteurs
ont présenté de nombreux résultats concernant la résolution formelle du probleme (2.3)
pour un nombre de points allant de deux a cinq points. Au-dela, la complexité du probleme
est telle que nous ne savons pas en général déterminer de maniere formelle une solution.
Nous résumons donc dans cette partie un résultat qui sera utilisé dans les algorithmes
présentés au paragraphe 1.4.2 et au chapitre suivant. Il établit les solutions du probleme
d’interpolation sur cinq points quelconques. Pour cela, nous récrivons le probleme (2.3).

Sur chaque intervalle [z, zx+1], K = 1,...,4, une spline s € ng est définie comme suit :

1 1
s(zr) = qk—i-bk(a:—xk)+—(3Aqk—2bk—bk+1)(a:—a;k)z—i-ﬁ(bk—i-bkﬂ—2Aqk)(a:—xk)3, (2.4)

D,
ott gy = s(xx), b, = s'(wx) pour k = 1,2,....5, by, = wp41 — g, Agp = #5— pour
k=1,2,...,5. La dérivée seconde de s sur |z, xp1[, k = 1,...,4 s’exprime comme suit :
bpi1—b 6 h
" +1 k k
) = B (= B ) O+ b 200 (25

Par un changement de variable, le probleme :

T -

inf{f ‘s”(x)‘dx, s€8Six, s(z) = fr, k= 1,2,...,m}
1

est alors équivalent sur cing points a :

4 1
2
o R e 23 f i1 (bi + bist = 2A1;)] (2.6)
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En posant x = b; — Af; et y = b;11 — Af;, chaque intégrale dans la somme est une fonction

du type :
S:(z,y) e R? |—>J y —x) + 6t(x + y)| dt.

M\»—‘

Dans [Auq07, AGNO7b], nous trouvons le résultat suivant dont nous rappelons la démonstration

en Annexe A, page 131.

Lemme 2.5. La fonction S : (z,y) € R? —> J —x) + 6t(z + y)| dt est continue et

I\J\H

conveze. Elle vérifie pour tout (z,y) € R? :

|y — = si |y — x| = 3le +y,
S(.’B,y) = { 3 —1x)? . (27)
|z +y| + 6\ =] Sinon.
De plus,

. 2(v/10 — 1) 2 IO
- min S(z,y) = f|y| est obtenu pour x = ( AT )y

. 2(v/10 — 1) 2
- zrélfrtl S(x,y) = fm est obtenu pour y = ( 5 )x
- min  S(z,y) =0 est obtenu pour x =y = 0.

(z,y)eR?

Le probleme (2.3) peut alors se récrire sous la forme suivante :

4 A1
2
i E b1 — by + 6t(bg + b1 — 2A dt
beR> = J_l' A (b - bis 7o)

= mi b — by +6t(by, +b —2A dt
zf?éﬁ{ bl,I}I);lIélf@ ;IJ . b1 — br (br + brs1 fe)l

+ min Z J ) |b+1 — b + 6t(b, + bpr1 — 2Af1)| dt} ,
k=1 2

bl,bg)eRZ
, C (2(v/10-1 3
= mnin {glelg <(3)|bz —Afi] + J—; | b3 — by + 6t(bg + bz — 2A fo)] dt)

1

2
+ min
bieR _1

2

2(+/10 -1
|b4 —bs + 6t(bg + by — 2Af3)| dt + W;)|b4 — Af4|> } .

Nous obtenons alors deux sous-problemes sur trois points de part et d’autre du troisieme
point. Le lemme suivant, issu de [NGA11] et dont une démonstration est rappelée en

Annexe A, page 133, permet de résoudre ces deux sous-problémes.

Lemme 2.6. Soient x1 < xo < x3 trois réels quelconques et une fonction f : R — R.
Posons fr, = f(xg) pour k =1, 2, 3 et Afy = ﬁ: uf:’; pour k = 1,2. Soit enfin by € R.
Le probleme de minimisation :

1 1
min JQ |bg—b1+6t(bg+bl —2Af1)| dt-i—f |b3—b2+6t(bg+b2—2Af2)|dt (2 8)

- 2 1 1
(bg,bg)GR -3 -3
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admet pour unique solution le couple (b5, b3) définit comme suit :

1. Si by est compris entre Afy + @(Afg — Afy) et Afy alors :

v/10 -1 V10 -5 5 — 2410

by = Afi+ 3 (bi—Af1), b3 = Afat+ E (Afi—Af2)+ z (b1—Af1).

2. Si by est compris entre Afi et Afi + @(A‘fg — Afy) alors :

5+ 4/10 V10 =5

b=Af——5— 1= Af), V5 =Af+——(Afi —Af) + (b1~ AfL)

3. Sinon b5 = b5 = Afs.

La résolution de ce probleme sur trois permet la résolution sur cinq points en déterminant
la dérivée de la spline au troisieme noeud 2 par une étude de cas sur le signe des A f; 1 —Afi.
Il y a en tout vingt-sept cas possibles dont certains sont symétriques. Enoncer ces cas et
les solutions est relativement lourd. Le théoréme en Annexe A, page 136 rappelle ces
résultats. Sa démonstration est donnée dans [JLF10]. Une interprétation de ce résultat
est cependant présentée dans la Table 2.1 issue de [JLF10]. Nous précisons si les solutions
obtenues possédent certaines propriétés de forme : conservation des alignements, de la
convexité/concavité et la présence ou non d’oscillations. Les résultats de la case aligne-
ment n’ont d’intérét que lorsqu’il existe un alignement dans les données. Dans chaque cas
ayant au moins un Afr.1 — A fi nul, nous constatons que nous conservons ’alignement.
Nous observons que quinze cas sur vingt-sept conservent la convexité. Bien que ce soit la
majorité des cas, nous ne saurions conclure quant a la qualité de la méthode a ce sujet.
Enfin, nous observons que vingt-cinq cas sur vingt-sept ne présentent pas d’oscillations.
Les deux cas concernés par les oscillations sont les configurations en forme de "M” et de

"W”. Il est alors naturel, pour ces cas, d’observer un tel phénomene.

Un résultat similaire existe pour la résolution du probléeme suivant sur cing points :

Lo -

inf {f ‘s’(a:)‘ dz, s€ Six, s(zg) = fr, k=12, ... ,m} . (2.9)
1

Nous ne détaillons pas cette méthode ni ce résultat et nous renvoyons le lecteur intéressé

a [JYLF11].

1.2.2 Interpolation L, par spline quintique d’Hermite

Pour les applications a la planification de trajectoire de systemes mécaniques, la
régularité C'' des splines cubiques d’Hermite n’est pas suffisante. La continuité de la cour-
bure est le minimum requis pour ces applications. Nous allons donc nous intéresser au

probleme d’interpolation L; par des splines quintiques C?, autrement dit des splines de

2. Les autres dérivées sont données dans le Lemme 2.6.
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Cas | Afo—Afi Afs—Afy Afy—Afs | = | Alignement | Convexité | Oscillation
1 0 0 0 Oui Oui Non
2 0 0 + Oui Oui Non
3 0 0 - 2 Oui Oui Non
4 0 + 0 Oui Oui Non
5 0 + + Oui Oui Non
6 0 + - Oui Non Non
7 0 - 0 4 Oui Oui Non
8 0 - + 6 Oui Non Non
9 0 - - 5 Oui Oui Non

10 + 0 0 2 Oui Oui Non
11 + 0 + Oui Oui Non
12 + 0 - Oui Non Non
13 + + 0 5 Oui Oui Non
14 + + + Non Oui Non
15 + + - Non Non Non
16 + - 0 6 Oui Non Non
17 + - + Non Non Oui
18 + - - 15 Non Non Non
19 - 0 0 2 Oui Oui Non
20 - 0 + 12 Oui Non Non
21 - 0 - 11 Oui Oui Non
22 - + 0 6 Oui Non Non
23 - + + 15 Non Non Non
24 - + - 17 Non Non Oui
25 - - 0 5 Oui Oui Non
26 - - + 15 Non Non Non
27 - - - 14 Non Oui Non

TABLE 2.1 — Vingt-sept cas pour le probleme sur cinq points quelconques.

§27x. Etant donnée x = {x1,29,...,2nm} € R™, nous cherchons a résoudre le probleme
suivant : .
inf {J |s"(z)| dz, s € SJQ’X, s(zp) = fr, k=1,2,.. .,m} . (2.10)
z1
Dans [Auq07], Auquiert démontre qu’une solution de ce probleme existe. Une spline s €
gz,x s’exprime sur chaque intervalle [z, xg1], K = 1,...,m — 1 comme suit :
(x — )2 (x — )3 hy
s(z) =qr + (z — 1)y, + 5 it % 10Aqy, — 6by, — 4bgy1 + ?(Ck-&-l — 3ck)
k
4
— h
+ (xhsxk) (—15Aqk + 8b + "1 + 7]6(3Ck — 26k+1)>
k
5
T — T} h
+ (h4) (GAQk — 3bg — 3bg 41 + Ek(ckﬂ - Ck)) ;
k

(2.11)
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ou qr = s(xg), bp = §'(xx), e = §"(x) pourk = 1,2,... ,m, hy = xp11—2k, Agp = W
pour £k = 1,2,...,m — 1. Nous exprimons alors la dérivée seconde d’une spline s € §27X
sur chaque intervalle [z, xg+1], k=1,2,....,m —1:
s"(x) =cp, + (f”;f’“) (60A fir — 36Dy, — 24by 1 + 3hx(cre1 — 3cr))
k
(x —a)?
+ T (—180Afk + 96bg, + 84bg.1 + 6hk(3ck — 20k+1)) (2.12)
(z —a)°
+ —F (120Afk — 60b — 60bg11 + 10hk(ck+1 — Ck)) .

1
hk
Le probleme (2.10) revient donc au probléme suivant :

m—1 .1 (3 + 15t — 612 — 60t%) by1 + (=3 + 15t + 62 — 60t3) by,
2
L, > J_l + (=5 — 3t + 3t + 106%) hycpr + (=5 + 5t + 3t2 — 1063) cphy | dt.
k=1772 +(—30t + 120t*)Aqy,
(2.13)

12

0.6— —

02— —

02 i i i i I i i i i

FI1GURE 2.3 — Interpolation L; de la fonction de Heaviside par splines quintiques d’Hermite
avec n noeuds équirépartis sur [—1,1], n = 10, 20, 30, 40, 50.

En pratique, ce probleme est discrétisé par la méthode d’intégration numérique basée
sur la formule du point milieu. Il est ensuite résolu numériquement par un algorithme de
type point intérieur comme celui présenté plus loin dans I’Algorithme 1, page 57. Cette
méthode est appliquée sur la Figure 2.3 a la fonction de Heaviside avec divers choix du
nombre de nceuds. Nous nous apercevons, que quel que soit le nombre de nceuds, il existe

un phénomene de Gibbs pour chaque solution d’interpolation.

1.3 Interpolation par spline cubique paramétrique L,

Nous considérons maintenant le probleme d’interpolation d’une fonction paramétrique
f :[0,1] — R?. Nous nous donnons donc des points de R?, f = {fx = (fx.1, fr2), k =
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1,...,m}. Nous cherchons une spline paramétrique s = (s1, s2) qui interpole les points f,

k =1,...,m. La premiere étape de la méthode consiste a attribuer a chaque point f,

k=1,...,m un parametre uy € [0, 1]. Alors les conditions d’interpolation s’écrivent :
s(ug) = fx, k=1,...,m. (2.14)

Pour cela, nous utilisons une subdivision cordale des abscisses (voir Hoschek, Lasser et
Schumaker [HLS93], page 201). Contrairement & la subdivision uniforme, elle tient compte

de la distance entre les différents points et donc de la forme des données. Les nocuds

u = (ug,...,Up,) sont définis comme suit :
up =0,
—_—
kafk-i—l (2.15)
Uk+1 :’U,k‘i‘fg, k:1,...,m—1,
m—1
ou L = Z kakaHZ est la longueur de la ligne polygonale de sommets f, k= 1,...,m.
k=1

Le probleme d’interpolation L; par une spline cubique paramétrique de noeuds u est

donc défini par :

1
inf {j |s" ()1 du, s € S1u % Stu, s(ug) = fe, k=1,... ,m} (2.16)
0
Le terme dans (2.16) peut se décomposer comme suit :
1 1
f |s1(u)| du —l—f |sa2(u)| du.
0 0
En intégrant les contraintes d’interpolation dans la fonctionnelle (2.16), le probleme d’in-

terpolation (2.16) revient & minimiser sur les by = (bg1,bk2) € R?, vecteurs dérivées aux

points fr, k =1,...,m, ’expression suivante :
m—1 %
Z f ) |br+1,1—bk1 + 6t(bpg1,1 + brr — 2Afp1)| dt
k=1Y"3

m—1 A1
2

+ 2 J ) |br+1,2 — b2 + 6t(bry1,2 + br2 — 2A fi )| dt.
=1Y"3

Les deux termes sont indépendants. Nous pouvons donc les minimiser indépendamment.
Nous nous ramenons donc au probleme d’interpolation non-paramétrique décrit au para-

graphe 1.2.1.
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1.4 Algorithme par fenétre glissante pour l’interpolation spline I,

Dans ce paragraphe, aprées avoir évoqué les méthodes globales de résolution du probleme
d’interpolation spline Li, nous présentons des algorithmes par fenétre glissante. Ces al-
gorithmes ont été pour la premiere fois utilisés pour le probleme d’interpolation par une
spline Ly (voir [NGA11]) dans le but d’obtenir un algorithme de complexité linéaire en le
nombre de données. Nous utiliserons également ce principe pour les méthodes d’approxi-

mation proposées dans ce mémoire.

1.4.1 Méthode globale de résolution

La fonctionnelle dans (2.3) n’est pas strictement convexe, nous ne garantissons donc pas
en général I'unicité du minimum. Lavery propose donc d’ajouter un terme de régularisation
permettant de favoriser une solution®. Le probléme de minimisation dans le cas non-

paramétrique devient alors :

m—1 L m
2
i — — . 1
min ;;1: J; b1 — bg + 6t(bpy1 + b — 2Af3)|dE + E;;l: br|, €>0 (2.17)

Ce probléme est non linéaire. Une solution formelle n’a pu étre déterminée. Nous le traitons
donc numériquement. Posons :
1
2

|br1 — b + 6t(bgy1 + b — 2Af)| dt + ¢ Z |bk|.

m—1
G:beR" +— Z
k=173 =1

Nous divisons chaque intervalle d’intégration en [ intervalles de méme longueur et appli-
quons la formule du point milieu. Nous obtenons alors une formulation discrétisée de la
fonctionnelle G(b) :

m—11-1 m
G(b) = D> Y lajbr + Bibrsr — Akl +2 D [bil, (2.18)
k=1 j=0 k=1
ou pour j € {0,...,l — 1} :

4l +65+3

—20 465 + 3 —61 +12j +6
Oéj— = = .

12 ) B] = 12 y i = 12

Sous forme matricielle, nous avons :

G(b) = |Ab" - C|;

3. Pour autant, nous ne pouvons toujours pas garantir 1'unicité.
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o7

ou :
a g 0 0
nAf1
0 a B
nAf2
1 : .. .0 e A’f
= e =
0O . . 0 a p g 1= m
0
€ 0
0
0 9 | —
~ ~ -~ (m—1)l+m lignes, 1 colonne
(m—1)I+m lignes, m colonnes
et :
0 fo 70
a3} b m
Q= . ) B = . = .
-1 Bi-1 -1

: (2.19)

Pour résoudre ce probleme, nous pouvons utiliser 'algorithme Primal Affine ([Van89] et

rappelé dans I’ Algorithme 1) ou Primal Dual (voir par exemple [BV04], paragraphe 11.7).

Avec une méthode de type active set [CFLO04], nous pouvons obtenir une complexité

O(m). Cependant, ces méthodes globales peuvent introduire des problémes numériques

sur de grands jeux de données. C’est pourquoi, nous rappelons dans le paragraphe suivant

une alternative issue de [NGA11].

Etape 0. k = 0,b = 0, = 0, kymax =7, p =7.

Etape 1. k =k + 1.

Etape 2. Pour i = 1, ..., nombre de lignes de A, d; = 1 — |wy].
Etape 3. Calculer la solution by de ATD2AB = ATD2C
Etape 4. Si |[b —bi| < p alors flag = 1, sinon flag = 0.
Etape 5. b = b;.

Etape 6. Si k < kmax et flag = 0 alors (8), sinon STOP.
Etape 7. r = C — Ab (résidu).

Etape 8. p= D?r.

Etape 9. = max | max piﬁ , _pi .
1<i<n 1—w;" 1+ w;

Etape 10. w = w + (%a) p.

Etape 11. aller en Etape 2..

Algorithme 1 : Algorithme Primal Affine.

1.4.2 Méthode locale de résolution par fenétre glissante

Nyiri, Gibaru et Auquiert ont introduit en 2011 une méthode locale d’interpolation

par fenétre glissante sur cing points (voir Figure 2.4 et [NGA11l]). Sur chaque fenétre,
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ils résolvent le probleme d’interpolation et ne conservent qu'une valeur de la dérivée au
point central de la fenétre. En faisant glisser la fenétre le long des données, ils récuperent

ainsi toutes les informations nécessaires pour déterminer une spline globale d’interpolation.

FIGURE 2.4 — Hlustration de la méthode de la fenétre glissante sur cingq points.

Interpolation L; par une spline cubique d’Hermite Dans la méthode d’interpola-
tion L; par une spline cubique d’Hermite, nous résolvons une suite de problemes (2.6) dont
nous connaissons les solutions formellement grace au Théoreme A.2, page 136. Sur chaque
fenétre, nous ne conservons que la dérivée b3 calculée (ou choisie de maniere adéquate dans
I’ensemble de solutions en cas de non-unicité) au troisieme point de la fenétre sauf sur la
premiere et la derniere fenétre. Dans ces cas, nous conservons respectivement les dérivées
aux trois premiers points et trois derniers points. Ainsi, pour m points fixés & interpoler,
nous obtenons m informations supplémentaires. Nous avons donc fixé 2m parametres. Or,
c’est la dimension de §17x. Nous définissons donc bien par cette méthode une spline cu-

bique d’Hermite qui interpole les données.

La méthode par fenétre glissante sur cing points, comme la méthode globale, conserve
les alignements. Nous n’observons pas de phénomene de suroscillation lors de changements
brusques de la forme des données. Ceci est illustré sur la Figure 2.5 ou nous avons appliqué
les méthodes globales et locales dans le cas paramétrique. Nous rappelons que, grace
aux arguments évoqués au paragraphe 1.3, nous obtenons une spline paramétrique en
appliquant la méthode d’interpolation dans les directions x et y. Pour la méthode globale,
la gestion de la non-unicité se fait par I'introduction d’un terme de régularisation de type
> 1 |bil qui complexifie le probleme d’optimisation. Dans le cas de la méthode locale,
nous sélectionnons sur chaque fenétre une solution adéquate. Sur chaque fenétre, parmi
I’ensemble des solutions, nous pouvons choisir la dérivée au point central la plus proche de
zéro (voir la Figure 2.5.c). Un autre choix classique est de sélectionner sur chaque fenétre
la dérivée au point central la plus proche de la moyenne des deux pentes adjacentes (voir la
Figure 2.5.d). Ceci est possible grace a la résolution formelle du probleme (2.6). Certains
choix peuvent étre inadéquats. Par exemple, selectionner la dérivée au point central la plus
grande possible ne donne pas des résultats visuellement satisfaisants. Enfin, cette méthode
a avantage d’avoir une complexité algorithmique linéaire en le nombre des données. De
plus, la résolution du probleme (2.6) sur chaque fenétre est indépendante. La méthode

peut donc étre parallélisée.
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FIGURE 2.5 — Méthode globale d’interpolation spline cubique L; (a.), Lo (b.) et deux
solutions obtenues par la méthode locale (c. et d.).

Interpolation L; par spline d’Hermite de degré k£ Nous pouvons envisager une
méthode similaire a celle du paragraphe précédent pour des splines d’Hermite de plus
haut degré. Cependant, nous ne possédons pas de résultats sur la résolution formelle du
probleme d’interpolation pour de telles splines. Sur chaque fenétre, nous devons donc ef-
fectuer une résolution numérique. Une autre méthode utilisant la résolution du probléme
(2.6), donc formelle, a été privilégiée et proposée dans [NGA1l]. Elle consiste & appli-
quer itérativement la méthode présentée dans le paragraphe précédent. Par exemple, pour
une spline quintique, nous appliquons une premiere fois la méthode d’interpolation par
spline cubique L. Nous obtenons une suite de dérivées premieres. Nous considérons main-
tenant ces dérivées premieres comme des points de données. Nous les interpolons par
la méthode d’interpolation par spline cubique L;. Nous utilisons les résultats de cette
deuxieéme itération comme dérivées secondes pour la spline quintique. La méthode générale

pour une spline d’Hermite de degré k est présentée dans I’Algorithme 2.

Sur la Figure 2.6, nous illustrons une application des méthodes globale et locale. Nous

observons que les alignements sont conservés pour les deux méthodes. Contrairement a la
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Data : (zy, fx), k =1,2,...,m, r Pordre de la spline d’Hermite.
fori=—2r+1do
for j=1—->mdo
Fixer bg-l), la dérivée i®™° de la spline d’Hermite en x;, par la méthode
d’interpolation L; par spline d’Hermite cubique avec fenétre glissante sur
cing points.
end

end
Algorithme 2 : Méthode itérative par fenétre glissante pour l'interpolation par spline
dans S,.

FIGURE 2.6 — Méthode globale d’interpolation spline quintique L; (a.), et par la méthode
locale (b.).

méthode globale, nous pouvons utiliser la méthode locale pour des applications temps réel

comme celle présentée dans le paragraphe suivant.

1.5 Application a la robotique collaborative

Dans ce paragraphe, nous présentons une application des splines d’interpolation L a la
robotique collaborative. Afin d’accroitre leur compétitivité, les entreprises ont de plus en
plus recours a des systemes robotisés pour réaliser des taches complexes. Un enjeu majeur
concerne la co-activité des robots utilisés avec 'homme. Nous proposons dans [HBG*13]
un premier travail d’apprentissage, par un systeme robotisé, de la gestuelle d’un opérateur.
L’objectif est de reproduire des taches complexes en 3D sans contraintes pour I'opérateur.
Cette interaction, via un systéme de vision low-cost appelé Leap Motion, permet d’en-
gendrer un nuage de points et de directions tres précises. Les caractéristiques de ce petit
périphérique de huit centimetres par trois centimetres en font un appareil trés intéressant
pour la capture précise des mouvements des doigts. A ce stade des développements, ce
périphérique est capable de mesurer a la fois la position et 'orientation dans ’espace de

doigts, batons ou stylos.
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#-

FIGURE 2.7 — Le systeme de vision Leap Motion.

La Figure 2.10 illustre un mouvement d’écriture simple mesuré en 3D par le Leap
Motion. Le protocole d’acquisition actuel ne permet pas d’assurer un échantillonnage tem-
porel constant. Ainsi, méme & vitesse quasi-constante, certaines zones sont dépourvues
de points de mesure suite & un geste un peu rapide du doigt par exemple. Afin de per-
mettre la reproduction du mouvement par un systeme industriel (voir Figure 2.8), il est
indispensable d’interpoler les données mesurées en garantissant la meilleure conservation
possible de la trajectoire initialement décrite. Nous proposons donc d’exploiter les splines
d’interpolation L; quintiques C? pour effectuer ceci. La Figure 2.9 montre que la spline
d’interpolation L; présente moins d’oscillations que la spline d’interpolation Lo dans le
cas ou les données varient avec de fortes amplitudes au centre. Les splines d’interpolation
L1 sont donc un bon outil pour reproduire les mouvements d’'un opérateur captés par
le systeme Leap Motion par un robot industriel. Dans le cas du traitement de données
capteur comme c’est le cas ici, nous pouvons observer un bruit résiduel. L’interpolation
n’est donc pas une bonne option pour éliminer ce bruit. C’est pourquoi, dans la suite, nous
étudions les méthodes d’approximation par splines de lissage et d’ajustement au sens de

la norme Lj.

FI1GURE 2.8 — Acquisition de données pour un mouvement d’écriture & vitesse normale
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FI1GURE 2.9 — Données mesurées pour un mouvement d’écriture a vitesse normale et in-
terpolation spline L; (trait plein) et Lo (pointillés).
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FIGURE 2.10 — Données mesurées pour un mouvement d’écriture a vitesse normale.
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2 Spline de lissage [

2.1 Approximation de fonctions

Soient f une fonction de Li[a,b], x = {x1,22,...,Zm}, m € N*, une subdivision de
I'intervalle [a,b] et a € [0,1] un parametre de lissage. Une spline de lissage L; de la

fonction f est une spline solution de :

inf (1—« J |s"(z)| dx —i—aJ |s(x x)| da. (2.20)
seSl,x

Ces splines minimisent donc une combinaison convexe de la fonctionnelle utilisée dans la
méthode d’interpolation et de la fonctionnelle de meilleure approximation. Nous démontrons

le résultat d’existence suivant qui n’était pas inclus dans [Lav00al.
Théoréme 2.7. Les splines de lissage Ly existent pour toute fonction f € Li|a,b].

Démonstration. La fonctionnelle de minimisation est continue et coercive. Ces propriétés

ont déja été montrées pour la fonctionnelle de forme f |s"(x)| dz dans la démonstration

du Théoreme 2.3. La fonctionnelle d’approximation est continue. En effet, pour toutes

fonctions s1 et so dans Sl,x :

ls1 = Fllv = ls2 = flhl < [(s1 = ) = (s2 = Pl

= |s1 — s2l1-

La fonctionnelle est donc lipschitzienne de constante 1 et alors, elle est continue.
Enfin, soit s € S) . Par Dinégalité triangulaire inverse, ||s — f[; = ||y — | f]1. De plus
f € Lila,b], alors |s — f|1 tend vers +00 quand |s|: tend vers +o0. La fonctionnelle est

donc coercive. Ceci conclut la démonstration. O

Remarque. Nous pouvons également remarquer que la fonctionnelle (2.20) est convexe
mais pas strictement convexe. L’unicité de solution n’est donc pas garantie. Comme dans
le cas de l'interpolation, un terme de régularisation peut étre ajouté a la fonctionnelle

(2.20) pour favoriser une solution.

Nous comparons ces splines aux splines de lissage Lo définies comme solutions de :

inf (1-« J |s”(x)[* dz + aJ |s(z (z)|? da. (2.21)
€81 x

En pratique, nous discrétisons les probléemes (2.20) et (2.21) par la formule du point
milieu. Le probleme d’approximation par splines de lissage L; peut alors étre résolu par
un algorithme de type point intérieur comme celui rappelé dans I’Algorithme 1, page 57.
Pour son analogue Lo, nous résolvons le systeme linéaire des équations normales associées.
Nous illustrons I'application de ces méthodes a la fonction de Heaviside, respectivement

sur les Figures 2.11 et 2.12, pour différents choix du parametre de lissage. Nous constatons
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FIGURE 2.11 — Splines de lissage L; de la fonction de Heaviside (trait plein) avec dix

nceuds équirépartis et « = 0.5 (---), a =075 (- )eta=1(—-—-—).
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FIGURE 2.12 — Splines de lissage Lo de la fonction de Heaviside (trait plein) avec dix
nceuds équirépartis et « = 0.5 (---), a =075 (- ) et a=1(—-—-—).

que les splines de lissage L sont moins sensibles et sont plus proches de la fonction de
Heaviside que leurs analogues Lo. De plus, 'amplitude des oscillations est plus faible dans
le cas L. Cependant, le choix du parametre « est difficile a déterminer pour la méthode

par splines de lissage L. Nous retrouvons d’ailleurs ce méme probléeme pour le cas discret

décrit ci-apres.

2.2 Approximation de données discretes

Soient maintenant (Z;, f;), i = 1,...,n, une suite d’observations dans R? avec Z; = a
et T, = bet x = {x1,x9,...,2,} une subdivision de l'intervalle [a, b]. Comme dans le cas

continu, une spline de lissage Lq des données discretes (Z;, f;), i = 1,...,n est une spline
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solution? de :

b n
inf (1-— a)J |s" (z)] dz + aZ |s(Zi) — fil- (2.22)

SESl’x i=1

Nous comparons ce type de splines aux splines de lissage Lo définies comme étant solution
de :

b n
inf (1-— oz)f |s" ()] dx + aZ |s(Z) — fil*. (2.23)
a i=1

SESLX
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FIGURE 2.13 — Splines de lissage L; (haut) et Lo (bas) de données discretes avec v = 0.5
(trait plein), « = 0.75 (---) et a =1 (---).

Les méthodes de résolution pour ces deux problemes sont similaires au cas continu.
Nous comparons donc a nouveau les splines de lissage L1 et Lo, cette fois, sur des données
discretes. Nous observons a la Figure 2.13 que pour a = 1, nous obtenons des oscillations
pour les deux méthodes car ce sont des meilleures approximations au sens des normes L et
Lo. Pour a = 0.75, nous obtenons une solution L proche des données avec des oscillations

de plus faible amplitude que la solution Ls. Enfin, pour a = 0.5, nous constatons que la

4. L’existence de ces splines est démontrée au chapitre 3. C’est un cas particulier du Théoréme 3.8,
page 92.
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solution L est relativement éloignée des données initiales. Le choix du parametre a est
donc une question difficile. Nous n’avons aucune maitrise sur celui-ci et nous quantifions
assez mal son impact sur la solution obtenue. Il n’existe pas en effet a notre connaissance
de méthode de validation croisée comme c’est le cas pour les splines de lissage Lo [CWT8]
ou les splines de lissage combinant la norme L; et la norme Ly [BL93]. C’est pourquoi

Lavery a proposé un nouvel outil, les splines d’ajustement au sens de la norme Lj.

3 Splines d’ajustement [

3.1 Approximation de fonctions

Etant données les notations du paragraphe 1.1 et q = (q1,q2, - - -, ¢m) € R™, définissons

I’ensemble des splines :

b
S1x,q = argmin {J |s"(z)|dz, s € S1x, s(zk) =qr, k=1,... ,m} ,
a

et
—Fl,x = U Sl,x,q-
qeR™
Remarque. L’ensemble Fjx n’est pas un sous-espace vectoriel de Six. En général, la
somme de deux éléments de Fi x n’appartient pas a Fi x. En outre, I’ensemble F; x n’est

pas convexe. Nous verrons cependant que celui-ci est fermé.

Nous appelons alors spline d’ajustement L; de la fonction f une solution du probléme :

b
inf |s(z) — f(z)| dz. (2.24)

Se]:Lx a

Nous démontrons ici 'existence de ces splines.
Théoréme 2.8. Pour toute fonction f € Li[a,b], les splines d’ajustement Ly existent.

Démonstration. Nous allons montrer que I'ensemble Fj x est fermé dans §1,x. Nous mu-
nissons 1’espace §1,x d’une norme quelconque car il est de dimension finie.

Soit s € F x alors, par définition, il existe une suite (s, € §17X7q(n))neN qui converge vers
s € §1,x- Pour tout n € N, s,, est une spline de §1,x et donc elle est définie par 2m coef-
ficients q,(cn), b;gn), k =1,...,m, respectivement les valeurs et les dérivées premieres de s,
aux abscisses xj. Par hypothese de convergence dans gl,x, il existe des réels finis g;, b,

k=1,...,m tels que :

(n)

%

Qk; N > qk;)

w e (2.25)
*

by o b

Par unicité de la limite, s est définie par ces 2m coeflicients. Montrons alors que la propriété

de minimisation des s,, est conservée par passage a la limite.
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Nous déduisons de (2.25) que (s])nen converge simplement presque partout vers s”. De
plus, pour tout n € N, s est affine par morceaux. Donc nous pouvons facilement la borner
sur l'intervalle [a, b] par une fonction intégrable. Nous pouvons donc appliquer le théoreme

de convergence dominée. Il vient que :

b
f |5 ()] dmn +OOJ |s" (z)| da. (2.26)

Soit maintenant v € §1,x telle que y(zx) = ¢, k = 1,...,m. Par la premiere proposition
de (2.25), il existe une suite (v, € §1,x)neN telle que pour tout n € Net k = 1,...,m,
(n)

Yn(zr) = g5~ qui converge vers 7. Par des arguments identiques & précédemment, nous

montrons que :

J o7 |dz - f " (x)| dz. (2.27)

Or pour tout n € N, comme s, € S, il vient que :

1 X q(n)7

f|s” )| de < Jw )| da. (2.28)

Par passage a la limite, nous avons donc que pour tout v € ng telle que y(zx) = qf :

b b
J |s"(x)| dz < f |y (z)| da. (2.29)

Donc s € §1,X7q* < Fix. Donc Fi x est fermé dans §17X. Par application du Théoreme 1.2,

page 3, les splines d’ajustement L existent. ]

Ce probleme d’optimisation est en fait sous contrainte d’un autre probleme d’opti-
misation. Nous appelons un tel probleme, probleme d’optimisation & deux niveaux. Le
probleme (2.24) rentre en effet dans ce cadre car I'espace Fi , est défini par un probleme
d’optimisation. Sa résolution numérique sera expliquée dans le paragraphe 4.1. Nous com-
parons ces splines & leur analogue en norme Ly. Autrement dit, nous définissons les splines

d’ajustement Lo qui minimisent :

J |s(2) = f(2)]? dz, (2.30)

sur ’ensemble des splines :

b
U {argmin {J |s"(x)]2dz, se Six, s(zk) =q, k=1,.. .,m}} .

geR™

v . v . . . . .
Nous pouvons montrer que ce dernier est un espace vectoriel de dimension finie. Ceci
garantit donc l'existence de ces splines. Nous constatons sur la Figure 2.14 Defficacité de

la méthode d’approximation par splines d’ajustement L;. Alors que nous observons un net
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phénomene de Gibbs avec les splines d’ajustement Lo, celui-ci est tres faible en norme L.
En outre, nous mettons en évidence que cette méthode permet d’atténuer le phénomene
de Gibbs mis en évidence dans la solution de meilleure approximation au sens de la norme
L.

1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1

FIGURE 2.14 — Spline d’ajustement (trait plein) et meilleure approximation (pointillés) de
la fonction de Heaviside au sens de la norme L; (haut) et Lo (bas).

3.2 Approximation de données discretes

Etant données les notations des paragraphes 1.2 et 3.1, nous appelons spline d’ajuste-

ment Ly des données (Z;, f;), i = 1,...,n aux noeuds x une solution du probléme :

inf 2 |s(Z:) — fil. (2.31)
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Nous les comparons aux splines d’ajustement Lo qui minimisent :

|s(2:) — fil%, (2.32)
1

n
1=
sur ’ensemble des splines :

b
U {argmin {J |s” (z)|?dz, se Six, s(zp) =qx, k=1,.. .,m}} .

qeR™

12

FIGURE 2.15 — Spline d’ajustement Ly (haut) et Ly (bas) de données discretes.

En Figure 2.15, nous observons a nouveau les avantages de la méthode par spline d’ajus-
tement L par rapport a celle Lo pour I'approximation de données discretes. Contraire-
ment a la méthode par spline d’ajustement Lo qui introduit des oscillations importantes,
la méthode par spline d’ajustement L; semble conserver les alignements des données a

approcher.
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Au regard des exemples donnés pour les méthodes d’approximation par spline de lissage
et d’ajustement au sens des normes L; et Lo, nous concluons qu’en général la méthode
par spline d’ajustement L est une méthode appropriée pour I’approximation de fonctions
ou de données discretes. Elle permet d’obtenir des propriétés de conservation de forme
telle que la conservation des alignements dans le cas discret. Le phénomene de Gibbs
est négligeable dans le cas de 'approximation de la fonction de Heaviside. De plus, par
définition, elle ne nécessite aucun parametre additionnel difficile & maitriser en général
comme c’est le cas pour la méthode de lissage. Cependant, nous ne savons pas quantifier
la proximité de la solution aux données initiales®. De plus, 'obtention numérique d’une
solution de ce probleme d’approximation est en général plus cotiteuse en temps de calcul
que par splines de lissage. En effet, le premier est un probleme d’optimisation non-linéaire a
deux niveaux alors que le second est d’une complexité similaire au probleme d’interpolation
présenté dans le paragraphe 1.4.1. Dans le paragraphe suivant, nous rappelons ’algorithme
permettant d’obtenir une telle solution. Nous proposons une méthodologie par fenétre

glissante afin de réduire la complexité algorithmique.

4 Méthodes numériques pour le calcul des splines d’ajuste-

ment [,

4.1 Méthode globale

Le probleme de la détermination des splines d’ajustement L est un probleme d’opti-
misation non-linéaire a deux niveaux. En pratique, nous discrétisons les intégrales par la
formule du point milieu afin d’écrire le probleme sous forme matricielle. Nous notons q
(respectivement b) le vecteur de taille (m + 1) des valeurs ¢; (respectivement les dérivées

premieres b;). Le probleme discrétisé consiste a déterminer un vecteur g solution d’un

(Ao A1) < 2 > =c (2.33)

systeme surdéterminé :

tel que pour q donné, le vecteur b soit solution d’'un systeme surdéterminé :

(By By) ( E ) ~0. (2.34)

L’équation (2.33) correspond au premier niveau d’optimisation, c’est-a-dire ’approxima-
tion, et (2.34) correspond au second niveau d’optimisation, ¢’est-a-dire la minimisation de
la norme L7 de la dérivée seconde. Les expressions des matrices Ag, A1, By, B et du vec-
teur ¢ sont relativement compliquées mais simple a obtenir en utilisant la formule du point
milieu. Leurs expressions détaillées sont données en Annexe A, 137. Nous pouvons utiliser,

pour obtenir une solution a ce probléeme, I’algorithme Primal Affine via multiplicateurs de

5. Une stratégie permettant ceci sera introduite au chapitre 3.
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Lagrange présenté dans [Lav04] et rappelé dans I’Algorithme 3. Cet algorithme de com-
plexité polynomiale est une méthode itérative de moindres carrés avec une pondération
ajustée a chaque itération. Nous ne pouvons pas garantir 'obtention d’une solution dans
un temps raisonnable lorsqu’il est appliqué a un jeu de données de taille importante. Nous
cherchons donc un algorithme local reprenant 1'idée de la fenétre glissante. Un tel algo-
rithme a été récemment proposé dans [WLF14]. Les auteurs cherchent une solution globale
dont les dérivées sont guidées par la regle d’interpolation sur cing points énoncée en page
50. Les résultats graphiques sont satisfaisants bien que la méthode semble introduire des
oscillations de faible amplitude 1a ou la méthode globale conservait les alignements. De
plus, le gain en temps de calcul est peu significatif. Nous proposons donc une autre ap-

proche dans la suite.

Etape 0. Initialiser I'incrément a k = 0. Initialiser q =0, b =0, w =0 et v = 0.
Etape 1.0. k =k + 1.

Etape 1.1. Soit D la matrice diagonale avec le i®™° terme de sa diagonale égale &
1 — |w;], ot w; est le ™ élément de w. Soit E la matrice diagonale avec le ¢°me
terme de sa diagonale égale & 1 — |v;|, ot v; est le i®m® élément de v.

Etape 1.2. Calculer la solution au sens des moindres carrées (qr,, bl,,) du

systeme :
AFD%*Ay AFD?A, BIE*B Qnew A D%c
ATD?Ay A{D?A; BTE?B buew |= | A{D%c
BTE?By Bl'E*B 0 A 0

ou, A est le vecteur de taille (m + 1) des multiplicateurs de Lagrange.

Etape 1.3. Si [(Qnew — 4, Prew — b)|1 < €cony alors flag =1 sinon flag = 0.
Etape 1.4. Poser q = Quew €t b = byew.

Etape 1.5. Si flag = 1 ou si k > kyqs, stop. Sinon aller en Etape 2.1.

Etape 2.1. Calculer le résidu r = ¢ — Agq — A1b et t = —Byq — B1b. Calculer

p = D?r et ¢ = E?t.

Etape 2.2. Calculer a = max; (max (1”5, —ﬁm)), ou m; est le i*™¢ élément de
(p,q) et ¢; est le i€ élément de (w,v).

Etape 2.3. Calculer wpey = woid + (0.666666/)p et Vpew = Vo1d + (0.666666/c)q.
Etape 2.4. Aller en Etape 1.0.

Algorithme 3 : Primal Affine via multiplicateurs de Lagrange.

4.2 Méthodes par fenétre glissante

En s’inspirant de I'idée de la fenétre glissante développée pour le probleme d’interpo-
lation, nous définissons et comparons des méthodes originales par fenétre glissante avec

des tailles de fenétre et une conservation d’information différentes.
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4.2.1 Méthodes a noeud central

Dans ce paragraphe, nous définissons des méthodes numériques par fenétre glissante
de taille [ = 3, 5, et 7. Pour tout choix de [ nceuds consécutifs, nous résolvons le probleme
(2.24) (ou (2.31) dans le cas discret) discrétisé au préalable, grace a I’Algorithme 3. Nous
ne conservons que les informations au noeud central des fenétres, g;, b; respectivement le
point d’approximation et la dérivée associée. Nous appelons ces méthodes a trois, cing et
sept neeuds respectivement L1 SFL3, L1SFL5 et L1SFL7. Les initiales SF signifient spline
fits qui est le nom des splines d’ajustement dans l'article de Lavery [Lav04] et le "L”
signifie tout simplement local. Nous testons les différentes méthodes sur la fonction de
Heaviside avec dix nceuds répartis uniformément et illustrons les résultats obtenus sur
la Figure 2.16. Dans la Table 2.2, nous donnons les valeurs des erreurs en norme L et
Ly entre les solutions déterminées par les méthodes locales et la méthode globale. Nous
remarquons alors que la méthode a sept nceud est nettement plus proche de la solution

obtenue par la méthode globale.

L,SFL3 L;SFL5  L;SFL7
erreur L;  0,0167  0,0180 1,36x107°
erreur Lo, 00,2356 0,2491 1,62x1078

TABLE 2.2 — Erreurs L1 et Lo entre les solutions déterminées par méthodes locales et la
solution obtenue par méthode globale pour la fonction de Heaviside.

Ces méthodes sont également testées sur deux ensembles de données. Nous illustrons
les résultats sur les Figures 2.17 et 2.18. Dans les Tables 2.3 et 2.4, nous donnons les va-
leurs des erreurs en norme Lq et Ly, entre les solutions déterminées par méthodes locales
et la solution obtenue par méthode globale pour les données illustrées respectivement sur
les Figures 2.17 et 2.18. Nous observons encore une fois que la méthode a sept nceuds est
la plus proche de la méthode globale et semble donc étre la plus appropriée parmi les trois

méthodes présentées.

LSFL3 L{SFL5 L{SFL7
erreur L;  0,0408 0,0462 0,0111
erreur Lo 0,4829 0,4602 0,1521

TABLE 2.3 — Erreurs L1 et Lo entre les solutions déterminées par méthodes locales et celle
obtenue par méthode globale pour les données illustrées sur la Figure 2.17.

LySFL3 L,SFL5 [LSFL7
erreur L;  0,0396 0,0304 0,0172
erreur Lo 0,4725 0,2800 0,2203

TABLE 2.4 — Erreurs L1 et Lo entre les solutions déterminées par méthodes locales et celle
obtenue par méthode globale pour les données illustrées sur la Figure 2.18.
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FIGURE 2.16 — Splines d’ajustement L; déterminées par les trois méthodes locales pro-
posées sur la fonction de Heaviside avec dix nceuds équirépartis.
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FIGURE 2.17 — Splines d’ajustement L; déterminées par méthode globale (pointillés) et
par les méthodes locales proposées (trait plein).
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FIGURE 2.18 — Splines d’ajustement L; déterminées par méthode globale (pointillés) et
par les méthodes locales proposées (trait plein).
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Nous présentons également, sur la Figure 2.19, une comparaison des temps de calcul
obtenus pour les différentes méthodes pour 'approximation de la fonction de Heaviside
suivant le nombre de noeuds. Pour toutes les méthodes a I'exception de la méthode a trois
points, nous observons un graphe de type dents de scie qui s’explique par la présence ou
non d’un noeud & la discontinuité de la fonction de Heaviside. La convergence est plus lente
lorsqu’un nceud est situé a la discontinuité. Nous observons également un comportement

attendu concernant la réduction significative du temps de calcul pour les méthodes locales.

4 \ \ \
—Global L _SF
35 1 _
_--LlSFL3
s <L SFL5
o
B2s
o
o 2
£
21.5
@)
1
0.5
pE===d e = e e m = o m s m e m oo m g m = m

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Number of knots

FIGURE 2.19 — Comparaison des temps de calcul de la méthode locale avec les méthodes
globales.

4.2.2 Meéthodes a trois points centraux

Les méthodes originales présentées et particulierement la méthode a cinq nceuds peuvent
mettre en évidence des caractéristiques peu souhaitables quand elles sont appliquées a des
données comportant des sauts (voir Figures 2.17, 2.18). Ce phénomene est di au manque
de cohérence entre les différentes informations calculées. En effet, chaque point d’approxi-
mation déterminé sur une fenétre ’est indépendamment des points d’approximation des
fenétres voisines. Il en résulte des inversions de courbure non-souhaitables (voir la méthode
a cing noeuds sur les Figures 2.17, 2.18). Pour atténuer ce phénomene, nous proposons
deux nouvelles méthodes, L1SFL5-3 et L1SFL7-3, respectivement des méthodes a cing et
sept noeuds. La différence avec les méthodes L1 SFL5 et L1SFL7 est que nous conservons
désormais les informations, points d’approximation et dérivées, aux trois noeuds centraux
et non plus seulement au noeud central. Ces méthodes ont aussi 'avantage de nécessiter
moins de calculs que les méthodes L1SFL5 et L1SFL7. En effet avec L1SFL5-3 et L1SFL7-
3, il y a moins d’inconnues a calculer. Nous avons testé ces méthodes sur les données déja

utilisées auparavant. Les résultats sont illustrés dans les Figures 2.20 et 2.21.
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L.SFL5 L;SFL5-3 L{SFL7 L,SFL7-3
erreur L 0,0462 0,0408 0,0111 2,1020 x10 %
erreur Ly, 0,4602 0,4829 0,1521 0,0024

TABLE 2.5 — Erreurs L1 et Lo entre les solutions déterminées par les méthodes locales
L,SFL5, L1SFL5-3, L1SFL7, L1SFLT7-3 et la méthode globale pour les données illustrées
sur la Figure 2.20.

L4,SFL5 L;SFL5-3 IL4SFL7 L;SFL7-3
erreur L;  0,0304 0,0259 0,0172 0,0056
erreur Lo, 0,2800 0,2851 0,2203 0,0600

TABLE 2.6 — Erreurs L1 et Lo entre les solutions déterminées par les méthodes locales
L1SFL5, L1SFL5-3, L1SFL7, L1SFL7-3 et la méthode globale pour les données illustrées
sur la Figure 2.21.

La solution obtenue par la méthode L1 SFL7-3 est la plus proche de celle obtenue par la
méthode globale (voir les Tables 2.5 et 2.6). La méthode globale étant notre référence, c’est
celle-ci que nous choisissons comme étant la plus appropriée. Elle est un bon compromis
entre temps de calcul et qualité intrinseque de la solution pour ce qui est de la conservation
de la forme des données. Cette méthode a été également testée sur des données bruitées

par un bruit gaussien de moyenne nulle et d’écart-type 0.05 (voir les Figures 2.22 et 2.23).

5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les méthodes d’interpolation par splines poly-
nomiales et plus particulierement la méthode d’interpolation par fenétre glissante. Nous
avons également rappelé les méthodes d’approximation par spline de lissage et d’ajuste-
ment au sens de la norme L;. Cette derniere permet de ne pas introduite un parametre
de régularisation dont la valeur est difficile a fixer. Nous privilégions donc dans les appli-
cations, notamment pour la modélisation de terrain, la seconde méthode. C’est pourquoi,
nous avons proposé des méthodes locales afin d’améliorer les performances en temps de
calcul tout en conservant les propriétés géométriques de la méthode initiale. Une méthode
a fenétre glissante sur sept noeuds avec conservation d’informations aux trois nceuds cen-

traux a été retenue.

Pour les applications a la planification de trajectoire, il est souhaitable de pouvoir
controler la distance entre la solution d’approximation et les points de données. Nous

proposons alors dans le chapitre suivant une approche originale en ce sens.
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FIGURE 2.20 — Application des méthodes L;SFL5-3 et L;SFL7-3 (trait plein) et compa-
raison avec la solution globale (pointillés) et les méthodes L1 SFL5 et L1 SFL7 (points) sur
des données discretes.
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FIGURE 2.21 — Application des méthodes L1SFL5-3 et L;SFL7-3 (trait plein) et compa-
raison avec la solution globale (pointillés) et les méthodes L1 SFL5 et L1 SFL7 (points) sur
un jeu de données discretes.
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FIGURE 2.22 — Application de la méthode L1 SFL7-3 (haut) sur une configuration de points
de type Heaviside corrompue par un bruit gaussien et graphe d’erreur absolue relative (bas)
entre la fonction de Heaviside et la solution globale (trait plein), et la méthode L;SFL7
(points).
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FIGURE 2.23 — Application de la méthode L;SFL7-3 (haut) sur une configuration de points
de type sinus corrompue par un bruit gaussien et graphe des erreurs absolues relatives (bas)
entre la fonction sinus et la solution globale (trait plein), et la méthode L;SFLT7 (points).
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Dans ce chapitre, nous présentons une approche originale d’approximation, proposée
par ailleurs dans [GNG13, GGN14], consistant & interpoler a ¢ prés des données ou § > 0.
Comme évoqué dans le chapitre 2, paragraphe 5, il est important pour les applications
a la planification de trajectoire d’avoir des courbes suffisamment lisses n’excitant pas
les modes de vibration des systemes mécaniques permettant la génération du mouvement.
Nous pouvons utiliser pour cela notre méthode d’interpolation spline Lq sur certains points
de passage. L’idée est ici de relaxer les conditions d’interpolation pour assouplir la tra-
jectoire et la rendre ainsi plus aisée a parcourir. Nous imposons cependant au systeme
mécanique de passer a une distance maximale & > 0 fixée des points de passage initiale-
ment mesurés. Ce probleme est posé dans le premier paragraphe et nous vérifions qu’une
solution existe. Dans un second paragraphe, nous étudions théoriquement le probleme par
la résolution formelle de celui-ci dans certains cas afin de comprendre les caractéristiques
de la méthode. Nous étudions le cas ou les solutions sont affines, puis le cas de configura-
tions de trois points quelconques. Afin d’obtenir un algorithme de résolution de complexité
minimale, nous développons des méthodes par fenétre glissante au paragraphe 3. Nous ver-
rons qu’une méthode a cing points nous amene a effectuer une résolution numérique sur
chaque fenétre en utilisant un algorithme de complexité polynomiale. Nous proposerons
donc deux méthodes a trois points basées essentiellement sur une résolution exacte du
probleme effectuée au second paragraphe. Nous montrons que les méthodes développées

peuvent également efficacement lisser des données bruitées.

1 Présentation du probleme

Soient f; = (x;,vi), i = 1,2,...,n, n points dans R? tels que 1 < 23 < -++ < x,,. Po-
sons x = {1, 22,...,x,}. Nous cherchons & approcher ces données par une spline cubique
d’Hermite de nceuds t = {¢1,...,t,} S x. Dans la stratégie proposée, nous considérons

la norme L; de la dérivée seconde, souvent utilisé comme terme de régularisation, comme
la base de la formulation de notre probleme. Nous ajoutons ensuite des contraintes sur la
distance relative des données initiales a la courbe. Soit donc le probleme d’interpolation

Ly & ¢ pres (6 > 0) des points f; par une spline de §1,t :

Zn n
inf J |s (x)| dz (3.1)
S
sous les contraintes :
seSe et |s(z) —wl <6, i=1,2...,n. (3.2)

Pour que les contraintes (3.2) puissent étre satisfaites dans tous les cas, nous imposons
que les nceuds t soient choisis de telle sorte qu’il y ait au plus un x; compris strictement
entre t; et t;41 pour chaque i € {1,...,m — 1}. Au-dela, nous pouvons trouver des cas

problématiques car une fonction cubique ne peut avoir qu'un seul point d’inflexion.
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FIGURE 3.1 — Une spline cubique d’Hermite qui satisfait les contraintes (3.2).

Théoréme 3.1. Soient f; = (z;,y;), i =1,2,...,n, n points dans R? tels que 1 < 9 <
cor < Ty, Sotent x = {z1,22,..., 2y} et une subdivision t = {t1,...,t,} telle que t S x.
De plus, supposons que pour tout i € {1,...,m — 1}, il existe au plus un k € {1,...,n} tel

que t; < xp < tipq. Soit 0 > 0 alors :

Tn
minJ |s"(z)| dz (3.3)
s o
sous les contraintes :
seSiy et |s(x) —wyi| <0, i=1,2,...,n, (3.4)
existe.
Pour la démonstration et pour la suite, nous notons q = {¢;, i = 1,...,m} les points
tels que s(t;) = ¢, i =1,...,met b= {b;, i =1,...,m} les dérivées premieéres associées.

Alors, le probleme (3.3)-(3.4) peut étre récrit comme suit :

min ®(q,b) (3.5)
q,b
sous les contraintes :
q,beR™, |s(x;) —y| <6, i=1,2,...,n, (3.6)
ol
m—1 %
o(q,b) = ). Nbir = b+ 6E(bi + iy — 20;)] dt, (3.7)
i=1Y~3
avec Ag; = %. Les notations introduites sont illustrées sur la Figure 3.2.

Nous avons aussi besoin du lemme suivant issu de la theése de Philippe Auquiert [Auq07].
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09—

08—

06—

05—

03—

0.2

14 2 5 X;=t, XY Xg=lg
FIGURE 3.2 — Illustration des notations introduites dans (3.5)-(3.6).

Lemme 3.2. Soit g:t€ R+ at +b ot (a,b) € R? une fonction affine. Alors,

f ool > 3 lo (~5)|- (33)

1
2

Démonstration (Théoréme 3.1). L’ensemble des fonctions de gl,t vérifiant les contraintes
(3.4) est convexe. En effet, soient deux telles fonctions s1, s2 et A € [0, 1] alors As; + (1 —

>\)32€§1,t etpouri=1,...,n:

s () + (1= Nsz(@i) = il = [Asi(@i) + (1= Nsa(as) = A+ (1= 2)wil,
< Alsi(m) —yil + (1 = A)sa(zi) — wil,

<.

De plus, cet ensemble est fermé par continuité de la valeur absolue.
Il n’est pas difficile de montrer que ® est une fonction continue. Il reste donc a montrer

sa coercivité. En utilisant le Lemme 3.2, nous avons les inégalités suivantes :

n—1
1 1
®(q,b) > 3 bit1—b; +6 <_6) (bi + bit1 — 2Aq)],
i=1
o 1 (3.9)
®(q,b) > 3 biy1—b; +6 (6) (b + biy1 — 2A¢;)|
i=1

Ainsi, nous montrons que :

2
#(ab) > max (3 (Iblnot -~ 2lalin)

(1sw) )

(3.10)

Wlin Wl

| 2
1,m—1 h q
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ou ||.|1,p est la norme ¢; dans RP, h = min  x;,1 — x; et
1e{l,....,m—1}
S: (a1, ag,...am) € R™ — (ag,as,...,an) € R™L

Si |(q,b)|| = 4+ alors |b| — +o0. En effet, |q| est borné a cause des contraintes (3.4)
et de I'hypotheése t < x. Il vient donc, en utilisant 'inégalité (3.10), que P est coercive.

Donc il existe un minimum au probleme (3.3)-(3.4). O

Avant de donner des stratégies de résolution, nous proposons de mettre en évidence
des caractéristiques de la méthode sur des cas particuliers. Cette analyse nous permettra
a la fois de mieux comprendre comment peuvent se comporter les solutions de ce probléme

de minimisation mais aussi d’élaborer par la suite nos stratégies de résolution.

2 Résolution formelle dans des cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous étudions le probléeme d’interpolation Li a § pres. par la
résolution de cas particuliers. Nous nous intéressons aux solutions affines du probleme
(3.1)-(3.2) quand elles existent. Puis, nous résolvons le probleme sur trois points quel-
conques. Nous proposerons d’ailleurs deux méthodes par fenétre glissante au paragraphe
3.3 utilisant ce résultat. D’autres résultats de résolution formelle sont données en Annexe
B. Nous avons choisi de les présenter en annexe car ils n’ont pas aboutis a des algorithmes.

Ils restent cependant intéressants dans ’analyse des propriétés de cette méthode.

2.1 Cas des solutions affines

Nous commengons par énoncer un résultat concernant les éventuelles solutions affines
du probleme (3.3)-(3.4) (voir la Figure 3.3). Comme noté au chapitre 2, les droites mi-
nimisent la fonctionnelle (3.3). Il est donc légitime de se demander quand une droite est
solution de ce probleme. La proposition suivante détermine le § minimal pour qu'une droite

satisfasse les contraintes (3.4) et soit donc solution du probleme (3.3)-(3.4).

Proposition 3.3. Soient f; = (x;,y;),i=1,...,n, n points de R? otix1 < 29 < -+~ < z,,
et 6 > 0. Soit aussi

dp = min  max |y; —ax; — b|.
(a,b)€R2 i=1,2...,n

Si § = 0o alors les solutions de (3.3)-(3.4) sont affines.

Démonstration. Une droite de régression f,, définie par le probleme :

min  max |y; —ax; — b|
(a,b)eR2 i=1,2....n
est une droite minimisant la déviation maximale des points & celle-ci. Nous notons cette
déviation dg.

Si 0 = d, alors les droites de régression [y, coupe toutes les portes d’amplitude ¢ associées
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aux points f;. En effet, ces droites sont par définition a une distance au plus § des points
de données par définition. Elles sont donc solutions de (3.3)-(3.4).
O

FIGURE 3.3 — Spline d’interpolation L & § pres avec § = 0.2.

2.2 Résolution exacte sur trois points

Etant donnés trois points quelconques, nous recherchons ici une spline a deux morceaux
solution du probleme d’interpolation L; a § pres. Ce résultat sera utilisé au paragraphe

3.3 pour définir des algorithmes par fenétre glissante sur trois points.

Proposition 3.4. Soient fi = (x;,y;), i = 1,2,3 trois points de R?, les deux pentes
associées :
et § un réel strictement positif. Alors les solutions de (3.3)-(3.4) pour n = 3 sont des

droites si et seulement si :

Ys — Y1

(x2 —21) + 1 —26 < y2 < u(wg—xl)—l—yl—l—%. (3.11)
r3 — X1 T3 — I

Sinon les points d’approximation sont déterminés de maniére unique par :
qi =1 +sign(hy — he)0,
a5 = y2 —sign(hy — h2)d,

g5 = y3 + sign(hy — h)d,

et les dérivées premieres possibles en ces points sont :

(5 i) (00

*
1
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b _ (2 - \/ﬁ) BE 4+ 9 (3/3 — Y2 + 2sign(hy —h2)5) (\/E— 1)
3 V10 2 T3 — T3 V10 )7

Y2 — Y1 — ZSign(hl — h2)5 Y3 — Yo + 28ign(h1 - hg)&)

b5 € [min (

To — X1 T3 — Ty
<y2 —y1 — 2sign(hy — h2)d y3 — y2 + 2sign(hy — hg)(;):|
max ) -
Tr9 — T1 r3 — T2

Avant de démontrer cette proposition, nous énongons le lemme suivant issu de [Auq07],
page 28, et dont la preuve est rappelée en annexe B. Il permet de résoudre le probleme

d’interpolation L par spline cubique d’Hermite sur trois points quelconques.
Lemme 3.5. Soient x1,x2,x3 trois réels tels que x1 < xo < x3. Pour trois réels fixés qi,
q2, g3 -
2 Al
. 2
min 2 |bi+1 —b; + 6t(bi + bjy1 — 2Aqi)| dt
i=1

bl,bg,bgeR
_y (x/l() - 1)
a 3

1
i (3.12)
92 —q1 43— 42
Tro9 — 1 T3 — I

)

et le minimum est obtenu pour :

i (s (528) ()

by = <2:/%F)b2+2(gz:i22) (\/%1)

(QQ—Q1_CI3—Q2> (Q2—Q1,Q3—Q2>}
; , max ; .
Tro —T1 I3 — T2 Tro —T1 I3 — T2

Nous pouvons donc passer a la démonstration de la Proposition 3.4.

=

b € [mi

Démonstration (Proposition 3.4). Nous considérons ici la position de f3 relativement a
f1, f2. Un cas limite pour obtenir une solution droite est que le point (z3,y3 — J) (res-
pectivement (z3,ys + J)) appartient a la droite qui interpole (x1,y; — ) et (x2,y2 + 0)

(respectivement (1,41 + d) et (x2,y2 — 0)). Ainsi, nous avons les deux conditions :

o —y1 + 20
y3—5<yx2y+xl(w3—x1)+y1—5,

2 — Y1 — 20
y3+5<%(m3—x1)+y1+5,

qui sont équivalentes & (3.11).

Supposons maintenant que (3.11) ne soit pas satisfaite. En vertu du Lemme 3.5, posons
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FIGURE 3.4 — Cas limite pour I'obtention d’une solution droite.

la fonction :

fo lyi—0,y1+0] x[y2 — 6,52+ 6] x [ys — 6,43+ 0] — R.
92 —q1 43— q2 (3.13)
Tro9 — T1 .”133—1‘2’

(91,92, q3) —
La fonction f change de signe si et seulement si (3.11) est satisfaite. Sinon, nous avons :
sign(hy — he) = sign(f).
Nous utilisons alors (3.12). Il reste donc a résoudre le probleme suivant :

42 —q1 43 — @2

min sous les contraintes Vi = 1,2,3, ¢; € [y; — d,y; +]. (3.14)
¢, 1=1,2,3 |To2 — X1 X3 — T2
: L= _ B—@| _ @3- _ @-q Lo
Sihi < hg, alors |2=1 | = 2=k — 2= Donc le minimum de (3.14) est

obtenu pour g1 = y1 — 9, g2 = y2 + 0 et g3 = y3 — 6. Le cas h1 > ho est symétrique. O

De la Proposition 3.4, nous pouvons déduire le corollaire suivant. Il établit le 4 minimal

pour obtenir une solution droite.

Corollaire 3.6. Soient f; = (v;,y;), i = 1,2,3 trois points de R? et les deux pentes

associées :
Y2 — 1 Ys — Y2
hi = , ho = )
Ty — X1 T3 — T3

Posons :

v1(ys — v2) + w2(y1 —ys) +73(Y2 —p1)
R = RS

Alors pour tout 6 = do, les solutions de (3.3)-(3.4) sont affines.

Démonstration. Tant que 0 ne vérifie pas (3.11), les solutions interpolent les extrémités
des portes comme définies dans la Proposition 3.4. La plus petite valeur de § qui satisfait

(3.11) donne une solution affine qui interpole les points :

(1,91 +sign(hy — h2)6), (w2,y2 — sign(hy — ha)d), (x3,y3 + sign(h1 — ha)d).
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FIGURE 3.5 — Interpolation L1 a  pres de trois points quelconques.

Ainsi, nous résolvons 1’équation :

—y1 — 2sign(hy — ho)d
)6+ Y2 — y1 — 2sign(hy — ho) (
Tro — T

y1 + sign(hy — ha r3 — 1) = y3 + sign(h1 — ha)d.

Il en résulte la valeur 0o, présentée dans le corollaire. O

Au vu des résultats obtenus dans ce paragraphe, nous remarquons que les solutions
ont tendance a passer aux extrémités des portes et a posséder des morceaux affines. Ce

constat sera utile dans les méthodes que nous introduisons dans la suite.

3 Meéthodes globale de résolution

Dans un premier temps, nous présentons dans ce paragraphe la méthode globale
numérique afin d’observer a nouveau les caractéristiques des solutions du probleme (3.1)-
(3.2). Dans le cas de grands flots de données, nous proposerons notamment d’utiliser cette

méthode par fenétre glissante.
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3.1 Un probleme régularisé associé

Le lagrangien du probleme (3.1)-(3.2) n’étant pas différentiable partout, nous n’utili-
sons pas une méthode de multiplicateurs de Lagrange. Nous allons considérer un probleme

régularisé associé. Pour cela, nous énoncons dans un premier temps le résultat suivant.

Proposition 3.7. Le probléeme (3.1)-(3.2) est équivalent au probléme :

min an |s"(z)| d= (3.16)

s o

sous les contraintes :

seSiy et Y (|s(@i) —yi — 0 + [s(z:) — yi + 8]) = 2n6. (3.17)
=1

Démonstration. Pour montrer ’équivalence des contraintes (3.2) et (3.17), nous considérons

le probléme de minimisation pour p € R et § > 0 donnés :
min|r —p—90| +|r—p+94|
reR

Le minimum est égal & 26 et est atteint pour tout r € [p — 0, p + J]. En effet, la fonction

r— |r—p—20|+|r—p+d| est affine par morceaux :

2p—2r sir<p-—4,
r— < 20 sip—d<r<p+4,
2r —2p sir>p+6.

Ainsi, les contraintes (3.17) sont équivalentes & chercher s(t;) € [y; — 0,y; + 0] pour @ =

1,2,...,n. Ceci est équivalent aux contraintes (3.2). O

Le probleme L/l initial (3.1)-(3.2) est donc équivalent & un probleme L;i/¢;. De
plus, écrit sous la forme (3.16)-(3.17), la version régularisée de ce probleme est facile a

déterminer. Elle est présentée dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.8. Soient f; = (xi,v:), i = 1,...,n, n points de données dans R?, t =

{ti < - <tpm}cx={x1 <--- <zp}. Soient \,§ deux réels positifs. Alors :

min an |s" (z)| dw + /\2 (Is(ts) — yi — 0| + |s(ti) —yi + d]) (3.18)
i—1

SGSLt Tl
existe.

Remarque. Le parametre A est un parametre de régularisation. Nous conjecturons que
pour tout ensemble de points f;, ¢ = 1,...,n, il existe un A9 > 0 tel que, pour tout

A > Ao, les contraintes (3.17) soient satisfaites.
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La fonctionnelle dans (3.18) peut étre écrite :
E(q,b) = ®(q,b) + A¥(q,b)

avec dans ce contexte :
U(a,b) = Y (Is(t:) — yi — 8] + [s(t:) — i + 81).
i=1

Démonstration. 11 n’est pas difficile de montrer que E est une fonction continue et convexe.
Il reste donc & montrer sa coercivité. Nous considérons dans un premier temps le cas n = m.

Ainsi z; = t; pour tout i € {1,...,n}. Nous devons montrer la coercivité de E.

Nous remarquons que :

E(q,b) = A¥(q,b)

n

n (3.19)
= E(q,b) = 2)\|q]1 — A (Z lyi =Sl + > v + 5|1) :

i=1 =1

Nous avons également :
n—1 %
Ej(a,b) = ®(q,b) = )| J bier = by + 64(bi + bi1 — 2Ag;)| dt.
i=1Y73

En utilisant le Lemme 3.2, page 86, nous avons les inégalités suivantes :

1] 1
®(q,b) > 3 bit1—b; +6 (_6) (bi + bit1 — 2Aq)],
- (3.20)
1'& 1
®(q,b) > 3 bit1—b; +6 (6) (bi + bit1 — 2Aqg;)| .
i=1

Ainsi, nous montrons que :

2 2
Blacb) = max (5 (bt - 1la

|17m> | (3.21)

2 2
5 (101 = laln ) )
ou ||.|1,p est la norme L; dans R?, h = min ;41 —z; et
ie{1,..,m—1}
S:(a1,ag,...am) € R™ —> (ag,as,...,ay) € R™ L.

Quand |(q,b)| — 400, si ||q| — +00, nous utilisons (3.19) pour montrer que E(q,b) —
+00, sinon nous utilisons (3.21). Ceci mene a la méme conclusion. Donc, dans le cas n = m,

E(q,b) est coercive.
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On suppose maintenant m < n. La fonctionnelle peut étre écrite de la maniere suivante :

m—1 A1
B(ab) = Y f Bist — bi + 6t(b; + biar — 20g5)| dt
=1 v

1
2

—Ygr(iy — O + | 8(xi) —yg,5) + 9|

qi

s(x
——
q

A | s
i=1 :

+ A Z (|8(t92(i)) ~ Ygo(i) — 5| + |S(t92(i)) ~ Ygo(4) + 5|) )
i=1

ot g i€ {l,...,m} — g1(i) est telle que t; = ug ;y et g2 i€ {1,...,n —m} —> ga(i)
identifie les indices j pour lesquelles ¢; n’est égal a aucun élément de u. Ces fonctions

permettent donc d’identifier les abscisses qui sont également des noeuds.

On remarque que :

m—1 A1
Blab) > Y, [ It = b+ 60 + bior — 2809
=1 v

1
2

+ A (la = foriy = 0l + |ai = Fooiy +90]) = E(q,b).
=1

~

E(q,b) est coercive par le travail précédent sur le cas n = m. E(q,b) l'est donc aussi. [J

3.1.1 Algorithme d’interpolation L; a § pres

Jusque-la, nous avons autorisé le cas de la compression m < n, c’est-a-dire choisir
moins de noeuds pour la spline que de données. Cependant le probleme du choix des
nceuds d’approximation n’est pas un probleme simple en général et peut nécessiter des
calculs trés importants. Dans [CFL108] et [Lav00a], les méthodes présentées nécessitent
un choix préalable pour le placement des nceuds. Pour éviter ce probléeme, nous imposons
m = n. Ainsi, u; = t;, s(t;) = ¢; pour tout i = 1,2...,n. Le terme de fidélité ¥(q,b) ne

dépend maintenant plus que de q et s’exprime comme suit :

n

D (lai = yi = 8] + lai — i + 6.
=0

Le probleme (3.3)-(3.4) est non-linéaire. On discrétise la fonctionnelle, premierement en
la divisant en [ intégrales de méme longueur puis en utilisant la formule du point milieu.

Ceci conduit & la fonctionnelle suivante :

n—11[0-1 n
E(q,b) = Y Y laybi + Bibis1 — %AG| + A (lgi — yi — 0| + g —yi +6)),  (3.22)
=1 j=0 =0
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ou pour j € {0,...,0 — 1} :

—4d + 65 + 3 —2d+6j +3 —6d+12j +6
o = Bi = C

2 ’ J 2 v 2

Proposition 3.9. L’erreur de discrétisation
£(q,b) = ‘E(q,b) ~B(g,b)|, k=1,2,....d
est bornée comme suit :

n—1 .
1 sz +bi_2Ai b@ —b1<3bz +bi—2Ai
g(q,b><212{ i al s bier — b1l < 3lbioa a
=1

0 sinon

Ainsi ‘E(q, b) — E(q, b)‘ =0 (l%) pour tout (q,b) € R™ x R™.

Pour la démonstration de cette proposition, nous devons tout d’abord rappeler le lemme
suivant issu de [Aug07] dont une démonstration est rappelée en Annexe B.
Lemme 3.10. Soit f : [c,d] — R une fonction affine définie par f(t) = at + b.

1. Si |f(t)] > 0 surle,d[ alors §*|f(t)|dt = (d — c) | f (4<)].

2. Siil existe  €]c, d[ tel que f(§) = 0 alors Sf |f®)|dt —(d—c) |f (%)” < (d—c)?|%].

8. De plus sic=—% et d =3, |f(t)| >0 sur |—3, 5[ si et seulement si 2|b| > |a|.

On peut donc maintenant démontrer la Proposition 3.9.

Démonstration (Proposition 3.9). Si |biy1 — bi| = 3|bix1 + bj — 2A¢;|, d’apres le lemme
précédent, il n’y a pas d’erreur entre S%; |bit1—b; +6t(bis1+b;i—2Ag;)| dt et sa discrétisée.
Sinon il existe un indice p (0 < p <1 —21) tel que bjy1 — b; + 6t(bi+1 + b; — 2A¢;) = 0 sur
I’intervalle ]—% + 2, —% + plil[ On a alors :
1
Sf% |biy1 — b; + 6t(biy1 + b; — 2A¢;)| dit
— Y0 1(=20 + 65 + B)bisy + (=41 + 65 + 3)b; — (=61 + 125 + 6) Ay

< 3|bit1 +lb21 - 2A%|‘

O

Dans la pratique, comme pour l'interpolation Ly décrite dans [Lav0Ob] et pour remédier
a la non-unicité de solution, nous pouvons favoriser un certain type de solutions par I’ajout
d’un terme de régularisation. Nous pouvons par exemple chercher une solution aux dérivées

les plus faibles possibles. Il en résulte alors la fonctionnelle suivante :

n—11-—1 n n
Gla,b) = >0 > Joybi +Bibiyr — v Aqi + A D (1gi —yi— 6] +lai—yi +0]) +& > [bi| (3.23)
=1 7=0 =0 =1
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Nous écrivons le probleme sous forme matricielle. Pour cela, posons :

ag Bo Y0

aq B1 7

o = y 6 = . , Y= .
o1 Bi—1 V-1

L’écriture du probléeme sous forme matricielle est donnée par :

é(Qv b) = HA'(q? b)T - CHh

ou :
" 1 04,1
Ay 0, fies
A= Tl O = : : (3.24)
N, Opn
Onpn €l =0
05,1

)

Pour p, ¢ € N*, I, la matrice identité de taille p, 0, 4 la matrice zéro & p lignes et g colonnes

et 1,1 le vecteur 1 d’ordre p et :

i
hi  P1

B

Rs _ a p

hnfl hnfl « /8

3.1.2 Application sur de petites configurations

Nous avons testé cette méthode sur des configurations de petites tailles, ici cing points.
Ces configurations sont illustrées sur la Figure 3.6. Nous constatons deux tendances de
la méthode. Premierement, les solutions tendent a interpoler des points a une distance
0 des données, c’est-a-dire la distance maximale autorisée. Deuxiémement, il existe des
parties affines dans les splines solutions. Nous avions déja observées ces deux tendances au
paragraphe 2 a travers les résultats de résolution formelle sur des configurations de points
avec un nombre de points restreint. Ceci nous motive dans la suite pour 'utilisation d’une

méthode locale par fenétre glissante.
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FIGURE 3.6 — Interpolation Li & § pres par une spline cubique d’Hermite sur de petites
configurations.

4 Meéthode numérique a cinq points

L’algorithme d’interpolation L a § pres par fenétre glissante sur cinq points présenté
dans [GNG13] est directement inspiré de [NGA11] sur le probleme de l'interpolation L.
Sur chaque fenétre, nous résolvons notre probleme d’interpolation Li a ¢ pres et nous
ne conservons qu’'un point de passage et une dérivée premiere au point central de la
fenétre. Dans le cas de l'interpolation, le probleme d’optimisation sur cinq points est
résolu algébriquement. Cette tache s’avere beaucoup plus complexe pour notre probléeme
puisque les points de passage aux nceuds sont maintenant des inconnues. Notre probleme
comporte donc deux fois plus d’inconnues que le probleme d’interpolation. Une résolution

numérique est donc a ce jour inévitable.
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Nous comparons notre méthode a la méthode des splines de lissage L; rappelée au
chapitre précédent. Nous faisons ce choix car dans les deux méthodes, nous devons fixer
un parametre, o ou J, qui traduit une exigence de proximité de la solution aux données
initiales. Contrairement aux splines de lissage L1, notre approche permet de controler la
distance maximale entre les points de données et la solution déterminée. Dans des configu-
rations de points avec un coin (voir Figure 3.7 et 3.8), il est raisonnable de savoir a priori
comment le lisser. Avec les splines de lissage L1 sur la Figure 3.7, nous observons que
les solutions sont identiques pour les parametres de lissage 0,1 et 0,5. De plus, nous ne
savons pas dans quelle mesure le lissage du coin est lié au parametre de lissage «. En effet,
nous savons simplement que plus « est petit, plus la solution est proche des données. Ce-
pendant, nous ne sommes pas capables de quantifier cette proximité. Grace a la stratégie
d’interpolation & ¢ pres, nous sommes capables de fixer le lissage du coin (voir Figure 3.8).

L’écart entre le coin et la spline est borné par §.

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2

-1 -0.5 0 0.5

N
!
AN
I
o
o
o
o
o
-
[
AN
I
<)
@
o
o
@
-

a.a=0,01 b.a=0,1 c.a=05>5

FIGURE 3.7 — Splines de lissage L1 sur une configuration de points avec un coin pour trois
valeurs du parametre de lissage a.

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4] 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2

-

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 05
a. 8 =0 b. § = 0,01 c.§=0,05
FIGURE 3.8 — Spline d’interpolation Li a § pres sur une configuration de points avec un

coin pour trois valeurs de §, A = 100.

Sur des configurations plus réguliéres, nous montrons sur la Figure 3.10 que nous pou-
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vons obtenir des résultats aussi satisfaisants avec les splines d’interpolation Lq a § pres
qu’avec les splines de lissage L; (voir Figure 3.9). Une nouvelle fois, nous remarquons que
nous sommes capables de controler plus précisément ’écart entre les solutions et les points

de données.

1 1 1

0.9 0.9

0.8 0.8 0.8

0.7 0.7

06 06 0.6

0.5 0.5

0.4 0.4 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2 0.2

0.1 0.1

0| 0 Of »f

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0 1 2 3
a.a=0,01 b.a=0,1 c.a=0.5

FI1GURE 3.9 — Splines de lissage L sur une configuration de points de type sinus pour trois
valeurs du parametre de lissage a.

1 1 1
0.9 0.9 0.9
0.8 0.8 0.8
0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
a.0=0 b. 6 =0,01 c. 6 =0,05

F1GURE 3.10 — Spline d’interpolation L; & d preés sur une configuration de points de type
sinus pour trois valeurs de §, A = 100.

4.1 Meéthode itérative pour les données bruitées

Comme nous utilisons un algorithme de fenétre glissante sur cinq points, les courbes
obtenues conservent localement la forme des données. Ceci donne de bons résultats dans
le cas de données lisses (voir le paragraphe précédent) mais dans de nombreux domaines
d’application, les données peuvent étre bruitées. Sur ce type de données, une itération
de l'algorithme n’est pas suffisante (voir Figure 3.11.a) méme en modifiant les valeurs de
A ou d. Une facon d’améliorer le lissage global des données est d’itérer ’algorithme sur
I'ensemble des points d’approximation ¢;. L'ensemble q*~1 des points d’approximation

déterminés a l'étape k — 1 est utilisé comme données a 1’étape k. Dans les Figures 3.11
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et 3.12, cette stratégie est appliquée & des données perturbées par un bruit gaussien de
moyenne nulle et d’écart-type 0,05. Dans le cas de saut dans les données, la méthode

itérative atténue le saut d’au plus ¢ par itération (voir Figure 3.12).

a. Itération 1 b. Itération 3 c. Itération 5

FIGURE 3.11 — Itération de la méthode sur des données bruitées avec A = 100 et 6 = 0, 05.

a. Itération 1 b. Itération 5 c. Itération 8

F1GURE 3.12 — Itération de la méthode sur des données type Heaviside bruité avec A = 100
et § = 0,05.

5 Meéthodes a trois points

La méthode & cinq points présentée au paragraphe précédent effectue une résolution
numérique sur chaque fenétre. Afin de réduire le nombre d’opérations arithmétiques et
donc le temps de calcul, nous présentons, dans ce paragraphe, deux méthodes par fenétre
glissante sur trois points. Nous utilisons pour ces méthodes la Proposition 3.4, page 88,
qui résout de maniere exacte le probleme lorsque (3.11) n’est pas satisfaite. Quand (3.11)
est satisfaite, les solutions du probleme (3.3)-(3.4) sont affines. Il faut alors en sélectionner
une cohérente vis-a-vis des données. Pour cela, nous introduisons la méthode suivante qui

sera utilisée dans les deux méthodes & trois points présentées.



5. METHODES A TROIS POINTS 101

(3.11) est satisfaite (3.11) n’est pas satisfaite

FIGURE 3.13 — Les deux cas possibles dans ’algorithme a trois points.

5.1 Meéthode de régression /; a 6 pres

Nous introduisons dans ce paragraphe le probleme de régression ¢; a § pres. La
résolution de ce probleme sera utile dans I'algorithme a trois points proposé au paragraphe
suivant. Soient f; = (x;,v;), ¢ = 1,2,...,n, n points du plan et w; > 0,7 = 1,2,...,n,
leurs poids associés et & > 0. Le probleme de régression linéaire £ a § pres est formulé

comme suit :
n

(a%ie% 21 wi (Jyi — 0 — ax; — b| + |yi + 6 — az; — b)). (3.25)

Ce probleme est congu afin de trouver une droite de régression au plus proche des portes
associées aux points de données. De plus, la présence de poids permet de donner plus
d’importance & certains points.

Dans la Figure 3.14, nous utilisons la méthode de régression linéaire ¢1 a § pres pour § = 1
et différents choix de poids. La résolution est ici numérique. Nous utilisons un algorithme
de type point intérieur comme celui rappelé dans 1’Algorithme 1, page 57. Dans le cas
non-pondéré, w = (1,1,1,1,1,1, 1), nous remarquons que la propriété d’interpolation des

meilleures approximations £; est conservée. En effet, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.11. Soient f; = (x;,y;), i = 1,2,...,n des points du plan et § > 0. Il

existe au moins une solution du probléme :

n

min (lyi — 0 — ax; — b| + |yi + 0 — ax; — b]), (3.26)
a,beR P
qui interpole au moins deuz points parmi les (x;,y; £6), 1 =1,2,...,n.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le Théoréeme 1.40, page 38, pour les points (z;,y; — 0)
et (x;,y; +9). O

Nous nous intéressons aussi sur la Figure 3.14 a d’autres choix de pondération w. Nous
constatons un alignement remarquable des points 2 & 5. Les poids w = (1, 10, 10,10, 10,1, 1)

donnent plus d’importance a ces points et permettent ainsi d’obtenir une solution qui tient
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10—
®=(1,10,10,10,10,1,1) [

©=(1,1,1,1,1,1,1)

®=(1,1,1,1,10,10,10)

—10

FI1GURE 3.14 — La méthode de régression linéaire ¢; & § pres sur un jeu de données pour
différents choix de poids w = {w;}i—1,.. n.

compte de 'observation faite en coupant les portes 2 a 5. L’algorithme présenté ci-apres

se basera en partie sur ce principe.

5.2 Meéthode quasi-algébrique a trois points

L’algorithme 4 est composé de deux étapes majeures. La premieére étape consiste a
déterminer les points d’approximation ¢. Considérons la i®™¢ fenétre. Si (3.11) n’est pas
satisfaite, par la Proposition 3.4, page 88, nous déterminons directement le point d’ap-
proximation au centre de la fenétre. Sinon, la ou les solutions du probleme d’interpolation
L1 a § pres sont affines. Par la démonstration de la Proposition 3.7, page 92, elles sont

solutions du probleme de régression £1 a  pres :

i+l
(alrl%ierlla2 Z (lyj =0 —axj; —b| + |y; + 6 —ax; —b]).
: j=i—1

L’ensemble des solutions de ce probleme est en général infini. Afin de choisir une solution
cohérente localement avec la forme des données, nous étendons la fenétre a deux voisins
supplémentaires. De plus, afin que la solution déterminée satisfasse 1’exigence que son
graphe coupe les trois portes de la fenétre initiale, nous affectons des poids w; > 0. Ces

poids sont plus importants pour les termes associés aux trois points de la fenétre initiale
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dans le probleme de régression £ a ¢ pres :

i+2
(a%ie%2 Z wj (lyj — 6 —ax; — b +|y; + 5 —az; —b]).
: j=i—2

Nous résolvons ce probleme par un algorithme de type point intérieur et obtenons une

solution (a*,b*). Le point d’approximation ¢} recherché est donc a*z; + b*.

La deuxiéme étape consiste a déterminer les dérivées premieres aux points d’approxi-
mation par la méthode d’interpolation spline cubique d’Hermite L par fenétre glissante
sur cing points présentée dans le chapitre 2, paragraphe 1.4.2, page 57. Nous choisissons
cette approche car le faisceau de dérivées possibles pour une résolution sur trois points est
large en général. 1l est difficile de choisir une valeur cohérente quand nous ne considérons
que deux voisins directs. La méthode d’interpolation utilisée étant algébrique, le nombre

d’opérations arithmétiques dans I'algorithme augmente tres peu.

Data : {f; = (zi,yi)}i=1,...n, 6 > 0.

fori=2-—->n—-1do
Yi+1—Yi—1

= Tr (i — @i1) + yi1;
if @« —20 <y; <a+2 then
Etendre la fenétre & fi—a et/ou fiyo;
Déterminer numériquement une droite de régression L controlée
y =a*r + b*,
else
q = (zj,a*z; +b*);
himt = Gmay
b= B2
qf = (w3, y; — sign(hi—1 — h;)d);
end

end

Interpoler les ¢ par la méthode d’interpolation L, Chapitre 2, paragraphe 4.2.1.
Algorithme 4 : Algorithme par fenétre glissante sur trois points pour l'interpolation

L1 & § pres par une spline cubique d’Hermite.

Nous avons appliqué I’Algorithme 4 a une configuration de type Heaviside. Ceci est
illustré sur la Figure 3.15. Nous remarquons que la méthode conserve les alignements sauf
au niveau du saut ou celui-ci est lissé de 4 de chaque co6té. Nous ne constatons ni de

phénomeéne d’oscillation ni de sursaut autour du saut et celui-ci est lissé avec controle.

Nous appliquons également cette méthode aux configurations de points étudiées pour
la méthode a cinq points Ceci est illustré sur les Figures 3.16 et 3.17. Nous constatons
que nous obtenons des solutions similaires. On justifie donc ici 'intérét géométrique d’une

méthode a trois points.
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a. b.

F1GURE 3.15 — Application de la méthode a trois points quasi-algébrique sur une configu-
ration de points de type Heaviside et avec § = 0., (a.), zoom sur la partie supérieure du
saut (b.).

= Tos 0 05 1 -1 -05 ) 05 1 -1 -05 ) 05 1

a.0=0 b.§ =0,01 c. 6 =0,05

FIGURE 3.16 — Spline d’interpolation L1 & ¢ pres par la méthode quasi-algébrique & trois
points sur une configuration de points avec un coin pour trois valeurs de 9.

a. 8 =0 b. § = 0,01 c.§=0,05

FI1GURE 3.17 — Spline d’interpolation L1 & § pres par la méthode quasi-algébrique a trois
points sur une configuration de points de type sinus pour trois valeurs de 9.

L’autre atout de cette méthode est qu’elle est plus rapide que la méthode & cing
points grace notamment a 'utilisation de la Proposition 3.4, page 88. De plus, la taille

du systeme numérique de la régression £1 a ¢ prés a résoudre est de loin plus petit que
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celui de la méthode a cinq points. Dans cette derniere méthode, nous rappelons qu’il faut
résoudre sur chaque fenétre un systeme de 4/ + 8 équations avec dix inconnues ou [ est
le nombre de divisions de l'intervalle d’intégration opérées lors de la discrétisation du
probléme d’interpolation & d pres. En comparaison, la régression linéaire £1 & d pres est un
probleme linéaire de dix équations a deux inconnues. Lorsque nous appliquons la méthode
a des données bruitées !, la solution obtenue n’est pas lisse et possede encore des oscillations
comme montré sur la Figure 3.18. Nous proposons donc, comme précédemment, d’itérer
I’Algorithme 4. Nous obtenons des résultats graphiques similaires (voir aussi la Figure
3.19) a la méthode a cing points mais avec un temps de calcul en moyenne quinze fois plus

petit.

Itération 1 Itération 3 Itération 5

=t -05 0 05 1 -1 -05 o 05 1 -1 0.5 o 05 1

Itération 1 Itération 5 Itération 8

FIGURE 3.18 — Lissage d’un sinus bruité et d’une configuration de Heaviside bruitée par
la méthode trois points avec § = 0, 05.

Afin d’aller plus loin dans la comparaison des méthodes a trois et cinq points, nous
avons engendré un échantillon de cent jeux de données. Ces jeux de données ont été ob-
tenus en dégradant la fonction x € [0, 7] — sin(z) par un bruit gaussien d’espérance nulle
et d’écart type 0,05. Nous avons appliqué dix fois les méthodes a trois et cing points sur
chaque élément de I’échantillon. Nous avons calculé I’écart relatif maximal entre les deux
solutions déterminées a chaque itération. Nous avons calculé une moyenne de ces écarts
et nous avons déterminé le plus petit et le plus grand. Ces résultats sont illustrés dans les
histogrammes sur la Figure 3.20. Nous remarquons une décroissance de ces écarts itération

apres itération. Ceci confirme notre intérét pour une méthode a trois points qui donnent

1. Nous réutilisons les données des Figures 3.11 et 3.12.
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10° T T T

107 I I I I I I

Logarithme de I'écart absolu entre les deux solutions

Abscisse

FIGURE 3.19 — Ecart absolu dans un repere semi-logarithmique entre les solutions a trois
et cinq points apres cing itérations des méthodes sur le signal sinus bruité illustré aux
Figures 3.11 et 3.18 avec § = 0, 05.

des résultats similaire a la méthode a cing point mais en nécessitant moins de calculs.
Nous proposons dans la section suivante une approche pour diminuer encore davantage le

nombre de calculs.

5.3 Meéthode algébrique a trois points

Lorsque (3.11) est satisfaite, le probleme (3.3)-(3.4) est équivalent au probleme (3.26).
Dans la méthode précédente, nous avons proposé une résolution numérique de ce probleme
tout en agrandissant la fenétre pour plus de cohérence quant & la forme des données. Nous
proposons dans ce paragraphe de déterminer algébriquement une telle solution. Etant
donnés les points f1, f2, fs,la Proposition 3.11, page 101, affirme qu’il existe une solution

de ce probleme parmi les fonctions affines qui interpolent deux des points suivants :
f1+¢€do, fo+eda, f3+edo oue=—1oul.

Dans notre algorithme algébrique, toutes ces fonctions affines sont testées et nous déterminons
ainsi lesquelles sont solutions du probléme (3.3)-(3.4) sur trois points. Afin de conserver les
alignements et d’en introduire lorsque c’est possible, nous testons également les fonctions
affines qui interpolent deux des trois points f1, fo et f3. Nous disposons a la fin de ce test
d’un ensemble de solutions. Nous sélectionnons 'une d’entre elles en élargissant la fenétre
a deux voisins supplémentaires comme dans la méthode quasi-algébrique. En effet, nous
en choisissons une qui minimise sur I’ensemble des solutions considérées la fonction cout :
j+2

min wi(lyi =0 —axi — b +|y; + 6 —azx; — b)),
(ab)eR? ijz2 i \|Yi i i i
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0.03 T T T T

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Ecart maximal moyen entre les deux solutions

2.5

Minimum des écarts maximaux
observés dans I'échantillon

Maximum des écarts maximaux
observés dans I'échantillon

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre d'itération

FIGURE 3.20 — Histogrammes de I’évolution de I’écart maximal moyen (haut), du minimum
(milieu) et du maximum des écarts maximaux observés, itération apres itération, entre une
solution obtenue par la méthode numérique a cinq points et la méthode quasi-algébrique
a trois points.
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avec wj 2 = Wj2 €K Wj_1 = w; = wj+1. Nous appliquons cette méthode aux configurations
de points avec un coin et de type sinus déja utilisées pour les méthodes a cinq points
et a quasi-algébrique trois points. Nous obtenons des résultats similaires aux méthodes

précédentes pour les configuration de type coin et sinus (voir les Figures 3.21 et 3.22).

-y Tos o 05 1 -1 -05 0 05 1 -1 -05 ) 05 1

a.0=0 b. § =0,01 c. 6 =0,05

F1GURE 3.21 — Spline d’interpolation L; a ¢ pres par la méthode algébrique a trois points
sur une configuration de points avec un coin pour trois valeurs de 6.

a.5=0 b. § = 0,01 c.§=0,05

FI1GURE 3.22 — Spline d’interpolation Li & ¢ prés par la méthode algébrique a trois points
sur une configuration de points de type sinus pour trois valeurs de .

Nous avons testé également cette méthode sur les données bruitées illustrées sur les
Figures 3.11 et 3.12 avec le méme nombre d’itérations et la méme tolérance § = 0, 05. Les
résultats sont illustrés sur les Figures 3.23 et 3.24. Cette méthode n’ayant pas ’aspect
optimal de la méthode quasi-algébrique précédente (résolution de (3.26)), elle donne de
moins bons résultats au bout de six itérations. Cependant, avec un ¢ plus petit (6 = 0,01)
et un nombre d’itérations plus important, nous observons sur les Figures 3.23 et 3.25 que
nous obtenons de bons résultats graphiques. Les itérations étant purement algébrique, un

nombre plus important d’itération n’affecte que tres peu la complexité algorithmique.
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Itération 1 Itération 3 Itération 6

FIGURE 3.23 — Lissage d’un sinus bruité par la méthode algébrique & trois points avec
6 =0,05.

Itération 1 Itération 5 Itération 8

F1GURE 3.24 — Lissage d’une configuration de Heaviside bruitée par la méthode algébrique
a trois points avec § = 0, 05.

Itération 1 Itération 5 Itération 15

FIGURE 3.25 — Lissage d’un sinus bruité par la méthode algébrique a trois points avec
6 =0,01.



110 CHAPITRE 3. INTERPOLATION A § PRES PAR SPLINE POLYNOMIALE L,

et 05 o 05 1 T 05 [ 05 1 S 05 [ 05 1

Itération 1 Itération 5 Itération 15

F1GURE 3.26 — Lissage d’une configuration de type Heaviside bruitée par la méthode
algébrique a trois points avec § = 0, 01.

6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle stratégie consistant a interpoler a
0 pres des données discretes. Nous avons développé des algorithmes par fenétres glissantes,
dont I'un & trois points est totalement algébrique et applicable en temps réel pour les ap-
plications a la planification de trajectoire de systemes mécaniques. La méthode présentée
est C!. Par la technique présentée au chapitre 2, paragraphe 4.2.2, nous pouvons rendre
facilement la méthode Ck, k>1.

Nous étendons dans le chapitre suivant cette stratégie au cas des surfaces pour des

données réparties dans une grille réguliere.
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Dans ce chapitre, nous cherchons a approcher des données réparties dans une grille
réguliere par une surface spline bicubique d’interpolation L; & § pres, § > 0. Lavery a
introduit plusieurs méthodes d’approximation de données discretes par une surface spline
bicubique C' par minimisation de la combinaison convexe de la norme L; des différentes
dérivées secondes et d'un terme d’approximation [Lav01l]. Ce sont donc des méthodes de
lissage. Dobrev, Guermond et Popov ont introduit une méthode similaire en utilisant des
splines dans un espace de Sobolev [DGP10]. Ces deux approches permettent d’obtenir
de bons résultats, notamment dans le cas de I'approximation de données possédant de
brusques changements de forme. En effet, nous n’observons pas de phénomene de Gibbs
autour des sauts comme c’est le cas pour les méthodes de lissage au sens de la norme Lo.
Cependant, ces méthodes ne permettent pas de controler la distance de la solution calculée
aux données initiales. Nous proposons donc d’étendre ici au cas des surfaces la stratégie

d’interpolation Lq & 0 pres décrite au chapitre précédent.

Etant donnée la complexité du probleme, les méthodes présentées dans la littérature ne
permettent pas d’obtenir une solution dans un temps ”raisonnable” lorsqu’elles sont ap-
pliquées a un grand flot de données. Notre méthodologie présente aussi le méme probleme.
C’est pourquoi, nous avons choisi de développer un algorithme par fenétre glissante pour
y remédier. Nous verrons que l'utilisation d’une croix glissante donne de bons résultats
concernant la conservation de la forme des données. Sur chaque croix, nous déterminons
un couple de splines d’interpolation L a d pres s’intersectant au point situé au centre de la
croix. Nous récupérons alors les informations en ce point. Celles-ci nous permettent, apres
avoir fait glisser la croix sur ’ensemble de la grille de données, de construire la surface

spline d’interpolation L a § pres.

Dans un premier paragraphe, nous présentons le probleme d’interpolation L; & & pres
sur une croix de données issues de données réparties dans une grille réguliere. Nous pro-
posons alors au second paragraphe un algorithme a croix glissante sur neuf points. Cette
méthode permet d’obtenir un algorithme de complexité linéaire donnant des résultats si-
milaires a ceux obtenus par Lavery et Dobrev et al. sur des données comportant des sauts.
Cependant, nous sommes amenés a faire une résolution numérique sur chaque croix. Afin
de réduire encore la complexité algorithmique, nous réduisons le nombre de points dans
la croix glissante. Nous présentons donc un algorithme par croix glissante sur cinq points
basé sur un résultat de résolution formelle dans certains cas. Enfin, nous appliquons ces

méthodes a différents problemes de restauration d’images.

1 Interpolation L; a § prés sur une croix de données

Considérons une croix & 4n + 1 points de centre Py = (xg, 0, 20), de composante
horizontale :
H= (Py = (@00, 20)s i = L., 20} U P,
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et verticale :
V ={P; = (x0,¥i,2i), i1 =2n+1,...,4n} U Py.

Posons x = {xg,x1,...,Zon} ety = {Y0, Y2n+1, Y2n+2, - - - , Yan}. Une illustration pour n = 2
est donnée sur la Figure 4.1. Le probleme d’interpolation L1 a § pres, § > 0, par un couple

de splines cubiques d’Hermite sur une telle croix est défini dans la proposition suivante.

. . . . . . .

. . . Poe . . .

. . . P e . . .

. P e . . . .

?, P P 734

. . . . . . .
Py

. . . P e . . .
5

) . . . . . .

FI1GURE 4.1 — Croix glissante sur neuf points.

Proposition 4.1.

Ton 52’}/ Yan 525
min —(z,yo)|dz + J — (o, y)‘ dy (4.1
7,€ Ll 0x? yons1 | OY? )
sous les contraintes :

’Y('a yO) € gl,xa

£(x0,.) € Sy,

|v(zisyo) — 2zi| <96, siPieH, i=0,1,...,4n, (4.2)
|£(:U0,yi)—zi|<5, SiPiEV, iZO,l,...,4TL,

¥(wo,y0) = &(wo, Yo)-
existe.

Nous pouvons montrer cette proposition par une démonstration tres similaire a celle

du Théoreme 3.1, page 84.

2 Meéthode a croix glissante sur neuf points

Nous proposons dans ce paragraphe une méthode par croix glissante sur neuf points

illustrée sur la Figure 4.1. Avec les notations du paragraphe précédent et n = 2, nous
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avons .
T4 6»2 1 _
J Z (@, yo)| de = J by — by + 6t(by + by — 22—yt
2y |0 -1 To — X1
1
5 _
+ J Ibo — by + Gt(by + by — 29092 Y|4
_1 To — X2
2 (4.3)
5 _
+J Ibs — bo + 6(b3 + by — 22290 y|q¢
_% r3 — X
1
5 _
+f Ibg — by + 6t(bs + by — 22— By|qy,
,% T4 — X3
et :
y8 | 92 3 _
J g(lf‘o,y)‘ dy :J lcg — c5 + 6t(cs + c6 — 2u)|dt
vs 10Y -1 Y6 — s
5 _
+ J lco — cg + 6t(ce + co — 2u)|dt
,% Yo — Ye
, (4.4)

Q7—(I0)|dt

bl
—|—f |cr — co + 6t(co + c7 — 2
_ Y7 — Yo

—
D=

2 —
+ f lcs — c7 + 6t(cr + cg — 2u)|dt,
Y8 — Y7

NI

ou de maniere similaire au cas courbe, les ¢; sont les points d’approximation et les b;, ¢;
sont les dérivées premieres associées dans les deux directions de la grille. Etant donnée la
complexité du probleme, nous optons pour une résolution numérique. Afin de tenir compte

des contraintes (4.2), nous ajoutons aux termes (4.3) et (4.4) le terme :

8
A (g — =i+ 0]+ lgi — 2 — 4]), (4.5)

i=0
oll A > 0 est choisi grand. Ce probleme est ensuite discrétisé et nous le résolvons par
une méthode de type point intérieur comme celui rappelé dans 1’Algorithme 1, page 57.
Afin d’obtenir une solution d’approximation globale, nous faisons parcourir & cette croix
I’ensemble de la grille. Nous ne conservons que les informations au point central de la
grille, point d’approximation et dérivées premieres dans les deux directions. Nous avons
testé cette méthode sur un jeu de données de type pyramide (voir Figure 4.2.b). Nous la
comparons a la méthode d’interpolation L; qui consiste a appliquer la méthode courbe
décrite au chapitre 2, paragraphe 1.4.2 dans toutes les directions de la grille (voir Figure
4.2.a). Nous constatons que la méthode que nous avons introduite permet d’atténuer I'effet
de marche sur les arétes de la pyramide. Contrairement & ce qu’affirmait les auteurs dans
[DGP10], il n’est pas nécessaire de relaxer la continuité C'! de la solution pour obtenir

des résultats satisfaisants sur les coins présents dans cette configuration. Nous comparons
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également cette méthode aux méthodes de lissage L et Lo par splines bicubiques qui
consistent & minimiser une combinaison convexe d’un terme basé sur la norme L de la
dérivée seconde et d'un terme d’approximation. Tout comme la méthode de lissage L
et contrairement a son analogue Lo, notre méthode n’introduit pas d’oscillations autour
des parties abruptes de la pyramide. Cependant, nous ne savons pas a priori quantifier la
proximité de la spline de lissage L, par rapport aux données. Avec la solution d’interpo-
lation & § pres, par construction, la distance entre celle-ci et les données initiales est alors

bornée.

0.5 0.5

06 08 ) - 04 06

08 170

a. Interpolation L; b. 6 = 0.01, A =100

0.5 054

0.4 06

0.8 10 0.4 0.6

08 1 0
e. a=0.01 f.a=0.01

FIGURE 4.2 — Surface spline bicubique d’interpolation L; (a.) et d’interpolation L; a §
prés (A = 100, § = 0.01) (b.) sur une configuration pyramidale. Spline bicubique de lissage
L; (c., e.) et Ly (d., f.) avec parametre de régularisation o = 0.5 et o = 0.01.
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Nous pouvons appliquer la méthode itérativement a des données bruitées. Nous appli-
quons la méthode a une image corrompue par un bruit gaussien de moyenne nulle et de

variance égale a quinze.

Image originale, 512512 pixels Image bruitée, PSNR =24 B431dEB

[tération 1, PSMR =26.433dB [tération 4, PSMR =30.7973dB

FIGURE 4.3 — Application itérative de la méthode & neuf points d’interpolation Ly & § prés
avec A = 100, 0 = 5.

Nous pouvons constater sur la Figure 4.3 qu’apres une itération de la méthode, le bruit
semble étre atténué. Nous obtenons une solution proche de I'image originale apres quatre
itérations. Nous observons de plus sur la Figure 4.4 que notre méthode possede des per-
formances similaires en terme de PSNR & la méthode de débruitage par transformation en
ondelettes de type Coiflet [Dau92]. Il faut cependant reconnaitre un meilleur rendu visuel

a la solution obtenue par cette derniére méthode.
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Débruitage par la méthode Lﬂ’ PSNR=30,58dB Débruitage par méthode d'ondelettes de Coiflet, PSNR = 29,79dB

FIGURE 4.4 — Débruitage de I'image de Lena bruitée par utilisation d’ondelettes de type
Coiflet.

Nous avons aussi réalisé des expériences de débruitage sur un fragment de 70 x 70
pixels de I'image de Lena bruitée pour plusieurs valeurs de §. Les résultats des valeurs de
PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) sont résumés dans la Table 4.1 et sur la Figure 4.5.
Nous constatons une certaine symétrie dans ces résultats. Cependant, nous ne pouvons
pas conclure qu’une simple itération avec un § grand remplace les effets de l'itération.
Itérer I'algorithme permet d’obtenir un lissage global. Cette itération est donc nécessaire
sur les données bruitées. En effet, pour un ¢ grand, 'algorithme lisse les données sur neuf

points uniquement et la propriété de lissage est alors locale.

5 Itération 1 9 3 4
1 25.12 | 25.49 | 25.86 | 26.24
2 25.49 | 26.24 | 27.00 | 27.77
3 25.86 | 26.99 | 28.13 | 29.26
4 26.23 | 27.75 | 29.25 | 30.70
5 26.60 | 28.48 | 30.21 | 32.09
6 26.96 | 29.19 | 31.39 | 33.5
7 27.31 | 29.90 | 32.47 | 34.73
8 27.66 | 30.59 | 33.48 | 35.59
9 27.99 | 31.27 | 34.38 | 36.20
10 28.31 | 31.95 | 35.07 | 36.58

TABLE 4.1 — Valeurs du PSNR en dB pour plusieurs valeurs de § sur un fragment de 70x70
pixels de I'image de Lena bruitée.
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Original image Noisy image =3

6=10

FIGURE 4.5 — Débruitage d’un fragment de 70 x 70 pixels de I'image de Lena bruitée aprés
quatre itérations de la méthode a croix glissante sur neuf points et pour plusieurs valeurs
de 6.

Nous obtenons globalement de bons résultats graphiques pour cette méthode. De plus,
la complexité de la méthode est linéaire. Cependant, la résolution sur chaque croix est
purement numérique. Afin de réduire encore davantage la complexité algorithmique, nous
étudions dans le paragraphe suivant le cas d’une croix glissante sur cing points et nous

comparons les résultats pour les deux méthodes.

3 Meéthode a croix glissante sur cinq points

Nous définissons dans ce paragraphe une méthode d’interpolation L1 a ¢ prés utilisant
une croix glissante sur cinq points. En utilisant le Lemme 3.5, le probleme (4.1) s’écrit

dans le cas d’une croix sur cing points sous la forme suivante :

min 9o—q@  43—9 n 9 —q 94—4qo (4.6)
qi, Z:Oa“~a4 o — T I3 — X0 yO - y2 y4 - '!/0
sous les contraintes :
|qi—zi|<(5, ’iZO,...,4, (47)

ou les g; sont les altitudes des points d’approximation recherchés. Avec cette approche,

nous ne rencontrons en fait que deux types de configurations de points que nous illustrons
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sur la Figure 4.6. Nous les appelons configuration cone et selle. Selon le positionnement des
points et le choix de d, nous pouvons tirer bénéfice de la résolution exacte sur trois points
dans le cas courbe en appliquant la Proposition 3.4, page 88 dans les deux directions de

la croix. La proposition suivante précise ceci.

Configuration cone Configuration selle

FIGURE 4.6 — Les deux types de configurations de points rencontrés dans la méthode a
croix glissante sur cinq points.

Proposition 4.2. Soit une croiz a cing points dans R3 de centre Py = (20,0, 20) et de

composantes :
H = {’PZ = (xi,yo,zi), 1= 1,2} ) Po, V= {’Pl = (xo,yi,zi), = 3,4} (@) 'P(].

- Z0—=X Z2 —Zi Z0) —Zs Z4—Z .
Soient les pentes hy = ﬁ, ho = ﬁ, hs = ﬁ, hy = ﬁ et :

22—z Z4 — 23
0>0, a= (ko —x1) + 21, B = (Yo — ya) + 24,
To — X1 Y4 — Y3
1 1 1 1
K = + — -

CW—Y  Yo—Ys Ta—Io Lo —T1
Sizo ¢ [ — 20,0 + 28] et zo ¢ [B— 20,5+ 20], alors les solutions du probléme (4.6)
satisfont la régle suivante :
~ Sisgn(hy—hs) = sgn(hs—hy), alors qo = zo—sgn(h1 —h2)d, ¢; = z;+sgn(h1—h2)d,
i=1,2,3,4.
~ Si sgn(hy — he) = sgn(hs — hy) et sgn(k) # 0, alors qo = zo — sgn(k)d,
qi = z + sgn(hy — ha)d pour i = 1,2 et q; = z; + sgn(hs — hqg)0 pour i = 3,4.
— Sinon, qo peut prendre toute valeur dans lintervalle [z9 — 0, zo + 9].

De plus, ¢; = z; + sgn(hy — ha)0 pouri = 1,2 et q; = z; + sgn(hs — hq)d pour i = 3,4
Démonstration. Considérons le probleme dans la direction x :

do—q1 42— qo
o —T1 T2~ o

min
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sous les contraintes :
|qi—zi|<(5, i=0,1,2.

Par la Proposition 3.4, page 88, si zg ¢ o — 20, a + 2J] alors la solution de ce probleme

est :
qf = z1 + sgn(hy — h2)d, q5 = 20 — sgn(h1 — h2)d, g5 = 22 + sgn(hy — h)0.

De méme, considérons le probleme dans la direction y :

. q0 — 43 q4 — Qo
min —
To — X3 Y4 — Yo

sous les contraintes :
|Qi_zi|<5a i:0’374'

Par la Proposition 3.4, page 88, si zg ¢ [8 — 20,8 + 2] alors la solution de ce probleme

est :
g5 = z3 + sgn(hs — hg)d, Go = zo — sgn(hs — h4)d, qf = z4 + sgn(hs — hy)o.

Si sgn(hy — h2) = sgn(hs — ha) alors ¢f = @o. Il vient donc que si 29 ¢ [ov — 29, a + 20] U
[5—26, B420] et si sign(hy —ha) = sgn(hs—ha), les ¢} sont la solution du probleme (4.6).
Sizp ¢ [ — 20,0 + 28] U [ — 20, 5 + 20] mais hy < hg et hg > hy, alors la fonctionnelle &

minimiser est d’apres la preuve de la Proposition 3.4, page 88 :

4o — ¢ _Q3_QO_QO_Q3+CI4_QO
To—T1 T3 —To To— T3 Y4~ Yo

(4.8)
Nous procédons comme dans la preuve de la Proposition 3.4 pour montrer que :

g = 21+ sgn(h1 — h2)d, g3 = 22 + sgn(h1 — h2)d,
q3 = z3 + sgn(hs — ha)d, qi = z4 + sgn(hs — ha)o.

La fonctionnelle (4.8) peut se récrire alors gok + C' ou C' est une constante. Si k > 0,
g = 20— 0. Si Kk <0, ¢ = 20+ d. Enfin, si K = 0, go peut prendre toute valeur dans
l'intervalle [z9 — 0, 29 + ¢]. Le cas hy > hg et hs < hy est symétrique. O

Sizg € [ — 20,0+ 25] ou zp € [B — 24,5 + 20] alors nous résolvons le probleme
numériquement. Le probleme matriciel est de taille bien inférieure au probleme sur neuf

points. En effet, nous proposons de le résoudre par un probléme approché en minimisant
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sur les ¢;, 1 = 0,...,4 la fonction suivante :

do—q1 42— 4o
rog — T1 o — X0

90 —43 g4 —4qo
Yo — Y3 Ya — Yo
+ A (g0 — 20 + 6| + g0 — 20 — &)

4
+)\<Z|Qi—zi+5|+|%’—2i—5|>, A>0.
i=1

Ce probleme, écrit sous forme matricielle, est de taille 12 x 5 sur chaque fenétre alors
que la matrice de la méthode a neuf points est de taille (8! + 19) x 10 ou 1/I est le pas de
discrétisation des intégrales. Nous testons cette méthode sur la configuration pyramidale
déja utilisée sur la Figure 4.2. Le résultat est illustré sur la Figure 4.7. Nous observons
un résultat semblable & la méthode obtenue par la méthode a neuf points. Nous avons

cependant divisé par quinze le temps de calcul !.

FIGURE 4.7 — Application de la méthode par croix glissante sur cinq points sur la confi-
guration pyramidale avec § = 0.001.

Nous avons également testé cette méthode sur des données bruitées. Nous utilisons a
nouveau l'image de Lena bruitée. Les résultats obtenus, illustrés sur la Figure 4.8 sont
similaires a ceux obtenus sur la Figure 4.3. Ceci motive une nouvelle fois la réduction de

la taille de la fenétre pour ’approche d’interpolation a § pres.

1. Les expérimentations ont été réalisées sur un ordinateur Dell Latitude E5430 avec un processeur Intel
Core i5-3210M CPU 2.5GHz et 4.00Go de RAM. Le systeme d’exploitation est Windows 7 Professionnel.
Le logiciel utilisé est Matlab R2012b.
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Irage ariginale, 5127512 pixels Image bruitée, SHNR =24 643146

[teration 4, PSMR =30.58d68

FI1GURE 4.8 — Application itérative de la méthode a cing points d’interpolation L & § pres
avec A = 100, 0 = 5.

Enfin, nous avons adapté cette méthode pour 'appliquer au probleme de restauration
d’images lorsque celles-ci sont corrompues par un bruit de type ”poivre et sel” (voir la
Figure 4.10) ou lorsqu’elles possedent de larges zones de pixels inconnus (représentés en
blanc) comme dans les exemples présentés sur les Figures 4.13, 4.14 et 4.15. Ces exemples
demandent un traitement particulier car avec notre stratégie, les pixels blancs et noirs se-
raient interpolés a § pres. Ceci n’est évidemment pas souhaitable. Nous considérons donc
les pixels blancs et noirs comme des pixels inconnus. Lorsque nous rencontrons sur une
croix un ou des pixels inconnus, la croix s’étend aux pixels voisins jusqu’a rencontrer une
donnée réelle. Ce procédé est illustré sur la Figure 4.9. Si le pixel inconnu se situe au centre
de la croix, nous passons a la croix suivante. Nous résolvons alors le probleme d’interpo-

lation L1 a § pres sur cette croix étendue. Ceci nous permet de calculer des valeurs aux
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pixels manquants. En faisant glisser la croix le long des données, nous obtenons ainsi une

solution globale d’interpolation & § pres.

........ *
- . &
... s
........ 3 A
........ *

FI1GURE 4.9 — Extension de la croix glissante sur cinq points en cas d’informations man-

quantes.

Dans les exemples traités, nous considérons § = 0 car les images utilisées ne sont pas

corrompues par un autre bruit. Nous avons tout d’abord testé cette méthode sur 'image de

Lena corrompue par un bruit ”poivre et sel” sur 20% des pixels de I'image. Nous illustrons

le résultat obtenu sur la Figure 4.10. La reconstruction obtenue est visuellement de tres

bonne qualité. De plus, nous obtenons une valeur du PSNR égale a 38,03dB. Pour un tres

haut niveau de bruit, ici 80%, nous obtenons également une reconstruction visuellement

acceptable méme pour un tel niveau de bruit (voir la Figure 4.11).

Image bruitée avec 20% de bruit "sel et poivre”

Reconstruction Lﬂ, PSNR = 40,87dB

FI1GURE 4.10 — Restauration de 'image de Lena corrompue par un bruit de type ”poivre
et sel” sur 20% des pixels grace a la méthode d’interpolation L; par croix glissante sur

cing points.
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Reconstruction Lﬂ, PSNR = 24,68dB

\

Image bruitée avec 80% de bruit "poivre et sel"
e
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FIGURE 4.11 — Restauration de 'image de Lena corrompue par un bruit de type ”poivre
et sel” sur 80% des pixels grace a la méthode d’interpolation L; par croix glissante sur
cing points.

Les filtres médians sont bien adaptés au probléme de restauration d’images corrompues
par un bruit de type ”poivre et sel”. Nous comparons notre méthode a deux filtres perfor-
mants de ce type appelés MDBUTMF (Modified Decision Based Unsymmetric Trimmed
Median Filter [EVSP11]) et SUMF (Super Mean Filter [LKC]). Dans la Table 4.2, nous
indiquons les valeurs du PSNR obtenues par ces méthodes et la notre pour I'image de
Lena avec un bruit "poivre et sel” de 10% a 90%. Nous constatons que grace a notre
méthode, nous obtenons de meilleures valeurs de PSNR que par la méthode SMUF pour
un niveau de bruit jusqu’a 90%. Nous obtenons également des valeurs de PSNR meilleures
ou similaires & celles obtenues par la méthode MDBUTMF pour un niveau de bruit faible
a modéré. Sur la Figure 4.12, nous illustrons les reconstructions obtenues par les méthodes
SUMF et MDBUTMEF pour 'image de Lena dégradée par 80% de bruit ”poivre et sel”.

Niveau de bruit SUMF MDBUTMF Reconstruction L

10% 38,10 42,79 44,90
20% 34,49 39,41 40,87
30% 32,05 37,16 37,58
40% 30,13 35,42 35,01
50% 28,42 33,67 32,68
60% 26,70 31,85 29,94
70% 25,05 29,96 27,59
80% 922,73 27,20 24,68
90% 20,07 23,90 20,83

TABLE 4.2 — Comparaison des valeurs du PSNR en dB obtenus par les méthodes SUMF,
MDBUTMEF et la méthode d’interpolation L par croix glissante sur cinq points sur I'image
de Lena corrompue par un bruit ”poivre et sel”.
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MDBUTMF SUMF

FIGURE 4.12 — Restauration de I'image de Lena corrompue par un bruit de type "poivre
et sel” sur 80% des pixels grace aux méthodes SUMF et MDBUTMF.

Nous étudions ensuite le cas d’images possédant de larges zones d’informations man-
quantes. Ce probleme a déja été étudié avec succes (voir par exemple [BBCT01, VMFE12,
CGMP11]). Notre méthode n’améliore pas les résultats obtenus dans les articles cités mais
nous mettons cependant en évidence qu’elle est adaptée a cette problématique. Considérons
le cas d’une image présentant une bande horizontale de pixels manquants. La reconstruc-
tion calculée est parfaite (voir la Figure 4.13). Nous avons ensuite introduit une bande
diagonale de pixels manquants (voir la Figure 4.14). Seuls les deux pixels aux coins n’ont

pas été reconstruits parfaitement. Ce sont les pixels de transition du noir au gris.

FIGURE 4.13 — Restauration d’une image avec une bande horizontale d’informations man-
quantes grace a la méthode d’interpolation L, par croix glissante sur cinq points.
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FIGURE 4.14 — Restauration d’'une image avec une bande diagonale d’informations man-
quantes grace a la méthode d’interpolation L; par croix glissante sur cinq points.

Nous avons enfin testé cette méthode sur une image réelle. Nous avons introduit quatre
bandes horizontales dans I'image de Lena. Nous observons des défauts de reconstruction
dans la solution a deux endroits sur le chapeau et un sur I’épaule de Lena. Ceux-ci s’ex-
pliquent par un nombre conséquent de pixels manquant a proximité d’un contour. Ce-
pendant, la plupart des éléments de I'image sont reconstruits tres fidelement a I'image

originale.
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FIGURE 4.15 — Restauration de I'image de Lena corrompue par quatre bandes horizontales
d’informations manquantes grace a la méthode d’interpolation L; par croix glissante sur
cing points.
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4 Conclusion du chapitre

Dans ce dernier chapitre, nous avons défini des méthodes d’interpolation L1 a § pres
de données réparties dans une grille par une surface spline bicubique. Ces méthodes uti-
lisent le principe de croix glissante a neuf et cinq points. Nous avons vu que ces deux
méthodes donnaient des résultats similaires. Elles permettent notamment d’approcher des
données comportant de fortes variations d’amplitude sans introduire d’oscillations. Elles
donnent également des résultats intéressants lorsqu’elles sont appliquées itérativement sur
des données corrompues par un bruit gaussien. La méthode a cinq points nécessite cepen-

dant beaucoup moins de calculs que celle a neuf points.

Nous avons adaptés la méthode a cing points afin qu’elle puisse traiter des images
corrompues par un bruit de type ”poivre et sel” ou présentant des zones d’informations
manquantes. Cette adaptation s’avere compétitive pour débruiter des images corrompue

par un haut niveau de bruit ”poivre et sel”.

Une perspective intéressante est d’étendre ce travail au cas de données organisées dans
une triangulation. En effet, les méthodes L; actuelles [Zha07, DGP10] donnent de bons
résultats mais il n’est pas garanti d’obtenir une solution dans un temps raisonnable lorsque

nous traitons un grand flot de données.
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Conclusion

Dans cette these, nous contribuons & la théorie de la meilleure approximation Lq de
fonctions. Nous montrons qu’une meilleure approximation au sens L1 d’une fonction saut
telle que la fonction de Heaviside est une fonction interpolant certains points déterminés.
Ce résultat est obtenu grace a une extension originale du théoréeme d’Hobby-Rice. Dans
le cas des problemes de meilleure approximation L; de fonctions saut dans un sous-espace
de Chebyshev et faiblement de Chebyshev, des résultats de caractérisation sont énoncés.
En particulier, nous donnons des conditions pour 'unicité de solution dans un sous-espace
Chebyshev. Ces cas théoriques ont permis la compréhension de cas pratiques tels que
I’approximation polynomiale et par spline polynomiale au sens de la norme L;. Nous
déduisons en effet I'existence d’un phénomene de Gibbs pour une solution de meilleure ap-
proximation L; de la fonction de Heaviside par une fonction polynomiale et par une spline
polynomiale. Certains cas problématiques restent a élucider. Nous ne savons pas encore
caractériser le nombre d’intersections entre une meilleure approximation L; et la fonction
saut associée. De plus, nous ne savons pas non plus aujourd’hui caractériser les solutions
présentant un nombre d’intersection asymétrique par rapport a la discontinuité. Ce travail
a été en partie sponsorisé par le programme Fulbright et soutenu par I'Université d’Etat
de Caroline du Nord. Il a fait I'objet d'un article de revue [GGNF14] soumis récemment
et d’une présentation orale a la 8™¢ conférence internationale Curves and Surfaces en juin
2014.

Des éléments de compréhension ont été donnés concernant la robustesse de la méthode
de meilleure approximation L; de données discretes par une droite lorsque les données
possedent des points aberrants ou des séquences organisées de points aberrants. Nous
avons en effet montré que la méthode de régression ¢ n’est pas sensible a un point aber-
rant perturbant des données parfaitement alignées. Une condition suffisante sur la taille
et la position d’une séquence organisée de points aberrants pour que la régression 1 ne
soit pas sensible a celle-ci a été introduite. Malgré les apparentes qualités des méthodes
de meilleure approximation ¢; de données discretes, celles-ci possedent des limites. Nous
avons constaté que la méthode de meilleure approximation ¢; par spline polynomiale intro-
duit des oscillations quand elle est appliquée sur des données présentant des changements
brusques de forme. Le besoin de contraintes additionnelles nous a donc amené a étudier

les méthodes existantes d’interpolation et d’approximation au sens de la norme L. Nous
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avons rappelé les méthodes d’approximation par splines de lissage et d’ajustement L.
Nous avons mis en évidence que le parameétre de régularisation dans la méthode a pa-
rametre est en général difficile a fixer. C’est pourquoi, nous recommandons 1'utilisation de
la méthode d’approximation par spline d’ajustement Li. Cependant, elle est relativement
couteuse en temps de calcul. Nous avons donc proposé des méthodes locales pour diminuer
sa complexité. Une méthode a sept points a été choisie comme étant la plus appropriée

pour une application pratique.

La méthode précédente ne permet pas de controler la distance entre la courbe solu-
tion et les données ce qui peut étre important pour certaines applications. Une nouvelle
stratégie d’approximation dans ce sens a donc été proposée. Celle-ci consiste interpoler
au sens Ly a § pres. Ce probleme a été étudié théoriquement et nous avons démontré un
résultat d’existence. Une résolution formelle est proposée dans des cas particuliers. Ces
résultats nous ont permis de constater deux tendances de la méthode : I'introduction de
parties affines dans les solutions et la tendance pour les solutions a se positionner a la dis-
tance maximale autorisée des points de données. Nous avons ensuite défini des méthodes
locales pour le traitement de grands flots de données. Une premiere méthode par fenétre
glissante sur cing points a été présentée. Elle a été publiée dans une revue internatio-
nale [GGN14]. Une amélioration de celle-ci par réduction de la taille de la fenétre sur
trois points a fait 'objet d’un article pour la conférence internationale Geometric Science
of Information 2013 [GNG13]. Cette méthode s’appuie sur une résolution exacte pour
certains cas. Une résolution numérique reste nécessaire dans les autres cas. Nous avons
finalement proposé une méthode purement algébrique performante. Celle-ci est appropriée
pour les applications temps-réel. Nous avons aussi montré que nos méthodes étaient, par
un procédé d’itération, adaptées pour lisser des données bruitées. Des extensions surfa-
ciques pour traiter des données grilles ont été introduites. Nous avons enfin développé une

application a la restauration d’images.

A I’avenir, nous souhaitons étendre ces méthodes aux données désorganisées dans 1’es-
pace. Ces données peuvent étre dans un premier temps organisées par un maillage triangu-
laire. Nous souhaitons ensuite construire une surface spline L; sur cette triangulation. Des
premiéres méthodes ont été introduites dans la littérature [Zha07, DGP10]. Ces méthodes
sont globales et étant donnée la complexité du probleme, il n’est pas garanti d’obtenir une
solution dans un temps raisonnable lorsque nous traitons un grand flot de données. L’enjeu
a venir est donc de trouver un formalisme sur fenétre glissante cohérent permettant de

réduire la complexité du probleme.
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Annexe A

Détails sur le Chapitre 2

1 Démonstration du Lemme 2.5

Ce résultat énoncé en page 51 est rappelé ci-dessous.

1
2

Lemme. La fonction S : (z,y) € R? —s J |(y — x) + 6t(x + y)| dt est continue et

[N

convere. Elle vérifie pour tout (z,y) € R? :

|y — = si |y — x| = 3z +y,
S(x,y) = 3 (y*.’E)Q . (Al)
sle+yl+ Gagyr  sinon.
De plus,
. 2(v10-1) 2-y/10
~ in S(x,y) = fw est obtenu pour r = ( 5 )y.
. B 2(v/10 —1) _ (2-y10
- I;éll% S(z,y) = fbﬂ est obtenu pour y = ( D) )x
- min  S(z,y) =0 est obtenu pour x =y = 0.
(z,y)eR?

Nous allons dans cette preuve utiliser le lemme suivant.
Lemme A.1. Considérons la fonction affine f(t) = at + b.

£ (1)]dt = |b], sinonj

1 b?
t)|dt = — —.
e = glal +
Démonstration. (Lemme A.1). La fonction f étant affine, 'hypothese f(—3) x f(3) = 0

signifie que f est de signe constant sur lintervalle [—1/2,1/2]. Il vient alors le résultat

Si f(—%) X f(%) > 0 alors JQ

N[

1 _1
2 2

attendu.
Si f(—3) x f(3) <0, f change de signe en —b/a et nous concluons en utilisant la relation
de Chasles. ]

Nous pouvons maintenant démontrer le Lemme 2.5.

Démonstration. Nous utilisons ce lemme pour la fonction affine f(t) = (y — ) + 6t(z + y).
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Nous avons :

(y —z) +3(x +y).

&,j
/l\
N | —
N—
Il
<
|
&
|
=
8
+
s
@
-+
&,3
N
DN | =
N—
I

Nous notons que :

f(—;) f(i) S0 e (-2 9wty >0 & |y—a| >3ty

Ainsi, par le Lemme A.1 :

ly — x| sily — x| = 3|z + y|
S(z,y) ={

3 (y—2)*
slz +yl+ Ggyr sinon.

La condition |y — x| = 3|z + y| peut étre développée de la manieére suivante :
y < 22y = —2x

/

~Siyzzx |ly—z| =3lz+yl e

X

X

VoA WV
N ol Nl

- Siy<w ly—a| 23z +yle

<

Ty = —2x
Nous effectuons maintenant une étude de cas.

Minimisation de S(z,y) pour y donné

Cas 1: |y— x| = 3|z +y|

— Siy >0 alors S(z,y) = y — x et c’est une fonction décroissante de x.
— Siy <0 alors S(x,y) = 2 —y et c’est une fonction croissante de z.
Cas 2 : |y — z| < 3|z + y|

Cas 2.1 x+y >0

Nous avons alors S(z,y) = %(m +y)+ (y—=)?

6(z+y)

et en dérivant par rapport a x, nous avons :

5(z +y)* — 2y

ams(x7y) = 3($+y)2

Les racines du numérateur sont :

De maniere équivalente, nous avons :
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Pour y = 0, nous avons a2 < —y < —%y < x1. Donc sur ]—%y,ml], 0:S(x,y) est négative
et alors S(.,y) est une fonction décroissante. Sur [z1, +o0[, 0,5 (x,y) est positive et alors
S(.,y) est une fonction croissante.

Pour y <0, 21 < 22 < —2y, d’out sur [—2y, +[, 0,5(z,y) est positive et alors S(.,y) est

une fonction croissante.

Cas 2.1 x+y <0

Nous avons alors S(z,y) = —%(:c +y)— é%;f;; et en dérivant par rapport a x, nous avons :
5(z +y)? — 2y°
0,S(z.y) = — (z +y)" —2y"

3(x +y)?

Ses racines sont bien sur x7 et xo définies précédemment.

Pour y > 0, nous avons —2y < xo < x1. Sur | — 00, —2y], 0,5(x,y) est négative et alors
S(.,y) est une fonction décroissante.

Pour y < 0, nous avons x1 < —%y < x9. Donc sur | — o0, z1, 0, 5(x,y) est négative et alors
S(.,y) est une fonction décroissante. Sur [z1, —3y[, 05(z,y) est positive et alors S(.,y)

est une fonction croissante.

En conclusion, pour y fixé, sur | — o0, z1], S(.,y) est décroissante tandis que sur

[z1, +o0[, elle est croissante. Le minimum de S(., y) est donc obtenu pour z = — (%) Y
2(v/10-1
et vaut %|y|

La minimisation pour x donné suit la méme démonstration puisque les roles de x et y sont

symétriques dans la fonction S.

Minimisation de S sur R2

Nous notons que si |z + y| # 0, S(z,y) > 0. Si |z + y| = 0, la valeur minimale de
S(z,y) = |y — x| vaut 0 et est obtenue si et seulement si y — 2z = 0, y + = = 0. Donc
S(x,y) = 0 si et seulement si x =y = 0. O

2 Démonstration du Lemme 2.6

Rappelons ce lemme énoncé a la page 52.

Lemme. Soient x1 < xo < x3 trois réels quelconques et une fonction f: R +— R. Posons
fe = flag) pour k = 1, 2, 3 et Afy = Jrr1=fre pour k = 1,2. Soit enfin by € R. Le

Tk+1—Tk
probleme de minimisation :

1
min JE |b2—bl +6t(b2+b1 —2Af1)| dt+J2 |b3—b2+6t(b3+b2—2Af2)|dt <A2)
(b2,b3)eR? J_1 -3

admet pour solutions :



134 ANNEXE A. DETAILS SUR LE CHAPITRE 2

1. Si by est compris entre Af1 + @(Aﬁ — Afy) et Afy alors :

4/10 — 1 V10 =5 5 —24/10

b; = Afl-i- 3 (bl—Afl), b;: = Af2+ 5 (Afl—Afg)—i- 5 (bl—Afl).

2. Si by est compris entre Af1 et Afy + @(Afg — Afy) alors :

5+ 10 V10 =5

by = Afi — 3 (b1 —Af1), b3 =Af+ 3 (Afi = Af) + (b —Af1)

3. Sinon b3 = b3 = Afs.

Démonstration. Nous posons x = by — Afy et y = by — Af1, par application du Lemme

2.5, la fonction a minimiser est :

Hay) | o5l = A= AR+l - al ily— 2| >3z + 9,
Y - _ )2
@|Q—Af1—ﬁf2|+%|m+y|+ (62\/1’-7-61)/\ sinon.

Nous posons ¢(x) = min H(x,y).
yeR

Cas 1. hy = hy, le minimum de H est atteint pour (z,y) = (0,0) et vaut 0. Les données

alignées sont interpolées par une droite.

Cas 2. he — h; <0,
Sous-cas 2.1. Si z € ]—@,@(bg - hl)], alors ¢(z) = —3(z + Afs — Afy) —

A —p)2 . , .
gm% est une fonction décroissante.

Sous-cas 2.2. Siz € [@(hg - hl),O], alors ¢(x) = 8_43‘/Ex + 2(\/1;0_1) (Af1 —
A f3) est décroissante.

Sous-cas 2.3. Si z € [0, @(m - hl)], alors ¢(z) = @(Aﬁ — Afy) est
constante.

Sous-cas 2.4. Si z € [@(hg — hy), —1(hy — hl)], alors ¢(z) = 3(z + Afy —

_ —_ )2
Af) — % est une fonction croissante.

Par convexité, nous pouvons conclure a ce stade. Tout = € [O, \/@_5 (hy — hl)] réalise
le minimum de ¢.
Cas 3. h2 — hl > O,

Sous-cas 3.1. Si z € |-00,—2(hy — h1)], alors ¢(z) = —3(z + Afs — Af1) —
% est une fonction décroissante.

Sous-cas 3.2. Si z € [—2(hy — h1), ], alors ¢(z) = —x + he — h; est décroissante.

Sous-cas 3.3. Si x € [—%(hg — hl),@(hg - hl)], alors ¢(z) = 3(z + Afa —

Afy) — % est décroissante.
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Sous-cas 3.4. Si z € [@(hg - hl),O], alors ¢(z) = 2(‘/1;0_1) (Afi — Afy) est
une fonction constante.
Sous-cas 3.5. Si z € [0, @(hg — hl)], alors ¢(z) = 2(\/1::0_1) (Af1 — Afy) est

une fonction croissante.

Nous concluons donc comme dans le Cas 2.

3 Résolution exacte du probleme sur cinq points

Théoréme A.2. La (ou les) solution(s) de :

5 B
inf{J |s"(m)|dx, seSix, s(zr) = fu, k=1,2,... ,m}

1

vérifie(nt) la régle suivante :

Cas 1. St Afi = Afo = Afs = Afy alors by = Afs.

Cas 2. Si Afi =Afo = Afs <Afy alors by = Afs.

Cas 4. Si Afi = Afy < Afs = Afy alors by peut prendre toute valeur dans [A fa, Afs].
Cas 5. Si Afi = Afy < Afs < Afy alors by = Afs.

Cas 6. Si Afi = Afy < Afs > Afy alors by = Afs.

Cas 11. Si Afi < Afy = Afs < Afy alors by = Afs.

Cas 12. St Afi < Afy = Afs > Afy alors b3 peut prendre toute valeur dans 'intervalle :
& :/%E(Afl —Afa), : :/ILOE
Cas 14. Si Afi < Afo < Afs < Afy,

Sous-cas 14.1. si Afs — Afy < %2(|Az1 — Azo| + |Afy — Af3|) alors b peut

prendre toute valeur dans l'intervalle :

[Afg, Afg + min { (Af4 — Afg)} .

{maX{Afg, Afs + QI/%T(AJZL - Afg)} ,min{AfQ + 2:/%T(Afl —Afy), Afg}] .
Sous-cas 14.2. si %2(|A21 — Azo| + |Afs — Afs]) < Afs — Afy < 3(|Az —
Az| + |Afy — Afs]) alors il existe un unique by optimal dans l'intervalle :
2 —+/10 1
{max {Afg + \/ﬁ (Afl — Afg), Af — 5(Af4 — Afg)} ,

min {Af - %(Afl — Afa), Afs+ 2:/%?(&!& — Afs)” :
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Sous-cas 14.3. si 3(|Az1 — Az| + [Afs — Afs]) S Afs — Afa < 2(|A2 — Az| +

|Afs — Afs]) alors by peut prendre toute valeur dans lintervalle :

1

[max {A fot 5 (A= AR), Afs—2(Afs— Afy)}

min {AfQ —2(Afi —Afy), Afs+ %(Ah - Afs)H -

Sous-cas 14.4. si 2(|Az; — Az| + |Afs — Afs|) < Afs — Afy, alors il existe un
unique by dans Uintervalle [Afa —2(Af1 — Afa), Afs —2(Afs — Af3)].

Cas 15. Si Af] < Afy < Afs > Afy,

Sous-cas 15.1. s1 Afy3 — Af; < %(Aﬁ — Afa), by peut prendre toute valeur

dans lintervalle :

2 —4/10 2 —+/10
W(Afl —Af2), Afs+ 710 (Afs —Af?))}}

Sous-cas 15.2. si 2_7\/\1%70(Af1 —Afy) < Afs —Afy < 7+T\/E(Afg — Af1) alors
by = Afs.
Sous-cas 15.3. si M(Afg —Af1) < Afs — Afa, il existe un unique b3 optimal
dans Uintervalle | Afy — 7+7:‘3/E(Afl — Afs), Afg].
Cas 17. Si Afl < Afg > Af3 < Af4,
Sous-cas 17.1. si Afy — Afs > @QAJ‘} — Afa| + |Afy — Afs]), il existe un

unique b optimal dans l'intervalle :

O Ay —apy). App+ Y10

[Afg,min {AfQ +

|as+ @ - A

Sous-cas 17.2. si Afg—Afg@ﬂAfl—Afﬂ+|Af4—Af3|) alors b3 peut prendre

toute valeur dans Uintervalle :

{max{Afg, Afy+ */T%H(Afl—AfQ)}, min{Afg, Afs + */T(;“(AfrAf?,)}]



4. MATRICES DU PROBLEME DISCRETISE POUR L’APPROXIMATION PAR SPLINE
D’AJUSTEMENT SANS PARAMETRE L, 137

4 Matrices du probleme discrétisé pour ’approximation par

spline d’ajustement sans parametre [

Nous définissons les matrices du premier niveau du probleme d’approximation par :

L — €W ¢ 0 . : 0
0 L —€®) €
Ao = : ;
. . 0
0 0 Lppq =g gy
o k0 o0 0
0 0@ L@
A = .
. . . 0
0 . . 0 6D kD

ol 1;41 est un vecteur de taille [ + 1 composé uniquement de 1. Les matrices du second

niveau du probléme d’approximation (2.34) par :

—hl hl a B 0 0
L 0 a f
BO = h2 h2 ) Bl - . )
__ ol : 0
hn—1  hm-1 0 0 « B
et le vecteur ¢ = (0,...,0, f1, f2,..., fa), avec o, B, v définis en page 57 et :
k k k
. g g
R S O B RN B |
é.l(l) 91(1) Hl(k)
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Annexe B

Détails sur le Chapitre 3

1 Démonstration du Lemme 3.5

Rappelons ce lemme énoncé a la page 89.

Lemme. Soient x1,x9,x3 trois réels tels que x1 < xo < x3. Pour trois réels fizés q1, q2,

q3
2 rd
_o VIO-1\ '\¢2—a1  @3— ¢
3 T9 — T T3 — T2 ’
pour :
. (%@) (Q2—ql><\/10—1>
bl = - — b2+2 ?
V10 To — T1 V10
. (2—\/ﬁ) (Q3—qz><v10—1>
b3 = _— b2+2 9
V10 T3 — X2 V10

b [ : <qz—Q1,q3—qz) <Q2_Q1_QS_Q2):|
5 € | min : , max : i
Ty — T1 T3 — T9 To — T1 T3 — T9

Nous cherchons & minimiser :

I

Nous utilisons le lemme du paragraphe précédent sur

1

bg—b1+6t<b1+b2—2w>‘ dt+r

T2 — X1

bg—bg+6t<bg+b3—2qg_q2)‘ dt.

T3 — X2

1 1
2 2

(B.1)

1
3 _
(bl,bQ)HJ by — by + 6t (b1+b2—2M>‘ dt.
,% o — X1
En posant z = by — 2= et y = by — 2=1 i] vient en effet que la valeur minimale de
2—T1 Tro—Tq

139
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2

4 |be — b1 + 6t <b1 + by — 2%)‘ dt par rapport a by est obtenue pour :
2

. 2-+/10

—q1 v10—-1

v 10 T2 — 21 /10 ’

et vaut 2@*1 ‘bg — L0

xo—x1 |°
En minimisant le second terme de (B.1) par rapport a bz par le méme procédé, la fonc-

Nous discutons maintenant des cas possibles :
— Si by < min (u. M), alors FE(bg) = 2\/@_1 (QQ_‘“ + B2 2b2) est une

To—T1’ T3—T2 T2—T1 T3—T2

tionnelle & minimiser est la fonction de by :

43— 42

v/10 -1 -
B(by) =2¥——~ (‘bz 22— q
r3 — T2

3 o — 1

[

fonction décroissante de bs.

_ Q5 3 92—q1 . 93—q2 92—q1 . 93—q2
Si min (:c2—x1’ x3_x2) < by € max (xz_xl, xg_@), alors

E(by) = 2¥19=1 (max (Lﬂh ; BI2 ) — min (L_‘“ ; B9 )) est une fonction constante
To—T1 ' TI—T2 2—T1’ x3—T2
de bQ.

_qQ; 92—q1 . 943—q2 _ o+/10-1 _ 92—q1 __ 43—q2
Si by > max (m_m, xg_@), alors E(by) = 2¥5— (262 pom— mg_@) est une
fonction croissante de bs.

Le résultat est ainsi montré.

2 Résolution du probleme d’approximation avec erreur pres-

crite dans des cas particuliers

Nous donnons tout d’abord deux définitions supplémentaires utiles dans le deuxieme

paragraphe.

Définition B.1. Soient (x,y) un point du plan et § un réel strictement positif. Nous

appelons porte d’amplitude § le segment x x [y —d,y + J].

Définition B.2. Soient donc f; = (x;,i), i = 1,...,n, n points du plan avec x = {z; <
xog < - <zph,tSxetd>0.
— Si i est tel que x; € t, alors la porte associée au point f; d’amplitude 0 est appelée
porte principale.

— Sinon, la porte associée au point f; d’amplitude § est appelée porte secondaire.

Sur la Figure 3.2, page 86, le graphe de la spline coupe cinq portes principales alors que sur
la Figure 3.1, page 85, le graphe de la spline coupe quatre portes principalesen xz = 1,3,4,5

et une porte secondaire en x = 2.
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2.1 Résolution exacte pour deux points
2.1.1 Avec dérivée fixée au premier point et passage dans une porte principale

Dans la proposition suivante, nous nous intéressons a l'approximation de deux points,
I'un étant fixé avec sa dérivée associée (voir Figure B.1). Ce probléme nous donne une
indication sur le comportement de la fonctionnelle vis-a-vis des contraintes de passage

dans les portes.

h \bl
f2
F1GURrE B.1 — Illustration du probleme (B.2).

Proposition B.3. Soient f; = (x;,yi), i = 1,2, deux points du plan, by € R la dérivée

premiére en f1 et le probleme de minimisation :

1

X 2
min
q2,b2 J_

1
2

bg—b1+6t(b2+b1—2w>‘dt

T2 — X1 (B.2)

sous les contraintes : (qo,b2) € R?, qo € [y2 — 0,72 + 4.

Alors, le minimum est atteint pour :
1. g5 =(x2—m1)b1 +y1 siya—0 < (z2 —21)b1 + 41 S Y2+,
2. ¢35 =y2+ 0 siys+0 < (w2 —21)b1 + Y1,
3.g5 =y2—0 si(r2—z1)b1 + 31 <y2 — 6,
et
2-V10 .,  8++V10 g —u

by = b .
2 10 ! 10 Tr9 — T1

Démonstration. Ici, nous considérons q; = y; 'ordonnée du premier point d’approxima-
tion. Nous utilisons le Lemme 2.5, page 51 et nous montrons ainsi que le minimum de
I'intégrale dans (B.2) par rapport a by vaut :

2(v/10 — 1) 2-v10, 8+V1I0g—u

by (s — - b = b
3(952—371)'1(962 z1) +y1 —g2| pour b3 1

10 10 zp—ar
On cherche maintenant & minimiser cette expression par rapport a ¢o. Il y a alors trois cas
possibles illustrés sur la Figure B.2 :

1. Siye —0 < (xg —x1)by +y1 < y2 + 6 alors g2 = (x2 — x1)by — y1 et le minimum de

(B.2) vaut donc zéro.
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2. Siys +0 < (wg —x1)by + y1 alors g2 = y2 + 0 et le minimum de (B.2) vaut donc :

2(v/10 - 1)

3(1a — 11) (b1(z2 — x1) + Y1 — y2 — 9).

3. Si(z2 —x1)b1 +y1 < y2 — d alors g2 = yo — 0 et le minimum de (B.2) vaut donc :

Q(X/E - 1) (yQ — Yy — o — b1(332 — 551))

3(1‘2—561)
]
________ Cas?2
f, ®:°
R
~ -~
~ .
~ ~ o
~ ~ -
~ -~
~ “'..'
~ -
~ ~ o
~ "‘.‘_
~ -
~ S - 2
~ - .
~ T -~
~ - -
N ~
~ -
. . Casl
N
~
N
~
~
~
~
N
~
~
~
<
~
N
N
N
~
* Cas3

FIGURE B.2 — Résolution du probleme (B.2).

La Figure B.2 illustre la résolution du probleme (B.2). Le point d’approximation

cherché est le point de la porte le plus proche de la tangente.

2.1.2 Avec passage dans deux portes principales

Nous résolvouns ici le probleme (3.3)-(3.4) pour deux points quelconques (voir la Figure

B.3). Nous montrons que ’ensemble solution est un faisceau de droite.
Proposition B.4. Soit f1, fo deuzx points du plan alors le probleme de minimisation :

1

. 2 @2 —q
min bo—b1 +6t(by+by —2——)|dt
q1,92,b1,b2 -1 To — T (B.3)
sous les contraintes : (q1,q2,b1,b2) € RY, ¢ € [yi — 6, yi + 6], i =1,2.
admet pour solutions tout (q1,q2) € [y1 — 6, y1 + 0] X [y2 — 0,y2 + 0] et by = by = =14

Démonstration. Nous pouvons trouver une infinité de droites qui coupent les deux portes
principales z1 X [y1 — 0,y1 + J] et 2 X [y2 — 0, y2 + 0]. Autrement dit, pour deux points
quelconques, d, = 0. On applique alors la Proposition 3.3, page 87. 0
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fi

f2

FIGURE B.3 — Le probléme (3.3)-(3.4) pour deux points quelconques

2.2 Résolution exacte pour trois points

2.2.1 Avec deux points fixés, la dérivée fixée au premier point et passage

dans une porte secondaire

Dans ce probleme, nous fixons le premier et le dernier point ainsi que la dérivée au
premier point. Nous considérons une porte secondaire au deuxieme point (voir Figure B.4).
Ce résultat analyse I'influence de la dérivée au premier point sur le passage de la solution

dans une porte (voir aussi la Figure B.5).

fl.\fl .fs

f2

FIGURE B.4 — Illustration du probleme (B.4)

Proposition B.5. Soient f; = (z;,v:), @ = 1,2,3 trois points du plan tels que r1 < x9 <
x3, b1 € R la dérivée premicre imposée en f1 et h la pente entre fi et fs. Soient § > 0 et

le probleme de minimisation :

1

. 2
min
by J_1

2

bg—bl+6t(b3+b1—2y3_y1>‘dt

3 — 1 (B.4)

sous les contraintes : bs € R, qo € [y — 6, y2 + 6]

Posons :

o= (;2(;@ — )P — %(m - x1)2) ,

3 2 3 2
B = (1 - ﬁ(fUz - $1)2 + ﬁ(@ - 161)3) + Y3 <h2(952 - 5131)2 - ﬁ(fﬂz - $1)3>
2 2 1 3
“rbl (.’L’Q—‘Tl)—ﬁ(.’ﬁg—.fl) +ﬁ(l‘2_l‘1) ,

et

)
« «

I_ [y2+5—6 y2—5—5].
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Enfin, posons :
. 2—\/ﬁb 8+ V10y3 —u

b .
3 10 ! 10 r3 — X1

Alors le probléme (B.4) admet pour solution :
1b% sibel.
9 Y2+d-p

(0%
3. y2—0—0

67

y2+0—p
=

/A

. 1
s1 b3

—5—
> Y2 B .

- *
51 by

FIGURE B.5 — Résolution du probleme (B.4) pour différents choix de b;.

Démonstration. Par explicitation d’une fonction s dans Pg, go = s(x2) peut se récrire sous

la forme suivant :
q2 = B(y1,y3,b1) + abs.

Le probleme de minimisation devient alors :
1

. 2
min
bseR J_ 1

xr3 — &
3 3 1

b3—b1+6t(bg+b1—2y3_yl)‘dt

telquebgeI:[min<y2_5_B’ g/?"’_(s_ﬁ)Jnax(?ﬁ—fs—ﬂ7 y2+6—/6’)]
(6% « o o

(B.5)
Nous montrons aisément que « est strictement négatif, d’otu :

I:[y2+5—5 3/2—5—5]'

)
o [0

Sans contrainte, le minimum de la fonction dans (B.5) par rapport a bs vaut :

2(v/10 — 1) z—mb 8+ V10yz

b — — by = .
3(z3 — 1) br(@s —21) +y1 —gs| pour b3 10 10 z3—24

Trois cas pour la résolution du probleme (B.4) :
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1. Si b3 € Z alors la solution est b3.
2. Si b3 < minZ alors par convexité de la fonctionnelle, la solution est minZ.
3. Si b3 = maxZ alors par convexité de la fonctionnelle, la solution est maxZ.

O]

2.2.2 Avec deux points fixés, la dérivée libre en tout point et passage dans

une porte secondaire

Ce probleme differe du précédent par la relaxation de la dérivée au premier point. C’est
maintenant un parametre d’optimisation. Nous ne sommes pas en mesure de déterminer
de maniere exacte une solution dans tous les cas mais nous montrons une caractérisation

intéressante de celle-ci.

Proposition B.6. Soient f; = (x;,y;), 1 = 1,2, 3 trois points du plan tels que r1 < x9 < 3

et h la pente entre f1 et fs. Soit le probléeme d’approximation :

1
. 2
min
bi,bs J_1
2

sous les contraintes : (b1, bs) € R? ¢ € [y2 — 0, y2 + 0].

b3—b1+6t(b3+b1—2y3_y1)‘dt

z3 — T1 (B.6)

La solution du probléme (B.6) suit la régle suivante :
- Siyr + h(ze — 1) € [y2 — 9, y2 + I] alors b = b5 = h.
- Siy1 +h(xy—x1) > yo + 6 alors g = ya + 6.
- Siyr+h(xe—x1) <yo— 0 alors g = ya — 0.

y1 + h(xe —x1) €
[y2 — 6,92 + 6]

F1GURE B.6 — Illustration de la Proposition B.6.

y1+h(x2—$1)>y2+6 y1+h(x2—:1:1)<y2—5

Démonstration. Sans la contrainte gz € [y2 — d,y2 + d], le minimum de 'intégrale dans
(B.6) vaut zéro et est atteint pour b] = b3 = h. Si la droite liant f; et fo coupe la porte
secondaire en fy, alors c’est la solution du probleme (B.7) et donc bj = b3 = h. Sinon,

nous utilisons alors la convexité de la fonctionnelle pour obtenir ce résultat. ]
2.2.3 Avec le premier point fixé et passage dans deux portes en utilisant une
seule cubique

Désormais, la contrainte du troisieme point est relaxée. Nous cherchons une courbe

dont le graphe coupe une porte secondaire au deuxiéme point et une porte principale au
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troisieme point. Nous montrons que la solution dépend fortement de la position de la
porte secondaire au deuxieme point par rapport au triangle formé par le premier point et

la porte principale au troisiéme point (voir Figure B.7).

& f3

FIGURE B.7 — Illustration du probleme (B.7).

Proposition B.7. Soient f; = (x;,y;), i = 1,2,3 trois points du plan tels que 1 < x9 <

x3. Soient 6 > 0 et le probléme d’approximation :

1

min JQ bs — by + 6t (bg+b1—2%_yl)‘dt
b1,b3,q3 7%

T3 — X1

(b1,b3,q3) € R? (B.7)
sous les contraintes : g9 € [y2 — 9, y2 + 0],
q3 € [ys — d,y3 + 4].

Nous notons :

—y1 —9 o
C={(z,y) €z, 23] xR | y1 + M(:U —r)<y<y +—— (@ —x)}
xr3 — 1 I3 — 1
Alors les solutions de (B.7) suivent la régle suivante :

= Siwy x [y2 = 0,y2 + 0] N C # T alors g5 € [y2 — 6,y2 + 0] N C et bf = b5 = Z=4L.

fSiy2+5<y1+y3_7y1_6(x2—x1) alors ¢5 = ya + 0 et g5 = y3 — 9.

T3 —T1

fSiy2—5>y1+y3_7y1M(a:2—x1) alors g5 =ya — 9 et ¢ =y3 + 0.

Tr3—T1

Démonstration. Le domaine C est représenté sur la Figure B.7. Si la porte secondaire
xo X [y2 — 0,y2 + d] coupe C alors les solutions du probleme (B.7) sont des droites et alors
g4 peut prendre toute valeur dans [y2 — 6, y2 + ] N C. Sinon, nous concluons par convexité

de la fonctionnelle. O
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3 Démonstration du Lemme 3.10

Rappelons ce lemme énoncé a la page 95.

Lemme. Soit f : [c,d] — R une fonction affine définie par f(t) = at +b.
1. Si |f(t)] > 0 sure,d[ alors §|f(t)|dt = (d — ¢) | f (4£<)].
2. Siil existe € €]c, d| tel que f(§) = 0 alors ‘Sf |fO)|dt —(d— o) |f (%)H < (d—c)*|%].

3. De plus sic=—3% etd =3, |f(t)| >0 sur |—3, 5[ si et seulement si 2|b| > |a|.

1. Supposons f strictement positive sur |c, d[, alors :

Jlf ) di = oL

= (d=¢)(a

+b(d o),

d+c

+b).

Le cas f strictement négative sur |c, d| est symétrique.

(Ao (429 o]
<[por-p (23]

< (d—c¢) max ||f t|—‘f(d+c>

2. Nous avons :

d
Jlﬂmdﬂ%d—d

+

)

te[c,d]
d+c
< _ _
<(d C)Ialtg%t 5
2
< (d—c) al.
2

3. Supposons f strictement positive sur |c, d|, alors soit :
— a > 0. On doit avoir f(c) = 0 et alors il vient 2b
— a < 0. On doit avoir f(d) > 0 et alors il vient 2b
— a = 0. On doit avoir f(d) >

Réciproquement, si a > 0, c’est évident. Supposons a > 0. Il vient —b < a/2 < b. Nous

Z
=

avons alors b—a/2 et b+ a/2 strictement positifs. Or, ce sont respectivement les valeurs de
f(—=1/2) et f(1/2). Comme f est affine, il vient | f| est strictement positive sur | —1/2,1/2].
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Approximation de fonctions et de données discretes
au sens de la norme L; par splines polynomiales

RESUME : L’approximation de données discrétes est fondamentale dans des domaines tels
que la planification de trajectoire ou le traitement du signal (données issues de capteurs). Dans
ces domaines, il est important d’obtenir des courbes conservant la forme initiale des données.
L'utilisation des splines L, semble étre une bonne solution au regard des résultats obtenus pour
le probléme d’interpolation de données discrétes par de telles splines. Ces splines permettent
notamment de préserver les linéarités des données et de ne pas introduire d’oscillations
résiduelles comme c’est le cas pour les splines d’interpolation L,. Nous proposons dans cette
thése une étude du probleme de meilleure approximation au sens de la norme L;. Cette étude
comprend des développements théoriques sur la meilleure approximation L; de fonctions
présentant une discontinuité de type saut dans des espaces fonctionnels généraux appelés
espace de Chebyshev et faiblement Chebyshev. Les splines polynomiales entrent dans ce
cadre. Des algorithmes d’approximation de données discrétes au sens de la norme L, par
procédé de fenétre glissante sont développés en se basant sur les travaux existants sur les
splines de lissage et d’ajustement. Les méthodes présentées dans la littérature pour ces types
de splines peuvent étre relativement couteuse en temps de calcul. Les algorithmes par fenétre
glissante permettent d’obtenir une complexité linéaire en le nombre de données. De plus, une
parallélisation est possible. Enfin, une approche originale d’approximation avec erreur prescrite
est développée. Un algorithme algébrique avec une complexité linéaire et qui peut étre utilisé
pour des applications temps réel.

Mots clés : Approximation, splines L,, conservation de forme, données bruitées, planification
de trajectoire, algorithme par fenétre glissante.

Function and data approximation in L; norm
by polynomial splines

ABSTRACT : Data approximation is fundamental in application domains like path planning or
signal processing (sensor data). In such domains, it is important to obtain curves that preserve
the shape of initial data. L, splines appear to be a good solution considering the results
obtained for the problem of data interpolation. Contrary to classical L, splines, these spline
enable to preserve linearities in the data and to not introduce extraneous oscillations when
applied on data sets with abrupt changes. We propose in this dissertation a study of the
problem of best L; approximation. This study includes developments on best L; approximation
of functions with a jump discontinuity in general spaces, Chebyshev and weak-Chebyshev
spaces. Polynomial splines fit in this framework. Approximation algorithms by smoothing splines
and spline fits based on a sliding window process are introduced. The methods previously
proposed in the littérature can be relatively time consuming when applied on large datasets.
Sliding window algorithm enables to linearize the complexity of the algorithm. Moreover, these
algorithms can be parallelized. Finally, a new approximation approach with prescribed error is
introduced. A pure algebraic algorithm with linear complexity is introduced. This algorithm is
then applicable to real-time application.

Keywords : Approximation, L, splines, shape preservation, noisy data, path planning, sliding-
window algorithm.
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