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Introduction

On considere un systeme différentiel linéaire singulierement perturbé de la forme

ay

e = Az, e)Y, (0.1)

ou x est une variable complexe, € un petit parametre complexe et A une matrice
carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes sur D(0,rq) x D(0,&q), avec rg et g
deux réels strictement positifs. Ce type d’équation différentielle du second ordre
apparait fréquemment dans des problemes de physique mathématique et de méca-
nique quantique, et c’est ce qui a motivé leur étude. Dans [15], Hanson et Russell
ont montré que 'on peut supposer, sans perte de généralité, que la trace de la
matrice A(x,¢e) est identiquement nulle et que la matrice A(z,0), que I'on notera
Ap(z) par la suite, est de la forme

0o a+
AU(‘I) = ( Y ) )

ou u et v sont des entiers naturels.
Le cas 4 = v = 0 est bien connu. On sait que, lorsque y = v = 0, I’équation
(0.1) admet un systeme fondamental de solutions de la forme

Y(z,e) = R(z,2)es @@,

défini sur D(0,7) x S, ou S est un secteur de sommet 0. Quand ¢ tend vers 0 dans
S, R(x,e) admet un développement asymptotique uniforme

R(l‘,g) ~ Z ék(‘r)gkv
k=0

pour |z| < r, ot les coefficients Ry (z) sont holomorphes sur D(0,r), det Ro(x) # 0
et Q(z) est une matrice diagonale holomorphe sur D(0,7) (une preuve de ce ré-
sultat est donnée dans [37]). La situation est tres différente lorsque uv # 0. La
matrice Ay(x) possede alors deux valeurs propres +z#*2 distinctes si  # 0, qui
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sont égales en x = 0. Le point z = 0 est appelé point tournant pour le systeme
différentiel (0.1).

Dans ce manuscrit, nous montrons un résultat de simplification uniforme de
I’équation (0.1) valable dans un voisinage de x = 0. Plus précisément, nous mon-
trons que, pour tout r < ry et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle d’ou-
verture suffisamment petits, il existe un changement de variables Y = T'(z,¢)Z,
ou T'(z,€) est holomorphe sur D(0,7) x S, qui réduit I’équation (0.1) & une forme
plus simple, eZ" = B(z,£)Z, ou les coefficients de la matrice B(z,¢) sont des po-
lynémes en z.

Plusieurs mathématiciens ont étudié les problemes de simplification uniforme au
voisinage d’un point tournant. Dans [38], Wasow a démontré 1'existence d’une telle
réduction dans le cas ou = 0 et v = 1, en utilisant les propriétés de la fonction
d’Airy. Lee [19] a étendu les travaux de Wasow en démontrant le cas u = 0 et
v = 2. Dans ce cas, ce sont les propriétés des fonctions paraboliques cylindriques
qui permettent de conclure. Dans [32], Sibuya a résolu le cas général p = 0 en
utilisant les relations de connexion des solutions de ’équation différentielle

y” - P(t)y = 07 P(t) =t" + altl/_1 +-+ au—lt + ay,

étudiées au préalable dans [33]. Nous traitons dans ce manuscrit le cas général ou
v € Net uv # 0, et nous démontrons le résultat suivant :

Théoreme 0.1. On considére le systeme différentiel
eY' = A(z,e)Y,

ot A(x,e) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,79) x D(0,¢¢) telle que

Az, 2) = ( eay(z, ) a# + eaj(z, €) ) ’

Tt + eagy(x,e)  —eaqi(x, )

avec i, v € N et uv # 0. On suppose que l'une des conditions suivantes est satis-
faite :

(7—[1) v est pair et a21(1'70) — @(xé(u—g));
(Ha) v est impair et as(z,0) = O(z2).

Alors pour tout r €]0,ro[ et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle
d’ouverture suffisamment petits, il existe T'(x,e) une matrice carrée d’ordre 2 de



fonctions holomorphes bornées sur D(0,r) xS, telle que le changement de variables
Y =T(x,e)Z réduise 'équation (0.1) a une équation de la forme

eZ' = B(x,¢)Z,

ol
_ ebii(z, ) @ + ebia(v, )
B('T7 6) - < x/""y + Ele (x, 5) E,‘bQQ(fE, 6)

et les bj; sont des polynomes en x tels que
deg, b11 < p, deg, bia < p, deg, bos < p et deg, by < 4+ v.

Il s’agit d'une version analytique d'un théoreme formel démontré par Hanson et
Russell dans [14, 15]. Lorsque p # 0, on ne peut plus appliquer la méthode utilisée
par Wasow, Lee et Sibuya. Pour démontrer le théoreme 0.1, nous faisons appel a
la théorie Gevrey des développements asymptotiques combinés (abréviation DAC)
introduite par Fruchard et Schifke dans [12]. Ces développements sont de la forme

3 (an(2) + ga(2)) ",

n>0

ou 7 est une racine de ¢, les a, sont des fonctions holomorphes bornées sur un
voisinage de = = 0 et les g,,(X) sont des fonctions holomorphes et bornées dans un
quasi-secteur infini V ={X € C, a <arg X < f et p < |X|}, telles que g,,(X) ~
>om>19nmX ", lorsque X tend vers l'infini dans V.

Cette théorie, qui est une alternative a la méthode du matching (recollement
des développements intérieur et extérieur) présente deux avantages. Les DAC per-
mettent en effet de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage de z = 0, mais aussi des points éloignés de
ce point tournant. Il est possible de définir des DAC Gevrey, qui généralisent les
développements asymptotiques Gevrey classiques introduits par Ramis [27]. Nous
utilisons leur version Gevrey pour démontrer le théoreme 0.1.

Cette these comporte trois parties. Dans la premiere, nous énongons les défi-
nitions et théoremes fondamentaux de la théorie Gevrey des DAC (Chapitre 1).
Nous y démontrons trois nouveaux théoremes généraux qui nous servent dans les
parties II et III. Le premier théoreme (Chapitre 2) est un résultat de factorisation
« lente-rapide » pour des familles de matrices admettant des DAC Gevrey.

Théoréme 0.2. Soient S = S(a, B,19) un secteur et V(n) un quasi-secteur fini.
Soit M(x,n) une matrice carrée de taille n analytique bornée, définie pour n € S
et v € V(n), admettant des DAC Gevrey d’ordre flv’ ou p € N*. Si la norme de
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la matrice M(x,n) est suffisamment petite, alors la matrice I + M(x,n) s’écrit
comme un produit de deuxr matrices :

ou L est une « matrice lente » et R une « matrice rapide » :

L(x,m) ~1 3 An(2)n"

n>1

R~ X6 () 0
Ot n
lorsque m tend vers 0 dans S. Les matrices A,(x) sont analytiques bornées sur
un disque centré en x = 0 et les G,(X) sont analytiques bornées sur un quasi-
secteur infini V et admettent un développement asymptotique au sens de Poincaré
a Uinfini, Go(X) ~ Y50 Gun X ™™, quand X tend vers l'infini dans V.

Nous démontrons deux versions de ce théoreme. Dans la seconde version, plus
technique, nous gérons le type Gevrey des matrices lentes et rapides obtenues apres
factorisation. Cette étape est indispensable pour démontrer le théoreme 0.1.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a I'intégration simultanée d'une famille
de fonctions 3/ admettant des DAC Gevrey, définie sur un bon recouvrement cohé-
rent au sens de la définition 3.19 de [12]. Une fois de plus, nous veillons a conserver
des estimations exponentielles optimales qui seront nécessaires a la preuve du théo-
reme 0.1.

Dans le chapitre 4, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant
des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulierement
perturbées pouvant présenter des poles en x = 0. Ce résultat généralise le théoreme
5.15 de Fruchard et Schéfke de [12], ou seules les équations différentielles dont les
coefficients sont analytiques et bornés au voisinage de x = 0 sont considérées.

Dans la seconde partie de ce manuscrit, nous démontrons le théoreme 0.1 énoncé
plus haut. Pour cela, on distingue les cas v pair et v impair, le second cas néces-
sitant quelques précautions supplémentaires. L’idée de la preuve est la suivante.
Nous commengons par construire des systémes fondamentaux de solutions de (0.1)
définis sur un bon recouvrement cohérent. Dans le cas v pair, ces derniers sont de
la forme

; 1 0 ~ 109
Wl = (g % ) ¥aeeen,
oi1 7 est une racine de €, n = £'/? avec p = pu+ 5+1, les f/lj admettent des DAC Ge-
vrey d’ordre % et les Q] (x,n) sont des matrices diagonales. Nous modifions ensuite



la forme des matrices Y}j en appliquant le théoréeme de factorisation lente-rapide.
La gestion du type Gevrey effectuée en amont nous permet alors de démontrer le
théoreme suivant :

Théoréme 0.3. Sil'une des conditions (H1) ou (Ha) est satisfaite, alors pour tout
r < 1o et tout secteur S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisam-
ment petits, il existe une matrice T'(x,€) carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes
bornées sur D(0,r) x S telle que

T(x,e) ~ T(x,¢)

et telle que le changement de variables Y = T (x,e)Z transforme le systéme diffé-
rentiel (0.1) en un systéme différentiel de la forme

eZ' = B(x,¢)Z,
ol B(z,e) ~ B(z,¢) et
,uflA ,uflA
e> bit(e)a” at + ey biE(e)a”
B(fl], 5) = k:(,]quuflA ,ufklio ’
ot e > b (e)ak —e> bil(e)a”
k=0 k=0

les sz(e) étant des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en €.

Nous terminons la preuve du théoréme 0.1 en utilisant la théorie classique des
développements asymptotiques Gevrey.

Dans la derniere partie de cette theése, nous nous intéressons aux équations
différentielles linéaires singulierement perturbées d’ordre n, n > 3, présentant un
point tournant en x = 0, de la forme

e"y™ = ag(x, )y + ar(z,e)ey + -+ + an_1(x,e)e" Ly,
telles que ag(x,0) = 29, ¢ € N*, et ag(z,0) = 0 pour tout 1 < k < n — 1. Nous
étudions donc les systemes différentiels (0.1) dans le cas ou A(zx,¢) est une matrice
carrée d’ordre n, telle que

0 1 0 0
0 1
Ag(z) = 0
0
x4 0 - 0
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Théoreme 0.4. Si l'entier q est un multiple de n et si certaines conditions sont
satisfaites (ces conditions généralisent naturellement les hypothéses (Hy) et (Hs)
du théoréme 0.1), alors 'équation €Y' = A(z,e)Y admet des systémes fondamen-
tauz de solutions, définis sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag (1, T ,:1:(”_1)%) Ql (x, n)eéDf(man)

ou n est une racine de £, les Q] sont des matrices carrées d’ordre n admettant
des DAC Geurey et les D] sont des matrices diagonales, définies sur des domaines
appropriés.

Dans ce théoreme, on suppose, sans perte de généralité, que l'entier ¢ est un
multiple de n pour simplifier son énoncé. Ce résultat permet en outre de démontrer
la réduction analytique suivante :

Théoréme 0.5. Lorsque l’entier ¢ = 1, I’équation eY' = A(x,e)Y est analytique-
ment équivalente a l'équation eZ' = Ay(x)Z sur un voisinage du point x = 0.

Le cas n € 2N et ¢ = 1 a été traité par Kohno, Ohkohchi et Kohmoto dans [18].
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Chapitre 1
Théorie Gevrey des DAC

Nous reproduisons ici les notations, définitions et résultats de [12] qui nous seront
utiles pour le reste du mémoire.

1.1 Notations

On note
D(0,7r), le disque ouvert de centre 0 et de rayon r,
C(r,R), lacouronne {x € C, r < |z| < R}, avec 0 <17 < R < +00,

S(a, B,r), lesecteur {r € C; 0 < |z| <71, a<arg x < f},aveca < < a+27
et 0 <7 < oo,

V(a, 8,7, 1), le quasi-secteur qui est l'union du secteur S(«, 3,r) et du disque
D(0, i) lorsque g > 0 et Uintersection du secteur S(a, 3,7) et de la
couronne C'(—p, 00) lorsque p < 0,

H(ro), I’espace vectoriel des fonctions holomorphes et bornées sur le disque
D(O, 7’0),
gV, I’espace vectoriel des fonctions g holomorphes et bornées dans le quasi-

secteur infini V = V(a, 3,00, 1) admettant un développement asymp-
totique au sens de Poincaré a l'infini sans terme constant g(X) ~
ZkZl gkX7k7 V33X — oo

1.2 Définitions et théoréemes

Les développements asymptotiques combinés (DAC en abrégé) étudiés par Fru-
chard et Schafke dans [12] ont été motivés par I’étude d’équations différentielles
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singulierement perturbées de la forme

gy/ = ®(x7 y7€)7 (1'1>

ou € est un petit parametre complexe, x est une variable complexe et ® est une
fonction analytique dans un domaine D C C3. On cherche a comprendre le com-
portement des solutions de 1’équation (1.1) lorsque £ tend 0.

On appelle variété lente £ de 1'équation (1.1) 'ensemble des points (z,y) € C?
tels que ®(z,y,0) = 0. Un point (z*, y*) de L est dit régulier lorsque g—j(x*, y*,0) #
0. Dans le cas contraire, lorsque g—f(x*, y*,0) = 0, le point (z*,y*) est appelé point
tournant.

Au voisinage d’'un point régulier (z*,y*), le comportement des solutions de
I'équation (1.1) est bien connu. L’équation admet une unique solution formelle
G(z,e) = Y50 Yn(x)e™ et les solutions de (1.1) admettent § comme développement
asymptotique dans des domaines appropriés. Des développements asymptotiques
combinés classiques du type

3 (wle) 2 (55)) <"

n>0

permettent de décrire le comportement de la solution de (1.1) avec une condition
initiale prescrite [4].

Au voisinage d'un point tournant (z*,y*), les coefficients de la série formelle g
présentent en général des singularités et la méthode la plus répandue pour obtenir
une approximation des solutions est le matching, recollement des développements
intérieurs et extérieurs, voir par exemple [16].

Dans leur mémoire [12], les auteurs proposent une nouvelle méthode pour décrire
le comportement des solutions de (1.1) au voisinage d’'un point tournant. Ils se
placent dans le cas particulier ou il existe une courbe lente 1y analytique dans un
domaine simplement connexe D, dont le graphe est inclus dans la variété lente
L, c’est-a~dire ®(z,yo(x),0) = 0, pour tout € D. Lorsque D contient un point
tournant, c’est-a-dire lorsque f(z) = %—‘i(x, Yo(2),0) s’annule en un point z*, on se
ramene sans perte de généralité au cas ou 2* = 0 et f(z) = paP~! + O(aP), ou p
est un entier supérieur ou égal a 2. Pour décrire les solutions de (1.1) au voisinage
du point tournant = = 0, on utilise des DAC de la forme

> (an(@) + gu() 0",

n>0

10



1.2 Définitions et théorémes

ol 1) est une racine p-ieme de ¢, (a,), € H(ro)Y et (g,), € G(V)N. Ces développe-
ments permettent de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage du point tournant x = 0, mais aussi des
points éloignés de ce point tournant.

Définition 1.1. (Série formelle combinée)
Soit V' un quasi-secteur infini et rq > 0. Une série formelle combinée associée a V'
et D(0,79) est une expression de la forme

i(wm) = (an(@) + gu(2)) 7",

n>0

ot (ay), € H(ro)" et (gn), € G(V)N.

Les fonctions a,, constituent la partie lente de la série formelle, et les g, la partie
rapide.

On note C (ro, V') P'espace vectoriel des séries formelles combinées associées a V' et

D(O, ’l“o).

Définition 1.2. (DAC)
Soient V' un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V(1) un quasi-secteur fini tels

T

que sin € S et x € V(n), alors s eV Soient y(x,n) une fonction holomorphe
bornée définie pour n € S et z € V(n), et §(z,n) = X0 (an(x) +gn(%)) n" €

C’(TO, V). On dit que y admet § comme DAC, si, pour tout entier naturel N, il
existe une constante Ky telle que pour tout n € S et tout x € V(n),

’ Z (an(x) + gn( ))n"‘ < Knlnl".

Notation : y(z,n) ~ g(x,n), S2n— 0,z € V(n).

La compatibilité de ces DAC avec les opérations algébriques et analytiques est
étudiée dans [12]. Ces DAC sont aussi étroitement liés aux développements ex-
térieur, de la forme y(x,n) ~ 3,50 cu(z)n", et intérieur, de la forme y(nX,n) ~
> on>0 hn(X)n™. L'existence d'un DAC pour une fonction y(x,7n) implique en outre
I'existence de développements intérieur et extérieur ayant une région commune de
validité (Proposition 2.16 de [12]). Plus qu’une alternative a la méthode du mat-
ching, 'existence d’'un DAC permet donc de justifier rigoureusement le recollement
de développements intérieur et extérieur.

La théorie Gevrey des développements asymptotiques, développée par Ramis [27,
28], est un outil incontournable dans 1'étude d’équations différentielles ordinaires

11
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singulierement perturbées [7]. Dans ce manuscrit, on utilise la version Gevrey des
DAC. On rappelle ici les définitions de série formelle combinée Gevrey et de DAC
Gevrey.

Définition 1.3. (Série formelle combinée Gevrey)

Soit ?3(1’,77) = ano (an(x) +gn(%)) n" € C(TO,V), ou gn(X) ~ Ym0 Inm X"
lorsque V' 3 X — oo. On dit que la série formelle combinée ¢ est Gevrey d’ordre
% et de type (Li, Lo), s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N,

sup |a,(z)| < CLYT (% + 1)

|z|<ro

et pour tout n, M € N et tout X € V,

M—-1
|X‘M gn(X) - Z G X " < CL?LS/[F (% + 1) )
m=1

Définition 1.4. (DAC Gevrey)

Soient V' un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V(1) un quasi-secteur fini tels
que sin € S etz € V(n), alors -+ € V. Soient y(xz,n) une fonction holomorphe
bornée définie pour n € S et & € V(n), et (x,n) = X0 (an(x) —I—gn(%)) n" €
é(ro, V). On dit que y admet § comme DAC Gevrey d’ordre ;1), si g(z,n) est une
série formelle Gevrey d’ordre % et de type (Ly, L) avec Ly, Ly > 0, et sl existe
une constante C, telle que, pour tout N, tout n € S et tout = € V(n),

) = X (o) + )

" < CLYT (X 41) n|™,

Notation : y(z,n) ~1 §(z,n) lorsque S 517 — 0 et x € V(n).

1
p

Pour démontrer Iexistence de DAC, nous utilisons le théoréme-clé de [12]. 11
s’agit d'une version du théoreme fondamental de I’asymptotique classique Gevrey
[26, 34] adaptée a la théorie des DAC. On obtient, pour une famille de fonctions
holomorphes et bornées définies sur un bon recouvrement cohérent, I'existence de
DAC Gevrey a condition que leurs différences soient exponentiellement petites. La
notion qui intervient dans la théorie classique Gevrey est celle de bon recouvrement.
On dit qu'une famille V7, j = 1,...,J, de quasi-secteurs (ou de secteurs) constitue
un bon recouvrement du domaine D lorsque UJ_,V/ =D et VI NV™ = si j &
{m —1,m,m+ 1} (V7T = V! par convention). La définition de bon recouvrement
coherent que l'on introduit ici est plus complexe.

12



1.2 Définitions et théorémes

Définition 1.5. (Bon recouvrement cohérent)

Soient € R, 9 > 0 et g > 0. Soient VI = V(a?, 57, 00,p), 7 = 1,...,J, une
famille de quasi-secteurs infinis, et S; = S(ay, B, m0), [ = 1,..., L, une famille de
secteurs. On dira que la collection V7, S;,V’(n), 7 =1,...,J, 1 =1,...,L est un
bon recouvrement cohérent de I’ensemble

A(no,ro, 1) = {(z,n) 5 0 < |n| <no, —pln| < |z| <o}

si (V7),_, . est un bon recouvrement de C(—p, 00), (S1),_; ., est un bon recou-
vrement de D(0,70)*, et s’il existe 6 > 0 tel que

1
max {5 —a;,l=1,..., L} < < imin{ﬁl—a2,...,5‘]_1—a‘],ﬁ‘]—al—%r}

et tel que Vi () = V(ad, B, ro, pn)), ott o = o + g+ 0 et 5 = 57 4 ¢, — 8, avec

o= (cu+ B1)/2.
Le nombre max {f; — a;,l = 1,..., L} est appelé finesse du recouvrement.

Remarque 1.6. En pratique on procede de la fagon suivante pour construire un bon
recouvrement cohérent. On commence par construire les familles de quasi-secteurs
infinis (V7),_, ; et de secteurs (S;),_; ;. On déduit ensuite I'expression des

quasi-secteurs V(1) de sorte que pour tout 1 € Sy, la famille (Vl] (77)) , soit

geoey

un bon recouvrement de la couronne C'(—pu|n[, o) et qu’ils satisfassent la condition
suivante : si 7 € S) et x € V/(n), alors £ € V7.

On rappelle ici I’énoncé du théoreme-clé de [12].

Théoréme 1.7. Soient J,L € N, p € R et VI =V (ad, 57, 00,u), S = S(au, Bi,mo),
Vi) =V, B, ro,pun), 5 =1,...,J, 1 =1,..., L, un bon recouvrement de fi-
nesse 6 de A(no, 7o, ). Soit 7o > 1o et fi > p. On pose Vi (n) = V(o] — 26, 5] +
20, 7o, fi|n]). On suppose qu’il existe des fonctions holomorphes bornées ylj (z,n) dé-
findes sur Uensemble des (x,n) tels que n € Sy et x € Vi (n), et des constantes
A, B, C positives telles que

Wi (2,m) = ] (2,m)| < Cexp (=)

sin€ S NSy etz e VI(n)NVi,(n) et

x

p
i)
sin e S etx e VgV Tmn. Alors les restrictions des fonctions Yl sur
Uensembles des (z,n) tels quen € S, x € V' (n) admettent un DAC Gevrey d’ordre

%D. Plus précisément,

i (@.n) =yl (x.m)| < Coxp (~B

vl (@.m) ~1 Y (an(@) + gh(5))

P >0

13



Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

au sens de la définition 1.4, ot (ay),cy € H(ro)" et pour chaque j, (¢2),cn €
G(VIN tels que g (X) ~1 mao GnmX ™ lorsque X tend vers linfini dans V7.
P

Les estimations exponentielles considérées ici sont de deux types. La premiere,
qui concerne les différences dans le plan des 7, est une estimation classique qui
apparait dans la théorie des développements asymptotiques Gevrey. La seconde,
qui concerne les différences dans le plan des z, est moins usuelle. Ces différences
ne sont en particulier pas exponentiellement petites lorsque z = O(n).
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Chapitre 2

Factorisation lente-rapide d'une
famille de DAC

Dans ce chapitre, on montre qu'une famille de matrices (Yl] )i définies sur un
bon recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 et dont les différences sont
exponentiellement petites peut étre décomposée sous la forme d'un produit lent-
rapide.

U1
Notation. Por v =] : | € C" et A= (a;;) € M, (C), on note
Un
Joll = s

et .
1Al = max > ||
Sign &
2.1 Une premiéere version du théoreme de
factorisation

2.1.1 Enoncé du théoréme et étapes de la preuve

Soit J, L deux entiers naturels non nuls, x4 un nombre réel, et soit S; = S(ay, 5, 10),
Vi = V(ad, #,00,1), Vi (n) = V(ad, B, r0,n]). j € [1.J], L € [1,L], un bon
recouvrement, cohérent de finesse 0. Soit 79 > 1o et 1 > p. On pose ‘7lj (n) =
V(e — 26, B + 26, To, filn]).

15



Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Soit m > 0 un entier naturel et A, B deux constantes strictement positives telles
que A < Brf. On définit les deux ensembles suivants.

Définition 2.1. On note E, (A, B) l'espace vectoriel des familles (Yﬂ (x,n)) i
]7

j € [1,J], 1 € [1,L], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes,
définies pour n € Sy et © € V//(n), vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe
une constante C' positive telle que

1YY (@)l < C (2.1)
pour i € Sy et z € V/(n),
Y7 (2 m) =YY (@, )| < Cexp (— ) (2.2)

pour 7 € S; N Seq, € Vi (n) N ‘7111(77);

T

z/") (2.3)

17" (,m) = Y7 (@, )|l < Cexp (-B

pour 1 € S et z € V7 (1) N V7™ ().
On munit ensemble E, (A, B) d'une norme : si (Y);; est un élément de E, (A, B),
alors _

|(Y,);1lle = inf {C vérifiant (2.1), (2.2) et (2.3)}.

Définition 2.2. On note L, (A) l'espace vectoriel des familles (Ll(:p,n))l, S

[1, L], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes, définies pour n € S,
et © € D(0,79), et telles qu'il existe une constante positive C' vérifiant

[Li(z, )| < C (2.4)
pour n € S; et x € D(0,79),
I Zaia(e,m) — Lo m)| < Cexp (— ) (25

pour n € S;N Siyq, x € D(0, 7).
On munit cet espace de la norme suivante

II(Ly)||. = inf {C vérifiant (2.4) et (2.5)} .

On note H,,(ro) 'espace des matrices carrées d’ordre n de fonctions de H(rg) et
Gn(V), celui des matrices carrées d’ordre n de fonctions de G(V').

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant.
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

Théoréme 2.3. Soit (Y/);; un élément de B, (A, B). Si ||(Y/);.lle est suffisam-
ment petite, alors il existe un couple ((Ll)l, (R{)jyl) € L,(A) x E,(A, B) tel que

I+Y! =(I+L)(I+R)),

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ag)r € Hn(ro)", et pour tout j €
[1,J], il existe (G € Gu(VIN, tels que G(X) ~ a0 GemX ™™, lorsque X
tend vers linfini dans V7,

Li(z,n) ~1 Y Ag(z)n”,

)

lorsque S; 3 n — 0, uniformément par rapport a x € D(0,rg), et

Ri(z,n) ~1 > G (%) 0",

k>0

lorsque S; 2 n — 0, au sens de la définition 1.4.

On considére (Y/);; un élément de 'ensemble E, (A, B). On se place ici dans
le cas p > 0 (les modifications a apporter dans le cas p < 0 sont détaillées dans
le paragraphe 2.1.5 ). On cherche dans un premier temps a écrire Y}j comme la
somme de deux fonctions L; et R{ admettant des développements asymptotiques
Gevrey d’ordre ]l] ; Ly étant indépendant de j et admettant un développement lent

et R{, admettant un développement rapide. On adapte pour cela les expressions
des parties lente et rapide associées a Ylj données dans le paragraphe 4.1 de [12].
On les modifie & la fagon de l'article [5] pour en faire des fonctions bornées sur
D(0, 7o), xesp. V7' ().

On fixe § tel que 0 < & < §/2. Pour chaque j € [1,J], on fixe ¢ €]a/™ —
8, 37 + 8[. Pour tout (5,1) € [1,.J] x [1, L], on pose z] = 7oe’® +#)_ et pour tout
t € [=0,0], 21 (t) := xje™. Pour tout t € [—0,0], le point ] (t) appartient au bord
de l'intersection V() N V7! (5). On note 47 (t) le lacet allant de 0 & z] ' (t) le
long du segment, puis de xf () a x{ (t) le long d'un chemin arbitrairement proche

de 'arc de cercle de rayon 7y, et enfin de z](¢) a 0 le long du segment.

Soient n € Sy et x € V7 (n) avec arga] '(t) < argx < arg ] (t), on a

1 - - 1
/ Vi n)du = 2mi¥p (wn) et [ V)= 05k £

HuU—= 7k (1)

17



Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

On obtient alors . '
}/lj ('Ta 77) - Ll('r? 77) + R{ (1:’ 77)

s
1/
0 ).
-4

ou l'intégration se fait le long d'un chemin arbitrairement proche de ’arc de cercle
de rayon 7y, et

avec

M~

Il
-
]

1
L - Y ( du dt 2.
() = o /"u (u, ) du (2.6)
1

a: ()

8

—

L (@)
1

u—2x

R =Ly L
= o 2 2.

(Y ) = Y wm)) dudt.(27)

m’\o«
O\

Les propriétés asymptotiques des matrices L; et R{ sont démontrées dans le
chapitre 4 de [12]. On les résume dans le lemme suivant :

Lemme. I existe une suite (Ay)r € Ha(ro)" telle que,

Li(z,n) ~1 Y Ap(z)n”,

k>0

lorsque n tend vers 0 dans Sy, uniformément par rapport @ x € D(0,70).
Pour tout j € [1,J], il existe une suite (G})x € Go(VI)N telle que

R(xn’\”sz£ )

k>0

lorsque n tend vers 0 dans Sy, au sens de la définition 1.4. De plus, les Gi(X)
admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre % a linfini dont les
coefficients sont indépendants de j

GlX) ~s 3 G X

P m>0
lorsque X tend vers Uinfini dans V7.

On considere 'opérateur T : E, (A, B) — L,(A) x E,(A, B) qui, & une famille
Y/ de E, (A, B), associe le couple ((Ll)l, (Rf)N) défini par les relations (2.6) et
(2.7). Pour (L), (R});1) € Ln(A) x E,(A, B), on notera

(L) (R ) s = masx { || (Lol | (R jllm } -

18



2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

On montre dans les paragraphes 2.1.1 et 2.1.2 que l'opérateur T est bien défini et
qu’il s’agit d’un opérateur borné : il existe une constante K > 0 telle que pour
tout (Y/);, € E,.(4, B)

| ()),

Dans le paragraphe 2.1.3, on acheve la preuve du théoreme 2.3. Soit p une
constante strictement positive telle que [|(Y;);]le < p. On considere I'espace sui-
vant

M = { (Lo (B])s1) € La(A) x B4, B) : | (o (RD)

< K|l

LxE —

HLXE = QPK} ’

ou K est la constante associée a l'opérateur T, ainsi que l'opérateur ® défini
comme suit

P : M ' — Ln(A)'X En(A,B)
((Ll)la(R{)j’O — T((YE] _Lle)J?l) .

On vérifie que, lorsque 8pK? < 1, opérateur ® : M — M est bien défini et qu’il
s’agit d'une contraction. Le théoreme du point fixe assure l'existence et 1'unicité
de ((Lo)i, (R);1) € M vérifiant @((Li)i, (B]);1) = (Lo, (R])4), c’est-a-dire

Y/ — LR} = L+ R,

ou encore A .
I+Y =(I+L)I+R]).

2.1.2 Partie lente

Dans ce paragraphe, on montre, qu’étant donné (Y/);; dans E,, (A, B), la formule
(2.6) définit une famille (L;); appartenant a I'ensemble L, (A) et qu'il existe une
constante K, > 0, indépendante de (Y;”);,, telle que

1@l < Kz ()
Ce résultat s’obtient en démontrant les deux lemmes intermédiaires qui suivent.

Lemme. [l existe une constante K > 0, indépendante de (Ylj)j,l, telle que

| Lue )l < K (7]

pour tout x € D(0,7y) et tout n € S;. En particulier, la famille (L;); vérifie la
propriété (2.4).
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Démonstration. On utilise dans la démonstration de ce lemme les arguments
du paragraphe 5.1 de 'article [5]. On souhaite majorer ||L;(z,n)| pour tout = €
D(0,79) et tout n € S;. Soient x € D(0,7), n € S; et k un entier naturel compris
entre 1 et J. Dans ce qui suit, on suppose que I’argument de x est compris entre
arg )1 420 et arg xf + 20, les autres cas se traitant de maniére similaire. On pose
A =7y —rg > 0. On distingue trois cas :

1. |JZ| <T9+ %,

2. x| >ro+ 5 etargr € [arga] " + 20, arg zf — 20],

3. |2| > 1o+ 5 et argr €| argxf — 26, arg af + 29).

Preuve dans le cas 1. Soit t € [—4,0] fixé, et T'(t) un chemin d’intégration
arbitrairement proche de l'arc de cercle )" (t)2f(t). Sur I'(t), le module |u — x|
est minoré par A/2 et || Ly(z,n)| < 22|V |e.

Preuve dans le cas 2. On suppose que |z| > 1o + % et argr €largay ' +

26, arg xf — 20], et t € [—4,0].

F1GURE 2.1 — Chemins d’intégration dans le cas 2
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

On pose & (t) = roe’™® T2+ pour tout (4,1) € [1,.J] x [1, L]. On note Fl(t) le
chemin allant de ;' (¢) & £ '(t) le long du segment, I'y() celui allant de § )
a & (t) le long de I'arc de cercle de rayon g et I's(¢) celui allant de &F(t) & 25(t) le
long du segment. D’apres le théoreme des résidus :

1

2mi [(t)Ul3(t) Ul (H)Ul (1) U — : :

donc
1 1 1 1
211 I(t) u—x 211 ' (£)Uls (£)UT'3(t) u—x

Sur ' (t)UT's(t), le module |u— 2| est minoré par rosin d et sur Ty (), [u—z| > A/2.
Donc

HQm Jo (t) Y d“H < (1 + fFl(t)Ul"g(t) r051n5| ul + 57 ff‘z(t) A|du|) [
27’0

A
< ([1+ ——+ 221l
=~ < 7T7’Osin5 A H( l)]leE

et il existe une constante K > 0 indépendante de (Y{'),,, telle que || Ly(x, )| < K||(Y/);1]le-

Preuve dans le cas 3. On suppose que |z| > ro+5 et argx €] arg af —20, arg af +
260]. On distingue alors deux sous-cas : argx < argaF(t) et argx > argxf(t).

Dans le premier sous-cas, lorsque argx < argzf(t), le théoréme des résidus
implique que

1 1

1 1
YiF(u, n)du = YiF(x,n) + —

211 Jrgy u— 2mi / Py (U2 (U (OUTa(t) U — T

se reporter a la figure 2.1.2 pour la définition des chemins Lo(t), «=1,2,3,4. Sur
I (t) UT5(t), le module |u — x| est minoré par rosind et sur I'y(¢), |u — x| > %
donc

1 1
\. [ At
r

210 Jpp u—x

A 2r( 1 1)l
<|({l4+——=+ Y] +— / 2 d.
< (14 =gt R0y, [ LGty
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

FIGURE 2.2 — Chemin d’intégration lorsque argx > argzF(t).

“smso T (8)

Dans le second sous-cas, c’est-a-dire lorsque argz > arg zf(t),

1 1 1 1
Py Vi (u,m)du =
21 I(t) u—2= 271'2 I (£)UTy(8) Uu—2=

Y (u, n)du,

se reporter a la figure 2.1.3 pour la définition des chemins I';(¢) et I'4(¢). On peut
également minorer le module |u — z| sur le chemin d’intégration T'; () par 7 sin o

et
1 : 1 1Y) ulle
= (Y])‘JHE—F/ LAaL ]du|
| ot 21 Jr, lu— 2l

Finalement, lorsque = appartient au troisieme domaine, on a

21t Jpy U —

1 1
I'(t)

m ()

5
1//
2#25

By

22
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

ou K := max (1 + + 2o L 5) et T'(¢) est un chemin arbitrairement proche

27rr0 siné

de l'arc de cercle joignant x} (t) A zFe?d lorsque arg # < arg z¥(t), et arbitrairement

k —27,6

proche de l'arc de cercle joignant x; A zF(t) lorsque argx > arg xf(t).

FIGURE 2.3 — Chemin d’intégration lorsque argx < arg x}(t)
=g ‘?ilk (t)l .

On pose [ := fiﬁ ff(t) ﬁ\du\dt. On constate que

5 k ,2i8

argz—argzl ral(t) 1 zle 1
1_/ / dul dt+/ / L) a
) :cfe—Q“S |U - | argz—argzy J zf(t) |’LL - ZE|
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

La somme [ est maximale pour argz = arg z¥, donc

k 27,6

Ig// \u\dt+// \du| dt
cke—2i ‘x’ezargxl ‘x|ezarg1’l
25
< // ———ds dt
6745_7
< // ds dt
sin s

2%
< / / dt ds
sin s

< / ds < o0,
o sins

ou les intégrales ont été échangées en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli.
Ceci acheve la démonstration du précédent lemme.[]

On montre a présent le résultat suivant :

Lemme. ] existe une constante K > 0, indépendante de (Y} )]l, telle que

|Zia(a.n) = LG < K |07 oxp (— )

n[P
pourn € SiNSyy et x € D(0,7y). En particulier, la famille (L;), vérifie la propriété
(2.5).

Démonstration. On commence par modifier 'écriture de la différence L4 (x,n) —
Ly(x,m) -

Jo1 8 ek
27TZ(L[+1($ 77) Ll<x 77 :;25/~/xk Ty U — T
J 1 lerl(t)
o[ Gt -3 )

(Y1 (um) = Vi (u,m)) du dt +

Soit ¢ € [0, 4] fixé. Par hypothese sur 'arc ) ' (£)zf (1),

i __A_
1Y () = V)| < (1Y) ullme

De plus, on constate que f/lk(nz N ‘7/““(7]) # 0. On en déduit que, sur l'arc
o (t)okoa(8) , sot u € V) 0 V() 0 Vi), soit w € T, () 0 75 )
V" (n). Donc sur cet arc, 'une (au moins) des deux égalités suivantes est satis-
faite :

Vi -y =YE Y Y -y
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

ou
k k+1 _ vk k+1 k+1 k+1
Yl+1 - YE - Yl+1 - Yl+1 + Yl+1 - YE :

1 5 :Ef(t) 1 1 S ZE;C_'_l(t) 1
Enfin pour majorer ~/ / ———|du| dt et ~/ / ——|du| dt,
20 -5 xﬁfll(t) |U - ZE| 20 -5 zh () |u - [E‘

on invoque des arguments semblables a ceux qui apparaissent dans la preuve du
lemme précédent : distinction de cas par rapport au lieu de z, choix de chemins
d’intégration permettant une minoration du module de |u — z|... Ainsi, on montre
'existence d’une constante strictement positive K telle que pour tout n € S; ;41 et
tout x € D(0,7y),

- A
|Zia(wm) — Lu(a )| < K(V)ull exp (—W) |

2.1.3 Partie rapide

On souhaite montrer que la formule (2.7) définit une famille (R]);; appartenant
a l'ensemble E,, (A, B) et qu'il existe une constante Kr > 0, indépendante de
(Y/) 4, telle que ' .
I(RDjalle < Krll(Y)jlle.

On a, pour tout 1 € S et tout = € V/ (),

Rl](x777) = Yij(xa"?) - Ll(ajvn)

On commence par montrer que R{ satisfait la propriété (2.1). On a

1R} ()| 1Y/ (2, m) — Lu(z, )|
1Y (e, )+ || Za (e, )|

(1 + K)I(Y)jille-

IANIA

On vérifie également que la propriété (2.2) est satisfaite par cette famille de fonc-
tions. Soit n € Sy et; puisque Ry (x,n) — R (z,n) = (Y (x,n) =Y/ (x,n)) +
(Ll-l-l(xv 77) - Ll('xa 77)), on a

HR{+1<SL’,7]) - Rl]<x777)|| = ||Y2ﬂ_1(£(3’7]> _Yij(xan)H + ||Ll+1(xv77) - Ll($7n)||
< (+ KD lleexp () -
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Enfin, comme R (x,n) — Rl (z,n) = Yf“(a:,n) — Y{(z,n), la propriété (2.3)
est trivialement satisfaite par la famille R;.

2.1.4 Fin de la preuve du théoreme 2.3

Les résultats des deux paragraphes précédents impliquent le fait suivant.

Proposition 2.4. Lapplication T : E,(A,B) — L,(A) x E,(A, B) est un
opérateur linéaire borné : il existe une constante K > 0 telle que pour tout (Y;);; €
E.(A, B), on ait

|T())],,, < KNl

Soit p une constante strictement positive et (Yf ) , un ¢lément de l'ensemble
]7

E, (A, B) tel que ||Y{||g < p. On considére 'ensemble suivant
M = {((Ll)l, (R});1) € Lu(A) x En(A, B) : ||(Li, B]) | < 2,0K},

ou K est la constante associée a l'opérateur T, ainsi que 'opérateur ® défini
comme suit

b M — Ln(A) x En(4, B)
((Ll)lv (R{)j,l) — T ((Yf — LIR{)J"[) .

On cherche une condition suffisante pour faire de ® un opérateur a valeurs dans
I'espace M. On constate que | T(Y — LiR))|lLxe < K(p+ (2pK)?). Donc lorsque
K(p+ (2pK)?) < 2pK, cest-a-dire 4pK?* < 1, Uopérateur ® : M — M est bien
défini.

On cherche a présent une condition suffisante pour faire de cet opérateur une
contraction. On considere ((Lz)l, (R{)j,l) et ((f/l)z, (R{)Jl) deux éléments de 'es-
pace M.

On a
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

|T(Y - LiR]) - T/ - LiR)|

LxE

= HT(LZR{ - EZR{)H

LxE

— HT(LZRf — LiR] + LiR] - E,}?{)H

LxE

IN

2K |1 - L |7l + 26 [ - B [ ]

IN

40K (|[L = L, + |57 - Aill,)

IN

so1c | (1. ) — (1 )

LxE

Ainsi, lorsque 8pK? < 1, I'opérateur ® : M — M est bien défini et il s’agit
d'une contraction. Nous pouvons donc appliquer le théoreme du point fixe qui
assure l'existence et 1'unicité de ((Ll)l, (R‘l])jyl) € M vérifiant ® ((Ll)l, (Rf)jvl> =

((Ll)l, (R{)M), c’est-a-dire que, pour tout j € [1,.J] et pour tout [ € [1, L], on a
Y} — LiR] = Ly + R,

i.e.
[+Y) =T+ L)-(I+R)).

2.1.5 Le cas p négatif

Les modifications a apporter dans le cas u < i < 0 sont exposées dans le
paragraphe 4.5 de [12]. On les rappelle ici pour faciliter la lecture. Lorsque p est
négatif, la définition de la partie rapide associée a Y}j change. On introduit les
points # = i (n) = |in|e’™®’ ¥, Pour tout t € [—4,d], on note z(t) = zje'.
Les points z](t) et # appartiennent au bord de Vintersection V7 (n) N V7 (n).
On note /() le lacet allant de &' & 27" (t) le long du segment, puis de z} ' (t)
a xf (t) le long d'un chemin arbitrairement proche de 'arc de cercle de rayon 7y,
ensuite de () & Z le long du segment et enfin de # & 7' le long d'un chemin
arbitrairement proche de I'arc de cercle de rayon |jin|. Soient n € S; et z € V/ (n)

avec argx] ' (t) < argz < argz](t), on a

1 - - 1
/ Vi n)du = 2mi¥p (wn) et [ V)= 05k £

Hu—=z 7k (1)
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

On obtient alors . '
}/lj ('Ta 77) - Ll('r? 77) + R{ (1:’ 77)

avec
5 rt
Lz, ) 1§J:1// V() du di
T,m) = —— ) — (u u
A 2mi (= 20 u— i
=8 g1

ou l'intégration se fait le long d'un chemin arbitrairement proche de ’arc de cercle
de rayon 7y, et

. k:
Ri (J},T]) = 27‘('Z Zk 125 f f u—z (Yk+1(u 77) }Gk(uvn)) du dt—
27TZ Zk lfk 1 ulek u’n)

ou l'intégration se fait le long d’un chemin arbitrairement proche de I’arc de cercle
de rayon |fin|. Les résultats des paragraphes « Partie lente » et « Partie rapide »
sont encore vérifiés et on prouve de maniere similaire le théoreme 2.3 dans le cas
w < <0.

2.2 Théoreme de factorisation avec gestion du type

On énonce dans ce paragraphe une version plus précise du théoreme 2.3 dans le
cas < 0. On cherche a conserver le plus d’informations possibles concernant les
estimations exponentielles type de la famille Y/’.

On considere dans un premier temps un bon recouvrement cohérent adapté au
relief x — R(zP[[/e). Soient p > 2 un entier naturel, L > 1 un entier naturel, p
un réel et § un réel strictement positif. On note S;, V7, V/’(n), 7 € [1,p], L € [1, L],
la collection telle que :

Sy = S(ay, Bi,mo) = S ((l — 1) (1+1)% ,770)

VI=V(dd, 7 00,p), avec of = j2¢ — I8 4 35 et f7 = & + 55— 3, et
W%ﬁZVW$WJmMW%aWCM=%W+%+;ﬁﬁw=ﬁ+%—5ﬂﬁwzﬁ%
Soient 79 > rg et i > p tel que i < 0. On pose

. . 25
T ) - vQﬁ—ﬁl pme)

8

Pour L suffisamment grand et 6 < Z | la collection Sl,Vj,Wj(n), Jj € [1,p],
[ € [1, L], constitue un bon recouvrement cohérent de ’ensemble A(ng, ro, 1) :=
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2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

{(z,n); 0<|n| <no, —p|n| <|z| <re} de finesse < d/p au sens de la définition
1.4. Pour n € 5;, le quasi-secteur Vlj (n) contient essentiellement la partie de j-
itme montagne du relief Ry :  — R(2Pe™™), avec d = arge = pargn, de module
compris entre —u|n| et ry, ainsi qu'une partie des deux vallées adjacentes a cette
montagne. L’intersection V() N V7™ (n) contient une partie de la vallée située
entre les montagnes j et 7 + 1.

On fixe 0 € ]0,0/2[. Pour chaque j € [1,J], on fixe ¢/ = (a/*! + 7)/2. Pour

tout (j,1) € [1,J] x [1,L], on pose x] = Foe 2D et pour tout ¢ € [—9,0],
:L‘j(t) — et
1) == 27e.

L1411

Ly

ro
FIGURE 2.4 — Bon recouvrement cohérent associé au relief = — R(aP|e|/e)

Soient n € N, r > 7y et k > 0. On définit les deux domaines suivants.

Définition 2.5. On note &,(r, A, k) l'espace vectoriel des familles de fonctions
holomorphes (Yl] (z, 77)) N définies pour 7 € S; et 2 € V(1) & valeurs dans M,,(C),
j?

vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe une constante strictement positive
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

C telle que '
1Y/ (z,n)ll < C, (2.8)

pour i € S et z € V/(n),

¥t = VPl < Cosp (max (R{(E) ) 20) - 1), 29)

pour n S Sl+1 N Sla VIS ‘7[]07) N ‘7211(77)7

T

17 (2, m) = Y (z,1)]| < Cexp <3%{ (f})p} +k 7

) : (2.10)

pour n € S, x € V7 (n) N V7 () . A
On munit 'ensemble &,(r, A, k) de la norme suivante : si (Y;’);; est un élément de

En(ry AL E), alors

1(Y7),4lle = inf {C vérifiant (2.8), (2.9) et (2.10)}.

Définition 2.6. On note £, (r, A) I'espace vectoriel des familles de fonctions ho-
lomorphes (L;(z,7)), définies pour n € S; et x € D(0,7)) a valeurs dans M, (C),
telles qu’il existe une constante strictement positive C' vérifiant

[ Li(z,m)|| < C, (2.11)
pour n € S; et x € D(0,7),
x\p) AP rP
Ly (x,m) — Lz, < Cexp (max (8?{ — }, ) — ) , 2.12
|11 (2, m) = Liz, )| ;) oF) " (2.12)

pour n € S;N Si1 et x € D(0,79).
On munit cet espace de la norme suivante

|(Ly)i]|z == inf {C vérifiant (2.11) et (2.12)}.

Remarque. Les éléments de &,(r, A, k), respectivement £, (r, A), sont en particulier
des éléments de E, (A, B), respectivement L, (A), avec A := rP — 7 et B := sin(9).
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2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

Soit ((Li)i, (R);1) € La(r, A) x Ex(r, A, k). On note

(L) (BD)j0) lexe = max { [ (Lolle, [[(R)jalle } -

Théoréme 2.7. Soit (Y;);; un élément de lensemble E,(r, A, k). Si |[(Y);lle est
suffisamment petite, alors il existe un couple ((Ll)l, (le)j,l) € L(r,A)xE,(r, A k)
tel que ‘ ‘

I+Y) =+ L)(I+ R,

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ag)r € Hn(ro)", et pour tout j €
[1,J], il existe (G € Gu(VIN, tels que GL(X) ~ Yoo GemX ™™, lorsque X
tend vers linfini dans V7,

Li(w,n) ~1 > Ay(x)n”,

k>0

lorsque S; > n — 0, uniformément par rapport a x € D(0,19), et

Ri(z,n) ~1 Y G (%) ",

k>0
lorsque S; 2 n — 0, au sens de la définition 1.4.
Comme précédemment, on a
Yf(xan)::lﬁ(fvn)*‘f¥($7ﬁ)

avec

5
T 1
Lwn) =53 ox [ [ v d (213)
5

et

— X

<

5
: 1 L1 1
Rie)i= 53 o [ [ (0 ) = Vi) dude. @10
5 O

Les étapes de la preuve du théoreme 2.7 sont identiques a celles du théoréme 2.3.
On détaille ici la preuve du lemme 2.8, le lemme 2.9 étant une conséquence directe
du lemme 2.8.
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Lemme 2.8. Soit (Y/);; € &,(r, A, k). La formule (2.13) définit une famille (L;);
appartenant a 'ensemble L, (r, A). De plus, il existe une constante K; > 0 telle
que

I(Zaille < Kell(Y7)jalle,

pour tout (Y7);1 € En(r, A K).

Lemme 2.9. Soit (Y{');; € £,(r, A, k). La formule (2.14) définit une famille (R]);,
appartenant a l'ensemble &, (r, A, k). De plus, il existe une constante Kg > 0 telle
que

I(BDjalle < Krll(Y7)jalle.
pour tout (7)1 € E.(r, AL k).

Pour démontrer le lemme 2.8, on utilise les arguments que l'on retrouve dans le
paragraphe 2.1.2. Dans ce paragraphe, on s’assurait que Tu—a] ! . est borné pour tout u
appartenant au chemin d’intégration choisi. Ici il faut gérer une nouvelle difficulté :
il faut s’assurer qu’a chaque étape les estimations exponentielles restent optimales.

Démonstration du lemme 2.8. On montre l'existence d’une constante K; > 0
telle que pour tout (Y{');; € E.(r, A, k),

o |Li(z,n)| < Kp|[(Y/);ille, pour tout = € D(0,7y) et tout € Sj.

o ILuataom) = Liwa)| < KellOF)lle exp (max (%] (2)"} 8 ) = 7). pow
tout n € S;N S41 et tout z € D(0, 7).

La premiere assertion a déja été démontrée dans le paragraphe 2.1.2. On précise ici

les chemins d’intégration auxquels se ramener pour démontrer la seconde assertion.
Soit n € S; N S;41 et x € D(0, 7)),

27T’i(Ll+1(.T7 77) - Ll(»x 77 — 26/ /k 1 — lil(u 7]) }/Zk<u,77)) du dt +
k=0
xm(t (v Y+t du dt
kz—%?g/_s/xf(t) ﬂ () =) (Uﬂ?)) u dt.
(2.15)

On se restreint au cas ot 'argument de z est compris entre arg z} ' 426 et arg 25 +
20, les autres configurations se traitant de maniére similaire. Pour majorer le pre-

mier terme de la somme (2.15), 5= f = (® (YEH( n) — Y*(u, 77)) du dt, on

k l(t)u z

I'intégration se fait le long d'un chemln arbltralrement proche de I'arc de cercle

xfﬂl (t)xf(t), on distingue trois cas, & savoir :
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2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

1). |z| < A/2,
2). || > A/2 et argzF~! + 20 < argx < argal — 20,
3). |z| > A/2 et argaf — 20 < argx < argzl + 2.
3.1). argx < arg af(t),
3.2). argx > arg xf(t).

On utilise le théoreme des résidus pour se ramener a une intégration le long d'un
chemin T'(t) tel que la quantité fi; fI‘(t) W—ix'du dt soit bornée et tel que, pour

tout u appartenant a I'(¢), on ait
z\P AP rP
|g exp (max <§R{ (5) }, W) — |77p> s

1Y () = Y ()| < KII(Y?)
avec K une constante positive indépendante de (Y/);;.

(a) Cas 1 (b) Cas 2

FI1GURE 2.5 — Chemin d’intégration dans les cas 1 et 2

On s’intéresse a présent au second terme de (2.15),

1 5 J)‘ﬁrl(t) 1

— —— (Y%, (u,n) = Y (u,n)) du dt.

il L s (Ot )

Sur larc de cercle zf(t)zf,,(t), I'une au moins des deux égalités suivantes est

satisfaite :

TR (A T (R (e
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

(a) Sous-cas 3.1 (b) Sous-cas 3.2

FI1GURE 2.6 — Chemin d’intégration dans le cas 3

ou

k k1 vk k41 k41 k1
Yo=Y =Y, Y +Yg =Y

On se restreint au cas ou x satisfait argxf — 20 < argx < arg xk + 20. On pose
r1 = 3(ro + o). On distingue les cas |z| <y et |z] > ry.

Le premier cas ne présente pas de difficulté. Sur l'arc de cercle xf(t)zf (t),
le module |u — z| est minoré par r; — ro et on montre que, lorsque ¢ est choisi
suffisamment petit,

1Yy (w,m) = Y ()l < KNI )julle exp (85 — &)

I[P n|P

ou K est une constante positive indépendante de (Y,);,.
Lorsque |z| > ry, on utilise comme précédemment le théoréme des résidus
pour se ramener a une intégration le long d’un chemin I'(¢) tel que la quantité

2% fii fF(t) ﬁdu dt soit bornée et tel que, pour tout u appartenant a I'(¢), on ait

IV ) = Y () < KO ale exo (25— )

otl K est une constante positive indépendante de (Y}') ;1. Ceci acheve la preuve du
lemme 2.8.
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Chapitre 3

Intégration et gestion du type
Gevrey

Dans ce chapitre, on integre simultanément une famille de fonctions définies sur
un bon recouvrement cohérent en gérant le type Gevrey des primitives construites.
On considére une famille de fonctions holomorphes bornées 3] définies sur un bon
recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 dont les différences yle —

et ylj - ylj sont exponentiellement petites, et on montre I'existence d’une famille

de primitives Y/ (z,7) de la forme W} (z,n) + nRi(n)! (%), dont les différences
VVl‘Zr1 — VVlj et VVlj o VVlj sont encore exponentiellement petites. La fonction ¢ est
introduite pour gérer 'intégration des poles simples en z = 0. Les fonctions R,
ne dépendent que de la variable 7 et admettent un développement asymptotique

Gevrey.

Soient L € N*, p > 2, u < 0 et soit VI = V(a/, 7,00, 1), S; = S(ou, B,m0),
V' (n) = V(«af, B}, ro, u|n|) un bon recouvrement cohérent de finesse 4, I € [0, L—1],
j € [0,p — 1], de I'ensemble

Ao, ro, 1) = {(z,n) 5 0 < |n| <no, —pln| <|z] <ro},

adapté au relief = — R(z?). Pour € Sy, le quasi-secteur V;/ (1) contient essen-
tiellement une partie de la j-éme montagne du relief Ry : x — R (xf"e_id> avec
d = arge = pargn, ainsi qu'une partie des deux vallées adjacentes a cette mon-
tagne. Soient 7y > o et ji > p. On pose Vi/(n) = V (a‘lj — 26, 8] + 26, fo,ﬂ|n|> .
On considére une famille de fonctions holomorphes bornées ¢ (, ) définies pour
nesS etxe V}j (n) telles que leurs différences satisfont la condition suivante : il
existe C' et K deux constantes strictement positives telles que

v () — v (2, m)] < Cexp (R(2)" = 7). (3.1)
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

lorsque n € S;N Sy et x € ‘7/(77) N ‘Zil(ﬁ) et

’yzjﬂ(l‘,n) - yij(x,n)’ < Cexp (é}?(%)p + K

=)y, (3.2)
lorsque ) € S; et z € V7 (n) NV (n), out V(1) C V7 (n). En particulier les fonc-
tions i (x,n) admettent des DAC Gevrey d’ordre %, d’apres le théoreme 1.7.

Soit 79 > 0 tel que 1y < 79 < 7. Dans ce chapitre, on montre le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Il existe une famille de primitives Y/ (z,n) de y](z,n) définie
pour n € S; et x € VI(n), de la forme Y/ (x,n) = W} (x,n) + nRi(n)! (%),
les fonctions R;(n) ne dépendent que de la variable n et admettent un développe-
ment asymptotique Gevrey d’ordre % et les fonctions W} (x,n) satisfont la condition

suivante : il existe deux constantes strictement positives C' et K telles que

ol

Wiy (wm) = Wi (z,m)| < Cexp (R+(2)" = 1),

lel

lorsque n € Sy N Sy et x € Vi (n) N VP, (n), ot R (u) = max (R(u),0), et

).

lorsque n € S) et & € V() NV (). Les quasi-secteurs V7 (n) satisfont V7 (n) C

A

V() € VP (n) et seront définis ultérieurement.

Wi an) = W ()| < Cexp (R(3)" + K

z
n

Ce résultat constitue 'une des étapes de la preuve du théoreme 5 du chapitre
Simplification uniforme au voisinage d’un point tournant. Dans ce chapitre, on
s’intéresse a des systemes différentiels de la forme €Y’ = A(x,¢)Y, ou A(z,¢) est
une matrice de fonctions holomorphes définies sur D(0,rq) x D(0,&q). Sous cer-
taines hypotheses, on montre que pour tout 0 < r < rq et tout secteur S de sommet
0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe un changement de
variables Y = T'(z,e)Z défini sur D(0,7) x S, permettant de réduire le systéme
différentiel initial a une forme normale €7’ = B(z,¢)Z, ou les termes de B(x,¢)
sont des polynomes en x admettant des développements asymptotiques Gevrey
d’ordre 1 en e. Pour obtenir un tel résultat sur tout disque inclus dans D(0, ), il
est essentiel de gérer a chaque étape de la preuve le type Gevrey des solutions. On
est notamment amenés a intégrer simultanément une famille de fonctions définies
sur un bon recouvrement cohérent dont les différences sont exponentiellement pe-
tites. On cherche alors a construire une famille de primitives dont les différences
sont encore exponentiellement petites, tout en conservant le plus d’informations
possibles sur I'exponentielle petitesse de leurs différences.
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3.1 Quelques explications

L’intégration d’une fonction admettant un DAC pose plusieurs problemes. La
premiere difficulté vient du fait que la primitive d’une fonction admettant un DAC
n’admet pas de DAC en général, mais ce que I'on appelle un DAC généralisé. On
introduit une notation pour gérer I'intégration des termes en 1/X qui interviennent
dans la partie rapide du DAC. Soit ¢ une fonction analytique dans le quasi-secteur
V = V(a, B,00, 1) telle que sa dérivée ¢ a un développement asymptotique &
I'infini commengant par 1/X :

"(X) ~ > e, X " avec ¢ =1,

n>1
lorsque X tend vers l'infini dans V.

Proposition. Etant donné un DAC y(x,1) ~ Y50 ( n(2) + gn (2 )) n"™ défini pour

ne€ S etxeV(n). Notons R la série des résidus des g,(X) : R(1) = Sps0 Gninl"™,
0l gn(X) ~ Y1 GumX ™, lorsque V3 X — oo, Soit xg € V(ng). Alors
f;; y(t,n)dt admet un DAC' généralisé. En particulier, on a

/xamﬁ P (2.m) — V(zom),

xo

Y (@, m) = nR(n) (6(2) = €(22)) + Ag(z) + Z( z) + Hooa(2)) 07,

ot Ay(x) = [ an(t)dt et Hy(X) = — [ (gu(T) — gl (T)) dT.
On trouve également une version Gevrey de cette proposition dans [12] :
Proposition. Etant donné un DAC Geuvrey d’ordre %,
xr n
y(@,m) ~1 - (an(@) +ga(5) | 0",
P >0 n

défini pourn € S et x € V(n). Il existe R(n) ~1 R(n), avec R(n) = > >0 g1 ", Ol

In(X) ~ X s0 Gnm X ™, lorsque V 5 X — oo. Soit xg € V(ng). Alors f;o y(t,n)dt
admet un DAC généralisé d’ordre %. En particulier, on a

[ vttt ~y ¥ = ¥ o)

o
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

avec

¥ (,m) = nR0m) (£(2) = (2)) + Ap(2) + 3 (Anl@) + Hoa (5)) 7

n=1

ot A, (x) = f;z an(t)dt et Hy(X) = — [ (gu(T) — gmi0'(T)) dT, c’est-d-dire

[ e =) (62) = €3) ~y (@) + 3 (A0 + Hoa()

o

On rencontre une seconde difficulté lorsqu’on souhalte intégrer simultanément
une famille de fonctions définies sur un bon recouvrement cohérent dont les diffé-
rences sont exponentiellement petites. On ne peut pas intégrer séparément chaque
fonction sur son domaine de définition, car les différences des primitives ainsi ob-
tenues ne seraient pas exponentiellement petites en général. L’exercice 4.8 de [12]
permet de gérer cette difficulté lorsque les fonctions yl] (x,n) sont des fonctions
holomorphes bornées définies pour n € S; et x € f/lj (n) telles qu’il existe A, B,C'
des constantes strictement positives

s () — i )| < Coxp ()

lorsque n € S;N Sy et x € ‘N/lj(??) N ‘Zil(n), et
, } z|P
]y”“ (z,m) — yi(l’m)] < Cexp (—B . )

lorsque 1) € S et z € V/ ( )N VJH( ) On propose ici de préciser ce résultat dans
le cas ot les différences 37, —y et y/ ™ — 4] satisfont les estimations suivantes :

[ylia(2,m) — o (2, m)| < Cexp <?R(§)p ~ Tg) :

el
lorsque n € S; N Sj41 et x € W(n) N ‘7111(77) et

i (@) — i (z,m)| < Cexp (R(2)"

z
7 ) ’
lorsque 1 € Sy et = € V/(n) NV (n).

Une premiere idée pour obtenir le résultat annoncé (théoréme 3.1) serait de
suivre les différentes étapes de l'exercice 4.8 de [12]. Mais les primitives ainsi
construites satisferaient ’estimation suivante

P P
Yia(wm) =¥ (o m)| < Cexp (=572),
lorsque n € ;N Sj1 etz € Vlj (n) NV71(n), qui est insuffisante dans la preuve du
théoreme 5. Pour pallier a ce probleme, on propose'la solution suivante. On com-
mence par séparer les parties lente et rapide de v : y/(z,n) = yf’“(x n)+yl ™ (z, ).
On intégre ensuite séparément yP* et g/ ™ On pose Y (x,m) fo = (u,n) du

et on construit une famille de primitives de y/ ™, que 'on note Y] , en suivant
les différentes étapes de I'exercice 4.8 de [12].
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3.2 Notations

3.2 Notations

Soient 79 > 0, 9 > 0 et u < 0. On construit un bon recouvrement cohérent
de l'ensemble A(no,ro, 1) = {(x,n) ; 0 < |n| <no, —uln| <|z| <re}. Soient p un
entier naturel supérieur ou égal a 2, L un entier naturel supérieur ou égal a 2 et o
un réel strictement positif petit. Pour j € [0,p — 1] et [ € [0, L — 1], on pose

Sy = S(au, Bi,mo) = S((l— 1)2L (I + 1)2L 777()),

Vj = (ij /8j7cx>7llj/>7

i 2 3w | 38 3 36
avecozj:j%—ﬁ%—?etﬁj—j——k—”—;,et

‘/l](n) = (Oégvﬁszo’MW),

avecoz{:ozj—l—cpz—i-%et Bl B+ o — ougol—l2—”.
Pour L suffisamment grand et 6 < %, on a
47 0 w—66 1, . :
— = — < — < = — J ]+1
B — L =) 2 2(5 ™)

et la collection S;, V7, Vi(n), j € [0,p — 1], I € [0,L — 1], constitue un bon
recouvrement cohérent de finesse < g. Pour 7 € S}, le quasi-secteur V/ (1) contient
essentiellement la partie de j-iéme montagne du relief Ry : x — R(aPe™™), avec
d = arge = pargn, de module compris entre —pu|n| et ry, ainsi qu'une partie des
deux vallées adjacentes & cette montagne. L'intersection V// (1) N V7™ () contient
quant a elle une partie de la vallée située entre les montagnes jety —|— 1.

Soient 7y > 7o et u < fi < 0. On pose V/(n) = V( - 61 fo, /l|77|)
Soit 4/ (z,1), 1 € [0,L — 1], j € [0,p — 1], une famille de fonctlons holomorphes
bornées définies sur ensemble des (z,7) tels que n € Sy et z € Vi (n), telles que
leurs différences satisfont la condition suivante : il existe C' et K deux constantes
strictement positives et telles que

War(em) = yi(em)| < Cexp (R(2)" - 1),
lorsque n € Sy N Spyq et & € V2 () NV, (n) et
i (@,m) = i (w,m)| < Cexp (R(2)" + K

lorsque n € Sy et @ € V7 (n) NV ().

z

)
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

3.3 Séparation lente-rapide

Pour tout (j,1) € [0,p — 1] x [0, L — 1], on pose P = (o] ) = (27 +
)7+ +1%2, x] = Fe'l et pour tout n # 0, on pose ] = F(n) = |finle™i. Pour
tout || < 1o, on a xf,#] € cl (\N/ﬂ(n) N ‘zjﬂ(n)). On introduit les quasi-secteurs
V) = V (& Ao lal). ot of < & < 6. B < B < F.ro < 7o < o et
p < i < fi. Pour tout n € S et tout x € V;’(n), la formule de Cauchy-Heine assure
que

ext

i (v,m) =y (z,m) + v ™ (2, )

ext
Y 27?2 / U—T

ou l'intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de 'arc de
cercle de rayon 7, et

avec

k+1 k zy
jmt yl ( 777)_yl(un 2: ! yl Un)d
Y I? 27” Z U— T 27‘(‘@ ~k—1 Uu—2x ¢

Y

ou l'intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de l'arc de
cercle de rayon |fin|.

Lemme 3.2. [] existe une constante C' > 0 telle que
ex ex z\P i
yres (z,m) =y (z, )‘ < Cexp (§R+ (5) N ﬁ)

lorsque n € Sy N Sjq et z € D(0,7), ot R (u) = max (R(u),0),

2 ) — ™ ()| < Cexp (- E)

lorsque 1 € Sy N Sy et x € Vi (n) N V7 (n), et

]+11nt x

) =y (@ m)| < Cexp (R(2)" + K |2

)

v

lorsque n € S; et x € V7 (n) N V7T (n).
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3.3 Séparation lente-rapide

FIGURE 3.1 — Les points 2] et ] dans le cas ol p = 4.

Démonstration. La premiere assertion a déja été traitée dans le chapitre factorisa-
tion lente-rapide. On y montre que pour tout A > 0, il existe une constante C' > 0
telle que

yr (z,m) — yle"t(:v,n)’ < Cexp (maX (é)?(%)p, %’) — %)

lorsque n € S; N S;11 et x € D(0,7). Pour démontrer la troisieme assertion, il
suffit de constater que
j+11int jint j+1 j
v ) =y (o) =yl () — ().

On montre & présent la seconde assertion. Soient n € $iNSy4y et = € Vi (n)NV7, (),
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

3 - 1 p-l &k (yk+1 o yk+1 + yk _ yk )(u 77)
jint _,Jint - I+1 l [ 141 ) d
Yir (@,n) =y (z,m) omi = (/gk " — 1 u+
- l
Iy
CCk k
/ i — gt (wn) / St -y,
¢k uU—x ok uU—x
12 13
ck
/gl (vl — y) (u,m) du)
s u—z '
1y

ou &F = Foel et EF = |anlel”r, ¢F = (2k + 1)% 4+ (20 + 1), appartiennent a
Vintersection V() 1 77541 (n) 1 Vi ) 1 V541 (o)

VR )

FIGURE 3.2 — Position des points £ et fl’“

La majoration du terme I; n’est pas immédiate, contrairement a celle des autres
termes. On rencontre un probleme lorsqu’on souhaite minorer le dénominateur de
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3.4 Intégration

I,. On fixe § une constante strictement positive telle que 0 < & < 7- On est amené
a distinguer deux cas : ‘argw —arg ‘fzk‘ > b et ‘argm —arg ff‘ < 6. Dans le premier
cas, le numérateur de I; est majoré par 2C exp (—%) et son dénominateur est
minoré par (ji — i) |n|sin(d). Dans le second cas, lorsque ‘argx — arg 5{“’ <0, on
modifie les chemins d’intégration de fagon a minorer le dénominateur de I; (cf.

paragraphe 2.1.2 de ce manuscrit). On majore a présent les autres termes. Pour
majorer les termes |[5| et |I3], on utilise le méme argument. Le dénominateur est

) qui

est inférieur a C'exp ( E ‘) lorsque 0 et 7y sont choisis suffisamment petlts Enfin,

To

~p
minoré par 7o —7g et le numérateur est majoré par C' exp (—T—O‘ cos(0) + K

le dénominateur du module de I, est minoré par (it — fi)|n| et son numérateur

peut étre majoré par C'exp (/ﬂ’ — é) On déduit le résultat annoncé : il existe
une constante C' > 0 telle que

7 mt

i (o) = i ()| < Cexp (<)

lorsque 1) € 5N Sp4q etz € V7 (n) N Vi, (). -

Le théoreme 1.7 assure qu'il existe (ay),,oy , des fonctions holomorphes bornées sur
D(0, 1), et, pour tout j € [0,p — 1], une suite (g7),,. de fonctions holomorphes
bornées sur V7 avec ¢/ (X) ~ 3,50 Gnm X ™, telles que

Yy, m) ~p Y an(@)n”

n>0

lorsque S; 2 — 0 et z € D(0,79), et

i ()~ 2 g
n>0

lorsque S; 37— 0 et = € V().

3.4 Intégration

On intégre séparément partie lente et partie rapide de y/ (z, 7). On pose Y, (z, 1) =
Jy y*(u,n)du, on Iintégration est faite sur le segment [0,2]. On montre sans
Y2t (z,n) — YV, (x, 77)’ < Croexp (§R+<5) ‘5‘) En particulier,
lorsque S; 5 — 0 et z € D(0,79), on a

Y;ext(x’n) ~1/p Z An<x)77n’

n>0

difficulté que
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

out A, () = [ an(t)dt.

On montre ensuite Pexistence de primitives de 7 ™ (z, 1), que 'on note Y/ ™(x, 1),
définies pour 1 € Sy et = € Vi’ (1), qui satisfont des inégalités du type (3.1), (3.2).
On suit pour cela les différentes étapes de 'exercice 4.8 de [12] et on majore pas a
pas les différences de fonctions.

Pour tout (j,1) € [0,p — 1] x [0, L — 1], on pose &I = re™l, ot 7 = 1 Had*t +
B = (25 + 7+ 12, Pour tout || < 19, on a 7] € (\_/l](n) ﬂV}jH( )) On
introduit les quasi-secteurs V() = V (@{,Blj,%,mm), ot a] < & < ai, Bl <
Bl < Bl rg <ty <iet < fi <. On pose pour tout [ € [0,L — 1] et tout

n €Sy,
R klnt
() 22777] P 0/ au,

ou l'intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de l'arc de
cercle de rayon 7.

Lemme 3.3. [l existe C' une constante strictement positive telle que

f,p
Rioa (1) — Ru(n)] < Cexp (—|;|) |

lorsque n € S;N.Si4q, et

A

Ri(n) ~1p R(n),

A

ou R(U) =2 n>0 91l

Preuve. Pour n € 5; N Sj41, on a
1 = if kint kint
Riai(n) — Ri(n) = i > < (i — o ™) (u,n) du+
T\ S
I+1 Il
if—l—l
[ = ) da).
&

I

Sur 'arc de cercle :Eﬁ’ll:if , on majore le module de I; par C exp ( E |) Lorsque u

appartientiém Parc de cercle ZfZF, |, u appartient soit a V*(n)NViE, (n)NV;"* (77),_801t

avk(m)n V} (mnN VlkH( ). La différence I est donc soit égale a (yl’“ﬂllt yffll mt 4

A — ) ) soit égale a (i — g+ g — 1) (0 ). On peut
o

alors majorer le module de I, par Cexp (—ﬁ) + Cexp <_ﬂ cos(0) + K 0 ) , et

donc par 2C' exp , lorsque ¢ et 1y sont choisis suffisamment petits.
3 | L
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3.4 Intégration

O

Soit ¢(X) une fonction telle que ¢(X) — log(X) est holomorphe sur I'anneau
| X| > || La détermination du logarithme est choisie de sorte que, sur V7, arg X €

}04{, Bl [ On introduit les fonctions 2 (x,7) définies par la relation de récurrence
suivante :

Han) = [ (" (wn) - R)e (3)) du
Z
pour n € Sy et x € V;%(n) , et pour tout j € [0,p — 2],

Ao = [ )~ Rt (8)) du+ (6.,
x

pour 7 € Sy et € V/*'(n). On majore les différences 2], — 2] et 2/*' — 2/ de la

fagon suivante :

Lemme 3.4. [] existe C' et K deux constantes strictement positives telles que

AD

Preuve. On effectue une récurrence finie pour démontrer la premiere majoration.
Pour tout 7 € S; N Sy et tout x € V,°(n) NV, (n), on a

zfﬂ(l’,??) — zf(a:, n) — /Iltl (yzomt(u, n) — Ry(n)l’ (u)) du

—_p— 77

Zy

lorsque n € Sy N Sy et x € V7 (n) N Vi, (n), et

X

n

p

‘le“(x,n) - zf(z,n)’ < Cexp (%(:;) + K

lorsque n € Sy et x € Vi (n) NV ().

_p—1

2 (@,m) = 2 (x,m) = / + (99 (u,m) = Ro(m) (%)) du =

[ | = ™) twn) = (B = R € (2) |
T b I

=P
To

ou les modules des termes [; et I sont majorés par C exp (_@) . Lorsque cette

majoration est vérifiée au rang j, on montre sans difficulté I'inégalité au rang 7+ 1
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

en simplifiant I’expression suivante :

_p—1

. . Tii1 )
A = A e = [ (" ) = Rl (3)) du =

o o Ti41 in w
A1 (@l m) = 2 (T, m) - [pl <ylo H(uym) = Ra(n)¢ (5)) dut
5

[ (G =) won) = (Rusa (o) = R € (2))

+1

pour tout i € S; N Sy et tout = € Vi (1) N f/ﬂH(n)

La seconde majoration est immédiate lorsqu’on simplifie I'expression de la dif-
férence 2/t (x,n) — 2/ (x,7n). En effet, on a

A = o) = [ ()~ Rl (2)) dut @) - o)

1

= [ =) )

o
pour tout 7 € S; et tout = € V() N V7T (n).
U

Soit z* € C tel que |z*| = 7. Pour tout [ € [0, L — 1], il existe un unique entier
my dans [0, p—1] tel que arg 2]~ < argz* < argx]". En particulier z* € V;™(n).
On introduit ensuite les fonctions wy (z,7) définies sur I'ensemble des (z,7) tel que
pour i € Sy et z € V/(n),

wlj(x777) = Zl](xan) - Zlml(f*ﬂ?)

On vérifie que ces fonctions satisfont une fois de plus des inégalités semblables a
celles satisfaites par 37 ™" :

Lemme 3.5. Il existe des constantes C' et K strictement positives telles que
. . P
‘wljJrl(‘/E? 77) - wf(%ﬁ)’ < CeXp (_EO|> )
lorsque 1 € SN S et x € V7 (n) N Vi, (),

™ () — wi(z.n)| < Cexp (R(2)" + K

).

z
n

lorsque n € Sy et x € V7 (n) N V7 ().
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3.4 Intégration

Preuve. La seconde majoration est immeédiate. Concernant la premicre, on a, pour
tout n € S; N Sy et tout z € V() NV, (n),

wlj+1($a77) - wl](x777> =1- J7

ou
_p—1

I= () = ) = [ () - R (2)) du

l

et

m, * m * j:lo;ll in u
=t =t = [ (0 ) = R (3))
x

Le module du terme [ est majoré par C'exp (—%) d’apres le lemme précédent.

Pour majorer |J|, on distingue deux cas : m;1 = my et my.; # my. Lorsque

my11 = my, on conclut directement en invoquant le lemme précédent. Dans le
m;—1
I-+1

-1
second cas, my.; = m; — 1 et argx,"' " < arga* < argx
9 + l

=y
Visi

7 VI ()

V™ ()

FIGURE 3.3 — Position des points 2" ', z]% " et z*.
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

~ On a donc, ou bien z* € V" ) NV () N V™ (), ou bien a* € VT () N
V™ () NV (n), et

_p—1

_ % my;— * i in U
7=t =t [ o R () o

!

1

J1

" (@t ) = M (@),
J2
ou

_p—1

_p—
l

Tl41 .
T o=t =) = [ (0 ) — RO)e (2)) du

J1

ZZ3;1($*7U)'_>Z£rl(x*vn)'

Ja

Dans les deux cas, le module de J; est majoré par C'exp (—%) et celui de Jy
est majoré par C'exp (%(”’%)p + K ) < Cexp (—% cos(9) + K

inférieur a C'exp T lorsque ¢ et 1y sont choisis suffisamment petits.
el g

z*
n

To
n

), qui est

La famille de fonctions w (z,7) , définies pour n € S; et z € V/(n), admet des

)
DAC généralisés Gevrey d’ordre % :

wf(z,m) ~u b (2,m) = (2", )

lorsque S; 31 — 0, 2 € V/(n), ot

W(%n) = niojl Gi—l (%) n",
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3.4 Intégration

avec ( ) le developpement asymptotique commun des G7;
= f gnlel(T)) dT’, ou gn(T) - Zm>0 Grnm X~

Enfin le résultat annoncé est obtenu en posant, pour tout n € S; et tout = €
V7 (n), Y (z,n) = Yz, n) + Y/ ™ (x,7). Les primitives Y7 (x,7) sont donc de la
forme

Y{ (w,m) = Wi (2, m) + nRi(n)¢ (£) .
avec W} (x,1) = Y™ (2, 1) + wj (,n).

Théoreme 3.6. Pour toul 7y tel que o < 7o < To, il existe une famille de pri-
mitives de y}, notées Y/, de la forme Wi (x,m) +nRi(n)l (%) , dont les différences

VVlJrl VVlj et VVle — VVljsont exponentiellement petites. En particulier, il existe
C et K deux constantes strictement positives telles que

' / z\P 7P
Wi,y (,m) = Wi ()| < Cexp (BT (2)" = %),
lorsque 1 € Si Sy et & € V() N Vi1 (),

W7 (@, m) = Wi (2,m)| < Cexp (R(2)"

i)
lorsque n € Sy et @ € Vi (n) N V7™ (), avee VY (n) & Vi (n) & V7 ().
En particulier, les fonctions W} admettent des DAC Gevrey d’ordre % :

Wi (z,n) ~1 W (z,n),

lorsque Sy 31— 0, = € Vi (n).

49






Chapitre 4

Généralisation : DAC en un point
tournant

4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Dans ce chapitre, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant
des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulierement
perturbées pouvant présenter des pdles en x = 0. C’est une généralisation du théo-
reme 5.15 de [12]. La démonstration de notre résultat est trés proche de celle du
théoreme cité, ou seules les équations différentielles dont les coefficients sont ana-
lytiques au voisinage de x = 0 sont considérées.

On s’intéresse aux équations de la forme
ey’ = (f(x) +eg(x,e))y + eh(z, ) + y*P(x, y,¢) (4.1)

ou f(x) = pzP~' + O(z?), p un entier supérieur ou égal a 2, et g, h et P des fonc-
tions présentant éventuellement des poles en © = 0. Ce type d’équation apparait
naturellement lorsque 1’on considere une équation de la forme

e2by = ®(x, 2, €),

ou k est un entier et ® est analytique par rapport a z et z dans un domaine
D C C? et Gevrey d’ordre 1 par rapport a e dans un secteur S de sommet 0. On
suppose qu’il existe une fonction lente zy analytique sur un domaine simplement
connexe D telle que pour tout x € D, (x, zo(z)) € D et ®(x, 29(x),0) = 0. On pose
flz) = z(’;t:p) g—f(x, 20(x),0). Le changement de variable z = zy + y conduit a

, 1

ey = ————®(x, 20 +y,e) — €2}
(20 +y)" ( ) ’

®(x,20+y,€)
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

Ainsi
ey’ = (f(z) +eg(x,e))y + ch(x,e) + y*P(x,y,€)

avec h(z,e) =1 <Zlk<I>(x, 20,€) — Zlkq)(I,ZO,O)> — 2}, et g et P sont donnés par
0 0

No®(z, 20(2), 20(x) + 1, €) = f(2) + eglx, ) + yP(z,y, ),

ou (Yo —y1) X Ao®(x, 91,2, ) = P(x,y2,6) — D(x, 11, €). Lorsque f est analytique
et s’annule en un point z*, on peut se ramener sans perte de généralité au cas
z* =0et f(z) = pzP~t + O(2P), ol p est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On est donc amené a étudier une équation du type (4.1).

Pour montrer I'existence de solutions de (4.1) admettant des DAC Gevrey, on
procede en deux étapes. Dans un premier temps, on se restreint au cas f(x) = prP~!
(théoréme 4.1) et on s’intéresse ensuite au cas général f(z) = pzP~!' + O(aP)
(corollaire 4.2). On introduit quelques notations : p est un entier naturel supérieur
ou égal a 2, pu est un réel strictement positif et rg,ry, €9, sont des constantes
strictement positives. On pose av = —g—’; + %f, B = ?2’—; — 2;5, r1 €]0, 79 cos(26)'/P[. On
note D le disque D(0,79), D7 le disque épointé D\ {0}, D, le disque D(0,75), ¥ le
secteur S(—6, 8, g0) et C(p|e|'/?, 7o) I'ensemble des € C tels que ule|'/P < |z| < 7.
Dans la suite, on utilisera simultanément les variables € et 7, bien qu’elles soient
liées par la relation € = nP.

Théoreme 4.1. On considere [’équation
ey = (pa?~ +eg(x,€))y + eh(w, ) + y* P(z,y,¢) (4.2)

avec g, h et P analytiques sur D} x X, resp. D7 x Dy x X, et méromorphes en
x=0.

On suppose qu’il existe g € N tel que les fonctions x%g(x,e), x%h(z, ) et 21P(x,y, ),
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque ¥ > ¢ — 0,
x € Dy ety e Dy, et qu’il existe up > 0 tel que les fonctions

P(z,y,¢)

ap—1

zg(z,e), xh(x,e), resp. (4.3)
soient bornées sur l'ensemble des (v,¢) tels que ¢ € ¥ et x € C(ule|*/?,ry), resp.
e€X, € Cule|?,ry) ety € Ds.

Alors il existe py € R, my > 0 et une solution y(x,n) de (4.2) définie pour
ne Sl = S(_%v %7771) et x € V(n) = V(avﬁarlalle')'

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre % lorsque Sy 51— 0 et x € V(n).
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Remarque. Dans [21, 22, 23], Matzinger étudie I’équation différentielle
e = (f(z) +eg(x,e))u+ h(z,e) + eu’P(x, cu, €)

(obtenue en effectuant le changement de variable y = eu) pouvant contenir des
poles en x = 0. Il montre sous certaines hypotheses 'existence de solutions y
admettant un développement extérieur, telle que ey admette un développement
intérieur. Ceci implique 'existence de DAC pour ces solutions d’apres un théoréeme
de [12]. On montre ici de maniere analogue a la preuve du théoreme 5.15 de [12]
le caractere Gevrey de ces DAC.

Démonstration. Cette preuve est une adaptation de la démonstration du théoreme
5.15 de [12]. On applique le changement de variable y = Su a I’équation (4.2). On
obtient

eu' = pa?tu + h(z,€) + uP ([E, =, 5) , (4.4)

avec h(z,e) = aPh(z,e) et P(x,y,e) = eg(x,e) + L +yP(z,y,¢). On constate que
les fonctions

x,€) p(x,y,g)

resp.
p—1 ’ 1% p—1

>

(4.5)

sont bornées sur I'ensemble des (z,¢) tels que € € ¥ et x € C(ule|Y?, o), resp.
e €%, x € C(ule|'’?, ry) et y € Dy. En particulier -1 P <x iu,e) = 0(5).

? P P

On procede en trois étapes. On commence par montrer I’existence d’une solution
u de (4.4). On construit ensuite un bon recouvrement cohérent adapté au relief
z +— R(2P|e| /). On montre enfin Pexistence d’une famille u] sur ce bon recouvre-
ment et on vérifie que leurs différences sont exponentiellement petites. On conclut
en invoquant le théoréme 1.7.

On rappelle la construction d’'un domaine d-descendant ne contenant pas a priori
x = 0. Soit 2 = 1 cos(26) /. Pour m > 0, on note Q(m) 'union du quasi-secteur

Vv (OZ, 57 1, _m)
et de 'intérieur du triangle curviligne 7', privée des triangles curvilignes T et 15, ou

T est le triangle curviligne dont l'image par F' : = +— 2P est le triangle de
sommets xh, rPe? et rPe20!
T, est le triangle curviligne dont 'image par F' est le triangle de sommets 0,

i(m— p(3T_
mpez(ﬂ’ 6), 571?1561( 5 —20) et
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

T, est le triangle curviligne dont 1'image par F' est le triangle de sommets 0,
mpei(é_ﬂ-) mipei(25_37ﬂ').

7 sind
On construit un tel domaine pour deux raisons. D'une part, le domaine (m)
contient le quasi-secteur

Vv (a, B,11, —m(sin 5)—1/;)) .

D’autre part, ce domaine est d-descendant a partir de zy par rapport au relief
x — R(aPe™™), pour tout |d| < §. Cela signifie que, pour tout x € Q(m), il existe
un chemin 7 : [0,1] — Q(m) U{xo}, |7/ (t)] = 1, de ¢ & x tel que

Ry (t)e™™) < —a|y(t)P],

pour tout ¢ € [0,(] et tout d €] — 4, 4], o ¢ = sind. Dans la suite, on note v, un
tel chemin.

On note 57 := S (—%, ;%,771) ,oul < m < 5(1)
un réel que l'on fixera plus tard. On rappelle le résultat suivant issu de [12], lemme

5.9 :
/ ‘e—f”/np
Vi

pour tout n € S; et tout € Q(D]n|). On note Y 'espace de Banach des fonctions
v(x,n) holomorphes bornées sur 'ensemble des (x,n) tels que n € S et = €
Q(D]n]), et on note $H l'espace des fonctions H(z,n) holomorphes sur I’ensemble
des (z,7n) tels que n € Sy et & € Q(D]n|) pour lesquelles il existe une constante K
telle que |H(z,n)| < K|z|P~'. Pour tout H € $, on définit ||.||s comme étant la
plus petite de ces constantes K. Pour tout v € U, on note ||v|| = sup, ,, [v(z, 7).
On introduit ensuite les deux ensembles suivants :

/7 reste a déterminer. Soit D > ||

Ia,n) = [e™/""

_ 1
[P~ |de| < —[nl?
po

V={veD||v|<p}
et B
H={Hen||[H[s <K},

avec K = 2||hllsy = 2sup |zh(z,e)| et p > p%_ une constante fixée . On considere
deux opérateurs

H: T — H
v = H(v)’
ot H(v)(x,n) := h(z,17) + vP(x, Sv,77), et
T: 6 = U
H — n%exp/n" f% e‘fp/”pH(ﬁ,n)dS :
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Un point fixe de 7 oH est 'unique solution de (4.4) satisfaisant lim, ., u(z,n) = 0
pour tout 7. On vérifie dans un premier temps que ces opérateurs sont bien définis.
Soit H € §, alors

K

ITH)| < — <p.

po
La condition p > % assure la bonne définition de Popérateur 7. Soit v € 9, il
existe une constante C' > 0 telle que

H(v) _ h(znP)+vP(x,-5v,mP)
zp—1 - zp—1
7 P(z,5v,¢)
1Al + pp:C car [|[Z222E | = O ((2)7)

VANRPAN

K,

lorsque D est choisi suffisamment grand. On montre a présent que l'opérateur
T oH : U — Y est une contraction. On note

_ top
AZP(xa 3/179275) = aiy(matyl + (1 - t)y27 €)dt
0

La fonction A2]5(x,y1,y2,5) est holomorphe sur D} x Dy x Dy x ¥ et vérifie

P(x,52,€) — P(x,y1,€) = DN P(x,y1, 42, €)(y2 — y1). Comme la fonction M est

bornée sur l'ensemble des (z,y,¢) tels que € € E x € Oule|V? ry) et y = DQ, les

inégalités de Cauchy montrent que ﬁff? est bornée sur C(ule|'/?,rg) x D(0,7) x

D(0,7) x 3, si r est suffisamment petit. Soient vy, vy € Y,

H(va)(w,m) — H(vi)(z,m) = v2P(x, Log,nP) — vi Pz, Loy, P).
= q(z,n) (v2 —v1).

avee gz, 1) = P, G, ) + (P oalaP(a, (2P, (2)Ps,7) = O ((3) ) - Done
il existe une constante K (p) > 0 telle que

K(p)

[H(v2) = H(v)ls <

vz — |

Soient Hy, Hy € $, alors

1

T(Hz)(x,n) = T (Hi)(z,n) = e"”p/”p/ e /" (Hy — Hi)(€,m)d€

TIP
et |T(Hs) = T(Hy)|| < 5|[Hs — Hills. Ainsi

1T oH(v2) =T o Hw)ll < o lIH(v2) = H(w)lls
S K(P
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

Pour D suffisamment grand, on a K(p) < poDP et T o H est une contraction. Le
théoreme du point fixe assure donc l'existence d'une solution de (4.4) définie sur
I'ensemble des (z,7) tels que n € Sy et = € Q(D]n|), et donc en particulier pour
x € V(a, 8,11, 1|n|) avec p = —D/ sin .

Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté au relief x — R(azPle|/e).

On construit une famille de fonctions (u}), solutions d’équations différentielles
proches de (4.4), ou les fonctions h et P sont remplacées par des fonctions h,, et
P,, ayant la méme asymptotique Gevrey-1 pour £ appartenant & un bon recouvre-
ment de D(0,e1)*. Soit M € N suffisamment grand (en particulier on doit avoir
4 < M§). Pour 0 < m < M, on pose

S, =8 <2ﬂ(r]\71)’ QW(?\}H),&) ’

ou ey =nj.

On construit sur chaque secteur ¥, une fonction R, resp. P, ayant la méme
asymptotique Gevrey-1 que h, resp. P, qui vérifie la condition suivante :

;Lm Pm ) 9
(@) o) Paleio
P~ xp—1

, (4.6)

est bornée sur Pensemble des (z,¢) tels que € € %, et x € C(ule|'/?, ), resp. € €
Sy © € C(ule]*?, 1) et y € Dy. Les fonctions 2%g(w, ¢), 2%h(z, ) et 29P(x,y, )
admettent des développements asymptotiques uniformes Gevrey d’ordre 1 lorsque
25— 0,2 € Dy ety € Dy Cela implique 'existence d'un entier positif ¢ tel
que les fonctions 27h(z, €) et 29P(z,y, €) vérifient encore la méme propriété. On a
donc .
h(z,e) =Y ap(e)x™ " + H(z,e),
k=0

ou les ai(e) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1 et
H(z,¢e) est holomorphe en = = 0 et admet un développement asymptotique uni-
forme Gevrey 1. Pour construire les fonctions h,,, on applique séparément le théo-
reme de Borel-Ritt-Gevrey a H(z,¢) et aux coefficients ax (), en veillant a ce les
conditions imposées par (4.5) soient encore satisfaites. On proceéde de maniere ana-
logue pour construire les fonctions P,.

Le recouvrement (X, )o<m<n est associé a un recouvrement (.S;)o<;<z de D(0,m;)*,
o = (e1)/P et L =pM :

Sy = S(au, Bi,m) =S (w, %,7)1) :
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Pourle{M,...,L—l},onposel_Ll:i_zlmOdMetE:ﬂmodM.

On consideére ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j € {0,...,p—

1}

= Y i .2 3 36
V= V(aj,ﬁj,oo,,u), avec o’ —]?ﬂ—£+;’

j — 527 3m _ 36
Fr=iT+5 -7
avec ju < fi = —D(sind)~"/P. Lorsque 6 < g, onaf—a < % < 3(B7 —altt) et
on peut déduire des familles (S})o<i<r et (V7)o<;<p un bon recouvrement cohérent
de résolution < g en introduisant les quasi-secteurs

Vi) =V(aq, 5, r,plnl) avec of =al + 3042,

ﬂij = 5j + ZITN - %7
et 0 < r; < 7. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre I'utilisation du théoreme 1.7 :

Vi) =V(al, B, plnl)  avee & =af =2,
Bl=8l+2,

r < 71 < 1rocos(28)VP,

ainsi que les domaines € (D|n|) associés a V(). Le domaine Q7 (D|n]|) est 'image
de ©(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j%ﬂ—kﬂf. On pose ] = xgexp (2m’ (% + %))

et on considere 1’équation
nPu' = prP " u + hy(z, nP) + uP; (m, () ", np> : (4.7)

On déduit comme précédemment 'existence de solutions de u{(x,n) de (4.7) dé-
finies sur 'ensemble des (z,n) tels que n € S et x € Qf(D]n|), satisfaisant
lim,,_, uj(xz,n) = 0 pour tout n € ;.

Différences exponentiellement petites.

On montre que les différences u] 1 u] et u) T —u] sont exponentiellement petites,
c’est-a-dire qu’il existe des constantes A, B, C' > 0 telles que

[l (,m) = wf ()| < Cexp (— ) (4.8)

lorsque n € Sy N Spyq et @ € V() NV, (n), et

xT

[uf (@, m) = i (z,m)| < Cexp (~B2

") (4.9)

lorsque 1) € Sy et 2 € V' (n) N V7 (n).
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

On commence avec la seconde estimation (4.9). On pose z = u ™" — . La
fonction z satisfait I’équation

2 = (pa?~' + g(x, )z,

avee §(a,n) = (2)Pu AP (1, (2)2ud, (2) P, 1) +Pi(a, (2)Puf, 0 2) = O ).
On en déduit 1’ex1stence de constantes C’, C > 0 telles que

2] < Coxp (R(2) +CJ2))

est suffisamment grand, c’est-a-dire pour D choisi suffi-

z

et donc (4.9) lorsque |7

samment grand. On montre la premiére inégalité (4.8). La fonction w := uf,, — uj
satisfait I’équation
' = (pa?~ + glz,n))w + h(z,n)

avee §(z,n) = Pi (2, (2)7ul, 1) + (£)Pul Ao Py (2, (2) u Pul ) =
O et i, 1) = s — ) )+t [ Proa— B, (2) P P). on choisit € €
9Q](Dn|) N oY, (Dln|) de module maximal et tel que arg(f) = 27 (zlv + #) :
En particulier || = r; cos (25 - L)_l/p :

Soit Gi(z,1) = exp( fg u,n du) Comme §(z,n) = O(npfl), on en déduit
l'existence de constantes A; et C strictement positives telles que & exp ( Al) <

[n]
G (x,n)| < Cyexp (£+). La méthode de variation de la constante assure que
Inl

wian) = w&nexp{(3)" - (5)"} Cle.n) + (4.10)
P xex 2)? (5P G’(x,n)~$ s
0 e () - G} G s

ou l'on integre le long d’un chemin descendant par rapport au relief z — R(xPe"?),

pour tout d € } e 2(”]\}1)” { Pour tout x € V() NV}, (n) et tout d € } An 2(1;\}1) {,

R(zPe ™) — R(Pe™) < — A,
avec Ay = [P cos (ﬁ) —rf, d’on

e {(5)" = (5)} < exp (=)

pour tout 7 € S; N Sy et tout @ € V/(n) NV, (n). Le premier terme de (4.10)
est donc exponentiellement petit. On s’intéresse maintenant au second terme de

o8



4.1 Enoncé et preuve du théoréme

cette expression. Comme h; et l_zl+1, resp. P et 151+1, admettent le méme dévelop-
pement asymptotique Gevrey d’ordre 1, il existe des constantes Az, C3 > 0 telles
que ’h x,m ’ < (4 exp( o |p§ Le chemln d’intégration de & a = étant choisi des-
2[71' 2(l+1)7T

7 {,ona

cendant par rapport au relief z — R(zPe), pour tout d € }

exp {(%)p — (%)p} < 0 pour tout n € S;N S, et s appartenant a ce chemin. Nous

pouvons donc majorer le second terme par 2roCsC?exp (—As|n|™" + 2A;|n|™1).
Ceci implique (4.8) lorsque 7, est choisi suffisamment petit. On conclut en invo-
quant le théoreme 1.7. O

Considérons a nouveau I’équation générale

ey’ = (f(x) +eg(x,e))y + ch(x,e) + y*P(z,y,€)

avec [ analytique bornée sur D; telle que f(z) = pxP~t + O(aP) et g, h, P satisfai—
sant les hypotheses du théoreme 4.1. Soit R : C — R telle que R(x fo

Le relief associé a cette équation est constituée de p montagnes sur lesquelles
R > 0, et de p vallées, sur lesquelles R < 0. On note M la montagne contenant

la direction ; au voisinage de z = 0 et V; la vallée contenant la direction @jtb)m
au voisinage de x = 0.
Corollaire 4.2. On considere [’équation

ey’ = (f(2) +eg(x,€))y + eh(z, ) + y*P(x, y,¢) (4.11)

avec f analytique bornée sur Dy telle que f(x) = pxP~!' + O(aP) et g, h et P
analytiques sur D} x X, resp. D7 x Dy x ¥, et méromorphes en x = 0.

On suppose qu’il existe g € N tel que les fonctions x%g(x, e), x%h(z, ) et 27 P(x,y, €),
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque ¥ 2 ¢ — 0,
x € Dy etu € Dy, et qu’il existe p € R tel que les fonctions

P(z,y,¢)

xp—1

xg(x,e), zh(x,e), resp. (4.12)
soient bornées sur l'ensemble des (z,¢€) tels que ¢ € ¥ et x € C(ule|Y?, 1), resp.
ee X, x € Culel*'?,ro) et u € Dy.

On suppose de plus que oo < 3, j et v > 0 sont tels que S(a, 5,1r) C (V;—1 U
M; UV;) N D(0,1), et que d < E(f — a).

Alors il existe p € R, ny > 0 et une solution y(m n) de (4.11) définie pour
ne S i=58(=5%m)etxeV(n = (a+3‘sﬁ B =8, uln)).

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre * lorsque S1on—0cetxeV(n).
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

La réduction du corollaire 4.2 au théoréme 4.1 est détaillée dans [12], corol-
laire 5.16. L’argument essentiel est l'existence d'une fonction ¢ telle que p(u) =
ue®™ /P + O(u?) et F(p(u)) = uP. Le changement de variable = ¢(u) appli-
qué a I’équation (4.11) conduit alors & une équation satisfaisant les hypotheses du
théoreme 4.1.

4.2 Application : Equation de Van der Pol
L’équation de Van der Pol singulierement perturbée
ei+ (2 —Di+x=0

est une équation différentielle connue dont les solutions présentent des oscillations
de relaxation ou encore cycles limites [8]. On s’intéresse ici a ’équation de Van der
Pol forcée

i+ (@ —Di+r=a

dans le cas ou o = 1, étudiée aussi dans [9]. Dans le plan de Liénard [20], cette
équation devient
{ e = y— Gt
y = 1—=x '

I3
En posant y = % — 2 + ¢z, on a

r = Z
ez = z21—-2H)+1—a "’

et en éliminant la variable temps, on obtient 1’équation différentielle

dz
==t +1- 413
8Zala: ( )z + r ( )
qui possede une courbe lente 2y = ———

1+x”

Dans [22], Matzinger montre 'existence d’une solution z de (4.13) admettant un
développement extérieur, telle que £z admette un développement intérieur sur un
quasi-secteur centré en x = —1. Le corollaire 4.2 permet de démontrer un résultat
plus précis concernant cette équation.

60



4.2 Application : Equation de Van der Pol

On se ramene a une équation de la forme (4.11) en effectuant le changement de
variables z = zo(1 4+ y) :

ey = (f(x) +eg(z,e))y + eh(x,e) + y*P(z,y, ) (4.14)

avee f(z) = (1+2)2(w = 1), g(x,2) = h(a. &) =~k ot Pla,y.2) = (1+2)(1 -
x)ﬁ Cette équation satisfait les hypotheses du corollaire 4.2 avec p = 3 et
ro = —1. On en déduit alors l'existence d’une solution y(z,n) de (4.14) définie
pour n € S, secteur de sommet 0, et € V(n), quasi-secteur centré en z = —1. De

plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre % lorsque S5 — 0et x € V(n).
L’équation (4.13) admet une solution z(z,n), définie sur I'ensemble des (x,7)

tels que n € S et x € V(n), telle que nz(z,n) admette un DAC Gevrey d’ordre %
lorsque S 31— 0 et z € V(n).
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Simplification uniforme au voisinage
d'un point tournant






Soient p et v deux entiers naturels tels que puv # 0 et rg, g9 deux constantes
strictement positives. On considere le systeme différentiel singulierement perturbé

Y = A(z,e)Y, (4.15)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,ry) x D(0, ), telle que trace A(z,e) =0 et

0 Tt
A(z,0) = ( A )

ea(zr,e) " +eb(z, €)
o't +ec(z,e)  —ea(x,e)
lomorphes bornées sur D(0,7¢) x D(0, o).

Ainsi A(z,¢e) = <

) , avec a, b, ¢ des fonctions ho-

Dans [14, 15], Hanson et Russell démontrent le résultat formel suivant :

Théoreme. On suppose que I'une des conditions suivantes est satisfaite :

(H1) v est pair et c¢(z,0) = O(x%(l’*2)) ;
(Ha) v est impair et c(x,0) = (’)(xé(l’*l)),
Alors il existe T'(x,e) = .00, Tn(x)e"™ une série formelle en e, o les T,(x) sont

des matrices carrées de fonctions holomorphes sur D(0,rq) et det To(x) = 1 sur
D(0,719), telle que le changement de variables Y = T(x,e)Z transforme le systéme

(4.15) en

A

eZ' = B(x,e)Z,
ot A R
A e Wy bit(e)ak oh e YR b2 (e)
B(z,e) =
R e IO S Ve B

et les b () sont des séries formelles en e.

On démontre dans cette partie une version analytique de ce théoréme :
Théoréme 5. Si (H1) ou (Ha) est satisfaite, alors, pour tout r €]0,r¢[ et tout
secteur S, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe une ma-
trice T'(z, e) de fonctions holomorphes sur D(0,1)x S, admettant un développement

asymptotique Gevrey d’ordre 1, telle que le changement de variables Y =T (x,e)Z
transforme le systéme (4.15) en

eZ' = B(x,e)Z,

65



ol
& Yohso bt (e) T+ & SRy b (e) 2t
B(z,e) =
P e ST (@)t —e X b ()2t

et les bfj(e) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Remarque. Lorsque p = 0 et que I'une des conditions (H;) ou (Hs) est satisfaite,
on montre que l'on peut choisir la matrice B(x,¢) sous la forme

0 1
B(z,e) = ( w4+ ep(,e) 0 )

ou deg, p(z,e) < v — 2. Il s’agit d’'un théoreme connu di a Sibuya [32].

On distingue les cas v pair et v impair. Le cas v impair, bien que tres proche
du premier cas, nécessite quelques précautions supplémentaires qui sont détaillées
dans le chapitre 6. Dans le cas pair, on commence par montrer pour tout secteur
S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, ’existence
d’un changement de variables valable sur D(0,r) x S, avec 0 < r < r(, permettant
de réduire le systeme différentiel initial (4.15) a un systeéme différentiel de la forme
annoncée (chapitre 5). Dans le chapitre 7, on donne les modifications a apporter
pour obtenir sur tout disque de centre 0 inclus dans D(0, 1) existence d’une telle
réduction (théoreme 5). Il s’agit essentiellement de modifications techniques visant
a gérer le type Gevrey des solutions de (4.15) et a conserver a chaque étape de la
preuve des estimations exponentielles optimales.
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Chapitre 5

Le cas v pair

On considere le systeme différentiel singulierement perturbé
eY' = A(z,e)Y, (5.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0,7q) X
D(0, ), telle que trace A(x,e) =0 et

0 x
A(ac,()):<$u+27 0 >

ca(z,e) " + eb(x, €)
TP 4 ec(r,e)  —ea(w,e)
lomorphes bornées sur D(0,7y) x D(0,¢eg).

Ainsi A(z,e) = ) , avec a, b, ¢ des fonctions ho-

5.1 Préparation du systeme différentiel

Premier changement de variables

Lorsque = # 0, la matrice A(z,0) possede deux valeurs propres distinctes :

1 1

—xHt7 et 2. En posant T'(z) = g et en effectuant le changement de

variables Y = T'(z)U, on obtient le systeme différentiel en U

eU' = B(x,¢e)U, (5.2)

avec
B=T"'AT — eT'T,
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Chapitre 5 Le cas v pair

i.e.

Blu.) 11\ ca(z,¢) ot + exb(x, €) 11
S N o* +exTVc(x,e)  —ea(r,e) — el -1 1)

— Pl 0
0 P~
(H1) est satisfaite, on a ¢(z,0) = O(z7!), lorsque = — 0, et

On pose p := p+ v+ 1. Alors B(z,0) = 1 ) et lorsque I’hypothese

B(x,¢) = B(z,0) + —B(x,¢), (5.3)

SHEG

ol B est une matrice holomorphe bornée sur I'ensemble des (z,¢) tels que £ €
D(0,g0)* et x € O(|e|V/P, 7o) :={z € C; |g|V/P < |z| < 1o}

Second changement de variables
Soit r €]0, ro|.

Proposition 5.1. Il existe S;, VI Vi (n), | € [0,L —1], j € [0,p — 1], un bon
recouvrement cohérent de 'ensemble

{(z,n); 0<|nl <m et —puln| <|z|<r},

et une famille de matrices holomorphes bornées @{(x,n) définies pour n € S; et
xz € V'(n), ot les Vi’ (n) seront définis plus tard, telles que

o= (1} )

et telles que les changements de variables U = CID{V et € = nP transforment l’équa-
tion (5.2) en

V' =Ci(x,n)V, (5.4)
. i —2P L+ O(npp! 0
ou C;(:E, 77) = ( 0 (77 ) =1 + (’)(np—l) )

1 &
Démonstration. On pose & = < o+ ¢1 ) Si les transformations U = ®V et
e = nP réduisent le systeme différentiel (5.2) au systeme différentiel n”?V’ = C'V,
avec C' une matrice diagonale, alors

(1 o\ 1 ¢ 1 ¢
”<¢+ 1>‘B<¢+ 1>‘<¢+ 1)0’
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5.1 Préparation du systeme diftérentiel

ie.
C11 = by + b12o™,
C22 = bog + 097,
n’ (¢_)/ = (b1 — ba2)¢™ + b1z — by (<Z5_)2 ) (E7)
1 (67) = (bo2 — bu)¢" + by —bia (¢7)*.  (EY)

On montre lexistence d'une famille de solutions (¢*)! de (E*) définie sur un
bon recouvrement cohérent de {(z,n); 0 < |n| <n et — pln| < |z| <r} adapté
au relief = +— R(2?), que l'on note S;, (V*)7, (V*+){(n). De maniére similaire, on
montre l'existence d’une famille de solutions (¢~)] de (E~) définie sur un bon
recouvrement cohérent du méme domaine, mais adapté au relief x — —R(z?),
Si, (V=) , (V7)Y (n). On en déduit alors Pexistence de transformations U = &V
valables sur l'intersection de ces deux bons recouvrements cohérents.

PREMIERE ETAPE : EXISTENCE DE ¢ (z,7).

Une telle fonction ¢ (z,n) satisfait une équation de Riccati que 'on peut écrire
sous la forme

¢ = 22"+ M(9) (5.5)
ot M(¢)(w, 1) = % ((Baz — b1r) (2, 77) + bon (2, 77) = bus(, 7)), cf (5.3).

Les coefficients de cette équation différentielle présentent des poles en x = 0. On
commence par montrer I'existence d'une solution ¢*(z,n) de (5.5) définie pour
n € Sy et x € Qn), ou les notations vont étre précisées. Le domaine S; est un
secteur de sommet 0 et Q(n) est un domaine dit « d-descendant » a partir d'un
certain point xg, que 'on va introduire.

Choixz d’un domaine d-descendant.

Soit 7 € R tel que r < 7 < ry. Il existe une constante 6 > 0 suffisamment petite

telle que 7 € }0, 7o cos(26)1/P [ On introduit les notations suivantes : o = —g—; + %f,
g = 3—; — %‘5. Notons zy = rcos(20) /P et S; = S (—g, %, 771) , avec 71 & déterminer.

Pour m > 0, on note Q(m) I'union du quasi-secteur
V(a, B, 7, —m)

et de l'intérieur du triangle curviligne 7', privée des triangles curvilignes T} et T5,
ou

T est le triangle curviligne dont I'image par F': z — 2P est le triangle de sommets
ZL‘g, ,':p625i’ fpe726i’
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Ty est le triangle curviligne dont I'image par F' : x — 2P est le triangle de sommets
0, mPei(m—20)  mP qi( 5 =35)

sin §
T, est le triangle curviligne dont I'image par F': x + 2P est le triangle de sommets

(26— P i(36—37
O, mpez(26 7r)’ STir;ldez(E)é 5 )

On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine Q(m)
contient le quasi-secteur

V (a, B, 7, —m(sin 5)_1/7’) .

D’autre part, lorsque § est choisi suffisamment petit, ce domaine est d-descendant
a partir de xg par rapport & Ry : x +— R (mpe_id) , pour tout |d| < ¢. Cela signifie
que, pour tout z € (m), il existe un chemin v : [0,1] — Q(m)U{xo}, |Y(t)] = 1,
de xy a x tel que

R (v (D) < —o |y (5.6)

avec o = sind, pour tout ¢ € [0,1] et tout d €] — §,0[. Dans la suite, pour tout
x € Q(m), on notera 7, un tel chemin.

Définition de 'opérateur T'.

Soit D > 1 et p > 0 des réels que l'on fixera plus tard. On note B 'espace
des fonctions holomorphes ¢ définies sur 1’ensemble des (z,n) avec n € S et
z € Q(D]n]), telles que pour tout (z,n), |p(z,n)| < p, i.e. ||o]] < p.

Pour ¢ € B, on pose

(To)m) = 771/ o3 T M(6)(€.) de,

Yx

M(¢p)(x,n) = % ((522 — b11) (2, P) P + bay (z,1P) — bo(z, np)ng) . Un point fixe ¢
de T est I'unique solution du systéme (5.5) satisfaisant lim,_,,, ¢*(z,7) = 0 pour
tout n € 5.

L’opérateur 1" est une contraction.

Il existe K, Ky et K3 des constantes strictement positives telles que

1 K(p)
e 1M (9)]| < ol

avec K(p) = K| + pKs + p?K3, une constante indépendante de D car D > 1. On
utilise le lemme suivant, démontré dans [12] (lemme 5.9 page 47).
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5.1 Préparation du systeme diftérentiel

Lemme 5.2. On note I(z,n) = f% er @€/ de. Alors |I(z,n)] < 5op=nl-
On peut donc majorer la norme de T'¢ de la maniere suivante

K(p)

To|| < ————
|| ¢|| — QO_Dp_17

et lorsque D est choisi suffisamment grand, on a K(p) < 20DP~!p et I'opérateur
T : B+ B est bien défini.

Montrons a présent qu’il s’agit d’une contraction lorsque la constante D satisfait
une seconde condition. Soient ¢ et ¢o deux fonctions de B. Alors

(Té1 — Toa)(w,m) = = / o (M (o) - M) (€.n)

7773

olt M (¢1) = M(¢2) = (byp — by — brz(1 + ¢2)) (61 — ¢2). Lorsque & € Q(Dln)),
(M (1) = M(¢2)) (z,m)| = O(In|P~"), S1 3 n — 0. En effet, il existe des constantes
strictement positives K; et K telles que

1M(61) — M(6n)]| < K,éf)u@ —

L
|n|P

avec K(p) = K; + pK,. En appliquant le lemme 5.2, on obtient

K(p)
Tér — T <
761~ Ton < o),

|61 — do||.

Ainsi, si D satisfait de plus K (p) < 20DP~1 Tapplication T est une contraction et
le théoréme du point fixe assure I'existence d’une fonction ¢* appartenant a 1’es-
pace B telle que T¢o™ = ¢, c’est-a-dire une fonction ¢ (z,n), solution de 1'équa-
tion différentielle (5.5) définie sur I'ensemble des (x,n) avec n € Sy et x € Q(D|n)).

DEUXIEME ETAPE : EXISTENCE D’UNE FAMILLE DE SOLUTIONS gb{ (z,m).
Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté.
On trouve la construction d'un tel bon recouvrement cohérent dans la preuve

du théoreme 5.12 de [12]. Soit L € N suffisamment grand (en particulier on doit
avoir 4pr < L¢). Pour [ € [0, L — 1],
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Chapitre 5 Le cas v pair

2T 2
Sl - S(ahﬁlﬂ?l) =S ((l - 1)?) (l + 1>L7n1> )

avec 0 < n < 8(1)/ . La famille (S)), constitue un bon recouvrement du disque
épointé D(0,7;)*. On considére ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis :

pour j € [0,p — 1],

(V)Y =V ((a*), (B%), 00, 1), avec (ai){' = jzf - ;2’% + Z;Tj
j— ;2r 4 3w _ 38
(6 ) =J% + 2p P’
avec (1 < fi = —D(sin8)""/?. Lorsque § < I, ona f—a; < % < 2((BT) = ()i )
et on peut déduire des familles (S))o<j<1 et (V1),0 < j < p, un bon recouvrement
cohérent de résolution < % en introduisant les quasi-secteurs

;7

(BH)] = (BT) + 2= -2,

p

(VO () = V(@) (B, ryulnl)  avee  (a)] = () + ZF 42

Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour permettre I'utilisation
du théoreme 1.7 :

(V) = V(@) (). 7 lnl) - avee  (a*)] = (") — 2,
(BY)] = (BN + 2,

ainsi que les domaines Q (1) associés a (V*)/(n). Le domaine (1) est 'image de

Q(D|n|) par la rotation de centre 0 et d’angle j%” + 2

Remarque. Le quasi-secteur (V1)7(n) est inclus dans le domaine Q(n).

Existence d’une famille de solutions (¢+){ (x,m) et exponentielle petitesse.

Dans ce paragraphe, on montre ’existence d’une famille de solutions (qb*){ (x,m),
1 €[0,L—1],j€[0,p—1], de (5.5) définies sur 'ensemble des (z,7) avec n € S,
et z € (V) (n).

Lemme 5.3. Il existe une famille de fonctions ()] (z,m) définies sur I'ensemble
des (x,m) avec n € Sy et x € (V)] (n), solutions de I’équation différentielle (5.5).
De plus, il existe des constantes A, B, C' strictement positives telles que

(6),,, @) = (6%); wn)| < Coxp (~ ) (5.7)

I+1
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5.1 Préparation du systeme diftérentiel

lorsque n € S; N Spy1 et x € (‘7+)g(77) n (‘7+){+1(77) et

(), @) = (67); @on)| < Coxp (<B2[). (5.8)

l

lorsque n € Sy et x € (V)] (n) N (V) (n). A
En particulier, les restrictions des fonctions (¢T)] d lensemble des (x,n) tels que
nesS etxe (V) (n) admettent des DAC Gevrey d’ordre %.

Preuve du lemme. Dans cette preuve, on écrira gb{ a la place de (¢+){ pour alléger
les notations. On montre de maniére similaire I'existence d’une famille de solutions
¢] de (5.5) définies sur Uensemble des (x,7) avec € S; et = € Q (1) en appliquant
le théoreme du point fixe :

P (0f) = 2070 + M (o).

Montrons que leurs différences sont exponentiellement petites. Lorsque n € S; et
z € Q(n) N (n), on pose z = ¢t — ¢]. La fonction z vérifie

e = (207 4 g(,m)) 2,

ot g(a,m) =" (bas — biy — baa(@] + ¢{™)) (x,m). Ainsi [g(z, n)| = O(In"~"), lorsque
S; 5 n — 0, et on en déduit I'existence de constantes C' et K strictement positives
telles que

|2(z,n)] < Cexp (2R (2)" + K

n

), (5.9)

pour tout n € Sy et z € Q(n) N (n). En particulier, il existe une constante
B > 0 telle qu'on ait |z(z,n)| < Cexp (—B %p>, pour tout n € S; et x €

o (n) N ().

z
n

Lorsque 17 € ;NS4 et @ € Qf (n)NQY, 1 (n), on pose w := @i, — . La fonction
w satisfait
nPw' = <2x”_1 + h(z, 77)) w,

oth(z,n) ==L (522 — by — bia(d,, + qﬁ{)) (x,7n). Comme précédemment |h(z,n)| =
O(In[P=1) lorsque S; N S;yy 3 n — 0. On introduit alors le complexe ¢ de module
maximal tel que £ € 99 (n)NIQY, (n) et arg€ = 1 ((oﬁ){H + (5*){) Ce complexe

vérifie || = 7 cos (2(5 —p%)_l/p, en particulier [£| > 7. Pour majorer le module
de w(z,n), on utilise le résultat de larticle [29], que I'on rappelle dans 'annexe
de ce manuscrit : pour tout w > 0, tout n € S; N S;; (& condition d’en réduire
suffisamment le rayon) et tout = € (V)] (n) N (V). (n),
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Chapitre 5 Le cas v pair

e ) < ot e (122 (0 () - R (e ) ).

Or pour tout d € }pzjl:’r,p (L) { on a

() > epoos (47) >

car L satisfait 4pm < LJ. Ainsi il existe C' une constante strictement positive telle
que

z\? 7P
lw(z,n)] < Cexp (% (9% (5) - W)) . (5.10)
En particulier, il existe une constante A strictement positive telle que |w(x,n)| <
Cexp( 5 |p) pour tout n € S; N Sy et tout z € (V) () N (V) (n).

O

On montre de méme Pexistence d’une famille de solutions (¢~)] de n? (¢~) =
(b11—ba2)p~ +b1a—bay ((b_)2 définie sur un bon recouvrement cohérent du domaine
{(z,m); 0<|n| <m et —pln| <|z| <r}, adapté au relief 2 — —%(2?), que I'on
note Sy, (V=) (V7)] '(n),1€[0,L—1], j €[0,p—1]. Les quasi-secteurs (V)7 et
(V)] (n) sont définis de la fagon suivante : pour j € [0,p — 1] et I € [0, L — 1],

(Vo) = V(@ P, (B7),00,), avec (a7) =(2j+1)5 — 55+ %,

(VO () = V@), (BN, rplnl) avee  (a7)f = (a7) + 57 + 2
(BN =) +4 =2
Les différences de fonctions (¢7)7,; — (¢7)] et (¢7)7"" — (¢7)7 satisfont des esti-
mations du type (5.7), (5.8). On en déduit lexistence de matrice ®] définies sur

Iintersection de ces deux bons recouvrements cohérents ; les matrices @7 (x,7m) sont
définies pour n € S; et x € V(n) ou

Sy désigne le secteur S(ay, B,m1) = S ((l —1)2% (14 1)% ,771>
V3 désigne le quasi-secteur infini V(a?, 87, 00, i), avec o = (25 + g, =5+
=02+ +5-%

P 9

39
;7

V/(n) désigne le qua31—secteur Via], 8,7 puln|), avec ol = af + Ar 4 g; 5=

2l )
Bj . — 57
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V/(n) désigne le quasi-secteur V (&, 57,7, jiln]), avec & = of — %, Bl=pl+ 2;5.

Par abus de notation, on écrira

o] (z,n) = ( (¢.1~_)j ((bl)g )

l

ot les fonctions (¢~)] et (¢)] sont les restrictions des fonctions précédentes, dé-
finies sur 'ensemble des (z,7) tels que n € Sy et x € V(). Les changements de
variables U = ®]V, valables pour n € S; et = € V}’(n), réduisent donc le systeme

différentiel (5.2) & n?V' = CY(z,n)V, oi

avec [cn]{ = by + blg(¢+){, [cgg]{ = byy + bgl((b_){. Nous avons démontré la pro-
position suivante :

Proposition 5.4. Les différences &, — @] (resp. C} , —C}) et &7 — & (resp.
Cith — ) sont exponentiellement petites. Il existe des constantes A, B,C' > 0
telles que

|01 () — @l (@) < Cop (=),
resp. ‘ .

|Clyi () = Ci,m)| < Cexp (=)
lorsque 1 € Sy N Sy et x € Vi (n) N V7 (n) et

z

P
n)’

|/ (@, m) = @] (@, m)| < Cexp (-B

resp.
€T

n

|G (@,m) = G (w,m)| < Cexp (—B

)
lorsque n € S) et x € Vlj () NV ().
Les matrices Q] et C} admettent en particulier des DAC Gevrey d’ordre ]%.
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En résumé :

y 0 xt
eY' = A(z,e)Y  avec A(x,0) = ,

\ (10 11
LY =T(x)U ou T(ZB)—(O x”)(—l 1),
el = B(z,e)U avec B(z,0) = < 0 1 )xp_l, p=pu+v+1,

. . . ]_*
LU =]V ou CIDZ—<*1>,

A A — 1 p—1
eV =C(z,n)V  avec C(x,n)= < o+ O 0 )

0 Pt 4+ O 1)

5.2 Systemes fondamentaux de solutions

Systémes fondamentaux de solutions de (5.4)

Dans ce paragraphe, on construit une famille de primitives des coefficients dia-
gonaux de Cf(z,n), [ci1]] (z,n) et [col] (x,m). On obtient alors une famille de
systemes fondamentaux de solutions de (5.4),

exp (& [* lenl] (t,n) dt) 0 ) |

Si(m) = ( 0 exp (& [ [eaalf (t,) )

On montre le résultat suivant :

Lemme 5.5. Les matrices Slj(x, n) peuvent étre mises sous la forme

Si(x,n) = S (z,n)E (x,n),
o

1 2P _
; — = + R (¢)logx 0
Ej(z,n) = exp ( ! Ol 128 L R (e)logz )

p e

glj (w,7m) est une matrice diagonale de fonctions holomorphes bornées sur I'ensemble
des (z,n) tels quen € Sy et x € V! (n) dont les différences satisfont des estimations
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5.2 Systeémes fondamentaux de solutions

du type (5.7) et (5.8), et telle que

—Ap(z) 0

Sl](x>77> = < 0 eJer(z) ) + O(n)a

lorsque S; 3 1 — 0 et € VY (n), avec Ag(x) est une fonction holomorphe bornée
sur D(0,7), R; (¢) et R} (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey
d’ordre 1.

Remarque 5.6. Le détail des calculs montre que Ag(z) = £ [7 (£7D(E,0) + &£ 7e(€,0)) dE.

Démonstration. On a montré que les différences C’le — CJ et OV — Y sont
exponentiellement petites et que

. — b1 +0O p—1 0
C;<x7n) = ( 0 (77 ) l.p*l + O(’I’]pil) > .

D’aprés le théoreme 1.7, les coefficients de la matrice ¢ admettent des DAC
Gevrey d’ordre %D. Il existe donc une suite (a,)nen, a, € H(r), et pour tout j €

[0,p — 1], une suite (g2),cn - 9, € G(V7), telles que

ezl @)~y 0 4 g (3) + X (anle) + g3 (3) )

n>p

lorsque S; 3 n — 0 et x € V/(n), ot a, = 0 lorsque n # 0[p], et ¢/ (X) ~
>0 JrmX _m, avec gnm = 0 lorsque n 4+ m # 0O[p]. On construit une famille de
primitives de ;5 L [caa)? (z,m) en utilisant le chapitre 3 de ce manuscrit. On montre

que ces prlmltlves, définies pour n € S; et = € f/lj (n), sont de la forme

; ()P + R (e)logx + (w™) (x,m),

ott les différences (w)i,, — (w*)] et (w*)]™ — (w*) satisfont des estimations du
type (5.7), (5.8). En particulier, les fonctions (w™); admettent des DAC Gevrey
d’ordre ]l),

(w—i_){(xv 77) N% Wj(%ﬁ) - W(x*777>

avec 2* € C tel que |z*] =7,

Wiz, n) =L ( ( )+G]( =),
A@(x) = fox
Gh(X) = f T) ~ Gnrp-117) AT
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Chapitre 5 Le cas v pair

et les fonctions R (¢) satisfont

Ri(e) ~1 R(e),

ou R(g) =2 k>0 9pk—1,15k71-

En utilisant la compatibilité des DAC avec la composition et en multipliant par
une fonction de 7 seulement ayant pour développement asymptotique exp (W(:L’*, 77)),
on montre I'existence d’'une famille de solutions de nPv" = [022]{ v, définies pour
ne S etwe V/(n),dela forme

ot (y™)(z,m) ~1 exp (Zn>0 (An(x) + GZL(%)) n"). On procede de maniere simi-
: >
laire pour construire une famille de solutions de I'équation différentielle nPv" =

. . —\J
ci1]? v. En posant S7 = (Wi 0 on obtient le résultat annoncé. O
[c11] p :
: : (y*)

0

Systémes fondamentaux de solutions de (5.1)

En posant Y/ (z,7) = < _11 1 ) ®7(x,1)5/ (x,7), on obtient le résultat suivant :
En résumé :
Les matrices
, 1 0\ ~. ,
W= (g 5 ) B e, (5.11)

définies pour 1 € S; et z € V//(n), constituent une famille de systémes fondamen-
taux de solutions de (5.1).
Les matrices Ej (z,7n) sont de la forme

—%§+Rl—(5)log:): 0
P 0 2+ Rf(e)logz )

1
p

ou R, (¢) et RZ (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
Les matrices Y, sont telles que

. 1 1 e—Ao(@) 0
Yzj(ffﬂﬂ = ( -1 1 > ( 0 er(a:) +O(77)7
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5.2 Systeémes fondamentaux de solutions

lorsque S; 2 7 — 0, et leurs différences ﬁil — Y/ et Y7 — Y/ sont exponentiel-
lement petites : - -

|V (em) = Y @,m)| < Coxp (=15
lorsque 1 € S; N Spyq et € V7 (n) NV, (n) et

T

P
i)

|Y7 (@, m) = Vi (@, m)|| < Cexp (—B

lorsque n € S; et x € W(n) A W“(n)-

Préparation des systemes fondamentaux de solutions

Dans ce paragraphe, on factorise les matrices Y;’. On montre que, quitte & mo-
difier expression de la matrice exponentielle E}, ces matrices peuvent étre mises
sous la forme

Yij(man) = Pl<x777p) ( (1) 1.07 ) Ej(iﬁ'aﬁ) ~lj($777)7

ot les matrices P (, €) sont holomorphes bornées sur D(0,7)x %, ¥y := {n?, n € Si},
et les matrices F] admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent que des termes
rapides et constants. Les manipulations effectuées ici ne sont pas nécessaires lorsque

v=1.

Les matrices Y/

On peut mettre les matrices Y, sous la forme suivante :

. . —TAp(x) )
e = (o b )y (e aen) (1) () e ) B

ou
— T Ap(x) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction Ag(z) a
Vordre v — 1, et RAo(z) = Ag(x) — T'Ap(x),

11 e~RAo@) 1 1)\"
— M(@) = ( ~1 1 ) ( 0 efh@ J\ -1 1)

— Qf (z,m) est une matrice de fonctions holomorphes bornées sur I'ensemble des
(x,n) tels que n € S et x € V’(n) dont les différences sont exponentiellement
00

petites, et telle que QJ(z,n) = 0 0

) + O(n) lorsque S; > n — 0 et
z e Vi (n).
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Remarque. Comme RAy(z) = O(z7), M(z) = < L ?98%67) 1 f(gaﬁ/) ) lorsque

z — 0.

Modification de la matrice exponentielle

Soient a = (a1,...,a,-1) € Ot et p(x,a) = a1z + ... a,—127"*. Alors

o) = (g M@+ QP (] ) B,

1 1) [ er@a g 11\
avec P(z,a) = ( 11 ) ( ) ) ( 11 )

. e—P(z,a)=TAo(z) 0 ,

et Elj (CE7 U Cl) = < 0 ep(x,a)—i—TAo(z) ) El] (ZL‘, 77)
Quitte & réduire le rayon r, la norme ||(I + @) - P — I|| peut étre choisie aussi
petite que nécessaire et les matrices (I + Q{ ) - P — I satisfont les hypotheses du
théoreme de factorisation lente-rapide du chapitre 2. Il existe donc une famille de
matrices lentes Li(z, ¢, a), définies pour € € Xy = {n?, n € S} et x € D(0,r), e
une famille de matrices rapides R (x,n, a), définies pour i € Sy et z € V// (1), telles
que les matrices L; admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1, les matrices le admettent des DAC Gevrey d’ordre ;1) et

(I+Q)-P=I+L) (I+R)). (5.12)

Plus précisément, il existe une suite (A, ), € Ha(r)Y, et pour tout j € [0,p — 1],
une suite (GY), € Go(VI)N avec GI(X) ~ 3020 G X ™™, V7 5 X — 0, telles
que

Ly(z,e,a) ~1 > Ay(z)e

n>0

lorsque 3; ¢ — 0, uniformément par rapport a x € D(0,r), et

Rl(x,n,a) ~1 pNes (E) "

n>0

lorsque S; 3 n — 0, au sens de la définition 1.4.

On pose k() = Efggig;, ou L;; désigne le coefficient (i,7) de la matrice L.

Cette constante ne dépend pas du choix de a car p(0,a) = 0.
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Définition. On note A l’ensemble des familles de fonctions holomorphes bornées
(al(»s))OSKL, ap: ¥ — C S ={nP, ne€ S}, telles qu’il existe C > 0 vérifiant

lai(e)]| < C, (5.13)
pour tout € € ¥y, et
Jai1(8) = ane) | < Cexp (~2), (514

lorsque € € X M Xj4q.
On munit cet espace de la norme suivante

|| , = inf {C" vérifiant (5.13) et (5.14)} .

Soit p > 0. On note B 'espace des familles de fonctions (a;); de A telles que
lall 4 < p-

Proposition 5.7. [l existe (a;), € B telle que

s e (o O o,

ou [M];; désigne le coefficient (i, j) de la matrice M.

On introduit la fonction I'(z, ¢, a), définie sur D(0,7) x 3; x C'~!, comme suit

tsa) = |+ntea (o )]
12
= TIi(g,a)z+ -+ T, 1(c,a)27 " + O(27),
ainsi que les fonctions

fl Do X cC-t - Cr1
(e,a) = (I'y,....T21) (e, a)

On vérifie que :
1. limzlag_ﬂ) fl(e, 0) - O,

2. limy, 5. det(%1)(0,0) # 0,

Démonstration. Lorsque la constante p est choisie suffisamment petite, et quitte
a réduire le rayon des secteurs J;, on montre que 'opérateur

T: B — B
a (5|—>a(5)—D_1f<5aa(5)>>’
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Chapitre 5 Le cas v pair

avec D = lim,_, %(5, 0), est bien défini et qu’il s’agit d’une contraction. Le théo-
réeme du point fixe garantit alors l'existence et 'unicité d’un élément de (a;); € B
tel que a; = T (a), c’est-a-dire f; (5, al(5)> = 0 pour tout € € ¥; et

wrnea) (o 10| —ow

]

Dans la suite, on pose Li(x,e) = Li(x,e,aq(e)), R{(m,n) = R{(m,n,al(np)) et
El(x,n) = E!(x,n,a;(n")). On a montré que les matrices Y;/ peuvent étre mises
sous la forme

o = ) (o L ) BB

ou P(z,¢e) = < (1) ;)7 )M(x) (I + Li(z,¢)) ( (1) —Fé{(E) > ( (1] x(lY )

( (1] ’”f) ) (7+ Ri(z,7)) ( —11 1 ) |

et F/(z,n) :
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5.3 Simplification uniforme

En résumé :

Les matrices Y/ (z,7), définies pour n € S; et € V/(n), peuvent étre mises sous
la forme

ou

W) = Rile) (o 1 ) BBl

—p=ptytl
— les P(x, ) sont des matrices lentes, holomorphes sur D(0,7) x 3;, admettant

un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 :
Py(z,€) ~ Plx,e),

les FY(x,n) sont des matrices rapides, définies pour n € S; et z € V/(n),
admettant un DAC Gevrey d’ordre % et telles que

FY (1) = ( 1 ) +0(),

lorsque S5; 3 n — 0. '
les matrices Ej (x,n), définies lorsque n € S; et @ € V/'(n), sont de la forme

—122 g (2.6)+R; (e)log 0
eXp O 1 P -+ Y
7 —ta (J),é‘)-f—Rl (e)logz

ol q;(x,¢) est un polyndéme en z de degré v — 1 tel que ¢;(0,¢) = 0, dont les
coefficients admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

5.3 Simplification uniforme

Premier changement de variables

Dans ce paragraphe, n « vit » dans le secteur S;, ¢ dans X; = {n?, n € S;} et
x dans V7(n) (ou D(0,r) si la variable x est associée & une matrice lente). Cette
précision étant faite, on omet par la suite les indices [ et j. On montre le résultat

suivant,

Proposition 5.8. Le changement de variables Y = P(x,e)W, ou P(x,e) ~;

A

P(z,¢), transforme (5.1) en

eW' = D(z,e)W,
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Chapitre 5 Le cas v pair

ot D(z,€) ~ D(x,¢) et
) SIS A @)t Sy di(e)at
D(.ZC,€) = )
Vi dit(e)at = L di (e)at
avec d?(¢) des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que ci}f(&?) =1+ O(e),
A2, () =1+0() et d?(e) = O(e) sinon.

HAt2y

Démonstration. La transformation Y = P(x,e)W réduit le systéme initialement
considéré (5.1) a
eW' = D(z, )W, (5.15)

ou

D= P 'A(x,e)P — PP (5.16)

Le déterminant de la matrice P(z,¢) ne dépend pas de la variable x, det P(x,¢) =
14+ O(e). La matrice P~'(z,¢) est donc une matrice lente et la trace de la matrice
D(z,¢) reste identiquement nulle.

D’une part, 1’égalité (5.16) montre que la matrice D(z, ) est holomorphe bornée
sur D(0,7) x ¥, et qu’elle admet un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1 :

D(z,¢) ~ D(x,¢),

lorsque € tend vers 0 dans ¥; et © € D(0,7).

1 0
0 7

temes fondamentaux de solutions de (5.15). Donc

/
1 0 ~ 1 0 ~
et d’apres la formule de Leibniz, D := Dy + Dy + D3, ou
0 0 1 0
Dl(‘r7n) =c ( 0 ,yl.’y—l > < 0 ) )
o 1 0 -1 (10
Ds(x,m) .—5(0 x7>FF (0 x,7>et

(10N ameaa (10
Dg(x,n).—5<0 $7>FEE F (0 a:‘”’)‘

D’autre part, les matrices W(x,n) = )F(m,n)E(w,n) sont des sys-

84



5.3 Simplification uniforme

En remarquant que

e [ —aP Tt —ed(x,e) +eR(e)2 0
BB = < 0 a?! +eq(z,e) + eRT(e)1

et en considérant le degré maximal de chacun des coefficients des matrices Dy, Do
et D3, on conclut que

Dy(z,m) ~1 termes rapides,
0 0 .
Dy(x,m) ~1 ! ( + termes rapides,
2

z z,n) 0
ou @2 est un polynome en = de degré inférieur ou égal a -,

543(%77) @3(%77)
Palm) ~y ( Bulam) —aa(a.m)
oll &g, [ et A3 sont des polynomes en  tels que deg,ds(x, £) < p+, deg,3s(z, €) <
W+ et degxﬁg(x,e) < p + 27. Par unicité du développement asymptotique, on
obtient le résultat annoncé. O]

P

> + termes rapides,

n
Remarque. On constate que lim, o D(z,¢) = lim,_,o Ds(x,n) = ( xu(}r% :UO > .

On note D (z,€) le coefficient (i, 7) de la matrice D(z,¢). On pose

S et S diP(e)t
D(z,e) = ~ ] : (5.17)
SIS di (o)t — i di (o)

< Fij Dt .. . . .
oud(e) = 5 f\ﬂ|=p uk(ff) du, avec p une constante positive petite. En particulier,

on a D(z,e) ~y D(z,¢) lorsque ¢ tend vers 0 dans 3 et € D(0,r).

Théoréme 5.9. [I existe r €]0, 7] et une matrice P(x,¢) de fonctions holomophes
bornées sur D(0,1) x X telle que P(z,€) ~1 P(x,¢) et telle que le changement de
variables Y = P(x,e)W transforme le systéme différentiel (5.1) en

eW' = D(z,e)W. (5.18)
Démonstration. On considere ’équation différentielle

eA' = AN — AD + R, (5.19)

ot R=P(D — D).
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Chapitre 5 Le cas v pair

On note A(z, £) P'unique solution de Péquation (5.19) telle que A(0,¢) = ( 8 8 ) ,

pour tout ¢ € ¥;. Comme D et D admettent le méme développement asympto-

0 0
0 0),donc ||R(x,8)||§C'exp( ||> avec A, C' > 0.

On déduit alors de (5.19) la majoration suivante :

tique Gevrey, on a R ~q

le] HA’(w,e)H < Cexp <—|f|> + L HA(m,s)

ou L = sup, . [|[A(z,e)|| + HD z, € H En utilisant le lemme de Gronwall (cf. [7]
pour les deEaﬂs) on montre que si le rayon r est choisi suffisamment petit, alors
la matrice A est exponentiellement petite : il existe des constantes A, C' > 0 telles
que

JA(. o)) < Cexp (~4).

pour tout x € D(0,7) et tout ¢ € ¥;. En particulier, on a A(z,€) ~; < 8 8 )

En posant P = P+ A, on obtient le résultat annoncé : P et P admettent le méme
développement asymptotique et le changement de variables Y = PW réduit le
systeme différentiel (5.1) a I"équation eW’ = DW. O

Second changement de variables

Dans ce paragraphe, on montre le lemme suivant :

Lemme 5.10. Il existe V(x,€) une matrice holomorphe bornée sur D(0,r) x ¥,
telle que le changement de variables W = U(x,e)Z réduise le systéme différentiel

(5.18), eW' = D(z, )W, a l'équation différentielle

eZ' = B(x,¢)Z, (5.20)
o1l
SO o R
B(z,e) =
Th2Y e SRR (ke SR i () 2k

et les bfﬁj (€) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Démonstration. On note d”(z,¢) le coefficient (i,5) de la matrice D(z,¢) définie
dans (5.17). On a donc

~ [ dW(x,e)  d(z,e)
D(z,e) = ( le(x,é) —J“(x,a) > ’
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5.3 Simplification uniforme

ou deg, A" < p+n, dengZ12 = 11 et deg, d?' = ;i + 2v. On rappelle que polynome
d"?(x,e) est égal a Yop_, di*(e)a*, avec d)?(e) = 14 O(e).
On note §(z, ¢) le quotient et 7(z, €) le reste de la division euclidienne du polynéme

dy, par le polynome unitaire (2121(5) d?(z,e) :
m

d"(z,e) = Jnl(g)czlz(m, e)q(x,e) +7(x,¢€).

i

Le degré du polynome G(x,¢) est en particulier inférieur ou égal a v et celui de
7(z, ), strictement inférieur a . On pose alors

Y 2:<d’1*255)§ e )it 1)

La transformation W = W(z, )7 réduit le systeme différentiel (5.18) a I'équation

o=

eZ' = B(x,¢)Z, (5.21)
_ ebii(x, e at + ebiy(w, €
Blae) = ( ()T + ebn(z,2)  —biy(1,¢) ) |

et les b;; sont des polynomes en x tels que
deg, b1 < p, deg, bz < pet deg, by < p+27.

Il reste & montrer que la constante ¢(¢) est égale a 1. On injecte pour cela une so-
lution formelle dans (5.21). On connait la forme d’une solution formelle de (5.21) :

(525) (25 Jon Caea). o

ou d(z,e) = mx“ﬂ“ + q(z,€) + k(e)logz, q est un polynéme en = de degré
inférieur ou égal a v — 1, k(e) est une constante indépendante de x et Sy(z,¢),
Sy(x, e) sont des séries formelles en x~! telles que Si(x,¢) = cx(e) + O(z™1), avec

cx(€) # 0. On a alors

. < ii(x,a) ) _ ( 2" (e1(e) + O(x71)) >exp Cd(%g)) (5.23)

o (co(e) + O(271))

Q>

et en injectant les expressions (5.22) et (5.23) dans I’équation (5.21), on obtient
cle) = 1. O
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Chapitre 5 Le cas v pair

Remarque. Lorsque p = 0, on peut préciser ce dernier passage et montrer que la
matrice B(z,¢) construite est de la forme

B(x,e) = ( x27+gp(ﬂf,5> (1’ ) 7

ou deg, p(x,e) <2y — 2.

Dans ce chapitre, nous avons démontré le théoreme suivant :

Théoréme 5.11. Si la condition (H1) est satisfaite, alors pour tout secteur ¥ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T'(z,¢)
une matrice holomorphe bornée sur D(0,7) x 3, avec 0 < r < ry, admettant un
développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en e, telle que le changement de
variables Y = T(x,e)Z réduise le systéme différentiel de départ (4.15), €Y' =
A(z,e)Y, a un systéme de la forme

eZ' = B(x,e)Z,
ol )
e, bil(e)a® o 4 e SHT b2 (e)
B(.ZTJ, 5) = )
aHTV e Zﬁ:gfl bl (e)ak  —¢ ij;é bit(e)ak

et les bfj(s) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 6

Le cas impair

On considere le systeme différentiel singulierement perturbé
eY' = A(x, )Y, (6.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0,7q) X
D(0, ), telle que trace A(x,e) =0 et

0 aH
A(;C,O) = ( l.,u+2'y+1 0 > .

ca(z,e) x# + eb(x, €)
o2 ec(z,e)  —ea(x,e)
holomorphes bornées sur D(0,7¢) x D(0,£0). On suppose que la condition (Hs) est
satisfaite : ¢(z,0) = O(x7), lorsque  — 0.

Ainsi A(x,e) = ( ) , avec a,b,c des fonctions

Définition. Soient ¥ un secteur de sommet 0 et > 0. Soit M (t, €) une matrice de
fonctions holomorphes sur D(0,r) x 3. La matrice M est dite paire , respectivement
impaire, si pour tout t € D(0,7) et tout € € 3, on a

M(—t,e) = M(t,e),

respectivement
M(—t,e) = —M(t,e).

6.1 Systémes fondamentaux de solutions

En posant z = ¢(t) = t? et Y = Y o¢ dans (6.1), on obtient un nouveau systéme

différentiel en Y :
dY

e = A(t,e)Y, (6.2)
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Chapitre 6 Le cas impair

ot A(t,e) = 2tA(t?,¢),

B ea(t,e) 2th + eb(t, €)
Alt,e) = ( 2P tec(t,e)  —eal(t,e) ’

avec 1 =2+ 1,5 =2y + 1 et ¢(¢,0) = O(t7).

Dans cette partie, on utilise les résultats du chapitre précédent et la symétrie
des matrices pour construire une simplification uniforme de 1’équation (6.1).
Description d’une famille de systémes fondamentaux de solutions de (6.2)

On pose p = i + 7 + 1. On déduit du chapitre précédent la forme d’une famille
de solutions de (6.2) :

vt =( o ) 0o (<22 4 A oso)

ou
— 0l = (L )0+ 0l orsaue 531 0.
— les différences (Y1)! 1= (Y1)! et (Y1)I™" — (Y1) sont exponentiellement

petites.

Ces vecteurs sont définis pour n € Sy et t € Vi (n), ot S;, VI, V/(n), 1 € [0, L — 1],
j € [0,2p — 1], est un bon recouvrement cohérent de ’ensemble

{(t,n); 0<|n| <m et —puln| <t <p},

avec 0 < p < /ro (on utilise ici les notations introduites dans le paragraphe 5.1).
De plus, le détail des calculs montre que la fonction Agy(t) est impaire.

Comme A est impaire, on obtient une seconde famille de solutions de (6.2) en

posant
J o (Yl){+p(ei7rtu n)eiiﬂ'R; (5)7 si j € [[07]9 - ]-]]7
(Y2)l (tv 77) - - . L
(Y1) P(e ™t n)e™ @ sij e [p,2p—1].

Les vecteurs (Ys)] sont de la forme

i = (g ) e (254 R ou0).
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6.1 Systemes fondamentaux de solutions

ot (Yo)I(t,n) = ( (1) _01 ) (Y1)7™(—t,n). En posant Y = (YY), on obtient

des systemes fondamentaux de solutions Y‘lj de (6.2) qui satisfont les propriétés
sulvantes :

v =( o ) Vs

ou

N Ve _
Yl (t>77) - -2 9 0 eAO

Ap(t) une fonction holomorphe impaire,

Lol ( e O(t) ) + O(n), lorsque S; 2 n — 0, avec
— les différences Y7 = Y/ et Y/ — Y/ sont exponentiellement petites :
Y71t = Y ()| < Cexp (—4),
lorsque n € SN Sy et t € V() NV, (n) et
| Y77 (tm) = it )| < Cexp (-B|L[),
lorsque n € Sy et t € Vi (n) NV ().

. —22 _ Tlogt 0
Ezj(tn)—eXP( P “"—ﬂogt)‘
p e 2

En particulier les matrices Y{ admettent des DAC Gevrey d’ordre % d’apres le
théoréeme 1.7.

Par construction, les matrices Y7 satisfont la propriété de symétrie suivante :

vi7wn = (o O ¥ (] g ) (63)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est nulle, le déterminant de Ylj est
indépendant de ¢. On peut alors déterminer explicitement le facteur R; (¢) et mon-

trer que R; (¢) = —1.

Préparation des matrices Y/

On modifie, comme dans le chapitre précédent, 'expression des matrices Y7. On
peut écrire ces matrices sous la forme

91



Chapitre 6 Le cas impair

A . —TAo() ,
vien=( o Juo(raien) (L 5 ) (T whe ) Ee,

— T Ap(t) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction Ay(t) a
Vordre 4 — 1, et RA(t) = Ao(t) — T'Ap(t),

1 1) [ e 00 g 11\
— M= ( —2 2 ) ( 0 0 J\ -2 2] >

— Q{ (t,n) est une matrice de fongtjons holomorphes bornées sur ’ensemble des
(t,m) tels que n € Sy et t € V/(n) dont les différences sont exponentielle-
ment petites, et telle que Q{(t, n) = 8 8

t e Vi (n).

) + O(n) lorsque S; 51— 0 et

On modifie alors I'expression de la matrice exponentielle El] (t,n). Cette étape
permet d’écrire les matrices Y7 sous la forme (6.4). On rappelle que ¥ = 2y + 1.
Soient a = (a, . ..a,_1) € C7 et p(t,a) = ]2 art®*'. Les matrices Y/ peuvent

étre mises sous la forme suivante :

Y = (o 4 )Mo+ @enrea( _y ) Eeno

. 1 1 epta) 1 1\ "
o P(t,a) = < —9 2)( 0 e pta) ) < —9 2)

oy e~ TAo(t)=p(ta) 0 i
et B} (t,n,a) = 0 TAo+p(ta) | i (t,m).

Définition 6.1. Soit <I>{(t777), l=0,....,L—1,7=0,...,2p— 1, une famille de
matrices holomorphes sur I'ensemble des (z,7) tels que n € Sy et z € V(). On dit
que la famille ®7 satisfait la propriété P si pour tout n € Sy et tout t € V/*(n),

on a
j 1 0 ; 1 0
(I){+p<t777) = ( 0 —1 ) (I){(_t777) ( 0 —1 ) :

Par construction, la famille de matrices (I + Q{ ) - P satisfait la propriété P.
Cette famille remplit également les hypotheses du théoreme de factorisation lente-
rapide. Il existe donc une famille de matrices lentes L;(t,e,a) et une famille de
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6.1 Systemes fondamentaux de solutions

matrices rapides R} (t,7,a), satisfaisant la propriété P, telles que les L; admettent
un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1, les R} admettent des
DAC Gevrey d’ordre % et

(I+Qf)-P=(U+L) (I+R]).

Remarque 6.2. Tl n’est pas immédiat que les familles (L;); et (R}),; ; vérifient encore
la propriété P. La factorisation construite dans le chapitre 2 est compatible avec la
propriété P lorsque les points x{ , qui interviennent dans la définition de 'opérateur
T, (2.6) et (2.7), sont symétriques, c’est-a-dire lorsque = = —z7, ¥(l, j) € [0, L—
1] x [0,2p — 1]. Dans ce cas, lorsque (Y});; satisfait la propriété P, on construit
une famille de matrices lentes (L;); et une famille de matrices rapides (R});; qui
vérifient encore la propriété P, telles que

I+Y) =(I+L)-(I+R)),

pour tout (/,7) € [0, L — 1] x [0,2p — 1].

Comme la famille (L;); satisfait la propriété P, on a

Ll(t,g,a):<é _01>Ll(—t,5,a)<(1) _01>

pour tout t € D(0, p) et tout € € X, = {n*, n € S;}. Ceci implique en particulier
que le coefficient (1,2) de la matrice L;(t,¢,a), que l'on notera [L;(t,e,a)|,,, est
une fonction impaire. On utilise alors, comme dans le paragraphe 5.2, le théoreme
du point fixe pour garantir I’existence d’une famille de fonctions holomorphes a;(¢)
de ¥; dans C7, telles que limyg,5. 0 a;(¢) = (0,...,0),

nmﬂ@wﬂmans0am<—g),

lorsque € € ;N Y44, et

[Ll<t7 & al(g))]u = O(t’y)'

Dans la suite, on pose Li(t,e) = Li(t,e,a;(€)), RI(t,n) = RI(t,n,ai(n)) et

El(t,n) = E/(t,n,a;(n?)). On a montré que les matrices Y/ peuvent étre mises
sous la forme

Yilen =Pt () ) BB
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Chapitre 6 Le cas impair

ol Pi(t, €)= ( - )M(t) (I+ Li(t, ) ( o )

et F/(t,n) = <I+R{(t,n)) < _12 ; .

Par construction, les matrices P; sont paires, holomorphes sur D(0,p) x ¥, et
admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,

Pl(t, 8) ~1 p(t, E),

lorsque ¢ tend vers 0 dans % et z € D(0, p). Les matrices F}(¢,n) sont rapides et
admettent des DAC Gevrey d’ordre %

On résume ici le résultat obtenu dans cette section :

Proposition 6.3. Il cxiste des systémes fondamentauz de solutions de (6.2),
Y/ (t,n), définis sur I’ensemble des (t,n) tels que n € Sy et t € V(n), de la forme

, 1 0 : .
Vit =Pieo) (o ) ) BB (6.4)
o1l
— p=pa+5+1=2p+2y+3,

— les Py(t,¢) sont des matrices paires holomorphes sur D(0, p) x 3J;, admettant
un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,

— les Flj (t,n) sont des matrices rapides, définies lorsque n € S; et t € V}j (n),
admettant des DAC Gevrey d’ordre % et telles que

F(t,n) = ( _; ; ) +0(n),

— pour tout 1 € S; et tout ¢t € Vi(n) :

~ . _2tP —Tlogt 0
E] t _ p e (Il(t7€) 2 i
! ( 77]) °Xp ( 0 %-‘rqz(t,a)—% logt

2
p

avec ¢ (t,€) un polynome en t de degré ¥ — 2 tel que q;(—t,e) = —q(t, ).

6.2 Simplification uniforme

La proposition qui suit est démontrée dans le chapitre précédent, proposition
5.8. On utilise ici la parité des matrices A et P; pour préciser son énoncé dans le
cas v impair.
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Proposition 6.4. Le changement de variables Y = Pi(t,e)W, ou Py(t,e) ~q
P(t,e), transforme (6.2) en

eW' =Dy(t,e)W,
ot Dy(t,€) ~1 D(t,e),

A Zzti-g d}1€1 (5)t2k+1 ZZ:o d,lf (5)t2k+1
D(t,e) =
SiLT AR () = g Ay ()

et les A (¢) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que czllf(e) =24+0(e),
A2, (c) =2+ O(e) et djl(e) = O(e) sinon.

Les matrices P(t,¢), respectivement D;(t,¢), étant paires, respectivement im-
paires, il existe Pj(x,¢) et D;(z,¢) des matrices holomorphes bornées sur D(0, p?)
telles que pour tout ¢ € D(0, p) et tout € € ¥, on ait

Pi(t,e) = B(t?,¢)

et
D (t,e) = 2tD,(t%,¢).

Proposition 6.5. Le changement de variables Y = Pj(x,e)W, ot Pi(z,e) ~

A

P(z,¢e), transforme (6.1) en

eW' = Dy(x,e)W,

X Sty dit (o) o A3 (2) 2"
D(x,e) =
SIS A ()b — T d) (e) 2"

avec d? (¢) des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que 0&2(6) =14 O(e),
A2, (c) =1+ O(e) et djl(e) = O(e) sinon.

Le passage de la proposition 6.5 au théoreme 6.6 est détaillé dans le chapitre
précédent, théoreme 5.9 et lemme 5.10.

Théoréme 6.6. Si la condition (Hz) est satisfaite, alors pour tout secteur ¥ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T'(z,¢)
une matrice holomorphe bornée sur D(0,r) x X, avec 0 < r < ry, admettant un
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Chapitre 6 Le cas impair

développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en e, telle que le changement de
variables Y = T(x,e)Z réduise le systéme différentiel de départ (4.15), €Y' =
A(z,e)Y, a un systéme de la forme

eZ' = B(x,e)Z,
ot p=1711 k p—1712 k
€ ho by (8)z ot + e3> by (e)x
B(z,e) = ;
ot e T )k —e T, b (e)a

et les sz(s) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 7

Preuve du théoreme 5

Dans ce chapitre, on explique les modifications a apporter dans le cas v pair
pour obtenir le théoreme 5 (le cas v impair ne présentant pas de difficulté supplé-
mentaire). On montre pour tout r < r I'existence d’une telle simplification valable
sur D(0,7). Pour cela, on gere le type Gevrey des fonctions considérées a chaque
étape de la preuve, en cherchant a conserver le plus d’informations possibles sur
I’exponentielle petitesse des différences de matrices considérées. On reprend les
étapes de la preuve dans le cas v = 2v. Soit r €]0,ro[. Le détail de la preuve
de la proposition 5.4 (cf. (5.9) et (5.10)) et I'utilisation du résultat du chapitre
« Intégration et gestion du type Gevrey » montre que, pour tout r < 7 < rg, il
existe des systemes fondamentaux de solutions de (5.1) de la forme

, 1 0\ ~. ,
W= (g o ) B e,

définis pour 1 € Sy et z € V().
Les matrices Ej (x,n) sont de la forme

1 4 Ry () log(a? + <) 0
exp pe 1z + )
0 e + Rl (5) 10g(l’p + 5)
ot Ry (g) et R (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre
1. En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que

Rii(e) = B (e)| < Coxp (<215)

p [n|P
lorsque € € > N Xy .

~ . ~ . 1 1 e_AO(x) 0
Les matrices Y}’ sont telles que Y/ (z,n) = 11 0 QAo | T O(n),
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Chapitre 7 Preuve du théoréme 5

lorsque S; 2 n — 0, et leurs différences fﬂil — Y/ et Y/ — ¥/ sont exponen-
tiellement petites : il existe C' et K deux constantes strictement positives telles
que

VP (m) = ¥ ()| < Cexp (2 (|R(2)] = £2)),
lorsque 1 € S; N Spyq et € V7 (n) NV, (n) et

[Vt @, m) = Y7 (2,m)| < Cexp (<2 [R(2)| + K

).

"
lorsque n € S; et x € W(??) A V;jﬂ(n).

On utilise ensuite le théoreme de factorisation lente-rapide avec gestion du type
pour préciser le résultat du paragraphe 5.2. ‘
Les matrices Y}’ (x,n), définies pour n € S; et = € V}’(n), peuvent étre mises sous

la forme
, 1 0 , .
e = ) (o L ) BB

ou les matrices P(z, ) sont des matrices lentes définies sur D(0, r) x ¥;, admettant
un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1. En particulier, pour tout ¢ €
¥ N3 et tout x € D(0,7), on a
o
- ).

ou 7 est un réel satisfaisant » < 7 < 7. Le changement de variables Y = P(x,e)W
transforme alors (5.1), eY’ = A(x,¢€)Y, en

| Pra(a,e) = Pu(w,e)]| < Cexp (2 (|R(Z)

eW' = Dy(x,e)W,

ot D; = P7YAP, — eP P/, Les matrices Dj(x,¢) admettent un développement
asymptotique Gevrey d’ordre 1, Dj(x,e) ~; D(x,e). En particulier, pour tout
e € XN et tout x € D(0,7),

|Diy1(z,e) — Dy(z,e)|| < Cexp (_A(:v)) ’

lel

ou A(z) = % (#? — |z|P) . On note D}’ (x, ¢) le coefficient (4, ) de la matrice Dy(z, €).
On pose
i Silo dit ()t T di(e)at
Dy(x,e) = :
Sito it (e)aF I di(e)at
ou dy () = o= f|u|:p %du et p une constante strictement positive. Lorsque la
constante p est choisie suffisamment petite, on a

D1 (2,6) = Dy, €)|| < Cexp (-%) ;
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ot A = %fp, r <7 <P, et D(xe) ~y ﬁ(x,a) lorsque ¢ tend vers 0 dans ¥; et
xz € D(0,r). L'estimation suivante est satisfaite
A(z)

| Di(z,€) — Dy(z,¢)|| < Cexp <—|€|> , (7.1)

ot A(z) = % (7P — |z|?) . Pour obtenir le théoréme 5, on améliore la démonstration
du théoreme 4.10 et on montre le résultat suivant :

Théoréme 7.1. [l existe une matrice P(z,¢) de fonctions holomorphes bornées
sur D(0,7) x X% telle que P(z,e) ~1 P(x,¢€) et telle que le changement de variables

Y = P(z,e)W transforme le systéme différentiel (5.1) en

eW' = D(z,e)W.
Démonstration. On a montré que

eY'=A(z,e)Y  — W' = Dy(x,e)W.
Y=P,(z,e)W

On a donc eP’ = AP — PD. S'il existe une matrice Pj(z,¢) holomorphe bornée
sur D(0,7) x ¥ telle que
eY' = A(x,e)Y  —  eW' = Dy(z,e)W,
Y=P,(z,e)W

alors P satisfait eP’ = AP — PD. On pose A = P — P. Cette matrice satisfait le
systeme différentiel suivant

eA' = AN — AD + R, (7.2)
avec R = P(D — D).

00
00
tout € € ¥;. On propose ici une alternative a la preuve du théoreme 5.9 permettant
de montrer que A(:U,e) est exponentiellement petite sur D(0,7), ou r €]0, 7] est
fixé. On aura alors montré que P et P admettent le méme développement asymp-
totique Gevrey uniformément sur D(0,7) : P(z, &) ~1 P(z,¢) lorsque ¥; 3 & — 0
et z € D(0,7).

On note A(z, ) 'unique solution de (7.2) telle que A(0,¢) = , pour

L’estimation (7.1) assure qu'il existe une constante K > 0 telle que

IR, o) < K exp (~122),

lel
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Chapitre 7 Preuve du théoréme 5

avec A(zx) = }% (rP — |z|) . La formule de la variation de la constante nous donne

I'expression d’une solution de (7.2) :

~ 1 . ~
Alw,e) = / “O (et RV (0,1, ), (7.3)
0
~ / f— ~
ou U(x,t,e) est la solution de { ?J[{t 5)A:U] , et V(z,t,e) est la solution de

V' =-VD

V' =DV
Vit,e) =1

71 ot
Vite) =1 Donc V! (z,t,¢) vérifie {

On utilise ici le résultat de l'article [29] (cf. Annexe) pour montrer le lemme
suivant :

Lemme. Pour tout k > 0, il existe e1 > 0 tel que
HU(:zz,t,a)H < exp (ﬁ(mp — [tP + /ﬁ))
et

[Vt 0)| < exp (G (Jal” = [P + )

pour tout (x,t) € D(0,7) et tout € € ;N D(0,&y).

Ainsi, quitte a réduire le rayon des secteurs ¥;, on a

| _
’Z i exp (%(mp — [t + /'i)) exp (—%) dt,

A(x,e)H <

ot A(t) = % (77 — |t|P) . 1l existe donc une constante C' > 0 telle que

||A(x,g)|| < Cexp (—A(I)>

lel

ou A(x) = %(f” —|z|P —2K), r < 7 < 7r9. Lorsque la constante k est choisie
suffisamment petite, il existe une constante A > 0 telle que A(x) > A pour tout
x € D(0,7). On obtient alors le résultat annoncé en posant P = P + A. ]
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Chapitre 8

Description des systemes
fondamentaux de solutions

Dans ce chapitre, on considere des équations différentielles linéaires singuliére-
ment perturbées d’ordre n de la forme

e"y™ = ag(z, )y + ay(z,€)ey’ + -+ + ap_1(x, )" Ly,
ou ag(x,0) = 27, avec ¢ € N*, et ag(z,0) = 0 pour tout 1 <k < n — 1. Ces équa-
tions présentent un point tournant en x = 0. On s’intéresse donc a des systeémes
différentiels de la forme
eY' = A(z,e)Y (8.1)

ol € est un petit parametre complexe, x est un complexe et A(z, ) est une matrice
carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur D(0,79) x D(0, o) telle que

o1 0 --- 0
0 1

Ag(z) = : 0|
0 1
x4 0 - 0

ou Ayp(z) = A(x,0).

Si ap(z,€) ~ X, 50,y (2)e”, on note (H) I'hypothese suivante :
pour tout k € [0,n — 2] et tout r € [1,n — k — 1],

ag,(x) =0 (x("_k_r)%_’") , v — 0.

Cette condition généralise naturellement 1’hypothese faite par Sibuya [32] dans le
casn = 2.
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

Théoréme 8.1. Si q est un multiple de n et si U'hypothése (H) est satisfaite,
alors Uéquation €Y' = A(x,e)Y admet des systémes fondamentauz de solutions,
holomorphes sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag (1, 2%, 2%%, .. 2" DE) Ql(x, ) et DA

ou 1 est une racine de €, les Q{ sont des matrices carrées d’ordre n admettant des
DAC Gevrey telles que ‘

lim Q1 (z,17) = C + O(x),

n—0

avec

C = (6%(1'—1)(1‘—1))

et les D] sont des matrices diagonales,

(L)elLn]?’

) k
Di(x,n) = diag (‘;z +eR" () log(x), k€ [0,n— 1]]) ,

telles que p = L 4+ 1 et les Rl(k) (e) admettent des développements asymptotiques
Gevrey d’ordre 1.

8.1 Préparation du systeme différentiel

Lorsque ¢ est un multiple de n et x # 0, la matrice Ap(z) admet n valeurs

propres distinctes
Me(z) = whan, ke [o,n—1],
2im

ol w = e . Pour chaque k € [0,n — 1], on note vg(x) le vecteur propre associé
a la valeur propre A\ (x) dont la premiere composante est égale a 1. On pose T'(x)
la matrice (vo(x) vy (z) -« - vp_1(2)). Cette matrice est de la forme

T(z) = S(x)C,

ot S(z) = diag(1,z=, 2%, ..., 2" D) et

C = (“(H)(H))(i,j)e[[l,nua :

Lorsque (H) est satisfaite, le changement de variables Y = T'(x)Z transforme le
systeme différentiel (8.1) en
eZ' = B(x,¢)Z, (8.2)

ot B(w,e) = By(x) + £Bi(x,¢),
By(z) = diag (Ao(x), M (), - .., An—1(2))

et Bi(x,e) une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur ’ensemble des
(z,¢) tels que e € D(0,g0)* et z € O(|e|V/?,70) := {x € C, [e|"/? < |z| < 1o}, avec
p=21+1
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8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)
Par commodité, on commence par étudier les systemes différentiels de la forme
eY' = F(z,e)Y, (8.3)

o F(z,e) = Fy(x) + SFi(x, ), avec

1 0
R@=|" Y e
0 0 't

et Fi(x,¢), une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur I'ensemble des
(z,¢) tels que e € D(0,¢0)* et x € O(|e|V/?,ry) == {x € C, |e|"? < |z| < ro}.

Tout systeme différentiel de la forme (8.2) peut étre ramené a 1'équation consi-
dérée (8.3) par un changement de la variable x. Le théoréme 8.5 permet donc de
décrire une famille de systémes fondamentaux de solutions de (8.2). On obtient
alors le théoreme 8.1 en utilisant les transformations du paragraphe 8.1.

8.2.1 Préparation de I'équation (8.3)

Soit 6 > 0 que l'on précisera par la suite. On pose a = —g—g + %‘5, = 3—; — Qf,
~ -2 ) 2—
a=a+ T+ 50w f=0+ 7+ 507 et on fixe r €]0, o[-

Proposition 8.2. [l existe une matrice P(x,n) de taille (n — 1) x 1, définie sur

Uensemble des (x,n) avec n € S(—g, g,m) etx € V(n)=V(a,B, 7, jln]), tels que

le changement de variables Y = ( ;) IO ) Z, transforme 'équation (8.3) en
n—1
eZ' =G(x,n)Z, (8.4)

ou G est une matrice par blocs, G = < S : ) %;1 , telle que limg,s, 0 G(x,0) =
F(](JZ)
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

Démonstration. On note F = Fn B I , ou Iy est un bloc de taille
F21 F22 in—l

1 x 1 et Fy, detaille (n—1) x (n—1), et G = Gu G ) I . Si une telle
0 GQQ infl

matrice P existe alors

1 0\ 1 0 1 0
8(P [n1>_F<P Inl)_<P Im)G’

0 = Fn+ FoP—-Gpy

e 0 = Fia—Gyp

o €P, == F21+F22P—PG11 ’
0 = Fy— PGy — Gy

et la matrice P satisfait
eP' = HyP + Fy — PF),P, (8.5)
avec Hop = Foy — Fiil, 1,
Hys(x,0) = diag (7 (), ..., Yn1(x)), (8.6)

ott 1 (z) = (W — 1)paP~L, pour tout k € [1,n — 1].

Choixz d’un domaine d-descendant :

Soit O(k) = arg(w® — 1) = 7 + @
et (k) =5+ @, k=1,...,n—1.Soit § une constante telle que 0 < < * —20.
On pose xy = re'» et on note Q(m) l'union du quasi-secteur

1% (a(n — 1), 8(1),r(sin §) /7, —m)

Qg_”w,kzl,...,n—l. On pose a(k) = a+

n

et de I'intérieur du triangle curviligne T', privée des triangles curvilignes T} et T5, ou

T est le triangle curviligne dont l'image par F' : = +— 2P est le triangle de
sommets x5 = rPe’™, P sin § (7249 ot 1P sin § ¢'37/270)
T, est le triangle curviligne dont 'image par F' est le triangle de sommets 0,

Ty est le triangle curviligne dont I'image par F' est le triangle de sommets 0,
mPeise T mP qipB(1)

sin 0

On construit un tel domaine pour deux raisons. Dune part, le domaine (m)
contient le quasi-secteur

\% (&, B, 7, —m(sin 5)—1/;;) ,
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

FIGURE 8.1 — Le domaine Q(m) et son image par Fy : x — r(;’:—:hxp, k=1,...,n—
l;icip=2etn=4.
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

avec 7, := r(sin#)/P. D’autre part, pour § suffisamment petit, ce domaine est J-
descendant & partir de o par rapport a R : 2+ R(2Pe’@*)=D) pour tout |d| < §
et tout k € [1,n — 1]. Cela signifie que, pour tout = € (m), il existe un chemin
v 10,0 = Q(m) U{xe}, |7/ (t)] =1, de zg a x tel que

R(y(6)7 =1/ (£)e"0=D) < —a|y (1)),
pour tout t € [0,1], tout k =1,...,n— 1 et tout d €] — §,4[, oit ¢ = sind. Dans la
suite, on note v, un tel chemin.

Définition de l'opérateur T :

Soit D > 1 un réel que l'on fixera plus tard et p > 0. Soit B 'espace des ma-
trices P holomorphes de taille (n — 1) x 1 définies sur ’ensemble des (z,n) avec
n€Sii=5(=2,2m), x € QDln|) telles que || P(z,n)|| < p, pour tout (z,7).

Pour Q € B, on pose I'(z) = [ H(t,0)dt, cf (8.6) et

(TQan) = [ exp (5(Dla) = T(€) M(Q)(E.m) e

x

ou M(Q) = .HQQQ + Fgl - QFmQ, avec ]:122(1'78) = HQQ(ZL’,&?) — HQQ(ZE,O).

La matrice M(Q) est une matrice de taille (n — 1) x 1, et on note m; son i-éme
coefficient, . = 1,...,n — 1.

%&mﬁmiliﬁ

[ ma(&m)e VT dg

(TQ)(x,n) = "

nll

nip Ve mn71(€>77) np df

Un point fixe P de T est solution du systeme différentiel (8.5). Par hypothese,
F(z,e) = Fo(z) + O(n|P~1), lorsque S; 2 — 0 et 2 € Q(D]n|). Il existe donc des
constantes K1, Ky et K3 strictement positives telles que

1 1
L IME DI < 1K)

ot K(p) = K + pKy + p?K3. Ensuite, comme |v,(t)] > D|n|, on déduit par
application du lemme 5.9 de [12], que

K(p)

(TQ)(z,n)|| < oD
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8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

On choisit donc D > 1 suffisamment grand pour que K (p) < poDp. Ainsi, il existe
D > 1 pour lequel I'application T": B — B est bien définie.

L opérateur T est une contraction :

Montrons que la constante D peut étre choisie de facon a ce que T soit une
contraction.

(TP =TQ)(e.m) = [ exp (H(T(a) = T(©)) (M(P) = M(Q)) (€. i
ot M(P) — M(Q) = Hxn(P — Q) — (P — Q)Fi2P — QF12(P — Q). Par hypothese,
| Haz(x,nP)||, |[Fia(z, nP)|| = (9(|77~|p’1) lorsque S; 7 — 0 et z € Q(D]n|). On en
déduit I'existence de constantes Ky, Ky > 0, telles que
K(p)

[M(P) - (Q)HSWHP—QH,

!n\”

avec K(p) = Ki + 2pKo.
Enfin en appliquant a nouveau le lemme 5.9 précédemment cité, on obtient

I7P - 10| < “HP Q.

Ainsi si D satisfait de plus K (p) < paD, I’application 7' est une contraction
et le théoreme du point fixe assure l'existence d’une matrice P de B telle que
TP = P, c’est-a~dire d’une matrice P(z,n) solution du systeme différentiel (8.5)
définie sur l'ensemble des (z,n) avec n € Sy et x € Q(D]n|), et donc aussi pour
e V(n) =V(a,B, i, jiln|) avec fi = —D(sin §)~/7. O

8.2.2 Construction d’un bon recouvrement cohérent

Soit M € N suffisamment grand (en particulier on doit avoir 47 < M¢). Pour
0 <m < M, on pose

_ 5 (2man 2l o

Ce recouvrement (Em)0§m<M est associé a un recouvrement (S;)o<;<z de D(0,1;)*,
otn = ()P et L =pM :

Sy = S(au, Br,m) =8 (%(l[l), %,m) -

On consideére ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j € {0,...,p—1}

Ul :=V(ad,B1,00,p1), avec ol =j2 — 3w+35+ b1

j_'2 T 35 9(15)
ﬂ_]p_'_?p p+p’
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

avec p < ji = —D(sind) /P Lorsque § < %, ona f — oy < 9 5 < $(B7 —adth) et
on peut déduire des familles (S))o<i<1 et (U )0<]<p un bon recouvrement cohérent
de résolution < en introduisant les quasi-secteurs

Ul(n) =V(ef,B],r1,puln]) avec of =af 42x 42

p?

61_6] 2l7r_§

p?

et 0 < r; < 71. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre I'utilisation du théoreme 1.7

Ui (n) = V(&{,Blj,ﬁ,mm) avec O‘l = a{ _ 2?6’
51 = l]-i— %f,

ainsi que les domaines Q (D|n|) associés a U} (n). Le domaine Q7 (D|n]) est 'image
de Q(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j%’r + 2z,

8.2.3 Famille de solutions de (8.3)

Dans ce paragraphe, on montre I'existence d’une famille de solutions Y] (z, 77)
de (8.3) holomorphes sur I'ensemble des (x,n) tels que n € S; et = € U] (n) et
on précise la forme de telles solutions dans la proposition 8.4. On commence par
montrer un résultat intermédiaire :

Lemme 8.3. Il existe une famille de matrices P} (x,n) de taille (n — 1) x 1,
holomorphes sur Uensemble des (x,m) avec n € Sy et x € Uj(n), | € [0,L — 1],
J € [0,p — 1], satisfaisant le systéeme différentiel (8.5).

De plus, il existe A, B,C des constantes positives telles que

1Py (,m) = P ()| < Cexp (=)

lorsque n € Sy N Sy et x € U () N T, (n), et

z

i)

1P/ (2, m) = P (@, m)|| < Cexp (—B

lorsque n € S; et x € Ui (n) N U/ (n). '
En particulier, les restrictions des fonctions P! a lensemble des (x,n) tels que
n €S et x € Ul (n) admettent des DAC Gevrey d’ordre 113

Démonstration. Pour tout [ € [0, L — 1] et tout j € [0,p — 1], on construit de
manicre similaire une matrice P/ de taille (n — 1) x 1 solution de I'équation (8.5),
holomorphes sur ’ensemble des (z,7) tels que n € S; et x € ] (D|n|). On montre
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8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

a présent que leurs différences sont exponentiellement petites.
Sur le quasi-secteur ﬁf;lﬂ(n) =U/(n)N Ul+1( ) :
On pose @ == P/, P La matrice () satisfait

Q' = [H22 — FiPl 1y - PljF12] Q

Le.

£Q' = [Hay(x,0) + O(In"™)] @
On introduit ensuite le complexe ¢ de module maximal tel que £ € 89{71 L1(n) et
arg = (o, + ) (on trouve |¢| = 7 sin (% + 17— 2(5)_1/p

€ Ul (n) et tOUth}% 2(11\?)”[ on a, pour tout k =1,...,n—1,

). De plus, pour tout

éR( l(&(k) d) ) (gp 0(k)—d) ) S _Ab

avec A; = [¢[Psin (% — %) — 7. En appliquant le corollaire 2 de l'annexe A,

on obtient, pour tout x > 0, pour tout n € S; N Sy, (a condition d’en réduire
suffisamment le rayon 7;) et tout » € U}, (n),

QG < 1QE Ml exp (& (~A1 + ).
d’ou le résultat annoncé lorsque x est suffisamment petit.
Sur le quasi-secteur UM (n) == U (n) n U7 () -
On pose Q) := Plj L Plj . Alors @ est solution du systeme différentiel suivant
Q' = |Hp — FiaP/*' 1,y — P/ Fpp] Q. (8.7)
L’équation (8.7) est de la forme
Q' = (pr" "D+ M(z,7)) Q,

ot D = diag(w® — 1,k € [1,n — 1]) et M = (m;;) est une matrice carrée de taille
(n — 1) telle que my;(z,n) = O~ 1).

~ On note ¢ le complexe de module minimal appartenant au bord de U (n) N
U (n), € = OM), et q1,...,qu_1 les composantes du vecteur colonne Q. En
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

appliquant la formule de la variation de la constante, on obtient pour tout k &€
[1,n—1],

~ Wk zP —€P wk— zP —uP 1
au(,m) = qu(Eom)e@ VT 4 / VI e, (89
Yx

ou 7, est le chemin d’intégration allant de € a x, dont I'image par F : x — 2P est
le segment [€P27] et fi(a,n) = X205 mya(x, m)a(x, n).

Pour tout u € ~,, le complexe u” appartient au segment [épxp]. L’argument
de 27 — u” est donc constant : pour tout u € 7., arg(z? — u?) = arg(zP — &P).
La construction des domaines () assure que le chemin d’intégration -, est
strictement descendant pour les (n — 1) reliefs considérés. Il existe donc B une
constante strictement positive telle que, pour tout u € v, et tout k € [1,n — 1],

R ((wk i “p> <=l
nwo) n|P

On note ||Q(x,n)|| = maxy |ge(z,n)|. On déduit de 1'égalité (8.8) la majoration
suivante :

_ \zp—ﬁpl
1Qz, )|l < Ce™ T / QG ) ldul.
Yz

2P — P |
En posant g(z,71) = ||Q(z,n)|le” TP, inégalité précédente devient

g(z, <C—|—/ (u,n)|dul.

On utilise alors le lemme de Gronwall pour montrer que g(x,n) < Cce "| Ceci
implique l'existence de constantes B et C' strictement positives telles que

)

Le théoreme 1.7 assure que la restriction de la matrice P/ (x,n) a I'ensemble des
(x,n) tels que n € S; et x € U/ (n) admet un DAC Gevrey d’ordre 1%. O

10, < Cexp (—B

IR

lorsque |7 est suffisamment grand.

La détermination du logarithme est choisie de sorte que sur U7, arg X €]a’, 37[.
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8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

Proposition 8.4. L’équation (8.3) admet une famille de solutions Y/ (z,1) ho-
lomorphes sur l'ensemble des (x,n) tels que n € Sy et x € U (n), I € [0,L — 1],
j € [0,p—1], de la forme

. i P
Y7 (@) = ¥ (@) exp (5 + Ri(e) log o)
ot les f/lj sont des wvecteurs colonnes de taille n x 1 de fonctions holomorphes

bornées admettant des DAC Gevrey d’ordre %, et les Ri(e) admettent un dévelop-
pement asymptotique Gevrey d’ordre 1.

De plus,
1
lim Y/ " | Lo
li V7 () = | . | +O().
0
. . Y le ! N C e ;o
Démonstration. Le vecteur colonne Zj := 0 ) ta’ ou z satisfait ez’ =

[Gl] (z,n)z, est solution du systeme différentiel (8. 4) Ona [Gu)] = Fiy + Fio P
La famille [G4,]] admet donc un DAC Gevrey d’ordre -~ Plus précisément, il existe

une suite (a,)nen, a, € H(r), et pour tout j, une suite (¢),en, g4 € G(U?), telles
que pour tout 7,1,

(Gl (n) ~y o+ gl (B + X (anla) + g )

n>p

lorsque S; 3 n — 0 et & € Ul(n), ot a, = 0 lorsque n # 0[p], et ¢/ (X) ~
> ms0 Gnm X ™, avec gnm = 0 lorsque n + m # 0[p].

En suivant les différentes étapes de I'exercice 4.8 de [12], on construit une famille
de primitives de #[Gll]{ (z,n). On montre que ces primitives sont de la forme

(2)P + Ry(e) log z + wi (x,n),

ot les Ry(e) admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 et les
w] admettent des DAC Gevrey d’ordre ]%. On déduit l'existence d'une famille de

solutions zl'(x 1) définie sur I'ensemble des (z,7) tels que n € S; et 2 € U} (n), de
= [Gu]i(z,n)z, de la forme

2 (x,m) =yl (w,m) exp (£ + Ru(e) log z) ,
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

otl les ¢/ admettent des DAC Gevrey d’ordre %, lorsque S; 37 — 0 et z € Uj (n).
On en déduit 'expression d'une solution de (8.3),

Y7 (2,m) =Y/ (w,m) exp (£ + Ri(e) logz) ,

1

. , . 0
telle que Y/ = ( ;j ) yl et lim, oY/ (t,m)=1| . | +O(1). O
I

8.2.4 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

On construit un nouveau bon recouvrement cohérent, S;, V7, Vlj (n), L €[0,L—
1], 7 € [0,np — 1], qui est un raffinement du bon recouvrement cohérent construit
dans le paragraphe 8.2.2. Cette collection est adaptée aux rotations nécessaires a
la preuve du théoreme 8.5.

Pour tout 7 =0,...,np — 1, on pose
; 3 30 0(1
A9:{T€C;ﬂwdthm%T—2Wﬂmm<W—+()}
2pp p
et
Jj+n—1

Vie () S™=V(d,V, o0,
=Jj

On pose alors, pour tout j =0,...,np—1let tout [ =0,...,L —1

Y

Vi) =V(al,bl,ri,uln) avec af =al + 2 +

8
p?
jo__ 15 2w )
bl = + 4r 2
l L p'

Enfin, pour tout j =0,...,np—1et tout [ =0,...,L —1,
» 20 . 20
Vii(n) =V(a] - ?Jﬁ + ?,T17M|77|)-

Alors Sy, V7, Vi’ (n) constitue un bon recouvrement cohérent de finesse < % de
I’ensemble

A, re, ) = {(2,1);0 < |nf < mu, —pln| < |z <ri}.
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8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

Théoréme 8.5. Le systéme différentiel (8.3) admet une famille de systémes fon-
damentaux de solutions de la forme suivante :

Q?(x777) ' e%Df(I,n))
ot les DI (x,n) sont des matrices diagonales,

Di(x,n) = diag (wkxp + €Rl(k)(€) logz, ke [0,n— 1]]) :

les Rl(k)(g) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1, et les
Q{(x,n) sont des matrices carrées d’ordre n holomorphes bornées pour n € S; et
zeV/(n),lel0,L—1], ;e [0,np—1], admettant des DAC Geuvrey d’ordre %,
telles que

lim Q3 (¢, ) = I + O(¢),

n—0

ou I désigne la matrice identité de M, (C).

Démonstration. Pour obtenir une famille de n solutions indépendantes, on ap-
plique n changements de variables distincts a (8.3). Pour £k = 0,...,n — 1, on
pose

_ 2ikm

r=¢():=e mt

et
Y(z) = QYL (1),
ou
0 0 1
Q= 1 0
0
(0) 1 0

La matrice QF est la matrice de permutation associée a o, P,, ol

_ {(i—l—n—k) mod n si k # i,
o(i) = L
n sik =1.

Ce changement de variables conduit au systeme différentiel suivant

dY
5di = Fi(t, &)Yy, (8.9)
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Chapitre 8 Description des systéemes fondamentaux de solutions

ott Fy(t,e) = @Q-*F(4(t),£)QF. En particulier lim._,o F(t,e) = Fy(t).

La proposition 8.4 assure 'existence d’une famille de solutions de (8.9) de la forme
j Y )
(Yi(t.m) = (Vi exp (= + BP(e) ogt )

holomorphes sur ensemble des (t,7) tels que n € S; et t € V/(n), o les (Y)!
admettent des DAC Gevrey d’ordre 1%. On en déduit n familles de solutions in-
dépendantes de (8.3), holomorphes sur I'ensemble des (z,7) tels que n € S; et
z € Vi (n), en posant pour tout k=0,...,n— 1,

(57w 1) = (] exp (5 + B () loga )

oit (V)i (z,m) = (V)i (671 (), m).

Soit Y;j (z,7m) la matrice carrée d’ordre n dont la k-éme colonne vaut (Y3,)? (z,7).
Alors Y} (z,7n) est un systéme fondamental de solutions de (8.3) et il peut étre mis
sous la forme annoncée

Qf (,m) - e2Pien),
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Chapitre 9

Réduction analytique dans le cas
q=1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere le systeme différentiel
linéaire singulierement perturbé

eY' = A(z, )Y, (9.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,79) x D(0,&¢), 70,0 > 0, dont la trace est identiquement nulle, et telle que

0 1 (0)
M) =] o
xT 0

ou Ap(z) = A(z,0).

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme suivant :

Théoreme 9.1. Pour tout secteur S de sommet 0, d’angle et de rayon suffisam-
ment petits, il existe T'(xz,e) une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes
bornées sur D(0,r) x S, ot r est un réel strictement positif tel que r < rq, telle que
le changement de variables Y = T (x,e)Z réduise le systéme différentiel (9.1) a la
forme normale

€Zl = Ao(l’)Z

Notations

On utilise les notations suivantes :
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

W =e€en s

S(t) = diag(1,¢,t%,...,t" 1),
— ((-DG-D)

€= (w >(i,j)6[[17n]]2 ’

A =diag (1,w,...,w" ),

0 1 (0)
0 =

0 1

1 0 0

Dans ce chapitre, les résultats sont exposés de maniere concise. Certaines preuves
sont tres proches de celles du chapitre 6.

Etape 1 : Préparation de I'équation (9.1)

On applique un premier changement de variables, x = t" et Y (t) = Y ("), qui
transforme le systeme différentiel (9.1) en

dY

e = A(t,e)Y, (9.2)

ot A(t,e) =nt" LA(t", e).
Lorsque t # 0, la matrice A(¢,0) admet n valeurs propres distinctes :
M(t) = nwt" ke [0,n —1].

On pose T'(t) = S(t)C. Le changement de variables Y = T'(t)Z transforme ’équa-
tion (9.2) en
eZ = B(t,e)Z, (9.3)
ou
B=T"'AT —cI'T

et B(t,0) = diag (A\o(t), A1(t), ..., Au—1(f)) . Ce changement de variables introduit
uniquement des poles simples en ¢ = 0; le premier terme dans I'expression de la
matrice B est holomorphe sur un voisinage de ¢ = 0, et le second est de la forme
E%K , ou K est une matrice constante.
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Etape 2 : Systemes fondamentaux de solutions de (9.2)

On utilise le théoreme 8.5 pour décrire la forme d’une famille de solutions de
I'équation (9.3). Ici p = n + 1. Il existe ny, 7 des réels strictement positifs, p un
réel strictement négatif, S;, V7, V/(n),1=0,...,L—1,7=0,....,n(n+1)—1, un
bon recouvrement cohérent de I’ensemble

Ay, p) = {(t,0);0 < |n| < nu, —pln| < |t <},

et une famille de solutions de (9.3), holomorphe sur I'ensemble des (¢,7) tels que
nesS etteV(n),dela forme

tn—i—l

) t) = Bl e (7 5+ Rie)ow).

ot les (Zo)i(t,n) sont des vecteurs colonnes de fonctions holomorphes bornées
admettant des DAC Gevrey d’ordre —1-, tels que

n+17
1
lim (Z)? _ | o
lim(Zo)i(t.m) = | . | +O@).
0

On choisit pour (Zo)g la premiere colonne des sytemes fondamentaux de solutions
décrits dans le théoreme 8.5.

En posant (Yo)!(t,n) = T(t)(Zo)(t,n), on obtient une famille de solutions de
(9.2) de la forme

. - . tn+1
(Yt = SOt exp (1 5+ Ry o).
ol
1
. < ] . .
iy = | : | o,

La symétrie de I'équation (9.2) permet de construire n familles de solutions indé-
pendantes en posant, pour tout k € [1,n — 1],

n+1

(Yllen) = SOV e exp (b 4 Aot

119



Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

avee (Vo) (t.m) = AF(Yo)l ™ (wht,m).
Les matrices Y] = ((YO){ o (Yoo1)] ) sont des systemes fondamentaux de so-
lutions de (9.2) qui satisfont les propriétés suivantes :

Yi(t,n) = S(£)Yi(t,n)et P,

ol o
— lim, o Y] (t,n) = C + O(t),

— les différences Y7 1= Y/ et Y/ — Y/ sont exponentiellement petites :
[YTau(tm) = Yi ()| < K exp (=)
(7J (7]
lorsque 1 € S;N Siq et t € V7 (n) NV ,(n) et
~ ~ - n+1
YT () = Y ()| < K exp (—B |£] ) :
lorsque 1 € Sy et t € Vi (n) NV ().
— Di(t,n) = diag (;2;w"t" ! + cRlogt, k € [0,n — 1]),
n—1

avec R = — 5

Par construction, les matrices ?{ satisfont la propriété de symétrie suivante :
. e
Y7 (t,n) = AY] T (wt,n)$. (9.4)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est identiquement nulle, le détermi-
nant des matrices Y7 est indépendant de ¢. On peut alors déterminer explicitement
les fonctions R;(g). Dans ce cas, on a Ry(e) = —5.

On éerit les matrices Y7 sous la forme
Y{(t,m) = S(t) (1 +M(t,n)) CePIt, (9.5)

ott M/ = YJC~' — I. Les matrices M] admettent des DAC Gevrey d’ordre n%rl et
satisfont la propriété de symétrie suivante :

M (t,n) = AM] " (wt, n) AT

Cette propriété se déduit de 1'égalité (9.4).
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Etape 3 : Préparation des matrices Y{

On peut appliquer le théoreme de factorisation lente-rapide (Chapitre 2) aux
matrices M{ a condition de réduire suffisamment les rayons r; et 7,. Celui-ci assure
'existence d'une famille de matrices lentes L;(t, ), holomorphes sur D(0, 1) x 33,
ol Xy = {n?, n € S}, et d’une famille de matrices rapides R/(t,7), holomorphes
pourn € S;ette V}j(n), telles que

T+ M{(tn) = (I +L(t. ) - (1+Ri(t,m)) (9.6)
et

Li(t,e) ~1 > A,(t)e", respectivement le(t,n) ~ Y G%(%)n",

n>0 n>0

quand ¢ tend vers 0 dans 3, respectivement quand 7 tend vers 0 dans S;. Ici
les matrices A, (t) sont analytiques bornées sur D(0,71) et les G7(T) sont ana-
Iytiques bornées sur V7 et admettent un développement asymptotique, G7 (1) ~
S0 GumT ™™, quand T tend vers l'infini dans V7.

Les matrices L; et R] peuvent étre construites de maniére a conserver la pro-
priété de symétrie satisfaite par les matrices Mj (cf. remarque 6.2) :

Li(t,e) = A-Lj(wt,e) - A~ (9.7)

et
R(t,n) = A-Ry ™ (wt,n) - AT

En notant L;; le coefficient (4, j) de la matrice L;, I'égalité (9.7) implique que, pour
tout ¢ € [1,n] ,
Lii(t.e) = Lii(wt,e),
Li,’H—k (ta 5) w_kLi,i-‘rk(UJt) 5)’
Lisri(t,e) = w'Lipi(wt,e).

Il existe donc L;(x,€) une matrice de fonctions holomorphes bornées sur D(0,7) x
Yy,our = r}/ ", dont on note L;; les coefficients (on omet ici Uindice 1), telle que
pour tout t € D(0,71) et tout € € ¥, on ait

Lii(t,&T) = Li,i(tnag)v
Liii(t,e) = tkLi,i+k(tn> £), (9.8)
Liiii(t,e) = t" "Li(t"e).
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

Les systemes fondamentaux de solutions de (9.1) s’écrivent
YI(t,n) = Py(t,e)S(t)F (t, m)et Pl En)
ol
Py(t,e) = S(t) (I + Ly(t,e)) S(t)~"

et
Fi(t,n) = (I +Ri(t,n)) C.

Les vérifications faites au préalable (9.8) assurent que les matrices P;(t,¢) sont
lentes, holomorphes bornées sur D(0,r1) x ¥;. Ces matrices admettent un déve-
loppement asymptotique Gevrey

Pi(t,e) ~ 15(25, £),

lorsque ¥; 5 ¢ — 0, pour tout ¢ € D(0,r1). De plus, on déduit de 'égalité (9.7) et
de l'expression des matrices P; que Pj(wt, ) = Py(t,¢) sur D(0,r;) x ¥;. Il existe
donc Py(x,€) holomorphe bornée sur D(0,7) x ¥, telle que

Pl<t7 E) = B(tn7 8)7

pour tout (t,e) € D(0,ry) x ¥;.

Etape 4 : Réduction analytique

Proposition 9.2. Les changements de variables Y = P,(t,e)Z transforment
Iéquation (9.2) en
€Z/ = Bl(t,g)Z,

ot By(t,e) ~1 B(t,e) et

B (e) Bra(e) (0)
B(t,e) = nt"! : : ’

)

Bn—m(f) 371—1,2(6) T BnA—l,n(g)
d(g)tn + ﬁn,l(g) 671,2(5) e 67171(6)

avec G(e) et Bi;(e) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en e.

Démonstration. Le changement de variables Y = P,(t, ¢)Z transforme I'équation
(9.2) en
eZ' = By(t,¢)Z, (9.9)
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ot B; = P;'AP; — ¢P; 'Pj}. On peut déduire plusieurs informations de 1’expres-
sion des matrices B;. Ces matrices sont holomorphes bornées sur D(0,7;) X 3,
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1,

B(t,e) ~ ]%(t,e),

et il existe une famille de matrices B;(x, ), holomorphes bornées sur D(0,7) x 33,

telles que
Bi(t,g) = nt" ' By(t", )

pour tout (t,e) € D(0,71) x 3.
Par ailleurs les matrices
Zi(t,n) = S(t)F](t,n)e"1 ),

définies sur ensemble des (t,7) tels que 7 € Sy et t € V/(n), sont des systémes

fondamentaux de solutions de (9.9). On a donc B; = n"*! (Z{)l (Z{>_1 et d’apres
la formule de Leibniz, B; = (B4), + (B2), + (B3),, ou

(B)), = 8’5,
(Ba), = " S(R)Y(F]) 'S,
) = SE)DY(F) S

—

On rappelle que les matrices F{ admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent
que des termes constants et des termes rapides, et que les matrices Dlj sont des
matrices diagonales qui contiennent des polynomes de degré n+ 1. Les expressions
des (By),, (B2), et (Bg), permettent de majorer le degré des termes lents qui
apparaissent dans le DAC de la matrice B;. On constate en effet que le DAC de
(B1), ne contient que des termes rapides, que celui de (By), est de la forme

(B2)l (t,m) ~L ﬁg(t, n) + termes rapides,

ou Ly(t,n) = S rs0 A7 (1)n" est une série formelle en 7 dont les coefficients AZ(¢)
sont des matrices de polynémes en t. En particulier,

(f;g)ij = O, si ] Z 14+ 1 et degt(ﬁg)ij S 1 —] - 2, sinon.
De méme, on observe que

(Bs), (t,m) ~_1_ f:g(t, n) + termes rapides,

1
n+1
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

ott Ly(t,n) = Yo A3 (t)1" est une série formelle en 7 dont les coefficients A3(t)
sont des matrices de polynémes en ¢t. En particulier, on a

deg,(Ls);(t,n) <i—j +n, pour tout (i,5) € [1,n].

Par unicité du développement asymptotique B (t,e), on conclut que
/@11(5) 312(5) (0)

B(t,e) = nt"! : : '

)

Br11(€)  Burp(e) o Bainle)
&(E)tn + 571,1(5) 671,2 (5) o Bnn(s)

ou les é(e) et Bij (¢) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en . De plus, on a
By (t) = Aq(t).
O

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 9.2 et de la
remarque qui la précede, P(t,e) = P/(t", &) pour tout (t,e) € D(0,ry) X ;.
Corollaire 9.3. Les changements de variables Y = P)(x,e)Z transforment l’équa-
tion (9.1) en

eZ' = B(z,¢)Z,

ol Bi(x,€) ~ Blx,e) et
Bua(e) Bra(e) (0)
B(z,e) = . : '

9

Bn1a(e)  Bura(e) -+ Boorale)
d<€)$ + Bn,l(g) Bn,?(g) e /Bn,n(e)

avec G(g) et BAij (€) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en ¢, telles que By(x) =

AQ(QT)

On applique le théoreme de Borel-Ritt de la théorie classique des développements
asymptotiques Gevrey aux séries formelles &(e) et 5;;(¢) : il existe ay(e) et (5;)i(e)
des fonctions holomorphes sur ¥; telles que

Oél(éf) ~1 O (8)
et A
(Bijhi(e) ~1 Bi(e),
lorsque ¢ tend vers 0 dans le secteur S;. On utilise, comme dans la preuve du
théoreme 5.9, le lemme de Gronwall pour démontrer le résultat suivant :
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Proposition 9.4. [l existe ]%(x,a) des matrices carrées d’ordre n holomorphes
bornées sur D(0,7) x ¥, avec 0 < 1 < 1y, telles que, P(v,¢) ~y P(x,¢), et telles
que les changements de variables Y = P(x,e)Z transforment l’équation (9.1) en

eZ' = Bi(z,¢)7Z, (9.10)

o

(Bu)i(e) (Br2)i(e) (0)

Bi(x,e) = : ' N
( ) <5n71,1)l(€) (6n71,2>l(5) ce (ﬁnfl,n)l(é“)
041(8)26 + (ﬁn,l)l<€> (ﬁnﬂ)l(g) e (ﬁn,n)l(g)

Etape 5: Fin de la preuve du théoreme 9.1

Un premier changement de variables permet de ramener les coefficients (1,i+1)
de la matrice B)(z,¢) a 1. On pose

Ki(e) = diag ((k1)i(€), - - -, (kn)i(€))

la matrice carrée d’ordre n telle que

i
L

n—k
(k1)1 = (5k,k+1)l" ,
k=1
(ki) = (Brgr1)r ™ 1T Bewsr), ™, sii € [2,n].
k=1 ki

Cette matrice est définie et holomorphe sur ¥;, a condition d’en réduire suffisam-
ment le rayon, et satisfait det K;(¢) = 1, pour tout € € ¥;. En posant Z = K;(¢)U;
dans (9.10), on obtient un nouveau systeme différentiel en Uy,

Ul = Bl (z, &)Uy, (9.11)
o (Biu(e) | (0)
Bl(ze) = ' R
(55—1,1)1(5) 1

ap(€)z + (Bui(e) (Baahi(e) -+ (Bah(e)

On utilise ensuite n — 1 changements de variables successifs pour réduire I'équa-
tion (9.10) a la forme :

eU' = Bl'(x,€)U,
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

o 0 1 (0)
Bi(r.<) = ) S
o)+ (B ) (Baah@) - (B

Premier changement de variables : U, = T (¢)U,

On pose
1 0 - o 0
—Bia 1 :
Tie)=| o o :
0
0 0 1

Le changement de variables U; = T}'(£)U, transforme (9.11) en
EUé = Bl2(x7€)U27

ol B?(z,¢) est de la forme

0 1 (0)
~ 2 2
BZQ(ZE,EE) — 5?,1 62,2 !
Pr+ By Bua o Bam

Second changement de variables : U, = T7(¢)Us

On pose
1 0 ()
0 1 :
7}2(6): _B22,1 _ﬁ22,2 1
0 0
: i 0
0 N |

Le changement de variables Uy = T7(g)Us transforme (9.12) en

eU; = Ef’(a:, g)Us,
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olt B}(x,€) est de la forme

0 1 (0)
0 0 1
Bf(x, g) = Bg,l T 5??,3
: .1
a‘?’x _|_ 5”3{’1 573172 . . 57317’”

On procede de maniere similaire, en annulant les coefficients ij ligne par ligne,
jusqu’a 'obtention d’un systeme différentiel de la forme

eU' = B'(x,€)U,
o 0 1 (0)
0 0
af(e)r + (B )i(e) (Buahi(e) -+ (Brale)

Remarque. La trace de la matrice By (z, ) est identiquement nulle. En particulier,
le coefficient (57" ,,)i(€) est nul.

n,n
Pour finir, on montre que B} (z,¢) = Ag(z). On sait que

ehul™ = (Oé?x + (BZI)Z) u+ (Buahiew + -+ ( Z,n—1)l5n_2“(n_2) (9.13)

en+l
1+ O(z ). En injectant cette solution dans (9.13), on montre que

admet une solution wu(z,e) ~ exp (1anTH + c(e) log(:c)) S(z,e), ou S(x,e) =

af(e) =1

et
(B )i(e) = 0,
pour tout k € [1,n — 1]. On a donc

€U/ = Ao(I>U
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Annexe

Dans cette annexe, on rappelle le résultat principal de I'article [29]. Il s’agit du
théoreme 5. On énonce également un corollaire de ce théoreme obtenu en invo-
quant un argument de compacité.

On considere le systeme différentiel suivant
ey = F(x,¢e)y, (A1)

ou F': D(0,r) x S(a, 5,e0) = M,(C) holomorphe et F(z,e) = Fy(z) + o(|e]).

Théoréme. Pour tout (a,b) € D(0,7)? et tout w > 0, il existe une constante k,
0 < k < eq, telle que pour tout € € S(«, B, k) et toute solution y de (A.1),

B

b
19(5,9)] < ly(a, )| exp (1 ( [ s @) dgw)) |

ou d = arge et vp M désigne l’ensemble des valeurs propres de la matrice M.

Corollaire. Pour tout w > 0, il existe une constante k, 0 < k < &g, telle que pour
toute solution y de (A.1), pour tout (x,t) € D(0,7)? et pour tout € € S(«, B, k),

()| < ly(t, )| exp (1 ( [ s R +w>> |

e

ou d = arge.
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S Charlotte HULEK IAMA
~ Systémes d'équations différentielles ~
linéaires singulierement perturbées
et développements asymptotiques

combinés

Résumeé

Dans ce travail nous démontrons un théoréme de simplification uniforme concernant les
équations différentielles ordinaires du second ordre singulierement perturbées au voisinage d’un
point dégeénére, appelé point tournant. Il s’agit d’'une version analytique d'un résultat formel dU a
Hanson et Russell, qui généralise un théoréme connu de Sibuya. Pour traiter ce probléme, nous
utilisons les développements asymptotiques combinés Gevrey introduits par Fruchard et Schafke.

Dans une premiére partie nous rappelons les définitions et théorémes principaux de cette
récente théorie. Nous établissons trois résultats généraux que nous utilisons ensuite dans la
seconde partie de ce manuscrit pour démontrer le théoréme principal de réduction analytique
annoncé. Enfin nous considérons des équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur a deux,
singulierement perturbées a point tournant, et nous démontrons un théoréme de réduction
analytique.

Mots clés : équation différentielle complexe — perturbation singuliére — point tournant — simplification
uniforme — développement asymptotique combiné — série Gevrey.

Résumé en anglais

In this thesis we prove a theorem of uniform simplification for second order and singularly
perturbed differential equations in a full neighborhood of a degenerate point, called a turning point.
This is an analytic version of a formal result due to Hanson and Russell, which generalizes a well
known theorem of Sibuya. To solve this problem we use the Gevrey composite asymptotic
expansions introduced by Fruchard and Schafke.

In the first part we recall the main definitions and theorems of this recent theory. We establish
three general results used in the second part of this thesis to prove the main theorem of analytic
reduction. Finally we consider ordinary differential equations of order greater than two, which are
singularly perturbed and have a turning point, and we prove a theorem of analytic reduction.

Keywords : complex differential equation — singular perturbation — turning point — uniform
simplification — composite asymptotic expansion — Gevrey series.




