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Introduction

0.1 Problématique

Que ce soit en prospection pétroliére, en production d’énergie nucléaire, en médecine, ou pour
conserver une oeuvre d’art, il n’est souvent pas possible d’effectuer des mesures directes pour des
raisons de cott, de sécurité ou de santé. Les praticiens privilégient alors des mesures non intrusives.
Plusieurs techniques existent et I’'une d’elles consiste a éclairer I’objet par une onde et & récupérer
des mesures sur la frontiére de celui-ci.

En théorie du probléme inverse, il est souvent affirmé qu’il n’est pas possible de déterminer
les caractéristiques d’un objet dont la dimension caractéristique est plus petite que la longueur
d’onde. Cette affirmation n’est pas complétement fondée. Les mathématiciens appliqués ont par
exemple développé des méthodes pour détecter des petites hétérogénéités pour les problémes de
propagation d’ondes. Nous pouvons par exemple citer la méthode MUSIC, voir [29]. Cette méthode
est basée sur une modélisation par source ponctuelle des petites hétérogénéités et sur le modéle de
Foldy-Lax, voir [33] et [11], pour prendre en compte leur interaction. Bien qu’il existe des travaux
d’analyse asymptotique qui s’intéressent & I'effet d’une petite perturbation géométrique pour les
problémes elliptiques ou quasi-elliptiques, voir [42], [28], [35], [41] et [12], ce n’est pas le cas pour
les problémes de propagation d’ondes en régime temporel.

Nous nous sommes fixés deux objectifs lors de cette thése. Premiérement, nous avons voulu
donner une base théorique pour les problémes de perturbation géométrique singuliére dans le cas
des problémes de propagation d’ondes. Deuxiémement, nous proposons des modéles réduits d’ordre
¢élevé pour la modélisation par source ponctuelle. Nous pensons avoir un impact sur les applications
suivantes :

Application a la prospection pétroliére. La prospection pétroliére est en pratique basée sur
I’étude de la propagation d’ondes élastiques dans la crofite terrestre, générée par des sources explo-
sives qui engendrent des ondes transitoires. L’étude de sismographes et 1'utilisation de méthodes
classiques de calcul numérique permettent de détecter des champs pétroliers dont la longueur car-
actéristique est supérieure a la longueur d’onde. L’exploitation de gisements de pétrole de petite
taille, jusque 1a considérée non rentable, est maintenant envisagée par I'industrie pétroliére du fait
de la forte augmentation du prix du pétrole.

Application a I"imagerie médicale. L’imagerie médicale est couramment utilisée pour la dé-
tection de tumeurs. La détection des tumeurs de petite taille permet un diagnostic précoce et
améliore le pronostic pour les patients. D’autre part, les temps d’exposition et l'intensité du signal
sont encadrés afin d’assurer une certaine sécurité au patient.

Utiliser des ondes en domaine transitoire permet de limiter la durée de ’examen.

Ce premier chapitre a pour objectif de présenter le probléme considéré, la méthode des développe-
ments asymptotiques raccordés et d’expliciter le développement asymptotique & ’ordre 2 de notre
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solution.

0.2 Description du probléme considéré

Nous nous intéressons a la propagation d’ondes acoustiques dans un domaine comportant des
petites hétérogénéités. Nous sommes en domaine temporel et nous travaillons en 3D (c’est & dire
que nous travaillons avec quatre dimensions : trois pour ’espace et une pour le temps). Définissons
un peu plus en détails ce que petit obstacle signifie. Notons ¢ le rayon de la boule dans laquelle
notre obstacle est contenu, et A la longueur d’onde, voir figure 1. Nous nous intéressons a des

Source
j\) Obstacle
(0]
[ H
A €

FIGURE 1 — Contexte d’étude

obstacles dont leur rayon vérifie (1)
e <A (1)

C’est ce que nous appellerons la condition asymptotique. Nous verrons dans le cadre de la thése
le cas d’un seul obstacle au sein du domaine. La généralisation au cas de plusieurs obstacles peut
étre déduit des résultats présents dans cette thése.

Remarque 0.1. Contrairement au régime fréquentiel ot
A= R (2)

avec w la pulsation et c la célérité de l'onde, la notion de longueur d’onde en régime temporel est
difficile o définir. Elle passe par une transformée de Fourier temporelle

iw) = / w(t) exp(—iwt)dt. (3)

Cette transformée permet de passer du régime temporel au régime fréquentiel et nous obtenons un
signal qui peut prendre l'allure illustrée dans la figure 2.

Les longueurs d’ondes A € [Amin, Amax] du signal sont définies a partir des pulsations w €
[Wimin, Wmax] pour lesquelles la transformée de Fourier du signal @ n’est pas négligeable. Lorsque
Amin est proche de Apax, le signal est dit a faible bande, voir la figure 8, sinon il est dit a large
bande. Plus précisément notre condition asymptotique s’écrit

2me
ek )‘min -

(4)

max
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G(w)

Wmin Wmax

FIGURE 2 — Signal & large bande

}

Wmin Wmax

FIGURE 3 — Signal a faible bande

0.2.1 Domaine d’étude

Nous travaillons sur le domaine €. qui est 'extérieur de notre obstacle que nous noterons w,.
Expliquons un peu ces deux notations. L’obstacle w. est un obstacle autosimilaire, c’est a dire
qu’il est obtenu en multipliant une forme B (ne dépendant pas de €) par ¢, voir figure 4.

wE:EE:{XGR3:§€§}, (5)

'ﬂ~‘

FIGURE 4 — Obstacle autosimilaire

avec x = (x1, 22, 23).

Remarque 0.2. Puisque € est plus petit que 1, w. est une version réduite de B.

Remarque 0.3. Notre obstacle w. dépend de €, c¢’est pourquoi € apparait dans sa notation. Nous
dirons aussi que € est la longueur caractéristique de l’élément.

Remarque 0.4. Notre obstacle est centré en l’origine, remarquons que nous pouvons toujours
nous ramener 4 ce cas par une translation.
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Revenons & notre domaine d’étude (2., nous avons
Q. = R?\ w.. (6)

La figure 5 illustre ce domaine.

e

Q.
G
N
e
A

FIGURE 5 — Domaine 2.

Remarque 0.5. Le domaine Q. est défini comme ['extérieur de ’obstacle w., ce dernier dépend
de €, d’ou Q). aussi, ce qui explique cette notation.

0.2.2 Probléme considéré

Nous allons & présent décrire le probléme considéré en détails. Commengons par rappeler
I’équation des ondes acoustiques

A (x, 1) — e (x, 1) = f(x,1), (7)
avec X € Q, c la célérité de I'onde, f € C°(R? x R) le terme source et ¢ > 0.

Remarque 0.6. Il n’est pas nécessaire d’avoir [ aussi réquliére, nous pouvons trés bien développer
la théorie dans le cas f continue en temps et a valeurs L*(£2.).

Remarque 0.7. Nous avons noté la solution de I’équation . car la solution dépend du domaine
Qe qui lui méme dépend de €. En effet, nous pouvons facilement concevoir que la solution sera
différente si nous changeons la taille de notre obstacle.

T

Remarque 0.8. Nous avons noté x = | 5, | un élément de R3.

zs3

Nous allons ajouter des conditions de Dirichlet ou de Neumann sur la frontiére de notre obstacle
notée I',,,
Ue(x,t) =0, x€T,_, t>0, (8)

ou
Oniie(x,t) =0, x €D, , t>0. 9)



0.3. LA METHODE DES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDES 13

Nous ajoutons également deux conditions initiales homogenes sur {2,

’&E (X7 0) = 07
(10)
atﬂg(x, 0) =0.
Enfin, nous imposons au terme source f d’étre a support compact et qu’il vérifie
0 ¢ supp(f(-,t)), Vt>0. (11)

Remarque 0.9. Comme le support ne dépend pas de €, pour & assez petit, la distance de l’origine
au support est trés grande devant €.
En pratique, l’obstacle est fixé, il faut donc prendre f suffisamment éloignée de l’origine.

Afin de résoudre ce probléme, nous avons décidé d’utiliser la méthode des développements
asymptotiques raccordés que nous allons décrire dans la section 0.3.

0.3 La méthode des développements asymptotiques raccordés

Dans cette partie, nous allons d’abord décrire pourquoi nous utilisons cette méthode, puis,
nous détaillerons son fonctionnement.

0.3.1 Difficultés numériques pour traiter les petits détails géométriques

La présence de petits détails géométriques dans le domaine de calcul provoque de nombreuses
difficultés numériques. Premiérement, il faut adapter la taille 6, du maillage en espace a la plus
petite longueur caractéristique (ici € le rayon de la boule contenant ’obstacle). Nous devons
respecter la relation suivante

0, < Ctee. (12)

La constante Cte a été introduite car il faut mailler la géométrique de taille . Par exemple, pour
€
une boule de rayon ¢, il faut que J§, < 2 pour que la géomeétrie soit correctement discrétisée.

Lorsque nous voulons utiliser un maillage uniforme, ceci introduit un trés grand nombre de degrés
de libertés et donc un coit de calcul exorbitant.

Une solution consiste a effectuer un raffinement de maillage local. Malheureusement, en régime
temporel, il est nécessaire que le pas de temps vérifie la condition de Courant, Friedrichs et Lewy
(CFL). Ceci introduit un pas de temps petit (de 'ordre de Z) et a pour conséquence d’augmenter

le cotit de calcul.

Deuxiémement, afin d’éviter les phénomeénes de dispersion numeérique, il est nécessaire de choisir le
plus grand pas de temps vérifiant la condition CFL. Ceci est impossible dans un maillage contenant
des mailles de tailles trop différentes entre elles. Les numériciens ont développé voir par exemple
[19], [23], des méthodes de pas de temps locaux afin de lutter contre les phénomeénes de dispersion.
Dans cette thése, nous souhaitions développer des méthodes alternatives. Ces techniques sont
efficaces mais difficiles & mettre en ceuvre.

0.3.2 Définition de modéles approchés adaptés au calcul numérique par
I’analyse asymptotique

En paralléle de ces méthodes purement numériques, les mathématiciens appliqués ont développé
des modéles approchés basés sur de ’analyse asymptotique. Dans notre domaine, la propagation
d’ondes, nous pouvons grossiérement séparer les différentes méthodes en deux familles :

- 'analyse asymptotique réguliére,
- 'analyse asymptotique singuliére.
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Ces deux techniques cherchent & développer la solution, qui dépend d’un paramétre €, sous la
forme d’une série de Taylor dans chaque domaine d’intérét

I

100 = 3 file)uil0) + O, (frv1(e)): (13)

i=0

Les f; sont les fonctions de jauge, elles sont trés souvent polynomiales
fi(e) = €. (14)

Dans le cas de l'analyse asymptotique réguliére, les termes u; du développement asymptotique
appartiennent au méme espace fonctionnel que la solution 4., en général 1’espace variationnel.
Pour 'analyse asymptotique réguliére, le lecteur pourra se référer par exemple a [2] et [8].

Dans le cas de ’analyse asymptotique singuliére, les termes u; du développement asymptotique
sont plus singuliers que la solution #.. Pour ’analyse asymptotique singuliére, nous pouvons citer
[13], [15], [30] et [42].

Dans le cadre de cette thése, nous utilisons la méthode des développements asymptotiques rac-
cordés qui fait partie de ’analyse asymptotique singuliére. Notre objectif est de remplacer le petit
obstacle par une source ponctuelle équivalente afin de modéliser avec précision son interaction avec
le milieu. Le petit paramétre € n’apparait plus comme une longueur géométrique mais comme une
amplitude de source ponctuelle. La discrétisation de ce nouveau probléme ne nécessite plus de
raffinement de maillage espace-temps.

0.3.3 Présentation de la méthode des développements asymptotiques
raccordés

La méthode des développements asymptotiques raccordés consiste & construire deux différents
développements (en champ proche et en champ lointain) de 4. en variables rapides (prés de
Pobstacle) et en variables lentes (loin de I’obstacle). A priori, aucun de ces développements n’est
défini sur tout le domaine. Ils doivent étre raccordés dans une zone intermédiaire. <

La méthode consiste donc & raccorder les comportements asymptotiques quand X := — — 400

du développement en champ proche avec les comportements asymptotiques quand x — 0 gn champ
lointain. Nous notons 0 = (0,0, 0).

Pour résumer, nous pouvons dire que cette méthode se déroule en trois principales étapes :
- la premiére consiste & définir deux domaines avec un recouvrement. Nous verrons dans la partie
0.3.4 que nous aurons un domaine nommé champ proche, un autre champ lointain et qu’il existe
un recouvrement entre ces deux domaines que nous nommerons zone intermédiaire ou encore zone
de raccord,
- lors de la seconde étape nous obtenons deux développements asymptotiques de la solution, un
en champ proche et un en champ lointain, c’est ce que nous verrons dans la section 0.3.5,
- enfin, nous raccorderons les deux développements dans la zone intermédiaire afin d’obtenir une
solution valide sur tout le domaine. Nous expliciterons ce raccord de fagon formelle & la section
0.3.6.

0.3.4 Définition des deux domaines avec recouvrement

Nous avons un premier domaine que nous nommons domaine de champ lointain. Il est défini
comme D'extérieur d’un voisinage de notre obstacle. Prenons notre voisinage de la forme d’une
boule centrée en l'origine et de rayon ns(e)

By () = {x R’ : x| <ns(e)}. (15)
Notons Q£ notre domaine de champ lointain, voir figure 6
Qf =R*\B

0y (e)- (16)
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Remarque 0.10. Nous avons pris f comme indice pour désigner le domaine de champ lointain

(far-field).

FIGURE 6 — Domaine de champ lointain Qf

Remarque 0.11. Nous verrons plus tard que la longueur n¢(e) caractérise la zone de validité du
champ lointain.

Le second domaine (d’introduction car 'ordre n’a pas d’importance) est le domaine de champ
proche, noté Q7 voir la figure 7. Comme son nom l'indique, c’est un domaine proche de 1'obstacle

By, e

FIGURE 7 — Domaine de champ proche 27

qui sert & décrire les phénomeénes physiques ayant lieu au voisinage de celui-ci
Q? = Bnn(S) \wg, (17)
avec B, (o) ={x € R® : [x| <nn(e)}, we notre obstacle et n,(e) une distance.

Remarque 0.12. Nous avons pris n comme indice pour désigner le domaine de champ proche
(near-field).
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Remarque 0.13. La distance n,,(¢) caractérise la zone de validité du champ proche. Elle dépend
de €.

Enfin, définissons la zone de raccord. Ce recouvrement existe si et seulement si la condition
suivante est respectée

nf(g) < nn(f)- (18)
Dans ce cas, nous notons Cg;((j)) la couronne de petit rayon n¢(e) et de grand rayon n, (c)

La zone de raccord, notée 2", est définie par cette couronne, voir figure 8.

ne(e)

[0
—

M (

=

FIGURE 8 — Zone de raccord

Remarque 0.14. Nous avons pris m comme indice pour la zone de recouvrement (matching
zone).

Remarque 0.15. La zone de raccord est l'intersection entre les domaines de champ lointain et
de champ proche

Q=0 nar. (20)
Ceci signifie que dans la zone de raccord, les points de vue de champ lointain et de champ proche
peuvent étre adoptés. En d’autres termes, notre domaine d’étude Q. peut étre vu comme

Q. = (2 uar)\or. (21)

Nous avons ainsi défini nos deux domaines avec recouvrement. Afin de finaliser cette premiére
étape, voyons comment se comportent ces zones lorsque ¢ tend vers 0. Nous avons besoin des
limites suivantes

lim n¢(e) = 0,
e—0 (22)
lim 77f_(5) = 400,
e—=0 ¢
pour 7¢(g) et pour 7, () nous avons également
lim n, () =0,
e—0 (23)
lim 77n_(5) = 400
e—=0 ¢
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Commencons par le champ lointain. La limite intéressante dans ce cas est la suivante

lim n¢(e) = 0. (24)

e—0

Ceci signifie que le voisinage de notre obstacle va disparaitre lorsque € tend vers 0, il ne restera
plus que 'origine, voir figure 9. Le domaine limite de champ lointain est noté Q*

Q* :=R3\ {0}. (25)

n(€)

(o}
e—0 0

FIGURE 9 — Variation du champ lointain lorsque ¢ tend vers 0

Pour le champ proche, nous commencons par faire le changement de variables

X == (26)

Puisque nous nous intéressons & des cas asymptotiques, € est plus petit que 1, ce changement de
variables a donc pour effet de zoomer autour de ’obstacle, voir figure 10.

7/!1(5>/5

—_—

FIGURE 10 — Adimensionnement

Remarque 0.16. Cette étape de changement de variables est aussi appelée adimensionnement.
En effet, X est sans unité.

Remarque 0.17. En faisant ce changement de variables, nous réobtenons la forme d’origine B
qui ne dépend plus de . En effet, rappelons que notre obstacle w. avait été construit en multipliant
B pare.
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Passons a la limite lorsque ¢ tend vers 0. La limite utile est la suivante

tim ) o (27)

e—0 £

Ceci signifie que notre domaine limite de champ proche noté QO sera

Q:=R3\ B, (28)
voir la figure 11.
Q
m(€)/e
e —
e—0

FIGURE 11 - Variation du champ proche lorsque ¢ tend vers 0

Remarque 0.18. Puisque B ne dépend pas de €, la forme B reste inchangée lorsque € tend vers
0.

Enfin, voyons comment varie la zone de raccord lorsque € tend vers 0. Pour la zone intermédi-
aire, nous pouvons soit étre en variables x soit en variables X. Si nous raisonnons en variables x,

nous avons vu que Q7 = C;';((;) . Les limites importantes dans ce cas sont

lim n¢(e) =0,
lim 7(e) (29)
lim 77 (¢) = 0.

Par conséquent, en la variable x, le domaine 7" se concentre en 0. Passons en variables X. Nous
avons

CE) = {(x € R+ ny(e) < [x| < male)} (30)
Il suit dans la variable X
n(e)/e _ s . ns(e) 1 (€)
Cnf(s)/s - {X €ER” : c < |X| < c } (31)

Les limites intéressantes dans ce cas sont

lim —nf(g) = +o00,

e—0 e (32)
lim ) () = +00

e—0 £

Par conséquent, en variable X, la zone de raccord est rapidement rejetée en l'infini.
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Conclusion

Nous avons déterminé nos deux domaines avec recouvrement et nous avons étudié leur com-
portement quand ¢ tend vers 0. Ceci achéve la premiére étape de la méthode des développements
asymptotique raccordés.

0.3.5 Développements formels en champ proche et en champ lointain

Nous pouvons & présent construire deux développements de notre solution :
- un en champ lointain que nous noterons .,
- un en champ proche que nous noterons U, pour se référer au changement de variables X.

Développement asymptotique en champ lointain

Le développement en champ lointain est défini dans le domaine de champ lointain Q£ . Dans
cette section, nous agissons de facon formelle sans nous préoccuper de la convergence des séries
car le but est d’expliquer la méthode des développements asymptotiques raccordés. C’est pourquoi
nous utilisons le symbole ~. La série de champ lointain s’écrit

+oo
ue(X,t) ~ Y ui(x,t)e’, (33)
1=0

avec u; des fonctions définies sur Q* x R, avec Q* = R3 \ {0}.

Remarque 0.19. La série u. approche notre solution exacte u. loin de ’obstacle. Nous démon-
trerons ce résultat au chapitre 4. En particulier, nous montrerons que la série de champ lointain
tronquée a l'ordre I approche la solution exacte u. avec un reste de [’ordre du premier terme nég-
ligé, c’est a dire 6go(a”‘l). Pour le moment, nous écrivons cette série de facon formelle car elle

n’est pas nécessairement convergente.

Remarque 0.20. Les fonctions u; sont potentiellement singuliéres en [’origine. Insistons sur le
fait que u; ne dépend plus de €. C’est trés important car une fois que nous aurons calculé les
fonctions u;, nous pourrons facilement obtenir u., pour différents €, c’est a dire pour différentes
tailles d’obstacle.

Remarque 0.21. La fonction ug est la limite formelle de u. dans la variable x

lim . (x, ) ~ wo(x, £). (34)

e—0

Nous démontrerons au chapitre 4, plus précisément au théoréme 4.1 que
%E%TXHﬂa(wt) —uo(,t)|[z2(me,) = 590(5)’ (35)

pour tout r* > 0 et BS, = R3\ B.

Le développement asymptotique en champ lointain approche la solution exacte loin de ’obsta-
cle, nous pouvons alors insérer le développement (33) dans ’équation des ondes (7), nous obtenons

+oo

Y (CQAui(x, t) — 0%ui(x, t))si ~ f(x,1). (36)

i=0
En identifiant les termes de chaque coté de 1’équation (36) nous avons
A Aug(x,t) — Oug(x,t) = f(x,1), (37)
et pour i > 1
o
AUZ‘(X, t) — c—2ui(x, t) =0. (38)
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De méme, pour les conditions initiales nous obtenons
ui(x,0) =0 et Jwui(x,0) =0. (39)

Nous avons finalement les problémes suivants & résoudre. Trouver ug : O x RT™ — R tel que

A Aug(x,t) — Otug(x,t) = f(x,1),

(40)
’LLO(X, 0) = 0, 8,5’LLO(X, 0) = 0,
et trouver u; : 9* x RT™ — R pour 7 > 1 tel que
7
Au;(x,t) — —ui(x,t) =0,
¢ (41)

ui(x, 0) = 0, 8tui(x, 0) =0.

Information manquante du développement en champ lointain

Ces problémes ne sont pas bien posés car les u; sont définis que pour x € Q* en espace,
c’est & dire en dehors de l'origine. Leur résolution fait 1’objet du chapitre 1. Il nous manque le
comportement des u; prés de ’obstacle. Plus précisément, nous devons déterminer leur singularité
en origine.

Développement asymptotique en champ proche

Rappelons le changement de variables

b4
X=-. 42
- (42)
Le développement en champ proche est défini dans le domaine de champ proche Q7. Nous pouvons
développer la solution sous la forme suivante

ue(Xe, t) = U (X, t) ~ io Ui(X, t)et, (43)
=0

avec U; des fonctions définies sur Q x R et { = R3 \ B. Nous allons faire des remarques similaires
a celles pour le développement en champ lointain.

Remarque 0.22. La série U, approche notre solution exacte t. au voisinage de l’obstacle. Nous
démontrerons ce résultat au chapitre 4. Pour le moment, nous écrivons cette série de facon formelle
car elle n’est pas nécessairement convergente.

Remarque 0.23. Les fonctions U; ne sont pas bornées au voisinage de l'infini. Insistons sur le
fait que U; ne dépend plus de €. Comme pour le champ lointain, c’est trés important car une fois
que nous aurons calculé les fonctions U;, nous pourrons facilement obtenir U., quelque soit €.

Le développement asymptotique en champ proche approche la solution exacte dans un voisinage
de I'obstacle, nous pouvons alors insérer ce développement (43) dans I’équation des ondes sur 7,
voir (7), nous obtenons

2 +o0

+oo
AN DX e~ TS UK 1) ~ (X 1). (44)
=0 =0
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Dans la variable X, le terme source f est rejeté a l'infini. Il n’apparait plus dans les problemes de
champ proche. Nous devons & présent prendre en compte le changement de variables
X

X = = (45)
Ce changement de variables implique de définir un opérateur Laplacien en variables X
Ax = 0%, + 0%, + 0%, =c>(02, + 07, + 02,) =°A. (46)
En insérant ce nouvel opérateur dans (44) nous obtenons
+oo 1 . +o0o 82 )
Z; S AxUi(X, t)e' z; c—éUi(X, t)et = 0. (47)

Un changement d’indices s’impose pour la premiére somme, i = i — 2

+oo | - +o00 8_152 | .
> AxUia(X,t)e' = S Ui(X, 1)’ =0. (48)

i=—2 =0

L’équation (48) permet de définir par identification les équations que vérifient les U;. En effet,
nous pouvons remarquer que nous avons deux termes avec des puissances négatives pour ¢ (pour

i =—2eti=—1) et aucun dans la seconde, nous en déduisons
AxUp(X,t) =0
(49)
AxU(X,t) = 0.
Et ensuite, pour tout ¢ > 0, nous avons
9
AxUio(X,t) — = Ui(X,t) = 0. (50)
c

Remarque 0.24. Les équations (49) et (50) ne font plus intervenir e.

Remarque 0.25. Le fonctions Uy et Uy vérifient ’équation de Laplace et les fonctions U; pour
i > 0 vérifient le systéme d’équations dit de Laplace emboitée.

Remarque 0.26. Nous pouvons noter que dans les équations (49) et (50) la variable de temps t
peut étre vue comme un paramétre. Ces problémes sont dits quasi-statiques.

Pour les conditions de bord a la frontiére de 'obstacle, en variables x nous avons mis des
conditions de Dirichlet ou de Neumann sur I',,.. En passant en variables X, nous obtenons des

conditions de bord sur la frontiére de E, notée I'g
Ui(X,t) =0, Xelp, t>0, (51)

ou
8, Ui(X,t)=0, Xelgz t>0. (52)

Nous dirons que Uy et U; appartiennent au noyau de I’équation (50). Nous avons finalement le
probléme suivant & résoudre. Trouver U; : 2 x R — R tel que

82
AxUiy2(X,t) = C—éUi(X,t),
U:,(X,0)=0, 0:U;(X,0)=0,

Us(X,t) =0 ou 0,U;(X,t) =0, pour X eTIg,

Uj(X,t) =0, Vi<O.

Remarque 0.27. Ces problémes ne sont pas bien posés et leur résolution fait l’'objet du chapitre 2.



22 TABLE DES MATIERES

Information manquante du développement en champ proche

Une fois que nous avons construit notre développement en champ proche, nous avons décrit la
solution du probléme au voisinage de 1’obstacle mais il nous manque le comportement au voisinage
de l’infini des termes de champ proche.

Conclusion

Nous avons déterminé deux développements asymptotiques de notre solution, un en champ
lointain et un en champ proche. Ceci finalise la seconde étape de la méthode des développements
asymptotiques raccordés.

0.3.6 Raccord des deux développements en zone intermédiaire

La derniére étape de la méthode des développements asymptotiques raccordés consiste & rac-
corder les deux développements dans la zone intermédiaire. En effet, rappelons que dans ce domaine
nous sommes 4 la fois en domaine de champ lointain et de champ proche. Dans cette zone nous
pouvons alors développer notre solution de deux fagons : du point de vue du champ lointain ou
du champ proche. Cette étape a été rédigée sans aucune considération de convergence de série et
doit étre comprise au sens du calcul formel. En nous placant en variables x, nous avons alors cette
égalité de facon formelle pour le moment

uc(x,t) ~ Uo(X,t), avec X = ; (54)

Remplagons u. et U, par leur développement que nous avons trouvé en (33) et (43), il suit

—+oo —+oo x
Z ui(x,t)e" ~ Z Ui(g’ t)e'. (55)
1=0 1=0

Nous introduisons les conditions de nullité suivante

’U,Z'(X, t) =0, Vi < 0,

(56)
Ui(X,t) =0, Vi<O.
L’égalité (55) devient
+oo ) +oo x )
i(x,t)e" ~ Ui(=,t)e". 57
i;mu(x )e i;w (S t)e (57)

La suite commence & devenir technique, nous poserons correctement toutes les définitions dans le
chapitre 3. Nous allons simplement expliquer comment cette méthode de raccord fonctionne sans
rentrer dans les détails. Nous passons en coordonnées sphériques

x1 =rsinfcosp, x9=rsinfsiny, x3=rcosb, (58)

et
X1 = Rsinfcosp, X = Rsinfsing, Xz= Rcosb. (59)

Pour chaque i, nous développons u; au voisinage de 0 sous la forme

+oo
wi(X,t) ~ Y i (0,0, )17, (60)

p=—00
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puis U; au voisinage de l'infini
+oo
Ui(X,t) ~ > Uipl0,0,t)R?, (61)
p=—00

avec u; p et U, , des fonctions ne dépendant plus de » ou R. En incluant (60) et (61) dans (55),
nous obtenons

+oo +oo . +oo +oo P
Z Z Ui p(0, @, t)rPet ~ Z Z Uiﬁp(t?,cp,t)g—psz. (62)
1=—00 p=—00 1=—00 p=—00
11 suit
+o0 —+o0 —+o0 —+o0
Z Z i (0, p, t)rPe" ~ Z Z Ui p(0, 0, t)rPe =P, (63)
i=—00 P=—00 i=—00 P=—00

Faisons un changement d’i ndice i = i — p pour la somme de droite, nous obtenons

+o0  +oo ) +oo  +oo )
S wip@ o tytel ~ > D" Uiy, 0,117 (64)
P=—00 t=—00 P=—001=—00

La condition de raccord est finalement donnée par

Uip(0,0,t) = Uigpp(0,0,t), YieZ,VpeLZ, (65)
ou de maniére équivalente

Uip(0,0,t) = ui—pp(0,0,t), YieZVpel. (66)

Ce raccord est trés important car 'information manquante du développement du champ lointain
va étre donnée par les éléments du développement du champ proche grace a (65). De méme,
linformation manquante du développement du champ proche va étre déterminée grace a (66) par
les éléments du développement du champ lointain. Nous allons finalement pouvoir construire un
développement de notre solution valide sur tout le domaine €).. Il suit des conventions de nullité
(56) que

uip(0,0,t) =U; p(0,0,t) =0, Vi<O0,Vpe€Z, (67)

et & l'aide des conditions de raccord, nous obtenons
u;p(0,p,t) =0 pour p<—i et U, ,(0,p,t)=0 pour p>i. (68)

Nous pouvons alors simplifier les développements de u; et U;

+oo
ui(xv t) ~ Z ui,p(95 ®, t)Tpv

s (69)
Ui(xﬂ t) ~ Z Ui,p(ov P t)Rp'

p=—00

La justification rigoureuse de ces raccords apparaitra au chapitre 3 lors de ’estimation de I’erreur de
raccord. Ceci cloture la présentation de la méthode des développements asymptotiques raccordés.

0.4 Développements asymptotiques a 1’ordre 2

Dans cette section nous allons expliciter le développement asymptotique & ’ordre 2 dans le cas
d’un obstacle sphérique de rayon ¢ avec des conditions de Dirichlet sur le bord. C’est le cas que
nous avons codé au cours de la thése, nous expliquerons dans la partie II comment nous ’avons
implémenté. C’est le résultat qui a le plus d’intérét au niveau pratique.
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0.4.1 Développement asymptotique en champ lointain & 1’ordre 2

Nous notons u 2 le développement asymptotique en champ lointain & I'ordre 2. Nous avons
Ue 9(X, 1) = uo(x,t) + uy (X, t)e + ua(x, t)e?. (70)

La limite ug de @, est la solution réguliére du probléme posé sur R3 x R*

CQAUO(Xa t) - atQUO(Xa t) = f(X, t)a

(71)
’LLO(X, 0) = 0, 8tu0(x, 0) =0.
Le probléme (71) est bien posé et a une unique solution. Nous avons d’aprés (69)
—+o0
UO(Xﬂ t) ~ Z uO,p(95 2 t)rp' (72)
p=0

Remarque 0.28. Pour déterminer ug, ui et us, nous avons besoin de Uy, Uy et Us. Les conditions
de raccord reliant ces siz termes, voir (65) et (66), ne font intervenir que

uip pour i+p<2 et U, pour i—p<2. (73)
C’est pourquoi nous développerons ug jusqu’a ’ordre OO(TQ), u1 a lordre 00(7“), ug @ lordre
T r—
1 1
rgo(l)’ Uo a Dordre R—>O+oo(ﬁ)’ Ui a Uordre R—>O+oo(§) et Us a Vordre R—>O+oo(1) inclus.

En particulier, pour ug nous développons a l’ordre 2, nous avons
uo(x,t) = u0.0(0, ¢, t) +uo.1(0, 0, t)r +ug2(0, @, t)r* + Tgo(r3). (74)
Les termes de ce développement peuvent étre identifiés au développement de Taylor & 'ordre 2

wo(x, £) = 1o (0, £) + Vo (0,1) - x + %x Huo(0,8) - x4+ O (1), (75)

r—0
avec H la hessienne et x = (rsin 0 cos ¢, 7 sin 0 sin ¢, r cos §). 1l suit

wo(%, ) = uo(0, ) + (Vuo(0, 1) - f) r 4 %(% Huo(0,8) - 2) 2+ 0 (7). (76)

r r—0

Remarque 0.29. Nous avons x/r qui ne dépend plus de r, en effet

g (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos §). (77)
r

En identifiant (74) et (76) nous en déduisons wug o, %o,1 €t U 2

u0,0(ov 2 t) = U (07 t)a
w1 (0,0, t) = Vu(0,t) - ; (78)

1x X
up2(0, ¢, t) = 57 Huy(0,t) - g

Nous allons & présent déterminer u; et us, rappelons qu’ils sont tous deux des solutions sur 2* x R
de
o7
AUZ‘(X, t) — —2ui(x, t) = 0,
¢ (79)

ui(x, 0) = 0, 8tui(x, 0) =0.
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Afin d’alléger la présentation, supposons que u; et us peuvent étre représentés a I’aide d’un champ
rayonné par une source ponctuelle d’amplitude g;(t) localisée en x = 0, c’est & dire

igi(t —r/c)

ui(xﬂ t) = A7 r ’

pour i=1 et i=2, (80)
avec r/c le temps que met ’onde pour arriver au point courant x, ¢g; une fonction définie sur Q*
vérifiant g;(t) = 0, Vt < 0.

Remarque 0.30. Nous n’avons pas fixé g; mais simplement donné la forme générale de u;. C’est
la condition de raccord qui déterminera 'amplitude de la source équivalente.

Nous pouvons détailler les u; , pour i =1 et 2. Commencons par u;, d’aprés (80) nous avons

1 g1(t—r/c)
wx 1) = - 20 (81)
Faisons un développement de Taylor a 'ordre 2 de g1(t — r/c)
r 2 r? 3
gt =r/c) = g1(t) = g1 (t) - + 07 o1(t) 55 + O (). (82)
1l suit O Bal®) o)
1ot g1 (¢ ;91(1 2
wn(x,1) = 47T( r c * 2¢2 ) +r9>0(r ) (83)
Nous obtenons alors
g91(t)
—1(0,p,t) = ——=
w10, 1) = ==,
atgl(t)
0.0.1) = 091 (84)
u1,0(0, ¢, ) ) dre
_ 9 91(t)
u1,1(0,p,1) = “Src?
Passons & ug, d’aprés (80)
g2(t —r/c)
=212
us(, 1) = 2 (%5)
En faisant un développement de Taylor & 'ordre 1 de g2(t — r/c) nous obtenons
_92t)  dga(t)
uz(x,1) = dqr 4mc Jrrgo(r)' (86)
Nous obtenons
t
U2 71(9790”5) = 92—()a
’ 47
(87)
wso(0, 0,1) = — 292(0)
2,00, ¥, dre

Ceci finalise notre développement en champ lointain a 'ordre 2.

0.4.2 Développement asymptotique en champ proche a ’ordre 2

Passons au développement en champ proche, en notant U, 5 le développement & ’ordre 2, nous

avons
U 2(X,t) = Up(X,t) + Ur(X, t)e + Ua(X, t)e>. (88)

Nous allons a présent déterminer Uy et U;, rappelons qu’ils sont tous deux des solutions sur OxR*
de

AxU;(X,t) =0,
Ui(X,0) =0, 8,U;(X,0)=0, (89)

U;(X,t) =0, sur SxRT,
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avec S la sphére unité.

Remarque 0.31. Puisque nous nous intéressons au cas d’un obstacle sphérique de rayon ¢, en
passant en variables X, nous obtenons la boule unité. C’est pourquoi nous mettons des conditions
de bord (ici Dirichlet) sur la sphére unité.

Un résultat de séparation de variables, voir en annexes B.1 ou [32], nous donne que Uy et Uy
peuvent s’écrire sous la forme
o0
Ui(X,t) ~ Y (RP = R77P) 2, (0, 0, ), (90)
p=0
avec ®;,, des fonctions dépendant de 8, ¢ et du temps que nous avons explicité en annexes B.1
mais que nous ne détaillerons pas ici. Remarquons que la condition de Dirichlet est bien satisfaite
en R = 1. Comme U, ,(0,¢,t) = 0 pour p > i, voir (68), nous obtenons

D, ,(0,0,t) =0 pour p>i. (91)
C’est & dire 1
UO(X; t) = (1 - E)(I)O,O(ea (pat)a (92)
et 1 1
Ul(X, t) = (R - ﬁ)dn,o(@, ©, t) + (1 - E)(I)M(O, ©, t). (93)
11 suit
UO,—l(ea @, t) = _@070(95 ®, t)a
(94)
UO,O(ov 2 t) = (1)0,0(97 2 t)v
1
et puisque nous voulons U; jusqu’a ’ordre " O+ (=) inclus, nous avons
— 400
Ul,fl(ov 2 t) = 7@171(9, ®, t)a
Ul,O(eaSD)t) = (I)l,l(eagoat)a (95)
Ul,l(ov 2 t) = (1)1,0(97 2 t)
Enfin pour Us, rappelons que Us vérifie ’équation de Laplace emboitée sur Q
7
AxUs (X, t) = C—QUO(XJ),
Us(X,0) =0, 8,Us(X,0) =0, (96)
Us(X,t) =0, XeS, ¢>0.
La solution homogéne Us pom du probléme (96) s’écrit donc sous la forme (90)
1 1 1
U?,hom(Xﬂ t) = (1 - E)q)Q,O(ea Qﬁ,t) + (R - ﬁ)q)ll(@; %t) + (R2 - ﬁ)@zg(@, %t) (97)

Rappelons que d’aprés (91) les autres @5, sont nuls. Ensuite, il suffira de trouver une solution
particuliére Uj. Nous déduirons ainsi

Us(X,t) = UZ(X, 1) + Uspom (X, ). (98)

Nous avons & présent les développements en champ lointain et en champ proche & ’ordre 2.
Nous pouvons passer au raccord.
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0.4.3 Raccord

Rappelons les relations de raccord

Uip(0,0,1) = Uispp(0,0,t) et et U;p(0,0,1) = ui—pp(0,0,t). (99)

Remarque 0.32. Ces relations sont indépendantes de r ou R nous n’avons donc pas a nous
préoccuper des variables x ou X.

Nous allons commencer & raccorder. Nous connaissons ug, nous pouvons construire Uy grace &
(3.7), en particulier en prenant i = p =0

UO,O(ev P, t) = UO,O(ev P, t) (100)

Dans la figure 12, nous mettons en bleu ce que nous connaissons a ’étape courante, ici ug et en
rouge ce que nous cherchons & déterminer, ici Uy. Enfin la fleche modélise la relation de raccord,
c’est a dire qu’avec ug comme donnée nous déterminerons Uy.

ug

Uy

FIGURE 12 — Raccord entre ug et Uy
Comme u010(9, V23 t) = Uo(O,t) et U010(9, (V23 t) = (1)010(9, V2 t), il suit
@0,0(9,%0 = UO(Oﬂt)' (101)

Nous en déduisons )
Uo(X,t) = (1— R)uo(ﬂ,t). (102)

Nous avons ainsi construit Uy et en particulier nous avons

UO,O(ea ®, t) = UO(Oﬂ t)v

(103)
U07—1(95 ®, t) = _UO(Oa t)
Nous pouvons passer a la construction de u;, voir figure 13
ur,—1(0,¢,t) = Uo,—1(0, ¢, ). (104)
A cette étape nous savons que Uy _1(0,¢,t) = —up(0,t) et le développement nous avait donné
() UO
. /
FIGURE 13 — Raccord entre Uy et u;
t
u1,—1(0,p,t) = gz;), il suit
g1(t) = —47up(0, ). (105)
Nous en déduisons 0
t —
ui(x,t) = 7u_ (106)

r
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Nous avons ainsi construit u; et en particulier nous avons

ul,—l(ea 2 t) = _UO(Oa t)a

u1,0(95 2 t) = atuoc(o, t) ’ (107)
O%up(0,t
U1,1(9,(,0,t) = _%'

Nous pouvons passer a la construction de Uy, voir la figure 14. La relation de raccord nous

donne
UL()(G,(,D,t) = ul,O(Ga(pat) et Ul,l(ea(pat) = UO,I(eaSDat)' (108)

U

~_ Uo

uy e

FI1GURE 14 — Raccord pour déterminer Uy

Remarque 0.33. A cette étape nous avons besoin a la fois de ug et uy pour construire Uy et nous
les avons déja déterminés précédemment.

o atuO (07 t)

Examinons la premiére relation de raccord, nous avons vu que uj (0, ¢,t) = ————— et
c
UL()(G, gD,ﬁ) = @171(9, gD,ﬁ), il suit
Orup(0,t
P11(0,0,t) = 71&“00( ), (109)

Pour la deuxiéme relation de raccord, nous avons vu que Uy 1 (0, ¢, t) = @1 0(0, ¢, t) et ug.1(0, ¢, t) =
Vuy(0, t)f, il suit
" X
(1)1,0(9, 2 t) = VUO(Oat) : E (110)

Remarque 0.34. Nous avons x/r = X/R, avec les éléments du champ proche nous préférerons
X/R et pour les éléments du champ lointain x/r pour plus d’homogénéité.

Ces deux relations permettent de déterminer Uy

1 X 1, Orup(0,1)
U(X,t) = (R— = 0,t)-—+(1—=)——=. 111
(X 1) = (R = 75)Vuo(0,1) - 7 + (1 — 1) 22 ()
Nous en déduisons
Opug(0,t
Ul,fl(ov 2 t) = 7%7
Orup(0,t
Uro(0,¢,t) = Bio(0,1) ) (112)
c
X
U171(9,(p,t) = VUO(O,t) . E
Nous pouvons passer a ug, voir la figure 15, le raccord donne
’U,27_1(9, @, t) = Ul,_1(9, @, t) et ’U,27_2(9, ®, t) = UO,_Q(G, @, ﬁ). (113)
t 0,t
La premiére relation de raccord, avec ug,_1(0,¢,t) = gz( ) et Up1(0,p,t) = 73%07(,) nous
m
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Up Uy
Uy / o,
" /

FIGURE 15 — Raccord pour déterminer s

permet d’obtenir
8tuO (05 t)

t) = —4
ga(t) T

Nous pouvons alors déterminer us

g2(t —1r/c) _8tu0(0,t—r/c)-

uz(x.1) = 4dmr B rc
11 suit
ug,—1(0,p,t) = —w,
uz,0(0,¢,t) = %-

Et enfin pour Us, commencons par déterminer une solution particuliére, UJ de

82
AxUs(X,t) = C—;UO(X,t),

AxUs(X,t) =0, X €S, t>0,

1
avec Up(X,t) = (1 — E)uo(o, t). Par exemple prenons

R2 R 1.0?

Nous avons alors Uz = Us hom + Uy, il suit

1 1 1
a(X,t) = (1- E)‘I)z,o(@, @,t) + (R — ﬁ)‘ﬁm(@, . 1) + (R — ﬁ)‘ﬁz,z(@, ¢, t)
R® R 1.8
+ (? -5t g)c—guo(ﬂvt)

Nous en déduisons

10
U2,0(97905t) = ¢2,0(97<P5t) + 3 UO(Oat)v

3c

2
t
2
10?7
U2,1(9,g0,t) = ‘1)2,1(9#,0,15) - 50_2’“0(0)1:)3
107
Uso(0,¢,t) = ®22(0, 0, t) + Ec_QUO(O’t)'

Nous pouvons & présent faire intervenir le relations de raccord, voir la figure 16

U2,0(95 (ID,t) = U2,0(9,S0,t), U2,1(93S0)t) - u171(9,<p,t) et U2,2(93S05t) = U072(9,§0,t)-

11 suit

29

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)
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() UO
w1 U,
Uz  — = U

FI1GURE 16 — Raccord pour déterminer Us

20?
(1)2,0(97 P, t) =2 _tuO(O, t)v

3c?
(132,1(9,(,0,15) = 0, (121)
1X X 108?
Qo o(0,0,t) = 7 Huo(0,t) - 7 EC_EUO(Ovt)'
Nous obtenons alors
2 1.0? 1,1 X 10?
U2(X, 1) 5(1 - E)C—;uo(ﬂvt) + (R - ﬁ)(Qﬁ Hug(0,t) - - EC—;UO(OJ))
R* R 1.0?
+ (F Y +§) 5 uo(0,t)

Conclusion

Nous avons déterminé le développement en champ lointain et en champ proche de notre solution
a lordre 2. Pour le champ lointain nous avons

w(0,t—r/e)  duo(0.t=r/c) 5 (%), (122)
r rc e—0

U€72(X, t) = ’LLO(X, t) —

Le troisiéme terme de (122) peut étre interprété comme un terme de déphasage. En effet, nous
avons
uo(0,t + 7 —1/c) =up(0,t —r/c) + TOug(0,t —r/c) + 00(72). (123)
T—

En prenant 7 = £/¢, il suit

uo(0,t +7 —1/c) =up(0,t —1/c) + Z@tuo(o, t—r/c)+ O (¢2). (124)

e—0

Nous avons alors

up(0,t+7 —1r/c) L0 (), (125)

ul’y (x,t) = up(x,t) — e . 9,

Remarque 0.35. Pour cette expression qui ne met plus en jeu de dérivée temporelle, nous parlons
de modéle modifié d’ordre 2.

0.5 Plan de la thése

La thése est décomposée en deux parties : une partie théorique et une partie numérique.
L’objectif de la premiére partie est de dériver un développement asymptotique a tout ordre du
probléme considéré et de le justifier. Pour cela, nous montrerons que les problémes définissant les
termes du développement asymptotique sont bien posés et nous donnerons une estimation d’erreur.
Nous commencerons par deux chapitres d’analyse, les chapitres 1 et 2 qui regroupent l’ensemble
des résultats concernant le champ lointain et le champ proche. Nous y obtiendrons des développe-
ments singuliers des termes de champ lointain au voisinage de ’origine et de champ proche au
voisinage de l'infini.
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Le chapitre 3 est dédié a la construction des développements asymptotiques raccordés a tout or-
dre. Nous y détaillerons ’algorithme permettant de définir de maniére hiérarchique I’ensemble des
termes du développement asymptotique. Ce chapitre repose sur ’exploitation des conditions de
raccord (65). Puis, nous définirons ’erreur de raccord et montrerons que celle ci est petite lorsque
le paramétre € tend vers 0. Dans le chapitre 4, nous obtiendrons une estimation d’erreur et nous
introduirons un résultat de stabilité pour ’équation des ondes. Ceci terminera la premiére partie.

Dans la seconde partie, nous effectuerons une étude numérique des modeéles réduits proposés
précédemment. Cette partie est divisée en trois chapitres.
Le chapitre 5 présentera une méthode directe pour calculer la solution @, du probléme considéré
a l'aide des méthodes de Galerkine Discontinue sur un maillage raffiné. Nous construirons une
solution numérique de référence. Le chapitre 6 s’intéressera a 'implémentation du modéle d’ordre
0, 1, 2 et 2 modifié. Dans le chapitre 7, nous proposerons une méthode & pas de temps local qui
est une alternative & la méthode des développements asymptotiques raccordés.
Ces trois chapitres seront illustrés par de nombreux résultats numériques.
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Premiére partie

Développement asymptotique
raccordé pour ’équation des ondes
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Chapitre 1

Eléments d’analyse pour ’étude en
champ lointain de 1’équation des
ondes dans I’espace libre privé de
I’origine

Dans ce chapitre, nous déterminerons la solution causale, respectivement anti-causale de I’équa-
tion des ondes a partir de I’étude de la solution sortante, respectivement entrante de I’équation de
Helmholtz dans les sections 1.1 et 1.2. Nous donnerons ensuite une base de représentation pour les
solutions réguliéres et singuliéres de I’équation des ondes dans les sections 1.3 et 1.4. Ce chapitre
étant assez technique, nous répertorierons les principaux résultats de ce chapitre dans la section
1.5.

1.1 Solution causale de ’équation des ondes

Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons & déterminer les éléments du développement en champ lointain,
les fonctions u; : 2* x R — R qui vérifient

2 Aug(x,t) — O2ug(x,t) = f(x,t), pour x€R3 ¢t>0 a1
1.1

A Au;i(x,t) — O2u;(x,t) =0, pour x€Q*, t>0.

Ces fonctions sont potentiellement singuliéres en l'origine. C’est pourquoi nous considérons le
probléme posé au sens des distributions [36] : trouver T, € S’(R3 x R) tel que

L OPTa(x,1) — ATa(x,1) = A(t) ® 0Z6(x) et supp(Te) C {(x,1) ER* xR :¢ >0}, (1.2)
C

avec 024 la dérivée ¢ de la fonction de Dirac § donnée par

o*t 92 gos 3
%6 9257 9257 D § avec a=(og,az,a3) €N (1.3)

Le symbole ® représente le produit tensoriel (voir [36] page 106) et A € D(R) satisfait A(¢t) = 0
pour t < 0.

35
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Remarque 1.1. Nous notons Ty, la solution de (1.2) pour rappeler que nous nous raisonnons au
sens des distributions. Nous étudions un cas plus général.

Remarque 1.2. Bien que T, soit une distribution nous avons préféré préciser la dépendance
en espace et en temps comme nous aurions pu le faire pour une fonction. Ceci nous éloigne des
notations classiques mais permet de mieuz rappeler les dépendances des distributions.

Une solution causale de (1.2) peut étre déterminée par la théorie de la convolution des distri-
butions

T, (x,t) = G~ (x,t) * (A(t) ® 0gd(x)), (1.4)
ou G~ est la solution fondamentale causale de I’équation des ondes, voir en annexes A
G (x,t) = ‘St‘—/ avec r = |x|. (1.5)
47r
Pour t~ =t — r/c, nous parlons de temps retardé.

Remarque 1.3. La formule (1.5) est ambigué. Elle doit étre prise au sens des distributions comme
suit
<G_(X,t);\I/(X, t)> = /3 oy (x)dx,
R
X, %

4rr

avec @y (x) = et r = |x|.

Proposition 1.1. Pour o = 0, la solution causale Ty de (1.2) peut étre explicitée

Ty (x,t) = )\4(;;) avec t” =t —r/c. (1.6)

Preuve. Afin d’évaluer (1.4), rappelons la définition de la convolution au sens des distributions,
voir [36] : pour tout g, h € D'(R3 x R) et ¥ € D(R3 x R), nous avons

<h(X, t) * g(X, t)a \I](Xa t)> = <h(X, t), <g(ya S); \II(X + Y, t + S)>(y75) >(x,t)' (17)
En remplacant h(x,t) par G~ (x,t) et g(x,t) par A\(t) ® §(x) dans (1.7), nous obtenons

(Ty (x,1);¥(x,t)) = (G (x,1)* (A(t) ®6(x));¥(x,1))
= (G700 A6) @) TE+YE+5) (40 ) ety

Nous commencons par évaluer le produit de dualité intérieur
“+oo
() @ 8(y) W(x 4y, b+ 5)) (g.y) = / As)U(x,t +5)ds € D(R® x R).
Nous obtenons alors

(To (x5, 1);(x, 1)) = (GT(x4);<A(s) @(y); U(x+y,t+5) >y )

x,t)

- <5t c. +OO)\(S)\II(X,t+s)ds>

— 00

(x,t)

B /-‘roo/ /+oo A(s)¥(x, 2 +s)dsd J
Y s, J—oo 4drr 7
/

+oo AMs—1L
/ M\I/(x, s)dsdoxdr

i ax)

I
I
2 +

8
VRS
T

>
=~
=Nl
3
&
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At =)

est Li (R?). Par conséquent,
mr

Cette derniére égalité est bien licite car la fonction (x,t) —

au sens des distributions nous avons
Ty (x,8) = ———<=. (1.8)

O

Cependant, pour a # 0, ’expression (1.4) peut étre obtenue en différenciant (1.6) au sens
des distributions. Pour |a| < 3, nous explicitons les T, (nous ne détaillons pas ces calculs car ils
seront obtenus par une autre méthode par la suite). Nous notons e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) et

e; = (0,0,1).
T (x,1) = — <i(w) + ﬁr;) s (1.9)
Toire; = (X;r(:c; + 32/77 20 47r7°3 > (1.10)
- M8 (S50 N
ot - (0 1) M) )

At @06 wi {/\(3)(15_) N ()
) r

207re3 207r2c?

A () N(t) N(t) M) (22 1
6 15 15 e 1.13
+ ( i@ Camre T P amse T P g ) r2 5| (1.13)

TeiJrer (Xa t) =

Tyo (x.) = BB @I i [3AB(ET) | 3N()
seid 5 r | 207rc? 207r2c?
AB)(t7) N'(t7) N(t™) At (22 3
1 1 ———)|. (1.14
( 47red + 647Tr202 15 dmrdc 15 4t > <7°2 5>} (1.14)

Par contre, pour |a grand, les calculs deviennent vite insurmontables. L’approche adoptée dans
cette partie permet d’expliciter la formule (1.4) en utilisant une transformée de Fourier temporelle
et la méthode des multipoles en régime fréquentiel [27]. Rappelons que la transformée de Fourier
temporelle de la distribution 7" est définie par dualité

<f,v> — (T, %), Yve SR xR), (1.15)

ot ¥ est la transformée de Fourier temporelle de v € S(R* x R) donnée par
+oo
o(x, k) = / v(x,t) exp(iktc)dt, (1.16)

avec k le nombre d’onde. Nous notons T, € S'(R3 x R) la transformée de Fourier de Ty €
S'(R® x R). La distribution 7T, est donnée par T (x, k) = A(k)Tq(x, k) avec Tq une solution de
I’équation de Helmholtz singuliére

—ATo(x, k) — 2T o (x, k) = 026(x). (1.17)
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Cette partie est organisée comme suit. Dans un premier temps, nous travaillons en domaine
fréquentiel. Nous commencons par rappeler briévement la théorie des multipoles pour déterminer
la solution sortante de ’équation de Helmholtz dans la section 1.1.1. Ensuite, nous explicitons les
multipoles en domaine fréquentiel en section 1.1.2. Pour terminer ’étude en domaine fréquentiel,
nous détaillons ’obtention des parties singuliéres pour les premiers multipoles en section 1.1.3.
Dans un deuxiéme temps, section 1.1.4, nous passons en domaine temporel par le biais d’une
transformée de Fourier inverse et nous déterminons la solution causale de ’équation des ondes.
Enfin, en section 1.1.5, nous concluons en explicitant les multipoles en domaine temporel d’ordre
inférieur ou égal & trois.

1.1.1 Solution sortante de 1’équation de Helmholtz

Commencons par résumer quelques résultats de la théorie des multipoles pour I’équation de
Helmholtz qui peuvent étre trouvés par exemple dans [27]. Une solution sortante de ’équation
de Helmholtz : AT, (x, k) + k*T5(x,k) = —026, peut étre décomposée en une somme d’une
distribution S de support {0} (une somme finie de fonctions de Dirac) et d’une fonction singuliére
M; (x, k) appelée multipole

T5(x, k) = Sa(x, k) + Mz(x, k). (1.18)

exp(ikr)

Le multipole M; (x,k) = P. (x,k) est le produit de la fonction de Green fréquentielle

et d’un polynéme Py : R3 x R — C de variable (—ik) dont les coefficients sont des fonctions
singuliéres en x = 0. Plus précisément, nous avons

la|l
~

Pa(x k) = (=ik) S~ 3 qu(—ikr) (Aa)i cosii(0,9) + (Ba)i' sin(6,))  (1.19)

n=0m=0
avec (1,0, ¢) les coordonnées sphériques

x1 =rsinfcosy, x2=rsinfsing et x3=rcosb. (1.20)
: A , . 1
Les fonctions ¢, sont des polynémes de degré n de la variable complexe —
z

. 1), n '
_ o1 2 ha (iz) ¢t e _ OV 1 191
Qn(z) ? eXp (72) — qn < Y avec qn 6'(77/ _ 6)' 2@ : ( : )

Dans (1.21), nous avons noté hg) la fonction de Hankel sphérique du premier ordre, comme dans
[27] page 56 et dans [22] page 264. De plus, les fonctions cos!” et sin;"' sont définies sur la sphére
unité comme suit

cos)' (0, p) = P (cos0) cos(mep),
(1.22)

sin)' (0, ¢) = P (cos 0) sin(mep).
L’expression (1.22) contient la fonction de Legendre associée P d’ordre entier m et degré n, voir

[27] page 47, [22] page 353, définie par

P () = (=)™ (n+m)! (1- MQ)m/z

2m  (n—m)m!

(1-p), (123)

(D) = m — L+ D)g(n+m+ 1)
x ; 2 (m + 1),
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ot (n)¢ est le symbole de Pochhammer

(n)e = % (1.24)

Les premiéres fonctions angulaires sphériques sont explicitées dans le tableau 1.1.

ngm| »6 Pl (cos ) cosy (6, ) sin™ (8, )
0 0 1 1 1 0
0 cosf L3 0
r
! 1 1+1/z —sin# et X2
r r
1 2 1 :17%
0 5(3(;08 6—1) §<3r_2 0
3 3 _ 2175 P
2 L f14+-+— —3cosfsinf -3 _3
z 22 3 3
2 2
2 3sin” 6 3 <$_21 _ x_g) 6361262
T T r
cosf 9 T3 17%
0 > (5cos 973) 2_7“<5r_23 0
. 2 31 3 31 2
1 §s1n9(175cos 9) 3 (15r_2 5 1757“_2
6 2 2
3 2 1+ - 15sin? 0 cos # 15@ ) 30$1$2$3
o r \r2 r? 3
15 15 2 2
3 | +5+ 3 —15sin® 6 1521 (3_ w_g_ 5"'_;) 15%(_3
z z ” - - .
2 2
T3 T3
+ +43)

Tableau 1.1 — Les premiers g, P, cosI et sin)’

Pour a € N3, m € N et n € N avec m < n, les réels (Aq)™ et (Ba)™ sont indépendants de k
et sont explicitement donnés par la formule

(Al = [ + ()" B (a2t ), w0
(1.25)
Bl = |Balft — (1" P Ba)y" | 204 1), 0
excepté pour m = 0 ou
— 0

et pour m > n ol (Ag)l = (Ba)r = 0.
Pour a € N3, n € Net m € Z avec —n < m < n, les coefficients (Ay )7 et (Bo)™ peuvent étre
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calculés récursivement, grace aux formules

(o) = () = (B! = a5 (b)) + 7 (b)) g
Bore)? = (Bl = (Ba) 2! — a2 (Ba)! + 075 Ba )1 gy
(el = [~(Ba)2 T + B — 4Tt Bl + 7 Bl s
Bave)n = [(Aa)iTi — (Aa)iid +an™y (Aa)ny — 00 (Aa )ity m,
(haro)? = [ea(ha)is = d (ha)in] 5
Base)? = [~ra(Ba)iy — & (Ba)in] 5
et o= n—m+1,ad"=Mn-—m+2)c" et d"=n+m, b= (Mn+m-—1)d",
(1.27)
avec e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e5 = (0,0, 1). Pour |m| > n, nous avons
(Ag)l = (Bo)" = 0. (1.28)
L’initialisation de cette formule par récurrence est donnée par
(Ag)™ = Oet (Bo)™ = 0 sauf pourm =n = 0ot (Ag)) = 1et (Bg)§ = 0. (1.29)

Remarque 1.4. La formule de récurrence (1.27) est nouvelle dans le sens ot elle est simplifiée
comparée & des formules de récurrence existantes, voir par exemple [27] page 48, 49, 67, 68, 69,
72 ou les entiers relatifs m positifs ou négatifs doivent étre différenciés.

Dans ce qui suit nous allons montrer comment nous obtenons ces formules de récurrence. Pour
cela nous avons besoin de prérequis. Nous commencons par introduire les familles de fonctions
suivantes définies pour m et n vérifiant 0 < m <n :

™ (x) = gu(—i mg o) EPORT) o i sinm (g, o) SRR
O (%) = qn(—ikr) cosp'(8,9)— -, S5'(x) = an(—ikr) sing(, o) — —
(1.30)
i) = (- o 5700 = (-1 g
Pour m > n, nous posons la convention de nullité
C'(x)=C,™(x)=5(x)=5,"(x)=0. (1.31)
Lemme 1.1. Les dérivées suivant e1, ez et es des fonctions C)* et S)"* sont données par
9. O™ = —ik (bmcmfll _ amcmfll _ Cerll + Cerll)
T1¥n T n ~“n— n ~“n+ n— n4+
m -1 m Qom— m Qom— m m
8IIS7L = m (bn Snfll - Qp SnJrl1 - Snj_ll + Sn++11) )
9..C™ = —ik (7bmSm—1 + amSm—l - Sm-i—l + Sm—i—l)
r2Y'n T n ~n—1 n ~n+1 n—1 n+1
22n+1) (1.33)

—ik
et — Ol + Ot — )

0z, Sy = 2on+ 1) (bpremsy n
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m __ —ik _gmeoym mym

axscn - 271—};1 ( dn n—1 cn n+1) (134)
m — m Qm m Qm

azssn = o+ 1 (_dn Snfl —Cp SnJrl) .

Preuwve du lemme 1.1 . Nous donnons seulement la preuve de la premiére ligne de (1.32). D’aprés
[27] page 66, nous avons

cos /1 — p? sin

(1.35)

Op, = (10r — p0y,) — 0y =

r rv1—p

avec p = cosf. Il suit que 0,,C)" est donné par

0:,Cl'(x) = cos(mep)cos(p) 6T(qn(—ik: eXp zkr)(\/ WP (w )

—  cos(m) cos(y) (qn(fikr exp( zk:r )(u\/l — 120, P (p ) (1.36)

“fii’?))(ﬁ;’fﬁ—”;)-

+ sin(myp) sin(p) (qn(fikr)

Nous déduisons des formules de Simpson

COS p cosmp = cos ((m + 1)) n cos ((m — 1))

2 2 1.37
. . cos (m—1)¢)  cos((m+1)p) (1.37)
sin psinmp = 5 - 5
que
m _qcos ((m+1)p)  cos ((m—1)p) ) exp (ikr) T 2P
&HCn (X) = ( 5 + 5 ) O (%z(flk Ay )( P )
—1 _pp
cos ((m — 1)) (qn(—ik: )eXp(zkr )( \/1——8 P (u (1) )
2 4mr? V1 — p2
cos ((m+ 1)) . .exp(ikr) 1= 20, P P[l” ()
2 (qn(ilk) 4mr? )( L= w20, 5, B 1_M2)’
(1.38)
Nous simplifions cette expression en
cos(m + D)o [ BUAN (1) , By () , exp(ikr)
T o = —ik n —ikr) — ———— n—1\" k -
0,05 = (i) <2n+1 (k) = 2L gy ) B
Ccostm—Dg [ amPIw PR explikn)
TR ( EE R VR R G S R
grace aux relations de récurrence portant sur :
— les fonctions g,
. exp(ikr) ik . , exp(ikr)
r\dn\— k = n—1\" k 1 n —ik R
ontan (b D) = S s (i)t D i) SEEEL
o exp(ikr) ik o » exp(ikr)
an(=ikr) S = (g (k) = g (i) SR,
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qui se déduisent de (1.21) et des propriétés suivantes des fonctions de Hankle, voir [27] page
59

(1) (1) _ €] 1)
dzn (Z) _ nhnfl(z) 5 (T—L’:E 1)hn+1(z) et hg) (Z) _ Zh’nfl
z n

(2) + ().

1.4
2n+1 ( 0)

— les fonctions de Legendre associées, voir [27] pages 48 et 49, qui vérifient pour n > 0 et
—n<m<n

Prtt(p) Pt (w)

Vimwrp) = Sl B

2n+1 2n+1
(1.41)
b’m a’m
- _ n mel n mel
27’L+1 n—1 (,U,) + 2TL+1 n+1 (M)a
mbPy(p) _ n+1 1 n 1
—pu/1— p2d, P () — L = P P
PV L= p20, B (1) T2 il o1 () + 5 P (),
(1.42)
/ mP; (p) (n+ )b 1 nay,' -1
_ 1— 28 pm n — n_pm o n_ pm
1% HoO0p Ly (/’L)+ m 2n+1 n—1 (l’[’) 2n+1 n+1 (,LL),
avec la convention de nullité P = 0 pour |m|>n et la convention de parité
B0 = (-1 ) (1.43
Ceci termine la preuve. O

Remarque 1.5. La relation (1.43) différe de la définition classique des P mais permet de
simplifier les relations de récurrence existantes.

Preuve des formules de récurrence. Nous allons commencer par expliciter 'obtention des (Agte, )

et des (Bate, ) en dérivant M; par rapport & e; et en identifiant & M . En effet, nous avons

a+te;
NA— 1.\ || +1 & : m m m s.m eXp(ikT)
Mg pe, (. K) = (k)37 3 g (=ikr) (Aase )i cosi(0:0) + (Base) )i sin (0, ¢) ) =2,
n=0 m=0
M, (o, (%, k) = 0r, (M (x, k).
(1.44)
Développons la deuxiéme ligne de (1.44), il suit
x| n .
Tro N . m m "o m exp(tkr
On (Mz (6, k) = 0y, ((=iK)/% 32 D7 gul=ikr) (Aa)it o' (0,¢) + (Ba)i sin; (9,@)%)
n=0m=0
la| n
= RN (M) 00, O+ (Ba)i 02,57
n=0m=0
| n

. 1 m mym— mm— m m
= (_’Lk)la‘+1 nZ:OTnZ:O m ((Aa)n (bn Cn—ll —a, Cn—i—ll - Cn—Jrll + Cn++11)
T Ba)y (VST St - Sp 4+ s ).

Notons
Amﬁ = 2 et BT = . (1.45)
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Nous avons
. lx|+1 n 1
On (Mg k) = (k)0 30 37 S (0 ALY, — e ALY, - AL, AT O
n=0 m=0
1
g (o B — B — B+ B ) ST
la|+1 n

En identifiant avec M=

(x, k) = (*ik)mwl Z Z (Aater)n Cn'(0,0) + (Baste,)n Sy nous

a+te;
avons =0 m=0
m 1 m m m m m— m—
(Aa+el )n = m ( n—‘jll (Aa)n-jll - a’n—+11 (Aa)njll - (Aa)n-‘,-ll + (Aa)n—ll) ’
X (1.46)
(Bate, ) = 2EnT D) (b7 (Ba)ni — ap® (Ba)n ! = (Ba)i'' + (Ba)i' ) -
Ceci achéve la preuve en remplacant (Ag)!" et (Bg)? par leur définition, voir (1.25). O

Appliquons cet algorithme aux premiers «, nous obtenons la proposition

Proposition 1.2. Pour || < 3, tous les (Aq) et (Ba)™ non nuls sont répertoriés dans le
tableau 1.2.
«a (Aa)™ et (Ba)™ non nuls
0 (Ao)g =1
e; (Ae)i =1, (Be)i=1, (Ae)=-1
2%, (Ase )l = 1/3, (Ase)3=1/6, (Ase)3=—1/3, (Ase)=1/3
(Aze,)3 = —1/6, (Ase,)d = —1/3, (Ase,)=1/3, (Ase;)3=2/3
e t+e; (Beite)s =1/6,  (Aci4es)s = —1/3, (Beyte;)s = —1/3
3e; (Ase )1 =3/5, (Ase,)3 = —1/10, (Ase,)3 =1/60, (Aze;,)i =3/5
(Asey)3 =—1/10, (Ase,)3 = —1/60, (Ase,)} =—3/5, (Ase,)3=-1/5
(Ase, tes)) = —1/5, (Ase,te;)3=1/5, (Aseites)i = —1/30, (Bae,te,)t =1/5
2eite; | (Bae,te,)s =—1/30, (Bae,+er)i =1/60, (Asesye)i =1/5, (Azesre,)s=—1/30
(Aes4e)3 = —1/60, (Ase,4es)? = —1/5, (Azeste;)s =1/5, (Azestes)i =1/30
(Aeste )1 =1/5, (Aseyie)s =2/15,  (Baeste)i =1/5,  (Boeyte,)s =2/15
de (Beytes+es)3 = —1/30
Tableau 1.2 — (A4) et (Bo) non nuls pour |a| < 3

Remarque 1.6. Pour a = (a1, a2, a3) € N3, m € N et n € N nous avons

(Aa):zn = 07

pour ap impair;

(Ba)nm =0,

pour o pair.

(1.47)
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Remarque 1.7. Si|a| est pair alors (Aq) = (Ba)2' = 0 pour tout n impair et si |a| est impair

alors (Ag)™ = (Ba)™ = 0 pour tout n pair.

1.1.2 Les premiers multipoles en domaine fréquentiel

Dans I’équation (1.19), nous avons donné une formule explicite pour obtenir les multipoles en
domaine fréquentiel. Cette formule peut étre simplifiée pour les premiers multipoles et exprimée
en coordonnées cartésiennes. Pour |a| < 3, nous collectons ces résultats dans le tableau 1.3.

a Pa(x, k) S,

0 1 0

e - <zk + l) Zi 0

r T

e +e ((ikr)2 - 3% + %) — 0

G I Gt [ sl

Se (4@%(4@% 0
ei +2e; _%(—ik/’)g %fh(—ikr) + g3 (—ikr) <i—§ — %) _?
ser |~ L [Bacin +ain (5 - 2)] | 222

Tableau 1.3 — Les premiers multipoles en domaine fréquentiel

~

1.1.3 Détermination des parties singuliéres S, pour les premiers multi-
poles

Cette section a plus un intérét mathématique que pratique et n’aura pas d’influence dans la
suite. Elle peut étre omise en premiére lecture. Rappelons quelques résultats de la théorie des
distributions.

Définition 1.1. En dimension 1, une distribution T € D'(R) est dite symétrique si pour tout
U € D(R) antisymétrique, nous avons (T;¥) = 0. De facon similaire, T € D'(R) est dite anti-
symétrique si pour tout ¥ € D(R) symétrique, nous avons (T; ¥) = 0.

En dimension 3, une distribution est symétrique ou antisyméirique par rapport & chacune des
variables d’espace. Plus précisément, T est dite symétrique, respectivement antisymétrique, par
rapport a la variable x; si

(T;¥)gs = 0 (1.48)
pour tout W antisymétrique, respectivement symétrique, par rapport a la variable x;.

Remarque 1.8. En dimension 1, si T € D'(R) est symétrique, respectivement antisymétrique,
alors sa dérivée est antisymétrique, respectivement symétrique. En effet, si U € D(R) est symétrique,
respectivement antisymétrique, sa dérivée est de parité opposée. Il suit que

(T";¥) = —(T5¥') =0 (1.49)
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pour T et U € D'(R) de méme parité.

En dimension 3, si T € D'(R3) est symétrique, respectivement antisymétrique, par rapport a la
variable x; alors sa dérivée est antisymétrique, respectivement symétrique par rapport & la variable
ZTi-

De plus, si T € D'(R3) est symétrique par rapport G x1, T2 et x3 alors 8,LO‘|T admet la méme parité
que ap par rapport 4 xi, o par rapport ¢ xo et g par rapport @ xs.

Définition 1.2. Nous disons qu’une distribution T € D'(R®) est d’ordre au plus p € N si pour
tout compact K C R3 et tout ¢ € D(R?) a support dans K

(T,9) < Ckl|¥]lwe.eems) (1.50)
avec
[$llwesemsy = Y 102%] Lo zo)- (1.51)
lx|<p

L’ordre de la distribution est défini comme le plus petit p pour lequel cette propriété est valable.
Rappelons que si T € D(R?) est d’ordre au plus p € N alors 92T est d’ordre au plus p + |«

Définition 1.3. Nous disons qu’une distribution T € D'(R3) est a support dans le compact
K C R3 si pour tout 1 € D(R3) identiquement nul hors de K

(T, ) = 0. (1.52)

Rappelons aussi que si T' € D’'(R?) est une distribution & support {0} d’ordre au plus p alors
T est une somme finie de Dirac d’ordre au plus p

T = Y cpdds (1.53)

1BI<p

D’autre part, 925 admet la méme parité que 3. Il suit que si 7' est d’une parité la somme (1.53)
ne comporte que des 8 ayant cette parité.

Pour aa =0

La distribution 'T‘g est explicitement donnée par

~_ exp(ikr)
Ty, = ———. 1.54
0 4drr (1.54)

Elle ne contient pas de partie singuliére
So = 0. (1.55)

Donc ’f‘a est une distribution d’ordre 0 car pour tout K compact et tout ¥ € D(R3) a support
dans K

<T5;\II>R3 < C ||| oo ). (1.56)
Pour |a| =1

Pour déterminer S, , nous allons calculer la dérivée au sens des distributions de T, par rapport
A x3 puis déduire ses dérivées par rapport & 1 et x5 par symétrie.

<813’f5;\ﬂ> = —<'T6;813\II>
= —313(1) Mg 0, ¥ dV.

|z|>e
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Or 0,,¥ = e3.VV, d’ou
<ax;frg; \1:> — —lim M es. VU dV.
e—0 |I|>E

On applique ensuite la formule de Green, nous obtenons

_/ Tges. VU dV / w(v.ﬁge3) dv + Mje; - e, UdS
|z|>e |z|>e

|x|=¢e

- M, W dV + M, es - e,.dS.

|z|>e |z|=¢

Comme ej3 - e, = cos® et dS = r? sin fdfdp. Nous avons

<amﬁ“g; \1:> = lim ( M_, W dV + Mg W2 cos 0 sin 0 dfdep)

=0 " Jiz|>e |z|=¢

Comme ¥ € D(R?), nous avons

= ik
M, Ur? cosfsin ) = Mr cos0sin U (x) = Oo(r). (1.57)
T T—
1l suit
lim Mg U2 cos 0 sin 6 ddp = 0. (1.58)
e—0 |I|:€
Ainsi nous pouvons définir
<ﬁg3; q/> = lim M_ U dV. (1.59)
e—0 ‘$‘>8 3
Nous arrivons finalement a
T, = M,,.
Nous obtenons donc R
Se, = 0. (1.60)
Par symétrie, nous avons aussi R
S., =0. (1.61)

Comme ﬁ;l = O

r—0

1 N
(—2), T, est une distribution d’ordre 0.
T

Pour |a| =2
Comme ’i‘;_ est une distribution d’ordre 0 pour tout 4, ’i‘; est une distribution d’ordre au plus
1. Il suit que sa partie singuliére est de la forme

Sae = 70,00 + Yer.e1 0% 6 + Vor,00 08 + Yer,04 0526 (1.62)

En tenant compte de la parité de §; (§2ei est paire par rapport & x1, T2 et x3 et §ei+e]~ avec i # j
est impaire par rapport & x; et x; et paire par rapport a la troisiéme variable). Nous en déduisons
que pour tout a d’ordre 2

Yaer = Yaer = Ya,es = 0. (1.63)

De plus, pour o = e; + e; avec i # j, nous obtenons

Yerte;,0 = 0. (1.64)
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Gréce aux symétries nous avons trouvé

§2ei = Y2e,,00 = Y0

(1.65)
Seite; =0.
D’autre part, la solution Ty de I'équation ATy + k2T = —6 vérifie Ty = Mg + So et
ATy + k*Ty = -,
=4 Aﬁa + /{32ﬁ6 + A/S\o + k2§0 = —0,
or AMy + kMg =0, So = 0, donc
ASo = Sse, + Sae, + Sze, = 4,
(1.66)
Sge1 + Sge2 + Sge3 = 3’7(5.
Nous en déduisons 1

Pour |a| =3

Comme §ei+e]. = (0 pour tout i # j, §el+92+93 est une distribution d’ordre au plus 1. §91+92 tes
est impaire par rapport a e, es et ez, il suit

~

Sel+ez+es =0. (168)

Il nous reste & calculer Sze; et Se, y2e,- Commencons par calculer la dérivée au sens des dis-

tributions de T,  par rapport a es, puis nous déduirons ses dérivées par rapport a e; et ez par
symeétrie.

(0 Mz, W) = —(Mg,;0.,%)
= 1 M. 8,. U dV.
513‘1) |z|>e 263813 v
Or 8,,V = e5.V¥, d’'on
<a‘ﬁ* q/> — _lim M. &.VUdV.
z3 2e3? 50 o[ >e 2e3

Nous appliquons ensuite la formule de Green, nous obtenons

_ My, &V dV = / v (VM &) dv + M;, &} dSe;
|z|>e |z|>e |z|=¢e
= M;, VdV + M., Ve;.dSe;.
|z|>e |x|=e
Comme e_3>.e_T>dS = 12 cos @ sin 6 dfdp, nous avons
rx . _ . r— X r— 2 .
<8m3M2e3,\II> = &11—1;%( M3, U dV + M., Ur? cos Osin 0 dfde)

|z|>e |x|=¢e
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Faisons un DL en 0 de ¥

U(z) = U(0) + x.€104, ¥(0) + x.€20,,¥(0) + x.€30,, T (0) + OO(T2). (1.69)
r—r
. . 2 .
La fonction f définie par f(x) = (((zkz)2 _ 3k + %) (60529 - l) + w) Mrcos@sin@
r T 3 3 4

est antisymétrique en z1 et xo sur un domaine symétrique en x; et zo. Par conséquent,

/ 21.05,9(0) f(z)dfdp =0 et / 22.05,¥(0) f(z) dfdy = 0. (1.70)
||=e |z|=e

e—0 r—

1
Nous avons également lim (COS2 0 — §> U(0) dfdp = 0. De plus, f(x) xr? = Oo(r). Il suit
|z|=¢

Z1
en notant ? = | x5
z3
lim F(x)((x) — T(0) — VIE(0).X) = 0. (1.71)
e—0 |x|:€
Ainsi, nous avons
—~ 1\ 1
. — 2 . _ . 29 ) 4 2 .
213% e M, Ur®cosfsinfdodp = Ehg(l) ‘1‘283 (cos 0 3) 1 °°8 0sin 00,., ¥ (0) dfdp
1
= lim — (3 cos* @sin 6 — cos® Osin 0) 0,, ¥ (0) didy
e—0 |&|=¢ 7
21 [—3cos® 0 cos®O]”
= — U
4#[ 5 + 3 ]0613 )
4
= —0,,9(0).
0., (0)

Nous pouvons alors associer a la fonction M3, la valeur principale

(M, w) =lim [ Mg, wav. (1.72)
e—=0 ‘$‘>8
D’ou
— e 4
(00 Mg, ¥) = (M, W) + 20,,9(0).

Par conséquent nous obtenons

Nous arrivons finalement &

T3e3

als T;eg = als M;eg + 6138283
i 4 ey 0%

Mo — —
S 153
- M;, fg(s;zs.

363
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Nous obtenons donc

Sse, = —gags. (1.73)
Par symétrie, nous avons aussi

Sie, = —gazi. (1.74)
D’autre part, Péquation ATy + k*Ty = —& améne également &

0o, ATy + k206, Tg = —65
& 0o, AMy + k*06, My + 0o, ASq + k20e,S0 = —6

= S3e¢ + Sei+2€j + Sei+2€k = _6)ecZ

Par symétrie du probléme, nous avons Se,12¢; = Se;t2¢,, d'0ll

Sse, + 2Se, 420, = —0%. (1.75)
~ NG
L’équation (1.75) permet de déduire Se,42e;, = — g .

Remarque 1.9. Les fonctions Mg, qui sont singuliéres en 0 doivent étre prises au sens de

<ﬁ;; q/> = lim MZ T dV. (1.76)

e—0 ‘z‘>€

1.1.4 Solution causale de ’équation des ondes

Les multipoles en domaine temporel T, vont étre déduits de 'T‘; en appliquant la transformée
de Fourier inverse
T, (x,t) = Sa(x,t) + M (x,1) (1.77)

avec

Sa(x,t) = 1(§a(x,k);\(k)) et M (x,t)=F! (ﬁ;(x,k);\(k)). (1.78)

Le distribution F~* (ga(x, k:)j\(k)) est & support dans {(x,t) ER®* xR:x =0et t > 0}. La
fonction singuliére
MI(x,t) = F! (M; (x, k)f\(k:)) (1.79)

est une combinaison linéaire de

Fl ((ik)aﬁ(k)%ﬁ”)) cos™ (0, ) et de
) (1.80)
_ el R €XD(TkT m
F! ((zk) )\(k:)#) sin™ (6, ).
Pour terminer le calcul des M., nous commencons par déduire de (1.6) que
71 (S\(kz) eXp(zkr)) _ At — r/c)- (1.81)
4mr 4mr
1l suit "
_ . Q ikr) 1 APt —r/c)
1 —ik |ex| Nk eXp(Z = -~ 7 1.82
4 <(Z) (k) 4d7r cP dmr (1.82)

Nous venons donc de démontrer le théoréme 1.1.
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Théoréme 1.1. Les multipdles en domaine temporel sont donnés par la formule explicite

lo]  n n =0t —r/c
My(x,t) = > > ((Aa)ﬁcosg(e,ng(B )™ sin!™ ) <Z ﬁ%w@) (1.83)

avec les réels (Aq)" et (Bo)! qui peuvent étre déterminés par les formules (1.25), (1.27), (1.28)
t (1.29).

Remarque 1.10. La plupart des applications qui utilisent les multipdles ne se servent pas de la
partie singuliere. C’est sirement la raison pour laquelle la plupart des auteurs n’ont porté aucune
attention au terme Sq.

Remarque 1.11. Soulignons qu’il est possible d’obtenir (1.83) principalement grdce a la non
dépendance en k des termes (Aq)n et (Ba)o'.

n

1.1.5 Les premiers multip6les en domaine temporel

Dans le théoréme 1.1, nous avons donné une formule explicite pour obtenir les multipoles en
domaine temporel. Cette formule peut étre simplifiée pour les premiers multipoles et exprimée en
coordonnées cartésiennes. Pour || < 3, nous avons répertorié les premiers multipoles en domaine
temporel et fréquentiel dans les tableaux 1.4 et 1.5.

a Mg (x,1)
Ni-
o e
14— - )
crte (G S5 + 5 ) 7
(G Vi Vi) (5 ) * g
R
e | -2 50 L (AR ) el ) ()
o | 5 e * o * (e s+ ) (55|
Tableau 1.4 — Les premiers multipoles en domaine temporel avec t~ = t —r/cet i # j
a |0]e |e+e; 2e; >e; e; + 2e; 3e;
s.lolo 0 7>\(t)3®6 0 7>\(t)<§5§a§i6 73>\(t);®8;3i6

Tableau 1.5 — Les premiéres parties singuliéres S, en domaine temporel avec i # j
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Conclusion

Dans cette section, nous venons d’exhiber les solutions causales singuliéres de I’équation des ondes
homogeéne hors de x = 0.
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1.2 Solution anti-causale de I’équation des ondes

Le gros du travail a été fait précédemment lorsque nous avons déterminé la solution causale.
Nous irons donc plus vite dans cette partie. Nous considérons le probléme posé au sens des distri-
butions, similaire au probléme (1.2) : trouver T4 € S'(R? x R) tel que

%Q?T;r(x, t) — ATS(x,t) = A\t) ® 025(x) et supp(Ty) C {(x,t) e R* x R:¢ < 0}. (1.84)
C

Remarque 1.12. Les solutions du probléme (1.84) ne sont plus causales mais anti-causales car
une source en t = 0 génére une solution en des temps négatifs.

Nous gardons les mémes notations que dans 1.1. La théorie de la convolution nous donne une
solution

T (x,t) = GT(x,t) x (\(t) ® 028(x)), (1.85)
ol nous prenons cette fois-ci GT la solution fondamentale anti-causale de ’équation des ondes
5 rT/cC
GH(x,t) = T—mf avec r = |x|. (1.86)

Pour t+ =t + r/c, nous parlons de temps avancé.
Lemme 1.2. Pour a = 0, cette formule est explicite

T (x,t) = %. (1.87)

Preuve. D’aprés (1.85), Ty (x,t) = GH(x,t) * (A(t) ® 6(x)). En remplagant f(x,t) par G¥(x,t) et
g(x,t) par A(t) ® 6(x) dans (1.7), nous obtenons
(G 5) (N0 ©50) s W) = (G (a0 ) 8 B+ vt 8)) ) - (189

Commencons par évaluer I'expression suivante
+oo
(5) @ 8(y) Wlx+ b+ 5)) gy 0y = / As)U(x,t +5)ds € D(R® x R).

Nous obtenons alors

<Tg— (Xﬂ t); \II(Xv t)> = <G+(Xﬂ t); </\(S) ® 5(}’); \II(X + Yy, i+ S)>{y,s} >{x,t}
= Ours o 5)W(x s)ds
= (G [ ovesai)

oo TN U (x, — L + 5)d

= / / / (s)¥(x, —¢ + ) Sdaxdr
oo JS. ) dmr
“+o0 +00)\ T

= / / M\P(x,s)dsdaxdr

Par conséquent, au sens des distributions nous avons démontré (1.87). O

Pour a # 0, nous adoptons la méme stratégie pour évaluer T qui passe par la transformée
de Fourier. Rappelons que T désigne la transformée de Fourier temporelle de T' définie par (1.15)
et (1.16). Grace a la transformée de Fourier nous allons calculer 7.} donnée par

T (x, k) = M) TL (. k), (1.89)
avec 'T‘z la solution entrante singuliére de ’équation de Helmholtz

—ATH(x, k) — B2TE(x, k) = 026(x). (1.90)
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1.2.1 Solution entrante de 1’équation de Helmholtz

En reproduisant les calculs de la section 1.1.1, nous obtenons que la solution entrante de
I’équation de Helmholtz est la somme d’une distribution S, de support {0} et du multipole M}

T (x, k) = Sa(x, k) + ME(x, k). (1.91)

exp(—ikr)

Le multipole ﬁg(x,k) = Po(x, k) avec Po donné par (1.19) et explicité pour les

premiers a dans le tableau 1.3. Pour les §a, ce sont les mémes que pour la solution sortante et les

premiers sont également donnés dans le tableau 1.3. Le seul changement avec la partie précédente
exp(—ikr) exp(ikr)
——— = et non par ———.

4drr

est que nous multiplions par
4mr

1.2.2 Solution anti-causale de 1’équation des ondes

Pour déterminer la solution singuliére entrante en domaine temporel 7,1, nous allons appliquer
la transformée de Fourier inverse a T .

T (x,t) = Sa(x,t) + MZ(x,t) (1.92)
avec N g
Sa(x,t) = F! (Sa(x, k:)j\(k)) et M*(x,t)=F! (M;(x, k;)j\(k)) . (1.93)
La fonction singuliére
Mt(x,t) = F! (Mg(x, k)x(k)) (1.94)

est une combinaison linéaire de

Fl ((—z‘k)""}\(k)w) cos™ (0, o) et de

47r "

(—ikr) (1.95)
1 . \04 o exXp(—iRTr . m
F (( ik)' (k) I 0, 0).
Pour finaliser la détermination de M7, nous déduisons de (1.87) que
1 (., exp(—ikr) At+r1/c)
F ANk ———= ) = ———. 1.96
( (k) 4rr ) 4d7r ( )

11 suit

F ((—m)la Ak) 76’(1’(""”")) _ (i)p APt 4 r/e) (1.97)

4rr c 4rr

Nous venons de démontrer le théoréme 1.2 suivant.

Théoréme 1.2. Le multipole en domaine temporel est donné par

n —1)p—E)\(—0) rle
MEGD) = 30D ((Awlitcosi (0,9) + (Ba)y s (0,)) (qu;( /)
£=0

(1.98)
avec (Ag)™ et (Bu) des réels pouvant étre calculé a l'aide des formules (1.25), (1.27), (1.28) et

n

Remarque 1.13. Nous obtenons un résultat assez similaire avec la solution causale, en effet
les seules différences sont que nous prenons f et ses dérivées au temps t+ =t + r/c au lieu de
t~ =t —r/c et nous avons un facteur (—1)P~* qui apparait.

Nous écrivons les premiers multipoles en temps avancé dans le tableau 1.6. Les S, sont les
mémes que la solution causale, ils sont donnés dans le tableau 1.5.
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(e M;r (Xa t)
A(ET)
0 - 7
dnr
=N@ETY AT 2
©i - ( dmre + amr? ) -
N () N(th) At ziz;
eite < drrc® 3 4rr3e 3 drrd ) r?
N (tT) N(th) AEH) 2?1 N ()
N I GINNE B G
© ( drrc? e 2 3) " e
2@ (tH) N () N(th) AT —z1moms3
i 6 —15 15
2.© ( Ird | dmt e e T dt ) r3
zi | =A@ty @) A® @ty (@) N () NGV E !
i +2e | —— 6 —15 15 i
©i e r | 20mrced + 207r2c? + ( 4rred + 4mr2c? 4mrdc + 4 > r2 5
i [-3A@) (¢t N (t+ —AG®) (¢ N (t+ N(t+ AT 2
o | o [T, V) (), N N N (78
r 207rc? 207r2c? 4mrc? 4rr2c? dmrdc 4mrd r2 5
Tableau 1.6 — Les premiers multipoles en domaine temporel avec t+ = ¢ +r/cet i # j

1.3 Etude des solutions réguliéres de ’équation des ondes

Dans cette partie nous étudions toujours le probléme (1.2) mais nous allons cette fois-ci déter-
miner des solutions réguliéres en x = 0. Pour cela, nous nous placons sur la boule de centre 0 et
de rayon r*, notée B,

B, — {x eR®: x| < r*}. (1.99)

Cette partie va s’organiser comme suit. Nous commencons par exhiber quelques solutions réguliéres
de I’équation des ondes dans une boule de rayon r* dans la section 1.3.1. Ensuite nous donnerons
une base de solutions réguliéres dans la section 1.3.2. En section 1.3.3, nous représentons toute
solution réguliére & ’aide de cette base. Enfin, nous exhiberons la solution développée a ’ordre 2
en section 1.3.4. Rappelons les notations t+ =t + cettT =t— 1.

1.3.1 Quelques solutions particuliéres réguliéres

Dans cette section, nous construisons quelques exemples de solutions réguliéres de 1’équation
des ondes. Commencons par expliquer d’otl nous est venu l’idée pour déterminer une solution
réguliére. En régime fréquentiel, nous pouvons combiner une solution sortante et une solution
entrante (fonction de Hankel 3D) pour générer une solution réguliére

2n (k) = KV (kr) + b (kr). (1.100)

Pour I’équation des ondes, nous reproduisons cette idée en combinant une solution causale sin-
guliére avec une solution anti-causale singuliére afin de construire une solution réguliére.

Notation 1.1. Nous spécifions la dépendance de M, wvis-a-vis de A en introduisant les nota-
tions MZ )], respectivement M7 [\], pour les multipéles de la solution anti-causale, respectivement
causale.

Notation 1.2. Notons Regl) la différence entre MZI[N] et M7 [N, i.e.

RegM (x, 1) = MZ [N (x,t) — M [N (x,1), (1.101)

(o7

avec M [N\ donné par le tableau 1.4 et M\ par le tableau 1.6.
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Remarque 1.14. Remarquons que nous avons également la relation Regl(x,t) = T (x,t) —

T (x,t) car les So, sont identiques pour la solution causale et anti-causale et donc s’annulent.

Nous allons & présent voir quelques propriétés de Regz‘] pour || = 0 et |a| = 1. En particulier,
nous allons vérifier que ces solutions sont réguliéres en 0. D’autre part, bien que les formules des
MZ[)N aient été obtenues pour A € D(R) elles peuvent étre évaluées pour A € C*°(R). Dans cette
partie, nous prendrons A € C*°(R).

Ordre 0

Pour a = 0, les multipoles Mgt [A] sont explicités dans les tableaux 1.4 et 1.6. Nous rappelons
ici leur forme

Mg N(x, ) = ¥ ot M (x, 1) = 2. (1.102)

r 4mr

11 suit de la définition de Reg[/\] que

[e2

Regg (x,1) = Mg N(x,t) — Mg N (x1).

Remarquons que Regg\] a les propriétés suivantes

Proposition 1.3. La fonction Regg‘] est réguliere en r =0 et

Regh'(x,t) = O (1). (1.103)

r—0

Preuve de la proposition 1.5.

Développons Regg\]

[A]

RegV(x,1) = At —r/c) _)\(t—i—r/c)-

4rr 4rr

Nous utilisons le développement de Taylor de A en ¢ quand r tend vers 0, nous obtenons

Regdl(x,1) = 1 (M) + N(@(—r/e) + O (r)? = \(1) ~ N()(r/e) — O, (r)?)

- L (_—QU'@H 0 (ﬁ)) N AORyOYSY

4rr c r—0 2me r—0

O
Remarque 1.15. Les monopdles MSE [A] sont clairement singuliers en 0. Leur différence Regg\]
est cependant réguliére.

Ordre 1

Pour o = e;, nous allons combiner les deux multipoles d’ordre 1 donnés par les tableaux 1.4
et 1.6 dont nous rappelons ici leur forme

Mg N (x.1) = - (W) ‘ W)) 2

4dre 47r2 ) ¢ (1.104)

o -~ (S0 40) 2
11 suit
Regl(x,t) = Mg [N(x,t) — MS[N(x,1).

A

La fonction Regei] vérifie les propriétés suivantes
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Proposition 1.4. La fonction Reg,[;;] est réguliere en r =0 et

Regtl(x,t) = O (r). (1.105)

© r—0

Preuve de la proposition 1.4. Développons RegL);]

o = - A0) 8 (A 2

4mre 4mr2
Nous utilisons le développement de Taylor a ’ordre 3 de f en t quand r tend vers 0, nous obtenons

Reg (x,t) = —7)\(3)(0% + O (r*) = 0O (r).

€ 671‘03 r—0 r—0

O

Remarque 1.16. Pour les multipdles d’ordre 1 nous remarquons également qu’en partant de deux
solutions singuliéres nous obtenons une solution réguliére en les soustrayant.

1.3.2 Une base de solution réguliére de 1’équation des ondes

Dans cette section, nous allons construire une base afin de représenter facilement les solutions
réguliéres de 1’équation des ondes. Dans la section 1.3.1 nous avons montré quelques exemples de
solutions réguliéres pour a < 1. A présent, exhibons des solutions réguliéres & tout ordre.

1l est tout & fait possible d’introduire la fonction réguliére Reg[o’}] a tout ordre
Regd) (x, 1) = Mg N(x,) — MIN(x, 1), (1.106)

avec M7 [A] qui est donné par (1.83) et MI[A] par (1.98). Cette fonction est bien réguliére en 0
mais ne vérifie pas

RegM (x,t) = Tgo(rla\). (1.107)

(o7

Nous préférerons ici introduire une autre famille de solutions réguliéres de 1’équation des ondes,
Reg%"}n [A], indexée par deux entiers naturels m et n avec 0 < m < n et pol qui peut prendre les
valeurs cos ou sin

Regh, [N (¢, 8) = ME2™ [N (1) — M [N (x. 1), (1.108)
avec MPCLE ()] défini par

—~ A7)

M};ﬁi{_[)\] (Xa t_) = pOIT (95 (10) n 47TTZ+1Cnfe ?

0 (1.109)
m n -1 n—é}\(n—é) t+
M ) = polf (0, ) g T AT T,
=0

avec pol”” défini par (1.22). Remarquons qu'il est possible d’écrire les multipoles ME[\] comme
combinaison linéaire des MPCLE[)]

m,n

la|l

MG =YD (Aa)m My (/o)A =] (x, 1)
n=0m=0
H(Ba)y Myn (1) =l =] (x, 17)
al (1.110)
MEING ) =Y D> (Aa)m Myt [(—1/e)l A=) (x, 1)
n=0m=0
+(Ba)y Mt [(=1/e) Al =) (x, 11).
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I+

L+ peuvent eux aussi étre écrits comme une combinaison linéaire des ML

D’autre part, les MJ°
pol

mais nous ne I’expliciterons pas ici. Réciproquement, les fonctions Regmm[)\] vérifient les propriétés

suivantes :

Théoréme 1.3. Soit A € C*(R). Les fonctions Regh, [\ sont régulieres en r =0 et

Regt? [N = O (). (1.111)

m,n
’ r—0

La preuve du théoréme 1.3 nécessite un certain nombre de prérequis. Commencons par définir
les polynomes QF (X) pour k < 2n :

inf(n,2n—k)

A ' X2n—€—k
X) = e 1.112
£ (n + f)! 1 4 ) k TN P 0
avec ¢,, = donné par (1.21). Pour k positif, Q% est la k-iéme dérivée de Q). Pour k

0(n—e)12¢
négatif, QF est la primitive de Q%+ qui vaut 0 en X = 0. Pour k < n cette formule se simplifie
de la maniére suivante

X n , X2n7€7k
X)= =t 1.113
Lemme 1.3. Pour k € N impair, nous avons
Qn(—1) =0. (1.114)

, (04 k)

HWC‘S, nous avons d’aprés (1.113)

Preuve du lemme 1.8. Comme qu =q

n

gy Xtchan ! (1.115)
£=0

n

X

D’aprés la formule du bindome de Newton, nous obtenons

XX 4 2)"

0

X) = 1.116

QLX) = a0 (1.116)

1l suit que Q° est symétrique par rapport & X = —1. Nous en déduisons que toutes les dérivées
impaires de Q% en —1 sont nulles. O

Nous avons aussi ’identité suivante

Lemme 1.4. Pour tout A\ € C*°(R), nous avons

n n— — n— n— n K n
Z . A é)(t ) —(—1) £ ( é)(t+) r Z k/\(k+1+2 )(t)Q‘k_l(fl)Jr 0 (Tn+K+1)
2 4n A e+l gt o ck+1+2n n =0 ’

(1.117)

Preuve du lemme 1.4. Commencons par expliciter le développement de Taylor de A=) en ¢+ et
en t~ au sens des séries formelles

Al =04 io w (—_T)k

c
k=0

Aldel=0 ¢ty f w (f)k

k! c
k=0

(1.118)
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Remarque 1.17. Nous avons noté

+oo
v~ furk, (1.119)
k=0
si et seulement si X«
r)=>_ firt + TQO(TKJrl). (1.120)
k=0

Notons S le membre de gauche de (1.117), nous avons

s - i ACO() — (C1) A

€+1 cn— l
n qn 400 /\(nfeJrk) (t) r\k L -
~ 2 AT i > A (E) [(=1)% = (=1)"].
£=0 k=0
1l suit avec les changements d’indice { = n — £ puis kK = k + £ que
n oo
B >\(€+k AT
AnS T.n-i-l Z Z e (E) (1) = (=1)"] avect=n—¢
1=0 k=0
n +oo )\( ) r\k s ,
S (g) [(~1)F= = (=1)f]  aveck =k +£.
1=0 k=l
En intervertissant les deux sommes, nous avons
400 inf(k,n)
)\() r\k
—¢ k—¢ [
dnS o~ rn+1 Z Z (E) (D" = (=1
k=0 =0

Nous remarquons que pour k pair on a ( DFt — (=1)f = (=1)7* — (=1)* = 0 et pour k impair

(1)t — (=1)* = —2(—1)* = 2(—1)¥L. Nous pouvons ainsi réduire la premiére somme aux k
impairs
n A= l)( ) _ (71)nf€/\(nf€)(t+> 9 +oo inf(k,n) /\ (k) ) o~
¢ —¢ k—t
Zq S g, ~ 3 Z gt —= (E) (—1)FL (1.121)
k=1
k impair

Nous décomposons la somme en deux parties S = Sy + So. La premiére correspond aux k < 2n

1 inf(n,k) ok
S1o= 2mrrntl ; Z aw - (E) (=1
k impair
1 o r\k
= ooail > (E) AR ()@ H(=1).
k=1
k impair

D’aprés le lemme 1.3, Q2"~%(—1) = 0, donc S; = 0. La seconde somme Sy correspond & la somme
pour les k > 2n + 1

. /\() k B
S2 ™ 27Tr"+1 Z Z ‘ (g) (D"

=2n+1 ¢=0
klmpalr
+oo
1 r\k e
N ol > (E) AR ()@ H(-1),
k=2n-+1

k impair



1.3. ETUDE DES SOLUTIONS REGULIERES DE L’EQUATION DES ONDES 59

Comme S; = 0, il suit que S = Ss, c’est a dire

+oo

1 r\k -
]]2?2”-"_'1
impair

En faisant le changement de variable k¥’ = k — 2n — 1, nous obtenons le lemme 1.4 (comme k est
impair, &k’ est pair). O

Nous avons a présent le matériel nécessaire pour démontrer le théoréme 1.3.
Preuwve du théoréeme 1.3. Commencons par expliciter RegpOI Y

n A(n—0) (ti) _ (71)717@/\(7176) (tJr)
ol _ n A
Regp, ,[A(x,t) = poly, (6, ) ;qn e

(1.123)

Le lemme 1.4 nous permet d’écrire

(k+2n+1) ( )

—rmr o @n D+ O R (L124)

n K
pol pO1 r k
Reg [A] (X7 t) Z r ck+2n+1 n r—=0

pa r
Nous déduisons le comportement de Regp01 [A](x,t) al’aide du premier terme de cette somme

Regh™ (N(x,t) = O (r™). (1.125)

r—0

Ceci termine la preuve du théoréme 1.3. O

Remarque 1.18. Le lecteur pourra remarquer que nous n’avons pas démontré que cette famille
de solutions réguliéres est une base. Il est clair que cette famille est libre car leur partie angulaire
poll forme une base spectrale sur la sphére unité. Le caractére générateur de cette famille sera
une conséquence du théoréme 1.4 qui suit.

1.3.3 Représentation des solutions réguliéres de 1’équation des ondes
Théoréme 1.4. Pour a une fonction C*° (T« X R) qui vérifie

a(x,t) =0, pourx € T'vx et t <0, (1.126)

il existe une unique solution causale uw € C°(By« x R) de I’équation des ondes

?u(x,t) — 2Au(x,t) = 0, pourx € By« ett >0,
u(x,0) = 0, pour X € By,
(1.127)
u(x,t) = a(x,t), pourx € I'ys et t >0,
u(x,t) = 0, pour x € B« et t <0.

Cette solution admet la décomposition modale suivante

Z ZZRengI AR ](x, t), (1.128)

n=0m=0 pol

avec A0, des fonctions C™(R) qui vérifient

*

AL (8 =0, pourt < —. (1.129)
’ C
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Preuve. Afin de démontrer le résultat annoncé, rappelons que toute fonction a € H1/2(FT*) peut
étre écrite sous la forme d’une série, voir annexe. Nous procéderons de la maniére suivante

i) Existence, unicité et définition d’un opérateur solution

ii) Résolution pour a(x,t) = agf,z(t)polz(e, ®)

iii) Obtention de la formule générale.

i) Caractére bien posé de ’équation des ondes sur un domaine régulier

Dans cette premiére partie de preuve, nous démontrons que (1.130) est bien posé. Soit {2 un
domaine régulier de frontiére 92 (lors de cette thése Q sera successivement B, la boule de rayon
r*, C72 la couronne de petit rayon 71 et de grand rayon 73 ou encore Qe ,» = Q. N B;»).

D2u(x,t) — Au(x,t) = fs(x,t), pourx € Qett>0,

u(x,t) = a(x,t), pour x € 9 et ¢ > 0, (1.130)

u(x,t) = 0, pour x € Qett <0,

aveca: 0N X R—Ret fs: Q2 xR +— R des fonctions de classe C* qui vérifient
a(x,t) =0et fo(x,t) =0 pour t <0. (1.131)

Remarque 1.19. Nous avons équivalence entre les conditions du probléeme (1.130) avec les con-
ditions initiales u(x,0) =0 et dyu(x,0) = 0.
Nous relevons tout d’abord la fonction a en a comme suit : soit a € C*° (2 x R) I'unique solution

du probléme

Aa(x,t) —a(x,t) =0 dans Q
(1.132)
a(x,t) = a(x,t) sur OQ.
Posons 4(x,t) = u(x,t) — a(x,t). Pour démontrer I’existence et 'unicité de u, commencons par
démontrer ’existence et l'unicité de @. Nous obtenons

02u(x,t) — Au(x,t) = —0fa(x,t) + c*Aa(x,t) + fs(x,t), pourx e Qett>0,

a(x,t) = 0, pour x € 9N et t > 0,

a(x,t) = 0, pour x € Q et t < 0.
(1.133)

La derniére ligne de (1.133) peut étre transformée en la condition initiale
dvu(x,0) = a(x,0) = 0, pour x € (1.134)
en remarquant que a(x,t) = 0 pour ¢t < 0. Posons f(x,t) = —0?a(x,t) + c2Aa(x,t) + fs(x,t),

0 ii(x,1) 0 -1
F(x,t) = ,Ux,t) = et A= . Nous obtenons

f(x,t) opu(x,t) —c2A 0

oU(x,t) + AU(x,t) = F(x,t), pourx € Qett>0,
(1.135)

U(x,0) = 0, pour x € Q.
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uy (x)
Soit V(x) = € H, avec H = H}(Q2) x L*(Q). Nous suivons la démarche adoptée dans

U (X)

[10]. Munissons H{ () du produit scalaire
(w1, u2) g1 =/ AV Vuadoy. (1.136)
R3

Il suit D(A) :={V € H,AV € H} = H3,(Q2) x Hj(Q), avec H3,.(Q) = H*(Q) N H}(Q). En effet,
nous avons par définition

{VeH AV € H} = {u; € H}(Q),Auy € L*(Q)} x {ua € L*(Q),us € Hy(Q)}. (1.137)

Pour le premier ensemble, nous avons u; € H}(Q) qui vérifie Au; € L?(Q2), nous déduisons que
w1 € H2, (Q). Pour le second, nous obtenons us € H}(2). Il suit

D(A) = H3,.(Q) x Hy(Q). (1.138)

Nous avons donc A qui est un opérateur non borné de D(A) C H vers H. Nous avons alors

—u2(x) u1(x) )
(AV(x), V() = - = —(u1(x), u2(%)) gy — (¢"Aur(x), u2(x)) 2
—c2Auy(x) uz(X)
(1.139)
Il suit d’aprés la formule de Green que (AV (x),V(x))g = 0. A est donc monotone. Voyons si A
: fi(x)
est maximal, prenons V € D(A) et G = €eH
fa(x)
(A+ 1DV (x) = G(x), (1.140)
est équivalent &
u1 () — uz(x) = f1(x)
(1.141)

uz(x) — CQAUl(X) = fa(x).

Ainsi d’aprés la premiére équation, nous avons us € H}(Q) car fi € Hi(Q2). En injectant la
premiére équation dans la seconde nous obtenons

up(x) — CQA’ul(X) = f1(x) + f2(x). (1.142)

Ceci implique & uy d’appartenir & H2, (Q2). Donc VG € H, nous avons trouvé un unique V appar-
tenant & D(A) tel que (A4 I)V(x) = G(x). A est donc maximal monotone.
D’aprés le théoréme de Hille-Yosida, le probléme (1.135) admet une unique solution.

Soit Sy un semi-groupe associé & A. Rappelons qu’a ’aide de ’expression de la solution U et
du semi groupe contractant S

U(x,t) = /Ot Si_sF(x,s)ds, (1.143)

il est facile d’obtenir

UG 0) < / IF(-, 5)] sds. (1.144)
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Comme ||F(-,t)[lg = [[f(-,t)[|z2(q), nous obtenons sur [0, ¢]

i, )l 3y < tmax £, 8 2o (1.145)
Explicitons f, nous avons
a(-, )]l 2 o) < tmax [|0Fa(-,t) — Aa(-, 1) L2(q)- (1.146)
Or, nous avons
1078( 1) — Al 1)z < 1078 0)l| iz + AIAG( 1) 2@ (1.147)

et ||Aa(-,t)||z2) = [la(-,t)||z2(n)- Soit X un espace, introduisons I’espace de Sobolev
W* (R, X) ={ae L>® (RT,X),¥p <2,3C >0: ||0}a(-,t)|x < C}. (1.148)
Nous obtenons

(-, Ol a2y < Co tllal-,t)[wee @+ r2)) < Co tllal-, )|lw2e @t m1/2(00)- (1.149)

Comme u = @ + a, il suit de 'inégalité triangulaire

lu(- Ol age) < s Ol + lat, Dl @
0(®) 0 () 0 () (1.150)

< Co tla(-, ) lw2ee @+, mrr200)) + Cllal-, Ol gi/200)-

ii) Analyse

Dans cette partie, nous supposons que la solution est de la forme (1.128) et nous allons déter-
miner les /\p"1 qu1 vérifient la condition (1.129). Pour cela, commencons par traiter la condition a
la limite en r = r*

L dy TR (= ) — (<)t ()
2 | Age(r*)tHien—t ’ = by, (1), (1.151)

avec ab?l, € C*°(R) les coefficients spectraux de la fonction a

+oo n

=)0 ab (t) polt (0, ). (1.152)
n=0m=0 pol

Nous posons le changement de variable ¢/ =t + % et nous obtenons

n édn l/\pol n dn l/\pol ( 72ﬁ) r*
_gPol (¢ -
an r,«* €+1cn £ an 47T r* €+lcn 4 amyn(t c ) (1'153)

* *

T T
Comme \P°! () = 0 pour t < r*/c, 'équation (1.153) écrite pour ¢t € [—,2—] se simplifie en
’ & &

n _1)n_edn—€)\pol (t) r*
o ( t Amall) - pel 1T 1.154

Il s’agit d’une équation aux dérivées ordinaires qui est bien posée quand nous 1’équipons des
conditions initiales (c’est une conséquence de (1.129))

dfxgg;(%) =0 Vee[o,n—1]. (1.155)
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*

r
Nous avons ainsi déterminé /\p"1 et ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1 pour ¢ < 2—.
c

Ensuite nous répétons le raisonnement et construisons /\p"l par récurrence. Nous sommes au rang
k. Cela signiﬁe que les fonctions )\P’Oln (et ses dérivées jusqu’a l'ordre n — 1) sont connues pour
* *
< (k+ 1) . L’équation (1.153) permet de déterminer AP?) pour t € [(k + I)T—, (k + 2)r—], le
c c
* *

2
! < k:—) Par soucis de clarté,
c

membre de droite (1.153) étant devenu une donnée (car t —

nous pouvons également écrire (1.153) sous la forme d’une équation linéaire avec terme source et
condition initiale. Notons

Apol (1) 0 1 0 0
de D (1) B
L(t) = ’ , A= et B(t) =
: 1 0
dy Aol (¢) ap ar - Gpq b(t)
avec P . N
n—l o T AR (-2 -
_ qn C\n—t ol r
“=- Q@ (T_*) ot bt ez 4 (p*)ttien—t — O (= ?)

*

*
Sur [(k + l)r—, (k+ 2)T—] nous étudions
c c

d,L(t) = AL(t) + B(t), (1.156)

*

L((k+ 1)%) connu.

Les conditions initiales de L sont connues sur U'intervalle [(k+ 1)T—, (k+2)r—]. Comme b € C*(R),
C C

le probléme (1.156) admet une unique solution d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Nous
avons ainsi déterminé les fonctions )\,P;f,ln et ses dérivées d’ordre au plus n — 1 sur tout R, car elles

sont égales aux valeurs terminales de L sur [(k + 1) , (B + 2) ] C’est bien une fonction C* de
R.

iii) Convergence des séries

Dans la partie ii), les calculs ont été effectués pour

Z Z Zap‘)l (t)pol}' (8, v). (1.157)

n=0m=0 pol

Il reste & démontrer la convergence des séries pour démontrer le résultat. Dans le cas ol a est
une somme finie de pol’, ce résultat formel devient rigoureux car la solution est elle aussi décrite
a I'aide d’une somme finie. Définissons les sommes partielles uy et ay

S 3 Y Rea )

n= Om 0 pol (1158)

Z Z Zapo} Ypol (6, v).

n=0m=0 pol
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Nous avons

lim ay(x,t) = a(x,t) dans H2(IR) (1.159)
N—+oc0

Introduisons 'opérateur solution, que nous notons Sol. L’opérateur Sol associe a la fonction a €
C>(T'r) la solution sur la boule u

Sol(a) = u(x, t). (1.160)
L’opérateur Sol est continu. Nous avons uy qui est la solution associée & an
Sol(an) = un(x,t). (1.161)
11 suit
Sol(a — an) = u(x,t) — un(x,1). (1.162)

Avec l’estimation (1.150) nous obtenons

lu(x,t)~un (x )l 1 (8,.) < Cotllalx, t)—an(x Ollwz @ w2, ) +HClalx, ) —an (x, 1)l 3 0 -
(1.163)
En passant & la limite sur N nous obtenons la convergence de uy vers u. O

1.3.4 La solution développée a ordre 2

Dans cette section, nous allons identifier deux formes que prend la solution réguliére de 1’équa-
tion des ondes : son développement de Taylor en 0 & 'ordre 2 et son développement dans la base

1
des Regﬁ’,;ln (décrite dans la section 1.3.3) également & l'ordre 2. Rappelons que x = | 4, |, nous
€r3
avons u qui s’écrit sous les deux formes suivantes
L r
u(x,t) = u(0,t)+ Vu(0,t) -x+ 52X H(u(0,t)) -x
polrypol polrypol polrypol polrypol polrypol polrypol
u(x,t) = ZRO,O [)‘0,0] + Ro 1 [)‘0,1] + Ry, [)‘1,1] + RO,Q[)‘O,2] + R1,2[)‘1,2] + R2,2[)‘2,2]-
pol
(1.164)

Répertorions les Regfﬁn pour n < 2 dans le tableau 1.7.
Détaillons le développement de Taylor de u

u(x,t) = w(0,t)+ 0y, u(0,t)x1 + Opyu(0,t)xe + Oryu(0,t)x3
1
+ 5(8§1u(0, )zt + 02, u(0,t)x3 + 02, u(0,t)x3)
4 Ouyaou(0,8) 2122 + Oy 2y u(0, 8)T125 4 Opprs (0, t)x23.

Nous avons & présent le matériel nécessaire pour identifier les deux formes de u, nous obtenons

u(0,t) = —% (1.165)
~(A) @ (t)
Vu(0,t) = 47303 —( ii,?)(g)(t) , (1.166)

(AP 0)
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n|m Regys, [Aoos,] Regf,ifn x5
o[o] OO 00 .
110 O\B%S(t)l'g + rgo(TQ) 0
! B304 o e
211 %ﬂ(z(ﬂxlm JrTgO(rQ) %m% +T20(T2)
2| OG0 |- s
Tableau 1.7 — Les premiers Reg??" [\b°! | avec n < 2
et enfin
—2085) 1) —2089) 1) (B (1)
HO0.9) = o | 208000 208500 (o | +(CT0, BTy,

IO ORI
(1.167)

1.4 Etude des solutions singuliéres de I’équation des ondes

1.4.1 Solution de I’équation des ondes sur une couronne solide
Probléme sur la couronne

Dans cette partie, nous allons déterminer la solution de I’équation des ondes sur une couronne
solide (de petit rayon r; et de grand rayon rq), voir la figure 1.1.

Crz = {x € R? 1y < [x| <12} (1.168)

Nous noterons u. la solution de ce probléme (¢ référant a couronne). Nous considérerons une
solution causale u.(x,t) = 0 pour les temps négatifs dont nous connaissons la trace sur la frontiére
de la couronne C72. Nous noterons les sphéres de rayon rq, respectivement r sous la forme suivante

I, ={xeR|x|=r} et I,,={xcR>|x|=r} (1.169)

Nous voulons résoudre le probléeme (1.170). Cherchons u. € C*(CJ2? x R) tel que



66 CHAPITRE 1. ANALYSE EN CHAMP LOINTAIN

FIGURE 1.1 — Domaine en couronne considéré (entre la boule de rayon 71 et celle de rayon r9)

A Aue(x,t) — OFuc(x,t) =0, sur Cr2

17

uc(x,t) =0, Vt<0,
(1.170)

UFrl (Xﬂ t) = a‘(X7 t)a

ur,, (x,t) = b(x, 1),

T2

avec a € C®(T,, x R) et b € C*(T,, x R).

i) Caractére bien posé de ’équation des ondes sur la couronne C;?

Ce probléme admet une unique solution qui est réguliére dans la couronne C72. Comme pour
la boule de rayon R, il est possible de montrer I'existence et 'unicité du probléme (1.170) grace
au théoréme de Hille-Yosida. Rappelons le probléme considéré

Ofuc(x,t) — Auc(x,t) = 0, pourx e C/2ett >0,
uc(x,t) = 0, vt < 0,
(1.171)
uc(x,t) = a(x,t), pour x € I';, et t > 0,
ue(x,t) = b(x,t), pour x € I';., et ¢t <0,

avec a et b des fonctions C*(T'y, x R), respectivement C*°(T'y, X R) .

Remarque 1.20. Nous avons équivalence entre les conditions du probléme (1.171) avec les con-
ditions initiales u.(x,0) = 0 et dru.(x,0) = 0.

Nous relevons tout d’abord la fonction a en a, respectivement b en b comme suit : soit @ €
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C>(R? x R), respectivement I'unique solution du probléme

Aa(x,t) —a(x,t) =0 dans C}?
a(x,t) = a(x,t) surl, (1.172)
a(x,t) =0 surl,,,

respectivement

Ab(x,t) — b(x,t) =0 dans Cy2
b(x,t) =0 surT,,, (1.173)

b(x,t) = b(x,t) surl,,.

Posons 1c(x,t) = uc(x,t) — a(x,t) — b(x,t). Pour démontrer I'existence et l'unicité de u, com-
mencons par démontrer ’existence et ['unicité de 4. Nous obtenons

Ofie(x,t) — AAuy(x,t) = f(x,t), pourxe Cl2ett>0,
Opie(x,0) = 1.(x,0) = 0, pour x € C}2,
(1.174)
Ue(x,t) = 0, pourx €', UT,, et t >0,
Ue(x,t) = 0, pour x € C72 et t < 0.
- - 0
avec f(x,t) = —07(a+b)(x,t) + c2A(a+ b)(x,t). Posons F(x,t) = , Ue(x,t) =
f(x.1)
Ue(x,t) 0 -1
et A= . Nous obtenons
Optie(x,t) —c2A 0
0Uc(x,t) + AU.(x,t) = F(x,t), pourxe CJ?ett>0,
(1.175)
U.(x,0) = 0, pour x € C)2.
uy(x)
Soit V(x) = € H, avec H = Hj(Cr?) x L*(Cr2). Munissons Hj(Cr2) du produit scalaire
UQ(X)
(u1 (X)7 ug (X))H& (C:Z = / C2VU1(X, t)V’LLQ (X, t)dox. (1176)
1 o2

1

Il suit D(A) := {V(x) € H,AV(x) € H} = H3 (C?) x Hj(Cr?), avec H3, (Cr2) = H*(R?) N
H{(Cr2). Nous avons donc A qui est un opérateur non borné de D(A) C H vers H. Nous avons
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alors

—ua(x) u1(x)
(AV(x),V(x))m

—c?Auq (x) uz2(x)
= —(wi(x),u2(x)) g1 (crzy — (P Aur(x), u2(x)) L2 (cr2)-
Il suit que (AV(x),V(x))g = 0. A est donc monotone. Voyons si A est maximal, prenons V € D(A)

et G(x) = 1l €eH

f2(x)
(A+DV(x) = G(x), (1.177)

est équivalent &
u1(x) — uz(x) = f1(x)

ug(x) — 2Auy (x) = fa(x).

(1.178)

La premiére équation donne uy et up € H}(Cr2) car f; € Hj(Cr2). La seconde se simplifie en

u1(x) = Aui (x) = f1(x) + fa(x). (1.179)

Ceci implique & u; d’appartenir & H gir(C;f). Donc VG € H, nous avons trouvé un unique V'
appartenant & D(A) tel que (A + I)V(x) = G(x). A est donc maximal monotone.
D’aprés le théoréme de Hille-Yosida, le probléme (1.175) admet une unique solution.

Soit S; un semi-groupe associé & A. Soit

U(x,t) = /Ot Si_sF(x,s)ds, (1.180)
nous avons ,
UGl < c/o IF(-.8)lnds, C>0. (1.181)
Orici [[F(-, )|z = [[f(,8)l[L2(¢y2)- Nous obtenons sur [0, 1]
ltc(- )l crzy < tmax|[f(-,8) L2or2y- (1.182)
Explicitons f, nous avons
e o) < € tmax [0+ B) . 6) — A+ B) (D)l e (1.183)

Or, nous avons

107 (a + 5)( ) — PA(a+ 5)( at)”L?(c:f) < C(1+c*)(107a(- at)||L2(c:f)) + [|07b(- at)HLz(le)))

i i (1.184)
car [[8a(-,8)laerzy = Il ,8)llz2(crz et respectivement [AB(C,6)ll 2z = I5C6)lagore-
Rappelons ’espace de Sobolev

W> (RY,X) ={a € L>® (R, X)),¥p <2,3C > 0: |0a(-,t)|x < C}, (1.185)

avec X = HY*(T,,), HY*(T,,), ou L*(C"2). Nous obtenons pour Cy > 0

lac( llmcrzy < Cot”d('at)J’_B("t)HW2’°°(]R+,L2(C:f))
< Cot(fa(-, Ollw20o @+, m172(r,, ) + 160 t)”Wz’OO(]R*,Hl/?(FTz)))'

A
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Nous obtenons pour Cy > 0 et C; > 0

e )l (crzy < Colle( )l yerzy + Callat . 8) + b0, D)y oz
1 0 1 1

< Cot(|la(- Ollwzee v+ 11720,y + 110 J)lew(w,m/z(rm))) (1.186)

+C1(laC Ollmrrzcr,,) + 16C Dllmaw,,))-

ii) Analyse

Comme pour les solutions réguliéres, nous combinons une solution avancée et une solution
retardée, voir la section 1.3.2. Nous cherchons donc une solution du probléme (1.170) dans la base
des M,E,’f”%i (donnés par (1.109)) sous la forme

4o n

=D 0D D MBI T) + MBS (x, ) (1.187)

n=0m=0 pol

avec pol qui prend les valeurs cos ou sin et Ab°L:* les projections dans la base des MP°h* d’'une
fonction A € C>°(R?) & déterminer. En comparant avec les décompositions aP°! | respectivement

m,n’

bPol de a, respectivement b

ZZZ@I’OI (r,t)poll. (8, o)

n=0m=0 pol (1188)

+oo n

Z Z pr"l r,t)pol;, (0, ¢),

n=0m=0 pol

nous obtenons les relations suivantes qui traduisent les troisiémes et quatriémes lignes de (1.170)

mln( ? ) mi; [)‘ml;z ]( ) ) mi{ [A’ITLIT’I ]( ? ) 19
’ ’ ’ (& ’ ’ (&

T2 _ _ 79
bho(x,t) = MEZF RO (x, ¢+ )T MBI (x —) sur D,

Notation 1.3. Nous notons

>, = Z Z > el (1.190)

m,n,pol n=0m=0 pol

Nous remarquons alors que la décomposition de ue en MPLT[APOLF] et MPOL~[APO)~] n’est
pas unique. Plus précisément, les fonctions Ab°L* sont définies & un polynome pres. Pour as-
surer 1'unicité, nous imposons que les fonctions (x,t) d - MO (x, t1) et (x,t)

m,n,pol

Z M,%?i;_[Agﬁh_](x,t_) soient nulles pour les temps négatifs sur Cy2. Cette contrainte est
m,n,pol
assurée par

T2
MBS t7) = 0, pour tF < ==,
(1.191)
_ _ _ _ I}
MPOL=[AROL7)(x,t7) = 0, pourt” < -

Nous allons maintenant déterminer MPOLT[APOLF] - AfpeL=[APOL =] par intervalle de temps 6; =
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7’2/0 .‘\

O

MESFRHI(ET) =0

—ri/cn

ME T NTI(E7) =0 =

FIGURE 1.2 — Potentiels avancés et retardés

T2 —T1

r T
. Effectuons le changement de variable ¢; = ¢ — —1, respectivement to = ¢ + —2, dans la
c

premiére ligne, respectivement dans la deuxiéme ligne de (1.189)

r 2r
MEZTINTI0h) = abl, (et —) = MDDt + =) sur Ty,
(1.192)
r _ _ 27
MEZFINI (e t2) = B te = =2) = MESTRDT] (b — =) sur Ty,

Comme pour le cas de la boule B,. (voir section 1.3.3), nous effectuons ce changement de
variable afin que les termes & gauche de (1.192) deviennent des données. Cette fois-ci nous
raisonnerons directement sur les M};‘j}ﬁ et déterminerons les /\Eanf ensuite. En effet, pour ¢; €
- —n

2
[—, —— 464, la fonction MPLFT[APCLF)(x ¢ + i) est identiquement nulle d’aprés (1.191). De
& & ’ ’ &

2 _ _
méme MPOL=[APOL=](x 1, — 2) =0 pour tp € [T—Q, 2 + d¢). Il suit que pour t; € [_7’1 , - + Ot
' ; c c ¢ c c
et pour g € [r—Q7 T2 + &4
c’c
Mpol,—[\pol,— _ pol T1 r
m,n [ m,n ](Xa tl) - a’m,n(xa tl + ?) sur 1l ,,
(1.193)
Mr%?ii—i_ P\E{)}r’ﬂ(){, ta) = bﬁf}n (x,t9 — T—2) sur I'y.,.

c



1.4. ETUDE DES SOLUTIONS SINGULIERES DE L’EQUATION DES ONDES 71

Nous avons ainsi avancé de §t dans la détermination de A* et A~. Le raisonnement peut étre ainsi
répété par récurrence.

Soit k un entier naturel. Supposons connus MP:~[APL](x,t1) et MPOLFAROLF](x,t2) pour
fl < ———i—kétet t2 < —+k6t
Pourt; € [f—Jr ot, f—+(k:+1)5t] et to €| 02+k5t, %2+(k+1)5t], les fonctions M};‘ﬁﬁ [/\frilhﬂ(x’ i1+

27"1 T2

2
—) et MpOl [APL=](x,ty — ==) sont ainsi connues d’aprés ’hypothése. Tl suit de (1.189) que
& ’ &

nous avons déterminé Mp"l’*[)\p"l**](x t1) et MPoL=[\P°L=](x, t5) pour t; € [*T—l + kot, oy

’ : c c
(k+1)dt] et ty € [ + kdt, 2 + (k + 1)6t]. Nous venons de déterminer MPOL=IAPLT](x, 11) et
MPLTIARLF](x, tg) sur tout R.

Nous déterminons alors les Ab2L%(¢¥) en résolvant les équations aux dérivées ordinaires (1.194)
munies de la condition de causalité (qui équivaut & imposer la nullité des n — 1 premiéres dérivées

T T
de APOLE (1) en tt =t 4+ 2 et t~ =t — —=).
’ C (&

n éan Z}\pol +(t+)

MEOLFAROLH](x, t4) = Z qn " pol;”,
’ I cn
(1.194)
pol,—rypol,— — _ 8n é/\pOl ( ) ™
Mm,ﬁ [ m,’ﬁ ](X7 t ) - 47T Z qn rg+1cn Y/ pO n

iii) Convergence des séries

Dans la section 1.4.1, les calculs ont été effectués de maniére formelle. Il reste & démontrer la
convergence des séries pour démontrer le résultat. Dans le cas ol a et b sont des sommes finies
de pol}’, ce résultat formel devient rigoureux car la solution est elle aussi décrite a ’aide d’une
somme finie. Définissons les sommes partielles u. y, ay et by

wenlt) = 33 3 M Do ) + M Do )

n=0m=0 pol

Z Z > b (x (1.195)

n=0m=0 pol
N

-3 > S

n=0m=0 pol

Nous avons
lim ay(x,t) =a(x,t) dans H: (Try)
N=roo (1.196)

NEH-IOO bn(x,t) =b(x,t) dans Hz(T,,).

Introduisons 'opérateur solution, que nous notons Sol. L’opérateur Sol associe & deux fonctions
a €C>®(,,) et be C>®(T,,) la solution sur la couronne u,
Sol(a, b) = u.(x,t). (1.197)

Lemme 1.5. L’opérateur Sol : W2°([0,T], HY/?(T,,))xW?2>=([0,T], H/?(T,,)) — L>=([0,T], H'Y(Cr2))
est continu, pour tout T > 0.

Preuve du lemme 1.5. La continuité de 'opérateur Sol découle de ’estimation obtenue en (1.186).
O
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Revenons & la convergence des séries. Nous avons u. y qui est la solution associée & ay et by
Sol(an,bn) = ue N (X, 1). (1.198)

11 suit
Sol(a — an,b—bn) = uc(X,t) — ue N (X, 1). (1.199)

Avec Pestimation (1.186) nous obtenons

l[ue(x,t) = ue N (%, )| 1 o2y < Cllalx,t) — an(x, 1)]] + Callb(x,t) —bn (&, Ol 4 -

(1.200)

1
H2(Ty)

En passant & la limite sur N, nous obtenons la convergence de u.y vers u.

1.4.2 Représentation des solutions singuliéres de I’équation des ondes

Dans la section 1.4.1, nous avons décrit la solution u,. dans une couronne privée de ’origine car
la somme des MP°L+ et MPOL— est singuliére en 0. Cela définit par conséquent une base pour les
solutions smguheres de lequatlon des ondes. Notons u, la solution singuliére qui s’exprime dans
cette base de la fagon suivante

) = S0 MEE IR, ) + MET AR, ] (x, 7). (1.201)

m,n,pol

Nous avons également en notant upo1 les décompositions spectrales de ug

us(x,t) = Y ubd(x,1), (1.202)

m,n,pol

avec ubol (x,t) = MPOLTAPOLF](x, t1) 4+ MPOL=[APL "] (x, 7).

m,n
Le théoréme 1.5 permet d’écrire la solution de ’équation des ondes u; dans une nouvelle base.

Théoréme 1.5. Nous avons les comportements suivants au voisinage de x = 0

: 1, 1 P+1
i) MPETIN( Z MEZIN@, @, )" + O (r7Hh),
p=—n—1
o ol _ ol P+1
ii) Regh? [N (x,t) = Z: Reghy, A (8)r? +r9)0(r ),
p=n(mod 2)
P
iii) us(x,t) = Z [ Z M%?b;[ﬂpol](e o P — Z Regslolnp[/\polﬂ(o’(p,t)rp
m,n,pol p=—n-—1 - n(mod?)
+ O (rFF).
r—0
Preuve. i) Par définition nous avons
pol,— S 4 )\(n l ) m
MPpo: Z n4we+1cn = pol (0, ). (1.203)

Effectuons un développement de Taylor

K
Y AR
MET [N (x, t )=ZZqﬁ( k,) 47Tc"*l+(k)r l+hpol™ (g, 0) + O (PKTM). (1.204)

r—0

~
i
=]
=
i
=]
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Aprés le changement de variable p = —¢ — 1+ k et P = K —n — 1 nous obtenons

P n _1\p+L+1 \(n+p+1)
pol,— -\ Z( 1)1) A (t) m p P+1
M = 3 (3 A ) o0,

p=—n—1 {=max(0,—1—p)

(1.205)
Notons M};OL Al les éléments du développement de Taylor de Mﬁﬂ;_[)\]
n 1) p+k+1 )\(n+p+1)( )
MPOIN(0, ¢, t) = x ( ol (0, ). 1.206
k=max(0,—1—p)
Nous obtenons finalement
1,— 1 P+1
M2y Z MEZSIN@, @, )7 + O (r7), (1.207)
p=—n—1
ii) Par définition (voir (1.124)) nous avons
o I )\(k+1+2n) (t) L - .
Reghth N (x,0) = 2= (D2 S 2 Qa7 (1) Jpolil (0,0) + O, (r"F ). (1.208)
k;n
Aprés le changement de variable p = n + k et P = n + K nous obtenons
P
1 AP+nt1) (3
PO] = —ptn—1(_ m D P+1
ReglZ MGt =5 30 (T QT S DRO (0,07 + O (7). (1.209
p=n(mod 2)
Notons Regf’,ﬁln,p[)\] les éléments du développement de Taylor de Regpo1 [A]
Pour p et n de méme parité :
Regh? [N](0 _ AT 1)pol’ (8 1.210
egm,n,p[ ]( ,(p,t) - WQ'@ (_ )po n ( ;90)- ( . )
Pour p et n de parité différente :
Reght,, LIN(0,¢,t) = 0. (1.211)
Nous obtenons finalement
ol ol P+1
Reg)y ., Z Regp, ., N (0, @, t)rP + Tgo(r ). (1.212)

iii) Remarquons que RE2 [N](x,t) = MPCL[N](x,t7) — MPCLT[A](x,tT). Nous partons de l'ex-
pression (1.201) de la solution u, et nous allons l'écrire dans une autre base en ajoutant et retirant
MPpL=[APOLF] & chacun des termes de (1.201)

ugx,t) = S METDROL (47 + MET RO (x, ) (1.213)
m,n,pol
MBI, 17) + MBS AR (x, tF) (1.214)
=) MEOTIRLT A ARLTI(x, 1) — Reghtl, AR (x, ). (1.215)
m,n,pol

Notons 8B, = AbeLF 4 AbeL=. En utilisant i) et ii), nous obtenons iii). Il suit
ub?! (x,t) = MPOh T8R! |(x, ™) — Reghoh, [AB2L ] (x, 1). (1.216)

Ceci termine la preuve. O
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Remarque 1.21 (importante). Le théoréme 1.5 est fondamental pour la suite car il permet de
décrire le comportement de la solution en champs lointain, nous réutiliserons cette décomposition

dans le chapitre 3.

1.5 Rappels des résultats obtenus

Afin de permettre une lecture plus fluide nous synthétisons les résultats obtenus et énongons

quelques corollaires.

1.5.1 Développement modal

Rappelons que B, est la boule centrée en l'origine et de rayon r*.

Théoréme 1.6. Toute solution u de I’équation des ondes sur B.«\{0} x R*

Ou(x,t) =0,
u(x,0) =0, Jwu(x,0)=0,
peut s’écrire sous la forme

Z Mpol apol ] + Regpol [prl ]

m,n,pol

et se développer au voisinage de 0 sous la forme

Z Z P M&O}n p ap01 ] + Regm n p[bp01 ])pOIm(G )a

m,n,pol p
avec

ML = MES Npoly (6, ),

m,n,p

Regh?, [\ = Regy, , [\IpOL™ (0, o).

m,n,p

Corollaire 1.1. Si u est solution de
Ou(x,t) =0, sur R3\{0} x RT,
u(x,0) =0, dwu(x,0)=0, sur R3\{0},

alors
Regpol [bpc’l ]=0,

pol pol
g MP°-~[a m]’

m,n,pol

c’est a dire

et peut se développer au voisinage de O sous la forme

Z ZTPM%OLpapol ]polm(9 )

m,n,pol p

Preuve. 11 suffit de remarquer que Regpol [bP°! ] est non identiquement nul en lorigine.

m,n

(1.217)

(1.218)

(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.223)

(1.224)
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Corollaire 1.2. Siu est solution sur B« x R" (incluant l'origine) de

Uu(x,t) =0,
(1.225)
u(x,0) =0, dru(x,0) =0,
alors
MPO = [ab ] =0, (1.226)
c’est a dire
= ) Regh?, 5], (1.227)
m,n,pol
et peut se développer au voisinage de O sous la forme
= > > TpRegm np 22 IDOl7 (6, ). (1.228)
m,n,pol p
1.5.2 Développement asymptotique
Lemme 1.6. La fonction u admet la décomposition suivante
P
u(x,t) = Y (rPuy(0,¢,t)) +u”(x,1), (1.229)
p=—00
avec u’ le reste vérifiant
_ P+1
maxu”(x, 0 = 0,07,
P _ P
rtnSaTX|Vu (x,t)] = Tgo(r ).
De plus, la fonction u, admet la décomposition suivante
up(0,0,8) = D (up)hol, (1) poly (60, ), (1.230)
m,n,pol
avec
(up o (8) = MBS abel, ] + Regm (A (1.231)

D’autre part, elle se développe au voisinage de 0 sous la forme

= ) ()b, (t)poly (0, ), (1.232)

m,n,pol p

avec
(U;U)pOl ( ) Mp01 [ap(ﬂ ] + Regm n p[bpo,ln]‘ (1233)

m,n m,n,p

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé le développement modal de la solution en champ
lointain. Nous nous sommes basés sur des résultats existants en fréquentiel pour les adapter au
domaine temporel. Notre contribution majeure réside dans la simplification des expressions. Pour
se faire, nous avons défini des bases de représentation de la solution adaptées au probléme considéré
(Regfiln, M,E,’f’il , M};’flﬁ) Ces expressions restent toutefois assez lourdes. Ce chapitre permet de
faciliter ’étape de raccord qui sera réalisée au chapitre 3.
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Chapitre 2

Eléments d’analyse pour ’étude en
champ proche : modéle
quasi-statique a ’extérieur d’un
obstacle

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous isolons un certain nombre de résultats d’analyse concernant le champ
proche. Bien que cette partie soit assez difficile a lire, elle permet d’avoir une présentation plus
directe dans les chapitres suivants.

Nous nous placons & ’extérieur d’un obstacle B C R3 sur le domaine () = R3 \ B , voir la figure
2.1. Bien que la théorie puisse aussi étre développée dans le cas d’un obstacle moins régulier, par
exemple de type Lipschitz, nous allons supposer que I'obstacle est de classe C*°. Ainsi les fonctions
considérées seront aussi de classe C*°. D’autre part, nous allons supposer que cet obstacle est
borné : il est strictement inclus dans la boule de rayon R*.

Q

FIGURE 2.1 — Domaine d’étude

Nous paramétrons ce domaine par les coordonnées cartésiennes de champ proche X = (X1, X3, X3) €

7
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R3 ainsi que par les coordonnées sphériques (R, 0, o) € RT x [0, 7] x [0, 27| qui sont définies par
le changement de variables

X, = Rsinfcosp, X = Rsinfsiny, et X3 = Rcosf.

Nous considérons une famille de fonctions U; : QxR — R, ¢ € Z, qui vérifient le systéme
d’équations de Laplace emboitées

AxUisa(X,t) = i—gUi(X,t), pour X €Q, ¢>0, (2.1)
avec les conditions 2 la limite de Dirichlet sur la frontiére T' de B
Ui(X,t) =0, VieZ, VteR, VvXel. (2.2)
Ces fonctions sont aussi supposées nulles pour tout i < 0 et pour tout ¢t < 0
Ui(X,t) = 0, Vi<0, VieR, VXeQ, (2.3)
Us(X,t) =0, VieZ Vt<0, ¥YXe. (2.4)

Enfin, nous imposons le cadre fonctionnel suivant (qui est licite car la frontiére de ’obstacle est
réguliére)

U, € C*(2 xR). (2.5)
Remarque 2.1. Il est aussi tout a fait possible de considérer des conditions de Neumann. Celles-ci
prennent la forme :

an . -
5 (X,t) =0, ViezZ, VteR, VvVXel. (2.6)
n
Remarque 2.2. Comme U; = 0 pour i < 0, l’équation (2.1) se réduit pour i = —2 et —1 a
I’équation de Laplace homogéne
AxUp(X,t) =0, AxU1(X,t)=0, VteR, VXeQ. (2.7)

Ce chapitre se divise en deux parties. Nous allons déterminer le développement modal du
champ proche dans la section 2.2, puis nous ferons quelques rappels sur le probléme de Laplace
pour les conditions de Neumann ou de Dirichlet dans la section 2.3.

2.2 Développement modal du champ proche au voisinage de
I’infini
2.2.1 Quelques notations

Rappelons ou introduisons quelques notations récurrentes de ce chapitre
— la variable pol peut prendre les valeurs cos et sin.

— Le symbole g doit étre compris dans le sens suivant
m,n,pol
4o n

o =Y % (A:;;fn + Afj;jn) (2.8)

m,n,pol n=0m=0

Les opérateurs Mf?’lo;; et Regf;f}n’é sont définis par (1.206) et (1.210). Ce sont des applications
de I’ensemble des fonctions C*°(R) vers 'ensemble des fonctions C*°(S? xR) avec S? la sphére
paramétrée par les variables (6, ¢).

Soient R; et Ry deux réels positifs ; nous notons By = le complémentaire de la boule de rayon

Ry et Cgf la couronne de petit rayon Ry et de grand rayon Rs

Bﬁlz{XeRﬂRle} et cgf:{XeRﬂngRgRQ}. (2.9)
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2.2.2 Développement modal du champ proche

Lors de ce premier résultat, nous supposons qu’il existe une famille de fonctions qui vérifie
les équations de Laplace emboitées et nous exhibons le développement modal de la solution au
voisinage de l'infini.

Théoréme 2.1. Si la famille de fonctions (U; € C>(Q x R))i<r vérifient (2.1), (2.2), (2.3) et
(2.4), alors il existe deux familles de fonctions (A;)0), € C*°(R) et (B;)b?, € C°(R) avec i < I,
n €N, 0<m<n et pol qui peut prendre les valeurs cos ou sin telles que pour R > R*, t € R et
1< T

UiX,t) = > > MPo [(Bi—o)P°h=1R™™ 1 L RegP® (A g)PL TR™E. (2.10)

m,n,—n—1+~£ m,n m,n,n+~ m,n
m,n,pol £=0

Nous pouvons trouver les définitions de MP°h— et RegP® en (1.206) et (1.210).

m,n,p m,n,p

Remarque 2.3. La convergence de la série (2.11) peut étre comprise au sens L%C(R,LQ(C’I}%)),

Wlﬁlc’oo(R,Hl(Cgf)) ou encore Wlﬁlc’oo(R,Hl(AkZ,Cgf)), avec Ry et Ry deux réels positifs qui
vérifient R* < Ry < Ra et k1 et ko deuz entiers naturels. Par régularité elliptique, voir [14], nous

pouvons montrer que la convergence de cette série et de ses dérivées a lieu aussi ponctuellement.

Remarque 2.4. Un résultat trés similaire qui nous servira par la suite est donné par le lemme
sutvant.

Lemme 2.1. La fonction U; admet la décomposition suivante

+oo
UiX,t) = 30 B (Usgl0,0.0)) + 45X, 1), (2.11)
p=—P
avec UL le reste vérifiant
max I |UF (X, 1) = O (RPYH, vm>0
t<T R—+00

%g(amvxuf(x,m O (R77%), vm>o.

R—+4oc0

De plus, la fonction U; , admet la décomposition suivante

Uip(0,0,6) = Y (Uip)hoh(t) poly (6, ), (2.12)
m,n,pol
avec
o A 7pol,— ol,— pol o
(Uip)oom () = MEZ [(Bimpn—1)hi ]+ Regy g p[(Aimprn) o] (2.13)

Pour faire la preuve du lemme 2.1, nous aurons besoin de quelques résultats du chapitre 1 que
nous rappelons ci-dessous. Nous avons

Regl® N =0 Vp<n,

m,n,p

(2.14)
ol,— _
MY A =0 Vp<-—n—1.
Nous posons la condition de nullité
(APl (t) = (By)b2h(t) =0, Vi<O. (2.15)
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Preuve du lemme 2.1. Nous détaillerons le calcul formel qui permet d’obtenir le résultat mais pas
la partie concernant la convergence de la série et la majoration du reste. Nous partons du résultat
du théoréme 2.1 pour exprimer U;

= > Z M (BB IR 4 Regl? L [(Aio)BL R (2.16)

m,n,pol £=0

D’aprés (2.15) nous obtenons

RegP? [(Aize)by l1=0 V>,

m,n,n+~4

(2.17)
MET)LC,)']r;T—n—l—i-Z[(B% e)m n ] =0 Vl>i.
En décomposant mode & mode et en plongeant la somme sur ¢, nous avons
ol
U Z T v B BI04 3 Reglh A B, (219
£=0
Effectuons a présent le changement de variable p = —n —1+/ pour la premiére somme et p = n+/¢
&
pour la seconde, nous obtenons
—+oo
(Ui)grgl Z RPMELOL,;) i—p—n— 1)5?171 ]+ ZRP Regmnp[(Az p+n)$r$ln] (2.19)
p=—n—1 p=n

— pol
D’aprés (2.14), nous avons Reg:f,mp[(Ai_ern)PO] ] = 0 pour p < n, nous pouvons donc plonger la

m,n
deuxiéme somme et nous obtenons

+00
O (R = 3 R (MES(Biopn)i ]+Regmnp[(f4i—p+n)5’i’,ln])- (2:20)
p=—n—1
En identifiant avec
ol S P—1
U2 (R, p;PR Uip(X,t)+ O (BT, (2.21)
nous obtenons (2.13). Ceci termine la preuve. O

Lemme 2.2. Pour toute fonction A € C*°(R), nous avons

82
i) Ax (Reggf,lrz,p+2[/\]Rp+2) = _tReggflmpP‘]Rp’

ii) Ax (Mpol [/\]Rp+2) _ at

m,n,p+2

L MEOL AR

m,n,p

Preuve. Commencgons par rappeler la forme de I'opérateur Ax
Ax = iaRR?aR + iAF, (2.22)
R2 R?
avec Ar le Laplacien Beltrami vérifiant
Arpoly, (8, 9) = —n(n + 1)pol;, (0, ¢). (2.23)

De plus, nous avons
aRR2aRRP+2 (p+2)(p+3)RP. (2.24)
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Nous en déduisons

Ax (Regh?, o[NRPF?) = [(p+2)(p + 3) — n(n+ 1)|Regh?,  [\RP. (2.25)

m,n,p+2 m,n,p+2

Montrer i) revient alors & vérifier ’égalité suivante

82
[(p+2)(p+3)—n(n+ 1)]Reg§’7;1mp+2[)\] = C—;Regg;ﬁlw (A (2.26)
Remarquons que pour p et n de parité différente nous avons Regfnoyln’p oA =0et Regﬁf}nyp [A] =0

donc I’égalité est vérifiée.

Pour p et n de méme parité, nous pouvons récrire ’égalité en remplacant Regﬁf}nyp par sa définition
NOHEE) . ) .
[(p+2)(p+3)—n(n+1)] WQnP+ *(=1D)poly, (8, ») = WQ’HP+ H(=1)poly, (6, ¢),
(2.27)
et en simplifiant
[(p+2)(p+3) = n(n+1)]Q;P "3 (=1) = Q" 1(~1). (2.28)

Puisque Regf,fyﬂlﬂp[)\] = 0 pour tout p < n, nous prenons p = n + 2p’ avec p’ € N. Calculons alors

le rapport suivant
QN (=) QM=)
O VN e C)
En annexes nous avons déterminé ;P pour p pair voir (C.15) et pour p impair voir (C.16), en
remplacant et en simplifiant nous obtenons

(2.29)

QMM (=1)
;QT:;(_” = (2p' +2)(2n +2p" +3). (2.30)
11 suffit de remarquer pour p = n + 2p’ que
[(p+2)(p+3) —n(n+1)] = (2p +2)2n+2p +3), (2.31)

pour conclure.

Nous raisonnons exactement de la méme fagon pour prouver ii) dans le cas ou n et p sont de méme
parité. Voyons le cas ot n et p sont de parité différente.

Puisque MP°L—T\] = 0 pour tout p < —n — 1, nous prenons p = —n — 1 + 2p’ avec p’ € N. Nous

m,n,p
avons . oo
—ptn—1(_1 n—2p (_1
gnp+n3E1§ = 62277;—217/—2(_?[)' (232)
D’aprés (C.15), nous avons
Q;Q(p/_n)(*l) / /
L =2(2p —2n+1)(p' +1). (2.33)
QnQ(p +1)(71)
11 suffit ensuite de remarquer pour p = —n — 1 + 2p’ que
(P+2)(p+3) —nn+1)] =22 —2n+ 1) +1), (2.34)
pour conclure.
Ceci termine la preuve. O

Pour démontrer le théoreme 2.1, nous allons tout d’abord obtenir le développement modal
d’une fonction C*° (]R, Hlloc(Q)) qui vérifie ’équation de Laplace homogéne. Puis nous traiterons
le cas général.
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Etude du noyau de I’équation de Laplace

Proposition 2.1. Soit U € C*® ((AZ X R), qui vérifie
AxUX,t) =0 dans Q et UX,t)=0 Vt<0, (2.35)

alors il existe deux familles de fonctions du temps Aﬁ’n(’} ‘R—R et B,F;fjln R — R telles que

n

UX,t)= Y M, [BRT IR 4 Regheh, ,[ARL IR, (2.36)

m,n,—n—1 m,n,n
m,n,pol

et APOL (t) = BROL (t) = 0 pour tout t < 0.

Preuve. Nous agissons par séparation de variables. Décomposons la fonction U & l'aide des har-
moniques sphériques pol},’

UX, )= > URL(R,t)poly (6, ). (2.37)

m,n,pol

Les fonctions UP°! vérifient

1 nn+1
AzonE0RULe (R 1)~ " D () = o, (238)
et sont par conséquent données par
UPO (R, t) = A(t)R" + B(t)R™" !, (2.39)

avec A, B € C*(R). Il ne reste plus qu’a remarquer que

M (BT = JEBEL (),
2n+71T ol (240)
ﬁ\/pol APOI o dt A,'Pnyn(t) 1 1
egm,n,n[ m,n] - WQn (_ )
Nous pouvons alors identifier
2 2n-+1
a7 AR (1) = S A,
) Qn (-1) (2.41)
BEDL () = — B(1).
’ In

Pour déterminer AP°! nous utilisons deE%l(t) = 0 pour tout ¢ < 2n. Ceci termine la preuve. [

m,n?

Corollaire 2.1. Soient Uy et Uy deuz fonctions vérifiant les équations de Laplace emboitées, nous
avons

Uo(X,t) = > ME  [(Bo)hoi IR+ Reghyl, (Ao R”
m,n,pol
1
Di(X,t)= 3 Y My (BB IR Regyy (A B0 IR
m,n,pol £=0

(2.42)

Preuve. Pour Uy, il suffit de remarquer que Uy est solution de I’équation de Laplace homogéne et
d’appliquer la proposition 2.1.
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La fonction Uy est elle aussi solution de ’équation de Laplace homogéne. Elle peut s’écrire sous
la forme

Ur(X,t)= > (U5 (R t)poly (6, ), (2.43)
m,n,pol
avec
(U1)P2 (R, t) = A (t)R" + B1(t)R™""", avec Ajet By € C*(R). (2.44)
Analyse :

Supposons que (2.42) est valide et déterminons (A1)bo} et (B1)be! en fonction de A; et By.
L’équation (2.42) s’écrit

(X, t) = > My, (BT IRT" !+ Reghyn, o [(A1)he IR
m,n,pol
=+ M'rlr)zoiz 7n[(B )pOI ]R + Regm n n+1[(A0)p01 ]Rn+1

pol
m,n,p

Commencons par éliminer les termes nuls. Rappelons que Reg [A] =0 si n et p sont de parité

différente, voir le théoréme 1.5. Il suit

RegP?! [(Ao)2°,] = 0. (2.45)

m,n,n+1

D’autre part, nous avons par définition, voir (1.206)

MEO T [(Bo)odh™] = 0 sin#0,
di(Bo)By (1) |
= T sinon.

1l suffit ensuite d’identifier pour obtenir (B1)boh~ et (A1)bo),. Séparons le cas n = 0 et n # 0.
Pour n # 0, nous avons

(U)P(R,t) = A1()R" + By ()R, (2.46)
et
(U)B (R 1) = Mﬁ’fﬁ o [(BRTIRT! +Regmn[(fh)p"1 R (2.47)

1l suffit ensuite de remarquer

o (BR (1)

M'E“Loi;inf [(Bl)glolﬁ ]: n )
Tt g T (2.48)
—— pol ol 1 O T (ADRYL()
Regm n,n[(A )m,n] = WQn (_1)
En identifiant, il suit
4B (t
(Bupeh- (1) = 210,
’ an
o1 (4, (1 O e2ntl A (2.49)
" 1 an t) = ————A1(1).
' ’ Qn'(-1)
Pour déterminer (A;)E?,, nous utilisons df(A1)P°! (t) = 0 pour tout £ < 2n.
Pour n = 0, nous avons
. B, (t
UBAR.0) = Artr) + 2R, (2.50)
et
U5 (R, 1) = MG (B 1R + Rezo,ol(A0ES] + MEay [(Bo)ia ] (251)
11 suffit ensuite de remarquer
ol 0 (BUSY ™ (1)
Mé’,olff [(B1)6o’ )= T’ (2.52)
—pol . ooy Q(ADES() de(Bo)by (1) ‘
Rego.00l(41)55] + Mgy [(Bo)fy ] = ——=——Qp ' (-1) - ——=——.

2me 4me
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En identifiant, il suit

(B1)§%y ™ (t) = 4nBy (¢),

ol,— 2.53)
27e 9:(Bo)o OL (t) (

A0 = —2 (A + HEOBDT )y,

1 (A1)g 0 (t) (=) 1(t) + Arc

Pour déterminer (A1)0 o, nous utilisons (Al)p(’l(t) =0.
Synthése :
Si Uy s’écrit sous la forme (2.42) alors U; est solution de I’équation de Laplace. Ceci termine la
preuve. O

Etude de I’équation de Laplace emboitée : cas général

Commencgons par rappeler I’équation de Laplace emboitée.

Lemme 2.3. Soit U; une famille de fonctions de C* (Hlloc(ﬁ)) définies pour i < I vérifiant

2
AXUi(Xa t) 8t Uz 2(X t) VX € Q, VYt > 07
(2.54)

Us(X,t)=0, VieZ, VXel, VteR,

et les développement modauz sur B.

> ZM&‘)L 1 el(Bic)BA IR I 4 RegP? L [(Ai o) RO IR (2.55)

m,n,pol £=0

Une solution particuliére de

2
AxUS (X t) = at —Ui-1(X,t)  sur By, x R, (2.56)
est donnée par
i+1
Xty = D D M (B R IR - Regly L al(Avi- b R
m,n,pol £=1
(2.57)
Preuve. Appliquons Ax & U}, donné par (2.57)
i+1
AxUS (1) = D0 Y Ax(MR ™, (B TR 1)
m,n,pol =1
i+1
D0 > Ax(Regy (ARl R,
m,n,pol £=1
Or d’aprés le lemme 2.2, nous avons
Ax (MPL=IN|RPF2) = RN
( mn,p[] )* m,n,p— 2[] )
6 (2.58)
Ax (Regp(’l’_ A RPT?) = C—;Regpohf [A\]RP.

m,n,p m,n,p—2
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11 suit

z+1

e o} el
AxUf (X, 1) Z Z 51011 —n— 3+e[(Bz+1 Z)Ez()ln JR™" 3+é+c_;Reg$;,1n,n+272[(Az+l Z)EIOIn]R 2

m,n,pol £=1

(2.59)
Effectuons le changement de variable ¢ = ¢ — 2, nous obtenons
* pol pol, —n—1+¢ 8152 pol pol n-+£
Ax i+1 Z Z m n,—n— 1+l[(BZ 1- é)m n ]R +c_2Regm1n7n+é[(Al 1-— é)m n]R .
m,n,pol é_fl
(2.60)
Or remarquons que pour £ = —1,
ME T o(BOR1=0 et Reghe, ,_1[(Ai)h0,] = 0. (2.61)
1l suit

* 82 o —n— o n
AxUf (X 1) = C_; Z ZMSIOL —n—1pel(Bi-i- e)’rpnln R 1”+Regﬁﬁln,n+e[(/h 1- e)’rpnln]R I

m,n,pol £=0
(2.62)
Nous obtenons bien de facon formelle
o
AxUf (X t) = C—2Ui_1(X,t). (2.63)
Maintenant prouvons la convergence en norme L? de la somme.
A / fixé, nous avons une somme orthogonale. Nous savons grace au noyau que
> MEO L [BRTIRTT 4 Reghyh, L [ARL IR (2.64)
m,n,pol
converge en norme L?. Nous avons alors
D MBS B TIRT T 4 Reghyl, W [ARTIR™|? < oo, (2.65)
m,n,pol
Pour les termes réguliers (RegP® »); ils sont en nombre fini car U;(X,t) = R O (R"),iln’y a pas
. —+00
de probléme de convergence.
Pour les termes singuliers, montrons & présent que
ol,— ol,— —n— - ol ol,— —n—
> M BETIRTTIE <o Y M (BT IRT,
m,n,pol m,n,pol
Hypothése : Nous avons
max max R™"U; (X, t) < (2.66)
R>R* t<T
soit, encore
(X, 1) = 5. 2.
U(X,t) = 0 (R) (2:67)
Il nous faut montrer .
AL vy N| < a0 [ME - (2.68)
La série Z 86’M510117 . 1[>\H converge car elle est définie & partir d’'un U; précédent. Par
m,n,pol
définition, nous avons
MO (¢ 2n)! A (¢
aé’Mslo}m o 1[}\” _ qz| ( )| _ ( TL) | ( )| (269)

47 ni2n  Agx
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et
— n k O n ! )
pol, - _ 4 [NV (n+k)! AP @)
Mm’”ﬁ"*lH[AH B Z (6 —n+k) 4rct Z kl(n — k)12k(6 —n+ k) 4mxct

(2.70)
Dans la somme qui définit M}flol;:nfl [N, i1y a au maximum £ termes. Faisons le ratio, nous

max(0,n—¢) max(0,n—~

avons
o O
R— (l—n+k)! 4xc®  (n+k)n! on—k (2.71)
= O @ - Bl —nt R ‘
"oA4r

Cependant, k est positif et k > n — ¢ donc n — k > ¢, nous déduisons
on—k < of (2.72)

D’autre part, nous avons
(n+ k)In! (k+1)--n
(2n)!k! n+k+1)---(2n) = (2.73)

et également

1
<1. 2.74
R —n k) = (2.74)
11 suit
R < Cst 2%, (2.75)
nous déduisons alors .
Mm n,—n— A
[Monnmn-1eAL e o, (2.76)
|Mm,nﬁn71[>‘(6)]|
Nous avons alors une convergence L . (|

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat dans le cas général & savoir faire la preuve du
théoréme 2.1.

Preuve du théoréme 2.1. Soit Viy1 = U;11 — U, la fonction donnée par

Vip(X,t) = Un(X,t) - U5 (X, 1),
= D M (B IR 4 Reghyl, L [(Ai)B R
m,n,pol
La proposition 2.1 nous permet de remarquer que V;; vérifie
AxVii1(X,t) =0, dans B%. x RT. (2.77)

La fonction V11 est donc solution de ’équation de Laplace homogéne et nous avons déterminé
une solution particuliére de I’équation de Laplace emboitée dans le lemme 2.3. 1l suffit & présent de
sommer les expressions de V; 41 et U, ; afin d’obtenir la solution de I’équation de Laplace emboitée
dans le cas général

Ui1(X,t) = Viga(X 1) + U (X 1),
1+1
= > S M (B BT IRT T £ Regh L [(Ai )R | R
m,n,pol £=0

Ceci termine la preuve. O
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2.3 Rappels sur le probléme extérieur de Laplace

2.3.1 Condition de Neumann

Dans cette section nous rappelons la cadre fonctionnel pour la résolution du probléme de
Neumann en domaine non borné

AxU(X) = F(X), 0s)

0,U(X) =0,

avec F' un terme source volumique. A la fin de cette section, nous pourrons affirmer ’existence
d’une solution de ce probléme avec

REIJIrlooU(X) - Uas(X) = 07 (279)

avec U, le comportement asymptotique de la solution U.

L’espace variationnel Hyey

Commencgons par définir 'espace Hyey
Hyew :={U € L} .(Q) : VU € L*(Q)}, (2.80)

avec L2 Densemble des fonctions qui vérifient xU € L2(€) pour tout y € D(R3) (en d’autres

loc
termes, les fonctions L2(£2) sur tout borné y compris au voisinage de la frontiére).

Propriété 2.1. Pour tout U € H, la limite suivante est convergente

1 T 27
= i — i . 2.81
Uso pim /0 /0 U(R, 6, p)sinfdbdy (2.81)

Notation 2.1. Nous notons I'r« la sphére de rayon R*, do la mesure sur la sphére unité notée
S, d’ou

™ 2m
/U(R, 0, p)do = / / U(R,0,p)sin0dbdyp, (2.82)
S o Jo

et enfin U+ la valeur moyenne de U sur la sphére T g

— 1
= 0 2do. 2.
Une = gy . VR0 9IRdo (2.8)

Remarque 2.5. Remarquons que Uy, est la limite de la valeur moyenne de U sur la sphére de
rayon R*, en effet

— 1
li Up- = —
R*LH—}-OO R R*LH—}-OO 47T(R*)2

1 ™ 2
= li — * =: .
Y T —

/ U(R,0,0)R*do
FR*

Preuve de la propriété 2.1. Cette preuve est une adaptation d’un résultat que nous pouvons trou-
ver dans [9]. D’aprés la remarque 2.5, nous avons

- 1 27 ™
Upr = — / U(R*,0,¢)do. (2.84)
47 0 0



88 CHAPITRE 2. ANALYSE EN CHAMP PROCHE

Montrons que U g+ est de Cauchy au voisinage de I'infini. Nous avons

/27r /7r (U(R2,0,9) — U(Ry,0,¢)) do

2w
/ / GRU R,0,¢)dRdo| .

Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

27 1/2
|Ur, —Ugr,| < - </ // |ORU (R, 0, ¢)| R281n9de9d<p>

( [ _deg) "

Ug, _URl‘ < Ctel| VU || L2(r o x (R, R2]) (

|UR2 - UR1| =

4z

Am

Par conséquent, nous avons

1 1

—_— - = — 0. 2.85
Rl RQ) Ry1,Ry—+0o0 ( )
Ceci termine la preuve. O

Propriété 2.2. L’espace Hyey est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire
(U, V)Hyew = /AVU(X).VV(X) + Uso Voo
a
La preuve s’effectue par contradiction, voir [31].

L’espace de Beppo-Levi H

Définition 2.1. L’espace de Beppo-Levi Hy est défini comme la fermeture des fonctions de D((AZ)
vis-a-vis du produit scalaire

/ <VU VvV + %—V) R%*dRdo (2.86)
Q

~ . U .
au sens Hy :={U : Q =R | VU € L*(Q) et R € L*(Q)}.
Propriété 2.3. Nous avons équivalence de normes dans Hy. Il existe Cte > 0, Vv € Hy
v
IVoll 2@y < VOl 2@y + HEHL%@) < Cte[[Vvll 25,
Preuve. Nous pouvons nous référer a [24] pour la preuve. O

Lemme 2.4. Si U € Hyey alors U — Uy € Hp.

Preuve du lemme 2.4. Nous nous référerons a [9]. Comme Uy, € R et VU € L? (§> (par définition
de Hyey), nous avons V(U — Uy,) € L2(Q).

Il nous reste & montrer que
U—-Uyx

R
Soient Ry > 0 tel que Bc Bp, et QRI =0n Bg,.

N U—Uy N
Puisque U € HL.(Q) et Uy, € R, nous avons —x € L*(Qg,).

€ L*(Q). (2.87)

U-U ~
Démontrons & présent que TOO € L?(Q\Bg,). Nous avons

U-Uw=U-U+U —Us, (2.88)
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— U - Uoo
avec U la moyenne de U sur la sphére unité, défini par (2.84) pour R* = 1. Montrer R €
L?(Q\Bg, ) revient a montrer

U-U ~ U - Uy ~
€ L*(Q\Bg,) et R € L*(Q\Bg,). (2.89)

Commencons par la premiére. Nous avons

H / / MRQdadR / / (U —TU)*dodR. (2.90)
LZ(Q\BRI R>Ry R>Ry

Grace a l'inégalité de Poincaré sur la sphére unité, puisque U — U est & moyenne nulle, nous avons

/(U ~U)*(R,0,p)do < C/ |VrU|?do, (2.91)
S S
avec 1
VU = 05U (R, 0,0)e + ——0,U(R.0,0)&. (2.92)
1n

Nous obtenons alors

R 0 VU2
/ / 0 g2y < ¢ | e ” r2as. (2.93)
R>R, rR>Ry Js R

1
Puisque VxU = 9rU + EVFU’ nous obtenons

H 2 < CIVRU 05 < o0 (2.94)
L?(Q\Bg,)
U - U(XJ 2/A 2 e
Montrons que —x € L?(Q\Bg, ), nous avons par définition
U—Usx U — Us)?
Hi = /A %R%Rda—. (2.95)
R L2(O\Bng, ) O\Bxr R

En prenant Ry = R et Ry qui tend vers U'infini dans ’équation (2.85), nous avons

— Cte
Ur — Uso| < —||V U”L?(Q) (2.96)
11 suit . )
U—Uy
_— < Cte||VU|| ;25 —dea < 4o00. (2.97)
R 5 L2() R2
L2(Q\Br,) L2(Q\Bg,)
O
Théoréme 2.2. Nous avons la caractérisation suivante de H
Hy={U € H | Uy = 0}. (2.98)

Preuve. Nous reprenons ce qui a été fait dans [9]. Notons D = {U € H | Uy = 0}. Commencons
par montrer Hy C D.

Uso ~
Soit U € Hy, d’aprés le lemme 2.4, U — U € Hy, donc Uy, € Hy. Par conséquent, & € L*(Q)

ce qui est impossible sauf si Uy, = 0.
Montrons & présent l’inclusion inverse.
Soit U € D. D’aprés le lemme 2.4, U — Uy, € Hy, comme Uy, =0, U € Hy. O
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Théoréme 2.3. L’espace Hy est un espace de Hilbert quand il est muni du produit scalaire
(1, 0) 1, = /A VU . VVdX, (2.99)
a

avec dX = dodR.

Preuve. Remarquons que pour tout U,V € Hy nous avons

/AVU-VVdX—i—UOOVw:/AVU-VVdX. (2.100)
Q Q

Définition 2.2. Nous disons qu’une fonction F : Q — R est dans H§ si et seulement si
VYV € Hy, /AFVSCFHVVHLZ@).
0

Théoréme 2.4. Soit F' une fonction de H. Il existe un unique U € Hy qui vérifie
—AxU =F dans (AZ,

o,U =0 sur %),

Preuve. Nous pourrons se référer a [24]. Ce probléme admet la formulation variationnelle

Trouver U € Hy tel que :

(2.101)
YV € Hy, /AVU.VVdX =< FEV>.
Q
La forme bilinéaire associée est coercive. En effet :
VUNVUIX = |VU|]?, 5 > C||g||2 - (2.102)
s L2(Q) = TN RILA(Q) ’
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram et la proposition 2.3, ceci termine la preuve. O

Nous pouvons aussi chercher & voir si F' vérifie

\%4
/FV S CF (HVVHLZ(Q) + HEHL?(Q))

Remarque 2.6 (exemple de fonctions du dual). Soit F : Q — R une fonction. Associons a F la
fonction G définie par
G(X) = RF(X). (2.103)

La fonction F' est une élément de Hj si G € L2((AZ). En effet, nous avons d’aprés l'inégalité de
Cauchy-Schwartz

1% Vv 1%
[ FV = [ REL <IRFI gy 5 sy < 1BF e (nvvny@ + ||§||Lz@>) -

En particulier, si F € L? ((AZ) a support compact alors G est LQ((AZ) et F' € Hi. En effet, nous avons

IRFll 2@y < RUIF o).
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ot R* = sup ||X||L2(§). De méme, si F € L2(Q) et F = O ( avec s > 0 alors G est
P

X € supp
un élément de L?(2)

1
R5/2+s

/A G*(R,0,0)R*dRdo = /A R*F%*(R,0,¢)R*dRdo,
Q Q

1

or F2(R,0,0)R* = O(R5+28

4
)R S R1+s

Nous allons & présent voir la formulation variationnelle du probléme précédent. Nous partons
de I’équation suivante

qui est intégrable.

—AxU =F dans Hy ( )
2.104

.U =0 dans H1/2(5%))

Multiplions la premiére ligne de (2.104) par V € H,
/ —AxUV = / FV. (2.105)
a a

D’aprés la formule de Green, nous avons

/AVU-VV—/A&LU-V:/AFV. (2.106)
Q o Q

En tenant compte de la condition & la limite il suit

/QVU-VV:/FV. (2.107)

Q

L’existence et 'unicité de la solution suit du théoréme de Lax-Milgram. Il existe un unique U € Hy
tel que a(U, V) = £(V) avec a, respectivement ¢ la forme bilinéaire définie positive, respectivement
linéaire, définies sur Hy.

Considérons maintenant le méme probléme posé sur Hyey fermé par la condition Uy, = «

—AxU=F
Uy =a (2.108)
o, U = 0.

Posons U = U — «. Nous nous ramenons au probléme suivant

ijeHo,

—AU = F, car— AU = —AxU + Aa = —AxU, (2.109)

qui est lui-méme bien posé. Dans le sens inverse, si U est la solution du probléme (2.104), pour

~

V € D(R2), nous montrons 4 l'aide de la formule de Green

/A—AXUW/:/AFW/, (2.110)

Q Q
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puis pour V € D((ZZ)

ﬁ—W%vv+/jmfvz/ﬁwv (2.111)
Q o Q

Il suit que 9,U = 0. Nous pouvons passer a la démonstration du théoréme 2.5 plus général. Soit
x une fonction de troncature qui vaut 1 en 400 et 0 au voisinage de ’obstacle B.

Théoréme 2.5. Soient F: Q) — R et Ups : Q — R des fonctions qui vérifient
F + Ax(xUs,s) € Hj. (2.112)

11 existe un unique U € H qui vérifie
—AxU =F dans Q

U — U, € Hy (2.113)

onU = 0.

Remarque 2.7. La condition U — U, € Hy équivaut a (U — Uys)oo = 0. Cest le sens que nous
donnons a la limite de (2.78).

Preuve du théoréme 2.5. Posons U = U — x(R)Uys. Nous avons

—AU = —A(U —XUas) = F + A(XUIIS) € Hy,

(2.114)
8,U = 0.
Remarque 2.8. Introduisons le commutateur
<A x > Uzs = A(xUas) — xX(AxUss), (2.115)

avec X(AxUygs) = A(xUqs) — 2V x - VUgs — (Ax)Uqas. Nous obtenons < A, x > Ugs = 2VXVU,s +
A(xUqs). Les fonctions Ax et Vx sont & support dans un intervalle fermé, en effet, il existe un
Rog > 0 tel que pour tout R < Ry la fonction de troncature x est nulle. De méme, il existe un
Ry > Ry tel que pour tout R > Ry, x(R) = 1. Par conséquent, x varie sur [Roy, R1] et est constante
en dehors.

Nous sommes donc ramenés au probléme précédent. O

2.3.2 Condition de Dirichlet

Dans cette section nous allons chercher & définir un espace pour lequel le probléme (2.116) sera
bien posé et admettra donc une unique solution.

AxU(X) = F(X), (2.116)

Définissons ’espace Hpj,

~ ~

Hpi :={U €L} . (Q): VU € L*(Q) et U=0 sur Tz}, (2.117)

loc B

2
avec Li .

L2(Q) sur tout borné y compris au voisinage de la frontiére).

Pensemble des fonctions qui vérifient YU € L2(€) (en d’autres termes, les fonctions
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Théoréme 2.6. L’espace Hpi, est un espace de Hilbert s’il est muni du produit scalaire

U V)i, = /A VU - VVdX. (2.118)
Q

Preuve. Nous pouvons nous référer a [24]. O

Remarque 2.9. Nous avons l'inclusion d’espaces suivante
HDir C HNeu- (2119)

Théoréme 2.7. Soit U € L2 _(Q) tel que

loc

AxU(X) = F(X),

(2.120)
UX)=0, pour X eTlg,
alors il existe une unique solution de
U - xUqs € Hpjr,
(2.121)

F — AxUgs € Hp, N L2 (D),

loc

avec x = 1 au voisinage de l'infini et x = 0 au voisinage de [’obstacle.

Preuve. Analyse Nous voulons montrer que le probléme de Dirichlet (2.120) est bien posé et que
sa solution U est unique. Introduisons la nouvelle fonction inconnue

U(X) =U(X) — xUas(X) € Hpir, (2.122)

Nous nous ramenons alors au probléme (2.123) qui est bien posé.

AU(X) = F(X) — A(xUas(X)), (2.123)

U(X,f) € Hpi,.

Synthése 1l existe un unique U solution du probléme (2.123). Alors U + yU,s est solution du
probléme (2.120). Nous avons ainsi I’existence de U. Enfin I'unicité de U découle de celle de U.
Ceci termine la preuve. O

Conclusion

Nous avons réutilisé les bases de représentation du chapitre 1 pour le développement modal
en champ proche de notre solution. De plus, nous avons vu que le temps pouvait étre considéré
comme un parameétre. Ceci permet d’obtenir facilement des estimations des dérivées en temps de
la solution en champ proche. Ce sera trés utile dans ’étape de raccord pour identifier les termes
de champ proche et de champ lointain qui se correspondent.
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Chapitre 3

Définition du développement
asymptotique a tout ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler les définitions utiles pour la définition du
développement asymptotique & tout ordre dans la section 3.1.1. Ensuite, dans les sections 3.2
et 3.3, en exploitant les conditions de raccord, nous définirons les termes des développements
asymptotiques de champ proche et de champ lointain. Ces deux développements sont définis pour
un systéeme d’équations aux dérivées partielles comportant des singularités au voisinage de 1’origine
et de l'infini. Enfin, nous définirons une fonction de raccord et estimerons son erreur dans la section
3.4.

3.1.1 Rappels sur le champ lointain

En champ lointain nous pouvons développer la solution u. sous la forme
+00 )
us(x,t) = ZW(X, t)e’, (3.1)
i=0

avec u; les fonctions définies sur Q* xR et Q* = R3\{0}. Rappelons que les termes de ce développe-
ment vérifient les problémes d’évolution obtenus au chapitre . Trouver ug : 2* X R — R tel que

A Aug(x,t) — Otug(x,t) = f(x,1),

(3.2)
’LLO(X, 0) = 0, 8tu0(x, 0) =0.
et trouver u; : O* X R — R pour ¢ > 1 tel que
7
Aui(xa t) - _QUi(Xa t) = 07
¢ (3.3)

ui(x,0) =0, Jwui(x,0) = 0.
Remarque 3.1. Ces problémes ne sont pas bien posés car les fonctions u; sont potentiellement
singuliéres a l'origine, voir le chapitre 1.

Le développement (3.1) approche la solution de notre probléme loin de ’obstacle. Nous justi-
fierons cette affirmation dans le chapitre 4. Pour le moment nous n’avons aucun moyen d’assurer
que cette série est convergente, nous ferons dans ce chapitre tous les calculs de facon formelle.

95
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3.1.2 Rappels sur le champ proche

En champ proche nous pouvons développer la solution U sous la forme
+o0 _
Uo(X,t) = > Ui(X,t)e', (3.4)
i=0

avec Uj; les fonctions définies sur OxRet Q= R3\§ . Rappelons que les termes de ce développement
vérifient les problémes d’évolution obtenus au chapitre . Trouver U; : 2 x R — R tel que

82
AxU; o (X, t) = c—;Ui(X,t),

Ui(X,0) =0, &U;(X,0)=0, (3.5)

Ui(X,t) =0, Vi<O0.

Remarque 3.2. Ces probléemes ne sont pas bien posés car les fonctions U; sont potentiellement
singuliéres au voisinage de l'infini, au sens de

lim |U(R,0,¢)| = +oo, (3.6)

R—4o0
voir le chapitre 2.

Le développement (3.4) approche la solution de notre probléme au voisinage de 'obstacle.
Nous justifierons cette affirmation dans le chapitre 4. Pour le moment nous n’avons aucun moyen
d’assurer que cette série est convergente, nous ferons dans ce chapitre tous les calculs de facon
formelle.

3.1.3 Conditions de raccord

Pour fermer les problémes de champ lointain et de champ proche (les rendre bien posés), nous
allons écrire des conditions de raccord, voir (65)

Uip(0,0,t) = Uitpp(0,0,t), pouri€ Zetpe Z. (3.7)

Rappelons que u;,, respectivement U, ,, sont les termes du développement au voisinage de 0,
respectivement au voisinage de +oo des fonctions u;, respectivement U;

P
wi(x,t) = Y wip(0,0,0)r” +uf (x,1),
oy (55)
UiX,t) = D Uip(0, 0. )R + 47 (X, 1),
p=—P
avec ul’(x,t) = OO(TPH) et UX(X,t) = R O+ (r=FP=1). D’autre part, nous adoptons la conven-
r— —r+00

tion

ui(x, t) = UI(X, t) =0, Vi<DO, ( )
3.9

ui,p(95 Qﬁ,t) = Ui,p(ov P t) =0, Vi < 0.
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3.2 Exploitation des conditions de raccord

3.2.1 Conséquence de la forme de I’Ansatz

Dans cette section, nous allons montrer que la forme de I’Ansatz, (3.1) et (3.4), limite les singu-
larités des termes de champ lointain et les croissances des termes de champ proche. Commencons
par le cas i > 0 et p < —i, nous avons i + p < 0. La convention (3.9) donne alors

Uitp(X,t) =0 et Uiypp(0,9,t) =0. (3.10)
D’aprés la condition de raccord rappelée en (3.7), nous avons aussi

Ui,p (95 P, t) = UH‘P,;D (95 P, t) (311)

11 suit
uip(0,0,t) =0, Vi>0etp< —i. (3.12)

Remarque 3.3. La relation (3.12) permet de simplifier le développement des u;

P
wi(x,) = > uip(0, 0, )" +ul (x,1), (3.13)

p=—1

avec ul (x,t) = OO(TP+1).
r—

Voyons & présent la cas i > 0 et p > 4, nous avons i — p < 0. La convention (3.9) donne alors
Ui—p(%,8) =0 et u—p,p(0,p,t) =0. (3.14)
De plus, la condition de raccord (3.7) peut se réécrire sous la forme
Uip(0,0,t) = ui—pp(0, ¢, 1). (3.15)

11 suit
Uip(0,p,t) =0, Vi>0etp>i. (3.16)

Remarque 3.4. La relation (3.16) permet de simplifier le développement des U;

Z Ui p(0,0,t)RP + 4P (X, 1), (3.17)
p=—P

P _ —P-1
avec U; (X,1) = RHOJFOO(R ).

3.2.2 Développement modal

Au chapitre 1, nous avons obtenu le développement modal des fonctions singuliéres de I’équation
des ondes. Au voisinage de 0, respectivement de ’infini, les fonctions u;, respectivement U;, peuvent
étre développées a ’aide des harmoniques sphériques pol)'. Ces développements prennent la forme

Z Z Uip ), pol t)rPpol,' (6, ¢) + uf(x, t),
p_fzm n,pol (318)

=YY W ROl (0,) + 4P(X. ),

p=—P m,n,pol

avec
— la variable pol peut prendre les valeurs cos ou sin,
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— le symbole Z doit, étre compris dans le sens suivant

m,n,pol

+oo n
Z f%cjl _ Z Z ( cos sin ), (319)
m,n,pol n=0m=0

— les fonctions cos!" et sin)' sont les harmoniques sphériques, voir (1.22).
De plus, nous avons trouvé aux chapitres 1 et 2 les formes de (u;,)5), et de (Us )02, que nous
rappelons ici

(s p)520 (8) = DI (a)B8%,] + Regop [(be)500),

(U)o (1) = MES[(Bicpn—1)50) ]+Regmnp[(x4i—p+n)ﬁf,%]-

(3.20)

Comme la famille pol)' est une famille libre, il suit que la condition de raccord peut aussi étre
écrite mode & mode

(“z,p)ﬁfln(t) = (Ui-l-p,p)zr)r?,ln(t)- (3.21)
11 suit

——pol ——pol

M@ )5eh] + Reg o o[ (06)50h] = MES L [(Bimn )55 ) + Regn p[(Asgn) 000 (3:22)
En identifiant nous obtenons les relations de raccord que nous explicitons dans le théoréme 3.1.

Théoréme 3.1. Les coefficients des termes de champ proche et des termes de champ lointain sont
reliées par

(a:)o, (1) = (Bicn—1)E% (1),  pour n<i—1,
(3.23)

(b () = (Aign)50n (1) & (A7, (1) = (bizn)Bin(t),  pour n <.

La premiére relation relie les singularités du champ lointain aux termes décroissants du champ
proche. La seconde relie les termes réguliers du champ proche aux termes croissants du champ
lointain.

3.3 Définition des termes du développement asymptotique

Pour définir les termes du développement asymptotique, nous agissons par récurrence.
Initialisation :
Champ lointain
La fonction ug est la solution réguliére sur R3 x Rt du probléme

c?Aug(x,t) — Ofuo(x,1) = f(x,1), (324

ug(x,0) =0, Orup(x,0) =0.

Au voisinage de 'origine nous avons, d’aprés le corollaire 1.2

Z Z > Reghoh [(bo)hoh,]. (3.25)

n=0m=0 pol
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Cette relation définit les fonctions du temps (bo)bo}, : RT — R.
Champ proche
Nous introduisons la partie non variationnelle

Up sing (X, 1) Z Z > Regh?, [(Ao)hh- (3.26)

n=0m=0 pol

Ceci se simplifie en
Uo sing(X, ) = Regy”, [(b0)60], (3.27)

a I'aide d’une part des conditions de raccord

(Ag)P2 () =0, Vn>1,

(3.28)
(A0)576(2) = (bo)5:6(2)-
et d’autre part en remarquant que
Regyb[(40)5h] = 0. (3.29)
Nous pouvons alors définir Uy comme la solution de
AxUo(X,t) =0,
Up(X,t) =0 sur T, (3.30)

Uo(X,t) = x(R)Uosing(X, ) € Hpir,
avec
x(R) =0, pour R < R",
x(R)=1, pour R >2R".
Le premier terme du développement de champ proche en l'infini s’écrit sous la forme

Uo(X,t) = Up sing (X, t) + Z Z > MO [(Bo)heh)- (3.31)

n=0m=0 pol
Ceci définit les fonctions (Bo)ho!, : RT — R.

Remarque 3.5. Dans le cas d’un obstacle sphérique centré en l’origine, nous obtenons
1

Itération : (pour i > 1)
A cette étape, nous avons défini, pour j < ¢ — 1, les termes du champ lointain u;, les termes

du champ proche U; et leurs coefficients de développement modal (a;)P ) (b;)P° . (A;)B! et

m,n’ m,n’ m,n
(B

Champ lointain
Nous définissons u; par la formule explicite

Z Z > MEL (@b, (3.33)

n=0m=0 pol

avec (a;)02, (t) = (Bi—n—1)b,(t) pour n < i et (a;)B2, (t) = 0 pour n > i. Cette relation se

simplifie en
Z Z > MET((Bicn—1)hen]. (3.34)

n=0m=0 pol
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Remarque 3.6. Dans le développement modal, il n’y a pas de termes réquliers car la solution u;
n’a pas de terme source en dehors de x = 0, voir le corollaire 1.1. Ceci s’écrit

(b)PL (1) =0 Vi>1. (3.35)

m,n

Champ proche
Nous définissons la partie non variationnelle de U; connaissant tous les U; pour j <i—1 et tous
les u; pour j <i. En tenant compte des relations de raccord

(AP () = (bimn)Bh (1), pour n <i,

m,n m,n

= 0, pour n>1.

Nous obtenons

Using(Xot) = Y > 3> "Regh?l | [(bin—e)B JR™

+ Z Z ZM:ZT)LC,)}r;T—n—l—i-Z[(Bl e)m n]R " 1+Z

Il ne nous reste plus qu’a définir la partie réguliére de U;
Ui,reg(X; t) = Ul(X, t) — x(R)Ui7sing(X, t), (336)
avec

x(R)=0, pour R < R*,
x(R)=1, pour R >2R".

Remarquons que le support de x est inclus dans Bf,.. La fonction U; yee vérifie

82
Ain,reg(X,t) = L Uz 2(X t) AX [X(R)Ui,sing(x,t)], pour R S QR*,

= 0 pour R >2R*.

Nous pouvons alors obtenir le développement modal de U; a 'infini

ZZ 3 Y Regth (b

£=0 n=0m=0 pol

* Z Z Z ZMS%OH —n— 1+l[(Bz Z)m n]R_" 1+€

£=0 n=0m=0 pol

Maintenant, en tenant compte de la remarque 3.6

(bicn_g)P? (1) =0, Vi—n—£>1. (3.37)

m,n

Le seul cas non nul est pour n = ¢ — £. Il suit

K2

1 1 i
= > Z > Regi?i [(bo) )R
£=0 m=0 pol

[ oo

+ Z Z Z Z 7}:10'1@7 n—1+g[(Bz Z)ypygln]RinilJrl-

£=0 n=0m=0 pol
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3.4 La fonction de raccord

3.4.1 Deéfinitions

Dans cette section, nous introduisons une fonction de raccord qui contient tous les termes des
développements spatiaux de u; et des U; mis en jeu dans le raccord d’ordre I.

Définition 3.1. Soit race ; la fonction de raccord d’ordre I donnée par

race 1(x,t) Z Z e'ui p(0, 0, t)rP. (3.38)

=0 p=—1

Remarque 3.7. La définition de la fonction de raccord est en variables de champ lointain. Rap-
pelons que u; p, est le terme d’ordre p du développement de Taylor généralisé de u; pour r tendant

vers 0
P

ui(x,t) = Z w; p(0, 0, )P +ul . (3.39)

p=—i

Lemme 3.1. En variables de champ proche, notons la fonction de raccord d’ordre I Race . Elle
est donnée par

Rac (X, t) Z Z Ui p(0, ¢, t)RP. (3.40)

1=0 p=i—1

Preuve. Nous allons maintenant montrer que cette définition est consistante. Partons de la défi-
nition (3.38), nous avons en passant en variables X = x/e

I
race 1(x,t) :=race 1 (X, t) Z Z 7P, (0,0, t)RP. (3.41)

1=0 p=—1

Effectuons le changement de variable i =i+ p

race 1 (X, t) Z Z eui—pp(0,0,t)RP. (3.42)

=0 p=i—1I

Les indices des sommes sont non triviaux, détaillons leur obtention. Nous partons de

0<:<1
(3.43)
en effectuant le changement de variable j = i + p, nous obtenons
p<j<I+p
(3.44)
0<j<I

La premiére nous donne a la fois j — I < p et p < j, la seconde j € [0, I]. Enfin en utilisant la
condition de raccord (3.7), nous obtenons

race, 1(eX, 1) Z Z e'U; p(0,¢,t)RP. (3.45)

=0 p=i—1

Il est donc naturel de poser la définition (3.40). O
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3.4.2 Estimation d’erreur de la fonction de raccord

Dans cette section, nous allons montrer que la fonction de raccord que nous avons définie
précédemment en 3.4.1 est valable dans la zone intermédiaire & la fois proche des développements
de champ proche et lointain tronqués & I’ordre I. Nous allons donc estimer I’erreur entre la fonction
de raccord et les solutions des domaines champ lointain et champ proche grace au lemme 3.2. Nous
ferons ensuite le méme calcul pour le gradient des fonctions dans le lemme 3.3.

Rappelons qu’au chapitre , nous avons vu que la zone de raccord 2] était une couronne de
petit rayon 1y et de grand rayon 7,,. Nous avons vu également que 1y = ny(e) et n, = n,(g) sont
des fonctions positives de £ qui vérifient

lim7ns(e) =0 et limn,(e) =0, (3.46)
lim 77f_(5) =400 et lim 1 (€) = +00.
e—=0 € e—=0 ¢

Lemme 3.2. Placons nous sur le couronne Cg? Nous avons l’erreur entre la solution du champ
lointain et la fonction de raccord qui vérifie

Joax lue,r(x,t) — racEJ(x,t)HLoo(C ny = O ( I+, (3.47)

Nous avons l’erreur entre la solution du champ proche et la fonction de raccord qui vérifie

_ ny —1—1)
250 |Ue, 1 (X, £) = Race, 1 (X, 1) oc ey = 690(( ) : (3.48)
Preuve. Notons
e(x,t) = Or;ltangHuE,](x, t) — race 1(x, t)||Loo(C;]z}l). (3.49)
Par définition nous avons
I I—1i
e(x,t) = OrgtaéxTH ZE u;(x,t) Z;g Z u;, Lw(cg;)' (3.50)
= p=—1
1l suit
I—i
t) < i (x,t) — in(6, 0, t)rP ‘ . 51
000 < g Yoo fute) = X sttt g, (351)
En écrivant u; sous la forme (3.13) pour P = I — 4, nous obtenons
I—i
3 [eS] n < oo ny. .
Joax flui(x,t) - Z_uz,pw PPl ooy < max, [ C) PR (3.52)
p=—1i
D’aprés le lemme 1.6 nous obtenons
T—it1 .\ i
e M O N s OF
Comme ¢ < 7, nous avons
e(x,t) < Cte Zsz I=i+1(g) < Ctenf*(e). (3.53)
Nous obtenons ainsi la premiére égalité. Pour la seconde, notons
EX,t) = ogltagXTHUE’I(X’ t) — Rac. 1(X, t)HLOO(CZ;//j)' (3.54)
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Par définition nous avons

I i
D
11 suit
I
< Hu; : :
B(X.1) < max 3 e HUl(X ) Z Uip(0 [ (3.56)
1=0 p=i—1 ngle
En écrivant U; sous la forme (3.17) pour P = I — 4, nous obtenons
P < I=i o i
max ||U:(X, 1) ST HLK,(CW) 2 DN oy (35T)
p=i—1I
D’aprés le lemme 2.1, lorsque € tend vers 0, nous obtenons
I—1 Nf\i—1-1
Oréla<X 1L T (X, t)||Lw(C;,;/E < Cte(?) . (3.58)
11 suit 0
I—i L < i (Nf\—T-1 )
e’ Oglta<x 1L (X, t)”Loc(cZ;//a) < Ctenj ( - ) 5 (3.59)
car ¢ < 1 quand ¢ tend vers 0. Nous obtenons finalement
E(X,t) < Ct (ILy=1=1 < Ce(2Ly-1-1, 3.60
( e;nf o(L)! (3.60)
Ceci termine la preuve du lemme. O

Passons au lemme pour les gradients. Commencons par définir le gradient en variable X :

1 . .
Vx = =V, avec V le gradient en coordonnées cartésiennes.
€

Lemme 3.3. Plagons nous sur le couronne 0]77}7 Nous avons lerreur entre le gradient de la
solution du champ lointain et le gradient de la fonction de raccord qui vérifie

e |V (e (%, ) = race, 1 (x,0) (e = O, (1h) (3.61)

Nous avons Uerreur entre la solution du champ proche et la fonction de raccord qui vérifie

_ _ Nf\—1-2
ogltiXTHVX (UE’I(X’t) Rac&[(X,t)) HL“(C:;’//-:) B 590(( € ) ) (3.62)
Preuve. Notons
e(x,t) = Oganguv(uE,I(x, £) — race.s(x, t)) 2 cgp)- (3.63)
Par définition nous avons
I I—i
e(x.1) = max ||V(Z{—:ul xt) =S S w6, 0, )rp)||Lm(Cnn). (3.64)
1=0 p=—1
11 suit
I I—i
e(x,t) < ogE%gXTQZngV(W(X’ t) — Z.Uz‘,p(ev%t)rp) Lo (cm)- (3.65)
i= p=—1
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En écrivant u; sous la forme (3.13) pour P = I — ¢, nous obtenons

I—i
e [V (il 8) = 37 wap (00,07 ) amiegy) = o IVl ()i (366)
p=—1
D’aprés le lemme 1.6 nous obtenons
w(cmny < Cnl=i(e). .
max [ Vul =6, gy < L (E) (3.67)
Comme ¢ < 7, nous avons

e(x,1) < Ol (o). (3.68)

Nous obtenons ainsi la premiére égalité. Pour la seconde, notons

B(X, 1) = max ||vx( Uer(X,t) — RacE,I(X,t)) (3.69)

HLao(C;I;L//Ea)
Par définition nous avons
I i
E(X,1) = Ogl%uvx(z Ui(Xt) = " D7 Ui (0,00 ) e e (3.70)
SUs i—o i—0 p—iI ng/e

11 suit , .
i ) _ ) D
E(Xﬂt) < O%E%XTQE HVX (Uz(th) ZIUz,p(9ﬂ507t)R )HLOC(C:];//EE) (371)
i= p=i—

En écrivant U; sous la forme (3.17) pour P = I — ¢, nous obtenons

_ I—i
e ||vx( Ui(X.t)— Y Uiyp(Q,ga,t)Rp)HLx(cz;//j) = ma [t} XD sy (8:72)

p:i—f Tlf/f

D’aprés le lemme 2.1, lorsque € tend vers 0, nous obtenons

I—i Nf\i—1-2
OIEELX HVXu (X t)HL“(C:;//EE) < C( - ) . (3-73)
11 suit ny
i I—i . < o(My-1-2 )
e max [ Vxt; (X, 1) L(ene) ()" (3.74)
car 5 < 1 quand ¢ tend vers 0. Nous obtenons finalement
B(X,t) < c(1Ly-1-2, (3.75)
€
Ceci termine la preuve du lemme. O

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la solution valide sur tout le domaine en exploitant les
conditions de raccord. Nous avons également donné une estimation de I’erreur de raccord dans la
zone intermédiaire en introduisant une fonction de raccord & la fois en variables de champ lointain
et de champ proche. Nous exploiterons ce résultat dans le chapitre 4.



Chapitre 4

Justification mathématique du
développement asymptotique
estimation d’erreurs

L’objectif de ce chapitre est de démontrer que les séries de champ lointain et de champ proche
sont bien des approximations d’ordre I de la solution exacte .. Cette étape passe par une preuve
de consistance et stabilité.

4.1 Approximation de la solution en champ lointain, champ
proche

Rappelons notre domaine Q. = R3\w. en variables de champ lointain et 0= Rg\ﬁ en variables
de champ proche. Nous allons dans cette section définir des approximations dans plusieurs zones
de la solution @, € C>* (. x RT)

021 (x,t) — AU (x,t) = f(x,t) sur Q. x RT
:(x,t) =0, sur Q. xR~ (4.1)
t:(x,t) =0, sur T, xR,

avec f € D(R?) x R. Dans le domaine de champ lointain
BE = {xeR*: x| > 7"}, (4.2)

avec r* > ¢, nous considérerons une approximation de la solution exacte a partir du développement
formel que nous avons obtenu dans le chapitre 3

+oo
Ue(x,t) = Z ui(x, t)e. (4.3)
i=0
Dans le domaine de champ proche
Br\B={XeQ:|X| <R}, (4.4)

avec R* > 1, nous construirons une approximation de la solution exacte & partir de la série du
champ proche

U.(X,t) = io Ui(X, t)et, (4.5)
=0

105
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avec x = Xe. L’objet de ce chapitre est de démontrer les deux résultats suivants.

Théoréme 4.1. Pour tout v* > 0, nous avons l’estimation d’erreur

IglgaTXHﬂs(', t) - UE,I('ﬂ t)||L2(B:*) = 690(€I+1), (46)

avec . la solution exacte et u. ;1 la troncature de la série de la solution du champ lointain

I

Ue,1(X,1) = Zui(x,t)si. (4.7)

i=0
Théoréme 4.2. Pour tout R* > 0, nous avons l’estimation d’erreur

~ =N P I+1
|- (Xe,t) = Uet (XD o, 3y = O (") (48)

avec U. 1 la troncature de la série de la solution du champ proche

I

Uer(X,t) = > Ui(X, t)e'. (4.9)
=0

Ces deux résultats ne peuvent étre obtenus directement, nous allons passer par l'introduction
d’une approximation uniformément valide. Celle-ci nécessite une nouvelle échelle

n=e, (4.10)

qui est beaucoup plus grande que 1’échelle du champ proche mais beaucoup plus petite que celle
du champ lointain. Notons x"(x) = x(x/n) une fonction de troncature avec

X"(x) =0, pour [|x|<n
X"(x) =1, pour |x|>2n (4.11)
x"(x) € [0,1] pour [x] € [n,2n]

Voir la figure 4.1.

Remarque 4.1. La fonction de troncature x" permet de s’intéresser au champ lointain et 1 — x"
au champ proche.

XTI

1—x"

n 2n b'e

FIGURE 4.1 — Fonctions de troncature

Afin de démontrer les deux théorémes 4.1 et 4.2, nous introduisons ’approximation uniformé-
ment valide

Ue,1(%,t) = X" (X)ue,1(x,1) + (1 - X"(x))UE,I(§,t). (4.12)
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Remarque 4.2. Cette fonction . 1 coincide avec u. 1 sur le domaine de champ lointain et avec
U..1 sur le domaine de champ proche. Plus précisément, nous avons

e 1(X,8) = ue1(x, 1) (4.13)

pour |x| > r* et & assez petit et
e, 1(Xe, 1) = Uz 1(X,t) (4.14)

pour |X| < R* et € assez petit. Dans la zone intermédiaire, elle est une moyenne pondérée de ue 1
et UE I-

Par un argument de consistance et de stabilité, nous montrerons que I’approximation unifor-
mément valide vérifie le théoréme 4.3.

Théoréme 4.3. Pour é. ;(X,t) = Ue(X,t) — Ue,1(X,1), nous avons

~ L_ 1
Itngaj{(H@aJ(Xa Oz = O (e277). (4.15)

4.2 Stabilité

Dans la section 1.3.3, nous avons obtenu 'inégalité (1.186) que nous réutiliserons ici, en parti-

culier pour démontrer le théoréme 4.4 qui est le résultat principal de cette section et qui majore
2

une fonction par son D’Alembertien (1= ——% + A.
C

Théoréme 4.4. Munissons us € C*°(Q x RT) des conditions initiales
Ue(x,0) =0 et Oyus(x,0) =0, (4.16)
et de la condition de Dirichlet
ue(x,t) =0, sur T.xRT. (4.17)
Supposons de plus que supp(Lu.) C Qe r, := Qe N B, pour rs >0, alors u. vérifie

VT >0, maxlue(,0) 220 < Cr (T)max| Due(-, 1) =, (4.18)

avec C,. (T) une fonction au plus quadratique de T.

Remarque 4.3. L’inégalité du théoréeme 4.4 est uniquement utile en temps court, pour l’'étude en
temps long, il faut utiliser d’autres outils qui sortent du contexte de cette thése.

Remarque 4.4. Nous pouvons faire mieuz au niveau des espaces.

Avant de commencer la preuve du théoréme 4.4, montrons quelques résultats préliminaires.

4.2.1 Stabilité d’un probléme sur domaine borné

Lemme 4.1 (Inégalité de Poincaré). Pour tout R, > 0 et u € Hi([—Ro, Ro]®) nous avons

2R,
u|| L2(— 3y < —||Vul|p2¢— 3Y. 4.19
lull L2~ R, ro)) < \/gﬂll L2~ o, RoJ?) (4.19)
Preuve. Pour démontrer ce résultat, plagons nous sur le cube Dg, := [—Rs, Ro]3. Soit le produit

Wh,p,q(X) 1= wp(x)wp (y)we(2z) avec n, p et ¢ des entiers supérieurs ou égaux a 1 et

nm(z + Ro) pr(y + RO))

. qr(z + Ro)
SR, ), wp(y):sm( R, 7)

wg(z) = sin ( R, (4.20)

wy, () = sin (
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Remarque 4.5. Rappelons que la famille w,, ;. , est une base orthogonale de Hg(Dg,).

Dans cette base nous avons

2

(2R,)?

Awn,p,q(x) = (”2 +P2 + q2)wn,p,q(x)- (4.21)

11 suit

2
/ (Awn,p,q(x))wn,p,q(x)dx = _/ ~ 3 (n2 + p2 + q2) (wn,p,q(x))QdX- (4.22)
[*RWRO]S {*RmRo]B 4R<>

La formule de Green donne
™ 32
||vw"al’»q”2L2([—R<>,Ro]3) = AR2 (712 + p2 + q2) Hwn,p,qH%Z([—RO,ROP) 2 4—]%2Hw”vpv‘ZH%Z([—Ro,Ro]s)'
g3 (o]
(4.23)

Soient u € H}(DR,) et up,pq € R les coordonnées de u dans la base wy, , 4

uX) = Y UnpgWnpg(X). (4.24)

n,p,q>1
1l suit
||Vu||2L2(DRO) = Z |Un7p7q|2||an,p,q||%2(DRo)
n,p,q=>1
32 32
= AIR2 Z |Un7p7q|2||wn,p,q||2L2(DRo) = 4—R2||u||%2(DRO)'
¢ n,p,g>1 °

Ceci termine la preuve. O

Corollaire 4.1 (Estimation de Weyl). Pour tout Ry > 0 etu € H}(Qc R, ), avec Qe r, = Q-NBg,,

nous avons
2R,

Ul 72 <
lull2(@. p,) < Jan

Preuve. Comme €. g, C Dg,, nous avons H} (2 r,) C H}(Dg,) quitte a prolonger les éléments
de H} (%, r,) par 0 sur Dg_ hors de €2 gr,. Nous partons du lemme 4.1 et puisque ||u||2L2(Q

IVull L2~ Ry, RoJ3)- (4.25)

<
E,R()) -
H“"%?(DRQ)’ nous obtenons le résultat attendu. O

Remarque 4.6. Nous avons majoré la constante sur Q. g, a partir de celle sur le cube Dpg, .
Nous pouvons aussi calculer la constante optimale a partir de la séparation de variables sur la
sphére mais ceci est plus difficile a présenter.

Nous pouvons a présent passer a la démonstration du théoréeme 4.4.

4.2.2 Preuve du théoréme 4.4

Preuve du théoréme 4.4. Commencons par noter r¢(t) := ct la distance parcourue par 'onde
depuis la source f au temps t, voir figure 4.2. Rappelons que I’équation des ondes propage 1'in-
formation & vitesse finie ¢. Ainsi si le support de la source f est inclus dans la boule de rayon 7
pour tout temps ¢t > 0 alors la solution est nulle hors de la boule de rayon rs + ct. Traduisons le
fait que la solution est nulle avant 'arrivée de ’onde par : pour tout ¢t > 0

us(x,8) =0 pour 1 >rs+r7rs(t), (4.26)

c’est a dire
supp(us(' , t)) C By tet- (4.27)
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FIGURE 4.2 — Domaine €, g,

Notons e gir,r, la solution du probléme avec des conditions de Dirichlet sur I'p, = {x € R3 :
x| = Ro}

Oue gir,r, (x,t) = f(x,t) sur Q. g, x R,
Ue dir.r,(X,t) =0 sur Tp, xR, (4.28)

Ue,dir,Rs (X,0) =0 et e agir,r,(%,0) =0 sur Q. g,

2
avec 1= A — ; . Nous avons

C
RO*TS

us(' ) t) = us,dir,Ro(' 7t); Vi< c

(4.29)

L’introduction de cette frontiére fictive ne modifie donc pas u. car elle se situe hors du support
de ue.

Remarque 4.7. Nous introduisons u. 4ir r, car nous connaissons l’estimation pour cette fonction

max|| Ve air, (- B)llL2(9. ny) < T2 Dt air i, ()| 2202 1, - (4.30)
0 -1 Ue,dir,Re (X; t)
En effet, posons A = s Uegir = , H=H}Qcr,) x L*(Qer,),

—2A 0 8tus,dir,Ro (X, t)
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0
F = , NOUS AVONS
—c2f(x,t)
D(A) = H3, (Qe.r,) x Hy(Qe.r,) et 0,U+ AU = F. (4.31)
Rappelons, voir [10], que A est un opérateur mazimal monotone sur H muni du produit scalaire
01V = (Vur (). Vo 0) g+ (00 0200) oy (432)
ui(xv t)
avec U; = . La solution est de la forme
v; (%, t)
t
Ue.dir = / exp[—A(s — t)]F (-, s)ds. (4.33)
0
11 suit .
I%a‘%HUa,dirHH < I?Sa%(/o 1£C Oz, )ds < Tftngfg(||f(',t)||1:2(na,rs)- (4.34)
En particulier
VI >0, max|[Vuegir.mo ( E)ll 200 5, < Tmax| v airr, (Ol 220 1) (4.35)
Ry —rg

Il suit que pour tout t <
c

ngagllvue('at)||m(na,m> = fglga%HVUa,dir,Ro(u L2 ny) < TI%SL%H Ue,air,r, (D)l L2020, )

(4.36)
d’aprés (4.30). Appliquons & présent l'inégalité de Poincaré
2(rs + )
Iglga%(nus,dir,lzo (', t) ||L2(Q£7RQ) < TI}}?&)}HVUE@”J{O (', t) ||L2(Q£7TS ) (4.37)
D’apres I'inégalité de Young nous obtenons donc pour tout ¢ > 0
2T (rs 4 cT)
Iglgajz(HUs,dir,Ro(',t)||L2(QE,RO) < Tnlan(Q&m)%@}(HDUs,dir,Ro(';t)”L‘X’(strs)- (4.38)

Remarquons que [|1]|z2(q, . ) ne dépend pas du temps. Une derniére subtilité subsiste pour passer
de |lue dgir,r, (- D)l 22(02. 5y ) & [ue(- )|l L2 (. )- 1L suffit simplement de dire que u. est nulle pour tout
r > R,. Nous obtenons donc le théoréme 4.4. O

4.3 Consistance

Dans cette partie nous nous intéressons a ’erreur commise en tronquant la série 4. & I. Rap-
pelons que
e 1(X,t) = Ue 1(X,1) — Ue (X, 1), (4.39)
2

et que le D’Alembertien s’écrit [1 = ——é + A. Le but de cette section est de prouver le résultat
C
de consistance donné par le théoréme 4.5 suivant.

Théoréme 4.5. Nous avons é. 1, l'erreur commise en tronquant la série a Uordre I, qui vérifie

tma| 02,1 ()=, ) < 0,0, (4.40)

avec 1 = /€.
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4.3.1 Décomposition du résidu

Commencons par appliquer le d’Alembertien a l'erreur é. j, voir (4.39). Par définition de la
troncature de la solution @ r, voir (4.12), nous avons

Oéer(x,t) = O(aer(x,t) — a(x,t))
- O (x"(x)u&[(x, £+ (1= X" U-1(x/e, t)) — Die(x, t).

Nous allons ensuite utiliser les commutateurs. Rappelons que le commutateur de deux opérateurs
A et B s’écrit

< A,B>=AB — BA. (4.41)

Nous obtenons en appliquant cette définition

Uécr(x,t) = x"(x)Uus(x,t) —Ha.(x,1) (4.42)
+ (1=X"(x)) OV 1(x/e,1) (4.43)
+  <Ox"(x) > uer(x,t)+ <1 —x"(x) > Ue 1(x/e, ). (4.44)

Dans la suite, nous allons estimer chacun des termes de cette somme : (4.42), (4.43) et enfin (4.44).
Nous avons (4.42) qui est nul car le support de la source f est en champ lointain, il suit

XT(x)Que 1(x,t) = f(t) =L (x,1). (4.45)

4.3.2 Consistance en champ proche

Dans cette section, nous allons nous intéresser au terme (4.43).

Lemme 4.2. Nous avons la troncature de la solution en champ proche U, 1 qui vérifie
82
Qu., (x/e,t) = —C—;(El_lU[_l(X/E,ﬁ) + U (x/e,t)). (4.46)

Preuve. Par définition du d’Alembertien et de U, ; nous avons

0~
QU 1(x/e,t) = (A— C—;)(Zs Ui(x/e,t)).
i=0
Sous forme développée, ceci devient
0? 0
Ou. r(x/e,t) = (AUO(X/E,t) - C—QUO(X/E,t))g

82

+  (AUi(x/e,t) — c—éUl(x/s,t))sl

oz -1
+ (AU—1(x/e,t) — C—QU]_l(X/E,t))E

+ (AUr(x/e,t) — z—;UI(x/E,t))EI.
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En réarrangeant les termes nous obtenons
U, 1(x/e,t) = AUs(x/e,t) + AU (x/¢,t)
82
+  (2AUs(x/e,t) — C; Uo(x/e,t))e’

+  (2AUs(x/e,t) — i—gUl(x/s,t))sl

2

(?AU(x/e,t) — f—éUI_Q(x/E,t))EFQ
2 2

(Z—ng_l(x/s,t)slfl - i—;UI(X/E,t)EI.

2
Remarquons alors que AUy(x/e,t) = AU (x/e,t) = 0, AxU;12(X,t) = a—;UZ-,Q(X,t) et Ax =
c

e?A, la somme se réduit donc &
_ _8_152 -1 8_152 I
LU, 1(x/e,t) = = Ur—1(x/e, t)e = Ur(x/e,t)e'.
Ceci termine la preuve. O

Passons & la majoration du terme (4.43). Le lemme 4.2 nous permet d’écrire

(1 —x"(x)) QU 1(x/e,t) = (1 — x"(x)) i—;( — Ui (x /e, t) — €U (x/e,1)). (4.47)

La fonction 1 — x™ est & support dans la boule de rayon 27, notée Bs,, nous avons alors

02 _
Iggz(H(l*X"(X)) QU 1(x/e, )L~ (9 ) = Ig1<aTX||(1*X"(X))C—§(*€I "Wi_i(x/e, t)—e'Ur(x/e,1)) | Lo (Ba,)-

(4.48)
Nous avons vu dans le chapitre 3, voir (3.17), que nous pouvions écrire U; sous la forme
UiX,t) = Y Uipl, 0, t)RP + U7 (X, 1), (4.49)
p=—P
avec maxd"|UF (X, t)| = O (R™F71), pour tout m > 0. Nous en déduisons
t<T R—+00
, r
mrr. X — ? = —, 4.
o"U; (X, t) R—>O+oo(R ), avec R 5 (4.50)
En particulier, lorsque r € By, nous avons
%y, (x/e )= O (1YY et a—gU[(x/s =0 ((H)h. (4.51)
c2 ’ e—=0 ‘g c? ’ e—0 ‘g
Lorsque ¢ tend vers 0, nous obtenons
max||(1 — X"(x)) DUE,](X/E,t)HLoo(QE’RO) < 0 (77[_1). (4.52)

t<T e—0

4.3.3 Consistance dans la zone de raccord

Dans cette section, nous nous intéressons au terme (4.44).
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Lemme 4.3. Dans la zone intermédiaire, ici la couronne C2" = {n < |x| < 2n}, nous avons

rngaTx||u€J(x, t) — race 1(%,) || oo 020y < ego(nIH) (4.53)
et
%ziT)(||RacE,1(x/€, t) — U 1(x/e, t)”Loo(cﬁﬂ) < Ego(n1+1)_ (4.54)

Remarque 4.8. Le lemme 4.3 signifie que la fonction de raccord approche bien a la fois la solution
en champ lointain et celle en champ proche dans la zone intermédiaire, Cg”.

Preuwve du lemme 4.3. 11 suffit d’appliquer le lemme 3.2 & la couronne C%”. O

Lemme 4.4. Nous avons

l;ngaTXHVuE,I(X, t) — Vrace r(x, t)||Loc(CTQIT,) < Ego(nf), (4.55)

et
I%aqg(HVXRaCE,](X,t) — VUE,I(X,t)HLOC(Cs%E) < 590(77[+2)' (4.56)
Preuve du lemme 4.4. 11 suffit d’appliquer le lemme 3.3 & la couronne C?]”. O

Remarque 4.9. Nous avons pris 1 = /¢ pour deuz raisons. La premiére est que sous cette forme
1 vérifie bien les limites voulues 4 savoir

limn =0,

=0 (4.57)
limﬂ = +o0.

e—=0¢

La seconde est qu’avec n de cet ordre, l’erreur entre le développement en champ proche et en champ
lointain est minimisé, voir le lemme 3.2.

Lemme 4.5. Nous avons les majorations suivantes

??TXHUE,I(Xa t) = Ue1(x/e, t)”LOO(Cf,") < 690(77[+1)a (4.58)
et
1| Vet 105, 6) = VU1 06/, )l ey < O 0) (4.59)

Preuve du lemme 4.5. Par inégalité triangulaire nous avons
e, (x,1) = Ut (/) oy < i, (,) = race,s (6, 8) e e,
+ ItnSaTx||Rac€7[(x/5,t) - Ugyl(x/s,t)HLw(an)

et

IN

maTx||Vu€7[(x, t) — VU, 1(x/e, t)||Loo(C%n)

s maTXHVuE,](x, t) — Vrace 1(x, t)HLoc(cﬁ")

t<
+ ItngaTxHVRacgJ(x/s,t) — VU 1(x/e, t)”Lw(cﬁ")'

Les lemmes 4.3 et 4.4 nous donnent

I+1
Iglga%(nus,l(xv t) — rac&[(x, t)”Loo(CyZ]n) < 890(77 + )

max|[Race 1 (x/e,1) = U1 (x/2, D)l oy < O, (0"*)

=0 (4.60)
I
ItngaTX”qu’I(x’ t) — Vrace 1(x, t)HL“’(Cf,”) < 8Qo(n )
142
IFS&%HVXRBLCEJ(X, t) — VxUE,I(X,t)HLOC(Cj%g) < 690(77 ).
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Nous obtenons immeédiatement (4.58). Pour montrer (4.59), il suffit de remarquer que

IFS&%HVXRBLCEJ(X, t) — VxU: 1(X, t)||Loc<C§%E) =¢ IFS&%HVRM&J(X/E, t)— VU, 1(x/e, t)||Loo(an)

(4.61)
et que € = n? pour conclure. Ceci termine la preuve. O

Passons a la majoration du terme (4.44). Commengons par remarquer que

<O x"(x) > e, 1(x,t)+ <O 1 — x"(x) > Ue 1(x/e,t) =< A, X" (x) > (UE,](X, t) — U&](X/E,f)),
(4.62)
car pour toute fonction v

<Ol1>v=0 et <Ox"x)>v=<A,x"x)>w. (4.63)

En effet, 97 et x" appartiennent & deux espaces normaux. Par définition du commutateur, voir
(4.41), il suit

<A X"(x) > v =A(X"(x)v) — x"(x)Av. (4.64)
Or nous avons
XT(x)Av = A(x"(x)v) —2Vx"(x) - Vv — (Ax"(x))v. (4.65)
En injectant (4.65) dans (4.64), nous avons

| <0 x"(x) > o] < [(Ax"(x))v] +2[VX"(x) - Vul. (4.66)

Remarque 4.10. Les fonctions Ax" et Vx" sont a support dans la couronne C%”, Ax"(x) =

1 1
—Ax(x/n) et VX'(x) = =Vx(x/n) nous avons
n n

Cte
rglgaTX||AX”(x)v(X)lle<an> < 7{{?%"7}("”'”(05") (4.67)

Cte
[V ()00 1) < =m0 GOl -

En remplacant v par u. ; — Ue, 1, nous obtenons

Cte
Iglgagll <O x"(x) > (ue,r(x,t) = Ue1(x/e,1)) Lo ny) < e tga:;(Hus,I(X,t) = Uer(x/e, )| oo 2y
e x|V t) — VU, t
+ T??%H UEJ(X’ )_ 87I(X/5’ )HLOO(Cﬁ"))

avec, d’apres le lemme 4.5

B ) I+1
Itnga%(nus,l(xa t) UE,I(X/E’ t)”Loo(CnT’) < 590(77 )a (4 68)

max|[Vue 1(x, t) = VUe,1(x/&,1)[| oo 20y < O (0")-

Nous obtenons finalement

o) < 0 x"(6) > (e,1 (6, 1) = Ueyt (/. 0)) | (2. <O, (7). (4.69)

e—0
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4.3.4 Preuve du théoréme de consistance 4.5

Les lemmes 4.2, 4.3 et 4.4 vont nous permettre de faire la preuve du théoréme de consistance
4.5.

Preuve du théoréme 4.5. Nous avons

Uéer(x,t) = x"(x)Uus(x,t) —Ha.(x,1) (4.70)
+ (1 -x"(x)) OV 1(x/e,1) (4.71)
+ <O X"(x) > ue,r(x,t)+ <L 1= x"(x) > Ue 1(x/e,1). (4.72)

avec

X7 (x) Oue(x,t) — ac(x,t) =0,

I%a%(H (1-x"(x)) OU:1(x/e, V)|l Lo (0. ry) < 590(77]_1)’ (4.73)
I%a%(H <O x"(x) > ue (%, 1)+ <L, 1= x"(x) > Ue 1(x/e, )| Lo (02 o) < 690(771_1)-
Par inégalité triangulaire nous déduisons
~ -1
a0, (%, 0| < ) <O, (n" ). (4.74)
Ceci termine la preuve. O

4.4 Preuve des théorémes d’estimation d’erreur

Nous avons maintenant le matériel nécessaire pour pouvoir démontrer les trois théorémes énon-
cés en début de chapitre, & savoir les théorémes 4.1, 4.2 et 4.3. Commencons par le théoréme 4.3.

Preuve du théoréme 4.3. Le théoréme de stabilité 4.4 fournit ’estimation

max|ée 1 (x, 1) 20,y < C(T)max||He 1 (% 1)l 2= 0. po)- (4.75)

Le théoréme 4.5 permet d’estimer la forme du D’Alembertien

- I-1
a0 (%, [0,y < 0,0, (4.76)
avec 1 = v/e. Ceci termine la preuve. (]

Passons a la démonstration du théoréme 4.1.

Preuve du théoréme 4.1. Commencons par une inégalité triangulaire

I+1g
e ) O < 5t Ol ] 35 <ot
=

(4.77)
avec Ip > 0. Pour tout * > 0, sur B¢, nous sommes en champ lointain car il existe un voisinage

de Porigine qui n’intersecte pas B¢.. Par conséquent la solution exacte . coincide avec la solution
en champ lointain u.. Nous avons

_ 8 r+1
max|de(x, t) — te1(x,t)l|L2(pp.) < max|Eerir, (5 Ol L2 + 9 (€7). (4.78)
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Le théoréme 4.3 permet d’obtenir

- - I+1Ig 1

maxée.r+10 (%, D)ll2(my.) < A€ 1410 (% D200y = G (€75 72). (4.79)

.. +Iy 1 o

Nous choisissons alors un Ij tel que ~3 > I + 1, par exemple prenons Iy = I + 3, il suit
I+Ig 1 I+1

= ) 4.
O = g ) (450
Nous obtenons ainsi le résultat attendu. O

Enfin démontrons le théoréme 4.2.

Preuve du théoréme 4.2. La preuve est similaire & celle du théoréme 4.1, l'inégalité triangulaire
donne

majg{||ﬂg(X€, t) — UE,I(Xat)Hm(Em\E) < rngaTXH&E(XE,t) —Ue141, (Xat)Hm(ER*\E)

t<
I+1y
+ max -glszm(x’t)"ﬂ(ém\éw
=1+

avec Iy > 0. Ici nous sommes en champ proche, @, correspond & la solution en champ proche Uy,
avec le changement de variables nous avons

U.(X,t) = a:(eX, 1). (4.81)
Nous obtenons

~ ~ ~ I+1
rtrlga%(||ug(X5,t) — Ues(X, t)||L2(§R*\§) < I%%’FH“E(X‘E, t) = te 141, (Xe, t)||L2(§R*\§) + 820(5 )-

(4.82)
Le changement d’échelle donne

I%aq{(llﬂg(XE, t) - ﬂg7[+[0 (XE, t)||L2(§R*\§) = I%aqg||ﬂg(x, t) - ﬂ87[+]0 (X, t)”Lz(BER* \we)* (483)

En remarquant que B.p+\w: C €. et avec le théoréme 4.3 nous obtenons

~ ~ ~ ~ I+1Ip 1
Itllga%(||u5(X€,t) 7uE,I+IO(X€7t)||L2(§R*\§) < Iglga%(”us(xﬂt) 7UE,I+IO(X7 t)HLZ(QE) = 590(6 2 2)'
(4.84)

.. +Iy 1 o
Nous choisissons alors un Ij tel que ~3 > I+ 1, par exemple prenons Iy = I + 3, il suit
Itlo 1, I+1

690(5 T T2)= 690(5 ). (4.85)
Nous obtenons ainsi le résultat attendu. O

Conclusion de la partie I

Ce chapitre termine la partie théorique. Cette conclusion est 1’occasion de revenir sur les
nouveautés que nous avons apportées par rapport au régime fréquentiel. Nous pouvons par exemple
se référer a [41], [12] pour un travail ot ’ensemble de la démarche est présente.

Les calculs formels menant aux développements asymptotiques (I’identification des systémes
d’équations aux dérivées partielles et les écritures des principes de raccord, voir I'introduction),
bien que plus complexes, sont trés similaires aux calculs en régime fréquentiel. Toutefois la déri-
vation et la justification des singularités de champ proche et de champ lointain sont & notre avis



4.4. PREUVE DES THEOREMES D’ESTIMATION D’ERREUR 117

plus compliqués. C’est la raison pour laquelle les chapitres 1 et 2 représentent la majeure partie
de cette thése.

L’estimation d’erreur globale est basée, comme souvent en analyse asymptotique, sur un argu-
ment de stabilité et consistance. I’argument de stabilité est spécifique au temporel et est lié au fait
que ’équation des ondes conserve 1’énergie totale. L’argument de consistance est une adaptation
des preuves en régime fréquentiel. L’estimation des erreurs de raccord dans une norme adaptée est
la partie la plus technique. Les estimations d’erreur locale reprennent un argument de rattrapage
d’ordre qui peut étre considéré comme classique en analyse asymptotique.
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Deuxiéme partie

Outils numériques pour 'analyse
asymptotique
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Introduction et repére
bibliographique de la deuxiéme
partie

Dans cette partie, nous allons détailler les simulations numériques qui illustrent les résultats
théoriques obtenus dans la partie I. Nous développons également dans cette partie des outils
numériques pour le traitement des problémes de perturbation singuliére et de propagation d’ondes
en domaine temporel.

Ces simulations ont été réalisées a I’aide de la librairie du projet Magique-3D, dont le développeur
principal est Julien Diaz. Ce code de calcul est programmé en Fortran 90 et son noyau numérique
est un code de Galerkine Discontinue (voir [1], [4], [6] et [25]) sur des maillages tétraédriques. Ce
choix est particuliérement adapté en général aux géométries complexes et en particulier & notre
probléme de petit obstacle. Toutefois, ces simulations ont nécessité de nombreuses modifications
que j’ai réalisées, notamment au niveau de I’automatisation des maillages, des algorithmes de raf-
finement local espace-temps et de I'implémentation des méthodes asymptotiques proposées dans
cette thése.

La principale difficulté numérique se situe au niveau des grands ratios de longueur caractéris-
tiques. Afin de répondre & cette problématique, nous avons proposé trois différentes approches :
- la premiére approche est la résolution directe a ’aide de la méthode Galerkine Discontinue (DG).
Nous détaillerons cette expérience dans le chapitre 5 principalement dans le but de présenter la
méthode de Galerkine Discontinue, de montrer notre point de départ et de construire une solution
de référence ;

- la seconde approche est la méthode issue des développements asymptotiques raccordés que nous
avons présentée de fagon théorique dans la partie I, nous décrirons son implémentation numérique
dans le chapitre 6;

- la troisiéme approche est la méthode des pas de temps locaux ou méthode de raffinement espace-
temps. Nous introduirons cette méthode dans le chapitre 7.
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Chapitre 5

Résolution directe a ’aide de la
méthode de Galerkine Discontinue

Ce chapitre se divise en deux parties. Dans un premier temps, nous allons expliciter I’expérience
numérique et pourquoi nous avons choisi de travailler avec la méthode de Galerkine Discontinue
(DG) en section 5.1. Ensuite, dans la section 5.2, nous mettrons en ceuvre la méthode DG pour
notre probléme considéré.

5.1 Contexte d’étude pour la résolution directe

Nous travaillons sur la boule de rayon r*, notée B«

B ={x R : |x| <r*}). (5.1)
Dans la simulation numérique, nous prenons r* = 1. Ce domaine comporte un petit obstacle
sphérique B. de rayon &

B.:={xeR®: |x| <¢}. (5.2)

Enfin, nous notons . = B,« \ B: le domaine de propagation constitué de B,« privé de B.. Nous
avons représenté le domaine sur la figure 5.1. Afin de modéliser ’obstacle, nous allons mettre des

CLA sphériques

db

FIGURE 5.1 — Domaine considéré pour la résolution directe

conditions de Dirichlet sur la frontiére de ’obstacle, c’est & dire sur la sphére de rayon &, notée
I.i={xeR3: |x|=¢}
te(x,t) =0, sur T.x[0,7], (5.3)

avec [0,7T] un intervalle de temps fini, T étant la fin de 'expérience numérique.
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Remarque 5.1. Lorsque nous implémentons, nous sommes forcés de travailler sur un intervalle
de temps fini.

Afin de considérer I'extérieur de B,.«, nous allons mettre des conditions aux limites absorbantes
(CLA) sphériques sur la sphére de rayon r*, notée I'y« := {x € R3 : |x| = *}.

Remarque 5.2. Les conditions auz limites absorbantes d’Engquist et Majda, voir [20] et [21]
(d’ordre supérieur ou égal a 2) ne sont pas adaptées auz frontiéres courbes. Lorsqu’elles sont d’or-
dre élevés, elles peuvent étre instables lorsque le domaine comporte des coins.
Une idée naturelle consiste a poser cette condition aux limites sur une sphére de rayon r*. C’est
cette approche qu’ont développé Bayliss, Gunzburger et Turkel, voir [5] et [7].

En dimension 3, les conditions de Bayliss et Turkel d’ordre 2 pour une sphére de rayon r*
s’écrivent sous la forme
0 e (X, t
Zlic (%, ) + Opiie (%, 1) + M =0, sur I, x[0,7], (5.4)
(& T
avec c¢ la vitesse de propagation de 'onde et I',+ la sphére de rayon r*. Rappelons & présent
I’équation des ondes acoustique

AT (x,t) — 0% (x,t) = f(x,1), sur Q. x [0,7]. (5.5)

La vitesse de propagation c¢ est continue dans chaque maille. Dans ’expérience, la source f est le
produit d’un Dirac (en espace) et d’une Gaussienne centrée en u et de longueur caractéristique o
(en temps)

f(xa t) = 5x7x5 ® fg(t)v (56)
avec X, les coordonnées de la source et
1 (t —p)*
N = _ 5.7
fg( ) \/%0‘ exp ( 20_2 ) ( )
Nous choisissons x, de telle sorte que
0 ¢ supp(f(-1)). (5.8)

Rappelons que nous notons . la solution du probléme sur €).. Enfin nous prenons des conditions
initiales nulles
U:(x,0) =0 et Oic(x,0)=0 sur Q.. (5.9)

Pour résumer, nous avons alors le probléme suivant :

AU (x,t) — 0P (x,t) = f(x,t), sur Q. x [0,T],

:(x,0) =0 et 0O (x,0)=0 sur

(5.10)
Ue(x,t) =0, sur TI'.x[0,T],
) e (x, t
P lie(x, 1) + Oyt (x, ) + “E(’i’ ) 0, sur Ty x[0,7].
C T

Ce probléme admet une solution unique @. € C*°(( \ {x.}) x [0,77).

Remarque 5.3. Nous avons considéré une source ponctuelle singuliére bien qu’elle ne soit pas
Cc (QE X [O,T]). En effet, c’est une configuration trés fréquente dans la pratique et elle est de
ce point de vue plus intéressante qu’une source réquliére. Les simulations numériques réalisées au
sein de l’équipe Magique-8D n’ont pas révélé de probléme numérique. Toutefois, ceci ne repose pas
actuellement sur une théorie rigoureuse.
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5.1.1 Pourquoi appliquer une approximation de Galerkine Discontinue ?

La méthode de Galerkine! Discontinue (DG) a été initialement introduite par Reed and Hill
en 1973, voir [34], comme technique de résolution des problémes hyperboliques de transport des
neutrons. Cette technique, devenant de plus en plus populaire, permet désormais de résoudre la
plupart des équations aux dérivées partielles.

La méthode de Galerkine Discontinue (DG) est souvent assimilée & une méthode hybride ou
mixte, car elle combine & la fois les caractéristiques de la méthode des éléments finis (FEM) et
des volumes finis (FVM). En effet, la solution est représentée dans chaque élément comme étant
une approximation polynomiale (comme dans les FEM) et les interactions au niveau des inter-
faces (arétes communes en 2D, faces communes en 3D), sont calculées a I’aide de flux numériques
(comme dans FVM). Théoriquement, les solutions peuvent étre obtenues avec un ordre arbitraire-
ment élevé.

De plus, la méthode DG permet la formation de schémas numériques compacts. Ceci est di au
fait que la représentation de la solution dans chaque élément est indépendante de la solution des
autres cellules (aspect local). Ceci améliore grandement la robustesse et la précision de n’importe
quelle implémentation de conditions de bord mais permet aussi la parallélisation du code de calcul.

En plus de ces caractéristiques, la méthode DG est extrémement flexible :
- elle peut manipuler une grande variété d’éléments et de maillages,
- elle permet V'utilisation de techniques adaptatives de type hp (éléments de taille variable (h) et
de degrés différents (p)).

5.2 Mise en ceuvre de la méthode de Galerkine Discontinue

5.2.1 Notations

Nous considérons des maillages composés de tétraédres. Nous notons N7}, le nombre d’éléments
du maillage et T, le maillage associé au domaine €).. Enfin, nous notons V}, ’espace d’approxima-
tion

Vi = {v € L*(Q), vk € Pp(K),VK € Tp} (5.11)

ot P,(K) est I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal & p. Nous notons :
— JF; Pensemble des faces internes, c’est-a-dire les faces appartenant a deux éléments du maillage
(que nous noterons arbitrairement KT et K~), voir la figure 5.2,
— Fp ensemble des faces frontiéres, c’est-a-dire les faces appartenant & un seul élément du
maillage,
— n¥ les vecteurs normaux & K*, orientés vers l'extérieur de K=,
— % les traces d’une fonction ¢ sur K*.

Remarque 5.4. Nous avons fait la figure 5.2 en 2D pour avoir une idée mais nous sommes en
3D, donc les faces sont des triangles et les éléments du maillage sont des tétraédres.

5.2.2 Discrétisation en espace

Construisons le probléme approché & partir du probléme que nous avons détaillé en (5.10).
Multiplions I’équation des ondes par une fonction continue par maille v et intégrons sur K un
élément du maillage. Nous supposons ici que la solution est réguliére afin de pouvoir effectuer des
intégrations par partie et pouvoir définir ces traces de Dirichlet et de Neumann (pour les traces

1. En Frangais, les noms russes qui finissent en -in s’écrivent -ine pour respecter la phonétique. Galerkine est la
version francaise de TAAEPKNH.
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FIGURE 5.2 — Schéma de deux éléments du maillage

fie doit étre au minimum C' en espace). Nous obtenons

/K P At (x, t)v(x, 1) dx—/ Ofiie (x, t)v(x, t)dx = /Kf(X,t)U(X,t)dx. (5.12)

Dans la suite, nous omettrons dx pour alléger les expressions. Avec la formule de Green, nous
pouvons modifier le premier terme de la fagon suivante

/KCQAQE(X,t)U(X,t) = —/Kc2Vﬂg(x,t)Vv(x,1f)—|—/F (Ve (x,t).n)v(x,t) (5.13)

ou 'k est la frontiére de I’élément K. Nous sommons ensuite sur tous les éléments du maillage et
nous obtenons

_Z/Qvuaxthxt 2/82u8xt(xt) + Z/F (Vi (x,t).n)v(x,t)

KeTn KeTh KeTn
= Z / f(x,t)v(x,t),
KeTh
avec Z / 2(Viie (x,t).n)v(x, t) Z / (Vi (x,t).n)v(x,t)+ Z / Vu (x,t)n )t (x, )+
KeT, /'K FeF, FeF;

(VaZ (x,t).n" o~ (x, t)]. 1 suit

,Z/cvugxthxt Z/augxt (x,t) Z/ (Vi (x,t).n)v(x,t)

KeTh KeT, FeF,
JrZ/ [(Vat (x,t).n ")t (x,t) + (Vi (x,t).n" v~ Z/fxt (x,t).
FeF; KeTy
(5.14)
Nous allons détailler au fur et & mesure les termes de (5.14).
La somme sur les faces internes
Z / [(Vat (x,t).n M)t (x,t) + (Vi (x,t).n7 v~ (x,1)]. (5.15)

FeF;

Définissons le saut et la moyenne d’une fonction et d’un vecteur.
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Définition 5.1 (Définition du saut et de la moyenne). Pour F' € F;, nous notons [[¢]] le saut de
la fonction ¢ a travers la face F et {{¢}} la moyenne de ¢ sur la face F

[l =
{{e}}

Tt 4 oTnT,

(T +¢7).

®
1
2

Pour F € Fy, nous notons [[¢]] := on et {{¢}} = .
De la méme fagon, pour F € F;, nous notons [[¢q]] le saut d’un vecteur q a travers la face F et
{{q}} la moyenne de q sur la face F

+'n++q_'n )

lq] = ¢

Ha} = S +a)

Pour F € Fy,, nous notons [[q]] :==¢q-n et {{q¢}} = q.

Remarque 5.5. La moyenne d’un scalaire, respectivement d’un vecteur, est un scalaire, respec-
tivement un vecteur. Par contre, le saut d’un scalaire, respectivement d’un vecteur, est un vecteur,
respectivement un scalaire. Remarquons que cette définition reste valable en intervertissant K+ et
K-.

Nous allons également utiliser les propriétés suivantes

Propriété 5.1. Soient ¢ et ¢ deux fonctions continues par maille, nous avons a travers la face

F € F; la relation suivante
[lev]] = [[el] {{v}} + [V {{e}}- (5.16)

Preuve. D’aprés la définition 5.1 nous avons pour F' € F;

A1 + [ e} = 3 (o¥n* +omn) (8% +97) + 3 (67 n* +97n7) (6" +97).
5.17
Comme nt = —n~, il suit 47
Al 1) + [ (ol = (9™ — 9797 In™ = [lpul]. (519)
o

Propriété 5.2. Soit ¢ une fonction scalaire continue par maille et q une fonction vectorielle.
Nous avons a travers la face F € F; la relation suivante

lla)] = gl {{e}} + [l]] - {{a}}- (5.19)
Preuve. La preuve est semblable & celle de la propriété 5.1. O
Appliquons la définition 5.1 du saut & ’équation (5.15), nous obtenons
Z / Al(Vat (x,t) -nT)ot(x,t) + (Vag (x,t) -n 7)o (x,1)] = Z / A [V (x, t)v(x,1)]] .
Fer ' F Fer’F

La propriété 5.2 nous donne

(Ve (x, t)o(x, D)]] = [Vie (x, )] {{v(x, 1)} } + [[v(x D] - {{ Ve (x,8)}} - (5.20)

Nous voulons faire apparaitre une symétrie, pour cela nous allons utiliser des propriétés de I’équa-
tion des ondes.

Propriété 5.3. Si 4. est solution de [’équation des ondes alors
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1. [[ac(x,1)]] =0,
2. [[Vie(x,t)]] = 0.
En effet, nous savons que ’onde #. est continue dans €. et Vi, est continue & travers les

interfaces, afin d’assurer la transmission du flux entre les deux mailles. Nous allons utiliser ces
propriétés pour la formulation variationnelle. La propriété 5.3 et I’équation (5.20) donnent

[V (x, t)o(x, 1)]] = [[v(x, D]] - {{ Ve (x,8)}} . (5.21)

Nous ajoutons ensuite un terme nul pour obtenir une symétrie

(Ve (x, t)v(x, 1)]] = [[v(x, )] - {{Vaie(x, 8)} } + [[te(x,8)]] - {{Vv(x, )} } . (5.22)

Enfin, nous rajoutons un terme positif pour la coercivité

> [ @l o) -o, (523)

FeF;
ou < est un terme qui pénalise les sauts de 4. et v sur les faces de 7. Il est défini sur chaque face
@
du maillage par : v := 7 ou h désigne le pas de discrétisation (c’est-a-dire le diamétre du plus

petit cercle inscrit de K € Tj) et o dépend de 'ordre de discrétisation (P,). Nous obtenons alors

> [ @it = Y [ @ Q0] (Vi 0} + [ 0] - (Tt}

FeF; FeF;

+z/ [ (x, )] - [fo(x, £)].

FeF;
(5.24)

La somme sur les termes de bord

Nous allons maintenant nous intéresser au terme de bord. La frontiére du domaine €2, est com-
posée de deux sphéres centrées en l'origine I'; et I',.« sur lesquelles nous avons soit des conditions
de Dirichlet, soit des conditions aux limites absorbantes sphériques. Il suit

Z/ (Viie(x,t)n)v(x,t) = / (Ve (x,t).n Z/ (Vi (x,t).n)v(x,t).

FeF, FeF,Nl,.« FeF,nl'e
(5.25)

La somme sur les faces avec des CLA sphériques

> / A (Vi (x,t).n)v(x,t). (5.26)

FeF,nl

Rappelons que nous considérons la condition absorbante suivante

%ue(x t) + Optie (%, t) + (%, ) =0, (5.27)

7-,*

voir le probléme considéré (5.10).

Remarque 5.6. Puisque nous sommes sur une sphére, nous avons

Vi (x,t) - n = Ortie(x, ). (5.28)
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Les égalités (5.27) et (5.28) donnent

e (x, 1)
r*

Vi (x, t).n = f%ag(x, t) — (5.29)

11 suit

> / (Viie(x,t) n)o(x,t) = — > / +@}u(x,t). (5.30)

FeF,NI .« FeF,NI .«

La somme sur les faces avec des conditions de Dirichlet
Rappelons le terme de (5.14) faisant intervenir les conditions de Dirichlet
/ A (Vie(x,t).n)v(x, t). (5.31)
Fernr. /F
En adoptant le méme raisonnement qu’avec la somme sur les faces internes, nous obtenons
> [ v, - ¥ [ UV o). 632
FeF,nT. FeF,NT.

Nous devons ensuite symétriser en ajoutant un terme nul

> [ EUTux o bl =0 (5.3
FeF,Nl.
et le terme de coercivité
/ch[[%(X’t)H'[[v(x,t)]]:0- (5.34)
Fer,nT. 7 F

Nous obtenons finalement

> [ eEamonexn = ¥ [ (o) (Vi) + (T} - [a0x0))

FeF,NI'e FeF,nI'e

+ > /cvugxt Nw(x, 1)]] .-

FeF,Nl'.
(5.35)
En injectant (5.24), (5.30) et (5.35) dans I’équation bilan (5.14), nous obtenons

—Z/cVugxtVUxt /32ugxt v(x,t) — Z / +@]”(X’t)

KeTy KeTy FeF,NI .«

_ /F c%[[v(x,t)n~{{vag<x,t>}}+{{w<x,t>}}~uaax,t)nﬂuas(x,t)n~uv<x,t>n)

FeFy,nI'.

+ / - Ve (x, )3} + [[ae (x, )] - {Vole 1)} + 7 [ (x,8)]] - [[U(Xat)]])

FeF;

Z/fxt (x,t).

KeTy,
(5.36)

Nous avons construit le probléme semi-discrétisé de (5.10). Nous cherchons @, : [0,7] x V;, = R
tel que Vv € V3, et Vt € [0,T]

78152 (’ELEvv) —C 8tbh (’ELEvv) - CQ ah(’aEa ’U) = (fa ’U),
(5.37)

Ue(x,0) =0 et 0Ot (x,0) =0,
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ot (-,-) désigne le produit scalaire sur L?

(U, v) : Z / Ue (%, t)v(x, t). (5.38)
KeTy
Sur V}, x V},, by, désigne la forme bilinéaire telle que
bn(iie,v) = Y / e (x, )0 (x, 1). (5.39)

FeFynD,x 7 F

Enfin aj désigne la forme bilinéaire symétrique sur V;, x V}, telle que

h (e, v) Z/Vugxthxt) /L)i’t)v(x,t)
F T

KeTh FeF,nTlx
- / ([[’U(X, Ol - Ve (x, 1)} + {Vu(x, 1)} } - [[ae(x, 0] + 7 [T (%, )] - [[v(x, t)]])
FeF,nr. ¥
- / AV (x,1)}} + [[te(x, )] - {{Vu(x, 1)} } + 7 [[te (%, D)]] - [[o(x, t)]])-
e (5.40)
Nous obtenons alors le systéme linéaire suivant
Md—2Uh+CB Uh+c KU, = —F, (5.41)

dt?

ou Uy, est le vecteur de composantes uy, ;, M est la matrice de masse (diagonale par bloc), B est
la matrice absorbante (nulle partout sauf pour des éléments absorbants), K est la matrice
de rigidité (symétrique) et F est le vecteur source.

5.2.3 Préliminaires a la construction des matrices M, K et B
Définitions et notations

Pour le maillage, en 3D, nous ne considérerons que des tétraédres.

Définition 5.2 (TétraédAre et face de référence). En 3D, nous appelons élément de référence K
le tétraedre de sommets 51(0,0,0), S2(1,0,0), S3(0,1,0), S4(0,0,1) et la face de référence, notée
F, le triangle S155S3, voir la figure 5.5.

S So

FIGURE 5.3 — La face et le tétraédre de référence

Remarque 5.7. En 1D, [’élément de référence est le segment [0,1] et en 2D c’est le triangle de
sommets S1(0,0), S2(1,0), S5(0,1).
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Définition 5.3. Il existe, pour tout élément K, une fonction affine Fr qui transforme un point
% de K de coordonnées (T, § ,2) en un point de I’élément K

X1 To —T1 X3 — X1 T4 — X1 T
Fr@9.2)= |y |+ | - w—wn w-wn g | (5.42)
Z1 zZ9 — 21 zZ3 — 21 Z4 — 21 z

0l (xi, Yi, 2;) sont les coordonnées du sommet S; de l’élément K, voir la figure 5.4. Cette appli-
cation peut s’écrire sous la forme matricielle

Fr(x) = Ak + bk,
avec son jacobien qui vérifie

JFK = AK et |JFK| = |d€t(AK)| (543)

Sy

So

S1

FIGURE 5.4 — La fonction affine Fli

Remarque 5.8. A titre d’exemple, nous pouvons vérifier que les coordonnées des sommets S;
vérifient

(zi, yi, 21) = Fr (T4, Ui, 2i), (5.44)
avec (I, Ui, i) les coordonnées des sommets S; du tétraedre de référence K.

Remarque 5.9. Illustrons également Fx dans le cas 1D et 2D avec la figure 5.5.

En ce qui concerne les degrés de liberté du maillage pour des éléments finis de type P,, nous
définissons les degrés de liberté sur I’élément de référence.

Définition 5.4. En dimension 3, les degrés de liberté de I’élément fini de Lagrange Pp sont les
points de coordonnées
i—1 j—1 (-1

i'ivg'vél = ; ) ; i'z+7j+2€§15 17]56:15 7p+17 5.45
i) = (2R R) iy (5.45)

voir figure 5.6. Pour un élément K, ses degrés de liberté sont les images par Fi des degrés de

liberté de K, nous avons .
PE = Fx(P,). (5.46)
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S1
Sa
Yy
1 K X2 33
Fg Ss
Fy i
|—|—> A ~ A
0 K 1 & S1 Sy @

FIGURE 5.6 — Degrés de liberté du tétraedre de référence (P & droite et P» & gauche)

Construction de 1’espace d’approximation V},

Nous allons construire une base de I’espace V},, constituée de fonctions continues sur €2..

Définition 5.5. Soit V}, un sous-espace vectoriel de H'(Q2.). Nous utilisons des éléments finis de
type PP et nous considérons des fonctions polynomiales de degrés < p pour chaque élément afin
de définir Vj,

Vi, = {’UGL2(QE),’U|K E’PP(K),VKGE}. (5.47)

Les fonctions de Lagrange (®);—1 n, de I'élément K € Tj, vérifient

OE(Pj) =65, Vi, j=1...Np, (5.48)

q)iK|K/:07 VK#KG

otl N, est le nombre de degrés de liberté d’un élément K et P; sont les coordonnées des degrés de
liberté de K. L’espace V}, est de dimension NP}, (N P, est le nombre de degrés de liberté associés
au maillage 7y,) et toute fonction v de V}, vérifie

P

vlr(x) =D v(P)@f (x). (5.49)

i=1

Remarque 5.10. Les valeurs ponctuelles de v dans cette base coincident avec ses degrés de liberté.
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Remarque 5.11. Le support de la fonction ®; est uniquement constitué des éléments contenant
le point P;, voir la figure 5.7. Autrement dit, les seules fonctions de base non nulles sur
un elément K sont les fonctions associées aux degrés de liberté de l’élément K. Cette
propriété nous permet de définir les fonctions de base élément par élément a partir de fonctions
de base ®; définies sur I'élément de référence K.

Définition 5.6. Les fonctions de base ®,; sont définies par :

®,(P) = by, Vi, j=1...N,, 5.50)

®;|x € Pp(K),Vi=1...N,,

ot N, est le nombre de degrés de liberté de K.

Py

ok

FI1GURE 5.7 — La fonction ®; et son support en 1D et 2D

Les fonctions de base ® sont alors également définies & I’aide des fonctions Fy par

K =00 F ', Vi=1...N,,
(5.51)

(I)ZK|K/ :OSiK%K/.

Les fonctions de base P; en 3D Explicitons les fonctions de base P;. En P;, nous avons
N, = 4, voir la définition 5.4 et la figure 5.6. Nous déduisons de la définition 5.6 que nous avons
4 fonctions de base en P; données par

¢1(8,9,2) = 1-@-9-2
é?(jagaé) = SE,
&)3('@'7?372) = g)
@4(.’2’,]},2) - 2

Les fonctions de base Py en 3D Explicitons les fonctions de base Ps. En Ps, nous avons
N, = 10, voir la définition 5.4 et la figure 5.6. Nous déduisons de la définition 5.6 que nous avons



134CHAPITRE 5. RESOLUTION DIRECTE A I’AIDE DE LA METHODE DE GALERKINE DISCONTINUE

10 fonctions de base en Py données par

Ba(#9,2) =20~ 5§ 23~~~ 2), Bo(#, 3, 2) = i,
Go(,9.2) = 28(2 — 1), Br(0.9.2) =431~ 3 5 - 2).
By(,9,2) = 205 — 3), B(,,2) = 4501~ & —j - ),

dy(#,9,2) = 22(2 — %), do(&, 9, 2) = 422,

bs(,9,2) = 421 — & — § - 2), bro(d,9,2) = 45

Les fonctions de base P3 en 3D Explicitons les fonctions de base Ps. En Ps, nous avons
N, = 20, voir la définition 5.4. Nous déduisons de la définition 5.6 que nous avons 20 fonctions de
base en Ps données par

B1(%) = S G- § -G -GG —F-i2) ba(3) = Jata - 1ya - 2)
B5(%) = 590~ )~ 2), Bax) = 25~ D - ),
So(R)= 2 a1 -G —d-g-2),  Be(®)=Za(l - §- A 3),
@r(%) = Lo - )i bs(x) = Lagi - 1),
by(x) = %y(ﬁf %)(1 —&—§—2), P& = %7@(1 —:e—gf,é)(g —G—g—3),
SuE) =T d g1 d g2, EnE) =1 )
b1y(x) = 2400 — ), Buu(%) = 22— ),
bis(%) = 2773/«2(3/ - %), Di6(x) = 2?73/,2(2; - %),
A &1, (%) = 27292, Bis(%) = 2742(1 — & — - 2),
B1o(%) = 2725(1 — & — §j — 2), Do (%) = 2725(1 — & — §j — 2).

Remarque 5.12. Nous illustrons uniquement en 1D les fonctions de base avec la figure 5.8.

~ ~ N (1)2 ~
03] o, 08 o3

FIGURE 5.8 — Fonctions de base CfDZ en Py, P, et P3en 1D

Passons maintenant au calcul des différentes matrices du schéma.
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5.2.4 Calcul de la matrice de masse M

La matrice de masse M est diagonale par blocs

Ml
M= , (5.52)
MNTh
ot chacun des blocs MPF est carré de taille N,
K K K
M :/Ktl)i (%)@} (x). (5.53)

De plus, en utilisant les éléments de référence présentés plus haut et en effectuant le changement,
de variables x = Fk(X), nous obtenons

/ OF (x)@F (x)dx = / OF (Fg (%)) @ (Fi (%)) |detJ . (X)]dx. (5.54)
K K
D’aprés la relation (5.51) entre les fonctions de bases sur 1'élément K et K, nous avons

ME = |detAr| /K B, (%), (%)dx. (5.55)

Remarque 5.13. Les blocs de la matrice de masse M sont proportionnels entre eux. C’est pratique
pour le calcul car nous aurons qu’un seul bloc a inverser.

5.2.5 Calcul de la matrice de raideur K

Passons maintenant au calcul de la matrice de raideur K. Nous supposerons ici que la célérité
est constante par maille.
La matrice de raideur n’est pas diagonale par bloc, c¢’est pourquoi nous introduisons une notation
globale des fonctions de base

®;(x) = @F (%), (5.56)
avec { = kN, + I et k la numérotation du tétraédre K (1 <k < NTj).

Remarque 5.14. Nous utiliserons maintenant les indices i et j pour la notation globale, c’est a
dire que i et j sont compris entre 1 et N Py. Pour la notation locale nous utiliserons I et J qui
euz sont entre 1 et Np. Plus précisément, nous avons les relations suivantes

i =kNp+1,
(5.57)
J=kNp+J.
11 suit
K= (K:ivj)lgi,jgNPh’ (5.58)
avec

Kij = an(®i, ©;). (5.59)
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Reprenons maintenant la définition (5.40) et explicitons an(®;, ®;)

=Y [eva vame 3 [ e

KeTy, FEF,NT %
> / ([[‘I’j(X)H-{{V¢¢(X)}}+{{V@j(><)}}~[[(I%(X)]Hv[[q%(X)H-[[@j(X)H)
FeFnr. /¥
-> / - {Veix )}}JF[[@Z'(X)H'{{V¢j(x)}}+7[[¢i(x)]]'[[(I)j(x)]])-
FeF;
(5.60)

Pour plus de clarté, introduisons les notations suivantes

AV (x) - VO, (x),
K;h/
(K2)ij = > / - {{Vei(x)}} + [[@:i(x)]] - {{V®;(x)}},
FeF;
(Ks)ij = > / - {Vei(x)}} + {V®;(x)}} - [[®:(x)]],
FEFyNT. (5.61)
(Ka)ij = x)]],
z e
(Ks)ij = x)]],
’ Fefzbﬂf‘ /
(x)
(Ke)ij = — ©;(x).
’ Fe;rr* /F "
Nous avons alors
Kij = an(®:,®;) = (K1)ij + (Ke)ij — [(Ka)ij + (K3)ij + (Ka)ij + (Ks)i ). (5.62)

Nous allons calculer chacune de ces sommes d’intégrales.

Calcul de (K1) ;

En utilisant le fait que

il (x) = &1 0 Fi' (x) et @[ (x) = &y 0 Fi' (), (5.63)

nous en déduisons
V& k(x) = (Jp ) VP o Fil(x) et V| k(x) = (J5!) VO, 0 Fr! (x). (5.64)
Or (J;;)T = (AT et pour simplifier nous notons Az’ := (Ax")T. Il suit en notant cx la

célérité de 'onde sur la maille K

/K AV (x).VP;(x)dx = c% /K (V®,;(x))TV;(x)dx

% / (ATV®; o Fil(x)T ATV o Fot(x)dx.
K
En posant X = Fi;'(x), il suit

/C%Vd)i(x).vil)j(x)dx:wet AK|CK/ Vo ()T AL ATV (%) dx. (5.65)
K
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Nous pouvons noter que nous avons dans 'intégrale sur I’élément de référence le terme A;(lA;(T
qui dépend de K. Posons CF = A'ALT OK est une matrice symétrique de dimension 3 x 3
déterminée par les coefficients CX, Cf, CK, CK, CK et CL. Nous vérifions assez facilement en
3D que

VO ()AL ARV, (%) = CF (0

S
(=B
~
S
&
A
<
X
N—
+
AR
o=
—
&
=
~
)
&
A
<
™
+
&
o
~
S
@Q)
A
<
X

+ OIS (0:01 (%005, (%) + 501 (%)0: 0, (%)) + CIf (0: 01 (%)0: 0. (%
6
Nous obtenons

(K0)iy = 3 ldet Aclek [ ( / 0:b1(2)0;8,5 (%)) + O ( / 0,81 (%)0:% (%)
KeTn K K

+0u01(300,8,(50) + I [ 0:01(509:1(5) + 0011058 5)) (5.67)

+C§§( /K agéf(ma@é,](x)) ¥ c{g( /K aéé»,(fc)agcﬁJ(X)+ag<i>1(>z)aéci>J(>z))
+C§§(/k@2‘i>1(ﬁ)32‘ih(5())}-

Nous avons pour le premier terme de K;; des intégrales locales qui dépendent uniquement de
I’élément de référence. Passons maintenant aux intégrales combinant saut et moyenne.

Calcul de (K3); ;

Pour les faces internes, nous utilisons la définition 5.1 du saut et de la moyenne et nous obtenons

1

/F[[@i(X)]] {{Ve; ()1 + {Vei(x)}} - [ (x)]] = 5/F (2 )™ + @7 (x)n7) - (VO] (%) + VO, (x))

+ (®F (0™ + @7 (x).n”) - (VO] (x) + VE; (x))] .
(5.68)

En développant il suit

1

/ [@:()]] - {{V®; ()} + {V@i(x)}} - [[2;(x)]] = 5/ (@ (x)n* VT (x) + & (x)n".VE; (x)
F F

+ (X)n_.Vq); (x) + O (X)n_.Vq)j(x) + @j(x)n"‘.vqﬁ(x) + <I);L (x)nT. VO (x)

+ &7 (x)n”.VO; (x) + ) (x)n" . VO (x)].

J

(5.69)

Remarque 5.15. Cette intégrale est calculée en deux temps, les termes en rouge sont calculés
quand nous sommes sur l'élément K, les termes en noir quand nous sommes sur K.

Remarque 5.16. Parmi les quatre intégrales en rouge de (5.69) nous avons des symétries en i
et en j

/@j(x)an@j(x)—i—/ (b;r(x)n"’.V(I);L(x),
F L F (5.70)

/ 7 (x)n”. VO (x) + / 7 (x)n” . VoS (x).
F JF
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Suite aux remarques 5.15 et 5.16, nous ne calculons que les deux contributions en bleu de
(5.70), le reste étant calculé lors du passage sur le voisin ou obtenu par symétrie. Nous calculons
alors les intégrales

T, ) = T(x)nT - T(x
K46, ) /F@() Vo (x),

(5.71)
K;Q(i,j):/FCI);(x)n_~V<I>Zr(x):—/FCI);(X)TL*VV(I);L(X).

Nous aurons alors

(K2)i,; = Z ;[Kﬂ( 7)) + K31 (5,1) + K (i, 5) + K3y (5, 1)
FEF; (5.72)

+ Ky (i, 5) + Ko (4,9) + Kop(i, 5) + Kop(4,9) |-

Remarque 5.17. Une face interne F' € F; est commune & deux éléments du maillage que nous
notons KT et K—, ce qui explique pourquoi nous trouvons a la fois une intégrale sur les éléments
Kt et K.

Commencons par le calcul de la premiére intégrale de (5.71). Remarquons que tous les termes
de cette intégrale sont sur ’élément KT, nous ne tiendrons donc pas compte du +. Nous allons
avoir besoin d’ exprimer D;|p, V|, respectivement ®;|p, V®;|r en fonction de <i>1|p, V<i>1|p,
respectivement, d JlF, V<I> J|F. Pour cela nous allons introduire de nouvelles définitions. Rappelons
que nous avons noté F la face de référence, c’est a dire le triangle 8’1 SQSg et K notre élément de
référence, c’est & dire le tétraedre 5152955,

Définition 5.7. Le tétraédre de référence K a quatre faces que nous notons E pouri=1,2,3,4.
Les faces F; sont des triangles formés de trois sommets SJ pour j =1,2,3,4 et j # i, voir la figure
5.9.

Remarque 5.18. A titre d’exemple nous avons F=Fy.

FIGURE 5.9 — Les faces FZ du tétraedre de référence K

Définition 5.8. Nous notons g; la fonction affine qui transforme un point de la face de référence
E' (point en 2D) en un point de la face du tétraédre de référence F; (point en 3D), voir la figure
5.10 qui illustre la fonction affine gs.

Notons § = (&, §) un point de la face de référence F', 1a définition 5.8 donne

Frogi(8) =x et 8§=g; ' oFg (x). (5.73)

K2
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S
F1GURE 5.10 — La fonction g3

Revenons au calcul de Ko;. En posant x = Fig+ o ¢;(8), nous avons

Ko = [ @ (Fier 0 0:8)n - V] (Fics 0 gi(8))ds, (5.74)

F;

avec ds = 2ards et ap Daire de la face F'. 1l suit

Or nous avons
O (x) = broFgl(x) et VO (x)=A Voo Fl(x). (5.76)
11 suit
K5106.9) = 200 (457 [ 81(0(6) V0, (0:(9)d5) 0™ (5.77)
F

Pour le calcul de la deuxiéme intégrale de (5.71), ¢a se complique car il y a & la fois des termes
provenant de Kt et de K ~. Nous allons avoir besoin d’introduire une nouvelle définition.

Définition 5.9. Soit h,, une fonction affine de E' dans F telle que pour deuz tétraédres voisins
KT et K~ nous avons

Fies ©9:(8) = Fic 0 gi(hm(8)). (5.78)

Commengons par calculer la deuxieme intégrale de (5.71). Prenons 8 un point de la face de
référence F' et x = Fie+ (g;(8)) nous avons

K5 (i,5) = 2aF[ P o Frer (9:(8))n™ - V@ o Fi+(gi(8))ds. (5.79)
F
Or V& = A, TVof o Fil, il suit

K3 (i, j) = 2ar /F D7 o Fr+ (9:(8))n™ - AT VO (9:(8))ds. (5.80)

Nous allons devoir retravailler le premier terme de I'intégrale. Il existe un m tel que

id = Fr— 0 gi(hm(8)) 0 g; ' (8) o L. (5.81)
Dans ce cas .

®7 oido Fi(gi(8)) = @0 gi(hm(8)). (5.82)
11 suit

K0, j) = 2aFA;(Z(/lﬁ<i).] 0 gi (i (8)) V&, (gi(é))dé) 0. (5.83)
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Calcul de (K3); ;

Passons aux intégrales sur les faces avec des conditions de Dirichlet. D’aprés la définition 5.1,
nous avons

(Ka)ij= . /F D;j(x) - nVP;(x) + V&, (x)P;i(x) - n. (5.84)

Calculons simplement, le premier terme, ’autre est obtenu par symétrie. En reprenant ce que nous
avons fait sur les faces internes nous avons

/F(I)j (X) nV(I)l(x) = QGFAI_(T(/F(i)J(gi(é))V‘i)] (gl(é))dé) *Nn. (585)
Nous obtenons
(Ks)ig = S 2aFA;(T( / b (gi(8)) VP, (g:(8)) +<i>,(gi(§))v<i>J(gi(§))d§) ‘n. (5.86)
FeF, F

Remarque 5.19. Pour une face du bord du domaine, F' € Fy, la face appartient o un seul élément
du maillage, c’est pourquoi il y a seulement lintégrale sur K qui apparait dans l'expression de

(K3)i5-
Calcul de (K4); ;

Passons au calcul du terme de pénalisation pour les faces internes, par définition 5.1 du saut
et de la moyenne nous avons

(K= 3 [ (@ nt + 07 (n) - (@ ont + @7 Gon). (58)
FeF; F
Développons, nous obtenons
(K4);j = Z YK / {(I)T(X)TNL.(I);(X)TNL + @j(x)Tﬁ.@; (x)n™
FeF, F (5.88)
+® (x)n_.@j(x)n"‘ + @7 (x)n”.@; (x)n” |.
Comme nous I’avons fait pour le calcul des intégrales combinant saut et moyenne, nous ne calculons

que les termes en rouge de I’équation (5.88), les autres seront déterminés lors du passage a 1’élément
voisin K ~. Aprés le changement de variable x = Fi+ o ¢;(8) nous obtenons

/ of (x)n". 0 (x)n" = 2ar / D7 (gi(8)) D (gi(3))ds,

/ f (x)nt.@; (x)n” = 72aF/A D7 (gi(8)) D (gi 0 hum(8))ds.
F F

Calcul de (K5); ;

Pour le terme de pénalisation sur les faces de Dirichlet, nous avons

/F i [[@: ()] [[@;(x)]] = /F Yie®i ()0 - B ()0 = V¢ /F B;(x)D;(x). (5.90)

11 suit

F

Nous en déduisons

(K5)i; = Z QGF’YK/F(i)[(gi(é))@.](gi(é))dé. (5.92)
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Calcul de (Kg); ;
Enfin, pour I'intégrale sur les faces avec des CLA nous avons

(Ke)ij= > 2apﬁwéJ(gi(§))d§. (5.93)

FeFpnl,«

Remarque 5.20. Pour l'implémentation, pour chaque tétraédre, nous stockons cing vecteurs de
taille N, : le premier correspond au tétraédre courant, les quatre autres auz tétraédres voisins. Cect
est un gros avantage niveau mémoire en comparaison par exemple avec la méthode des éléments
finis (EF) dont les éléments ont beaucoup plus de voisins. En effet, rappelons que pour étre voisins
avec la méthode DG, deux éléments doivent avoir une face en commun alors qu’avec la méthode
EF il suffit d’avoir un sommet en commun.

5.2.6 Calcul de la matrice d’amortissement B

Nous avons la matrice d’amortissement B qui vérifie

B = (B;) (5.94)

1<i,j<NP’

avec

Buy= Y [ w00 (5.95)

FeFyNI'.»

Remarque 5.21. Les termes B;; ressemblent auzx M;; sauf que nous intégrons sur une face
et non sur tout le tétraédre. La matrice B est donc également diagonale par bloc. De plus, cette
matrice est nulle partout sauf pour les éléments ayant au moins une face absorbante.

Par passage sur 1’élément de référence, nous obtenons pour toute face absorbante

/ D, (x)P;(x) = 2ar / D7 (gi(8)) D (g:(8))ds. (5.96)
F F

Nous en avons fini avec le calcul mathématique des différentes matrices.

5.2.7 Discrétisation en temps

Aprés avoir vu la discrétisation en espace, regardons la discrétisation en temps de 1’équation
(5.14). La construction du schéma en temps d’ordre 2 repose sur des développements de Taylor
d’ordre 3 ou 4. Rappelons que notre vecteur solution Uj, est de composantes uy ;. Pour le calcul
de la dérivée premiére, considérons alors le développement de Taylor suivant

wpi(t + At) = up i (t — At) + 2At0pup i(t — At) + 2At20%uy, ;(t — At) + O (At?).  (5.97)

At—0
1l suit

wpi(t + At) = upi(t — At) + 2At0up (1) + R O(At3). (5.98)

—

Nous obtenons finalement

uhyi(t —+ At) — uhﬁi(t — At) . . 2

i = () + 0, ()
Nous avons donc, par approximation
M = Owuni(ty) + O (At?) (5.99)
2At e At—0 ’
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ou t, = nAt et uj, ; est 'approximation de Up,i(tn).
De méme, pour la dérivée d’ordre 2, nous considérons alors le développement de Taylor suivant
wpi(t 4+ At) + upi(t — At) = 2up (1) + At202up, 4(t) + RY O(At4). (5.100)
—

Nous obtenons

uhyi(t + At) + ’Ulhyi(t — At) — 2uh7i(t)
At?

= luni(t) + O (A). (5.101)
At—0
Nous avons donc, par approximation

n+1 n—1 n
Up g Ty = 22Uy 9P (t) 2
A = 2 + AtO—>0(At ). (5.102)

Nous obtenons finalement le schéma en espace et en temps suivant

M

41+ 1 1 ¢B +1 1

2 —
A A T KU = ~Fi (5.103)

Nous pouvons aussi I’écrire sous la forme
At 2 n .2 At 9
M+e B | Unpr = (2M — CAPK) U, + (¢ 5 B= M) Uns = AT, (5.104)

ou U, est une approximation de Uy (¢, ). Le schéma est stable sous une condition CFL dépendant
du paramétre ~.

Remarque 5.22. Premiérement, remarquons que les matrices M et B sont diagonales par blocs.
Ce schéma est donc explicite par bloc. Il ne nécessite l'inversion que de matrices de petites tailles
(Np x N, avec N, le nombre de degrés de liberté du tétraedre de référence). C’est un des principauz
avantages des méthodes DG par rapport auz méthodes d’ éléments finis.

t
Deuxiéemement, comme les matrices M et B sont positives, il en est de méme pour M+c 78.

Nous en déduisons que les CLA ont un caractére stabilisateur.

Conclusion

Ce chapitre décrit le fonctionnement du code de ’équipe Magique-3D : la discrétisation en
espace et en temps, la construction des matrices de masse, rigidité et d’amortissement. Nous
n’avons pas mis les résultats numériques pour deux raisons :

- nous n’avons pas & disposition de solution de référence pour vérifier ;

- le code de I’équipe Magique-3D est robuste, je considére que c’est une solution de référence pour
comparer mes prochaines expériences numériques que je détaille dans les chapitres 6 et 7.

Il ne faut pas considérer que j’étais simple utilisatrice du code. C’est la premiére fois que ce code
est utilisé dans le cas d’'une étude numérique liée & une analyse asymptotique multi-échelle.



Chapitre 6

Résolution avec la méthode des
développements asymptotiques
raccordés

Ce chapitre est, & mon sens, le plus amusant de cette thése. Nous allons mettre en place la
méthode des développements asymptotiques raccordés (MAE) pour notre probléme avec petit
obstacle. Nous expliciterons dans les sections 6.1 et 6.2 les outils numériques pour cette mise en
ceuvre. Ensuite, dans la section 6.3, nous montrerons les résultats numériques et en particulier,
nous verrons que 1’onde se propage dans le domaine comme s’il y avait un obstacle au centre alors
qu’il n’est pas maillé.

6.1 Contexte d’étude pour la résolution avec la méthode
MAE (Matched Asymptotic Expansions)

Le domaine sur lequel nous allons travailler différe de celui du chapitre 5. La génération du
maillage est une tache beaucoup plus facile car elle ne nécessite pas de traitement particulier au
voisinage de l’origine. Nous travaillons donc sur toute la boule de rayon r*

By = {x € R® : |x| < r*}, (6.1)

que nous avons représentée sur la figure 6.1. Dans ’expérience numérique nous prenons 7* = 1.

CLA sphériques

FIGURE 6.1 — Domaine considéré pour la méthode MAE

Nous allons également mettre des CLA sphériques (Conditions aux Limites Absorbantes) sur
la sphére unité. Comme nous I’avons vu au chapitre 5, en dimension 3, les conditions de Bayliss,

143
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Gunzburger et Turkel d’ordre 2 pour la sphére de rayon r* s’écrivent sous la forme

O - Ue (%, 1)

?us(x, t) + Oplic(x,t) + =0, sur I'» x[0,T], (6.2)

rr*
avec I'yv := {x € R®: |x| = 7*} la sphére de rayon 7*. Rappelons & présent ’équation des ondes

acoustiques
AT (x,t) — OFiic(x,t) = f(x,t), sur Q. x [0,7], (6.3)

avec c la vitesse de propagation de l'onde. La vitesse de propagation c est continue dans chaque
maille. Rappelons que la source f, définie en (5.6) et (5.7), est une gaussienne avec

0¢ supp(f(-,t)). (6.4)

Dans 'expérience numérique, nous plagons la source en x, = (0, 0.3, 0). Rappelons que nous notons
1 la solution du probléme sur Q..

Remarque 6.1. Notre solution 4. vérifie I’équation des ondes sur Q. et n’est pas définie en O
comme nous avons pu le voir dans la partie I. Ses approximations ne seront pas définies dans un
voisinage de l’origine.

Enfin nous prenons des conditions initiales nulles
U:(x,0) =0 et Oic(x,0)=0 sur Q. (6.5)

Pour résumer, nous avons alors le probléme suivant

AU (x,t) — O (x,t) = f(x,t), sur Q. x[0,T],

U:(x,0) =0 et Oiie(x,0) =0 sur €, (6.6)
0 e (x, ¢

ZLiie(x,t) + Oriie(x, 1) + &f’) =0, sur Iy x[0,7].

(& T

6.2 Mise en oeuvre de la méthode MAE

Dans le chapitre d’introduction, nous avons vu que le développement asymptotique de la solu-
tion du probléme (6.6) donnait

A lordre 0
Ue,0 (X7 t) = Ug (Xv t)a (67)

a lordre 1

0,t—

e (e.8) = g, ) — 2 QL= (6.5)

A lordre 2

0,t— 0 0,t—
ue (1) = g, 1) — 22 - r/e) _ deuol - r/e) o (6.9)
et enfin la modification de ’ordre 2 donne
0,t —

uly(x,t) = uo(x,t) — uo(0,t+7 r/c)s, (6.10)

r

avec ug la solution du probléme sans obstacle dans le domaine et 7 = ¢/c.
La premiére étape pour implémenter la méthode MAE consiste a calculer la solution ug du
probléme

A Aug(x,t) — OPup(x,t) = f(x,t), sur B, x[0,T],
uo(x,0) =0 et Ouup(x,0) =0 sur By, (6.11)

o,
?tuo(x, t) + Bpuo(x,t) + ug(x,£) =0, sur Ty x [0, 7.
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C’est ce que nous faisons a ’aide de la méthode DG. Rappelons ce que nous avons vu au chapitre
5.

6.2.1 Calcul de ug

Discrétisation en espace

Au chapitre 5, nous avons construit le probléme semi-discrétisé de (5.10) et nous avons obtenu
le systéme linéaire suivant

2

d d 9
U —U, + U, =—F 12
Mdt2 h CBdt h c K h y (6 )

ou Uy, est le vecteur de composantes up ;, M est la matrice de masse (diagonale par bloc), B
est la matrice absorbante (nulle partout sauf pour les degrés de liberté correspondants a
la frontiére extérieure), K est la matrice de rigidité (symétrique) et F est le vecteur source.

Maintenant, pour résoudre le probléme (6.11), nous ne devons plus prendre en compte les
conditions de Dirichlet. Nous allons avoir une « nouvelle » forme bilinéaire symétrique a sur
Vi, x Vj, telle que

n(uo, v) : Z/Vuoxt Vo(x,t) + Z /uOXt (x,t)

KeTh FEeF,NT,«

- / |- H{Vuo (e, )3} + [[uo(x, O] - {{Vo(x, )3} + v [[uo(x, )] - [[v(x, t)]])~

FeF;
(6.13)
La solution wug vérifiera donc le systéme semi discrétisé suivant
(a§u03 U) +c bh (UOa U) + 02 @h(UO, U) = _(f’ U)a
(6.14)
uo(x,0) =0 et Juup(x,0) = 0.
Nous obtenons le systéme linéaire suivant
d2
Mdt2 U +c B Uh + & KUY = —F, (6.15)

avec U,? le vecteur de composantes ug(P;,t), M la matrice de masse définie dans la section 5.2.4,
B la matrice d’amortissement définie en 5.2.6, F le vecteur source et K la matrice de rigidité qui
differe de celle du chapitre 5.

Remarque 6.2. Nous avons déja déterminé au chapitre 5 les matrices M et B de fagcon détaillée.
1l manque la construction de KC, c’est ce que nous allons faire dans la section 6.2.1.

Calcul de la matrice de raideur K

Puisque la forme bilinéaire a;, est semblable & ay,, la construction de K va étre similaire a celle
de K. Reprenons donc ce que nous avons fait dans la section 5.2.5. En particulier, nous avions vu
que

Kij = an(®i, ®;). (6.16)

avec ®;, ®; des fonctions de base de l'espace variationnel Vj. En procédant de la méme fagon,
pour K nous avons
Kij = an(®i, ©;). (6.17)
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Par définition de ay, voir (6.13), nous obtenons
_ B ®;(x)
Kij=an(®,®;)= > [ VO(x) - V;(x)+ > — 25(x)
KeTy, K FeF,NI .« F (618)

- /F([[@j(X)H-{{V@(X)}}H[‘Pi(X)H-{{V%(X)}Hv[[@i(X)]]-[[‘I>j(X)]])-

FeF;

Remarque 6.3. Nous avons déja explicité ces intégrales dans la section 5.2.5.

Reprenons les notations de la section 5.2.5, nous avons

Kij =K1+ K — Kz — Ki. (6.19)
Nous renvoyons donc & cette section pour le détail de K7, K5, K4 et Kg. Nous avons donc toutes
les matrices pour implémenter (6.15).
Discrétisation en temps

Reprenons les approximations que nous avons vues dans la section (5.2.7)
unfl o unfll
TS A 6.20
t%h,i IAE ( )

ot uy ; := up;(nAt) et up,; sont les coordonnées de Uy,. Nous avons aussi

n+1 n—1 n
- Yni +ouy,, —2uy

Ffupy ; ~ A (6.21)
L’équation (6.15) donne
mYnr1 = Z’; tUno1 BU”“Q;tU"‘l + KU, =—F. (6.22)
En simplifiant nous obtenons
(M + C%BWW = (2M— @ APR)UP + (¢ %B MU~ APF, (6.23)

avec U,, = Up,(nAt). Nous obtenons ainsi la solution ug du probléme (6.11) sur B,« x [0, T]. Voyons
a présent 'algorithme pour la méthode MAE.

6.2.2 Calcul des termes d’ordre supérieur

Le calcul des termes du développement asymptotique

0,t—
Ul(xa t) = _UO( : T/C) ) ( )
r 6.24
0,t—
us(x, ) = - 20l QL2 )
rc
passe par ’évaluation de trois fonctions
1
¢(X) =
r
¥1(x,t) = up(0,t —7/c), (6.25)

Ya(x,t) = Opuo(0,t —1/c).



6.3. RESULTATS NUMERIQUES 147

La fonction nodale ¢ n’est pas définie en 0 mais partout ailleurs sur le maillage. La construction
de ¢ s’effectue tétraédre par tétraédre et sur chaque degré de liberté du tétraédre courant. Nous
obtenons ainsi exactement ’évaluation de 1/r en chaque degré de liberté du maillage hormis en
l’origine.

Pour la construction des fonctions v et 1), nous commencons par réaliser une expérience numérique
compléte et nous stockons les valeurs ponctuelles uo(0,¢) sur la grille en temps t,. Détaillons
I'opérateur de valeur ponctuelle.

Opérateur de valeur ponctuelle

Bien que I’ensemble des fonctions H! ne soit pas localement C°, ’espace de recherche de 1’ap-
proximation est continu par morceaux. Il est donc possible d’évaluer la valeur de ’approximation
numérique en x = 0. Plagons nous dans le tétraédre Ky qui contient l'origine x = 0. L’approxi-
mation de la solution ug dans ce tétraédre s’écrit

up (X, ty) = Zpuo(a-, tn) @0 (%), (6.26)

i=1

avec <I>ZK“ les fonctions de bases du tétraédre Ky et P; les coordonnées des degrés de liberté du
tétraeédre. Cette expression peut étre évaluée en 'origine

uo(0,t,) = Zpuo(a-, tn) @10 (0). (6.27)

i=1

Cette approche est justifiée par la théorie des inégalités inverses qui nous permet d’affirmer que
la valeur ponctuelle de la solution ug est bien approchée par celle de ’approximation numérique.
Cette théorie n’est pas ’objet de cette thése mais nous avons proposé une estimation non optimale
en annexe D. ,

Ensuite, pour construire u; au temps ¢, nous évaluons - pour chaque degré de liberté et nous

. . ; ; . Ti
associons deux temps discrets ¢!, et t!,_; qui entourent le temps ¢ — —
C

- t—ri/c

., = E(———)A 2
o= B (6.29)
i1 = t, + AL (6.29)

Puis nous approchons ug(0,¢ — r;/¢) & 'aide d’'une moyenne barycentrique
uo(0,t —1;/c) =~ (1 — a)up(0,t},) + aug(0,t,, ), (6.30)

avec / ,
t—r;/c—1t,

=—" 1]. 31

a el (6.31)

Dans le cas de I’évaluation de us, une approximation de la dérivée en temps est nécessaire. Elle
est approchée a ’aide d’une différence finie centrée

0(0, tns1) — uo(0,tn1) (A#2), (6.32)

Oeuo(0, tn) = 2At At—0

avec t, = nAt.

6.3 Reésultats numériques

Dans cette partie nous allons comparer les résultats obtenus avec la méthode MAE et ceux
obtenus de facon directe, c’est & dire dans le contexte du chapitre 5. Pour avoir une idée en 3D,
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FIGURE 6.2 — Comparaison de la méthode directe (& droite) et de la méthode MAE (& gauche)

le lecteur peut consulter la page web https ://team.inria.fr/magique3d/multiscale-modeling-for-
time-domain-wave-equation/. Nous avons mis un cliché dans la figure 6.2. Dans cette partie nous
travaillerons avec les résultats de six récepteurs placés en xp, = (0,0.4,0), xg, = (0,0.2,0),
xR, = (0,-0.2,0), xp, = (0,0,0.5), xp, = (0,—0.4,0) et xp, = (0,—0.6,0). Nous avons illustré
la position des capteurs a l'aide de la figure 6.3. Dans un premier temps regardons & partir de

A

1 T3

1
1
1
1
1
s
1
1
1
1
1

Rs Rs R2

———-0——4——0——0——0—-—0

Rg S

FIGURE 6.3 — Position des capteurs et de la source

quel raffinement nous obtenons une solution correcte pour ug, c’est & dire pour le probléme sans
obstacle.

6.3.1 Validation de la solution

Nous avons réalisé les simulations numériques sur trois différents maillages. Détaillons les car-
actéristiques de chacun
- maillage 1 : 87 817 tétraédres, volume maximal d’un élément : 8.1075,
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- maillage 2 : 119526 tétraédres, volume maximal d’un élément : 6.1075,
- maillage 3 : 243 979 tétraédres, volume maximal d’un élément : 3.107°.
Nous représentons le maillage 3 dans la figure 6.4.

f‘,._l"

1
AL e

il

P AT
2

LN
WA AN,

LT

&y

A
LA

S

FIGURE 6.4 — Maillage 3

A partir de ces trois maillages nous définissons six configurations (classées par ordre croissant
de nombre de degrés de liberté)

- la configuration 1 correspond & une approximation Py
- la configuration 2 correspond & une approximation P
- la configuration 3 correspond & une approximation Pj

sur le
sur le
sur le

maillage 1,
maillage 2,
maillage 1,

- la configuration 4 correspond & une approximation P3 sur le maillage 2,
- la configuration 5 correspond & une approximation P, sur le maillage 3,
- la configuration 6 correspond & une approximation Ps sur le maillage 3.
Nous pouvons nous référer au tableau 6.1 pour connaitre les nombres de degrés de liberté corre-
spondant aux configurations. Afin de vérifier la convergence de la méthode MAE nous comparons

configuration 1 2 3 4 5 6
nombre de ddl | 878170 | 1195260 | 1756340 | 2390520 | 2439790 | 4879580
maillage 1 2 1 2 3 3

ordre P2 P2 P3 P3 P2 P3

Tableau 6.1 — Nombre de degrés de liberté de chaque configuration

les résultats des différentes configurations entre elles, voir les figures 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11,
6.12, 6.13, 6.14, 6.15 et 6.16 pour les six récepteurs. Pour chaque récepteur, nous afficherons les ug
obtenus dans les six configurations et les erreurs absolues pour les cinq premiéres configurations,
la derniére étant prise comme référence.
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configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——
configuration 6
0.8 - _
06 B
up 0.4 il
0.2 -
\
S — o [
_02 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2
t
FIGURE 6.5 — Solution ug au récepteur R
0.012

configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

FIGURE 6.6 — Erreur absolue au récepteur R
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0.8
configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration § ——
configuration 6
0.6 - B!
04 B!
Up
0.2 B!
0 A — —
-0.2 L | |
0.5 1 15 2
t
FIGURE 6.7 — Solution ug au récepteur Ry
0.02

configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——

0.015

0.01

0.005

FIGURE 6.8 — Erreur absolue au récepteur Ry
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0.00025 -
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0.0001 |-
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configuration 1 ——
conﬁgurat!on 2 —
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5§ ——
configuration

[
=3

I I
0.5 1 1.5 2

FIGURE 6.9 — Solution ug au récepteur Rz
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FIGURE 6.10 — Erreur absolue au récepteur Rg
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0.15
configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
\ configuration 4 ——
configuration 5§ ——
configuration 6
0.1 -
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up 0.05 |- \ i
/ \
ol - S~ -
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t
FIGURE 6.11 — Solution ug au récepteur Ry
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configuration 1 ——
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configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——
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FIGURE 6.12 — Erreur absolue au récepteur Ry
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0.12 "
configuration 1
configuration 2 ——

/ configuration 3 ——
/ configuration 4 ——
/ configuration 5§ ——
/ configuration 6
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FIGURE 6.14 — Erreur absolue au récepteur Rj
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0.1
configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5§ ——
/\ configuration 6
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FIGURE 6.15 — Solution ug au récepteur Rg
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FIGURE 6.16 — Erreur absolue au récepteur Rg
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Remarque 6.4. Nous observons que pour les deux premiers récepteurs qui se situent autour de
la source, Uerreur est plus importante que pour les autres récepteurs. Ceci est di au caractére
singulier de la solution au voisinage de la source.

Nous répertorions les temps de calculs nécessaires dans le tableau 6.2. Les temps indiqués sont
des temps CPU, c’est donc indicatif. Nous avons effectué les cinq premiéres configurations sur
mon ordinateur portable (8 Go de mémoire vive) et nous avons passé la configuration 6 sur une
machine 24 Go. Pour la configuration 6, le temps de calcul est sous-estimé car il a été réalisé sur
une machine plus puissante.

configuration 1 2 3 4 5 6
maillage 1 2 1 2 3 3
ordre P2 | P2 | P3 P3 P2 P3

temps CPU (en secondes) | 603 | 958 | 2519 | 3957 | 2785 | 9917

Tableau 6.2 — Temps d’exécution pour chaque configuration

Conclusion

Nous allons faire une liste des conclusions que nous pouvons tirer des expériences.
- La premiére et la plus importante est que la solution uy converge en raffinant le maillage et en
augmentant 1’ordre.
- Nous pouvons ensuite affirmer que 'ordre de la méthode a un impact sur la solution. En effet, en
P2, sur les 3 maillages, ’erreur autour de la source est plus importante qu’en P3. Monter en ordre
est donc plus bénéfique que de raffiner car le P2 du maillage le plus raffiné est moins bon autour
de la source que le P3 du maillage le plus grossier. Il ne s’agit pas 1a de résultats surprenants.
- Si nous nous éloignons de la source, toutes les configurations donnent la méme solution.

6.3.2 Validation de wu;

Dans cette section, nous procéderons sensiblement de la méme facon que précédemment. Nous
allons comparer les cing premiéres configurations aux six récepteur décrits dans la section 6.3.1.
Pour chaque récepteur, nous afficherons les u; obtenus dans les cinq configurations et les erreurs
absolue pour les cinq configurations comparée & une solution de référence. Pour le récepteur R,
respectivement Rs, R3, R4, Rs5, Rg, nous obtenons les résultats en figure 6.17, 6.18, respectivement,
en figure 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 6.23, 6.24, 6.25, 6.26, 6.27 et 6.28.
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FIGURE 6.17 — Solution u; au récepteur Ry

configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——

FIGURE 6.18 — Erreur absolue au récepteur Ry
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Remarque 6.5. La solution u, étant calculée en fonction de ug, Uerreur qu’il y avait pour les
configurations en P2 va s’accentuer, comme nous pouvons le remarquer sur les figures 6.18, 6.20,
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15
configuration 1
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configuration 4
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FIGURE 6.19 — Solution u; au récepteur Ry
0.2
! configuration 1 ——
configuration 2 ——
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configuration 4 ——
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FIGURE 6.20 — Erreur absolue au récepteur Ro
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configuration 4
configuration 5
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0 0.5 1 15 2
t
FIGURE 6.21 — Solution u; au récepteur R3
0.2
! configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——
0.15 - b
0.1 b
0.05 - b
0
0 2

FIGURE 6.22 — Erreur absolue au récepteur Rg
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07

configuration 1
configuration 2
configuration 3
configuration 4
configuration 5
06 - ~
05 —
0.4 —
5 o3
02
01—
0
-0.1 L 1 |
0 0.5 1 15 2
t
FIGURE 6.23 — Solution u; au récepteur Ry
0.05 n -
configuration 1
/\ configuration 2 ——
\ configuration 3 ——
\ configuration 4 ——
\\ configuration 5 ——
\
0.04 - B!
0.03 - B!
0.02 - B!
0.01 B!
0 1
0 0.5 2

FIGURE 6.24 — Erreur absolue au récepteur Ry
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0.8

configuration 1
configuration 2
configuration 3
configuration 4
configuration 5
06 -
04
5
02
0
02 | | |
0 0.5 1 15 2
t
FIGURE 6.25 — Solution u; au récepteur Ry
0.08 n -
configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——
0.07 - b
0.06 b
0.05 -
0.04 - b
0.03 - b
0.02 - b
0.01 b
0 1
0 0.5 2

FIGURE 6.26 — Erreur absolue au récepteur Rj
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0.5

configuration 1
configuration 2

configuration 3
configuration 4
configuration 5

04 —

03

S 021
01—
0
01 | | |
0 0.5 1 15 2
t
FIGURE 6.27 — Solution u; au récepteur Rg
0.08 n -
configuration 1 ——
configuration 2 ——
configuration 3 ——
configuration 4 ——
configuration 5 ——
0.07 - b
0.06 b
0.05 b
0.04 - b
0.03 - b
0.02 - b
0.01 b
0 1
0 0.5 2

FIGURE 6.28 — Erreur absolue au récepteur Rg
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6.22, 6.24, 6.26 et 6.28. Il est alors judicieuz de retracer les courbes uniquement avec les expériences
en P3, par exemple au récepteur R1, voir la figure 6.29.

0.0005

configuration 3
configuration 4 ——

0.0004 - ~
0.0003 - ~

0.0002 - ﬁ

—
I

0.0001 - I

——

FIGURE 6.29 — Erreur absolue au récepteur R; pour les expériences en P3

Remarque 6.6. Rappelons que la fonction ui est radiale ce qui signifie que nous avons une
symétrie par rapport 4 'origine. Nous pouvons vérifier cette symétrie en comparant les résultats
des récepteurs Ry et Rs par exemple qui doivent étre identiques, voir figure 6.30.

08 T T 08

T configuration 3 — i i T configuration 3 —
Eannguration 4 — Eannguration 4 —

02 L L L 02 L L L
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

FIGURE 6.30 — Solution u; au récepteur R; (& droite) et au récepteur Rs (& gauche)

Conclusion

La convergence de u; a bien été vérifiée. L’erreur diminue bien avec le pas de maillage et
avec 'augmentation de 'ordre de la méthode. Une partie de ’erreur numérique est due & une
mauvaise interpolation de la fonction % sur notre espace éléments finis. Afin de limiter cette erreur
d’interpolation, nous pouvons évaluer u; directement & la position du capteur.
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6.3.3 Comparaison avec la méthode Directe

Malheureusement, il n’est pas possible de vérifier la convergence de la méthode directe. Tout
raffinement de maillage augmente drastiquement le nombre de degrés de liberté et donc ’espace
mémoire. Les plus gros cas réalisés nécessitent déja 24Go de mémoire vive et chaque fois que nous
divisons le pas de maillage par deux, ’espace mémoire nécessaire est multiplié par 8.

La comparaison des simulations directes avec celles obtenues avec la méthode par source
ponctuelle est simplement indicative bien que donnant des résultats satisfaisants. Nous comparons
pour chacun des six capteurs la solution directe u? et la solution MAE & l’ordre 0, 1, 2 et I’ordre
2 modifié. Pour se faire, nous tracons les erreurs suivantes
erreur ordre 0

e5(x,t) = ul(x,t) — uc o(x,1), (6.33)
erreur ordre 1
e5(x,t) = ul(x,t) — ue 1 (x,1), (6.34)
erreur ordre 2
e5(x,t) = ud(x,t) — ue 2(x, 1), (6.35)
erreur ordre 2 modifié
e;m(x, t) = ug(x, t) — ug,z(x, t). (6.36)

Nous allons nous placer dans les configuration 1 (qui correspond au maillage le moins raffiné en P2)
et 4 (qui correspond au maillage intermédiaire en P3) et nous ne considérerons que les récepteurs
Rg, Rg, R4 et R5.

Commencons par la configuration 1. Nous allons & chaque récepteur comparer la solution directe
avec 'approximation d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié de la méthode MAE dans une figure, puis dans
une autre figure les erreurs eg, €5, €5 et e5,,. Ces résultats sont collectés dans les figures 6.31,
6.32, 6.33, 6.34, 6.35, 6.36, 6.37 et 6.38.
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uordre 2 ——
u ordre 2 modifie ——

0.5 1 1.5

FIGURE 6.31 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

E2 ——
E2 modifie ——
El —
E0O ——

FIGURE 6.32 — Erreurs ef, e, €5 et €5, au récepteur Ry
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0.2
Direct ——
uordre ) ——
uordre 1 ——
uordre2 ——
u ordre 2 modifie ——
0.15 - ~
0.1 ~
0.05 - ~
0
-0.05 ! ! !
0 0.5 1 15 2

FIGURE 6.33 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur R3

0.08
E2 —

E2 modifie ——
E1 —
EO ——

0.07 - ~

0.06 - b

0.04 - b

0.03 - b

0.01 -

FIGURE 6.34 — Erreur eg, ef, €5 et €5, au récepteur R
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0.15 -

Direct ——
uordre ) ——
uordre 1 ——
uordre2 ——

\ u ordre 2 modifie ——
VA \
/) \
f;/ \ \
011 \
0.05 -

-0.05 : ; :
0 0.5 1 1.5 2

FIGURE 6.35 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur Ry

0.03
E2 —
E2 modifie ——
E1 —
EO ——

0.025 - e b
0.02 - b

0.015 - b

0.005 -

FIGURE 6.36 — Erreur g, ef, €5 et €5, au récepteur Ry
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0.12 -
Direct ——
uordre ) ——

uordre 1 ——
uordre2 ——
u ordre 2 modifie ——

0.1 / \ b
0.08 -

0.06 -

—0.02O ! ! !

FIGURE 6.37 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur Rs

0.04
E2 —

E2 modifie ——
E1 —
EO ——

0.035 - ~

0.03 - g
0.025 |- g
0.02 | | | g

0.015 - b

0.005 -

FIGURE 6.38 — Erreur eg, ef, €5 et €5, au récepteur Rs
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Interprétation des résultats pour la configuration 1

Pour cette configuration ou les termes du développement asymptotique ne sont pas calculés avec
une trés grande précision, nous observons que les modéles d’ordre 2 apportent qu’une amélioration
relative par rapport aux modéles d’ordre 1. Par contre, il est clair que ces développements sont
plus précis que le modéle d’ordre 0.

Passons & la configuration 4. Les résultats sont collectés dans les figures 6.39, 6.40, 6.41, 6.42,
6.43, 6.44, 6.45 et 6.46.

uordre2 ——
u ordre 2 modifie ——

FIGURE 6.39 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur Ro

E2 ——
E2 modifie ——
El —
E0—
007 - ]

0.06 - 1

0.02 - 4

N
0.01 |- \\ 7 \ 4
0 — L —=

L
0 0.5 1 15 2
t

FIGURE 6.40 — Erreurs e, ef, €5 et €5, au récepteur Ry
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0.2

Direct ——
uordre ) ——
uordre 1 ——
uordre2 ——

u ordre 2 modifie ——
0.15 - ~
0.1 ~
0.05 - ~
0
-0.05 ! ! !

0.5 1 1.5 2

FIGURE 6.41 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur R3

0.08

E2 —
E2 modifie ——

E1 —

EO ——
0.07 - ~

0.06 - b

0.04 - b
0.03 - b
0.02 - b

0.01 . — g

FIGURE 6.42 — Erreur eg, ef, €5 et €5, au récepteur R
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0.15

Direct ——
uordre ) ——
uordre 1 ——

re § SHHE —
I~ u ordre 2 modifie
0.1
0.05 -
0
-0.05 ! ! !
0 0.5 1 15 2

FIGURE 6.43 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur Ry

0.03
E2 —
E2 modifie ——
E1 —
EO ——

0.025 - /) b
0.02 - b

0.015 - b

0.005 |- 77\\ / i

FIGURE 6.44 — Erreur eg, ef, €5 et €5, au récepteur Ry
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0.12 -
Direct ——
uordre ) ——
/\ uordre ] ——
/ uordre2 ——
/N u ordre 2 modifie ——
01k / \ |
0.08 -
0.06
0.04 -
0.02 -
0
-0.02 L L L
0 0.5 1 1.5 2

FIGURE 6.45 — Solution directe et solutions MAE d’ordre 0, 1, 2 et 2 modifié au récepteur Rs

0.04
E2 —

E2 modifie ——
E1 —
EO ——

0.035 - ~

0.03 |- R
0.025 |- R
0.02 |- \ R

0.015 - b

FIGURE 6.46 — Erreur eg, ef, €5 et €5, au récepteur Rs
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Interprétation des résultats pour la configuration 4
Nous observons que ’erreur commise par le modéle d’ordre 2 est bien inférieure & ’erreur commise
pour le modeéle d’ordre 1 qui est elle méme inférieure & ’erreur commise pour le modéle d’ordre 0.

. ) c c
Maintenant, nous nous plagons au récepteur R4 et nous allons comparer €5 et €5, pour les

cing configurations entre-elles. Nous obtenons le figures 6.47 et 6.48.

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

-0.001

erreur config. 1 ——
erreur config. % —_—
1

erreur confi
erreur confi

.5 —

-0.002

FIGURE 6.47 — Erreur e5 au récepteur Ry

0.004

0.003

0.002

0.001

-0.001

-0.002
0

erreur config. 1 ——
erreur config. 2 ——
erreur config. 3 ——
erreur config. 4 ——
erreur config. 5 ——

0.5 1

FIGURE 6.48 — Erreur eim au récepteur Ry
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Interprétation des figures 6.47 et 6.48

Les figures 6.47 et 6.48 ont pour objectif d’illustrer la qualité de l’approximation numérique en
fonction du modéle. Nous observons que pour les configurations 3 et 4 qui correspondent & des
éléments finis P3, que ’erreur commise est bien inférieure que celle des configurations P2. Nous
remarquons également, que "approximation de la solution d’ordre 2 modifiée est & privilégier par
rapport a I’approximation de la solution d’ordre 2.

Conclusion

Ce chapitre nous permet de valider numériquement la méthode des développements asympto-
tiques raccordés. Il permet également de mettre en évidence les avantages de cette méthode que
nous rappelons ici :

- gain du temps de calcul ;

- facilité pour le maillage ;

- bonne solution sur un maillage grossiérement maillé, ce qui implique moins de limitations dues
au stockage mémoire ;

- possibilité de vérifier la convergence de la solution.



Chapitre 7

Méthode de raffinement
espace-temps

Dans ce chapitre, nous allons présenter a la fois de facon théorique et pratique la méthode de
raffinement espace-temps. Nous verrons que c’est une autre voie pour répondre & notre probléma-
tique et pour diminuer le temps de calcul.

7.1 Contexte d’étude pour les pas de temps locaux

Nous nous trouvons exactement dans la méme configuration que lors de la résolution directe a
I’aide de la méthode de Galerkine Discontinue, voir la section 5.1. Rappelons le probléme considéré

2
M%Uh +ec %BUh + KU, =—F. (7.1)

7.2 Pas de temps locaux : Motivations

7.2.1 Pourquoi appliquer la méthode des pas de temps locaux?

Le traitement des milieux fortement hétérogenes (cette hétérogénéité peut étre relative aux co-
efficients physiques ou due & des mailles de taille trés différentes) peut étre fait de deux maniéres
différentes :

- des schémas implicites-explicites qui permettent d’utiliser des pas de temps homogeénes,
- des schémas explicites par raffinement espace-temps.

C’est cette deuxiéme approche que nous adoptons ici. Les méthodes de Galerkine Discontin-
ues permettent d’utiliser des maillages irréguliers. Par irrégulier nous voulons dire que le pas de
discétisation dépend de I’élément sur lequel nous nous trouvons, voir la figure 7.1. Dans la cadre
de notre probléme, ceci nous permet d’utiliser des petites mailles proches de ’obstacle et des
grandes mailles loin de I'obstacle. Cette technique de raffinement en espace permet de respecter
I’ensemble des longueurs caractéristiques. D’une part, le fait de considérer de grands éléments loin
de obstacle a pour effet de diminuer le nombre de degrés de liberté (par rapport 4 un maillage
homogene). D’autre part, la présence de petits éléments contraint fortement le pas de temps. En
effet, rappelons la condition CFL (condition de Courant, Friedrichs et Lewy)

dt in (d 7.2
<a11gé1%( x), (7.2)

avec dt le pas de temps, dz le diamétre de la sphére circonscrite de ’élément K, T;, le maillage
considéré et « une constante. Dans le cas d’un maillage avec un raffinement local, voir pour

175
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\v@,\

FIGURE 7.1 — Raffinement local

illustration la figure 7.2, nous pouvons facilement noter que dans certaines régions la condition
CFL sera trés largement satisfaite. Dans ces zones, ceci a pour effet d’augmenter inutilement le

FIGURE 7.2 — Raffinement local 3D

cotit de calcul. De plus, pour éviter des phénomeénes de dispersion numérique, il vaut mieux que
la relation (7.2) soit vérifiée localement. Plus précisément, il est souhaitable du point de vue de
la dispersion numérique que dt ~ adx sur chaque élément. Dans le cas contraire, la vitesse de
I’onde dans certains éléments est mal approchée. Les méthodes de raffinement ont pour vocation
de proposer une solution & cette problématique.

7.3 Mise en ceuvre de la méthode des pas de temps locaux

Dans cette section, nous présentons une adaptation d’'un schéma proposé par de Julien Diaz
et Markus Grote, voir [19].

7.3.1 Introduction

La méthode des pas de temps locaux consiste & séparer le domaine en n sous-domaines et &
définir dans chaque zone un pas de temps qui lui est propre. Nous expliquons dans le cadre de
cette theése le cas pour deux sous-domaines, un que nous nommerons zone raffinée (en rouge) et
Pautre zone grossiére (en bleu), voir la figure 7.3.
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FIGURE 7.3 — Zone raffinée et grossiére

Une fois que nous avons partagé notre domaine, nous définissons un pas de temps vérifiant la
condition CFL dans chaque zone. Nous aurons alors autant de pas de temps que de sous-domaines.

Définition 7.1. Dans le cas particulier de deuzx sous-domaines, notons At le pas de temps associé
a la zone grossierement maillée et ot celui de la zone finement maillée. Les deux pas de temps locaux
vérifient

0t < a min (dz),

KeTh,r

At < o min (dx), (7.3)
KGTh,g

At = p it,

avec p un entier et Ty, respectivement Ty 4, l'ensemble des tétraédres appartenant ¢ la zone
raffinée, respectivement a la zone grossiére. Nous avons une partition du maillage

Tn =Ty UThg- (7.4)
Nowus pouvons alors décomposer Uy, sous la forme
Up=U2 + Ul (7.5)
avec U,[lg], respectivement U,[f], le vecteur égal a Uy, sur Ty g, respectivement sur Tp, et nul sur
Th,r, respectivement sur Ty, g.
A présent, définissons un opérateur de projection .

Définition 7.2. Soit P l'opérateur défini par

prU, = U, (7.6)

Remarque 7.1. L’opérateur P est un opérateur de projection dit opérateur de projection sur la
zone raffinée. L’opérateur I — P est donc l'opérateur de projection sur la zone grossiére, voir la
figure 7.4. Nous avons

(I—P)U, = U (7.7)

Remarque 7.2. Nous pouvons écrire notre vecteur solution U, comme la somme d’un vecteur so-
lution sur la zone raffinée PU}, et d’un vecteur solution sur la zone grossiére (I — P)Uy. L’opérateur
P nous permet de considérer la solution dans chaque domaine.
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FIGURE 7.4 — Solution sur la zone raffinée (& droite) et sur la zone grossiére (& gauche)

Remarque 7.3. La matrice de projection P est diagonale : ces éléments diagonauz sont égauz a
0 en zone grossiére et 4 1 en zone raffinée.

7.3.2 Meéthode de Galerkine Discontinue et pas de temps locaux

Comme nous ’avons dit en introduction, voir 7.2.1, nous utilisons la méthode GD et pour la
discrétisation en temps, nous mettons une discrétisation avec des pas de temps locaux. Dans le
chapitre 5, nous avons vu que I’équation semi-discréte des ondes considérée s’écrit sous la forme

Md2U+ BdU+2ICU F (7.8)
_ C —_— C = — .
A2 h dt h h 3
ou Up, est le vecteur de composantes uy, ;, M est la matrice de masse (diagonale par bloc), B est
la matrice absorbante (nulle partout sauf pour des éléments absorbants), K est la matrice
de rigidité (symeétrique) et F est le vecteur source. D’apreés la définition 7.2, nous avons

Un(t) = PUL() + (I = P)UA(t) = U} (1) + U7 (2). (7.9)

Puisque nous allons résonner avec des pas de temps différents (At et dt), introduisons la notation

suivante
Ot r) = Lelt+7) ;r Unt = 7). (7.10)

et sa discrétisation N N
Un,m = U(nAt, mdt). (7.11)

Remarque 7.4. La variable 7 appartient 4 Uintervalle [0, At], donc si At = p §t, alors m est un
entier compris entre 0 et p.

En tant que fonction dépendant de 7, U vérifie

Ui, 0) = Ul @), 12)

a0 (t,0) =0,

avec (7,[;] (t,7) := PUL(t, 7).
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Remarque 7.5. Nous posons quelques hypothéses qui rappellent le contexte d’étude. Premiére-
ment, nous allons supposer que

BP = PB =0, (7.13)

car B est nulle dans la zone raffinée. De méme pour la source, nous supposons qu’elle est nulle
dans la zone grossiére ce qui implique

PF=0. (7.14)

Enfin, puisque la matrice de masse et la matrice absorbante sont diagonales par blocs et P est
diagonale, nous avons P et M ainsi que (I — P) et B qui commutent ce qui se traduit par

PM=MP et (I-P)B=B(-P). (7.15)

Nous pouvons maintenant projeter I’équation (7.8) dans chacune des zones.

& 2 d )
P(Mdt2 Uh+cB Un+¢? ICUh) +(I P)(MﬁUhnLcBEUthc ICUh) — _PF-(I-P)F.
(7.16)
En simplifiant & I'aide des hypothéses, il suit
&
M= Ul 4 2P KU, +MEU +eB U}f +(I - P) KU, = —F. (7.17)
Soit encore
2
MU 1 & PR, =0,
d’ (7.18)
MdtQU}f +eB Ug] + (I - P)KU, = —F,

la premiére équation étant dans la zone raffinée et la seconde dans la zone grossiére. Nous allons
maintenant discrétiser en temps chacune des équations de (7.18) avec le pas de temps correspon-
dant & la zone (At ou §t). Commencgons par la zone raffinée. Dans cette zone, nous avons défini
le pas de temps dt grace 4 la condition CFL, voir (7.3). Nous avons également noté ﬁnm la
discrétisation associée & ce pas de temps, voir (7.11). Nous obtenons

0Ly 20+ 0
M 57 + PKUy =0, (7.19)
avec [7,%,1 = Pﬁn,m, [7,[19],,1 = Tﬁ%, ﬁn,O = U, et 8,U(t,0) = 0. Ensuite, pour la zone grossiérement
maillée, nous avons
U[g] 2U[9] + U[g] U[g] U[g]
n+1 n n—1 n+1 n—1 2 o — _
M N ¢ Bl 1 (1 — P) KU, = —F. (7.20)

Maintenant, voyons ’algorithme de cette méthode.

Initialisation :

Au temps t = 0, nous avons Uy = 0 et comme le terme source est nul dans la zone raffinée nous
avons U ,, = 0 pour tout m < p. Pour le premier pas de temps nous avons simplement & résoudre
(7.20) pour n = 0 en prenant U_; =0

At
(M +c5B) Ul = _ALF. (7.21)

Remarque 7.6. L’onde n’a pas eu le temps d’arriver jusqu’a la zone raffinée, c’est pourquoi
Uyl =o.

o,m —
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At

\\\
\
Ui

- = 1 1 1 | I
T T
70
;]h

—_— -
ot

FIGURE 7.5 — Initialisation de la méthode des pas de temps locaux

Au temps t = nAt :
Au temps t = nAt, nous avons calculé U, et U,_1. Nous devons alors faire I'initialisation pour la
variable de temps 7 associée au maillage fin

Upo = Un, (7.22)
voir la figure 7.5. Le premier terme & déterminer est ﬁml = ﬁ(nAt,ét). Pour se faire, nous
résolvons (7.19) sur [0, §t] en prenant en compte la symétrie de U par rapport a 7, c’est a dire que
Un,—l = Un,l- 11 suit

oMU = 2MUL — 2 52 PKU,. (7.23)
Pour les temps suivant, c’est a dire pour 7 € [t, At], nous avons d’aprés (7.19)
MU =2MmO) — MUY — 2 6t PRU,, . (7.24)
Remarque 7.7. Au temps t = nAt + mdt nous avons déja déterminé ﬁg]mﬂ et (7,[f1m Une
derniére subtilité réside dans le fait que
Unm = UL, +UWL =0+ U, (7.25)

Rappelons que At = pdt. Nous devons alors effectuer p fois les calculs dans la zone finement

maillée pour obtenir U, ,, voir la figure 7.6. Ici, nous avons pris I’exemple avec p = 3.

Construction de Um_l :

FIGURE 7.6 — Calcul dans la zone raffinée

Lorsque nous avons U,%, par définition, voir (7.10), nous avons

7l — ULTJ]A +ull,

np 9 ’

(7.26)
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ce qui permet d’obtenir U,[L]rl
ulrl, =0l —yl (7.27)

n+1 n,p
Passons a la résolution dans la zone grossiére.
Construction de Ur[ﬂ1 :

L’équation (7.20) permet d’obtenir U}lgjrl
At o] _ (9] _ At o] _ 2 As2(7 _ A2
(M+ e B)UL, = 2MUY + (= Mt —-B)U,L, — ¢ At (I = P)KU, — APF. - (7.28)

Nous obtenons ainsi Uy, 41 = U,[;}H +U7[lgjr1 et nous pouvons ensuite itérer le processus, voir la figure

7.7.

FIGURE 7.7 — Détermination sur tout le domaine de la solution au temps (n + 1)At

7.4 Reésultats numériques

Nous serons plus concis que dans le chapitre précédent. Placons nous sur un maillage compor-
tant 243609 tétraédres et comparons les cas P2 et P3. Pour la solution de référence nous prendrons
la solution de la méthode directe sur le méme maillage en P3. Nous allons analyser les résultats
aux récepteurs R, R3, R4 et R5. Rappelons la configuration des récepteurs et de la source sur la
figure 7.8. Pour chaque récepteur nous allons tracer d’une part la solution avec la méthode directe

4
1 T3

FIGURE 7.8 — Position des capteurs et de la source

et avec la méthode des pas de temps locaux en P2 et P3 et d’autre part nous afficherons I'erreur
absolue de la méthode des pas de temps locaux P2 et P3, la solution P3 donnée par la méthode
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Méthode Directe P2 | Raff. espace-temps P2 | Directe P3 | Raff. espace-temps P3

Temps CPU (en s) 3520 2891 13051 10742

Tableau 7.1 — Temps de calcul

directe étant prise comme référence. Nous noterons LTS la méthode de raffinement espace temps
qui signifie Local Time stepping. Les temps de calculs sont répertoriés dans le tableau 7.1.
Nous avons répertorié les résultats dans les figures 7.9, 7.10, 7.11, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15 et 7.16.

erour LTSP2 —
erreur LTS P§ —

0.0035

0.003 |-

0.0025

0.002 -

0.0015

0.001 -

0.0005

FIGURE 7.10 — Erreur absolue de la méthode LTS en P2 et P3 au récepteur Rs
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0.1

0.08 -

0.06

0.04 -

-0.02 L L L
0 0.5 1 1.5 2

F1GURE 7.11 — Comparaison entre la méthode LTS en P2, P3 et directe au récepteur Rs

0.00012

erreur LTS P2 ——
erreur LTS P3 ——
0.0001 - ~
8e-05 |- B
6e-05 - B
4e-05 - N
2e-05 |-
0

FIGURE 7.12 — Erreur absolue de la méthode LTS en P2 et P3 au récepteur Rs
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0.15
LTSP2 —
LTSP3 ——
Direct ——
0.1 -
0.05 -
O -
-0.05 L L L
0 0.5 1 1.5 2

F1GURE 7.13 — Comparaison entre la méthode LTS en P2, P3 et directe au récepteur Ry

0.0002

P
0.00015 - |
0.0001 -
5e-05 -
0

FIGURE 7.14 — Erreur absolue de la méthode LTS en P2 et P3 au récepteur Ry
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0.1

0.08 -

0.06

0.04 -

-0.02 L L L
0 0.5 1 1.5 2

F1GURE 7.15 — Comparaison entre la méthode LTS en P2, P3 et directe au récepteur Rj

0.00012

0.0001 - B
8e-05 - B
6e-05 - B

4e-05 -

26:05 - / /
-
JA//V\ | — I \ I .
0.5 1 15
t

FIGURE 7.16 — Erreur absolue de la méthode LTS en P2 et P3 au récepteur Ry

N
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Nous avons effectué ces expériences sur un maillage comportant trois zones : la plus raffinée
entre ’obstacle et la sphére de rayon 0.1, la seconde entre les sphéres de rayon 0.1 et 0.2 et enfin
la derniére entre 0.2 et 1. Répertorions le nombre de tétraédres dans chaque zone :

- zone raffinée : 901 tétraédres ;

- zone intermédiaire : 1401 tétraédres;

- zone grossiere : 241 307 tétraedres.

Nous pouvons vérifier que la somme fait bien le nombre de tétragdres de tout le maillage a savoir
243 609 tétraédres. Nous avons avons alors trois pas de temps différents associés a chacune des
zones.

Interprétation des résultats

Nous pouvons remarquer que la méthode avec raffinement espace-temps est trés proche de la so-
lution obtenue avec la méthode directe et nous pouvons noter une amélioration en augmentant
I’ordre comme nous pouvons nous y attendre.

Conclusion

L’étude est incompléte car nous avons du mal & vérifier la convergence de la solution. Cepen-

dant, les solutions données par la méthode directe et raffinement espace-temps coincident ce qui
laisse penser que les résultats sont corrects.
La majeure contribution dans cette partie est que nous avons mis en ceuvre une stratégie multi-
étages. Les temps de calculs sont ainsi réduits. Par contre, pour plus de trois niveaux de raffinement,
nous observons une dégradation de la condition CFL. Ceci nécessite un nouveau développement.
Ces algorithmes sont difficiles & implémenter mais beaucoup plus simples que sur des maillages
non conformes (noeuds pendants), voir [23].



Conclusion Générale

Principaux résultats

Lors de cette thése, nous avons développé et justifié des modéles réduits adaptés au calcul
numérique pour la propagation des ondes comportant de petites hétérogénéités.
Cette conclusion est une bonne occasion pour souligner et rappeler un certain nombre de résultats.

A propos des modéles quasi-statiques de couche limite :

En zone de champ proche, le développement asymptotique est régi par des équations quasi-
statiques que nous avons appelées équations de Laplace emboitées. Le temps n’apparait plus
comme une variable d’évolution mais comme un paramétre (des problémes de Laplace sont réso-
lus). Ceci justifie les approches classiquement utilisées par beaucoup de praticiens, voir [37], [38],
[39] et [40], qui modélisent le comportement au voisinage d’un détail géométrique pour un modéle
statique.

Du point de vue numérique, cette étude a fait apparaitre qu’il est complexe de tester les
modéles approchés en 3D.
Nous avons premiérement une forte augmentation du temps de calcul comparé a des problémes
similaires en 2D. Deuxiémement, l'implémentation des modéles réduits et ’automatisation des
maillages deviennent plus difficiles qu’en 2D. Enfin, le point le plus important est la limite due &
la mémoire vive. En trois dimensions d’espace, il est impossible de considérer des cas trés raffinés
tant la mémoire nécessaire au calcul est grande lorsque le pas de maillage diminue.

Perspectives

Il existe de nombreuses extensions possibles & cette thése, comme le traitement des fils, voir [12],
fentes, voir [41], perforations de petite taille devant la longueur d’onde ainsi que les configurations
2D. Ces derniéres sont particuliérement difficiles a traiter en raison de ’apparition d’opérateurs
en temps non locaux associés au symbole log(w). Cette question est pour 'instant ouverte.

Revenons maintenant au probléme de la détection de petits obstacles. Le champ diffracté par
un petit obstacle peut se mettre sous la forme d’une série dont les premiers termes en champ
lointain sont

ug(x,t) + eur (x,t) + eua(x,t) + E90(53). (7.29)

Le premier terme u; de cette série ne dépend que de la valeur de uy au centre de I’hétérogénéité
et prend la forme d’une source ponctuelle monopolaire dont "amplitude est directement liée au
diamétre de l'obstacle.

Le second terme us est composé d’une source ponctuelle monopolaire et d’une source ponctuelle
dipolaire (qui est nulle dans le cas d’un obstacle sphérique). Ce terme nous donne des indications
sur 'orientation de la petite hétérogénéité. Les termes d’ordre supérieurs peuvent nous donner des
indications plus précises sur la géométrie de I'obstacle. Grossiérement, la forme de ’obstacle est
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cachée par les premiers termes du développement asymptotique. Il est donc extrémement difficile
de la déterminer. C’est cette voie que nous souhaitons explorer par la suite.

Une autre extension possible de cette thése concerne la modélisation stochastique de la prop-
agation des ondes dans les milieux comportant un grand nombre de particules diffuses de petites
tailles. Nous ne connaissons pas ici la position de chaque particule mais la méthode proposée dans
cette thése permet de réaliser rapidement un grand nombre d’expériences numériques requises par
I’algorithme de Monte-Carlo.



Troisiéme partie

Annexes
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Annexe A

Solution fondamentale de 1’équation
des ondes scalaire

Nous rappelons la formule donnant la fonction de Green de I’équation des ondes et nous éval-
uons un produit de convolution qui correspond & une source monopolaire.

1 92
Lemme A.1. Une solution fondamentale du d’alembertien (0 = — — — A est la distribution G

c? ot?
de D'(R3 x R) définie par

(@, ®) = c/ooo (/”x”_ct i)ﬁ(;(?dsx)dt. (A1)

Preuve A.1. Le d’alembertien au sens des distributions de G est calculé par dualité

_ / (/ Mdsx)dt
0 l|lx||=ct dar|x||

Or en écrivant le laplacien en coordonnées sphériques le d’alembertien s’écrit de la maniére
suivante

(A.2)

1., 1./, 1
00 = 5070 — 0, (r arq>) - SAr. (A.3)
Remarquons que d’apres la formule de Green sur la sphére, nous avons
Ar®(x,t) / D(x,t)
———dsy = ——=Ar(1)dsx = 0. (A.4)
/||x||_ct drr||x||3 =t 47]%][3

Soit ®(r,t) la valeur moyenne de ® sur la sphére de rayon r

1 ™ 2 )
) = E/o /0 D(r, 0, p,t)sin(0)dOdep. (A.5)

1 2
- / at@(x7 t) de —
e Jixj=ct Al

I 1
/leu—ct%dsx - / / 2 Mdsm(@)dﬂdw (A.6)
I

/ 20,P(x,1) ds ™ 20,9(ct, 9,@, )
[|x]|=ct 47T||X||2 *

Nous avons

2
O @t 9’9”’ )—sm(ﬁ)dﬁdgp

™
™

sin(0)dfdp.
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On peut alors commuter l’intégrale et la dérivée seconde

1/ D2®(x,t) toos
1 A s = —020(ct, ),
¢ Jix=er Anlx| ¢
2@ t —
/ oo, ctd; ®(ct, 1), (A7)
Il =ee Al
20,9(x, t) 3
200805 h, = 20, (et 1)
/|x|_ct A |2

En sommant ces trois expressions, il suit

v T

O®(x, 1) t 0%® 0*® 0P
t,t) — ct—=—=(ct,t) — 2—(ct, ). A.
/ ch, 1) — et (ct, 1) — 25 (et 1) (48)

Nous obtenons

~ 57 L 0% 0%
(OG, ®)ge = /0 103 (et 1) — P05 (et t) — 265 (et )it (A.9)

Le calcul de cette intégrale s’effectue en introduisant la fonction

roo r,t) —2®(r,t) — T@_(I)

Wit = 2 ) (4.10)
qui vérifie
d 025 , 0% 0P
= (\Il(ct,t)) = 157 (et ) = Ptz (et t) — 2e (et ). (A.11)
Ainsi il suit
t=-+o0
(OG, B)pa = [qf(ct,t)] .= 0,0
t=
(A.12)

= 3(0,0) = ®(0,0).

C’est a dire
OG(x,t) = 6x0; dans D'(R® x R). (A.13)



Annexe B

Séparation de variables

B.1 Solution de I’équation de Laplace en coordonnées sphériques

Nous allons rappeler la méthode de séparation de variable en résolvant ’équation de Laplace
en coordonnées sphériques.
Nous avons les équations (B.1) qui relient les coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques.

x =rsinfcosp, y=rsinfsinp, z =1rcosb, (B.1)
ou
0<r<oo, 0<O<m, —wT<p<m.
Le laplacien sphérique prend donc la forme :

1
Do (sin 0pu) + ————0%u

r2gin20 ¥

1 1
Au = =0, (r*0, —_—
U (r“dpu) + o

r2 in6

Maintenant, nous pouvons vérifier que si nous prenons les solutions u de la forme
u(z,y,z) = R(r)©(0)2(p), (B.2)

alors nous pouvons séparer les variables, ce qui nous permettra de trouver chaque facteur de (B.2)
en résolvant une équation différentielle ordinaire.
Nous cherchons & résoudre Au = 0. En introduisant ’écriture (B.2), on a :

1 1

—0,(r*0,(RO®)) + ——— 5 (sin 005 (ROP)) + ———092(ROP) = 0
r2 (r°0n( ))+r251n9 b (sin 60 ))+r281n29 90( )

En multipliant par 72 sin? @ et en divisant par RO®, on a :

1
Osind

1 2 : .2 L
[EGT(T OrR) + 0p(sin 60y O)] sin” 6 = _56“’@’
Ici on a séparé les variables. En effet, d’'un coté ¢a ne dépend que de ¢ et de 'autre de 6 et
de r. Par conséquent, pour conserver 1’égalité pour tout r, 6 et o, ¢d impose que les deux termes
soient égaux a une constante, 2. On obtient alors :

—
=
w

Nt

Lo 2
2 25 _
0,0 +pu @ =
par conséquent ® est de la forme : ®(p) = A cos(pup) + Bsin(up). Ensuite pour R, © on a :
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[%GTOQGTR) + @Slmeag(sineage)] sin = pu?
L0, (20, R) + —— 0, (sin 09,0) — e
RV Osinf sin? 0
L o.020.R) = w1 9 (5in 09 0).
R sin? @ Osinf

Le méme raisonnement montre que les deux cotés de la derniére équation doivent étre égaux &
une constante, qu’on notera cette fois-ci v(v + 1). On obtient alors les équations :

1
RGT(TQGTR) = v(v+1)
o (r*0.R) —v(v+1)R = 0
Par conséquent, R est de la forme R(r) = Cr” + Dr~—'=". Enfin pour § on a :

12

m — @Sinoag(&n@@g@) = V(V + 1) (B5)
1 . w2 _
m@g(Slﬂ@@g@) +wv+1)— 7 9]@ =0 (B.6)

Pour 1 = 0, alors I’équation (B.6) se réduit a I’équation de Legendre avec comme argument
x = cosf, qui pour —1 < < 1 a pour solution générale :

© = EP,(cosb) + FQ,(cosb),

ou P,(x) et Q,(x) sont des fonctions de Legendre de premiére et seconde espéce. (voir [32])

B.2 Solution de I’équation de Helmoltz homogéne
Proposition B.1. Siu € H!(R?) vérifie dans un voisinage V de 0

Au(z) + k*u(z) =0  dans V\{0} (B.7)
alors on a :

W (@, 8) = (@ (W) g (B7) + b (0 )y (k1)) Zn (0, 0)

m,n

ot on note respectivement :
— Yo les harmoniques sphériques,
— Jm les fonctions de Bessel sphériques de premiére espéce qui sont C™°,
— Ym les fonctions de Bessel sphériques de seconde espéce qui sont singuliéres (ym,(z) =
O(z"m"1)),
. ol w(x)Ym,n(0,0)dSz
_ bm,n(u) = }% ym,nl(kr) f}{\‘;‘:j} |Ym,n(919(9)‘2c)lsy

—a (u) — lim 1 f{\I\:T}(“(@‘lin,n(U)Ym,n(ev‘ﬂ))dsm
m,n - r—0 jWL,n(kT) f{\a:\:r} \Ym,n(eﬁP)\zdsY

Preuve. Un tel u sera dit solution de I’équation de Helmholtz (voir [32]).Pour résoudre (B.7) en
coordonnées spériques, comme on ’a vu pour I’équation de laplace, on cherche les solutions de la
forme :

u= R(r)0(0)®(p).
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On applique la méthode de séparation de variables et nous obtenons les équations différentielles
suivantes pour déterminer R, © et & :

Re+p*® = 0 (B.8)

L 0y (sm00,0) + v+ 1) — o = o (B.9)
sinf ° o sin? 0

O (r?0,R) + [k*r* —v(v+1)]JR = 0 (B.10)

Les équations (B.8) et (B.9) sont identiques aux équations (B.4) et (B.6) qu’on avait obtenues avec
la résolution de ’équation de Laplace. On a déja vu la résolution, intéressons nous & la troisiéme
, . . . _1
équation (B.10). Pour cela, on va effectuer le changement de variable suivant : R = r~2v, on
obtient :

GT(TQGT(T_%U)) + [k*r? —v(v + 1)]7“_%1) =
28, (r~2v) + 7’283(7"7%1)) + [ v+ D) 20 =
1 & 1 1 & 1 1
27"(757"7%1) +7r720,0) + TQ&«(—ir*%v +r720w) + [k —v(v+Dr e = 0
—r Ty 4 20300 + 7’2(%7"7%1) —r 30w+ 17 20%0) + B2 —v(v+ Dl 2e = 0
3 1 1 1
T%831)+T58T’U+[k27"271/(l/+1)7 Z]r_iv =0
1 +3)?
O*v + =0y + [k* — w]v =0
r r

On reconnait alors I’équation de Bessel pour z = kr, dont la solution générale peut étre exprimée
en termes de fonction cylindriques. En particulier, dans le cas ol on est invariant par rotation et
donc v indépendant de ¢, on a :
u = 13 [AJ, 1 (kr) + BHE), (kr)][CP,(cos0) + DQ,(cos0)],
2
ol J,(z) est la fonction de Bessel du premiére espéce et HS? est la fonction de Hankel de

seconde espéce.
O
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Annexe C

La fonction @),

C.1 Définition et propriétés

Définition C.1. Nous avons

Q°(X) = (2(’5)!)(”()( + o). (C.1)

Lemme C.1. Pour p € N, nous avons la p-ieme primitive de QO nulle en 0 qui s’écrit

xnte
P(X)=F(— 1 1,-X/2 C.2
QF(X)=Fl=nn+Lntp+l,-X/2)r—, (C2)
avec F la fonction hypergéométrique définie par exemple dans [22] p384.
Preuve. Commencons par rappeler la définition de F' pour tout | X| < 1
— (a)s(b)s
F(a,b;c; X) = X°® C.3
(@) = 5 T (€3)
avec
(a)s =ala+1)---(a+s—1) (C.4)
1l suit
= —n(-n+1)---(—n4+s—1)(n+1)---(n+5s) ,
F(=n,n+1in+p+1;-X/2) = -X/2)%,

_ (n—s+1)---(n+s) s
N (n+p+1)~~~(n+p+s)s!(X/2)

(=)

s=

—~

Cependant pour s > n + 1 nous avons (n — s+ 1)---(n + s) = 0, nous obtenons

(X/2)*.

" (n+s)!
F(—n,n+1in+p+1;,-X/2) = (ner)!Z
Y Ig!
= (n—s)(n+p+s)ls!
D’autre part, par définition nous avons

QY (X) = (qu)!X"(X +2)m.

Remplagons ¢ = (2n)!/(n!12™) et développons (X + 2)™ a l'aide du binéme de Newton, nous
obtenons

n 1 Xn—i—é

Q) =2 M(n— o) 2f

£=0
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Pour primitiver plus facilement nous préférerons cette formulation

" (n40)! X0t
n(X) :;)f!(n—f)! (n+ 012t (C5)

Nous obtenons la p-iéme primitive nulle en 0

_ = +0)! X0
P(X) = X"tP (n =) C.6
@1 (X) ;(n—ﬁ)!(n+p+€)!€!(2) (C.6)
Nous reconnaissons alors la forme de la fonction hypergéométrique et nous avons
PX X F X c.7
n = -n,n+Lin+p+1;-X/2). .
QP X) = p+1-X/2) (eky
Ceci termine la preuve. O
C.2 Evaluation en —1
Evaluons Q? en X = —1, nous avons
Q,7(-1) (_1)"+pF( +1in+p+1;1/2) (C.8)
—1)=-—"—F(—n,n+1;n ; . :
" (n+p)! P

Afin de déterminer F', nous utilisons une propriété des fonctions hypergéométriques que nous
pouvons trouver dans [22] page 387 et que nous rappelons ici

21_b\/7_TF(b)
(a/2+b/2)T(b/2—a/2+1/2)’ (C.9)

F(a,1—a;b;1/2) = T

avec I' la fonction Gamma. Il suit aveca = —-netb=n+p+1

217 /% (n + p)!

F(—n,n+1lin+p+1;1/2) = : C.10
e P ) = NG 12 T+ p/2 4 1) (€10
Revenons & @7, nous obtenons
—1)ntp9—n—p
Q- - v (1)

V= o Tt p2 1 )

Séparons a présent le cas p pair et p impair.

Pour p = 2p’ :
_ (_1)n+2p/ 2—n—2p/ \/E
P(—-1) = . C.12
@nr(=1) T +1/2)T(n+p +1) ( )
Avec
oL 3.1
D+ 2= 0~ 5 B b xry2)
r(1/2) = V. (©13)
Fn+p +1)=(n+p),
il suit

(71)71 2—n—2p/
)X oo x 2 x A(n+p)

(C.14)

)
i}
|
Rl



C.2. EVALUATION EN -1

Aprés simplifications, nous obtenons pour p = 2p’

/|

-1 p'!

@ =) ey

Pour p=2p' +1:
Le méme raisonnement donne pour p = 2p’ + 1

~(=2)"(n + p)!

Q7 (1) =

(P)(2n+2p + 1)1

199
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Annexe D

Théorie des inégalités inverses

Soit u une solution de I’équation des ondes de classe C*°. Nous notons u, son approximation
numérique obtenue par la méthode de Galerkine discontinue d’ordre p en espace et d’ordre 2 en
temps.

Le papier [26] nous indique une premiére estimation d’erreur en norme L2

2 1/2 p+1 2
max( Y fult) = up(DlFa ) < Cter (W 4 AF2), (D-1)
- Th
avec K un élément du maillage 7j régulier et h la longueur caractéristique des tétraédres. Nous

introduisons d’autre part v, I'interpolé de u sur I’élément fini P, par morceaux. Le théoréme 10 p
757 de [17] nous fournit des estimations d’erreurs précises

) 1/2 1
mae( D7 (u(o0) = 0 DlFagry) T < Cteah™, (D.2)
KeTy,
et
1) — vy (- () < p=1/2, i
mau(-,£) = vy 1) | = o) < Chesh (D.3)

Enfin, nous avons besoin d’une estimation dite inverse
1
lwpllee iy < Cteasmzg lwpllZa(x)- (D.4)

Celle-ci s’obtient par équivalence de norme sur le tétragédre de référence K. Comme ’espace de
discrétisation est de dimension finie, nous avons

[@p]| oo (i) < Ces|lipll- (D.5)

Cette inégalité peut alors étre remise & I’échelle en utilisant le fait que tous les tétraédres sont
réguliers

1
lwpl| Loo (i) < Cte4m||wp||%2(1()- (D.6)
En effet nous avons
lwplloe ) = l1pll Lo () < Ctelldpll L2 (D.7)
et )
~2 _ ~2 2 _ -3 2
il = [ 1o = [ fo P = Bl (D5)

Nous avons alors tous les résultats pour conclure

maxuC,6) = wp(, Oll ey < maxluot) = v 0)ll o o)+ mapxl0p (e 8) = e ) e

1
—-1/2
< Ctesh?™ /% 4 Ct€4mfp§a;<||vp('at) = up( )l L2(x)-
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202 ANNEXE D. THEORIE DES INEGALITES INVERSES

De méme, nous obtenons

Iglgagllvp(w ) —up(5 )2y < Iglga;,(llvp(u t) —ul )Lz + Iglga%IIU(', t) —up(, )l L2 (k)
< Ctey(At? + hPT) 4 Ctegh? 1.

11 suit
< C hp—1/2 C C At2
a6~ ) a0 < Ctesh? ™2+ Cten (Crer (227

+RPY2) 4 Cteghp_l/Q). (D.9)
En regroupant ces résultats, nous avons

At?
—1/2
rngaTx||u(~,t) — (-, )| L (5 < Cte(RP™H2 4 W)' (D.10)

Nous pouvons par conséquent approcher la valeur ponctuelle de v en 0 par celle de u,,.
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Index des notations

Introduction
€ Longueur caractéristique de 'obstacle
A Longueur d’onde
w Pulsation
X Point appartenant, 4 R? (utilisé pour le champ lointain)
c Célérité de l'onde
We Obstacle de longueur caractéristique
Q. Domaine d’étude, a savoir R3 privé de ’obstacle

B Obstacle adimensionné : B = w, /e

f Le terme source

Ue Solution exacte de I’équation des ondes acoustique dans €2,
I'n.  Frontiére de 'obstacle w.

1% Voisinage

supp Support

Oz Taille du maillage en espace

fi Fonctions de jauge

X Point adimensionné appartenant & R? (utilisé pour le champ proche) : X = x/¢
B, Boule centée en l'origine et de rayon a : B, = {x € R?: |x| < a}

Q£ Domaine de champ lointain

Qr Domaine de champ proche

Qm Zone de recouvrement
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Q*

)

C
Ba
Ug

Uq
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Limite du domaine de champ lointain : Q* := R3\ {0}

Limite du domaine de champ proche : ) := R3\ B

Couronne centrée en ’origine de petit rayon a et de grand rayon b
Extérieur de la boule centrée en l'origine et de rayon a
Développement asymptotique en champ lointain

Termes du développement, asymptotique en champ lointain
Termes du développement de Taylor au voisinage de l'origine de u;
Développement asymptotique en champ proche

Termes du développement, asymptotique en champ proche

Termes du développement de Taylor au voisinage de 'infini de U;

Opérateur Laplacien en variables X : Ax = £2A

(r,0,0)  Coordonnés sphériques (utilisées en champ lointain)

(R,0,p) Coordonnées sphériques (utilisées en champ proche) avec R =r/e

Chapitre 1

Multi-indice de taille 3 : o = (a1, g, 3) € N3
Distribution solution de 1’équation (1.2)
Espace des distributions tempérées / dual topologique de ’espace de Schwartz S
Fonction test de R

Distribution de Dirac

Dérivée a de la distribution de Dirac ¢
Produit tensoriel

Solution causale de I’équation des ondes
Solution causale de I’équation (1.2)

Temps retardé : t~ =t —r/c

Transformée de Fourier de T

Nombre d’onde : k = 27/A
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'T‘; Solution sortante de ’équation de Helmholtz (p 38)

ﬁ; Multipole fréquentiel associé & la solution sortante (p 38)
Sa Distribution de support {0} (p 38)

P, Polynome de variable —ik (p 38)

(Aa)™ Réel indépendant de k (p 39)
(Bo)?  Reéel indépendant de k (p 39)
(Ao)?  Reéel indépendant de k (p 39)

(Ba)?  Réel indépendant de &k (p 39)

Gn Polynome de degré n de la variable complexe % (p 38)
h,(zl) Fonction de Hankel sphérique du premier ordre (p 38)
¢ Réel dépendant de n et ¢ (p 38)

cosm Fonction définie sur la sphére unité (p 38)

sin)’ Fonction définie sur la sphére unité (p 38)

P Fonction de Legendre associée d’ordre entier m et degré n (p 38)

(n)e Symbole de Pochhammer (p 39)

cm Famille de fonctions contenant cos” (p 40)

Sy Famille de fonctions contenant sin;"' (p 40)

F-1 Transformée de Fourier inverse (p 49)

M Multipole en domaine temporel d’ordre a (p 49)

S Parties singuliéres en domaine temporel (p 50)

T+ Solution anti-causale de I’équation (1.84) (p 52)

Gt Solution fondamentale anti-causale de I’équation des ondes (p 52)
tr Temps avancé : tT =t +r/c (p 52)

T Solution entrante de 1’équation de Helmholtz (p 53)

Mfg Multipole fréquentiel associé a la solution entrante (p 53)

T+ Solution anti-causale de I’équation des ondes (p 53)

Mz Multipole en domaine temporel associé & la solution anti-causale (p 53)
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Regl! Solution réguliére de I’équation des ondes (p 54)

Qk Polynémes (p 57)

Regﬁ’,ﬁln [A]  Famille de solutions réguliéres de I’équation des ondes (p 56)
MPOL=[A] Famille de solutions causales de I’équation des ondes (p 56)
MPOLFIA] Famille de solutions anti-causales de I’équation des ondes (p 56)
pol Variable pouvant prendre les valeurs cos et sin (p 56)

MPpoL A Eléments du développement de Taylor de MP°L=[)] (p 73)

Regb® [\ Eléments du développement de Taylor de RegP® [\ (p 73)

m,n,p m,n
—pol .
egizn,p[)\] Eléments du développement de Taylor de Regﬁf}n

[A] sans la partie angulaire (p 75)

MpeL=IA] Eléments du développement de Taylor de MEC:~[)] sans la partie angulaire (p 75)

Chapitre 2

Z Symbole simplifié pour une triple somme (p 78)

m,n,pol

Ar Laplacien Beltrami (p 80)

Hyeu Espace variationnel pour les conditions de Neumann (p 87)
Uygs Comportement, asymptotique de la solution U (p 87)

Uso Limite en l'infini de la solution U (p 87)

Ug» Valeur moyenne de U sur la sphére T'g« (p 87)

Hy Espace de Beppo-Levi (p 88)

Hpir Espace variationnel pour les conditions de Dirichlet (p 92)

Chapitre 3

Uising Partie non variationnelle de U; (p 100)
Uiresg  Partie réguliére de U; (p 100)
race,;  Fonction de raccord d’ordre I en variables de champ lointain (p 101)

Rac.; Fonction de raccord d’ordre I en variables de champ proche (p 101)
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Chapitre 4

Ue, T
Us,[

ae]

)

Troncature de la série de la solution du champ lointain (p 106)
Troncature de la série de la solution du champ proche (p 106)

Approximation uniformément valide (p 106)

Chapitre 5

NT;,
Th

K

Nombre d’éléments du maillage (p 125)

Maillage associé au domaine €2, (p 125)

Elément du maillage, ici une tétraédre (p 125)

Espace d’approximation (p 125)

Espace des polynomes de degré inférieur ou égal a p (p 125)
Ensemble des faces internes (p 125)

Ensemble des faces frontiéres (p 125)

Vecteurs normaux orientés vers 'extérieur de 1'élément K+ (p 125)
Traces d’une fonction ¢ sur K+ (p 125)

Saut d’une fonction ¢ & travers une face (p 127)

Moyenne d’une fonction ¢ sur une face (p 127)

Matrice de masse (p 130)

Matrice de raideur (p 130)

Matrice d’amortissement, (p 130)

Fonction affine permettant de passer du tétraeédre de référence au tétraédre K (p 130)
Jacobien de Fx (p 131)

Fonctions de Lagrange de I’élément K (p 132)

Nombre de degrés de liberté d'un élément K (p 132)

Coordonnées des degrés de liberté d’un élément K (p 132)
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NPy,

F

Nombre de degrés de liberté associés au maillage 75, (p 132)
Face de référence (p 138)

Faces du tétraedre de référence (p 138)

Chapitre 6

Ue,0

Solution en champ lointain d’ordre 0 (p 144)
Solution en champ lointain d’ordre 1 (p 144)
Solution en champ lointain d’ordre 2 (p 144)
Solution en champ lointain d’ordre 2 modifiée (p 144)

Récepteurs (p 148)

Chapitre 7

At
ot
Thr

Th.g

Pas de temps dans la zone grossiére (p 177)

Pas de temps de la zone raffinée (p 177)

Ensemble des tétraédres appartenant a la zone raffinée (p 177)
Ensemble des tétra¢dres appartenant & la zone grossiére (p 177)
Solution dans la zone raffinée (p 177)

Solution dans la zone grossiére (p 177)

Opérateur de projection sur la zone raffinée (p 177)

Moyenne de U entre deux petits pas de temps (p 178)
Discrétisation de U dans les deux échelles de temps (p 178)

Solution U dans la zone raffinée (p 178)
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