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❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ❙✐❣♥❛❧ ■♠❛❣❡ ♣❛r♦❧❡ ❚é❧é❝♦♠s ✭❙■P❚✮

❆rrêté ♠✐♥✐stér✐❡❧ ✿ ✼ ❛♦ût ✷✵✵✻

Prés❡♥té❡ ♣❛r
❇♦ ❲❯

❚❤ès❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❆♥♥❡♠✐❡ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠
♣ré♣❛ré❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡ ❙✐❣♥❛❧ ♣❛r♦❧❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡
✭●■P❙❆✲❧❛❜✮
❞❛♥s ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡
❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧ ✭❊❊❆❚❙✮

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✿
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤ès❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✷✸ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✹✱
❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡✿

P✐❡rr❡✲❨✈❡s ▲❛❣ré❡
■♥st✐t✉t ❏❡❛♥ ❧❡ ❘♦♥❞ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❝♦r
❱r✐❥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❇r✉ss❡❧✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❇❡♥♦ît ❋❛❜r❡
■♥st✐t✉t ❏❡❛♥ ❧❡ ❘♦♥❞ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❚❤♦♠❛s ❍é❧✐❡
■❘❈❆▼✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❚❤♦♠❛s P♦❞❣♦rs❦✐
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ Prés✐❞❡♥t ❡t ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❆♥♥❡♠✐❡ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❉✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡





❯◆■❱❊❘❙■❚➱ ❉❊ ●❘❊◆❖❇▲❊

➱❈❖▲❊ ❉❖❈❚❖❘❆▲❊ ❙■●▲❊ ❊❉
❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧ ✭❊❊❆❚❙✮

❚ ❍ ➮ ❙ ❊
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t✐tr❡ ❞❡

❞♦❝t❡✉r ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s

❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●❘❊◆❖❇▲❊

▼❡♥t✐♦♥ ✿ ❙✐❣♥❛❧ ■♠❛❣❡ ♣❛r♦❧❡ ❚é❧é❝♦♠s ✭❙■P❚✮

Prés❡♥té❡ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r

❇♦ ❲❯

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✿

♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤ès❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ❆♥♥❡♠✐❡ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠

♣ré♣❛ré❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡ ❙✐❣♥❛❧ P❛r♦❧❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡

✭●■P❙❆✲▲❛❜✮

s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷✸ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✹

❏✉r② ✿

❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿ P✐❡rr❡✲❨✈❡s ▲❛❣ré❡ ✲ ■♥st✐t✉t ❏❡❛♥ ❧❡ ❘♦♥❞ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❝♦r ✲ ❱r✐❥❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❇r✉ss❡❧

❊①❛♠✐♥❛t❡✉rs ✿ ❇❡♥♦ît ❋❛❜r❡ ✲ ■♥st✐t✉t ❏❡❛♥ ❧❡ ❘♦♥❞ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

❚❤♦♠❛s ❍é❧✐❡ ✲ ■❘❈❆▼

❚❤♦♠❛s P♦❞❣♦rs❦✐ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡

❉✐r❡❝tr✐❝❡ ✿ ❆♥♥❡♠✐❡ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ t❤❛♥❦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❥✉r② P✐❡rr❡✲❨✈❡s ▲❛❣ré❡✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ▲❛❝♦r✱ ❇❡♥♦ît ❋❛❜r❡✱ ❚❤♦♠❛s
❍é❧✐❡ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s P♦❞❣♦rs❦✐ ❢♦r t❤❡✐r ♣❛t✐❡♥❝❡ t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❆♥♥❡♠✐❡ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠ ✇❤♦ ❣❛✈❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❤❡❧♣ ❞✉r✐♥❣
♠② t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❡r ■ ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡ ♥♦t s✉❝❝❡❡❞✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❳✐❛♦②✉ ▲✉♦ ✇❤♦ ❣r❡❡t❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② ❧♦♥❣ st❛② ✐♥ ●❧❛s❣♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ♦❢
❤❡r t❡r♠✿ ❍❛♦ ●❛♦✱ ❳✐♥s❤✉❛♥❣ ▼❛✱ ❇❡✐❜❡✐ ▲✐✱ ◆❛♥ ◗✐✱ ❲❡✐✇❡✐ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▲❡✐ ❲❛♥❣ ✇❤♦ ❣❛✈❡
♠❡ ♠✉❝❤ ❤❡❧♣ ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛②✳

■ t❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿ ❨♦✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❳❛✈✐❡r✱ ▲♦✉✐s✱ ◆♦❡❧✱
❆✉❞r❡②✱ ❖❧❤❛✱ ❑❡❧❡♠✱ ❆♠❡❧✐❡✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ▲❛✉r❡♥t ❛♥❞ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❣r❡❛t ♠♦♠❡♥ts
s♣❡♥t ✇✐t❤ ②♦✉✳

❇✉t ❛❧s♦ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✿ ▲✉❝✐❛✱ ❆❦✐❧❛✱ ■s❛❜❡❧❧✱ ◆❛❞✐♥❡✱
❈❤r✐st✐❛♥✱ P❛tr✐❝✐❛✱ ●❡❧✉✱ ❈❡❝✐❧✐❛ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ②♦✉✳

■ s✐♥❝❡r❡❧② t❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s✿ ❨❛♥ ▲✉✱ ❩✉❤❡♥❣ ▼✐♥❣✱ ❍❛✐②❛♥❣ ❉✐♥❣✱ ◆❛♥ ❨✉✱ ❳✐❛♥❣✇❡✐
❩❤❛♥❣✱ ❑❛✐ ❲❛♥❣✱ ❳✐②❛♥ ❍❡✱ ❚✐♥❣❤♦♥❣ ❲❛♥❣✱ ❍❛✐ ❨✉✱ ❨✐ ●❛♥❣✱ ❏✉♥s❤✐ ❳✐❛✱ ❨✐♥❣ ❚❛♥❣ ❛♥❞
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❢♦r t❤❡✐r s❡❧✢❡ss ❤❡❧♣ ❞✉r✐♥❣ ♠② ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✳

❚❤❛♥❦s t♦ ●❛♥❣ ❋❡♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t ❤✐s ❤❡❧♣ ■ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ●r❡♥♦❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❡①♣❡✲
r✐❡♥❝❡✳

❚❤❛♥❦s t♦ ♠② ❜❡st ❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ ♠② ♣r✐✈❛t❡ t❡❛❝❤❡r ♦❢ ❋r❡♥❝❤✱ ▼✐❝❤❡❧❧❡ ✇❤♦ tr❡❛t ♠❡ ❛s ❛
♠❡♠❜❡r ♦❢ ❤❡r ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ②♦✉✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st✉❞❡♥t ▼❛tt❤✐❛s ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ✇❤♦ ❞✐❞ ❛ ❢❛✈♦r ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

■ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
❊①♣❧♦r❛✬❉♦❝ ♣r♦❣r❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❤ô♥❡ ❆❧♣❡s ❘❡❣✐♦♥ ✭❋r❛♥❝❡✮✱ ❈❡♥tr❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✭❈◆❘❙✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✭❯❑✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ✇❤♦ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤ ♠② st✉❞②✳

✐





❘és✉♠é ✖ ❛❜str❛❝t
▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ t❡❧s q✉❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ sté♥♦s❡ ♦✉ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♣❛r♦❧❡✱ r❡♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t s✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ s✐♠✉❧❡r ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧❛♠✐♥❛✐r❡s✱ ❝♦♥trô❧és ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ♦✉ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❉❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❈❡tt❡
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠❡s à ❞❡✉①
❡t à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ♣❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té
❡t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ sté♥♦s❡✳ ❉❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❡t ✐ss✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s✳
▼♦ts ❝❧és✿ é❝♦✉❧❡♠❡♥t❀ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡❀ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡❀ sté♥♦s❡❀ ♣❛r♦❧❡

❆❜str❛❝t ✖ ❛❜str❛❝t
P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ s✉❝❤ ❛s ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡♥♦✲
s✐s ♦r ❛✐r ✢♦✇ ❞✉r✐♥❣ ❤✉♠❛♥ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❛t ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆❡✈❡r✲
t❤❡❧❡ss✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❙tr❡t❝❤❡❞ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡♥♦s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✢♦✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼♦❞❡❧❡❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇❀ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇❀ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❀ ✐♠✲
♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞❀ st❡♥♦s✐s❀ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

●■P❙❆ ▲❛❜✱ ❇P ✹✻✱ ✶✶ r✉❡ ❞❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡s✱
✸✽✹✵✷✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡
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✶✳✷ ❛✮ ❳✲r❛② ❞❡r✐✈❡❞ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ♠❡❞✐❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤
❝❡♥tr❛❧ s♣r❡❛❞✲❧✐♣♣❡❞ ✈♦✇❡❧ ✭✴✐✴✮ s♣♦❦❡♥ ❜② ❛♥ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡✳ ❜✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
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❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✱ b ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡✳ ❆s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✱ x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡✱
y t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ z t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r α ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠
✈❡❧♦❝✐t②✱ umax/u

cl
max✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ A = 79

♠♠2✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮
❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ umax/u

cl
max ≈ 1 ❛♥❞ umax/u

cl
max ≪

1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✺ ❈✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮ ♦❢ ✜①❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❛♥❣❧❡ b✿ ❛✮ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm(b) ❛♥❞
❜✮ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D(b)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✻ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y/acl, z/acl) ❢♦r A = 79 ♠♠2 ❛♥❞ dP/dx = 75 P❛✴♠ ❢♦r
❛✐r✢♦✇ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ✇❤✐❧❡ acl = 5♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✐①

http://bastianmedicalmedia.com/photos/vocal-fold-bowing/
http://bastianmedicalmedia.com/photos/vocal-fold-bowing/
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✷✳✼ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y/acl, z/acl) ❢♦r A = 79 ♠♠2 ❛♥❞ dP/dx = 75 P❛✴♠ ❢♦r
❛✐r✢♦✇✿ ❧❡❢t✮ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ r✐❣❤t✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤
✭w✮ ✇✐t❤ w = 4× acl ✇❤✐❧❡ acl = 5♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭r❡✿ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❡❧✿ ❡❧❧✐♣s❡✱ ❡❛✿
❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s✱ ❝s✿ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✭❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞
✇✐❞t❤ ✭w = 20♠♠✮✮ ❢♦r ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ A = 79♠♠2 ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r
D = 10♠♠ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ❛✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛①✐♠✉♠
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ uparam1

max /umax = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✾ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ dP/dx✱ ❛r❡❛ A ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ✭❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✇✐t❤ b = 60o✮ ✇✐t❤ ub,cl ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✶✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ♥✉♠✲
❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❤❡♥ M =✼✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r
♥✉♠❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❤❡♥ N =✹✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✻❛✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✶✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ERMS ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♠
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳ ✳ ✸✺

✷✳✶✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♠ tr✉♥✲
❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rN ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ✹✹

✸✳✷ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errLN ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ♥✉♠❜❡r
N ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
UL
N ✇✐t❤ ♦r❞❡r N = 9✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✐s

❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errHN ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ♥✉♠✲
❜❡r N ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
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✸✳✹ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❞❡r✐✈❡❞ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ UH

N ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r N = 7 ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳
✭❜✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ❢♦r N =

7 ✭✸✳✸✾✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ st❡♥♦s✐s✱ ♦r✐❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ✈❛r②✐♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛ A(x)✱ ✉♥✲
❝♦♥str✐❝t❡❞ ✐♥❧❡t ❛r❡❛ A0 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ st❡♥♦s✐s ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② r❛t✐♦ Rc = Amin/A0 ❛♥❞ ✐ts str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ❜② Ls✳ ❚❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Lc✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr②
✭x1 ≤ x ≤ x4✮ ✇✐t❤ ✉♣str❡❛♠ ❛r❡❛ A0 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin ✭x2 ≤ x ≤ x3✮
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ❢♦r ❛✮ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❜✮ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❋❧♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r x = xs✳ P0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ Pd t❤❡
❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱
Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮
s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❜✮ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs
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✹✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱
Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ ♥♦♥✲
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ❜✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮
❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞
✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸



①✐✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✺ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P/P0 s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ x2 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ xm ❢♦r ❛✐r ✢♦✇
❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ✭❇✮✱ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts α1 ❛♥❞
α2 ❢♦r ❛✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ st❡♥♦s✐s
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 1000P❛✱ Rc = 30%

❛♥❞ Lc/Dcl = 6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✻ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s u(y/acl, z/acl) ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛r❡❛ A =

79♠♠2 ❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ dP/dx = 75P❛✴♠ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛✐r ✢♦✇✳
❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✳ ✻✺

✹✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱
Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮
s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs
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✹✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱
Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ ♥♦♥✲
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ❜✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮
❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞
✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ζ ✭✹✳✺✮ ❢♦r ❛ st❡♥♦s✐s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79 ♠♠2 ❛♥❞
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 = 75 P❛✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1 ✭+✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2 ✭⊲✮✱
✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w ✭♦✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ st❡♥♦s✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞s ❛r❡
❛ss❡ss❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ζ ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭+✮✱ ♥♦♥✲
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭⊲✮✱ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭♦✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✱ ✢✉✐❞ ❛♥❞
✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r s✉❜♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❜ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Rc✱
Lc/Dcl ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐✐✐

✹✳✶✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ✭❜❧✉❡✮✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✭r❡❞✮
q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❯♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✱ ❞♦✇♥str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ Pd✱ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✱ ✐♥❧❡t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ A0✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❧♦tt❛❧
❛r❡❛ Amin✱ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r②✐♥❣ ❛r❡❛ A(x)✱ ❣❧♦tt❛❧ str❡❛♠✇✐s❡ ❧❡♥❣t❤ Ls✱ ❛❝♦✉st✐❝
❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✱ ✐♥❧❡t ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū0✱ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Rex ❜❛s❡❞
♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ❛♥❞ ❙tr♦✉❤❛❧ ♥✉♠❜❡r Sr✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s
❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ w ✭✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡✮ ✐s ♦♥❧②
r❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✜①❡❞ w✳ ✼✵

✹✳✶✷ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥
x✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✕ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h·✱ ✇✐t❤ · =
re, el, cs ✕ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛r❡❛ A·✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ✳ ✼✶

✹✳✶✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡❞✉❝❡❞ t✇♦ ♠❛ss ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✶✹ ❆s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10· = w/h10· ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ 1−A10/A0

❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭r❡❝t❛♥❣❧❡ ✕ r❡✱ ❡❧❧✐♣s❡ ✕ ❡❧✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✕ ❇P
❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✕ ❝s✮ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w = 20♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶✺ ✭❛✱❜✮ ▼♦❞❡❧❡❞ ♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Pon ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡
1−A10/A0 ✭❛✮ ❛♥❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10· ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s P1 ✭❢✉❧❧ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ P2 ✭❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇✮✿ ❛✮ ❢r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ w
❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❜✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ Lc✳
❙❝r❡✇t❤r❡❛❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✷ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡s✲
s✉r❡ t❛♣s ✭✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P0✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 ✭P2✮
❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P3✮✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s M1

❛♥❞ M2 ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ LM = 50❝♠ ♦r LM = 1♠✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥✲
str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ Lu ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ Ld ✐s ✈❛r✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❧❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❜✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝✮
▼❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q(t) ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ P (t) ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✺s ✐♥t❡r✈❛❧
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❡❛❞② ✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷



①✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✭❢✉❧❧ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✭❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇✮✿ ❛✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❜✮ ✈✐s✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ s❤❡❡ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❡❡ts ✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② s❡t✉♣✳ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣
❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❜✮ ❍♦t ✜❧♠✳
❝✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❛✮ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✭♦❣♣✮✱ ❜✮ t✇♦ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣✐♣❡s ✭t❣♣❤✮✱ ❝✮ t✇♦ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✮ ❛♥❞ ❞✮
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❝❛s❡s ✭t❣♣❤✮ ❛♥❞ ✭t❣♣s✮✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ♣✐♣❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✼ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡
✭♦❣♣✮ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬♠♠❪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
❛♥❣❧❡ ✷✶o ♠♦✉♥t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✶✵♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✾ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Lu✱ Ld ❛♥❞ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✭s♦ ♥♦ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ✇✐t❤♦✉t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 0❝♠✮ ♦r ✇✐t❤ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡
✭Ld = 15❝♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✵ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Lu = 35❝♠✱ Ld ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ✇✐t❤♦✉t
❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 0❝♠✮ ♦r ✇✐t❤ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 15❝♠✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✶ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤
s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ✭Ld = 15❝♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿
Lu = 2❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❆ ✭❧❡❢t✮ ✱ Lu = 35❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❇ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ♦r
❧❛❜❡❧ ❈ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈

✺✳✶✷ ▼❡❛s✉r❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P rms
1 ❢♦r Lu = 2❝♠

✭❧❛❜❡❧ ❆ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✶✸ Pr❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s P1 ❛♥❞ P2 ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r Lu = 2❝♠ ❛♥❞ ❛ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭❧❛❜❡❧ ❆ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✶✹ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣
❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✭Ld = 15❝♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿
❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦r ❧❛❜❡❧ ❉✳ ✳ ✾✺

✺✳✶✺ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭❧❛❜❡❧ ❆✱
❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭❧❛❜❡❧ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✇✐t❤ ✭Ld = 15❝♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿ Lu = 2❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❆ ✭✵♠✮ ✱ Lu = 35❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧
❇ ✭✸✺❝♠✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❈ ✭✶♠✮✱ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♦r ❧❛❜❡❧ ❉ ✭♦❣♣✮✱ ♣✐♣❡s
♦r ❧❛❜❡❧ ❊ ✭t❣♣❤✮✱ st❡❡❧ ✇♦♦❧ ♦r ❧❛❜❡❧ ❋ ✭t❣♣s✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ♦r ❧❛❜❡❧ ●
✭❝♦♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t
❡❞❣❡s ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ r❛t❡s
Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮✿ ❛✮ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ x ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣
t②♣✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✭✶♠♠ ❢♦r x ≤ 10♠♠ ❛♥❞
✺♠♠ ❢♦r x >✶✵♠♠✮✳ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ✭✵✳✷s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡ t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ u/ū ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0

❢♦r t❤❡ ❝✐r❝❛✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ ✇✐t❤ ✵✳✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ◗✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡
✭❡✳❣✳ Q = 20❧✴♠✐♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✶✼ ❋r❡❡ ❥❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿ ❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc✳ ❜✮
❚❤r❡s❤♦❧❞ α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ❬✹❪✳ ❋♦r ❛ r♦✉♥❞ ❥❡t✱ 4 <

xpc/D < 8 ❬✹✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵



①✈✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✶✽ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣
❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✶✾ P♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r xpc/D✱ ♠❡❛♥ ✭s②♠✲
❜♦❧s✮ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs✮✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛♥❞ s❤❛r♣
❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷✵ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞
♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✷✶ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭♥♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧
❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✭♦❣♣✱ ❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ ♣✐♣❡s ✭t❣♣❤✱ ❧❛❜❡❧ ❊ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✱ ❧❛❜❡❧ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✭❝♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧
● ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✶❝♠ ✭❞✶❝♠✱ ❧❛❜❡❧ ❍ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✷ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q = 5❧✴♠✐♥ ❛♥❞ Q = 20❧✴♠✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ✶✵✽

✺✳✷✸ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r Q =

5❧✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✷✹ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r Q =

5❧✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈✐✐

✺✳✷✺ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ✇✐t❤ Lu = 35❝♠✮
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1/P0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P0✿ ❛✮ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭r❡✱ D = 6.6♠♠✮ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✱ D = 10♠♠✮ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❜✮ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭❡❧✱ D = 6.7♠♠✮✱ sq✉❛r❡❞ ✭sq✱ D = 8.9♠♠✮ ❛♥❞
❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✭tr✱ D = 7.8♠♠✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❤❆①✐ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❚❤✷❉ ❢♦r
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮✳ ❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✶✶✷

✺✳✷✻ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛✲
❥♦r✬ ❛①✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇ r❛t❡s Q✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭y ♦r z✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ ytot = w ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t
✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✷✼ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠✐✲
♥♦r✬ ❛①✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇ r❛t❡s Q✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡ ✭y ♦r z✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡✐❣❤t h ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✷✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✭✺✳✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s Q✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss δexp ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✸✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Lc t♦ t❤❡ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤
Lf ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
✭♠❛①✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮
❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✺✳✹❝♠×✺✳✹❝♠×✷✷✳✺❝♠ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
✢✉✐❞ ❜♦① ❢♦r ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❬❝♠❪✳ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞
✉♣str❡❛♠ ♣♦rt✐♦♥ Lu✱ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♣♦rt✐♦♥ Lc ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
♣♦rt✐♦♥ Ld ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡
Pd ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s
Z/Lc✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽



①✈✐✐✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✻✳✷ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❝✐r✲
❝✉❧❛r ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ♣❛rt ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ②✐❡❧❞s ✸✵o✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r Y = 0

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❙❡❧❢✲❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ♥❡❛r t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ P0 = 35P❛ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t Z/Lc = −2 ❢♦r
❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛t t❂✹✵♠s✿ ❛✮ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✭❳✱❨✮✲
♣❧❛♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♥✐t ✐s ❞②♥❡✴❝♠2 ✇✐t❤ ✶✵❞②♥❡✴❝♠2 = 1P❛ ✳ ❛♥❞
❜✮ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬P❛❪ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❳✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❨✲❛①✐s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❧✐♥❡s ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✭❛✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 = 35P❛ ❛t
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛✲
❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
str❡❛♠✇✐s❡ Z ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲
❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✿ ❛✮ ♣r❡ss✉r❡
P (t) ❛♥❞ ❜✮ ✈❡❧♦❝✐t② u(t)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r t ≥ 20♠s ✭✈❡rt✐❝❛❧
r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✻✳✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r
P0 = 35P❛✿ ❛✮ str❡❛♠✇✐s❡ ❳❩ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ Z/Lc = 0.5✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t t✐♠❡
t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❬❝♠✴s❪ ❛♥❞ ✶❝♠✴s❂ ✵✳✵✶♠✴s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❨❩ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✭t = 50♠s✮ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❨❩ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❳❩ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ✭t = 43♠s✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭t = 50♠s✮ ❛♥❞
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭t = 50♠s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐①

✻✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭t = 50♠s✮ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧
✭t = 50♠s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✶✵ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✭♠♦❞✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✭■❇✮✳ ❋♦r t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞✱
✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡
t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✻✳✶✶ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♠❡❛♥ ♦r ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ūmax

mod ✳
▼♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② Qmod/A(Z) ✇✐t❤
Qmod t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ A(Z) t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛✳ ❋♦r t❤❡
■❇ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❤♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤
str❡❛♠✇✐s❡ ❩ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡
t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✶✷ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❢♦r ❛ ✈♦❧✉♠❡ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡
t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✻✳✶✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❡①♣✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s
❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ ❛t t❤❡ ✐♥✲
❧❡t ✭Z/Lc = 0✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭Z/Lc = 0.5✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc = 1✮✳
■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ w ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
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✻✳✶✹ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t = 50♠s✮ ❛t t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc =✶✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc =

1.04✮ ❢♦r ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✭❜✮ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
✭t = 26♠s✱ t = 30♠s✱ t = 35♠s ❛♥❞ t = 40♠s✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢r♦♠ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t ≥ 20♠s✳ ❚❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ w ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ✶✹✷

✻✳✶✺ ▼❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc =

0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮✿ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✭❡①♣✮✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t > 20♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✵P❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✶✻ ▼❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢♦r P0 =✸✺P❛✿ ❛✮
❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✶✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉r✲
t❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡s✿ ❛✮ P0 = 10P❛ ❛♥❞ ❜✮ P0 = 100P❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✶✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P0 = 10P❛✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 90♠s✿
❛✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮
str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
✭■❇✮ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✻✳✶✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P0 = 100P❛✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 40♠s✿
❛✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮
str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
✭■❇✮ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①①✐

✻✳✷✵ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮ ❢♦r
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭◦ ❝❧✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭× ❡❧✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭� r❡✮ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭⊲ s❝s✮
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✳ ▼♦❞❡❧❡❞
✭▼✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❊✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ +3P❛ ❛♥❞ −3P❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❛✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
✉♣str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Lu❂✷❝♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Ld❂✶✺❝♠ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✭s❡❡
❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞s ✵P❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✷✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥✲
str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭◦ ❝❧✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭×
❡❧✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭� r❡✮ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭⊲ s❝s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮✱ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ✭❊✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ +1.2❧✴♠✐♥ ❛♥❞ −1.2❧✴♠✐♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❛✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
✉♣str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Lu❂✷❝♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Ld❂✶✺❝♠ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✭s❡❡
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❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❉ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ u0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf


▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①①✐✐✐

❋✳✺ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❛rr♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛ ❛♥❞ ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

❋✳✻ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ sq✉❛r❡ ✐t ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

❋✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢
❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳
❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s
❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦
✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬✳ ✳ ✷✵✽

❋✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ s❤❛♣❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵
❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣
∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞
ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✐s
❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵

❋✳✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ s❤❛♣❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵
❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣
∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞
ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠✐♥♦r ❛①✐s
✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬❤✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

❋✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❞✮ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❛♥❞ ✭❡✲❤✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ♦❢ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r
✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧
st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧
❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬▲dia✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷



①①✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❋✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

❋✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r
✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

❋✳✶✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺

❋✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

❋✳✶✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❢♦r s❤❛♣❡s ❡①❝❡♣t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛❥♦r ❛①✐s
✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✧♠❛❥♦r✧ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✧♠✐♥♦r✧ ❢♦r ♠✐♥♦r ❛①✐s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ♦❢ sq✉❛r❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✧❞✐❛✧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

❋✳✶✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ♠❛❥♦r ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇❤❡♥
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺✵❧✴♠✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

❋✳✶✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♠❛❥♦r ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺❧✴♠✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①①✈

❋✳✶✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♠✐♥♦r ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺❧✴♠✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵

❋✳✶✾ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧
tr✐❛♥❣❧❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵❝♠ t♦ ✷✶❝♠ ♦❢ t❤❡ ❡①✐t✳ ❖♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞
❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺✱ ✶✵✱✶✺✱ ✷✵✱
✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶

❋✳✷✵ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r
s❤❛♣❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵❝♠ t♦ ✷✶❝♠ ♦❢ t❤❡ ❡①✐t✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺✱
✶✵✱✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✷

●✳✶ ❋❧♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸

●✳✷ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P0 ❛♥❞ P1 ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✮ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✭❡❧✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✷✷✺

●✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P1 ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺

❍✳✶ ❋♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (y, z)✳
◆♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ b ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡✳ x ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ y ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t z ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

❍✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u(y/acl, z/acl) ♣♦✉r ❆ ❂ ✼✾♠♠2 ❡t dP/dx = 75P❛✴♠
♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t acl = 5♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✵

❍✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u(y/acl, z/acl) ♣♦✉r ❆ ❂ ✼✾♠♠2 ❡t dP/dx = 75P❛✴♠✳
❆ ❣❛✉❝❤❡✮ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t à ❞r♦✐t❡✮ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭w✮
❛✈❡❝ w = 4× acl ❡t acl = 5♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶

❍✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st✐♠é❡ Emax ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛❧❡ ♥♦♠✲
❜r❡ N ❧♦rsq✉❡ M = 72✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

❍✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ Emax ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ N ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

❍✳✻ ✭❛✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ tr♦♥q✉é
❞❡ s♦♠♠❡ N ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ✭❜✮
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ tr♦♥q✉é ✐ss✉
uHN ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ N = 7 ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ✭❝✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ tr♦♥q✉é❡ N = 7✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸

❍✳✼ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ r❡ss❡rré✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ sté♥♦s❡✱
♦r✐❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ sté♥♦s❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt Rc = Amin/A0 ❡t s♦♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r Ls✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹



①①✈✐ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❍✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ P (x)/P0 s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞✲
è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❡t s✉r❢❛❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Amin ❂
✼✾♠♠2✱ P0 ❂ ✼✺P❛✱ Rc = 30% ❡t LC/Dcl = 6 ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡
s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❛✮ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ❡t ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ❜✮ ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❡t ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t
✭α1✮✱ ❝✮ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t ❞✮ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭ytot = w✮✳ ▲❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ ✭❇✮ s♦♥t ✐♥❞✐q✉és✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥
♥✉❛♥❝❡ ❞❡ ❣r✐s ❡t ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ XN = x/Dcl✳
❚✐tr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ x2 ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ xs
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺

❍✳✾ ✭❛✱ ❜✮ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ Pon ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡
rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 1−A10/A0 ✭❛✮ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t Ar10· ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

❍✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡s ❡t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ P1 ✭♣❧❡✐♥ ✢è❝❤❡✮ ❡t P2 ✭✢è❝❤❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✿ ❛✮ ✈✉❡
❞❡ ❢❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥ (y, z)✳ ❆ t✐tr❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r t♦t❛❧❡ w ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r h ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❜✮ ✈✉❡ ♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r LC ✳ ❋✐❧❡t❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦r❞s ❡①tér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❛♥❛❧ rétré❝✐❡✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st s♦✉❧✐❣♥é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✼

❍✳✶✶ Pr❡ss✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ❡t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1/P0

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♠♦♥t P0✿ ❛✮ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❜✮ ❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝❛rré ❡t éq✉✐❧❛tér❛❧ s❡❝t✐♦♥
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❱❛❧❡✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ q✉❛s✐✲
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡ ✭❚❤❆①✐ ♣♦✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❚❤✷❉ ♣♦✉r r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✶

❍✳✶✷ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮ ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ s✐♠✉❧é
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❵■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r②✬ ✭■❇✮✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♣r✐s❡s à ❧❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❳✱ ❨✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✲
✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ étr❛♥❣❧é✳ ❱❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉ t❡♠♣s
t = 43♠s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s t = 50♠s ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷
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❍✳✶✸ ▼♦❞é❧✐sé ✭♠♦❞✮ ❡t s✐♠✉❧é ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♠♦②❡♥ ♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ūmax

mod ✳ ❱❛❧❡✉rs
❞❡ ✈é❧♦❝✐té ♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ Qmod/A(Z)

❛✈❡❝Qmod ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t A(Z)
❧❛ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬■❇✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥❞✐q✉é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r
❢r❛❝t✐♦♥s ❩✳ ❱❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉ t❡♠♣s t = 43♠s ♣♦✉r
❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s t = 50♠s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸

❍✳✶✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❳✿ ♠♦❞é❧✐sé❡s ✭♠♦❞✮✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❡①♣✮ ❡t s✐♠✉❧é❡s ✭■❇✮✳ Pr♦✜❧s
s✐♠✉❧és s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✐❝✲
t✐♦♥✿ à ❧✬❡♥tré❡ ✭Z/LC = 0✮✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭Z/LC = 0, 5✮ ❡t à ❧❛ s♦rt✐❡ ✭Z/LC = 1✮✳
Pr♦✜❧s s✐♠✉❧és ✐♥st❛♥t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉ t❡♠♣s t = 43♠s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r✲
❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s t = 50♠s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s✳ ▲❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❳ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ w ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ X✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✹





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❬✶✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷ βq(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✵✮ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❬✾✺✱ ✶✷✻✱ ✶✵✶✱ ✶✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸ βu(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✶✮ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u ❬✾✺✱ ✶✷✻✱ ✶✵✶✱ ✽✶✱ ✶✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✹ βt(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✷✮ ❢♦r ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ ❬✹✾✱ ✶✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✺ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✹✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❤❛♣❡s s❤♦✇ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✻ ❖✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r Emax ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣s❡✉❞♦✲
s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✻❛✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣ ❛r❡
❛ss❡ss❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✭✷✳✶✹✮ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛❥♦r ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸ β ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❛r❡❛ A ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ❬✶✷✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ✇✐❞t❤ w✱ ❤❡✐❣❤t h✱ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
❛r❡❛ Ac✱ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Lc ❛♥❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✷ ◆❡❛r ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ r❛t✐♦ LHF /D ✇✐t❤ LHF ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ D t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✸ ❱✐s✉❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ Lv/D ✇✐t❤ Lv ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡
str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ D t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

①①✐①



①①① ▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✺✳✹ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥ ❝❛s❡ ♥♦ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣
✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✿ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❛✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ ❤♦t✲✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ✭❍❋✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❋❱✮✳ ✳ ✽✾

✺✳✺ ❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✮ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ r❛t✐♦s ∆P1/P0 ❛♥❞ ∆(P1/P0) ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❛t✐♦s ∆P1/P0 ❛♥❞
∆(P1/P0) ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ✭Ld = 0❝♠✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡
✭Ld = 15❝♠✮ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✻ ❘❛t✐♦ δexp/δmod r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾
❢♦r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✾✵✪ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐✲
♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐s❝r❡t❡③❛t✐♦♥ ✭s♣❛t✐❛❧ st❡♣✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❇♦❧❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥❞❡♥❝②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✻✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ Ts ❬♠s❪ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥❧❡t ♣r❡ss✉r❡s P0 ❬♠s❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✿ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❞✐❛♠❡t❡r D✱ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥ w ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ❛❧♦♥❣
t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ h✳ ❈♦♥str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡❛ Ac ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❧❡♥❣t❤ Lc✳ ✶✸✵

✻✳✹ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✷✳✶✹✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡t✲
r✐❝❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

❇✳✶ ❚r✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❘❡♣✉❧s✐✈❡ P❛rt✐✲
❝❧❡ ❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ g(θ) = 1✳ ✸✻✵ P❛rt✐❝❧❡s ✐s ✉s❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

❊✳✶ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ♠♦❞❡❧ ✶✷✵✶✲✷✵ ❚❙■ ✭ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳ts✐✳❝♦♠✴

✉♣❧♦❛❞❡❞❋✐❧❡s✴Pr♦❞✉❝t❴■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴▲✐t❡r❛t✉r❡✴❈❛t❛❧♦❣s✴❍♦t✇✐r❡❴

❈❛t❛❧♦❣❴✷✾✽✵✹✻✺✳♣❞❢✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf


▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①①①✐

❋✳✶ ❘❛t✐♦ δexp/δmod = umax
exp /u

max
mod r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾ ❢♦r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵✪ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭s♣❛t✐❛❧ st❡♣✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❇♦❧❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥❞❡♥❝②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✾

●✳✶ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ P0(t) ❛♥❞ P1(t)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✹

❍✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r Emax à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

❍✳✷ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✵ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ ✢✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ❆✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é ❜♦r❞s tr❛♥❝❤❛♥ts ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t é✈❛❧✉és✳
▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✢✉① ♠❡s✉ré❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s✿ ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❡t ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛♥é♠♦♠étr✐❡ à ✜❧♠ ❝❤❛✉❞ ✭❍❋✮
❡t ❧❡s ✢✉① ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❋❱✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✽





❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

Pr❡ss✉r❡✕❞r✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥s ♦❝❝✉r ❡✐t❤❡r ♥❛t✉r❛❧❧② ♦r ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣② ♦r ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❲❡❧❧ ❦♥♦✇♥
❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛✐r✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❧♦✇❡r ✭❛st❤♠❛✮ ♦r ✉♣♣❡r ❛✐r✇❛②s ✭❤✉♠❛♥
s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦❜str✉❝t✐✈❡ s❧❡❡♣ ❛♣♥❡❛✮ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡♥♦s✐s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r❡ss✉r❡✕❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛✐❞✐♥❣ t♦♦❧s ❢♦r ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡
✇♦r❦❡rs s✉❝❤ ❛s s✉r❣❡♦♥s✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞♦❝t♦rs✱ s♣❡❡❝❤ t❤❡r❛♣✐sts✱ ♣r♦st❤❡s✐s ❞❡s✐❣♥❡rs ✭❞❡♥t❛❧ ♦r
❣❧♦tt❛❧✮✱ ❛❡r♦s♦❧ s♣r❛② ❞❡s✐❣♥❡rs✱ ❡t❝✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡s♣✐r❛t♦r② ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮
❛♥❞ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠✱ ♠♦st st✉❞✐❡s s❡✈❡r❡❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✺✻✱ ✶✶✼✱ ✺✱ ✾✽✱ ✼✷✱ ✶✶✷✱ ✼✶✱ ✽✱ ✶✵✹✱ ✼✹❪✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝✉r❛❝② ❬✶✵✼✱ ✶✺✱ ✾✼✱ ✼✵✱ ✼✻✱ ✷✺✱ ✶✶✶❪✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣✐r❛t♦r② ♦r ❝❛r✲
❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s ❬✾❪ ✇❤✐❧❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r Ma✱
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re✱ ❙tr♦✉❤❛❧ ♥✉♠❜❡r Sr ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤✲t♦✲❤❡✐❣❤t r❛t✐♦ Ar✮ ❛❧❧♦✇
♦♥❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣❧♦tt❛❧ ✢♦✇ ❞✉r✐♥❣ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✭Ma2 ≪ 0.7✮✱ ❧❛♠✐♥❛r ✐♥✈✐s❝✐❞ ✭Re ≈ O(103)✮✱ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ✭Sr ≪ 1✮ ❛♥❞
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭Ar > 4✮ ❬✷✽✱ ✺✶✱ ✾✽✱ ✶✶✵✱ ✻✸✱ ✶✷✵✱ ✷✸❪✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣❧♦tt❛❧ ✢♦✇ ✐♠♣❧✐❡s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❧♦tt❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❤❡✐❣❤t h(x) ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣
♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✱ ✇❤❡r❡❛s ❣❧♦tt❛❧ ✇✐❞t❤ w ✐s ✜①❡❞ ❬✺✻✱ ✶✶✼✱ ✺✱ ✾✽✱ ✼✷✱ ✶✶✷✱ ✼✶✱ ✽✱ ✻✹✱ ✶✵✹✱
✼✹❪✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈✐s❝♦✉s ❧♦ss❡s ❬✸✵✱ ✷✺✱ ✷✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ♦♥❣♦✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ r❡♣❧✐❝❛s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✶✷✵✱ ✷✸✱ ✷✵❪✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✶❉ ♦r ✷❉
❣❡♦♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛✐r✇❛② s②st❡♠ ❬✶❪✳

x ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣❧♦tt❛❧ r❡♣❧✐✲
❝❛s ❬✶✷✶❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❞✉r✐♥❣ ❤✉♠❛♥ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✸✼✱
✷✽✱ ✾✶✱ ✶✸✶✱ ✸✶❪ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❞❡❢❡rs ❢r♦♠ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✧♥❡✉tr❛❧✧ ✈♦✇❡❧ ✭❵❡✬ ❛s ✐♥ t❛❦❡♥ ♦r ❵✐✬ ❛s ✐♥ ♣❡♥❝✐❧✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈♦✇❡❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❡♥t✐r❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐❢♦r♠ t✉❜❡ ❝❧♦s❡❞ ❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ✭t❤❡
❣❧♦tt✐s✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ r❡❛❧✐t② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❞✉r✐♥❣ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋✐❣ ✶✳✷❛ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠❡❞✐❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝❡♥tr❛❧ s♣r❡❛❞✲❧✐♣♣❡❞ ✈♦✇❡❧✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐❞ ❧✐♥❡
♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❣❡st✉r❡✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷❜ ❞✐s♣❧❛②s s❡✈❡♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
✈♦❝❛❧ tr❛❝t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♥✉♠❜❡r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷❛✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ✈❛r✐❡s ❣r❡❛t❧② ❛❧♦♥❣ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡ ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ✈♦✇❡❧✳ ❋✐❣✳ ✶✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ♥♦♥✲♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛
❧❛r❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳



✶✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✸

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❛✮ ❳✲r❛② ❞❡r✐✈❡❞ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ♠❡❞✐❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❝❡♥tr❛❧
s♣r❡❛❞✲❧✐♣♣❡❞ ✈♦✇❡❧ ✭✴✐✴✮ s♣♦❦❡♥ ❜② ❛♥ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡✳ ❜✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s ♥✉♠❜❡r❡❞ ✶ t♦ ✼ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✷❜✮ ❬✸✼❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❙t✐❧❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ✭❤tt♣✿✴✴❜❛st✐❛♥♠❡❞✐❝❛❧♠❡❞✐❛✳❝♦♠✴♣❤♦t♦s✴
✈♦❝❛❧✲❢♦❧❞✲❜♦✇✐♥❣✴✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❛✛❡❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❬✾❪✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♠✐❣❤t ❛❧t❡r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❊✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡

http://bastianmedicalmedia.com/photos/vocal-fold-bowing/
http://bastianmedicalmedia.com/photos/vocal-fold-bowing/
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ✈✐❡✇ ♦❢ ❤❡❛rt ❛♥❞ ♣❡r✐❝❛r❞✐✉♠ ❬✶❪✳

❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠ ❬✶✶✻✱ ✶✹✱ ✻✵✱ ✻✾✱ ✶✼✱ ✽✾✱ ✶✶✺✱ ✶✶✽✱
✶✷✸❪ ✉s✐♥❣ ♣❛t✐❡♥❝❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❬✶✸✵✱ ✶✵✸✱ ✻✽✱ ✼✾✱ ✶✶✹✱ ✶✷✽✱
✶✸✱ ✺✼✱ ✺✽✱ ✾✸✱ ✽✹✱ ✾✷✱ ✶✷✹✱ ✻✼✱ ✸✻❪ ❣✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡❛❞②
❛♥❞ ✉♥st❡❛❞② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♥❣ ❧✉♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ♦r♦♣❤❛r②♥①
❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q✉✐❡t r❡s♣✐r❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t❤r♦✉❣❤ ❤✉♠❛♥ ✉♣♣❡r ❛✐r✇❛②s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✵✱ ✾✵❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss s②st❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣❛ss❛❣❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ q✉✐❡t r❡s♣✐r❛t✐♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✢♦✇ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❬✶✾✱ ✸✱ ✶✸✷✱ ✶✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱
❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✱ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❖t❤❡r st✉❞✐❡s ♣r♦♣♦s❡ ❧❛r❣❡
❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭▲❊❙✮ ♦❢ ✢♦✇ ✐♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❤✉♠❛♥ ❛✐r✇❛②s ❬✼✽✱ ✺✾✱ ✶✷✷✱ ✷✷✱ ✷✶❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡s❤ ♣♦✐♥ts✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ s❡❡♠s ❛t ❝✉rr❡♥t ❞❛t❡ ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✻✾❪✳



✶✳✷✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✕ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❦✐♥❡t✐❝
❧♦ss❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✕ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦✉t✲
❝♦♠❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢♦✇ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠s
❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ❈❤❛♣✳ ✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳

◆❡①t✱ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s❤❛♣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❵s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✬ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

■♥ ❈❤❛♣✳ ✹✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ❛ ♠❛❥♦r ♣❤♦♥❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉st❛✐♥ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s
❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇✱
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺ ❛♥❞ ✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ✭■❇✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✜①❡❞ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❣❡♦♠❡tr② s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✢✉✐❞✲
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❛✐♠❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐ts ❡✛❡❝t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶✳✶ ◗✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥
❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥tr② ❛t x = x0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛r❡❛ A✱ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ❞❡✜♥❡❞ ❛s D = 4A/Pm✳ ❆t ✜rst✱ ❛ q✉❛s✐✲
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆❡①t✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✶ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥

✼



✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

x

z

y

L

x0

❆✱ Pm✱ D = 4A
Pm

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ❝♦♥st❛♥t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛r❡❛ A✱ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡rD✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥s❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ x0✳
❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P +∇ ·T+ f , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ u = (u, v, w) ✐s t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ρ ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ P ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ T ✐s t❤❡
✭❞❡✈✐❛t♦r✐❝✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❡ss t❡♥s♦r✱ ❛♥❞ f r❡♣r❡s❡♥ts ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ✭♣❡r ✉♥✐t
✈♦❧✉♠❡✮ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ∇ ✐s t❤❡ del ♦♣❡r❛t♦r✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

∂ρ

∂t
+∇ · ρu = 0. ✭✷✳✷✮

■❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ρ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ∇ · u = 0✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞
❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ✱ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✇✐❧❧ r❡❛❞✱ ✐♥ ✈❡❝t♦r
❢♦r♠✿

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + µ∆u+ f . ✭✷✳✸✮

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ str❛✐❣❤t ❞✉❝t ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t
❧❡♥❣t❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❘❡❢✳ ✭❬✶✷✻❪✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✱ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤ Lf ✱ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ✐s
❣✐✈❡♥ ❛s✱

Lf ≈ (0.05Re+ 0.5)D, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ D ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ Re ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢♦✇✬s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❜❛s❡❞
♦♥ D✶✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤ Lf ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r
D ❢♦r t②♣✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ Re ≤ 0(103)✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✶s♦ Re = QD

Aν
✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❛r❡❛ A ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤ Lf ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r
D ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
r❛♥❣❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛✐♠❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳

❲❤❡♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x > Lf ✭♦r L > Lf ✇✐t❤ x0 = 0 ✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❝♦♠❡s
♣✉r❡❧② ❛①✐❛❧ ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ t❤✉s v = w = 0 ❛♥❞ u = u(y, z)✳
❚❤❡ ✢♦✇ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋♦r ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♦❢ ❧❛♠✐♥❛r✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ st❡❛❞② ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y, z) r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✾✱ ✶✷✻❪✷

1

µ

dP

dx
=
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
, ✭✷✳✺✮

✇✐t❤ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx✱ ✈❡❧♦❝✐t② u(y, z) ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ✳ ❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡
❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡✱

∂P

∂y
= 0,

∂P

∂z
= 0, ✭✷✳✻✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s✱

∂u

∂x
= 0. ✭✷✳✼✮

■♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (r, θ, x)✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

ν✳ ❯♥❧❡ss ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛✐r ❛s ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρ = 1.2❦❣✴♠3✱ ❞②♥❛♠✐❝

✈✐s❝♦s✐t② µ = 1.8× 10−5 P❛·s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ν = 1.5× 10−5♠2✴s✳
✷❚❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

1

µ

dP

dx
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
, ✭✷✳✽✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡✱

∂P

∂r
= 0,

∂P

∂θ
= 0, ✭✷✳✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✼✮✳

❋♦r ✉♥✐❢♦r♠ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u = 0 ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇❛❧❧s✱ ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❢♦r s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✉s✐♥❣ ❡✳❣✳ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✽✻✱ ✶✶✱ ✶✵✻✱ ✹✽✱
✻✻❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r✿ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② u(y, z)✱ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ P (x)✱
✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ(x) ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛♥❞ ❜✉❧❦ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r Re = QD

νA ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ P (x) ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✷✳✺✮ ♦r ✭✷✳✽✮✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s τ = ±µ∂u

∂y |w ♦r
±µ∂u

∂z |w ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ τ = ±µ∂u
∂r |w ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②♠❜♦❧

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r s♦♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❞❡✜♥❡❞
❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ (a, b)✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾✺✱ ✶✷✻✱ ✽✶✱ ✶✵✶✱ ✹✾✱ ✶✶❪✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

Q = βq(a, b)
1

µ

(
−dp
dx

)
, ✭✷✳✶✵✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ βq ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx t♦ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✺❪ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r
❜② ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ t❡r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w
❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h✳

■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛❧s♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y, z) ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ
s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ✉s✐♥❣ ✭✷✳✶✵✮✱

u = βu(a, b)
1

µ

(
−dp
dx

)
♦r u = Q

βu(a, b)

βq(a, b)
, ✭✷✳✶✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ βu(a, b) ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶✶

❚❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss

τ = βt(a, b)

(
dp

dx

)
, ✭✷✳✶✷✮

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ βt(a, b)✳

❋r♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s

∆Pvisc(x) = −µQ
∫ x

x0

dx

βq(a, b)
, , ✭✷✳✶✸✮

✇✐t❤ x0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥s❡t ❛♥❞ x > x0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ∆Pvisc ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ ❛♥❞ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r βq✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r βq✱ βu ❛♥❞ βt ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

✷✳✶✳✶ ◗✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s

❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② s❤❛♣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b) ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✿ ❝✐r❝❧❡ ✭❝❧✮✱
r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮✱ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮✱ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❡❛✮✱ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❝❛✮✱ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ✭❤♠✮✱
❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮✱ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭tr✮ ❛♥❞ ❧✐♠❛❝♦♥ ✭❧♠✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ s❡✈❡r❡ ✐❞❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡s♣✐r❛t♦r② ❛♥❞ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ s❤❛♣❡s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦r t❤❡
❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ y ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝
❛♥♥✉❧✉s✱ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠❛❝♦♥ ❛r❡ ❝r✉❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❞✉❡ t♦ ❡✳❣✳

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♣✱ ❛ t✉♠♦r✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ st❡♥♦s✐s ♦r ❛ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❞✉r✐♥❣ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ❣❧♦tt✐s ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ r❡s♣✐r❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛r❡❛ A ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✳ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❛r❡❛ A✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ t♦t❛❧
✇✐❞t❤ ytot ❛♥❞ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b) ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

◗✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

a

❝✐r❝❧❡ ✭❝❧✮

a

r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮

b

❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮

a

b

❡❝❝❡♥tr✐❝

❛♥♥✉❧✉s ✭❡❛✮

a
b

❤❛❧❢ ♠♦♦♥

✭❤♠✮

b
a

❝✐r❝✉❧❛r

s❡❝t♦r ✭❝s✮

a

a

b

a

a a

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧

tr✐❛♥❣❧❡ ✭tr✮

⊗
x y
z

❧✐♠❛❝♦♥ ✭❧♠✮

(b ≤ 1)

a

a+ ab

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs (a, b) ✐♥ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛
❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✱ b ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛♥❣❧❡✳ ❆s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✱ x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡✱ y t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡
❛♥❞ z t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✱ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ u ❛♥❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ t❤❡ t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ t❡r♠ βq(a, b) ♥❡❡❞❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✭✷✳✶✵✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡
t❡r♠ βu(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✶✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y, z) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❧✐sts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠ βt(a, b) ♥❡❡❞❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡
✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛r❡❛ A ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ acl ❛♥❞ atr✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ A ♦r D✳ ❋♦r
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t {a, b} ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r αshape ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s✿ are = αreacl✱ ael = αelacl✱ bea = αeaaea✱ bcs = αcs✱
bhm = αhmahm ❛♥❞ blm = αlm✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠✲
♣♦s✐♥❣✱ ❜❡s✐❞❡s ❛r❡❛ A ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w ✐♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

ytot = w✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶✸

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs (a, b) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❬✶✷❪✳

s❤❛♣❡ A D ytot Pm

❝✐r❝❧❡ πa2 2a 2a 2πa

❡❧❧✐♣s❡(1,3) πab 4ab

(a+b)
(

1+h
4
+h2

64
+ h3

256

) 2a 4aE

(√
1− ( ba)

2

)

r❡❝t❛♥❣❧❡ 4ab 4ab
a+b 2a 4(a+ b)

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ √
3
4 a

2
√
3
3 a

√
3
2 a 3a

tr✐❛♥❣❧❡

❝✐r❝✉❧❛r
a2

2 b
2ab
2+b a a (2 + b)

s❡❝t♦r

❡❝❝❡♥tr✐❝

π(a2 − b2) 2(a− b) 2(a− b) 2π (a+ b)
❛♥♥✉❧✉s

❝♦♥❝❡♥tr✐❝

❛♥♥✉❧✉s

❤❛❧❢ ♠♦♦♥(2)
a2
(
π − θ2 +

1
2 sin(2θ2)

)
4A

(π−θ2)(2a+b) a+ a cos(θ2) (π − θ2) (2a+ b)
− b2

2 (π − θ2 − sin θ2)

❧✐♠❛❝♦♥ πa2
(
1 + b2

2

)
4a b2+2

b2+4
a(1 + b) aπ

2

(
b2 + 4

)

✰
(

1
4b2

− a
2b

)

(1) h = (a−b)2

(a+b)2 ✳

(2) θ2 = 2arcsin
(

b

2a

)
✳

(3) E(x) =
∫ π

2

0

√
1− x2sin2tdt ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✳

✷✳✶✳✷ ◗✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② umax ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
uclmax ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛✸ A = 79 ♠♠2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ umax/u

cl
max ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ ❝✐r❝❧❡ ✭❂✶✮ ❛♥❞ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧

tr✐❛♥❣❧❡ ✭❂✵✳✽✮ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞♦ ♥♦t

✸❚❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ A = 79 ♠♠2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s ✺♠♠✱ ✐✳❡✳ acl = 5♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t

t♦ ❤✉♠❛♥ ❛✐r✇❛②s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ βq(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✵✮ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❬✾✺✱ ✶✷✻✱ ✶✵✶✱ ✶✶❪✳

❙❤❛♣❡ βq(a, b)

❝✐r❝❧❡ πa4

8

❡❧❧✐♣s❡ π
4

a3b3

a2+b2

r❡❝t❛♥❣❧❡(1) 4a3

3

[
b− 192a

π5

∞∑
n=1,3,...

tanh(nπb/2a)
n5

]

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ √
3a4

320
tr✐❛♥❣❧❡

❝✐r❝✉❧❛r
a4

4

[
tan b−b

4 − 32b4

π5

∞∑
n=1,3...

1
n2(n+2b/π)2(n−2b/π)

]

s❡❝t♦r(1)

❡❝❝❡♥tr✐❝
❛♥♥✉❧✉s(1,2)

π
8

[
a4 − b4 − 4c2M2

β−γ − 8c2M2
∞∑
n=1

ne−n(β+γ)

sinh(nβ−nγ)

]

0 < c ≤ a− b✱ F = a2−b2+c2

2c

M =
√
F 2 − a2

γ = 1
2 ln

F+M
F−M ✱ β = 1

2 ln
F−c+M
F−c−M

❝♦♥❝❡♥tr✐❝
π
8

[
a4 − b4 − (a2−b2)2

lna
b

]

❛♥♥✉❧✉s

❤❛❧❢
♠♦♦♥

1
4

[
(2a3b+ 21

12ab
3) sin(θ1) + (a4 − b4

2 − 2a2b2)θ1

]

θ1 = arccos(b/2a)

❧✐♠❛❝♦♥ π
8a

4
(
1 + 4b2 − 2b4

)

P♦✐s❡✉✐❧❧❡(3) wh3

12

(1) ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n ≤ 60✳

(2) c ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs✳

(3) q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❤❡✐❣❤t h ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w✳

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
α ❞♦❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
umax/u

cl
max ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✳

■t ✐s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✹❛ t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α ❢r♦♠ ✵
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡✮ t♦ ✵✳✾✺ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✹✵✪ ❢♦r ❛ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ βu(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✶✮ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u ❬✾✺✱ ✶✷✻✱ ✶✵✶✱ ✽✶✱ ✶✶❪ ✳

❙❤❛♣❡ βu(a, b)

❝✐r❝❧❡ 1
4(a

2 − r2)

❡❧❧✐♣s❡ 1
2

a2b2

a2+b2
(1− y2

a2
− z2

b2
)

r❡❝t❛♥❣❧❡(1) 1
2

[
b2 − z2 − 32b2

π3

∞∑
n=1,3,...

(−1)
n−1
2

cosh(nπy
2b

)

cosh(nπa
2b

)

cos(nπz
2b

)

n3

]

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧
1

4
√
3
1
a(3y

2 − z2)(2z −
√
3a)

tr✐❛♥❣❧❡

❝✐r❝✉❧❛r
s❡❝t♦r(1)

−1
4 [r

2
(
1− cos 2θ

cos b

)
−

16a2b2

π3

∞∑
n=1,3...

(−1)
n+1
2

(
r
a

)nπ
b cos (nπθ/b)

n(n+2b/π)(n−2b/π) ]

❡❝❝❡♥tr✐❝
❛♥♥✉❧✉s
(1,2,3)

M2

[ ∞∑
n=1

(−1)n e−nβ cothβ sinh (n(η−γ))−e−nγ coth γ sinh (n(η−β))
sinh (n(β−γ))

· cos (nξ) + coth γ−cothβ
2(γ−β) η + β(1−2 coth γ)−γ(1−2 cothβ)

4(γ−β) − cosh η−cos ξ
4(cosh η+cos ξ)

]

0 < c ≤ a− b✱ F = a2−b2+c2

2c ,M =
√
F 2 − a2

γ = 1
2 ln

F+M
F−M ✱ β = 1

2 ln
F−c+M
F−c−M

❝♦♥❝❡♥tr✐❝
1
4

[
a2 − r2 + (a2 − b2) ln(a/r)ln(b/a)

]

❛♥♥✉❧✉s

❤❛❧❢ ♠♦♦♥ 1
4

(
r2 − b2

) (
2a cos θ

r − 1
)

❧✐♠❛❝♦♥(4) a2

4

[
1 + 2bξ + b2 − (ξ + b(ξ2 − η2))2 − (η + 2bξη)2

]

P♦✐s❡✉✐❧❧❡(5) −1
2(y

2 − hy)

(1) ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n ≤ 60✳

(2) c ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs✳

(3) t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s y + iz =M tanh 1
2 (ξ + iη) ✇✐t❤ 0 ≤ ξ ≤ 2π✱ γ ≤ η ≤ β✳

(4) t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s (y, z) = (a(ξ + b(ξ2 − η2)), a(η + 2bξη)) ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ (ξ2 + η2) ≤ 1✳

(5) q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❤❡✐❣❤t h✱ 0 ≤ y ≤ h✳

❛♥❞ ✇✐t❤ ✺✪ ❢♦r ❛ ❧✐♠❛❝♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹❜ s❤♦✇s t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α ❢r♦♠

√
π/4 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ sq✉❛r❡✮ ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❢r♦♠

✶ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡✮ ❢♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ t♦ ✶✷ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✾✾✪✳
❋✐❣✳ ✷✳✹❝ ✐❧❧✉st❛tr❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ b ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ βt(a, b) ♦❢ ✭✷✳✶✷✮ ❢♦r ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ ❬✹✾✱ ✶✶❪✳

❙❤❛♣❡ βt(a, b)

❝✐r❝❧❡ a
2 , (r = a)

❡❧❧✐♣s❡ − a2b2

a2+b2

√
y2

a4
+ z2

b4
, (y

2

a2
+ z2

b2
= 1)

r❡❝t❛♥❣❧❡(1)
8a
π2

∞∑
n=1,3,...

(−1)
n−1
2

i2

[
1− cosh(nπz

2a
)

cosh(nπb
2a

)

]
, (y = ±a)

8a
π2

∞∑
i=1,3,...

(−1)
n−1
2 tanh (nπb2a )

cos(nπy
2a

)

n2 , (z = ±b)

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧
tr✐❛♥❣❧❡

− 1
az(z −

√
3
2 a), (y = ±

√
3
3 z)

√
3

2a (y
2 − a2

4 ), (z =
√
3a
2 )

❝✐r❝✉❧❛r
s❡❝t♦r(1)

−
[
r2

4 (1 + 2 tanα) + 4a2α
π2

∞∑
n=1,3...

( r
a)

nπ
α

(n+ 2α
π
)(n− 2α

π
)

]
, (θ = ±α

2 )

−a
2

[
(
1− cos 2θ

cosα

)
− 8α

π2

∞∑
n=1,3...

(−1)
n+1
2

cos (nπθ/α)

(n+ 2α
π
)(n− 2α

π
)

]
, (r = a)

❡❝❝❡♥tr✐❝
❛♥♥✉❧✉s
(1,2,3)

−M2

[ ∞∑
n=1

(−1)n e−nβ cothβ cosh (n(η−γ))−e−nγ coth γ cosh (n(η−β))
sinh (n(β−γ))

·n cos (nξ) + coth γ−cothβ
2(γ−β) − sinh η cos ξ

2(cosh η+cos ξ)2

]
, (η = γ, β)

0 < c ≤ a− b✱ F = a2−b2+c2

2c ,M =
√
F 2 − a2

γ = 1
2 ln

F+M
F−M ✱ β = 1

2 ln
F−c+M
F−c−M

❝♦♥❝❡♥tr✐❝
❛♥♥✉❧✉s

1
4

[
2b+ a2−b2

b ln(b/a)

]
, (r = b)

−1
4

[
2a+ a2−b2

a ln(b/a)

]
, (r = a)

❤❛❧❢ ♠♦♦♥
1
4(4a cos θ − 2b), (r = b)

−1
4(

b2

2a cos θ − 2a cos θ), (r = 2a cos θ)

❧✐♠❛❝♦♥ −a2

2 (1 + 2b cos θ + 2b2) cos θ, (0 ≤ θ ≤ 2π)

P♦✐s❡✉✐❧❧❡(4) y − h
2 , (y = 0, h)

(1) ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n ≤ 60✳

(2) c ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs✳

(3) t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s y + iz =M tanh 1
2 (ξ + iη) ✇✐t❤ 0 ≤ ξ ≤ 2π✱ γ ≤ η ≤ β✳

(4) q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❤❡✐❣❤t h✱ 0 ≤ y ≤ h✳



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶✼

✭❛✮ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ❵❤♠✬ ❛♥❞ ❧✐♠❛❝♦♥ ❵❧♠✬ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❵r❡✬ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣s❡ ❵❡❧✬

✭❝✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❵❝s✬

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r α ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠
✈❡❧♦❝✐t②✱ umax/u

cl
max✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ A = 79 ♠♠2✳ ❱❡rt✐❝❛❧

❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t ✭α2✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ umax/u

cl
max ≈ 1 ❛♥❞ umax/u

cl
max ≪ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✈✐s❝♦s✐t② ❛t ✜rst ✉♥t✐❧ b ≃ 85o✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t②✱
s♦ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ Umax/U

cl
max ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② r❡✢❡❝ts t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ b✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ♥❡❛r
b ≃ 85o ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D
✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ A ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ D = 4A

Pm
✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❋✐❣✳ ✷✳✹

s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡❛ A ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ umax/u

cl
max ✇✐t❤

α ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t✇♦ s❡ts ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ umax/u

cl
max ≈ 1 ❛♥❞ umax/u

cl
max ≪ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ are = 1acl✱ ael = 1.2acl✱ bea = 0.2aea✱ bcs = π/3✱ bhm = 0.2ahm ❛♥❞ blm = 0.2✳
◆♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ②✐❡❧❞s✿ are = 10acl✱ ael = 10acl✱ bea = 0.6aea✱ bcs = π/6✱
bhm = 0.6ahm ❛♥❞ blm = 0.6✳ ❇♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛r❡❛ A❂✼✾♠♠2 t♦❣❡t❤❡r



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

✭❛✮ ♣❡r✐♠❡t❡r✱ Pm(b) ✭❜✮ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r✱ D(b)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❈✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮ ♦❢ ✜①❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❛♥❣❧❡ b✿ ❛✮ ♣❡r✐♠❡t❡r Pm(b) ❛♥❞ ❜✮
❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D(b)✳

✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❼ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱

❼ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮✱

❼ ✜①❡❞ s♣❛♥✇✐s❡ ✇✐❞t❤ w✱ ✐✳❡✳ ytot = w✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y/acl, z/acl) ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛
A = 79 ♠♠2 ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx = 75 P❛ ✐s ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼ ❢♦r ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ s♣❛♥✇✐s❡ ✇✐❞t❤
✭ytot = w✮✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✻✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡
✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✷✳✹ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✷✵✪✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✳✼ ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✉s✐♥❣
♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ♦r ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭w✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦r❡ ✭✷✵✪
✉♣ t♦ ✾✽✪✮✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✽ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛r❡❛ A = 79 ♠♠2 ♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D = 10

♠♠ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ♦r ✜①❡❞
✇✐❞t❤ ✭w = 20♠♠✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✽❛ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✹✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ uremax ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t ✭α1✮ ✐s s♠❛❧❧ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✪ ✇❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ A ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✺✪ ✇❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ D✳

✹❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶✾

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❞✮ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s

✭❡✮ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ✭❢✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

✭❣✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❤✮ ❧✐♠❛❝♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y/acl, z/acl) ❢♦r A = 79 ♠♠2 ❛♥❞ dP/dx = 75 P❛✴♠ ❢♦r
❛✐r✢♦✇ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ✇❤✐❧❡ acl = 5♠♠✳



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

✭❛✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❞✮ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s

✭❡✮ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ✭❢✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❣✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❤✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ u(y/acl, z/acl) ❢♦r A = 79 ♠♠2 ❛♥❞ dP/dx = 75 P❛✴♠
❢♦r ❛✐r✢♦✇✿ ❧❡❢t✮ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ r✐❣❤t✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭w✮ ✇✐t❤
w = 4× acl ✇❤✐❧❡ acl = 5♠♠✳



✷✳✶✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✷✶

✭❛✮ ❝❢r✳ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❝❢r✳ s❡t α1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭r❡✿ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❡❧✿ ❡❧❧✐♣s❡✱ ❡❛✿
❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s✱ ❝s✿ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭w = 20♠♠✮✮ ❢♦r ✐♠♣♦s❡❞
❛r❡❛ A = 79♠♠2 ♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D = 10♠♠ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ❛✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
uparam1
max /umax = 1✳

❋♦r ✜①❡❞ ❛r❡❛ A t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ uremax ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✻✵✪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ t♦
♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵✪ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ✐s ✉s❡❞✳ ■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r
D ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛r❡❛ A ❧✐♠✐ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ✻✵✪ ❢♦r ❜♦t❤ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭w✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✽❜ ✐❧❧✉str❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
✭α2✮ ♦r ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭w✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✐s ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ✹✵✪ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛r❡❛ A ✐s ✐♠♣♦s❡❞✱ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② r❛t✐♦ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✹✵✪ ✉♣ t♦ >✶✵✵✪✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss
✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx ❞❡❝r❡❛s❡s ♦r ❛s ❛r❡❛ A ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w ✭t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❢r❡q✉❡♥t❧② ✇❤❡♥ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t♦ w = 20♠♠ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡

✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ dP/dx✱ ❛r❡❛ A ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ✭❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✇✐t❤ b = 60o✮ ✇✐t❤ ub,cl ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

✷✳✷ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✷✳✷✳✶ ❆r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡

■♥✺ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r
❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ❬✸✾❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐✲
tr❛r② s❤❛♣❡ ✇✐t❤ 0 ≤ θ ≤ 2π✿

r(θ) = g(θ)

[∣∣∣∣∣
cos(mθ

4 )

a

∣∣∣∣∣

n2

+

∣∣∣∣∣
sin(mθ

4 )

b

∣∣∣∣∣

n3
]−1/n1

= g(θ) · f(θ), m > 0. ✭✷✳✶✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧♠♦st ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝✐r❝❧❡✱ f(θ) ✇✐t❤
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t {m, n1, n2, n3, a, b}✻✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(θ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❡r ❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(θ) ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♠♦❞✐✜❡r ✇✐t❤ ❧✐♠❛❝♦♥ s❤❛♣❡ g(θ) = n4 + n5cosθ✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❋✐❣ ✷✳✸✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ρ, θ)

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, ✭✷✳✶✺✮

❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ρ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω
✺■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦❧❛r r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✳
✻❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳



✷✳✷✳ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✷✸

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❞✮ sq✉❛r❡ ✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ❧✐♠❛❝♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✹✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❤❛♣❡s s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳

s❤❛♣❡ ♠ n1 n2 n3 g(θ) ❛✱ ❜

❝✐r❝❧❡(1) ✶ ✷ ✷ ✷ ❝ ❛❂❜

❡❧❧✐♣s❡(1) ✹ ✷ ✷ ✷ ❝ ✲

r❡❝t❛♥❣❧❡(1) ✹ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ❝ ✲

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧
✸ ✵✳✺ ✶ ✶ ❝ ❛❂❜

tr✐❛♥❣❧❡(1)

❧✐♠❛❝♦♥(2) ✹ ✷ ✷ ✲✷ n4 + n5 cos θ ❛❂❜

(1) c ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

(2) n4✱ n5 ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts✳

ρ = r(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ r(θ) ∈ C2[0, 2π] ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ρ > 0 s♦ t❤❛t r(θ) > 0 ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ r❛❞✐✉s ρ∗ s✉❝❤ t❤❛t



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

ρ = ρ∗r(θ), ✭✷✳✶✼✮

❛♥❞ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (ρ∗, θ) t❤❡ ♣❧❛♥❡ (x, y) ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

x = ρ∗r(θ) cos θ, y = ρ∗r(θ) sin θ. ✭✷✳✶✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
0 ≤ θ ≤ 2π✱ 0 ≤ ρ∗ ≤ 1✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ C2 ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x, y) = u(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) = u(ρ, θ) ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛♥❞ t❤❡
▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂θ2
. ✭✷✳✶✾✮

◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
s②st❡♠ (ρ∗, θ) ✉s✐♥❣

U(ρ∗, θ) = u(ρ∗r(θ) cos(θ), ρ∗r(θ) sin(θ)) = u(ρ, θ). ✭✷✳✷✵✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

∆u =
1

r2(θ)

(
1 +

r′2(θ)

r2(θ)

)
∂2U

∂ρ∗2
+

1

ρ∗r2(θ)

(
1 +

2r′2(θ)− r(θ)r′′(θ)

r2(θ)

)
∂U

∂ρ∗

− 2r′(θ)

ρ∗r3(θ)

∂2U

∂ρ∗∂θ
+

1

ρ∗2r2(θ)

∂2U

∂θ2
,

✭✷✳✷✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r(θ) = ρ ✇❤❡♥ ρ∗ = 1✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

ρ = r(θ) =
1

R(θ)
, 0 ≤ θ ≤ 2π. ✭✷✳✷✷✮



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✺

❲✐t❤ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ U ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ u ✐s
❣✐✈❡♥ ❛s

U(ρ∗, θ) = u (ρ∗ cos(θ)/R(θ), ρ∗ sin(θ)/R(θ)) .

❙♦ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

∆u =
(
R2(θ) +R′2(θ)

) ∂2U
∂ρ∗2

+
1

ρ∗
(
R2(θ) +R(θ)R′′(θ)

) ∂U
∂ρ∗

+
2

ρ∗
R(θ)R′(θ)

∂2U

∂ρ∗∂θ
+
R2(θ)

ρ∗2
∂2U

∂θ2
.

✭✷✳✷✸✮

❚❤✉s ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s
♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s

1

µ

dP

dx
=
(
R2(θ) +R′2(θ)

) ∂2U
∂ρ∗2

+
1

ρ∗
(
R2(θ) +R(θ)R′′(θ)

) ∂U
∂ρ∗

+
2

ρ∗
R(θ)R′(θ)

∂2U

∂ρ∗∂θ
+
R2(θ)

ρ∗2
∂2U

∂θ2
.

✭✷✳✷✹✮

✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✜rst❧② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝ ✐♥ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❬✶✽✱ ✸✹✱ ✺✺✱ ✻✷✱ ✽✷✱ ✶✵✽✱ ✶✶✸❪ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮

1

µ

dP

dx
=
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
. ✭✷✳✷✺✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

y∗ =
y

h
, z∗ =

z

h
, u∗ =

µu

h2(−dp/dx) ,

✇❤❡r❡ h ❞❡♥♦t❡s s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✉❝t ✇✐❞t❤✳



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP
dx < 0 ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ u∗ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

q✉❛♥t✐t②✱ u∗ > 0✳ ❙♦ ✇❤❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r
∆✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮ ❜❡❝♦♠❡s✱

∆u∗ = −1, ✭✷✳✷✻✮

s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ u∗ = 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ Ω✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

∆u =
(
R2(θ) +R′2(θ)

) ∂2U
∂ρ∗2

+
1

ρ∗
(
R2(θ) +R(θ)R′′(θ)

) ∂U
∂ρ∗

+
2

ρ∗
R(θ)R′(θ)

∂2U

∂ρ∗∂θ
+
R2(θ)

ρ∗2
∂2U

∂θ2
,

✭✷✳✷✼✮

❯s✐♥❣ ✭✷✳✷✼✮ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∆u∗ =
(
R2(θ) +R′2(θ)

) ∂2U∗

∂ρ∗2
+

1

ρ∗
(
R2(θ) +R(θ)R′′(θ)

) ∂U∗

∂ρ∗

+
2

ρ∗
R(θ)R′(θ)

∂2U∗

∂ρ∗∂θ
+
R2(θ)

ρ∗2
∂2U∗

∂θ2
= −1,

✭✷✳✷✽✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤✐s ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

LU∗ = −1, ✭✷✳✷✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L✿

L =
(
R2(θ) +R′2(θ)

) ∂2

∂ρ∗2
+

1

ρ∗
(
R2(θ) +R(θ)R′′(θ)

) ∂

∂ρ∗

+
2

ρ∗
R(θ)R′(θ)

∂2

∂ρ∗∂θ
+
R2(θ)

ρ∗2
∂2

∂θ2
.

✭✷✳✸✵✮

✷✳✸✳✶ Ps❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇✐t❤ ρ∗ ∈ [0, 1] ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❛❞✐✉s ρ∗ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥❣❧❡ θ ∈ [0, 2π]✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s t❤❡♥
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛s

(ρ∗i , θj) =

(
cos

(
iπ

N

)
,
2jπ

M

)
, i = 0, ..., N, j = 1, ...,M, ✭✷✳✸✶✮

✇✐t❤ ρ∗ ∈ [−1, 1]✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡♥s❡ ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❝ ❜✉t ♥♦t ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r N ❢♦r r❛❞✐❛❧ ♥♦❞❡s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ r = 0 ✐s ♥♦t ❛ ♥♦❞❡



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✼

❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t r = 0✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ θ > 0 ✇✐t❤
❛ s❤✐❢t ♦❢ 2π/M s♦ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r M ♠✉st ❜❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ 2π✳ ❙♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ θ ∈ [0, 2π]

❛♥❞ ρ∗ ∈ [−1, 1]✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst
s✐♥❝❡ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐①

T = cos

(
k
iπ

N

)
, i, k = 0, ..., N. ✭✷✳✸✷✮

❋✉rt❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s♣❛❝❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
D̂ = (di,j) ∈ RN+1,N+1 ✇✐t❤

di,j =

{
2j
ci

j = i+ 1, i+ 3, ..., N

0 others

❛♥❞

ci =

{
2 i = 0

1 others

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠❛tr✐❝❡sD1 ❛♥❞ D2 ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

D̃1 = TD̂T−1 =

[
E1 E2

0 0

]
,

D̃2 = TD̂2T−1 =

[
D1 D2

0 0

]
,

✭✷✳✸✸✮

❲❤❡r❡

E1 = D̃1(2,...,N+1
2

),(2,...,N+1
2

), E2 = D̃1(2,...,N+1
2

),(N,...,N+3
2

),

D1 = D̃2(2,...,N+1
2

),(2,...,N+1
2

), D2 = D̃2(2,...,N+1
2

),(N,...,N+3
2

),

❛♥❞

0 = [0]N+1
2

,N+1
2
.

❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s D̃1
θ ✱ D̃

2
θ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s r❡s♣❡❝✲



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

t✐✈❡❧②

D̃1
θ =




0 (−1)M−1

2 cot
(
(M−1)d

2

)
−1

2 cot(
d
2)

−1
2 cot(

d
2) 0

✳ ✳ ✳ 1
2 cot(

2d
2 )

1
2 cot(

2d
2 ) −1

2 cot(
d
2)

✳ ✳ ✳ −1
2 cot(

3d
2 )

−1
2 cot(

3d
2 )

1
2 cot(

2d
2 )

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ (−1)M−1

2 cot
(
(M−1)d

2

)

(−1)M−1

2 cot
(
(M−1)d

2

)
0




,

✭✷✳✸✹✮

❛♥❞

D̃2
θ =




− π2

3d2
− 1

6
1
2 csc

2(d2)
(−1)M

2 csc2
(
(M−1)d

2

)

1
2 csc

2(d2) − π2

3d2
− 1

6

✳ ✳ ✳

−1
2 csc

2(2d2 )
1
2 csc

2(d2)
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳ −1

2 csc
2(2d2 )

✳ ✳ ✳ −1
2 csc

2(2d2 )
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 1
2 csc

2(d2)
(−1)M

2 csc2
(
(M−1)d

2

)
− π2

3d2
− 1

6




, ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ❛♥❣❧❡ d = 2π/M ✳

❇② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t ❛s

A⊗B = (Abi,j)i,j , ✭✷✳✸✻✮

❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① IM
2
,M
2
✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ✷❉✳

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂

∂ρ∗
= E1 ⊗

[
I 0

0 I

]
+ E2 ⊗

[
0 I

I 0

]
. ✭✷✳✸✼✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂2

∂ρ∗2
= D1 ⊗

[
I 0

0 I

]
+D2 ⊗

[
0 I

I 0

]
,

∂2

∂ρ∗∂θ
= E1 ⊗ D̃1

θ + E2 ⊗ D̃1
θ ,

∂2

∂θ2
= I ⊗ D̃2

θ .

✭✷✳✸✽✮



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✾

❚❤❡ ✷❉ s♣❡❝tr❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✳
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥t♦ ✭✷✳✸✵✮ ❣✐✈❡s

L = (R2
0D1 +R2

1D1)⊗
[
I 0

0 I

]
+ (R2

0D2 +R2
1D2)⊗

[
0 I

I 0

]

(RR2
0E1 +RR2E1)⊗

[
I 0

0 I

]
+ (RR2

0E2 +RR2E2)⊗
[
0 I

I 0

]

2RR0R1E1 ⊗ D̃1
θ + 2RR0R1E2 ⊗ D̃1

θ +R2R2
0 ⊗ D̃2

θ ,

✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①

R = diag(ρ∗−1
j ), 1 ≤ j ≤ (N − 1)/2,

❛♥❞ R0✱ R1✱ R2 ❛r❡ t❤❡ M ×M ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ρ(θ)✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ρ′(θ) ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ρ′′(θ) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✾✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✶✾❪

U∗ = L−1 · [−1](M×N+1
2

)×1. ✭✷✳✹✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

u(y, z) =
U∗h2

µ

(
−dP
dx

)
. ✭✷✳✹✶✮

✷✳✸✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ρ∗ = 0 ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❜✉t ✐t ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r s❤❛♣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡✿

Emax =
|umax

ana − umax
N |

umax
ana

. ✭✷✳✹✷✮

✇✐t❤ umax
ana ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ umax

N t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♥✉♠❜❡r N > 40 ❛♥❞ Emax < 10%✳ ❋♦r
s❤❛♣❡s ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✭Emax < 1%✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r
r❛❞✐❛❧ ♥✉♠❜❡r N < 40 ✇❤✐❧❡ Emax < 4% ❢♦r N ≥ 73 ✇❤❡♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ❆♥②✇❛②✱
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r Emax ❛s N ✐♥❝r❡❛s❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rM ❢♦r s❤❛♣❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s t✐♠❡
t❤❡ ❡rr♦r ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡s ❜✉t r❡❛❝❤❡s ❛ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦t❤❡r s❤❛♣❡s s♦
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❞✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ♥✉♠❜❡r
N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❤❡♥ M =✼✷✳

✷✳✹ ●❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛ Ps❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▲♦✇❡r ❛❝❝✉r❛❝②
❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ C1 ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭✷✳✽✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢❛♠✐❧✐❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳

■♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ r❛❞✐✉s r ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ρ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❆ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② u∗



✷✳✹✳ ●❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s❤❛♣❡s✳

s❤❛♣❡ ♠ n1 n2 n3 g(θ) ❛ ❜

❝✐r❝❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻❛✮ ✶ ✷ ✷ ✷ ✶ ✺❡✲✸ ✺❡✲✸

r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻❜✮ ✹ ✶✵✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✵✳✵✵✷ ✺✳✵✺ ✶

❡❧❧✐♣s❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻❝✮ ✹ ✷ ✷ ✷ ✶ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✵✹✷

❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡
✸ ✵✳✺ ✶ ✶ ✵✳✵✵✸✽ ✶✳✹✶✹ ✶✳✹✶✹

✭❋✐❣✳ ✷✳✻❣✮

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❞✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r
♥✉♠❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ✇❤❡♥ N =✹✶✳

✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s

u = u∗ +
ρ2

4µ

dP

dx
. ✭✷✳✹✸✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✽✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② u∗ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

∇2u∗ =
∂2u∗

∂ρ2
+

1

ρ

∂u∗

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u∗

∂2θ
= 0, ✭✷✳✹✹✮

❚❤❡♥ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u = 0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

u∗ = − ρ2i
4µ

dP

dx
= − r2i

4µ

dP

dx
, on ∂Ω. ✭✷✳✹✺✮

❍❡r❡✱ t❤❡ s✉✣① i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞✉❝t ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω✳ ◆♦✇ t❤❡ ✢♦✇
♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② u∗ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P (ρ)Φ(θ)✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣
t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ✭✷✳✷✸✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s P (ρ)✱ Φ(θ) ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

{
ρ2P ′′(ρ) + ρP ′(ρ)− λ2P (ρ) = 0,

Φ′′(θ) + λ2Φ(θ) = 0.
✭✷✳✹✻✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ(θ) ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

Φ(θ) = c1 cos(mθ) + c2 sin(mθ), ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ λ = m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r P (ρ)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❈❛✉❝❤②✲❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρm ❛♥❞ ρ−m✳ ❙♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P (ρ) = d1ρ
m + d2ρ

−m. ✭✷✳✹✽✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮

u∗(ρ, θ) = (c1 cos(mθ) + c2 sin(mθ))(d1ρ
m + d2ρ

−m),

m = 0, 1, 2...
✭✷✳✹✾✮

❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡q✉✐r❡ d2 = 0 t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t u∗ <∞✱ t❤❡♥

u∗(ρ, θ) =
∞∑

m=0

(am cos(mθ) + bm sin(mθ))ρm. ✭✷✳✺✵✮



✷✳✹✳ ●❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✸

❆❝t✉❛❧❧② ❛s ❝♦❡✣❝✐❡♥t b0 ≡ 0✱ ✭✷✳✺✵✮ t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

u∗(ρ, θ) = a0 +

∞∑

m=1

(am cos(mθ) + bm sin(mθ))ρm, ✭✷✳✺✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a0✱ am ❛♥❞ bm ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✺✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠ ♦❢ N ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

u∗N (ρ, θ) = a0 +

N∑

m=1

ρm (am cos(mθ) + bm sin(mθ)). ✭✷✳✺✷✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮✱ t❤✉s

a0 +
N∑

m=1

rmi (am cos(mθi) + bm sin(mθi)) = − r2i
4µ

dP

dx
, ✭✷✳✺✸✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t♦t❛❧ L = 2N + 1 ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am ❛♥❞ bm✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
ri ❛♥❞ θi ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ L ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω s♦ t❤❛t L ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦
❣❡t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✳✹✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✷✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

uN (ρ, θ) = a0 +
N∑

m=1

ρm (am cos(mθ) + bm sin(mθ)) +
ρ2

4µ

dP

dx
, ✭✷✳✺✹✮

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭ERMS✮ ♦♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤✉s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ERMS =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

[
a0 +

N∑

m=1

rmi (am cos(mθi) + bm sin(mθi)) +
r2i
4µ

dP

dx

]2
, ✭✷✳✺✺✮

Emax ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✹✷✮ ✇✐t❤✿



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

Emax =
|umax

ana − umax|
umax
ana

, ✭✷✳✺✻✮

✇❤❡r❡ umax
ana ❞❡♥♦t❡s ❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✷✳

✷✳✹✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❋✐rst❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✼ ✇✐t❤ ♥♦ s❧✐♣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡s
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭◆❂✷✮ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭◆❂✶✵✮

✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭◆❂✷✮ ✭❞✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡
✭◆❂✶✵✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✻❛✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N ✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦♥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❢♦r N = 2✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ s❤❛♣❡s
❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✭ERMS < 0.5% ❛♥❞ Emax < 0.03% ✮ ❢♦r N > 6✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r
s❤❛♣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ s❤❛r♣ ❝♦r♥❡r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧
s✉♠ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N ✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡rr♦rs Emax✳ ❍✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳



✷✳✺✳ ❙✉♠♠❛r② ✸✺

✭❛✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ERMS ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♠
tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳

✭❛✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r Emax ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♠ tr✉♥❝❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡rN ❢♦r s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r Emax ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✻❛✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✱ ❋✐❣✳ ✷✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✻❣ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡❧❧✐♣s❡
❡q✉✐❧❛t❡r❛❧

tr✐❛♥❣❧❡

♣r❡s❡♥t ❬✪❪
✵ ✵✳✸✾✸ ✶✳✹✹❡✲✶✹ ✵✳✹✼✾

(N > 6)

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❬✪❪
✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✻ ✹✳✵✾ ✶✵✳✻✾

(N > 40)

✷✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❧



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧s

♠❛♣♣✐♥❣✳

◆❡①t✱ ❛ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ss❡ss❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉t ❧♦✇❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜♦✉♥❞❛r②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶✳✶ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶✳✷ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✶✳✸ ❲❛✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✷ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✷✳✶ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷✳✷ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✷✳✸ ❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ✉s✐♥❣ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ✭✷✳✶✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳
Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ s❤❛♣❡s✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✸✳✶ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s

✸✳✶✳✶ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❋✐rst❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱
✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ρ = r(θ)

{
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
= 0 ✐♥ Ω

u = f(x, y) ♦♥ ∂Ω
✭✸✳✶✮

✸✼



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❢r♦♠ ♣❧❛♥❡ (x, y) t♦ str❡t❝❤❡❞ (ρ∗, θ) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❣❡t

U(ρ∗, θ) =
∞∑

m=0

(am cos(mθ) + bm sin(mθ)) [ρ∗r(θ)]m , ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ u(x, y) = u(ρ cos θ, ρ sin θ) = U(ρ∗, θ) ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ 0 ≤ θ ≤ 2π✱
0 ≤ ρ∗ ≤ 1✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am✱ bm t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭ρ∗ = 1✱ t❤✉s ρ =

r(θ)✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

F (θ) = f(r(θ) cos(θ), r(θ) sin(θ)) =
∞∑

m=0

(am cos(mθ) + bm sin(mθ)) r(θ)m. ✭✸✳✸✮

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

F (θ) =

∞∑

m=0

(αm cos(mθ) + βm sin(mθ)) , ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αm ❛♥❞ βm ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❈❧❡❛r❧② F (θ) ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ 2π s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✹✮ ❤❛s t❤✐s
♣r♦♣❡rt②✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s cos(mθ) ❛♥❞ sin(mθ) ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❛t

{
αm

βm

}
=
ǫm
2π

∫ 2π

0
F (θ)

{
cos(mθ)

sin(mθ)

}
dθ, ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ ǫm ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s②♠❜♦❧✱ s♦

ǫm =

{
1, ♠❂✵
2, ♠ 6=✵.

❚❤✉s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am ❛♥❞ bm ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿




∞∑
m=0

ǫk
2π

[
am
∫ 2π
0 r(θ)m cos(mθ) cos(kθ)dθ + bm

∫ 2π
0 r(θ)m sin(mθ) cos(kθ)dθ

]
= αk,

∞∑
m=0

ǫk
2π

[
am
∫ 2π
0 r(θ)m cos(mθ) sin(kθ)dθ + bm

∫ 2π
0 r(θ)m sin(mθ) sin(kθ)dθ

]
= βk,

k = 0, 1, 2, ... ✭✸✳✻✮



✸✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✸✾

✸✳✶✳✷ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω

{
∆u+ a2u = 0 ✐♥ Ω

u = f(x, y) ♦♥ ∂Ω
✭✸✳✼✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ρ = r(θ) ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
a > 0✳ ❲❡ ✉s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u(ρ, θ) = U(ρ∗, θ) =

P1(ρ)P2(θ)✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✸✳✼✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s P1(ρ)✱ P2(θ) ♠✉st
s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

{
ρ2P

′′

1 (ρ) + ρP
′

1(ρ) + (a2 − λ2)P1(ρ) = 0,

P
′′

2 (θ) + λ2P2(θ) = 0, λ = const.
✭✸✳✽✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x, y) ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
λ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ s❛t✐s❢② λ = m ∈ N0 ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

P2(θ) = cm cos(mθ) + dm sin(mθ), ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ Cm, dm ∈ R ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ P1(ρ)

s❛t✐s✜❡s

ρ2P
′′

1 (ρ) + ρP
′

1(ρ) + (a2 −m2)P1(ρ) = 0. ✭✸✳✶✵✮

▲❡t s = aρ ❛♥❞ ❧❡t P3 ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s ❞❡✜♥❡❞ ❜② P3(s) ≡ P1(s/a)✳ ❲✐t❤ t❤✐s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✸✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❇❡ss❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥

s2P
′′

3 (s) + sP
′

3(s) + (s2 −m2)P3(s) = 0. ✭✸✳✶✶✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❇❡ss❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ✐s ❬✷❪

P3(s) = amJm(s) + bmYm(s) = amJm(hρ) + bmYm(hρ), ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Jm✱ Ym ❛r❡ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡r m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ Ym(s) ❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ρ = 0✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
t❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡ bm = 0 ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✵✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

P1(ρ) = P3(s) = amJm(hρ). ✭✸✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✼✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

U(ρ∗, θ) =
+∞∑

m=0

Jm(aρ∗r(θ)) (Cm cos(mθ) +Dm sin(mθ)). ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cm✱ Dm ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ss✉♠✲
✐♥❣ ρ∗ = 1 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣✉tt✐♥❣ ρ = r(θ)✱

F (θ) = U(1, θ) =
+∞∑

m=0

Jm(ar(θ)) (Cm cos(mθ) +Dm sin(mθ)). ✭✸✳✶✺✮

❇② ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱
✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ✭✸✳✶✺✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s♦✉❣❤t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s





+∞∑
m=0

ǫk
2π

[
Cm

∫ 2π
0 Jm(ar(θ)) cos(mθ) cos(kθ)dθ +Dm

∫ 2π
0 Jm(ar(θ)) sin(mθ) cos(kθ)dθ

]
= αk,

+∞∑
m=0

ǫk
2π

[
Cm

∫ 2π
0 Jm(ar(θ)) cos(mθ) sin(kθ)dθ +Dm

∫ 2π
0 Jm(ar(θ)) sin(mθ) sin(kθ)dθ

]
= βk.

k = 0, 1, 2, ... ✭✸✳✶✻✮

✇✐t❤ ǫk ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s②♠❜♦❧✱ s♦

ǫk =

{
1, ❦❂✵
2, ❦ 6=✵

✸✳✶✳✸ ❲❛✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ a ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s t ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s f1(x, y) ❛♥❞ f2(x, y) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠





∂2

∂t2
u(x, y, t) = a2∆u(x, y, t), ✐♥ Ω

u(x, y, t) = 0, ♦♥ ∂Ω

u(x, y, 0) = f1(x, y),
∂
∂tu(x, y, 0) = f2(x, y).

✭✸✳✶✼✮



✸✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✹✶

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡ ✉s✐♥❣ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

u(x, y, t) = u(ρ, θ, t) = U(ρ∗, θ, t) = P1(ρ)P2(θ)P3(t). ✭✸✳✶✽✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ ❛♥❞ s✱ ♦♥❡
✜♥❞s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s P1✱ P2✱ P3 ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s





ρ2P
′′

1 (ρ) + ρP
′

1(ρ) +
(
λ2ρ2 − s2

)
P1(ρ) = 0,

P
′′

2 (θ) + s2P2(θ) = 0,

P
′′

3 (t) + a2λ2P3(t) = 0.

✭✸✳✶✾✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡ ❢♦r θ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s = m ∈ Z s♦
t❤❛t

P2(θ) = am cos(mθ) + bm sin(mθ), ✭✸✳✷✵✮

✇✐t❤ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts am✱ bm✳ ▲❡t µ = λρ ❛♥❞ ❧❡t P4 ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ µ
❞❡✜♥❡❞ ❜② P4(µ) ≡ P1(µ/λ)✳ ❲✐t❤ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ P1

t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ ❇❡ss❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥

µ2P
′′

4 (µ) + µP
′

4(µ) +
(
µ2 −m2

)
P

′

4(µ) = 0. ✭✸✳✷✶✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❇❡ss❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P1(ρ) = cmJm(µ) = cmJm(λρ). ✭✸✳✷✷✮

❋♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ P3 ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

P3(θ) = dλ cos(aλt) + eλ sin aλt. ✭✸✳✷✸✮

❚❤✉s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✼✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

U(ρ∗, θ, t) =
+∞∑

m=0

∑

λ

Jm(λρ∗r(θ)) [Am,λ cos(mθ) cos(aλt) +Bm,λ cos(mθ) sin(aλt)

+Cm,λ sin(mθ) cos(aλt) +Dm,λ sin(mθ) sin(aλt) ].

✭✸✳✷✹✮



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u(r(θ), θ, t) = 0 r❡s✉❧ts ✐♥ Jm(λr(θ)) = 0 s♦ t❤❛t λ(θ) =
gm/r(θ) ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts gm✳ ❉❡♥♦t❡ gmk ✐s t❤❡ kt❤ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡r m✱ t❤❡♥ λ = gmk /r(θ)✱ k ∈ N✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✹✮ ❜❡❝♦♠❡s

U(ρ∗, θ, t) =
+∞∑

m=0

+∞∑

k=1

Jm(gmk ρ
∗)

[
[Am,k cos(mθ) cos(

agmk t

r(θ)
) +Bm,k cos(mθ) sin(

agmk t

r(θ)
)

+Cm,k sin(mθ) cos(
agmk t

r(θ)
) +Dm,k sin(mθ) sin(

agmk t

r(θ)
)

]
,

✭✸✳✷✺✮

❛♥❞ t❤✐s ❣✐✈❡s

Ut(ρ
∗, θ, t) =

a

r(θ)

+∞∑

m=0

+∞∑

k=1

gmk Jm(gmk ρ
∗)

[
−Am,k cos(mθ) sin(

agmk t

r(θ)
) +Bm,k cos(mθ) cos(

agmk t

r(θ)
)

−Cm,k sin(mθ) sin(
agmk t

r(θ)
) +Dm,k sin(mθ) cos(

agmk t

r(θ)
)

]
.

✭✸✳✷✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡t t❤❡♠ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠s

F1(ρ
∗, θ) = f1(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) =

+∞∑

m=0

(αm cos(mθ) + βm sin(mθ)) , ✭✸✳✷✼✮

F2(ρ
∗, θ) = f2(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) =

a

r(θ)

+∞∑

m=0

(ηm cos(mθ) + γm sin(mθ)) , ✭✸✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αm✱ βm✱ ηm ❛♥❞ γm ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞

{
αm

βm

}
=
ǫm
2π

∫ 2π

0

∫ π

0
F1(ρ

∗, θ)

{
cos(mθ)

sin(mθ)

}
dθdφ, ✭✸✳✷✾✮

{
ηm
γm

}
=

ǫm
2πa

∫ 2π

0

∫ π

0
F2(ρ

∗, θ)r(θ)

{
cos(mθ)

sin(mθ)

}
dθdφ, ✭✸✳✸✵✮

✇✐t❤ ◆❡✉♠❛♥♥ s②♠❜♦❧ ǫm✱ s♦

ǫm =

{
1, ♠❂✵
2, ♠ 6=✵.

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞



✸✳✶✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✹✸

∫ 1

0
Jm(gmk ρ

∗)Jm(gmn ρ
∗)ρ∗dρ∗ =

{
1
2 [Jm+1(g

m
k )]2 , n = k

0, n 6= k
✭✸✳✸✶✮

❛♥❞ ✭✸✳✷✺✮ ∽ ✭✸✳✸✵✮✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Am,k✱ Bm,k✱ Cm,k ❛♥❞ Dm,k ✜♥❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠

{
Am,k

Cm,k

}
=

2
[
Jm+1(gmk )

]2
∫ 1

0
Jm(gmk ρ

∗)

{
αm(ρ∗)

βm(ρ∗)

}
ρ∗dθ ✭✸✳✸✷✮

{
Bm,k

Dm,k

}
=

2

gmk
[
Jm+1(gmk )

]2
∫ 1

0
Jm(gmk ρ

∗)

{
ηm(ρ∗)

γm(ρ∗)

}
ρ∗dθ. ✭✸✳✸✸✮

m = 1, 2, 3, ..., k = 1, 2, 3, ...

✸✳✶✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ❬✸✾❪✳

r(θ) = g(θ)

[∣∣∣∣∣
cos(mθ

4 )

a

∣∣∣∣∣

n2

+

∣∣∣∣∣
sin(mθ

4 )

b

∣∣∣∣∣

n3
]−1/n1

= g(θ).f(θ), m > 0. ✭✸✳✸✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦rs
❢♦r ▲❛♣❧❛❝❡ ✭▲✮✱ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭❍✮ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ✭❲✮✶ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

errLN =
‖UL

N − FL(θ)‖
‖FL(θ)‖ , ✭✸✳✸✺✮

errHN =
‖UH

N − FH(θ)‖
‖FH(θ)‖ , ✭✸✳✸✻✮

errWN =
1

2

(‖UW
M.K − FW

1 (θ)‖
‖FW

1 (θ)‖ +
‖∂tUW

M.K − FW
2 (θ)‖

‖FW
2 (θ)‖

)
, ✭✸✳✸✼✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ‖ · ‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ L2 ♥♦r♠✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ✇✐t❤ ♦r❞❡r N ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐st❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

UL
N (ρ∗, θ) = a0 +

N∑

m=1

(am cos(mθ) + bm sin(mθ)) (ρ∗θ)m , ✭✸✳✸✽✮

✶◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

UH
N (ρ∗, θ) =

N∑

m=0

Jm(aρ∗θ) (Cm cos(mθ) +Dm sin(mθ)), ✭✸✳✸✾✮

UW
M,K(ρ∗, θ, t) =

M∑

m=0

K∑

k=1

Jm(gmk ρ
∗)

[
Am,k cos(mθ) cos(

agmk t

r(θ)
) +Bm,k cos(mθ) sin(

agmk t

r(θ)
)

+Cm,k sin(mθ) cos(
agmk t

r(θ)
) +Dm,k sin(mθ) sin(

agmk t

r(θ)
)

]
.

✭✸✳✹✵✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐s ❛ss❡ss❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s 0 ≤ θ ≤ 2π ❛♥❞ 0 ≤ ρ∗ ≤ 1✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✭✷✳✶✹✮ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

s❤❛♣❡ m n1 n2 n3 g(θ) ❛ ❜

s②♠♠❡tr✐❝❛❧
✺ ✽ ✹ ✹ ✶ ✶ ✶

s❤❛♣❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❋♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ fL(x, y) = sinh(xy) + log(x2 + y2 + 1) ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errL✱ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✷❛✱ s❤♦✇s ✉s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ UL

N ✭✸✳✸✽✮✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ♦r❞❡r N = 9 ❣✐✈❡s ❛ ❛❝❝✉r❛t❡ ✭errL < 2%✮ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ♠❛t❝❤✳

▲❡t fH(x, y) = x+3y+cos(x+2y) ❜❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errH ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ♥✉♠❜❡r N ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✹❛ ✐s s❡❡♥
t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✭errH < 2%✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❡①♣❛♥s✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦r❞❡r N = 7 ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧✳



✸✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✹✺

✭❛✮ errLN ✭❜✮ UN=9

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errLN ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ♥✉♠❜❡r N
❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ UL

N ✇✐t❤ ♦r❞❡r
N = 9✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r N = 7 ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹❜✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡rr♦r errHN ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ♥✉♠❜❡r
N ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❚❛✲
❜❧❡ ✸✳✶✮ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳

✸✳✷ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
s②st❡♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω

x = ρ cosφ sin θ, y = ρ cosφ cos θ, z = ρ cos θ, ✭✸✳✹✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ρ = r(θ, φ)✱ 0 ≤ θ ≤ π✱ 0 ≤ φ ≤ 2π✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭❛✮ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ✭❜✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ UH

N ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r N = 7 ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ s✉♠ ❢♦r N = 7 ✭✸✳✸✾✮✳

str❡t❝❤❡❞ r❛❞✐✉s ρ∗ ✇✐t❤ ρ = ρ∗r(θ, φ) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜❡❝♦♠❡s

x = ρ∗r(θ, φ) cosφ sin θ, y = ρ∗r(θ, φ) cosφ cos θ, z = ρ∗r(θ, φ) cos θ, ✭✸✳✹✷✮

✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❣✐✈❡♥ ❛s 0 ≤ θ ≤ π✱ 0 ≤ φ ≤ 2π ❛♥❞ 0 ≤ ρ∗ ≤ 1✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❬✷✾❪

∆u =
∂2u

∂ρ2
+

2

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

ρ2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
. ✭✸✳✹✸✮

❇② s❡tt✐♥❣ U(ρ∗, θ, φ) = u(ρ, θ, φ) ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ str❡t❝❤❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠ (ρ∗, θ, φ) ❛♥❞
s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✸✳✹✸✮✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

∆u =
1

r2

(
1 +

rθ
2

r2
+

rφ
2

r2 sin2 θ

)
∂2U

∂ρ∗2

+
1

ρ∗r2

[
2

(
1 +

rθ
2

r2
+

rφ
2

r2 sin2 θ

)
− 1

r

(
rθθ + rθ cot θ +

rφφ

sin2 θ

)] ∂U
∂ρ∗

− 2rθ
ρ∗r3

∂2U

∂ρ∗∂θ
− 2rφ

ρ∗r3 sin2 θ

∂2U

∂ρ∗∂φ
+

1

ρ∗2r2
∂2U

∂θ2
+

cot θ

ρ∗r2
∂U

∂θ
+

1

ρ∗2r2 sin2 θ

∂2U

∂φ2
,

✭✸✳✹✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r(θ, φ) = ρ ✇❤❡♥ ρ∗ = 1✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂Ω ❛s



✸✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✹✼

ρ = r(θ, φ) =
1

R(θ, φ)
, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ π ≤ 2π. ✭✸✳✹✺✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✹✮ r❡s✉❧ts ✐♥

∆u =

(
R2 +Rθ

2 +
Rφ

2

sin2 θ

)
∂2U

∂ρ∗2
+
R

ρ∗

(
2R+Rθ cot θ +Rθ

2 +
Rφφ

sin2 θ

)
∂U

∂ρ∗

+
2RRθ

ρ∗
∂2U

∂ρ∗∂θ
+

2RRφ

ρ∗ sin2 θ

∂2U

∂ρ∗∂φ
+
R2

ρ∗2
∂2U

∂θ2
+
R2 cot θ

ρ∗2
∂U

∂θ
+

R2

ρ∗2 sin2 θ

∂2U

∂φ2
.

✭✸✳✹✻✮

✸✳✷✳✶ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❋✐rst❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω✱
✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ρ = r(θ, φ)✳

{
∆u(ρ, θ, φ) = 0 ✐♥ Ω

u(ρ, θ, φ) = f(θ, φ) ♦♥ ∂Ω.
✭✸✳✹✼✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠
u(ρ, θ, φ) = U(ρ∗, θ, φ) = P1(ρ)P2(θ)P3(φ)✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✸✳✹✼✮ ❣✐✈❡s

ρ2
P

′′

1

P1
+ 2ρ

P
′

1

P1
+
P

′′

2

P2
+ cot θ

P
′′

2

P2
+

1

sin2 θ

P
′′

3

P3
= 0. ✭✸✳✹✽✮

◆♦✇ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❧② ♦♥ ρ s♦ t❤❛t ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
n(n+ 1) ❛s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

ρ2P
′′

1 + 2ρP
′

1 − n(n+ 1)P1 = 0. ✭✸✳✹✾✮

❙❡tt✐♥❣ t = ln ρ✱ ✭✸✳✹✾✮ ❜❡❝♦♠❡s

P
′′

1 (t) + P
′

1(t)− n(n+ 1)P1(t) = 0. ✭✸✳✺✵✮

❙♦✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✺✵✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

P1 = Ane
nt +Bne−(n+ 1)t = Anρ

n +Bnρ
−(n+1). ✭✸✳✺✶✮

❚❤❡♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ✭✸✳✹✽✮ ✐s



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

sin2 θ
P

′′

2

P2
+

sin 2θ

2

P
′′

2

P2
+ n(n+ 1) sin2 θ +

P
′′

3

P3
= 0. ✭✸✳✺✷✮

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✺✷✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

sin2 θ
P

′′

2

P2
+

sin 2θ

2

P
′′

2

P2
+ n(n+ 1) sin2 θ = −P

′′

3

P3
= m2, ✭✸✳✺✸✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

P
′′

3 +m2P3 = 0, ✭✸✳✺✹✮

sin2 θP
′′

2 +
sin 2θ

2
P

′′

2 +
[
n(n+ 1) sin2 θ −m2

]
P2 = 0. ✭✸✳✺✺✮

❋r♦♠ ✭✸✳✺✹✮ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t

P3 = Cm cos(mφ) +Dm sin(mφ). ✭✸✳✺✻✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② t❤❛t m ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ✭✸✳✺✺✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ w =

cos(θ) ✇❡ ❤❛✈❡

(1− w2)
d2P2(θ)

dw2
− 2w

dP2(θ)

dw
+

[
n(n+ 1)− m2

1− w2

]
P2(θ) = 0, ✭✸✳✺✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ Pm

n (w) ❬✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✹✼✮ ✐s

U(ρ∗, θ, φ) =
(
An(ρ

∗r(θ, φ))n +Bn(ρ
∗r(θ, φ))−(n+1)

)
·

Pm
n (cosθ) (Cm cos(mφ) +Dm sin(mφ)) ,

n = 0, 1, 2, ..., m = 0.1, ..., n.

✭✸✳✺✽✮

❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡q✉✐r❡ U <∞ s♦ Bn = 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣❡t

U(ρ∗, θ, φ) = [ρ∗r(θ, φ)]n Pm
n (cos θ) (An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)) ,

n = 0, 1, 2, ..., m = 0.1, ..., n.
✭✸✳✺✾✮

❙♦✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✱



✸✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✹✾

U(ρ∗, θ, φ) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

[ρ∗r(θ, φ)]n Pm
n (cos θ) (An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)), ✭✸✳✻✵✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Am
n ❛♥❞ Bm

n ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭ρ∗ = 1✮ ❛♥❞ t❤✉s

f(θ, φ) = U(1, θ, φ) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

[r(θ, φ)]n Pm
n (cos θ) (An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)). ✭✸✳✻✶✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✻✶✮ t♦ ❜❡ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s

f(θ, φ) =

+∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cosθ) (αn,m cos(mφ) + βn,m sin(mφ)). ✭✸✳✻✷✮

❯t✐❧✐③❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ♠✉❧t✐✲
♣❧② ✭✸✳✻✷✮ ❜② P k

h (cos θ) cos(kφ) sin θ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥

αn,m =
ǫm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0
f(θ, φ)Pm

n (cos θ) cos(mφ) sin θdθdφ, ✭✸✳✻✸✮

✇✐t❤ ◆❡✉♠❛♥♥ s②♠❜♦❧ ǫm✱ s♦

ǫm =

{
1, ♠❂✵
2, ♠ 6=✵.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❣❡t

βn,m =
ǫm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0
f(θ, φ)Pm

n (cos θ) sin(mφ) sin θdθdφ. ✭✸✳✻✹✮

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Am
n ❛♥❞ Bm

n ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s





+∞∑
n=0

n∑
m=0

ǫk(2h+1)
4π

(h−k)!
(h+k)!

[
An,m

∫ 2π
0

∫ π
0 (r(θ, φ))n Pm

n (cos θ)P k
h (cos θ) cos(mφ) cos(kφ) sin θdθdφ

+Bn,m

∫ 2π
0

∫ π
0 (r(θ, φ))n Pm

n (cos θ)P k
h (cos θ) sin(mφ) cos(kφ) sin θdθdφ

]
= αh,k,

+∞∑
n=0

n∑
m=0

ǫk(2h+1)
4π

(h−k)!
(h+k)!

[
An,m

∫ 2π
0

∫ π
0 (r(θ, φ))n Pm

n (cos θ)P k
h (cos θ) cos(mφ) sin(kφ) sin θdθdφ

+Bn,m

∫ 2π
0

∫ π
0 (r(θ, φ))n Pm

n (cos θ)P k
h (cos θ) sin(mφ) sin(kφ) sin θdθdφ

]
= βh,k,



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

h = 0, 1, 2..., k = 0, 1, ..., h. ✭✸✳✻✺✮

✸✳✷✳✷ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω

{
∆u(ρ, θ, φ) + a2u(ρ, θ, φ) = 0 ✐♥ Ω

u(ρ, θ, φ) = f(θ, φ) ♦♥ ∂Ω
✭✸✳✻✻✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ρ = r(θ, φ) ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
a > 0✳

❙✐♠✐❧❛r✐t②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✻✻✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ u(ρ, θ, φ) = U(ρ∗, θ, φ) = P1(ρ)P2(θ)P3(φ)✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s
❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✸✳✻✻✮ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s P1(ρ)✱ P2(θ) ❛♥❞ P3(φ) ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

ρ2
d2P1

dρ2
+ 2ρ

dP1

dρ
+ (a2ρ2 − λ2)P1 = 0, ✭✸✳✻✼✮

d2P2

dθ2
+ cot θ

dP2

dθ
+

(
λ2 − µ2

sin2 θ

)
P2 = 0, ✭✸✳✻✽✮

d2P3

dφ2
+ µ2P2 = 0, ✭✸✳✻✾✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞ µ ❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ µ = m ∈ Z✱ λ2 = n(n+ 1)✱ n ∈ N0 ❛♥❞

P2(θ) = gn,mP
m
n (cosθ), ✭✸✳✼✵✮

P3(φ) = Cm cos(mφ) +Dm sin(mφ), ✭✸✳✼✶✮

✇❤❡r❡ Cm✱ Dm✱ gn,m ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ Pm
n (·) ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡rs (n,m)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ P1(ρ) ♦❢ ✭✸✳✻✼✮✱ ✇❡ s❡t

P4(ρ) = (aρ)
1
2P1(ρ), ✭✸✳✼✷✮

✇✐t❤ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✼✮ ❜❡❝♦♠❡s

ρ2
d2P4

dρ2
+ ρ

dP4

dρ
+

[
a2ρ2 − (n+

1

2
)2
]
P4 = 0. ✭✸✳✼✸✮

▲❡t s = aρ ❛♥❞ P5(s) ≡ P4(
s
a)✱ ✭✸✳✼✸✮ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ ❇❡ss❡❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥



✸✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✺✶

d2P5

ds2
+
dP5

ds
+

[
s2 − (n+

1

2
)2
]
P5 = 0. ✭✸✳✼✹✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛t ρ = 0 t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ P1(ρ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❬✷❪

P1(ρ) = Anjn(hρ), ✭✸✳✼✺✮

✇❤❡r❡ jn(x) =
√

π
2xJn+ 1

2
(x)✱ Jn+ 1

2
✐s t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡r (n+ 1

2)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✻✻✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

U(ρ∗, θ, φ) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

jn(aρ
∗r(θ, φ))Pm

n (cos θ)(An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)). ✭✸✳✼✻✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts An,m✱ Bn,m✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

f(θ, φ) = U(1, θ, φ) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

jn (hr(θ, φ))P
m
n (cos θ)

(An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)).

✭✸✳✼✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❤❛✈❡

f(θ, φ) =

+∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cosθ) (αn,m cos(mφ) + βn,m sin(mφ)). ✭✸✳✼✽✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥❡ ❝❛♥
✜♥❞ t❤❛t

{
αn,m

βn,m

}
=
ǫm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0
f(θ, φ)Pm

n (cos θ)

{
cos(mφ)

sin(mφ)

}
sin θdθdφ, ✭✸✳✼✾✮

✇✐t❤ ◆❡✉♠❛♥♥ s②♠❜♦❧ ǫm

ǫm =

{
1, ♠❂✵
2, ♠ 6=✵.

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts An,m✱ Bn,m ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

+∞∑

n=0

n∑

m=0

[
V +
n,m,k,l W+

n,m,k,l

V −
n,m,k,l W−

n,m,k,l

]
·
[
An,m

Bn,m

]
=

[
αh,k

βh,k

]

k = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, ..., k, ✭✸✳✽✵✮

✇❤❡r❡

V ±
n,m,k,l =

ǫl(2k + 1)

4π

(k − l)!

(k + l)!

∫ 2π

0

∫ π

0
jn (ar(θ, φ))P

m
n (cos θ)P l

k(cos θ) cos(mφ)·
{

cos(lφ)

sin(lφ)

}
sin θdθdφ,

W±
n,m,k,l =

ǫl(2k + 1)

4π

(k − l)!

(k + l)!

∫ 2π

0

∫ π

0
jn (ar(θ, φ))P

m
n (cos θ)P l

k(cos θ) sin(mφ)·
{

cos(lφ)

sin(lφ)

}
sin θdθdφ.

✸✳✷✳✸ ❲❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ a ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s t ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥s f1(ρ, θ, φ) ❛♥❞ f2(ρ, θ, φ) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠





∂2

∂t2
u(ρ, θ, φ, t) = a2∆u(ρ, θ, φ, t), ✐♥ Ω

u(ρ, θ, φ, t) = 0, ♦♥ ∂Ω

u(ρ, θ, φ, 0) = f1(ρ, θ, φ),
∂
∂tu(ρ, θ, φ, 0) = f2(ρ, θ, φ).

✭✸✳✽✶✮

❘❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

u(ρ, θ, φ, t) = U(ρ∗, θ, φ, t) = P1(ρ)P2(θ)P3(φ)P4(t). ✭✸✳✽✷✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ✱ s✱ ✐t ✐s
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s P1(ρ)✱ P2(θ)✱ P3(φ) ❛♥❞ P4(t) ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s



✸✳✷✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✺✸





ρ2P
′′

1 (ρ) + 2ρP
′

1(ρ) +
(
k2ρ2 − λ2

)
P1(ρ) = 0,

P
′′

2 (θ) + cot θP
′

2(θ) +
(
λ2 − µ2

sin2 θ

)
P2(θ) = 0,

P
′′

3 (φ) + µ2P3(φ) = 0,

P
′′

4 (t) + a2k2P4(t) = 0.

✭✸✳✽✸✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θ✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ µ = m ∈ Z s♦ t❤❛t

P2(θ) = am cos(mθ) + bm sin(mθ), ✭✸✳✽✹✮

✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥ts am✱ bm✳ ❋♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ P4 ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

P4(t) = ck cos(akt) + dk sin(akt). ✭✸✳✽✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P1(ρ) = enjn(kρ), ✭✸✳✽✻✮

P2(θ) = gn,mP
m
n (cos θ), ✭✸✳✽✼✮

✇❤❡r❡ jn(·) ✐s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡r n ❛♥❞ Pm
n (·) ✐s t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡rs (n,m)✳

❚❤✉s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✽✶✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

U(ρ∗, θ, φ, t) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cos θ)

∑

k

jn(kρ
∗r(θ))·

[Am,k cos(mφ) cos(akt) +Bm,k cos(mφ) sin(akt)

+Cm,k sin(mφ) cos(akt) +Dm,k sin(mφ) sin(akt)].

✭✸✳✽✽✮

■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ρ∗ = 1✱ ❛♥❞ t❤✉s u(r(θ, φ), θ, φ, t) = 0✱ r❡s✉❧ts ✐♥
jn(kr(θ, φ)) = 0 s♦ t❤❛t k(θ, φ) = ξn/r(θ, φ) ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ξn✳ ❉❡♥♦t❡ ξnk ✐s
t❤❡ kt❤ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ✇✐t❤ ♦r❞❡r n s♦ t❤❛t
k = ξnk /r(θ, φ)✱ j ∈ N✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✽✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

U(ρ∗, θ, φ, t) =
+∞∑

n=0

n∑

m=0

+∞∑

k=1

jn(ξ
n
k ρ

∗)Pm
n (cos θ)·

[
An,m,k cos(mφ) cos

(
aξnk t

r(θ, φ)

)
+Bn,m,k cos(mφ) sin

(
aξnk t

r(θ, φ)

)

+Cn,m,k sin(mφ) cos

(
aξnk t

r(θ, φ)

)
+Dn,m,k sin(mφ) sin

(
aξnk t

r(θ, φ)

)]
,

✭✸✳✽✾✮



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤✐s ❣✐✈❡s

Ut(ρ
∗, θ, φ, t) =

a

r(θ, φ)

+∞∑

n=0

n∑

m=0

+∞∑

k=1

ξnk jn(ξ
n
k ρ

∗)Pm
n (cos θ)·

[
−An,m,k cos(mφ) sin

(
aξnk t

r(θ, φ)

)
+Bn,m,k cos(mφ) cos

(
aξnk t

r(θ, φ)

)

−Cn,m,k sin(mφ) sin

(
aξnk t

r(θ, φ)

)
+Dn,m,k sin(mφ) cos

(
aξnk t

r(θ, φ)

)]
.

✭✸✳✾✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

F1(ρ
∗, θ, φ) = f1(ρ, θ, φ) =

+∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cos θ) · (αn,m cos(mθ) + βn,m sin(mθ)),

F2(ρ
∗, θ, φ) = f2(ρ, θ, φ) =

a

r(θ, φ)

+∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cos θ) · (ηn,m cos(mθ) + γn,m sin(mθ)),

✭✸✳✾✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αn,m✱ βn,m✱ ηn,m ❛♥❞ γn,m ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r✬s ♠❡t❤♦❞

{
αn,m

βn,m

}
=
ǫm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0
F1(ρ

∗, θ, φ)Pm
n (cos θ)·

{
cos(mφ)

sin(mφ)

}
sin θdθdφ,

✭✸✳✾✷✮

{
ηn,m
γn,m

}
=
ǫm(2n+ 1)

4πa

(n−m)!

(n+m)!

∫ 2π

0

∫ π

0
r(θ, φ)F2(ρ

∗, θ, φ)Pm
n (cos θ)·

{
cos(mφ)

sin(mφ)

}
sin θdθdφ,

✭✸✳✾✸✮

✇✐t❤

ǫm =

{
1, ♠❂✵
2, ♠ 6=✵.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞

∫ 1

0
jn(ξ

n
k ρ

∗)jn(ξ
l
kρ

∗)ρ∗2dρ∗ =

{
1
2 [jn+1(ξ

n
k )]

2 , n = l

0, n 6= l
✭✸✳✾✹✮



✸✳✸✳ ❙✉♠♠❛r② ✺✺

❛♥❞ ✭✸✳✽✾✮ ∽ ✭✸✳✾✸✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts An,m,k✱ Bn,m,k✱ Cn,m,k ❛♥❞ Dn,m,k ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠

{
An,m,k

Cn,m,k

}
=

2
[
jn+1(ξnk )

]2
∫ 1

0
jn(ξ

n
k ρ

∗)

{
αn,m(ρ∗)

βn,m(ρ∗)

}
ρ∗2dθ, ✭✸✳✾✺✮

{
Bn,m,k

Dn,m,k

}
=

2

ξnk
[
jn+1(ξnk )

]2
∫ 1

0
jn(ξ

n
k ρ

∗)

{
ηn,m(ρ∗)

γn,m(ρ∗)

}
ρ∗2dθ. ✭✸✳✾✻✮

n = 0, 1, 2, ..., m = 1, 2, ..., n, k = 1, 2, 3, ...

✸✳✸ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡
❛♥❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s✳





❈❤❛♣t❡r ✹

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ❙t❡♥♦s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✶✳✶ ❆ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✶✳✷ Pr❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❛✐r ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✶✳✸ Pr❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✷ P❤♦♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✷✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ ✐♥ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✭st❡♥♦s✐s✮✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r st❡❛❞② ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❬✶✷✼❪✶✳ ■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❢❛✈♦r ♠♦❞❡❧
❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❤②s✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✈♦✐❝❡❞ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉st❛✐♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳

✹✳✶ ❙t❡♥♦s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s
❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭st❡♥♦s✐s✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❵q✉❛s✐✲
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✭q✉❛s✐✲✸❉✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ✇❡❧❧

✶❚❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳

✺✼



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜②
t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❛❥♦r q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛
❵q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st❡♥♦s✐s ♦❝❝✉r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞
❛✐r ✢♦✇ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✢✉✐❞s ♦❝❝✉r ✐♥ ♠❛❥♦r ❝✐r❝✉❧❛t♦r② s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❛♥❞
r❡s♣✐r❛t♦r② s②st❡♠✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛❥♦r ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ ❬P❛·s❪ ❞❡♥s✐t② ρ ❬❦❣✴♠3❪

❜❧♦♦❞ 3.5× 10−3 ✶✵✻✵

❛✐r 1.8× 10−5 ✶✳✷

r❛t✐♦1 ✶✾✹ ✽✽✸

(1) r❛t✐♦ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❛✐r ♣r♦♣❡rt②✳

✹✳✶✳✶ ❆ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r❡ss✉r❡✲
❞r✐✈❡♥✱ st❡❛❞②✱ ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ str❡❛♠✇✐s❡
❛r❡❛ A(x) ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ st❡♥♦s✐s ✐s
q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ Rc = Amin/A0✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡♥♦s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Ls

❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Lc✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
s❡✈❡r❡ st❡♥♦s✐s ✭Rc ≪ 1✮✱ ❜♦t❤ ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛✱ ✐✳❡✳ ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s ✭s✉❜s❝r✐♣t ❵❜❡r✬✮ ✱ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t②
✭s✉❜s❝r✐♣t ❵✈✐s❝✬✮ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❬✶✷✻✱ ✾❪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ dQ/dx = 0✱ ❛s✿

−Q
2

A3

dA

dx
+

1

ρ

dP

dx
= ν

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
, ✭✹✳✶✮

✇✐t❤ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx✱ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② u(x, y, z)✱ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡Q✱ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②
ρ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ν = µ/ρ✳ ❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✷✳✻✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✈✐s❝♦s✐t② ✭r✐❣❤t
❤❛♥❞ t❡r♠✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛ ✭✜rst s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s t❤❡r❡❢♦r❡
♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧✱
s♦ t❤❛t dA/dx = 0 ❤♦❧❞s✱ ✭✹✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦ ♣✉r❡❧② ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✷✳✺✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ ν = 0 ❛s ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✭s②♠❜♦❧ ❇✮ ✐♥✈✐s❝✐❞
✢♦✇✱ ✭✹✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦ ❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✢♦✇✱



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✺✾

Ls

Lc

Amin

st❡♥♦s✐s

A(x)

✢♦✇

x/D

A0

Rc =
Amin

A0

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ st❡♥♦s✐s✱ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ✈❛r②✐♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛ A(x)✱ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✐♥❧❡t ❛r❡❛
A0 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ st❡♥♦s✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② r❛t✐♦ Rc = Amin/A0 ❛♥❞
✐ts str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ❜② Ls✳ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
Lc✳

ū
dū

dx
= −1

ρ

dP

dx
, ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū(x) s♦ t❤❛t ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q = A(x)ū(x)✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s t❤❡♥✿

∆Pber(x) =
ρ

2
Q2

[
1

A(x)2
− 1

A2
0

]
, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ A0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛ ❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❧❡t✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✱ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ✕ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ str❡❛♠✇✐s❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛ Amin ✕ ✈✐s❝♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
❛ ✈✐s❝♦s✐t② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❲❤❡♥ ✭✹✳✶✮ ✐s ✉s❡❞ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s t❡r♠✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ❡✐t❤❡r
♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✶✷✵✱ ✷✸✱ ✷✵❪ ♦r
❢✉❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✮ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ✢♦✇ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡r♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❬✶✵✼✱ ✾✼✱ ✶✶✶❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ♦r ❛♥ ❛❜r✉♣t ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❛r❡❛ ♣♦rt✐♦♥
✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❋♦r ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❤❛r♣
tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ xs ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
tr❛✐❧✐♥❣ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t xs = x3 ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❜✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx✱ s♦ t❤❛t x3 < xs ≤ x4 ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✷❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ x = xs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

❥❡t

x3 < xs ≤ x4

s♠♦♦t❤

✢♦✇ x

P0 Pd = 0

x2 x3x1 x4

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❥❡t
✢♦✇ x

P0 Pd = 0

x2 x3x1 x4

xs = x3

st❡♣

✭❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭x1 ≤
x ≤ x4✮ ✇✐t❤ ✉♣str❡❛♠ ❛r❡❛ A0 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin ✭x2 ≤ x ≤ x3✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ❢♦r ❛✮
❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❜✮ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❋❧♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r x = xs✳
P0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ Pd t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❡❛ ②✐❡❧❞s A(xs) = cs×Amin ✇✐t❤ cs = 1.2✳ ❚❤✐s ❛❞✲❤♦❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✷✵✱ ✷✸✱ ✼✹❪✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ s♦ t❤❛t Pd = 0 ❤♦❧❞s ❢♦r
x ≥ xs ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r x ≥ xs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❬✷✺✱ ✶✷✵❪ ✭s②♠❜♦❧ ❇P✮✱
✜rst❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✮✳
◆❡①t✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♣
t♦ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ s✐♥❝❡ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱

P0 − Pd = ∆Pvisc +∆Pber, ✭✹✳✹✮

❤♦❧❞s ✇✐t❤ ∆Pvisc ❛♥❞ ∆Pber ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✷ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t st❡♥♦s✐s ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✿
st❡♥♦s✐s ❞❡❣r❡❡ Rc✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin✱ ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Lc✳
❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮ t♦ ❡❛❝❤
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳

✷❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❝✐r❝❧❡ ✭❝❧✮✱ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮✱ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮✱

❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❡❛✮✱ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ✭❤♠✮✱ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮✱ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭tr✮ ❛♥❞ ❧✐♠❛❝♦♥ ✭❧♠✮✳



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✻✶

✹✳✶✳✷ Pr❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❛✐r ✢♦✇

❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✱
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✕ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮ ✕ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳
❚❤❡ st❡♥♦s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6✳
❚❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s s❡t t♦ P0 = 75P❛✳ ❋♦r t❤❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮✸ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1

t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2 ♦r ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w✳ Pr❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1 ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✭❇✮ ✢✉✐❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ∆Pvisc = 0 s♦ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❡✈❡r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2 ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♦ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✱ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥❞❡r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
α2 ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✉s✐♥❣ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞
✇✐❞t❤ ytot = w r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭r❡✮✳

❋✐❣✳ ✹✳✺ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ P/P0 ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x = x2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x = xm ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t x = x2 ❜② ✉♣ t♦ ≤✻✵✪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤
❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❆t x = xm✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♣r❡ss✉r❡ P/P0 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜② ❛s ♠✉❝❤ ❛s
≤✹✵✪✳ ❆t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ x = x2 t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✶✵✵✪✳ ❆s ❢♦r ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✈✐s❝♦s✐t② ✭❇P✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t x = x2 ✭≥✶✺✪✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛t x = xm ✭≤✷✺✪✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✳

✸❉❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❈✳✶



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α1✮

✭❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α1✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱ Rc = 30% ❛♥❞
Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❜✮ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧
✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✻✸

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α2✮

✭❜✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭ytot = w✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱ Rc = 30% ❛♥❞
Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮
❛♥❞ ❜✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN =

x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞
✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

✭❛✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❜✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P/P0 s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ x2 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ xm ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞
✭❇✮✱ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts α1 ❛♥❞ α2 ❢♦r ❛✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ s♠♦♦t❤
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ st❡♥♦s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱
P0 = 1000P❛✱ Rc = 30% ❛♥❞ Lc/Dcl = 6✳

✹✳✶✳✸ Pr❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛r❡❛ A = 79♠♠2 ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞
❛✐r ✢♦✇ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ✳

uclmax ❬♠✴s❪ ucsmax ❬♠✴s❪

❜❧♦♦❞ ✵✳✶✸✸✾ ✵✳✶✶✺✶

❛✐r ✷✻✳✷✾ ✷✷✳✺✾

r❛t✐♦1 5.1× 10−3 5.2× 10−3

(1) r❛t✐♦ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦♦❞ ❛♥❞ ❛✐r ✢♦✇✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❜❧♦♦❞ ❜❧♦✇ ❛♥❞ ❛✐r ✢♦✇
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ≈ 5 × 10−3 ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ✈✐s❝♦s✐t✐❡s
❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✶✺✪✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t♦ ❜❧♦♦❞
✢✉✐❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✻✺

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✰ ❜❧♦♦❞ ✭❜✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✰ ❜❧♦♦❞

✭❝✮ ❝✐r❝❧❡ ✰ ❛✐r ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✰ ❛✐r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s u(y/acl, z/acl) ❢♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛r❡❛ A = 79♠♠2

❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ dP/dx = 75P❛✴♠ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛✐r ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✳

❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2 ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t α1 ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ st❡♥♦s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s s❡t t♦ P0 = 75P❛✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❛✐r
✢♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
✭❇P✮ s❡✈❡r❡❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α2✮
♦r ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✳ ❚❤❡
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❡✐t❤❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ♦r ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣ s✐♥❝❡
♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡s✉❧t
✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛♥❞ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✽✱
✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ x2 ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢♦r ❜❧♦♦❞
✢♦✇ ❜② ❛t ❧❡❛st ✷✺✪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ q✉❛s✐✲
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ✺✵✪ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✺✪ t♦ ✶✵✪✳ ❋♦r ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
✭α2✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α1✮

✭❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α1✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱ Rc = 30%

❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮ ❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭α1✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇
✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN = x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✻✼

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭α2✮

✭❜✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭ytot = w✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x)/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡❛ Amin = 79♠♠2✱ P0 = 75P❛✱ Rc = 30%

❛♥❞ Lc/Dcl = 6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛✮ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
✭α2✮ ❛♥❞ ❜✮ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭ytot = w✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇ ✭❇✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s xN =

x/Dcl✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥s❡t x2 ❛♥❞
✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ xs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞s✳ ■♥❞❡❡❞ s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s♣❡❡❞
✐s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s✳ ■♥ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s ❥✉st ✵✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❛✐r ✢♦✇ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇✱ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✲ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱
st❡♥♦s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭A ♦r D✮
✲ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ζ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧✿

ζ =
|Pmin − P (x2)|

|Pmin − P (x2)|BP
, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ Pmin ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ x2 ❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ζ = 1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts✱ ζ = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢✉✐❞✱ ζ < 1 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ♦✈❡r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ζ > 1 s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ζ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✱
♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2 ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳

✭❛✮ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❜✮ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ζ ✭✹✳✺✮ ❢♦r ❛ st❡♥♦s✐s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79 ♠♠2 ❛♥❞
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 = 75 P❛✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1 ✭+✮✱ ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2 ✭⊲✮✱ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ytot = w ✭♦✮✳
❉✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ st❡♥♦s✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r st❡♥♦s✐s ❞❡❣r❡❡ Rc ✭✸✵✪ ♦r ✻✪✮✱ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①t❡♥t
Lc/Dcl ✭✻ ♦r ✸✵✮✱ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ ✭❛✐r ♦r ❜❧♦♦❞✮✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭s♠♦♦t❤ ♦r ❛❜r✉♣t✮✱



✹✳✶✳ ❙t❡♥♦s✐s ✻✾

✭❛✮ A = 79♠♠2✱ P0 = 1000P❛ ✭❜✮ D = 10♠♠✱ P0 = 75P❛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ζ ❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭+✮✱ ♥♦♥✲
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✭⊲✮✱ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ ✭♦✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✱ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r s✉❜♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❜ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Rc✱ Lc/Dcl ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾❛✳

✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ✭✼✺P❛ ♦r ✶✵✵✵P❛✮ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin = 79 ♠♠2

♦r ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D = 10♠♠✮ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳

❋✐❣✳ ✹✳✾❛ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✱ t❤❡
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✮ ♦r ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❢♦r ♥♦♥✲❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α2✮ ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛r ✭r❡✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭❡❧✮✱ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❝❛✮ ♦r ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✭❡❛✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✲ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❢❛✈♦r✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st❡♥♦s✐s ❧❡♥❣t❤ Lc/Dcl ✭Lc/Dcl = 30✮✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
st❡♥♦s✐s ❞❡❣r❡❡ Rc ✭Rc = 6%✮ ♦r ②❡t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ ✭µ = µblood✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t α1✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ♦r ❧✐♠❛❝♦♥
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ♦r
❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin ❢♦r ❛♥ ❛❜r✉♣t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾❜✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ s♦ t❤❛t ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❛ s❡✈❡r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✵✵✪✮ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❛✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾❛ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦r ✢✉✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧t❡r❡❞ s♦
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✾❛✱ ❋✐❣✳ ✹✳✾❜ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❛ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ✐s ✐♠♣♦s❡❞✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ Amin ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳
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■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r
❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❬✶✷✼❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛❧t❡rs t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱
✷✵✪ ✉♣ t♦ ✶✵✵✪ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤✐s
❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ✢♦✇ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❞✐✈❡r❣❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❬✶✷✵✱ ✷✸✱ ✶✵✾❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❣❧♦tt✐s ❞✉r✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝ts t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❛✉t♦✲
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✈♦✐❝❡❞ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Pon✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡
❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✢♦✇✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳

tr❛❝❤❡❛ ❣❧♦tt✐s ✭✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s✮ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t

(w)

P0 Pd

A0

Q
ū0 =

Q
A0

A(x) Amin

Ls

Sr = fLs

ū0

Rex = QD
νA(x)

z

x
y

f

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ✭❜❧✉❡✮✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✭r❡❞✮
q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❯♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ Pd✱ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡
Q✱ ✐♥❧❡t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ A0✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❧♦tt❛❧ ❛r❡❛ Amin✱ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r②✐♥❣ ❛r❡❛ A(x)✱ ❣❧♦tt❛❧
str❡❛♠✇✐s❡ ❧❡♥❣t❤ Ls✱ ❛❝♦✉st✐❝ ❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✱ ✐♥❧❡t ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū0✱ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r Rex ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ❛♥❞ ❙tr♦✉❤❛❧ ♥✉♠❜❡r Sr✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❤❛s ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ w ✭✐♥ ❣r❛② s❤❛❞❡✮ ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✜①❡❞ w✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧



✹✳✷✳ P❤♦♥❛t✐♦♥ ✼✶

♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭r❡✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭❡❧✮ ❛♥❞
❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝s✮ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳

w/2

r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮

h/2

Are = hre · w

❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮

Ael =
π
4hel · w

w/2

h/2

❝✐r❝✉❧❛r
s❡❝t♦r ✭❝s✮

Acs = w2 arcsin hcs

2w

h

wy
z

×x

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡ ✭♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥
x✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✕ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h·✱ ✇✐t❤ · = re, el, cs ✕ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛r❡❛ A·✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐❞t❤ w ✐s ✜①❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ t♦ w = 20♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❤✉♠❛♥ s♣❡❛❦❡rs ✭✶✺ ✉♣ t♦ ✷✺♠♠ ❬✷✽✱ ✷✸❪✮ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣❧♦tt❛❧ r❡♣❧✐❝❛s ✭✷✵ ✉♣
t♦ ✷✺♠♠ ❬✶✵✹✱ ✷✹❪✮✳ ❆❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✹✳✷✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t✇♦✲♠❛ss ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❞✉r✐♥❣ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ∆P = P0 − Pd✱ ❛❝r♦ss t❤❡ ♠❛ss❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❣❧♦tt❛❧ ❛✐r✢♦✇✱ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❤❡❛ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❣❧♦tt✐s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦tt✐s✱ ❛r❡ s❡✈❡r❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛r②♥① ❞✉r✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡❞ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣
✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r✲♣♦st❡r✐♦r y✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❇P✮ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜①❡❞
❣❧♦tt❛❧ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❧♦tt❛❧ ❤❡✐❣❤t h(x, t) s♦ t❤❛t ABP (x, t) = w×h(x, t)✳
❋❧♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦tt✐s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s As(t) =

1.2×♠✐♥
(
A(x, t)

)
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ xs ✇✐t❤ x1 < xs ≤ x3✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✶✸✮

❛♥❞ ✭✹✳✼✮ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (x, t) ❢♦r x0 ≤ x ≤ xs ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

x0 x1
x2

x3

✢♦✇

✰ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡

A0/2, P0 Ad/2, Pd

x

❑ ❘

m

❑❘

m

Kc = γK

A2/2A1/2

z

×y

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡❞✉❝❡❞ t✇♦ ♠❛ss ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢
✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Φ✿

P (x, t) =P0 −
1

2
ρQ2

(
1

A2(x, t)
− 1

A2(x0)

)

+ µQ

∫ x

x0

dx

β(x, t)
, ✐❢ x0 ≤ x < xs, ✭✹✳✻✮

P (x, t) =Pd, ✐❢ x ≥ xs, ✭✹✳✼✮

✇✐t❤ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ Pd✱ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ ❛✐r µ = 1.8 ×
10−5P❛·s✱ β ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡
Φ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s✿

Q =

[
µ

∫ x

x0

dx

β(x, t)
+

{(
µ

∫ x

x0

dx

β(x, t)

)2

+

2(P0 − Pd)ρ
(
1/A2

s − 1/A2(x0)
)}1/2]×

[
ρ
(
1/A2

s − 1/A2(x0)
)]−1

.

✭✹✳✽✮

❚❤❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❧♦✇ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈♦❝❛❧
❢♦❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛ss❡s m✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛ss ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t



✹✳✷✳ P❤♦♥❛t✐♦♥ ✼✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ β ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❛r❡❛ A ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ❬✶✷✼❪✳

❙❤❛♣❡ β
(
w,A

)

r❡❝t❛♥❣❧❡(a)
w3

6


 A

2w
− 96w

π5

∞∑

n=1,3,...

tanh(nπA/2w2)

n5




❡❧❧✐♣s❡
w2A3

(π2w4 + 16A2)

❝✐r❝✉❧❛r
s❡❝t♦r(a)

w4

4

[
tan 2A/w2 − 2A/w2

4
−

512A4

π5w8

∞∑

n=1,3...

1

n2(n+ 4A/πw2)2(n− 4A/πw2)




❇P(b) A3

12w2

(a) ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n ≤ 60✳

(b) q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳

♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛ss❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞
❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ✈❛r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧♦tt✐s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❛r❡❛ A(x, t) ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ A = f(w, h·) ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♠❛ss m✱ s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss
K✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ st✐✛♥❡ss Kc = γK ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛ss❡s✱ ❞❛♠♣✐♥❣ R ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣❧♦tt❛❧ ❛r❡❛
t❤r❡s❤♦❧❞ Acrit tr✐❣❣❡r✐♥❣ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ Ac < Acrit✱ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦tt❛❧ ❛r❡❛
Ac = ♠✐♥(A1, A2)✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ K ❛♥❞ R ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦
K = 4K ❛♥❞ R = R + 2

√
Km✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛ss❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs K✱ R

❛♥❞ m ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t✇♦
❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

m

2

d2A1

dt2
+
R

2

dA1

dt
+
K(1 + γ)

2
A1 −

γK

2
A2 = F1(A1, A2, P0, Pd), ✭✹✳✾✮

m

2

d2A2

dt2
+
R

2

dA2

dt
+
K(1 + γ)

2
A2 −

γK

2
A1 = F2(A1, A2, P0, Pd), ✭✹✳✶✵✮

✇✐t❤ F1,2 t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♠❛ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❞✉❝❡s t♦✿



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

K(1 + γ)

2
Ā1 −

γK

2
Ā2 = F1(Ā1, Ā2, P̄0, P̄d = 0), ✭✹✳✶✶✮

K(1 + γ)

2
Ā2 −

γK

2
Ā1 = F2(Ā1, Ā2, P̄0, P̄d = 0), ✭✹✳✶✷✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P̄0 ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ (a1, a2, p0, pd) ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s eq = (Ā1, Ā2, P̄0, P̄d = 0) ❛s✿

A1 = Ā1 + a1, A2 = Ā2 + a2, ✭✹✳✶✸✮

P0 = P̄0 + p0, Pd = pd, ✭✹✳✶✹✮

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

m

2

d2a1
dt2

+
R

2

da1
dt

+
K(1 + γ)

2
a1 −

γK

2
a2

=
∂F1

∂A1

∣∣∣∣
eq

a1 +
∂F1

∂A2

∣∣∣∣
eq

a2 +
∂F1

∂P

∣∣∣∣
eq

p0 +
∂F1

∂Pd

∣∣∣∣
eq

pd, ✭✹✳✶✺✮

m

2

d2a2
dt2

+
R

2

da2
dt

+
K(1 + γ)

2
a2 −

γK

2
a1

=
∂F2

∂A1

∣∣∣∣
eq

a1 +
∂F2

∂A2

∣∣∣∣
eq

a2 +
∂F2

∂P

∣∣∣∣
eq

p0 +
∂F2

∂Pd

∣∣∣∣
eq

pd. ✭✹✳✶✻✮

❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✉♣str❡❛♠ t✉❜❡ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤
Lu r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❤❡❛ ❛♥❞✴♦r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ t✉❜❡ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ Ld r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡ ❛♥❞ t❤❡
❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❬✷✹✱ ✼✸❪✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

d2ψd

d2t
+
ωd

Qd

dψd

dt
+ ω2

dψd =
Zdωd

Qd
φ, ✭✹✳✶✼✮

d2ψ0

d2t
+
ω0

Qd

dψ0

dt
+ ω2

0ψu = −Z0ω0

Q0
φ, ✭✹✳✶✽✮

✇✐t❤ ∂ψ0,d/∂t = p0,d t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ φ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t②✱ ω0,d t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ♣✐♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥s✱ Q0,d t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ Z0,d t❤❡
♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧ts ✐♥✿

d2ψd

d2t
+
ωd

Qd

dψd

dt
+ ω2

dψd =
Zdωd

Qd

×
(
∂Q

∂A1

∣∣∣∣
eq

a1 +
∂Q

∂A2

∣∣∣∣
eq

a2 +
∂Q

∂P0

∣∣∣∣
eq

p0 +
∂Q

∂Pd

∣∣∣∣
eq

pd

)
, ✭✹✳✶✾✮



✹✳✷✳ P❤♦♥❛t✐♦♥ ✼✺

d2ψ0

d2t
+
ω0

Qd

dψ0

dt
+ ω2

0ψ0 = −Z0ω0

Q0

×
(
∂Q

∂A1

∣∣∣∣
eq

a1 +
∂Q

∂A2

∣∣∣∣
eq

a2 +
∂Q

∂P0

∣∣∣∣
eq

p0 +
∂Q

∂Pd

∣∣∣∣
eq

pd

)
. ✭✹✳✷✵✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s❡t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✺✮✱ ✭✹✳✶✻✮✱ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✵✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ❛s

Ẋ =MX ✭✹✳✷✶✮

✇✐t❤ X = [a1, a2, ψ0, ψd, da1/dt, da2/dt, dψ0/dt, dψd/dt] ❛♥❞M =

[
A B

C D

]
✇✐t❤ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①

A = 04,4✱ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① B = I4 ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s C ❛♥❞ D ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C =




−
K(1+γ)−2

∂F1
dA1

∣∣
eq

m

γK+2
∂F1
dA2

∣∣
eq

m 0 0

γK+2
∂F2
dA1

∣∣
eq

m −
K(1+γ)−2

∂F2
dA2

∣∣
eq

m 0 0

Zdωd

Qd

∂Q
∂A1

∣∣∣
eq

Zdωd

Qd

∂Q
∂A2

∣∣∣
eq

0 −ω2
d

−Z0ω0
Q0

∂Q
∂A1

∣∣∣
eq

−Z0ω0
Q0

∂Q
∂A2

∣∣∣
eq

−ω2
0 0




✭✹✳✷✷✮

❛♥❞

D =




−R
m 0 2

m
∂F1
∂P0

∣∣∣
eq

2
m

∂F1
∂Pd

∣∣∣
eq

0 −R
m

2
m

∂F2
∂P0

∣∣∣
eq

2
m

∂F2
∂Pd

∣∣∣
eq

0 0 Zdωd

Qd

∂Q
∂P0

∣∣∣
eq

− ωd

Qd
+ Zdωd

Qd

∂Q
∂Pd

∣∣∣
eq

0 0 − ω0
Qd

− Z0ω0
Q0

∂Q
∂P0

∣∣∣
eq

−Z0ω0
Q0

∂Q
∂Pd

∣∣∣
eq




. ✭✹✳✷✸✮

❚❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥✲st❛❜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡
r❡❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ M ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳

✹✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts

❲❡ s❡❛r❝❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛✉t♦✲
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦♥s❡t ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Pon✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t②



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ M ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❞❡❣r❡❡s 1−A10

· /A0✱ ✇✐t❤ A10 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✺✵✪ ✉♣ t♦ ✾✵✪ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇✐❞t❤ w ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ②✐❡❧❞ 1 < w/h10· < 9 ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ❋♦r ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤ s✐♥❝❡ A10 = w×h10re ❤♦❧❞s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❝♦♥st❛♥t
✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✹❪ ❛s✿ ❣❡♦♠❡tr② [x0 x1 x2 x3] = [0 1 4 5]♠♠✱ ✇✐❞t❤ w = 20♠♠✱
✉♣str❡❛♠ ❛r❡❛ A0,d = 400♠♠2✱ ♠❛ss❡s m = 0.2❣✱ s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss K = 131◆·♠−2✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣
s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss Kc = 65◆·♠−2✱ ❞❛♠♣✐♥❣ R = 0.006◆·s·♠−2 ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ Acrit =

0.4♠♠2✱ ✉♣str❡❛♠ ♣✐♣❡ ❧❡♥❣t❤s L0 = 0❝♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ❧❡♥❣t❤ Ld = 17❝♠✱ ❛❝♦✉st✐❝
♣✐♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥s ω0❂✵ ❛♥❞ ωd = 2965❍③✱ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs Q0 = 0 ❛♥❞ Qd = 51✱ ❛♥❞
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♣❡❛❦s Z0 = 0 ❛♥❞ Zd = 54▼P❛·s·♠−3✮✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❤♦♥❛t✐♦♥
♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Pon ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡
1−A10/A0 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❜ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10· = w/h10· ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

✭❛✮ Ar10· (1−A10/Au) ❢♦r · =r❡✱❡❧✱❇P✱❝s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❆s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10· = w/h10· ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ 1−A10/A0

❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭r❡❝t❛♥❣❧❡ ✕ r❡✱ ❡❧❧✐♣s❡ ✕ ❡❧✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✕ ❇P ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r
s❡❝t♦r ✕ ❝s✮ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇✐❞t❤ w = 20♠♠✳

❋♦r ❧❛r❣❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 75✪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛✮ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋♦r ♠❡❞✐✉♠ ♦r s♠❛❧❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ✭s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 75✪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛✮ t❤❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♦♥s❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ Pon ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s✐♥❝❡
❧❡ss ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉st❛✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ t❤❛♥
❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ Pon ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛✮ ♦r
❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✺❜✮ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦s ✭❢r♦♠ ✷ ✉♣ t♦ ✾ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✮✱ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ✢♦✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♦♥s❡t t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡s Pon s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥



✹✳✸✳ ❙✉♠♠❛r② ✼✼

✭❛✮ Pon(1−A10/A0) ❢♦r · =r❡✱❡❧✱❇P✱❝s ✭❜✮ Pon(Ar10· ) ❢♦r · =r❡✱❡❧✱❇P✱❝s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ✭❛✱❜✮ ▼♦❞❡❧❡❞ ♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Pon ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡
1−A10/A0 ✭❛✮ ❛♥❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10· ✳

❞❡❣r❡❡s ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 75✪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛✮ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ A10 ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤❡♥ ✈✐s❝♦s✐t② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r
❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛ ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❋♦r ♠❡❞✐✉♠ ♦r s♠❛❧❧❡r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ✭s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 75✪ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺❛✮ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ A10 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇
♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ Ar10 ✐s ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✺❜✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛❧❧ ❛s♣❡❝t
r❛t✐♦s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡✈❡r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❤♦♥❛t✐♦♥
♦♥s❡t ♣r❡ss✉r❡ Pon✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❡①t❡♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦tt✐s ❞✉r✐♥❣ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳

✹✳✸ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ st❡♥♦s✐s ❢♦r ❛✐r ✢♦✇ ♦r ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t s♦ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧
♦✉t❝♦♠❡ ②✐❡❧❞s ❡✐t❤❡r ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇s

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r♦✈❡s ❛s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✭st❡♥♦s✐s ❞❡❣r❡❡✱ ❝♦♥str✐❝✲
t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✮✱ ✢✉✐❞ ✭❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ✭✐♠♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢❛✈♦r
t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✲
t❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

◆❡①t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ t✇♦✲♠❛ss ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❆ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉st❛✐♥ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s
✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✼✺✪✮ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢♦✇✳ ❋♦r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❢♦r ✢♦✇ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈✐s❝♦s✐t②✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✶✳✶ ❈♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✷✳✶ Pr❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✷✳✷ ❱❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✸ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✸✳✶ Pr❡ss✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✸✳✷ ❱❡❧♦❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✺✳✹ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱
✐t ✐s s♦✉❣❤t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✢♦✇
♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❝❛♥
❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✱ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛r✐❡❞✳ ❆
s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✺✳✶✳✶ ❈♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s

❊✐❣❤t ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✶✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛ss❡ss❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✶❈✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✮✱ sq✉❛r❡ ✭sq✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭❡❧✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭r❡✮✱ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✭tr✮✱ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛r

✭♥tr✮✱ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭s❝s✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❧❝s✮

✼✾



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐✲
❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ✇✐❞t❤✷ w ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h ❛❧♦♥❣
t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡❛
Ac = 79♠♠2 ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❧❡♥❣t❤ Lc = 25♠♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❝r❡✇❡❞ t♦ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❝r❡✇t❤r❡❛❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♦✉t❡r ✇❛❧❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ✉♥❧❡ss
st❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✐♥♥❡r
❞✐❛♠❡t❡r ✷✺♠♠✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝✲
t✐♦♥ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ♠❛❦❡s ❛ s❤❛r♣ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧✸✳ ❖♥❡ ♦r t✇♦ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r 0.5♠♠ ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥✹✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Lc/2✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ❛t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ P1

❢♦r ♦♥❡ ❛♥❞ P1,2 ❢♦r t✇♦ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥❡
♦r t✇♦ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✭❛✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s P1 ✭❢✉❧❧ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ P2 ✭❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇✮✿ ❛✮ ❢r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ (y, z) ♣❧❛♥❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ w ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❜✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ Lc✳ ❙❝r❡✇t❤r❡❛❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳

✷❚❤❡ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ w ✇❛s ❞❡♥♦t❡❞ ytot ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳
✸❚❤❡ s❤❛r♣ ❛♥❣❧❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①✐t✱ s♦ t❤❛t

✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ✢♦✇ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ s✐♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t✳
✹❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ s❝r❡✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❤♦❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❜✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣ ✐ts❡❧❢ ✐s s✐t✉❛t❡❞

❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❤♦❧❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 0.4♠♠✳



✺✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✽✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ✇✐❞t❤ w✱ ❤❡✐❣❤t h✱ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ Ac✱ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ Lc ❛♥❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❝❧ sq ❧❝s tr s❝s ♥tr ❡❧ r❡

D ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✽ ✼✳✷ ✼✳✵ ✻✳✼ ✻✳✻
✇ ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✶✷✳✷ ✶✶✳✼ ✶✼✳✸ ✶✼✳✶ ✷✷✳✹ ✶✾✳✽
❤ ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✶✷✳✷ ✶✸✳✺ ✾✳✵ ✾✳✷ ✹✳✺ ✹✳✵
✇✴❤ ❬✲❪ ✶ ✶ ✶ ✵✳✾ ✶✳✾ ✶✳✾ ✺✳✵ ✺✳✵
✇✴❉ ❬✲❪ ✶ ✵✳✾ ✶✳✺ ✶✳✼ ✷✳✹ ✷✳✺ ✸✳✸ ✸✳✵
Lc/D ❬✲❪ ✷✳✺ ✷✳✽ ✸✳✵ ✸✳✷ ✸✳✺ ✸✳✻ ✸✳✼ ✸✳✽
Ac = 79♠♠2✱ Lc = 25♠♠

✺✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

✺✳✶✳✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❋❧♦✇ ❢❛❝✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛✐r ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭❆t❧❛s
❈♦♣❝♦ ●❆✼✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r ✭◆♦r❣r❡♥ t②♣❡ ✶✶✲✽✶✽✲✾✽✼✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛✐r✢♦✇
❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♠❛♥✉❛❧ ✈❛❧✈❡ ♣❧❛❝❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
r❡❣✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ t❤❡r♠❛❧ ♠❛ss ✢♦✇ ♠❡t❡r ✭▼♦❞❡❧ ✹✵✹✸ ❚❙■✮
✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✷✪ ♦❢ ✐ts r❡❛❞✐♥❣✳ ❚♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛ s❡tt❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ✉s❡❞✱
✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✵✳✷✺♠×✵✳✸♠×✵✳✸✺♠✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✸ ♣❡r❢♦r❛t❡❞ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♦❢
❞✐❛♠❡t❡r ✶✳✺♠♠ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛r❡ t❛♣❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛❝♦✉st✐❝ ❢♦❛♠
✭❙❊✺✵✲❆▲✲▼▲ ❊❧❛st♦♠❡r❡s ❙♦❧✉t✐♦♥s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❝♦✉st✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✱ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝✐r❝✉❧❛r t✉❜❡✱ ✇✐t❤
✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r 25♠♠✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♥♦③③❧❡✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♥♦③③❧❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪✳
❆♥ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡r ✉♥✐t ✭❑❯ ✾✶✻❚✮✱ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✺✳ Pr❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs ✭❑✉❧✐t❡ ❳❈❙✲✵✾✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡
t❛♣s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r 0.5♠♠ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭P0✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭P1 ❛♥❞ P2✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
✭P3✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Lu ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Ld✳ ❚✇♦ ♦♠♥✐ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✭❇✫❑ ✹✶✾✷✮
✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ✭❇✫❑ ✹✶✻✺✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ✭❇✫❑
✺✾✸✺▲✮ ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
s✐❣♥❛❧✻✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✉♣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ r♦♦♠ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✢♦✇ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲
❛♠♣❧✐✜❡r✴❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❜♦❛r❞ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ❙❳❈■✲✶✶✷✶✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ P❈ t❤r♦✉❣❤

✺❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉♥st❡❛❞② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳
✻■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts ❇◆❈✲✷✵✽✵ ❛♥❞ ❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts P❈■✲▼■❖✲✶✻❳❊ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❝❛r❞✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛❜❱✐❡✇ ✼ s♦❢t✇❛r❡ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts✮✳

❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✺✵✵❍③✳ Pr❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs P ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ M ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✶✵❦❍③ ♦r ✷✹❦❍③✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♦♥ ✺s ♦❢
st❡❛❞② s✐❣♥❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❝ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q(t) ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s✐❣♥❛❧
P (t)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ r❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 ≤ Q ≤
200❧✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ✺❧✴♠✐♥ ❢♦r Q ≤ 80❧✴♠✐♥✱ ✶✵❧✴♠✐♥ ❢♦r 90❧✴♠✐♥≤ Q ≤ 100❧✴♠✐♥
❛♥❞ ✷✺❧✴♠✐♥ ❢♦r Q ≥ 125❧✴♠✐♥✳

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

Lu ✷✳✺❝♠ Ld

S P0P1(P2) P3

✵ x ❬❝♠❪
✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2

LM ≥ 50❝♠

✷✹❝♠

❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❤❛r♣ ❡❞❣❡✱✳✳✳✮

s♦✉r❝❡

✶✼❝♠

✭❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇

✭❜✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ✭❝✮ st❛t✐st✐❝s ♦♥ ✺s ♦❢ s✐❣♥❛❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡
t❛♣s ✭✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P0✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 ✭P2✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P3✮✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s M1 ❛♥❞ M2 ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ LM = 50❝♠ ♦r
LM = 1♠✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ Lu ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ Ld ✐s ✈❛r✐❡❞
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❜✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤
❛♥❞ ❝✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q(t) ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ P (t) ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✺s ✐♥t❡r✈❛❧ ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❡❛❞② ✈❛❧✉❡s✳

❱❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❜② ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ❢♦r Lu = 100❝♠✱ ❛ s❤❛r♣ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐✳❡✳ Ld = 0✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❢❛❝✐❧✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤♦t



✺✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✽✸

✜❧♠ ✭❚❙■ ✶✷✵✶✲✷✵✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳✷✱
✐s ♠♦✉♥t❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✵✳✶♠♠✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✼ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛tr✐① ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛❜❱✐❡✇ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts✮✳ ❆t
❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦t✲✜❧♠ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✶✵❦❍③ ❞✉r✐♥❣
✹✵s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞
r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r
s②st❡♠ ✭❚❙■ ■❋❆ ✸✵✵✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❞r✐❢ts ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳✷✳

❚r❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ < 1♠♠
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐t✼ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡
st❡♣ ♦❢ ✵✳✺♠♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❡①✐t ♣❧❛♥❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✳
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ < 1♠♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❡①✐t ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ✇✐t❤ str❡❛♠✇✐s❡ st❡♣s ♦❢ ✶♠♠ ✉♣ t♦ ✶❝♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠
✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② str❡❛♠✇✐s❡ st❡♣ ♦❢ ✺♠♠ ✉♣ t♦ ✽❝♠ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ LHF = 8❝♠✳ ❚❤❡ r❛t✐♦
♦❢ t❤✐s ❡①t❡♥t t♦ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s LHF /D ✐s ❧✐st❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡✳ ✺✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

✭❛✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭❜✮ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤❡❡ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✭❢✉❧❧ ❛rr♦✇✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♠✐♥♦r ❛①✐s ✭❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇✮✿ ❛✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❜✮ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤❡❡ts✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❡❡ts
✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆ s♣❛t✐❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇
✜❡❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✢♦✇ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ s❡tt❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✱ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✼<✶♠♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ (x− Lc)/D ≤ 0.15✳



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ◆❡❛r ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
r❛t✐♦ LHF /D ✇✐t❤ LHF ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ D t❤❡
❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

❝❧ sq ❧❝s tr s❝s ♥tr ❡❧ r❡
D ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✽ ✼✳✷ ✼✳✵ ✻✳✼ ✻✳✻

LHF /D ✽✳✵ ✾✳✵ ✾✳✺ ✶✵✳✸ ✶✶✳✶ ✶✶✳✹ ✶✶✳✾ ✶✷✳✶
LHF = 80♠♠

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

✶✵✵❝♠ ✷✳✺❝♠

❤♦t ✜❧♠

■❋❆✲✸✵✵ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥

s❤❛r♣ ❡❞❣❡
s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✭♦❣♣✮

♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
s②st❡♠

✻✼❝♠

✵ ✽❝♠

✭❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇

✭❜✮ ❤♦t ✜❧♠ ✭❚❙■ ✶✷✵✶✲✷✵✮ ✭❝✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② s❡t✉♣✳ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
♣♦rt✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❜✮ ❍♦t ✜❧♠✳ ❝✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳

✵✳✸✽♠×✵✳✸✽♠×✵✳✹✽♠✱ t♦ ✇❤✐❝❤ s♠♦❦❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞✳ ❙♠♦❦❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s♠♦❦❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ✭❋♦❣✲✶✷✵✵❊ ❑❖❖▲✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ✭❝❧❛ss ■■■❜✮✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ s♠♦❦❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t
✸✵✵❢♣s ✭❈❛s✐♦ ❊❳■▲■▼ Pr♦ ❊❳✲❋✶✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❣♦♦❞ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✵✵ ❛♥❞ ✾✵✵ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ ✷s ✉♣ t♦ ✸s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ❚❤❡ ❞✐❣✲
✐t✐③❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ 512× 384 ❞❛t❛ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s



✺✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✽✺

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✷ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢
t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ②✐❡❧❞s Lv = 21❝♠✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢♦r♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts r❛t✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ Lv/D ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ t✇♦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ♦♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✸❜✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❱✐s✉❛❧✐③❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ Lv/D ✇✐t❤ Lv ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ D t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

❝❧ sq ❧❝s tr s❝s ♥tr ❡❧ r❡
D ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✽ ✼✳✷ ✼✳✵ ✻✳✼ ✻✳✻

Lv/D ❬♠♠❪ ✷✶ ✷✸✳✻ ✷✺ ✷✻✳✾ ✷✾✳✷ ✸✵ ✸✶✳✸ ✸✶✳✽
Lv = 210♠♠✳

x

z

y

❛✐r

s♠♦❦❡

❝❤❛♠❜❡r

✻✵❝♠ ✷✳✺❝♠

✹✼❝♠

❝❛♠❡r❛
❝♦♥str✐❝t✐♦♥

s❤❛r♣ ❡❞❣❡ ❧❛s❡r

✷✽❝♠

✭❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇

✭❜✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✺✳✶✳✷✳✷ ❋❧♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s
❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ Lu ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❧❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ Ld ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r Ld = 0❝♠ ♦r Ld = 15❝♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ t♦♣ ❤❛t ♣r♦✜❧❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛♥ ❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❬✹✶❪✱ s♦ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Lu ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✢♦✇ ♣r♦✜❧❡✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ Lu ✐s s❡t t♦ ❡✐t❤❡r ✷❝♠✱ ✸✺❝♠ ♦r ✶♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r Lu = 1♠ t❤❡
❧❡♥❣t❤✲t♦✲❞✐❛♠❡t❡r r❛t✐♦ Lu/Du ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ②✐❡❧❞s Lu/Du = 40✱
✇✐t❤ Du = 25♠♠✱ s♦ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ❢✉❧❧② ♦r ❛❧♠♦st ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋♦r Lu = 35❝♠✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲t♦✲❞✐❛♠❡t❡r ②✐❡❧❞s Lu/Du = 14

s♦ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✳ ❋♦r Lu = 2❝♠ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲t♦✲❞✐❛♠❡t❡r r❛t✐♦ Lu/Du < 1 s♦ t❤❛t
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦③③❧❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠
♣r♦✜❧❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r Lu = 2❝♠
♦r ❜② ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
t❤❡ ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✳ ❙❤❛r♣ ❡❞❣❡s ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛
✈❡♥❛ ❝♦♥tr❛❝t❛ t♦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠
✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ❛ ✢♦✇
♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜t t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r Du ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s
❡✐t❤❡r ✸❝♠ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣✐♣❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r
✵✳✻✺❝♠ ✭t❣♣❤✮ ♦r st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✮ ♦r ✶♠♠ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✭♦❣♣✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② r❡❣✉❧❛r ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✵✳✶✺❝♠ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞
❛t ✵✳✵✽❝♠✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ❛t t❤❡✐r ✐♥❧❡t✽ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✼

❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✷✻o ✐s
✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣✐♣❡
Du = 25♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ D = 10♠♠✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r D = 10♠♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ t❛♣ P1 ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ✶✷✳✺♠♠ ✭Lc = 25♠♠✮ t♦ ✶✵✵✵♠♠ ✭♦r Lc ≈ 1♠ s♦ t❤❛t

✽❚❤❡ ❛r❡❛ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

s❤❛♣❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✪ t♦ ✻✵✪✳



✺✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✽✼

✭❛✮ ♦❣♣ ✭❜✮ t❣♣❤ ✭❝✮ t❣♣s ✭❞✮ ❧❡♥❣t❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❛✮ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✭♦❣♣✮✱ ❜✮ t✇♦ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✲
✐♥❣ ♣✐♣❡s ✭t❣♣❤✮✱ ❝✮ t✇♦ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✮ ❛♥❞ ❞✮ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❝❛s❡s ✭t❣♣❤✮ ❛♥❞ ✭t❣♣s✮✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ♣✐♣❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

✭❛✮ ❝❧ ✭❜✮ ❡❧ ✭❝✮ r❡ ✭❞✮ sq

✭❡✮ tr ✭❢✮ ♥tr ✭❣✮ s❝s ✭❤✮ ❧❝s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡
✭♦❣♣✮ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳

Lc/D ≈ 100✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✉♣str❡❛♠
✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇✳

✺✳✶✳✷✳✸ ❆ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✷✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ st❡❛❞② ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❢♦r 0 < Q ≤ 200❧✴♠✐♥ ✭Re ≤ 25000✮✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✿ ✉s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❤♦t✲✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠✲



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ✭❜✮ s❝❤❡❞✉❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬♠♠❪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛♥❣❧❡
✷✶o ♠♦✉♥t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐♥
♦r❞❡r ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✶✵♠♠✳

❡tr② ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✺ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ②✐❡❧❞s ✻✵❝♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶♠✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕
✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ Lu ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ Ld ✕ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ ❢♦r t❤❡
✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢♦✇
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❉✱ ❊ ❛♥❞
❋ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✺✳✷✳✶ Pr❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✺✳✷✳✶✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 ✐s
❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t ✐ts ✐♥❧❡t ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛✲
❜❡❧❡❞ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P1 ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P1/P0

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✭♦r ❛❜s❡♥❝❡✮ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡
✭Ld✮ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❥❡t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❡♥s✉r❡s ♥❡❣❛t✐✈❡
♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❛



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✽✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥ ❝❛s❡ ♥♦ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❤❛r♣
✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✿ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✷❛✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ ❤♦t✲✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ✭❍❋✮ ❛♥❞
✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❋❱✮✳

▲❛❜❡❧ Lu Ld Pr❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs(1) ❋❧♦✇ ✜❡❧❞(2,3) ❈♦♠♠❡♥t

■♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✾✮ → ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❛❧❧
s❤❛♣❡s

❆ ✷❝♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

❇ ✸✺❝♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

❈ ✶♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋✱ ❋❱ ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

■♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ✉s❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮ → ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣

❉ ✸✺❝♠ ✭♦❣♣✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

❊ ✸✺❝♠ ✭t❣♣❤✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❢r❡❡ ❥❡t

❝✐r❝✉❧❛r
s❤❛♣❡

✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

❋ ✸✺❝♠ ✭t❣♣s✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

■♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ♥♦ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✮ → ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

● ✸✺❝♠ ✭❝♦♥❡✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❢r❡❡ ❥❡t
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t

❍ ✶♠ ✭❞✶❝♠✮ ❍❋ ❢r❡❡ ❥❡t
✭✶✮ ❙t❡❛❞② ✢♦✇ ❢♦r 0 < Q ≤ 200❧✴♠✐♥ ♦r Re ≤ 25000✳
✭✷✮ ❙t❡❛❞② ✢♦✇ ❢♦r 0 < Q ≤ 100❧✴♠✐♥ ♦r Re ≤ 15000✳
✭✸✮ ■♥ ❤♦t✲✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ②✐❡❧❞s ✶♠✳

r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛s ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❲❤❡♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ P1/P0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r 2000 ≤ Re ≤ 4000

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡
✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❙❤♦✇♥ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s❤❛r♣ ❡❞❣❡s
❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚♦ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P rms

1 ❢♦r Lu = 2❝♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs Re > 5000 t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭❡✳❣✳ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✮✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇s



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✷❝♠✷✳✺❝♠ Ld

P0 P1(P2) P3

✲✶✳✼✺✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✶♠

✷✹❝♠

❝♦♥str✐❝t✐♦♥

s❤❛r♣ ❡❞❣❡

✶✼❝♠

✭❛✮ ❆ ✭Lu = 2cm✮

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✸✺❝♠ ✷✳✺❝♠ Ld

S P0 P1(P2) P3

✲✶✾✳✼✺ ✲✻✳✷✺ ✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✺✵❝♠

✷✹❝♠

❝♦♥str✐❝t✐♦♥
s❤❛r♣ ❡❞❣❡

♠✐❝r♦

✶✼❝♠

s♦✉r❝❡

✭❜✮ ❇ ✭Lu = 35cm✮

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✶✵✵❝♠ ✷✳✺❝♠ Ld

P0P1(P2) P3

✲✻✳✷✺ ✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✺✵❝♠

✷✹❝♠

❝♦♥str✐❝t✐♦♥
s❤❛r♣ ❡❞❣❡

✶✼❝♠

✭❝✮ ❈ ✭Lu = 1m✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Lu✱ Ld ❛♥❞ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭s♦ ♥♦ ✉s❡
♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ✇✐t❤♦✉t
❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 0❝♠✮ ♦r ✇✐t❤ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 15❝♠✮✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✾✶

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✸✺❝♠ ✷✳✺❝♠ Ld

S P0 P1(P2) P3

✲✶✾✳✼✺ ✲✻✳✷✺ ✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✭♦❣♣✮

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✺✵❝♠

✷✹❝♠

❝♦♥str✐❝t✐♦♥

✶✼❝♠

s♦✉r❝❡

✭❛✮ ❉ ✭♦❣♣✮

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✸✺❝♠ ✷✳✺❝♠ Ld

S P0 P1(P2) P3

✲✶✾✳✼✺ ✲✻✳✷✺ ✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

3cm

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✺✵❝♠

✷✹❝♠

♣✐♣❡s ✭t❣♣❤✮

❝♦♥str✐❝t✐♦♥

✶✼❝♠

s♦✉r❝❡

✭❜✮ ❊ ✭t❣♣❤✮

x

z

y

Q

s❡tt❧✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r

❣r✐❞ ♥♦③③❧❡
✭✹✳✺❝♠✮

✸✺❝♠ ✷✳✺❝♠ Ld

S P0 P1(P2) P3

✲✶✾✳✼✺ ✲✻✳✷✺ ✵ ✶✷✳✷✺ ❝♠

3cm

✲✶✳✷✺ ✶✳✷✺

M1 M2✺✵❝♠

✷✹❝♠

st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✮

❝♦♥str✐❝t✐♦♥

✶✼❝♠

s♦✉r❝❡

✭❝✮ ❋ ✭t❣♣s✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ss❡ss❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Lu = 35❝♠✱ Ld ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ✇✐t❤♦✉t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 0❝♠✮
♦r ✇✐t❤ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld = 15❝♠✮✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭❜✮ Lu = 35❝♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭❝✮ Lu = 1♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠

✭❞✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠ ✭❡✮ Lu = 35❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠ ✭❢✮ Lu = 1♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

✭❣✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭❤✮ Lu = 35❝♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭✐✮ Lu = 1♠ ❛♥❞ Ld = 0❝♠

✭❥✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠ ✭❦✮ Lu = 35❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠ ✭❧✮ Lu = 1♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ✭Ld =

15❝♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿ Lu = 2❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❆ ✭❧❡❢t✮ ✱ Lu = 35❝♠ ♦r
❧❛❜❡❧ ❇ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❈ ✭r✐❣❤t✮✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✾✸

❜❡❝♦♠❡s t✉r❜✉❧❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ P1/P0(Re) ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮ ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s tr✐❣❣❡r❡❞ s♦♠❡❤♦✇ ❜② t❤❡ s❤❛r♣
❡❞❣❡❞ ✐♥❧❡t ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s
♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✭♦r ♥♦t✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳

✭❛✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 0♠ ✭❜✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P rms
1 ❢♦r Lu = 2❝♠

✭❧❛❜❡❧ ❆ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❛♣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

✭❛✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 0♠ ✭❜✮ Lu = 2❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ Pr❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s P1 ❛♥❞ P2 ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r Lu = 2❝♠ ❛♥❞ ❛ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭❧❛❜❡❧ ❆ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✺✳✷✳✶✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 ✐s ❛ss❡ss❡❞
❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t✉♣s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P1 ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
♣r❡ss✉r❡s P1/P0 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ■t ✐s s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛❣❛✐♥
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ✭♦r ❛❜s❡♥❝❡✮ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ✭Ld✮ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❥❡t ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❡♥s✉r❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r
❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✕ ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✕ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1✳

❲❤❡♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ P1/P0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✱ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠♦st ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇❤❡♥ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2000 ≤ Re ≤ 4000 ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣
✐s ♣❛rt❧② t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳

▼❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ✐ts ✐♥❧❡t✳

✺✳✷✳✶✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s s❤❛♣❡✿ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♦✉t❧✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦r ❞✉❡ t♦ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣✾✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ❢r♦♠ ❆ t♦ ● ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✱ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
s❡✈❡r❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Lu = 1♠ ✭❧❛❜❡❧ ❈✮ ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✭❧❛❜❡❧ ●✮ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♣str❡❛♠

✾❋♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❡r✐ts ❛ ♠♦r❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✾✺

✭❛✮ ✭♦❣♣✮ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭❜✮ ✭♦❣♣✮ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

✭❝✮ ✭♦❣♣✮ ❛♥❞ Ld = 0❝♠ ✭❞✮ ✭♦❣♣✮ ❛♥❞ Ld = 15❝♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤
✭Ld = 15❝♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦r ❧❛❜❡❧ ❉✳

♣r❡ss✉r❡ ✭♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✮ t❤❡ r❛♥❣❡s✶✵ ∆P1(P0) ❛♥❞ ∆(P1/P0)(Re) ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡s P0

♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs Re✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ∆P1/P0 ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ∆(P1/P0) ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ✐s s♦✉❣❤t
❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭❈❙❙✮ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s
q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ P0 ✈❛❧✉❡ ♦r Re ✈❛❧✉❡s ✭Re
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤✐♥ ✭Re ≈ 3600✮ ♦r ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ ✭Re ≈ 17500✮ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❛♠✐♥❛r✲

✶✵◆♦t❡ t❤❛t ∆P1(P0) = 0 ❛♥❞ ∆(P1/P0)(Re) = 0 ❤♦❧❞s ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

t✉r❜✉❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✮✱

∆P1

P0
=

∣∣max
(
P1(∀ ❈❙❙)

)
−min(P1

(
∀ ❈❙❙)

)∣∣
P0

, ✭✺✳✶✮

∆

(
P1

P0

)
=

∣∣∣∣max

(
P1

P0
(∀ ❈❙❙)

)
−min

(
P1

P0
(∀ ❈❙❙)

)∣∣∣∣ . ✭✺✳✷✮

❲❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ✐s s♦✉❣❤t ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭❝✐r❝✉❧❛r✮✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ P0 ✈❛❧✉❡ ♦r Re ✈❛❧✉❡✱

∆P1

P0
=

∣∣max
(
P1(∀ ❆ t♦ ●)

)
−min(P1

(
∀ ❆ t♦ ●)

)∣∣
P0

, ✭✺✳✸✮

∆

(
P1

P0

)
=

∣∣∣∣max

(
P1

P0
(∀ ❆ t♦ ●)

)
−min

(
P1

P0
(∀ ❆ t♦ ●)

)∣∣∣∣ . ✭✺✳✹✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s✱ ∆P1/P0 ♦r ∆(P1/P0)✱
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❡①♣r❡ss t❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✮ ♦r t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✮✿

✕ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♠♦✉♥ts ❢r♦♠ ✶✵✪ ✉♣ t♦ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ✉s❡❞ P0 ♦r Re✱ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❢❛❝✐❧✐t② ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

✕ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭❝♦♥✜♥❡❞ ❥❡t ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ t❤❛♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛
❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❢r❡❡ ❥❡t ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮✳

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✮✿

✕ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s r❡❞✉❝❡s ✭❢r♦♠ ≈✷✺✪ t♦ ≈✶✵✪✮ ❛s t❤❡ ✉♣✲
str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❢❛✈♦rs ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭Lu ✐♥❝r❡❛s❡s ✮ ♦r ❛s ❛ ♠✐①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ ✭♦❣♣✮✳

✕ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✲
❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❧♦♦s❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦r ✐♠♣r✐♥t ♦❢ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ♦✛❡r ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤✐s ♣♦✐♥t✳

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✮✿

✕ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❝♦♥✜♥❡❞
❥❡t✮ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✾✼

✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❢r❡❡ ❥❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t r❡❞✉❝❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ✐ts
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s Re ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s ❛ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❢♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
r❡❣✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦ s✉❝❤ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t ✭♦r ✢♦✇ ✐♠♣r✐♥t✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✶✶✳

✭❛✮ Ld = 0❝♠ ✭❜✮ Ld = 15❝♠

✭❝✮ Ld = 0❝♠ ✭❞✮ Ld = 15❝♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡ P1(P0) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r P1/P0(Re) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✉♣str❡❛♠
✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭❧❛❜❡❧ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭❧❛❜❡❧ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✇✐t❤ ✭Ld = 15❝♠✮
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭Ld = 0❝♠✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✿ Lu = 2❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❆ ✭✵♠✮ ✱ Lu = 35❝♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❇
✭✸✺❝♠✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ♦r ❧❛❜❡❧ ❈ ✭✶♠✮✱ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♦r ❧❛❜❡❧ ❉ ✭♦❣♣✮✱ ♣✐♣❡s ♦r ❧❛❜❡❧ ❊ ✭t❣♣❤✮✱
st❡❡❧ ✇♦♦❧ ♦r ❧❛❜❡❧ ❋ ✭t❣♣s✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ♦r ❧❛❜❡❧ ● ✭❝♦♥❡✮✳

✺✳✷✳✷ ❱❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡

✶✶■t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❢✉rt❤❡r s❡❛r❝❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠❡♠♦r② ❢♦r st❡❛❞② ✢♦✇✳



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✮ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ r❛t✐♦s ∆P1/P0 ❛♥❞ ∆(P1/P0) ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❛t✐♦s ∆P1/P0 ❛♥❞ ∆(P1/P0) ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡
♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ✭Ld = 0❝♠✮
❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ✭Ld = 15❝♠✮ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

∆P1/P0 ❬✪❪ ∆(P1/P0) ❬✪❪

Ld = 0❝♠ Ld = 15❝♠ Ld = 0❝♠ Ld = 15❝♠

❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✿ ❊q✳ ✭✺✳✶✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✷✮

❆ ✭Lu =✷❝♠✮ 21%(1) 27%(1)
33%(3) 25%(3)

20%(4) 27%(4)

❇ ✭Lu =✸✺❝♠✮ 18%(1) 23%(1)
18%(3) 27%(3)

17%(4) 21%(4)

❈ ✭Lu =✶♠✮ 16%(1) 19%(1)
13%(3) 18%(3)

15%(4) 19%(4)

❉ ✭♦❣♣✮ 10%(2) 9%(2)
11%(3) 11%(3)

10%(4) 7%(4)

❖✈❡r❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✮✿ ❊q✳ ✭✺✳✸✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✺✳✹✮

❆ t♦ ● 9%(5) 26%(5)
32%(3) 32%(3)

11%(4) 26%(4)

(1) P0 ≈ 1500P❛ ❢♦r Ld = 0❝♠ ❛♥❞ P0 ≈ 1300P❛ ❢♦r Ld = 15❝♠✳

(2) P0 ≈ 3400P❛ ❢♦r Ld = 0❝♠ ❛♥❞ P0 ≈ 3500P❛ ❢♦r Ld = 15❝♠✳

(3) Re ≈ 3600 ❢♦r Ld = 0❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠✳

(4) Re ≈ 17500 ❢♦r Ld = 0❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠✳

(5) P0 ≈ 360P❛ ❢♦r Ld = 0❝♠ ❛♥❞ Ld = 15❝♠✳

❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✭Re ≤ 25000✮✳ ■t ✇❛s
s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣❛rt❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s
tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❛ st❛rt
✐s ♠❛❞❡ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✾✾

✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
✢♦✇ ✜❡❧❞✳

❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❥❡t ♣♦rt✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
♣♦rt✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r Re ≤ 15000✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s
t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭Ld = 0❝♠✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✭❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

▼❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳

✺✳✷✳✷✳✶ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ r❛t❡s✶✷ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t✶✸✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛✱ ✐s ❛ ✜♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r♦✉♥❞ ❥❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❡①✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❡①✐t u0 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✢♦✇✳
❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ u ≈ u0 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc✳
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ✐s ❡♥✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❛ ❢r❡❡ s❤❡❛r ❧❛②❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❥❡t ✢♦✇ ♠✐①❡s ✇✐t❤ t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢✉✐❞✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡✱ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡❝❛② ❡q✉❛t✐♦♥✶✹✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡

✶✷❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✶✱ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✶✿ ♠❡❛♥ ✭❋✐❣✳ ❋✳✶✮ ❛♥❞ r♦♦t

♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✭❋✐❣✳ ❋✳✷✮ ❢♦r s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✭❋✐❣✳ ❋✳✸✮ ❢♦r

❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❉ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✭❋✐❣✳ ❋✳✹✮✳
✶✸❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆x ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ②✐❡❧❞s ∆x = 1♠♠ ❢♦r x ≤ 10♠♠

❛♥❞ ∆x = 5♠♠ ❢♦r x >✶✵♠♠✳
✶✹❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❥❡t ❡♠✐tt✐♥❣ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ♠❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭❜✮ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t
❡❞❣❡s ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ r❛t❡s Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱
✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮✿ ❛✮ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ x
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t
✭✶♠♠ ❢♦r x ≤ 10♠♠ ❛♥❞ ✺♠♠ ❢♦r x >✶✵♠♠✮✳ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ✭✵✳✷s✮ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ u/ū ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0 ❢♦r
t❤❡ ❝✐r❝❛✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ ✇✐t❤ ✵✳✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♦♥❡✳ ◗✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✭❡✳❣✳ Q = 20❧✴♠✐♥✮✳

❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦r t❤❡
✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❛r❡♥t✳

✭❛✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc

❝❧ sq ❧❝s tr s❝s ♥tr ❡❧ r❡

D ❬♠♠❪ ✶✵ ✽✳✾ ✽✳✹ ✼✳✽ ✼✳✷ ✼✳✵ ✻✳✼ ✻✳✻

α ❬✪❪ ✾✶ ✾✷ ✾✵ ✾✻ ✽✼ ✾✸ ✾✵ ✾✵

✭❜✮ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ u(x) ≥ αu0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❋r❡❡ ❥❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿ ❛✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc✳ ❜✮
❚❤r❡s❤♦❧❞ α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡
❡①t❡♥t xpc ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ❬✹❪✳ ❋♦r ❛ r♦✉♥❞ ❥❡t✱ 4 < xpc/D < 8 ❬✹✵❪✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✶

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇ r❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② u0✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❛s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①✐t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐s s❡❡♥ t♦
✈❛r② ✉♣ t♦ ✷✵✪✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s s✉❣❣❡st t❤❛t
t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❤❛♣❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ s✉❣❣❡sts ❥❡t ❢♦r❝✐♥❣ ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✱ s✉❝❤ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r Q = 5❧✴♠✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻❜✱ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣❛ss✐♥❣ ♦❢
❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✱ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ α ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t✳ ❆♣♣❧✐❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✱ ❛r❡ ❛♥ ❵❛❞✲❤♦❝✬ ❝❤♦✐❝❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t xpc ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭4 < xpc/D < 8 ❬✹✵❪ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ❡①t❡♥t
♦❢ ❛ r♦✉♥❞ ❥❡t ❡♠✐tt❡❞ ❜②✱ ❛t ❧❡❛st ❢r♦♠ ❛ ✢♦✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡❧❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♥♦③③❧❡s✮ t❤❡
❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ❡①t❡♥t s✐♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
xpc/D ≤ 4 ❤♦❧❞s ❢♦r Re > 1000✳ ❋♦r Re ≤ 1000 ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ❡①t❡♥t ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ ✭❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ ✉♣ t♦ ✼ ✭❝✐r❝✉❧❛r✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝②
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ❡①t❡♥t ❛s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❡♥❞❡♥❝② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦ s✉❝❤ t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡
❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛s ❢❛r ✉♣str❡❛♠ ❛s t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s
❧✐❦❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤
❛s ♠✉❝❤ ❛s ✺✵✪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r ✐s ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜rst❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ r❡s✉❧ts ✐♥
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ ♥♦③③❧❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❋✐❣✳✺✳✷✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥
♣r♦✜❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r xpc/D✱ ♠❡❛♥ ✭s②♠✲
❜♦❧s✮ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs✮✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
Re ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛♥❞ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t
✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

♣r♦✜❧❡s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ❛t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✷✵
✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭s❤❛r♣ ❡❞❣❡s
❛t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❡✈❡r❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ✢♦✇
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s✶✺✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ✇✐t❤ ≈ 50✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡s✐❞❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞
❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs✳ ❆ ✜rst ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❡①t❡♥t
✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ Q ≈ 35❧✴♠✐♥ t♦ Q ≈ 20❧✴♠✐♥ ✇❤❡♥ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✐♥❝r❡❛s❡❞ ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡❝❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ ✢✉✐❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛❧s♦
t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❧❡ss st❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛❣❛✐♥ ❥✉st✐✜❡❞

✶✺❛♥❞ r❡✲✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ✇❡❧❧✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✺

t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✶✻✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛r❣✉❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss st❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❞♦
s❡❡♠s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✶✼ s♦ t❤❛t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♥❡❛r ✜❡❧❞ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ❈ ✉♣ t♦ ❍ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✢♦✇ ♠✐①✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t ✇❤✐❝❤ ❡✳❣✳ ❢♦r Q = 5❧✴♠✐♥ ♦❝❝✉♣✐❡s ❡✐t❤❡r t❤❡
❡♥t✐r❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ✭❞✶❝♠✮ ♦r ✐s ❛❜s❡♥t ✭t❣♣s✮✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

❼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✭♦❣♣✱ ❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✿

✕ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t✶✽

✯ ❆❞❞✐♥❣ ♣✐♣❡s t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭t❣♣❤✱ ❧❛❜❡❧ ❊ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮
str❛✐❣❤t❡♥s t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡❛r
✜❡❧❞✳

✯ ❆❞❞✐♥❣ st❡❡❧ ✇♦♦❧✶✾ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭t❣♣s✱ ❧❛❜❡❧ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①✐t✳

✕ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥

✯ ❆❞❞✐♥❣ ♣✐♣❡s t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭t❣♣❤✱ ❧❛❜❡❧ ❊ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮
❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦♥s❡t r❡❣✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ❝❛s❡ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s✳

✯ ❆❞❞✐♥❣ st❡❡❧ ✇♦♦❧ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭t❣♣s✱ ❧❛❜❡❧ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮
❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦♥s❡t✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❛t❝❤❡s
❢♦r ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♣✐♣❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ ❞♦✇♥✲
str❡❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❵❢♦r❣❡t✬ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s
❛s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r✲
❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✷✵ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r

✶✻▼♦r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
✶✼❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
✶✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♥♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠✐①✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② ✐t ✐s

♥♦t ❛ss❡ss❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✳
✶✾◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r st❡❡❧ ✇♦♦❧ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥✳
✷✵❆ st✉❞② ❛✐♠✐♥❣ ✢♦✇ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉♣str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭♥♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✭♦❣♣✱ ❧❛❜❡❧
❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ ♣✐♣❡s ✭t❣♣❤✱ ❧❛❜❡❧ ❊ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱ st❡❡❧ ✇♦♦❧ ✭t❣♣s✱ ❧❛❜❡❧ ❋ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✱
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✭❝♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧ ● ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ Lu = 1♠ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✶❝♠ ✭❞✶❝♠✱ ❧❛❜❡❧ ❍
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✼

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳

❼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭♥♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✿

✕ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t

✯ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭❝♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧
● ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❡ ❡①t❡♥t✳

✯ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇
✭❞✶❝♠✱ ❧❛❜❡❧ ❍ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✶✵✪ ♦r ♠♦r❡✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇
♣r❡❞✐❝t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t✇✐❝❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠❛ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r Q ≈ 35❧✴♠✐♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ❝♦♥❡
✐s ✉s❡❞✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r Q ≈ 60❧✴♠✐♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✢♦✇✳

✕ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥

✯ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r♣ ✐♥❧❡t ❡❞❣❡s ✭❝♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧
● ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ s❡❡♠s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✉s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐①✐♥❣ ♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✢♦✇
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤ Q ♦r ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✇✐❧❧ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ st❛❜✐❧✐t②✳

✯ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇
✭❞✶❝♠✱ ❧❛❜❡❧ ❍ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

→ s✉♠♠❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣

✕ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t

✯ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts st❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✕ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② r❡❣✐♦♥

✯ t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ✐s ❧❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❵❢♦r❣❡ts✬
t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ♦♥s❡t
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛t❝❤❡s ✭s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ♦r ♦♥❡✱ ❧❛❜❡❧ ❈
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ✭♦❣♣✱ ❧❛❜❡❧ ❉ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✮✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣str❡❛♠
✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s✷✶ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬
❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✺
✭❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✻ ✭❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✮ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳✶✳

❲❡ ❢♦❝✉s ❛❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ◆♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✭Q = 5❧✴♠✐♥ ❛♥❞ Q = 20❧✴♠✐♥✮ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬
❛①✐s ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❥❡t ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①✐t ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❧❛②❡r ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✢❛t ❝❡♥t❡r ♣♦rt✐♦♥✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱
✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✈✐s❝♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✕ ❵♠❛❥♦r✬ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✕ ❵♠❛❥♦r✬

✭❝✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✕ ❵♠✐♥♦r✬ ✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✕ ❵♠✐♥♦r✬

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q = 5❧✴♠✐♥ ❛♥❞ Q = 20❧✴♠✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳

✷✶❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ②✐❡❧❞s ∆y = 0.5♠♠✳



✺✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶✵✾

✺✳✷✳✷✳✸ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

■t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♦❝❝❛s✐♦♥s t❤❛t ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✢♦✇ ✐ss✉✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ✢♦✇
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜✳ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✷✹ ❢♦r ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ♦❢ Q = 5❧✴♠✐♥✳ ▼♦r❡
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✸✳

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r Q =

5❧✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜✳

❋❧♦✇ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛①✐s s✇✐t❝❤✐♥❣✮ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤❡❡ts✳

✺✳✸ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❝✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❡✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❢✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r Q =

5❧✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✺✳✸✳✶ Pr❡ss✉r❡

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ♦✛❡r ❛ ✜rst ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ♦♥
t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇❛❧❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
s✉❝❝❡❡❞s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦r ✇❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ❢❛✐❧s ✐ts
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛
q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✷✷✳ ■t s❡❡♠s ❢❛✐r t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✷✷▼♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

♠❛t❝❤ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳



✺✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶✶✶

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ✭❝r✉❡❧✮ ✇❛② ♦❢ ❛❝✲
❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛①✐s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ✭❆①✐✮ ✢♦✇ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❚❤✇❛✐t❡s ✭❚❤✮ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥ P1✱ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❤❆①✐ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❚❤✷❉
❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮✳ ❋♦r ♦t❤❡r ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ q✉❛s✐✲
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❧❛❜❡❧❡❞ ❇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✭Lu = 35❝♠✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
♠♦❞❡❧❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P1/P0 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✺ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P0✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t✐♦ P1/P0 ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ P0✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ 2000 < Re < 4000✳ ❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② tr✐❣❣❡r❡❞
❜② t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✷✸✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

❼ ▼♦❞❡❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦s P1/P0 ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛
❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ✭✺✪ ❢♦r P0 > 300P❛ ❛♥❞ ✶✵✪ ❢♦r P0 < 300P❛✳✮ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ P1/P0✳

❼ ❋♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t✿

✕ ❚❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
♦✉t❝♦♠❡ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ✭❁✷✪✮✳

✷✸❡✳❣✳ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞

❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❢♦r ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♥❡ ✭❧❛❜❡❧ ● ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮

s✐♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P1 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦ s✉❝❤

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ t❤✐s ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥♦t

❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❙♦ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✭❧❛❜❡❧ ❇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✐s ♥♦t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱

❜✉t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■t ❢✉rt❤❡r ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞

♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤❛t❡✈❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞

♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✕ ❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ✭❚❤✷❉✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ P0 < 500P❛ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❢♦r P0 > 500P❛✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❛t❝❤ ❢♦r P0 > 500P❛✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
♠♦❞❡❧ ✭❚❤❆①✐✮ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✳

❼ ❋♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ sq✉❛r❡❞ ❛♥❞ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❣❛✐♥ ✐s
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳

❼ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s < 5✪ ❢♦r P0 > 300 ❛♥❞ ♦❢ <✺✪ ✉♣ t♦ < 20✪ ❢♦r P0 < 300 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

▼❡♥t✐♦♥❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ❢❛✈♦r ❢♦r q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ s♦
✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♣♦♦r ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞✳

✭❛✮ ❝❧ ❛♥❞ r❡ ✭❜✮ sq✱ tr ❛♥❞ ❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ✇✐t❤ Lu = 35❝♠✮
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1/P0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✿ ❛✮
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭r❡✱ D = 6.6♠♠✮ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✱ D = 10♠♠✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❜✮ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
✭❡❧✱ D = 6.7♠♠✮✱ sq✉❛r❡❞ ✭sq✱ D = 8.9♠♠✮ ❛♥❞ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✭tr✱ D = 7.8♠♠✮ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭❇P✮ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❤❆①✐ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❚❤✷❉
❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮✳ ❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✺✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶✶✸

✺✳✸✳✷ ❱❡❧♦❝✐t②

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✷✹ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❜✲
s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✱ ♦✛❡rs ✭❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮
❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ♣❛rt❧② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✷✺ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✳ ❊①❛♠♣❧❡s
♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ✢♦✇
❡♥✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❡♥t❡r ✈❡❧♦❝✐t② s✉❝❤ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r Q = 100❧✴♠✐♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻✳ ●✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✕ s✉❝❤ ❛s ✈♦rt❡①
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✈♦rt❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✕ ❛t ✜rst s✐❣❤t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻✱ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼ ❛♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✐s ✉s❡❞✿

❡rr =

√
1

n

∑

n

(
uexp(n)− umod(n)

)2

ū
× 100, ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ umod ❛♥❞ uexp ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r n
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ū ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡①✐t✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✭✺✳✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽ ❢♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❢♦r ♦t❤❡r ❛ss❡ss❡❞
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳✶✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡rr♦r ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺✪ ❛♥❞ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s r❡tr✐❡✈❡❞

✷✹▼❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✺ ✭❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✻ ✭❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✮ ♦❢

❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳✷✳
✷✺■♥ ❝❛s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✜t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞

✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬
❛①✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r
❛①✐s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s Q✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡
❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ū ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭y ♦r z✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧
✇✐❞t❤ ytot = w ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

❢♦r 50❧✴♠✐♥✳

■♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼✱ ✐t ✇❛s



✺✳✸✳ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶✶✺

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬
❛①✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r
❛①✐s ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s Q✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❜✉❧❦
✈❡❧♦❝✐t② ū ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭y ♦r z✮ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡✐❣❤t
h ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳

♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r δexp/δmod

❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r ✭✺✳✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s Q✳

♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦
✵✳✺♠♠✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡❛r❡st t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss δexp ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss❡s δexp/δmod ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ sq✉❛r❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭s♣❛t✐❛❧ st❡♣✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ δexp/δmod ✈❛r✐❡s
❢r♦♠ ✸✵✪ t♦ ✾✾✪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❡♥❞❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✺✳✹✳ ❙✉♠♠❛r② ✶✶✼

❋♦r t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ δexp/δmod ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
❡①t❡♥t s✐♥❝❡ δexp/δmod ≪ 100 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2500 < Re < 5000 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡
❢r♦♠ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t ❝♦♥✜r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✜❧❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s δexp/δmod

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾ ❢♦r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵✪ ♦r
δexp/δmod = umax

exp /u
max
mod ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❋✳✶ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳✷✳✷✳ ■t

✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ❛s ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♥❞❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦ 30% < δexp/δmod < 99%

❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Lc t♦ t❤❡
❡♥tr② ❧❡♥❣t❤ Lf r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉❧❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ Lc/Lf ✐s ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✵ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t
✢♦✇ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭♠❛①✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❚❤❡ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤ Lf ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r
❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ❬✶✷✺❪ ❛s✿

Lf ≈ (0.05Re+ 0.5)D, ❧❛♠✐♥❛r, ✭✺✳✻✮

❛♥❞
Lf ≈ 4.4Re

1
6D, t✉r❜✉❧❡♥t. ✭✺✳✼✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♦♥❧② ✶✪ t♦ ✶✺✪ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r
✢♦✇ ❛♥❞ ♦♥❧② ✶✵✪ t♦ ✸✵✪ ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♦♥❡ ❡①♣❡❝t δexp/δmod ≪ 30%✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ t❤❛t t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✺✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛s✲
s❡ss❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥✲
str❡❛♠ ♣✐♣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
♣♦✐♥t ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❘❛t✐♦ δexp/δmod r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾ ❢♦r ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✾✵✪ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t❡③❛t✐♦♥ ✭s♣❛t✐❛❧ st❡♣✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❇♦❧❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥❞❡♥❝②✳

❉ ❬♠♠❪
◗ ❬❧✴♠✐♥❪ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

t❡♥❞❡♥❝②
✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✸✺ ✺✵ ✼✵ ✶✵✵ ❡rr♦r ❬✪❪

♠❛❥♦r ❛①✐s

❝❧ ✶✵ ✹✸ ✲ ✲ ✸✻ ✺✵ ✺✼ ✺✼ ✻✹ ✺ ցր

sq ✽✳✾ ✺✵ ✹✶ ✸✷ ✸✷ ✲ ✲ ✲ ✲ ✻ ց

❧❝s ✽✳✹ ✻✽ ✻✸ ✺✼ ✻✸ ✼✸ ✲ ✲ ✲ ✹ ցր

tr ✼✳✽ ✻✺ ✺✾ ✺✾ ✺✾ ✼✻ ✲ ✲ ✲ ✹ ցր

s❝s ✼✳✷ ✻✼ ✻✵ ✺✻ ✺✻ ✼✹ ✲ ✲ ✲ ✸ ցր

♥tr ✼✳✵ ✼✵ ✺✻ ✺✻ ✻✸ ✻✼ ✲ ✲ ✲ ✸ ցր

❡❧ ✻✳✼ ✺✸ ✹✼ ✺✵ ✹✼ ✺✸ ✺✵ ✹✼ ✺✸ ✷ ✲

r❡ ✻✳✻ ✻✹ ✲ ✲ ✾✽ ✽✾ ✽✾ ✽✾ ✽✾ ✸ ցրց

♠✐♥♦r ❛①✐s

sq ✽✳✾ ✻✾ ✻✹ ✼✹ ✼✹ ✲ ✲ ✲ ✲ ✹ ցր

❧❝s ✽✳✹ ✹✶ ✹✶ ✷✽ ✷✽ ✷✽ ✲ ✲ ✲ ✹ ց

tr ✼✳✽ ✺✽ ✸✼ ✸✼ ✹✼ ✸✼ ✲ ✲ ✲ ✹ ցրց

s❝s ✼✳✷ ✾✾ ✽✺ ✻✽ ✻✽ ✺✶ ✲ ✲ ✲ ✻ ց

♥tr ✼✳✵ ✽✶ ✽✶ ✻✺ ✻✺ ✺✵ ✲ ✲ ✲ ✻ ց

❡❧ ✻✳✼ ✾✺ ✻✸ ✻✸ ✻✸ ✻✸ ✻✸ ✹✽ ✹✽ ✶✶ ց

r❡ ✻✳✻ ✽✾ ✲ ✲ ✼✶ ✺✸ ✺✸ ✺✸ ✼✶ ✶✸ ցր

✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞
q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣✐♣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t



✺✳✹✳ ❙✉♠♠❛r② ✶✶✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ Lc t♦ t❤❡ ❡♥tr② ❧❡♥❣t❤
Lf ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭♠❛①✐♠✉♠
❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳

❝❤❛♣t❡r✱ ♥♦ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✻

■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✶✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✶✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✶✳✸ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✻✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✻✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

❈❤❛♣t❡r ✷ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ st❡❛❞② ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛✱ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❋❧♦✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥
❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ♠♦❞❡❧❡❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛
❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡✭✲❛❝♦✉st✐❝✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t s❛♠❡ t✐♠❡
♠♦❞❡❧s ❧❛♠✐♥❛r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
✭■❇✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❬✶✵✵✱ ✹✼✱ ✹✹✱ ✹✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡
✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❣❡♦♠❡tr✐❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ st✉❞②✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✽✺✱ ✽✺✱ ✶✷✾✱ ✺✹✱ ✽✸✱ ✼✺✱ ✼✼✱ ✽✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s✲
❝✉❧❛r s②st❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❤❡♥
st✉❞②✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣✐r❛t♦r② s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐♠❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ r❡✢❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳

✶✷✶



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ◆❡①t✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✻✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✻✳✶✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✭■❇✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❡❧❛st✐❝ str✉❝✲
t✉r❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s❡s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❊✉❧❡✲
r✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
✉♥✐❢♦r♠ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ✳

❋✐rst✱ ❧❡t x = (x, y, z) ∈ Ω ❞❡♥♦t❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇✐t❤ Ω ⊂ R
3 ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ s = (s1, s2) ∈ U ⊂ R

2✱ ✇✐t❤ U

❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞♦♠❛✐♥✳ χ(s, t) ∈ Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ Ω ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜♦①
✇✐t❤ Ω = [0, Lx]× [0, Ly]× [0, Lz]✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t t✐♠❡ t
✐s χ(U, t) ⊆ Ω✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t t✐♠❡ t ✐s Ω\χ(U, t)✳

❚♦ ✉s❡ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str❡ss ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ✐♥
❜♦t❤ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠s✳ ■❢ σ = σ(x, t) ✐s t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ s②st❡♠✱ t❤❡♥

σ(x, t) =

{
σf (x, t) + σe(x, t) ❢♦r x ∈ χ(U, t)

σf (x, t) ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ σf (x, t) ✐s t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ σe(x, t) ✐s t❤❡ str❡ss
t❡♥s♦r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ str❡ss t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s

σf (x, t) = −P I+ µ
[
∇u+ (∇u)T

]
✭✻✳✷✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ P = P (x, t) ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ u = u(x, t) ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❛t❡r✐❛❧



✻✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✸

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ ❡❧❛st✐❝ str❡ss t❡♥s♦r Pe(s, t)✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∫

∂V
Pe(s, t)NdA(s) =

∫

∂χ(V,t)
σf (x, t)nda(x) ✭✻✳✸✮

❢♦r ❛♥② s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥ V ⊂ U ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ N = N(s) ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦♥❣ ∂V ❛♥❞
n = n(x, t) ✐s t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦♥❣ ∂χ(V, t)✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ str❛✐♥✲❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ W e = W e(F)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ F = F(s, t) = ∇sχ(s, t) =
∂χ(s,t)

∂s ✐s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ χ : (U, t) → Ω✳ ❋♦r s✉❝❤
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✱ Pe(s, t) = ∂W e

∂F (s, t)✳

❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ❛r❡

ρ

(
∂u

∂t
(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t)

)
= −∇P (x, t) + µ∇2

u(x, t) + f(x, t), ✭✻✳✹✮

∇ · u(x, t) = 0, ✭✻✳✺✮

f(x, t) =

∫

U
F(s, t)δ(x− χ(s, t))ds, ✭✻✳✻✮

∫

U
F(s, t) ·V(s)ds =

∫

U
Pe(s, t) · ∇sV(s)ds

−
∫

∂U
Pe(s, t)N(s) · ∇sV(s)dA(s), ∀V(s), ✭✻✳✼✮

∂χ(s, t)

∂t
=

∫

Ω
u(x, t)δ(x− χ(s, t))dx, ✭✻✳✽✮

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✭✻✳✹✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✮ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✕❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ u(x, t) = (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) ❛♥❞
t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ P (x, t)✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② f(x, t) ❛♣♣❧✐❡❞
❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ str✉❝t✉r❡✳

✭✻✳✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✼✮ ❛r❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✕❊✉❧❡r✐❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s δ(x) = δ(x)δ(y)δ(z)✱ t♦ ❝♦✉♣❧❡
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✭✻✳✻✮ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡❧❛st✐❝
❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② F ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❊✉❧❡r✐❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② f ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t F ❛♥❞ f ❤❛✈❡
t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡rs✿ F(s, t) ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡♥✲
s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ s♦ t❤❛t F(s, t)ds ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ ❢♦r❝❡✮✱
✇❤❡r❡❛s f(x, t) ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ s♦ t❤❛t f(x, t)dx ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ ❢♦r❝❡✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ F ❛♥❞ f ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s ❞❡♥s✐t✐❡s ❬✾✾❪✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❜♦❞② ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② F(s, t) ✐s ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ V(s)

✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛♥✐s❤ ♦♥ ∂U ✳



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ u(x, t) ✈✐❛
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∂χ

∂t
(s, t) = u(χ(s, t), t) ✭✻✳✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ♥♦ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✲
✐❜❧❡ ✢✉✐❞✳

✻✳✶✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❲❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠✱
st❛❣❣❡r❡❞✲❣r✐❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥
t❤❡s❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ●r✐✣t❤ ❬✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺❪✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ●r✐✣t❤ ❬✹✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❆❞❛♠s✕❇❛s❤❢♦rt❤
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✕❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❇r✐❡✢②✱ ❧❡t ui+ 1
2
,j,k✱ vi,j+ 1

2
,k ❛♥❞ wi,j,k+ 1

2
❞❡♥♦t❡ st❛❣❣❡r❡❞✲❣r✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s xi+ 1
2
,j,k✱ xi,j+ 1

2
,k ❛♥❞ xi,j,k+ 1

2
✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t Pi,j,k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ xi,j,k✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ♥♦❞❡ (l,m) ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r
♠❡s❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s xl,m ❛♥❞ Fl,m✳ ▲❡t ∇h✱ ∇h· ❛♥❞ ∇2

h ❞❡♥♦t❡ st❛♥❞❛r❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝✲
❝✉r❛t❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ h ✐s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣✳

▲❡t τh =
⋃

e U
e ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ U ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts U e ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡s❤ ❜② χl(t)
M
l=1✳ ❯s✐♥❣ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ χ(s, t) ❜②

χh(s, t) =
M∑

l=1

χl(t)φl(s), ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ φl(s) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Fh(s, t) =
∂χh(s, t)

∂s
=

M∑

l=1

χl(t)
∂φl(s)

∂s
. ✭✻✳✶✶✮

❯s✐♥❣ Fh(s, t)✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐r❡❝t❧② Pe
h(s, t) ❛♥❞ τh(s, t) t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst P✐♦❧❛✲

❑✐r❝❤❤♦✛ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s F(s, t) ❜②



✻✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✺

Fh(s, t) =
M∑

l=1

Fl(t)φl(s). ✭✻✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡s Fl(t)
M
l=1 ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ph(s, t)✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ f = (fx, fy, fz) ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❢♦r
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t U e ∈ τh ❛ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ N e q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts s

e
Q ∈ U e ❛♥❞

✇❡✐❣❤ts we
Q, Q = 1, ..., N e✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ fx✱ fy ❛♥❞ fz ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞

❝❡❧❧s ✈✐❛

(fx
n+ 1

2 )i+ 1
2
,j,k =

∑

Ue∈τh

Ne∑

Q=1

Fx(s
e
Q, t)δh

(
xi+ 1

2
,j,k − χ(seQ, t)

)
we
Q, ✭✻✳✶✸✮

(fy
n+ 1

2 )i,j+ 1
2
,k =

∑

Ue∈τh

Ne∑

Q=1

Fy(s
e
Q, t)δh

(
x, ji+ 1

2
,k − χ(seQ, t)

)
we
Q, ✭✻✳✶✹✮

(fz
n+ 1

2 )i,j,k+ 1
2
=
∑

Ue∈τh

Ne∑

Q=1

Fz(s
e
Q, t)δh

(
x, j, ki+ 1

2
− χ(seQ, t)

)
we
Q, ✭✻✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② F(s, t) = (Fx(s, t), Fy(s, t), Fz(s, t))✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞

f = SF ✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ S = S(χ) ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✻✳✶✸✮✱ ✭✻✳✶✹✮
❛♥❞ ✭✻✳✶✺✮✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r R = R(χ) ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡s❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✈✐❛

dχ

dt
= Ru ✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ U(s, t) = (U(s, t), V (s, t),W (s, t)) = Ru ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

U(s, t) =
∑

i,j,k

ui+ 1
2
,j,kδh

(
xi+ 1

2
,j,k − χ(s, t)

)
h3, ✭✻✳✶✽✮

V (s, t) =
∑

i,j,k

vi,j+ 1
2
,kδh

(
xi,j+ 1

2
,k − χ(s, t)

)
h3, ✭✻✳✶✾✮

W (s, t) =
∑

i,j,k

wi,j,k+ 1
2
δh

(
xi,j,k+ 1

2
− χ(s, t)

)
h3, ✭✻✳✷✵✮

✇❤❡r❡ δh(x) = δh(x)δh(y)δh(z) ✐s t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P❡s❦✐♥ ❬✾✾❪✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ S ❛♥❞ R ❛r❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡
s❝❤❡♠❡ ❝♦♥s❡r✈❡s ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✕❊✉❧❡r✐❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✻✳✶✳✸ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

▲❡t xn✱ un ❛♥❞ pn−
1
2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x ❛♥❞ u ❛t t✐♠❡ tn✱ ❛♥❞ t♦

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ❛t t✐♠❡ tn−
1
2 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ tn+1 ✈✐❛

χ̃n+1 − χn

∆t
= R

n
u
n, ✭✻✳✷✶✮

✇❤❡r❡ R = R(χn)✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ χ ❛t t✐♠❡ tn+
1
2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

χn+ 1
2 =

χ̃n+1 + χn

2
. ✭✻✳✷✷✮

✇❡ ♥❡①t s♦❧✈❡

ρ

(
u
n+1 − u

n

∆t
+A

n+ 1
2

)
= −∇hP

n+ 1
2 + µ∇2

h

u
n+1 + u

n

2
+ f

n+ 1
2 , ✭✻✳✷✸✮

∇h · un+1 = 0, ✭✻✳✷✹✮

f
n+ 1

2 = S(χn+ 1
2 )F(χn+ 1

2 ), ✭✻✳✷✺✮
χn+1 − χn

∆t
= R(χn+ 1

2 )
u
n+1 + u

n

2
, ✭✻✳✷✻✮

❢♦r χn+1✱ un+1✱ ❛♥❞ Pn+ 1
2 ✱ ✇❤❡r❡ A

n+ 1
2 = 3

2u
n · ∇hu

n − 1
2u

n−1 · ∇hu
n−1 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ ❛

♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✭PP▼✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❬✷✻✱ ✹✺❪✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✷✼

❙✐♥❝❡ t✐♠❡ st❡♣✲❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ❛♥❞ P ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ✉s❡ t❤❛t
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ P = 0 ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r Pn+ 1

2 ✳ ❙♦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ✜rst s♦❧✈❡

ρ

(
ũ
n+1 − u

n

∆t
+A

n

)
= −∇hP̃

n+ 1
2 + µ∇2

h

ũ
n+1 + u

n

2
+ f

n, ✭✻✳✷✼✮

∇h · ũn+1 = 0, ✭✻✳✷✽✮

f
n = S(χn)F(χn), ✭✻✳✷✾✮

χ̃n+1 − χn

∆t
= R(χn)un, ✭✻✳✸✵✮

❢♦r χ̃n+1✱ ũn+1✱ P̃n+ 1
2 ✱ ✇❤❡r❡ A

n = u
n · ∇hu

n✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t

χn+1 =
χ̃n+1 + χn

2
, ✭✻✳✸✶✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s♦❧✈❡ ✭✻✳✷✸✮✲✭✻✳✷✻✮ ❢♦r χn+1✱ u
n+1✱ Pn+ 1

2 ✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ✉s❡ A
n+ 1

2 = u
n+ 1

2 ·
∇hu

n+ 1
2 ✇✐t❤ u

n+ 1
2 = 1

2

(
ũ
n+1 + u

n
)
✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧✱ t❤❡
P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ ❡❧❛st✐❝ str❡ss t❡♥s♦r P ✐s t❤✉s ♥♦t ✉s❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r❝❡✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

F(s, t) = κ(s, χ(s, t)), ✭✻✳✸✷✮

✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦t t♦ ♠♦✈❡✳ κ > 0 ✐s ❛ ♣❡♥❛❧t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s
κ→ ∞✱ χ(x, t) → s✳

✻✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✶✱ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ st❡❛❞② ♣r❡ss✉r❡✲
❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙♦❧✐❞❲♦r❦s ❈❆❉ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❆❉ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦
❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ Lz = 22.5❝♠ ✇✐t❤
r❛❞✐✉s rx = 1.25❝♠ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Lc = 2.5❝♠

✶❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ■❇❆▼❘ ❝♦❞❡ ✭❤tt♣✿✴✴✐❜❛♠r✳❣♦♦❣❧❡❝♦❞❡✳

❝♦♠✮✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r② ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s♦❢t✇❛r❡

✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✢✉✐❞✕str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞✳ ■❇❆▼❘ ❧❡✈❡r❛❣❡s

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙❆▼❘❆■ ✭❤tt♣✿✴✴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❧❧♥❧✳❣♦✈✴❝❛s❝✴❙❆▼❘❆■✮ ❬✺✷✱ ✺✸❪✱ P❊❚❙❝ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✴♣❡ts❝✮ ❬✼✱ ✻❪ ❛♥❞ ❤②♣r❡ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳

❧❧♥❧✳❣♦✈✴❈❆❙❈✴❤②♣r❡✮ ❬✸✺❪✳

http://ibamr.googlecode.com
http://ibamr.googlecode.com
http://computation.llnl.gov/casc/SAMRAI
http://computation.llnl.gov/casc/SAMRAI
http://www.mcs.anl.gov/petsc
http://www.llnl.gov/CASC/hypre
http://www.llnl.gov/CASC/hypre


✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✇✐t❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ✵✳✼✾❝♠2✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣♦rt✐♦♥ ❤❛s ❧❡♥❣t❤ Lu = 5❝♠ ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣♦rt✐♦♥ ❤❛s ❧❡♥❣t❤ Ld = 15❝♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛❧❧s ❛r❡ r✐❣✐❞ ❛♥❞
❤❛✈❡ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✶❝♠✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✺✳✹❝♠×✺✳✹❝♠×✷✷✳✺❝♠
✢✉✐❞ ❜♦① s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✺✳✹❝♠×✺✳✹❝♠×✷✷✳✺❝♠ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✢✉✐❞
❜♦① ❢♦r ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❬❝♠❪✳ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣♦rt✐♦♥ Lu✱ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
♣♦rt✐♦♥ Lc ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str✐❝t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣♦rt✐♦♥ Ld ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡
P0 ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ Pd ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s Z/Lc✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❜♦① ✇✐t❤ ❛♥N×N×N
❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❢♦r N = 128✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♣❛r❛♠❡t❡r κ ✐s s❡t t♦ κ = 106✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ✜① t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ✭Z/Lc = −2✮ ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc = 7✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐✳❡✳ P0−Pd✱ ✇❤❡r❡❛s ③❡r♦ ♣r❡ss✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ❛✐r ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρ = 1.2❦❣✴♠3

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ = 1.8 × 10−5P❛·s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡s✲
s✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭P0 = 10P❛✱ 35P❛ ♦r 100P❛✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✜①❡❞
t♦ Pd = 0P❛✳ ■♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡s P0 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡s Q ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✸ Re ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r P0 = 35P❛✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ ❢r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✭❝✐r❝✉❧❛r✱
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝✮ r♦✉♥❞❡❞ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ✇✐t❤ r❛❞✐✉s

✷❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛❧❧ s❤❛r♣ ❝♦r♥❡rs ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✵✳✺♠♠✱ s✉❝❤ ❛s ❡✳❣✳ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t

❛♥❞ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳
✸❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❛r❡❛✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✷✾

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❡✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡s✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞
♣❛rt ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ②✐❡❧❞s ✸✵o✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♠❡s❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r Y = 0 ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❙❡❧❢✲❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ♥❡❛r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛❧❧s
❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✳



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✵✳✺♠♠✹ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠✲
❡t❡r D✱ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥ w ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ h✮ ❛r❡
❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❋✐❣✳ ✻✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ s♦ t❤❛t
t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ✐s ♠♦r❡ ❞❡♥s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞
❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s ∆X = ∆Y = 0.42♠♠
❛♥❞ ∆Z = 1.76♠♠✳ ❋✐❣✳ ✻✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❛t t❂✹✵♠s✮ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r❡s✲
s✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ Z/Lc = −2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❳✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❨✲❛①✐s ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
✢♦✇ r❛t❡ Q ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

❯♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡✱ P0 ❬P❛❪

✶✵ ✸✺ ✶✵✵

Q ❬❧✴♠✐♥❪ ✶✻ ✸✵ ✺✸

Re ✷✵✵✵ ✸✼✵✵ ✼✽✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ Ts ❬♠s❪ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥❧❡t ♣r❡ss✉r❡s P0 ❬♠s❪✳

P0 ❬P❛❪
❚♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ Ts ❬♠s❪

❝✐r❝❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❡❧❧✐♣s❡ r❡❝t❛♥❣❧❡

✶✵ ✾✵♠s ✲ ✲ ✲ ✲

✸✺ ✹✸♠s ✺✵♠s ✺✵♠s ✺✵♠s ✺✵♠s

✶✵✵ ✹✵♠s ✲ ✲ ✲ ✲

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✿ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❞✐❛♠❡t❡r D✱ t♦t❛❧ ✇✐❞t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥ w ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥
h✳ ❈♦♥str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡❛ Ac ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❧❡♥❣t❤ Lc✳

❬♠♠❪ ❝✐r❝❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❡❧❧✐♣s❡ r❡❝t❛♥❣❧❡

D ✶✵ ✽✳✺ ✼✳✷ ✻✳✼ ✻✳✻
w ✶✵ ✶✶✳✹ ✶✼✳✸ ✷✷✳✹ ✶✾✳✽
h ✶✵ ✶✷✳✶ ✾✳✵ ✹✳✺ ✹✳✵
Ac = 0.79❝♠2✱ Lc = 2.5❝♠

✹❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ r♦✉♥❞♥❡ss ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②

♠❡t❤♦❞✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✸✶

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ P0 = 35P❛ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t Z/Lc = −2 ❢♦r ❛
❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛t t❂✹✵♠s✿ ❛✮ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ✭❳✱❨✮✲♣❧❛♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♥✐t ✐s ❞②♥❡✴❝♠2 ✇✐t❤ ✶✵❞②♥❡✴❝♠2 = 1P❛ ✳ ❛♥❞ ❜✮ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬P❛❪
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❳✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❨✲❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✭❛✮✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✷✳✶✹✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

s❤❛♣❡ m n1 n2 n3 g(θ) ❛ ❜

❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✸ ✷ ✽ ✹ 3.68× 10−3 ✶ ✶

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡✲
❧♦❝✐t②✱ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✇✐t❤✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡s ❧♦❝❛t❡❞
❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ Z ♣♦s✐t✐♦♥s✿ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r t ≥ 20♠s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✢✉❝t✉❛t❡ ❧❡ss ❢♦r q✉❛♥t✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮ ♦r ✇✐t❤✐♥
✭Z/Lc = 0.5✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ q✉❛♥t✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04

❛♥❞ Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✈♦rt✐❝❡s✳
❏❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
s♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡s t ≥ 20♠s ❢♦r ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡
str❡❛♠✇✐s❡ ✭♣❧❛♥❡ ❳❩ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ❨❩✮ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭♣❧❛♥❡ ❳❨ ❛t Z/Lc = 0.5✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ P (t, Z/Lc) ✭❜✮ u(t, Z/Lc)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 = 35P❛ ❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ Z ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc =

−0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣♦rt✐♦♥✿ ❛✮ ♣r❡ss✉r❡ P (t) ❛♥❞
❜✮ ✈❡❧♦❝✐t② u(t)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r t ≥ 20♠s ✭✈❡rt✐❝❛❧ r❡❞ ❧✐♥❡✮✳

s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t✱
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝❧❡❛r❧② ✐❧❧✉str❛t❡s r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤❛r♣ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ❥❡t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ r❡❛tt❛❝❤❡s t♦
t❤❡ ✇❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♥❡❛r❡st t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡✱ ❥❡t r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ♦❝❝✉rs ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❥❡t s♣r❡❛❞✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❥❡t r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥
✸❝♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛t ❧❡❛st ✸ t✐♠❡s t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❞✐❛♠❡t❡r✳ ❆♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✱ ✇❛s
❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♣✉r❡❧② ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❈♦♠♣❧❡①
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ✢♦✇ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦rt❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✽ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✾ ✭P❧❛♥❡ ❳❩ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ❨❩✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥❡t s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛r❡
♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✭q✉❛s✐✲✸❉✮ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐✲
t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❵q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✬ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✵✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ str❡❛♠✇✐s❡



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✸✸

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ Z
Lc

= 0.5

✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❞✮ Z
Lc

= 0.5

✭❡✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❢✮ Z
Lc

= 0.5

✭❣✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❤✮ Z
Lc

= 0.5

✭✐✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✭❥✮ Z
Lc

= 0.5

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r
P0 = 35P❛✿ ❛✮ str❡❛♠✇✐s❡ ❳❩ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜✮ tr❛♥s✈❡rs❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❛t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ Z/Lc = 0.5✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❬❝♠✴s❪
❛♥❞ ✶❝♠✴s❂ ✵✳✵✶♠✴s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❨❩ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❜✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

✭❝✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

✭❞✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✭t = 50♠s✮ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❨❩ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❳❩ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✳

♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r P0 = 35P❛✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❡❧❧✐♣✲
t✐❝❛❧✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r
t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠✇✐s❡ ❩ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✸✺

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡

✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❞✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❡✮ r❡❝t❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ✭t = 43♠s✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭t = 50♠s✮ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
✭t = 50♠s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❜✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

✭❝✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✭❞✮ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❢♦r P0 = 35P❛ ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭t = 50♠s✮ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✭t = 50♠s✮
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ❧♦❝❛❧ str❡❛♠✇✐s❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✺✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠✇✐s❡ ❩ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢❡rs ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Qmod r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞

✺❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ū(Z) ≈ Qmod/A(Z) ✇✐t❤ Qmod t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ A(Z) t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ū(Z) ≈
√

2∆P (Z)/ρ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆P (Z) ≈ P0−P (Z) r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✸✼

✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✻ ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s✼✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r❡s✲
s✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✺✪ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞
♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❥❡t r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✽ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✷✵✪ ♦r ♠♦r❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s s❡❡♥
❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✶✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✸✵✪ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✺✪✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s s✐♥❝❡ ♥♦ r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② s❡❡♠s ❛ ❧❡ss ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱
s✐♥❝❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✐s s❡❡♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ✺✵✪ ✉♣
t♦ ✻✵✪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈✐s✲
❝♦✉s ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇✮✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❥❡t s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢♦✇ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s✳

▼♦❞❡❧❡❞✾✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ❢♦r Q = 35❧✴♠✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡

✻❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥

str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳
✼◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ❝♦r♥❡rs ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥

r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s s✐♥❝❡ ❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛ s❤❛r♣ ♦✉t❧❡t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✽◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❥❡t ♠♦❞❡❧✱ ❡✳❣✳ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ ❥❡t

r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ❛t Z/Lc ≈ 3 ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ❜✉t s♦♠❡ t❤♦✉❣❤ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡

s❡♥s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❛❞❞✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
✾❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✈✐s❝♦✉s ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✭♠♦❞✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ✭■❇✮✳ ❋♦r t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣
✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡
t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

✐♥❧❡t ✭Z/Lc = 0✮✱ ♠✐❞❞❧❡ ✭Z/Lc = 0.5✮ ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc = 1✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥✳
❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇
♣r♦✜❧❡s s♦ t❤❛t ❢♦r Z/Lc ≥ 0.5✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣r♦✜❧❡s ♠❛t❝❤❡s ♥❡❛r
t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ s♦ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❡♥t❡r ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝❡♥t❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❛s Z/Lc ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞✶✵✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡
❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ✹✵✪ ❛s ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❡♥t❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ t♦ ✇✐t❤✐♥ ✺✪ ❛♥❞ ✶✵✪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ❞❡♣✐❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ✇❤❡r❡❛s t❤❡

✶✵◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ✶✪ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛

✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✸✾

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♠❡❛♥ ♦r ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ūmax

mod ✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② Qmod/A(Z) ✇✐t❤ Qmod t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ A(Z) t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡❛✳ ❋♦r t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❤♦✇♥ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤ str❡❛♠✇✐s❡ ❩ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t
t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str✐❝✲
t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

s❤♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s ❋✐❣✳ ✻✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s
❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc = 1✮ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t
✭Z/Lc = 1.04 ♦r ✶♠♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r t ≥ 20♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✺✮✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠❛❣♥✐t✉❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺✪ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶✵✪ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝♦r❡✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ♣r❡s❡♥ts ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭❳✱❨✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❢♦r ✈✐s❝♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❢♦r ❛ ✈♦❧✉♠❡
r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡
t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✳

♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮✳ ❚❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r Z/Lc = −0.4 ❛♥❞ Z/Lc = 0.5 ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ ♠♦❞❡❧❡❞✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤
s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✷P❛✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭✺P❛ t♦ ✶✵P❛✮✳ ■t ✐s ❢✉rt❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ②✐❡❧❞s ❛❜♦✉t ✶✵P❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ②✐❡❧❞s ✵P❛ s✐♥❝❡ ♥♦ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
✇❤✐❝❤ ✐s s❤❛♣❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❥❡t s♣r❡❛❞✐♥❣✱ ❥❡t r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ✢♦✇



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✹✶

r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿
♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❡①♣✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ✭Z/Lc = 0✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
✭Z/Lc = 0.5✮ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc = 1✮✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❛t
t✐♠❡ t = 43♠s ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t = 50♠s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s✳
❚❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ w ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✻ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♠❡❞✐✲
❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ P0 = 35P❛✳
■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t > 20♠s✱ ❛s t❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✶✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ✭■❇✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✢♦✇ ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇

✶✶■t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❳ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t = 50♠s✮ ❛t
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦✉t❧❡t ✭Z/Lc =✶✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢♦r
❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ✭❜✮ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✭t = 26♠s✱ t = 30♠s✱
t = 35♠s ❛♥❞ t = 40♠s✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠
✭Z/Lc = 1.04✮ ❢r♦♠ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t ≥
20♠s✳ ❚❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ w ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❳ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✜❡❧❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 = 35P❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r P0 = 10P❛ ❛♥❞
P0 = 100P❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱
✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r
t > 50♠s ❢♦r P0 = 10P❛ ❛♥❞ ❢♦r t > 15♠s ❢♦r P0 = 100P❛✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r P0 = 10P❛ t❤❛♥ ❢♦r P0 = 100P❛
s✐♥❝❡ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ♣r❡ss✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ❢♦r P0 = 10P❛ ❛♥❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✾ ❢♦r P0 = 100P❛✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ s❡❡♠s ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❢♦r P0 = 10P❛ ❛s ❢♦r P0 = 100P❛✱
❛❣❛✐♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r P0 = 35P❛ ❤♦❧❞ ❢♦r P0 = 10P❛
❛♥❞ P0 = 100P❛ ✐s ✇❡❧❧✱ s♦ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭> 50%✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱
t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❧♦♦❦✐♥❣
✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛t t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ✢♦✇ r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ♦❝❝✉rs ❢✉rt❤❡r
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r P0 = 10P❛ t❤❛♥ ❢♦r P0 = 100P❛✱ ✐✳❡✳ ❛t x/Lc ≈ 5

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ x/Lc ≈ 3✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❥❡t



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✹✸

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ▼❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮✿
♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r
t > 20♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✵P❛✳

❛s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞
✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s
❢♦r ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛s t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❊✮✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P1 ❛t t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮ ❛♥❞ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s umax ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵❛ ❛♥❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✷✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s✱ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡s P0 ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s Q✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ P1 ❛♥❞ umax ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✳✷✵❛ ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡ P1 ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0

✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✢♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ✭❡①♣✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♠♠❡❞✐✲
❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢♦r P0 =✸✺P❛✿ ❛✮ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
❛♥❞ ❜✮ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

✭❛✮ P0❂✶✵P❛ ✭❜✮ P0❂✶✵✵P❛

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❡❧♦❝✐t② s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = −0.4✮✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✭Z/Lc =

0.5✮✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ✭Z/Lc = 1.4✮
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡s✿ ❛✮ P0 = 10P❛ ❛♥❞ ❜✮ P0 = 100P❛✳

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r P0 ≤ 60P❛ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Re > 4000✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ str❡ss✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② umax ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✷✶✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r Q < 40❧✴♠✐♥✳ ❋♦r
❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ umax ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ umax ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✷✳



✻✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✹✺

✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭❜✮ Z
Lc

= 0.5

✭❝✮ ♣r❡ss✉r❡ ✭❞✮ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❡✮ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡s✲
s✉r❡ P0 = 10P❛✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 90♠s✿ ❛✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ tr❛♥s✈❡rs❡
✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞
✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P1 t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ P1 ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ |(Pmax

1 − Pmin
1 )|✱ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s |(Pmax

1 −Pmin
1 )/(Pmax

1,mod −Pmin
1,mod)|✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ r❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✸ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡s t❤❡
q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ P1 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
♣r♦♠✐♥❡♥t ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞
P0 = 30✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 2800 < Re < 4200 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❜❡st t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P1 ❞✉❡ t♦ ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞

✭❛✮ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✭❜✮ Z
Lc

= 0.5

✭❝✮ ♣r❡ss✉r❡ ✭❞✮ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❡✮ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✉♣str❡❛♠ ♣r❡s✲
s✉r❡ P0 = 100P❛✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 40♠s✿ ❛✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✮ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ tr❛♥s✈❡rs❡
✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮✱ ❝✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞
✭♠♦❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭♠♦❞✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳
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■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✭■❇✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ r✐❣✐❞
❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❥❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s
❢❛✐❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❢✉❧❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ■❇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✉♣str❡❛♠
♣r❡ss✉r❡s P0 < 60P❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs Re < 4000 s♦ t❤❛t ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤✐s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❋✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❡①t❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭❜♦t❤
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 0.5✮ ❢♦r
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭◦ ❝❧✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭× ❡❧✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭� r❡✮ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭⊲ s❝s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❊✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ +3P❛ ❛♥❞ −3P❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❛✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♣str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Lu❂✷❝♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Ld❂✶✺❝♠
❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞s ✵P❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s s❛♠♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc = 1.04✮ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭◦ ❝❧✮✱ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✭× ❡❧✮✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭� r❡✮
❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭⊲ s❝s✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✳ ▼♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭❊✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭■❇✮ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❋♦r ❝❧❛r✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ +1.2❧✴♠✐♥ ❛♥❞ −1.2❧✴♠✐♥✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❛✮ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✮ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
✉♣str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Lu❂✷❝♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ Ld❂✶✺❝♠ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞s ✵P❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② umax ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭Z/Lc❂✶✳✵✹✮ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❡①♣✮
❛♥❞ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ✭■❇✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦ |(Pmax
1 − Pmin

1 )/(Pmax
1,mod − Pmin

1,mod)| ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❡①♣✮ ❛♥❞ ■❇ ♠❡t❤♦❞ ✭■❇✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r Lu❂✷❝♠ ❛♥❞ Ld❂✶✺❝♠✳ Pmax

1 ❛♥❞ Pmin
1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧t✳
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t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ■❇ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✮ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ✐♥st❡❛❞
♦❢ r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♠❛t❝❤❡s
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳





❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙✐♠♣❧❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ tr❛❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s s♦ ❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ✐ts ❞❡t❛✐❧s ✐♥
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜rst❧② ❛ ❤✉❣❡ t❛s❦ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ st❡♥♦s✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✲
❧❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✐♥❝❡ ❛ st❡♥♦s✐s ♠✐❣❤t ✐♥✈♦❧✈❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛✐r ✢♦✇ s♦ t❤❛t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈❛r② s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ s♦✉❣❤t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ s✉❝❤ ❛s ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ♦r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝✲
t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♦✉❣❤t ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❞ ❛❞❞s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❝♦♠♠♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s
♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ r❡❧② ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r② ✐♥ ❝❛s❡ ✐t ✐s s♦✉❣❤t t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❧❡✲
✈❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐♥❞❡❡❞ ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❛✛❡❝ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱
❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
❝❛s❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤✐r❞❧②✱
♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②
✐s ♣♦♦r✱ t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ tr❛♥s✈❡rs❡

✶✺✶



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❜② t❤❡ q✉❛s✐✲t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❞♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
✇♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❋♦✉rt❤❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❧❡ss✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s
s❤♦✇♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ✐t ✇❛s ❛✐♠❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞
♦❢ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s s✉❝❤ ❜♦t❤ ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛tt❡r♥s
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r st❡❛❞② ✢♦✇✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
✇❛②s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❡①t❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
s✐♠♣❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡ ✇❤❡♥ ❛ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✢♦✇ ❜✉t ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉❧❧ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♥♦t
♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳▼✳❘✳ ❆❣✉r✱ ❆✳❋✳ ❉❛❧❧❡②✱ ❛♥❞ ❏✳❈✳❇✳ ●r❛♥t✳ ●r❛♥t✬s ❛t❧❛s ♦❢ ❛♥❛t♦♠②✳ ✶✸t❤✳ ❲♦❧t❡rs
❑❧✉✇❡r ❍❡❛❧t❤✱ ✷✵✶✷✱ ♣✳ ✽✼✶✳

❬✷❪ ▲✳❈✳ ❆♥❞r❡✇s✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✳ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✺✱ ♣✳ ✸✺✼✳

❬✸❪ ❉✳◆✳ ❆r♥♦❧❞✱ ❉✳ ❇♦✣✱ ❘✳❙✳ ❋❛❧❦✱ ❛♥❞ ▲✳ ●❛st❛❧❞✐✳ ✏❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥
q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♠❡s❤❡s✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✼✳✶✶
✭✷✵✵✶✮✱ ♣♣✳ ✽✵✺✕✽✶✷✳

❬✹❪ ❙✳ ❆s❤❢♦rt❤✲❋r♦st ❛♥❞ ❑✳ ❏❛♠❜✉♥❛t❤❛♥✳ ✏❊✛❡❝t ♦❢ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s❡♠✐✲
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❢r❡❡ ❥❡t✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss tr❛♥s❢❡r ✷✸✳✷ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✶✺✺✕✶✻✷✳

❬✺❪ ❏✳ ❆✇r❡❥❝❡✇✐❝③✳ ✏❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈♦❝❛❧ ❝♦r❞s✑✳ ■♥✿ ❚❡♦r❡t②❝③♥❛ ■ ❙t♦s♦✇❛♥❛ ✷✾
✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✺✺✼✕✺✼✼✳

❬✻❪ ❙✳ ❇❛❧❛②✱ ❏✳ ❇r♦✇♥✱ ❑✳ ❇✉s❝❤❡❧♠❛♥✱ ❱✳ ❊✐❥❦❤♦✉t✱ ❲✳ ●r♦♣♣✱ ❉✳ ❑❛✉s❤✐❦✱ ▼✳ ❑♥❡♣❧❡②✱
▲✳❈✳ ▼❝■♥♥❡s✱ ❇✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ ✏P❊❚❙❝ ❯s❡rs ▼❛♥✉❛❧ ❘❡✈✐s✐♦♥ ✸✳✵✳✵✑✳ ■♥✿
✭✷✵✵✽✮✳

❬✼❪ ❙✳ ❇❛❧❛②✱ ❲✳❉✳ ●r♦♣♣✱ ▲✳❈✳ ▼❝■♥♥❡s✱ ❛♥❞ ❇✳❋✳ ❙♠✐t❤✳ ✏❊✣❝✐❡♥t ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✑✳ ■♥✿ ▼♦❞❡r♥ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❢♦r

s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✼✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕✷✵✷✳

❬✽❪ ❆✳ ❇❛r♥❡②✱ ❈✳❍✳ ❙❤❛❞❧❡✱ ❛♥❞ P✳❖✳❆✳▲✳ ❉❛✈✐❡s✳ ✏❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ ❢♦❧❞s ❛♥❞ tr❛❝t✳ ■✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ✶✵✺✳✶ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✹✹✹✕✹✺✺✳

❬✾❪ ●✳❑✳ ❇❛t❝❤❡❧♦r✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲✐❜r❛r②✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✱ ♣✳ ✻✶✺✳

❬✶✵❪ ❏✳▼✳ ❇❛✉❡r✳ ✏❍❛r♥❡ss✐♥❣ t❤❡ s✇❛r♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛♥ ❡r❛ ♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s
♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✫ str❛té❣✐❡s ✺✹ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✶✶❪ ❘✳ ❇❡r❦❡r✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉① ✐♥❝♦♠♣r❡ss✲
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❬✶✷❪ ❘✳ ❇❧❡✈✐♥s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ❍❛♥❞❜♦♦❦✳ ▼❛❧❛❜❛r✿ ❑r✐❡❣❡r ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✱
✶✾✾✷✱ ♣✳ ✺✼✵✳

❬✶✸❪ ▼✳ ❇r♦✉♥s✱ ❙✳❚✳ ❏❛②❛r❛❥✉✱ ❈✳ ▲❛❝♦r✱ ❏✳ ❉❡ ▼❡②✱ ▼✳ ◆♦♣♣❡♥✱ ❲✳ ❱✐♥❝❦❡♥✱ ❛♥❞ ❙✳
❱❡r❜❛♥❝❦✳ ✏❚r❛❝❤❡❛❧ st❡♥♦s✐s✿ ❛ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s st✉❞②✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐♦❧♦❣②
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❬✶✻❪ ❈✳❆✳❆✳❍✳ ❈❛r❜♦♥❡❧ ❛♥❞ ❆✳❈✳◆✳ ●❛❧❡❛♦✳ ✏❆ st❛❜✐❧✐③❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
❤②❞r♦t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦ ❝♦❛st❛❧ ♦❝❡❛♥✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♠✉♥✐✲
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✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr❛❝r❛♥✐❛❧ ❛♥❡✉r②s♠s✿ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❛r❡♥t ❛rt❡r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥tr❛✲❛♥❡✉r②s♠❛❧
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✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤❡s✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✻✳✶
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✐♥ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✑✳ ■♥✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✸✻✳✶✷ ✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✻✵✻✶✕
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s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐✜❝❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ t❡❡t❤✲s❤❛♣❡❞
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♦❢ t❤❡ ♦r❛❧ tr❛❝t ❢♦r ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝❛t✐✈❡s✑✳ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
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✉♥✐t❡❞ ✇✐t❤ ❆❝✉st✐❝❛ ✾✼✳✷ ✭✷✵✶✶✮✱ ♣♣✳ ✷✾✶✕✸✵✷✳

❬✷✺❪ ❏✳ ❈✐s♦♥♥✐✱ ❆✳ ❱❛♥ ❍✐rt✉♠✱ ❳✳ P❡❧♦rs♦♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲✐❧❧❡♠s✳ ✏❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ q✉❛s✐ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞② ❣❧♦tt❛❧
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✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛✐r✇❛② ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇✐t❤ ♦❜str✉❝✲
t✐✈❡ s❧❡❡♣ ❛♣♥❡❛ s②♥❞r♦♠❡ ✐♥ st❡❛❞② ✢♦✇✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ✸✾✳✶✶ ✭✷✵✵✻✮✱
♣♣✳ ✷✵✹✸✕✷✵✺✹✳

❬✶✷✾❪ ❳✳ ❨❛♥❣✱ ❘✳❍✳ ❉✐❧❧♦♥✱ ❛♥❞ ▲✳❏✳ ❋❛✉❝✐✳ ✏❆♥ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐✲
❝✐❧✐❛r② ❜❡❛t✐♥❣✑✳ ■♥✿ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ✼✵✳✹ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✶✶✾✷✕✶✷✶✺✳

❬✶✸✵❪ ●✳ ❨✉✱ ❩✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲❡ss♠❛♥♥✳ ✏❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉♣♣❡r r❡s♣✐r❛t♦r② s②st❡♠✑✳ ■♥✿ ❆❡r♦s♦❧ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✷✽✳✷ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✶✹✻✕✶✺✽✳

❬✶✸✶❪ ❊✳ ❨✉♠♦t♦✱ ❨✳ ❑❛❞♦t❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼♦r✐✳ ✏❱♦❝❛❧ ❢♦❧❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❤❡❛❧
s✐❞❡ ✐♥ ❧✐✈✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✑✳ ■♥✿ ❖t♦❧❛r②♥❣♦❧♦❣② ✲ ❍❡❛❞ ❛♥❞ ◆❡❝❦ ❙✉r❣❡r② ✶✶✺✳✹ ✭✶✾✾✻✮✱
♣♣✳ ✸✷✾ ✕✸✸✹✳

❬✶✸✷❪ ▲✳❚✳ ❩❤❛♥❣✱ ●✳❏✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❛♥❞ ❲✳❑✳ ▲✐✉✳ ✏▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ str✉❝✲
t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ♠❡s❤❢r❡❡ ❛♥❞ ❋❊▼✑✳ ■♥✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✾✳✽ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✻✶✺✕✻✷✶✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r
✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

❆✳✶ ❇❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

❋♦r ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡ss✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ❝♦♥st❛♥t
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❧❛♠✐♥❛r✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ st❡❛❞②
✈✐s❝♦✉s ✢♦✇✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y, z) r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✾✱ ✶✷✻❪

1

µ

∂P

∂x
=

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
. ✭❆✳✶✮

✇✐t❤ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx✱ ✈❡❧♦❝✐t② u(y, z) ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ✳ ❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡
❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡✱

∂P

∂y
= 0,

∂P

∂z
= 0, ✭❆✳✷✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

∂u

∂x
= 0. ✭❆✳✸✮

■♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (r, θ, x)✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

1

µ

dP

dx
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
. ✭❆✳✹✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡✱

✶✻✸



✶✻✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

∂P

∂r
= 0,

∂P

∂θ
= 0. ✭❆✳✺✮

❆✳✷ ❈✐r❝❧❡

a

circle

yz

■♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐♣❡ r❛❞✐✉s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② a ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡
❜❡❝♦♠❡s r∗ = r

a ✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

u∗ = −1

4
r∗2 + C1 ln r

∗ + C2, ✭❆✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r r❡❞✉❝❡s t♦

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂x2
=

1

r

d

dr

(
r
d

dr

)
.

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✱ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✱ ✇❡ r❡❥❡❝t t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ t❡r♠ ❛♥❞ s❡t C1 = 0✳ ❚❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u∗ = 0 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ C2 = 1

4 ✳
❚❤❡ ♣✐♣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤✉s

u(r) =
1

4µ

(
−dP
dx

)
(a2 − r2). ✭❆✳✼✮

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ♣✐♣❡ ✢♦✇ ✐s t❤❡♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ ♦❢
r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥②
❞✉❝t ❜② Φ =

∫
A udA ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛r❡❛ ✐s 2πrdr ❢♦r t❤✐s ♣✐♣❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s

s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s

Φ =
πa4

8µ

(
−dP
dx

)
. ✭❆✳✽✮

❋r♦♠ t❤✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ū = Φ/A ❣✐✈❡s

ū =
a2

8µ

(
−dP
dx

)
=

1

2
umax, ✭❆✳✾✮



❆✳✸✳ ❊❧❧✐♣s❡ ✶✻✺

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

τw = µ

(
−du
dr

)

w

=
a

2

(
−dP
dx

)
=

4µū

a
. ✭❆✳✶✵✮

❆✳✸ ❊❧❧✐♣s❡

ellipse

a
b

yz

❊❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛①❡s (a, b) ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ A = πab ❞❡✜♥❡❞ ❛s

y2

a2
+
z2

b2
≤ 1,

❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✶✮ ✐s s♦✉❣❤t s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u = 0✳ ❲❡
♣♦st✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ❢♦r♠

u(y, z) = Ac

(
1− y2

a2
− z2

b2

)
. ✭❆✳✶✶✮

❙✐♥❝❡ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡t❡r♠✐♥❡ Ac ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r u ✐♥ ✭❆✳✶✮ ❣✐✈❡s Ac = 1

2µ
a2b2

a2+b2
✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r♠

♦❢ u s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t✬s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ♦♥❧②
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✶✳ ❙♦

u(y, z) =
1

2µ

(
−dP
dx

)
a2b2

a2 + b2

(
1− y2

a2
− z2

b2

)
. ✭❆✳✶✷✮

■♠♣♦s✐♥❣ ∂u
∂y = ∂u

∂z = 0 t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

umax(y = z = 0) =
1

2µ

(
−dP
dx

)
a2b2

a2 + b2
. ✭❆✳✶✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ y = ar cos θ✱ z = br sin θ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts r ∈ [0, 1]✱ θ ∈ [0, 2π] t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

✶❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛t s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳✶



✶✻✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

Φ =

∫

A
udydz =

π

4µ

(
−dP
dx

)
a3b3

a2 + b2
, ✭❆✳✶✹✮

❋r♦♠ ❤❡r❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

ū =
1

4µ

(
−dP
dx

)
a2b2

a2 + b2
. ✭❆✳✶✺✮

❋♦r t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✱ ✇❡ ♥❡❡❞ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
✇✐t❤ y + iz = d cosh (ξ + iη) ❛♥❞

y = d cosh ξ · cos η,
z = d sinh ξ · sin η,

✭❆✳✶✻✮

✇❤❡r❡ d =
√
a2 − b2✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♥♦✇ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ξ = ξ0 = 1

2 log
a+b
a−b ✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♥✈❡rt ✭❆✳✶✷✮ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ (ξ, η) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✻✮

u(y, z) =
d2

8µ

(
−dP
dx

)(
cosh 2ξ0 − cosh 2ξ − cos 2η +

cosh 2ξ cos 2η

cosh 2ξ0

)
. ✭❆✳✶✼✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧
❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ (ξ, η) ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

dsη =

[
∂y

∂η

2

+
∂z

∂η

2] 1
2

dη = δdη,

dsξ =

[
∂y

∂ξ

2

+
∂z

∂ξ

2] 1
2

dξ = δdξ,

✭❆✳✶✽✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ δ = d[cosh2 ξ − cos2 η]
1
2 ✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

τw0(η) = −µ
(
∂u

∂n

)

∂D

, ✭❆✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ∂D r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ D ❛♥❞ n ✐s ❛♥ ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❢r♦♠ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ dn = δdξ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

τw0(η) = −µ
δ

(
∂u

∂ξ

)

ξ=ξ0

. ✭❆✳✷✵✮



❆✳✸✳ ❊❧❧✐♣s❡ ✶✻✼

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✭❆✳✶✼✮ ✐♥t♦ ✭❆✳✷✵✮ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t

τw0(η) =
d

4
√

cosh2 ξ0 − cos2 η

(
−dP
dx

)
(sinh 2ξ0 − tanh 2ξ0 cos 2η) , ✭❆✳✷✶✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✻✮✱ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

τw0(y1, z1) =

(
−dP
dx

)
a2b2

a2 + b2

√
y2

a4
+
z2

b4
. ✭❆✳✷✷✮

❍❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ (y1, z1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❆✳✸✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s u1 ❛♥❞ u2 t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭❆✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱

∇2u1 =
1

µ

dP

dx
,

u1 = 0, on ❜♦✉♥❞❛r②
✭❆✳✷✸✮

❛♥❞

∇2u2 =
1

µ

dP

dx
,

u2 = 0. on ❜♦✉♥❞❛r②
✭❆✳✷✹✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u = u1 − u2 s❛t✐s✜❡s

∇2u = 0,

u = 0. on ❜♦✉♥❞❛r②
✭❆✳✷✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

∫

s
u(∇u · n)ds =

∫

A
(∇u · ∇u)dA+

∫

A
u∇2udA, ✭❆✳✷✻✮



✶✻✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

✇✐t❤ s ♠❡❛♥s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙✉❜st✐t✉t❡s t❤✐s ✐♥ u ❛♥❞ ❣✐✈❡s
∫
A (∇u · ∇u)dA = 0 ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ∇u = 0✱ t❤✉s u = const✳ ❇✉t s✐♥❝❡ u = 0 ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❡ ❤❛✈❡ u1 ≡ u2
❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

❆✳✹ ❘❡❝t❛♥❣❧❡

a

rectangle

b

yz

❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛①❡s (a, b) ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ A = 4ab ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ |y| ≤ a✱
|z| ≤ b✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡s y = 0✱ z = 0✱ t❤❡ ✢♦✇
❝❛♥ st✉❞✐❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst q✉❛❞r❛♥t✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s





∂u
∂y = 0, y = 0,

u = 0, y = a
∂u
∂z = 0, z = 0,

u = 0, z = b.

✭❆✳✷✼✮

✭❆✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣

u(y, z) = u1(y, z) +
1

2µ

dP

dx
(z2 − b2). ✭❆✳✷✽✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭❆✳✷✽✮ ✐s ❥✉st t❤❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛t❡s ❛t z = ±b✳ ❙✉❜st✐t✉t❡s ✭❆✳✷✽✮ ✐♥t♦ ✭❆✳✶✮ ❛♥❞ ✭❆✳✷✼✮ ✐t ❣✐✈❡s

∂2u1
∂y2

+
∂2u1
∂z2

= 0, ✭❆✳✷✾✮

s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦





∂u1
∂y = 0, y = 0,

u1 =
1
2µ

dP
dx (b

2 − z2), y = a,
∂u1
∂z = 0, z = 0,

u1 = 0, z = b.

✭❆✳✸✵✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡tt✐♥❣ u1(y, z) = uy ·
uz✳ ✭❆✳✷✾✮ ❣✐✈❡s



❆✳✹✳ ❘❡❝t❛♥❣❧❡ ✶✻✾

u
′′

y − λuy = 0,

u
′′

z + λuz = 0.
✭❆✳✸✶✮

❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭❆✳✸✶✮ t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣♦t

uy,k = cke
(2k−1)π

2b
y + dke

− (2k−1)π
2b

y,

uz,k = A cos

(
(2k − 1)π

2b
z

)
.

✭❆✳✸✷✮

❚❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✷✾✮ ✐s

u1k(y, z) =
(
cke

(2k−1)π
2b

y + dke
− (2k−1)π

2b
y
)
· cos

(
(2k − 1)π

2b
z

)
. ✭❆✳✸✸✮

❙♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✷✾✮ ✐s

u1k(y, z) =
∞∑

k=1

(
cke

(2k−1)π
2b

y + dke
− (2k−1)π

2b
y
)
· cos

(
(2k − 1)π

2b
z

)
. ✭❆✳✸✹✮

❯s✐♥❣ ♦t❤❡r t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

{
∂uy

∂y = 0, y = 0,

uy = 1
2µ

dP
dx (b

2 − z2)/uz, y = a,
✭❆✳✸✺✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s





ck = dk,
∞∑
k=1

2ck cosh

(
(2k − 1)π

2b
a

)
· cos

(
(2k − 1)π

2b
z

)
= 1

2µ
dP
dx (b

2 − z2).
✭❆✳✸✻✮

❚❤❡ ♣✐✈♦t❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Ck✳ ❇❡❝❛✉s❡ cos

(
(2k − 1)π

2b
z

)

❢♦r♠s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t✱ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢

❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✳ ❇② ♠✉❧t✐♣❧② ♦t❤❡r ✐t❡♠ cos

(
(2m− 1)π

2b
z

)
✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤

t❤❡ ❧✐♠✐ts [−b, b]✱ ✇❡ ❣❡t



✶✼✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

ck =
8b2

µ

(
−dP
dx

)
(−1)k

(2k − 1)3π3
1

cosh
(
(2k−1)π

2b a
) . ✭❆✳✸✼✮

❚❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❆✳✷✾✮ ❜❡❝♦♠❡s

u1(y, z) =
∞∑

k=1

16b2

µ

(
−dP
dx

)
(−1)k

(2k − 1)3π3

cosh

(
(2k − 1)π

2b
y

)

cosh

(
(2k − 1)π

2b
a

) · cos
(
(2k − 1)π

2b
z

)
. ✭❆✳✸✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭❆✳✸✽✮ ❧❡t i = 2k − 1✱ t❤❡r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t

u(y, z) =
1

2µ

(
−dP
dx

)
b2 − z2 − 32b2

π3

∞∑

i=1,3,...

(−1)(i−1)/2 cosh(
iπy
2b )

cosh( iπa2b )

cos( iπz2b )

i3


 . ✭❆✳✸✾✮

❚❤❡ ♦t❤❡r s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞

u(y, z) =
16a2

µπ3

(
−dP
dx

) ∞∑

i=1,3,...

(−1)(i−1)/2

[
1− cosh( iπz2a )

cosh( iπb2a )

]
cos( iπy2a )

i3
. ✭❆✳✹✵✮

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Φ =
∫
A u(y, z)dA ❣✐✈❡s

Φ =
4a3

3µ

(
−dP
dx

)
b−

192a

π5

∞∑

i=1,3,...

tanh(iπb/2a)

i5


 . ✭❆✳✹✶✮

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

ū =
a2

3µ

(
−dP
dx

)
1− 192a

π5b

∞∑

i=1,3,...

tanh(iπb/2a)

i5


 , ✭❆✳✹✷✮

umax(y = z = 0) =
16a2

µπ3

(
−dP
dx

) ∞∑

i=1,3,...

(−1)(i−1)/2

i3

[
1− 1

cosh( iπb2a )

]
, ✭❆✳✹✸✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛r❡



❆✳✺✳ ❊q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✶✼✶

τ(z, y = ±a) = −8a

π2

(
−dP
dx

) ∞∑

i=1,3,...

(−1)(i−1)/2

i2

[
1− cosh( iπz2a )

cosh( iπb2a )

]
, ✭❆✳✹✹✮

τ(y, z = ±b) = −8a

π2

(
−dP
dx

) ∞∑

i=1,3,...

(−1)(i−1)/2

[
tanh (

iπb

2a
)

]
cos( iπy2a )

i2
. ✭❆✳✹✺✮

❆✳✺ ❊q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡

a

a a

equilateral
triangle

yz

❊q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛①❡s a ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ A =
√
3a2

4 ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

2z −
√
3a = 0,

√
3y − z = 0,

√
3y + z = 0.

✭❆✳✹✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ u(y, z) ✐s ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠
❢♦r ✭❆✳✶✮ ✐s ♣r♦♠♣t❡❞✱

u(y, z) = Ac

(√
3y − z

)(√
3y + z

)(
2z −

√
3a
)
, ✭❆✳✹✼✮

✇❤❡r❡ Ac ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t Ac =

1
4
√
3aµ

(
−dP

dx

)
✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u(y, z) =
1

4
√
3

(
−dP
dx

)
1

aµ

(√
3y − z

)(√
3y + z

)(
2z −

√
3a
)
. ✭❆✳✹✽✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞
❢r♦♠ ♦❢ u s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞
♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Φ =

∫
A u(y, z)dA ❣✐✈❡s



✶✼✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

Φ =

∫ √
3a
2

0
dz

∫ √
3z
3

−
√
3z
3

u(y, z)dy =

√
3a4

320µ

(
−dP
dx

)
. ✭❆✳✹✾✮

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

ū =
a2

80µ

(
−dP
dx

)
, ✭❆✳✺✵✮

umax

(
y = 0, z =

√
3a

3

)
=

a2

36µ

(
−dP
dx

)
, ✭❆✳✺✶✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛r❡

τw(z =

√
3a

2
) =

√
3

2a

(
−dP
dx

)(
a2

4
− y2

)
, ✭❆✳✺✷✮

τw(y =

√
3z

3
) =

1

a

(
−dP
dx

)
z

(√
3a

2
− z

)
. ✭❆✳✺✸✮

❆✳✻ ❈✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

circular
sector

a

a

α

yz

❋♦r ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✹✮
✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t t♦ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❢❛♠✐❧✐❛r ❛♥❞
♣❡r❤❛♣s ❜❡st ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② u∗

u = u∗ +
r2

4µ

dP

dx
. ✭❆✳✺✹✮

❆❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥ ✭❆✳✹✮ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ✉ ♠✉st s❛t✐s❢② ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥



❆✳✻✳ ❈✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✶✼✸

∂2u∗

∂r2
+

1

r

∂u∗

∂r
+

1

r2
∂2u∗

∂2θ
= 0. ✭❆✳✺✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u∗ = R(r) · Φ(θ) ❣✐✈❡s

∂2Φ(θ)

∂θ2
+ kΦ(θ) = 0, ✭❆✳✺✻✮

r2

R(r)

∂2R(r)

∂r2
+

r

R(r)

∂R(r)

∂r
= k. ✭❆✳✺✼✮

❋♦r ✭❆✳✺✻✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Φn(θ) = Ancos
√
kθ. ✭❆✳✺✽✮

❋♦r ✭❆✳✺✼✮ ❧❡t t = ln r ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

d2R

dt2
− kR = 0. ✭❆✳✺✾✮

❚❤✉s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r R(r) ✐s

Rn(r) = Cne
√
kt +Dne

−
√
kt = Cnr

√
k +Dnr

−
√
k. ✭❆✳✻✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ u∗

u∗ = A0 +

∞∑

n=1

(
Anr

√
k +Bnr

−
√
k
)
cos(

√
kθ). ✭❆✳✻✶✮

■❢ ♦♥❡ ✉t✐❧✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❛t r = 0 t❤❡♥ Bn = 0✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t u = 0 ♦♥ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚♦ s❛t✐s❢②
t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛t r = 0 ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t A0 = 0✳ ❚❤✉s

u∗ =
∞∑

n=1

Anr
√
k cos(

√
kθ), ✭❆✳✻✷✮

❙✉❜st✐t✉t❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r u∗ ✐♥t♦ ✭❆✳✺✹✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

u =
r2

4µ

dP

dx
+
∑

n

Anr
k cos (kθ). ✭❆✳✻✸✮



✶✼✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s ✭❆✳✻✸✮ ♦♥ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡ s✐❞❡s θ = ±α
2

0 =
r2

4µ

dP

dx
+
∑

n

Anr
k cos

(
kθ

2

)
. ✭❆✳✻✹✮

❚❤✐s ♠❛② ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ cos (kα2 ) = 0✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t k = (2n−1)π
α , n =

1, 2, ...,∞✳ ❆♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ t❡r♠ r2

4µ
dP
dx ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ k = 2 ❛♥❞

Ak=2 =
1

4 cos(α)

(
− 1

µ

dP

dx

)
, ✭❆✳✻✺✮

✇✐t❤ t❤❡s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆✳✻✸✮ ❜❡❝♦♠❡s

u/

(
− 1

4µ

dP

dx

)
= r2

(
cos(2θ)

cos(α)
− 1

)
+

∞∑

n=1

Anr
(2n−1)π

α cos

(
(2n− 1)πθ

α

)
. ✭❆✳✻✻✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts An✱ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t u = 0 ❛r r = a✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t♦ ✭❆✳✻✻✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ u = 0

❧❡❛❞s t♦

(
1−

cos(2θ)

cos(α)

)
=

∞∑

n=1

Cncos

(
(2n− 1)πθ

α

)
, ✭❆✳✻✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ Cn✱ ❛r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts An✱ t❤❛t ✐s

Cn = Ana

(2n− 1)π

α
−2
. ✭❆✳✻✽✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ cos
(
(2n−1)πθ

α

)
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts [−α

2 ,
α
2 ]

✇❡ ❤❛✈❡

Cn = (−1)(i+1)/2 16α
2

π3
1

i(i+ 2α
π )(i− 2α

π )
, i = 1, 3, ...,∞. ✭❆✳✻✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭❆✳✻✽✮ ❛♥❞ ✭❆✳✻✾✮ ✇❡ ❣❡t



❆✳✼✳ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✶✼✺

u(r, θ) =
1

4µ

(
dP

dx

)
r2

(
1− cos 2θ

cosα

)
− 16a2α2

π3

∞∑

i=1,3,...

(−1)
i+1
2

(r
a

) iπ
α cos (iπθ/α)

i(i+ 2α/π)(i− 2α/π)


 .

✭❆✳✼✵✮

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Φ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
Φ =

∫
A urdrdθ s♦ t❤❛t

Φ =
a4

4µ

(
−dP
dx

)
tanα− α

4
− 32α4

π5

∞∑

i=1,3,...

1

i2(i+ 2α/π)2(i− 2α/π)


 . ✭❆✳✼✶✮

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛ A = αa2

2 ✐s

ū =
Φ

A
=

a2

2µα

(
−dP
dx

)
tanα− α

4
− 32α4

π5

∞∑

i=1,3,...

1

i2(i+ 2α/π)2(i− 2α/π)


 , ✭❆✳✼✷✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛r❡

τ
(
θ = ±α

2

)
=

1

4

(
−dP
dx

)
r2 (1 + 2 tanα) +

16a2α

π2

∞∑

i=1,3,...

(r
a

) iπ
α 1

(i+ 2α/π)(i− 2α/π)


 ,✭❆✳✼✸✮

τ(r = a) =
a

2

(
−dP
dx

)
1− cos 2θ

cosα
− 8α

π2

∞∑

i=1,3,...

−i i+1
2

cos (iπθ/α)

(i+ 2α/π)(i− 2α/π)


 .✭❆✳✼✹✮

❆✳✼ ❈♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s

concentric
annulus

a
b

yz

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❆✳✶✮ ❢♦r ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✇❡ ❤❛✈❡



✶✼✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

u =
r2

4µ

dP

dx
+ C1 ln r + C2. ✭❆✳✼✺✮

■♠♣♦s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✐s t❤✉s

u =
1

4µ

(
−dP
dx

)[
a2 − r2 + (a2 − b2)

ln(a/r)

ln(b/a)

]
. ✭❆✳✼✻✮

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Φ t❤❡♥ ❣✐✈❡s

Φ =
π

8µ

(
−dP
dx

)[
a4 − b4 − (a2 − b2)2

ln(a/b)

]
. ✭❆✳✼✼✮

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛ A = π(a2 − b2) ✐s

ū =
1

8µ

(
−dP
dx

)[
a2 + b2 − (a2 − b2)

ln(a/b)

]
, ✭❆✳✼✽✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛r❡

τ(r = b) = −1

4

(
−dP
dx

)[
2b+

(a2 − b2)

b ln(b/a)

]
, ✭❆✳✼✾✮

τ(r = a) =
1

4

(
−dP
dx

)[
2a+

(a2 − b2)

a ln(b/a)

]
. ✭❆✳✽✵✮

❆✳✽ ❊❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s

eccentric
annulus

a
b

yz

❋♦r ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ♠❛② ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

∇2

(
Ψ+

1

4µ

dP

dx
(y2 + z2)

)
=

1

µ

∂P

∂x
, ✭❆✳✽✶✮



❆✳✽✳ ❊❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✶✼✼

✇❤❡r❡ Ψ ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥∇2Ψ = 0✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② u = 0 ❧❡❛❞s t♦ Ψ = − 1
4µ

dP
dx (y

2+

z2) + d✱ ✇❤❡r❡ d ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❝✐r❝❧❡s✳ ▲❡t t❤❡ ②✲❛①✐s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♣✐♣❡ ❛♥❞ ❝♦r❡✱ ♦❢ r❛❞✐✐ a ❛♥❞ b r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
❞✐st❛♥t c ❛♣❛rt✳

❯s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥
♠❛♣♣❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ♦♥t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

W = y + iz =M tan
1

2
ζ, ζ = ξ + η, ✭❆✳✽✷✮

♦♥t♦ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✭❆✳✼✻✮✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② η = β ❛♥❞ α✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ (ξ, η) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ s♦❧✈❡

(
∂2Ψ

∂ξ2
+
∂2Ψ

∂η2

)
= 0. ✭❆✳✽✸✮

❙✐♥❝❡ W =M sin ξ+i sinh η
cosh η+cos ξ ✱ s♦ t❤❛t

y =M
sin ξ

cosh η + cos ξ
, z =M

sinh η

cosh η + cos ξ
,

M =

√
(c2 − (a+ b)2) (c2 − (a− b)2)

4c2
,

✭❆✳✽✹✮

■♥ t❤✐s s②st❡♠ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ η = α ❛♥❞ η = β r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ α ❛♥❞
β ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② sinhα = M/a✱ sinhβ = M/b✳ ❘❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ (x, y, z)✱ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s (M cothα, 0) ❛♥❞ (M cothβ, 0) r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ✐s c = M(cothα − cothβ)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✭❆✳✽✷✮
s✉❜❥❡❝t t♦ Ψ = Ψ1 · (−dP

dx )
1
µ ✇✐t❤

Ψ1 =
M2

4µ

(
2 cosh η

cosh η + cos ξ
− 1

)
+ d, η = α, β. ✭❆✳✽✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥

cosh η

cosh η + cos ξ
= coth η ·

(
1 + 2

∞∑

n=1

(−1)ne−nη cosnξ

)
. ✭❆✳✽✻✮

✭❆✳✽✺✮ ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s



✶✼✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

Ψ1 =
M2

2µ
coth η

∞∑

n=1

(−1)ne−nη cosnξ + const, η = α, β. ✭❆✳✽✼✮

❆ss✉♠❡

Ψ1 =
∞∑

n=1

(−1)n
(
Ane

−nη +Bne
nη
)
cosnξ. ✭❆✳✽✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ❤❛✈❡

An =M2
cothαe−2nα − cothβe−2nβ

e−2nα − e−2nβ
,

Bn =M2
cothα− cothβ

e−2nα − e−2nβ
.

✭❆✳✽✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

Ψ1 =M2
∞∑

n=1

(−1)n
e−nβ cothβ sinh (n(η − α))− e−nα cothα sinh (n(η − β))

sinh (n(β − α))
cos (nξ),

✭❆✳✾✵✮

✇❤❡r❡ α✱ β ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s(
∂2Ψ1
∂ξ2

+ ∂2Ψ1
∂η2

)
= 0 ❛♥❞ ♠❛❦❡s Ψ1 = − 1

4µ
dP
dx (y

2+z2)+d ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ η = α ♦r β✳ ■♥s♣❡❝t✐♦♥

♦❢ ✭❆✳✽✶✮ s❤♦✇s t❤❛t

u =
M2

µ

(
−dP
dx

)[
Ψ1

M2
+Aη +B − cosh η − cos ξ

4(cosh η + cos ξ)

]
, ✭❆✳✾✶✮

✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇✐❧❧ s❛t✐s❢② ✭❆✳✽✶✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts
❢♦r♠ ❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ζ✲♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ W ✲♣❧❛♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s Ψ ✐s r❡❛❞✐❧② s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ψ1 =
M2

2

(
cosh η

cosh η + cos ξ
− coth η

)
, ✭❆✳✾✷✮

s♦ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

u =
M2

µ

(
−dP
dx

)(
Aη +B − 1

2
coth η +

1

4

)
, ✭❆✳✾✸✮



❆✳✽✳ ❊❝❝❡♥tr✐❝ ❛♥♥✉❧✉s ✶✼✾

❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ α✱ β ✐♥ t✉r♥ ❢♦r η✱ ②✐❡❧❞s t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r A ❛♥❞ B✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❣✐✈❡s

A =
cothα− cothβ

2(α− β)
,

B =
β(1− 2 cothα)− α(1− 2 cothβ)

4(α− β)
,

✭❆✳✾✹✮

❛♥❞ ✭❆✳✾✶✮ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② Φ = 2
∫ π
0

∫ β
α u · |dWdζ |dξdη ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

Φ =
π

8µ

(
−dP
dx

)[
a4 − b4 − 4c2M2

β − α
− 8c2M2

∞∑

n=1

ne−n(β+α)

sinh (nβ − nα)

]
, ✭❆✳✾✺✮

✇❤❡r❡

M =
(
F 2 − a2

)1/2
, F =

a2 − b2 + c2

2c
,

α =
1

2
ln
F +M

F −M
, β =

1

2
ln
F − c+M

F − c−M
,

η = α ❛♥❞ η = β ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ❛r❡❛ A = π(a2 − b2) ✐s

ū =
1

8µ

(
−dP
dx

)



a4 − b4 −
4c2M2

β − α
− 8c2M2

∞∑
n=1

ne−n(β+α)

sinh (nβ − nα)

a2 − b2


 , ✭❆✳✾✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛r❡

τ1 =

∞∑

n=1

(−1)nn
e−nβ cothβ cosh (n(η − α))− e−nα cothα cosh (n(η − β))

sinh (n(β − α))
cos (nξ), ✭❆✳✾✼✮

τ =
M2

µ

(
−dP
dx

)[
τ1 +

cothα− cothβ

2(α− β)
− sinh η cos ξ

2(cosh η + cos ξ)2

]
, ✭❆✳✾✽✮

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② η = α ❛♥❞ η = β t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ❛t r❛❞✐✉s r = a ❛♥❞ r = b

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳



✶✽✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

❆✳✾ ❍❛❧❢ ♠♦♦♥

half
moon

b
a

yz

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

dP

dx
= µ

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2

)
. ✭❆✳✾✾✮

■❢ ✭❆✳✾✾✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t u ✐s ③❡r♦ ♦♥ ❛❧❧ ❞✉❝t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
t❤❡♥ ❛❧❧ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(y − a)2 + z2 = a2 ✐♥ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ y2 + z2 = b2 ♦❢ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣✐✈❡ r = 2a cos θ ❛♥❞ r = b✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤✉s
θ ∈ [− arccos( b

2a), arccos(
b
2a)]✳ ◆♦r♠❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❢♦r♠

u(r, θ) = B(r − b) (2a cos θ − r) , ✭❆✳✶✵✵✮

u(r, θ) = B(r − b)

(
2a cos θ

r
− 1

)
, ✭❆✳✶✵✶✮

u(r, θ) = B(r2 − b2) (2a cos θ − r) , ✭❆✳✶✵✷✮

u(r, θ) = B(r2 − b2)

(
2a cos θ

r
− 1

)
. ✭❆✳✶✵✸✮

❋♦r ✭❆✳✶✵✵✮ t♦ ✭❆✳✶✵✷✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛t ∇u 6= const s♦ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✭❆✳✶✵✸✮ ✐t ❣✐✈❡s ∇u = B = 1

µ(−dP
dx )✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✭❆✳✸✳✶✮✱ ✐t✬s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

u =
1

4µ

(
−dP
dx

)(
r2 − b2

)(2a cos θ

r
− 1

)
, ✭❆✳✶✵✹✮

✇❤❡♥ ∂u
∂r = ∂u

∂θ = 0 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s θ = 0 ❛♥❞ r3−ar2−ab2 = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣♦t
❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❝✉❜✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
r❛❞✐✉s r❛t✐♦ b/a✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Φ =

∫ θ1
−θ1

∫ 2a cos θ
b udrdθ, θ1 = arccos ( b

2a)

❣✐✈❡s



❆✳✶✵✳ ▲✐♠❛❝♦♥ ✶✽✶

Φ =
1

4µ

(
−dP
dx

)[
(2a3b+

21

12
ab3) sin θ1 + (a4 − b4

2
− 2a2b2)θ1

]
, ✭❆✳✶✵✺✮

❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ū = Φ
A ✇✐t❤ A =

a2
(
π − θ2 +

1
2 sin(2θ2)

)
− 1

2b
2(π − θ2 − sin θ2) ✇❤✐❧❡ θ2 = 2arcsin

(
b
2a

)
✳ ❆♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r

str❡ss ❛r❡

τ(r = b) = −1

4

(
−dP
dx

)
(4a cos θ − 2b), ✭❆✳✶✵✻✮

τ(r = 2a cos θ) =
1

4

(
−dP
dx

)
(

b2

2a cos θ
− 2a cos θ), ✭❆✳✶✵✼✮

✇❤❡r❡ −θ1 ≤ θ ≤ θ1✳

❆✳✶✵ ▲✐♠❛❝♦♥

limacon
(b ≤ 1)

a

a+ ab

yz

▲✐♠❛❝♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛①❡s a✱ ❝♦♥st❛♥t b ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ A = πa2(1 + 2b2) ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

y = a(cos θ + b cos 2θ),

z = a(sin θ + b sin 2θ),
✭❆✳✶✵✽✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s r = a(1 + 2b cos θ)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

∇2

(
Ψ+

1

4µ

dP

dx
(y2 + z2)

)
=

1

µ

dP

dx
, ✭❆✳✶✵✾✮

✇❤❡r❡ Ψ ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ∇2Ψ = 0✳ ❆s u = 0 ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ s♦



✶✽✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇

Ψ = − 1

4µ

dP

dx
(y2 + z2) + d, ✭❆✳✶✶✵✮

✇❤❡r❡ d ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥st❛♥t✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♣ ❛ ❝✐r❝❧❡ (ξ2 + η2) ≤ 1 t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✐♠❛❝♦♥

y = a(ξ + b(ξ2 − η2)), ✭❆✳✶✶✶✮

z = a(η + 2bξη). ✭❆✳✶✶✷✮

■♥ t❤❡ ♥❡✇ (ξ, η) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ (∂
2Ψ
∂ξ2

+ ∂2Ψ
∂η2

) = 0✳ ❋r♦♠ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✭❆✳✶✶✵✮✱ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✶✵✾✮ s❤♦✇s t❤❛t

u =
a2

4µ

(
−dP
dx

)[
B1ξ +B2η +B3ξη +B4 − (ξ2 + η2)− 2bξ(ξ2 + η2)− b2(ξ4 + η4)− 2b2ξ2η2

]
,

✭❆✳✶✶✸✮

✇❤❡r❡ B1✱ B2✱ B3 ❛♥❞ B4 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② (ξ2 + η2) = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ B1 = 2b✱
B2 = 0✱ B3 = 0 ❛♥❞ B4 = 1 + b2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s

u(y, z) =
a2

4µ

(
−dP
dx

)[
1 + 2bξ + b2 − (ξ2 + η2)− 2bξ(ξ2 + η2)− b2(ξ4 + η4)− 2b2ξ2η2

]
.

✭❆✳✶✶✹✮

■♠♣♦s❡ ∂u
∂ξ = ∂u

∂η = 0 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s η = 0 ❛♥❞ 2b2ξ3 + 3bξ2 + ξ − b = 0✱ t❤❡♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❝✉❜✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t b✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Φ =
∫ 1
−1

∫√1−η2

−
√

1−η2
u(ξ, η)|∂(y,z)∂(ξ,η) |dξdη ❣✐✈❡s

Φ =
π

8µ

(
−dP
dx

)
a4
(
1 + 4b2 − 2b4

)
, ✭❆✳✶✶✺✮

✇❤❡r❡ |∂(y,z)∂(ξ,η) | = a2(1 + 2bξ)2 + 4a2b2η2✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

ū =
a2

8µ

(
−dP
dx

)(
1 + 4b2 − 2b4

1 + 2b2

)
, ✭❆✳✶✶✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s



❆✳✶✵✳ ▲✐♠❛❝♦♥ ✶✽✸

τ =
a2

2
(−dP

dx
)(1 + 2b cos θ + 2b2) cos θ, 0 ≤ θ ≤ 2π. ✭❆✳✶✶✼✮





❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛♥
❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡

❇✳✶ ▼❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧

r(θ) = g(θ)

[∣∣∣∣∣
cos(mθ

4 )

a

∣∣∣∣∣

n2

+

∣∣∣∣∣
sin(mθ

4 )

b

∣∣∣∣∣

n3
]−1/n1

= g(θ).f(θ), m > 0, ✭❇✳✶✮

❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧♠♦st ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡ ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝✐r❝❧❡✱ f(θ) ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
g(θ) ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ g(θ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❡r ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f(θ)✳ ❋♦r ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

▲❡t t❤❡ n tr✉❡ ♣♦✐♥ts ❜❡ zi = (xi, yi), i = 1, 2, ..., n✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞
✈❛❧✉❡s ❛r❡ z

′

i = (x
′

i, y
′

i)✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❡rr♦rs ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
♦r✐❣✐♥ ❜② (cx, cy)✳ ▲❡t (c̃x, c̃y) ❜❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦r ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (cx, cy)✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡

❜② z̃i = (x̃i, ỹi) = (x
′

i− c̃x, y
′

i− c̃y) s♦ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ r̃i =
√
x̃2i + ỹ2i ❛♥❞ θ̃i = tan−1(ỹi/x̃i)✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ r̂i = g(θ̃) · f(θ̃i, ã, b̃, m̃, ñ1, ñ2, ñ3)✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✉❡s

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ di = |r̃− r̂| ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② S =
n∑

i=1
d2i ≥ 0✳

❖♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✱ S ❝❛♥ ❜❡ ③❡r♦✱ ❜✉t t❤❡ s♠❛❧❧❡r
✐t ✐s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ❛r❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ✭❛ss✉♠✐♥❣
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❞❛t❛✮✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ f(·) ❛♥❞ g(·) s✉❝❤ t❤❛t S ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳

■♥ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✷✱ ✾✹✱ ✸✸✱ ✾✻✱ ✶✵✱ ✸✽❪✳ ❚❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s✇❛r♠ ♦❢ ❜✐r❞s ♦r ♦t❤❡r ❛♥✐♠❛❧s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r
❢♦♦❞✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡② s❡❡♥
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ P❛rt✐❝❧❡

✶✽✺



✶✽✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡

❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❘❡♣✉❧s✐✈❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞ ✭❘P❙▼✮ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡s t❤♦✉❣❤ ♠❛② ❜❡ s❧♦✇❡r
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✽✼✱ ✽✽✱ ✻✺✱ ✶✵✷❪✳ ■♥ ❘❡♣✉❧s✐✈❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✈❡❧♦❝✐t②
ui+1 ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ xi ✇✐t❤ ❛ r❡❝❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ui ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

ui+1 = αui + aξ1 (x̂i − xi) + bξ2α (x̂bi − xi) + cξ3αz, ✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡✱

❼ ξ1✱ ξ2✱ ξ3 ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ∈ [0, 1]✳ ❛✱ ❜✱ ❝ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ α ✐s ✐♥❡rt✐❛ ✇❡✐❣❤t
∈ [0.01, 0.7]✳

❼ x̂ ✐s ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ x̂bi ✐s ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡
❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ ❤❡ s✇❛r♠✳ z ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✳

❚❤❡ ❢✉t✉r❡ xi+1 ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s xi+1 = xi + ui+1✳ ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
❝❛✉❣❤t ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ s♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ u ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳

❇✳✷ ❘❡s✉❧t

❋✐❣✳❇✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜❣✉r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ✸✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ❇✳✶✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ❚r✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✧s✉♣❡r❢♦r♠✉❧❛✧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❘❡♣✉❧s✐✈❡ P❛rt✐❝❧❡
❙✇❛r♠ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ g(θ) = 1✳ ✸✻✵ P❛rt✐❝❧❡s ✐s ✉s❡❞✳

s❤❛♣❡ m n1 n2 n3 ❛ ❜ ❙

tr✉❡ ✸ ✹ ✷ ✼ ✶ ✶ ✵✳✵

❡st✐♠❛t❡❞ ✷✳✾✽✺✸ ✹✳✹✺✹✽ ✷✳✼✼✹✼ ✺✳✻✼✽✶ ✶✳✵✵✹ ✶✳✵✵✶ ✽✳✹✺✹✸❡✲✺

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

▼♦❞❡❧✐♥❣

❈✳✶ ◗✉❛s✐✲✶❉ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ q✉❛s✐✲✶❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ū
dū

dx
+

1

ρ

dP

dx
= ν

∂2u

∂y2
, ✭❈✳✶✮

✇❤❡r❡ ū(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❈✳✷ ❚❤✇❛✐t❡s ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❤✇❛✐t❡s✬ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✷❉ ❛♥❞ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✢♦✇ s♦❧✈✐♥❣ st❡❛❞② ✐♥t❡❣r❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✷✻✱ ✶✵✺❪ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❧♦✇

δ1(x) =

∫ ∞

0
rk(x)

(
1− u(x, y)

Ue(x)

)
dy,

δ2(x) =

∫ ∞

0
rk(x)

u(x, y)

Ue(x)

(
1− u(x, y)

Ue(x)

)
dy,

✢♦✇ ✐♥❞❡① k =

{
0 ✷❉ ✢♦✇
1 ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✢♦✇

✭❈✳✷✮

✇❤❡r❡ r(x) ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲s✐♠✐❧❛r✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬✶✷✻❪✱ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ x ✇✐t❤ ❚❤✇❛✐t❡s ❡q✉❛t✐♦♥

δ22(x) =
0.45ν

r2k(x)U6
e (x)

∫ x

0
r2k(x)U5

e (x)dx+
δ22(0)r

2k(0)U6
e (0)

r2kxU6
e (x)

,

✢♦✇ ✐♥❞❡① k =

{
0 ✷❉ ✢♦✇
1 ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✢♦✇

✭❈✳✸✮

✶✽✼



✶✽✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✇❤❡r❡ Ue(0) ❛♥❞ δ2(0) ❛r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t x = 0✳ ❚❤❡
s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

S(λ) =
δ2

Ue(x)

∂Ue

∂y
, ✭❈✳✹✮

❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❚❤✇❛✐t❡s ♣❛r❛♠❡t❡r λ

λ =
δ2
ν

∂Ue(x)

∂x
. ✭❈✳✺✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r H(λ) ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r

H(λ) =
δ1
δ2
. ✭❈✳✻✮

❚❤❡ s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r S(λ) ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rH(λ) ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠♦❞✐✜❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❚❤✇❛✐t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✶✷✱ ✷✼❪

S(λ) = 0.22 + 1.402λ+
0.018λ

0.107 + λ
−0.1 ≤ λ ≤ 0,

H(λ) = 2.088 +
0.0731λ

0.14 + λ
,

S(λ) = 0.22 + 1.57λ− 1.8λ2 0 ≤ λ ≤ 0.1,

H(λ) = 2.61− 3.75λ+ 5.24λ2.

✭❈✳✼✮

❚❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s♣❛t✐❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ∆x ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① i ✐♥ t❤❡
x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ue(i∆x)✱ δ1(i∆x)✱ δ2(i∆x) ❛♥❞ λ(i∆x) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Ue,i✱
δ1,i✱ δ2,i ❛♥❞ λi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s





δ22,i =
0.45ν
r2ki U6

e,i

∆x
i∑

j=1
r2kj U

5
e,j +

δ22(0)r
2k(0)U6

e (0)

r2ki U6
e,i

,

λi =
δ2,i
ν

Ue,i−Ue,i−1

∆x ,

δ1,i = δ2,iH(λi),

Ue,i =
Q

A(δ1,i)
,

τs,i =
ρνUe,i

δ2,i
S(λi),

✭❈✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❡❛ A(δ1,i) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss δ1,i ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s

A(δ1,i) =

{
l(hi − 2δ1,i), ❦❂✵
π(ri − δ1,i)

2, ❦❂✶
✭❈✳✾✮



❈✳✷✳ ❚❤✇❛✐t❡s ♠❡t❤♦❞ ✶✽✾

❚❤❡ ❝♦❞❡ ✉s❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② Ai ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❡♥tr❛♥❝❡ ❛r❡





δ02 = δ01 = 0,

λ0 = 0,

U0
e,i =

Q
Ai
,

τ0s,i = 0.

✭❈✳✶✵✮

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

❼ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② U0
e,i ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭❈✳✶✵✮✳

❼ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❛✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② U0
e,i ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛s

Ue,i =
Q

A(δ1,i−1)
. ✭❈✳✶✶✮

❜✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Ue,i✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ δ2,i ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❈✳✽✮

δ2,i =

√√√√ 0.45ν

r2ki U
6
e,i

∆x

i∑

j=1

r2kj U
5
e,j +

δ22(0)r
2k(0)U6

e (0)

r2ki U
6
e,i

. ✭❈✳✶✷✮

❝✳ ❚❤❡♥ λi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❈✳✽✮ ❛♥❞ ♥❡✇ δ1,i ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
δ1,i = δ2,iH(λi)✳

❞✳ ❲✐t❤ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② Ue,i ✐s r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

Ue,i =
Q

A(δ1,i)
. ✭❈✳✶✸✮

❼ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ✭t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τs,i ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ✭❈✳✽✮✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❉❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

❉✳✶ ❙❤❛r♣ ❡❞❣❡❞

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡❞ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❉✳✶✳

❉✳✷ ❘♦✉♥❞ ❡❞❣❡❞

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r✐♥t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣ ✻ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❉✳✷✳

✶✾✶



✶✾✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡❞ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳



❉✳✷✳ ❘♦✉♥❞ ❡❞❣❡❞ ✶✾✸

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❞✮ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✿ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r✐♥t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ❛❞❛♣t❡❞ ✭s❝r❡✇t❤r❡❛❞
✐s ❛❞❞❡❞✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❊

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts

❉✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s❡♥♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ ♣r❡ss✉r❡✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡t❝✳
❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❞❡❧✐✈❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭P❈■✲▼■❖✱ ◆■✱
▲❛❜✈✐❡✇ ◆■✮✳ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ✈♦❧t❛❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡q✉✐r❡s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❊✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s

❊✳✶✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛♥♦♠❡t❡r

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣❛✉❣❡ ✭❆s❤❝r♦❢t✲❳▲❞P✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s✲
❞✉❝❡rs ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ■ts ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛t❡r ♠❛♥♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣❛✉❣❡s
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡
r❡❣✉❧❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✜♥❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✶❛✳

✭❛✮
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❊✳✶✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛♥♦♠❡t❡r✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜②
♣r❡ss✉r❡ ♠❛♥♦♠❡t❡r ❆s❤❝r♦❢t✲❳▲❞P ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❛♥♦♠❡✲
t❡r✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣♦✐♥ts✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛t❡r ♠❛♥♦♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ✜rst ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢
✶✵✵♠♠ ❍2❖ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ❧✐q✉✐❞ ❝♦❧✉♠♥ ✉♣ t♦ ✸✵✵♠♠ ❍2❖✳ ❯s❡ ❜♦t❤

✶✾✺



✶✾✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts

❤❡❧♣❡❞ ✉s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺♠♠ ❍2❖
♦r ✺ P❛✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✶❜✳

❊✳✶✳✷ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ✈❛r✐♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❑✉❧✐t❡ ❳❈❙✲✵✾✸ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✉s❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛♥♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛t ❛
♣♦✐♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❖♥ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r✱ ❛ ❞♦③❡♥ t❡♥s✐♦♥ ✴ ♣r❡ss✉r❡ ♣♦✐♥ts ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ✵ t♦ ✸✵✵✵ P❛ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♠❛♥♦♠❡t❡r ✭❋✐❣✳ ❊✳✶❜✮✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❜♦t❤ s❡♥s♦rs ✐s ❧✐♥❡❛r ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✾✾ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✮ t♦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣❛✐♥ ✷✺✽✼ P❛✴❱ ❢♦r t❤❡ ❑✉❧✐t❡ ❳❈❙✲✵✾✸ ♠♦❞❡❧✳

❊✳✶✳✸ ❙♠♦❦❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ s♠♦❦❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❞r❡ss t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ sq✉❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤
✶❝♠ s✐❞❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✷ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✜❧♠ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ❊✳✷✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ sq✉❛r❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ✶❝♠ s✐❞❡✳

❊✳✷ ❙✐♥❣❧❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr②

❈♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r ■❋❆✲✸✵✵ ❚❙■ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ♦✉r st✉❞② ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦t ✜❧♠
❛♥❡♠♦♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✶✷✵✶✲✷✵ ❚❙■ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✸ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ❛r❡❛ ❛r❡ ✺✵✳✽µ♠ ❛♥❞ ✶✳✵✷♠♠
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ❊✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❡ ✐s ♠♦✉♥t❡❞
♦♥ ❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❚❋❆✲✸✵✵✳

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✹✳ ❇r✐❡✢②
t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❡ ❛♥❞ t❤✉s ❦❡❡♣ ✐ts r❡s✐st❛♥❝❡ Rop ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡



❊✳✷✳ ❙✐♥❣❧❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ✶✾✼

❋✐❣✉r❡ ❊✳✸✿ ❍♦t ✜❧♠ ♠♦❞❡❧ ✶✷✵✶✲✷✵ ❚❙■ ✭ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳ts✐✳❝♦♠✴✉♣❧♦❛❞❡❞❋✐❧❡s✴Pr♦❞✉❝t❴

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴▲✐t❡r❛t✉r❡✴❈❛t❛❧♦❣s✴❍♦t✇✐r❡❴❈❛t❛❧♦❣❴✷✾✽✵✹✻✺✳♣❞❢✮✳

❚❛❜❧❡ ❊✳✶✿ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ♠♦❞❡❧ ✶✷✵✶✲✷✵ ❚❙■ ✭ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳ts✐✳❝♦♠✴✉♣❧♦❛❞❡❞❋✐❧❡s✴
Pr♦❞✉❝t❴■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴▲✐t❡r❛t✉r❡✴❈❛t❛❧♦❣s✴❍♦t✇✐r❡❴❈❛t❛❧♦❣❴✷✾✽✵✹✻✺✳♣❞❢✮✳

▼❛t❡r✐❛❧
▼❛①✐♠✉♠ s✉st❛✐♥❡❞ ▼❛①✐♠✉♠ s❡♥s♦r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❉✐st❛♥❝❡

❛♠❜✐❡♥t ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✐st❛♥❝❡ s✉♣♣♦rts

P❧❛t✐♥✉♠ ✸✵✵ ❽ ✹✷✺ ❽ ✵✳✵✵✷✹ ❽−1 ✶✳✻✺♠♠

✐♥ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ Rop ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ eb ❛t ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥♣✉t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ✈♦❧t❛❣❡ EB ❛t ♦✉t♣✉t✳ ❖♥❝❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s st❛❜❧❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
t❡♥s✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❊✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r✱ ✇❤❡r❡ EB✿ ❜r✐❞❣❡ ✈♦❧t✲
❛❣❡ ♦✉t♣✉t✱ eb✿ s♠❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥♣✉t✱ IP ✿ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ s❡♥✲
s♦r✱ Rop✿ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛t ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ R1✱ R2✱ RB✿ ❜r✐❞❣❡ r❡s✐s✲
t♦r ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳ts✐✳❝♦♠✴✉♣❧♦❛❞❡❞❋✐❧❡s✴Pr♦❞✉❝t❴■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴▲✐t❡r❛t✉r❡✴❈❛t❛❧♦❣s✴
❍♦t✇✐r❡❴❈❛t❛❧♦❣❴✷✾✽✵✹✻✺✳♣❞❢✮✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ✜❧♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✺✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛✐r ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❛ ✢♦✇ ♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ t✉❜❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥✱ ❛ ✷♠
✉♥✐❢♦r♠ P❱❈ t✉❜❡ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✶✵❝♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ✷✳✶✹❝♠ ❛t
♦✉t❧❡t✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✳

❚❤❡ ❤♦t ✜❧♠ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥ ❛t ✶♠♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
♥♦③③❧❡ ❡①✐t✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛tr✐① ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❛❜❱✐❡✇

http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf
http://www.tsi.com/uploadedFiles/Product_Information/Literature/Catalogs/Hotwire_Catalog_2980465.pdf


✶✾✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts

✼ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❤♦t ✜❧♠ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✵❦❍③ ❢♦r
✶✵s ❛t ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✵✵❍③✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✢♦✇ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✉♣ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❛✐r
❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ r♦♦♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ ❞r✐❢t ✐♥ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ta ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ Ta,r = 21.1o❈✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t ❜r✐❞❣❡ ✈♦❧t❛❣❡s Emeas ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ Ecor ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞
❜② ❑❛♥❡✈❝❡ ❬✻✶❪✱ ✇❤❡r❡ Tf ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✐r✢♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿

x

z

y ❛✐r
❝♦♠♣r❡ss♦r

✷✵✵❝♠

✶✵❝♠ hot film

■❋❆✲✸✵✵

✶✽✳✷✺❝♠

♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠

✶✼✳✶✽❝♠

✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ❊✳✺✿ ❛✮ ❖✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦t ✜❧♠✳ ❜✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
t✉❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥✳ ❝✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t✉❜❡✳

Ecor = Emeas

(
Tf − Ta,r
Tf − Ta

)1/2

✭❊✳✶✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ♣❧♦tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✜❢t❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝✉r✈❡ ✜t✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✰✮ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①✐t ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❬✹✵✱ ✻✶❪✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ✭①✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♦✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✭< 2% ♦❢ ✐ts r❡❝♦r❞✐♥❣✮✳

❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡
❤♦t ✜❧♠ s❡♥s♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❊✳✼✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ st❡♣ ♠♦t♦r s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✭✷✵✵ st❡♣s✮ ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ♠♦t♦r ✐s ✵✳✵✶♠♠✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉♣ t♦ ✵✳✶♠♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐♥str✉♠❡♥t✳



❊✳✷✳ ❙✐♥❣❧❡ ❤♦t ✜❧♠ ❛♥❡♠♦♠❡tr② ✶✾✾

❋✐❣✉r❡ ❊✳✻✿ ❙✐♥❣❧❡ ❤♦t ✜❧♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❊✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❋

❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❋✳✶ ▼❡❛s✉r❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s

▼❡❛s✉r❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✶✱ ❋✐❣✳ ❋✳✷✱ ❋✐❣✳ ❋✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❋✳✹✳

❋✳✷ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s

❋✳✷✳✶ ▼❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s

▼❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❋✳✻

❋✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✬♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ✬♠✐♥♦r✬ ❛①✐s ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✱ ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✳✼∽❋✳✶✹✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
♣r♦✜❧❡ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ✢♦✇ ❡♥✈❡❧♦♣❡❞
❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇
❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
✢♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✕ s✉❝❤ ❛s ✈♦rt❡① ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✈♦rt❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✕ ❛t ✜rst s✐❣❤t
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✺✳✺✮✱ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❋✳✶✺✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✈❛r② ❢r♦♠ ✸✸✪ t♦ ✽✺✪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✶✷✪ t♦ ✺✼✪ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✬♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ✬♠✐♥♦r✬ ❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r t❡♥❞❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛①✐s t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ❵♠✐♥♦r✬ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣✐♣❡ ❛♥❞

✷✵✶



✷✵✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/u0 ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ u0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳



❋✳✷✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✷✵✸

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s
urms/u0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t
✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ u0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳



✷✵✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✸✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/u0 ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇
r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❉ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ u0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳



❋✳✷✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✷✵✺

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✹✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥❡❛r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s
urms/u0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r✐❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❉ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ u0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ ❥❡t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡✳



✷✵✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✺✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡
Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❛rr♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛ ❛♥❞ ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r
❛①✐s✳



❋✳✷✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✷✵✼

✭❛✮ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ sq✉❛r❡

✭❡✮ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡

✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✻✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s u/umax ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s s❤❛♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡
Q ✭✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ♦r ✶✵✵❧✴♠✐♥✮ ❢♦r s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐♥❧❡t ✭❧❛❜❡❧ ❈ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
umax ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ sq✉❛r❡
✐t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s✳



✷✵✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ❆♥②✇❛②✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐s
q✉❛♥t✐✜❡❞✳

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✳
❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠
tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r
❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬✳

❋✳✸ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥



❋✳✸✳ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷✵✾

❚❛❜❧❡ ❋✳✶✿ ❘❛t✐♦ δexp/δmod = umax
exp /u

max
mod r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✷✾ ❢♦r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵✪ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❵♠❛❥♦r✬ ❛♥❞ ❵♠✐♥♦r✬
❛①✐s ♦❢ ❛❧❧ ❛ss❡ss❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭s♣❛t✐❛❧
st❡♣✮ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❇♦❧❞ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥❞❡♥❝②✳

❉ ❬♠♠❪
◗ ❬❧✴♠✐♥❪ ♣♦s✐t✐♦♥

t❡♥❞❡♥❝②
✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✸✺ ✺✵ ✼✵ ✶✵✵ ❡rr♦r ❬✪❪

♠❛❥♦r ❛①✐s

❝❧ ✶✵ ✺✹ ✲ ✲ ✺✹ ✺✹ ✺✺ ✺✾ ✻✼ ✷✳✺ →ր

sq ✽✳✾ ✻✷ ✻✷ ✻✶ ✻✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✸ ց

❧❝s ✽✳✹ ✻✸ ✻✷ ✻✶ ✻✵ ✺✾ ✲ ✲ ✲ ✷ ց

tr ✼✳✽ ✻✷ ✻✵ ✺✽ ✺✽ ✺✻ ✲ ✲ ✲ ✷ ց

s❝s ✼✳✷ ✻✶ ✻✵ ✺✼ ✺✼ ✺✼ ✲ ✲ ✲ ✶✳✺ ց

♥tr ✼✳✵ ✻✵ ✺✾ ✺✽ ✹✻ ✹✺ ✲ ✲ ✲ ✶✳✺ ց

❡❧ ✻✳✼ ✼✷ ✼✵ ✻✽ ✻✼ ✻✺ ✻✹ ✻✼ ✽✷ ✶ ցր

r❡ ✻✳✻ ✽✶ ✲ ✲ ✼✼ ✼✺ ✼✺ ✼✾ ✶✵✵ ✶✳✺ ցր

♠✐♥♦r ❛①✐s

sq ✽✳✾ ✻✹ ✻✸ ✻✷ ✻✵ ✲ ✲ ✲ ✲ ✷ ց

❧❝s ✽✳✹ ✼✸ ✼✸ ✼✶ ✼✵ ✻✾ ✲ ✲ ✲ ✷ ց

tr ✼✳✽ ✼✶ ✼✶ ✻✾ ✻✽ ✻✻ ✲ ✲ ✲ ✷ ց

s❝s ✼✳✷ ✾✹ ✾✹ ✾✷ ✾✷ ✾✻ ✲ ✲ ✲ ✸ ցր

♥tr ✼✳✵ ✾✼ ✾✸ ✾✼ ✼✺ ✼✺ ✲ ✲ ✲ ✸ ցրց

❡❧ ✻✳✼ ✼✷ ✼✵ ✻✽ ✻✻ ✻✸ ✻✺ ✻✾ ✽✵ ✺✳✺ ցր

r❡ ✻✳✻ ✽✸ ✲ ✲ ✼✾ ✼✹ ✼✷ ✼✼ ✾✶ ✻✳✺ ցր



✷✶✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❣✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❤❛♣❡✳
❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣
♠❛❥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬✳



❋✳✸✳ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷✶✶

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✺✵❧✴♠✐♥

✭❣✮ ◗❂✼✵❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✶✵✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❤❛♣❡✳
❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣
♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬❤✬✳



✷✶✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥

✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥ ✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

✭❡✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❢✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥

✭❣✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❞✮ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ✭❡✲
❤✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ♦❢ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷✵❧✴♠✐♥✳
❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬▲dia✬✳



❋✳✸✳ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷✶✸

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❡✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

✭❢✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❣✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭✐✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❥✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮
♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳
❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳



✷✶✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❡✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

✭❢✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❣✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭✐✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❥✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲❥✮
♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✸✺❧✴♠✐♥✳
❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❡①♣✧✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳



❋✳✸✳ ❋❧♦✇ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷✶✺

✭❛✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❜✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❝✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭❞✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❡✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

✭❢✮ ◗❂✺❧✴♠✐♥ ✭❣✮ ◗❂✶✵❧✴♠✐♥ ✭❤✮ ◗❂✶✺❧✴♠✐♥

✭✐✮ ◗❂✷✵❧✴♠✐♥ ✭❥✮ ◗❂✸✺❧✴♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲
❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞
✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞
✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳
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❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❡ss❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② umax

mod ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❢♦r✿ ✭❛✲❡✮ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛♥❞ ✭❢✲
❥✮ ♠✐♥♦r ❛①✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞
✸✺❧✴♠✐♥✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦✜❧❡s ✉s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ st❡♣ ∆y = 0.5♠♠ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞
✧❡①♣✧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✧♠♦❞✧ ❛♥❞ ū ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬✇✬ ❛♥❞ ✬❤✬✳
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✭❡✮ ✐s♦s❝❡❧❡s tr✐❛♥❣❧❡ ✭❢✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t♦r
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❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❢♦r s❤❛♣❡s ❡①❝❡♣t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛❥♦r ❛①✐s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s
✧♠❛❥♦r✧ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✧♠✐♥♦r✧ ❢♦r ♠✐♥♦r ❛①✐s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ♦❢
sq✉❛r❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✧❞✐❛✧✳
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✭❣✮ s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥ ✭❤✮ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♠❛❥♦r ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺❧✴♠✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♠✐♥♦r ❛①✐s ❢♦r ❛❧❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✇❤❡♥
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺❧✴♠✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✾✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧
tr✐❛♥❣❧❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵❝♠ t♦ ✷✶❝♠ ♦❢ t❤❡ ❡①✐t✳ ❖♥❡ ❣r✐❞ ♣❧❛t❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥✳ ❱♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺✱ ✶✵✱✶✺✱ ✷✵✱ ✸✺✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵❧✴♠✐♥ ❛r❡
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❆♣♣❡♥❞✐① ●

❯♥st❡❛❞② ✢♦✇

●✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥
st❡❛❞② ✢♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
s❤❛♣❡ ❢♦r ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✜①❡❞
❧❡♥❣t❤ L = 25♠♠ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ t✉❜❡ ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✷✺♠♠ ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ●✳✶✳ ❆s t❤❡ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❤❛r♣ tr❛✐❧✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ xs ✐s ❛t
t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❡♥❞ ✭xs = x3✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦ s♦ t❤❛t Pd = 0 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r x ≥ xs✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t P0 − Pd✳

❥❡t
✢♦✇ x

P0 Pd = 0

x2x3x1 x4

xs = x3

L = 25♠♠

❋✐❣✉r❡ ●✳✶✿ ❋❧♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dP/dx✱ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② u✱ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ A✱
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✱ ✈❡❧♦❝✐t② u(x, y, z)✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ν ✭1.5 × 10−5♠2✴s ❢♦r ❛✐r✮ ❛♥❞
❞❡♥s✐t② ρ ✭1.2❦❣✴♠3 ❢♦r ❛✐r✮✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ dQ

dx = 0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥
❜♦t❤ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✿

✷✷✸



✷✷✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ❯♥st❡❛❞② ✢♦✇

du

dt
− Q2

A3

dA

dx
= −1

ρ

dP

dx
+ ν

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
✭●✳✶✮

▼❛❦✐♥❣ ❛ ✷❉ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r♦♣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ ❜r❛❝❦❡ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡
q✉❛s✐✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ❧❛❜❡❧❡❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ✭❇P✮ ❬✷✺❪✳
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✢♦✇ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✇♦r❦✱ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss ✐s ❞✉❡ t♦ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ P0(t)✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s

P (x, t) = P0(t)− ρ

∫ x

0

du

dt
dx− ρQ2

2

(
1

A2(x)
− 1

A2
0

)
+ µ

∫ x

0

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
dx ✭●✳✷✮

❚❤❡ ❜✉❧❦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Re = QD
νA ❛♥❞ ❙tr♦✉❤❛❧ ♥✉♠❜❡r Sr = f0DA

Q ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣
✈♦❧✉♠❡ ✢♦✇ r❛t❡ Q✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❞✐❛♠❡t❡r D ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② f0✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾❜ ❢♦r Ld = 0❝♠✳ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r Q = 5✱ ✷✵ ❛♥❞
✶✺✵❧✴♠✐♥ ✇✐t❤ ❞r✐✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 = 500❍③✳

●✳✷ ❘❡s✉❧ts

▼❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P0(t) ❛♥❞ P1(t) ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ●✳✷✳ ❚❤❡ ✉♥st❡❛❞② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ✢♦✇ P0(t) ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ T = 1/f0 ✐❧❧✉str❛t❡s
✢♦✇ ❢♦r Sr ≈ 1 ❛♥❞ Sr < 1✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✈❛r✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❡❝t✐♦♥
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ P1(t) − P1(t)✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡
❡❧❧✐♣t✐❝ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ P0 ❛♥❞ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ P1 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s s❡❡♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ●✳✶✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✢♦✇
❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❛❜❧❡ ●✳✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ P0(t) ❛♥❞ P1(t)✳

◗❬❧✴♠✐♥❪
t
T [−]

❝❧ r❡ ❡❧ sq tr ♥tr

✺ ✵✳✵✽ ✵ ✵✳✵✷ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽ ✵✳✵✷
✷✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽ ✵✳✵✹
✶✺✵ ✵✳✵✹ ✵✳✵✷ ✵✳✾✹ ✵✳✾✵ ✵✳✾✹ ✵✳✾✷

❋✐❣✳ ●✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ ✭P0❂✶✵✵✵P❛ ❛t t✐♠❡ t❂✵s✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥st❡❛❞②



●✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✷✺

✭❛✮ Q = 20❧✴♠✐♥✱ Re ≈ 2000 ✭❜✮ Q = 150❧✴♠✐♥✱ Re ≈ 1.4× 104

❋✐❣✉r❡ ●✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♣r❡ss✉r❡s P0 ❛♥❞ P1 ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❝❧✮ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✭❡❧✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

t❡r♠ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ●✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P1 ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇✳

●✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥str✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
s❤♦✇♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❍

❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✕ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✕ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ✢✉①
♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝❛♥❛✉① rétré❝✐s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉
s♦♥t ❞✉s à ✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s s♦♥t ❧❡ ✢✉① ❞✬❛✐r à tr❛✈❡rs ❞❡s ✈♦✐❡s
r❡s♣✐r❛t♦✐r❡s ✭❛st❤♠❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦❧❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❧✬❛♣♥é❡ ♦❜str✉❝t✐✈❡ ❞✉ s♦♠♠❡✐❧✮ ❡t ❧❡
✢✉① s❛♥❣✉✐♥ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ sté♥♦s❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❢❛✐ts ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❡♥ ❥❡✉ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✐♥s ❞❡ s❛♥té✳ ❊♥ r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ r❡s♣✐r❛t♦✐r❡ ❤✉♠❛✐♥ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❝❛r❞✐♦✲✈❛s❝✉❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ét✉❞❡s s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❛✜♥ ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡
r❡s♣✐r❛t♦✐r❡ ♦✉ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r ✲❙t♦❦❡s t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐✲
♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
♥♦♥ ✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ Ma✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s Re✱ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❙tr♦✉❤❛❧ Sr ❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❧❛r❣❡✉r ✲ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ Ar✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❣❧♦tt✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✱ q✉❛s✐ ✲ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✉♥ ❞é❜✐t ❣❧♦tt✐q✉❡ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❣❧♦tt❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r h(x) ✈❛r✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t x✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❣❧♦tt❡ ❧❛r❣❡✉r w ❡st ✜①é✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❢♦♥❞é❡s s✉r ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉① q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✶❉✮ ♦✉ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✷❉✮ s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡t s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à r❡✲
♣r♦❞✉✐r❡ ❡t ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❡✉ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s t♦✉t
❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ❧❡s ré♣❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐té✳

✷✷✼



✷✷✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

❉♦♥❝✱ ❧❡ ❜✉t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛❝t✉❡❧ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✬q✉❛s✐✲
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✬ ✲ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s✱
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✲ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲✬✐ss✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✢✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t éq✉❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳

▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①
❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❛❧✐♠❡♥t❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♠❛✐s
❝♦♥st❛♥t❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛s✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé✱ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t❡♥❞✉❡s ❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧❙✉♣❡r❢♦r✲
♠✉❧❛✧✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✷❉✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✸❉✮✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱
❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉①
rétré❝✐s ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉① r❡ss❡rré❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✬q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✬ ✭q✉❛s✐✲✸❉✮ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❝✐♥é✲
t✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❡①❛♠✐♥❡✳ ▲❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
♣❛r♦✐s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ✬q✉❛s✐✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✬ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞✬✉♥
✬q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✬ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉① ❞♦♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
s♦♥t ♥é❣❧✐❣és✳ ❙té♥♦s❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉✐❞❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡ ❡t ❧❡ ✢✉① ❞✬❛✐r✱ ❝❛r ❝❡s ❧✐q✉✐❞❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s
❝✐r❝✉❧❛t♦✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❡ s②stè♠❡ ❝❛r❞✐♦✲✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ r❡s♣✐r❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦r❞❡s ✈♦❝❛❧❡s ❛✉t♦✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ✈♦✐sé✳
◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳

◗✉❛tr✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬❛ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞❡❧é q✉❛s✐✲✸❉ s✉r ❞❡s
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❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ❯♥ ❛♣❡rç✉ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❵■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ▼❡t❤♦❞❡✬ ❡st ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉①
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐tés
❞❡ ✢✉① s✐♠✉❧és s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉① q✉❛♥t✐tés ♠♦❞é❧✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✬q✉❛s✐✲
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✬ ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✢✉① ♠❡s✉ré❡s✳

❘és✉❧t❛ts

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s♦♥ s❡❝t✐♦♥
✭❢♦r♠❡ ❡t s✉r❢❛❝❡✮ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦✉
❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s (a, b)✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t é✈❛❧✉és✿ ❝❡r❝❧❡
✭❝❧✮✱ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮✱ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮✱ ❛♥♥❡❛✉ ❡①❝❡♥tr✐q✉❡ ✭❡❛✮✱ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡ ✭❝❛✮✱ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥
✭❤♠✮✱ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✭❝s✮✱ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧ ✭tr✮ ❡t ❧✐♠❛❝♦♥ ✭❧♠✮✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✳

a

❝❡r❝❧❡ ✭❝❧✮

a

r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭r❡✮

b

❡❧❧✐♣s❡ ✭❡❧✮

a

b

❛♥♥❡❛✉

❡①❝❡♥tr✐q✉❡ ✭❡❛✮

a
b

❤❛❧❢ ♠♦♦♥

✭❤♠✮

b
a

s❡❝t❡✉r

❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✭❝s✮

a

a

b

a

a a

tr✐❛♥❣❧❡

éq✉✐❧❛tér❛❧ ✭tr✮

⊗
x y
z

❧✐♠❛❝♦♥ ✭❧♠✮

(b ≤ 1)

a

a+ ab

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✿ ❋♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (y, z)✳
◆♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ b ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡✳ x ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ y
❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t z ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ❞❡✉① ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s α s♦♥t
❝❤♦✐s✐s✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮ ❡t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮✱ rés✉❧t❛♥t
❡♥ umax/u

cl
max ≈ 1 ❡t umax/u

cl
max ≪ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r ❞é❢❛✉t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✭α1✮

❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿ are = 1acl✱ ael = 1.2acl✱ bea = 0.2aea✱ bcs = π/3✱ bhm = 0.2ahm ❛♥❞



✷✸✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

blm = 0.2✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ✿ are = 10acl✱ ael = 10acl✱
bea = 0.6aea✱ bcs = π/6✱ bhm = 0.6ahm ❛♥❞ blm = 0.6✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ts ❞❡ ❝♦♥s✐❞éré tr♦✐s ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠étrés ♣♦✉r ✉♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠é♠é s✉r❢❛❝❡ A ❂ ✼✾♠♠2 ✿

❼ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱

❼ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮✱

❼ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ w✱ ✐✳❡✳ ytot = w✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ rés✉❧t❛♥t u(y/acl, z/acl) ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡
A = 79 ♠♠2 ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ dP/dx = 75P❛ ❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✷
♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮ ❡t à ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✸ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t
✭α2✮ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛r❣❡✉r ✐①❡ ✭ytot = w✮✳

✭❛✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❜✮ ❛♥♥❡❛✉ ❡①❝❡♥tr✐q✉❡

✭❝✮ ❤❛❧❢ ♠♦♦♥ ✭❞✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u(y/acl, z/acl) ♣♦✉r ❆ ❂ ✼✾♠♠2 ❡t dP/dx = 75P❛✴♠
♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t acl = 5♠♠✳

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✷✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s
♣♦✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ✷✵✪✳ ❋✐❣✳ ❍✳✸
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✭❛✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✭❞✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u(y/acl, z/acl) ♣♦✉r ❆ ❂ ✼✾♠♠2 ❡t dP/dx = 75P❛✴♠✳ ❆
❣❛✉❝❤❡✮ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t à ❞r♦✐t❡✮ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭w✮ ❛✈❡❝ w = 4× acl ❡t
acl = 5♠♠✳

✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭w✮✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✷✵✪ à ✾✽✪ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❋✐❣✳ ❍✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ Emax ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ N ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ r❛❞✐❛❧ N > 40 ❡t
Emax < 10%✳ P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❧✐ss❡s✱ ✉♥❡ ❤❛✉t❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭Emax < 1%✮
♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛❞✐❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛ ✹✵ ✭N < 40✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Emax < 4%

♣♦✉r N ≥ 73 ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐ss❡s✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡st q✉❡
❧✬❡rr❡✉r ❡st✐♠é❡ Emax ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rs q✉❡ N ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ N ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✺✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s é✈❛❧✉és ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❣é♥ér❛❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ ✭ERMS < 0, 5✪ ❡t Emax < 0, 03✪✮
♣♦✉r N > 6✳ ❚❛❜❧❡ ❍✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs Emax✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st
♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ é✈❛❧✉❡✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛✐ss❡③ fH(x, y) = x + 3y + cos(x + 2y) s♦✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ❋✐❣✳ ❍✳✻❛ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥



✷✸✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

✭❛✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧

❋✐❣✉r❡ ❍✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st✐♠é❡ Emax ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛❧❡ ♥♦♠❜r❡
N ❧♦rsq✉❡ M = 72✳

✭❛✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡ ✭❝✮ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧

❋✐❣✉r❡ ❍✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ Emax ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ N ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳

❚❛❜❧❡ ❍✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r Emax à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❛♣♣r♦❝❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡❧❧✐♣s❡
tr✐❛♥❣❧❡

éq✉✐❧❛tér❛❧

♣rés❡♥t ❬✪❪
✵ ✵✳✸✾✸ ✶✳✹✹❡✲✶✹ ✵✳✹✼✾

(N > 6)

♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✪❪
✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✻ ✹✳✵✾ ✶✵✳✻✾

(N > 40)

❞✉ ♥♦♠❜r❡ tr♦♥q✉é ❞❡ s♦♠♠❡ N ✳ ❉❡ ❋✐❣✳ ❍✳✻❛ ❡t ❋✐❣✳ ❍✳✻❜ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥ ❜♦♥♥❡ ✭errH < 2✪✮
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
à ❧✬♦r❞r❡ N = 7 ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ✐♠♣♦sés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥tér✐❡✉r ♣♦✉r N = 7 ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✻❝✳
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✭❛✮ ❡rr❡✉r ✭❜✮ ✈❛❧❡✉r ❢r♦♥t✐èr❡s ✭❝✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❍✳✻✿ ✭❛✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ tr♦♥q✉é ❞❡
s♦♠♠❡ N ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ tr♦♥q✉é ✐ss✉ uHN ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ N = 7 ♣♦✉r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ✭❝✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ tr♦♥q✉é❡
N = 7✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦✉❝❡✉r ❡t ✉♥ ❝❛♥❛❧ r❡ss❡rré ❜r✉sq✉❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❡t ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡✳ ❉✐✛ér❡♥ts
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ sté♥♦s❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✼✿ ❞❡❣ré ❞❡ sté♥♦s❡ RC ✱ s✉♣❡r✜❝✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Amin✱ ❡t ❧✬ét❡♥❞✉❡
str❡❛♠✇✐s❡ ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ LC ✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
s✉r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣♦✉r✿ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ❥❡✉
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ✲ ❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠étrés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡
✭ytot = w✮✳

❋✐❣✳ ❍✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡
❜r✉sq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✲ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥ ✲ ❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭ytot = w✮ ✲ ❛♣♣❧✐q✉é à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ sté♥♦s❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉r❢❛❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ Amin ❂
✼✾♠♠2✱ Rc = 30✪ ❡t LC/Dcl = 6✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡st ✜①é à P0 ❂ ✼✺P❛✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ ✭❇✮ s♦♥t ✐♥❞✐q✉és é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞é✜♥✐ α1 ❡st ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
♥♦♥✲ ❞é❢❛✉t α2 ♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠étrés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ytot = w✳ ▲❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t α1 s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ ✭❇✮ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ∆Pvisc = 0 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r
✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r❛✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡ss❡rré✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦♥ ✲ ❞é❢❛✉t α2 ❡t ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ytot = w ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛
❝❤✉t❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♠♦❞❡❧é q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✭❇P✮ rés✉❧t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ s♦✉s✲



✷✸✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

Ls

Lc

Amin

sté♥♦s❡

A(x)

✢♦✇

x/D

A0

Rc =
Amin

A0

❋✐❣✉r❡ ❍✳✼✿ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ r❡ss❡rré✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ sté♥♦s❡✱
♦r✐❡♥té s❡❧♦♥ ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ sté♥♦s❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt Rc =

Amin/A0 ❡t s♦♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r Ls✳

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡③ q✉❡
❧✬✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛r❣❡✉r ytot = w rés✉❧t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞❡❧é q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠♦❞❡❧é q✉❛s✐✲✸❉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭r❡✮✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✭❇P✮ é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧és s♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞❡❧é✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ Pon✳ ▲❡s s❡✉✐❧s
♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 1−A10/A0

q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❜ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t
Ar10· = w/h10· ✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

P♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s ❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭♣❧✉s ❞❡ ✼✺✪ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❛✮ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é✳ P♦✉r ♠♦②❡♥♥❡s ♦✉ ♣❡t✐t❡s ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡❣rés ✭♠♦✐♥s ❞❡ ✼✺✪
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❛✮ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♣ré❞✐t Pon ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s
❡st✐♠é❡s Pon ♣♦✉r ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥
✭❋✐❣✳ ❍✳✾❛✮ ♦✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t ✭❋✐❣✳ ❍✳✾❜✮ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛
♣❧❛❣❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛s♣❡❝t t❡st❡✱ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡
♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥s Pon ♦❜t❡♥✉s s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s
❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✭♣❧✉s ❞❡ ✼✺✪ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❛✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ rétré❝✐❡ A10 ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st
❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝♦♥st❛té❡ ❞❛♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐t❡s ❧♦rsq✉❡
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❡✛❡ts r❡❧✐❡ ❛ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P♦✉r ❧❡s
❞❡❣rés ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ♦✉ ♣❡t✐t❡s ✭♠♦✐♥s ❞❡ ✼✺✪ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✾❛✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
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✭❛✮ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ✭α1✮ ✭❜✮ ❞ét❡♥t❡ ❜r✉sq✉❡ ✭α1✮

✭❝✮ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ✭α2✮ ✭❞✮ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ✭ytot = w✮

❋✐❣✉r❡ ❍✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ P (x)/P0 s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✐r ❡t s✉r❢❛❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Amin ❂ ✼✾♠♠2✱ P0 ❂ ✼✺P❛✱
Rc = 30% ❡t LC/Dcl = 6 ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r
❛✮ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❧✐ss❡ ❡t ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ❜✮ ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❡t ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭α1✮✱ ❝✮ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥✲❞é❢❛✉t ✭α2✮ ❡t ❞✮ ❧❛r❣❡✉r ✜①❡ ✭ytot = w✮✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✐❞é❛❧ ✭❇✮ s♦♥t ✐♥❞✐q✉és✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ♥✉❛♥❝❡ ❞❡ ❣r✐s ❡t ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡
x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ XN = x/Dcl✳ ❚✐tr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥
x2 ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ xs s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s✳

❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ③♦♥❡ rétré❝✐❡ A10 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❡s
♣❡rt❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t Ar10 ❡st ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❋✐❣✳ ❍✳✾❜✮ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛s♣❡❝t✳
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✭❛✮ Pon(1−A10/A0) ✭❜✮ Pon(Ar10· )

❋✐❣✉r❡ ❍✳✾✿ ✭❛✱ ❜✮ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ Pon ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡
rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 1−A10/A0 ✭❛✮ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t Ar10· ✳

◗✉❛tr✐è♠❡♠❡♥t✱ ❤✉✐t ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❝❛♥❛✉① r❡ss❡rrés ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✵ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s
♦♥t s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Ac ❂ ✼✾ ♠♠2 ❡t ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ Lc = 25♠♠ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡
x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✐ssé à ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧❡t❛❣❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❡①t❡r♥❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ rétré❝✐❡✳ ❯♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✵ ❡st ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❍✳✷✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s q✉❛♥t✐✜❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❡s✉ré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❉❡s ♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡s ❞é❜✐ts ❝♦♥s✐❞érés ∆(P1/P0) ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❛♠♦♥t P0 ♦✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s Re✳

❉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s
❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ∆P1/P0 ♦✉ ∆(P1/P0) r❡s✉❧t❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
♠ê♠❡s t❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ s♦♥t r❡s✉♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞✐✛éré s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✮ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉① ✭✐♠♣❛❝t ❞❡s ✢✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✮✿

✕ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t s✬é❧è✈❡ à ✶✵✪ ❥✉sq✉✬à ✸✵✪ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♠♦♥t✳
❈❡ rés✉❧t❛t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ P0 ♦✉ Re ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡s
❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t s♦♥t t♦✉t
❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

✕ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❡✛❡t ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t
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✭❛✮ ✈✉❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✭❜✮ ✈✉❡ ❞❡ str❡❛♠✇✐s❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡s ❡t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ P1 ✭♣❧❡✐♥ ✢è❝❤❡✮ ❡t P2 ✭✢è❝❤❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✿ ❛✮ ✈✉❡ ❞❡ ❢❛❝❡ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥ (y, z)✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r t♦t❛❧❡
w ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r h ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❜✮ ✈✉❡
♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r LC ✳ ❋✐❧❡t❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦r❞s
❡①tér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ rétré❝✐❡✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st s♦✉❧✐❣♥é✳

✭❝♦♥✜♥é à ❥❡t à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ q✉✬❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛✈❛❧ ✭à
❥❡t ❧✐❜r❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮✳

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ s❡❝t✐♦♥✮✿

✕ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ré❞✉✐t ✭❞❡ ≈✷✺✪✱ à ≈✶✵✪✮ q✉❛♥❞ ♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉① ❛♠♦♥t ✭Lu ❛✉❣♠❡♥t❡✮ ♦✉ q✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ✭❖●P✮✳

✕ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥t ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❈❡❧❛
❞♦♥♥❡ à ♣❡♥s❡r q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡r❞ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♦✉ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛✉
♠♦②❡♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳
❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✛r✐r ✉♥❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✳

❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ✭✐♠♣❛❝t ❞❡s ✢✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✮✿

✕ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ✭❥❡t
❝♦♥✜♥é✮ ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s q✉❡✱ ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ✭à ❥❡t ❧✐❜r❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ré❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡



✷✸✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

❚❛❜❧❡ ❍✳✷✿ ❱✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✵ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ ✢✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ❆✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥♥é ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é ❜♦r❞s tr❛♥❝❤❛♥ts ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t é✈❛❧✉és✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✢✉① ♠❡s✉ré❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s✿ ♣r✐s❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡t ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❛♥é♠♦♠étr✐❡ à ✜❧♠ ❝❤❛✉❞ ✭❍❋✮ ❡t ❧❡s ✢✉① ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❋❱✮✳

▲❛❜❡❧ Lu Ld Pr❡ss✐♦♥(1) ❈❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t(2,3) ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tré❡✿ ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✾✮ → ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t é❝♦✉❧❡♠❡♥t

t♦✉t❡s
❧❡s

❢♦r♠
❡s

❆ ✷❝♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❇ ✸✺❝♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❈ ✶♠
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋✱ ❋❱ ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tré❡✿ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮ → é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

❉ ✸✺❝♠ ✭♦❣♣✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❊ ✸✺❝♠ ✭t❣♣❤✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❥❡t ❧✐❜r❡

❢♦r♠
❡
❝✐r❝✉❧❛✐r❡

✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❋ ✸✺❝♠ ✭t❣♣s✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡✿ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞s tr❛♥❝❤❛♥ts ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✮ → ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t é❝♦✉❧❡♠❡♥t

● ✸✺❝♠ ✭❝♦♥❡✮
✵❝♠ P0✱ P1(P2) ❍❋ ❥❡t ❧✐❜r❡
✶✺❝♠ P0✱ P1(P2)✱ P3 ❥❡t ❝♦♥✜♥é

❍ ✶♠ ✭❞✶❝♠✮ ❍❋ ❥❡t ❧✐❜r❡
✭✶✮ ❋❧✉① ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r 0 < Q ≤ 200❧✴♠✐♥ ♦✉ Re ≤ 25000✳
✭✷✮ ❋❧✉① ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r 0 < Q ≤ 100❧✴♠✐♥ ♦✉ Re ≤ 15000✳
✭✸✮ P♦✉r ❧✬❛♥❡♠♦♠❡tr✐❡ ❛✈❡❝ ✜❧♠✲❝❤❛✉❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛♥q❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ✶♠✳

s❛ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ Re ❡st ❛❝❝r✉✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t ❛ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❜✐❡♥
❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ✉♥ t❡❧ ❡✛❡t ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ♣r♦♥♦♥❝é❡ ✭♦✉ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞❡ ❞é❜✐t✮ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠❡s✉rés ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐s✉❛❧✐sé❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés
❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ✢✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ♠❡s✉rés s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r
❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝ô♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❛✈❛❧
❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ s♦✐t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♦✉ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ▲✬✐♠♣❛❝t



✷✸✾

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡st é✈✐❞❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
é✈❛❧✉és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝ô♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥
❞é❝❧✐♥ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❞❡
❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❥✉sq✉✬à ✷✵✪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠❡s✉rés
s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
s✉❣❣èr❡ ❧❡ ❢♦r❛❝❛❣❡ ❞✉ ❥❡t ❞û ❛✉① ❛rêt❡s ✈✐✈❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ rétré❝✐ss❡♠❡♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡①♣❧♦ré✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❣r✐❧❧❡ ✉♥✐q✉❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✮
✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♠♣❛❝t sé✈èr❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♠♣
♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❞é❜✐ts✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r❛
❧❛ ③♦♥❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ≈ 50✪ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡✱ ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✐t ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
à ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ ❝ô♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ré❣✐♠❡ ét❡♥❞✉❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❞❡ Q ≈✸✺❧✴♠✐♥
à Q ≈✷✵❧✴♠✐♥ ❧♦rs ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝ô♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❝❝r✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t✳ ❈❡❧❛
s✉❣❣èr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♠♦✐♥s st❛❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
q✉✐ à s♦♥ t♦✉r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❥✉st✐✜é ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ré❣✐♠❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st s♦✉t❡♥✉ à êtr❡ ♠♦✐♥s st❛❜❧❡✱ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♠❡s✉rés ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t t❡st❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❡♥ ❛♠♦♥t ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦♠✲
❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡①❛♠✐♥❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛
s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❥❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥❝é❡
♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ✬♦✉❜❧✐❡✬ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❈♦♠♠❡
t❡❧✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st é✈❛❧✉é❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧✬❛①❡ ✬♠❛❥❡✉r❡✬ ❡t
✬♠✐♥❡✉r✬ ❞✉ ❥❡t ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♣❧❛♥❡✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❝❛r ❝❡❝✐ ❛✉❣✲



✷✹✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

♠❡♥t❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❡①♣r✐♠❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ré❞✉✐t❡ ❛ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
❉❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ✭② ❝♦♠♣r✐s ❧✬✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛①❡✮ s♦♥t
♦❜s❡r✈és ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣❧❛♥❡s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❥❡t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥str✐❝t✐♦♥s
❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ✢✉① ♠❡s✉rés ❡t ♠♦❞é❧✐sés ❡st é✈❛❧✉é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❡♥t❡r s✉r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❥✉st❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉✬✉♥❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ♦❜t❡♥✉❡s q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❛ été s♦✉t❡♥✉ q✉❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♦✛r❛♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ✭❝r✉❡❧✮ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✷❉✮ ❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥
✭❆①✐✮ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❤✇❛✐t❡s ✭❚❤✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ P1✱ ♣♦✉r ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ q✉❛s✐✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❤❆①✐ ♣♦✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❚❤✷❉ ♣♦✉r
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s é✈❛❧✉és ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1 s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮
❡t q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❇P✮ ♠♦❞è❧❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t
❝♦♠♣❛ré❡s à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✶✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡s rés✉❧t❡♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt P1/P0

❞✐♠✐♥✉❡ s✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ P0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉① ❛♣♣❧✐q✉é ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s ♠❡s✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❧✬❡①tré♠❛❧❡
♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 2000 < Re < 4000✳ ▲❡s
❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s rés✉❧t❡♥t ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉① ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é❡s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s
tr❛♥❝❤❛♥ts à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s s❡ rés✉♠❡ ❝♦♠♠❡ < 5✪ ♣♦✉r P0 > 300P❛ ❡t ❞❡ <✺✪ ❥✉sq✉✬à
< 20✪ ♣♦✉r P0 < 300P❛ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s
s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé ❡st é✈❛❧✉é ♣♦s✐t✐❢✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛✉✈r❡s ♣ré❝✐s✐♦♥
❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ✢✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ❣❛r❞é à ❧✬❡s♣r✐t✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t
❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t✉②❛✉ ❡♥ ❛✈❛❧✱ ♦✛r❡♥t ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥✮ ✉♥❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❛ ❡①♣❧♦✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é❜✐t ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♠❡s✉ré Q ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r



✷✹✶

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❯♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s tr❛♥s✈❡rs❛✉① ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡
✬♠❛❥❡✉r✬ ❡t ✬♠✐♥❡✉r✬✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧✬❛①❡ ✬♠❛❥❡✉r✬ ❡t ✬♠✐♥❡✉r✬✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡
❧❡s ♣r♦✜❧s tr❛♥s✈❡rs❛✉① ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♣r♦✜❧ ♠♦❞é❧✐sé ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ✐❧ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à
s✉r❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♥❡ ❝♦♠♣t❡s ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉✐ ❥♦✉❡ ❜✐❡♥
s✉r ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣rés❡♥tés ✲ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦rt❡①✱ ❧❛
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦✉ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦rt❡① ❛✈❡❝ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✲ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❡st ét♦♥♥❛♠♠❡♥t ❜♦♥♥❡✳

✭❛✮ ❝❧ ❛♥❞ r❡ ✭❜✮ sq✱ tr ❛♥❞ ❡❧

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✶✿ Pr❡ss✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ❡t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ P1/P0

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♠♦♥t P0✿ ❛✮ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t
❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❜✮ ❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝❛rré ❡t éq✉✐❧❛tér❛❧ s❡❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❱❛❧❡✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮✱ q✉❛s✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
✭❇P✮ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❚❤❆①✐ ♣♦✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❚❤✷❉ ♣♦✉r r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
t✉②❛✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❋✐❣✳ ❍✳✶✷ ❡t ❋✐❣✳ ❍✳✶✸ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts s✐♠✉❧é ✭■❇✱ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ▼❡t❤♦❞✮ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡ ✭♠♦❞✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s❡❧♦♥ x ♣♦✉r P0 = 35P❛✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t
♣rés❡♥tés ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s r❡s✉❧t❛ts ❞✉
♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✭x✮ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✷ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❩ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✭❳✱ ❨✮
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t
❞é✈❡❧♦♣♣❡✳ ❋✐❣✳ ❍✳✶✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♠♦❞é❧✐sé ✭♠♦❞✮ ❡t s✐♠✉❧é ✭■❇✮ ♦❜t❡♥✉
❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦❞é❧✐sé❡s s♦♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❛✉① ♠ê♠❡s
♣♦st✐♦♥s ✭❳✱ ❨✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é❜✐t
✈♦❧✉♠✐q✉❡ Qmod rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛



✷✹✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①✳

✭❛✮ ❝❡r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✷✿ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭♠♦❞✮ ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ s✐♠✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❵■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r②✬ ✭■❇✮✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♣r✐s❡s à ❧❛
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❳✱ ❨✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ étr❛♥❣❧é✳ ❱❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s ✐♥st❛♥✲
t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉ t❡♠♣s t = 43♠s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s
t = 50♠s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ❍✳✶✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ s♦♥t ❡♥ ❜❛✐ss❡ ❡t s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♥é❣❛✲
t✐✈❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ✺✪ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧é ❡t ♠♦❞é❧✐sé ❡st tr♦✉✈é✳ ❈❡❝✐ ♠♦t✐✈❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥
❧❡ ❢❛✐s❛✐t ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥✲
tr❡t❡♥✐r ❧❛ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ✐♥❝❛✲
♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ r❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❥❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✐♠♣❧✐✜é ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
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✭❛✮ ❝❡r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✸✿ ▼♦❞é❧✐sé ✭♠♦❞✮ ❡t s✐♠✉❧é ✭■❇✮ str❡❛♠✇✐s❡ ♠♦②❡♥ ♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ūmax

mod ✳ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ✈é❧♦❝✐té
♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ Qmod/A(Z) ❛✈❡❝ Qmod ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡
✈♦❧✉♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t A(Z) ❧❛ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
❝❛♥❛❧✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬■❇✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❞✐q✉é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❢r❛❝t✐♦♥s ❩✳ ❱❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❛✉
t❡♠♣s t = 43♠s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s t = 50♠s ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✳

q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦sé ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s♦✉s✲❡st✐♠❡
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✷✵✪ ♦✉ ♣❧✉s✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ❡t s✐♠✉❧é ❞ét✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡t s✐♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s
❧❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s s✉r❡st✐♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✸✵✪ ❡t ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✺✪✱ ❛❧♦rs q✉❡✱ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t
❧✬❡rr❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛r❝❡ ❛✉✬♦♥ ♣r❡♥❞s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ r❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

▲❡s ♣r♦✜❧s tr❛♥s✈❡rs❛✉① ♠♦❞é❧✐sé❡s✱ s✐♠✉❧é❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❳ s♦♥t
✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ❍✳✶✹ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ♣r✐s❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡✲



✷✹✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✳ ❘és✉♠é ❞❡ ❋r❛♥ç❛✐s

♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r Q = 35❧✴♠✐♥✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s s✐♠✉❧és à ❧✬❡♥tré❡ ✭Z/LC = 0✮✱
♠♦②❡♥♥❡ ✭Z/LC = 0, 5✮ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ✭Z/LC = 1✮ ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
s✐♠✉❧é❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r Z/LC ≥ 0.5✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s s✐♠✉❧és✱ ♠❡s✉rés ❡t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♣❛ré à
♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ♣❛r♦✐s ❡st ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ s✐♠✉❧é ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♠❡s✉ré q✉❡ ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s Z/LC ✳ P❛r❝❡ q✉✬✉♥
❡❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡st s✉♣♣♦sé✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ s✉r❡st✐♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡
❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✐♠✉❧é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ ✹✵✪✳ ❱✐t❡ss❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ s✐♠✉❧é❡s ❡t ♠❡s✉ré❡s
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ♠❛t❝❤ à ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✪ ❡t ✶✵✪ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳

✭❛✮ ❝❡r❝❧❡ ✭❜✮ ❡❧❧✐♣s❡

✭❝✮ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❞✮ s❡❝t❡✉r ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❋✐❣✉r❡ ❍✳✶✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❳✿ ♠♦❞é❧✐sé❡s ✭♠♦❞✮✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❡①♣✮ ❡t s✐♠✉❧é❡s ✭■❇✮✳ Pr♦✜❧s s✐♠✉❧és s♦♥t
♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥✿ à ❧✬❡♥tré❡ ✭Z/LC = 0✮✱
❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭Z/LC = 0, 5✮ ❡t à ❧❛ s♦rt✐❡ ✭Z/LC = 1✮✳ Pr♦✜❧s s✐♠✉❧és ✐♥st❛♥t❛♥é❡s s♦♥t é✈❛❧✉és
❛✉ t❡♠♣s t = 43♠s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❡t ❛✉ t❡♠♣s t = 50♠s ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s✳ ▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❳ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rétré❝✐❡ w ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ X✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❢r✉❝t✉❡✉s❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣ré✈✐✲
s✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s à ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉① s✐♠♣❧✐✜és ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥ ❜♦♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✐ ❡st s♦✐t ♥é❣❧✐❣é ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✢✉①
s✐♠♣❧❡s ♦✉ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t t♦✉s s❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡
tâ❝❤❡ é♥♦r♠❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞✬✉♥❡ sté♥♦s❡ ❝♦♥♥❡①❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖✉tr❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❛❝❝♦r❞é❡ à ❧✬❛♠♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❡♥t ❝♦♥✲
s✐❞ér❛❜❧❡ ♠❡♥t♦♥ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✉♥❡ sté♥♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡ ♦✉ ✉♥
✢✉① ❞✬❛✐r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡s♣✐r❛t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧❛♠✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ✉♥ ❢❛✐❜❧❡
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♦✉ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐✲tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✐♠♣❧✐✜é ❡st ♣r♦♣♦sé ❡♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡
♣❡r♠❡t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ r❡❝❤❡r❝❤é ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛s♣❡❝t tr✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞❡❧é ❡st ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣❧✉s
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉① ♣r♦♣♦sé❡ r❡♣♦s❡ s✉r
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✢✉① ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉① ♣r♦♣♦sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❞❡ ❝❛♥❛❧ r❡ss❡rré ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉① ❞❡ q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♣❤♦♥❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤✲
é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ❛✛❡❝t❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞✐t❡s✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞é❜✐t ❡st ❛✛❡❝té❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡
♣❛r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛♠é❧✐♦r❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❛s✐ ✲ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s ✭s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s
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❜❛s✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ♣ré❞✐ts
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❛s✐ ✲ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s ♣❛s ♣ré❝✐s✱ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞❡s
❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❛✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❧✐é❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡ s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❞♦✉t❡ q✉✬✐❧ ❝❛♣t✉r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❊♥ q✉❛tr✐è♠❡ ❧✐❡✉✱ ❧❡ ré✲
s✉❧t❛t ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t s♦♥t ✐♥✉t✐❧❡s✳
▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧é ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ à ❝❛♣t❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é✳
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