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Introduction 1

1.1 Contexte technologique

La télécommunication est au centre de notre mode de vie actuel. Elle peut être

définie comme la communication à distance par des moyens technologiques. Les tech-

nologies de télécommunication électriques et électromagnétiques ont subi de grandes

évolutions en commençant par l’invention du télégraphe, suivi du téléphone, qui a

permis plus tard l’accès à tous les particuliers à Internet. De nos jours, l’évolution

se porte sur l’accès pour tous à la fibre optique. En parallèle des technologies de

communications sans fils se sont développées avec l’utilisation de faisceaux hertziens

qui permettent la transition d’informations sur de longues distances comme la radio,

la télévision, la téléphonie mobile et les communications par satellites.

Un réseau de télécommunications est un ensemble de nœuds terminaux, de liens

et de nœuds intermédiaires qui sont connectés de manière à permettre la télécommu-

nication entre les terminaux. Chaque terminal dans le réseau possède généralement

une adresse unique afin que les messages ou les connexions puissent être acheminés

vers les destinataires appropriés. Un réseau informatique est un réseau de télécom-

munications qui relie un ensemble d’ordinateurs pour permettre la communication

et l’échange de données entre les systèmes, les applications logicielles et les uti-

lisateurs. Les protocoles de communication définissent des règles (normes) et des

formats de données pour l’échange d’informations dans un réseau informatique. Le

réseaux informatique le plus connu est Internet.

Internet. Le réseau Internet est un système mondial de réseaux informatiques

qui utilisent la suite de protocoles Internet standard TCP/IP pour servir des mil-

liards d’utilisateurs à travers le monde. C’est un réseau de réseaux qui se compose

de millions de réseaux privés, publics, universitaires, entre autres. Par exemple la
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

figure 1.1 représente le réseau Internet mère en Europe modélisé par un graphe.

Les sommets correspondent aux points de raccordement du réseau, et une arête

relie deux sommets s’il existe un câble réseau reliant les deux points de raccorde-

ment correspondants. À chaque arête est associée un entier correspondant au débit

théorique d’information pouvant circuler entre les deux sommets.
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Figure 1.1 – Graphe du réseau Internet mère en Europe.

Internet comporte un vaste éventail de ressources et de services d’information

notamment les documents hypertextes liés entre eux via le “World Wide Web”

(WWW). Les moyens de communication traditionnels tels que le téléphone, la mu-

sique, le cinéma ou la télévision ont été redéfinis par Internet. Cela a donné naissance

à de nouveaux services tels que la voix sur protocole Internet (VoIP) et la télévision

sur protocole Internet (IPTV). Les journaux, livres et autres publications imprimées

s’adaptent à la technologie du site Web, où fleurissent blogs et flux RSS. Internet

accélère et créée de nouvelles formes d’interactions humaines grâce à la messagerie

instantanée, les forums Internet et les réseaux sociaux (Internet/web 2.0). Le vo-

lume des achats en ligne explose pour les grands magasins mais aussi pour les petits
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1.2. PROBLÉMATIQUES

artisans et commerçants. Des services Business-to-Business et financiers sur Inter-

net modifient en profondeur les châınes d’approvisionnement des industries. Cela

fait d’Internet un acteur indissociable de l’économie mondiale. Pourtant à l’origine

en 1960, Internet était un réseau informatique du gouvernement des États-Unis qui

avait pour but de faciliter la communication entre chercheurs. Or il n’a cessé de

grandir jusqu’à devenir international. Dans les années 1990, apparaissent les pre-

mières pages Web et Fournisseurs d’Accès à Internet (F.A.I) privatisant ainsi les

équipements du réseau.

Réseaux de capteurs. Le point de départ de la recherche sur les capteurs, dans

les années 1990, fût la mise en production de minuscules capteurs à faibles coûts,

grâce à la miniaturisation des composants électroniques. Les capteurs sont de véri-

tables systèmes embarqués dont les principaux éléments sont un micro-contrôleur,

un émetteur-récepteur, une mémoire externe, la source d’alimentation et un ou plu-

sieurs transducteurs. Le micro-contrôleur effectue les tâches/processus et commande

le fonctionnement des autres composants du capteur. L’émetteur-récepteur s’occupe

de la télécommunication. La mémoire externe stocke les données du transducteur.

Dans la plupart des cas, une batterie et le transducteur convertit un signal physique

en un signal électrique transmis au micro-contrôleur.

Un réseau de capteurs sans fil est constitué de capteurs autonomes répartis dans

l’espace pour surveiller les conditions physiques ou environnementales telles que la

température, le son, la pression, entre autres. Ensuite ces données sont transmises

via leur propre système de télécommunication. Le développement des réseaux de

capteurs sans fil a été motivé par les applications militaires telles que la surveillance

de champ de bataille. Aujourd’hui ces réseaux sont utilisés dans de nombreuses

applications industrielles et grand public, telles que la surveillance de processus

industriels et de contrôle, la surveillance environnementale, le contrôle du trafic

routier urbain, la prévention d’accidents ou encore la domotiques.

1.2 Problématiques

Problématique des F.A.I dû aux nouveaux usages d’Internet. Une pro-

blématique centrale dans ce type de réseaux est de satisfaire les besoins de débits

élevés symétriques avec un besoin de recevoir mais aussi d’envoyer des données avec

un temps de réponse court qui se traduit par l’augmentation forte du volume des

informations échangées. Pour cela, les F.A.I orientent progressivement le grand pu-

blic vers le très haut débit. Cette nouvelle offre de service grand public implique le
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

déploiement de réseaux de fibres optiques jusqu’à l’abonné, qui, jusque là, n’étaient

utilisés que pour le réseau mère du F.A.I. Celui-ci se reposait sur les réseaux té-

léphoniques pré-existants pour transmettre les informations jusqu’au domicile du

consommateur.

Le visionnage de vidéo par Internet ou les nouveaux usages des entreprises tel que

la dématérialisation totale (Cloud-computing) impose aux F.A.I des contraintes de

qualité de service qui se traduisent par une prise en compte plus fine du délai de

transmission des informations dans son réseau mère.

Problématique des nouveaux usages des capteurs. L’étude des réseaux de

capteurs sans fil constitue un domaine de recherche actif avec de nombreux ateliers

et conférences organisés chaque année pour répondre aux problèmes de ce type de

réseaux. La gestion de la consommation de la batterie d’alimentation du capteur et

la prise en compte de la topologie variable soumise aux aléas de son environnement

représentent deux axes principaux de recherche de ce domaine.

1.3 Contributions

Problème de déploiement FTTH. Dans le Chapitre 3, nous avons modé-

lisé le problème de déploiement de réseaux de fibres optiques jusqu’au domicile de

l’abonné [92]. Ce problème consiste à concevoir un plan d’installation de fibres op-

tiques de coût minimal permettant de connecter un ensemble de clients à un nœud

de raccordement via un ensemble de coupleurs en respectant les contraintes tech-

niques imposées par la norme. Cette modélisation se base sur la notion de flot avec

multiplicateurs. Nous avons défini le programme linéaire correspondant à notre pro-

blème pour cette modélisation. Nous avons montré comment obtenir par génération

de colonnes une solution optimale fractionnaire du programme linéaire. Cette ap-

proche génère un sous-problème qui est un problème de plus court chemin généralisé

multi-contraint. Nous avons résolu par un algorithme pseudo-polynomial qui géné-

ralise au cas avec multiplicateurs l’algorithme de plus court chemin multi-contraint.

Pour finir, nous avons détaillé une méthode d’arrondis de la solution fractionnaire,

ainsi que des méthodes augmentant la convergence de la solution fractionnaire en

mettant à profit des données calculées par l’algorithme de plus court chemin. Nous

sommes parvenus à obtenir des solutions de bonne qualité en temps raisonnable.

Les simulations effectuées nous permettent de souligner l’importance de la prise en

charge des informations calculées lors de la résolution de l’algorithme de plus court

chemin pour améliorer la convergence de la procédure de génération de colonnes.
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Problème de délai dans la conception de réseaux. Dans le Chapitre 4, nous

nous sommes intéressés aux problèmes d’optimisation liés aux calculs de routages

dans des réseaux de communications. Ces problèmes sont généralement modélisés

grâce à la notion classique de flot ou de multiflot dans un graphe. L’étude de la

Qualité de Service dans les réseaux de télécommunications conduit à prendre en

compte le délai d’acheminement des messages à travers le réseau. Nous devons

introduire une contrainte supplémentaire qui impose que la somme des délais sur

les arêtes d’un chemin de routage, i.e. un chemin qui porte une quantité non nulle

de flot, doit être bornée par une constante donnée. Lorsque le délai pour traverser

une liaison dépend du taux de congestion de celle-ci, la théorie des files d’attentes

et les expérimentations conduisent à utiliser des fonctions convexes pour modéliser

le délai de transmission. Le problème devient beaucoup plus difficile à résoudre ou

à approximer.

Nous avons étudié le cas où la fonction de délai est proportionnelle. Nous avons

proposé deux preuves de NP-complétude, portant sur deux réductions de notre

problème. Nous avons présenté ensuite un algorithme d’approximation facteur 2

sur le graphe chemin avec demandes uniformes. Pour finir, nous avons proposé

des heuristiques efficaces capables de calculer en un temps raisonnable de bonnes

solutions pour des instances de tailles réelles.

Protocoles pour les réseaux de capteurs. Le travail du Chapitre 5 est le fruit

de solutions apportées à deux problèmes d’optimisations rencontrés par une équipe

de recherche travaillant sur des capteurs communicants dans le but de créer des

villes connectées. Les capteurs qui sont des composants électroniques à faibles coûts

peuvent être déployés partout pour mesurer et transmettre des informations sur

leurs environnements. Le champ d’application des capteurs appartient à différents

domaines tels que la sécurité, la météorologie, la surveillance de châıne de support

logistique.

Les capteurs de demain ne se cantonneront pas seulement à mesurer leurs envi-

ronnements et à transmettre cette information. Ils seront aussi capables d’interroger

directement d’autres capteurs du réseau pour associer leurs mesures et ainsi trai-

ter l’information. Leur mode de transmission par voie radio électrique est soumis à

des aléas. Les capteurs doivent pouvoir assurer eux même la topologie virtuelle du

réseau. Pour éviter qu’une interruption de la communication sur un lien impacte

fortement la transmission des données, il est souhaitable qu’elles transitent sur un

ensemble de chemins disjoints, i.e. n’empruntant pas la même liaison radio entre

deux capteurs. Nous avons proposé un protocole basé sur un algorithme distribué
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permettant de maximiser le nombre de chemins disjoints entre un sous-ensemble de

capteurs. Ce protocole de gestion de réseaux de capteurs a donné lieu à un brevet

international [91].

Une des problématiques centrales dans le domaine des réseaux de capteurs est liée

au fait que les capteurs sont alimentés par des batteries dont l’autonomie est limitée.

Les protocoles de routage des communications à travers les réseaux de capteurs

doivent prendre en compte cette limitation. Nous avons proposé un protocole qui

permet de calculer un routage des communications de façon à maximiser la durée

de vie du réseau de capteurs. Ce protocole fait l’objet d’un dépôt de brevet (voir

Annexe 1).

Outils et techniques utilisés. Pour ces différents problèmes, nous avons utilisé

les techniques du domaine de la recherche opérationnelle et plus particulièrement de

l’optimisation combinatoire. Cela nous a amené à employer des outils de théorie des

graphes, de complexité, d’algorithmique (distribuée) et de programmation linéaire.

Plus particulièrement, nous avons exprimé les problèmes rencontrés sous forme de

problème d’optimisation. Dans la plupart des cas, nous avons défini un programme

linéaire (en nombre entiers) pour modéliser le problème. Ces programmes linéaires

correspondent à des variantes de problème de flot. Lorsque ce modèle comporte un

grand nombre de variables, nous avons utilisé une méthode de génération de colonnes

pour le résoudre. Cette méthode fait appel à un sous-problème de séparation qui,

dans le cas des variantes des problèmes de flot, est une variante du problème de

plus court chemin. Dans le Chapitre 3, nous avons résolu cette variante de plus

court chemin par un algorithme de programmation dynamique. Dans le Chapitre

4, nous avons utilisé la programmation disjonctive. Pour ce problème, nous avons

proposé un algorithme d’approximation facteur 1
2
dans le graphe chemin pour des

demandes uniformes qui utilise un algorithme polynomial pour calculer un stable

de poids maximum dans les graphes parfaits.
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Préliminaires 2

Avant de présenter nos résultats, il convient de rappeler les principales définitions

et notions usuelles qui seront utiles dans la suite de cette thèse. En particulier,

nous insisterons sur les notions et algorithmes de flots, de plus court chemin et

de génération de colonnes qui constituent la base de nos travaux et résultats. Ce

chapitre nous permet également d’introduire le vocabulaire et les notations que nous

utiliserons par la suite.

2.1 Terminologies des graphes

Cette section trâıte des principales définitions et notations relatives aux graphes.

Ces notations se basent sur des ouvrages de référence sur la théorie des graphes,

notamment “Graphes et Hypergraphes” [25] et “Graph Theory” [54].

Graphe non orienté

Un graphe non orienté G est composé d’un couple (V,E), où V est un ensemble

de sommets, et E un ensemble d’arêtes formées de paires de sommets distincts.

Une arête entre les sommets u et v est notée e = {u, v} ∈ E. Nous disons qu’un

sommet u ∈ V est incident à e, s’il existe e = {u, v} ∈ E. Dans ce cas, le sommet

u est une extrémité de e. Deux sommets u, v ∈ V sont dits adjacents, ou voisins,

s’il existe une arête e = {u, v} ∈ E. Deux arêtes e1, e2 ∈ E sont dites adjacentes si

elles partagent un sommet incident commun v ∈ V , i.e e1 = {u, v} et e2 = {v, w}.

De manière usuelle, nous notons V (G) et E(G) l’ensemble des sommets et l’en-

semble des arêtes du graphe G.

7



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES

Graphe orienté

un graphe orienté G ou digraphe est un couple (V,E) , où V est un ensemble

de sommets, et E un ensemble d’arcs. Un arc e = (u, v) ∈ E est un couple de

sommets, c’est à dire une arête orientée. Dans un digraphe, les arcs e1 = (u, v) ∈ E

et e2 = (v, u) ∈ E sont distincts.

Topologie sur les graphes

Voici une liste non exhaustive de relations couramment utilisées sur les graphes

que nous employons dans ce document. Le voisinage (ouvert) d’un sommet v ∈ V ,

noté NG(v), est l’ensemble des sommets adjacents à v, i.e N(v) = {u | {u, v} ∈ E}.

On définit le voisinage fermé N [v] = N(v) ∪ v. Le degré d’un sommet v ∈ V , noté

dG(v), est le nombre de ses voisins, i.e dG(v) = |NG(v)|. Le sous-graphe G′ de G

induit par le sous-ensemble de sommets S ⊂ V (G) et le graphe dont l’ensemble de

sommets est S et l’ensemble des arêtes sont les arêtes de G dont les 2 extrémités

sont dans S , i.e E(G′) = {{u, v} ∈ E(G)|u, v ∈ V (G′)}. On note graphe G[S] le

sous-graphe induit par l’ensemble de sommets S ⊆ V (G) de G. Un graphe G est

connexe s’il est possible de relier toutes paires de sommets en passant par les arêtes

du graphe. Une composante connexe C(G) de G est un sous-graphe connexe de

G maximal par inclusion, i.e aucun autre sommet du graphe ne peut être ajouté à

C(G) sans que ce dernier ne devienne un sous-graphe non connexe. Une clique est un

sous-graphe complet d’un graphe G dont la taille correspond au nombre de sommets

qu’elle contient, une clique contenant n sommets est notée Kn. Le complémentaire

d’un graphe G, noté Ḡ, est tel que V (Ḡ) = V (G) et E(Ḡ) = {{u, v}|e /∈ E(G)}.

Un stable est un sous-ensemble S ⊆ V (G) de sommets de G tel que G[S] est le

complémentaire d’une clique, i.e le sous-graphe de G induit par S ne contient aucune

arête. Un couplage est un sous-ensemble E ′ ⊆ E(G) d’arêtes deux à deux disjointes

de G. Un couplage parfait G′ de G est un couplage tel que tous les sommets du

graphe G sont incidents à exactement une arête de G′.

Chemins

Un chemin dans un graphe G = (V,E) entre deux sommets u ∈ V et v ∈ V est

une succession d’arêtes reliant u à v. On peut définir un chemin par un ensemble

d’arêtes ou l’ensemble des sommets qu’il traverse, par exemple un chemin p reliant

u à v peut être décrit par une liste d’arêtes p = {{u, u1} {u1, u2}, . . . , {un, v}}

ou plus simplement par une liste de sommets p = {u, u1, u2, . . . , un, v} tel que

8
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{u, u1}, {un, v} ∈ E et ∀i ∈ {1, . . . , n− 1} {ui, ui+1} ∈ E.

La longueur d’un chemin (lorsqu’elle n’est pas explicitement décrite) est le nombre

d’arêtes du chemin, ou bien, dans le cas d’un graphe pondéré, la somme des poids

des arêtes du chemin.

Voici quelques définitions courantes pour qualifier des caractéristiques spéciales

de chemin. Un chemin élémentaire est un chemin ne passant pas deux fois par un

même sommet. Un chemin hamiltonien est un chemin élémentaire qui passe par

tous les sommets du graphe. Un chemin simple est un chemin ne passant pas deux

fois par une même arête. Un chemin eulérien est un chemin simple qui passe par

toutes les arêtes du graphe. Un cycle (aussi appelé boucle) est un chemin dont les

deux extrémités sont identiques.

Classes de graphes

Certaines classes de graphes possèdent des propriétés structurelles ou algorith-

miques intéressantes. Certains problèmes “difficiles” dans le cas général, peuvent

être résolus efficacement sur certaines classes de graphes en utilisant leurs proprié-

tés. Nous présentons ici quelques unes des principales classes de graphes liées à nos

travaux de thèse.

Graphe biparti : Un graphe G est biparti si l’ensemble de ses sommets peut être

partitionné en deux ensembles stables, i.e V (G) = V 1∪V 2 et E(G) ⊆ {{u, v} | u ∈

V1, v ∈ V2}.

Arbres et forêts : Un graphe ne contenant aucun cycle est une forêt. Si de plus ce

graphe est connexe, le graphe est un arbre. Une forêt est donc composée de plusieurs

composantes connexes, chacune d’entre elle étant un arbre. La classe des arbres a été

largement étudié. On utilise quelque fois une notation spécifique pour les éléments

d’un arbre qui diffère de celle des graphes quelconques. Ainsi, les sommets d’un

arbre T sont appelés nœuds et les arêtes sont appelées branches. On distingue dans

un arbre deux types de nœuds : les feuilles, qui correspondent aux sommets de degré

1, et les nœuds internes, qui correspondent aux autres nœuds de l’arbre. Un arbre

est dit enraciné s’il existe une hiérarchie entre les nœuds, le nœud le plus haut dans

la hiérarchie est appelé la racine de l’arbre. Chaque nœud de l’arbre dispose de zéro

ou d’un nœud père, et de zéro, un ou plusieurs nœuds fils. La racine est le seul nœud

de l’arbre à n’avoir aucun père, et les feuilles sont les seuls nœuds à n’avoir aucun

fils.
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CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES

De nombreux problèmes difficiles pour les graphes quelconques, peuvent être

résolus facilement sur les arbres et forêts. Néanmoins, il existe des problèmes qui

restent difficiles même pour les arbres.

Graphe chemin : Le graphe chemin est un cas particulièrement simple d’un arbre

ayant deux feuilles et dont les nœuds internes sont tous de degré 2.

Graphe parfait : Un graphe G est dit parfait si le nombre chromatique 1 et la taille

de la plus grande clique de chaque sous-graphe induit sont égaux. Le théorème fort

des graphes parfaits [34] s’énonce de la façon suivante :

Théorem 2.1.1. Un graphe est parfait si et seulement si ni lui ni son complémen-

taire ne contiennent de cycle impair induit de longueur au moins cinq.

De nombreux problèmes NP-Difficiles deviennent polynomiaux dans le cas de

graphe parfait. En particulier, nous utilisons dans le chapitre 4, le fait que le pro-

blème du stable de poids maximum est polynomial pour cette classe de graphe

[77].

Graphe d’intervalle : Un graphe d’intervalle est un graphe G = (V,E) avec V (G) =

{v1, . . . , vn} tel qu’il existe un ensemble d’intervalles {I1, . . . , In} avec E(G) =

{{vi, vj} | Ii ∩ Ij 6= ∅}. Les graphes d’intervalles sont des graphes parfaits.

2.2 Complexité et algorithmique

En informatique fondamentale, l’efficacité d’un algorithme peut se mesurer par

le nombre d’opérations qu’il réalise en fonction de la taille de l’entrée.

Le temps d’exécution d’un algorithme pour une entrée particulière est un nombre

d’opérations élémentaires ou d’étapes à exécuter. Même si en pratique sur un ordi-

nateur actuel le temps d’exécution de deux opérations basiques peut varier, nous le

considérons constant d’un point de vue théorique.

Notation de complexité. Une notation asymptotique, popularisé par Knuth [108],

est utilisée pour exprimer le temps d’exécution des algorithmes, ce qui permet de

simplifier l’expression et met en évidence l’évolution d’un algorithme par rapport

aux changements de la taille de l’entrée. Nous définissons ci-dessous la notation

asymptotique utilisée dans ce mémoire. Soit f(n) la fonction qui caractérise le

1. Le nombre chromatique d’un graphe est le nombre minimum de couleurs nécessaire pour colorier chaque

sommet du graphe tel que tout sommets adjacents soient de couleurs différentes.
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2.2. COMPLEXITÉ ET ALGORITHMIQUE

nombre maximum d’opérations pour l’exécution d’un algorithme sur une instance

de taille n et soit g(n) une fonction quelconque. Nous notons f(n) = O(g(n)) si

∃k, n0 ∈ R+ tel que ∀n ≥ n0, 0 ≤ f(n) ≤ kg(n). En d’autres termes, le temps

d’exécution f(n) de l’algorithme est bornée supérieurement par la fonction g(n), à

un facteur multiplicatif constant près. Lorsque la fonction g(n) est un polynôme,

l’algorithme est polynomial.

Problème d’optimisation/de décision. La théorie de la complexité est basée sur la

notion de problèmes de décision pour lesquels la réponse est “OUI”ou“NON”. Dans

le cadre de cette thèse, nous considérons plutôt des problèmes d’optimisation qui

consistent à minimiser ou maximiser une certaine fonction objectif à l’intérieur d’un

espace de solutions. À chaque problème d’optimisation on peut faire correspondre un

problème de décision qui consiste à déterminer s’il existe une solution pour laquelle

la fonction objectif atteint une valeur donnée. De cette manière, une recherche

dichotomique est suffisante pour trouver la solution optimale avec les réponses du

problème de décision [38, 100]. Par exemple résoudre le problème de “trouver le

chemin le plus court entre deux points sur une carte routière” est équivalent à

résoudre que le problème de décision “existe-t-il un chemin de longueur inférieure à

un nombre donné qui relie ces deux points de la carte routière”.

Complexité classique. Nous allons présenter quelques notions importantes relatives

à la complexité classique de calcul. Dans le cadre de notre travail de thèse, nous

nous focalisons sur la complexité en temps d’exécution, mais le lecteur souhaitant

approfondir la notion de complexité classique pourra consulter divers ouvrages de

référence [9, 69, 131, 141].

Dès lors qu’un problème est décidable dans un certain modèle donné, il existe au

moins un algorithme permettant de le résoudre : il s’agit de la recherche exhaustive

d’une solution au problème. La notion de complexité d’un problème est liée à un

modèle de calcul déterminé. Dans notre cas, il s’agit de la machine de TURING car,

elle modélise le comportement d’un ordinateur qui exécute de manière séquentielle

des instructions en passant d’un état à un autre. Une autre machine importante pour

la complexité est la machine de TURING non-déterministe, qui peut être vue comme

une machine de TURING pouvant se multiplier en passant d’un état à plusieurs

autres états et continuer son exécution de manière parallèle. Des définitions plus

formelles de ces machines sont disponibles dans les ouvrages cités précédemment.
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Classes de complexité P et NP. La classe P et la classe NP sont les deux classes

de complexité abordées dans ce mémoire. Ces deux classes sont en fait définies

pour des problèmes de décision. La classe de complexité P (pour deterministic

Polynomial) contient tous les problèmes pouvant être résolus par un algorithme

polynomial sur une machine de TURING déterministe. La classe de complexité

NP (pour Non-deterministic Polynomial) contient tous les problèmes pouvant être

résolus en temps polynomial sur une machine de TURING non-déterministe. Il

est trivial de montrer que P ⊆ NP en n’utilisant pas l’aspect non-déterministe

de la machine. Mais la question NP ⊆ P et donc P = NP , reste ouverte et

sa résolution serait une avancée majeure en informatique fondamentale, et aurait

des conséquences sur de nombreux domaines scientifiques. De façon équivalente

la classe NP peut être définie comme la classe des problèmes de décision dont

les instances “OUI” peuvent être vérifiées en temps polynomial avec un certificat

de longueur polynomial. Lorsque nous faisons référence en temps d’exécution, un

temps polynomial indique un temps polynomial d’exécution par rapport à la taille

de l’entrée sur une machine de TURING déterministe.

NP-complétude. La classe de complexité NP contient une sous-classe importante

de problèmes : les problèmes NP-complets. Tout d’abord nous abordons la réduction

polynomial qui permet d’établir une relation d’équivalence pour les problèmes de

décisions, définie pour la première fois par KARP [100].

Definition 2.2.1. Réduction de KARP (réduction polynomiale)

Un problème Π1 peut être réduit en temps polynomial (ou réduit polynomialement) à

un problème Π2, s’il existe une fonction de réduction R d’une instance du problème

Π1 vers une instance du problème Π2 , calculable en temps polynomial, et telle que

l’instance I1 du problème Π1 a une réponse “OUI” si et seulement si l’instance I2
du problème Π2 a une réponse “OUI”.

La fonction de réduction R effectue donc une transformation d’une instance du

problème Π1 vers une instance du problème Π2, en temps polynomial, tout en

s’assurant que les réponses aux deux instances cöıncident. La notion de réduction

polynomiale permet donc de comparer la complexité des problèmes.

Nous pouvons maintenant définir les notions de problème NP-Difficile et NP-

complet.

Definition 2.2.2.

Un problème Π1 est dit NP-Difficile si et seulement si tout problème Π2 ∈ NP ,

se réduit polynomialement à Π1.
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Intuitivement, cela signifie que le problème Π1 est au moins aussi difficile que

n’importe quel problème de la classe NP .

Definition 2.2.3.

Un problème Π est dit NP-Complet si et seulement si, il est NP-Difficile et

Π ∈ NP .

Autrement dit, si un problème est NP-Difficile et que l’on peut fournir un certi-

ficat polynomial pour la réponse “OUI”, alors il est NP-Complet.

La première démonstration de NP-complétude [38] porte sur le problème de

satisfiabilité couramment appelé SAT.

Rapidement, de nombreux autres problèmes ont été montrés NP-complets [69,

100]. Lorsque l’on souhaite montrer qu’un problème Π1 est NP-difficile, il suffit de

considérer un autre problème Π2 connu comme étant NP-difficile, puis de montrer

que Π2 se réduit polynomialement à Π1 (théorème de Cook [38]).

Problème: SAT

Entrée: Une formule booléenne ψ(X) sur un ensemble de variables boo-

léennes X

Question: Existe-t-il une affectation des variables X telle que la formule ψ(X)

soit vraie ?

Algorithmes

Lorsque l’on s’intéresse à des problèmes d’optimisation, on peut distinguer trois

principales familles d’algorithmes 2 en fonction de la qualité de la solution renvoyée.

Les algorithmes exacts garantissent l’optimalité des solutions renvoyées. Ces al-

gorithmes sont utilisés sur les problèmes de la classe P . Il n’existe aucun algorithme

polynomial exacte pour les problèmes NP-difficiles (à moins que P = NP ). Ce type

d’algorithme est donc peu utilisé pour leur résolution, même si les instances“réelles”

du problème NP-difficile du voyageur de commerce sont résolues de nos jours dans

un temps raisonnable.

Les algorithmes d’approximation ne garantissent pas l’optimalité mais borne la

qualité de la solution par rapport à une solution optimale dans le pire des cas. On

dit qu’un algorithme d’approximation a une garantie de performance ρ(n) si, pour

toute entrée de taille n, le coût C de la solution produite est éloignée de la solu-

2. Il existe aussi les algorithmes probabilistes qui donnent une valeur de l’espérance mathématique des solutions.
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tion optimale C∗ d’un facteur ρ(n), c’est à dire max

(

C

C∗
,
C∗

C

)

≥ ρ(n). On appelle

algorithme d’approximation facteur ρ(n) un algorithme qui s’exécute en temps poly-

nomial est atteint une garantie de performance de ρ(n). Cette définition de garantie

de performance s’applique aux problèmes de maximisation comme aux problèmes

de minimisation. Pour le problème de maximisation, la solution C de l’algorithme

sera inférieure ou égale à C∗ la solution optimale et le facteur d’approximation sera

de C∗/C. Pour le problème de minimisation, la solution C de l’algorithme sera supé-

rieure ou égale à C∗ la solution optimale et le facteur d’approximation sera de C/C∗.

On considère que toutes les solutions sont positives, le facteur d’approximation est

toujours supérieur ou égale à 1. Bien sûr un facteur de 1 donne une solution exacte.

Les algorithmes d’approximation permettent de donner une solution aux problèmes

NP-difficiles lorsque l’optimalité n’est pas requise.

Les heuristiques sont des algorithmes qui ne fournissent aucune garantie théo-

rique. Elles sont utilisées quand le temps d’exécution des autres algorithmes est

trop long ou qu’il n’existe pas d’algorithme offrant de garantie sur la qualité de

la solution qu’il renvoie. L’évaluation de tels algorithmes est empirique et se base

sur des tests expérimentaux. Généralement une heuristique est conçue pour un pro-

blème particulier et s’appuie sur sa structure propre. La stratégie appliquée fait

abstraction des spécificités des problèmes on parle de meta-heuristique.

Dans cette thèse nous proposons deux heuristiques qui appartiennent chacune à

une classe générique d’algorithmes : les algorithmes glouton et la recherche locale.

Les algorithmes gloutons construisent une solution de manière itérative, à chaque

étape, un choix localement optimal est fait, il ne sera plus remis en cause jusqu’à

la fin de l’algorithme. Pour certains problèmes spécifiques, il existe des algorithmes

gloutons qui renvoient toujours une solution optimale.

Les algorithmes de recherche locale partent d’une solution initiale et la modifie

de façon itérative en effectuant un “déplacement” vers une solution voisine. Cette

méthode nécessite de choisir de façon appropriée les opérations élémentaires qui dé-

finissent la notion de voisinage. Le choix du déplacement repose uniquement sur des

considérations locales et dépend seulement de la solution courante et des solutions

voisines, d’où le terme de recherche locale. La différence avec un algorithme glouton

réside dans le fait que les choix effectués ne sont pas définitifs. Une stratégie qui

consiste à toujours choisir localement le meilleur voisin, peut conduire à un optimum

local lorsque aucun voisin n’est meilleur que la solution courante. Pour s’extraire

d’un optimum local, on s’autorise à détériorer la solution. Le risque est alors de
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boucler en revenant sur l’optimum local précédent. Le mécanisme de mémoire qui

consiste à interdire de revenir sur les dernières positions explorées nommée “Tabou”

est destiné à éviter ces problèmes.

Programmation dynamique

Richard Bellman [21] est à l’origine du terme de programmation dynamique qui

désigne les problèmes d’optimisation pouvant être résolus sous forme récursive.

Un algorithme de programmation dynamique se base sur une méthode de type

diviser pour régner. Ceci consiste à décomposer le problème en sous-problèmes,

chaque sous-problème pouvant être à son tour décomposer et ainsi de suite jusqu’à

pouvoir être résolu de manière triviale. À la manière d’un arbre, un problème (père)

peut être décomposé en sous-problèmes (fils), la racine de l’arbre étant le problème

global, les sous-problèmes sont des nœuds internes et les sous-problèmes triviaux

sont les feuilles de l’arbre. Pour finir on combine (recompose) les solutions des sous-

problèmes fils pour obtenir la solution du problème père en partant des feuilles, et

l’on remonte dans l’arbre jusqu’à parvenir à la racine et obtenir la solution globale.

Pour qu’un problème puisse être résolu par programmation dynamique il faut

qu’il possède deux caractéristiques. La première est la présence de sous-structures

optimales qui définissent les sous-problèmes dont les solutions optimales permettent

de reconstituer une solution optimale pour le problème décomposé. En effet, la pro-

grammation dynamique construit la solution optimale à partir de solutions opti-

males de sous-problèmes. La seconde caractéristique est le chevauchement des sous-

problèmes, c’est à dire qu’un même sous-problème apparâıt plusieurs fois durant la

décomposition du problème principal. Pour que l’utilisation de la programmation

dynamique conduise à un algorithme polynomial, le nombre total de sous-problèmes

distincts doit être polynomial par rapport à la taille de l’entrée.

Un algorithme pseudo-polynomial s’exécute en temps polynomial par rapport à

la taille de l’entrée du problème lorsque les nombres sont représentés en base unaire.

Intuitivement, l’algorithme s’exécute en temps polynomial si les nombres ne sont

pas trop grands, par exemple s’ils sont bornées par une constante.
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Quelques problèmes classiques de graphes

Nous présentons dans cette section quelques problèmes classiques sur les graphes

auxquels nous faisons référence dans ce mémoire.

Problèmes de stable

Le problème du stable maximum consiste à trouver le plus grand ensemble de

sommets deux à deux non adjacents dans un graphe G. Le problème de décision

associé à ce problème d’optimisation est le suivant :

Problème: Stable Max

Entrée: Un graphe G = (V,E), un entier K ∈ N.

Question: Le graphe G contient-il un ensemble stable S ⊆ V (G) de cardinalité

au moins égale à K ?

Ce problème fait partie des vingt-et-un problèmes démontrés NP-complets dans

[100].

Le problème du stable de poids maximum prend en entrée un graphe avec une

pondération sur les sommets et consiste à trouver un stable dont la somme des poids

des sommets est maximum.

Problème: Stable de poids maximum

Entrée: Un graphe G = (V,E), un vecteur de poids w ∈ N|V | et un entier

K ∈ N.

Question: Le graphe G contient-il un ensemble stable S ⊆ V (G) dont la somme

des poids des sommets est au moins égale à K ?

Comme pour le problème de stable maximum, le problème de stable de poids

maximum est NP-complet dans le cas général. Si le graphe est parfait il existe

un algorithme polynomial pour calculer un stable de poids maximum [77]. Nous

utiliserons cette propriété dans le Chapitre 4.

Partition

Le problème de partition consiste à décider si un ensemble d’entiers positifs peut

être partitionné en deux sous-ensembles A et B de telle sorte que la somme des

nombres dans A est égale à la somme des nombres dans B.
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Problème: Partition

Entrée: Un ensemble X de n entier {s1, . . . , sn} ∈ Nn

Question: Existe-t-il une partition de X en deux sous-ensemble A et B, tels que
∑

x∈A

x =
∑

x∈B

x ?

Le problème de partition est NP-complet [69]. Néanmoins, il existe un algorithme

de programmation dynamique pseudo-polynomial pour le résoudre ainsi qu’une heu-

ristique qui est efficace dans de nombreux cas concrets. Nous utiliserons ce problème

pour des démonstrations de NP-difficulté dans le Chapitre 4.

2.3 Programmation Linéaire

Un programmation linéaire (PL) est un problème d’optimisation qui consiste à

trouver parmi toutes les solutions d’un système d’inégalités linéaires une solution

qui minimise ou maximise une fonction linéaire donnée. Une solution réalisable

d’un programme linéaire est une affectation des variables qui satisfait toutes les

contraintes du système d’inégalités linéaires. L’ensemble des solutions réalisables

d’un PL est un polyèdre convexe, c’est à dire l’intersection d’un nombre fini de

demi-espaces, chacun étant défini par une inégalité linéaire. La fonction linéaire

à optimiser est appelée fonction objectif c’est une fonction affine à valeurs réelles

définie sur ce polyèdre. Un algorithme de programmation linéaire doit donc trouver

un point dans le polyèdre où cette fonction a la valeur la plus petite (ou la plus

grande), si un tel point existe. Via une transformation standard les programmes

linéaires peuvent toujours être exprimés sous la forme canonique suivante :

(P )



















Max cTx

s.c

Ax ≤ b (1)

x ≥ 0 (2)

Le vecteur x ∈ Rn représente les variables. L’objectif est de maximiser la fonction

cTx définie par le vecteur de coefficients c ∈ Rn. Les contraintes linéaires sont des

inégalités de type inférieure ou égale. La matrice A ∈ Rm×n précise les coefficients

et le vecteur b ∈ Rm est appelé le vecteur des seconds membres. Les contraintes

spéciales (2) sont appelées contraintes de non-négativité.
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Les programmes linéaires peuvent être résolus en temps polynomial [104], et

par conséquent appartiennent à la classe de complexité P , même si en pratique

l’algorithme du simplex [42] est souvent utilisé alors qu’il n’est pas polynomial dans

le pire des cas.

En raison de leur nature discrète, la modélisation de nombreux problèmes d’op-

timisation combinatoire nécessite que des variables de décision prennent des valeurs

entières. On obtient alors un programme linéaire en nombres entiers. Si seul un

sous-ensemble de variables sont contraintes à prendre des valeurs entières, on parle

de programmation mixte en nombres entiers. Trouver une solution optimale d’un

programme en nombres entiers (PLNE ou IP en anglais) ou d’un programmation

linéaire mixte (MIP en anglais) est un problème NP-difficile.

Le problème d’optimisation d’un programme linéaire peut être formulé de la

façon suivante :

Problème: Optimisation d’un programme linéaire

Entrée: Une fonction objectif f : Rm → R, un système d’équation Ax ≤ b

pour x ≥ 0.

Question: S’il existe, trouver un point x∗ du polyèdre

P = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0} tel que f = cTx∗ soit maximum?

Dualité. À chaque programme linéaire sous forme standard est associé un pro-

gramme linéaire particulier appelé son dual. Le dual du dual est le programme

linéaire initial que l’on qualifie de primal. Un programme linéaire sous forme stan-

dard et son dual sont fortement reliés. La valeur de toute solution réalisable du

dual est une borne supérieure de la valeur de la fonction objectif de toute solution

primale (dualité faible). De plus, si le primal a une solution optimale, le dual a aussi

une solution optimale et elles sont de mêmes valeurs (dualité forte). Le dual d’un

programme linéaire sous forme standard s’écrit de la façon suivante :

(P̄ )



















Min bTy

s.c

ATy ≥ c

y ≥ 0

On peut voir que chaque contrainte primale est associé à une variable duale et

réciproquement.
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La dualité de la programmation linéaire est une notion très importante pour

plusieurs raisons. Par exemple, elle permet d’obtenir un certificat d’optimalité pour

une solution d’un programme linéaire. La dualité peut également être utile pour la

conception ou l’analyse d’algorithmes, en particulier le cas d’algorithmes d’approxi-

mation [151].

Conditions des écarts complémentaires Les valeurs objectives d’une solution pri-

male et d’une solution duale sont égales seulement si elles sont toutes les deux

optimales. Les conditions d’écarts complémentaires sont des conditions nécessaires

et suffisantes pour montrer qu’une solution réalisable du primal est optimale.

Théorem 2.3.1. Une solution réalisable x ∈ Rn du problème primal est optimale

si est seulement s’il existe une solution réalisable y ∈ Rm du problème dual telle

que :


















∀i ∈ {1, . . . ,m}, yi

(

bi −
n
∑

j=1

aijxj

)

= 0,

∀j ∈ {1, . . . , n}, xj

(

cj −
m
∑

i=1

yiaij

)

= 0.

On en déduit deux conditions : (i) si une contrainte primale n’est pas serrée,

la variable duale correspondante doit être nulle ; (ii) si une variable primale est

positive alors, la contrainte duale associée est serrée.

Théorie Séparation/Optimisation. En s’appuyant sur l’algorithme de l’Ellipsöıde de

Khachiyan [104], Grötschel, Lovász et Schrijver [78, 77] établissent une équivalence

de complexité entre les problèmes de séparation et d’optimisation sur un polyèdre.

Le problème de séparation sur un polyèdre s’énonce de la façon suivante :

Problème: Séparation sur un polyèdre

Entrée: Un polyèdre P ⊂ Rm, un vecteur y ∈ Rm.

Question: Le vecteur y appartient-il à P ? Sinon, donner un vecteur c ∈ Rm tel

que cTy > cTx pour tout x ∈ P .

Le problème de séparation consiste donc à déterminer si une solution y est valide

pour le problème et si ce n’est pas le cas, à identifier une contrainte violée par y et

satisfaite par toute solution x ∈ P .
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Génération de colonnes

Considérons un programme linéaire sous forme standard. Si une solution opti-

male existe pour ce programme linéaire, la méthode simplex permet de calculer une

solution optimale de base dans laquelle le nombre de variables non nulles, celles

qui sont dans la base optimale, est au plus égal aux nombres de contraintes. Par

conséquent, si le nombre de variables est très supérieur au nombre de contraintes,

la grande majorité des variables, celles qui ne sont pas dans la base optimale sont

à zéro.

La génération de colonnes consiste à itérer la méthode simplex sur un programme

linéaire restreint qui est obtenu à partir du programme linéaire initial en sélection-

nant un sous-ensemble de variables. A chaque itération de l’algorithme, on résout ce

programme linéaire restreint et on résout un sous-problème, appelé oracle de sépa-

ration, qui consiste à tester s’il existe une variable xj qui n’a pas été prise en compte

et dont le coût réduit est positif (maximisation). De façon équivalente l’oracle de

séparation revient à tester si la solution duale y associée à la base optimale du

programme linéaire restreint vérifie toutes les contraintes du dual du programme

linéaire initial. Les itérations cessent dès que l’oracle de séparation répond qu’il

n’existe plus aucune variable de coût réduit positif.

L’optimalité de cet algorithme se démontre de la même façon que pour la méthode

simplex, lorsque la condition d’arrêt est atteinte, la solution duale y associée à la

base optimale est une solution réalisable duale du programme linéaire initial dont

le coût cöıncide avec celui de la solution primale associée à la base base courante.

L’efficacité de cette technique repose sur le fait qu’en pratique un grand nombre

de variables du programme linéaire initial ne sont jamais considérées. Par consé-

quent, la dimension du programme linéaire restreint est très réduite par rapport à

celle du programme linéaire initial.

La génération de colonnes a été suggérée la première fois (en 1958) pour un pro-

blème de maximisation de flot avec demandes [64]. Elle fut ensuite utilisée pour les

programmes linéaires avec structures décomposables [43] et le problème du décou-

page de stock [71]. Les applications actuelles de la génération de colonnes incluent

les problèmes de tournées de véhicules [47, 48, 52], les problèmes d’ordonnancement

modélisés par des graphes acycliques [97, 45, 122] et les problèmes de flots [16, 87].

Génération de colonnes pour le problème du Flot maximum. Nous allons maintenant

présenter une utilisation de la méthode de génération de colonnes pour le problème

de flot maximum. En principe, la résolution de ce problème, très étudié dans la
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littérature, se fait via l’utilisation d’algorithmes combinatoires beaucoup plus per-

formant. L’objectif est ici d’illustrer l’utilisation de la génération de colonnes sur

un problème simple proche de celui que nous allons traiter dans le Chapitre 3.

Soit G = (V,E) un graphe orienté avec pour chaque arc e ∈ E une valeur non

négative Ce ≥ 0. Soit s et t deux sommets distincts appelés source et puits. Soit P

l’ensemble des st-chemins, c’est à dire des chemins reliant s à t dans le graphe G.

Pour tout chemin p ∈ P la variable non négative φp représente la quantité de flot

qui circule sur le chemin p. Il est dit réalisable s’il satisfait les contraintes suivantes :
∑

p∈P :e∈p

φp ≤ Ce, ∀e ∈ E

Le problème de flot maximum peut être formulé de la façon suivante :

Problème: Flot maximum

Entrée: G = (V,E) un graphe orienté, C ∈ N|E|, s, t ∈ V

Question: Quelle est la valeur maximale d’un flot réalisable entre de s à t ?

Nous allons décrire la méthode de génération de colonnes pour le problème de flot

maximum. On note F le programme linéaire mâıtre et F̄ son dual. Soit P ′ ⊆ P un

sous-ensemble de chemins entre s et t. On considère le programme linéaire restreint

à ce sous-ensemble F (P ′) :

F (P ′)































Max
∑

p∈P ′

φp

s.c
∑

p∈P ′

e∈p

φp ≤ Ce ∀e ∈ E

φp ≥ 0 ∀p ∈ P ′

On constate que chaque solution réalisable de F (P ′) est réalisable pour F (P )

en mettant à zéro les variables des chemins n’appartenant pas à P ′. Nous voulons

donc savoir si la solution optimale de F (P ′) l’est aussi pour F (P ), pour cela nous

utilisons le dual restreint :

F̄ (P ′)



























Min
∑

e∈E

βeCe

s.c
∑

e∈p

βe ≥ 1 ∀p ∈ P ′

βe ≥ 0 ∀e ∈ E

21



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES

On peut déterminer si un sous-ensemble P ′ autorise une solution optimale pour

P grâce à l’algorithme 1 qui vérifie que la solution βe, e ∈ E de F̄ (P ′) est réalisable

pour F̄ (P ). Pour cela on vérifie qu’aucun chemin p ∈ P ne viole une contrainte en

vérifiant que le plus court chemin dans le graphe à un poids supérieur à 1 pour la

métrique βe, e ∈ E. On remarque que le nombre de chemins portant du flot dans la

solution optimale est borné par le nombre de contraintes |E|.

Algorithme 1: Résolution du problème de flot maximum par génération de colonnes

Données : G = (V,E) ; s, t ∈ V ; C ∈ NE(G)

Résultat : (φp : p ∈ P) une solution optimale du problème de flot maximum

1 P ′ ← un ensemble arbitraire de st-chemins;

2 répéter

3 Calculer (βe : e ∈ E) une solution optimale F̄ (P ′);

4 Calculer un plus court chemin p ∈ P avec la métrique βe ;

5 si
∑

e∈p βe < 1 alors

6 P ′ ← P ′ ∪ {p} ;

7 fin

8 jusqu’à ce qu’aucun chemin ne soit ajouté;

9 Renvoyer la solution optimale (φp : p ∈ P) de F (P
′);

Programmation disjonctive

Nous définissons maintenant une méthode de modélisation qui nous permet dans

le Chapitre 4 de modéliser le problème abordé sous la forme d’un programme li-

néaire, en se basant sur les travaux de Balas [14].

Un problème de programmation disjonctive (DP ) est un problème de minimisa-

tion d’une fonction linéaire cx, c ∈ Rn, x ∈ Rn et se modélise sous la forme normale

disjonctive suivante :

DP =























Min cTx

s.c
∨

i∈I

(

Dix ≥ di

)

x ≥ 0

Avec di ∈ Rm, I un ensemble d’indice (pas nécessairement fini), la condition

impose qu’il existe un indice i ∈ I tel que x satisfasse au le système d’inégalités

Dix ≥ di. Pour chaque i ∈ I nous supposons que le polyèdre {x ∈ Rn|Dix ≥ di} est
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non vide. Dans le cas contraire, nous pouvons omettre l’indice correspondant dans

la formulation.

Le problème d’optimisation d’un programme disjonctive peut être formulé de la

façon suivante :

Problème: Optimisation d’un programme disjonctif

Entrée: Une fonction objectif f : Rm → R, un ensemble de systèmes d’in-

égalités Dix ≥ di pour i ∈ I.

Question: Si il existe, trouver un vecteur x∗ qui satisfait au moins un système

d’inégalités Dix ≥ di pour i ∈ I tel que f = cTx∗ soit maximum?

Programme linéaire équivalent à un programme disjonctif. Soit Ens(F ) l’ensemble

des solutions réalisables de DP , c’est à dire l’ensemble des points qui satisfont les

contraintes de DP . La forme normale disjonctive de Ens(F ) est :

Ens(F ) =

{

x ∈ Rn

∣

∣

∣

∣

(

∨

i∈I

Dix ≥ di, x ≥ 0

) }

Soit Poly(Fi) le polyèdre correspondant à l’indice i ∈ I :

Poly(Fi) =
{

x ∈ Rn |(Dix ≥ di, x ≥ 0)
}

L’ensemble F des solutions réalisables de DP est constitué de l’union de tous les

polyèdres Poly(Fi) :

F =
⋃

i∈I

Poly(Fi)

Nous définissons l’enveloppe convexe de F à condition que I soit fini et que le

cône de récession de chaque Poly(Fi) soit identique. Si tous les Poly(Fi) sont bornés

alors leur cône de récession est {0}.

clconvF =



































































x ∈ Rn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x =
∑

i∈I

xi

Dixi ≥ diλi, ∀i ∈ I

∑

i∈I

λi = 1,

xi ≥ 0, ∀i ∈ I

λi ≥ 0, ∀i ∈ I



































































Le résultat fondamental qui permet de formuler un programme disjonctif sous la

forme d’un programme linéaire est le suivant :
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Corollary 2.3.1. Si le programme linéaire F suivant a un optimum fini, alors le

programme disjonctif (DP ) est équivalent à F .

F =











































































Min
∑

i∈I′
xi

s.c

Dixi ≥ diλi, ∀i ∈ I ′

∑

i∈I

λi = 1,

xi ≥ 0, ∀i ∈ I ′

λi ≥ 0, ∀i ∈ I ′

Dans le sens où :

(i) Si x est un point de clconvF , alors il existe k ∈ I tel que χ, définit par

(xk, λk) = (x, 1) et (xh, λh) = (0, 0), ∀h ∈ I − {k}, est un point appartenant à

P l’ensemble réalisable de F .

(ii) Si χ est un point de P , alors il existe k ∈ I tel que λk = 1, (xh, λh) =

(0, 0), ∀h ∈ I − {k}, et x = xk est un point de poly(Fk)

(iii) x est une solution optimale de DP si et seulement si xk = x et λk = 1 est une

solution optimale de F (k ∈ I défini dans (i)).

Démonstration 2.3.1.

La preuve de ce corollaire se base sur le fait que toute solution optimale de DP est

un point extrême de clconvF . Soit x∗ une solution optimale de DP . Il existe i∗ ∈ I

tel que Di∗x
∗ ≥ di∗ (par définition). Si x∗ point extrême de Poly(Fi∗) mais pas de

clconvF . Alors il existe y point extrême de clconvF tel que cty < ctx∗. Or y est

une solution de DP car les sommets de clconvF sont des sommets des polyèdres

Poly(Fi). Donc y est meilleur que x∗ ce qui contredit l’hypothèse initiale.

�

Notes - État de l’art de la programmation disjonctive. Plusieurs cas particuliers de

programmation disjonctive ont été étudiés dans le passé [13, 73, 130]. La formulation

en programmation disjonctive est utile pour les structures de problèmes provenant

de conditions physiques “logiques”. La programmation disjonctive a surtout été étu-

diée pour les programmes linéaires en nombres entiers [12, 14, 76, 139].
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2.4 Problème de flots et variantes

Le problème d’acheminement des marchandises dans un réseau plus connu comme

le problème de flot maximum, a été étudié à la fin des années 1950 généralisent

le théorème de Menger [121] qui établit une égalité entre la cardinalité minimum

d’une coupe séparant deux sommets d’un graphe et le nombre maximum de chemins

disjoints entre ces sommets. De manière simultanée, [63] et [57] généralisent ce

théorème et définissent un algorithme pour obtenir la valeur optimale du problème

du flot maximum et de la coupe minimum.

La formulation en programme linéaire utilisant des chemins est très intuitive,

mais elle nécessite l’utilisation d’une variable pour chaque chemin ce qui est, en

générale, non polynomial par rapport à la taille du graphe. Une autre formulation

consiste à introduire une variable pour représenter la quantité de flot qui circule

sur chacun des arcs ou des arêtes du graphe. On impose alors une contrainte de

conservation du flot en chaque sommet du graphe à l’exception de la source et

du puits. La contrainte de conservation impose que la somme du flot sur les arcs

entrants dans un sommet doit être égale à la somme du flot sur les arcs sortant.

Il existe donc deux types de formulation pour les problème de flot. Les for-

mulations arcs-chemins utilisant des variables représentant la quantité de flot qui

circule sur un chemin. Les formulations sommets-arcs utilisant des variables qui

représentent la quantité de flot qui circule sur les arcs du réseau. Les formulations

sommets-arcs comportent un nombre de variables et de contraintes polynomial par

rapport à la taille du graphe en entrée et permet d’obtenir une solution optimale

en temps polynomial. De plus si les capacités des arcs sont entières, la matrice des

contraintes étant totalement unimodulaire, cette propriété permet d’obtenir natu-

rellement une solution optimale entière par résolution du programme linéaire.

Problèmes de multiflot

La notion de flot permet de modéliser les situations où un seul produit circule

dans un réseau. Lorsque plusieurs produits circulent en se partageant les capacités

des liaisons, on doit faire appel à la notion de multiflot. On associe à chaque produit

une demande, qui est le nombre d’unités devant être acheminées à travers le réseau

entre une paire source-destination. On caractérise une demande k ∈ K pour le triplet

k = (sk, tk, dk) avec sk, tk ∈ V et dk ∈ N la valeur du flot demandée. La valeur d’un

flot représente la quantité de flot qui sort du sommet source ou la quantité qui entre

dans le puits. Le problème de multiflot peut être formulé de la façon suivante :
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Problème: Multiflot

Entrée: G = (V,E) un graphe orienté, C ∈ N|E|, des triplets (sk, tk, dk) avec

sk, tk ∈ V et dk ∈ N pour chaque demande k ∈ K

Question: Si il existe, trouver un flot pour chaque demande k ∈ K entre les

sommets sk et tk de valeur dk (tel que la somme des valeurs des flots

circulant sur chaque arc e ∈ E soit inférieure ou égale à sa capacité

Ce) ?

Notes - État de l’art du problème de multiflot. Dans les problèmes de multiflot

linéaires de coût minimum, un coût est attribué à chaque lien et la fonction objectif

consiste à minimiser la somme des coûts de routage [65]. Le problème interdisant

de répartir le flot entre différents chemins a également été étudié [20]. Le problème

de multiflot a été largement étudié et a donné naissance à un large éventail de

variantes dues aux différents contextes dans lesquels une modélisation utilisant la

notion de multiflot est possible. Beaucoup de problèmes de distribution et d’ordon-

nancement peuvent être exprimés et résolus comme des problèmes de multiflot. La

plupart des problèmes de routage dans les réseaux de télécommunications peuvent

naturellement être modélisés comme un problème de multiflot. Les problèmes de té-

lécommunications ont également amené à considérer des coûts non-linéaires [26, 66].

Par exemple, l’un des problèmes importants dans la conception des réseaux informa-

tiques à commutation de paquets consiste à déterminer des itinéraires sur lesquels

les paquets doivent être transmis pour obtenir une qualité de service optimale.

Dans la littérature le délai moyen d’acheminement des messages est le critère le

plus fréquemment utilisé pour mesurer cette qualité de service. Pour finir, il existe

une importante bibliographie sur la relation d’équivalente entre la multi-coupe et le

multi-flot [24, 40].

Problème de flot généralisé

La notion de flot généralisé est une généralisation de la notion de flot maximal

dans laquelle chaque arc e ∈ E du réseau G = (V,E) a un facteur de gain αe. Si x

unités de flot entre dans l’arc à e, alors xαe unités de flot en sorte. On peut formuler

le problème de flot généralisé de la façon suivante :

26
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Problème: Flot généralisé

Entrée: Un graphe orienté G = (V,E), C ∈ N|E|, α ∈ R|E|
+ , s, t ∈ V .

Question: Quelle est la valeur maximale du flot réalisable allant de s à t en

prenant en compte le gain subi par le flot lors du passage dans chacun

des arcs de G ?

Un réseau pour lequel les gains des arcs sont inférieurs ou égaux à 1 est appelé

lossy. Dans le cas de réseau lossy, on ne peut pas avoir de cycle générateur de flot,

c’est à dire de cycle C tel que
∏

e∈E(C)

αe > 1. L’existence de tel cycle complique la

résolution des problèmes de flot généralisé car il faut alors considérer chaque sommet

de ce cycle comme une source potentielle de flot.

La formulation arc-chemin des problèmes de flot généralisé fait intervenir une

variable φp pour chaque chemin p qui représente la quantité de flot émise par la

source qui circule sur le chemin p.

F



























Max
∑

p∈

φp

s.c
∑

p∈P

xp(e)φp ≤ Ce ∀e ∈ E

φp ≥ 0 ∀p ∈ P

P l’ensemble des st-chemins du graphe, c’est-à-dire l’ensemble des chemins reliant

s à t dans G. Pour chaque arc eq ∈ p := (e1, e2, ..., er), on note xp(eq) := Πq
i=1αei la

quantité de flot qui sort de l’arc eq lorsqu’une unité de flot est émise à partir de s

et transite sur les arcs e1, e2, ..., eq−1.

On remarque que si l’on veut appliquer la méthode de génération de colonnes

pour résoudre ce programme linéaire, l’oracle de séparation revient à résoudre un

problème de plus court chemin avec une fonction de longueur spécifique. En effet,

cette longueur de chemin n’est plus la simple addition des longueurs des arcs du

chemin, mais une composition successive de fonctions croissantes.

Notes - État de l’art du problème de flot généralisée. Le problème de flot généralisé

a été largement étudié dans les années 1960 et au début des années 1970 [73, 124,

125, 145]. Ce problème peut être utilisé pour modéliser de nombreuses situations

qui sont impossibles à modéliser avec la notion de flot “standard” [72, 114]. Le
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facteur de gain peut être utilisé pour représenter le fait qu’une certaine fraction de

la marchandise est perdue pendant le transport ou que la marchandise qui entre

dans un arc se transforme en une autre marchandise différente avant de le quitter,

pour modéliser les procédés de fabrication, de change, etc. Le problème de flot

généralisé est à bien des égards similaires au problème de flot de coût minimum, où

chaque arc a un coût par unité de flot en plus de sa capacité [125, 145]. Les deux

problèmes peuvent être vus comme un problème de transport de marchandise d’un

producteur à un consommateur. Le problème de flot généralisé peut être résolu par

programmation linéaire [56] et par des algorithmes combinatoires [74] qui se basent

sur l’idée de l’annulation des cycles négatifs [75, 105].

Problème de flots sur les chemins de longueur bornée

Ces problèmes prennent en entrée un graphe dont les arêtes sont munies de

longueurs. Le flot ne peut circuler que sur des chemins dont la longueur est bornée.

On obtient la formulation suivante :

Problème: Flot sur les chemins de longueur bornée

Entrée: Un graphe orienté G = (V,E), C ∈ N|E|, une longueur d’arc l ∈ N|E|,

s, t ∈ V , B ∈ N une longueur maximale.

Question: Quelle est la valeur maximum d’un flot réalisable allant entre s et t

tel que la longueur des chemins supportant le flot soit inférieure ou

égale à B ?

Pour pouvoir formuler ce problème comme un programme linéaire, on peut uti-

liser une formulation arc-chemin :

PL































Max
∑

p∈P (B)

φp

s.c
∑

p∈P (B)

φp ≤ Ce ∀e ∈ E

φp ≥ 0 ∀p ∈ P (B)

où P (B) est l’ensemble des st-chemins dont la longueur est inférieure ou égale à B

et φp la valeur du flot sur le chemin p ∈ P (B).

On remarque que si l’on veut appliquer la méthode de génération de colonnes

pour résoudre ce programme linéaire, l’oracle de séparation est un problème NP-
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difficile de plus court chemin avec plusieurs longueurs où l’on cherche à minimiser

une longueur tandis que la seconde ne doit pas excédée la borne B (problème [ND30]

de [69]).

Notes - État de l’art du problème de flot sur les chemins de longueur bornée. À

notre connaissance, les premiers travaux effectuer sur les problèmes flots sur les

chemins de longueur bornée apparaissent comme généralisation du problème de

flot maximum [2] ou comme sous-problème particulier de flot entier [118, 60]. Des

algorithmes efficaces ont été développés pour des longueurs de chemins inférieures

ou égales à 3 [94, 120]. Ce problème a été montré NP-difficile même dans les graphes

planaires [27, 120, 147]. Un schéma d’approximation entièrement polynomiale est

décrit pour le problème de flot fractionnaire sur les chemins à longueur bornée [10].

Le problème de flot fractionnaire sur les chemins à longueur bornée unitaire peut

être résolu en temps polynomial en utilisant la programmation linéaire [10, 109]. Ces

problèmes de flot et de chemin de longueur bornée apparaissent naturellement dans

de nombreux problèmes réels d’optimisation ayant un grand nombre de données,

c’est pourquoi des heuristiques ont aussi été développées [136, 29, 149, 89].

2.5 Problème de plus court chemins et variantes

Le problème de plus court chemin est bien connu depuis les années 1950 [22, 62].

L’algorithme de Dijkstra [55] qui le résout est devenu une référence dans le domaine

de la recherche opérationnelle et plus généralement en informatique. Le problème

de plus court chemin peut être formuler de la façon suivante :

Problème: Plus court chemin

Entrée: Un graphe orienté G = (V,E), une longueur le pour chaque arc

e ∈ E, deux sommets s, t ∈ V .

Question: Trouver un chemin de longueur minimale reliant s à t

Dans cette section nous présentons des algorithmes pour résoudre des variantes

du problème de plus court chemin. Tous peuvent être vus comme des algorithmes

de programmation dynamique et sont similaires à l’algorithme de Dijkstra.
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Plus court chemin généralisé

Dans les réseaux de transport d’énergie ou dans les transactions financières il

n’est pas rare que le flux transporté subisse des gains ou des affaiblissements. Pour

rappel, les réseaux généralisés (avec gain) se modélisent par un graphe G = (V,E),

chaque arc e ∈ E a un facteur de gain αe en plus de sa capacité Ce. Le variation du

flot dû au gain est prise en compte de la façon suivante : si x unités de flot entre

dans l’arc e, alors xαe unités de flot en sorte. Le coût de l’envoie d’une unité de flot

jusqu’à t sur le st-chemin p ∈ P est appelé la longueur généralisée du chemin p.

Le problème de plus court chemin généralisé peut être formulé de la façon sui-

vante :

Problème: Plus court chemin généralisé

Entrée: Un graphe orienté G = (V,E), C ∈ N|E|, un coût par arête l ∈ N|E|,

α ∈ R|E|
+ , s, t ∈ V , .

Question: S’il existe, trouver un chemin reliant s à t de coût généralisé mini-

mum.

On remarque que si tous les gains sont égaux à un alors le coût généralisé du

chemin est égal au coût du chemin et ce problème se réduit à trouver le plus court

chemin “traditionnel”.

Comme pour le problème de flot généralisé nous supposons que le graphe est

lossy, c’est à dire que tous les gains sont inférieurs ou égaux à 1. En imposant cette

condition on évite le problème suivant. Soit p un chemin qui supporte φ unités de

flot émises par s et achemine une unité de flot à t. Si p a une boucle génératrice de

flot, on peut remplacer p par le chemin p∗ obtenue à partir de p en effectuant une

boucle de plus. Cette boucle étant génératrice de flot, pour une même unité de flot

acheminé jusqu’à t le flot émis par la source sur p∗ sera inférieur au flot émis par la

source sur p. Par conséquent le chemin p∗ qui effectue une boucle de plus est plus

économique que p. Par conséquent nous pouvons remplacer p par p∗ pour obtenir

une meilleur solution. Nous pourrions répéter ainsi l’opération indéfiniment jusqu’à

obtenir un flot asymptotiquement nul émis par s. L’existence de cycles générateurs

de flots pour le problème de plus court chemin généralisé est analogue au problème

que représente l’existence de cycles de coûts négatifs pour le problème de plus court

chemin traditionnel.

Une formulation classique du problème de plus court chemin généralisé, sous la
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forme d’un programme linaire, consiste à le formuler comme un problème de flot

généralisé de coût minimum acheminant une unité de flot à t.

PCCG =







































Min
∑

e∈E

le × φe

s.c

∑

{u,v}∈E

α{u,v}φ{u,v} −
∑

{v,w}∈E

φ{v,w} =







1 if v = t

0 if v ∈ V \{s, t}

φ(u,v) ≥ 0, ∀(u, v) ∈ E

L’algorithme utilisé dans [61] pour résoudre ce problème est un algorithme de

programmation dynamique similaire à l’algorithme de Dijkstra. Cet algorithme

construit le plus court chemin généralisé en étendant successivement des chemins.

Definition 2.5.1. Soit un graphe G = (V,E), s, v ∈ V et p un chemin entre s et

v. On étend un chemin p par un arc e = {v, w} ∈ E en construisant le chemin p′

égal au chemin p auquel on ajoute l’arc e.

Nous décrivons maintenant la fonction de longueur pour un arc dans un graphe

généralisé. Pour rappel le plus court chemin généralisé doit faire parvenir une unité

de flot à t de la manière la plus économique. La fonction de longueur des arcs se base

sur l’observation suivante. Si faire arriver une unité de flot sur un chemin reliant s

à u coûte x alors on peut faire arriver αuv unité de flot en v avec un coût x+ l{u,v}
via l’arc {u, v} ∈ E. Or nous souhaitons faire parvenir une unité de flot en v, en

mettant à l’échelle, on obtient qu’une unité de flot en v coûte
x+ l{u,v}
α{u,v}

. Donc, si

x est la longueur généralisée d’un chemin jusqu’à u, la fonction de x qui permet de

calculer la longueur généralisée d’un chemin jusqu’à v est x 7→
x+ l{u,v}
α{u,v}

.

L’optimalité de l’algorithme de programmation dynamique résolvant le problème

de plus court chemin généralisé se base sur la proposition suivante :
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Proposition 2.5.1. Si l’arête {u, v} est la dernière arête d’un plus court chemin

généralisé p entre s et v alors p est constitué d’un plus court chemin généralisé entre

s et u suivie de l’arête {u, v}

La preuve de ce résultat est immédiate en utilisant le fait que la fonction qui définit

la longueur du chemin jusqu’à v en fonction de la longueur du chemin jusqu’à u est

une fonction croissante.

Cette proposition montre que seuls les plus courts chemins généralisés entre s et

un autre sommet du graphe sont à considérer pour obtenir une solution optimale.

Dans l’algorithme que nous décrivons nous introduisons la notion de label. Un

label caractérise un chemin entre s et un sommet du graphe. Un label fait référence

à un sommet v ∈ V si il représente un chemin entre s et v. Un label est constitué

du sommet auquel il fait référence et de la longueur du chemin qu’il représente.

L’opération d’extension d’un label dont le sommet de référence est u par l’arête

{u, v} consiste à créer un nouveau label correspondant au chemin représenté par

L étendu par l’arc {u, v} ∈ E. Par abus de langage on utilise le mot label pour

désigner le chemin qu’il représente quand on parle de la longueur d’un label.

Definition 2.5.2. Soit L1 un label de longueur x1 et L2 un label de longueur x2,

on note L1 ≤ L2 la relation L1 domine L2 qui est vrai si et seulement si L1 et L2

ont le même sommet de référence et x1 ≤ x2.

La forme de l’algorithme ci dessous est légèrement différente de celle couramment

présentée. Nous utilisons cette forme pour montrer la similitude avec l’algorithme 3,

présenté dans la section suivante. Dans le chapitre 3, nous utilisons un algorithme

qui généralise dans un certain sens ces deux algorithmes.
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Algorithme 2: Plus court chemin généralisé de s à t

Données : G = (V,E) ; s, t ∈ V (G) ; αe et le pour tout e ∈ E

Résultat : Un plus court chemin généralisé de s à t

1 Soit Ls le label du chemin p = {s} de longueur nulle ;

2 L = Ls ;

3 Q.put(Ls) ;

4 tant que Q 6= ∅ faire

5 Soit Lmin ⇐ Q.pop();

6 Soit u le sommet de référence de Lmin ;

7 pour tous les voisins v de u faire

8 Soit L′ le label Lmin étendu par l’arc {u, v} ;

9 si ∄ L∗ ∈ L tel que L∗ < L′ alors

10 Q.put(L′) ;

11 L = L′ ∪ L ;

12 fin

13 si ∃ L∗ ∈ Q tel que L′ < L∗ alors

14 Q.remove(L∗) ;

15 fin

16 fin

17 fin

18 Renvoyer le chemin associé au label en t.

L’algorithme 2 est un algorithme de type label-correcting qui permet de résoudre

le problème de plus court chemin généralisé. À chaque étape de cet algorithme nous

disposons de L l’ensemble de tous les labels déjà créés et d’un tas Q contenant des

labels susceptibles d’engendrer la solution optimale. On extrait de Q le label Lmin

de coût minimum et on l’étend à tous les voisins de son sommet de référence. Pour

chaque label L′ ainsi généré, on vérifie qu’il n’existe pas un label de L∗ ∈ L tel que

L∗ ≤ L′. Si tel n’est pas le cas on ajoute L′ à L et à Q. L’algorithme se termine

quand le tas Q est vide.

La preuve de cet algorithme est similaire à celle de l’algorithme de Dijkstra et

consiste à montrer, grâce à la proposition 2.5.1, que à chaque itération de l’al-

gorithme le label Lmin de coût minimum retiré du tas est un plus court chemin

généralisé entre s et le sommet de référence de Lmin.

Nous abordons maintenant la complexité de notre algorithme. Tout d’abord nous

analysons la structure de données utilisée. Cette structure est un tas, noté Q, sur

33



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES

lequel on effectue deux opérations. L’opération push ajoute un élément et l’opération

pop renvoie le plus petit élément du tas et le supprime. Ces deux opérations se font

en un temps logarithmique par rapport à la taille du tas. Dans notre algorithme la

taille maximale du tas est |V |, i.e un label pour chaque sommet du graphe. Donc la

complexité pour toutes opérations sur le tas dans notre algorithme est en O(log|V |).

À chaque étape de l’algorithme on considère le label de longueur minimum,

ce label a un sommet de référence. Nous affirmons que plus aucun label ayant ce

sommet de référence n’apparâıtra dans le tas. En effet, le label de longueur minimum

correspond au chemin le plus court entre s et ce sommet de référence. Pour qu’un

autre label apparaisse dans le tas il faudrait qu’il corresponde à un chemin encore

plus court, ce qui est impossible. Par conséquent chaque sommet du graphe n’est

considéré qu’une seule fois. Pour chaque sommet, le nombre d’opérations effectuées

est au plus égal au degré sortant du sommet (extension du label). Si l’on somme sur

tous les sommets cela donne O(|E|+ |V |) opérations d’extension de label. Pour finir,

les opérations de comparaisons de labels se font en temps constant. La complexité

de l’algorithme est donc en :

O((|E|+ |V |)× log|V |)

Notes - État de l’art du plus court chemin généralisé Les réseaux généralisés ont

déjà été étudié. En particulier, le problème de flot généralisé de coût minimum est

décrit dans [3]. La méthode couramment utilisée pour résoudre le problème de plus

court chemin généralisé [5, 35, 36, 86] consiste à le formuler comme un programme

linéaire, à résoudre son problème dual et à construire une solution du primal en

fonction de la solution duale. Le programme linéaire dual a la particularité d’avoir

seulement deux variables par inégalité ce qui simplifie sa résolution.

Plus court chemin multi-contraints

Nous présentons dans cette section un problème que nous rencontrons lors de

la résolution d’un problème industriel dans le chapitre 3. Ce problème apparâıt

dans la résolution par génération de colonnes d’un problème de flot généralisé où

les chemins qui portent du flot doivent satisfaire plusieurs contraintes de longueurs

sur les chemins.

Le problème de plus court chemin multi-contraint est un cas particulier du pro-

blème de plus court chemin avec contraintes de ressources. La méthode de résolution

que nous proposons est valide pour les deux problèmes. D’ailleurs nous utilisons le
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terme de ressources qui est représentatif du problème général au lieu de pondération

qui est plus naturel pour le problème restreint.

Soit un graphe orienté G = (V,E). L’ensemble des sommets V comprend une

source s et une destination t, qui correspondent respectivement au sommet de départ

et d’arrivée du chemin. On définit un ensemble de ressources R. Une ressource

r ∈ R représente une unité de mesure, comme le temps ou un coût. À chaque paire

constituée d’une arête e ∈ E et d’une ressource r ∈ R, on associe r(e) une fonction

de consommation de ressource appelée REF . Une REF représente la quantité de

ressource consommée pour transiter sur l’arc e. Ici nous supposons que les REF

sont des fonctions entières croissantes. Pour chaque chemin p = {e1, . . . , en} on

associe un vecteur de ressources qui correspond aux ressources consommées par p

pour traverser les arcs {e1, . . . , en}. Nous définissons pour chaque ressource r ∈ R

une borne br pour la consommation de la ressource r. Un chemin p est valide si et

seulement si pour chaque ressource r sa consommation est inférieure ou égale à br.

Parmi les ressources nous définissons r∗ ∈ R la ressource à minimiser. La fonction

REF correspondant à la ressource r∗ peut être réelle. Pour chaque ressource r ∈ R

on note Wr la taille de l’ensemble pour lequel la ressource est définie. Si la fonction

de ressource est entière alors Wr = br. On suppose que l’ensemble des ressources R

est ordonné en fonction des Wr pour tout r ∈ R, c’est à dire que Wi ≤ Wi+1. On

note W =

|R|−1
∏

i=1

Wi.

Le problème de plus court chemin multi-contraint peut être formulé de la façon

suivante :

Problème: Plus court chemin multi-contraint

Entrée: Un graphe G = (V,E), un ensemble de ressources R, r∗ ∈ R la

ressource à minimiser, pour chaque ressource r ∈ R et pour chaque

arête e ∈ E une REF croissante, une borne br et deux sommets

s, t ∈ V

Question: Si il existe, trouver un chemin valide reliant s à t qui minimise r∗.

Le problème du plus court chemin multi-contraint est NP-Complet, même dans

le cas d’une seule contrainte (problème [ND30] de [69]).
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Definition 2.5.3. Soit deux vecteurs de réel x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).

On note x ≤ y la relation y est dominé par x (ou x domine y) si et seulement si

∀i ∈ [1, . . . , n] xi ≤ yi.

L’algorithme de label-correcting L’algorithme pseudo-polynomial que nous propo-

sons pour résoudre le problème de plus court chemin multi-contraint est basé sur

la programmation dynamique au même titre que l’algorithme de label-correcting

classique décrit dans [49] qui résout ce problème lorsque les multiplicateurs sont

tous égaux à un. Cet algorithme est souvent considéré comme le plus efficace [96].

Notre algorithme maintient un ensemble de chemins non-dominés (en construction)

susceptibles d’engendrer une solution optimale.

Comme pour l’algorithme 2 précédent, nous utilisons des labels. Un label est

constitué d’un sommet de référence et d’un vecteur de ressources consommées par

le chemin qu’il représente. Comme précédemment la notion d’extension du label

reste inchangée. La notion de domination se définit sur les labels en prenant leur

vecteur de ressource comme vecteur de comparaison. Bien entendu seul des labels

ayant le même sommet de référence peuvent être comparés.

Notre algorithme réduit le nombre de labels créés lors de son exécution évitant

d’étendre des labels qui sont dominés. La domination permet de réduire le nombre de

labels étendus tout en préservant suffisamment de label pour obtenir une solution

optimale. Sans la suppression des labels dominés l’algorithme calculerait tous les

chemins possibles entre s et t. L’algorithme que nous proposons se base sur la

proposition suivante.

Proposition 2.5.2. Soient L1et L2 deux labels représentant les chemins P1 et P2

avec L1 ≤ L2. Soit L le label d’un chemin P commençant par P1 alors le label L′

du chemin obtenu à partir P en remplaçant P1 par P2 domine L.

Démonstration 2.5.1.

Les chemins P et P ′ sont identiques à partir du sommet de référence u commun à

L1 et L2. En u, le vecteur de ressources de L (celui de L1) est dominé par le vecteur

de ressources de L′ (celui de L2). La monotonie des fonctions de consommation de

ressources assure que cette propriété est préservée lorsque l’on parcourt la fin du

chemin P commun aux labels L et L′.
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Nous avons donc un critère pour exclure certains labels de l’exécution de l’al-

gorithme car lorsqu’un label est dominé, son retrait ne supprime pas de solution

optimale.

Remarque L’algorithme que nous proposons marche pour toute REF entière res-

pectant cette condition, même si la REF prend plusieurs ressources en paramètre.

Elle doit seulement être croissante si on fixe les autres ressources.

Definition 2.5.4. Soit un label L représentant un chemin p atteignant le sommet

u. Un sommet v voisin de u atteignable pour le label L si et seulement si le chemin

p′ composé du chemin p et de l’arête {u, v} est valide.

La complexité de l’algorithme se base sur l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.5.1. Soit L ensemble de label, nous supposons qu’il est possible de

choisir un label Lmin ∈ L tel qu’aucun label obtenu par extension d’un label L ∈ L

ne domine Lmin.

Cette hypothèse est souvent vérifiée, il suffit par exemple qu’il existe une res-

source qui croit strictement à chaque extension. Dans le chapitre 3, l’existence d’une

telle ressource est vérifiée.

Comme pour l’algorithme 2, l’idée de base de l’algorithme de label-correcting

est d’étendre de manière itérative les labels en disqualifiant les labels dominés. À

chaque étape de l’algorithme nous disposons de L, l’ensemble de tous les labels déjà

créés et d’un tas Q contenant des labels qui ont été produit mais pas encore traités.

On extrait de Q le label Lmin défini par l’hypothèse 2.5.1. Nous l’étendons à tous

les voisins atteignables tel que définis par 2.5.4. Pour chaque label L′ ainsi généré,

on vérifie qu’il n’existe pas un label de L∗ ∈ L tel que L∗ ≤ L′. Si tel n’est pas le

cas on ajoute L′ à L et à Q et on supprime tous les labels de Q dominés par L′.

L’algorithme se termine quand le tas Q est vide.

Proposition 2.5.3. L’algorithme 3 calcule un plus court chemin multi-contraint de

s à t, pour lequel il existe une relation d’ordre sur les labels et pour lequel les REF

sont croissantes, en temps pseudo-polynomial

O((|E(G)|+ |V (G)|).W log(|V (G)|.W )
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Algorithme 3: Plus court chemin multi-contraint de s à t

Données : G = (V,E) ; s, t ∈ V (G)

Résultat : Un plus court chemin multi-contraint de s à t

1 Soit Ls le label du chemin p = {s} de longueur nulle ;

2 L = {Ls} ;

3 Q.put(Ls) ;

4 tant que Q 6= ∅ faire

5 Soit Lmin ⇐ Q.pop();

6 Soit u le sommet de référence de Lmin ;

7 pour tous les voisins v atteignables à partir de u faire

8 Soit L′ le label Lmin étendu par l’arc {u, v} ;

9 si ∄ L∗ ∈ L tel que L∗ < L′ alors

10 Q.put(L′) ;

11 L = L′ ∪ L ;

12 fin

13 si ∃ L∗ ∈ Q tel que L′ < L∗ alors

14 Q.remove(L∗) ;

15 fin

16 fin

17 fin

18 Renvoyer le chemin associé aux labels de t qui minimise la ressource r∗.

Sans suppression de label, l’Algorithme 3 considère tous les chemins de façon

exhaustive et trouve donc le meilleur chemin multi-contraint. La proposition 2.5.2

montre que si L1 est le label du début P1 d’un chemin optimal alors en remplaçant

P1 par le chemin P2 de L2, on obtient un autre chemin optimal. Par conséquent, le

fait de supprimer un label dominé ne remet pas en cause l’optimalité de l’algorithme.

L’analyse de la complexité de l’algorithme est identique à celle de l’algorithme 2.

Seul les labels non-dominés sont à prendre ne compte, comme le montre la proposi-

tion 2.5.1. Pour chaque sommet, le nombre de chemins non-dominés est au plus W .

Le label minimum Lmin tiré du tas ne sera jamais dominé (par 2.5.1). Donc pour

chaque sommet au plus O(W ) labels non-dominés sont à considérer. Chacun de ces

labels est étendu un nombre de fois égal au degré sortant du sommet. Si l’on somme

sur tous les sommets cela nous donne O(|E| + |V |).W opérations d’extension de

label. La taille du tas est dans le pire des cas de O(|V |.W ). Donc l’extraction du

minimum se fait en O(log|V |.W ).
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Notes - État de l’art du plus court chemin multi-contraints Le problème du plus

court chemin avec des contraintes de ressources est souvent utilisé dans la résolution

des problèmes de tournés de véhicules et d’affectation stable d’équipes [17, 46, 50]

comme un sous-problème pour la génération de colonnes. Le problème de plus court

chemin avec deux contraintes de ressources a d’abord été étudié par Desrosiers

[52, 51], qui le généralise plus tard au cas à plusieurs longueurs [53]. Par la suite,

plusieurs variantes ont fait leur apparition dans la littérature. Par exemple une

variante pour une métrique de temps dépendante linéairement des coûts des nœuds

comme le propose [93] ou une variante qui se restreint aux chemins élémentaires [46].

En parallèle, les problèmes de plus court chemins avec des bornes maximales sur les

pondérations autres que le coût ont également été étudiés. Le problème de plus court

chemin avec poids contraint est un problème NP-difficile, même si l’on considère le

cas où le graphe est acyclique et tous les poids et les coûts sont positifs [69]. Ce

problème est un cas particulier du problème du plus court chemin avec fenêtres

de temps, qui est lui même un cas particulier du problème de plus court chemin

avec contraintes de ressources, qui utilise un vecteur de poids au lieu d’un seul.

Il apparâıt souvent comme sous-problème de génération de colonnes [17, 48, 82].

Les méthodes de résolutions de ce problème peuvent être regroupées en quatre

catégories : celles fondées sur les k-plus courts chemins [83, 154], des méthodes

de programmation dynamique [7, 49, 50, 51] utilisant des approches d’étiquetages

(label) de sommets, des méthodes de relaxation lagrangienne de la contrainte de

poids [18, 83, 103, 135, 154] et enfin des algorithmes d’approximations [84, 150].
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Problème de déploiement

FTTH 3

Résumé

Le problème du déploiement optimal d’un réseau de fibres optiques sous architec-

ture de couplage passif consiste à concevoir un plan d’installation de fibres optiques

de coût minimal permettant de connecter un ensemble de clients à un nœud de

raccordement via un ensemble de coupleurs en respectant les contraintes techniques

imposées par la norme. Nous présentons une modélisation de ce problème basée

sur le concept de flot avec multiplicateurs et nous montrons comment obtenir par

génération de colonnes une solution optimale fractionnaire du programme linéaire

correspondant. Cette approche nécessite de résoudre à chaque itération un problème

de plus court chemin généralisé multi-contraint. Pour cela, nous décrivons un al-

gorithme pseudo-polynomial qui généralise au cas avec multiplicateurs l’algorithme

de plus court chemin multi-contraint présenté dans [49]. Pour finir, nous détaillons

une méthode d’arrondis de la solution fractionnaire et exposons les résultats expé-

rimentaux obtenus avec cette approche.

3.1 Contexte du problème FTTH

Dans cette section nous décrivons le contexte qui a amené les opérateurs de télé-

communications à adopter complètement la fibre optique comme moyen d’évolution

de leurs réseaux. Ensuite, nous établissons un état de l’art des différentes modélisa-

tions proposées par la communauté scientifique dans le but de réduire efficacement

le coût de déploiement de tels réseaux.
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Contexte économique, technique et social

Depuis le début des années 2000, les offres internet à temps de connexion illimité

ont considérablement modifié les habitudes de télécommunications de la popula-

tion qui dès lors n’ont cessé d’évoluer. En effet, en plus de la consultation de pages

internet et des échanges de fichiers, des sites d’hébergements de musiques et de

vidéos ont fait leur apparition ces dernières années. Ils proposent une diffusion en

Streaming de leurs contenus, qui envoient le média en flux continu à l’utilisateur

en l’alimentant au fur et à mesure de sa progression. Cette solution permet de sup-

primer virtuellement le temps d’attente dû au téléchargement mais demande en

revanche un débit suffisant du client. Dans le cas contraire, ce dernier recevra ce

média de manière saccadé. De plus, dans un contexte de forte concurrence tari-

faire, les Fournisseurs d’Accès Internet (FAI) ont également étendu leurs services

en proposant par exemple la téléphonie, la télévision par internet et la vidéo à la

demande. Ces nouvelles fonctionnalités sont intimement liées à l’augmentation de la

bande passante qui résultait jusqu’à présent de l’adoption massive de la technologie

de communication xDSL.

La technologie xDSL fournit un accès internet en transmettant des données nu-

mériques via le réseau téléphonique pré-existant. Le principe consiste à exploiter la

partie non utilisée par la voix du spectre de fréquences disponible sur une ligne té-

léphonique. Pour des raisons économiques évidentes, cette technique permet de dis-

poser d’un réseau sans les coûts d’installation de câbles jusqu’au client. Cependant,

la consommation soutenue de médias digitaux et leurs échanges sont rapidement

venus à bout des capacités de transit disponibles sur les câbles téléphoniques.

Pour faire face à la demande, des réseaux de nouvelles générations constitués

de fibres optiques peuvent être déployés. Le réseau FTTH remplace intégralement

le câble téléphonique en cuivre par de la fibre optique jusqu’au domicile du client.

Plusieurs architectures permettent de définir un tel réseau. La plus simple consiste

à raccorder directement chacun des clients. Il est également possible de déployer

le réseau sous forme d’arbre comme le ferait un réseau de distribution d’eau ou

d’électricité. Les méthodes d’évaluation des coûts [99, 28] et des études [110, 117]

ont conduit les opérateurs à choisir l’architecture PON 1.

L’architecture PON permet à une fibre partant du nœud de raccordement optique

de desservir plusieurs abonnés au réseau, grâce à des équipements réseaux optiques

passifs appelés coupleurs. Deux principaux standards de normalisation ont été créés ;

EPON standardisé par l’institut IEEE avec le 802.3ah groupe et l’institut ITU le

1. Passive Optical Network ou Point à multi-point passif

42



3.1. CONTEXTE DU PROBLÈME FTTH

norme sous la référence G.984.x et le nom de GPON.

Les récentes études sur l’évaluation des performances de ces deux types d’archi-

tectures [126, 113] mettent en avant la flexibilité d’évolution et le coût moindre d’une

architecture GPON. Les contraintes techniques établies dans la version G.984.1 sont

à prendre en compte dans le modèle théorique. Les contraintes de longueurs maxi-

males de fibre et de temps maximal de propagation du signal sont couramment

prises en compte par une contrainte d’affaiblissement maximal de 28dB. Cela cor-

respond à une distance maximale de 20km et un taux de division de 32. Le taux de

division maximum recommandé est de 1 : 64, i.e. chaque fibre connectée au coupleur

permet de raccorder au maximum 64 clients .

Cette architecture de réseaux optiques doit faire face à des problèmes de décision

au niveau du déploiement et du dimensionnement du réseau afin de réduire au

maximum les coûts tout en respectant la norme. Le problème que nous considérons

peut être formulé de la façon suivante :

Problème: Déploiement FTTH

Entrée: Topologie du réseau, les coûts d’installations des fibres optiques et

des coupleurs, des demandes de connexion des clients

Question: Quel est le plan de déploiement de réseau qui minimise les coûts

d’installation des fibres optiques et des coupleurs en respectant les

contraintes techniques ?

État de l’art

Compte tenu du choix des normalisations à respecter et des contraintes tech-

niques supplémentaires pouvant être rencontrées par les opérateurs, les précédentes

études de ce problème ont abouti à différentes modélisations et méthodes de réso-

lutions qui peuvent être regroupées de la manière suivante.

Heuristiques Une grande partie des méthodes de résolution sont basées sur des

heuristiques, car le problème de déploiement de fibres optiques est un problème NP-

difficile [123]. Dans cet article l’auteur modélise ce problème comme un problème

de localisation. Il propose différentes heuristiques basées sur le calcul d’arbres cou-

vrants, et sur un algorithme de regroupement. Pour décider la meilleure procédure

à utiliser, un pré-traitement fondé sur la densité du graphe est appliqué.
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Parmi les heuristiques proposées, certaines considèrent un espace métrique pour

guider la construction de la topologie du réseau en restreignant les positions pos-

sibles des coupleurs [98]. Ces méthodes s’appuient sur le postula que des clients qui

habitent à proximité ont de fortes chances d’être raccordés à un même coupleur.

Un algorithme de k-partitions découpe l’ensemble des clients en composantes dont

la cardinalité permet de les connecter à un type de coupleurs. La position du cou-

pleur au sein d’une composante peut être définie par un algorithme de Weiszfled,

qui détermine géométriquement le point médian d’un ensemble de points comme le

propose [116]. Une fois la position des coupleurs fixée, il reste à résoudre le problème

de raccordements des coupleurs entre eux. Dans [132, 112], les auteurs décrivent des

algorithmes génétiques qui sont utilisés pour déployer le réseaux à moindre coût,

alors que [116] propose une procédure de recherche locale avec recuit simulé qui

elle même fait appel à une procédure qui résout un programme linéaire en nombres

entiers (PLNE).

Programmation Linéaire en Nombres Entiers Parallèlement, des modélisations de

ce problème en PLNE ont été suggérées. Cela permet d’obtenir un garantie d’opti-

malité mais demande en retour des techniques de résolutions autres qu’une simple

utilisation d’un solveur de PLNE qui est vite limitée par la taille des instances,

comme le montre l’article [30] qui compare l’efficacité d’une méthode de recherche

locale tabou et la résolution du programme linéaire par un solveur commercial. Dans

[95], une heuristique de partition génère un grand nombre d’ensembles de coupleurs

pour chaque partition qui correspondent à une variable de décision du PLNE. La

relaxation qui comporte un grand nombre de variables est résolue par un algorithme

de génération de colonnes. Ce problème prend en compte une architecture sur deux

niveaux de coupleurs. Pour modéliser virtuellement la contrainte d’éclatement, des

modélisations de type hiérarchique avec plusieurs niveaux de coupleurs ont été pro-

posées (modélisation k-niveaux). Le concept de base consiste à définir une relation

d’ordre entre les coupleurs et à imposer une contrainte spécifiant que chaque cou-

pleur doit être connecté à un seul coupleur de niveau immédiatement supérieur et

peut desservir (être connecté à) plusieurs coupleurs de niveau immédiatement infé-

rieur. Si on ajoute une contrainte sur le nombre maximum de niveaux traversés par

une fibre, il est possible de prendre en compte dans une certaine mesure l’éclatement

maximal en fixant pour chaque niveau un type de coupleurs comme proposé dans

[31, 32]. Dans [80], une formulation en PLNE du problème de localisation d’usines

qui utilise deux niveaux de coupleurs est comparée à une méthode de recherche
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locale dans l’espace des solutions admissibles du problème. L’auteur souligne le fait

que s’il fixe la position des coupleurs alors le problème revient à résoudre un pro-

blème de flot avec multiplicateurs en nombres entiers. Des travaux utilisant à la fois

la position géographique des clients et les niveaux de coupleurs ont été effectués

notamment dans [119] ; pour ces simulations l’auteur génère des grilles pour simuler

des instances réalistes, ce que nous avons également fait pour nos simulations.

Instances De manière générale, les heuristiques permettent d’obtenir des résultats

sur des grandes instances, mais la qualité de la solution n’est pas garantie. Celles

utilisant un partitionnement du graphe, induisent implicitement que le raccordement

entre deux éléments du réseau se fait en ligne droite sans respecter des conduits pré-

existants, même si des auteurs prennent en compte des obstacles comme [112] en

générant le graphe de visibilité. D’un autre coté, les méthodes exactes ne permettent

de traiter que des petites instances, la contrainte d’intégrité étant pénalisante pour

la résolution.

Positionnement et contribution

Nous proposons une modélisation du problème de déploiement de fibres optiques

comme un problème de flot généralisé similaire à celle proposée par [80] en décri-

vant un PLNE très simple ayant peu de contraintes. Notre modèle, décrit dans [92],

prend en compte à la fois le choix des coupleurs et le déploiement du réseau de fibres

optiques. Nous proposons de résoudre sa relaxation linéaire par une technique de

génération de colonnes qui a déjà été utilisée par [95] pour répondre à une pro-

blématique semblable. À notre connaissance, l’approche que nous proposons est la

première à prendre en compte simultanément les contraintes de longueur de che-

min, déjà abordées par [116, 30, 95], et d’éclatement maximal, prises en compte par

[119, 80, 32]. Enfin, nous proposons une heuristique pour obtenir rapidement une

solution entière de notre problème. Nous ne prenons pas en compte les problèmes

liés au câble de fibres optiques. En effet il n’est pas envisageable de déployer physi-

quement les fibres une par une, ces dernières sont regroupées en câble de différents

diamètres en fonction du nombre de fibres qu’ils contiennent. Cela fait apparâıtre

des problèmes de fibres noires dus aux épissures sur un câble de fibre optique et

le problème induit par les différents diamètres de câble à insérer dans un conduit

pouvant être apparenté à un problème de circle-packing in circle [37, 144]. Nous

ne prenons pas en compte les problèmes de fiabilité du réseau (en pratique ces

problèmes ne sont pas pris en compte actuellement). Les précédentes études sur
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le déploiement de réseau FTTH utilisent des méthodes en deux parties, dont la

première consiste à positionner les coupleurs [95, 112, 116, 132]. Nous parvenons

à nous affranchir de cette étape en reportant tous les coûts sur d’installations des

coupleurs sur les liaisons comme décrit dans la section 3.2.

3.2 Modélisation du problème FTTH sous architecture PON

Dans cette section nous présentons une définition formelle du problème FTTH

que nous allons considérer. Nous montrons ensuite que ce problème revient à ré-

soudre “un problème de flot généralisé de coût minimum avec contraintes de lon-

gueurs sur les chemins”. Nous proposons ensuite une modélisation de ce problème

sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers.

Définition du problème

Nous considérons un problème d’optimisation qui apparâıt lorsqu’un opérateur

de télécommunications souhaite déployer de manière efficace un réseau de fibres

optiques pour connecter un ensemble de clients. Ce problème consiste à détermi-

ner un plan d’installation de fibres optiques permettant de connecter chacun des

clients à un nœud de raccordement que l’on nomme OLT 2. L’opérateur dispose de

sites accueillants des coupleurs qui permettent d’éclater (répartir) le flux issu d’une

fibre optique sur plusieurs fibres. Une étude de génie civile préalable permet de dé-

finir l’ensemble des liaisons inter-sites qui peuvent être équipées de fibres optiques.

Pour chaque liaison, l’opérateur connâıt : une capacité correspondant au nombre

maximum de fibres qu’elle peut accueillir, un coût de déploiement d’une fibre op-

tique dans celle-ci et l’affaiblissement subi par un signal la traversant en prenant en

compte les épissures 3.

Les coupleurs optiques sont des composants réseaux passifs disposant d’une en-

trée et de plusieurs sorties qui divisent un signal optique entrant sur ces sorties. On

définit le facteur de concentration d’un coupleur comme son nombre de sorties, pour

des raisons de production à grande échelle, les nombres de sorties sont des puissances

de 2. Plus précisément, chaque coupleur est caractérisé par un entier t ∈ {1, 2, 3, 5}

et permet de réémettre le flux issu d’une fibre sur 2t fibres. Cependant, une perte

du signal est subie à chaque traversée d’un coupleur. Une borne théorique, proche

des caractéristiques matérielles actuelles, donne 3dB par puissance de 2 du facteur

de concentration, soit une perte de 3t dB pour un coupleur de type t. Il est possible

2. Optical Line Termination, parfois appelé NRO (Nœud de Raccordement Optique) dans la littérature

3. Épissure : raccord de deux fibres entre elles
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Figure 3.3 – Concentration du flot

unité de flot qui sort d’un coupleur son coût comprend le coût du coupleur plus les

coûts relatifs aux fibres utilisant cet arc.

Pour que la modélisation soit valide, les chemins empruntés doivent prendre en

considération les contraintes d’éclatement maximal et d’affaiblissement.

La contrainte d’intégrité du flot est dû à l’impossibilité de fractionner la demande

d’un client sur plusieurs fibres optiques.

Nous devons donc fournir un dimensionnement de réseaux de coût minimum qui

supporte un flot généralisé entier multi-contraint de coût minimum. Nous dispo-

serons ainsi du plan de déploiement réseaux à effectuer et aussi du routage des

communications à l’intérieur de ce dernier.

Modélisation des données sous forme de graphe

L’ensemble des liaisons sur lesquels des fibres optiques peuvent être déployées

est représenté par un graphe orienté G = (V,E).

L’ensemble des nœuds V comprend :

– les chambres logiques, qui regroupent des coupleurs de même type

– les clients, qui représentent physiquement une maison ou un bâtiment (dans

ce dernier cas la demande du client correspond au nombre d’appartements à

raccorder)

– une source S, qui est reliée à chaque client par un arc dont la capacité est égale

aux nombres de fibres demandées par le client, de coût nul et de multiplicateur
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Modélisation en un programme linéaire en nombres entiers

Soit P l’ensemble des chemins allant de S à OLT et respectant les contraintes

techniques. Un chemin est considéré comme une liste d’arcs comme décrit dans la

section 2.1. Chaque chemin p ∈ P vérifie les contraintes techniques qui sont les

suivantes :

1. le produit des facteurs de concentrations des coupleurs traversés par p est

inférieur ou égal à 64

2. la somme des affaiblissements sur les arcs du chemin est inférieure ou égale à

la valeur seuil Ndb

Une unité de flot entrant dans un arc représente le déploiement d’une fibre op-

tique entre l’origine et l’extrémité de cet arc. Pour chaque chemin p ∈ P , la variable

de décision φp représente la quantité de flot envoyée par S à OLT via le chemin p.

Soient le et ye, respectivement le coût de déploiement d’une fibre optique et la

variable entière de décision de dimensionnement de l’arc e (combien de fibre vont

être réellement déployées sur l’arc e). Pour chaque arc eq ∈ p := (e1, e2, ..., er), on

note xp(eq) := Πq
i=1αei la quantité de flot qui sort de l’arc eq lorsqu’une unité de

flot est émise à partir de S et transite sur les arcs e1, e2, ..., eq−1.

Nous proposons le programme linéaire en nombres entiers FTTHInt pour modé-

liser notre problème de dimensionnement de réseaux de coût minimum supportant

un flot généralisé entier multi-contraint.

On note d :=
∑

k∈K dk le flot (nombre total de fibres) demandé par les clients.

FTTHInt =















































































Min
∑

e∈E

yele

s.c
∑

p∈P

φp = d (1)

∑

e∈p

xp(e)φp ≤ ye, ∀e ∈ E (2)

ye ≤ Ce, ∀e ∈ E (3)

φp ∈ N, ∀p ∈ P

ye ∈ N, ∀e ∈ E

Description de FTTHInt La fonction objectif consiste à minimiser le coût du dimen-

sionnement du réseau de fibres optiques. La contrainte (1) assure que chaque client

reçoit le nombre de fibres optiques demandées. La quantité xp(e)φp représente le
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nombre de fibres optiques requis sur l’arc e par l’émission à partir de S de φp unités

de flot sur le chemin p. Les contraintes (2) certifient que le dimensionnement du ré-

seau supporte le routage des demandes. Les contraintes (3) assurent que le nombre

de fibres déployées sur chaque liaison e ne dépasse pas le nombre de fibres qu’elle

peut accueillir. Les contraintes techniques sont prises en compte implicitement dans

la définition de l’ensemble P .

Nous proposons maintenant le programme linéaire FTTH pour modéliser notre

problème de flot généralisé multi-contraints de coût minimum induit dans le précé-

dent programme linéaire en nombres entiers. La relaxation linéaire est obtenue en

remplaçant chaque contrainte d’intégrité φp ∈ N par φp ≥ 0. Par la suite, nous nous

intéressons particulièrement à la résolution optimale de cette relaxation linéaire.

FTTH =



























































Min
∑

p∈P

∑

e∈p

lexp(e)φp

s.c
∑

p∈P

φp = d : λ (4)

∑

p∈P:e∈p

xp(e)φp ≤ Ce, ∀e ∈ E : βe (5)

φp ≥ 0, ∀p ∈ P

Nous remarquons que la variable ye présente dans FTTHInt a disparu, car elle

correspond au nombre de fibres (un entier) devant être réellement déployées sur l’arc

e. FTTH étant la relaxation des contraintes d’intégrités de FTTHInt, les variables

ye y sont inutiles.

Nous considérons le programme linéaire dual de FTTH portant sur les variables

duales λ et βe associées aux contraintes (4) et (5) :

FTTH∗ =











































Max λd−
∑

e∈E

Ceβe

s.c

λ−
∑

e∈p

xp(e)βe ≤
∑

e∈p

xp(e)le, ∀p ∈ P : φp (6)

βe ≥ 0, ∀e ∈ E

La contrainte (6) peut-être réécrite
∑

e∈p xp(e)(βe + le) ≥ λ. Cette écriture de

la contrainte (6) sera reprise dans la section suivante pour la mise en place de

l’algorithme de résolution du problème FTTH.
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3.3 Résolution de la relaxation linéaire

Dans cette section, nous décrivons la méthode utilisée pour résoudre le pro-

gramme linéaire FTTH dont le grand nombre de variables rend la résolution diffi-

cile. Nous mettons en place un algorithme de génération de colonnes pour parvenir

à résoudre FTTH. À chaque itération de notre algorithme, nous faisons appel à un

second algorithme de séparation (cf section 2.3). Nous présentons ce dernier ainsi

qu’une version modifiée qui utilise des informations qui sont calculées lors de la

résolution du sous-problème de séparation. Nous montrons ici comment calculer ef-

ficacement une solution optimale de cette relaxation en identifiant un nombre réduit

de chemins qui supportent une solution optimale.

Génération de colonnes

Le modèle FTTH introduit une variable φp pour chaque chemin p ∈ P qui

vérifie les contraintes techniques. Ce nombre de variables est en général très grand

et non-polynomial par rapport à la taille du réseau. Pour résoudre ce problème nous

appliquons la méthode de génération de colonnes présentée dans la section 2.3.

Nous allons résoudre une succession de programmes linéaires FTTH(P), portant

sur les variables associées à un sous-ensemble de chemins P ⊆ P . À chaque itération,

la solution optimale duale de FTTH(P) permet d’identifier un nouveau chemin dont

l’ajout à P améliore le plan de déploiement courant.

Pour mettre en évidence un critère permettant d’identifier ces chemins, on peut

considérer (λ, βe : e ∈ E) une solution optimale de FTTH∗(P) le programme

linéaire dual de FTTH(P). Trouver un chemin p ∈ P \ P tel que la solution

optimale de FTTH(P ∪ p) soit meilleure que celle FTTH(P) revient à identifier

une contrainte du dual FTTH∗(P) violée par la solution duale (λ, βe : e ∈ E), c’est

à dire un chemin p ∈ P tel que
∑

e∈p xp(e)(βe + le) < λ.

Soit dist(e) := (βe + le) le coût de transit d’une unité de flot entrant dans l’arc

e. Tout chemin respectant les contraintes techniques qui permet de faire transiter

une unité de flot de S à OLT avec un coût inférieur à λ identifie une contrainte

duale violée. Pour savoir si un tel chemin existe, on doit résoudre un problème de

plus court chemin généralisé multi-contraint qui revient à trouver parmi l’ensemble

des chemins respectant les contraintes techniques, un plus court chemin généralisé

p qui permet de faire transiter une unité de flot à moindre coût en prenant dist(e)

comme coût de l’arc e.
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Si le chemin p calculé a un coût
∑

e∈p xp(e)dist(e) strictement inférieur à λ,

on l’ajoute à P et on réitère. Sinon, la solution duale courante (λ, βe : e ∈ E)

du programme linéaire FTTH∗(P) est également valide pour FTTH∗(P) et donc

également optimale pour ce problème. Par dualité, la solution primale courante de

FTTH(P) est également optimale pour le programme linéaire complet FTTH =

FTTH(P) justifiant ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. L’algorithme 4 calcule une solution optimale de la relaxation

linéaire du problème FTTH.

Algorithme 4: Résolution de FTTH par génération de colonnes

Données : G = (V,E) ; (sk, dk) ∈ V (G)× R+ pour k ∈ K ; OLT ∈ V (G) ;

l ∈ RE(G)
+ ; C, 1/α, γ ∈ NE(G)

Résultat : (φp : p ∈ P) une solution optimale de FTTH

1 P ← un ensemble arbitraire de chemins valides;

2 répéter

3 Résoudre le programme linéaire dual FTTH∗(P) ;

4 Soit (λ, βe : e ∈ E) une solution optimale FTTH∗(P) ;

5 Calculer un plus court chemin généralisé p ∈ P avec dist(e) = (βe + le)

comme coût de l’arc e ;

6 si
∑

e∈p xp(e)dist(e) < λ alors

7 P ← P ∪ {p} ;

8 fin

9 jusqu’à
∑

e∈p xp(e)dist(e) ≥ λ;

10 Renvoyer la solution optimale (φp : p ∈ P) de FTTH(P);

La recherche d’un plus court chemin généralisé est exécutée un très grand nombre

de fois. Son efficacité est donc un élément déterminant pour la mise en œuvre de

cette méthode. La complexité de l’algorithme que nous proposons dans la section

suivante, dépend de la grandeur des nombres des ressources d’affaiblissement et de

concentration. Dans notre cas, seul la ressource de coût, qui est calculée en fonction

des variables duales, varie. Donc notre algorithme de plus court chemin généralisé

a toujours les mêmes paramètres de complexité. Par conséquent notre méthode de

génération de colonnes a cette même complexité (cf. section 2.3).
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Oracle de séparation : plus court chemin généralisé multi-contraint

En se basant sur le critère de Dantzig, une méthode efficace de génération de co-

lonnes implique, pour notre problème de minimisation, l’identification d’une variable

hors base dont le coût réduit négatif soit minimum. C’est pourquoi nous résolvons

un problème de plus court chemin généralisé multi-contraint pour sélectionner les

chemins dont l’utilisation permet d’améliorer la solution courante.

Le problème du plus court chemin généralisé multi-contraint est NP-Complet,

car on peut réduire le problème de plus court chemin avec deux pondérations à ce

problème comme décrit dans la section 18.

L’algorithme pseudo-polynomial que nous proposons pour résoudre ce problème

est basé sur la programmation dynamique au même titre que l’algorithme de label-

correcting classique décrit dans la section 18.

La programmation dynamique, contrairement aux heuristiques et méthode de

relaxation lagrangienne aussi utilisées pour résoudre ce type de problème, offre

une résolution exacte qui, dans notre cas, donne un certificat d’optimalité pour la

résolution du problème FTTH.

Notre algorithme utilise des labels qui définissent un chemin entre S et un sommet

du graphe. Chaque label L est constitué de cinq attributs qui ensemble caractérisent

le chemin en construction :

– u(L), le sommet auquel le label L fait référence et qui est l’extrémité du chemin

qu’il représente

– prec(L), le label à partir duquel L a été étendu

– c(L), le coût du chemin associé au label L

– Γ(L), l’affaiblissement théorique subi par un signal empruntant ce chemin

– τ(L), le facteur de concentration du chemin, (l’équivalent de xp(e) dans le

problème FTTH)

On définit L′ l’extension du label L par l’arc uv en affectant à L′ les attributs

suivant :

– u(L′) = v

– prec(L′) = L

– c(L′) = c(L) + dist(uv)τ(L′), la fonction de coût du chemin faisant référence

à la contrainte (6) du problème FTTH∗

– Γ(L′) = Γ(L) + γuv, l’affaiblissement du chemin étant la somme des affaiblis-

sement des arcs qu’il utilise
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– τ(L′) = τ(L)/αuv, la concentration étant le produit des facteurs de concentra-

tion des arcs du chemin

On utilise une relation de domination entre les labels qui définit un ordre partiel.

Un label L1 domine un label L2 si :

– u(L1) = u(L2), ils référencent le même sommet

– τ(L1) ≤ τ(L2), ils correspondent à des chemins ayant une concentration infé-

rieur ou égal

– c(L1) ≤ c(L2), le coût du chemin associé à L1 est inférieur ou égal à celui du

chemin représenté par L2

– Γ(L1) ≤ Γ(L2), l’affaiblissement de L1 est inférieur ou égal à celui de L2

Si le label L1 domine L2, en remplaçant le sous-chemin représenté par L2 par

celui de L1 dans un chemin entre S et OLT, le chemin obtenu est au moins aussi

bon sur tous les critères. Par conséquent, il est inutile de conserver L2.

L’algorithme que nous proposons utilise une liste pour stocker l’ensemble des

labels correspondant aux labels devant être traités à la prochaine itération. Initia-

lement, cette liste contient un seul label LS qui correspond au chemin trivial réduit

au seul sommet S dont les attributs sont : u(LS) = S, prec(LS) = ∅, τ(LS) = 1,

c(LS) = 0, Γ(LS) = 0. Tant que la liste n’est pas vide, à chaque itération de l’al-

gorithme, on retire le label L situé en tête de la liste. On parcourt l’ensemble des

voisins v de u = u(L), on étend L en v et on ajoute le label obtenu à la liste s’il est

valide.

Un label est valide s’il respecte les contraintes techniques décrites dans la section

3.2 et s’il n’est pas dominé. Plus formellement un label L′ est valide, si les trois

conditions suivantes sont vérifiées :

– L′ n’est dominé par aucun autre label L′′

– Γ(L′) ≤ NdB, le chemin respecte l’affaiblissement maximal

– 1/τ(L′) ≤ 64, le chemin respecte l’éclatement maximal

À la fin du processus de marquage, si OLT n’a reçu aucun label, il n’existe aucun

chemin respectant les contraintes techniques entre S et OLT . Dans le cas contraire,

le label L∗ de OLT dont l’attribut coût est minimum correspond à un plus court

chemin généralisé multi-contraint.

La correction de cet algorithme est basée sur les deux observations suivantes.

D’une part, si on omet la condition de non-domination, l’algorithme considère tous

les chemins élémentaires entre S et OLT respectant les contraintes de concentration
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et d’affaiblissement. D’autre part, ignorer les labels dominés n’élimine aucun chemin

optimal car dans le cas contraire, échanger la partie dominé du chemin optimal

produira un chemin encore meilleur, ce qui contredit son optimalité.

Remarque La ressource Γ est strictement positive. Sur le chemin cette ressource est

strictement croissante. Notre algorithme choisit parmi les chemins en cours de calcul

celui dont la ressource Γ est minimum et dans le cas où plusieurs chemins aurait la

même valeur, on privilégie celui dont la ressource τ est minimum, comme décrit dans

la section 18. Ceci permet de garantir qu’un label Lmin tiré de la liste représentant

un chemin atteignant le sommet v restera non-dominé de façon permanente.

La complexité de l’algorithme se base sur le faite que chaque sommet reçoit au

plus NdB × log2 64 labels non-dominés et chacun de ces labels est considéré un

nombre de fois proportionnel au degré sortant du sommet. Un simple tas binaire

permet d’obtenir le plus petit élément de la liste par l’opération pop et d’ajouter un

élément avec l’opération push en temps logarithmique par rapport à la taille de la

file qui dans le pire des cas est 6×NdB × |V (G)|.

Cet algorithme s’exécute donc en temps pseudo-polynomial

O((|E(G)|+ |V (G)|)× 6×Ndb)× log(6×NdB × |V (G)|)

Proposition 3.3.2. L’algorithme 5 calcule en temps pseudo-polynomial O((|E(G)|+

|V (G)|)×6×Ndb)× log(6×NdB×|V (G)|) un plus court chemin généralisé multi-

contraint entre S et OLT .
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Algorithme 5: Plus court chemin généralisé multi-contraint de S à OLT

Données : G = (V,E) ; S,OLT ∈ V (G) ; dist ∈ RE(G)
+ ; α, γ ∈ NE(G)

Résultat : Un plus court chemin généralisé multi-contraint de S à OLT

1 Q.put(Ls) avec u(LS) = s, prec(LS) = ∅, τ(LS) = 1, c(LS) = 0, Γ(LS) = 0) ;

2 tant que Q 6= ∅ faire

3 L⇐ Q.pop() // Extrait le plus petit élément de la pile;

4 pour tous les voisins v de u(L) dont un label L′ peut être étendu à partir

de L faire

5 Q.put(L′) avec u(L′) = v, prec(L′) = L, c(L′) = c(L) + dist(uv)× τ(L′),

6 Γ(L′) = Γ(L) + γuv et τ(L′) = τ(L)/αuv;

7 Q.remove(L′′), pour tout L′′ dominé par L′ ;

8 fin

9 fin

10 Renvoyer le chemin associé au label L∗ de OLT dont l’attribut coût est

minimum.

Remarque et modifications de l’algorithme

Plusieurs méthodes de résolution ont été proposées pour le calcul de plus courts

chemins multi-contraints, tel que des algorithmes d’approximations, des méthodes

de relaxation Lagrangienne et la programmation par contraintes. Nous avons choisi

de tirer partie de la programmation dynamique pour la génération de colonnes, car

à la fin de l’exécution de l’algorithme 5, plusieurs chemins non-dominés peuvent

être calculés. Nous proposons donc de les utiliser en les ajoutant s’ils correspondent

à une contrainte du dual FTTH∗ violée.

Une autre variante que nous proposons est celle de la recherche du chemin dans le

sens de OLT vers S. Ce sens de recherche implique une modification de la fonction

du coût du chemin. Lors de l’extension d’un label L′ à partir de L via l’arc uv la

mise à jour du coût est donnée par la formule suivante :

c(L′) =
c(L) + dist(uv)

αuv

En effet, si une unité de flot en u(L) coûte c(L) alors on peut faire arriver αuv unité

de flot en v avec un coût c(L) + dist(uv). En mettant à l’échelle, on obtient une

unité de flot en v avec un coût de (c(L) + dist(uv))/αuv, comme décrit dans [61].

Pour nos simulations nous disposons donc de quatre variantes de génération de

chemins que l’on nomme de la manière suivante :
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1. F, la première méthode qui consiste à ajouter le chemin qui viole le plus les

contraintes du programme linéaire dual FTTH∗ et qui respecte les contraintes

techniques

2. FM, qui consiste à ajouter tous les chemins violant les contraintes de FTTH∗

calculés lors de l’exécution de l’algorithme de label-correcting via une recherche

de S à OLT

3. B, qui, comme pour F, ajoute le chemin dont le coût marginal est minimum

et qui respecte bien sûr les contraintes techniques ; mais en effectuant une re-

cherche de OLT vers S en utilisant la fonction de coût explicitée précédemment

4. BM, qui ajoute tous les plus courts chemins calculés lors du bon déroulement

de l’algorithme de programmation dynamique

3.4 Heuristique de génération d’une solution entière

Dans cette section, nous décrivons une méthode pour calculer une solution en-

tière au problème FTTHint en résolvant une séquence de relaxations linéaires et en

arrondissant les solutions fractionnaires entières de ces programmes linéaires.

À chaque étape, sur la base de la relaxation linéaire courante, l’algorithme choisit

un arc et fixe le nombre de fibres qui vont être déployées sur ce lien. Puis il met

à jour la relaxation en fonction de cette décision et passe à l’itération suivante.

Ce processus se termine lorsque le déploiement courant satisfait les demandes de

connexion des clients.

Soit E ′ l’ensemble des arcs pour lequel le nombre de fibres a déjà été fixé au

début de la i ème itération. Soit fe le nombre de fibres installées sur l’arc e ∈ E ′ et

ye le nombre de fibres requis pour satisfaire la demande du client. Nous désignons

par FTTH ′(fe : e ∈ E) le programme linéaire suivant qui prend en compte la

solution partielle courante (fe : e ∈ E ′) et minimise le coût de déploiement des

fibres supplémentaires nécessaires pour satisfaire la demande en fibres des clients.
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FTTH ′(fe : e ∈ E) =
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


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Min
∑

p∈P

∑

e∈p

leye

s.c
∑

p∈P

φp = d

∑

p∈P:e∈p

xp(e)φp ≤ ye, ∀e ∈ E

φp ∈ R, ∀p ∈ P

ye = fe ∀e ∈ E
′

0 ≤ ye ≤ Ce ∀e ∈ E − E
′

Proposition 3.4.1. L’algorithme 6 calcule une solution entière réalisable du pro-

blème FTTHint.

Algorithme 6: Procédure d’arrondis

Données : G = (V,E) ; S,OLT ∈ V (G) ; dist ⊂ RE(G)
+ ; α, γ ⊂ NE(G)

+

Résultat : (ye : e ∈ E) est une solution entière du problème FTTHint

1 E ′ = ∅;

2 tant que ∃ ye fractionnaire faire

3 Chercher une solution optimale (φp : p ∈ P) de FFTH
′ (fe : e ∈ E

′);

4 Soit e′ un arc avec un nombre fractionnaire de fibres;

5 ye′ := ⌈ye′⌉;

6 E ′ = E ′ ∪ {e′};

7 fin

8 Retourner (ye : e ∈ E).

La solution générée par cette procédure offre une solution réalisable au problème

FTTHint justifiant la correction de l’algorithme. En effet, lorsque l’algorithme 6

se termine, l’ensemble des variables ye sont entières et le graphe support Gy des

variables ye, où ye représente la capacité de l’arc e, autorise une solution du pro-

blème de flots généralisés dont l’ensemble des chemins respectent les contraintes

techniques. En d’autres termes, on peut dire que l’on déploie à travers les liaisons

physiques du réseau de l’opérateur un nombre entier de fibres optiques permettant

de satisfaire la demande des clients en respectant les contraintes imposées par la

norme GPON.

La procédure proposée construit une solution en au plus O(|E|) itérations. À

chaque étape, un arc e, sur lequel le nombre de fibres à installer est fractionnaire,

est choisi et on fixe sa capacité à l’entier supérieur. Les capacités des arcs étant
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entières le problème reste réalisable.

L’algorithme 6 ne garantit pas une solution dans laquelle les φp sont entiers, mais

la forme des instances considérées lors de nos simulations avec ses contraintes de

capacités, nous ont donné dans la majorité des cas des solutions satisfaisantes. Pour

obtenir une solution exacte au problème FTTHint un algorithme de type “Branch

and Price” doit être envisagé.

3.5 Résultats des simulations

Dans cette section, nous présentons les simulations effectués et nous comparons

les différentes stratégies de génération de colonnes. Les résultats sont organisés en

deux parties, la première porte sur l’algorithme de résolution du programme linéaire

FTTH et la seconde concerne l’heuristique d’arrondis pour générer une solution

entière du problème FTTHint.

L’implémentation de nos algorithmes a été faite en JAVA, pour résoudre les pro-

grammes linéaires, nous utilisons le solveur libre GLPK 4. Les tests ont été effectués

sur une machine disposant d’un processeur Intel Core2 Duo cadencé à 2Ghz.

Instances générées

La stratégie utilisée par les opérateurs consiste à utiliser en priorité leurs infra-

structures. Si cela s’avère insuffisant ils privilégient des canalisations pré-existantes.

Les problèmes d’optimisation du déploiement de fibres optiques se posent essentiel-

lement dans des zones très denses en population. Les réseaux de type Manhattan

(grille carrée) permettent de modéliser assez fidèlement ce type de région. C’est

pourquoi la génération d’instances sur une grille comme le propose [119] nous a

semblé être appropriée. À notre connaissance l’estimation du budget réalisé par

l’opérateur se fait de la manière suivante ; on estime la distance moyenne d’un

client par rapport au nœud de raccordement, que l’on multiplie par le nombre to-

tal de client à raccorder pour avoir la distance totale de câble à déployer et pour

finir on multiplie cette longueur par le coût linéaire moyen d’une pose de câble de

fibre optique. Aucune rétro-ingénierie (post-déploiement) n’est appliquée à notre

connaissance pour valider ce budget.

Afin d’évaluer l’efficacité de notre méthode de résolution du problème FTTH,

nous avons résolu plusieurs cas générés aléatoirement du problème avec différentes

stratégies pour la génération de chemins.

4. version 4.45 : http://www.gnu.org/software/glpk/
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Les instances qui ont permis d’effectuer ces simulations ont été générées aléatoi-

rement de la manière suivante. Considérons une grille carré de taille (n × n) où n

varie entre 11 et 22. Le nombre de sites clients est une puissance de 2 et chaque site

client requiert une fibre optique. Les quatre types de coupleurs t ∈ {1, 2, 3, 5} sont

répartis également de façon uniformément aléatoire sur la grille. Les sites clients et

les coupleurs sont également distribués de façon aléatoire sur la grille. Les coûts,

l’affaiblissement et la capacité des arcs sont compris dans un intervalle de valeurs

et choisis de manière aléatoire en utilisant une distribution uniforme.

Le tableau 3.1 résume les tailles des instances générées.

Taille 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

|V| 122 145 170 197 226 257 290 325 362 401 442 485

|E| 252 296 344 396 452 512 576 644 716 792 872 956

Table 3.1 – Caractéristiques des instances

La méthode BigM, qui consiste à créer une colonne artificielle réalisable de coût

très grand, est utilisée pour l’initialisation de l’algorithme de génération de colonnes.

Cela consiste à ajouter une variable artificiellement créée pour garantir une solution

réalisable lors de la première itération de l’algorithme de génération de colonnes. On

attribue un coût suffisamment grand à cette variable pour être sûr qu’elle sera nulle

dans une solution optimale si il existe une solution réalisable du problème initial.

Nos expériences montrent que la résolution du problème de plus court chemin

généralisé multi-contraint représente plus de 98.9% du temps de calcul.

Nous mettons en œuvre quatre stratégies pour la génération des chemins décrites

dans la section 10. Nous proposons les notations suivantes :

– La stratégie F utilise l’algorithme 5 tel qu’il est présenté

– La stratégie FM recycle les chemins non-dominés calculés lors de la recherche

du plus court chemin

– La stratégie B effectue une recherche de OLT vers S

– La stratégie BM effectue une recherche de OLT vers S et recycle les chemins

non-dominés calculés lors de la recherche du chemin

Chaque méthode retourne une solution optimale.

Le tableau 3.2 synthétise les expérimentations de résolution du problème FTTH

effectuées. Il existe quatre axes d’évolution de l’instance : la taille de la grille, le
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nombre de sites clients, les quatre méthodes de génération de chemins et le nombre

de coupleurs.

Une instance est caractérisée par les paramètres suivant :

– le nombre de site clients qui est un multiple de 64 varie de 64 à 256, il est

limité par la taille de l’instance ;

– la taille de la grille varie dans l’intervalle [11, 22] ;

– la méthode de génération de chemins utilisée.

Le nombre de coupleurs n’est pas explicite dans ce tableau car pour chaque ca-

ractéristique d’instance représentée, nous effectuons 3 tirages ayant respectivement

12, 24 et 36 sites coupleurs. Chaque résultat représente la moyenne de 20 instances

de même caractéristiques. Pour chaque instance caractéristique nous fournissons

trois indicateurs :

– cpu, qui indique le temps CPU utilisé en moyenne pour trouver une solution

optimale

– chemins, la cardinalité du sous-ensemble de chemins utilisés en moyenne pour

définir un ensemble de chemins qui supportent la solution optimale

– itérations, qui mesure le nombre d’itérations en moyenne qu’il faut à l’algo-

rithme de génération de colonnes pour renvoyer une solution optimale

Nous considérons comme référence la série de tests comprenant 64 sites clients

et utilisant la méthode F de génération de chemins. Ainsi nous pouvons évaluer

l’algorithme que nous proposons en fonction des méthodes de génération de chemins

utilisées, mais aussi en fonction du nombre de sites clients. Pour mettre en valeur

ces résultats nous résumons pour chaque agrégation de tuple de données (méthode,

nombre de clients, indicateur) un pourcentage par rapport à la référence.
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3.5. RÉSULTATS DES SIMULATIONS

Le tableau 3.2 nous indique que sur les différentes stratégies de génération FM

est la meilleure.

On observe une variation du temps de calcul en fonction de la direction de la

recherche du plus court chemin. En effet, la méthode B est 1.5 fois plus lente que

la méthode F, car B génère 1.5 fois plus de labels pour trouver un chemin amé-

liorant, ceci s’explique par la topologie de la grille pour qui une recherche partant

de S aura après le premier voisinage le nombre de clients comme chemins qui se

concurrencerons plus que les 2 chemins partant de OLT .

L’ajout des chemins non-dominés calculés lors de la recherche du plus court che-

min a un impact significatif pour le temps d’exécution de l’algorithme. Ces méthodes

sont 2.44 fois plus rapides que celles dont elles sont issues en raison d’un plus grand

nombre de chemins générés à chaque itération qui conduit à un plus petit nombre

d’itérations. Les méthodes recyclant les chemins génèrent 4 fois plus de chemins qui

malgré le fait qu’ils ne soient pas tous utilisés contiennent des chemins améliorant

appartenant à une solution optimale. Le facteur 4 est une moyenne, nous pensons

que l’évolution de la taille de la grille n’est pas assez significative pour voir ce fac-

teur évoluer. On constate que la méthode BM est 1.61 fois plus rapide que F ce

qui s’explique par le fait que le recyclage accélère la convergence vers une solution

optimale de la génération de colonnes de 2.44 fois et la recherche de OLT vers S

ralenti la recherche de plus court chemin de 1.5.

Nous observons que la progression est linéaire en fonction du nombre de sites

clients. Ceci peut s’expliquer par le fait que chaque site doit être relié par au moins

un chemin à OLT .

Le point de difficulté de la résolution du problème FTTH est de trouver un che-

min améliorant respectant les contraintes techniques, son amélioration impacterait

grandement le temps de calcul de la solution optimale du problème FTTH.

La procédure d’arrondis quand à elle offre des solutions dont le saut d’intégrité

moyen est de 18% qui correspond au coût de la solution :

val(FTTHint)−OPT (FTTH)

OPT (FTTH)

où val(FTTHint) est le coût de la solution renvoyée par l’algorithme 6.
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CHAPITRE 3. PROBLÈME DE DÉPLOIEMENT FTTH

3.6 Conclusions

Les réseaux accès FTTH avec une architecture GPON implique des contraintes

techniques qui rendent complexe l’optimisation de leurs déploiements. Dans ce cha-

pitre, nous avons modélisé et développé un algorithme pour la résolution du pro-

blème de déploiement d’équipements réseaux optiques.

Nous parvenons à offrir une modélisation de ce problème qui prend en compte

à la fois le problème de localisation des coupleurs optiques, celui du déploiement

des câbles de fibres optiques et le routage des demandes des clients dans ce réseau.

De plus nous proposons de respecter l’architecture GPON en nous imposant une

qualité de service par le biais de contraintes techniques sur les chemins satisfaisant

les demandes clients.

Nous mettons en œuvre des techniques de résolutions pour atteindre plus rapi-

dement une bonne solution. Nous réalisons des simulations pour qualifier l’efficacité

de ces techniques. Faire en sorte que ces modèles correspondent exactement à la

situation opérationnelle n’est pas chose facile. Mais pour que ces modèles soient

pertinents pour l’évaluation des performances nous avons pris la décision de générer

des grilles, cette méthode a déjà été appliquée pour les problèmes de déploiement de

réseaux de fibres optiques. Nous obtenons des solutions de bonne qualité en temps

raisonnable. Les simulations effectuées nous permettent de souligner l’importance de

la prise en charge des informations calculées lors de la résolution de l’algorithme de

programmation linéaire pour améliorer la convergence de la procédure de génération

de colonnes.

Notre modélisation reste flexible est permet d’apporter de nouveaux paramètres

tels que l’ajout d’amplificateurs optiques comme équipements réseaux, l’étude de

ces extensions de notre modélisation qui impliquent aussi de nouvelles règles d’ingé-

nieries est une perspective pour ce problème. D’un autre coté, l’amélioration de la

recherche du plus court chemin généralisé multi-contraint reste un axe de recherche.

L’implémentation des algorithmes proposés dans [133] permettrait d’accélérer la

résolution par programmation dynamique en pratique. L’utilisation d’algorithme

d’approximation pour la recherche de chemin est aussi une voie à explorer. Enfin,

tester l’algorithme que nous proposons sur des instances réelles nous permettrait

d’évaluer la qualité de solution par rapport aux méthodes déjà misent en place chez

les opérateurs.
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Problème de délai dans la

conception de réseaux 4

Résumé

Le problème de flot avec contrainte de délai est NP-complet dans le cas du délai

convexe [23] mais aussi dans le cas du délai linéaire [39]. Nous nous intéressons donc

au cas proportionnel et proposons deux preuves de NP-complétude en nous basant

sur celle de [23]. Nous présentons ensuite un algorithme d’approximation facteur

2 sur le graphe chemin avec demandes uniformes. Finalement nous présentons une

heuristique par recherche locale, qui consiste à construire un ensemble de chemins

supportant du flot que l’on améliore en détectant des chemins à supprimer ou à

ajouter. Cette heuristique a été évaluée de façon expérimentale.

4.1 Contexte du problème de délais

Fournir une garantie de qualité de service (QoS) pour les délais d’acheminement

des flux Internet sur l’ensemble d’un réseau est une tâche difficile. De nos jours,

différents services transitent sur le réseau dont les principaux sont : la voix sur

IP, les vidéo en streaming et les données du trafic. Chacun de ces flux possède ses

propres exigences en terme de performance. Le terme QoS manque effectivement

d’une définition précise et unifiée. L’ETSI 1 et l’ITU 2 définissent la QoS comme “la

qualité perçue par l’utilisateur final” [1]. Le groupe de travail IETF 3 donne une

définition plus concrète de la qualité de service et la définit comme l’ensemble des

services requis pour transporter convenablement un flux de trafic sur le réseau [41].

1. European Telecommunications Standards Institute

2. Internationale Telecommunications Union

3. Internet Engineering Task Force
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CHAPITRE 4. PROBLÈME DE DÉLAI DANS LA CONCEPTION DE RÉSEAUX

En pratique le délai est l’indicateur le plus souvent utilisé pour mesurer la QoS.

Le délai mesure le temps passé par un paquet dans un réseau de télécommuni-

cation entre le moment où il est émis par le sommet source et le moment où il est

reçu par le sommet destination. Il dépend de différents éléments dont chacun peut

engendrer du retard. On identifie principalement quatre éléments pouvant retarder

l’acheminement des messages : le délai d’insertion, le délai d’attente, le délai de

traitement et le temps de propagation. Le délai d’insertion correspond au temps né-

cessaire pour insérer un paquet de taille donnée sur une installation de transmission.

Le délai d’attente du tampon de sortie représente le temps d’attente avant d’être

servi par le dispositif de transmission, ou plus concrètement le temps nécessaire au

routeur pour examiner et acheminer le paquet et éventuellement effectuer d’autres

opérations, telles que le cryptage ou la compression des données. La propagation

correspond au temps nécessaire pour traverser le dispositif de transmission en fonc-

tion de la longueur de la liaison et du matériau, et de la longueur d’onde du signal

(qu’il soit électrique ou électromagnétique). Étant donnée l’évolution matériel, les

vitesses d’insertion et de transmission des paquets ont tellement progressé que la

propagation et le délai d’attente (pour le calcul du routage) deviennent les facteurs

limitant.

Le degré de congestion sur un lien est un élément qui affecte grandement le

comportement des utilisateurs en perturbant le temps d’attente de leurs applica-

tions. Les mesures terrain [148] effectuées sur une base liaison T3 4 du réseau cœur

appartenant à une entreprise de télécommunications basée au Royaume-Uni sont

représentées sur l’image 4.1.

Ce graphique représente la moyenne du délai sur plusieurs jours d’un aller-retour

de paquet en fonction de la charge du lien. La courbe qui forme les valeurs moyennes

peut être très bien approximée par la fonction convexe introduite par Kleinrock

dont la justification théorique provient de la théorie des files d’attentes [106]. Cette

fonction définit le délai si l’arrivée des paquets suit une loi de Poisson et que la

taille de la mémoire tampon est infinie. Soit ce la capacité de transfert du lien e et

xe son utilisation, on définit la fonction de délai f : R+ → R+, xe 7→
1

ce−xe
.

4. T-carrier de niveau 3 soit environs 45 Mbit/s
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4.1. CONTEXTE DU PROBLÈME DE DÉLAIS
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Figure 4.1 – Approximation du délai par la fonction : f(xe) =
1

ce−xe

État de l’art

La métrique prépondérante dans l’étude de QoS dans le domaine de l’optimi-

sation de la conception de réseaux de télécommunications est le délai. Une étude

approfondie sur les modélisations de ce type de problème est proposée dans les

documents [107, 140].

Pour la réduction du délai moyen sur le réseau, dans le cas où le trafic entre une

paire origine-destination peut être acheminé sur plusieurs chemins, les algorithmes

de Fratta et al. [66] et de LeBlanc [115] permettent de résoudre de manière heuris-

tique ce problème. Il s’agit d’un cas particulier de la méthode de Frank-Wolfe pour

résoudre les problèmes d’optimisation non-linéaire ayant des contraintes linéaires.

Si la modélisation du délai est une fonction convexe, Ouorou et al. [128, 129]

décrivent un algorithme d’approximation basé sur le retard moyen. En se basant

sur le fait que la fonction convexe est positive Galtier et al. [67] proposent une

modélisation du problème sous la forme d’un programme semi-définie positif et un

algorithme de génération de colonnes pour le résoudre.

De nombreuses variantes de ce problème ont suivi telles que : la prise en compte
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CHAPITRE 4. PROBLÈME DE DÉLAI DANS LA CONCEPTION DE RÉSEAUX

du coût des capacités avec [70, 134, 101] et en ajoutant la modification de la topo-

logie du réseau [19, 23].

Plusieurs auteurs ont considéré le délai de bout en bout le long du chemin reliant

l’origine du paquet à sa destination.

Dans le document [153], les auteurs considèrent un réseau avec topologie don-

née ainsi que les capacités en se basant sur les travaux de [111]. Le problème est

de choisir un unique chemin pour chaque paire origine-destination, de telle sorte

que les contraintes de capacité et de délai soient satisfaites. L’objectif étant de

minimiser le délai moyen global dans le réseau. Leur solution utilise la relaxation

lagrangienne pour prendre en compte les contraintes dans la fonction objectif et dé-

compose le problème en un sous-problème de plus court chemin pour chaque paire

origine-destination et un sous-problème non-linéaire pour chaque liaison. Une opti-

misation par sous-gradient est appliquée et une heuristique est utilisée pour générer

une solution primale réalisable. Les instances utilisées pour les tests expérimentaux

disposent d’environs 30 nœuds et les demandes sont de l’ordre de 1500.

Les mêmes auteurs [152] examinent le problème de dimensionnement et de rou-

tage dans le backbone. La capacité de chaque liaison doit être choisie parmi un

ensemble discret et il est nécessaire d’acheminer le trafic sur un chemin unique

pour chaque paire origine-destination. Les auteurs formulent ce problème en un

programme mathématique non-convexe où pour chaque lien une variable binaire in-

dique si la liaison est inclus dans la solution. En plus d’une contrainte de délai moyen,

ils ajoutent une contrainte de retard de bout en bout pour chaque paire origine-

destination. Des contraintes supplémentaires assurent que le réseau est connexe et

que les commutateurs au niveau des nœuds sont dimensionnés pour gérer le nombre

de liens entrants et le trafic. L’objectif étant de minimiser le coût total de l’installa-

tion du réseau, y compris le coût de la capacité de liaison et le coût de la capacité de

commutateurs. Une solution basée sur la relaxation lagrangienne est proposée, au

cours de laquelle cinq sous-problèmes indépendants doivent être résolus au niveau

de chaque itération de sous-gradient. Les tests expérimentaux présentés utilisent

des instances d’au maximum 30 nœuds et 10 demandes.

Par la suite une méthode de Branch-and-Price pour le délai avec une contrainte

de k-divisibilité de routage a été proposée dans [146]. Le problème de k-divisibilité,

introduit pour la première fois par [11], consiste à utiliser au plus k chemins pour

chaque paire source-destination. Dans ce travail, une contrainte de délai est ajoutée

sur les chemins générés dynamiquement. Les tests expérimentaux sont effectués sur

des instances relativement petites d’au maximum 15 nœuds avec une seule demande.
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4.2. PROBLÈME DE FLOT AVEC CONTRAINTE DE DÉLAI CONVEXE

Récemment, [85] propose un modèle non-linéaire en nombres entiers. Dans un

premier temps les auteurs décrivent l’enveloppe convexe de programme non-linéaire

en nombre entier dont la résolution se fait via une approximation de ce modèle

par un modèle de programme linéaire en nombres entiers. Les tests expérimentaux

présentés utilisent des instances de graphes possédant une centaine de sommets, les

demandes sont de l’ordre de 500 mais pour chaque demande l’ensemble des chemins

pouvant supporter le flots est fixé (10 au maximum par demandes).

4.2 Problème de flot avec contrainte de délai convexe

Dans cette section, nous commençons par donner une définition formelle du pro-

blème de flot avec contrainte de délai convexe. Nous donnons une modélisation de

ce problème en un programme mathématique non-linéaire. Nous montrons qu’il est

possible d’effectuer une transformation classique des contraintes non-linéaires pour

obtenir un programme linéaire. Une solution optimale du programme linéaire sera

une approximation de la solution optimale du problème de flot avec contrainte de

délai convexe.

Soient un digraphe G = (V,E) et K l’ensemble des demandes. À toute demande

k ∈ K nous associons un couple {sk, tk} ⊆ V où sk représente la source et tk le puits

de la demande k ; et dk représente la valeur de la demande. Soit P l’ensemble des

chemins entre les sources et les destinations pouvant supporter du flot. Nous notons

φp la quantité non négative de flot qui circule sur le chemin p ∈ P . Nous notons k(p)

la demande k ∈ K associé au chemin p ∈ P . À chaque arc e ∈ E est assigné : une

capacité Ce qui représente la quantité maximum de flot que peut supporter l’arc e ;

et une fonction de délai convexe croissante de l’arc Fe : R+ → R+ qui permet de

calculer le délai Fe

(

∑

p:e∈p

φp

)

de l’arc e en fonction de la quantité de flot
∑

p:e∈p

φp qui

y circule.

Nous ajoutons une contrainte de délai sur les chemins qui portent une quantité

positive de flot. Si nous décidons d’envoyer sur un chemin p ∈ P une quantité

non nulle de flot nous imposons que le temps total de circulation du flot sur p

soit inférieur à une borne donnée. On peut supposer que cette borne est unitaire

moyennant une mise à l’échelle des fonctions Fe. Au contraire, aucune contrainte

n’est imposée sur le chemin p si aucun flot ne circule sur ce chemin.
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CHAPITRE 4. PROBLÈME DE DÉLAI DANS LA CONCEPTION DE RÉSEAUX

Le problème du flot avec contrainte de délai convexe peut être formulé de la façon

suivante :

Problème: Flot à contrainte de délai convexe

Entrée: Un digraphe G = (V,E), l’ensemble des demandes K, pour chaque

arc une capacité et une fonction de délai convexe croissante

Question: S’il existe, trouver un flot dans G satisfaisant les demandes K et les

chemins supportant le flot respectent la contrainte de délai ?

Nous proposons une formulation en programme mathématique non-linéaire FDC

du problème de flot avec contrainte de délai convexe.

FDC =



































































































Max
∑

p∈P

φp

s.c
∑

e∈q

Fe

(

∑

p:e∈p

φp

)

≤ 1, ∀q ∈ P si φq > 0 (1)

∑

p:e∈p

φp ≤ Ce, ∀e ∈ E (2)

∑

p:k(p)=k

φp ≤ dk, ∀k ∈ K (3)

φp ≥ 0, ∀p ∈ P

La fonction objectif consiste à maximiser la somme totale du flot porté par les

chemins. La contrainte (1) assure que les chemins supportant un flot non nul ne

dépasse pas le délai maximum autorisé. Les contraintes (2) obligent le flot sur chaque

liaison e à respecter la capacité de cette liaison. Les contraintes (3) prennent en

compte les demandes K en bornant à dk le flot des chemins satisfaisant la demande

k ∈ K. Une instance du problème de flot à délai convexe a une réponse oui si et

seulement si le programme linéaire FDC correspondant a une solution réalisable

telle que
∑

p∈P φp =
∑

k∈K dk.
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4.2. PROBLÈME DE FLOT AVEC CONTRAINTE DE DÉLAI CONVEXE

ε-approximation en programme linéaire

Le programme mathématique FDC est constitué d’une fonction objectif linéaire,

d’une contrainte non-linéaire (1) et de deux contraintes linéaires (2) et (3). Dans

cette section nous décrivons une transformation classique permettant d’approximer

la contrainte non-linéaire (1) par un ensemble de contraintes linéaires.

Nous affirmons la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Nous pouvons obtenir une ε-approximation de la fonction de

délai convexe croissante de FDC par un ensemble de fonctions linéaires en temps

polynomial dans la taille de l’instance et de n le plus petit entier tel que Fe(εn) ≥ 1

pour tout arc e ∈ E.

Démonstration 4.2.1.

Soient ε > 0 et n tel que Fe(εn) ≥ 1 pour tout arc e ∈ E. Nous considérons pour

chaque arc e, n fonctions linéaires fe,i : R+ → R+ pour i = {1, . . . , n} telles que

fe,i(i − 1) = Fe(ε(i − 1)) et fe,i(i) = Fe(εi). Soit αi le coefficient directeur de la

fonction fe,i. L’équation de la fonction fe,i(x) =
i−1
∑

j=1

(αj − αj+1)(εj) + αix, x ∈ R+.

Nous obtenons le programme linéaire FDL à partir de FDC de la manière sui-

vante. Pour chaque arc e nous associons une nouvelle variable ze ≥ 0 et remplaçons

les contraintes (1) par les contraintes suivantes :


























∑

e∈p

ze ≤ 1, ∀p ∈ P si φp > 0 (1.1)

i−1
∑

j=1

(αj − αj+1)(εj) + αi

∑

p:e∈p

φp ≤ ze ∀e ∈ E, ∀i ∈ 1, . . . , n (1.2)

Toute solution de FDC est réalisable dans FDL. En effet, pour chaque arc e,

∀i, j ∈ {1, . . . , n} avec i 6= j nous avons fe,i(x
′) ≥ fe,j(x

′), pour x′ ∈ [(i − 1)ε, iε].

Pour chaque solution de FDL, pour chaque arc e ∈ E il y au plus ε en excès. Nous

pouvons donc construire une solution réalisable pour FDC en supprimant au plus

ε unités de flot pour chaque arc. Donc nous avons bien une ε-approximation de la

fonction de délai convexe croissante pour chaque arc de E.

Le nombre de contraintes en plus dans FDL est de |E|n. Or n est linéairement

dépendant de ε. Cette transformation est donc polynomial dans la taille de l’instance

et de ε.

�

73



CHAPITRE 4. PROBLÈME DE DÉLAI DANS LA CONCEPTION DE RÉSEAUX

La figure 4.2 représente la construction précédente. L’abscisse représente le flot

sur un arc e et l’ordonnée représente le délai de e. Nous effectuons un ε-approximation

de la fonction convexe de délai pour ε = 1. On remarque que la fonction linéaire

fe,8(x) intersecte la fonction convexe pour x = 7 et x = 8. De plus fe,8(x
′) ≥ fe,j(x

′)

pour 1 ≤ j ≤ 9 et x′ ∈ [7, 8].
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Figure 4.2 – ε-approximation d’une contrainte convexe par des contraintes linéaires
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4.3. PROBLÈME DE FLOT AVEC CONTRAINTE DE DÉLAI PROPORTIONNEL

4.3 Problème de flot avec contrainte de délai proportionnel

À partir de cette section et jusqu’à la fin du chapitre, nous nous intéressons au

cas où le délai est proportionnel à la quantité de flot qui circule sur cet arc.

Nous notons, pour chaque arc e, αe le coefficient de proportionnalité de l’arc

e. Si
∑

p:e∈p

φp unités de flot circulent sur l’arc e, alors le délai de l’arc e sera de

αe

∑

p:e∈p

φp. La difficulté de ce problème réside dans le choix des chemins sur lesquels

un flot non-nul circule. Ce problème est NP-difficile et ce même si on supprime la

contrainte de capacité ou la contrainte de demande. Nous notons FDP le problème

de flot avec délai proportionnel qui correspond au programme mathématique FDC

dont la contrainte (1) est remplacé par la contrainte suivante :
{

αe

∑

p:e∈p

φp ≤ 1, ∀p ∈ P si φp > 0 (1.3)

Nous présentons deux démonstrations de NP-complétudes obtenues en adaptant

au cas linéaire la réduction utilisée dans [23] pour le cas avec des fonctions propor-

tionnelles. Dans les deux cas la réduction se fait à partir du problème Partition.

Problème de multiflot sans capacité et avec contrainte de délai propor-

tionnel

Nous considérons le problème de multiflot sans capacité et avec contrainte de

délai proportionnel (FDP -2) correspondant au programme mathématique FDP

sans la contrainte (2) de capacité. Le flot sera, ici, contraint par le délai au lieu

d’être contraint par les capacités des arcs.

Proposition 4.3.1. Le problème de multiflot sans capacité et avec contrainte de

délai proportionnel est NP-Difficile.

Démonstration 4.3.1.

Nous effectuons pour ce problème une réduction polynomiale du problème Partition.

Le problème Partition étant NP-Complet, notre problème est NP-difficile. Cette

réduction est basée sur la construction suivante.

Soit X = {s1, . . . , sn} une instance du problème Partition et S =
∑

si∈X

si. Nous

définissons le digraphe G de la manière suivante. Les sommets

V (G) := ({a, b, t, z, }
⋃

{v1, v2, . . . , vn}). L’ensemble des arcs inclut :

- les arcs (a, t), (b, t) avec les coefficients α(a,t) = α(b,t) =
2

S
;
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CHAPITRE 4. PROBLÈME DE DÉLAI DANS LA CONCEPTION DE RÉSEAUX

- les arcs (a, z), (b, z) avec les coefficients α(a,z) = α(b,z) = 0 ;

- pour tout i ∈ {1, . . . , n} les arcs (vi, a), (vi, b) de coefficients α(vi,a) = α(vi,b) =
1
si
.

La figure 4.3 représente la construction précédente.
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Figure 4.3 – Graphe d’une instance du problème Partition pour le problème de multiflot sans

capacité avec contrainte de délai proportionnel

Nous définissons dans le graphe G une instance I du problème de multiflot avec

délai borné dont le délai maximum est 2 et les demandes K sont :

- de valeurs si entre vi et t pour vi ∈ {v1, . . . , vn}

- de valeurs 2si entre vi et z pour vi ∈ {v1, . . . , vn}

Pour commencer montrons qu’une solution de l’instance du problème de multiflot

I permet de construite une solution de l’instance X du problème de Partition. Nous

définissons φ ∈ RE le flot d’une solution de I. Pour simplifier les calculs nous

définissons aussi de = φeαe comme le délai de l’arc e.

Premièrement nous montrons que si le chemin {vi, a, t} supporte du flot alors le

chemin {vi, b, t} n’en supporte pas. Par définition de l’instance I, φ(a,t) + φ(b,t) = S.

Donc, l’une des deux inégalités suivantes est vérifiée : φ(a,t) ≥
S

2
, ou φ(b,t) ≥

S

2
.

Supposons sans perte de généralité que φ(a,t) ≥
S

2
. Par définition le délai d(a,t) est

égale à φ(a,t)α(a,t), nous obtenons donc d(a,t) ≥ 1. Le chemin {vi, a, t} supporte du

flot, par conséquent nous avons d(vi,a) + d(a,t) ≤ 2, et d(vi,a) ≤ 1, ce qui implique

φ(vi,a)α(vi,a) ≤ 1, donc φ(vi,a) ≤ si. Or par construction la somme des demandes

dont l’origine est vi est égale à 3si, par conséquent φ(vi,b) ≥ 2si, donc d(vi,b) ≥ 2.

La contrainte de délai maximum étant de 2, l’arc (b, t) ayant un coefficient non nul,

le chemin {vi, b, t} ne peut pas supporter de flot. Nous allons maintenant montrer
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qu’il est facile de trouver une partition des sommets {v1, . . . , vn} correspondant à

l’utilisation de a ou de b pour satisfaire les demandes de t. De plus, nous montrons

que la somme des unités de flot routées par a est égale à la somme de celles routées

par b. Nous venons de montrer que si un chemin {vi, a, t} a un flot non nul alors

{vi, b, t} ne supporte pas de flot, la réciproque est vrai aussi (en utilisant la même

démonstration). Par conséquent chaque vi “choisit” un chemin passant soit par a,

soit par b et route la totalité des si unités de la demande entre vi et t via ce

sommet. Nous remarquons que le graphe support du flot satisfaisant les demandes

des vi vers t, privé de t, forme deux composantes connexes Ca et Cb contenant

respectivement le sommet a ou b. De plus, pour chaque vi selon le chemin “choisi”

l’une des deux inégalités suivantes est vérifiée : d(vi,a) = 1, ou d(vi,b) = 1. Or d(vi,a)+

d(a,t) ≤ 2 et d(vi,b) + d(b,t) ≤ 2. Alors d(a,t) ≤ 1 et d(b,t) ≤ 1, ce qui implique φ(a,t) ≤
S

2
et φ(b,t) ≤

S

2
. Or φ(a,t) + φ(b,t) = S, donc φ(a,t) = φ(b,t) =

S

2
. Nous avons donc

montré que pour une solution de I le flot satisfaisant la demande de t est de valeur

S dont l’ensemble des chemins {vi, . . . , t} qui supportent respectivement si unités

de flot se répartissent à part égale sur les arcs (a, t) et (b, t). Ce qui implique que la

valeur du flot sur chacun de ces arcs est
S

2
et que l’instance du problème Partition

a une réponse oui. Réciproquement, nous allons montrer que si l’instance X du

problème Partition a une réponse oui, alors I a une réponse oui. Toute solution de

X est une solution de I. Soit une partition (A,B) valide du problème Partition,

la construction de la solution de I se fait de la manière suivante : nous routons si
unités de flot de vi vers t via a si i ∈ A ou via b si i ∈ B et les 2sj unités de flot

de vi vers z via a si i ∈ B ou via b si i ∈ A. Nous obtenons un flot qui respecte les

contraintes de délai.

Clairement cette transformation est polynomiale. Le problème Partition se réduit

donc polynomialement au problème de flot avec délai proportionnel.

�

Problème de flot avec capacité et contrainte de délai linéaire

Nous considérons le problème de de flot avec contrainte de délai proportionnel

(FDP -3) correspondant au programme mathématique FDP sans la contrainte (3)

de demande.

Proposition 4.3.2. Le problème de flot avec capacité et contrainte de délai linéaire

est NP-Difficile.
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Comme pour le problème précédent, il est possible d’effectuer une réduction po-

lynomiale du problème Partition en notre problème. Cette démonstration similaire

à la précédente se base sur la construction de graphe suivante.

Soit X = {s1, . . . , sn} une instance du problème Partition. Nous définissons le

grapheG′ de la manière suivante. Les sommets V (G′) := ({S, a, b, t, z, P}
⋃

{v1, v2, . . . , vn}).

L’ensemble des arcs inclut :

- les arcs (a, t), (b, t) de coefficient α(a,t) = α(b,t) =
2

S
et de capacité c(a,t) = c(a,z) =∞ ;

- les arcs (a, z), (b, z) de coefficient α(a,z) = α(b,z) = 0

et de capacité c(a,z) = c(b,z) =∞ ;

- les arcs (t, P ), (z, p) de coefficient α(t,P ) = α(z,P ) = 0

et de capacité c(t,P ) = S, c(z,P ) = 2S ;

- pour tout i ∈ {1, . . . , n},

- l’arc (vi, a) de coefficient α(vi,a) =
1
si

et de capacité c(vi,a) =∞ ;

- l’arc (vi, b) de coefficient α(vi,b) =
1
si

et de capacité c(vi,b) =∞ ;

- l’arc (S, vi) de coefficient α(S,vi) = 0 et de capacité ce{S,vi} = 3si.

La figure 4.4 représente la construction précédente.

��

��

��

��

�

�

�

	


 �

Figure 4.4 – Graphe d’une instance du problème Partition pour le problème de flot avec capacité

et contrainte de délai proportionnel

Nous constatons que le graphe ainsi construit pour la démonstration est similaire

au précédent. En effet nous avons utilisé la transformation de base d’un problème

de flot multi-sources multi-puits en un flot simple sous la condition que les sommets

origines des demandes sont disjoints des sommets destinations. Nous avons déjà
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utilisé cette transformation dans le Chapitre 3. Ceci implique immédiatement la

preuve de cette réduction. De plus il est trivial pour une même instance du problème

Partition X de construire le graphe G correspondant à la réduction du problème

précédent et le graphe G′ correspondant à la réduction décrite ci-dessus. Si l’instance

X a la réponse oui et φ la solution optimale du problème précédent pour le grapheG,

nous pouvons construire une solution optimale pour notre problème dans le graphe

G′. Pour cela nous affectons la valeur φe pour e ∈ E(G′) ∩ E(G) et saturons les

autres arcs e2 ∈ E(G
′)−E(G). Nous avons donc une solution maximale qui sature

tout les arcs de G, qui respecte la conservation du flot et qui respecte la contrainte

de délai.

4.4 Algorithme d’approximation facteur 2 pour le graphe chemin

Dans cette section nous présentons un algorithme d’approximation de facteur 2

pour le problème de flot avec délai proportionnel sans capacité FDP -2 dans le cas

où le graphe en entrée est un chemin.

Modélisation du problème

Soit Pn le chemin sur n sommets, nous notons V (Pn) = {v1, . . . , vn} l’ensemble de

ses sommets et E(Pn) l’ensemble de ses arêtes ei = vivi+1 pour i = 1, . . . , n−1. Nous

considérons une famille de flots entre m paires source-destination sk, tk ∈ V (Pn),

k = 1, 2, . . . ,m. Nous notons φk la quantité (non négative) de flot qui circule sur

l’unique chemin Pk entre sk et tk dans Pn. Nous supposons que le temps τe pour

traverser un arc e ∈ E(Pn) est proportionnel à la quantité totale de flot
∑

k:e∈E(Pk)

φk

qui circule sur cet arc i.e. τe := αe

∑

k:e∈E(Pk)

φk. Le facteur αe pour chaque arc e est

une donnée du problème. Si nous décidons d’envoyer entre sk et tk une quantité non

nulle de flot, nous imposons que le temps total de circulation du flot entre sk et tk
soit inférieur à une borne donnée (nous supposons cette borne est unitaire). Cela

implique que pour tout k = 1, . . . ,m tel que φk > 0, la contrainte suivante doit être

vérifiée :

∑

e∈E(Pk)



αe

∑

k:e∈E(Pk)

φk



 ≤ 1.

Au contraire, si aucun flot ne circule entre sk et tk la contrainte précédente peut

être violée.
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Le problème du flot à délai proportionnel consiste à trouver parmi toutes les

solutions (φ1, φ2, . . . , φm) qui vérifient cette condition, une solution pour laquelle le

flot total
∑m

i=1 φi est maximal. La difficulté de ce problème réside dans le choix des

chemins sur lequel un flot non-nul circule. En effet, une fois ce choix effectué les

valeurs φk non nulles peuvent être obtenues en résolvant le programme linéaire (P )

suivant :

(P )















































Max
∑

k

φk

s.c
∑

e∈Pi

αe

(

∑

k:e∈Pk

φk

)

≤ 1 ∀i = 1, . . . ,m

φk ≥ 0 ∀k = 1, . . . ,m.

Le dual (D) de ce programme linéaire s’écrit :

(D)















































Min
∑

i

yi

s.c
∑

e∈Pk

αe

(

∑

i:e∈Pi

yi

)

≥ 1 ∀k = 1, . . . ,m

yi ≥ 0 ∀i = 1, . . . ,m.

Nous allons maintenant décrire un algorithme qui permet d’obtenir en temps

polynomial une solution du problème de flot à délai proportionnel dont la valeur

est au minimum la moitié de celle d’une solution optimale. Pour cela nous allons

considérer des solutions φ dites sans intersection dont le support {Pk : φk > 0} est

constitué de chemins deux à deux disjoints. L’algorithme que nous allons présenter

est basé sur le lemme suivant.

Lemme 4.4.1. Pour toute instance I du problème de flot à délai proportionnel, le

flot total de la meilleure solution sans intersection est au moins la moitié du flot

total d’une solution optimale.

Le problème de calculer la meilleure solution sans intersection est clairement poly-

nomial car il se réduit au problème de calculer un stable de poids maximum dans un

graphe d’intervalles [79]. Les sommets de G sont associés aux chemins P1, P2, . . . , Pm
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et sont munis de poids wk qui représentent la quantité maximale de flot qui peut

circuler sur le chemin Pk si aucun arc de ce chemin n’est utilisé par un autre flot,

i.e. wk := 1/
∑

e∈E(Pk)

αe. Les arêtes de G sont les paires de chemins qui partagent au

moins une arête.

Pour obtenir un algorithme d’approximation facteur 2 pour le problème de flot

à délai proportionnel, il suffit donc de démontrer le Lemme 4.4.1.

Démonstration du lemme 4.4.1. Considérons une solution optimale φ∗ de l’ins-

tance I et l’instance I ′ obtenue à partir de I en supprimant toutes les demandes

qui ne sont pas dans le support de la solution optimale, i.e. toutes les demandes k

telles que φ∗
k = 0. Toute solution de l’instance I ′ étant une solution de I, φ∗

I est donc

également une solution optimale pour I ′. Si nous pouvons montrer que l’affirmation

du Lemme 1 est vérifiée pour I ′ alors nous aurons montré qu’elle est vraie également

pour I. En effet, la meilleure solution φI′ sans intersection pour I ′ est une solution

sans intersection pour I, si nous notons φI la meilleure solution sans intersection

pour I, nous avons :

f(φI) ≥ f(φI′) ≥
1

2
.f(φ∗

I).

La particularité de l’instance I ′ est qu’il existe une solution optimale de I ′ dans

laquelle toutes les contraintes de délai sont actives. Cette solution est donc une

solution optimale du programme linéaire (P ) et sa valeur est donc au plus celle de

n’importe quelle solution y du dual (D) de (P ). Nous allons montrer qu’il existe

une solution sans intersection φI′ de I
′ et une solution admissible yI′ du programme

linéaire dual (D) telle que la valeur de yI′ soit au plus le double de celle de φI′ .

Soit C l’ensemble des cliques maximales du graphe G défini ci-dessus. Ce graphe

étant parfait, nous pouvons calculer en temps polynomial un stable de poids maxi-

mal dans G. De plus, nous savons que le vecteur caractéristique z d’un tel stable

est une solution optimale du programme linéaire (P ′) suivant :

(P ′)











































Max
∑

k

zkwk

s.c
∑

k:Pk∈C

zk ≤ 1 ∀C ∈ C

zk ≥ 0 ∀k = 1, . . . ,m′
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Considérons le dual (D′) de ce programme linéaire :

(D′)











































Min
∑

C∈C

tC

s.c
∑

C:Pk∈C

tC ≥ wk ∀k = 1, . . . ,m′

tC ≥ 0 ∀C ∈ C

Soit t une solution optimale du dual (D′). Nous allons montrer que l’algorithme

suivant permet de calculer à partir de t, une solution y admissible pour le programme

linéaire (D) dont le coût est au plus le double de celui de t. Pour C ∈ C, nous notons

i(C) (resp. j(C)) l’indice du chemin le plus à gauche (resp. le plus à droite) dans la

clique C.

1. Pour tout i = 1, . . . ,m faire

2. yi := 0

3. Pour tout C ∈ C faire

4. yi(C) := yi(C) + tC
5. yj(C) := yj(C) + tC

Pour tout k = 1, . . . ,m, si e ∈ Pk alors les inégalités suivantes sont vérifiées :
∑

i:e∈Pi

yi ≥
∑

C:Pk∈C

tC ≥ wk.

La deuxième inégalité est trivialement vérifiée car t est une solution de D′. Pour

vérifier la première inégalité, nous commençons par remarquer que si le chemin Pk

appartient à la clique C alors e ∈ E(Pk) implique e ∈ E(Pi(C)) ou e ∈ E(Pj(C)).

Par conséquent, si une clique C contribue tC pour la deuxième somme alors yi(C)

ou yj(C) contribue tC pour la première somme. Nous en concluons que

∑

e∈Pk

αe

(

∑

i:e∈Pi

yi

)

≥
∑

e∈Pk

αewk = wk

∑

e∈Pk

αe = 1.

Ce qui montre que y est une solution admissible de (D). Clairement sa valeur est

au plus deux fois le poids du stable de poids maximum. Soit S le stable maximum

dont le vecteur caractéristique est une solution optimale de (P ′). La solution sans

intersection correspondante est donc une 2-approximation pour l’instance I ′ ce qui

termine la preuve du Lemme 1.

�
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4.5 Modélisation en un programme linéaire disjonctif

Nous proposons une heuristique de recherche locale basée sur une modélisation

par programmation disjonctive du problème de flot avec contrainte de délai propor-

tionnel décrit dans 4.3. La programmation disjonctive, introduite dans la section 9,

est une manière simple de modéliser notre problème de flot avec contrainte de délai

proportionnel, qui comme nous l’avons montré précédemment (cf. 4.3) à comme

difficulté le choix de l’ensemble des chemins supportant le flot.

Le problème mathématique FDC n’étant pas défini formellement, car modélisé

par rapport à une solution courante. Nous sommes amenés à définir un coefficient

multiplicateur sur les contraintes qui définit si un chemin est actif ou non.

Soit une instance du problème de flot avec contrainte de délai proportionnel et

capacité, nous définissons I un ensemble d’indices de taille 2|P| où P est la famille

des chemins possibles de l’instance du problème. Soit Z ∈ {0, 1}|P|×|I| une matrice

booléenne représentant toutes les combinaisons possibles de l’ensemble P tel que

pour tout élément i ∈ I et p ∈ {0, . . . , |P|} nous définissons zip ∈ Z tel que zip = 1

si le chemin p est dans la combinaison i et zip = 0 sinon.

L’élément zip permet donc d’associer à une combinaison i ∈ I et un indice de

chemin p son état d’activité, dans le sens où un chemin “actif” pourra supporter

du flot mais en contrepartie devra respecter la contrainte de délai maximum. Le

programme sous la forme normale disjonctive suivant modélise le problème de flot

avec contrainte de délai proportionnel et capacité (FDC).

DP =























































































































Max
∑

p∈P

φp

s.c

∨

i∈I











































ziq

(

∑

e∈q

αe

∑

p:e∈p

φpz
i
p

)

≤ 1, ∀q ∈ P (1)

∑

p:e∈p

φpz
i
p ≤ Ce, ∀e ∈ E (2)

∑

p:k(p)=k

φpz
i
p ≤ dk, ∀k ∈ K (3)

φp ≤ φpz
i
p, ∀p ∈ P (4)











































φp ≥ 0, ∀p ∈ P

83
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La fonction objectif consiste à maximiser la somme totale du flot porté par les

chemins. La quantité αe

∑

p:e∈q

φp représente le délai sur l’arc e qui est proportionnel à

la quantité de flot transitant sur les chemins traversant cet arc. Pour chaque combi-

naison de chemins “actifs” nous exprimons les contraintes suivantes. Les contraintes

(1) assurent que les chemins “actifs” qui supportent un flot non nul ne dépassent pas

le délai maximum autorisé. Les contraintes (2) obligent le flot des chemins “actif”

sur chaque liaison e à respecter la capacité de cette liaison. Les contraintes (3) im-

posent que la quantité maximum de flot pour la demande k sur les chemins “actifs”

soit au plus la valeur dk de la demande k ∈ K. Nous constatons que si le chemin

n’est pas actif (zip = 0) alors les contraintes (1), (2) et (3) sont vérifiées. Donc la

solution optimale est la combinaison de I permettant de transporter le plus de flot

possible tout en respectant les contraintes (1), (2) et (3).

Nous avons donc pour chaque élément i ∈ I une disjonction à laquelle nous

associons un polyèdre Poly(Fi) défini de la manière suivante.

Poly(Fi) =




















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




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








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
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
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
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φ ∈ RP
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ziq

(

∑

e∈q

αe

∑

p:e∈p

φpz
i
p

)

≤ 1, ∀q ∈ P

∑

p:e∈p

φpz
i
p ≤ Ce, ∀e ∈ E

∑

p:k(p)=k

φpz
i
p ≤ dk, ∀k ∈ K

φp ≤ φpz
i
p, ∀p ∈ P

φp ≥ 0, ∀p ∈ Pi
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



L’ensemble I est fini (les 2|P| combinaisons possibles de l’ensemble des chemins)

et chacun des polyèdres Poly(Fi) pour i ∈ I est borné. Cela nous permet d’affirmer

que l’enveloppe convexe de F =
⋃

i∈I

Poly(Fi) est le polyèdre suivant :
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clconvF =


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φ =
∑

i∈I

φi

∑

e∈q

αe

∑

p:e∈p

φi
p ≤ λi, ∀q ∈ Pi ∀i ∈ I

∑

p:e∈p

φi
p ≤ Ceλ

i, ∀e ∈ E ∀i ∈ I

∑

p:k(p)=k

φi
p ≤ dkλ

i, ∀k ∈ K

∑

i∈I

λi = 1,

φi
p ≥ 0, ∀p ∈ Pi ∀i ∈ I

λi ≥ 0, ∀i ∈ I
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Le Corollaire 2.3.1 nous permet d’affirmer qu’une solution optimale du pro-

gramme disjonctif DP est la solution optimale du programme linéaire suivant.

F =








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
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
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Max
∑

i∈I

∑

p∈Pi

φi
p

s.c
∑

e∈q

αe

∑

p:e∈p

φi
p ≤ λi, ∀q ∈ Pi ∀i ∈ I : yiq (1)

∑

p:e∈p

φi
p ≤ Ceλ

i, ∀e ∈ E ∀i ∈ I : βi
e (2)

∑

p:k(p)=k

φi
p ≤ dkλi, ∀k ∈ K ∀i ∈ I : δk (3)

∑

i∈I

λi = 1, : γ (4)

φp ≥ 0, ∀p ∈ Pi ∀i ∈ I

λi ≥ 0, ∀i ∈ I

La fonction objectif consiste à maximiser la somme totale du flot porté par les

chemins. La contrainte (1) assure que les chemins supportant un flot respectent le
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délai maximum. Les contraintes (2) sont les contraintes de capacité des arcs. Les

contraintes (3) sont les contraintes de satisfactions des demandes. La contrainte (4)

vient du fait que les λi décrivent une combinaison convexe.

Concrètement pour toute solution optimale du problème de flot à délai propor-

tionnel il existe un indice opt ∈ I tel que l’ensemble des chemins Popt est le support

de la solution optimal. Si nous fixons la variable

λi =

{

1 si i = opt

0 sinon

Ceci correspond à fixer l’ensemble des chemins utilisés. La solution optimale de

F avec les λi fixés sera la solution optimale du problème de flot à délai propor-

tionnel. Toute la difficulté de ce problème consiste donc à identifier un ensemble

optimal Popt parmi les 2|P| possibles. Le nombre de variables et de contraintes de ce

programme linéaire est trop grand pour imaginer le construire explicitement. Nous

désirons pouvoir construire Popt de manière itérative en prenant en compte certaines

informations. Afin d’obtenir ces informations nous décrivons le programme dual F̄ .

F̄ =



































































































Min γ

s.c

δik(q) +
∑

e∈p

(

βi
e + αe

∑

q:e∈q

yiq

)

≥ 1, ∀p ∈ Pi ∀i ∈ I : φi
p (1)

γ −

(

∑

k∈K

dkδ
i
k +

∑

q∈Pi

yiq +
∑

e∈E

Ceβ
i
e

)

≥ 0, ∀i ∈ I : λi (2)

yiq ≥ 0, ∀q ∈ Pi ∀i ∈ I

βi
e ≥ 0, ∀e ∈ E ∀i ∈ I

δik ≥ 0, ∀k ∈ K ∀i ∈ I

γ ≥ 0

Ce programme linéaire nous permet d’obtenir des informations pour l’heuristique

présentée dans la section suivante.
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4.6 Heuristique par recherche locale

Le problème de flot à délai proportionnel étant NP-difficile nous proposons une

heuristique de recherche locale permettant d’obtenir rapidement une solution réali-

sable. Cette méthode consiste à approximer le programme linéaire F défini par un

nombre exponentielle de variables et de contraintes. La méthode de génération de

colonnes 2.3 ne peut malheureusement pas s’appliquer à ce type de problème.

Pour le reste du chapitre nous définissons Fi comme le programme linéaire qui

consiste à maximiser la somme totale du flot réalisable dans le polyèdre Poly(Fi).

La méthode de résolution que nous employons consiste à explorer l’espace I des

combinaisons de chemins actifs. Pour cela, nous choisissons un sous-ensemble ini-

tial de chemins et à chaque itération nous calculons la solution optimale φ pour le

sous-ensemble de chemins courant. À partir des informations obtenues en résolvant

le programme linéaire Fi courant, nous cherchons une modification élémentaire du

sous-ensemble Pi qui conduit à une amélioration de la fonction objectif. Nous répé-

tons de telles transformations tant que nous identifions un chemin dont l’ajout ou

la suppression permet d’améliorer la solution courante. L’identification du chemin

se base sur les observations suivantes :

Proposition 4.6.1. Soit une combinaison de chemins Pi et Fi le programme li-

néaire associé. Si 6 ∃q ∈ P − Pi tel que q a un coût réduit positif. Alors 6 ∃j tel que

Pj ⊇ Pi et opt(Fj) > opt(Fi).

Démonstration 4.6.1.

Nous notons Fi ⊕ r le programme linéaire Fi avec l’ajout d’une variable r sans sa

contrainte de chemin. Admettons qu’il existe j ∈ I, Pj = Pi ∪ q tel que opt(Fj) >

opt(Fi). Fi⊕r est au moins égale à opt(Fk) avec Pk = Pi∪r qui lui prend en compte

la contrainte de chemin de r. Donc opt(Fi⊕r) ≥ opt(Fi). Si q à un coût réduit négatif

alors opt(Fi) ≥ opt(Fi ⊕ q) ≥ opt(Fj). Ce qui est contradictoire avec l’hypothèse

initiale, donc si l’ajout de q à l’ensemble des chemins augmente la solution, cela

implique que q a un coût réduit positif.

Nous pouvons appliquer ce même raisonnement pour un ensemble de chemin.

S’il n’existe pas de chemin q ∈ P − Pi ayant un coût réduit positif alors il n’existe

pas d’ensemble de chemins P ′ ⊆ P − Pi tel opt(Fi ⊕ P
′) ≥ opt(Fi).

�
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La première étape de notre algorithme consiste à créer un ensemble de chemins

de manière itérative en identifiant à un instant t le chemin dont la variable à un

coût réduit positif, donc étant susceptible d’augmenter la valeur de la fonction

objectif. Identifier une telle variable revient à trouver une contrainte du dual violée

(condition suffisante). Nous considérons (βe : e ∈ E, yq : q ∈ P, δk : k ∈ K) la

solution optimale du programme linéaire dual courant F̄ . Pour chaque demande

k ∈ K nous recherchons un plus court chemin entre sk et tk avec une pondération
(

βe + αe

∑

q:e∈p

yq

)

pour tout arc e ∈ E, si la longueur du plus court chemin est

strictement inférieure à 1− δk alors la variable associée à ce plus court chemin a un

coût réduit positif.

Proposition 4.6.2. Si dans une solution optimale de Fi une variable φq a une

valeur nulle alors opt(Fj) ≥ opt(Fi) avec Pj = Pi − q.

Cette proposition nous permet d’identifier des chemins dont la suppression ne

dégrade pas la valeur de la fonction objectif.

Nous proposons donc l’algorithme 7 pour résoudre de manière heuristique le

problème de flot à délai proportionnel.

Notre heuristique est un algorithme de recherche locale dans l’espace des com-

binaison de chemins. L’évaluation de la fonction objectif pour la combinaison de

chemin courante se fait en résolvant un programme linéaire. Le choix du déplace-

ment est basée sur les informations associées à la base optimale de ce programme

linéaire. Cette procédure ne garantit pas d’obtenir une amélioration de la fonction

objectif car l’ajout de la contrainte associé au chemin ajouté peut avoir un effet

pénalisant. Cette variable correspond à l’ajout d’un chemin de coût réduit posi-

tif. Grâce à notre modélisation en programme linéaire nous pouvons certifier que

lorsque l’on ne trouve plus de chemin à coût réduit positif, la combinaison de che-

mins courante est au moins aussi bonne que toute combinaison incluant celle-ci.

Dans ce cas notre heuristique supprime les variables de valeurs nulles. Ce sont des

chemins inutiles car ils ne portent pas de flot mais la contrainte sur ces chemins

est active (donc surcontraignant le programme linéaire courant). Afin d’éviter de

rester bloqué dans un “minimum” local nous interdisons d’ajouter un chemin qui

vient juste d’être supprimé. Pour cela nous utilisons T une liste de chemins tabous.
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Algorithme 7: Heuristique pour le problème de flot avec délais proportionnel

Données : G = (V,E) ; C ⊂ RE(G)
+ ; α ⊂ NE(G)

+ ; K ⊂ NE2(G)
+ ; itMax ∈ N+

Résultat : (φp : p ∈ P ) est une solution pour le problème de flot à délai

proportionnel

1 T = NULL // Chemin Tabou;

2 i = ∅ // L’ensemble de chemins associé est Pi;

3 tant que le nombre d’itération est inférieure à itMax faire

4 si (∃ q chemin dont le coût réduit est positif) et (q 6= T ) alors

// Nous ajoutons un chemin ;

5 j : Pj = Pi ∪ q;

6 i = j ;

7 Résoudre le programme linéaire Fi ;

8 fin

9 sinon

// Nous supprimons les chemins ne supportant pas de flot ;

10 tant que ∃ q chemin ne supportant pas de flot faire

11 T = q ;

12 j : Pj = Pi − q;

13 i = j ;

14 Résoudre le programme linéaire Fi ;

15 fin

16 si Aucun chemin a été supprimé alors

17 On sort de la boucle ;

18 fin

19 fin

20 fin

21 Retourner (φp : p ∈ Pi) la valeur de la solution optimale de Fi.
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Simulations

Dans cette section nous présentons succinctement les tests expérimentaux effec-

tués. Nous avons généré des instances de problème de flot avec délai borné issues du

problème Partition pour lesquelles nous sommes en mesure de calculer une solution

optimale. Par la suite nous appelons les instances partition cette famille d’instances.

Le deuxième famille d’instances étudiées sont les instances pour lesquelles le graphe

est un chemin que nous appellerons par la suite instance chemin.

L’algorithme est implémenté en JAVA et nous utilisons le solveur libre GLPK 5

pour la résolution des programmes linéaires.

Instances partition : La génération des instances du problème Partition prend deux

paramètres : le nombre total d’éléments et la valeur d’une des parties. Pour détermi-

ner le nombre d’éléments de la première partie nous tirons aléatoirement une entier

compris entre un quart et un demi du nombre total d’éléments afin de ne pas avoir

des partitions trop déséquilibrées en terme de nombre d’éléments. Le tirage aléatoire

des poids des éléments d’une partie se fait de la façon suivante : nous calculons le

poids moyen de cette partie, ensuite pour chaque élément nous tirons aléatoirement

un poids que nous additionnons ou soustrayons si la moyenne courante est inférieure

ou supérieure à la moyenne espérée, pour finir le dernier élément de la partie est dé-

pendant des autres éléments car il équilibre la valeur de la partie pour que la somme

totale des éléments soit celle désirée. Nous proposons les résultats expérimentaux

obtenues pour les instances du problème de partition sous la forme du tableau 4.1

où chaque ligne nommée NbElement V alPartie correspond à la moyenne de 100

instances caractérisées par les paramètres de nombre d’éléments et de la valeur des

parties. Le gap d’optimalité représente la différence entre la valeur optimale et la

valeur renvoyée par l’algorithme par rapport à la solution optimale.

Nous remarquons que la valeur de la partition n’influence pas les résultats. Le

nombre de solutions optimales n’est pas dépendant des paramètres de l’instance.

De très bonnes solutions sont obtenues et le nombre d’itérations crôıt de façon sous

linéaire par rapport à la taille de l’instance. Les tests expérimentaux montrent une

convergence rapide vers une très bonne solution jusqu’à atteindre un minimum local.

5. version 4.45 : http://www.gnu.org/software/glpk/
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instance iteration

NbElement
NbOpti Gap opti

10 80 5.2 75 1.15 %

50 80 4.2 7 8.06 %

100 800 4.93 78 0.46 %

100 8000 4.9 69 0.69 %

100 80000 4.88 72 0.71 %

150 8000 4.22 6 7.69 %

200 8000 4.18 9 8.12 %

250 8000 4.24 13 7.45 %

300 8000 4.92 75 8.89 %

350 8000 4.28 11 7.45 %

Table 4.1 – Résultats des instances du problème partition

Instances du graphe chemin : La génération d’une instance chemin prend en entrée

deux paramètres : le nombre de sommets du chemin et le nombre de demandes.

Les instances chemins présentent un avantage. Nous appliquons une étape de pré-

processing qui consiste à supprimer les demandes qui sont complètement“dominées”

par une plus petite, c’est à dire que si pour deux demandes k1, k2 ∈ K le sous-

chemin reliant la source et la destination de k1 est inclus dans le sous-chemin source-

destination de k2 alors nous pouvons supprimer k2 sans détériorer la valeur de

l’optimum. Ce prè-processing permet de réduire considérablement le nombre de

demandes finales car le nombre de demandes “non dominées” au plus le nombre de

sommets.

Le tableau 4.2 décrit les résultats obtenues, chaque ligne nommée

NbElement NbDemande correspond à la moyenne de 100 instances caractérisées

par les paramètres du nombre d’éléments et du nombre de demandes. Nous com-

parons deux stratégies d’ensemble de chemins initial nommées Algo1 et Algo2, la

première étant comme pour les instances précédentes de partir d’un ensemble vide et

la seconde étant de partir avec tous les chemins dont la taille est égale au nombre de

demandes. Le pourcentage calculé pour nos deux algorithmes se fait par rapport à

une valeur de la solution de notre algorithme de 2-approximation. Nous considérons

la valeur de l’approximation comme minimale.
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instance iteration1

NbDemande
%1

iteration2

NbDemande
%2

50 50 1.07 103.46 0.24 103.14

100 100 1.05 103.25 0.19 102.5

200 200 1.02 102.28 0.14 102.0

300 300 1.02 102.29 0.12 102.03

400 400 1.01 101.89 0.12 101.79

500 500 1.0 101.94 0.11 101.8

5000 50 1.05 100.34 0.12 100.33

5000 500 1.01 100.81 0.07 100.8

5000 2500 0.99 100.91 0.05 100.89

5000 5000 0.98 101.12 0.05 101.08

Table 4.2 – Résultats sur les instances chemin

Nous mettons en évidence dans ce tableau que l’ensemble initial de chemins in-

fluence peu le résultat final mais permet de converger plus vite pour le cas de l’Algo2.

Nous observons que l’heuristique améliore peu la solution par rapport à l’algorithme

d’approximation. Nous constatons que notre heuristique atteint rapidement des mi-

nimums locaux. À ce jour nous ne savons pas si le problème est NP-difficile sur le

graphe chemin.

4.7 Conclusions

La recherche de réseaux de communications garantissant un niveau de qualité de

service motive l’étude de la question du délai de transmission de l’information dans

ces réseaux. La prise en compte du délai pour les problèmes de dimensionnement de

réseaux a conduit à généraliser le problème de flot en lui ajoutant une contrainte de

délai. Les mesures de délai effectuées sur les réseaux mères des opérateurs mettent

en avant une relation entre le taux d’utilisation d’une liaison de transmission et

le délai. Celle-ci se présente sous la forme d’une fonction convexe croissante. Des

travaux ont déjà été réalisés où l’on autorise qu’un sous-ensemble fixe de chemins

[85], mais aucune solution n’a été proposée pour le cas général du problème de flot

avec contrainte de délai.

Dans un premier temps, nous montrons que la difficulté du problème n’est pas

liée à la convexité de la fonction de délai. Nous apportons la preuve que ce pro-

blème reste NP-difficile dans le cas où le délai est proportionnel. Nous proposons

deux preuves de NP-complétude pour des spécifications du problème de flot avec
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contrainte de délai proportionnel respectivement pour le problème sans capacité

et pour le problème sans demande. Nous proposons pour le cas simple du graphe

chemin sans capacité avec des demandes un algorithme d’approximation facteur

2. Finalement nous proposons une heuristique de recherche locale pour le cas gé-

néral avec délai linéaire en utilisant une modélisation basée sur la programmation

disjonctive. Ceci nous permet d’explorer l’espace des combinaisons de chemins en

construisant un ensemble de chemins supportant le flot, que nous améliorons en

ajoutant ou supprimant des chemins. Nous présentons des résultats expérimentaux

sur des instances du problème de partition et des instances du problème sur le

graphe chemin.

Parmi les perspectives envisagées à la suite de ce travail nous prouvons mention-

ner la recherche d’un algorithme qui affine l’approximation des fonctions de délai

convexes de manière itérative. Cet algorithme consisterait à toujours garder une so-

lution réalisable et à affiner dynamiquement l’approximation de la fonction convexe

de délai en fonction de la solution courante. Différentes stratégies pourraient être

étudiées. Premièrement, si nous supposons que la famille de chemins supportant le

flot est identique entre deux itérations d’approximation. Dans ce cas, considérons

une solution optimale dont nous souhaitons affiner l’approximation de la fonction

de délai sur l’arc e. Soit φe le flot supporté par un arc e, De son délai et Fe la fonc-

tion convexe de délai de l’arc e. Nous pouvons supposer que le flot optimal après

l’approximation φ∗
e est supérieur ou égal à φe, car une meilleure approximation du

délai relâche les contraintes de délai sur les chemins traversant e et par conséquent

autorise plus de flot sur cet arc. Deuxièmement, nous pouvons supposer que φ∗
e est

inférieur ou égal à F−1
e (De) le flot maximum sur l’arc e tel que le délai De soit at-

teint par la fonction de délai convexe. En prenant en compte ces deux supposition,

nous pouvons espérer améliorer l’approximation en créant un ensemble de fonctions

linéaires approximant la fonction de délai convexe, tel que les points (φe, Fe(φe))

et (F−1
e (De), De) satisfassent à l’égalité deux fonctions linéaires consécutive. Ces

points correspondent aux points de cassure de la fonction linéaire par morceaux

(définie par l’ensemble des fonctions linéaires) approximant la fonction convexe.
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seaux de capteurs 5

Résumé

Les réseaux de capteurs et leurs applications soulèvent de nombreuses questions

algorithmiques. Dans ce chapitre, nous étudions deux problèmes particuliers qui

concernent le choix des chemins de routage des communications à travers un réseau

de capteurs. Ces problèmes nous ont été soumis par une équipe de Orange R&D

qui travaille sur le déploiement de capteurs dans les villes.

Le premier problème consiste à rechercher un routage des communications qui

optimise la résistance aux pannes du réseau. La solution que nous proposons consiste

à faire en sorte que deux communications différentes n’empruntent jamais la même

liaison. En respectant cette contrainte, on assure qu’une panne sur une liaison af-

fecte au plus une communication. La recherche des routages se fait au moyen d’un

algorithme distribué qui calcule un ensemble maximum de chemins arêtes-disjoints

entre un ensemble de terminaux du réseau. Le procédé développé a fait l’objet d’un

dépôt de brevet international [91].

Le second problème traite de la question de la durée de vie d’un réseau de

capteurs. Les capteurs fonctionnant pour la plupart sur batterie, la gestion de leur

durée de vie est importante. Nous proposons un protocole de routage permettant

de maximiser la durée de vie d’un réseau de capteurs [90].
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5.1 Contexte

Dans cette section, nous présentons le contexte de notre étude. Dans un pre-

mier temps nous décrivons la composition d’un capteur et son champ d’application.

Ensuite nous aborderons les différents types de réseaux de capteurs et les problé-

matiques associées.

Les capteurs

Un capteur est un système embarqué composé d’un micro-contrôleur, d’un émetteur-

récepteur, d’une mémoire externe, d’une source d’alimentation et d’un ou plusieurs

transducteurs. Le micro-contrôleur est l’élément de calcul qui commande le fonction-

nement des autres composants du capteur. Le transducteur convertit une mesure

physique comme la température, la vitesse, la photométrie, etc . . . en un signal élec-

trique. Ce signal est transmis et interprété par le micro-contrôleur. La plupart du

temps la source d’alimentation est une batterie. La multiplicité de type de capteurs

nous conduit à considérer simplement un capteur comme un dispositif capable de

fournir une information relative à son environnement.

Les progrès réalisés ces vingt dernières années dans le domaine de la micro-

électronique ont permis la réalisation de capteurs suffisamment petits et surtout

suffisamment peu onéreux pour que leur utilisation en grand nombre soit économi-

quement possible. Ceci a conduit à la création de grands parcs de capteurs. Il a donc

été nécessaire de bâtir des réseaux susceptibles de récolter les informations fournies

par les capteurs. La construction d’un réseau de capteurs vient du fait que ces élé-

ments peuvent être considérés à la fois comme émetteur et récepteur permettant

ainsi de router l’information. Les capteurs peuvent donc être considérés comme des

éléments constituants du réseau.

Les capteurs actuels sont capables de mesurer différentes grandeurs physiques ou

chimiques. Ceci permet de donner, par exemple, de l’information sur la position d’un

objet à la surface de la terre, la température ou le niveau d’eau, niveau de lumière,

présence de certains corps chimiques dans l’air, etc . . . Les plus sophistiqués sont

même capables de fournir des images. Ces diverses possibilités leur assurent de

nombreux domaines d’applications.

Les Applications

Les domaines actuels dans lesquels interviennent les réseaux de capteurs peuvent

être regroupés de la manière suivante.
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La sécurité : Il s’agit de capteurs qui ont pour but de détecter les paramètres relatifs

à une situation anormale. Dans les bâtiments ou les infrastructures, ils servent à

détecter l’intrusion d’une personne ou la dégradation d’une installation. Dans un

environnement plus vaste, ils peuvent remonter une alerte météorologique, détecter

de façon précoce des incendies de forêt ou des séismes. Les réseaux de sismographes

sont parmi les plus anciens réseaux de capteurs.

La surveillance de l’environnement : Dans ce domaine les capteurs ont pour but de

fournir des informations sur les paramètres écologiques de l’environnement. Que ce

soit l’analyse de l’air ou de l’eau, la demande des collectivités locales pour ce type de

réseau est forte. Cela leur permet par exemple de gérer l’allumage des lampadaires,

l’arrosage automatique des espaces verts publics, la prise en compte de l’impacte de

la pollution atmosphérique des axes routiers ou simplement informer les touristes

de façon précise de la température de l’eau en période estivale. Les applications

agricoles peuvent être rangées dans ce domaine, elles permettent de déterminer les

assolements optimaux pour les différentes cultures.

Les applications relatives à la châıne support logistique : Ici les capteurs doivent

délivrer des informations sur un véhicule, nous parlons alors de gestion de flotte, ou

une marchandise. Ceci permet d’améliorer le processus de stockage, par exemple,

pour garantir la châıne du froid de produits surgelés, mais il est aussi possible de

les utiliser pour contrôler un processus de livraison, connâıtre la position, l’état et

la direction d’un paquet ou d’une cargaison. Par exemple, un client attendant un

paquet peut alors savoir, en temps réel, l’état et la position du colis.

Le domaine militaire : Comme pour ce qui est de la sécurité le but est de sur-

veiller un champ d’opérations ainsi que les actions logistiques qui doivent subvenir

aux besoins des opérations. Parmi leurs différent types d’utilisation de ces réseaux

militaires nous trouvons, par exemple, la surveillance de mouvements, l’analyse du

terrain avant d’y envoyer des troupes avec la détection d’agents chimiques, biolo-

giques ou de radiations. Le domaine militaire est le principal moteur de l’évolution

et du développement des réseaux de capteurs. Les principaux axes de recherche

s’attachent à obtenir un déploiement rapide, un coût réduit, une capacité d’auto-

organisation et de tolérance aux pannes.

La domotique et le domaine médical : Les applications au niveau de l’habitat

passent par la simple mesure de la luminosité pour commander les stores jusqu’à
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l’automatisation de tâches ménagères, mais aussi la détection de gaz dangereux

comme le monoxyde de carbone. Dans le domaine médical, la surveillance des fonc-

tions vitales d’un organisme vivant est maintenant améliorée par des micro-capteurs

ingérés ou implantés sous la peau.

Les réseaux de capteurs

Les réseaux de capteurs sans fil sont basés sur une technologie émergente [4]. Un

réseau de capteurs se compose d’éléments distribués qui peuvent, dans certains cas,

s’organiser eux-mêmes dans le réseau. Lorsque les éléments sont mobiles et peuvent

apparâıtre et disparâıtre, on parle alors de réseaux Ad-hoc. Les communications

dans les réseaux de capteurs sans fils s’effectuent, comme pour les réseaux Ad-hoc,

par bond. Une communication multi-bond (multi-hop) consiste à faire transiter une

donnée par un ou plusieurs éléments intermédiaires lorsque la portée de télécom-

munication ne permet pas un échange direct de l’information.

Pour obtenir un réseau de capteurs à la fois durable et évolutif, les aspects

suivants doivent être considérés lors de sa phase de conception. Les communications

sont de faibles qualités et la bande passante est limitée. Le traitement des données

est restreint par la puissance de calcul des capteurs. La taille des données peut aussi

être un facteur limitant. L’environnement extérieur est considéré comme hostile et

peut imposer une topologie de réseau variable dans le temps.

Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature pour prendre en compte

ces critères. En particulier, des efforts considérables ont été consacrés à la gestion

de l’énergie et à la transmission efficace des données.

Nous modélisons les réseaux de capteurs par un graphe ou un digraphe. Chaque

sommet du graphe représente un capteur. Une arête du graphe symbolise une com-

munication possible entre les sommets. Le réseau est souvent supposé homogène,

c’est-à-dire que tous les sommets possèdent les mêmes attributs de réseau tels que

la capacité de calcul, la puissance de la batterie.

Les protocoles de communications dans ce type de réseau comportent souvent

deux étapes. La première consiste à construire la topologie du réseau. La seconde

calcule un routage dans cette topologie.

L’arbre couvrant de poids minimum et les ensembles de chemins disjoints sont

des notions souvent utilisées pour la construction de la topologie. La première et ses

variantes favorise le critère d’économie d’énergie. La seconde intervient fréquemment

lorsque l’objectif consiste à obtenir un réseau tolérant les pannes.
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5.2 Routage sûr de l’information dans les réseaux de capteurs

Dans cette section, nous considérons des réseaux de capteurs ayant un système

critique de transmissions de l’information. Dans ce type de système, une panne peut

avoir des conséquences très négatives.

Dans notre cas, nous supposons que la communication entre les capteurs est

soumise aux pannes. Elle peut être altérée par un événement extérieur qui bloque

la transmission se traduisant par une panne de lien dans le réseau.

Actuellement les capteurs mesurent un paramètre du milieu dans lequel ils sont

implantés et transmettent cette donnée vers un point où elle sera traitée. À terme,

les réseaux de capteurs seront capables d’agir, soit seul, soit en association avec

d’autres dispositifs semblables. Les applications de ces types de réseaux critiques

sont par exemple : des mécanismes QoS en temps réel, la gestion avancée du trafic, la

mise en place de techniques d’analyse d’image pour les appareils limités en énergie,

l’analyse de scène 3D à partir de capteurs d’images distribués ou bien la mise en

place d’algorithmes optimisés pour les systèmes de détection d’intrusion.

Sécurité des communications

Nous proposons un protocole de routage permettant à un ensemble de capteurs

de communiquer entre eux. Le graphe est dynamique et évolue dans le temps, mais

il est supposé fixe durant la recherche du routage. Les communications asynchrones

entre les capteurs ne sont pas soumises aux interférences dû à la concurrence des

communications ( elles utilisent un protocole de transport de type WiFi pour les

couches liaison et physique du modèle OSI). Nous supposons que les capteurs dis-

posent d’une mémoire tampon leur permettant de traiter les messages par ordre

d’arrivée.

Pour assurer la sécurité de la transmission nous souhaitons pouvoir faire transi-

ter les données entre deux capteurs par des chemins disjoints, au sens des arêtes,

c’est-à-dire que les ensembles de liaisons qu’ils utilisent sont disjoints. Notre mo-

dèle ne prend donc en compte que les pannes de liaisons. Notre problème consiste

donc à trouver un ensemble de routes disjointes pour transmettre l’information.

Nous considérons la taille de cet ensemble comme critère d’évaluation de la solution

calculée. Le problème que nous considérons peut être formulé de la façon suivante :
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Problème: Routage chemins-disjoints

Entrée: Un graphe G = (V,E), un sous ensemble T de sommets désirant

communiquer

Question: Trouver l’ensemble maximal de chemins arêtes disjoints reliant les

sommets de T .

La recherche d’une topologie virtuelle visant à maximiser le nombre total de che-

mins arêtes-disjoints est un problème qui a déjà été étudié [15, 44, 143]. Mais, à notre

connaissance, les travaux existant traitent seulement le cas où deux capteurs sou-

haitent communiquer entre eux. Étant donné un sous-ensemble de sommets d’un

graphe, le problème de trouver le nombre maximum de chemins disjoints par les

arêtes est un problème classique en optimisation combinatoire [137, 138]. Le théo-

rème de Mader définit une relation entre le nombre maximum de chemins disjoints

par les arêtes dans un graphe et une valeur associée à une partition des sommets.

Il existe un algorithme polynomial basé sur la résolution d’un programme linéaire

pour résoudre ce problème [102], mais aucun algorithme polynomial combinatoire

n’est connu pour ce problème. Nous proposons un algorithme distribué qui permet

d’obtenir une solution sans garantie théorique de performance. Les simulations que

nous avons menées montrent que cet algorithme produit de bonnes solutions pour

les instances testées.

Remarques : Une autre problématique consisterait à spécifier le nombre de chemins

de routage que l’on souhaite mettre en place entre chaque paire de terminaux. Ce

problème correspond à un problème de multiflot entier, il devient alors très difficile

à résoudre [59] et à approximer [81] même dans un contexte non-distribué.

Protocole de routage

Le réseau est représenté par un graphe G = (V,E) dont les sommets représentent

les capteurs et les arêtes indiquent une communication possible entre deux capteurs.

Nous nommons terminaux le sous-ensemble T ⊆ V des sommets désirant communi-

quer entre eux. La communication se faisant par bonds, nous interdisons à un chemin

de routage joignant deux terminaux t et t′ de passer par un autre terminal de T .

Par ailleurs nous supposons que les sommets du graphe n’ont pas une connaissance

générale du graphe mais connaissent leurs voisins. Les chemins étant disjoints, un

chemin ne peut emprunter une arête déjà utilisée pour router une communication.

On note P l’ensemble des chemins (routes) entre les terminaux.

Comme mentionné précédemment nous recherchons des chemins disjoints par les
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arêtes pour des raisons de sûreté de fonctionnement du réseau. Pour cela chaque

terminal t va étendre sa zone d’influence qui est une composante connexe du graphe

contenant t. Notre protocole assure que les zones d’influence (ou clusters) des diffé-

rents terminaux sont des composantes disjointes, c’est à dire qu’un sommet ne peut

pas appartenir à plusieurs clusters.

Le protocole que nous proposons est basé sur l’algorithme 8 qui représente de

manière centralisé la recherche d’un routage disjoint des communications entre un

ensemble de composant du réseau. Nous notons Xt les sommets du cluster du termi-

nal t construit par l’algorithme. Nous notons Bt l’ensemble des voisins du domaine

Xt qui ne sont dans aucun domaine. Quand deux sommets voisins u, v appartiennent

à deux clusters différents u ∈ Xt et v ∈ Xt′ , nous essayons d’établir un routage entre

t et t′. Nous définissons PG(t, u) l’ensemble des chemins reliant le sommet t au som-

met u dans le graphe G[Xt]. Le routage est obtenu par concaténation d’un chemin

q ∈ PG(t, u), de l’arête {u, v} et d’un chemin q′ ∈ PG(v, t
′). La route p = q . uv . q′

ainsi créée est ajoutée à P peut échouer. La recherche d’un chemin entre un sommet

v ∈ Xt et son terminal t. Lorsqu’une route est choisie les arêtes qui appartiennent

à celles-ci ne sont plus disponibles pour d’autres routes et sont donc supprimées.

Cette suppression peut avoir pour conséquence de rendre un sommet v ∈ Xt non

accessible à partir de t. Dans ce cas, nous en concluons que le sommet doit être

enlever de l’ensemble Xt. La recherche des chemins PG(t, u) s’effectue seulement

dans le cluster Xt. Nous notons E(p) l’ensemble des arêtes du chemin p.

Discussion sur l’heuristique. Une heuristique semblable à celle que nous décrivons

pour résoudre ce problème de routage consisterait à calculer à chaque itération la

distance entre toutes les paires de terminaux, à ajouter à P le plus court chemin

entre les deux terminaux les plus proches et à supprimer les arêtes de ce chemin

pour les itérations suivantes. Les simulations effectuées montrent que les solutions

renvoyées par cette heuristique sont très proches des solutions renvoyées par celle

que nous décrivons ci-dessous. L’avantage de l’algorithme que nous proposons est

qu’il est plus simple à implémenter de manière distribuée dans un réseau ayant des

communications asynchrones avec des capteurs ayant peu de ressources mémoires

et une connaissance limitée (locale) du réseau. Même s’il existe des algorithmes

distribués pour le calcul des distances entre chaque paire de terminaux, avec un

modèle asynchrone ayant des capteurs de faible ressources mémoires, la détection

de la terminaison de tels algorithmes pose des problèmes et elle est nécessaire avant

de passer à la phase suivante de sélection du plus court chemin.
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Algorithme 8: Algorithme centralisé de routage sûr dans les réseaux critiques de capteurs

Données : G = (V,E) ; T ⊆ V

Résultat : Ensemble de routes disjointes dans le réseau

1 Xt = {t}, ∀t ∈ T ;

2 P = ∅ ;

3 G′ = G ;

4 tant que ∃ x ∈ V − T tel que x 6∈
⋃

t∈T

Xt faire

5 Bt = ∅, ∀t ∈ T ;

6 pour tous les u ∈
⋃

t∈T

Xt faire

7 si ∃ v voisin de u dans G′ tel que v ∈ Xt et u 6∈
⋃

t′∈T

Bt′ alors

8 Bt = Bt ∪ u ;

9 fin

10 fin

11 Xt = Xt ∪ Bt, ∀t ∈ T ;

12 pour tous les uv ∈ E(G′) tel que u ∈ Xt et v ∈ Xt′ faire

13 si PG′(t, u) 6= ∅ et PG′(v, t′) 6= ∅ alors

14 Soient q ∈ PG′(t, u) et q′ ∈ PG′(v, t′), p = q . uv . q′ ;

15 P = P ∪ p ;

16 E(G′) = E(G′)− E(p) ;

17 fin

18 sinon

19 si PG′(t, u) = ∅ alors

20 Xt = Xt ∩ composante connexe de u dans G′ ;

21 fin

22 si PG′(v, t′) = ∅ alors

23 Xt′ = Xt′ ∩ composante connexe de v dans G′ ;

24 fin

25 fin

26 fin

27 fin

28 Retourner P ;
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Analyse de l’algorithme 8

Il est clair que l’algorithme renvoie une solution. L’ensemble P définit un en-

semble de chemins. Ces chemins sont disjoints car dès l’ajout d’un chemin p dans

P , les arêtes de p sont immédiatement retirées du graphe, donc aucun autre chemin

ne peut les utiliser.

Une itération de l’algorithme comporte trois phases. La première phase consiste

à faire grossir les clusters en leur ajoutant leur frontière après l’avoir calculée. Il

suffit pour cela de parcourir la liste des voisins de chaque sommet appartenant à un

cluster. Cette phase nécessite donc O(|E|) opérations. La deuxième phase consiste

à identifier les paires de sommets voisins appartenant à deux clusters différents.

De nouveau, il suffit pour cela de parcourir la liste des voisins de chaque sommet

appartenant à un cluster ce qui nécessite aussi O(|E|) opérations. Pour finir, la

troisième phase de l’itération consiste, pour chaque paire de sommets voisins uv

appartenant à deux clusters Xt et Xt′ distincts (identifiés lors de la phase précé-

dente), à essayer de construire un chemin entre t et t′ passant par l’arête uv. Cette

phase nécessite un parcours de graphe en O(|E|) pour déterminer si u et v sont

atteignables respectivement à partir de t et de t′ dans le graphe G′. Si ce n’est pas

le cas, par exemple, u n’est pas atteignable à partir de t alors une mise à jour de Xt

est effectuée, celle-ci nécessitant de nouveau O(|E|) opérations. Si au contraire un

chemin est identifié entre t et t′ les arêtes de ce chemin sont retirées du graphe G′

avant de commencer une nouvelle itération. Au total une itération de l’algorithme

coûte O(|E|) opérations.

A chaque itération, si aucun chemin n’est ajoutée au moins un cluster gros-

sit. Par conséquent entre deux itérations où un chemin est ajouté, nous avons au

maximum O(|V |) itérations où aucun chemin n’est ajouté. Le nombre maximum

de chemins arêtes-disjoints étant borné par le nombre d’arêtes, nous avons donc au

plus O(|V |.|E|) itérations. L’algorithme est donc en O(|V |.|E|2).

Algorithme distribué

Nous présentons maintenant l’algorithme distribué utilisé dans notre protocole

de communication sûre des réseaux de capteurs. Les capteurs disposant de peu de

ressources et n’ayant pas une connaissance globale du réseau, il est nécessaire de

mettre au point une version distribuée de l’algorithme 8 décrit dans la section pré-

cédente. Chaque capteur v exécute un algorithme localement et communique avec

les autres capteurs par des signaux (ou messages). En fonction des signaux reçus, le

capteur v change d’état. Nous supposons que le processus de chaque capteur traite
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l’information indépendamment de la réception des messages. En d’autres termes

les capteurs stockent les signaux entrants dans une pile lorsqu’ils exécutent des

étapes du processus. Nous ne prenons pas en compte les problèmes d’interférences

dus à l’arrivée simultanée de plusieurs signaux ou les problèmes de collisions entre

l’émission et la réception d’un signal.

Dans la version distribuée de l’algorithme, nous associons à chaque sommet v

un numéro unique permettant de l’identifier dans le réseau. Par ailleurs, la variable

θv représente l’appartenance d’un sommet à un cluster. Si v appartient au cluster

Xt, nous notons alors θv := t, si v n’appartient à aucun cluster alors θv = NULL.

La variable dv correspond à la distance courante en nombre de bonds entre v et

θv, dv = ∞ si θv = NULL. Chaque sommet v dispose de la liste Nv de ses voisins

dans le graphe G′[Xθv ] ordonnée par ordre croissant en fonction de leur distance à

t. Si v ∈ T , dv = 0 et sinon dv = min(du : u ∈ Nv) + 1. L’ajout d’un sommet u à

Nv implique la mise à jour de la distance dv. Nous définissons pour chaque capteur

v une table de routage local Rv qui indique pour chaque sommet u le sommet

auquel un message arrivant en v provenant de u doit être transmis. Par exemple

si nous utilisons un chemin p = {. . . , u, v, w, . . .} ∈ P nous aurons Rv(u) = w et

Rv(w) = u. Si Rv(u) = NULL, alors l’arête vu n’est affectée à aucun chemin et

appartient encore à G′. De plus, chaque capteur v dispose d’une liste de demi-chemin

Tv. Un demi-chemin est un couple (capteur, terminal). Celui-ci intervient lors de la

recherche des chemins. L’algorithme étant distribué, lorsqu’un capteur demande la

recherche de deux demi-chemins pour construire un route, il recevra les réponses de

manières différées. La variable Tv permet au capteur v de stocker un demi-chemin en

attendant l’autre moitié. Les demi-chemins sont gardés un certain temps en mémoire

puis supprimés, pour éviter de garder inutilement un demi-chemin inexploité trop

longtemps. Si un capteur n’a plus de signaux à traiter, il libère un demi-chemin au

bout d’une durée pré-définie. Libérer un demi-chemin signifie que nous demandons,

par bonds successifs, aux capteurs du demi-chemin de mettre à jour leur table de

routage local.

Les signaux utilisés dans notre algorithme sont décrits dans le tableau 5.1 suivant.

Le paramètre m de chaque signal est l’identifiant réseau du capteur émetteur.

Un signal peut être envoyé à tous les capteurs ou à un capteur en particulier qui

dans ce cas est spécifié dans l’algorithme. Nous supposons que chaque terminal t

émet les signaux csc(m, t, d), succes(m, t) de manière cohérente, i.e. chaque termi-

nal t initie l’émission du message csc(t, t, 0) et pour chaque réception de message

recherche(m, t) il répond succes(t, t).
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possibles du capteur.

La procédure Capteur-libre représente l’état 0 du capteur v. Elle décrit le com-

portement d’un capteur v qui n’appartient à aucun cluster. Sa principale fonction

est d’associer le capteur v à un cluster, pour cela il écoute ses voisins. Si un de ses

voisins appartient à un cluster alors v considère qu’il appartient lui aussi à ce cluster

et passe à l’état 1 (ligne 1 à 6), à la réception d’un signal csc(m, t, d), le capteur v

affecte sa variable θv à t. Cela signifie que v appartient au cluster Xt. Ensuite il met

à jour sa liste de voisins courants (fonction Maj-V oisins(m, d) à la ligne 3). Cette

fonction a pour but de mettre à jour la liste des voisins courants Nv utilisée par

la suite par v pour la recherche de chemin jusqu’à t. Ensuite le capteur v informe

tous ses voisins (dans le graphe G) qu’il appartient au cluster Xt (ligne 4). Pour

finir, v passe à l’état 1. Pour sortir de l’état 0 un capteur doit recevoir un signal

csc(m, t, d), mais v peut réceptionner d’autres signaux. La réception d’un signal

libre(m) est ignoré. En effet, le signal libre(m) indique que le capteur m voisin de v

n’appartient à aucun cluster, v étant dans le même état que ce dernier, il est inutile

de lui répondre. Les signaux recherche(m, t), succes(m, t) et echec(m, t) peuvent

être reçus même si v est dans l’état 0. Cela se produit lorsque v a appartenu au clus-

ter de t et que son voisin m le considère encore comme tel (il n’a pas encore traité

le message libre(v)). Si le signal recherche(m, t) est reçu, v répond qu’il ne peut

pas atteindre t par le message echec(v, t) (ligne 7 à 9). Le capteur v n’étant dans

aucun cluster la recherche de chemin échoue. Le signal succes(m, t) est une réponse

positive à une recherche de chemin vers t via m (ligne 10 à 12). Cela signifie que

dans le passé v a demandé à m de rechercher un chemin vers t et que maintenant v

reçoit la confirmation qu’un chemin entre v et t via m est disponible dans le graphe.

Le capteur v appelle la fonction MajP (m, t) qui en fonction des cas : retransmet le

message de succès si v avait été sollicité (dans le passé) par un de ses voisins pour

effectuer une recherche vers t, et sinon (v avait initié la recherche du demi-chemin) il

construit une route entre deux terminaux ou conserve le demi-chemin en attendant

la réponse du second demi-chemin permettant de construire une route entre deux

terminaux par concaténation. Le signal echec(m, t) est une réponse négative à une

recherche de chemin vers t via m effectuée dans le passé (ligne 13 à 20). Si v avait

initié la demande alors il n’existe pas de capteur à qui router une transmission de

m dans la table de routage locale Rv. Dans ce cas rien ne doit être fait car v ne

connâıt à cet instant aucun voisin appartenant au cluster Xt pouvant être sollicité

pour une recherche de chemin vers t. Si v n’avait pas initié la recherche du chemin

(ligne 14), alors v indique à n, le voisin ayant demandé la recherche du chemin, qu’il
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ne peut pas trouver de chemin vert t. Pour finir v rajoute à G′ les arêtes mv et vn

(ligne 17 et 18).

Procédure Capteur-libre(sig)

1 si sig = csc(m, t, d) alors

2 θv := t ;

3 Maj-V oisins(m, d) ;

4 Envoyer à tous les voisins dans G le signal csc(v, t, dv) ;

5 Etat := 1 ;

6 fin

7 sinon si sig = recherche(m, t) alors

8 Envoyer à m le signal echec(v, t) ;

9 fin

10 sinon si sig = succes(m, t) alors

11 MajP (m, t);

12 fin

13 sinon si sig = echec(m, t) alors

14 si Rv(m) 6= NULL alors

15 n := Rv(m) ;

16 Envoyer à n le signal echec(v, t) ;

17 Rv(m) := NULL ;

18 Rv(n) := NULL ;

19 fin

20 fin

La procédure Capteur-libre fait appel à des sous-procédures décrites ci-dessous.

La fonction Maj-V oisins(m, d) met à jour la liste de voisins courants Nv utilisée

par la suite par v pour la recherche de chemins. Puis, v effectue la mise à jour de

la distance entre le capteur v et son terminal. Le test de la ligne 1 vérifie si l’arête

mv appartient à G′.

Fonction Maj-V oisins(m, d)

1 si Rv(m) = NULL alors

2 Ajouter m à Nv pour une distance d ;

3 dv := min(du : u ∈ Nv) + 1 ;

4 fin
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La fonction MajP (m, t) traite une réponse positive de recherche de chemin. Si

le capteur n’a pas initié la recherche du demi-chemin, il se contente de transmettre

l’information au capteur qui lui en a fait la demande (ligne 1 à 4). En effet, si

Rv(m) 6= NULL alors il existe n = Rv(m) voisin de v qui a (dans le passé)

demandé à v de rechercher un chemin vers t. Si le capteur a initié la recherche

du demi-chemin, alors il vérifie s’il peut créer un chemin complet avec les demi-

chemins déjà en sa possession, sinon il le stocke en attendant l’arrivée d’un autre

demi-chemin (ligne 5 à 14). La création du routage s’effectue si v a déjà dans sa liste

de demi-chemins Tv, un demi-chemin vers un autre terminal t′ 6= t (ligne 6). Dans

ce cas, il supprime les arêtes uv et vm de G′ (ligne 7 et 8), ainsi que le demi-chemin

vers t′ (ligne 9). Dans le cas où aucun demi-chemin vers t′ 6= t existe (ligne 11) v

stocke le demi-chemin vers t via m dans Tv (ligne 12).

Fonction MajP (m, t)

1 si Rv(m) 6= NULL alors

2 n = Rv(m) ;

3 Envoyer à n le signal succes(v) ;

4 fin

5 sinon

6 si ∃(u, t′) ∈ Tv alors

7 Rv(u) := m ;

8 Rv(m) := u ;

9 Supprimer (u, t′) de Tv ;

10 fin

11 sinon

12 Ajouter (m, t) à Tv;

13 fin

14 fin
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La procédure Capteur-actif représente l’état 1 d’un capteur v. Cette étape à

pour but de faire grossir le cluster Xt (ligne 12 à 14) et de détecter une liaison

entre deux clusters pour essayer d’établir une connexion entre les terminaux de

chaque cluster (ligne 1 à 11). Lorsque v reçoit le signal csc(m, t, d) d’un voisin m

appartenant à un cluster, il identifie si m appartient au même cluster que lui (ligne

2). Si cela est le cas, v met à jour sa liste de voisins courants Nv via la fonctionMaj-

V oisins(m, d) (ligne 8 à 10). Sinon v a détecté que l’arête vm ∈ E(G′) est incidente

aux deux clusters Xt et Xθv (ligne 2 à 7). Le capteur v essaie alors de trouver

deux demi-chemins. Le premier entre lui-même et le terminal θv via la fonction

TrouverT (m, θv) (ligne 3). Cette fonction envoie un message recherche(n, θv) au

voisin courant n ∈ Nv et supprime l’arête vn de G′. Si aucun voisin courant n’est

disponible alors v détecte qu’il n’appartient plus au cluster Xθv et passe à l’état 0.

Si v reste à l’état 1 après la recherche du demi-chemin de v à θv (ligne 4), il lance

une recherche du demi-chemin entre lui-même et t (le terminal du cluster de m).

Cette recherche se traduit par l’envoie à m du signal recherche(v, t) (ligne 5). Cette

état gère aussi la réception des messages relatifs à la recherche des demi-chemins.

Si le signal recherche(m, t) est reçu (ligne 15) et que le terminal t recherché est le

terminal du cluster de v (ligne 16), le capteur v effectue une recherche vers t via

un de ses voisins courants n ∈ Nv via la fonction TrouverT (m, t) (ligne 17). Si t

n’est pas le terminal du cluster de v, le capteur répond qu’il ne peut pas atteindre

t (ligne 19 à 21). Le signal succes(m, t) est identique à l’état 0 (ligne 23 à 25). Si le

signal echec(m, t) est reçu (ligne 26) et que le terminal t recherché est le terminal du

cluster de v (ligne 27), le capteur v effectue une recherche vers t (ligne 28). Si t n’est

pas le terminal du cluster de v et que v n’a pas initié la recherche du demi-chemin,

c’est à dire qu’il existe un sommet n pour router les communications en provenance

de m dans Rv (ligne 30) ; le capteur v envoie à n un signal d’échec de recherche de

chemin et rajoute l’arête vn à G′ (ligne 32). Dans tous les cas, la réception d’un

signal d’échec émit par m entrâıne le rajout de l’arête mn à G′ (ligne 34).

112



5.2. ROUTAGE SÛR DE L’INFORMATION DANS LES RÉSEAUX DE CAPTEURS

Procédure Capteur-actif(sig)

1 si sig = csc(m, t, d) alors

2 si θv 6= t alors

3 Etat := TrouverT (m, θv);

4 si Etat = 1 alors

5 Envoyer à m le signal recherche(v, t) ;

6 fin

7 fin

8 sinon

9 Maj-V oisins(m, d) ;

10 fin

11 fin

12 sinon si sig = libre(m) alors

13 Envoyer à m le signal csc(v, θv, dv) ;

14 fin

15 sinon si sig = recherche(m, t) alors

16 si θv = t alors

17 Etat := TrouverT (m, θv);

18 fin

19 sinon

20 Envoyer à m le signal echec(v, t) ;

21 fin

22 fin

23 sinon si sig = succes(m, t) alors

24 MajP (m, t);

25 fin

26 sinon si sig = echec(m, t) alors

27 si θv = t alors

28 Etat := TrouverT (m, t);

29 fin

30 sinon si Rv(m) 6= NULL alors

31 Envoyer à n := Rv(m) le signal echec(v, t) ;

32 Rv(n) := NULL ;

33 fin

34 Rv(m) := NULL ;

35 fin
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La procédure Capteur-actif fait appel à une sous-procédure décrite ci-dessous.

La procédure TrouverT (m, t) recherche un chemin de v à t. Elle interroge les voisins

courants de la table des voisins dans l’ordre (ligne 1 à 7). Pour cela, v supprime n

le sommet le plus proche “localement” de t de ses voisins courants (ligne 2), retire

les arêtes vn et mv de G′, envoie à n une demande de recherche de chemin vers t

(ligne 4 et 5) et reste à l’état 1 (ligne 6). Si la table des voisins est vide, alors le

capteur v comprend qu’il n’appartient plus au cluster Xθv (ligne 8 à 13). Dans ce

cas, l’arête vm est rajoutée à G′ (ligne 9), v informe m de l’échec de la recherche du

demi-chemin (ligne 10), signale à tous ses voisins qu’il est libre (ligne 11) et passe

à l’état 0 (ligne 12).

Fonction TrouverT (m, t)

1 si ∃n ∈ Nv tel que Rv(n) = NULL et dn ≤ dx∀x ∈ Nv alors

2 Supprimer n de Nv ;

3 Rv(n) := m ;

4 Rv(m) := n ;

5 Envoyer à n le signal recherche(v, t) ;

6 Renvoyer la valeur 1;

7 fin

8 sinon

9 Rv(m) = NULL ;

10 Envoyer à m le signal echec(v) ;

11 Envoyer à tous les voisins le signal libre(v) ;

12 Renvoyer la valeur 0;

13 fin
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Analyse de l’algorithme distribué 9

Comme pour l’algorithme centralisé 8, l’analyse de l’algorithme distribué 9 se

fait en trois phases. La première phase consiste à faire grossir les clusters. Les deux

états d’un capteur participent à cette phase. Pour un capteur v en état 0, la présence

d’un voisin appartenant à un cluster Xt implique l’appartenance de v à Xt (ligne

1 à 6). Pour un capteur v en état 1, un voisin n qui sort d’un cluster (réception

d’un signal libre(n)) est informé par v qu’il peut faire partie du même cluster que

lui (ligne 12 à 14). La deuxième phase consiste à identifier les paires de sommets

voisins appartenant à deux clusters différents. Pour cela, un capteur v dans l’état 1

appartenant à Xt détecte un voisin n appartenant à un cluster différent Xt′ grâce à

la réception d’un messages (csc(n, t′, d)) de la phase précédente (ligne 1 à 10). Dans

ce cas, v essaie de construire deux demi-chemins pour relier t à t′ en passant par

l’arête vn (ligne 3 et 5). La troisième phase consiste à rechercher les demi-chemins.

Pour garantir des chemins disjoints par les arêtes, les arêtes parcourus lors de la

recherche du chemin sont supprimées de G′. En effet, lorsqu’un capteur v interroge

un voisin courant n ∈ N , il supprime l’arête vn de G′ en attendant la réponse

(ligne 3 de la fonction TrouverT (m, t)). Si la recherche du chemin via n est un

échec l’arête nv est rajoutée à G′. Cela se traduit du coté de v par la ligne 34 du

processus Capteur-actif et du coté de n à ligne 9 de la fonction TrouverT (m, t).

Lors de la recherche les capteurs sollicités détectent s’ils appartiennent encore à

leur cluster. Si cela n’est plus le cas, le capteur passe à l’état 0 (ligne 8 à 13 de la

fonction TrouverT (m, t)).

Cet algorithme distribué souffre du fait que les clusters ne grossissent pas d’une

manière uniforme comme dans l’algorithme centralisé. De plus la recherche des

chemins est concurrente. Ceci peut entrâıner des chemins plus longs et des échecs

qui ne seraient pas apparus dans la version centralisée. Par exemple avec des arêtes

réservées par un demi-chemin qui ne seront pas utilisées dans le routage final car le

deuxième demi-chemin associé n’existe pas.
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Résultats des simulations

Nous présentons maintenant succinctement les simulations effectuées. Nous avons

implémenté quatre algorithmes. Les deux premiers sont ceux présentés précédem-

ment, c’est-à-dire l’algorithme 8 nommé Algo Centralise et sa version distribuée

nommée Algo Distribue. Le troisième algorithme, nommé Algo Optimal, est un

algorithme polynomial [102] qui résout le problème de Mader. Ce dernier calcule

des solutions optimales qui permettent d’évaluer expérimentalement la qualité des

solutions obtenues avec les heuristiques. Enfin le quatrième algorithme, nommé

Algo PCC consiste à recherche p le plus court chemin entre toutes les paires de

terminaux, d’ajouter p à P et de retirer du graphe les arêtes de p et à recommencer

tant qu’il existe un chemin entre deux terminaux.

La génération aléatoire des instances du problème prend trois paramètres : le

nombre de sommets, le nombre d’arêtes et le nombre de terminaux. Le tableau 5.2

décrit les résultats obtenus.

Chaque ligne nommée NbSommets NbAretes NbTerminaux est la moyenne des

résultats obtenus sur 100 instances. Pour une instance I, nous définissons V al1(I)

le nombre de chemins renvoyés par Algo Centralise sur l’instance I, de manière si-

milaire V al2(I) pour Algo Distribue et opt(I) le nombre maximum de chemins dis-

joints (renvoyé par Algo Optimal). Nous définissons quatre critères de performance.

Pour une instance I, Centralise =
opt(I)− V al1(I)

opt(I)
, Distribue qui est équivalent

à Centralise pour Algo Distribue et Nb Mess qui correspond au nombre moyen

de signaux envoyés par un sommet du graphe pour l’algorithme distribué. Enfin

PCC est l’équivalent de Centralise et Distribue pour l’algorithme Algo PCC.
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instance Centralise Distribue Nb Mess

Nb Aretes
PCC

25S 50A 10T 2 % 49.1 % 9.9 0.9 %

30S 60A 10T 1.9 % 58.4 % 12.1 0.7 %

40S 80A 10T 1.5 % 69.7 % 15.2 0.4 %

50S 100A 10T 0.7 % 66.4 % 18.8 0.6 %

50S 100A 15T 1.4 % 61.4 % 20.5 0.1 %

50S 100A 20T 1 % 47.6 % 21.9 0.1 %

100S 200A 20T 0.7 % 61 % 19.7 0.2 %

100S 200A 30T 1.1 % 58.9 % 21.6 0.1 %

100S 200A 40T 1.2 % 46.8 % 23.3 0.04 %

100S 200A 50T 1.5 % 35 % 23.6 0 %

100S 300A 20T 0.9 % 63.3 % 21 0.5 %

100S 300A 30T 2.1 % 56.5 % 23.8 1 %

100S 300A 40T 0.8 % 45.2 % 34.6 0.2 %

100S 300A 50T 0.6 % 35.8 % 34.6 0.1 %

100S 400A 20T 1 % 69 % 38.3 0.2 %

100S 400A 30T 0.9 % 57.4 % 44.9 0.1 %

100S 400A 40T 0.8 % 42.8 % 47.9 0.3 %

100S 400A 50T 1.7 % 36.4 % 47.8 0.6 %

Table 5.2 – Résultats expérimentaux du protocole de routage

Nous constatons premièrement que l’algorithme PCC donne de très bonnes solu-

tions. Cette heuristique naturelle essaie d’économiser les arêtes utilisées pour router

une communication entre deux terminaux. L’algorithme Centralise donne lui aussi

de très bonnes solutions car il s’inspire de PCC en faisant grossir des ensembles.

Si on réinitialise les ensembles à leur seul terminal après chaque ajout de chemin,

nous pouvons les considérer comme des boules. L’algorithme serait alors équivalent

à PCC faisant grossir des boules et, dès que deux boules se touchent (une arête

appartient à deux boules), la paire de terminaux la plus proche est détectée. Enfin,

l’algorithme Distribue souffre des contraintes techniques imposées. Plus particuliè-

rement, la recherche des chemins s’effectue de manière concurrente dans un contexte

asynchrone dégrade la qualité de la solution en produisant des chemins de routage

plus longs. Pour finir, bien qu’aucune garantie théorique ne soit apportée, nous

constatons que le nombre de messages échangés dépend principalement du nombre

d’arêtes du graphe. Ceci est concordant avec un algorithme basé sur la recherche

de chemin. Le nombre de messages échangés est un critère d’évaluation important

pour ce type d’algorithme.
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5.3 Gestion de l’énergie dans les réseaux de capteurs

Dans cette section nous nous plaçons dans un réseau de capteurs identiques. Les

capteurs sont supposés statiques et la topologie fixe. Les capteurs peuvent faire

office de répéteur en transmettant les données sans produire d’information.

Pour acheminer de l’information dans ce type de réseau, il faut mettre en œuvre

des protocoles de routage. Les réseaux de capteurs se distinguent actuellement des

autres types de réseaux par la plus grande diversité de protocoles de routage. Les

protocoles de routage les plus utilisés, peuvent être regroupés dans quatre princi-

pales familles. Les protocoles de routage par inondation se contentent de propager

l’information d’un capteur à tous ses voisins, qui agissent de façon identique, et

ce jusqu’à atteindre la destination. L’inconvénient majeur de la multiplication des

échanges est la consommation d’énergie, qui est souvent une ressource précieuse

dans les réseaux de capteurs. Les protocoles où les routes sont établies en fonction

des besoins. Ces protocoles ont l’avantage d’adapter le routage à l’état du réseau

mais ont l’inconvénient de demander un calcul de route fréquent qui nécessite lui

aussi beaucoup d’échanges radio. Les protocoles qui utilisent des tables de routage

qui sont pré-calculées ou établies par les éléments constitutifs du réseau. Citons

parmi ces derniers, le protocole Fisheye State Routing et Optimized Link State

Routing. Lorsque le réseau comporte un grand nombre d’éléments, il devient indis-

pensable de concevoir des réseaux hiérarchiques pour réduire les tables de routages.

Les protocoles de routage par la source, dans lesquels les routes sont prédétermi-

nées et dans lesquels le capteur qui émet un paquet indique dans l’entête du paquet

la liste des capteurs ou répéteurs qui constituent le chemin de routage jusqu’à sa

destination. C’est dans cette dernière famille de protocole que se positionne notre

travail.

Les enjeux de la gestion du routage

Les éléments des réseaux de capteurs sont en général alimentés par batterie.

Dans le cadre de cette étude nous supposons que cette batterie, ne peut être ni

rechargée ni changée. La durée de vie limitée de la batterie détermine la durée de

vie du capteur et par la même celle du réseau. Il est donc important de réduire le

plus possible la consommation d’énergie des capteurs. La consommation d’énergie

d’un capteur dépend des trois fonctions suivantes. La transmission des données est

la fonction la plus vorace en énergie. Elle représente en moyenne la moitié de la

consommation électrique. Elle est dépendante de la distance et de l’environnement
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qui sépare l’émetteur du récepteur. La réception des paquets émis par d’autres

capteurs ou répéteurs. Cette fonction est moins consommatrice que la transmission

mais représente le deuxième poste de consommation. Pour finir, le prélèvement des

données, c’est-à-dire la mesure de l’environnement, a une consommation d’énergie

qui dépend grandement du type de mesure à effectuer.

Pour économiser l’énergie dispersée lors de la transmission et de la réception la

solution la plus couramment consiste à mettre en sommeil les équipements [6, 68,

127]. Nous considérons alors que les capteurs sont passifs.

Nous considérons que la connexité du réseau est perdue dès qu’il n’est plus pos-

sible d’obtenir une mesure requise par le système. La fonction la plus consommatrice

d’énergie étant la transmission, il est certain que les composants qui tomberont en

panne les premiers sont ceux qui sont le plus sollicité de ce point de vue. La manière

dont est routée l’information a donc un impact sur la durée de vie du réseau. C’est

pour cette raison que nous décrivons un protocole de routage qui, en fonction de

la consommation d’énergie et de l’état de chaque composant, permet d’obtenir la

plus grande durée de vie du réseau. Des processus tenant compte de la durée de

vie du réseau sont décrits dans [33] et [58], mais les auteurs prennent le parti de

minimiser l’énergie installée dans le réseau pour qu’il puisse vivre jusqu’à un temps

donné. De plus il s’intéresse plus à l’installation des répéteurs qu’au routage des

données. D’une manière générale ces méthodes sont décentralisées et ainsi chaque

composant du réseau détermine vers quel autre composant il va émettre de sorte

que ses propres émissions le conduisent à utiliser le moins d’énergie possible. Le

critère d’optimisation, quand il existe, est la minimisation de la consommation to-

tale d’énergie, cela ne garantit pas que cette consommation ne sera pas supportée

par un petit nombre de composants, entrâınant de ce fait une panne plus rapide

de ceux-ci. C’est pourquoi nous proposons ci-après un processus centralisé ayant

une connaissance complète du réseau et recherchant la plus grande durée de vie du

réseau en tenant compte de l’énergie disponible de chaque composant.

Protocole de routages

Une station de base qui souhaite interroger un capteur doit effectuer une com-

munication par bonds en calculant le routage. Le message ainsi produit contient la

totalité du chemin à emprunter. Ainsi chaque capteur intermédiaire du chemin sait

à qui il doit transmettre l’information. Le routage permet donc de transmettre un

signal au capteur lui demandant d’effectuer une mesure et permet aussi à ce capteur

d’envoyer la donnée jusqu’à la station de base. Même si ce n’est pas toujours le cas,
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nous considérons que le message retour emprunte la même route que le message

aller.

Notre problème consiste donc à trouver un ensemble de routes pour transmette

l’information. Nous considérons la durée de vie du réseau comme critère d’évaluation

de ce problème d’optimisation.

Les réseaux pour lesquels nous cherchons à déterminer des routes sont des réseaux

constitués d’un ensemble de capteurs Vc et d’un point de collecte noté Ap. Le réseau

est représenté par un digraphe G = (V,E) où V = {Ap} ∪ Vc et E est l’ensemble

des paires de sommets {i, j} tel que le sommet i peux émettre physiquement en

direction du sommet j et réciproquement.

Nous considérons un ensemble de périodes T = {t1, . . . , tn} ordonnées chronolo-

giquement. Nous supposons que nous pouvons planifier pour chaque capteur c ∈ Vc
les périodes de temps à partir desquelles un résultat de la mesure de son environne-

ment est souhaité. Par exemple la température de l’eau, qui est consultée de manière

régulière dans la journée pour informer les touristes, est inutile la nuit. Nous dispo-

sons donc, pour chaque capteur c ∈ Vc et chaque période t ∈ T d’une valeur binaire

dtc qui est égale à 1 si une demande d’information est requise à partir du temps t et

à 0 sinon. Nous ne prenons pas en compte le temps de transit de la demande dans

le réseau et la considérons comme instantanée.

L’énergie disponible en un point c ∈ Vc du réseau est notée εc. L’énergie consom-

mée par le capteur c pour produire les données d’un paquet est notée πp(c). Nous

notons πe(i, j) l’énergie consommée pour transmettre un paquet de i vers j et πr(i)

pour recevoir un paquet en i.

Chaque chemin est considéré comme valide si l’énergie disponible dans les cap-

teurs qu’il traverse est suffisante pour transmettre l’information. Une demande de

capteur est satisfaite s’il existe un chemin entre Ap et ce capteur. Nous considérons

le réseau mort lorsque qu’il n’existe plus de chemin pour satisfaire une demande

d’un capteur.

Le problème que nous considérons peut être formulé de la façon suivante :
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Problème: Routage Durée de vie Max

Entrée: Un digraphe G = (V,E), un ensemble de capteurs Vc ⊂ V , un en-

semble de périodes T = {t0, . . . , tn}, pour chaque capteur c ∈ Vc et

chaque période de temps demandées dtc ∈ {0, 1}, un point de collecte

Ap ∈ V

Question: Quelle est la plus grande valeur de i tel qu’il existe un routage des

communications qui permettent de transmettre toutes les informa-

tions requises jusqu’au temps ti ?

Soit Pc l’ensemble des chemins reliant Ap à un sommet c et P =
⋃

c∈Vc

Pc l’ensemble

des chemins du graphe.

Nous décrivons le programme linéaire en nombres entiers R2 qui nous permet de

déterminer les routages qui conduisent à la plus grande longévité du réseau. Nous

utilisons les variables suivantes. Pour t ∈ T , la variable yt vaut 1 si le réseau est en

état de marche à l’instant t et 0 sinon. Pour tout t ∈ T et p ∈ P , la variable xtp vaut

1 si p est utilisé durant la période t et que le réseau est en état de marche ; 0 sinon.

R2 =
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














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













Max
∑

t∈T

yt

s.c

yti − yti−1 ≤ 0, ∀ti ∈ T − t0 (1)

yt −
∑

p∈Pc

xtp ≤ 0, ∀c ∈ Vc, ∀t ∈ T tel que dtc = 1 (2)

∑

p∈P
p∋(c,v)

ou
p∋(v,c)

(πe
c(v) + πr

c)x
t
p +

∑

p∈Pc

πpr
c x

t
p ≤ εc, ∀c ∈ Vc, ∀t ∈ T (3)

xtp ∈ {0, 1}, ∀t ∈ T, ∀p ∈ P

yt ∈ {0, 1}, ∀t ∈ T

La fonction objectif consiste à maximiser la durée de vie du réseau. Les contraintes

(1) interdisent de ressusciter le réseau, c’est à dire qu’un réseau mort reste mort
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jusqu’à la dernière période de temps. Les contraintes (2) définissent un réseau vivant

à l’instant t si pour tout capteur c ∈ Vc devant effectuer une mesure à cet instant

(dtc = 1) il existe au moins une route permettant de faire transiter l’information.

Les contraintes (3) expriment la consommation d’énergie de chaque capteur. Nous

considérons que le message retour emprunte la même route que le message aller. Un

chemin p ∈ P caractérise seulement un chemin aller, la consommation du chemin

passant par un sommet c comprend naturellement l’arc aller cv1 quand c est l’ori-

gine de l’arc. Mais la consommation de c prend aussi compte l’arc retour vc, quand

c est la destination, car c devra émettre vers v2 pour le message retour.

Le programme linéaire en nombres entiers R2 contient un grand nombre de va-

riables binaires.

Nous présentons maintenant la version de décision du problème précédent. Si

nous fixons le temps de vie du réseau, le problème revient à satisfaire pour chaque

capteur un nombre fixe de demandes. Nous notons Tc(t) =
t
∑

t0

dtc le nombre de

demandes à satisfaire pour le capteur c ∈ Vc de t0 à t.

Problème: Durée de vie Max

Entrée: Un digraphe G = (V,E), un ensemble de capteurs Vc ⊂ V , un temps

t, pour chaque capteur c ∈ Vc e nombre de demandes à satisfaire

Tc(t), un point de collecte Ap ∈ V

Question: Existe-t-il un routage tel que le réseau reste vivant jusqu’au temps

t ?

Nous présentons maintenant un algorithme permettant de résoudre le problème

Routage Durée de vie Max. Cet algorithme utilise le programme linéaire en nombres

entiers R2(t) suivant. Les variables xp correspondent cette fois-ci au nombre de fois

où nous utilisons le chemin p pour satisfaire une demande. S’il existe un routage

égale à la somme des Tc(t) alors la réponse est oui, sinon la réponse est non.
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R2(t) =
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
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

Max
∑

p∈P

xp

s.c
∑

p∈Pc

xp ≤ Tc(t), ∀c ∈ Vc (4)

∑

p∈P
p∋(c,v)

ou
p∋(v,c)

(πe
c(v) + πr

c)xp +
∑

p∈Pc

πpr
c xp ≤ εc, ∀c ∈ Vc (5)

xp ∈ N, ∀p ∈ P

La fonction objectif consiste à maximiser le nombre de chemins utilisés. Les

contraintes (4) définissent un chemin pour chaque demande d’un capteur. Les contraintes

(5) expriment la consommation d’énergie de chaque capteur.

L’avantage de la formulation R2(t) est d’avoir des variables indépendantes des

périodes de temps. Si la solution optimale renvoyée par R2(t) est égale à
∑

c∈Vc
Tc(t),

alors il est trivial de construire une solution réalisable de R2 de valeur t.

Proposition 5.3.1. Le problème Durée de vie Max est NP-Complet.

Démonstration 5.3.1.

Nous effectuons pour ce problème une réduction polynomiale à partir du problème

NP-Complet Partition. Cette réduction se base sur la construction suivante.

Soit X = {s1, . . . , sn} une instance du problème Partition et S =
∑

si∈X

si.

Nous définissons le digraphe G de la manière suivante. Les sommets V (G) =

({S, a, b, P}
⋃

{v1, v2, . . . , vn}). Pour chaque sommet v ∈ V , l’énergie consommée

lors de réception πr
v = 0 et l’énergie consommée pour effectuer une mesure πpr

c = 0.

Pour les sommets a et b, nous avons la capacité énergétique de la batterie εa = εb =
S

2
, l’énergie consommée pour émettre πe

a(P ) = πe
b(P ) = 0 et πe

P (a) = πe
P (b) = 0.

De plus, εS = εP = ∞. L’ensemble des arcs inclut, pour tout i ∈ {1, . . . , n} les

arcs (vi, a), (vi, b) et (S, vi). Pour tout i ∈ {1, . . . , n} nous définissons εvi = 1,

πe
vi
(a) = πe

vi
(b) = 1, πe

a(vi) = πe
b(vi) = si, π

e
S(vi) = 0 et πe

vi
(S) = 0.

La figure 4.3 représente la construction précédente.
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Figure 5.8 – Graphe d’une instance du problème Partition pour le problème de routage 2

Le problème R2(t) consiste ici à réussir à router n demandes sur l’ensemble P

des chemins reliant S à P pour une demande TP (t) = n.

Pour commencer, nous montrons qu’une solution d’une instance X du problème

Partition permet de construire une solution I de valeur n pour notre problème. Si

la solution X admet une solution (Pa, Pb) alors à tous les éléments si appartenant

à la partition Pa nous associons une route {S, vi, a, P}. Nous effectuons la même

construction pour la partition Pb. Cette construction respecte la capacité énergé-

tique de chaque capteur. En effet, pour chaque vi, il existe une unique transmission

(vi, a) ou (vi, b). De plus, la somme des transmissions des messages retour de a est

égale à
S

2
car le routage est construit à partir d’une solution du problème Partition.

La même observation est valable pour b. Nous avons donc construit une solution

admissible du problème de routage.

Réciproquement une solution de l’instance I du problème de valeur n permet de

construite une solution de l’instance X du problème de Partition. La solution d’une

instance I n’excède pas la valeur n, car la demande de P pour un temps maximum

de t est de n. Chaque sommet vi l’énergie disponible ne lui permet de transmettre

qu’à a ou b. De plus la solution de l’instance I est de valeur n donc tous les sommets

vi sont mis à contribution et transmettent soit à a soit à b. Il y a donc une partition

des sommets entre a et b. L’énergie disponible pour émettre à partir de a est S
2
, par

conséquent la somme des si pour les sommets vi transmettant vers a est égale à S
2
.

De manière similaire, à cause de la quantité d’énergie disponible en b, la somme des

si′ des vi′ transmettant vers b est égale à S
2
. Donc la somme totale des transmissions

des vi vers a et b est égale à S. Donc nous avons bien une partition des sommets de
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vi entre a et b dont la somme des si associée est égale à S
2
pour chaque partition.

�

Pour trouver une solution au problème R2, nous effectuons une dichotomie pour

trouver la plus grande valeur de t telle que le problème R2(t) ait une solution

satisfaisant toutes les demandes Tc(t) des capteurs c. Sa résolution peut se faire

par génération de colonne en utilisant la méthode de “branch and price”. Le sous-

problème de séparation est un plus court chemin. Soit δc la variable duale associée

à la contrainte (4) de R2(t) et βc la variable duale associée à la contrainte (5). Soit

une solution optimale x∗ sur un ensemble de chemin P ′ et δ∗ et β∗
c la solution duale

associée. Le sous-problème de séparation consiste à trouver un chemin p ∈ P − P ′

tel que
∑

(c,v)∈p

δ∗c + πe
c(v)β

∗
c +

∑

(v,c)∈p

πr(c)β∗
c +

∑

c:p∈Pc

πpr(c)β∗
c < 1

Nous pouvons construire un digraphe G∗ = (V (G) ∪ S,E(G)) avec tous les arcs

(c, v) ∈ E(G) une longueur égale à πe
c(v)β

∗
c + πr(v)β∗

v . Nous relions S à chaque

c ∈ Vc par un arc (S, v) de longueur πpr(c)β∗
c + δ∗c . Le sous-problème de séparation

est équivalent à trouver dans G∗ un chemin entre S et Ap de longueur strictement

inférieure à 1.

5.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous traitons de deux problématiques liées aux réseaux capteurs

et proposons deux protocoles de routage. Pour le premier problème, nous proposons

un protocole de routage sûr dans les réseaux critiques de capteurs. Ce protocole

prend en compte l’instabilité des communications sans fils dans ces types de ré-

seaux. Il est basé sur un algorithme distribué qui calcule un ensemble maximum

de chemins disjoints par les arêtes entre des capteurs souhaitant communiquer. Un

brevet international a été déposé pour ce protocole [91]. Pour le second problème,

nous proposons un protocole de routage qui maximise la durée de vie d’un réseau

de capteurs. Nous prenons en compte la problématique liée à l’alimentation par

batterie de la plupart des capteurs. Le protocole est centralisé et est basé sur des

résolutions successives d’un programme linéaire en nombres entiers. Une preuve

de NP-complétude est décrite pour ce problème se basant sur une réduction du

problème Partition.
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Les perspective envisageable pour ses deux problèmes sont les suivantes. Pour

le premier protocole pour les réseaux de capteurs, il serait intéressant de proposer

un algorithme pour des communications synchronisées. L’algorithme récemment

proposé dans [88] calcule des plus courts chemins entre chaque paires de terminaux

T d’un graphe en O(|T | + D) où D correspond au diamètre du graphe. Il semble

envisageable de l’adapter à ce problème, la synchronisation des communications

pourrait s’inspirer des nombreuses méthodes efficaces déjà étudiées [8, 142, 155]. Une

autre voie à explorer est de définir un routage dont le nombre de chemins disjoints

par les arêtes est spécifié entre chaque paire de terminaux. Le problème correspond

alors à un problème de multiflot entier difficile à résoudre et à approximer même

dans le cas centralisé. La mise au point d’un algorithme distribué pour résoudre ce

problème est donc une question importante mais difficile. Enfin, la prise en compte

de la panne d’un capteur en imposant des routages disjoints par les sommets semble

très naturelle. Là encore, le problème devient plus difficile à résoudre. En effet, il

existe une réduction simple du problème du routage disjoint par les sommets en celui

disjoint pas les arêtes. Pour cela il suffit d’ajouter un sommet sur chaque arête.

Pour le second protocole de routage, des simulations ainsi qu’une heuristique

pour obtenir une solution entière sont des pistes à explorer. De manière équiva-

lente à celle présenté dans le chapitre 3, l’heuristique d’arrondis pour une solution

fractionnaire du programme linéaire R2(t) consisterait par exemple pour chaque

itération à fixer la valeur d’un chemin à sa partie entière. Nous obtenons alors un

nouveau programme linéaire dont nous cherchons la solution optimale par généra-

tion de colonnes (branch and price). L’algorithme pourrait privilégier le chemin non

fixé dont la valeur fractionnaire est la plus proche de sa partie entière (inférieure).

De cette manière, il existe toujours une solution réalisable et le nombre d’itérations

est de l’ordre du nombre de demandes totales des capteurs. Enfin, des évolutions

du modèle en fonction des besoins des opérateurs peuvent être considérées. Par

exemple, la prise en compte de messages descendants émis par les capteurs à inter-

valles réguliers. Dans ce cas, le routage sera probablement unique entre le capteur

et la station de base. Un seconde évolution pourrait être de permettre un routage

aller différent du routage retour. La première évolution est possible via une modi-

fication mineure du programme linéaire. La seconde évolution impose d’ajouter les

chemins retour entre chaque capteur et la station de base à l’ensemble des chemins.

Là encore une modification mineure du programme linéaire est à effectuer.
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Conclusion 6

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés à l’utilisation d’outils et de

modèles développés dans le cadre de l’algorithmique des graphes pour la résolution

de problèmes d’optimisations dans les réseaux de télécommunications.

Dans la première partie de notre travail, présentée dans le chapitre 3, nous propo-

sons une modélisation unique regroupant les deux problématiques liées au déploie-

ment de réseaux FTTH. Cette modélisation est basée sur la notion de flot généralisé

avec contraintes de longueurs sur les chemins. Contrairement aux études précédentes

qui traitent séparément le problème du positionnement des coupleurs optiques et

celui du choix des fibres à déployer ou imposent des niveaux de coupleurs, nous dé-

crivons un linéaire en nombres entiers qui modélise simultanément ces deux aspects

du processus de conception. Nous mettons en place une méthode de génération de

colonnes pour résoudre la relaxation linéaire de ce programme linéaire en nombres

entiers. Le sous-problème de séparation correspond à un problème de plus court

chemin généralisé avec contraintes de ressources. Nous résolvons ce sous-problème

par un algorithme de programmation dynamique pseudo polynomial. Enfin, nous

proposons une méthode d’arrondis pour obtenir une solution entière à partir de la

solution fractionnaire. L’intérêt principal de ce travail est double. D’une part, le mo-

dèle proposé permet de regrouper la localisation des coupleurs optiques et le choix

du câblage. D’autre part, la solution proposée va permettre d’évaluer de façon plus

rigoureuse les règles d’ingénierie qui sont actuellement utilisées par l’opérateur pour

le déploiement des fibres sur le terrain. Les simulations effectuées sur un ensemble

d’instances artificielles de grandes tailles donnent de très bonnes solutions.

Dans le chapitre 4, nous étudions un problème d’optimisation liés à la qualité

de service dans les réseaux de télécommunications. Ce modèle est couramment mo-

délisé par un problème de flot avec contrainte de délai convexe. Nous présentons
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une méthode qui permet d’obtenir une solution approchée du problème de flot avec

contrainte de délai convexe à partir d’une solution optimale d’un problème de flot

avec contrainte de délai linéaire. Nous étudions particulièrement le cas où la fonc-

tion de délai est proportionnelle et présentons deux preuves de NP-difficulté. Ces

preuves se basent sur une réduction polynomiale à partir d’un problème Partition.

Nous présentons ensuite un algorithme d’approximation de facteur 2 sur le graphe

chemin avec demandes uniformes. Cet algorithme consiste à calculer un stable de

poids maximum dans le graphe d’intervalles des demandes pour obtenir une solution

optimale sans intersection. Les graphe d’intervalles étant parfait, il existe un algo-

rithme polynomial pour y calculer le stable de poids maximum. Nous démontrons

le facteur d’approximation en créant à partir de la solution primale réalisable une

solution duale réalisable dont la valeur est au plus deux fois celle du primale. Enfin,

nous proposons un programme linéaire à partir de la modélisation en programma-

tion disjonctive de flot avec contrainte proportionnelle. Ce programme linéaire ayant

un grand nombre de variables et de contraintes nous proposons une méthode de re-

cherche locale pour le résoudre. Cette méthode utilise les informations obtenues

en résolvant un programme linéaire réduit pour explorer l’espace des combinaisons

des chemins. Les simulations effectuées sur des instances de grandes tailles générées

aléatoirement montrent que cette approche permet d’obtenir de bons résultats en

un temps raisonnable.

Le chapitre 5 porte sur deux problématiques liées aux réseaux de capteurs. Pre-

mièrement, nous proposons un protocole de routage pour les réseaux critiques. Ce

protocole maximise le nombre de routes disjointes par les arêtes entre un ensemble

de terminaux. Pour cela nous proposons une heuristique afin de calculer de manière

centralisée un ensemble de chemins disjoints par les arêtes entre les terminaux.

Les simulations effectuées sur des instances aléatoires montre que cette heuristique

donne de bonnes solutions. Enfin, nous adaptons cette heuristique de manière dis-

tribuée dans le cas d’un réseau de capteurs ayant de faible ressources mémoires, une

connaissance limitée du réseau et des communications asynchrones. Ce protocole

a donné lieu à un brevet international. Pour répondre à la seconde problématique,

nous proposons un protocole de routage qui maximise la durée de vie du réseau

de capteurs fonctionnant sur batterie. Nous démontrons que ce problème est NP-

complet via une réduction polynomiale à partir du problème Partition et proposons

un algorithme basé sur un programme linéaire en nombres entiers pour résoudre le

problème de routage.
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Perspectives

Pour le problème de déploiement de fibres optiques jusqu’au client (FTTH), une

des premières choses à faire à la suite de notre travail sera d’expérimenter le mo-

dèle et l’algorithme que nous proposons dans cette thèse sur des instances réelles.

De cette façon, nous pourrons confronter les solutions obtenues avec notre algo-

rithme avec les méthodes déjà mises en place chez les opérateurs. Une autre voie

intéressante serait de faire évoluer notre modèle en intégrant d’autres spécificités du

problème rencontré par les opérateurs. Par exemple, il serait intéressant de pouvoir

prendre en compte, dans le processus de conception le positionnement des amplifica-

teurs de signal. Ceux-ci sont souvent nécessaires pour assurer une bonne qualité de

service dans les zones peu denses. Un autre axe pour la poursuite de ce travail sera

d’implémenter une méthode de branch and cut and price. L’implémentation d’un

tel algorithme permettrait d’obtenir des solutions optimales pour des instances de

petites tailles et de pouvoir mieux évaluer la qualité de l’heuristique que nous pro-

posons.

Pour la prise en compte du délai en fonction de la charge d’utilisation de la

liaison dans les réseaux mères des opérateurs de télécommunications, une voie par-

ticulièrement intéressante serait de mettre en place une méthode dynamique d’ap-

proximation de la fonction convexe de délai. Cet algorithme consisterait à toujours

garder une solution réalisable et à affiner dynamiquement l’approximation de la

fonction convexe de délai en fonction de la solution courante. Différentes stratégies

pourraient être étudiées, par exemple si nous supposons que la famille de chemins

supportant le flot est identique entre deux itérations d’approximation. Dans ce cas,

considérons une solution optimale dont nous souhaitons affiner l’approximation de

la fonction de délai sur l’arc e. Soit φe le flot supporté par un arc e, De son délai

et Fe la fonction convexe de délai de l’arc e. Nous pouvons supposer que le flot

optimal après l’approximation φ∗
e est supérieur ou égal à φe, car une meilleure ap-

proximation du délai relâche les contraintes de délai sur les chemins traversant e

et par conséquent autorise plus de flot sur cet arc. Nous pouvons aussi supposer

que φ∗
e est inférieur ou égal à F−1

e (De) le flot maximum sur l’arc e tel que le délai

De soit atteint par la fonction de délai convexe. Nous pouvons donc espérer amé-

liorer l’approximation en créant un ensemble de fonctions linéaires (défini dans le

chapitre 4) approximant la fonction de délai convexe, tel que les points (φe, Fe(φe))

et (F−1
e (De), De) satisfassent à l’égalité deux fonctions linéaires consécutive. Ces

points correspondent aux points de cassure de la fonction linéaire par morceaux
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CHAPITRE 6. CONCLUSION

(définie par l’ensemble des fonctions linéaires) approximant la fonction convexe.

Pour le premier protocole pour les réseaux de capteurs, il serait intéressant de

proposer un algorithme distribué pour les réseaux de capteurs critiques avec des

communications synchronisées. En effet, de nombreuses méthodes efficaces de syn-

chronisations ont déjà été étudiées dans [8, 142, 155]. Il semble alors envisageable

d’adapter l’algorithme récemment proposé dans [88] qui calcule des plus courts

chemins entre chaque paires de terminaux T d’un graphe en O(|T |+D) où D cor-

respond au diamètre du graphe. Une autre voie à explorer est de définir un routage

dont le nombre de chemins disjoints par les arêtes est spécifié entre chaque paire

de terminaux. Ceci correspond à un problème de multiflot entier. Ce problème est

néanmoins difficile à résoudre et à approximer même dans le cas centralisé. Enfin,

la prise en compte de la panne d’un capteur en imposant des routages disjoints par

les sommets semble très naturelle. Là encore, le problème devient plus difficile à ré-

soudre. En effet, il existe une réduction simple du problème du routage disjoint par

les sommets en celui disjoint pas les arêtes. Pour cela il suffit d’ajouter un sommet

sur chaque arête.

Pour le second protocole de routage, des simulations ainsi qu’une heuristique

pour obtenir une solution entière sont des pistes à explorer. De manière équiva-

lente à celle présentée dans le chapitre 3, l’heuristique d’arrondis pour une solution

fractionnaire du programme linéaire R2(t) consisterait par exemple pour chaque

itération à fixer la valeur d’un chemin à sa partie entière. Nous obtenons alors un

nouveau programme linéaire dont nous cherchons la solution optimale par généra-

tion de colonnes (branch and price). L’algorithme pourrait privilégier le chemin non

fixé dont la valeur fractionnaire est la plus proche de sa partie entière (inférieure).

De cette manière, il existe toujours une solution réalisable et le nombre d’itérations

est de l’ordre du nombre de demandes totales des capteurs. Enfin, des évolutions

du modèle en fonction des besoins des opérateurs peuvent être considérées. Par

exemple, la prise en compte de messages descendants émis par les capteurs à inter-

valles réguliers. Dans ce cas, le routage sera probablement unique entre le capteur

et la station de base. Un seconde évolution pourrait être de permettre un routage

aller différent du routage retour. La première évolution est possible via une modi-

fication mineure du programme linéaire. La seconde évolution impose d’ajouter les

chemins retour entre chaque capteur et la station de base à l’ensemble des chemins.

Là encore une modification mineure du programme linéaire est à effectuer.
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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions plusieurs problèmes d’optimisation issus du domaine des ré-

seaux de télécommunications. Les réseaux étudiés sont les réseaux de fibres optiques et les réseaux

de capteurs. Nous nous sommes intéressés à l’analyse et la conception de tels réseaux. Les pro-

blématiques étudiées sont : pour les réseaux de fibres optiques, minimiser le coût de déploiement

et assurer la qualité de service ; dans les réseaux de capteurs, garantir la sécurité des transmis-

sions et l’énergie consommée par le routage des communications. Pour résoudre ces problèmes

nous utilisons des techniques de théorie des graphes, de complexité, de programmation linéaire.

Les flots avec multiplicateurs et les chemins avec contraintes de ressources sont aussi abordés. Le

premier problème consiste à concevoir un plan d’installation de fibres optiques de coût minimal

permettant de connecter un ensemble de clients à un nœud de raccordement via un ensemble de

coupleurs en respectant les contraintes technologiques imposées par la norme. Nous proposons une

modélisation de ce problème ainsi qu’une méthode de résolution. Le deuxième problème est un

problème de flot avec contrainte de délai où le délai pour traverser une liaison est proportionnel

à la quantité de flot qui circule sur celle-ci. Nous proposons une preuve de NP-complétude dans

le cas général, un algorithme d’approximation facteur 2 dans le cas où le graphe support est un

chemin et une heuristique évaluée de façon expérimentale qui calcule en un temps raisonnable

de bonnes solutions pour des instances de tailles réelles. Enfin, nous proposons deux protocoles

concernant les réseaux de capteurs, qui a donné lieu à deux dépôts de brevets. Le premier, basé sur

un algorithme distribué, calcule un ensemble de chemins disjoints entre les terminaux du réseau.

Le second maximise la durée de vie d’un réseau de capteurs alimentés par batteries. Des résultats

d’expérimentations numériques sont aussi présentés.

Abstract

In this thesis, we study some optimization problem applied to telecommunication networks.

We study fiber optical networks and sensor networks. We are interested to analysis and design

for these types of networks. The issues studied are : for fiber optic networks, minimize the cost of

deployement and ensure quality of service ; for sensors network, ensure the safety of transmissions

and the energy consumed. To solve these problems we use techniques as graphs theory, complexity,

linear programming, generalized flows and paths with resource constraints. The first problem is

to minimize the cost to deploy a fiber optical network which connect a set of customers to a

connection node through a set of splitter and deal about technological constraints imposed by the

standard. We propose a model and a method of resolution for this problem. The second problem is

a flow problem with delay constraint where time to cross a edge is proportional to the amount of

flow that flows thereon. We offer a proof of NP-completeness in the general case, an approximation

algorithm factor 2 in the case where the support graph is a path and an estimated experimentally an

heuristic that calculates good solutions for instances of real sizes. Finally, we propose two protocols

for sensor networks, which resulted in two patents. The first, based on a distributed algorithm,

calculates a set of disjoint paths between terminals. The second maximizing the lifetime of sensors

powered by batteries. The results of numerical experiments are also presented.


