AIX MARSEILLE UNIVERSITE
EA 4671 ADEF

THESE
pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE D’AIX MARSEILLE I

SPECIALITE : SCIENCES DE L’EDUCATION (DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES)

présentée et soutenue publiquement
par

KAZAN Elie
Le 10 février 2014

ETUDE DU PHENOMENE DIDACTIQUE :

LE DEDOUBLEMENT DES MILIEUX DANS L’ENSEIGNEMENT
ORDINAIRE ET DANS DES INGENIERIES

Directeur de Thése :Yves MATHERON

Membres du jury :

M™ Nawal ABOU RAAD, Maitre de conférences, Université Libanaise, Examinatrice

M. Alain BRONNER, Professeur des Universités, Université Montpellier I, Rapporteur

M. Yves MATHERON, Professeur des Universités, IFE-ENS de Lyon, Directeur

M. Alain MERCIER, Professeur des Universités, IFE-ENS de Lyon, Président

M. Serge QUILIO, Maitre de Conférences, Université de Nice, Examinateur

M. Gérard SENSEVY, Professeur des Universités, Université de Bretagne Occidentale, Rapporteur

@® Thése : KAZAN Elie ®



KAZAN Elie

Etude d’un phénomene didactique : Le dedoublement
des milieux dans 1’enseignement ordinaire et dans des
Ingeénieries
Directeur de these : Yves MATHERON

Résumé

Cette thése s’appuie sur un recueil de données empiriques portant sur ’observation de
bifurcations au sein des milieux dans trois situations didactiques : au cycle primaire et au
collége, dans des classes ordinaires et dans des ingénieries en France (CE1) et au Liban
(EB6/Sixieme et EB7/Cinquiéme). Le cadre théorique mobilisé est celui de la théorie
anthropologique du didactique (TAD). Nous nous sommes intéressés aux origines des
dédoublements de milieux en observant, d’une part, les rapports du professeur et des €léves a
un méme milieu, et d’autre part, le rapport de chacun a des milieux différents. Nous avons
analysé les praxéologies mobilisées par les professeurs et leurs éléves. Nous avons repéré sur
I’échelle des niveaux de codétermination didactique la distance mésogénétique entre le milieu
institutionnel du savoir et les milieux personnels activés. La thése définit quelques-unes des
caractéristiques du phénomeéne didactique « dédoublement des milieux » et étudie certains
facteurs génériques qui agissent sur son apparition au sein d’une institution.

Ce travail ouvre des perspectives sur la recherche d’autres facteurs a 1’origine du phénomene

et sur la possibilit¢ de réaliser un critere d’évaluation de la distance entre le milieu
institutionnel et les milieux personnels évoqués.

MOTS-CLES : Dédoublement des milieux, bifurcations, distance mésogénétique, théorie
anthropologique de didactique, échelle des niveaux de codétermination didactique,
praxéologies.

Abstract

This thesis focus on a report of empirical data talking about the observation of bifurcates
within the milieu in three didactic situations: at the primary cycle and the college, in ordinary
classes and engineering in France (CE1) and in Lebanon (EB6/ 6™ grade and EB7/ 70 grade).
The theoric mobilized setting in the one of the anthropological theory of didactics (TAD) of
the observer, from one hand, the relationships between the teacher and the students in the
same milieu, and in another hand, the relationships of each one on the different milieu. We
analyzed the mobilized praxeologies by the teacher and their students. We reported on the
levels scab of the didactic codetermination the mesogenetic distance between the institutional
milieu of knowing and the personal activated milieu. The thesis define some of the
characteristics of the didactic phenomenon « duplication of milieu » and study some generic
factors that act on its appearance within an institution.

This work opens perspectives on the research of other factors at the origin of the phenomenon
and on the possibility of realizing an evaluation criteria of the distance between the
institutional milieu and the evocated personal milieu.

KEYWORDS: Duplication of the milieu, mesogenetic distance, anthropological theory of
didactic, scale at the dictatic codetermination levels, praxeologies.
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Introduction génerale

Notre recherche repose sur 1’idée partagée en didactique que le professeur, dans un
enseignement ordinaire ou dans un enseignement suivant une ingénierie didactique, dévolue a
ses ¢leves un méme milieu a partir duquel, les actions des éléves sur ce milieu et les
interactions qu’il renvoie, permettent 1’enseignement d’une notion. Pour Brousseau (1986,
1988), le milieu est fout ce qui agit sur [’éléve et ce sur quoi l’éleve agit. La modélisation des
connaissances proposée par Guy Brousseau repose sur la théorie des jeux. Le milieu est, dans
ce cadre, concu comme un systeme antagoniste du systeme « éléves ». Il conditionne le
fonctionnement didactique des connaissances mobilisées. Les rétroactions qu’il renvoie aux
¢leves les autorisent a modifier les états du jeu ; la stratégie optimale pour gagner contre le
milieu qui, dans le meilleur des cas, émerge de cette dialectique, correspond aux
connaissances mathématiques dont on vise I’enseignement et 1’apprentissage. Chevallard
(1989a) aborde la notion du milieu a travers le concept de rapport institutionnel a un objet de
savoir. Le milieu est alors constitu¢é des rapports stables a des objets, qu’ils soient
mathématiques ou vus comme non mathématiques, mais considérés comme objets a des fins
didactiques. Matheron (2010) propose une définition du milieu en s'appuyant sur le concept
d'ostensif. Un ostensif est un objet ayant une réalité perceptible. Le milieu est alors défini
comme un ensemble « d'ostensifs qui y sont présents et de non ostensifs qu'ils évoquent ».
Matheron (2013) prolonge cette définition en proposant d’adjoindre la notion de média (qui
porte une intention) a celle de milieu (dénué d’intention). Les ostensifs autorisent a percevoir ;
cette perception étant conditionnée par le contrat didactique prévalant dans la classe. Ils
indiquent, pour qui sait les lire, le souvenir d’un ensemble de notions préalablement étudiées,
plus ou moins bien organisées par les €leves, et qui constituent a la fois des milieux qui

rétroagissent et des médias qui guident I’action.

Comme définie dans le cadre de la Théorie des Situations Didactiques (TSD), une situation
peut étre modélisée a 1’aide des interactions d’un sujet générique avec « un » milieu, objet qui
apparait dénué d’intentions, sur lequel et avec lequel on agit et qui rétroagit. Aussi la situation
de niveau (n—1) (voir figure I, p.24), qui deviendra milieu de la situation de niveau n,
dépend-elle a son tour des types d’interactions établies par les divers éleves avec le milieu
qu’elle contient. Il s’agit d’une modélisation de certains des processus didactiques. Mais ces

interactions sont, dans la réalité¢ de I’enseignement, le plus souvent soumises aux fluctuations
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interindividuelles. Aussi, les situations qui deviendront milieux peuvent-elles varier d’un
¢léve a I’autre ou, plus précisément, d’un groupe d’¢éléves a I’autre ; tout simplement parce
qu’au cours de leur €laboration, les rapports des ¢léves a la situation ne sont pas uniformes.
En principe, les situations d’institutionnalisation, en indiquant a tous ce qu’est le savoir — une
connaissance décontextualisée des situations d’ou il a émergé et détachée des personnes qui
ont contribué¢ a son émergence —, enjoignent les éléves a faire en sorte que la dimension
publique de leur rapport au savoir coincide avec le rapport institutionnellement attendu. Mais
cette injonction générale ne produit d’effets qu’en tendance, de maniere différenciée selon les
¢leves, et cet oubli des conditions d’émergence du savoir suppose un temps plus ou moins
long. Enfin, dans la modélisation proposée en Théorie des Situations Didactiques, la phase
d’institutionnalisation présuppose la rencontre antérieure des éléves avec des situations
adidactiques. Or on sait que dans la réalité¢ de I’enseignement ordinaire, ce type de situations
n’est souvent pas pensé et organisé par le professeur dans la classe, que c’est souvent de
manicre erratique, privée et différée que des éléves rencontrent les dimensions adidactiques
attachées a une notion qui leur a été enseignée (Mercier, 1992). Dans de telles conditions, il
est loin d’étre certain que le milieu que, pour pouvoir enseigner, le professeur pense avoir
convoqué dans la classe et qu’il estime partagé par une grande partie des éléves, le soit
réellement. Margolinas (2005) a développé le concept de bifurcation didactique des situations.
Il découle d'un décalage entre les intentions du professeur et les attentes des éleves. Lorsqu'il
propose un probléme, le professeur projette son intention d'enseignement, c'est-a-dire sa
volonté de modifier le systtme de connaissances des éleves. Il construit alors une situation
didactique en proposant un milieu, ce qui place les éléves dans I’ignorance des intentions de
leur professeur.

Dans cette recherche, nous nous intéressons aux origines de ces dédoublements et observons,
d’une part, les rapports du professeur et des ¢léves a un milieu, et d’autre part, les rapports des
¢léves a un milieu qui peut étre le méme que celui du professeur ou peut ne pas 1’étre.

Au professeur incombe la responsabilité¢ de désigner un milieu. Il renvoie les éléves, quand il
présente un sujet d’enseignement, aux groupes, aux institutions, aux pratiques par lesquelles
ils sont passés. Il fait advenir des ostensifs, des pratiques anciennes, des souvenirs qui relévent
d’un savoir antérieurement rencontré ou étudié, selon Matheron et Salin (2002). 11 tente de
restreindre ces souvenirs a I’environnement des connaissances nécessaires a la venue du sujet
qu’il va enseigner. Il fait contractuellement appel a des connaissances anciennes supposées
partagées. Il fait le pari que les €léves se replaceront ainsi dans les mémes organisations

mathématiques nécessitées par son projet d’enseignement. Mais rien ne garantit qu’ils ne
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mobiliseront pas des connaissances différentes de celles attendues par le professeur, et par
conséquent que les milieux du professeur d’une part, et de certains ¢éléves d’autre part, voire
des ¢éléves entre eux, ne seront pas différents. Le dysfonctionnement qui peut surgir s’explique
par le fait que les personnes sont multi-assujetties a des institutions différentes, ou parfois mal
assujetties a celles considérées comme nécessaires aux processus d’enseignement et
d’apprentissage. Les processus mémoriels qui en résultent sont différents pour les éleves et le

professeur.

Nous avons supposé qu’existe une certaine dialectique didactique. Elle se déploie, tant aux
niveaux des organisations mathématiques que didactiques, a travers les pratiques vécues, les
institutions fréquentées et les milieux de connaissance (milieux cognitifs) des éleéves et du
professeur. Il y a ainsi d’une part I’organisation mathématique du savoir telle qu’elle est
envisagée par le professeur, et d’autre part I’action du professeur sur 1’él¢ve, action relevant
de Dorganisation didactique, et la rétroaction des éleves relativement a cette action
enseignante. Cette rétroaction renvoie a la mémoire pratique des ¢€leéves, c'est-a-dire a la
maniére selon laquelle les connaissances antérieures, faites de souvenirs pratiques, se

convertissent en action pour agir sur le milieu tel qu’il sera présent dans la classe.

D’ou notre hypothese :
Dans toute forme d’enseignement, quelle prenne la forme d’un cours dialogué ou celle
d’une ingénierie didactique, il y a une action qui se présente sous la forme d’une

dialectique entre les organisations du savoir et les connaissances antérieures des éleves.

Nos questions du début de notre recherche se résumaient en :

1) Comment le professeur envisage-t-il de réorganiser les connaissances supposées
attribuées aux ¢€léves, jusqu’a aboutir a leur organisation jugée nécessaire pour
enseigner ?

2) Comment, en interaction avec les ¢leves dans la classe, il fait advenir des objets

mathématiques permettant aux éléves de constituer un milieu propice a I’enseignement ?
Notre point de départ était une observation d’une séquence d’enseignement au Liban. Il

s’agissait de rassembler des indices répondant aux questions précédentes et constituantes une

problématique de recherche. Nous avons observé le théme « Equations du premier degré a une
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inconnue en EB7' » ; ¢’était 1’objet de notre étude en DEA (Kazan, 2003). Nous avons filmé
et transcrit les séances. Nous avons examiné au cours de notre étude comment les mises en
ceuvre didactiques du professeur peuvent rapporter les milieux cognitifs des éléves aux
¢léments institutionnels du savoir évoqué. Nous avons vu que 1’action des éléves sur un
milieu disposé dans la classe par le professeur peut activer des €¢léments situés dans un milieu
différent. Nous avons remarqué que des « bifurcations » ont lieu aux niveaux des milieux a
I’intérieur d’une situation didactique, et non pas au niveau des « situations » comme |’a

montrée (Margolinas, 2005).

Pour répondre a cette problématique, nous nous sommes concentrés sur la recherche des

milieux personnels mis en ceuvre par le professeur et les éléves au cours d’une tache donnée.

Nous nous sommes engagés a répondre aux questions suivantes :

Q1 : Comment [’enseignant fait-il parvenir a [’institution classe un milieu propice a

[’enseignement ?

Q2 : Est-ce que le milieu dans lequel évoluent les éléves et avec lequel ils travaillent est celui
que le professeur souhaite dévoluer ?

Q3 : Comment les éléves, en interaction avec le milieu tel qu’il est, mettent-ils en jeu leurs

rapports aux objets du milieu institutionnel du savoir ?

Nous nous sommes appuyés sur |’Approche Anthropologique en Didactique des
Mathématiques afin d’étudier les rapports institutionnels et personnels aux savoirs en jeu ;
aussi bien pour le professeur que des éléves en classe (Chevallard, 2002). Nous avons
reconstruit, sur I’échelle des niveaux de codétermination didactique (voir Tab OM2, p.46), les
différents milieux personnels des €leéves et du professeur. Nous avons tenté de déterminer les
origines du flou sur les milieux entretenus et de montrer, dans le cas ou cela est possible,
I’écart entre les différents milieux mobilisés et le milieu institutionnel du savoir ; nous avons

désigné cet écart par la « distance mésogénétique ».

Nous avons appliqué une méthodologie de type clinique (Leutenegger, 2000) puisque notre
¢tude concerne la recherche des indices dont le caractére générique, s’il existe, est le

symptome du « phénomene » étudié. Nous avons collecté des traces qui nous ont permis de

"EB7 est la classe de cinquiéme en France.
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caractériser, de définir, d’étudier des facteurs agissant sur le phénomene que nous avons

désigné par le terme de « dédoublement des milieux ».

Apres 1’étude de la premiére séquence, nous avons décidé de prouver des résultats génériques
¢tablis dans des séquences baties autour d’ingénieries didactiques dans lesquelles nous avons
analysé les organisations mathématiques et didactiques autour d’un théme mathématique
donné.

Nous avons choisi, en collaboration avec 1’équipe francaise (CD)-AMPERES?, de faire passer
dans des classes libanaises une de leurs Activités d Etude et de Recherche (AER) a propos des
« Nombres Relatifs » en EB6 (sixiéme). Nous avons filmé la séquence. Puis, nous avons fait
une analyse en nous focalisant sur la recherche d’éléments trouvés antérieurement, et la
recherche d’éléments nouveaux autour de ce phénoméne. L’enseignement autour des
ingénieries didactiques est récent au Liban. Nous avons remarqué, chez le professeur observe,
des pratiques dues, en grande partie, a une inexpérience dans le pilotage de ce type
d’enseignement.

Nous avons décidé d’étudier une troisiéme séquence sur 1’enseignement de la « Soustraction »
en CEl dans une école en France. Cette séquence est animée par une professeure
expérimentée (selon 1’avis des directeurs). Notre but était alors de prouver des résultats
généraux qui se répetent dans toutes les séquences ; qu’elles soient en France ou au Liban,
dans un enseignement bati a partir d’une ingénierie didactique ou dans un enseignement

ordinaire.

Plan du travail

Ce travail est composé de deux parties : une premiere partie réunissant les éléments théoriques

et une deuxiéme partie constituant une analyse expérimentale.

La premiere partie est composée de quatre chapitres. Suite a un travail synthétique, le premier
chapitre présente, une étude sur le milieu en Théorie des Situations Didactiques (TSD) et en
théorie Anthropologique du Didactique (TAD). Nous justifions nos choix sur I’¢laboration du
milieu pour notre étude. Nous avons ensuite étudié le « dédoublement des situations » afin de
justifier notre hypotheése sur 1’existence de dédoublement au niveau des milieux. Ce chapitre

débouche sur les éléments constitutifs du cadre théorique de ce travail.

* (CD) AMPERES est une abréviation de Conception et Diffusion d’Activités Mathématiques et de Parcours
d’Etude et de Recherche dans |’Enseignement Secondaire.
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Nous nous sommes appuy¢s sur la TAD dans notre recherche. Le deuxiéme chapitre présente
les principaux concepts de cette théorie qui sont utiles a 1’objet de notre étude: la
transposition didactique, les études praxéologiques, les moments didactiques. Nous

définissons alors la distance mésogénétique ; concept que nous avons précédemment évoqueé.

Nous montrons dans le troisiéme chapitre la méthodologie utilisée pour répondre a nos
hypothéses et pouvoir collecter des ¢léments génériques sur le phénomene étudié. Nous avons
recouru a une méthodologie de type « clinique » de laquelle nous avons pu tirer des indices
sur des observations vidéo recueillies au sein de trois classes, soient « standards », soient
organisées autour des ingénieries didactiques. Notons que les ingénieries ne sont pas congues
pour tester la validité d’une « méthodologie clinique » comme dans le travail de Leutenegger
(2000). Nous avons décrit dans ce chapitre la méthodologie de travail suivie dans chaque

séquence ¢tudiée.

Dans le quatriéme chapitre, c’est I’étude de la séquence « Equations » qui nous a permis de
dévoiler une problématique. Nous présentons dans la premiere partie de ce chapitre un apergu
historique de 1’objet d’étude. Nous présentons ensuite une étude comparative sur les
résolutions arithmétiques et algébriques d’un probleme afin d’expliciter ces deux techniques
et de collecter des indices a partir des pratiques de classe. Dans une deuxiéme partie, nous
présentons 1’analyse de la partie « Introduction des Equations » qui débouche sur la

problématique et les questions de recherche.

La deuxiéme partie est composée de trois chapitres constituant 1’analyse expérimentale.
L’étude porte sur trois séquences d’enseignement entre le Liban et la France. Nous y
présentons des expérimentations a partir desquelles nous relevons des indices généraux

relatifs au phénomene de dédoublement des milieux.

Le cinquieme chapitre détaille 1’analyse de la suite de la séquence « Equations » au Liban.
Nous avons tenté de regrouper des « germes » pour 1’élaboration primitive du phénomeéne du
dédoublement des milieux a travers les transcriptions faites lors de la premicre séance, et a

partir de I’étude d’un devoir fait a la maison par les €leves.
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Le sixiéme chapitre porte sur 1’é¢tude d’une séquence d’enseignement organisée autour d’une
ingénierie didactique par le groupe (CD)-AMPERES. 1l s’agit d’analyser I’enseignement des
« Nombres Relatifs » en EB6 (sixiéme) au Liban. Nous avons présenté dans une premieére
partie de ce chapitre des études mathématiques et épistémologiques pour ce savoir. Nous
avons ¢laboré une étude portant sur la transposition didactique de ce savoir a travers le
programme et des manuels scolaires libanais. Nous avons organis¢, dans une deuxiéme partie,
nos analyses qui ont constitué¢ 1’étude de la validité des éléments figurant lors de la premiére
séquence et la détection de nouveaux indices se rapportant au phénomeéne du dédoublement

des milieux.

Le septieéme chapitre porte sur I’étude d’une séquence d’enseignement organisée autour d’une
ingénierie didactique sur la « Soustraction » en CE1 en France. Nous avons men¢, dans une
premiére partie, une ¢étude épistémologique de la soustraction. Nous avons étudié la
transposition didactique de ce savoir a travers les programmes francais de 2008. Nous avons
déterminé, a travers un entretien avec la professeure, ses milieux cognitifs de I’objet d’étude
qui ont collaboré a analyser certaines pratiques professorales. Nous avons transcrit une séance
dans laquelle nous analysons des extraits permettant d’envisager une étude comparative entre
les milieux personnels de la professeure et des ¢éléves. Ce chapitre est destiné a montrer la
persistance des €léments justifiés précédemment au sein des séquences étudiées. Il s’agit pour

nous de prélever des caracteres génériques du phénomene didactique étudié.

Dans la conclusion, nous revenons sur les principales étapes de cette these. Nous détaillons
des ¢léments génériques, afin de montrer le phénomeéne didactique étudié, a travers les
analyses recueillies sur les différents rapports personnels des ¢€léves et du professeur aux
¢léments institutionnels de nouveaux savoirs. Nous proposons ensuite quelques perspectives

pour la formation et de recherche.
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Premiere Partie : Cadre de la Recherche

Chapitre 1 : Etude sur le milieu

Chapitre 2 : Cadre théorique

Chapitre 3 : Méthodologie de recherche

Chapitre 4 : Problématique de recherche
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CHAPITRE 1

ETUuDE SUR LE MILIEU

1.1 Le milieu dans la TSD

1.2 Le contrat didactique

1.3 Un dédoublement des milieux et non pas une bifurcation des situations
1.4 Le milieu de notre étude

1.5 La distance mésogénétique
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Introduction générale

Comme définie dans le cadre de la Théorie des Situations Didactiques (TSD), une situation
peut étre modélisée a 1’aide des interactions d’un sujet générique avec un milieu, objet qui
apparait dénué d’intentions, sur lequel et avec lequel on agit et qui rétroagit. On sait que dans
le schéma qu’il donne de la structuration des milieux et des situations, Brousseau (1986)
considére que le milieu d’une situation de niveau n est la situation de niveau n—1. La
définition de ce qu’est un milieu est aussi donnée dans le cadre de la Théorie Anthropologique
du Didactique (TAD) par Chevallard (1989a); il est constitué des rapports stables a des objets,
qu’ils soient mathématiques ou vus comme non mathématiques, mais considérés comme
objets a des fins didactiques. Revenant au cadre de la TSD, dans I’ordinaire de 1’enseignement
les « ¢éleves réels » sont parfois ¢loignés du modele idéal du sujet générique. Aussi la situation
de niveau n — 1, qui deviendra milieu de la situation de niveau n, dépend-elle des types
d’interactions établis par les divers éléves avec le milieu qu’elle contient. Ces interactions
sont ainsi le plus souvent soumises aux fluctuations interindividuelles. Aussi, les situations
qui deviendront milieux peuvent-elles varier d’un éléve a I’autre ou, plus précisément, d’un
groupe d’¢éléves a I’autre. Dans de telles conditions, il est loin d’étre certain que le milieu que,
pour pouvoir enseigner, le professeur pense avoir convoqué dans la classe et qu’il estime
partagé par une grande partie des ¢éleves, le soit réellement. Dans ce cas, nous dirons qu’il y a
dédoublement des situations et, par conséquent, dédoublement des milieux. Dans ce travail,
nous nous intéressons aux origines de ces dédoublements et observeront d’une part les
rapports du professeur et des éléves a un milieu, et d’autre part, les rapports des éléves a un
milieu qui peut étre le méme que celui du professeur ou peut ne pas 1’étre. Dans la plupart de

cas, nous verrons que les milieux peuvent étre le plus souvent différents.
L’objectif de ce chapitre est d’étudier certaines caractéristiques des notions didactiques : le

milieu et le contrat didactique. De plus,, nous indiquerons la définition du milieu que nous

utiliserons dans notre étude.
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Modélisation de ’enseignement dans la TSD

Les travaux sur les pratiques enseignantes se focalisent d’une part sur 1’enseignement
ordinaire et d’autre part sur un enseignement issu d’une ingénierie didactique, c’est-a-dire,
dans ce dernier cas, sur des classes dans lesquelles les situations sont préparées par le
chercheur. Les études menées en TSD ont permis de dégager et théoriser deux notions que

nous allons développer ci-dessous : celles de milieu et de contrat didactique.

1.1. La notion du Milieu dans la TSD

La notion du milieu est une notion fondamentale de la théorie des situations didactiques. Pour
Brousseau (1998a), le milieu est « tout ce qui agit sur I'¢leve et ce sur quoi 1'¢leve agit ». C'est
le systéme antagoniste du systéme enseigné, c'est-a-dire de 1'éléve. Le milieu permet de rendre
compte des différents roles des éléves et du maitre dans les situations’ didactiques. I1 est
considéré comme l'ensemble des éléments (matériels, sociaux, cognitifs, etc.) permettant la
dévolution aux éleves d'une question, et dont les rétroactions alimentent la dynamique

d'action/validation/formulation dans une situation d'enseignement.

La notion du « milieu » est utilisée a la fois dans le but de construire des ingénieries
didactiques et d’analyser les séquences d’enseignement, que ce soit a priori ou a posteriori.
Elle est tout d’abord rattachée a la notion de situation a-didactique®. Puis son usage s’est
¢largi a ’analyse d’une situation didactique quelconque.

Le « milieu » est structuré par Brousseau (1986a) en six niveaux sous une forme emboitée
allant du milieu matériel (au niveau le plus intérieur) jusqu’au milieu de la recherche en
didactique. Chaque milieu correspond a un type de situations et chaque type de situations
correspond au milieu du niveau suivant. La structuration propos€e par Brousseau est
complétée par Margolinas (1995). Dans sa proposition de modélisation, une telle structuration

comporte sept niveaux dont trois négatifs (les niveaux les plus bas), qui correspondant aux

'« Le terme situation désigne I’ensemble des circonstances dans lesquelles une personne se trouve, et des
relations qui 1’unissent a son milieu.

Une situation didactique est une situation ou se manifeste directement ou indirectement une volonté d’enseigner.
Le modéle de situation de Brousseau décrit le processus de production de connaissances dans une classe au
moyen des deux interactions basiques :

- L'interaction entre I'¢léve et le milieu, ce dernier offrira des résistances et produira des rétroactions qui
influeront sur les connaissances mathématiques mises en jeu.

- L'interaction entre 1'¢léve et le professeur a propos de l'interaction entre 1'éléve et son milieu (Brousseau, 1986).
* Une situation adidactique est définie par : « Le maitre se refuse a intervenir comme possesseur des
connaissances qu’il veut voir apparaitre. L’¢leve sait bien que le probléme a été choisi pour lui faire acquérir une
connaissance nouvelle mais il doit savoir aussi que cette connaissance est enti¢rement justifiée par la logique
interne de la situation » Brousseau (1998a).
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situations adidactiques, et trois niveaux positifs correspondant aux situations sur-didactiques
(les situations propres a I’enseignant), la situation Sy étant la situation didactique qui sépare
les situations positives de situations négatives.

Brousseau (1986) a illustré par un schéma I’imbrication des milieux selon une forme
« oignon » (colonne 1). Margolinas (1995) a proposé¢ des modifications de la présentation de
ce modele classique, avec des emboitements de différents niveaux, dans une présentation en
tableau a double entrée appelée « structuration du milieu complété » (colonne 2). La fonction
essentielle de ce tableau est d’analyser les interactions éleve / professeur / milieu a travers les
connaissances mises en jeu a chaque niveau. Nous présentons ce tableau tel que Matheron
(2010) le donne en ajoutant une colonne indiquant ce qui reléve des niveaux didactique, sur-

didactique et adidactique (colonne 3) :

Colonne 1 Colonne 2 Colonne 3
M3 : Milieu de P3 : Professeur | S3 : situation
construction noosphérien noosphérienne
M2 : Milieu de P2 : Professeur | S2 : situation de .
. . Sur-didactique
projet constructeur construction
M1 : Milieu El : Eleve P1 : Professeur |S1 : situation de
didactique réflexif projecteur projet
MO : Milieu EO : Eléve PO : Professeur | SO : situation Didactique
d’apprentissage pour I’éleve didactique
M-1 : Milieude |E-1: Eléve P-1: professeur |S (-1) : situation
référence apprenant observateur d’apprentissage
M-2 : Milieu E-2 : Eléve S (-2) : situation | A-didactique
objectif agissant de référence
M-3 : Milieu E-3 : Eléve S (-3) : situation
matériel objectif objective

Figure 1: Emboitement des milieux

Selon Margolinas (2002), le niveau le plus général du modele (+3) est le niveau idéologique
caractérisant l'activité de l'enseignant qui réfléchit de fagon trés générale a I'enseignement, ou
bien a l'enseignement des mathématiques. A ce niveau, l'activité de l'enseignant n'est pas
finalisée. Au niveau suivant (+2, niveau de construction) l'activité¢ de l'enseignant consiste a
concevoir les grandes lignes de l'enseignement d'un théme voire, plus rarement, d’une
organisation mathématique plus large. Du point de vue de 1'ingénierie didactique, c'est a ce
niveau qu'intervient de fagon caractéristique la recherche d'une situation fondamentale. Si 1'on
considere I'observation des pratiques ordinaires, on pourrait parler a ce niveau de recherche de
problématique. Le niveau (+1, niveau de projet) caractérise l'activité de l'enseignant qui

détermine le scénario d'une lecon. Le niveau (0, niveau didactique) caractérise l'action de
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l'enseignant en classe. Le niveau (-1, niveau d'observation) est caractéristique de la dévolution
ou de l'observation de l'activité des éléves. L’absence de la place du professeur est marquée
dans les niveaux (-2) et (-3). L’¢leve agit dans (-3) sur les objets matériels du milieu et devrait
recevoir des rétroactions lui permettant de s’engager dans (-2).

Tout au long de ce processus, le professeur va chercher a créer les conditions pour que les
¢léves construisent leurs connaissances ou modifient ces derniéres comme réponse aux
exigences du milieu et/ou aux attentes du professeur lui-méme. Il prend des décisions a tous
les niveaux de son activité. L’idée de disposer les milieux par ordre, par exemple de débuter
toujours par M-3 pour se déplacer apres vers M-2 et ainsi de suite, est loin d’étre une pratique
effective dans 1’organisation de I’enseignement « ordinaire ».

Dans Comiti, Grenier et al (1995), nous trouvons une illustration de 1’usage de la structuration
du milieu dans 1’étude des pratiques d’enseignement de la notion de racine carrée en classe de
3°. A partir des observables, ces chercheurs ont pu relever un phénoméne désigné du terme de
«dédoublement des situations» (voir 1.3, p.27). Ces chercheurs ont alors montré le décalage
existant entre un milieu supposé propice a ’apprentissage et « le » milieu avec lequel des
¢léves interagissent. Ce phénomeéne est révélé par un dysfonctionnement au sein du « contrat

didactique ».

L'observation de I’interaction du professeur avec des milieux différents qui, dans une classe,
réferent a des rapports différents a des situations éventuellement différentes elles aussi, peut
aider le chercheur a étudier a quel type d’amalgame de « situations » vécues par les éléves ils
s’identifient. Cela permet d’identifier les contraintes, les attentes, les ruptures, les
renégociations, les divers types de rapports que les €¢leves ont établis avec des objets connexes
ou qui leur paraissent tels. Les situations adidactiques proposées au sein d’ingénieries baties a
partir de la théorie des situations didactiques (Brousseau, 1986) sont concues en vue d’une
construction optimale d’interactions sujets-milieu qui convergent vers les connaissances
visées ; le savoir visé étant celui qui correspond a la stratégie optimale. Mais, au sein d’une
ingénierie, a chaque niveau de situation les interactions des éleves sont pensées a priori
comme étant dirigées vers le méme milieu précédemment dévolu. La question qui se pose est

celle de savoir si le milieu est effectivement le méme pour tous : professeur et éleves d’une

part, entre ¢léves d’autre part.
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1.2. La notion de contrat didactique

Une notion fondamentale en didactique est celle de « contrat didactique ». Elle permet de
saisir la partie des responsabilités contractuellement établies entre 1’enseignant et I’enseigné
« spécifique du "contenu" : la connaissance mathématique visée » (Brousseau 1986) ; méme si
les termes du contrat sont grandement implicites.

Lors de la VIII® école d’été, Brousseau (1995) donne une typologie des contrats modélisant
les régulations didactiques selon un partage des responsabilités entre un émetteur et un
récepteur d’une connaissance, les situations d’action étant exclues de cette modélisation.

Le contrat didactique fournit le substrat de toute interaction didactique quelle qu’elle soit ; que
I’enseignement obéisse a une forme du type émetteur-récepteur, téte pleine / téte vide,
apprentissage par adaptation, etc.

Le contrat didactique fonctionne selon le paradoxe suivant : « dans tous les systemes
didactiques, le maitre tente de faire savoir a l’éleve ce qu’il veut qu’il fasse, mais il ne peut
pas le dire d’'une maniere telle que l’éleve n’ait qu’a exécuter une série d’ordres. Ce contrat
fonctionne comme un systeme d’obligations réciproques qui détermine ce que chaque
partenaire, |’enseignant et [’enseigné, a la responsabilité de gérer, et dont il sera d’une
maniere ou d’une autre responsable devant [’autre » (Brousseau, 1986). Tout ce que le
professeur entreprend, pour faire produire par 1'éleve les comportements qu'il attend, tend a
priver ce dernier des conditions nécessaires a la compréhension et a l'apprentissage de la
notion visée : si le maitre dit ce qu'il veut il ne peut plus I'obtenir. Mais I'éléve est lui aussi
devant une injonction paradoxale : apprendre suppose pour lui qu'il accepte la relation
didactique, mais qu'il la considére comme provisoire et s'efforce ultérieurement de se défaire
de cette dépendance. Car 1’enseignement contient en lui sa propre extinction et I’on évaluera
I’apprentissage a un objet de savoir lorsque la relation didactique sera terminée, ou encore
lorsque I’¢léve aura établi une relation a cet objet de savoir aprés que son enseignement sera
terminé.

Ces injonctions paradoxales amenent le professeur a jouer un « double jeu » : dans un premier
temps, il s'abstient, pour cela, il va s'efforcer de dissimuler en partie ce qu'il veut enseigner.

Il travaille avec les ¢éléves sur I'histoire qu'ils sont censés avoir vécue. Il leur fait vivre une
histoire vraie pour eux mais parfois ¢loignée du savoir culturel a enseigner ; c’est ce que I’on
désigne sous le nom de « genése artificielle du savoir ». Le professeur réorganise I'histoire des
¢léves en sélectionnant les ¢léments nécessaires a son enseignement puis, dans un second

temps, il sélectionne dans le présent de I’enseignement pour faire basculer I'histoire de 1'éleve
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vers I'histoire universelle et collective du savoir en jeu. Ce double jeu s'explicite en théorie des
situations par le couple « dévolution/institutionnalisation » (Lucena, 2012).

Quelques effets de contrat didactique sont bien connus, entre autres « 1’effet Topaze et I’effet
Jourdain », qui représentent pour le professeur deux manicéres de « tricher » au jeu
d’apprentissage. L’effet « Topaze » se manifeste lorsque le professeur négocie a la baisse les
conditions dans lesquelles I'¢léve finira par donner la réponse attendue : le probléme est
complétement changé et le professeur finira par prendre a sa charge 1'essentiel du travail en
allant jusqu’a «souffler» la réponse a I’¢léve. Les connaissances visées sont faussement
attribuées a I’¢léve. Alors que l'effet « Jourdain » se manifeste lorsque le professeur admet de
reconnaitre l'indice d'une connaissance savante dans les comportements ou les réponses des
¢léves, bien qu'elles soient motivées par des causes et des significations banales.

Ajoutons a ces deux effets le glissement métacognitif qui est «le remplacement d’une
connaissance par un de ses modeles par une description en métalangage » et le glissement met
didactique qui est « le processus didactique qui conduit a I'utilisation didactique effrénée du
glissement métacognitif ».

Un autre contrat s’ajoute, celui de la maieutique que Brousseau 1’a défini comme « Le
professeur choisit des questions telles que l'éléve puisse en trouver les réponses avec ses
propres ressources, et il les organise de fagon a modifier ses connaissances ou ses
convictions. Le professeur modifie ses questions en fonction des réponses de l'éleve ».
Intervenir par des effets de contrat pourrait étre vu comme un enrichissement du milieu en vue
du maintien du contrat en cours. Si cela permet que le contrat ne soit pas rompu et que le

temps continue d’avancer, les chances d’un apprentissage par 1’éléve s’amenuisent d’autant.

1.3. Un dédoublement des milieux et non pas une bifurcation des situations

Pour Brousseau (1999) « nous avons nommé situation le modele d'interaction d'un sujet avec
un milieu qui détermine une certaine connaissance comme ressource disponible pour le sujet,
de maniere qu’il atteigne dans le milieu un "état favorable". Certaines situations demandent
la conmstruction ou l'acquisition de connaissances et de schémas nécessaires, mais d autres
offrent la possibilité au sujet de construire par lui-méme une nouvelle connaissance dans un
processus genétique. Le mot « situation » sert a décrire l'ensemble des situations qui
encadrent une action, comme un modele théorique et éventuellement formel qui sert a

l'etudier ».
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Si nous entendons par situation cela, alors il y a évidemment un dédoublement des « situations
qui encadrent une action » ou « bifurcation au niveau des situations ». Mais, ce qui nous
intéresse dans notre étude est I’origine de ces dédoublements qui soient 1’existence de

« plusieurs » milieux encadrant une action.

Le concept de bifurcation didactiques dii a Margolinas (2005) qui explique :

« On peut dire que j’ai rencontré pour la premiere fois une bifurcation du milieu dans
un cas ou une situation de classe pose probleme au professeur, qui est ralenti dans son
avancée normale et mis en difficulté par une classe qui s agite. C’est donc en terme de
dysfonctionnement que j’ai abordé les bifurcations de situation ».

Ce concept découle d'un décalage entre les intentions du professeur et les attentes des éleves.
Ce décalage est dii au dysfonctionnement des situations. Lorsqu'il propose un probléme aux
¢leves, le professeur projette son intention d'enseignement, c'est-a-dire sa volonté de modifier
le systtme de connaissances des ¢éléves. Il construit alors une situation didactique en
proposant un milieu, ce qui place les éleves dans I’ignorance des intentions de leur professeur.
En revanche, ils peuvent les imaginer en s'appuyant sur le milieu matériel de la situation
objective. Confrontés a ce milieu matériel, les €léves pourront investir une situation de
référence différente de celle prévue dans les intentions du professeur, ce que nous appelons
« bifurcation » :

1l y a, pour le professeur, des difficultés a comprendre les indices d'une bifurcation
didactique si elle n'a pas été prévue ; cette difficulté d'interprétation des indices fournis
dans les interactions avec les éleves peut provenir d'un décalage de la position des
acteurs dans la structure des milieux » (Aldon, 2011).

Pour exemplifier, nous tirons un extrait de ’analyse d’une séquence d’enseignement des

nombres relatifs :

31 | P Donc on a changé seulement 1’ordre des nombres. Donc si on change 1’ordre des
nombres dans une opération, on a des additions et des soustractions, est-ce que la
réponse change ?

Séance3/ Extrait numéro 4/ Ligne 31

Pour inciter les €leves a se replacer définitivement dans ce sujet, le professeur réalise la tache
mathématique (commutativité des nombres relatifs) par une « bifurcation » qui mene les
¢éleves a un flou sur les milieux institutionnels du savoir. Il s’agit pour lui de convoquer le
calcul de I’expression numérique « a+b-¢» dans le contexte de I’ensemble des Nombres

Relatifs : « Donc si on change l’ordre des nombres dans une opération, on a des additions et
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des soustractions ». Dans ce sens, le calcul de 3 - 2 pourrait étre remplacé par -2 + 3 que les
¢léves ignorent en ce moment. Tandis que les €léves ne peuvent mobiliser que de leurs
connaissances antérieures portant sur les additions et les soustractions dans le contexte des
entiers positifs. Ces opérations ont pour signification : Additions : c’est augmenter un état
initial et Soustractions : c’est diminuer un état initial.

Dans ce tour de parole, le professeur mobilise a sa giselle secteur mathématique « Nombres
Relatifs », mais il y a de fortes chances que les €léves pensent avec les objets d’un autre
secteur qu’ils connaissent bien : celui des entiers naturels. Cet état de fait nourrit la bifurcation
et seme un « flou» sur les Organisations Mathématiques du savoir auxquelles les ¢éleves
pourront se référer. Dans notre recherche, nous ne contentons pas de déterminer la présence
d’une bifurcation mais nous tentons de repérer le niveau de 1’organisation mathématique a
laquelle elle référe : un sujet, un théme, un secteur mathématiques ? Nous suivons pour cela
I’échelle des niveaux de codétermination didactique dans sa partie spécifique au savoir (voir

TabOM 2, p.46) de Chevallard (2007).

Dans les analyses qui suivent, nous interpréterons la bifurcation du point de vue du professeur
et des ¢leves, autrement dit selon les positions occupées par les uns et les autres au sein de la
topogenése (Chevallard, 1985). En d’autres termes, nous nous démarquons de I’interprétation
des bifurcations qui est celle de Margolinas (2005) :

Les bifurcations sont encore vues en terme de dysfonctionnement, mais dans ce cas,
contrairement a ce qui avait été observé dans le cas du « carré négatif », il n'’y a pas
de dysfonctionnement vécu par les professeurs, soit parce que le professeur joue sur le
contrat pour orienter les éleves dans la « bonne branche », soit parce que le
professeur accepte toute les interprétations possibles du probleme ».

I1 s’agit pour nous de montrer que les «bifurcations » fonctionnent aux niveaux des milieux a
I’intérieur d’une situation didactique et, non dans une bifurcation des « situations » qui se

situerait aux niveaux de la colonne 2 de la Figure figurel, p.24.

1.4. LE MILIEU DE NOTRE ETUDE

Nous reprenons la définition du milieu de Brousseau (1988) :

« Pour représenter convenablement le fonctionnement non didactique des
connaissances, nous devons adopter le plus souvent des situations dans lesquelles les
etats du jeu sont déterminés alternativement par le joueur et par un SYSTEME
antagoniste qui modifie les états du jeu de facon non contrélée par le joueur. Ce
systeme, nous [’avons déja signalé, est pour [’observateur une modélisation de
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[’environnement et de ses réponses pertinentes pour l’apprentissage en cours [...]
C’est ce systeme antagoniste que nous avons proposé d’appeler milieu ».

Nous exemplifions cette citation sur un cas relatif a I’enseignement de la résolution des
équations tirées d’une séquence observée. Une équation de forme 4x—1=2x+3 est
présentée a la classe afin de la résoudre. Le professeur veut que les éléves appliquent la
technique dite de «transposition des termes » dans une équation, technique récemment
¢tudiée par les éleéves. Pourtant, des éléves ont travaillé d’une facon différente de celle
attendue par leur professeur. Ils ont mobilisé pour cela leurs connaissances antérieures sur les
expressions algébriques. Ils ont donné pour solution 6x+2 en additionnant les différents
termes comme dans une expression de forme 4x—1+2x+3. Nous considérons cela comme
un état du « systéme antagoniste » qui va amener le professeur a changer les états du jeu des
¢leves.C'est-a-dire 1’action des €leves sur un milieu pourrait engager un autre milieu, différent
de celui attendu par leur professeur. Les interactions avec le milieu adidactique tel qu’il est
dévolu dans I’enseignement ordinaire, si tant est qu’il le soit, sont trés souvent insuffisantes
pour permettre d’établir une connexion directe avec les savoirs institutionnellement visés ; ce
qui conduit a différents phénoménes de ruptures du contrat comme les effets Topaze,
Jourdain, ou glissement méta-cognitif.

Dans notre ¢étude, nous allons étudier les milieux qui se constituent au fur et a mesure par

« I’agrégation » des milieux des éléves et du professeur.

Au sein de I’anthropologie cognitive de Chevallard (1992), la notion du milieu est reprise en
termes de rapports institutionnels et de contrats institutionnels :

« On désigne par C((T), et on nomme contrat institutionnel relatif a I au temps t,
I’ensemble des couples (O, Ri(O, t)), our O est un élément de Oy(t) °. On nomme alors
milieu institutionnel relatif a I au temps t, et on note My(t), le sous-ensemble de Cy(t)
formé des couples (O, R)(O, t)) « stables » au temps t » (p. 89).

La notion du milieu que nous avons adoptée dans cette recherche est ainsi étendue a I’étude de
I'ensemble des objets institutionnels qui, pour les sujets du systeme didactique, vont de soi.

Les rapports a ces objets sont déterminés par I’ensemble des rapports personnels, du

professeur et des €léves, qui existent dans I'institution dans le cas ou R(x, o)+ ¢ (Chevallard,

2003) ou x est I’individu, o est I’objet et ¢ est I’ensemble vide.

> D’aprés Chevallard (1992) « a chaque institution / est associé un ensemble d’objets, Oy, dit ensemble des objets
institutionnels (pour I), qui est I’ensemble des objets O que connait /, ¢’est-a-dire pour lesquels existe un rapport
institutionnel Ry(O) [...] L’ensemble O; dépend de t = t, et il serait donc plus exact de le noter Oy(t) » (p. 88)
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Pour Chevallard (2007) le milieu est désigné par :

« Un milieu est entendu ici dans un sens voisin de celui de milieu adidactique en
théorie des situations didactiques. On désignera en effet comme étant un milieu tout
systeme qu’on peut regarder comme dénué d’intentions dans la réponse qu’il peut
apporter, de maniere explicite ou implicite, a telle question déterminée. Le systeme
consideré se comporte alors a cet égard comme un fragment de « nature ». Par
contraste, d propos de nombre de questions qu’on entend leur poser, les média’s sont
en genéral mus par une certaine intention, par exemple [’intention « d’informer ».
Bien entendu, un média peut, a propos de telle question particuliere, étre regarde
comme un milieu, et étre utilisé comme tel ».

Au-dela de la distinction média-milieu, une condition nécessaire au fonctionnement du
systéme didactique tient au fait qu’a chaque instant un ensemble d’objets puisse exister pour
les sujets de I’institution, a savoir qu’existent des rapports institutionnels stables. Le
fonctionnement du systeme didactique fait néanmoins « bouger » le milieu, au sens de
Chevallard, puisque les rapports personnels aux objets d’enseignement vont se transformer au

fil du temps didactique pour devoir se rapprocher des rapports institutionnels.

% Le mot de média désignera ici tout systéme de mise en représentation d’une partie du monde naturel ou social a
I’adresse d’un certain public : le « cours » du professeur de mathématiques, un traité¢ de chimie, le journal d’un
présentateur de télévision, un quotidien régional ou national, un site Internet, etc., relévent en ce sens du systeme
des médias (Chevallard, 2007).

@® Thése : KAZAN Elie ® 31



@ Thése : KAZAN Elie ©

32
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CHAPITRE 2

CADRE THEORIQUE DE LA RECHERCHE

VERS UNE PROBLEMATIQUE DE RECHERCHE

2.1 La Transposition didactique

2.2 La distance mésogénétique

2.3 Notions fondamentales de la TAD
2.4 Etude praxéologique de la TAD

2.5 Les moments didactiques
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Notre travail de recherche se situe dans le cadre de la Théorie Anthropologique du Didactique
(TAD) développée par Chevallard a partir des années 1980. Cette théorie repose sur un certain
nombre de postulats concernant l'activit¢ humaine: rapports personnels, rapports
institutionnels, organisations praxéologiques (ponctuelles, locales, régionales, globales),
qu’elles soient propres au savoir mathématique, dans le cas qui nous occupe, ou didactiques,
destin de chaque objet et notamment 1'objet du savoir dans I'écosystéme des connaissances.

Nous allons présenter, dans cette partie de notre travail, les principaux concepts de la Théorie
Anthropologique du Didactique qui sont en rapport direct avec les « objets » du savoir

manipulés ou méme évoqués dans cette these.

2.1 La Transposition didactique
Chevallard (1985) a défini la transposition didactique de la maniére suivante :

« Tout projet social d'enseignement et d'apprentissage se constitue didactiquement
avec l'identification et la désignation de contenus de savoirs comme contenus a
enseigner. [....] Un contenu de savoir ayant été désigné comme savoir a enseigner
subit des lors un ensemble de transformations adaptatives qui vont le rendre apte a
prendre place parmi les objets d'enseignement. Le « travail » qui d'un objet de savoir
a enseigner fait un objet d'enseignement est appelé transposition didactique ».

Nous distinguons, dans le processus de transposition didactique trois types de savoirs : le

savoir savant, le savoir a enseigner et le savoir enseigné.

Le savoir savant est celui de la communauté scientifique. Ce savoir constitue la référence
supréme du savoir a enseigner qui y trouve ses raisons d'étre et sa légitimité. C’est le savoir
connu comme pertinent et validé par les communautés scientifiques comme les chercheurs

universitaires.

Le savoir a enseigner est celui qu'on trouve consigné dans les curricula et les programmes
ainsi que dans les documents d'accompagnement. Ce savoir est issu des décisions de la
noosphére (inspecteurs, conseillers, intervenants officiels, groupes de pressions politiques,

etc.).

Le passage du savoir savant au savoir a enseigner est qualifi¢ de « transposition externe ».
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Le savoir enseigné est, comme son nom l'indique, le savoir enseigné par les professeurs aux
¢léves. Ce savoir est celui que I’enseignant construit a partir de différentes ressources, comme

le manuel, pour le mettre en ceuvre dans la classe.

Le passage du savoir a enseigner au savoir enseigné est la « transposition interne », ceuvre de
l'enseignant. C’est une sorte de scénarisation du savoir a enseigner et qui devient, par cet acte,
un savoir « effectivement » enseigné. Cette transposition interne est conditionnée, entre
autres, par la connaissance de la part de l'enseignant de 1'objet du savoir, les exigences du
programme officiel, les pratiques d'enseignement (I’organisation didactique) et la vision
propre de l'enseignant (son épistémologie de ce qu’est la discipline et de la maniére de
I’enseigner). Cet ensemble de conditions et de contraintes lui permettent d’envisager et

d’organiser la maniére dont les éléves peuvent apprendre ces connaissances nouvelles.

Par suite, la transposition didactique est le processus par lequel un savoir «savanty» est
transformé de maniére a pouvoir étre enseigné a des éléves qui 1’ignorent encore, mais qui
disposent, comme tout un chacun, de certaines connaissances antérieures. La théorie de la
transposition didactique met en évidence et ¢tudie la reconstruction, ou plus précisément « la
genese artificielle », d’un objet mathématique « connaissable », qui s’opere au sein du triplet
« enseignant, ¢leves, savoirs » constitutif du systéme didactique (Chevallard, 1985).
L’ensemble des systemes didactiques réunis dans le systéme d’enseignement s’inscrit dans
I’environnement social. Le sas entre la société et le systéme éducatif, portant et filtrant les
attentes qui se manifestent a propos de 1’école, est désigné du substantif parodique de

« noosphére’ ».

La transposition didactique met en relief I'asymétrie des roles de l'enseignant et de 1'enseigné
par rapport a 1'échafaudage d'un savoir en classe. Chevallard (1999) désigne ces roles par le
terme grec de fopos qui signifie lieu. Cet échafaudage, pour un savoir en construction,
s'appuie sur un travail coopératif qui prend une forme de jeu de roles entre les éléves et

l'enseignant, chacun effectuant un geste afin que la construction puisse étre édifice.

"L univers [...] prend son sens de la sociét¢ au sein de laquelle on distinguera d’abord le systéme
d’enseignement. A D'intérieur du systeme d’enseignement se forment les systémes didactiques dont les
composantes essentielles sont « éléves, enseignant et savoirs ». Autour du systéme d’enseignement stricto sensu,
on trouve une zone d’interface avec la société que I’on appellera la noosphére. L’ensemble des systémes
d’enseignement et de sa noosphére est désigné comme le systéme d’enseignement /ato sensu. La noosphére
contient notamment les professeurs militants, leurs associations, les producteurs et les défenseurs de telle
doctrine didactique (Chevallard, Enseignement de 1’algébre et TD, Univ Pol Torino, vol 52, 1994)
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La transposition didactique souligne aussi la différence des places entre 1’enseignant et
I’enseigné par rapport au savoir en construction, ce que Chevallard nomme, la topogenése du
savoir. Le professeur, par nature, posséde un surplus de savoir en attente d’enseignement,
mais aussi par rapport au temps comme temps du savoir. L’enseignant, a la différence de
I’enseigné, est capable d’anticipation ; I’€léve pourrait, a la rigueur, maitriser un certain passé,
mais seul le maitre peut maitriser le futur car lui seul peut décider de ce que ’enseigné peut
apprendre (Cité dans Araya, 2008).

La transposition didactique est considérée non pas simplement comme une description de
l'apprét didactique des savoirs mais comme une transposition de l'espace et du temps
didactique. Selon Chevallard (1994) « le savoir enseigné doit pouvoir étre présent selon une
progression argumentee, et définir ainsi une norme temporelle de progrés dans le savoir que
l'on désignera sous le nom de temps didactique, le processus de construction (interne au
systeme didactique) du temps didactique étant lui-méme appelé chronogenése. D'autre part,
chaque "segment" du temps didactique doit dessiner deux places, l'une pour l'enseignant,
l'autre pour l'enseigné, selon un processus appelé topogenése ». Un autre descripteur du
fonctionnement des systémes didactiques est la mésogenése (Chevallard, 1992) qui réfeére a la
construction du milieu dans la classe « a chaque instant, le milieu apparait subjectivement

comme un donné ; mais c’est en vérité un construit permanent » (/bid.).

Dans cette recherche, nous utilisons le concept de mésogenese, tel qu’il a été défini par
Chevallard (1985) dans sa théorie et développé depuis dans le cadre de cette théorie, pour
répondre aux questions suivantes : comment se constitue le milieu dans la classe ? Quels sont
les milieux activés au cours du temps didactique ? Selon quelle succession 1’enquéte sur le
savoir, si elle a lieu d’un point de vue laissant un topos assez large a 1’¢leve, se construit-elle ?
Dans la topogenese, quels roles le professeur et les ¢léves auront-ils assumés et a quel niveau
de responsabilité ? Quels sont les effets chronogénétiques objectivables en termes de

« décalage » temporel pouvant s’installer dans la classe entre le professeur et les éleéves ?

Ces trois fonctions, par leurs interactions dans la « transposition interne », reglent le
cheminement de la transposition didactique dans la classe. Elles lient les connaissances des
¢léves aux objets du nouveau savoir, c'est-a-dire les rapports des ¢€leéves au savoir que

I’enseignement a permis d’établir.
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2.2 Ladistance mésogénétique

Le concept de transposition didactique étudie le processus qui fait que les objets du savoir
mathématique savant sont transformés en savoirs a enseigner. Il existe évidemment un écart,
ou une distance, entre le savoir savant et le savoir enseigné. Mais il existe aussi un décalage
temporel entre le professeur et les éléves®. Il se manifeste entre le temps didactique, temps de
I’enseignement d’objets de savoir nouveaux par le professeur et le temps de leur apprentissage
par les éleéves. D’autre part, les deux savoirs, celui du professeur et celui des €léves, prennent
leurs origines dans des institutions différentes, notamment sur les plans épistémologiques et
didactiques. Pour le professeur a partir de ressources variées venues de sa fréquentation de
diverses institutions : scolaires, universitaires, venues d’ouvrages savants ou de manuels du
commerce, venues de programmes et instructions officielles, ainsi que des souvenirs de son
expérience professionnelle passée, etc. Pour les éléves, ils prennent leur source de I’institution
scolaire : école, manuels, cours particuliers ou de leurs parents.

Ainsi, les éleves mobilisent-ils des connaissances antérieures autour de ce qu’ils ont étudié au
cours des années scolaires précédentes ou de I’année scolaire présente, tandis que le
professeur essaye de reconstruire des savoirs finalisés. Sur le plan didactique, les éléves sont
contractuellement engagés a résoudre les tiches mathématiques choisis par le professeur. Ils
mobilisent alors certaines connaissances venues de niveaux d’organisation du savoir comme
les sujets ou les thémes, plus rarement des niveaux d’ordre supérieur comme les secteurs. Ils
s’engagent alors dans des moments d’¢laboration d’une (ou des) techniques personnelles
appropriées ou de mise en ceuvre de techniques qui leur ont été enseignées et qu’ils
s’approprient. Par sa nature, le travail du professeur est évidemment différent (voir
fonctionnement du contrat didactique p.26). Il sélectionne les €¢léments du savoir prescrit lors
de la transposition didactique externe et les organise de fagon a pouvoir trier ce qui est
nécessaire a sa possible dévolution aux éléves ; c’est-a-dire a la responsabilité qu’il leur
transfére pour construire ou pour travailler le savoir qu’ils auront a apprendre. Le décalage
entre les connaissances des ¢leves et les intentions du professeur rend parfois délicate
l'interprétation des réponses des €leves, car ils ne travaillent pas dans les mémes milieux de
connaissances, qui sont faits des rapports stabilisés a des éléments venus des organisations

mathématiques (OM).

¥Sensevy (1994) explique que le Journal des fractions est fondé sur « la nécessité de faire reconnaitre par
I’institution-classe un espace-temps ou 1’¢léve travaille dans sa durée la formation de rapports a des objets
complexes (objets de savoir en interrelation avec objets épistémiques), ou les rapports ainsi ¢laborés soient
débattus par la communauté des éléves, ou les rapports ainsi réélaborés soient désignés par dialogue maitre-
classe comme rapports institutionnels produisant du temps didactique.
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Pour évaluer ce décalage, nous nous intéresserons ; a partir des traces écrites, langagicres,
gestuelles recueillies des activités des €leves et du professeur ; a I’analyse des organisations
mathématiques (OM) mobilisées. Ces OM seront présentées sur 1’échelle des niveaux de
codétermination didactique (voir Tab OM?2 p.46). La comparaison de ces différents niveaux,
qui correspondent a des ¢éléments constitutifs de milieux différents devient alors possible et
permet la détermination des écarts. Tout se passe comme si nous pouvons mesurer les
distances entre les savoirs des ¢€léves et ceux du professeur ainsi que, éventuellement, la
distance au savoir institutionnellement attendu. Nous parlons alors de « distance

mésogénétique ».

2.3 Notions fondamentales de la théorie anthropologique du didactique
(TAD)

En Théorie Anthropologique du Didactique, la premiére notion fondamentale est celle est
celle d’objet (Chevallard, 2002) :

« Est objet toute entité, matérielle ou immatérielle, qui existe pour au moins un
individu. Tout est donc objet, y compris les personnes. Sont ainsi des objets le nombre
sept, et aussi le chiffre 7, la notion de pere et aussi ce jeune pére qui promene son
enfant, ou encore l’idée de persévérance (ou de courage, ou de vertu, etc.), et le
concept mathématique de dérivée, et aussi le symbole &) etc »

En particulier, toute ceuvre, c’est-a-dire tout produit intentionnel de I’activité¢ humaine, est un

objet.

La deuxieme notion fondamentale est celle de rapport personnel d’un individu x a un objet o,
expression par laquelle Chevallard (2002) désigne la fonction, notée « R(x, o), de toutes les
interactions que x peut avoir avec [’objet o— que x le manipule, ['utilise, en parle, en réve, etc.
On dira que o existe pour x si le rapport personnel de x a ouest « non vide », ce qu’on note

R(x, 0) = ».

La troisiéme notion fondamentale, celle de personne, est alors le couple formé par un individu
x et le systéme de ses rapports personnels R(x, 0) :

« A un moment donné de [’histoire de x. Le mot de personne, tel qu’on [’emploie ici,
ne doit pas faire illusion : tout individu est unipersonnel, y compris le tout petit enfant,
I’infans (étymologiquement, celui qui ne parle pas encore). Bien entendu, au cours du
temps, le systeme des rapports personnels de x évolue : des objets qui n’existaient pas
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pour lui se mettent a exister ; d’autres cessent d’exister ; pour d’autres enfin le
rapport personnel de x changey» (Chevallard, 2002).

Les rapports personnels s’établissent au sein d’institutions /, quatriéme notion fondamentale
que Chevallard (1992) a définie ainsi :

« L'institution est un dispositif social total qui peut avoir une extension tres réduite dans
l'espace social, mais qui permet et impose a ses sujets la mise en jeu de manieres de
faire et de penser ».

D'une manicre générale, 1’ensemble formé par l'individu et les rapports personnels est a
référer a des multiples institutions auxquelles s’est assujetti I’individu. L'individu x se
constitue alors en une personne en tant que couple constitu¢ de I’individu et de ses rapports
personnels a diverses institutions. L'invariant est 1'individu, ce qui change est la personne. Ces
propos soulignent 1'idée que la personne se constitue a partir de ses propres assujettissements

passés et présents, auxquels on ne saurait donc jamais les réduire une fois pour toutes.

Dans notre recherche, 1’étude de ses assujettissements pourrait nous montrer les différents
¢léments mathématiques auxquels les €léves et le professeur rapportent leurs actions lorsqu’ils
agissent ou évoquent différents objets de savoir.

Les rapports personnels d’un individu, & un moment donné de son histoire, seront assujettis a
des multiples institutions qui pourraient donc évoluer, au fur et & mesure, avec des ¢léments
de savoir. Des lors, les ¢éléments sont en place pour poser la définition du rapport

institutionnel :

« Etant donné un objet o, une institution I, et une position p dans I, on appelle rapport
institutionnel a o en position p, et on note R(p, o), le rapport a l'objet o qui devrait étre,
idéalement, celui des sujets de I en position p. Dire que x est un bon sujet de I en
position p, c'est dire que l'on a R(x, o) = Ry(p, o), ou le symbole = désigne la conformité
du rapport personnel de x au rapport institutionnel en position p. De méme que pour
une personne x, on parle alors de ['univers cognitif de la position p de I,
Uilp) = {(o, Ri(p, 0)) / Ri(p, o) = g}, et, par extension, de l'univers cognitif de I,

Ud) =9, U(p). En particulier, s'il existe une position p de I telle que R; (p, o) + @, on
dit que I connait o. Pour nombre d'objets o, on a R; (p, 0) = ¢ : les sujets de I en

position p n'ont pas alors, en tant que tels, a connaitre o » (Chevallard, 2003).

Dans une institution, une personne peut occuper plusieurs positions vis-a-vis des objets de

savoir. Il y a ainsi une dialectique des rapports institutionnels et des rapports personnels : les
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premiers fournissent les conditions et les contraintes sous lesquelles se créent et évoluent les
seconds, et en retour les seconds, lorsqu'ils sont congruents aux premiers, viennent les
soutenir. Ainsi, souligne-t-il (Chevallard, 2003), le rapport personnel émerge donc d'une
pluralité de rapports institutionnels :

« Le fait que le rapport personnel R(x, o) émerge d'une pluralite de rapports
institutionnels Ri(p, o), R'i(p’, 0), R"’'i(p’’, 0),... a plusieurs conséquences notables. En
particulier, le rapport personnel R(x, o) n'est jamais parfaitement conforme a tel
rapport institutionnel Ry(p, o),: la personne x est quasiment toujours, dans une certaine
mesure, un mauvais sujet de I, parce que son rapport s'est formé par l'intégration, au fil
du temps, des influences exercées par les divers rapports institutionnels auxquels elle a

’

été assujettie - Ri(p, o), mais aussi R’;(p’, o), R"’i(p’’, o), etc. En sens inverse, R(x, 0)
n'est presque jamais vraiment original, en ce qu'il reflete, en les altérant plus ou moins,
les rapports institutionnels sous l'influence desquels la personne x s'est formée. Par
contraste, c'est precisément a leur capacité d'élaborer des rapports personnels
institutionnellement inédits que [l'on reconnait les créateurs au sens fort du terme,
lesquels d'ailleurs ne sont généralement créateurs qu'en tel ou tel domaine artistique,
littéraire, scientifique, sportif, etc » (Chevallard, 2003).

Dans notre recherche, nous définissons le milieu institutionnel comme étant 1’ensemble des
rapports institutionnels & un objet, pour une position institutionnelle donnée, qui pourront
valider des techniques ou des rapports personnels sur l'ensemble des taches que doivent
accomplir des personnes occupant cette position. Ainsi l'imbrication du rapport personnel et
du rapport institutionnel a propos de I'objet de savoir, définit-il et dévoile-t-il, du point de vue

didactique, le rapport au savoir. Celui-ci ne doit pas étre envisagé comme allant de soi.

2.4 La notion de praxéologie en TAD

Pour Chevallard (1999), une praxéologie se définit a partir du quadruplet suivant [7' 1, 0, O].
Celui-ci désigne un type de taches (7) a accomplir avec une technique t, devant étre validée
par une technologie 0, qui elle-méme requiert une justification par des théories ®. Le premier
bloc [7 t] définit un savoir-faire relevant de la pratique (praxis), alors que le second bloc
technologico-théorique [0, ®] reléve d’un discours raisonné (logos).
Notons que :

e T, le type de taches, est la question générique a accomplir, constituée de I’ensemble des

taches considérées comme €tant du méme type ;
e 1, la technique permettant la réalisation soit de I’ensemble des taches du type 7, soit d’une

partie d’entre elles ;
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e 0, la technologie ou discours rationnel destiné a expliquer et valider et produire la
technique pour réaliser la tache (le « pourquoi »);
e 0, la théorie apportant une justification de niveau supérieur aux assertions que contient le

discours technologique, le rendant compréhensible et le produisant

La modélisation en termes de praxéologies offre une méthode d’analyse des pratiques
institutionnelles permettant leur description et 1’étude de leurs conditions de réalisation
(Chevallard, 1999).
Revenant aux notions de personnes et de rapports, un individu n’est pas sujet d’une seule
institution. « Une personne x est assujettie a une foule d’institutions » (Chevallard, 1992).
Dans ce sens, les €léves ainsi que le professeur pourront jouer sur plusieurs institutions qui
relévent de leurs rapports institutionnels et de leurs assujettissements. Sur ce plan, le travail du
professeur et des éleves sera évalué en termes d’activations praxéologiques, considérées
comme constructions institutionnelles.
Dans cette recherche, nous nous intéressons a relever les praxéologies, c'est-a-dire les
systemes de type de taches, de techniques, de technologies et de théorie qui existent dans les
institutions déterminées, dans le but de déterminer a partir desquelles le (ou les) niveaux de
« dédoublement » sur I’échelle de codétermination didactique.
Pour exemplifier, nous extrayons d’un manuel scolaire le chapitre « Equations » (voir étude
du manuel dans 4.5, p.76), dont nous analysons l’organisation mathématique, décrite en
termes de « praxéologies », autour d’un seul type de taches 754« Déterminer des équations
équivalentes ».
Par exemple : « Les deux équations 2+ x = 5et 4x =12 ont la méme solution qui est 3

Alors elles sont dites équivalentes ».

(Manuel libanais, Classe EB7, Collection Puissance p 168).

L’étude praxéologique est décrite dans le tableau ci-dessous :

iypes de taches T,a: «Remplacer une équation par une autre équation équivalente ».
Dans ce cas, il faut utiliser les techniques T;4 relatives au type de
taches T;q: « vérifier si un réel donné est solution d’une équation »
Techniques - Remplacer x par une'valeur nu’m.érique dans une expressi(?n. -
i - Calculer des expressions numériques en respectant la priorité dans
les opérations.
- Comparer deux nombres.
Il faut appliquer ces techniques T; 4 sur deux ou plusieurs équations

@ Thése : KAZAN Elie © 42




Technologie ) L’égalitf? de de‘u.X nombres. . _
od - L’égalité conditionnelle de deux expressions algébriques.
- Equations ayant la méme solution.
Théorie (IR ,+,x)%st un anneau commutatif factoriel dans lequel tout
o élément non nul posséde une décomposition unique en facteurs
irréductibles.

Tab OM 1 : Etude praxéologique de la tiche « Déterminer une équation équivalente »

Chevallard (1999) ajoute que « Un complexe de techniques, de technologies et de théories
organisées autour d’un type de tdches forme une organisation praxéologique (ou praxéologie)
ponctuelle. L’amalgamation de plusieurs praxéologies ponctuelles créera une praxéologie
locale, ou régionale ou globale, selon que 1’élément amalgamant est, respectivement, la

technologie, la théorie ou la position institutionnelle considérée ».

Chevallard (/bid.) ajoute que : « Les organisations ponctuelles qui se regroupent autour d’une
technologique déterminée sont nommées praxéologies locales, [T;, 1, 6, O]. Les praxéologies
locales relatives a une méme théorie, [Ty, wj, 6, O], sont connues comme des praxéologies
régionales. Finalement, on nomme organisations globales, notées [Ty, T, O, Of, «le
complexe praxéologique obtenu dans une institution donnée, par l’agrégation de plusieurs

organisations régionales correspondant a plusieurs théories G ».

Pour étudier les praxéologies mises en place, la TAD propose d’examiner le travail du
professeur d’apres deux grandes composantes que sont les « organisations mathématiques »
(OM) et les «organisations didactiques » (OD). La notion de praxéologie va ainsi nous
permettre de décrire l'organisation mathématique ou l'enjeu de 1'étude: les objets, les
propriétés, les types de problémes qui la modélise, les techniques mathématiques, les
justifications a apporter, etc. L’OM met ’accent sur le contenu mathématique en vigueur. Il
s'agit, en fait, de répondre aux questions : Quels types d’équations présenter ? Quelles sont les
propriétés a admettre ? Quelles sont les techniques a institutionnaliser ? etc. Quant a ’OD,
elle renvoie a la maniere dont I’enseignant organise les tiches mathématiques de son OM. Elle
met l'accent sur plusieurs questionnements comme: Comment organiser les
séquences d'enseignement ? Quels sont les topos des ¢éléves ? Quel est le topos de

l'enseignant ? Comment €laborer les techniques ?

° En EB7, la résolution des équations se travaillent sur I’identité conditionnelle de deux expressions algébriques
qui ne sont pas enseignées comme €étant des polyndmes. C’est pourquoi nous nous sommes placés dans la théorie

de I’anneau des réels et non dans I’anneau des polynomes (]R [X ] ,+,X ) .
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Par exemple, dans 1’é¢tude du manuel libanais dans lequel nous avons étudi¢ « Les équations
du premier degré » en EB7, nous n’avons pu déterminer que des praxéologies locales de la
forme [Tid, tia, 64, O] avec i=1, 2, 3 autour de type de taches principal « Résoudre une
équation du premier degré a une inconnue ». Ceci nous a permis de déterminer les différents
¢léments des OM et OD de ce savoir tels qu’ils soient présentés dans cette institution « le
manuel ». Ce travail constituera, lors de 1’é¢tude des séances, un outil pour détecter les
différents niveaux de « dédoublement » dans des actions du professeur et des éléves vis-a-vis

du savoir institutionnel.

En résumé, ’analyse en termes de « praxéologies » se réalise a 1’aide des analyses des OM
produites par le professeur et les éléves, ainsi qu’a ’aide des OD mises en ceuvre pour

permettre 1’étude de ces OM.

2.5 Les moments didactiques

Pour analyser les processus didactiques, la TAD propose une organisation des moments
didactiques, ou moments de I’étude. Les moments de 1’étude, au nombre de six, sont définis
par Chevallard (2002) de la maniére suivante :

« Le premier moment de 1’étude est celui de la premiére rencontre avec un type de
taches Ti, par exemple a propos d’une tdache T qui « recéle » une tache t € Ti. Cette
« premiere rencontre » avec Ti peut elle-méme avoir lieu en plusieurs fois, en fonction
des environnements mathématiques et didactiques dans lesquels elle se produit : on peut
redécouvrir un type de tdches comme on redécouvre une personne que l’on croyait
connaitre.

Le deuxieme moment est celui de [’exploration — et donc de la « construction » — du type
de taches T, ainsi que de [’élaboration d’une technique t; relative a T;, par I’étude d’un
ensemble de tdches problématiques t;, ..., t,e T [...] L’étude d’un probleme
particulier, spécimen du type étudié, apparait ainsi, non comme une fin en soi, mais
comme un moyen pour qu une telle technique de résolution se constitue [...].

Le troisieme moment de [’étude est celui de la constitution de [’environnement
technologico-théorique [6/0O)] relatif a la technique 1. D’une maniere générale, ce
moment est en interrelation étroite avec chacun des autres moments. Deés la premiere
rencontre avec un type de taches T, il y a généralement mise en relation avec un cadre
technologico-théorique antérieurement élaboré, ou se mélent des germes d’'un
environnement a créer qui se préecisera dans une relation dialectique avec [’émergence
de la technique [ ...].
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Le quatrieme moment est le moment de [’institutionnalisation, qui a pour objet de
preciser ce qu’est « exactement y ['OML élaborée. [...] Le moment de
Uinstitutionnalisation, c¢’est donc d’abord le moment ou, dans la construction « brute »
qui, peu a peu, a émergé de [’étude, vont étre séparés, par un mouvement qui engage
["avenir, le « mathématiquement nécessaire », qui sera conserve, et le
« mathématiquement contingent », qui, bientot, sera oublié, [...]

Le cinquieme moment est celui du travail de [’organisation mathématique, et en
particulier du travail de la technique, qui vise a la fois a améliorer cette derniere en la
rendant plus efficace et plus fiable — ce qui exige genéralement de retoucher la
technologie, voire la théorie — et a accroitre la maitrise que [’on a et de la technique et
de sa justification.

Le sixieme moment est celui de [’évaluation, qui s’articule au moment de
Iinstitutionnalisation : en pratique, il arrive un moment ou l’on se doit de « faire le
point », en examinant ce que vaut ce qui a été appris — et aussi, on va le voir, ce qui a
été construit. [...] ».

Cependant, les moments de I’étude ne se déroulent pas forcément de maniere chronologique.
Par exemple, les manuels et les cours des enseignants peuvent débuter par le moment de
constitution d’un élément-technologico-théorique, celui-ci étant présenté in extenso sous
forme d’un cours « magistral » ; par exemple par une définition, suivie d’exemples, un
théoreme suivi de sa démonstration ; sans que la raison d’étre du savoir soit rencontrée

autrement que par I’exposition de son existence.

L’analyse du systeme didactique met en relief I’étude des conditions et des contraintes
relatives a I’existence de I’OM et de ’OD. Plus généralement, le systeme se doit « d 'identifier
et d’organiser de maniere optimale les conditions de [’étude sous [’ensemble profus des
contraintes qui lui sont imposées, [et de prendre] en compte les différents niveaux de
détermination didactique » (Chevallard, 2002). Ces niveaux sont hiérarchisés de la manicre
suivante, en allant du plus spécifique au plus général : sujet, theme, secteur, domaine,
discipline, pédagogie, école, société. Ainsi « chaque niveau impose aux niveaux plus profonds
des contraintes déterminées, tandis que ces niveaux exercent en retour sur les niveaux

supérieurs une pression qui tend a modifier les contraintes y ayant leur si¢ge ».
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Matheron (2009)'? exemplifie I’échelle des niveaux de codétermination didactique donnée par
Chevallard a partir du sujet « déterminer un intervalle de confiance ». Les fléches indiquent

. . . 11
que les niveaux interagissent 1’un sur 1’autre  :

Civilisation Innovations technologiques et marché
Société 4 Intégrer les technologies nouvelles
Y Ecole A Cours de 55 minutes

Eléve actif

»

Y Pédagogie 4

Y Discipline | Ii(Tijks Tijks Ojis Op) : “ Mathématiques

>

'  Domaine J Praxéologie globale (T, Tijk, Ojx, Ox)
y
Secteur \ Praxéologie régionale (7}, T, 6;, ©®)
Théme 1 Praxéologie locale (T}, 1;, 6, ©®)
Sujet Praxéologie ponctuelle (7, 1, 0, ®)

Tab OM 2 : Schéma des niveaux de codétermination didactique

On retrouve, a travers ce schéma, le modele praxéologique (7, 1, 0, ®). On y retrouve aussi
I’agrégation des praxéologies mathématiques, c’est-a-dire des organisations mathématiques
qui, partant d’une organisation ponctuelle relative a un sujet donné, s’inserent dans des
organisations plus vastes : locales, régionales et globales pour désigner respectivement les
thémes, secteurs et domaines. C’est ce qu’indiquent les notations indicées en i, j et k.
L’ensemble des domaines constitue la discipline ; a savoir les mathématiques enseignées a un
niveau déterminé. On pourrait croire que 1’intérét de la description qui précede ne réside que
dans I’organisation des mathématiques transposées ; il n’en est rien. Car les mathématiques
elles-mémes déterminent en partie la maniére dont elles seront enseignées, autrement dit
I’organisation didactique. Les quatre derniers niveaux, en surplomb de la discipline,
déterminent les conditions et contraintes venant de la pédagogie, de I’Ecole, de la société et de

la civilisation et qui interviennent dans I’organisation didactique (Matheron, 2010).

Pour exemplifier, on sait que le programme de la classe EB7 (cinquieéme) au Liban est scindé

en 3 domaines d’étude qui sont intitulés Arithmétique et Algebre (90h), Géométrie (55h) et

' Matheron a exemplifié ce tableau de maniére sommaire et incompléte sur le sujet « intervalle de confiance »,
au programme de 2% de 2001.

' Contrairement & ce que Iutilisation de telles fléches pourrait laisser croire, les interactions ne suivent pas un
ordonnancement linéaire selon la hiérarchie croissante ou décroissante propre a ce schéma.
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Statistique (5h) (praxéologie globale). Le domaine Arithmétique et Algebre est quant a lui
divisé en 7 secteurs d’études nommés entiers naturels (10h), fractions (10h), décimaux (5h),
opérations (30h), proportionnalit¢ (10h), expressions algébriques (15h), équations et
inéquations (10h) (praxéologie régionale). Le dernier de ces secteurs se scinde a son tour en
un seul théme nommé « €équations se ramenant a ax = b » (praxéologie locale). Pour terminer,
ce théme d’étude se divise en plusieurs sujets d’étude impliquant un certain nombre de types
de taches différents, dont faire remplacer une équation par une équation équivalente et

résoudre une équation du type ax = b ou a # 0 (praxéologie ponctuelle).

L’¢échelle de codétermination du didactique et du mathématique nous offre un outil intéressant
pour interpréter les OM et repérer de quel niveau (sujet, secteur, théme, domaine) émane le
dédoublement des milieux.

Dans notre recherche, nous allons repérer les OM relatives au professeur et aux éléves au
cours des séances ¢étudiées. Nous identifierons si les OM mobilisées seront différentes ou pas.
Pour ce faire, nous nous servis de formes géométriques (losanges, rectangles, ovales). La
forme losange illustre les OM mobilisées par les éléves en se basant sur leurs connaissances
antérieures, sur leurs techniques personnelles, etc. La forme rectangle illustre des OM
relatives au professeur. Alors que la forme ovale montre des OM communes au professeur et

aux éléves.
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Chapitre 3 : Cadre méthodologique
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CHAPITRE 3

METHODOLOGIE DE RECHERCHE

3.1 La méthodologie Clinique
3.2 L approche clinique et la TAD
3.3 Description de la démarche méthodologique de la recherche

3.4 Description des démarches des séquences étudiées
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DEMARCHE METHODOLOGIQUE

Le travail mené s’appuie sur une méthodologie de type clinique, utilisée pour des dispositifs
« courts'®», afin d’observer des phénoménes généraux relevant du « dédoublement des
milieux ». La démarche méthodologique porte sur des observations de classes enseignées sur
des secteurs mathématiques variés dans deux pays différents : le Liban et la France. Nous
avons voulu montrer, a partir des différences pouvant exister a propos de I’enseignement dans
ces deux pays, des phénomenes généraux liés a I’enseignement des mathématiques et
transcendants des particularités nationales.

Les observations ont porté sur des séquences dans 1’enseignement ordinaire : « Les Equations
du premier degré a une inconnue en EB7 au Liban », une autre séquence organisée autour
d’une ingénierie didactique « Les nombres Relatifs en EB6 au Liban » et une séance tirée
d’une ingénierie portant sur « La soustraction en CE1 en France ». Dans un deuxiéme temps,
des compléments sur le fonctionnement des classes ont davantage mobilisé notre travail. Nous
y avons fait passer, principalement, un entretien-post séance avec la professeure ayant
enseigné la soustraction et avons observé des « devoirs faits a domicile » préparés par des

¢léves dans notre étude sur les équations.

3.1 Surla méthodologie clinique

Au début de la recherche, il s’est agi pour nous d’observer une séquence d’enseignement sur
les équations en EB7 au Liban. Ce travail s’inscrit dans celui mené en DEA (Kazan, 2003) sur
le méme théme. Il nous a fallu en extraire un questionnement et une problématique sur
I’enseignement de ce théme ; cette observation nous a permis de se fixer sur la question du
phénomene de dédoublement des milieux comme cause possible de mésententes professeur —
¢léves relativement au savoir enseigné et a apprendre. Nous avons réalisé ensuite 1’analyse de

deux séquences portant sur des thémes différents.

Le parcours de notre travail s’est centré sur I’observation d’une (ou des) séances didactiques

au cours desquelles des micro-découpages de la séance (des extraits) ont été réalisés. Un

2 Parmi les dispositifs de recherche déja expérimentés en didactique comparée, deux grandes options ont été
privilégiées, selon les questions de recherche traitées et selon la section choisie : 1) Des dispositifs « courts »
pour étudier la dynamique d’une seule séance d’enseignement/apprentissage ciblée ou pour comparer plusieurs
séances (avec des enseignants contrastés par exemple). 2) Des dispositifs plus conséquents, se déroulant sur des
« temps longs » et qui permettent des études diachroniques a I’échelle de quelques mois a une année ; il s’agit
bien évidemment dans ce cas de gérer ce temps long et d’introduire cette gestion dans les conditions de
fonctionnement du dispositif (Leutenegger, Schubauer, 2002).
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extrait délimite, de fagon appropriée, le déroulement d’un passage dans une séance. Un
passage peut €tre un exercice comme « résoudre 1’équation 3x —1=x+6 », une discussion
lancée avec un ¢léve sur un questionnement demandé, etc. Sur ce plan, I’analyse d’une
séquence s’est réalisée par la dissection des séances en des extraits et par la prise en compte
des deux étapes suivantes:

- La premiére prend en compte des moments précis de la séance. 11 s’agit de la découper
en des extraits qui scandent la variation du travail. Ces moments étaient pour nous des
indices qui vont contribuer a élaborer des formes organisatrices du phénomene
didactique que nous étudions. Ces moments sont considérés comme étant des moments
cruciaux, voire emblématiques relativement a nos questions de recherche.

- Laseconde prend en compte le macro-découpage de la séquence étudiée (Leutenegger,
Schubauer, 2002). Il s’agit pour nous d’étudier les variations, les évolutions
successives du phénomene didactique étalées sur toute la séquence (cas des nombres
relatifs par exemple).

La méthodologie suit alors une démarche de type clinique. Les indices qui vont étre recueillies
seront analysés et organisées pour pouvoir identifier le phénomeéne du dédoublement des

milieux.

3.2 L’approche clinique didactique et la TAD

Dans une premiére partie, nous étudions, en tant que possible, des éléments de la démarche
institutionnelle clinique et des éléments de la théorie anthropologique didactique. Dans une
autre partie, nous situons la démarche clinique au sein de la théorie anthropologique a partir

des éléments convoqués précédemment.

3.2.1. Dimension institutionnelle d’'une démarche clinique

Nous postulons que la classe est une « clinique » dans laquelle des phénoménes didactiques
existent et peuvent se révéler a I’observateur, en fonction des moyens dont il dispose. On sait
d’ores et déja, et hors de toute problématique de recherche, que le professeur gére son
enseignement et sa classe a partir d’indices ou de signes pris sur les éleves qu’il observe, que
cela lui permet d’inférer des comportements et d’ajuster son enseignement. Il rapporte une
partie de ces indices aux rapports des éléves aux organisations mathématiques ou tout au

moins a certains des éléments de ces organisations.
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En Didactique des Mathématiques, a partir du travail de Leutenegger (2009), nous disposons
d’une référence pour la «clinique ». Une des références que 1’auteur présente pour cette
approche est la suivante :

« Comme dans le cas de la clinique médicale, pour laquelle les symptomes relevés permettent
au praticien d’inférer un diagnostic en les rapportant au savoir médical, la confrontation de
ces suites de signes aux éléments théoriques fournis par la didactique des mathématiques,

permet de réduire [’incertitude attachée a l’interprétation des observables ».

Dans notre cas, nous ne possédions pas, au moment de débuter les observations, de « signes »
sur le phénoméne du dédoublement des milieux. Cependant, les observations cliniques
réalisées sur la premiére séquence observée nous ont permis de confronter 1’étude de quelques
« signes » déclencheurs. C’est a la lumiére de ces signes que nous avons voulu déterminer ce
qui pouvait se passer dans d’autres séquences. Dans ce contexte, nous avons recouru a une
¢tude didactique qui s’est appuyé€e sur une identification des milieux cognitifs que les éleves
peuvent mobiliser, afin de déterminer leurs positions effectives par rapport aux milieux
institutionnels que le professeur utilise: c’est-a-dire afin de déterminer la distance
mésogénétique.

Nous avons fait appel a la démarche clinique parce qu’elle permet, a partir d’observations
fines, a alimenter la construction des phénomenes de nature micro-didactique. L’analyse se
conduit apres coup, a partir des objets présents dans le systeme observé, et la recherche de

leur genése.

L’approche clinique/expérimentale (Leutenegger, 2000; Schubauer-Leoni & Leutenegger,
2002) nous fournit une méthodologie a partir de laquelle nous pouvons tirer des informations
sur le fonctionnement du systéme didactique. Dans cette thése, il ne s’agit pas de la mise en
ceuvre d’un dispositif expérimental qui nourrit notre méthodologie comme dans le cas du
travail de Leutenegger. Il s’agit plutot d’utiliser une méthodologie de type clinique sur des
observations vidéos recueillies au sein de classes, soit ordinaires, soit au sein desquelles sont
mises en ceuvre des ingénieries didactiques. Dans ce dernier cas, ces ingénieries ne sont pas a
priori congues comme dans le travail de Leutenegger pour tester la validit¢ d’une
méthodologie clinique en didactique, mais parce qu’elles sont censées améliorer la qualité de
I’enseignement et, a partir de 1a, de ’apprentissage des €léves. Par ailleurs, lorsque cela a été
possible et afin de compléter les observations vidéos, nous avons recouru a d’autres recueils

de traces concernant I’observation du systéme didactique. Il s’agit d’une part d’un entretien
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semi-directif post séance sur la soustraction, ainsi que d’autre part du recueil des travaux
d’¢leves dans le cas de 1’observation de I’enseignement des équations. Dans ce cas encore,

nous avons recouru a une méthodologie clinique.

La démarche clinique est institutionnelle. Elle se fait par la médiatisation d’un « objet » qui
fait référence a une institution. L’approche s’apparente a celles dont s’inspire Ginzburg
(1989), en particulier, qui a élaboré un paradigme nommé indiciaire, pour parvenir, a partir de
I’individualit¢ du phénomene ou de la chose observée, a « remonter » a des caracteres
généraux. D’autre part, pour constituer une « clinique » pour le didactique nous tirons les
informations suivantes du travail de Leutenegger (2009):

« Sur le fait que [’histoire de la clinique médicale montre que le phénomeéne
« maladie » n’existe pas en tant que tel « dans la nature » mais releve d’une
construction a partir des signes qui eux-mémes renvoient a des symptomes. Parmi les
symptomes, ne deviennent signes que les observables qui font sens pour le clinicien :
celui-ci s’attache a faire parler les symptomes, a les ériger en signes et a les
regrouper selon des configurations signifiantes en les rattachant a des savoirs établis.
Sur ce plan, une clinique pour le didactique ne peut construire des phénoménes
didactiques qu’a partir des signes ».

Dans notre recherche, surtout dans I’étude de la séquence des équations dans une classe
ordinaire, 1’é¢tude des signes qui laissent des empreintes, par exemple un discours, des
techniques d’¢éleves ou du professeur, etc et leurs regroupements en lien avec les organisations
mathématiques enseignées pourront étre des symptomes fiables pointant le phénomeéne
du« dédoublement des milieux ».

Nous pouvons dire qu'une démarche clinique en didactique est activée dans une dialectique
entre les symptomes d’une « connaissance » mis en avant par un individu et les indices qui
leur correspondent. Les signes étudiés devraient étre en étroite connexion avec des
organisations mathématiques du savoir étudi¢ ou d’un savoir antérieur. Nous supposons que
parmi les indices recueillis, il y aura ceux qui peuvent étre organisés en des regroupements

« signifiants » d’un certain rapport au savoir.

Ce sont des signes que nous cherchons pour étudier des effets sur le dédoublement des
milieux. Pour notre recherche, nous postulons de méme, en reégle générale, I’existence d’une
dialectique entre symptomes / indices et information sur les rapports aux mathématiques.
L’étude de ces rapports pourra nous conduire a observer les techniques didactiques utilisées

par D’enseignant pour faire étudier les mathématiques enseignées. Les regroupements
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d’indices pourraient aussi permettre d’accéder aux ¢léments technologiques qui vivent au sein

du systeme, qu’ils soient mathématiques ou didactiques.

3.2.2. Sur la théorie anthropologique

Aux fondements de la TAD se trouvent, comme on 1’a vu, les institutions, les individus et les
positions qu’occupent les individus dans les institutions (Bosch & Chevallard, 1999). « En
venant occuper ces positions, les individus deviennent les sujets des institutions — sujets actifs
qui contribuent a faire vivre les institutions par le fait méme de leur étre assujettis ». Selon
cette théorie, a la base de la modélisation du cognitif, se trouvent quatre notions
fondamentales : celles d’objet, de rapport, de personne et d’institution. Dans ce qui suit, nous
reprenons certains ¢léments de la présentation de ces notions telles qu’elles sont exposées par
Chevallard dans son article « Approche anthropologique du rapport au savoir et didactique des
mathématiques » (2003).

« Toute entité quelconque (matérielle ou immatérielle) qui existe pour au moins un
individu est considérée comme étant un objet. Par suite, tout est objet : une voiture, un
graphique, la sensation de peur, etc.
La notion de rapport personnel d’un individu a un objet o, est le systeme noté R(x, o),
de toutes les interactions que cet individu peut avoir avec [’objet : le penser, le
toucher, le calculer, en parler, en manger, etc. Dans ce sens, la notion de rapport
n’est pas considérée dans son acception intellectualiste, remarque Chevallard : on a
un rapport a la brosse a dents, au métro, au Président, a la notion de dérivée, etc ».
La personne x est le couple formé par un individu et I’ensemble de rapports personnels aux
objets qu’il a formés a un moment donné de son histoire. Dans ce sens, ce qui peut changer
sont les rapports que les individus entretiennent aux objets, donc les personnes ; I’invariant est

donc I’individu.

Suivant ’exposition de Chevallard (1992) une personne devient un « sujet d’une institution
I» quand elle devient «assujettie» a /. «Il y a ainsi une dialectique des rapports
institutionnels et des rapports personnels : les premiers fournissent les conditions et les
contraintes sous lesquelles se créent et évoluent les seconds, et en retour les seconds,

lorsqu’ils sont idoines aux premiers, viennent les soutenir » (Chevallard, 1989a).

"> Au sein de toute institution, il existe plusieurs positions p légitimées. Ainsi, pour chacune de ces positions il
existe le « rapport a 1’objet o qui devrait étre, idéalement, celui des sujets de 7 en position p », ce rapport est
nommeé rapport institutionnel et noté par Ry(p, o). Autrement dit, il s’agit de « ce qui se fait dans » I’institution 7/,
avec I’objet de savoir o, lorsque la personne occupe la position p (Chevallard, 1989a). Un « bon sujet » de 7 en
position p par rapport un objet o, est la personne placée dans cette position dont le rapport a o est conforme au
rapport institutionnel établi dans /. En d’autres termes, si R(X, 0) = R/(p, o).
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Le rapport institutionnel au savoir est I’ensemble des rapports personnels a un objet jugés
nécessaires dans une institution / pour assumer d’une manicre idoine le réle dévolu au sujet en

position p.

Nous pouvons identifier la dialectique entre les symptomes et les indices, lors d'une démarche
clinique, a partir de I’ensemble des rapports personnels a un objet o en position p. Les
rapports institutionnels seront ainsi envisagés comme les regroupements de rapports au savoir
¢tablis a partir des rapports personnels. Sur ce plan, nous pouvons dire que la dialectique entre
les rapports personnels et les rapports institutionnels au savoir dans une approche didactique
est identifiée a celle qui se concrétise entre symptomes et indices dans une approche clinique.
Nous pouvons associer cette identification a celle donnée par Chevallard dans son Séminaire
(2009/2010) qui avance que la « méthodologie » utilisée en TAD peut étre désignée comme
méthodologie clinico-expérimentale :

« Cette derniere suppose en amont comme en aval une clinique des types d’objets14— quels
qu’ils soient — sur lesquels porte la recherche considérée, et qui permet seule de concevoir et
de réaliser des gestes observationnels « purs » ou expérimentaux (au sens large ou au sens

fort), dont elle permet de lire et d’interpréter les résultats. »

3.3 Description de la démarche méthodologique de la recherche

Dans le recueil des données pour 1’étude du phénomene didactique « le dédoublement des
milieux », nous avons étudié des transcriptions des séances a partir des vidéos. A cela
s’ajoutent des informations recueillies a travers des entretiens avec les enseignants
(transcriptions des enregistrements sonores) et I’étude d’un devoir fait a domicile par les
¢léves sur des équations. La construction de ce systéme de traces reliant un certain nombre

d’événements a pour but de faire émerger le phénomene didactique postulé.

La figure ci-dessous renvoie aux éléments principaux que nous avons utilisés pour recueillir

les données :

' Les objets qu’étudie le chercheur peuvent étre des personnes, des institutions ou tout type de productions de
I’activité humaine, et en particulier des objets discursifs ou textuels, notamment des « exposés » a propos d’un
théme déterminé (Chevallard, 2009 —2010).
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Entretien post
professeur

Séances de travail en classes

Etude de devoirs a
domicile

3.3.1 Sur I'entretien-post professeur

Nous situons en fait le rapport au savoir en référence au point de vue de Chevallard(1996)
dans ce qu’il nomme « l’autre scéne didactique » et/ou I’anthropologie du didactique (Id,
1989a). Nous serons donc sensibles a I’hypothése que les savoirs institutionnels transmis ne
sont pas seulement issus du rapport « officiel » a I’institution scolaire, mais qu’ils ressortent

aussi de la pratique personnelle de I’enseignant.

Notre référence conceptuelle se situe alors a 1’articulation entre le didactique et le clinique
prenant a la fois en compte les contraintes externes amenées par 1’enseignant, ou qui pesent
sur I’enseignement, en différenciant ici le rapport « officiel » au savoir et le rapport personnel

au savoir.

Le but de ’entretien avec la professeure qui a enseigné la « soustraction » était de recueillir,
« & chaud », I’avis, le sentiment, 1’analyse réflexive du professionnel apres 1’accomplissement
d’une séance de travail. Il s’agit pour nous d’étudier les ¢léments des milieux institutionnels
du savoir mis en place par I’enseignante au cours de la séance. Nous avons interprété ces
¢léments en termes de niveaux dans I’échelle de codétermination didactique. Enfin, nous

avons illustré par un tableau les niveaux mobilisés par le professeur.

3.3.2 Sur I'’étude du devoir a domicile

Cette ¢tude, du coté des éleves, vise a explorer, a travers de leurs productions écrites,
comment et a partir de quels objets ils se souviennent étre entrés dans les séances précédentes
et y avoir évolué. Il n’est donc pas question pour nous de vérifier, apres coup, si les éleves ont

bien compris, voire appris.
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I1 s’agit pour nous d’étudier les éléments des milieux cognitifs convoqués et utilisés par les
¢léves au cours d’une séance précédente. Nous avons interprété ces ¢éléments en termes de

niveaux de codétermination didactique et les avons illustrés dans des tableaux.
3.4 Description des démarches des séquences étudiées

3.4.1. Description de la démarche pour les équations au Liban

Au mois d’avril 2009, la classe EB7 a commencé 1’étude du chapitre sur les équations du
premier degré a une inconnue de la forme ax +b=cx +d (ou a, b, ¢ et d sont des nombres
rationnels). Cette séquence de quatre séances a été filmée. Nous avons ainsi débuté notre
recherche par des observations sur ce théme Ia.

La premiére séance était destinée a 1’explication du chapitre, les deux autres séances étaient
réservées a des applications directes afin d’institutionnaliser les techniques de résolution
d’une équation algébrique a ce niveau et enfin, la derniére séance était consacrée a
mathématiser une situation réelle (la mettre en équation). Nous avons transcrit toutes les
séances.

Cependant, nous avons trouvé nécessaire de mener une analyse sur la premicre séance car la
problématicité, ainsi que les premieres hypothéses sur le phénomene didactique «le
dédoublement des milieux », y avaient émergé. En outre, nous avons photographié, tant que
I’observation dans les classes le permettait, des devoirs d’¢leves faits a domicile. Nous en
avons analysé quatre, ceux qui pour nous étaient capables de faire avancer notre sujet de

recherche.

3.4.2.Description de la démarche pour les nombres relatifs au Liban

Au mois de novembre 2011, les classes EB6 ont commencé 1’étude des « Nombres Relatifs ».
Le déroulement de la séquence a pris sept séances. La premiére séance a été transcrite ainsi
que des extraits de toutes les autres séances. Cependant, nous avons décidé d’analyser les
quatre premicres séances. Les analyses ont ét¢ élaborées afin de montrer I’existence de ce
phénomene didactique dans une séquence organisée par une ingénierie didactique. Il s’agit de
montrer une généricité existentielle de ce phénomene dans des conditions différentes que
celles qui prévalent dans I’enseignement ordinaire.

Pour chaque séance, nous avons précis¢ les organisations mathématiques auxquelles se
réferent des ¢€léves et le professeur, ¢laborées en termes de niveaux de codétermination

didactique. Nous avons illustré cela par des tableaux qui montrent les différents niveaux
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concernés. Enfin, nous avons illustré dans un tableau les changements et évolutions des

différents sujets étudiés tout au long de la séquence.

3.4.3.Description de la démarche pour la soustraction en France

Au mois de novembre 2010, les classes de CEl1 (EB2) ont commencé 1’é¢tude de la
soustraction dans une séquence mise en place au sein d’une ingénierie didactique dans une
école en France. Nous avons choisi d’analyser une seule séance (lecon 3) pour tester
I’existence et la généricité du phénomene didactique « dédoublement des milieux » dans des
circonstances différentes de celles qui avaient été observées sur les nombres relatifs. Nous
avons décidé d’analyser cette séance en sachant que la professeure francaise mettait en ceuvre
une ingénierie congue par Brousseau (1986) et révisée par Berté et Quilio (1999).

Cette séance a ét¢é visionnée et transcrite. Elle était organisée par la professeure dans le but de
résoudre deux problemes avec les éléves. Nous avons décidé d’analyser seulement le premier
probléme car le déroulement du second probléme était quasiment similaire (voir annexe 7.3,
p.78). Ensuite, nous avons organisé un entretien avec la professeure au cours duquel nous
avons cherché a déterminer son point de vue sur le déroulement de la séance. Il s’agissait de
repérer quelques éléments des milieux institutionnels que nous n’avions pas saisis lors du
visionnement de la séance. Nous avons fait en sorte de disposer ces éléments au sein de

I’échelle des niveaux de codétermination didactique.
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Chapitre 4 :Problématique de recherche
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CHAPITRE 4

PROBLEMATIQUE ET QUESTIONS DE RECHERCHE

4.1 Etude épistémologique de [objet d étude

4.2 Informations générales sur le professeur

4.3 Méthodologie de travail pour cette séquence

4.4 Les équations dans le programme [ibanais 1997

4.5Le manuel scolaire

4.6 Etude praxéologique de la partie « Cours » du manuel
4.7 Premiéres analyses : vers une problématique de recherche
4.8 Problématique de recherche

4.9 Questions de recherche

@ Thése : KAZAN Elie &

60



Introduction

Equation du premier degré a une inconnue en classe de EB7 au Liban

Premier pas vers la résolution algébrique

Le théme choisi est les « Equations » au niveau de la classe de EB7 au Liban. Les éléves sont
habitués a résoudre des équations, des la premiére classe de I’enseignement primaire EBI,
sous le nom « égalités a trou », comme dans2+...=7 et 2x...=1C. Alors qu’un ¢éléve de

EB7 est amené a résoudre des équations se ramenant a la forme a.x=5.

L’introduction des lettres dans le programme libanais prend place dans les trois classes du
cycle II (EB4, EB5 et EB6'"). En classe de EB3, les lettres interviennent surtout dans le
domaine de « La mesure'® », en particulier dans le calcul du périmétre et de 1’aire du carré
(CxC=A) et ceux du rectangle (Lx1=A"). Dans le curriculum (1997) de la classe de EB6,
les lettres se présentent dans le domaine des « Expressions algébriques », elles se situent dans
le théme « Calcul sur des expressions littérales » (la lettre représente une grandeur) et le
théme « Valeur numérique d’une expression littérale ».

L’« Equation » est un objet de savoir en EB7, ou la lettre prend le statut d’une inconnue. Le
passage des lettres « grandeurs » a des lettres « variables » cause aux éleéves des difficultés.
Kazan (2003) a montré que la résolution des équations se ramenant a la forme ax=b est en lien
avec la complexité ostensive des expressions algébriques proposées (Tonnelle, 1980), et les
¢leves acquicrent par répétition des exercices la résolution en mobilisant plusieurs techniques
routinieres.

Nous supposons que les techniques mobilisées par les éléves, dans I’activation de cet objet de
savoir, peuvent €tre ancrées chez eux au cours de leurs passés scolaires lors de la résolution
des équations « numériques » de type ax...=5b. Notre supposition est soutenue par Mercier
(2004) qui considere que le travail algébrique n’est pas nouveau aux éléves a ce niveau. Il
s’appuie sur l’invention des « formules » qui seront devenues « /e moyen de résoudre le
probleme, alors elle (c'est-a-dire la formule) va s’algébriser ». Houdebine (1991) propose
plusieurs repéres pour réaliser une progression sur la résolution des équations (en quatriéme

en France), entre autres, « un travail de « préparation lointaine » est nécessaire sur deux

"> EB4, EBS5 et EB6 représentent respectivement les clases CM1, CM2 et Sixiéme en France.
' Les quatre domaines d’études en clase de EB5 sont : Arithmétique et Algébre, Géométrie, Mesure et
Statistique (Curriculum libanais, 1997).
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plans ; 1) la maitrise des expressions algébriques et 2) la maitrise de la notion de variables et
d’équations ».

Le travail algébrique autour les équations met donc en relief plusieurs connaissances
antérieures des ¢éléves. Il doit les aider a optimiser différentes techniques servant a résoudre
des équations et solutionner des problémes concrets d’une fagon plus économique. Mercier
(op.cit) ajoute : « il faut que dans la culture des éleves quelque chose d'une écriture
algébrique existe ». Dans ces conditions, le travail dans le domaine algébrique ne parait pas
inné chez les éléves, il faut assurer une éducation favorisant 1’exploration de 1’utilité¢ de ce
domaine pour que les éléves puissent ressentir son besoin, voire sa raison d’étre. Il faut en
plus que des problémes et techniques pré-algébriques aient été rencontrés par les éleves dans

I’enseignement primaire.

Par ailleurs, I’enseignement des « Equations » a ce niveau est considéré comme nouveau aux
¢leves de EB7 parce qu’il met en ceuvre des objets mathématiques d’ordre algébrique pour la

premicre fois.

Notre hypothése principale s’appuie sur la conviction que dans toute forme d’enseignement,
quelle soit dirigée sous la forme d’un cours ordinaire ou quelle soit sous la forme d’une
ingénierie didactique, il va y avoir une activation de plusieurs techniques personnelles. Le but
de ce chapitre est d’étudier I’existence de différents milieux entretenus par les éléves et le

professeur afin de prélever une problématique de notre recherche
Pour mener a bien notre observation, nous avons choisi une classe de EB7 d’une école

libanaise privée de Beyrouth ou nous avons filmé, au mois d’avril 2009, une séquence

d’enseignement des « Equations ».
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4.1 Etude épistémologique de I'objet d’étude

Dans cette partie, nous étudions un exemple qui met en place la transposition didactique
définie par Chevallard (1985) (voir 2.1, p.35). Nous reprenons que cette notion représente la
distinction entre le «savoir savant », tel qu’il découle de la recherche, et le « savoir
enseigné » qu’on observe dans les pratiques de classe. Nous pouvons ainsi illustrer la

transposition didactique par le schéma ci-dessous :

objet de savoir objet a enseigner objet d'enseignement

La transposition didactique consiste a extraire un savoir de son contexte (universitaire, social,

historique, ...) pour le recontextualiser aux niveaux des classes.

Nous allons tenter d’étudier comment les prédécesseurs avaient fait pour résoudre des
problémes dont la solution se raméne a une « Equation du premier degré a une inconnue ».
Notre but n’est pas de déterminer si I’enseignant connait I’histoire des mathématiques ou pas,
mais nous voulons concrétiser des indices nous permettant d’affiner le rapport personnel de
I’enseignant au savoir et de mesurer, si c’est possible, sa réflexion épistémologique dans la
construction de son enseignement.

Pour cela, nous retournons trois siécles en arriére dans 1’histoire des sciences, en 1760, nous
avons choisi de cotoyer le mathématicien Clairaut et feuilleter quelques pages de son

livre « Eléments d’algebre ».

4.1.1. Résolution par I'arithmétique d’une situation réelle.

Les probléemes mathématiques ont une premicre particularité qui permet de les distinguer
aisément parmi beaucoup d’autres : ce sont des problémes tres difficiles. Leur solution repose
sur des techniques spécifiques découvertes et améliorées sans cesse au fil des siecles. Ce sont
ces méthodes qu’il convient d’apprendre. Dans la plupart des problémes traités, il s’agit donc
de s’entrainer a utiliser des «outils » et il est malheureusement bien rare que ces outils

s’appliquent a des situations étrangeéres aux mathématiques (Lombard, 2003)
Nous nous intéressons a étudier dans ce contexte comment Clairaut (1760) avait fait pour

résoudre des problémes par leurs propres moyens arithmétiques et algébriques.

Nous étudions le Probléme page 2 du livre :
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17 . o
Partager une somme, par exemple, 890 '’ a trois personnes, en sorte que la premiére

ait 180 o) plus que la seconde, et la seconde 115 o) de plus que la troisieme.

Clairaut disseéque les nouveaux ¢léments du discours mathématiques éclairant I’évolution au
cours de cet épisode de la maniére suivante :

Notons que nous avons numeéroté les étapes afin de clarifier ’explication de la résolution.

Etapes Résolution arithmétique

1 Supposons qu’on connait la troisieme part.

11 faudra y ajouter 115 o et I’on a la valeur de la seconde

Ensuite pour avoir la premiere, on ajoute 180 oy a cette seconde part.

Quelque soit sa valeur, nous savons que la troisieme plus elle méme avec 115 w),

2

3

4 Ce qui revient de méme a ajouter 180 w) plus 115 w) ou 295 o a la troisiéme
> plus encore elle méme avec 295 o doit faire une somme égale a 890 o).

Or le triple de la troisieéme plus 115 o) plus 295 wj ou une fois plus 410 o) est
¢gale a 890 w.

Or le triple de la part qu’on cherche plus 410 o) est égal a 890 w). Il faut donc
que le triple de la troisiéme soit plus petit que 890 de 410 w).

8 Donc le triple de la troisiéme est égal a 480 w).

9 Donc la plus petite part est égale a 160 o).

10 La seconde sera par conséquent de 275 o et la premiere ou la plus grande est de
495 w.

Figure 2 : Résolution arithmétique de Clairaut 1760

Nous remarquons que 1’outil essentiel de cette démarche est le langage ordinaire, augmenté du
calcul sur les nombres. Et puisque nous ne calculons pas sur le langage ordinaire, nous
attribuons dans ce cas a I’arithmétique la vertu du « raisonnement » (Chevallard, 1989b).

Lombard (2003) considére que la solution a tout probléeme mathématique repose sur des
techniques qui ont pratiquement « tous les caracteres de langages. Ils sont, si ['on préfere,
« structures comme des langages », et ils s’apprennent donc comme des langages. C’est-a-
dire par leur mise en ceuvre effective et non pas par des discours extérieurs sur ces langages
[...] Apprendre a raisonner revient a s’entrainer a mettre en jeu des combinatoires de
« signes », a composer des « phrases » avec ces signes ». C’est ainsi le langage, la technique
pratiquée, qui porte en elle-méme 1’élément technologique qui est le raisonnement. Clairaut
accorde une importance au langage qui modélise d’une fagon ou d’une autre la culture des

individus.

17 ., e, . . . .. ., . N
L’unité utilisée dans le livre n’est pas bien claire. Nous avons choisi cette unité qui la ressemble de prés.
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Dans le contexte de la TAD, nous pouvons dire que le « langage »transmis entre les gens au
cours de 1’épisode de Clairaut correspond a une technique : (1) et le « raisonnement » élaboré
pour mettre en place ces techniques correspond a une technologie (0). Ces deux éléments
constituent la base de la praxéologie technologique [t, 0]. IlIs sont adaptés effectivement a

certains types de problémes semblables.

La solution arithmétique d’un probléme a I’époque de Clairaut mobilise deux domaines de
connaissances :

1) L’explicitation du probléme au biais du langage ordinaire.

2) Le calcul sur les nombres. Le calcul est présent ici sous sa désignation « Calculer par
surcomptage'® » en mettant en ceuvre les éléments du systéme de numération. Il suffirait dans
I’exemple précédent de dire que le triple d’une part pour prendre une méme distance trois fois.
Donc le raisonnement arithmétique était suffisamment varié et riche pour entretenir des
savoir-faire oral.

Avant de passer a exposer une résolution algébrique de la méme équation, nous avons trouvé
nécessaire de citer cet extrait de Clairaut (1760) qui s’est placé entre les deux résolutions
arithmétique et algébrique :

« C’est vrai, semblablement ainsi que les premiers algébristes ont raisonné quand ils
se sont proposées de pareilles questions, sans doute qu’a mesure qu’ils avangaient
vers la solution d’une question, ils chargeaient leur mémoire de tous les
raisonnements qui les avaient conduits au point ou ils en étaient lorsque les questions
n’étaient pas plus compliquées que la précédente, il n’y avait pas de quoi se rebuter.
Mais des que leurs recherches ont offert plus d’idées a retenir, il a fallu qu’ils
cherchassent une maniere plus courte de s’exprimer qu’ils eussent quelques signes
simples, avec lesquels quelqu’avancés qu’ils fussent dans la résolution d’un probléeme.
1ls pussent voir d’un coup d’eil ce qu’ils avaient fait ce qu’il leur restait a faire. Or
[’espece de langage particulier qu’ils ont imaginé pour cela, c’est ’algebre ».

Cela comme si on avait I’intention de construire, au moins, un modele spécifique pour chaque
type de probleémes adapté aux études des autres problémes semblables. Cette intention
paraissait un outil indispensable a la recherche d’une technique plus économique et de

construire la mémoire du modele. Cette mémoire sera le moteur pour la résolution des

'® Quand il s’agit d’ajouter deux quantités, on peut garder en mémoire la premiére quantité comme si elle avait
été déja dénombrée, et continuer a réciter la suite numérique en pointant les objets de la deuxieme (effectivement
ou mentalement) : je dois ajouter 5 et 3. Pour cela je garde “ 5 ” en mémoire et je récite la comptine numérique a
partir de 5 en énoncant seulement les trois mots-nombres qui suivent : “ 6, 7, 8 ™.

En classe, nous pouvons coller quand méme les cartes des nombres allant de 1 a un ordre donné. Pour calculer
5+3, je marque la carte 5 et je sur-compte trois cartes a partir de celle-ci.
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problémes prototypiques : « [...] ils chargeaient leur mémoire de tous les raisonnements qui
les avaient conduits au point ou ils en étaient » (Clairaut, 1760). A notre avis, ce chargement
organisé de la mémoire avait amené a une catégorisation des problémes typiques. Cela nous
invite a rejoindre Brousseau (1998a) dans la notion de « situation fondamentale "*», cas par
exemple de la situation « Qui dira vingty» pour déclencher la division euclidienne qui a une
situation fait correspondre une connaissance. Kuzniak (2004) clarifie que « Toute collection
de situations qui caractérisent une méme connaissance mathématique, posséde au moins une
situation fondamentale qui les génere toutes par la détermination des valeurs de ses
variables ». Nous trouvons cela un bon exemple qui peut mettre en place une situation
« représentante ». Elle pourrait réactiver la mémoire du modéle ainsi que sa solution. En
d’autre termes, cette mémoire est présente parce qu’elle permet de replacer le savoir

mathématique en jeu a la remémoration de la « situation fondamentale » qui le génére.

En guise de conclusion, le travail de Clairaut constitue un indéniable progrés dans la
résolution des problémes par I’arithmétique. Pourtant il marque, dans son livre, I’existence
des équations « compliquées », devant lesquels I’arithmétique seule nous laisserait coi. Nous

citons par exemple les deux €quations 7_3x +180 =550 et x+i—; x+i—2x+3 0091000 qui

sont considérées comme plus difficile que 1’équation3x+416=89. Nous n’allons pas
¢tudier les causes de cette complication. Mais nous disons que les seules lumieres de
I’arithmétique paraissaient insuffisantes pour tenir le secteur de la « résolution d’équations ».
D’ou I'usage de I’algebre devrait paraitre, en particulier, un moyen efficace et économique

pour résoudre des situations compliquées.

4.1.2. Résolution algébrique d’'une situation réelle

Nous reprenons le probléme énoncé précédemment :
Partager une somme, par exemple, 890 w a trois personnes, en sorte que la premiére ait

180 w plus que la seconde, et la seconde 115 o) de plus que la troisiéme.

' « C'est un schéma de situation capable d'engendrer par le jeu des variables didactiques qui la déterminent,
I'ensemble des situations correspondant & un savoir déterminé. Une telle situation, lorsqu’on peut 1’identifier,
offre des possibilités d'enseignement mais surtout une représentation du savoir par les problémes ou il intervient
permettant de restituer le sens du savoir a enseigner », Glossaire de quelques concepts de la théorie des situations
didactiques en mathématiques, Brousseau (1998a).
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La résolution algébrique de ce probléme selon Clairaut (1760) est représentée dans son livre

« Eléments d’Algebre » de la fagon suivante :

Pour mieux donner les principes de cette , Michode
Scicnce , nous allons reprendre la méme quei~ P G e
tion, nous écrircns en langage ordinaire les rai- J5_Frobie-
fonnemens que I"Algébrifte fait pour réfoudre demel
fon Probléme & en caracteres Algébriques , ce
qui lui {uffic d’écrire pour aider fa mémoire.

La plus peritec ou la troifieme part , uelle
qu’elle foir, je I'exprime par une feule letrre

quifera, parexemple. c « c e 2 e e v oo e ae =
La ('e_conde fera par conféquent = plus 115, %
ce que J'écris aindi. o = . T A e b x——- 115, Le figne-+

choififlant le fighe - qu’on prononce plus pour jfdiqus
défigner PPAddition 5‘.:5 dgvzx guantités Enl:e : Fate
lefquciles on le place. -

Quant 3 la premiere part ou la plus grande,
comme elle furpaffe la feconde de 1 80, elle fera

expriméepar. . - - . .. ... x— I1X5— 180

Ajoutant ces trois parrs, on aura. - - - - . .
R e 3 x —4— XI5 4~ II5 —+ 180
ouenréduifanc. .. . . . ... ... 3 x—— 410

. e Mais cetre fomme des trois parts doic égaler
;’_:"E‘E:j.: 890 ib ce qui s’exprime ainfi 3x—4410=3890,
galice. employant le caradtere = qui f{e prononce

fgal pour exprimer ’égalicé des deux quancicés
enire lefquelles on le place.

ILaqueftion , par ce calcul , eft donc changde
en une aucre, otil s’agi: de trouver une quancicé
. dont le triple érant ajouté avec 4 10 fatic Sgo.
Une €qua- Trouver la réfolution de femblables queftions ,

sion eft I'é- z p) S
galice de . eft ce qu’on appelle réfoudre une ¢quacion ,
Sepx quan- PPéquarion dans ce cas-cieft 3 ¥ 4-410=—890

Oun réfouc ©on "appelle ainfi ,ép:r::c qu’elle indique I"égali-
une €aus- ¢€ de deux quantités , réloudre cetre ¢quarion ,
qu'on trou- c’eft trouver la valeur de I’inconnue x par cetre
ye'pyaleur condidion qus fon :rif»l.: flus 4.1 O fafle g 90.
nue gu'elle Il. -
renferme-

Pour réfoudre cette équarion , voici com-
d““'fu!uﬁﬂn ment I’ Algébrifte raifonne, & commentil cric
ic  Iequa- P 5 o e
tion quiex- ies raifonnemens. L’. quarion a réfoudre. - . .
S L T &t q10 == 890
piecudens. m’apprend quwil faur ajouter. - - - . - 41033 x
pour faire la formme de 890 , donc 3 x fonc
moindres que ‘890 de 410, ce quec j’écris
e curane RADMUS Sicos SUS Sz S b v S 3 m=—=890—<410
Eate D Prenant le caradtere — qui {e prononce moins
;fl‘iﬁ,; pour faire reffouvenir que la quantité u’xl_ pré=
tica. cede doit éoe retranchée de celle qu’il fuic.

Figure 3 : Extrait du livre de Clairaut 1760

Etapes | Résolution algébrique

1 La plus petite part ou la troisiéme, quelque soit, je ’exprime par la lettre x (le
pronom « je » est relatif a ’auteur du livre).

) La seconde sera par conséquence x plus 115, qu’il écrit ainsi x+115.
Choisissant le signe + qu’on prononce plus pour désigner 1’addition.

3 La premiere part surpasse la deuxiéme de 180 w, elle sera x+115+180.

4 Ajoutant ces trois parts, on aura 3x+115+115+180 ou en réduisant 3x+410.
Mais cette somme de trois parts doit égaler 890 w).

5 Ce qui exprime aussi 3x+410 = 890 (employant le caractére « = » qui se prononce
¢gal pour exprimer I’égalité des deux quantités entre lesquelles on le place).

Clairaut a ajouté : « Trouver la solution de semblables questions, c’est-ce qu’on appelle
résoudre une équation. L’équation dans ce cas ci est 3x+410 = 8§90. On I’appelle ainsi parce
qu’elle indique 1’égalité de deux quantités, résoudre une €équation, c’est trouver la valeur de
I’inconnue x par cette condition que son triple plus 410 fasse 890 ) ».

3x+410 = 890 m’apprend qu’il faut ajouter 410 a 3x pour faire la somme de §90.

6 Donc 3x font moindres que 890 de 410 ce que j’écris ainsi 3x = 890 — 410 (le
caractére « —» qui se prononce moins pour faire ressouvenir que la quantité qu’il
précede doit €tre retranchée de celle qui suit.

7 De cette nouvelle équation 3x = 890 — 410 I’on tire cette autre nouvelle équation
3x = 480.
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Mais si 3x valent 480, un x vaut donc le tiers de 480 ou 160 ce que j’écris ainsi

X=@=160.

La question est résolue puisqu’il suffit de connaitre une des parts pour connaitre
les autres.

Figure 4 : Résolution algébrique de Clairaut 1760

Nous remarquons d’abord que I’enseignement de la résolution algébrique de certains
problémes courants suppose des instruments qui ne font pas partie de l'algébre tel qu'il
s’enseigne dans nos jours. Par exemple pour passer de 1’équation 3x+410 = 890 a I’équation
équivalente 3x = 890 — 410 nous pratiquons une régle d’action (Houdebine, 1991) dite « la
transposition des termes», tandis que Clairaut 1’a résolue par I’intermédiaire d’un
raisonnement par «le calcul » en mettant en ceuvre le concept de la différence de deux
nombres positifs « 890 et 410 ». Cette caractéristique due au «raisonnement » peut se
considérer comme une richesse profuse sans doute trop généreusement a [’arithmétique
(Chevallard, 1989b). En effet, elle trouve mécaniquement son exacte traduction dans les
¢galités algébriques qui leur répondent.

Donc, la résolution actuelle des équations se fait par 1’'usage des régles dues aux illustrations
de didactique des « Equations du premier degré a une inconnue ». Elle n’avait pas eu lieu a
I’époque de Clairaut parce que le passage d’une équation a une autre €quation équivalente
avait ¢t¢ muni par des raisonnements qui relient le statut et 1’existence de la lettre x a sa
signification pratique (une part d’un hérité). Par exemple « 3x+410 » apprend Clairaut « qu il
Sfaut ajouter 410 a 3x pour faire la somme [...] », qui est loin d’étre considérée comme une

expression algébrique formée par les deux objets mathématiques : 3x et +410. De méme, pour
résoudre I’équation 7?)( +180=5500, Clairaut a raisonné de la facon suivante : « Si le tiers de

7x est 5320, les 7x entiers valent donc trois fois davantage, ce que l'on écrit ainsi
7x=53293 ». Celle-ci met en relief ’'usage du langage arithmétique au service de la
résolution des équations. Le langage évite le recours a de nouveaux systémes de nombres,
comme celui des « Nombres Rationnels », pour cette équation.

Désormais, l'algebre enseignée posseéde une thématique propre qui n'est, en aucun sens, une
généralisation de celle du langage arithmétique. Chevallard (1989b) a, par ailleurs, mis en

évidence que le calcul algébrique, par exemple le calcul sur [’expression (3x+410), n'est pas
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un épiphénomene du numérique, il doit étre considéré en soi comme un ¢lément essentiel de

. \ 20
production de nouveaux systémes de nombres™.

2% « A tout domaine de calcul correspondent ainsi des formes (ou structures) algébriques, qui offrent une image
formelle du domaine de calcul considéré. Aux entiers naturels, on pourra faire correspondre la structure de demi-
anneau (unitaire, commutatif, intégre) ; aux entiers relatifs, la structure d'anneau (euclidien) ; aux rationnels, la
structure de corps; etc. L'étude de ces calculs algébriques est 1'un des objets de I'algebre »,
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4.1.3. Etude comparative entre la résolution arithmétique et la résolution

algébrique

Dans le but de rechercher des outils pertinents pour analyser des gestes en rapport avec la
séance observée, nous allons faire une étude comparative entre la résolution arithmétique et la

résolution algébrique de la situation prescrite par Clairaut.

Partager une somme, par exemple, 890 w a trois personnes, en sorte que la premiére ait

180 w plus que la seconde, et la seconde 115 w) de plus que la troisieme.

Etapes Reésolution arithmétique Etapes Résolution algébrique
1 Supposons qu’on connait la troisiéme La plus petite part ou la troisicme,
part. 1 quelque soit, je "exprime par la lettre
5 Il faudra y ajouter 115 wetl’onala 5
valeur de 1a seconde 2 La seconde sera par c_onsféquence X
Ensuite pour avoir la premicere, on plus 115_: qu’il écrit ainsi x+1135.
3 ajoute 180 Wy a cette seconde part. La pr_emlére part surpassc la
Ce qui revient de méme a ajouter 180 g dilﬁlsein legge 180 w, elle sera
4 W plus 115 wou 295 w a la troisieme L —
- Ajoutant ces trois parts, on aura
Quelque soit sa valeur, nous savons 4 2 TS LT IEL 180 onen sedifiaant
que la troisieme plus elle méme avec 3x+410.
2 Lo uy plps e tle s Mais cette somme de trois parts doit
295 W doit faire une somme égale & éoaler 890
890 w. , — Ce qui exprime aussi 3x+410 = 890
Or le triple de 1a troisiéme plus 115 w 5 (employant le caractére « = » qui s
6 Plus 2?5 W ou une fois plus 410 W est prononce égal pour exprimer 1"égalité
cgale a.890 Lo des deux quantités entre lesquelles on
Or le triple de la part qu’on cherche le place),
7 phlS 410 Ly GSF égal a 890 l.g ‘Il faut ) 3x+410 = 890 m’apprend qll,il faut
donc que le triple de la troisieme soit ajouter 410 a 3x pour faire la somme
plus petit que 890 de 410 w. de 890
3 Ponc le triple de la troisieme est égal Donc 3x font moindres que 890 de
2480 Wy, = = = 6 410 ce que jéeris ainsi 3x = 890 —
9 Donc la plus petite part est égale a 410 (le caractére « — » qui se
160 w. : prononce moins pour faire
La scconde sera PRt conséquent de ressouvenir que la quantité qu’il
10 275 wet la premicre ou la plus grande précede doit étre retranchée de celle
est de 495 wy. qui suit.
De cette nouvelle équation 3x = 890
7 — 410 I'on tire cette autre nouvelle
¢quation
3x = 480
Mais s1 3x valent 480, un x vaut donc
le tiers de 480 ou 160 ce que j écris
3 . 480
ainsiX =—— =160
)
Commentaires Commentaires
Le discours mathématique est un savoir faire | La résolution algébrique se fait par 1’écrit.
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oral.
Un probléme sera résolu par le calcul sur les

discours du langage ordinaire

C’est le passage du connu « Supposons qu’on
connait la troisiéme part » a I’inconnu « Donc

la petite part est égale a 160 ».

Nous pouvons ajouter a ce propos la méthode
de la « fausse supposition » qui convient de
plus avec le passage du connu vers le nombre
inconnu. Par cette méthode, nous choisissons
une quantité (hypothése), raisonner suivant
les conditions de la situation et la comparer
amsi aux données du probléme. A la lumiére
de son appropriation avec les données, nous
accepterons la quantité ainsi supposéesinon,
nous l’agrandirons ou prendrons une autre

quantité plus petite.

Une pratique algébrique peut aboutir a une
relation entre deux grandeurs (par exemple
une expression du type 3x+2y+1 ou x et y
désignent deux grandeurs).

En algébre nous manipulons aussi des
symboles qui doivent é&tre interprétés de
diverses maniéres, en fonction du contexte.
Nous voyons apparaitre une distinction entre,

au moins, trois utilisations différentes des

svmboles:

a) En tant que "nombres inconnus
specifiques” (cas des équations);

b) En tant que "nombres généralisés"

(identités du type a(b+c)=ab+ac);
¢) En tant que "variables" (cas des fonctions

ou des formules).

Le résultat d'une pratique arithmétique est
toujours un nombre.
En arnthmétique, nous travaillons toujours

avec des "nombres concrets”.

L'activité algébrique met en jeu des "signes"

ou "symboles".

Les symboles n’existent pas dans le langage
arithmétique, chaque étape de résolution a un
sens unique et un référent coneret.

Les étapes marquent des actions comme par
exemple : « le triple de la troisiéme plus 115
W plus 295 ou une fois plus 410wy est égale
a 890w ». Donc nous ne pouvons pas trouver
qu'une seule qui de

réponse permet

« donner ».

Drailleurs, le sens de ces signes est modifié

de facon essentielle. Dans le "langage
algébrique" ces signes possedent une certaine
dualité¢ qui complique leur utilisation et
interprétation. Cette dualité des opérations
fait référence au fait que, dans le langage
algébrique, une opération signifie soit une
action (comme en arithmétique: x+5=8), soit
une permanence (c.a.d. indique une certaine

opération peut ne pas é&tre achevée, comme il
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en va de l'opération de multiplication dans
I'expressiona(b+c¢) =ab +ac ). La dualité de
I'égalité¢ indique que le signe = en algebre
peut signifier aussi bien une action -par
exemple, dans 2a+3a = ("donne") 5a - qu'une
équivalence - comme dans I'identité

aZ—b? =(a—bXa+h)

En résumé, les €léves pourront appliquer leurs connaissances antérieures dans le domaine de

I’ Arithmétique pour résoudre des Equations par des outils algébriques. Cette étude pourra

nous renseigner sur les niveaux du dédoublement des milieux dans les cas ou les éleves

combinent la résolution arithmétique par la résolution algébrique dans une équation.
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4.2 Informations générales sur le professeur observé

La premiére phase de la transposition didactique concerne le passage du savoir savant au
savoir & enseigner avec I'impact de la noosphére?', et la seconde phase le passage du savoir &
enseigner au savoir enseigné. Les enseignants sont les acteurs principaux de la deuxiéme
phase de la transposition didactique interne. Ils sont reconnus institutionnellement comme
ayant des connaissances mathématiques déterminées et une certaine expérience de
I’enseignement, par le systeme scolaire (Tavignot, 1995). Dans ce sens, nous commengons
cette étude en donnant des informations générales sur 1’enseignant observé et sur la facon dont

il prépare la classe.

Le professeur, agé de 35 ans, a fait quatre ans d’études universitaires a la Faculté des Sciences
— Université Libanaise, pour obtenir une licence en Sciences Physiques. Notons que la
premicre année de ce parcours est en tronc commun avec le parcours des Mathématiques.
Donc au niveau des connaissances mathématiques, le professeur atteste d’un certain baguage
de connaissances mathématiques qui lui permet de concevoir des organisations
mathématiques.

Le professeur a 13 ans d’expérience d’enseignement des mathématiques dans cette école. Il a
toujours la méme charge : enseigner la classe de EB6 du cycle II et toutes les classes du cycle
II1*. L’année de nos observations, le professeur enseignait deux classes de EB7 de 22 éléves
chacune. Signalons, qu’il garde les mémes €leves d’une classe a une autre a partir de la classe
de EB6.11 planifie son enseignement mathématique au fur et & mesure de I’année selon une
répartition précise en collaboration avec le coordinateur des mathématiques. Ses plans d’étude
tiennent compte de ses expériences des années précédentes, des remarques pédagogiques et

didactiques de son coordinateur, aussi que les erreurs des ¢leves des années précédentes.

Le professeur utilise le manuel scolaire comme ressource principale pour ses préparations du
cours. Il propose en plus des activités mathématiques pour introduire des nouvelles notions et
pour travailler une technique. Les activités sont menées par ordre de difficultés du plus simple
au plus complexe. Il prend en considération le fait que la dévolution d’une notion devrait se

mettre en ceuvre pendant I’explication du cours et s’optimise en faisant travailler les éleves

*! La noosphére est le lieu de rencontre entre le systéme éducatif et son environnement sociétal, ot s’arbitre la
sélection des objets a enseigner, et ou interviennent de nombreux individus aux fonctions multiples.
** Le cycle III au Liban compte les classes: EB7 (Cinqui¢me), EB8 (Quatriéme), EB9 (Troisiéme).
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plusieurs exercices typiques. Et pour lui, les exercices du livre ne répondent pas parfois au
contenu mathématique de la notion. D’ou la nécessité de préparer des exercices

supplémentaires.

Le professeur illustre ce que I’on nomme le contrat « d’ostension® » caractérise par

Brousseau (1996) :

3 I3 ’

« Le professeur “ montre ” un objet, ou une propriété, [’éléve accepte de le ““ voir’
comme le représentant d’une classe dont il devra reconnaitre les éléments dans
d’autres circonstances. La communication de connaissance, ou plutot de
reconnaissance, ne passe pas par son explicitation sous forme d’un savoir ».

C’est a travers un discours ostensif de la part du professeur que 1’éléve va apprendre la

résolution des « Equations ».

Le parcours didactique de ce professeur releve de la forme générale du « cours magistral »,

une technique qui d’aprés Matheron (2010) :

« Prenait la forme d’une ostension directe et assumée d’éléments du savoir, en
direction des éleves. On y exposait le cours en y montrant tout d’abord un certain
nombre d’éléments technologiques (une définition, une propriété, un postulat, etc.),

suivis le plus souvent d’exemples, c’est-a-dire de [’ostension des techniques que la

technologie permet de construire, ou des phénomenes qu’elle explique ».

4.3 Méthodologie de travail pour cette séquence

Deux choix méthodologiques sont possibles pour étudier les pratiques enseignantes : observer
les pratiques enseignantes a partir d’'une ingénierie didactique proposée par un groupe de
chercheurs, ou bien observer la pratique quotidienne du professeur et de ses ¢€leves. Nous
avons choisi d’observer le deuxieme type d’observation en se penchant a la fois sur :
- Les discours du professeur et des éléves en classe, recueillis a différents moments de la
séquence que nous trouvons nécessaire.
- Les traces écrites au tableau qui représente un « lieu de travail », un « lieu de savoir »

et un « lieu d’écriture » (Robert et Vandebrouk, 2003)**.

2 Brousseau (1996) caractérise le contrat d’ostension par: Le professeur « montre » un objet ou une propriété,
I’¢leéve accepte de le « voir » comme le représentant d’une classe dont il devra reconnaitre les éléments dans
d’autres circonstances».

* Robert et Vandebrouk (2003) ont caractérisé le tableau comme étant :

1. Lieu de travail : le professeur utilise le tableau comme un lieu de travail, sans jamais rédiger proprement
devant les ¢léves. Cet usage permet de donner a voir un processus plus qu’un produit.
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Notons qu’aux moments de notre observation de cette séquence, nous avions fait tous les
jours un entretien a 1’oral avec le professeur avant la séance. Ceci nous a permis d’étre plus
proches de certaines de ses décisions sur la gestion de sa classe.

En ce qui concerne les « Equations », le professeur a affirmé qu’il n’a aucune difficulté a
expliquer cette notion. Pour sa préparation, il se base sur le manuel adopté par 1’école. Il note

les parties essentielles du cours et planifie des exercices d’application.

4.4 Les Equations dans le programme libanais de 1997

Pour cette recherche, nous avons muni une étude du programme libanais concernant les deux
domaines : « Equations » et les « Nombres Relatifs ». Pour éviter les répétitions, nous avons
choisi de détailler I’étude du programme sur les « Relatifs » (voir p. 168) et, de se contenter
de mener un apergu non exhaustif sur les programmes des « Equations » dans ce chapitre. La

partie du programme portant sur les équations est montré dans 1’extrait ci-dessous :

Cycle moyen
ARITHMETIQUE ET ALGEBRE (90h)

7. EQUATIONS ET INEQUATIONS (10 h)

CONTENU OBJECTIFS COMMENTAIRES
7.1. Equations se 1. Remplacer une équation par une équation qui lui est équivalente. On se limitera au cas ol a et b sont numériques.
ramenant a ax = b. 2. Résoudre une équation du type ax=b ol a # 0. On envisagera les équations particulitres : 0 X x=b (b#0)

3, Organiser des données et les traduire par une équation se ramenanta | et 0 X x=0.
ax=bet calculer ensuite x. - On familiarisera l'éleve au vocabulaire des équations :
s Connaitre qu'on ne change pas l'équation quand on additionne aux membre, inconnue, solution ou racine.
deux membres ou on les multiplie par une méme quantité.
« Connaitre que I'équation ax = b a pour solution b
a
o Ramener une équation linéaire & la forme ax = b par une succession
d'opérations citées en 1. et 2,
o Savoir choisir l'inconnue dans un probléme, le mettre en équation,
résoudre I'équation et donner la solution du probleme.

Figure 5 : Les équations dans le curriculum libanais

Dans le contexte des niveaux de codétermination didactique, le programme de la classe EB7
(Cinquiéme) au Liban est scindé en 3 domaines d’étude qui sont intitulés Arithmétiques et
Algebre (90h), Géométrie (55h) et Statistique (5h) (praxéologie globale). Le domaine
Arithmétiques et Algebre est quant a lui divisé en 7 secteurs d’études nommés : Entiers
naturels (10h), Fractions (10h), Décimaux (5h), Opérations (30h), Proportionnalité (10h),

Expressions algébriques (15h), Equations et Inéquations (10h) (praxéologie régionale).

2. Lieu de savoir : le professeur utilise le tableau pour écrire le fruit des cheminements et des explications orales.
Ces écrits sont porteurs du savoir, les formules décontextualisées sont apparentes. Les éléves ont devant leurs
yeux un modele magistrale applicable.

3. Lieu d’écriture : le tableau est un simple lieu d’écriture, 1’écrit est identique a 1’oral, et il n’y a pas de travail
spécifique sur ou a partir de cet écrit. Le professeur écrit les éléments qui doivent étre pris par les éléves.
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A son tour, le secteur « Equations et Inéquations » se scinde en un seul théme nommé
« Equations se ramenant a ax=b » (praxéologie locale). Ce théme renferme plusieurs sujets
d’étude impliquant un certain nombre de types de taches comme : « Remplacer une équation
par une équation qui lui est équivalente », « Résoudre une équation du type ax=b ou a # 0 »,
« Organiser des données et les traduire par une équation » (praxéologie ponctuelle). Des
techniques exigibles a la réalisation de ces sujets accompagnent la colonne des sujets étudiés,
nous mentionnons « Connaitre qu’on ne change pas 1’équation quand on additionne aux deux

membres ou on les multiplie par une méme quantité », « Connaitre que 1’équation ax=b a pour

. b , . s .
solution x =— », etc. Nous résumons dans le tableau ci-dessous les différents niveaux de ce

a

programme :

Domaine : Arithmétique et Algebre

Secteur : Equations et Inéquations

Théme : Equations se ramenant a ax=h

Sujet 1 : Sujet 2 : Sujet 3 :
Remplacer une équation par | Résoudre une équation du Organiser des données et les
une équation qui lui est type ax=boua #0 traduire par une équation
équivalente

Tab OM 3 : Les Equations dans le programme libanais 1997
4.5 Le manuel scolaire

Le manuel est une sorte d’objet intermédiaire, source de renseignements sur des phénomenes
liés a I’éducation. Il est vu comme un objet intermédiaire principal entre le savoir a enseigner
et le savoir enseigné (Tavignot, 1995).

Bucheton(1999) constate que : « Pour des enseignants [les manuels] sont des références
fiables quant aux savoirs qui y sont présentés. Ils sont donc un outil précieux pour la
préparation des lecons au plan des contenus enseignés et des pistes pédagogiques
proposées ». Les manuels constituent un précieux indicateur des pratiques de classe. C’est
I’occasion d’étudier les conceptions des professeurs qui reflétent, par leur influence, les
disciplines et les niveaux scolaires (Bruillard, 2005).

Le « manuel » est donc un objet didactique qui réunit deux dimensions constitutives de toute
approche didactique : une dimension transpositive puisqu’il propose une réorganisation des

savoirs en vue de leur enseignement, une dimension situationnelle puisqu’il est censé réunir
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un ensemble de conditions spécifiques, qui, bien que non suffisantes, doivent permettre de
donner un sens aux connaissances visées (Briand, 2010).
Le schéma ci-dessous illustre la place du manuel dans le parcours de la transposition du

savoir :

Manuels

Noosphere .
scolaires

Curriculum prescrit

[
L5

Savoir savant

[
A

Savoir a enseigner

M
~

Savoir enseigné

Dimension transpositive des savoirs

Figure 6 : Place du manuel dans la transposition didactique du savoir
4.5.1. OM et OD de la partie « cours »du manuel

Nous avons trouvé nécessaire de cerner notre étude du manuel suivant deux ordres :

a) Une organisation mathématique qui est le contenu mathématique vis€¢ qui peut se
construire dans une classe de mathématiques ou I’on étudie le theme ;

b) Une organisation didactique qui est la maniere dont peut se réaliser I’étude du theme. Cette

¢tude se fera ultérieurement dans les analyses.

Le Chapitre est formé de deux parties (voir Annexe 2, p8) : la premicre partie parle de la
résolution algébrique d’une équation et I’autre partie porte sur la mise en équation d’un
probleme.

La premiere partie est scindée en trois sous parties : Définition, Equations équivalentes,
Propriétés et résolution. Nous allons montrer d’abord cette partie afin de 1’étudier et de mener

une analyse suivant 1’organisation praxéologique de Chevallard (1999) :
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Cours

" DEFINITION

L’écriture 2x — 3 = 5 s’appelle :
€quation du premier degré en x, x est I'inconnue ; 2x — 3 et 5 sont les
membres de cette équation : 2x. — 3 et 5 en sont les termes.

x =4 vérifie cetle équation car : 2 x 4
4 est la solution ou la racine de 2v —

Résoudre une équation c’est irouver la valeur de 1'inconnue qui la vérifie.

Application 1
! Soit I'équation 3x + 1= 4.
% Dis laguelle des valeurs suivantes est solution de cette équation :
= =0 + 3

;x= 1 x=3

22 EQUATIONS EQUIVALENTES

Les équations 2+ x=35 et 4x=12 ont la méme solution qui est 3 .
Elles sont dites équivalentes.

Deux & ions sont dites é

qui si elles ad t la méme solution.
Application 2

1°) Choisis la bonne réponse

» L'équation 2 + x=6 a pour solution Lo
L’équation x — 1 =—1 a pour solution &

[4

L équation x+7 =7 a pour solution z

L’équation x—3 =1 a pour solution

gz
DR
BE

9

2°) Indique alors, parmi les équations précédentes, celles qui sont
équivalentes.

Figure 7 : Cours chapitre « Equations », p168

4.5.2. Paragraphe 1 :« Définition »

Le manuel scolaire ouvre sur I’objet « Equation » par une « ostension assumée® ». Le manuel
place I’objet d’étude : « Résolution de 1’équation du premier degré » au niveau générique
« Equations et Inéquations ». Il ne prend pas en considération les rapports personnels des
¢léves ni leurs connaissances antérieures autour des €éléments qui entrent en jeu dans 1’étude
de cet objet de savoir. Par exemple, une situation qui amene les éléves a mettre en évidence la
résolution algébrique d’un probléme dont I’inconnue se présente sous forme d’une lettre par
exemple.

Le manuel est conforme au programme libanais, il a défini e premier 1’équation et parle de
I’exemple « 2x-3=5 » qui peut se ramener a la forme « a.x=b ». La dévolution de cet objet
parait comme une fin en soi. L’¢éléve n’a qu’a accepter cet objet mathématique qui est montré

par le mot « s’appelle » dans « L’écriture 2x-3=5 s appelle :

Equation de premier degré a une inconnue ».

> Matheron (2010) a défini I’ostension assumée par I’intermédiaire d’un exemple: “ Le cours magistral a
constitué, depuis la création de 1’Ecole obligatoire et pendant des décennies, la technique courante de
I’enseignement. Elle prenait la forme d’une ostension directe et assumée d’éléments du savoir, en direction des
¢éléves. On y exposait le cours en y montrant tout d’abord un certain nombre d’éléments technologiques (une
définition, une propriété, un postulat, etc.), suivis le plus souvent d’exemples ; c’est-a-dire de 1’ostension des
techniques que la technologie permet de construire, ou des phénomenes qu’elle explique (une expérience de
physique, une tournure littéraire, un passage musical, etc.) Les éleves devaient ensuite apprendre le cours et
s’exercer a ’'usage des techniques, parfois méme en inventer qui n’avaient pas été montrées, a [’aide d’¢léments
trouvés dans le corpus constitué du cours magistral copié”.
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1l a officialisé le vocabulaire spécifique de I’équation & partir des ostensifs*® écrits en gras
« équation du premier degré : 2x-3=5, I’inconnue : x, membres : 2x-3 et 5 et les termes
2x, -3 et 5».

Bosch et Chevallard (1999) ont indiqué que « Le propre des ostensifs, c¢’est de pouvoir étre
manipulés, ce mot étant entendu en un sens large : manipulation au sens strict (celle du
compas, ou du stylo, par exemple), mais aussi bien par la voix, le regard, etc ». Dans ce sens
les ostensifs vont élargir le champ des recherches. Mais, il se peut que la présence d’un
ostensif comme «2x-3» cible les prérequis des ¢éléves du chapitre « Expressions

Algébriques » qui pourrait renvoyer les €éléves a leurs acquis antérieures.

Dans ce paragraphe, un nouveau type de tache T; g4 apparait :« Vérifier si un réel donné est
solution de 1’équation » dans les deux lignes suivantes:
« x =4 vérifie ’équation 2x —3 = 5car 2x4—5—=8 573

Alors 4 est la racine ou la solution?” de 2x—3—=5».
Cette tache n’est pas prescrite dans le programme (voir 4.4, p.75) parmi les sujets, ou les
techniques, qui sont aptes a réaliser le type de taches principal Ta « Résoudre algébriquement
une équation du premier degré a une inconnue ». Ces deux lignes marquées, ci-haut, sont
suivies dans le manuel par I’explication suivante« Résoudre une équation c’est trouver la
valeur de ’inconnue qui la vérifie » qui doit constituer le moment de la construction du bloc
technologique autour du type T q.
Ce type de taches Tjgq. ne contribue pas a la réalisation du type de tache Ta qu’il appelle
puisque la nature de travail est différent. Le Tyq « Vérifier si un réel donné est solution de
I’équation » appelle des techniques basées sur le calcul numérique effectué sur deux
expressions numériques représentant les membres de 1’€quation et, qui soient variées de celles

du type de taches principal Tad.

Dans la ligne qui suit, on a I’« Application 1 » du cours :

%% Ostensifs et non-ostensifs dans 1’activité mathématique,

On appelle ostensifs les objets qui ont pour nous une forme matérielle, sensible, au demeurant quelconque. Un
objet matériel (un stylo, un compas, etc.) est un ostensif. Mais il en va de méme :

— des gestes : nous parlerons d’ostensifs gestuels ;

— des mots, et, plus généralement, du discours : nous parlerons ici d’ostensifs discursifs (ou langagiers) ;

— des schémas, dessins, graphismes : on parlera en ce cas d’ostensifs graphiques ;

— des écritures et formalismes : nous parlerons alors d’ostensifs scripturaux. (Bosch et Chevallard, 1999),

*7 Notons que la définition de la « solution » ou de la « racine » n’est pas signalée dans le cours. Elle est justifiée
a partir de la technique présente.
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« Soit ’équation 3x+1=4

Dis laquelle des valeurs suivantes est solution de cette équation.

x=0 x=1  x=3n»
Cette « application 1 » replace officiellement les €léves dans I’institutionnalisation du type de
tache Tyq4. Ceci puisque la technique assumée a la réalisation de Tjgq est déja ébauchée et
démontrée dans « x =4 est une solution de 2x—3=5 ». Il s’agit de travailler dans le
quatrieme moment celui de I’institutionnalisation [7' t, 6, ®]. Rappelons que pour Chevallard
(2002) « le quatrieme moment est le moment de [’institutionnalisation, qui a pour objet de
préciser ce qu’est “ exactement ” |’organisation mathématique élaborée ». Par suite, le type
de tache Ty4 ne constitue pas une premicre rencontre avec la tdche (premier moment). Il ne
s’agit pas d’émergence de technique nouvelles des organisations mathématiques (deuxieéme

moment) ni de construire un bloc technologique relatif a la technique (troisieme moment).

4.5.3.Paragraphe 2 : Equations équivalentes

Du point de vue programme, le manuel se place dans le sujet : « Remplacer une équation par
une équation équivalente ». Cela constitue un nouveau type de taches, noté T, 4, sous type de
type de taches principale T4 vu que les techniques nécessaires a sa réalisation font parties de
la résolution de la tache principale. Comme au paragraphe 1, le manuel présente cet objet de
savoir par ostension assumée, il est considéré comme une fin en soi dans :

« Les équations 2+x =5 et 4x =12 ont la méme solution qui est 3.

Elles sont dites équivalentes ».

Cette cloture constitue un essai vers la constitution d’un élément technologique6du type de
tachesT, 4 ainsi définie. Elle situe le sujet au troisieme moment de son étude. C’est une

volonté vers la résolution de la tache principale T4 par la mise en ceuvre de T 4.

Nous postulons que la définition : « Deux équations sont dites équivalentes si elles admettent
la méme solution » est parue comme un axiome. Elle peut interdire aux éléves de s’élancer
dans la recherche des techniques appropriées a la réalisation de Tg.
Les auteurs du manuel terminent ce paragraphe par 1’application 2 :
1) « Choisis la bonne réponse :
L’équation 2+x =6 a pour solution 0 4 1

L’équation x—1=—1 a pour solution 2 1 0
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L’équation x—3=1 a pour solution 4 3 2

L’équation x+7=7 a pour solution 2 -1 0
2) Indiquez alors parmi, les équations précédentes celles qui sont équivalentes ».

Cette application outille pour sa résolution les deux types de taches Tia pour la premiere
question T2,a pour la deuxiéme question. Elle a donc un réle purement didactique pour la
réalisation de la tache principale, ceci parce que les deux taches Ti,a et T2,d entrent en jeu dans
la résolution de la tache principale Tg.

D’ou cette application constitue le moment d’institutionnalisation de T1,a et T2,a puisqu’il n’y
a pas de la place aux mathématiques des €léves, ni de la place pour les trois premiers moments

didactique (voir 2.5, p.44).

4.5.4 . Paragraphe 3 :« Propriétés et Résolution »

CGours |
g

2 PROPRIETES ET RESOLUTION

Activité

B 508 o - o gt
®@HE = T H =

La balance est en &quilibre,
Ona:x+ 50+ 20 = 100 +50 + 20

100z
S0

- o
g = s sog
ss )y (e O ) Ee
| A = =

La balance reste en équilibre La balance re:
Compléte Ecris I'équation ¢

a4+ 50+20+ .. =100+50+20+ .. SRR

Propriété 1

i on ajoute ou si on retranche un méme nombre aux deux membres
d’une <¢quation, on obtient encore une équation qui a la méme
solution.

Soit & résoudre |'équation 5x - 2 = dx + 4
En ajoutant 2 aux deux membres on obtient :
Sx—2+2=4v+4+2,

=dx+ 6.

t dx aux deux membres of obtient :
—dx=4x+6-dx.

Ces & de la maniére suivante

6 est la solution de cette équation

on tire la régle suivante.

[ "Dans une équation on peut faire passer un terme d'un membre
dans Pautre i condition de changer le signe qui précéde ce terme.

169"

Figure 8 : Cours Chapitre équations, p169

L’ouverture de ce paragraphe a mis en ceuvre un nouveau type de taches défini par :

T3,a « Modéliser algébriquement I’équilibre d’une balance ».

Cette tache concrétise les poids marqués sur chacun des deux plateaux afin de la modéliser,
algébriquement en termes des poids connus et inconnus. Pareillement aux deux paragraphes

précédents, les auteurs du manuel présentent cette tache par ostension, notamment par
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« Ostension déguisée®® » puisqu’elle montre 1’objet d’étude et consigne les éléves a compléter
I’égalité :

« La balance est en équilibre.

Ona x+50+30=100+ 50+ 30y,

T3,a est considéré comme le cadre technologique de la modélisation algébrique d’une situation
« balance » supposée proche du vécu des ¢€léves. C’est grace a elle qu’ils seront amenés a
écrire des équations algébriques. Ils remplacent une quantité inconnue par une lettre, soit
«X M.
Or la forme algébrique d’une équation a été 1’enjeu d’étude du paragraphe 1 par
I’intermédiaire de 2x—3=5. Ce fait nous incite a poser des interrogations sur la réalité de la
fonction didactique de ce paragraphe.
T34 place 1’objet mathématique au troisieme moment d’étude, elle montre la balance comme
indicateur a la justification des techniques personnelles d’¢leves. Sur ce plan, la balance

justifie I’'usage de la modélisation algébrique de 1’équation

Dans cette sous partie, nous remarquons la présence de trois balances dans la figure ci-
dessous. La premiere balance, par ostension, montre aux éléves 1’équation qui doit étre
modélisée par une équation du premier degré a une inconnue. La tache T3,a est demandée aux
¢leves a partir de la consigne « compléter ».

La réalisation de T3,a est consignée dans les deux balances du fond que nous avons désigné

par « Situation 1 et Situation 2 » :

% Berthelot et Salin (1992) ont défini “I’ostension déguisée qui a pour support, le plus souvent, les activités que
I’on trouve dans les manuels scolaires, depuis le milieu des années 1980 jusqu’a nos jours. Dans ce dernier cas,
le professeur entretient la fiction que 1’¢léve, par son action, produit le savoir, alors qu’en réalité il lui est
simplement montré, mais d’une maniére plus ou moins bien déguisée”. Cette citation est citée dans Matheron
(2010).
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£33 PROPRIETES ET RESOLUTION

Activité
100g
i 50g

X 508 208 - 20g
| N = | ,]\ l |

LLa balance est en €quilibre.

Ona:x+ 50+ 20 = 100 + 50 + 20
100g xg 1008
XB 50g 50g > - 508 508
|----|/]\| | T 1N -J,]\|_I!_|
La balance reste en €quilibre. La balance reste en €quilibre.
Complete : Ecris 1"équation correspondante.
X+ 50 =20 3 ...= 100 4+ S0 +20 # = | cmmermrretooscssmsmseseces — EEseteessmesorit ey
\ .
Complete : Ecrire :
Situation 1 Situation 2

Figure 9 : Les balances dans I'écriture d'une « Equation »

L’inconnu « xg » modélise différemment deux autres masses pour le mettre en valeur aux
yeux des ¢€leves. Il nous semble que les situations 1 et 2 ne conviennent pas avec ces deux
recommandations du programme: « Savoir choisir ['inconnue dans un probleme, [...] et
donner la solution du probleme » (voir 4.4, p.75).

La position de ces balances, tout pres 1’une de 1’autre, peut entrainer les €léves a un travail par
analogie a la premiére balance dans 1’écriture de 1’équation adéquate pour la situation 2 ou
nous trouvons au-dessous une ligne pointillée et le symbole égal. Il sera ainsi suffisant
d’écrire les « masses » indiquées au-dessus de chacun des poids.

D’ou la situation 2 ne peut pas constituer un moment d’exploration d’une technique nouvelle.
Les deux situations constituent a notre avis une justification technologique du type T3.d.

En outre, I’inconnu est présent comme ostensif stable, il ne reléve pas d’un besoin fonctionnel
au favori de la tache T3,q.

En ce moment, nous pensons que, pour trouver la valeur de x, I’éléve pourra réussir en
mobilisant ses mathématiques relatives au domaine numérique. Ce fait pourra le placer en
rupture avec les nouvelles techniques algébriques qu’il est entrain d’apprendre. Il sera amené
a calculer des opérations numériques dans des égalités a trous. Ce fait pourrait favoriser la
recherche des solutions numériques en admettant la « technique » qui revient a donner a
I’inconnu x une valeur arbitraire et vérifier, par un calcul numérique, si cette valeur vérifie ou
pas I’équation donnée. Cette méthode reléve du domaine numérique surtout que les équations
proposées ici sont du premier degré dont le coefficient a de x est toujours 1. Donc, 1’¢leve

peut réussir ces équations s’il passe du connu, analogiquement a la résolution arithmétique de
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Clairaut au XVIII siecle, en donnant a x une valeur numérique. Il pourra vérifier ensuite la
réalisation du type de tache T1,a déja définie.

Si T1,a est réussit alors x est acceptable, sinon I’éléve essaiera une autre valeur numérique de
«x ». Cette technique est présente dans les classes antérieures, en particulier en EB6. Pour la
résolution de 1’équation2a+1=15 les ¢léves ont tendance a écrire, aprés un tatonnement
préalable sur les nombres et les opérations présentes, la valeur numérique correspondant a la

, . . 2a+1=15 . s
solution « 7 »qui sera écrite au-dessous de la lettre comme dans ou a son coté

7

comme dans : | 2a0+1=1 5 7 |

Dans notre sens, la technique déja explicitée peut étre reconnue par les €léves a ce niveau sur

des équations de type ax + b = ¢. Le deuxiéme membre ¢ indique un nombre « réponse » a

une expression numérique pour les éléves dans les classes primaires (Houdebine, 1991).

Le passage de la modélisation concréte a la modélisation algébrique est représenté par la
I’ « axiome mathématique » appelé « Propriété 1 » dans le manuel étudié (voir Figure 8§,
p81):

Si on ajoute ou on retranche un méme nombre aux deux membres d’une

équation, on trouve une équation qui a la méme solution.

Nous remarquons d’abord que la métaphore de la balance, telle qu’elle est présente, n’est pas
une situation justificative de cette propriété 1. Nous la considérons comme un « Axiome »
parce qu’elle est proposée aux ¢€leves sans démonstration, ni justification. Par exemple, nous
pouvons trouver une équation équivalente en procédant mathématiquement suivant:
Si a=balorsa-b=0
Parsuitea+c-(b+c)=0
Donca+c=b+c

La propriété 1 justifie I’ajout d’un terme aux deux membres de 1’équation. Elle pourra
constituer ultérieurement la justification technologico de la reégle didactique : « Transposition
d’un terme d’un membre a un autre membre dans une équation » que Houdebine (1991) a

montré qu’elle est source d’erreurs surtout en cinquieme et quatrieme?°.

:« La transposition n’apparait pas “naturellement en cinquiéme et en quatrieme [...] Quand les éléves

rencontrent pour la premiére fois la transposition, elle a le statut d’'une procédure, c'est-a-dire d’une action
réfléchie, ou encore d’une opération légale parmi d’autres, qui permet de transposer les équations sans perdre
ni gagner des solutions [...] », (Houdebine, 1991).
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Cette propriété est suivie, dans le cours du manuel page 169, par une application pour

I’expliciter et passer a la technique de résolution aux éleves :

Soit a résoudre 1’équation 5x-2=4x+4
En ajoutant 2 aux deux membres de I’équation :
5Xx-2+2 = 4x+4+2
Soit 5x = 4x+6
En retranchant 4x aux deux membres de
I’équation :
5x-4x = 4x-4x+6
Donc, x =6
Manuel page 169

Cette application place la notion mathématique au niveau du sujet : « Résoudre une équation

de premier degré3® », c.a.d. au type de taches principal T4 de la séance.

Le manuel détaille la résolution de 1’équation « 5x-2=4x+4 » en montrant toutes les étapes
nécessaires avec explication. L’effectuation du type de taches T, 4: « Remplacer une équation
par une autre équation équivalente » parait nécessaire « Sx-2=4x+4 est équivalente a
Sx=4x+6 », trouvée a partir de I’ajout de « 2 » aux deux membres de 1’équation. La résolution
« typique » de cette équation apparait comme une suite d’éléments technologiques activés par
la «regle de transposition des termes dans une équation ». D’ou, le manuel place 1’objet
mathématique au troisieme moment d’étude, le moment qui affine les avantages et les

économies pour la réalisation de la tache principale Tq.

Dans ce méme paragraphe, il reste a montrer la propriété 2 de la page 170 :

%% Dans le curriculum I’objectif (ou le sujet pour nous) est : « Résoudre une équation de type a.x=b ot a est
différent de zéro ». Par le type a.x=b, il voulait désigner la forme réduite de 1’équation générale du premier
degré, c.a.d. la forme ax+b=cx+d.
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Application 3

Résous chacune des équations suivantes :
19 3x—5=2x+ 2

" 29 2x—8=x+3.

Activité

oy s 100z
La balance cst en équilibre.
= Ecris 1'équation correspondante.

+ Peux-tu déduire la valeur de x ?
Si oui, complete x = ..

Propriété 2

Si on multiplie ou si on divise les deux membres d une équation par
un méme nombre, on obtient une éguation gui a la méme solution.

EXEMPLE
= L’équation 4x -5 =2x+ 3 s’ecritdx—2xr =5+ 3
2x =8

2 8
= = = etx=4.

P

2

o g S o ST o,

équation - —2 =1 s'éerit x-=2+1 15 =7
x

S x3=3x3.s0itx=9

Application 4
Résous chacune des équations suivantes :
@ 1) 7x— 1 =2x+ 4
_

2% %74: I

Z,

170

Figure 10 : Propriété 2 du cours « Equations »
La propriété 2 « Si on multiplie ou on divise un méme nombre aux deux membres de

I’équation, on trouve une équation qui a la méme solution », est suivie d’un exemple
d’application :
L’équation 4x-5=2x+3 s’écrit 4x-2x=5+3 qui donne 2x=8.
. . 2x 8
Par suite la solution est 7x = E , Xx=4.

Pour cet exemple, 1’ajout d’un terme aux deux membres est remplacé par la regle de

transposition de termes dans « 4x-5=2x+3 s’écrit 4x-2x=5+3 » et dans « §—2=1 s’écrit

A NN | n’y a plus explicitation comme celle de 1’équation « 5x-2=4x+4 » a la maniere

de « 1) En ajoutant, 2) En retranchant, 3) Donc ». Les auteurs du manuel montrent « la
division par 2 » pour chaque membre de I’équation « 2x=8 ».
Nous supposons, par analogie a la premiere propriété, que ce détail «division par 2 »

disparaitra au cours des applications au détriment de la régle de transposition des termes dans
, . g \ 8 \
laquelle la résolution de 2x=8 aboutit directement a x = 5 donc a x=4.

Signalons que le paragraphe 4 du cours concernant « La modélisation algébrique d’une

situation réelle » ne nous intéresse pas. Nous n’allons pas 1’étudier.
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4.5.5. Résumé

Nous allons résumer dans deux tableaux les différents résultats extrapolés des études

précédentes. Cela concerne les OM et les OD mises en ceuvre dans le manuel, ainsi que les

différents éléments institutionnels qui pourraient activer ce savoir.

oM Extraits du manuel oD
Paragraphe 1 : Définition
Définition de I’équation | Moment de présentation « par
Théme : Equation ostension » de I’écriture d’une
¢quation
Ostensifs : inconnue, Prérequis sur les expressions
membre, termes numériques et algébriques.

Sujet : type de taches T4 x=4 est la solution de Moment de constitution un
I’équation car environnement technologique sur
2x4-3=8-3=5 la solution d’une équation (T1,q4)

Sujet : Tache principale Tq Résoudre une équation Moment de constitution un
c’est trouver la valeur de | environnement technologique
I’inconnue qui la vérifie. | pour la tache Ty

Sujet : type de taches Tr 4 Application 1 Moment d’institutionnaliser T, 4

Paragraphe 2 : Equations équivalentes

Sujet : type de taches Trq Les équations 2+x=5 et Moment de constitution un
4x=12 sont équivalentes | environnement technologique
car 3 est une solution pour la tiche Tz 4
commune
Définition Moment d’institutionnaliser T 4
Application 2 Moment  d’institutionnalisation

Sujet : type de taches T4 1) Choisir la bonne (permettra de savoir ce qu’il faut

Sujet : type de taches T q solution connaitre)

2) équations équivalentes
Paragraphe 3 : Propriétés et Résolution

Sujet : type de taches T3 q Activité de la Balance Moment de I’exploration de T34 et
1. Situation 1 de I’émergence d’une technique t
2. Situation 2 nécessaire.

Axiome Propriété 1 Moment de constitution d’un

environnement technologique

pour la tdche T, 4 par 1’ajout des
termes aux membres de I’équation

Sujet : type de taches Ty

Application 1

Moment d’institutionnalisation de
la technique de résolution en
explicitant toutes les tapes pour
réaliser T4 (cas : a=1.dans ax=Db)

Organisation mathématique (OM) et organisation didactique (OD)
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Nous montrons dans le tableau ci-dessous les différents OM aux quelles font appel les auteurs

du manuel. Les différents niveaux sont pris du curriculum libanais en vigueur et dont, le

manuel est susceptible de les transformer en des objectifs d’enseignement.

Notre but principal est de déterminer un amalgame des OM qui pourra nous informer sur la

conception du professeur envers ce savoir.

Domaine:
Arithmétique et Algébre

Equations et Inéquations

| | '—l 1
Secteurs : Secteur: Secteur :
Opérations Expressions
algébriques
" - |
f N
Théme:

Soustraction et
multiplication des
nombres relatifs et
Lrationnels

( Sujet : )
1)Additionner et
soustraire des
nombres rationnels

2) Multiplier des
nombres rationnels en
appliquant les régles

\de signes y

Theéme: Calcul sur
des expressions
algébriques

Sujet: Développer
et réduire

Théme: Equations se
ramenant a a.x=b

-

Sujets:

1) Remplacer une
équation par une
équation équivalente
2) Résoudre a.x=b

Milieu institutionnel du savoir « Equations » a partir du manuel

Tab OM 5 : Milieu institutionnel du savoir « Equations » a partir du manuel
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4.6 Etude praxéologique de la partie « Cours » du manuel

Dans la partie « Cours » que nous avons déja étudié, nous avons relevé trois taches liées a la
réalisation du type de taches principal T4. Nous allons expliciter ces taches dans le but de
déterminer ultérieurement leurs réles dans I’avancement mathématique et didactique de la

séance :

Téche Ty,q4: Vérifier si un réel donné est solution d’une équation.

Exemple : « x =4vérifie I’équation 2x—3=5car 2x4—5=8 S5="
Alors 4 est la racine ou la solution de 2x—3=5».

Téche T,,4: Remplacer une équation par une équation équivalente.

Exemple : « 2+x=5 et 4x=12 ont la méme solution 3.

Alors elles sont dites équivalentes ».

Téche T 4: Modéliser algébriquement I’équilibre d’une balance.
Exemple : « On voit des poids marqués sur une photo de balance.
Ona x+50+30=100+50+30
Type de taches principal T4: Résoudre algébriquement une équation du premier degré a

une inconnue.
Exemple :

Soit a résoudre I’équation 5x-2=4x+4

En ajoutant 2 aux deux membres de
I’équation

5x-2+2 = 4x+4+2

Soit 5x = 4x+6

En retranchant 4x aux deux membres de
I’équation

5x-4x = 4x-4x+6

Donc, x =6

Les trois taches Ty4, T2,a et T34 s’inscrivent dans la réalisation de Tq. Nous allons illustrer
dans un tableau, les organisations praxéologiques locales (Tigd, tig, 84, ®) avec i=1, 2, 3,sur

lesquelles nous nous basons pour I’analyse de la séance.
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Taches Tigq
du type de Tia Tra Tz Tqg
taches Tq
T1,0 T2, T30 Ta
-Remplacer x par -Ecrire une (ou -Modéliser en T2d
une valeur plusieurs) termes de x des
numérique dans équations poids sur un -Transposer des
une expression. plateau d’une termes sur les
-1y, st vérifie sur balance. membres.
Techniques -Calculer des ces équations.
T expressions -Marquer ’ostensif | -aboutir a la forme
numériques en «=» entre les a.x=b.
respectant la deux expressions
priorité dans les algébriques -Ecrire la solution x
opérations. obtenues. sous la forme du
quotient de b par a.
-Comparer deux
nombres.
- Egalité de deux nombres.
- Egalité conditionnelle de deux expressions algébriques.
- Equations ayant la méme solution.
Technologie | - Propriétés sur la métaphore de la balance :
04 - Propriété 1 : Si on ajoute ou on retranche un méme nombre aux deux
membres d’une équation, on trouve une équation qui a la méme solution.
- Propriété 2 : Si on multiplie ou on divise un méme nombre aux deux
membres de I’équation, on trouve une équation qui a la méme solution.
théorie (IR, +,x )*'est un anneau commutatif factoriel dans lequel tout élément non nul
® posséde une décomposition unique en facteurs irréductibles.

Tab OM 6 : Organisation locale (Tia ;Ti,a;04;0) avec i=1, 2, 3

Le contenu de cette partie précise en général les objectifs essentiels prescrits par le curriculum
libanais en vigueur ainsi que les techniques qui vont étre mises en ceuvre pour répondre a la
tache principale : « Résoudre une équation du premier degré ».

Néanmoins le contenu de la partie étudiée de ce chapitre ne nous parait pas inhérent pour :

- mettre en évidence différentes facettes des mathématiques, outil pour la vie quotidienne,

ainsi que la variété des champs étudiés dans d’autres domaines comme dans la « géométrie » ;

- maintenir une problématisation des savoirs en éviter les ostensions déguisées et assumées
dans la présentation de ce nouveau savoir. Si nous ne pouvons pas les éviter, du moins trouver

des moyens pour qu’elles ne fassent pas obstacle au travail de recherche des ¢éleves ;

' En Cinquiéme, la résolution des équations se travaillent sur I’identité conditionnelle de deux expressions
algébriques qui ne sont pas enseignées comme €tant des polynomes. C’est pourquoi nous nous sommes placés

dans la théorie de I’anneau des réels et non dans 1I’anneau des polyndmes (]R [X ] ,+,X ) .

@ Thése : KAZAN Elie © 90




- ponctuer la vie scolaire mathématique en organisant dans une sériation un choix d’une ou de
plusieurs situations permettant la consolidation et I’institutionnalisation de cette notion en

remontant a des secteurs différents comme la géométrie ou d’autres disciplines ;

- répondre a une approche constructiviste, vu que I’ostension assignée dans ce manuel peut
amener ses utilisateurs, le professeur et 1’¢léve, a des régressions ailleurs. Elles pourraient
laisser place a des multiples bifurcations, a des reflets des pratiques antérieures qui rebutent la

relation avec les éléments institutionnels du nouveau savoir.
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4.7 Premiéres analyses : Vers une problématique de recherche

4.7.1. Organisation de la séance

L’observation de cette séquence d’enseignement sur le théme « Equation » a eu lieu dans une
¢cole libanaise privée de Beyrouth, elle a duré prés de quatre jours en mai 2009. Nous avons
filmé le professeur dans la classe. Nous avons photographié, en tant que possible, quelques
cahiers d’¢léves dans la classe ainsi que des préparations faites a domicile.

Dans le parcours de la séance, nous avons remarqué que le professeur a planifi¢ la premicre

séance d’enseignement (voir Annexe 3, p.11) suivant trois phases illustrées dans le synopsis

ci-dessous :

Durée Episodes Contenu didactique

8 min | Définition de I’objet Le professeur tout seul au tableau. Il a défini les équations
d’étude « les et introduit le vocabulaire spécifique : termes, membres,
équations » inconnues, etc.

14 min | Explication de la | Le professeur fait passer les ¢€léves au tableau pour
legon : 3x

Résolution  algébrique travailler les ¢€quations suivantes: 3x=4, ?:2,

des équations 3x
?—1:7 et3x—1=x+6

28 min | Exercices d’application | Aprés 14 min 13 sec de travail, le professeur débute cet
sur la résolution des | épisode par le tour de parole: « Maintenant on va faire des
équations applications pour voir si vous avez bien compris ». 1l a
commence cette partie par la résolution des équations

suivantes 67—x:—2, 3Ix—4=8, 3x—4=6x+8 et

3% —1=11.

7

Il n’a pas raté les cas particuliers comme dans les
équations 2x-4=2(x-2) et 3x-6=3x-4.

Ce sont les équations qui admettent une infinit¢ de
solutions ou aucune. Pour cloturer cet épisode, le
professeur a présenté I’équation dont I'un des membres

3x-1

est une fraction rationnelle ™ = =1 L’un des éléves
n’a pas compris la résolution de cette équation et surtout
le cadre technologique assigné par le professeur dans le
tour de parole suivant : «J’ai multiplié par 6 pour
simplifier par 6 », il ajoute « inconsciemment fois 6 égal
fois 6 (en montrant les deux membres) ». Dans ce cas
pour aider I’éléve en difficulté, le professeur a travaillé

1

une autre équation qui lui ressemble 3 5 =x—1.

Figurell : Synopsis de la premiere séance des « Equations »
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4.7.2. Analyse de l'extrait : « Introduction des Equations »

Nous montrons dans cet épisode comment le professeur a introduit 1’équation du premier
degré a une inconnue.

Signalons que dans la transcription le nom de chaque éléve est désigné par une, deux ou trois
lettres : E désigne un €léve que nous n’avons pas pu identifier, et ES désigne un groupe
d’éléves. L désigne le tour de parole relatif a I’intervention dans les transcriptions.

Le professeur explicite « La définition » I’enjeu de la séance.

Durée : Min 1 sec 23
L1 | P Bon d’abord on va commencer par la définition ou bien par le modéle de
I’équation.
En générale, une équation. Quel genre ou quel modéle on peut avoir.
Ex : (Il écrit au tableau)
1¥" modéle :2x-5=6
2™ modéle :3x°-6=3
3°™ modéle (etc) : 4x° —2x> + 1=0
Ce qui différe ici c’est I’exposant, n’est-ce pas?
Ca c’est I’exposant 1, ici I’exposant 2, ici exposant 3.
Donc, en général une équation est formée d’inconnue n’est-ce pas?
Selon I’équation 2x-5= 6 est formée d’une inconnue.
Combien d’inconnues il y a ? — une variable.

L2 | El 1 inconnue
L3 |P De 1 inconnue, 2 inconnues, €tc.
2x-3y+6., c’est une équation a combien d’inconnues?
L4 | El 2
LS | P 2 inconnus, 2 variables x et y, n’est-ce pas ?

Dong, ¢a c’est I’équation a une inconnue.
Mais ici on dit au 1% degré, ici au deuxiéme degré (le professeur montre les
équations du tableau)

L6 |El Car I’exposant est 2 // ou bien 3°™ degré.
L7 | P Donc, comment je peux savoir de quel degré / suivant I’exposant (il répond a sa
question)

suivant le degré je peux savoir combien d’inconnue.

Ici j’ai une inconnue, ici (montre le tableau) j’ai 2 inconnues, ici 3 inconnues.
On appelle inconnue ou bien solution de I’équation ou bien racine, méme chose.
L’inconnue qu’on va trouver,... on va trouver la solution de 1’équation, on va
trouver la racine de I’équation.

Mais, pour trouver ¢a, il faut résoudre une équation.

Qu’est-ce que veut dire résoudre une équation ?

Oui ? —vous savez ?

Extrait 1 : Equation/ Introduire les ostensifs/ L1-L7

Le professeur agit sur le milieu cognitif du savoir par I’intermédiaire des ostensifs langagiers
« définition, modele, genre ». 1l semble pour nous que ces ostensifs constituent, pour lui, des

organisations mathématiques fiables pour la reconstruction du savoir. Signalons que ces

32 Cette indication Min 1 sec 23 représente, dans ce chapitre, la durée de I’extrait.
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ostensifs peuvent étre porteurs d’une certaine ambiguité et il est difficile pour nous de les
expliciter.

Le professeur a parlé dans L1 et L7 des ostensifs propres a ce savoir. Il voulait cadrer
fortement le travail effectué¢ par lui méme en ajoutant, par écrit au tableau, d’autres ostensifs
que les éleves ignorent « exposants, équations a plusieurs variables, degré de [’équation ».
Notons que « Equations a plusieurs variables, degré de I’équation » ne sont pas mentionnés
dans le manuel. Ces termes font partie des connaissances du professeur, notamment aux
¢leves de la classe de EB9 (troisiéme). I s’agit pour nous des indices qui précisent le
mouvement topogénétique du professeur. Il a considéré que la « définition » est le synonyme
de « modele de I’équation » (L1). Il a commencé a définir les « Equations » mais il s’est arrété
pour questionner les éléves sur le « modele » ou le « genre » comme si ces deux mots sont
synonymes, comme s’il s’agit pour lui de tisser des rapports aux connaissances des €¢léves sur
les éléments du nouveau savoir.

Il s’adresse a ses €léves par le pronom « on » dans « Bon d’abord, on va commencer » (L1),
« Mais ici on dit» (LS5) et « L’inconnue qu’on va trouver. On va trouver la solution de
[’équation, on va trouver la racine de [’équation » (L7). 1l nous semble que la volonté du
professeur est de faire mobiliser les connaissances et les savoir-faire des ¢éléves sur le sens de
la tache : « Résoudre » en leur cédant un topos élevé.

Cet extrait se termine par la question « vous savez ? ». A notre avis, il pose la question aux
¢leves comme s’il leur dit « Connaissez-vous la réponse ? ». Le mode «présent de
I’indicatif » de ce verbe atteste en vigueur une vérité générale comme si les éleves se sont

habitués avec.

Ce sujet pourrait étre considéré comme nouveau aux €leves vu qu’il convoque un vocabulaire
non familier. Pourtant il ne parait pas comme tel puisque la plupart de ses composantes sont
déja vus par eux. Par exemple le mot « Equation » est déja vu a plusieurs reprises dés les
petites classes, mais il est utilisé dans le sens arithmétique. Cet ostensif langagier active une
technique personnelle chez les ¢éléves, qui les amene a advenir des pratiques antérieures qui
relevent des applications institutionnelles. Ces diverses applications devraient outiller un
certain bloc technologique fondé¢ sur les exercices et les problémes routiniers rencontrés au
cours de leur passé scolaire. Sur ce plan, les éléves pourraient vérifier par eux mémes les
critéres de la réussite de la tache prescrite et mesurer le progres qu’ils accomplissent aux

moments de sa dévolution. Ces outils peuvent étre renvoyés a la réalisation des types de
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taches comme « Compléter des égalités additives et soustractives » qui se présentent dans le

curriculum libanais a partir de la classe de EBI.

Dans cet extrait, le professeur s’est attardé au niveau du secteur « Equation ». C’est un niveau
ciblant directement le nouveau savoir. Pour ce faire, nous nous plagons au coeur du curriculum
libanais en vigueur (voir 4.4, p.75) qui permet de préciser les niveaux de codétermination
didactique dans lesquels sont pris les problémes proposés aux €léves. Nous remarquons que le
professeur se replace immédiatement au sujet « Résoudre une équationy, inclus dans le théme

« Equations se ramenant a ax = b », partie prenante du secteur « Equations et inéquations ».

Le professeur continue son discours par :

Durée : Min 1 sec 16

L7 | P Donc, comment je peux savoir de quel degré / suivant I’exposant (il répond a sa
question) ;suivant le degré je peux savoir combien d’inconnue.

Ici j’ai une inconnue, ici (montre le tableau) j’ai 2 inconnues, ici 3 inconnues.
On appelle inconnue ou bien solution de 1’équation ou bien racine, méme chose.
L’inconnue qu’on va trouver,... on va trouver la solution de 1’équation, on va
trouver la racine de 1I’équation.

Mais, pour trouver ca, il faut résoudre une équation.

Qu’est-ce que veut dire résoudre une équation ?

Oui ? —vous savez ?

L8 | El Trouver la racine de cette équation

L9 | P Trouver la (regarde les éléves en attendant la réponse)

L10 | El Trouver la racine

L11 | P Bravo Melissa, trouve 1’inconnue, trouver la racine, trouver la solution.

Vous avez une idée : Equation, solution, racine, résoudre. Oui?

L12 | El Oui

Extrait 2 : Equation/ Résoudre une équation / L7-L12

La ligne L7 se termine par la question « vous savez ? ». Cette action a été confrontée par les
¢leves par la réponseL8«trouver la racine de cette équation ». La technique didactique du
professeur qui revient a féliciter cet €léve par « Bravo » (L11) avance le temps didactique et
permettra au professeur de mettre fon a I’explication. Signalons qu’il venait de mentionner

dans L7 ce que cet éleve vient de répondre « On va trouver la solution ».

En général pour résoudre une équation, c'est-a-dire pour accomplir le type de taches principal
Tq, 1l faut trouver la valeur de I’inconnue qui la vérifie. Il nous parait que 1’organisation
mathématique congue par le professeur dans L7 pourra renverser la réalisation de Tq« /...] Ici

J'ai une inconnue, ici j’ai 2 inconnues, ici 3 inconnues [le professeur montre les trois modeles
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de L1]. On appelle inconnue ou bien solution de l’équation ou bien racine, méme chose.
L’inconnue qu’on va trouver, on va trouver la solution de I’équation, on va trouver la racine
de l’équation. Mais, pour trouver ¢a, il faut résoudre une équation ». Dans ce sens, une

organisation mathématique aura lieu, elle prend la forme :

Type de taches Trouver I’inconnue

Technique Résoudre 1’équation

Cette intervention du professeur fait revivre le passé didactique des éleves. Il a activé la
mémoire officielle des ¢éleves d’une tache institutionnalisée dans les années
antérieures « Trouver la valeur qui manque dans une égalité ». Les €léves savent qu’ils sont en
face d’un nouveau savoir puisqu’ils travaillent dans un nouveau chapitre. Ils sont pris par le
contrat didactique « Un nouveau apprentissage a lieu vers la fin de tout chapitre nouveau ».
Ce contrat détermine le role du professeur et celui de I’éléve dans une séance « d’explication
du cours » dont son enjeu respecte les principes de 1’« ostension assumée ». Cette ostension
s’est appropriée par une forme d’adhésion acceptée par les €léves qui ont répondu docilement,
d’une fagon tres réduite, aux questions posées par leur professeur.

Par contre, le professeur provoque la notion mathématique en la placant dans un milieu dont
I’intention est de le transformer en un milieu institutionnel du savoir nouveau. Ce milieu est
fait d’ostensifs qui sont présents dans son discours (modé¢le, genre, inconnue, variable,
exposant, I’équation est formée d’inconnues) et de non ostensifs qu’ils évoquent (définition de
I’équation, qu’est-ce que veut dire « résoudre une équation). L’activation de cette situation est
menée par une personne (le professeur) qui connait les rapports institutionnels aux éléments
convoqués et qui observe ceux qui sont en train d’€tre construits dans la classe en établissant
un rapport des connaissances a cela (Matheron, 2010)*.

Nous pensons que les interactions éleves / professeur ainsi que 1’enjeu établi font entrer
implicitement la classe dans un contrat qui pourrait s’expliquer pour nous par: « La
convocation des ostensifs nouveaux pourraient engager les éleves a mener des rétroactions a
des organisations mathématiques relevées de leurs propres univers cognitifs. Ils vont devoir
cibler les éléments du milieu institutionnel au biais de leurs connaissances antérieuresy». Nous
observons pour le moment une « bifurcation », le professeur méne des actions archivées dans

ses propres OM du savoir par contre, les éleéves travaillent toujours dans leurs propres OM.

3 Pour Matheron (2010) « I’ensemble des ostensifs matériellement présents et des non-ostensifs qu’ils peuvent
évoquer aupres des €léves et du professeur, constitue un univers de connaissances fait des rapports sous contrat
établis, ou a établir, aux ostensifs et non-ostensifs et au travail mathématique qu’ils permettent d’accomplir ».
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Par suite, la bifurcation a lieu parce que le professeur injecte dans cette institution des
ostensifs nouveaux dont les rapports de connaissances des ¢éléves pourraient étre différents a

leurs significations réelles.

Le professeur revit le passé didactique des €leves a travers un discours rassurant. Un discours
qui montre aux ¢éléves qu’ils connaissent déja ce qu’ils sont en train de faire. Il parait que ce
qu’il explique est routinier chez 1’¢léve vu 1’'usage excessif du « n’est-ce pas ? » (Répété trois
fois). Il place les éleves au niveau de leurs connaissances autour du type de tdches comme
« Compléter I’équation a+...=c»’" relatif au secteur « ajouter n ». Cela témoigne, a notre
sens, un coup de force qui écrase le passé didactique des ¢éléves qui, dans un sens figuré peut
s’expliquer par : « Lancer un projectile dans le champ de 1’adversaire pour marquer un but ».
Cela peut contribuer a constituer une mémoire officielle de la classe qui pourrait placer les
¢léves dans un nouveau milieu.

En plus, le discours du professeur a ét¢ muni d’'un mouvement topogénétique ascendant au
biais du pronom personnel : « vous » et descendant « on » qui aura des effets chronogénétique
permettant d’avancer le temps didactique et ameéne a la régulation du nouveau sujet. Notons
que pour ce moment de la séance, la technique de résolution n’a pas été enseignée malgre les
tentatives du professeur de réduire la distance aux éléments du nouveau savoir « vous
savez ? », «n’est ce pas ? ». Le rapport des éleves a ce nouvel objet est donc relatif a des

types de taches sans technique.

4.7.3. Conclusion

En guise de conclusion, le professeur a essayé de mobiliser des éléments du milieu
institutionnel comme : « /’inconnue qu’on va trouver », « on va trouver la racine », « il faut
résoudre une équation », « degré de l’équation », « inconnue ou variable ». 1l s’est appuyé
sur les rapports de connaissances aux objets de ce milieu institutionnel en s’aidant de son
topos ascendant (¢levé) pour mener ses actions et descendant pour négocier la transition du
sujet et faire avancer le temps didactique.

Ces actions sont imposées aux ¢€léves puisque I’enseignant prend la responsabilité du tableau
pour réciter ses connaissances et, de temps a autre, il pose des questions et se contente de la
réponse « oui» qui est une confirmation qui ne prouve pas ’acquisition de ce qui s’est

expliqué. Les éleves vont essayer de rapporter ces nouveaux €léments au sein de leurs milieux

** Ce type de tache est extrait du programme libanais 1997, classe EB1, p82.
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cognitifs® qui relévent, des deux domaines « Calcul des égalités a trou » et « Calcul des
expressions algébriques ». Ces gestes imposées du professeur ne permettent aux éléves que de
dire « Oui Monsieur ». C’est dans ce sens que regne une tendance globale en classe qui fait
croire que les ¢éléves sont pris par la situation implantée par le professeur. Il nous semble dans
ce cas que les rétroactions des ¢€léves pourraient ne pas s’entreméler avec les intentions
didactiques du professeur. Le « oui » des ¢éléves ne marque pas cette robustesse de la relation
entre la zone assujettie du milieu cognitif des €léves et les nouveaux éléments. Ils activent
leurs propres connaissances et les développe ainsi dans un milieu inadéquat que le professeur
a l’intention de promouvoir. C'est-a-dire les €éléves pourraient projeter leurs connaissances
ailleurs dans le milieu institutionnel. Et donc « Ce savoir mathématique est, pour [’essentiel,
du savoir ayant eu, mais n’ayant plus, le statut de savoir enseigné : du savoir, donc, qui a été
enseigne et qui, de ce fait, « est supposé connu ». Un savoir qui a cessé d’étre un enjeu
didactique et dont le contrat didactique verse des lors la maitrise adéquate a la charge de
[’enseigné » (Chevallard, 1989a). Nous considérons que les actions professorales pourront
contribuer a créer une divergence affectant le milieu institutionnel du savoir et le milieu
cognitif de 1’éléve. Cela puisque nous pourrions s’attendre a ce que 1’¢léve serait chargée

inconvenablement aux exigences de la nouvelle tache dans le sens de Chevallard.

Dans cet enjeu didactique, le professeur, en implantant des connaissances ¢a et [a, ne peut pas
autoriser aux ¢leves de rapporter a leurs milieux cognitifs les €léments pertinents a la
réalisation de la tiche comme il souhaite. Cette action pourrait amener a des résultats
inappropriés. Ainsi, elle peut inciter les éléves a diffuser indiment leurs rapports aux objets
du milieu institutionnel ou ils sont dans 1’attente de quelques choses qu’ils ignorent. Ils sont
amenés, comme I’indique leur professeur, a « Trouver [’inconnue » avec une technique non
connue a ce niveau « Résoudre une équation ». A la lumiere de ces assujettissements, nous
pouvons s’attendre a une divergence qui écarte le fil de connexion entre les milieux cognitifs
des ¢leves, faits de leurs connaissances primitives dans les domaines « Calculs numériques »
et « Expressions algébriques », et le milieu institutionnel du savoir faits d’ostensifs nouveaux
comme les « degré, racine, solution, inconnue, variables » et de non ostensifs qui évoquent

comme « On va commencer par la définition ».

3. « Pour gérer la mémoire didactique de la classe, 1’enseignant mobilise des éléments des cadres institutionnels
de cette mémoire, qui servent de points de référence pour provoquer la remémoration des éléves. Dans ce sens,
les gestes accomplis par le professeur sont porteurs de ces éléments, qui bornent une « zone » de 1’univers
cognitif —ou lieu cognitif qui peut devenir ou étre le milieu institutionnel —de la classe, afin que les éléves
interagissent avec les objets et rapports aux objets mis en évidence pour des éléves « bien assujettis » a
I’institution » Araya (2008).
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Le schéma ci-dessous illustre nos idées sur la possibilit¢ d’émergence d’une divergence,
indiquée par une fleche dans un contre sens, qui pourrait écarter les milieux cognitifs des

¢léves aux objets du milieu institutionnel du savoir :

divergence

milieu milieux

institutionnel du
savoir

cognitifs de
I'éléve

Figure 12 : schéma de divergence entre les différents milieux entretenus

Dans la suite du déroulement de la séance, le professeur, dans son discours, invite les éléves a

ouvrir leur livre pour mettre en place la technique visée :

L13 | P Maintenant comment résoudre une équation ? Ouvrez a la page 172. je crois.
Ouvrez vos livres p.168-169.

Bon tout d’abord (1] efface le tableau) si vous voyez P.169 il y a une balance,
N’est-ce pas ?

L14 | El Oui

Extrait 3 : Equation/ résolution et balance 1/ L13-L14

Ensuite, il les a poussés a bien regarder les images illustrées dans le manuel:

L15 | P Est-ce qu’elle est équilibrée cette balance 1a ?

L16 | El Ou

Les ¢éleves répondent par « oui ». Cette réponse affirmative vient du fait qu’ils sont au point
de reconnaitre I’ostensif scriptural qui est « la balance ». Comme si le professeur attend cette
réponse pour passer a un nouveau cadre didactique pour la suite de la séance. Il embarque son
institution dans un nouveau milieu dans lequel doit se mouvoir la situation pour atteindre les
objets du savoir. D’ou le role des ¢éleves est essentiel pour avancer le temps didactique de la
séance sur lequel le professeur s’appuie pour fonctionner la chronogenese de la séance. Les
¢leves seront-ils capables d’approprier le sujet du savoir : « Equations algébriques » par un

travail analogique avec « la balance » ?
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Dans ce sens, le professeur continue :

Lie | P Comment vous avez su ? (les éléves crient ensemble, Brouhaha)

La fléche au milieu. Ou bien dans chaque membre, dans chaque case il y a méme
quantité.

Donc moi, si j’ai une balance pour qu’elle reste équilibrée il faut que j’ai méme poids,
n’est-ce pas ? dans chaque case.

Si j’enléve ici 20g, il faut enlever aussi ici 20g pour qu’elle reste

Extrait 4 : Equation/ résolution et balance 2/ L16

Dans ce tour de parole, il semble que le professeur a placé le cadre technologique de la
résolution d’équations au niveau de la métaphore : « la balance » qui va avec. Il a considéré
que la balance est un moyen pour introduire les techniques convenables pour la résolution
pendant un temps didactique convenable puisqu’elle est vécue des éléves. Nous mettons
cependant en doute 1’appropriation de I'usage de cette métaphore puisqu’elle ne reléve pas
d’une balance « virtuelle » ou nous trouvons en équilibre les masses marquées comme celles
dans les images du manuel. Par contre le travail sur « la balance » est muni d’'une monstration
« Si vous voyez p 169 il y a une balance, n’est-ce pas ? Est-ce qu’elle est équilibrée cette
balance la ? » (L13). Ce travail n’autorise pas la condition nécessaire au succes cognitif d’une
métaphore au sens de Soto-Andrade (2006) .
L’enseignant accorde, ici, un fopos qui reste restreint pour 1’ensemble des €léves de la classe.
Ceux-ci se trouvent implicitement devant deux obligations 1) accepter les gestes scripturales
rencontrées c.a.d. « la balance » sans aucune hésitation et 2) répondre a la question posée par
leur professeur et qui nécessite, dans ce cas, un «oui» ou un «nony. Ces actions
exemplifient, a notre avis, la postulation mimétique décrite par Sensevy (2001a) :

« Une tendance professorale a considérer en situation que l’éléve a compris ce qu’il

fallait qu’il comprenne dans les termes ou lui (le professeur) comprend ».

%Comment interagit ’apprenant avec les métaphores ? Dans I’enseignement traditionnel des mathématiques
il n’y a pas de mention explicite des métaphores. Il y a néanmoins des métaphores implicites ou inconscientes,
que l’enseignant transmet, ou impose méme, a ’apprenant. Beaucoup d’entre elles sont des métaphores
consacrées par la pratique mathématique : « la droite numérique », le graphe d’une fonction en tant que trace
d’un mouvement fictif (Acevedo, 2005), etc. D’autre part, I’apprenant n’ose surtout pas « métaphoriser » quand
il aborde un probléme posé par I’enseignant. En plus, il a le sentiment que les métaphores sont quelque chose
d’illégal, qui n’est pas dans les regles. C’est ce qu’avouent les étudiants des cours décrits en Annexe, que nous
avons interviewés. En outre, les plus éveillés disent préférer créer leurs propres métaphores, avec un peu d’aide,
a la rigueur, plutét que les recevoir toutes faites de 1’enseignant. Partant, un point fondamental concernant
I’opération des métaphores est d’autoriser explicitement les étudiants a s’en servir. En plus, il faudra les stimuler
et les aider a construire leurs propres métaphores, au lieu de toujours leur proposer des métaphores toutes faites.
Une condition nécessaire au succés cognitif d’une métaphore auprés d’un étudiant est un haut degré de
familiarité de celui-ci avec le domaine source de la métaphore. Autrement, nous aurions des métaphores qui «
tombent dans le vide ». Bien siir, I’enseignant devrait étre au courant du vécu préalable de 1'étudiant, mais en
méme temps la participation des étudiants a la construction des métaphores a employer tend a assurer un degré
de familiarité plus élevé. Ensuite, une fois la métaphore en place et le transfert de sens opéré, 1’apprenant peut
travailler dans le domaine source de la métaphore, en y puisant dans sa propre expérience. (p 136)
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Nous nous posons plusieurs questions sur la balance ainsi que sur les « pistes » de son usage
par les ¢léves dans le vécu libanais. Nous sommes silirs et certains que peu d’éleves
connaissent ou utilisent cet outil, il est loin d’étre de leurs vécus. Les balances de ce type
n’existent plus dans les magasins ni dans les laboratoires des écoles, celles la sont remplacés
par les balances ¢€lectroniques. Sans oublier que 1’'usage des « poids » ne peut amener 1’éleve
qu’a utiliser des nombres strictement positifs. Les exemples des poids marqués sur les
plateaux favorisent une seule propriété, qui est la propriété¢ 1 du livre : « On peut ajouter un
méme nombre aux deux membres de |’équation ». Par contre la propriété 2 qui revient a : «
multiplier ou diviser un méme nombre aux deux membres de [’équation » est loin d’étre
accessible par les éléves surtout si on multiplie par un nombre non entier.

Nous pouvons donc conclure que cet outil est loin d’étre accessible par les éléves a ce niveau.
Par contre, «l'idée pédagogique de la balance, si elle permet de faire honnétement
comprendre la manipulation qui consiste a ajouter ou retrancher une méme quantité a chaque
membre, n'en présenterait pas moins le risque d'ancrer trop fortement [l'assimilation des
nombres a des quantités concretes, et par conséquent de rendre plus difficile l'acceptation
intuitive de la regle des signes, lorsque on aborde la multiplication des nombres négatifs »
(Lombard, 2003).

Cet outil qui est présenté en image ne garantit pas I’appel a 1’algébrisation des situations 1 et 2
proposées dans le livre (voir figure 9, p.83). En plus le temps consacré pour 1’étude de ces
deux situations ne permet pas aux €leves « d’entrer dans une activité intellectuelle et qu'ils
soient convaincus que cela en vaut la peine » (Douady, 1994).

Nous disons que le professeur est entré dans la logique des éléves par I'intermédiaire de la
« Balance », au moins provisoirement. Il s'attache progressivement a faire évoluer le rapport
des ¢léves par une prise de sens de cet outil sous son contréle. Dans ce sens, cet outil ébauche
a un bricolage’” didactique au sens de Chevallard (2005) dont ses conséquences didactiques
pourraient amener ses ¢léments de savoir a un carrefour.

Ce premier extrait tourne autour de la définition de I’objet du savoir. Nous nous demandons
comment les €léves vont appliquer les explications du professeur. Nous nous focalisons sur la

facon dont les €éléves vont construire les rapports aux objets du nouveau savoir. En particulier

I y a en tout cela — le détournement des savoirs en vue d’un bricolage social et culturel —, qui est monnaie
courante, une manceuvre sur laquelle on peut vouloir attirer I’attention du monde, et cela d’abord parce qu’elle
porte a oublier collectivement, hormis au sein de rares aréopages, et sans que 1’on ait conscience d’oublier, la
fonction intrinséque de la connaissance ».
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notre but est de voir comment ils vont réagir au moment didactique : « la discussion de la
technique » avant qu’elle ne soit routiniére™.

Aprés que le professeur ait introduit I’équation par analogie a la balance, il a donné
directement des exemples dont nous allons choisir quelques uns :

Durée : Min 0 sec 47

L18 | P Equilibrée.

L’équation est la méme chose.

Mais au lieu de cette fleche 1a, il ya le =ici.

Si moi j’ai 3x= 4, donc équation.

La régle me dit :

Je peux additionner, ajouter, soustraire, diviser, multiplier chaque membre par le
méme nombre, rien ne change (montre a la main gauche les deux membres de
[’équation tout en regardant les éleves)

L’équilibre reste. Je ne peux pas ajouter 4 ici, je ne fais rien quand j’ajoute ici 4.
11 faut ajouter ici 4

L19 | El 4

L20 | P Comme si j’ai des poids.

C’est clair ?

Pour cela, avec cette technique 1a, on va trouver 1’inconnue.
Mon but a la fin est trouver x=.

Oui?

L21 | El Ou

Extrait 5 : Equation/ Equilibre et égalité/ L18 a L21

Le professeur a présenté 1’équation et les propriétés de 1’égalité comme un résultat naturel de
la métaphore « La balance ». Ceci est attesté par sa diction en L18 « La regle me dit : Je peux
additionner, ajouter, soustraire, diviser, multiplier chaque membre par le méme nombre, rien
ne change. L’équilibre reste [...]». Le role de 1’éléve n’est pas primordial pour cette phase
didactique. Le professeur n’a pas effectu¢ de justifications autour de ce phénomene
scientifique, c’est « la regle me dit ». L’important pour lui c’est « I’équilibre » comme si c’est
ce phénomene de la balance qui a ressorti la « régle » sur les propriétés 1 et 2 du cours.

Le professeur n’a pas eu recourt a une justification technologique « La régle me dit » pour
démontrer les propriétés mathématiques.

Cet extrait se termine par une interrogation « Oui ? » (L20) incitant les €léves a accepter et le
professeur a avancer le temps didactique.

Pour nous, les éléves pourraient réagir avec cette tiche mathématique de la fagon suivante :

1) Remonter au niveau du Secteur : « Calcul numérique sur les quatre opérations » et « Calcul

numérique d’une expression faisant intervenir plusieurs opérations » qui fait partie de leurs

*¥ Chevallard (1995) estime « qu’une technique est routiniére quand elle est répétée plusieurs fois et de la méme
fagon pendant différents moments de la séquence d’enseignement ».
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connaissances antérieures. Un secteur qui devrait constituer un certain bloc technologique
qui vérifie I’action ;

2) Travailler sur les données numériques « 3 et 4 » de 1’écriture 3x= 4 ;

3) Traduire ce qu’ils ont eu au profit de I’exigence de la nouvelle tache et du contrat
didactique précis¢ a partir du tour de parole L20 du professeur « Mon but a la fin est
trouver x = ».

A notre avis, les éléments du milieu cognitif des éléves peésent sur les éléments du nouveau

milieu dans le sens ou ils mobilisent, en grande partie, ses connaissances antérieures sur les

équations. Par exemple, les €éléves, dans la résolution de I’équation 3x= 4, pourront travailler
dans I’ordre suivant: 1) mener des calculs sur les nombres 3 et 4 qui sont présents dans

I’équation, en traduisant les dires du professeur dans le tour de parole L18« je peux

additionner, ajouter, soustraire ». 2) Ecrire « Xx=... » pour rejoindre « le but » assigné par le

professeur dans le méme tour de parole. En d’autres termes, les €léves pourront se servir de
leurs connaissances antérieures sur des types de taches tels que : « Trouver le quotient de deux
nombres b par a » relevés des classes précédentes. Pour ce faire, ils sont amenés a trouver le
nombre qui manque dans I’égalité ax...=b. La présence de la lettre x qui prend le statut

d’une inconnue dans une équation est une nouveauté pour les éléves de la classe de EB7.

La dévolution de la nouvelle tache est percue par les €léves par la trouvaille de « x » qui soit
écrite sur un coté suivie d’un calcul qui releve de leurs « Domaines de connaissances » c'est-a-
dire de leurs propres organisations mathématiques.

Dans ce sens, 1’¢leve se replie vers ses connaissances antérieures pour agir contre la nouvelle
situation. Dans le schéma ci-dessous, nous montrons une balance dont le poids des
connaissances munies par « les milieux cognitifs des éleves » est plus lourd que celui « des

¢léments du nouveau milieu institutionnel » du professeur.
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milieu milieux cognitifs
institutionnel de I'éleve

Nouvelle

tache : x= statut de
I'égalité

Figure 13 : divergence entre le milieu institutionnel et les milieux cognitifs des éleves

Nous remarquons que le professeur n’a pas travaillé les deux paragraphes 1 et 3 du cours
suivant 1’ordre proposé dans le manuel : 1) Définition, 2) Equations équivalentes et 3)
Propriétés et résolution. Pour lui I’enchainement des calculs di a la recherche du poids de
I’inconnu x de la figure 9, p.83 suffira pour induire ce sujet. C'est-a-dire pour trouver la valeur
de «x », les paragraphes 1) et 3) seront seulement suffisants pour que les éléves puissent

trouver implicitement des équations équivalentes.

4.7.4. Vers une Problématique de recherche

Nous voudrons maintenant envisager le role de cet extrait pour la suite de notre travail. Nous
pouvons repérer deux actions professorales délimitant la relation didactique avec la tiche en
question :

Le professeur a muni son action en dirigeant la chronogenese par I’intermédiaire des « coups
de force » dans le tour de parole L1 : « Bon d’abord on va commencer par la définition » qui
dirige sa question dans L7 « Mais pour trouver ¢a, il faut résoudre une équation ». Ces
interventions visent a faire advenir a la classe des objets de référence dans le but de construire
une mémoire officielle pour 1’ensemble classe. Cette mémoire, qui peut étre a la fois
didactique et culturel, est assumée a I’aide de la réactivation du passé des éléves a partir du

phénomeéne de « I’équilibre de la balance ».

Le professeur considére que son milieu devrait I’étre pour les éléves. Notre conviction vient
du fait que ses tours de parole se sont cloturés par une réponse déterminante pour ses €leves,
comme le « oui ? »qui accélere le temps didactique. Rappelons que les actions du professeur
sont outillées par le phénomene d’ostension dont le rdle est décisif pour la chronogenese de la
séance. Grace a ceci, nous pouvons dire que le milieu du professeur et celui de 1’¢léve ne vont

pas dans la méme direction pour accomplir la méme tache dans cette premiere partie du
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travail. Dans la suite de la séance, nous allons essayer de repérer les actions des ¢éleéves c.a.d.
repérer 1a ou les €éléves vont ébaucher leurs techniques.

Le professeur a réactivé un milieu propice a son enseignement déja étudié dans L20.11 a
accompli son travail en mettant en exergue les rapports aux objets pertinents a la réalisation de
cette tache. Ce sont des techniques qui placent le sujet au cceur des ostensifs et qui pourraient
situer le travail aux niveaux des « moments didactiques avancés » comme le moment de la
construction une justification technologique aux techniques utilisées. Nous avons observé cela
lorsque le professeur plonge les éléves dans une phase didactique trés avancée : « Mon but a
la fin » (L20). Elle est déclarée par le professeur comme si c’est lui qui doit construire cette
technique pour I’apprendre. Il n’a pas donné la chance a I’¢éléve de participer. Il a annoncé
publiquement la finalité de son enseignement aprés une série de calculs sur les nombres
présents dans 1’équation.

Cette explication qui est basée sur « I’ostension assumée» plonge les éléves dans un milieu
qu’il ignore, dans un flou sur un milieu avec et sur lequel ils doivent agir. Ce« flou » place la

réalisation du type de tache T4 dans un état de distorsion entre le professeur et les éleves.

Donc le milieu propice a I’enseignement est a« la fin » de ce que le professeur montre. Ce qui
rejoigne I’idée de Matheron (2011):

« La mésogenese est donc désormais pour partie a la charge des éleves. En indiquant
aux éleves leur topos, c’est-a-dire le lieu qui leur est assigné, a travers [’évocation de
quelques objets du milieu avec lesquels ils pourront interagir, tout en laissant un flou
sur le milieu qu’ils devront effectivement y trouver ».

Dans ce sens, le professeur prend en compte des objets qui intéressent son projet didactique
sur une tache prise comme nouvelle aux éleéves a ce niveau. Selon Matheron, ces objets ne
contribuent pas réellement a la reconstruction des « milieux cognitifs » appropriés pour la

nouvelle tache puisqu’elle laisse un « flou » sur les milieux advenu par le professeur.

Notre idée sur la divergence entre les milieux cognitifs de I’¢léve et le milieu institutionnel ne
s’¢loigne pas de celle de Sensevy (2001b) :

« Tout semble se passer dans la relation didactique, comme si [’arriere fond de
[’entendement professoral, c'est-a-dire [’ensemble des rapports que le professeur
etablit aux objets (de savoirs) pertinents pour le ou les objets enjeux, avait tendance a
diffuser indiiment ».
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Sensevy (2011) interprete le role le professeur par: « Non seulement dans [’interprétation que
le professeur effectue des attentes et des conduites des éleves, et de ce qu’ils produisent, mais
encore dans l'interprétation de la maniere méme dont ils vont former rapport aux objets du
milieu ». A notre avis, la maniere indiquée par I’auteur représente les différentes techniques
que les ¢léves mettront en ceuvre par les ¢€léves pour réaliser la tache consignée. Les
techniques pourraient mettre en relation des éléments des milieux cognitifs de I’éléve avec des

¢léments qui sont différents de ceux du milieu institutionnel.

Enfin pour pouvoir déterminer la place de 1’éléve dans la reconstruction du savoir supposé
assujetti par le professeur nous nous référons a Chevallard (1988) qui a écrit a ce propos :

« Un savoir qui a cessé d’étre un enjeu didactique et dont le contrat didactique verse
des lors la maitrise adéquate a la charge de |’enseigné ».

Nous disons que 1’¢éléve se trouve parfois dans une place qui lui procure la reconstruction de
ses propres savoirs. Pour ce faire il mobilise ses connaissances d’une fagon qu’il trouve
propice a cette tache. Cela a été fait parce que I’ « enjeu didactique » cesse d’étre un enjeu
présent, dans le sens ou les mathématiques du professeur ne sont plus les mathématiques
nécessaires a enseigner, mais par contre, ce sont les mathématiques des éléves qui tiennent la

scene d’enseignement.

Pour résumer notre point de vue, nous considérons que Matheron (2011) a désigné I’existence
d’un certain flou sur les milieux cognitifs des éléves et les milieux institutionnels du savoir.
Sensevy (2001b) a montré que les objets des milieux institutionnels peuvent diffuser
indiiment, cela est dii aux arrieres fonds des €léves c.a.d. a ce que les éleves connaissent déja.
Chevallard (1988) a ajouté que les ¢léves sont parfois chargés de rapporter leurs
connaissances aux ¢léments institutionnels nouveaux dans le sens ou ils revitalisent leurs
mathématiques d’éléves dans une autre situation sans prendre en compte les nouvelles
organisations mathématiques.

D’ou les trois auteurs attestent 1’existence du « flou » entre les milieux des éleves et les
milieux institutionnels advenus par le professeur. Cela charge les éléves a construire leurs
propres mathématiques en réactivant des connaissances antérieures de leurs milieux cognitifs.
La généricité des milieux institutionnels assujettis par le professeur et la spécificité de celui de

I’¢éleve pourraient amener a circonscrire le milieu de 1’¢leve.
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Nous allons récapituler dans un schéma notre configuration sur les milieux mobilisés par le

professeur et les ¢léves pour réaliser la tache principale :

(=) (7
Milieu de professeur /\

Milien institutionnel du savoir

A= I&[ilieu cognitif

de 1" éleve -
% [ | _?

Figure 14 : émergence vers le milieu institutionnel du savoir

Nous désignons par A le milieu cognitif de 1’¢léve™, E le milieu que le professeur souhaite
dévoluer, on a A cE(dans le sens ou les ¢léments cognitifs des éleves peuvent Etre
interprétés par le professeur afin de les rapporter aux éléments institutionnels du savoir) et par

F le milieu institutionnel du savoir.

Le complément de A dans E, noté¢ A , est ’ensemble des ¢léments assujettis par le professeur

et qui ne sont pas pris en compte par I’éleve. Cet ensemble indique la présence des éléments

de I’organisation mathématique du savoir non abordables par les éléves. A constitue pour
nous le milieu « flou » de I’éleve.

Nous voyons a I’intérieur de I’ensemble E trois formes différentes de fleches. La premiere
forme est celle qui est a D’intérieur de I’ensemble A, par laquelle, nous voulons dire que
I’¢léve peut munir des actions en mobilisant des connaissances antérieures qu’ils trouvent

adéquates avec ce type de taches. Ce sont les mathématiques de 1’¢leve qui surgissent. La

deuxiéme forme de fléche dans I’ensemble A montre les actions professorales qui s’élaborent
suivant les organisations mathématiques du savoir sans prendre en considération les rapports
de I’¢leve a ces organisations. Par exemple le professeur a parlé des ¢léments de 1’équation
(inconnues, variables, équilibre) sans prendre en compte si I’éléve a compris ou pas. Ce sont

les mathématiques du professeur qui surgissent a ce point. La troisiéme forme relie I’ensemble

A a D’ensemble K, pour illustrer les actions professorales qui mettent en place les

% Le milieu cognitif de 1’éléve est pris dans le sens de ’univers cognitif de Chevallard (2003) qui met en relation
les objets d’enseignement O d’une personne X dans un rapport R dans wune institution.
L’univers cognitif de X, est représenté par I’ensemble U(x) = {(0, R(X, 0)) / R(X, 0) # 2}.
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connaissances des ¢léves aux objets d’enseignement. Par exemple, dans le tour de parole L9
« Mais au lieu de cette fleche la, il y a le = ici. Si moi j’ai 3x=4 donc équation», le professeur
incite indirectement les éléves a mobiliser leurs connaissances pour effectuer un calcul de type
ax...=b. Les ¢éléves pourront ainsi envisager la réalisation de la tiche avec ce qu’ils savent
tout en mettant en exergue ce que le professeur fait advenir.

Nous avons muni les deux ensembles E et F par deux fléches aussi de formes différentes. La
longue fleche relie le milieu cognitif de I’¢léve avec le milieu institutionnel du savoir. Ceci
indique que les éleéves peuvent réaliser la nouvelle tache en tenant compte de leurs milieux
cognitifs, sans mobiliser les milieux assujettis par leur professeur. La courte fleche qui relie le
milieu du professeur E au milieu institutionnel F indique que les éléments mathématiques et

didactiques se rapportent aux éléments du savoir pour réaliser la tache.

4.8 Problématique et questions de recherche

Nous avons étudié, dans le chapitre 1, le « dédoublement des situations » ou « la bifurcation
au niveau des situations ». Dans ce chapitre, nous avons vu que 1’action des €léves sur un
milieu advenu par le professeur pourrait activer un autre milieu différent de celui attendu. Il
s’agit pour nous de montrer que les «bifurcations » fonctionnent aux niveaux des milieux a
I’intérieure d’une situation didactique et, non pas une bifurcation des « situations ».

Dans notre étude, nous allons étudier les milieux qui se constituent au fur et a mesure de
I’avancement du temps didactique. Il s’agit pour nous de reconstruire les différents milieux
personnels des éleves et du professeur afin de déterminer des relations entre les objets activés
par chacun d’eux dans la réalisation de la taiche mathématique correspondante au savoir. Pour
ce faire, nous allons préciser, sur 1’échelle de la codétermination didactique, 1’origine du
«flou » sur les milieux entretenus et montrer, dans le cas de possible, la distance
mésogénétique entre les différents milieux mobilisés et le milieu institutionnel du savoir.

Pour réaliser cette tiche, nous nous sommes posé les questions suivantes :

Q:: Comment [l’enseignant parvient-il a faire advenir dans [’institution classe un milieu
propice a l’enseignement ?

Q:: Est-ce que le milieu dans lequel évoluent les éleves et avec lequel ils travaillent est celui
avec lequel le professeur souhaite évoluer ?

0;: Comment les éleves, en interaction avec le milieu advenu, mettent-ils en jeu les rapports

aux objets du milieu institutionnel du savoir ?
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Deuxieme Partie : Analyse Expérimentale

Chapitre 5: Le dédoublement des milieux dans la séquence
ordinaire sur les équations en EB7 au Liban

Chapitre 6 : Le dédoublement des milieux dans une ingénierie
didactique sur les nombres Relatifs en EB6 au
Liban

Chapitre 7 : Le dédoublement des milieux dans une ingénierie
didactique sur la soustraction en CE1 en France
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Chapitre 5 : Analyse de la sequence
ordinaire sur les equations en EB7 au
Liban
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CHAPITRE 5

ANALYSE DE LA SEQUENCE ORDINAIRE SUR LES EQUATIONS
EN EB7AU LIBAN

5.1 Organisation des éléments d’étude

5.2 Analyse de la premiére équation 3x=4

5.3 Analyse de [équation %x =2

5.4 Analyse de [équation %x—l =7

5.4 Analyse de [équation 3x—1=x+6
5.5 Organisation de la suite de la séance
5.6 Etude des techniques d’éleves d"un devoir a la maison

5.7 Conclusion
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Introduction

Pour la suite de la séance, le professeur va travailler avec les ¢léves des exercices

d’application sur la résolution des équations du premier degré a une inconnue.

Les deux épisodes analysés de la séance des « Equations » nous placent dans la recherche des
réponses a nos questions de recherche. Pour ceci, nous allons observer la facon dont les ¢léves
vont exploiter les techniques amenées par le professeur pour résoudre les taches du type :
«Résoudre une équation du premier degré a une inconnue ». Nous allons préciser sur
I’échelle de la codétermination didactique les différents milieux mobilisés par les €léves et le

professeur.

Nous allons faire une étude sur un double plan. D’une part, nous allons essayer d’étudier
quelques exemples tirés de la premiere séance sur le type de taches principal : « Résoudre une
équation du premier degré a une inconnue ». D’autre part, nous allons étudier les techniques
des éléves commises lors d’un travail individuel préparé a la maison dans le but de déterminer

comment les ¢leves vont appréhender la nouvelle tache étudiée.

Rappelons que nous avons observé et filmé toute la séquence pendant quatre jours durant
laquelle nous avons photographié quelques cahiers d’¢éléves en classe. Nous nous intéressons
a en tirer des indices permettant d’analyser plus brievement la fagon d’approprier le nouveau

savoir par les €léves.
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5.1  Organisation des éléments d’étude

Rappelons que pendant la premiére séance, le professeur a travaillé au tableau, avec la

collaboration de 1’un des ¢€léves, les équations ci-dessous :

Equation 3A

Equation 1 3x=4
3
Equation 2 ?X =2
3x
Equation 3 5 1=7
Equation 4 3x—1=x+6
Applications
Professeur : « Maintenant on va faire des applications pour voir si vous avez bien compris ».
6
Equation 1A 7X =2
Equation 2A 3x—4=8
3x—4=6x+8

Equation 4A 37X —-1=11

2x —4=2(x-2)

Equation 5A
Equation 6A 3x—6=3x—4
. 3x—1
Equation 7A 6 =x-1
) x 1
Equation 8A ———=x-1
3 2

Extrait 6 : Equations de la premiere séance

@® Thése : KAZAN Elie ®

114



5.2 Analyse de la premiere équation 3x=4

5.2.1. Etude de I'équation 3x=4

Dans les moments qui précédent le travail de la premicre €quation, le professeur a déja
« défini » ce qu’est une équation par I’exemple de la balance : « L’équation est la méme

chose » dont la fleche désigne le signe « = » de I’objet mathématique.

Durée : Min 4 sec 27
Ligne | Equation 1

L22 P Si moi j’ai 3x= 4. Comment je peux avoir x= ? En supprimant le..? (//
regardait les éleves afin de répondre a cette question).

L23 El Le3

L.24 P Le 3. Comment je peux ?

L25 El Je peux diviser par 3.

L26 P Je peux diviser par 3 c.a.d. Quoi ?// hé// 1l est en quel c6té. Il est d’un coté. //

Comment je supprime le 3 ici ? Vous m’avez dit : « on divise par 3 ».

Donc j’ai divisé par 3, il devient x (il a écrit au tableau en méme temps x=).
Donc, // Oui ?// car 3 divisée par 3 (il a souligné a l’aide de sa craie le 3 dans
3x=4 et continue) donne

L27 El 4

L28 P x=4, n’est ce pas? Seulement ?

L29 El Eléve: Non...Non, sur 3.

L30 P Sur 3, pourquoi sur 3? Je dois diviser par 3 et par 3 dans chaque membre ///
terme.

L31 El Oui

L32 P Un autre modele un peu plus difficile (c.a.d. une nouvelle équation).

Extrait 7 : Equation 3x=4/ L22 a L32

Pour cette équation, le professeur a soufflé la réponse aux éleves dans la maieutique qu’il
utilise : « Comment je peux avoir x=2?» (L22) et aussi grace a un effet Topaze « En
supprimant le ?». De plus, il a montré I’équation avec la main en regardant le 3 de 3x=4. Les
¢léves n’ont qu’a répondre a la question et donc, la réponse 3 de I’un des ¢€leves vient de soi.

Les ¢leves rencontrent, pour la premicre fois, la technique qui revient a diviser par un nombre
chacun des membres d’une égalité, par I’intermédiaire du verbe « supprimer » qui évoque
plutdt une « suppression » ou méme une« soustraction » d’un terme. Notons que cette

technique n’a pas été introduite antérieurement au cours de 1’explication. La technologie de

cette technique qui & «ax =bfait correspondre la solution x=— » peut relever évidemment
a

de la régle donnée par le professeur dans L18 « La regle me dit : je peux additionner, ajouter,

soustraire, diviser, multiplier chaque membre par le méme nombre, rien ne change ». Cette
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«régle » précise que le professeur a replacé le sujet enseigné a I’intérieur de 1’application de
la régle de méme opération avec le méme nombre dans chacun des membres de 1’égalité. La

réponse d’un éléve dans L25 : « Je peux diviser par 3 » montre qu’il se place dans le calcul de
« X = b » qui représente pour lui le calcul du quotient de a par b. Cela a déja été étudié par les
a

¢éleves lors des années précédentes, notamment dans le calcul du nombre qui vérifie 1’égalité
ax...=b.

Rappelons que le professeur a cloturé son discours par 1’énoncé du but principal du nouveau
chapitre : « Mon but a la fin est de trouver x » (L20). Ce travail devrait apporter quelque
chose de nouveau aux ¢éléves qui sont dans le bain d’une nouvelle lecon. Comment
I’interaction entre les poles didactiques (Professeur / €éléve / savoir) a-t-elle eu lieu dans cet
épisode?

Pour pouvoir préciser les milieux cognitifs des éleves, c'est-a-dire a pouvoir déterminer les
connaissances dont ils disposent et qu’ils vont mobiliser pour I’accomplissement de cette
tache, nous avons déterminé les chapitres que les €éléves viennent d’étudier avant 1’explication
de ce chapitre. Nous avons remarqué qu’ils ont déja fini le chapitre sur «les expressions

algébriques » que ses objectifs dans le curriculum sont les suivants :

6. EXPRESSIONS ALGEBRIQUES (15 h)

w1 OBJECTIES . COMMENMRES =
6.1, Calcul sur des 1. Développer et réduire des expressions algébriques.

expressions + Connaitre la signification de: terme algébrique ou mondme, ceefficient,

algebriques, variable, expression algébrique.

* Reconnaite les termes semblables parmi plusieurs termes algébriques.
 Reduire les termes semblables dans une expression algébrique.

» Additionner et soustraire des expressions algébriques.

* Multiplier deux expressions algébriques.

Figure 15 : Les expressions algebriques dans le curriculum libanais

Au début de la séance, le professeur n’a pas pu réussir a différencier le statut de x dans les
deux secteurs « Expressions algébriques » et « Equations ». Rappelons que x est une
« variable » dans une expression algébrique « Equations a plusieurs variables » au lieu de

dire : « Equations a plusieurs inconnues » et une « inconnue » dans une équation.
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A notre sens, le professeur a actualisé le passé didactique de I’institution classe au moyen de
I’ostensif : « variable x » qui renvoie a « variation » et donc a « fonction ». Il a reconstitué la
mémoire officielle relative au chapitre précédent : «Expressions algébriques ».

Le professeur se place au niveau du secteur : « Expressions algébriques » dont dérive le théme
« calcul sur des expressions algébriques » englobant la réalisation de la tache : « Développer
et réduire des expressions algébriques ». Les techniques nécessaires pour traiter cette tache
sont multiples, comme le montre la partie « Objectif » du curriculum (voir 4.4, p.76). Nous
nous attendons a ce que I’¢éléve se place dans le méme secteur, mais le sujet pourrait étre
différent. Aussi, I’écriture de I’ostensif « x », dans le membre de gauche, apparait aux éleves,
en I’absence notamment d’un contréle théorique appropri¢, comme un indicateur pour

effectuer des calculs.

52.2. Etude en termes du dédoublement des milieux

Du co6té du professeur

Le professeur fait advenir le « milieu institutionnel » avec 1’objet de savoir « ax=b » qui

renvoie aux secteurs :

1) «Calculs numériques » dans les tours de paroles L18 «Je peux additionner, ajouter,
soustraire, diviser [...] » et L22 du professeur « /...] en supprimant le [...] » ;

2) « Expressions Algébriques » di a la présence des monomes comme « 3X » suscitant chez
I’¢leve, a ce niveau, la mobilisation des techniques spécifiques déja étudiées ;

3) « Equations » dans les tours de paroles L26 du professeur « I/ est en quel coté ? (Pour le

x)» et dans L30 : « Je dois diviser par 3 et par 3 dans chaque membre ».

Le professeur mobilise donc des objets appartenant aux trois secteurs. Les deux secteurs
« Expressions algébriques » et « Equations » aménent a la résolution de deux types de taches
différentes. Le premier consiste a faire des calculs algébriques variés, tandis que I’autre vise a
la résolution d’une équation. Dans notre sens, le premier est considéré comme fournissant une
technique pour le deuxieme car I’éléve doit pouvoir effectuer des calculs algébriques pour
résoudre une équation algébrique. Signalons que 1’ostensif principal mis en ceuvre dans les
deux types de taches est identique : « c’est la lettre x ». Nous pensons que, du point de vue du
professeur, cet ostensif est évidemment décontextualisé. Tandis qu’il peut signifier pour
I’¢léve une « lettre de I’alphabet » ordonnée dans une série d’ostensifs : « 3, x, = et 4 ». Cette
conviction est peut €tre due, en partie, a la définition des termes dans le manuel : « Les termes

de ’équation 2x-3=5 sont 2x, -3 et 5 » qui sont €crits I’'un a la suite de 1’autre, sans que le

@ These : KAZAN Elie & 117



signe « = » n’apparaisse dans cette suite. Et avec « la suppression de x », comme I’énonce le
professeur dans L22, il ne reste que les termes constants « 2, -3 et 5 » sériés horizontalement

Le troisiéme secteur améne a la résolution de la tache « Calcul numérique », qui débouche sur
le calcul du quotient de deux nombres rationnels non nuls. D’ou notre idée sur le

regroupement des niveaux de la codétermination est explicitée dans le tableau ci-dessous :

Domaine:
Arithmétique et Algébre

Secteurs : Calculs
numériques

Secteur : Expressions
algébriques

Secteur : Equations et
Inéquations

[

A

Théme: Opérations dans
I'ensemble des rationnels

Théme: Calcul sur des
expressions algébriques

Théme: Equations se
ramenant a a.x=b

r

=

Sujet : calculer le quotient
de a par b (dans une
écriture en x)

Sujet:
Développer et réduire
deux expressions
algébriques

Sujets:

1) Remplacer une équation
par une équation
équivalente
2) Résoudre a.x=b

Tab OM 7 : Milieux cognitifs (MR ) du professeur pour I'équation 3x =4

Du coté des éléves

L’équation proposée est « 3x=4 ». Il n’y a pas a priori de calculs algébriques a effectuer. La
dévolution des objets de savoir effectuée par le professeur contraint la réussite de la tache par
I’effectuation des calculs. Nous pouvons supposer que, compte tenu de ce qu’on leur a
enseigné, les éléves se placent, en particulier, autour du secteur : « Calcul numérique » qui
sollicite les connaissances antérieures des €leves ; surtout celles qui sont spécifiques au theme
« Opérations sur les rationnels » dont un sujet est « Soustraire deux nombres ; diviser deux
nombres ». D’ou I’idée de regrouper les niveaux de codétermination didactique relatifs aux

¢léves dans le tableau ci-dessous :
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Domaine:

Arithmétique et
Algébre

Secteur : Calcul
numeérigue

Secteur : Expressions
algébriques

Théme: Calcul sur
des expressions
algébriques

Théme: Opérations
sur les rationnels

Soustraire deux
nombres.
Diviser deux
nombres

Sujet en acte:
Calculer x

Tab OM 8 : Tableau 2 : milieux cognitifs de I'éleve (@) pour I'équation 3x =4

5.2.3. Conclusion

Le professeur et 1’¢léve se placent dans des sujets différents dans lesquels ils vont envisager
des rapports personnels aux objets institutionnels du savoir. Le professeur veut que ce qui est
milieu pour lui le soit aussi pour I’¢éléve, et il tend a construire une mémoire officielle pour
faire advenir des rapports aux objets du nouveau milieu. Les ¢éléves instaurent des techniques
en mobilisant la mémoire pratique des objets des milieux auxquels ils se réferent. Tout se
passe comme si les deux podles du systeme didactique (Professeur et €leve) travaillent la tache
nouvelle en se référant a un « dédoublement des milieux ». Tout le probléme didactique
consiste a batir du nouveau, a partir des milieux des connaissances anciennes des éléves, afin
que ces connaissances coincident plus ou moins bien avec 1’organisation de celles qui sont
attendues pour le milieu du professeur.

Il en résulte que le professeur et 1’¢éléve adhérent a la nouvelle tiche en se référant a deux
milieux différents. Pour I’¢léve 1’attaque de la tache s’appuie sur la réactivation des éléments
de ses milieux cognitifs, indépendamment de ce que le professeur souhaite voir mobilisé pour
le nouveau milieu institutionnel du savoir. De 14, vient I’idée de combiner les milieux des
¢leves et du professeur dans un méme tableau montrant les différents milieux des éléves et du

professeur.
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Domaine:
Arithmétique et Algebre

Secteurs : Calculs

numériques

Théme: Opérations dans
I'ensemble des rationnels

Sujet:

Secteur : Expressions
algébriques

Théme: Calcul sur des
expressions algébriques

Sujet:
Développer et
réduire deux

expressions

Sujet en
acte:

Secteur : Equations
et Inéquations

Théme: Equations
se ramenant a a.x=h

algébriques

Connaitre la

Sujet : .
calculer le Soustraire
quotient de a de;'lx
par b (dans nombres.
une écriture Diviser deux
en x) nombres

variable x

Sujets:

1) Remplacer une
équation par une
équation équivalente

2) Résoudre a.x=h

La forme losange L 3 indique un milieu cognitif relatif a I'éléve.

La forme rectangle IEEM indique un milieu cognitif relatif an professeur

La forme ovale S ost yn milieu cognitif commun entre le professeur et I’éléve.

Tab OM 9 : Dédoublement des milieux pour I"équation 3x=4
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) 2 .3
5.3 Analyse de I'’équation ?x =2
La résolution de cette équation nécessite 1'usage de la propriété 2 du cours qu’on peut

désigner par « la transposition multiplicative des termes » :

Durée : Min 6 sec 13

L33 P Comment on fait ? (Il écrit I’équation au tableau)
L34 Els Multiplier
L35 P Je dois trouver x=/ (1l écrit x= au tableau) /Celui qui a une question qu’il Iéve la

3
main SVP// Comment on doit chasser ce g . [Les éleves crient ensemble]

Vous avez a lever le doigt (brouhaha)

Le professeur débute cette partie par « Comment on fait ? ». Cette intervention reléve de
I’intention de la construction d’un milieu activé par la manipulation des techniques qui étaient
imprécises pour les éléves dans 1’équation précédente. Celui-ci attend que la réponse a cette
question puisse €tre spécifiée a travers la définition d’une « pratique » donnée par un éléve :
les ¢leves doivent réactiver des rapports a une technique déja instaurée dans le cours a travers
la premiére équation (3x=4).

Le professeur tend, pour accomplir cette tache, a la replacer dans ce que la classe a déja

. o . . . 3
rencontré. Mais il y a des « nouveautés » avec cette nouvelle équation : c’est 3 et non pas 3

(dans 1’équation 3x=4) et 3?Xet non pas %x. Les ¢leves sont donc face a deux difficultés

supplémentaires portant sur des ostensifs, pour pouvoir retrouver la technique attendue.

La réponse de plusieurs €leves dans L34 « multiplier » représente pour nous un indicateur sur
le milieu de I’¢leve. Elle indique que les éleves se replacent dans le secteur « Calcul
Numérique ». Au méme moment que le professeur active des rapports aux éléments des
secteurs : « Expressions algébriques » et « Equations ». C’est ce qu’atteste son intervention «
Je dois trouver x » (L35) qui indique une technique présente dans les secteurs : « Expressions

algébriques » et « Equations ». Pourtant, cette tiche est effectuée au moyen de la sous-tache

. ) 3
suivante dans le tour de parole L35 du professeur « Comment on doit chasser ce 3 ? ». Cette

intervention suffit pour attacher la résolution de la tiche a la mobilisation des éléments du

« domaine numérique ».
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Les réponses des ¢€léves a la question de P « comment on fait » sont explicitées dans cet

extrait :

Durée : Min 0 sec 10

L36 El x=3-5
L37 P 3-57

L38 Autre éléve | Non

L39 Autre éleve | Il y a2 aussi

L40 P Je n’ai pas compris // 11 faut faire quelque chose ici et ici (il montre le
deuxiéme membre de 1’équation) pour que je garde I’équilibre.

L41 El 3x
?x 5 et 2x5 pour chasser le 5.

Extrait 8 : Equation 3?)( =2/L36aL41

La réponse de I'un des ¢€leves « x=3-5 » justifie deux affirmations : 1) soit qu’il soit en rapport
avec le secteur «calcul numérique », 2) soit qu’il applique le théoréme-en-acte
suivant : « L’équation est une série de nombres écrits I'un a coté. Et, pour trouver la valeur de
la lettre x, on doit faire un calcul ». Nous pensons que pour lui, la soustraction est 1’opération
la plus avantageuse. Il a tendance a substituer la division des nombres par une soustraction.

C’est la confusion classique entre soustraction et division.

La réponse d’un autre ¢éleve dans L39 « Il y a 2 aussi », pour corriger la réponse de son
camarade « x=3-5 » (L36) pourrait soutenir notre conviction que « [’équation est une série de
nombres dont la résolution exige de faire des calculs sur tous ses termes ». C’est semblable
au cas de I’équation 3x=4. Pascal (1980) explique a ce propos que « L’éleve a pour lot de
calculer, c’est la majeure partie de sa partie mathématique d’éleve. Il s’appropriera le
probleme a résoudre en le faisant rentrer dans son domaine, celui de calcul ». L’ ostensif
«x» dans le membre de gauche apparait alors, en I’absence notamment d’un contrdle
théorique approprié, comme fournissant un indicateur assez généralement valable de
I’acceptabilité des opérations effectuées et, a notre sens, comme fournissant des rapports
essentiels aux ¢léments du nouveau milieu.

Nous voyons donc dans ce contexte combien les différentes techniques de 1’éléve s’intégrent
dans une méme appréhension des écritures qu’il doit traiter par le calcul. On notera d’ailleurs
que la consigne de « Résoudre » telle qu’elle fonctionne dans cette institution n’est pas
mathématiquement formulée.

Le professeur tend a construire un bloc technologique dans le tour de parole L40 « Je n’ai

pas compris. 1l faut faire quelque chose ici et ici pour que je garde [’équilibre ». 1l essaie de
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dévoluer a la classe les rapports qui serviront a se replacer dans le milieu institutionnel du
savoir. C'est-a-dire, a travers son discours, a établir des rapports entre les milieux de la
situation et les objets du nouveau savoir.

Il nous semble alors que la fonction technologique de « garder 1’équilibre » est signifi¢e

autrement pour 1’¢éléve qui se trouve dans I’exigence de rechercher de rapports avec les
L L . s i1 s 3x .
¢critures numériques. La réponse de 1’¢éleve «?x 5 et 2x5 pour chasser le 5 » (L41) traduit

la volonté du professeur « Il faut faire ». Il a multipli¢ les deux membres par 5 parce que peut-
étre la réponse qui porte sur la soustraction « x=3-5 » n’était pas correcte. Cet €¢léve va sans
doute multiplier par le nombre 5 « ici et ici ». Or cette réponse n’a pas de vie, elle est écrasée

par le meneur du jeu dans 142 :

L41 El 3x
5 x5 et 2x5 pour chasser le 5.

L42 P

Je ne peux pas chasser ces deux% , (il écrit au tableu %x...: 1) Je ne peux
pas ! (ces deux c'est-a-dire le 3 et le 5 de la fraction).// C’est difficile, vous
avez raison.// Mon but, ¢’est quoi ? // C’est pour avoir 1xX (Les éléves crient
ensemble. Brouhaha).

Ecoute moi, mon but ce n’est pas avoir 1xx = ?/ (Pendant ce temps, le

3 3
professeur a ajouté un x a coté de g dans [’égalité gx =1 qui est devenue
3x x..=1)
5 .

Extrait 9 : Equation 3% =2/ 141-42
La réponse L41 nous place devant la possibilité : 1’éleve aurait voulu déterminer la valeur de
«x» en deux temps consistant a multiplier par 5 puis diviser par 3 les deux membres de
I’équation. Ces deux temps semblent attendus puisque la technique de la résolution est en
cours d’¢élaboration.

Or L41 met en opposition les demandes du professeur dans L35 : «/...] Comment on doit
chasser ce %». I1 s’agit pour le professeur de travailler sur le nombre rationnel % qui peut

étre considéré comme un algorithme plus économique a 1’apprentissage puisque son usage ne
demande qu’une seule étape pour la résolution.

Nous pouvons ainsi se demander pourquoi le professeur veut tout de suite que les ¢éleves

multiplient par g en disant « Je ne peux pas chasser ces deux % » (L42). Ces demandes ne
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sont pas percues comme tel. L’¢léve a choisi de multiplier par le nombre entier 5. Nous
pensons qu’alors le professeur et les €¢léves ne congoivent pas leurs actions dans le méme
domaine numérique.

L’¢léve a multiplié par 5 (ici et ici) (L41) suite aux demandes excessives du professeur dans
L35, L40 et a I’échec de I'un de ses camarades dans L36, L38 et L39. Nous disons que
« multiplier par 5 » a lieu parce que « soustraire » ¢était une fausse réponse.

Face a cette analyse, nous pensons que les tentatives de cet éléve s’enracinent dans le théme

propre au « calcul numérique ».

Les tentatives du professeur pour construire un bloc-technologique n’étaient pas réussies en
général. Il a poussé implicitement les éléves a la réalisation de la tdche « Multiplier deux

fractions », et plus précisément a la division de deux fractions dans une égalité a trou. Ceci est
e ,. 3 ... 3 . .
apte a faire trouver I’inverse de 3 II écrit « gx =1 » a la fin de la ligne L42. Cela montre

la nécessité de mener des calculs pour réussir la tiche. En outre, il nous semble que la
question «Mon but, c’est quoi ? // ¢’est pour avoir 1XX 9y, peaufine le détail, d’'une maniére
qui souligne la position technique propre de I’enseignant au sens ou il est seul capable de
fournir certains commentaires qui marquent sa culture technique et son vécu
d’enseignant : « la simplification d’écriture due a I’¢lément neutre de « x » dans 1’ensemble
des réels IR. Dans ce contexte, il pourra mettre a sa guise le nombre 1 devant x, rien ne
change, et avoir 1’égalité x=1xx .

Le professeur renvoie donc les éleves au secteur « Calcul numérique » qui englobe le
théme « Opérations sur les fractions » pour répondre a la tache «Diviser deux fractions » dans
une égalité a trou indépendante de 1’ostensif « x ». Pourtant il remonte au secteur « Ensemble

des rationnels Q » qui englobe le theme « Ecriture fractionnaire d’un nombre » pour répondre

NP . o 3
a la tache « Calculer I’inverse d’un nombre », car il a €crit au tableau gx ...=1. Le professeur

. r \ 4 3 L4 L4 3
a ajouté un x a coté de 3 dans I’égalité Pl 1 Tout se passe comme si le professeur

considérait que tout ce qui est vrai pour le numérique est apte a 1’étre pour 1’algébrique

3 3x

—X...=l est équi y —X..=1.
5 est équivalente a 5

Ceci nous permet de conclure que les deux tiches: « Calculer une égalité a trou» et

« Résoudre 1’équation » sont équivalentes aux yeux du professeur. D’ou une nouvelle
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invitation aux ¢€léves de la classe qui les contraint a s’enraciner dans leurs milieux cognitifs :
« les opérations sur les nombres ». Notons que ces milieux ne concernent pas 1’¢léve dans L41
qui veut multiplier les deux membres de 1’équation par 5, sauf si sa réponse reléve d’une
tentative personnelle indépendante de ce que le professeur impose.

Nous montrons dans un tableau les milieux cognitifs possibles de 1’¢léve lors de cet extrait :

Domaine:

Arithmetique
et Algébre

Secteur:
Expressions
algeébriques

Secteur : Calcul
numérique sur
les rationnels

Opérations

Theme: Théme:

su';.les Opération Calcul sur
raction <ur les des.

entiers expressions

algebriques

Sujet:
multiplier
deux
fractions

Sujet:
Soustraire
deux
nombres

Sujeten acte:
Connaitre la
variable x

Tab OM 10 : milieux cognitifs de I’éléve pour 1’équation %x =2

En revanche, la dévolution de la tache est assignée par le professeur a la comparaison entre
, . . y . 3x . . ,
I’équation précédente « 3x=4 » et 1’équation «? =2 ». Cette démarche releve d’un

« Ostensif
déclencheur » (Araya, 2008)*’. Pour le professeur, il suffit de montrer la premiére équation

aux éleves pour qu’ils puissent résoudre la nouvelle équation :

%0 [...] Tlutilisation d’une analogie de la part de ’enseignant demande aux éléves d’effectuer un double
replacement. D’une part, il faut qu’ils se replacent a 1’instant ou ils sont entrés en contact avec la premiere partie
de I’analogie qu’utilise le professeur, afin de reconnaitre ce que I’enseignant a I’intention de souligner. D’autre
part, les éleves doivent transposer ce que l’enseignant a souligné — ou suivre la transposition faite par
I’enseignant — vers la pratique contenue dans la situation face a laquelle se trouve actuellement la classe.
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L48 |P | 5 . 5
— /= ?/ (il écrit au tableau x = 2 x g il montre le 3 de la premiere équation)

3
Ici on a commencé par 1. C’est la méme chose. // Quelle est la différence entre 3 et

3 .
g (il montre [’équationl). Ca un nombre et ¢a un nombre. Ce sont des fractions,

mais c’est le méme principe.

Donc quand je divise par 3, je divise par% . // Diviser parg , ¢a fait fois ??

Extrait 10 : Equation 3?x =2/148
Le professeur identifie les coefficients de x dans les deux équations comme un ressort a la
résolution de la nouvelle équation. Il prive la classe de toute justification technologique et
impose une technicité instrumentale (Abou Raad, 2006) qui clot I’institutionnalisation de la

tache de la fagon suivante L50 :

L50 P fois I’inverse, ¢’est ¢a (Il écrit un x au dessous de 1I’équation).

Je divise par % (c'est-a-dire 2 divisé par% ), au revoir % .

3
Je divise par% (il montre le second membre) // X =2+ g .Cafait x =2 xg ,

2 fois I’inverse.

Extrait 11 : Equation 3?)6 =2/L50

Nous remarquons que le professeur a trouvé la solution en se servant du sujet « Quotient de
deux nombres » issu du théme « Opérations sur les nombres rationnels », inclus dans le
secteur « Calcul numérique ». Ce fait est en contradiction avec ce qu’il a fait advenir a la
premicre ligne de cet extrait vu que le sujet qui porte sur « Calculer I’inverse d’un nombre»
issu du théme « Ecriture fractionnaire d’un nombre » qui dérive du secteur « Ensemble des
nombres rationnels ».

Pour terminer son parcours, il a appliqué la propriété 2, la technique qui revient a multiplier le
méme nombre aux deux membres dans L50.

En résumé, le professeur a placé les éléves dans trois milieux différents, chacun d’eux amene
une technique différente du point de vue « praxéologie mathématique ».

Le professeur, pour résoudre une équation, utilise uniquement le secteur relevant du calcul
numérique : « je divise » ; « fois I’inverse ». Dans ce contexte, le milieu institutionnel amené

par le professeur pourrait étre en conformité avec le tableau ci-dessous :
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Domaine:
Arithmétique et Algébre

| | | 1
Secteurs : Calculs Secteur : Secteur : Equations Secteurs :
numeériques Expressions et Inéquations Ensemble des
algebriques ]10!111)185
|J rationnels
Théme: Théme: Equations
| Lheme: . se ramenant i
Opérations dans Theme: Calcul sur a.x=h Théme: Ecriture
I'ensemble des des expressions fractionnaire d'un
rationnels algébrigues I—| nombre
Sujets:
Sujet : calculer le l_) Remplacer une
quotient de a par b Sujet: equation par une Sujet : calculer
(dans une écriture en x) Développer et _€quation I'inverse d'une
réduire deux equivalente fraction
expressions 2) Résoudre a.x=bh
algebriques

Tab OM 11 : Milieux cognitifs assujettis par le professeur dans I’équation 35X =2

En principe, les tableaux OM10, p.125 et OMI11 nous permettent de voir comment le
professeur et les €leves relient les secteurs de leurs connaissances aux €léments du milieu
institutionnel du savoir. Le tableau suivant permettra de montrer les différents milieux mis en
jeu en précisant, par 'intermédiaire des formes géométriques, leur intersection et leur

interférence :
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Secteurs : Caleul: numérigues
dans Q.

Theme: Operation: dans
I'enzemble dez rationnels

Sujet : caleulerle

guotient de a parb

(dans une écriture
enx)

Sujet:
Soustraire
deux nombrez
Divizer deux
nombres

Domaine:
Arithmetique et Aleshre

—

Secteur : Expressions
algébriques

—

Theme: Calenl sur des
exprezzions algebrigues

Soustraire dew

Sujet:
Développer et
reduire deux

expreszions
alzébrigues

Sujet en

acte:
Connaitre la
variable x

Secteur:
Eguations et
Inequations

Theme:
Equationzze
ramenant i

a.x=h

Secteurs:
Enzemble dez
nombres
rationnelz

Théme: Ecriture
fractionnaire d'un
nomhbre

L

Sujet:
Résoudre a.x=h

Sujet : caleuler
I'inverse d'une
fraction

La forme losange @ indique m milieu cognitif relatif a 1" éleve.
La forme rectangle MEEM indique un milieu cognitf relatf au professeur
La forme ovale =S =ctyn milieu cognitif commun entre le professeur et Iéléve.

Tab OM 12 : Dédoublement des milieux pour I’équation
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5.4  Analyse de I'équation 3?x—l:7

Le professeur présente maintenant la troisiéme équation qu’il a nommée « Level 3 »,

considérée comme plus difficile que les autres.

Min 3 sec 44

Ligne | Equation 3

L51 P _ 3x
Maintenant Level 3 (il écrit level 3 au tableau) : 3 —-1=7
Qui peut m’aider pour faire ceci? - Personne! -Passe (un volontaire passe au
tableau).

L52 Pati Pour enlever le -1 // On fait +1

L53 P Bravo

L’¢éléve écrit au tableau de la fagon suivante :

3x =7+1=8

5
x=8x Bl = @
3 3

L54 P Merci. Vous remarquez que Pati a dit qu’elle a trés bien compris.
Tout le monde a compris comme Pati. Voyons.
Melissa c’est ton tour, monte.
Mais c’est la réponse n’est ce pas? Voyons la question.

Extrait 12 : Equation %x —1=7/L51aL54

Notons que c’est la premicre fois que le professeur présente une €équation dont son premier
membre est une somme de deux mondmes.

Nous remarquons que la technique de El, éléve tres brillant(e) du point de vue de son
professeur, est formée seulement de deux lignes. Le professeur appuie sur le rapport personnel
de I’un des éleves pour aider les autres ¢leves a réactiver eux aussi leurs rapports. Les éleves
de la classe sont muets, ils recopient du tableau sans réagir.

Puisque ’¢leve désigné a pu donner la bonne réponse, cela signifie qu’il va faire avancer le
temps didactique. Pour résoudre cette équation, dans une durée qui n’a pas dépassé quelques
secondes, il lui suffisait d’appliquer les techniques de I’équation précédente sans approuver le
besoin d’aller explorer d’autres techniques que celles activées précédemment en classe.

Deux explications pourraient permettre d’interpréter la premicre ligne de la résolution

3x . . . , . . .
5 =7+1=8. D’une part, il est possible que la notion d’équation se heurte a une conception

dissymétrique des équations (Houdebine, 1991). En effet cet éléve, devant 1’équation

3x . . o
? —1=7, pense au premier membre comme a une opération et au second membre comme au
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résultat car il a écrit, tout de suite, deux signes « = » pour arriver au résultat de la somme 8

dans «S?X =7+1=8». Il apparait que, dans ce cas, la logique de cet ¢éleéve est du méme type

que celle qui préside au raisonnement suivant : « J’ai un certain nombre de bonbons, en
perdant 1 il me reste 8. Combien avais-je ? ». Dans ce contexte, il se replace dans le théme
« Calcul numérique » pris du secteur « Addition et Soustraction des nombres positifs » dont
dérive le sujet « Calculer le terme manquant dans une égalité a trou ».

D’autre part il est probable que cet ¢leve a donné I’impression d’utiliser la transposition des
termes comme s’il la connaissait depuis longtemps. Or I’idée derriére cela ne semble pas
récente, elle apparaissait spontanément dés que l’on travaillait sur des équations faciles
comme X—1=7dont le résultat est évident pour I’éléve car 8-1=7. Nous trouvons de
nombreux exercices relevant du passé scolaire de I’¢leve, précisément de la classe EB2 (CM1
en France) qui amenent les éleéves a écrire des égalités de la méme famille que « 3+2=5 » par
exemple. La réponse est 5-2=3 ou 5-3=2. Ces exemples étaient considérablement travaillés
par les ¢leves dans le but de cerner le lien entre les deux opérations : « Addition et
soustraction ». Dans ce sens le signe « =» pourrait indiquer « a pour résultat » dans une
situation qui signifie une « égalité conditionnelle » entre deux fonctions égales. La réussite,
dans ce cas, est due aux avantages « mémoriels, épistémologiques » des €leves relatifs aux
années antérieures. Cette réussite aura peut-étre des conséquences didactiques inadaptées aux
équations qui comportent la lettre « x » dans les deux membres. Pour cette supposition I’éléve
remonte au secteur « Calcul numérique dans Q » qui englobe le théme « Addition et
Soustraction » pour répondre au sujet « Ecrire des égalités de la méme famille ».

Nous pensons que la deuxieme ligne est un signe qui place les actions des éleéves au niveau de
la technicité requise par I’exigence du nouveau milieu. Il est suffisant pour 1’¢léve de faire une

. . 5 40 C .
série de calculs au deuxieme membre (7+1=8 et 8x 373 ) qui révelent une adaptation aux

exigences de la nouvelle tache.

Les rapports des €léves aux objets du milieu de la nouvelle tache apparaissent a la deuxiéme
ligne : « x = ». Ceci pourrait étre révélé comme signe marquant la proximité entre les milieux
cognitifs de I’¢éleve et les contraintes de réussite de la nouvelle tache. Dans ce contexte I’¢leve
tisse des rapports avec les ¢léments du milieu institutionnel du savoir sans éprouver le besoin
d’aller plus loin dans la recherche d’une (ou des) technique(s) nouvelle(s).

Le tableau présenté ci-dessous illustre notre point de vue sur les milieux cognitifs de I’¢léve

pris en compte dans la résolution de cette équation :
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Domaine:

Arithmétiqu
e et Algébre

Secteur :
Calcul
numeérigue

Secteur :
Expressions
algébriques

Théme:
Soustracti
on et
addition

QOpérations
surles
fractions,

Théme:
Calcul sur des
expressions
algébrigues

Sujet:
multiplie

Sujet:
Trouver un
nombre dans
une équation

Sujet:
Soustraire
deux
nombres

Connaitre la
ariable x

Tab OM 13 : Milieux cognitifs de I’éleve pour I'équation 3% -1=7
5.5 Analyse de I'équation 3x—1=x+6

5.5.1. Analyse de I'équation

Le professeur a commenceé la résolution de cette €équation par le tour de parole L55 qui montre
le passage a une nouveauté¢ dans le travail :

Durée : Min 0 sec 30

L55 P (L’éléve Melissa est au tableau)

J’ai changé tout, n’est ce pas? —Voyons, est-ce qu’elle va savoir comment
réfléchir et comment utiliser les informations qui sont dans la téte. Yallah
(mot libanais qui signifie vas-y), passe au tableau, essaie de faire quelque
chose.

Passe au tableau, moi je t’aide, moi je t’aide, Hé.

L56 El (L ¢éleve a écrit 3x=6 au tableau).

Extrait 13 : Equation 3x—1=x+6/ L55-L56
Le professeur cherche a réactiver un rapport entre les traces du milieu complémentaire A

(voir figure 14, p.108) et les éléments du nouveau savoir avec lesquels Melissa pourra établir

un rapport. Ceci apparaitra soit par une verbalisation écrite au tableau traduisant les ses
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techniques, soit par une verbalisation orale. Il s’agit pour nous d’un premier « essai » pour

relier les milieux de 1’éléve A et le milieu complémentaire A .

Le professeur a évoqué dans L55 des objets non ostensifs comme « la méthode de réfléchir »
et « d’utiliser les informations qui sont dans la téte », des pistes de réflexion que, selon lui,
Melissa pourra rapporter des techniques de résolution des équations précédentes afin de
résoudre la quatrieme équation 3x—1=x+6, que le professeur a considérée comme plus
difficile que les trois premicres.

Par conséquent, ces non ostensifs désignés par le professeur dans ce tour de parole pourront
mobiliser des connaissances antérieures et des arriere-fonds au service de ce type de taches.
Ces non ostensifs peuvent étre transparents pour les uns, mais ne manquent pas de flou pour
beaucoup d’autres.

Dans L56, Melissa a écrit au tableau sa réponse sous la forme « 3x = 6 ».D’apres ce qui a déja
été enseigné, I’écriture 3x = 6 releéve du « modele » de I’équation 1 « a.x =b », que Melissa le
considére comme sa référence. Cette référence a été attestée par le professeur a partir de
I’équation 1 « 3x=4 » de la série « Explication du cours ».

Son premier geste est de repérer dans le premier membre le terme qui dépend de x et dans le
second membre le terme connu. Elle procede donc par analogie en suivant la logique de
I’écriture ostensive, a laquelle elle ne peut que se référer, puisque dans I’explication du
professeur manquent des éléments technologiques associés a la technique prescrite dans le
programme : « Ramener une équation linéaire a la forme : ax=b ». L’¢léve se trouve a mi-
chemin de I’OM de ce savoir. Elle sait qu’il faut avoir ax=b mais il lui manque la justification
mathématique pour y arriver.

Nous pensons que la dynamique du systéme didactique de cette situation a permis a Melissa
un travail de reconstruction du souvenir mettant en ceuvre le « modele » de 1’équation 1
sachant que la résolution est toujours écrite devant elle au tableau. L’¢leve est prise par le
contrat qui conditionne ses actions qui est : « avoir la forme ax=b ». Dans ce sens nous disons
que le milieu de cet ¢éleve est restreint, et qu’elle évolue dans les contraintes imposées par son
professeur sous la forme de « coups de force » mathématiques et didactiques, elle ne peut agir
qu’a partir de telles contraintes, qui conduisent vers ce que nous pouvons la considérer comme
une « filtration didactique » dans le sens ou I’¢éléve n’utilise que des rapports que le professeur

trouve essentiels et économiques a son action.
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Dans cette logique, 1’¢leve mobilise les ostensifs : 3x (a la place de 3x-1), le signe = et le
nombre 6 (2 la place de x+6) afin de pouvoir s’engager dans la technique relative au modé¢le
ameng¢ et attendu par le professeur. Melissa a reproduit, & ce moment-1a, une pratique désignée
comme « mémoire pratique de la personne » ou « mémoire pratique » (Matheron et Salin,
2002). Elle a essayé de reproduire le modele qui lui permet d’inférer dans quel milieu
institutionnel du savoir va se replacer. Un milieu qui est en cours d’intégration dans son
milieu cognitif. Elle essaie d’adapter ses techniques personnelles aux objets du milieu
institutionnel en tant que milieu congu comme essentiel (le modele a.x=b) a 1’attaque de la
tache problématique nouvelle.

Ainsi, I’¢éléve s’est-elle placée dans le theme des « Equations et Inéquations » dont dérive le
secteur des « Equation de la forme ax+b=cx+d » qui répond a la technique « Ramener
toute équation a la forme a.x=b ».

Pourtant le professeur est intervenu pour faire dévier le parcours de travail de 1’¢léve dans le
tour de parole L57 :

Durée : Min 0 sec 41

L57 P 3x= 6. Je peux savoir. N’oublie pas que c’est une balance, tu enléves une
banane d’ici, tu dois enlever une autre banane d’ici // non pas une pomme //
Oui!! A quoi tu penses Melissa // Banane (brouhaha en classe)
Qu’est-ce qu’on doit supprimer // Qu’est-ce qu’on doit avoir? Tu sais? //
Qui sait? (en regardant les éleves)// Qui peut m’aider ? Qu’est-ce qu’on doit
avoir ?

Extrait 14 : Equation 3x-1=x+6 / L57
L’intervention du professeur : « N'oublie pas que c’est une balance » révele une intention

d’activer la technique : « Ramener toute équation au modele de 1’équation 1 : ax=b » et de la
justifier avec des ¢éléments du bloc technologique constitué des propriétés 1 et 2 du
cours : « tu enleves une banane d’ici, tu dois enlever une autre banane d’ici ». L’essentiel
pour lui est la monstration de 1’équilibre de la balance en le mimant avec les mains. D’ou son
rappel chaque fois qu’il croit nécessaire d’en éprouver ce besoin didactique : « N oublie pas
que c’est une balance ». Ceci peut constituer un systeme d’évidences qui fait appel a la
mémoire didactique d’un savoir quotidien. Notons que le professeur n’a pas enseigné le

principe de la balance, ni I’a fait éprouver comme une nécessité pour la réalisation de la tache.

Les actions du professeur ont ét¢ menées par des mouvements topogénétiques descendants qui
le rapprochent du topos de 1’¢éleve dans « Qu’est ce qu’on doit supprimer, qu’est-ce qu’on doit
avoir ? » et «tu dois enlever, a quoi tu penses ? ». Ces gestes définissent I’action du
professeur qui prend en charge le tableau et impose un dialogue avec le groupe classe par

I’intermédiaire des pronoms « tu » et « on ». Ces mouvements topogénétiques repérés dans un
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épisode chronologique identique auront des effets mésogénétiques (Sensevy et al, 2000). Ils
invitent la classe a s'engager dans les étapes nécessaires pour la résolution d’une équation de
la forme ax +b=cx +d qu’ils ne connaissent pas encore, et autorisent les éléves a enrichir le
milieu en réactualisant des connaissances nouvelles émergeant de la résolution de cette
équation.

Le professeur place la tache dans le théme des « Equations et Inéquations*' » dans le secteur
des « Equation de la forme ax+ b = cx +d » mais dans un sujet différent de celui de I’¢leéve.
Le sujet du milieu institutionnel du professeur est « Résoudre une équation par 1’'usage d’une
balance » et, par suite, contient I’application implicite des propriétés 1 et 2 du cours. Alors
que le sujet de Melissa travaille est de revenir a tout prix a la forme : « ax =d (les nombres
a et d sont les mémes termes de 1’équation ax+5b =cx +d ) » déja institutionnalisée dans les
€quations précédentes.

Le professeur continue son discours. Il s’arréte lorsque plusieurs €léves interviennent en

méme temps dans le tour de parole suivant :

L58 ‘ Els ‘ On prend les inconnues seuls et les nombres seuls. ‘

Le professeur enrichit les éléments du milieu par la régle reproduite par les ¢éléves dans les
tours de paroles précédents. Il a récolté¢ le fruit de son travail en obtenant la technique
suivante : « On prend les inconnues seules et les nombres seuls ». Notons qu’on ne sait pas
comment ces ¢€leéves connaissent cette technique. Elle apparait aprés 1’intervention du
professeur dans L57 : « N'oublie pas que c’est une balance [...] ». La technique qui advient
ne fait pas appel a des ¢léments technologiques qui la justifient. En fait, c’est la métaphore de
la balance qui est « I’élément technologique » qui la justifie. Celle 1a est accompagnée par des

ostensifs langagiers et gestuels comme il montre I’extrait suivant » :

L59 P (il reprend ce que les éléves ont dit dans L58)

On prend les inconnues seules (1] montre de son doigt les inconnues).
Pour avoir ce modele 1a (il montre I’équation 3x=4) x seuls et les nombres
seuls

L60 El Seuls
(le professeur reprend le refrain avec les éléves : « les x seuls et les
nombres seuls » avec des gestes a la main)

Extrait 15 : Equation 3x—1=x+6/ L59 — L60
Le professeur s’appuie sur le rapport personnel des ¢éléves dans L58 « On prend les inconnues
seules et les nombres seuls » pour aider la classe a réactiver ses rapports a la technique
attendue. Le rdle de ce tour de parole est déterminant pour que le professeur puisse déclencher

la technique et la reformuler plusieurs fois. Ce faisant il fournit en quelque sorte « un permis »

*! Nous écrivons le secteur “Equations et Inéquations” tel qu’il est dans le curriculum libanais en vigueur.
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de passage a une autre tache qui, selon nous, conduit a la réalisation de la transposition des
termes d’un membre a un autre dans une équation. Ces ¢éleéves (dans L58) sont implicitement
remerciés pour leur role décisif dans I’avancement du temps didactique de la séance.

Les ¢léves ont donc imposé, sans s’en rendre compte, la technique « transposer les termes
dans une équation » qui est associée au sujet sur lequel ils travaillent. Ce sujet dérive du
theme « Equation de la forme ax+b=cx+d » qui releve du secteur « Equations et

Inéquations ».

Nous allons étudier maintenant comment le professeur invite 1’éléve a étre acteur de son
projet didactique et a établir un rapport idoine® aux objets du milieu institutionnel du savoir.
Nous allons découper la suite de la résolution de 1I’équation 3x—1=x+6 en trois phases
débouchant chacune sur une évolution mésogénétique désignée par une « Phase de travail »,
afin de mettre en ceuvre les techniques qui réalisent le type de tiches « Résoudre une équation

de la forme ax+b =cx+d».

5.5.2. Phases de résolution de I'équation

Phase 1*: Constitution de Pélément technologique : « Equations équivalentes »
apparues sous forme de métaphore : « Garder I’équilibre ».
Le professeur entame son discours par une question « As-tu compris ? » et sans attendre la

réponse de la bouche de Melissa passe pour parler de I’égal «=»:

Lel |P As-tu compris (il s’adresse a Melissa qui est toujours au tableau)
Donc on commence par 1’égale, pour garder 1’égale (il a écrit le signe = sous
l’égal de [’équation). Tu comprends ?? Oui !!

L62 El Oui

L63 | P Comment on fait, ce X, au revoir ici (il montre des gestes de mains que le x est
parti. Melissa au tableau murmure des paroles inaudibles)

Donc tu n’as pas compris, et tu n’essaies pas de comprendre et tu n’essaies pas
d’utiliser ce que j’ai dit [...]

Extrait 16 : Phase 1 dans la résolution d’équation/ L61 a L63
Phase 2 : L’émergence de la sous-tiche 1 : « Transposer les termes d’un membre a un

autre dans une équation ».
Dans cette phase le professeur explicite la technique qui releve de la régle de « transposition
des termes » dans la suite de la ligne L63. Notons que cette technique n’est définie que par

I’action que ’on fait.

2 La notion de rapport idoine a un objet de savoir aux objets de ’action est: « Il faut en effet un rapport
déterminé (en particulier un mode d’action déterminé) aux objets du milieu (en particulier du milieu matériel)
pour que l’adéquation au rapport institutionnel puisse s établir » Chevallard (1989a).

* Remarque : Dans ce qui suit, les titres des phases sont proposés par nous et non par le professeur.
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L63 P [...] Ca doit étre fixe (pour le terme 3x // (il écrit en méme temps ce terme
sous le premier 3x) et ca doit étre fixe « pour le terme +6 » (il écrit ce
terme sous le premier +6).

Pourquoi? (Il répond a sa question) / Parce que je veux les x ici.

Donc je dois supprimer celui-la (il entoure le terme -1) et celui-la (il
entoure le terme x)

Comment ?

Ici (il montre le -1) //

Qu’est-ce qu’on fait ? (il prend ses doigts en pistolet et tire sur le terme -1)
Lo4 Elset P | +1 (il tire sur -1 du premier membre de I’équation 3x-1=x+6) // +1 (du
second membre)

(Les ¢€léves se moquent de Mélissa en disant : « Bravo Melissa »)

Extrait 17 : Phase 2 dans la résolution d’équation/ L63 a L64

Phase 3 : L’application de la sous-tache 1 et I’émergence de la sous-tiache 2 : « Réduire

les termes semblables »

L65 P [...] Moi, mon but c’est quoi? // les x seuls. C’est ici, il y a 3x, je reste ici,
et ne quitte pas

Ici, il y ax, il y a 6, ne quitte pas.

Je veux chasser le -1, qu’est-ce que je fais? Avec un pistolet (i/ tire) +1 (au
premier membre), +1 (du second membre).

Comme si je mets 20g / 20g (avec des gestes de mains montrant I’équilibre
de la balance).

Regardez la balance.

Ok, donc, +lau revoir +1(il montre en méme temps le -1) (il écrit :

x (Il montre le x du second membre) /| -x (Il écrit: 3x—x=6+1)
Continue (il s adresse a Melissa d’un sang trés froid, comme si la tdche est
trop facile). Tu sais réduire Melissa // tu sais réduire ?
3x-x, Hein ? yallah, 3x-x=2x // = 6+1égal 7 bravo (il écrit: 2x=7)
Maintenant x=// on revient a ce modele la (il montre I’équation 3x=4) //
Hecht, SVP, Non.

(Pendant ce temps, Melissa regarde ses amis pour qu’ils lui soufflent la

, , 7
bonne réponse, elle a écrit X = 5)

L66 P Bravo Melissa, voyons si est-ce que tu as compris maintenant, tu vas
passer apres.

Extrait 18 : Phase 3 dans la résolution d’équation/ L65 a L66

Nous remarquons que le recours a 1’ostension se renforce, le professeur espere que 1’¢leve le
suive dans ses actes. « Tu n’as pas compris », « Tu n’essaies pas de comprendre » (L63)
définit le topos ascendant (tres €levé) du professeur. Notre description du professeur rejoint
Mercier et al (2001) dans : « En enseignant par ostension sans y associer une pratique
expérimentale, le professeur affirme implicitement « qu’il n’y a qu’a regarder bien pour voir
ce qui doit étre vu, et compris ce qui doit étre compris ». Cette pratique correspond non pas

méme a un empirisme réaliste, mais a [’épistémologie préscientifique des gnostiques qui
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imaginent la possibilité d’un acces immédiat et pratique a l’essence des choses ». Donc le
professeur voudrait que 1’éléve puisse voir et comprendre ce que lui a déja vu et compris. Pour
lui la monstration et I’appel a un objet sont suffisants pour qu’il devienne accessible par les
¢leves.

Nous remarquons dans cet épisode que les éléves n’ont pas eu I’occasion d’interagir avec leur
professeur: c’est lui qui pose les questions et y répond immédiatement. Leur

accompagnement s’est limité a la seule réponse de Melissa « Oui ».

La topogenese se caractérise par I’action du professeur qui s’appuie sur un long tour de
parole. Il s’adresse a I’ensemble classe par le pronom personnel «je» et par le pronom
possessif « mon » dans « mon but c’est quoi ? ». Dans ce sens, les éléves ne sont pas aptes a
mesurer par eux-mémes les progres qu’ils accomplissent. Cette technique didactique et ses
conséquences ne permettent pas non plus, la dévolution aux ¢€léves de la tiche concernée.
L’organisation de la résolution dirigée par le professeur, qui suit les trois phases que nous
avons dégagées, ne permet pas a I’éléve de mettre en ceuvre les mémes rapports attendus aux
objets du milieu institutionnel. Les éléves entretiennent des rapports aux objets du nouveau
milieu en rapportant les techniques utilisées a leurs connaissances antérieures sans prendre en
considération les explications, naives ou savantes, du professeur. Sur ce plan, ce type
d’enseignement accroit la distance mésogénétique entre les milieux entretenus par le
professeur et les €leves vu que les buts ne sont pas les mémes.

Dans ce cas, nous nous attendons a 1’émergence des milieux différents pour le professeur et
pour les éleéves. C’est ainsi qu’apparait le phénomene de « dédoublement des milieux » sous

I’effet des coups de forces qu’accomplit le professeur. Or la réponse de Melissa converge vers
s . 7 A ) 21 . )
la nécessité de la réponse x :E , peut-étre parce que 1’éléve envisage les rapports aux objets

du milieu institutionnel en fonction de ce qu’elle trouve en phase avec la réalisation de la
tache : « trouver x », montrée par le professeur comme critére de réussite.

Dans la phase 3, le professeur transpose a son institution les trois étapes apparues bri¢vement
dans le cours, en laissant place a des techniques personnelles dont il suppose a priori la
compréhension et la mise en ceuvre par les éleves. Il a recouru au pistolet pour dire que la

personne tuée n’existe plus, alors le terme disparait, on ne le voit plus. Il a déclenché cet
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ostensif que Araya (2008) a nommé « Ostensif déclencheur™ » qui le renvoie, lui et la classe,

a la propriété 1 du cours « La transposition des termes » ; propriété qui n’a pas été encore

institutionnalisée. Dans ce sens, nous pensons que pour transposer un terme, il peut évoquer

cette machine qui déclenche ’application de cette propriété. Il mime un geste avec son propre

pistolet (en disposant ses doigts suivant la forme du pistolet) pour jouer selon la régle : « tirer

le feu sur les

équivalentes.

objets a transposer ». Ce jeu devrait favoriser la recherche des équations

Signalons que le passage concernant cette notion est présent dans le paragraphe 2 du manuel

et que le professeur ne 1’a pas expliqué aux éleves afin de se permettre d’évoquer les

équations équivalentes (élément technologique).

Nous allons résumons dans un tableau la facon dont le professeur a enchainé la résolution de

cette équation :

Phase 1

Constitution de I’é1ément technologique : « Equations équivalentes »
Cette phase est apparue sous le prétexte : « garder I’équilibre ».

Mots clefs du prof pour lancer la parole : « As-tu compris ? » puis la réponse
« Oui » de I’éleve.

Le topos de I’éléve au tableau a été écrasé par ’intervention du prof : « Tu as
compris? // Elle n’a pas compris (s’adresse aux éléves). Bon on répéte ». Cette
intervention annonce la venue d’une nouvelle phase.

Phase 2

L’émergence du type de taches 1 :
« transposer les termes d’un membre a un autre membre dans une équation ».
Donc, Phase 2 = phase 1+ I’émergence de la nouvelle tichel

L’usage abusif de ’ostensif déclencheur « le pistolet ».

Le tour de parole, « Prof: Tu as compris? // Elle n’a pas compris (s’adresse aux
éleves). Bon on répéte », annonce ’ouverture de la nouvelle phase3.

Phase 3

C’est I’application du type de tichesl et I’émergence de la tiche 2 : « Réduire
les termes semblables ».

Donc, Phase 3 = phasel+phase 2+ I’émergence de la nouvelle tiche
2+remémoration du modéle de I’équation 1.

Extrait 19 : Phases de résolution pour une équation

* Araya (2008) a défini I’ostensif déclencheur par : « Il s’agit de désigner un ostensif comme celui qui a la plus
haute valence sémiotique. L’ostensif désigné peut, chez un groupe de sujets qui intégrent I’institution, réactiver,
avec un certain degré d’« automaticité », un non-ostensif ».
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5.5.3. Dédoublement des milieux

Nous allons définir dans des tableaux les milieux cognitifs de 1’éléve, le milieu institutionnel
du professeur, puis dans un troisiéme les milieux d’intersection pour réaliser la tache

principale « Résolution de I’équation 3x —1=x+6».

Domaine:

Arithmétique
et Algébre

Secteur : S_EC'E“,'" : Secteur :
Calcul Exp_res.lsmns Equations et
numérique algébriques

Inéquations

Théme: Théme: Calcul

Opérations sur des Théme:
sur les expressions Equations de

ationnel algébriques la forme
a.xtb=cx+d

Su]elsl: Sujet en .
Soustraire acte: Sujet:
deux . . Résoudre
nombres. Connaitre la I'équation

. variable x —
Diviser deux a.x=d

nombres

Tab OM 14 : Milieux cognitifs de I’éleve pour I'équation 3x—1=x+6

A signaler que le sujet de 1’¢éléve : « Résoudre I’équation a.x=d » a été congu comme tel, dans
le cas ou il y a un ¢éléve qui a déployé la régle : « On prend les inconnues seules et les
nombres seuls ». Le professeur a joué¢ un grand role dans I’émergence de cette réponse. Nous
voyons, que dans son tour de parole qui précede la réponse de [’éleve, les mots
suivants : « N'oublie pas que c’est une balance, tu enléves une banane d’ici, tu dois enlever
une banane d’ici, non pas une pomme, [...] Qu’est ce qu’on doit supprimer ? ». Ces
sollicitations répétées ont amené 1’¢éleéve a suivre convenablement I’intention du professeur car
dans une équation il n’y a que des termes en x et des nombres. La réponse de cet éleve vient

mais elle est dépourvue des éléments technologiques qui la justifient.
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Pour ces raisons, nous avons considéré que la réponse de cet éléve ainsi que celle de
Melissa : « 3x=6 » abordent toutes les deux le méme sujet qui débouche sur la résolution de

I’équation du modele 1 : « ax=b ».

Domaine:

Arithmétique et Algébre
|
| | |

Secteurs : Calcul Ei;';?s];{u;)s Secteur : Equations et
numeérigue algébriques Inéquations
Théme: Opérations Théme: Calcul sur des Théme: Equations de la forme
dans I'ensemble des expressions a.xtb=cx+d
rationnels algébriques |
T ! '
Sujet: Résoudre une Suiet: T I
Sujet : calculer le - équation par ujet: ranlfl‘:‘?ser es
quotient de a par b _ Sujet: I'évocation d'une terme‘spar ev ocation
(dans une écriture en x) D_evellupper l?f balance qui garde d'un pistolet
réduire [.leu) I'équilibre
expressions
algébriques

Tab OM 15 : Milieux institutionnels assujettis du professeur pour I'équation 3x—1=x+6

Nous comparons dans un autre tableau les niveaux de codétermination activés par le
professeur et les éleéves :
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Domaine:
Arthmeétique et

Algébre

Secteurs -
Caleul
numeérigue

Théme:
Opérations
dans
T'ensemble des
rationnels

Sujet: caleuler

le quotient dea Sujet:
parb (dansune Soustraire

écriture enx) deux
nombres

Diviser deux
nombres.

Secteur:
Expressions
algébriques

eme: Calc
sur des

expressions

algébriques

Sujet:
Développer et
réduire deux
exprassions

algébriques

Sujeten
acte:
Connaitre la
variable x

Secteur:
Eguations et
Inéguations

Théme:
Equations dela
forme
a.x+b=cx+d

Sujet:
F.ésoudre une
équationpar
l'évocation
dune balance
qui garde
l'équilibre

Sujet:
Transposer
lestermes

par
I'évocation
dun pistolet

Rsoudre
I'égquatio
n ax=h

La forme losange < indique un milieu cognitif relatif a I’éléve.
La forme rectangle Il indique un milieu cognitif relatif au professeur
La forme ovale “S5 ost un milieu cognitif commun entre le professeur et I'éléve.

Tab OM 16 : Dédoublement des milieux pour I’équation 3x-1=x+6
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Conclusion

Ce tableau montre I’absence de sujets communs entre le professeur et les éléves. Ce qui
indique que les ¢éleves traitent la tache proposée en mobilisant des milieux différents de ceux
du professeur. Les éléments des milieux sont issus d’un sens inverse sur 1’échelle des niveaux
de codétermination didactique. Le professeur joue sur I’appropriation de la généricité de ses
gestes tandis que les propositions des ¢€léves sont indexées sur la modestie de leurs
connaissances antérieures. Dans ce cas, ce qui est milieu pour le professeur n’est pas pergu
comme tel aux yeux des éléves, dans le sens ou le milieu dans lequel évolue 1’¢éléve n’est pas

le milieu que le professeur souhaite dévoluer.
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5.6

Organisation de la suite de la séance

L’explication du cours est terminée. Le professeur annonce la venue de la partie

« Application » dans L67 : « Bon, on va faire des applications. Et voyons si on a compris ou

non ». Dans cette partie, il a laissé un temps aux €léves pour travailler individuellement avant

qu’il fasse passer I’un d’eux au tableau.

Lors de la correction, nous avons remarqué que les éléves ont travaillé, en général, sans

crreurs.

Nous allons exposer la production des €léves dans un tableau. Nous n’allons pas mener une

analyse exhaustive :

Equation 1 Equation 2 Equation 3
6Xx ) 3x-4=8 3x-4=6x+8
7 3x =12 3x—6x =+4+8
X:—2xz:__14:__7 X:£:4 -3x =12
6 3 3 12
X=—=—4
-3
Equation 4 Equation 5 Equation 6
2x —4=2(x-2 -
3_X_1:11 X (x—2) 3x lzx—l
7 2x —4=2x—-4 6
X s1=12 2x—2x =+4—4 3x—1_6x-6
! 0=0 6 6
Pour clarifier aux yeux des | Le professeurdit

x=1 2x% (l'éléveécrit%é‘)

x=28

éleves la différence entre un
nombre solution et un
nombre non solution, le
professeur a explicité
I’exemple de la résolution
de ’équation 2x+1=7 Il
écrit ainsi :

2x+1=7

X = 2 vérifie

11 clot le travail par : « Cette
équation (c.a.d. la 5) admet
tout nombre comme
solution ».

"j'aimultiplie par 6 pour simplifier pat
Inconsciemment,..x6=..x6"
(ilmontreles 2 membres)
3x—-1=6x-6

Un éléve a avoué qu’il n’a pas
compris. Le professeur a repris en
exemplifiant sur ’équation :
x_1 =3x+1

3 2

Le professeur « je préfére, moi, méme
dénominateur » et continue par :
2x—=3 18x+6

6 6

Extrait 20 : Suite des équations étudiées au cours de la premiere séance
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Les techniques utilisées par ces ¢leves sont convenablement réalisées. Les ¢éléves se sont
impliqués dans la résolution des équations de forme générale ax +b=cx + den suivant
soigneusement les étapes imposées par le professeur. Cependant 1’absence d’erreurs nous
laisse penser que 1) soit la résolution de la tache est non problématique, ce qui contredit ce
que nous avons remarqué lors de ’explication, 2) soit le travail exposé au tableau ne refléte
pas réellement le travail des éleéves.

Pour cela nous avons décid¢ d’étudier de prés comment font les éleves lorsqu’ils s’affrontent
individuellement la résolution de telles taches. L’étude du devoir fait a la maison, le jour
méme de cette séance, nous a paru 1’idée la plus judicieuse. Il traduit les rapports que les
¢léves ont établis aux moments de I’explication de cette notion. Il nous permet de relever la
facon utilisée par les éléves pour appliquer la technique ébauchée, ainsi que son
perfectionnement dans le sens de « solliciter la technique la plus économique ».

A noter que le professeur a fait passer des exercices d’application sur des équations

impossibles et sur d’autres qui sont indéterminées.

5.7 Etude des techniques d’éleves d’'un devoir fait a la maison.

Pour limiter notre travail, nous avons choisi d’analyser deux cahiers, et plus particulierement
les deux équations :

Equation 1 : 2x-4=2(x-2)

Equation 2 : 4(3t+2)=3(t+5)
Rappelons que les éléves ont déja achevé le travail sur le secteur « Expressions Algébriques »

qui tourne autour de deux taches principales : « Développement et factorisation ».
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5.7.1. Etude de I'équation “2x-4=2(x-2)”

Techniques d’éleves

Technique 1 Technique 2

Nous avons réécrit le travail de ces deux éléves faute de 1’illisibilité.

Lignel: 2x-4=2(x-2) Lignel: 2x—4=2(x-2)
Ligne2: =2x—-4=4x Ligne2:2x=2+4(x—-2)=6(x—-2)
Ligne3: =2x+4x=4 Ligne3:2x+2x=4+4x-8
Ligne4: =6x=4 Ligne4:2x+2x—-4x=-4-8
Ligne5: x=4x6 Ligne5:—4x=-12

Ligne6: x=24 Ligne6:x=4x—-12

Extrait 21 : Techniques d’éléves dans I'équation 2x-4 = 2(x-2)
Etude de la technique 1

L’¢léve agit sur le milieu qui réfere a deux secteurs : « Calcul numérique » et « Expressions

algébriques ». Cette action apparait clairement dans :

1) L’écriture du signe égal au début des lignes 2, 3 et 4 qui indique un statut ne montrant pas
I’équivalence des équations. Débuter la ligne par ce signe pourra montrer que 1) la
résolution est encore inachevée et qu’il y a donc d’autres étapes a faire ou 2) le travail se
fait par analogie a la factorisation ou au développement vu qu’il est nécessaire de débuter
par le signe « = » dans ces deux cas.

Le signe « = » pourra étre le signifiant de : « a pour résultat » qui ne justifie pas le passage
aux équations équivalentes.

2) L’apparition des calculs algébriques corrects comme 2x+4x=6x ou erronées comme dans
2(x-2) = 4x.

3) Le calcul numérique est présent dans toutes les lignes de la résolution.

Dans les quatre premieres lignes, I’¢éléve active des connaissances basées sur le théoreme

suivant : « une somme de deux ou de plusieurs termes n’a de sens que si elle exprime un
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résultat ». Nous voyons que le passage d’une ligne a une autre est accompagné par un calcul
au moment ou I’écriture des équations équivalentes n’est pas abordée.

Or le signe « =» dans 1’équation est un : « signifiant de 1’égalité conditionnelle entre deux
expressions algébriques ». Au cours de I’explication, la balance était une métaphore
justificative, ¢élément technologique de la transposition des termes. L’évocation de cette
métaphore était sans doute fortuite, et n’a sans doute pas fourni du sens aux yeux de cet
¢leve ; le statut de 1’égalité dans ce sens n’est pas développé.

Pourtant, le passage de la ligne 3 : « =2x+4x=4 » a la ligne 4 : « =6x=4 » montre le rapport
¢tabli par les ¢éleves envers la technique enseignée par le professeur.

Un fait surprenant : le signe « =» n’apparait plus dans les deux dernicres lignes devant les
équations. C’est ici que 1’¢léve semble profiter de ce que le professeur a établi a propos de la
nouvelle tache dans L20 « Mon but a la fin c’est de trouver x ». Ainsi 1’éléve s’est replacé
dans ce souvenir en se remémorant de ce qui lui semble étre de 1’ordre de I’essentiel pour la
réalisation de cette tiche : il s’agit de travailler pour le calcul de « x ». Dans ce sens, 1’écriture
du signe « = » traduit explicitement le calcul.

Mais I’¢léve n’a pas réussi a aboutir, il a écrit a la ligne 5 « x=4x6 » a la place de « x=6 : 4 », il
n’a pas pu traiter la nouvelle écriture mathématique « a.x=b ». Pour cela, nous considérons
que le rapport de cet éleve a I’objet « €quation » n’est pas conforme au rapport institutionnel
attendu. Cet objet demeure en partie, pour lui, une suite ordonnée de termes dont les relations
ne sont pas encore convenablement établies a ce niveau.

Etude de la technique 2

Ligne 2 : 2x=2+4(x-2)=6(x-2)

L’¢leve a transposé le terme « -4 » au second membre en appliquant le théoréme-en-acte: « on
fixe, a leurs places, le terme 2x du premier membre et le nombre 2 du second membre », qui
répond au jeu du pistolet du professeur. Ce théoréme a ét¢ déformé par la présence de
I’ostensif : 2.(x-2). L’¢leve fixe le 2 a sa place, « prend ainsi son pistolet » et « tire » sur le -4.
I1 le « place » entre les facteurs 2 et (x-2) du terme 2(x-2). Cet €éléve ne manque pas 1’occasion
d’utiliser ses connaissances antérieures, notamment celles qui relévent du calcul numérique,
compte tenu de la présence du calcul de 2 + 4. Le signe « = » écrit deux fois dans « 2x=2+4(x-
2)=6(x-2) » n’a de sens que s’il exprime le résultat +6. L’¢leéve s’est replacé dans le
secteur : « Calcul numérique », en oubliant temporairement I’expression (x-2), pour effectuer
une tache qui reléve de son passé scolaire. L’arrivée a 6(x-2) est due en partie a I’engagement

dans le type de taches « calculer des expressions numériques qui font intervenir plusieurs
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opérations » relatif au théme « Calcul dans une expression numérique ». Ce théme est
présenté aux ¢leéves dans les classes antérieures.

Ligne 3 : 2x+2x=4+4x-8

L’¢leéve n’a pas mobilisé le terme 6(x-2) pour passer a une autre équation équivalente. Il s’est
de nouveau replacé dans les secteurs : « Calcul algébrique » et « Equation », ou le professeur
s’était placé pendant la séance précédente. Cet €léve a écrit une équation équivalente
(présence du signe =) provenant de la transposition des termes. Puis, il a développé a sa guise
les expressions algébriques comme dans :

2x =2+4x—-2)=6(x—2)

2x+2x=4+4x—-8

L’¢léve semble avoir transposé le terme 2 du second membre en 2x au premier membre. Il a
développé le calcul 4(x-2) qui pour lui, il est égal a 4+4x-8. Un autre cas est aussi possible,
I’¢éleve a ajouté au premier membre « 2x » et au second membre « +2 » et il a développé
4(x-2)

Ligne 4 : 2x+2x-4x = -4-8

L’¢éleve a écrit une autre équation équivalente issue de la transposition correcte du terme 4x.
Mais une erreur s’est produite au changement de signe du terme fixé +4. Tout se passe comme
si I’¢éleéve avait procédé selon le théoréme suivant : « On tire avec le pistolet sur deux nombres
en conformité avec ce cas : I'un d’eux doit dépendre de x et I’autre est un nombre ». Ceci
parce que cet €leéve a changé le signe du terme +4 1a ou deux termes connus sont présents (+4
et -8) au second membre.

Ligne 5 : -4x =-12

Dans cette ligne, I’¢leve refuse la réponse « 0x », pour cela il a réécrit « -4x ». Signalons que
cet €leve a bien calculé la somme « -4-8=-12 ».

Sans oublier que le professeur a travaillé sur des équations similaires (équation 5 dans la
partie « application »).

Ligne 6 : x = 4x-12

L’¢leve s’est placé au cceur du nouveau milieu, il a voulu répondre aux contraintes des
¢léments du nouveau milieu de L26 « Mon but est de trouver x ». Face a ces contraintes
I’¢leve utilise des ostensifs sans s’intéresser au controle des actions faites sur et avec eux.
L’¢leve a fait de son mieux pour travailler avec les éléments nouveaux. Mais I’absence du
cadre technologique 1’a peut-étre privé de 1’appropriation de la notion de la « solution ». Cette

solution désigne que le nombre qu’on cherche est représenté par la lettre « x » qui vérifie une
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¢quation. Remarquons que la définition de la « solution » est présente dans le « cours » du
manuel mais elle n’était pas abordée par le professeur. L’¢léve a commencé par écrire le

«x =». Il se trouve devant 1’obligation d’exprimer un résultat. Pour cela, sa réponse est « x =
4x -12 » qui provient de la transposition du terme « -4x » du membre de gauche a celui de
droite. Il s’est arrété a ce point sans doute parce qu’il vient d’étudier dans le chapitre
précédant le sujet « Réduction des termes semblables dans une expression algébrique ».

Ce qui nous laisse penser que le rapport de 1’¢léve avec la notion de solution dans le cadre
algébrique n’est pas stable ; elle se méle aux contraintes venues des nouveaux objets, « il doit
exprimer une valeur de x », et aux éléments qui entrent en jeu dans la résolution comme les

« Calculs numériques et algébriques ».

5.7.2. Etude de I'équation “4(3t+2)=3(t+5)”

Nous présentons maintenant les techniques de résolution de I’équation notée 2A pour deux

autres éleves :

Techniques d’éleves

Technique 1 Technique 2

Nous avons réécrit le travail de ces deux éleves faute de 1’illisibilité.

Lignel : 4Q3t+2)=3(t+5) Lignel: 4Q3t+2)=3(t+5)
Ligne 2: 12t +8=3t+15 Ligne 2: 12t +8=3t+15
Ligne 3: 15t+23 Ligne 3: 12t -3t =-8+15
Ligne 4 - tzé Ligne4: 9t=Tt
15 ] 7
Ligne5: t:—9

Extrait 22 : techniques d’éleves dans I'équation 4(3t+2)=3(t+5)
Etude de la technique 1

La ligne 2 : « 12t+8 = 3t+15 » montre la capacité de cet éleve a travailler dans le secteur des
« Expressions algébriques » relatives au type de tiches « Développement d’une expression

algébrique ».
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Pourtant dans la ligne 3 « 15t+23 », I’¢léve réactive ses connaissances sur la somme des
termes semblables d’une expression algébrique. Ceci a été fait sans prendre en considération
la différence fonctionnelle du signe de I’égalité « = ». Cet éléve traite 1’équation comme étant
une expression, le signe « = » ne semble pas étre pris en compte. C’est un ostensif dynamique,
il le transmet d’une équation a une autre, qui dépend de I’engagement « muet » de 1’¢éleve
dans le travail. A notre sens, la ligne 2 : 12t+8=3t+15 est identifiée a une expression
algébrique. L ¢léve s’est engagé implicitement dans I’effectuation d’un calcul. Le signe « = »
ainsi présent dans cette équation est per¢gu comme tel « 12t+8+3t+15 = ». La ligne 3
« 15t+23 » donne la somme obtenue. L’¢léve a traité les termes dans une équation comme s’il
le fait dans une expression.

La derniére ligne nous indique que 1’¢léve agit sur la tiche sous I’effet du contrat didactique™®
qui précise les enjeux de la situation et par 1’activation de plusieurs contraintes, en particulier :
« le but est de trouver x=». Dans la somme « 15t+23 », I’éléve assume ses responsabilités en
écrivant « t =». Un travail qui met ’ostensif au cceur de ’activité et qu’au terme duquel
I’¢éleéve croit qu’il est a la hauteur des modifications qu’il opére. Le reste n’a de sens que pour
achever son travail envers la tache (I’enjeu dans le sens du contrat). Il détermine, a 1’aide de la
division des deux coefficients du bindme, la solution de 1’équation. Il divise en tenant compte
du travail mené en classe pendant la premiére séance sur les équations.

Etude de la technique 2

Les lignes 2 et 3 montrent que la technique de résolution de 1’équation est supposée
institutionnalisée.

La ligne 3 montre que I’erreur dépend de la confusion entre le calcul numérique et algébrique
(-8+15=7t a la place de 7).

Tandis que la derniere ligne renforce notre idée que 1’¢léve réactive les rapports aux objets du
nouveau milieu en mobilisant des connaissances antérieures qui ne sont parfois pas en
adéquation avec les nouveaux éléments. Des connaissances qui sont en étroite connexion,

voire restreintes, en faveur de la nouvelle tache.

* Assude et al (2007) décrivent au moins trois dynamiques des milieux & I'intérieur desquelles 1’action du
professeur est étudiée : Une premiére dynamique tient a la dévolution d’un rapport adéquat au milieu puisque
certaines potentialités du milieu sont investies par les éleéves, sous le contrdle du contrat didactique [...] La
dévolution apparait alors comme un processus complexe qui ne se réduit pas a I’engagement d’un sujet dans une
tache prescrite [...] un engagement du professeur dans le travail du savoir, notamment dans une analyse
préalable qui lui permet de préciser les enjeux de la situation et, en particulier, un certain vocabulaire et/ou un
systéme stable de notations. (Cité par Araya (2008) P83).
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5.7.3. Conclusion

Nous présentons d’abord les différents milieux cognitifs que 1’éléve a mobilisés pour
I’effectuation de la tache :

Domaine:

Arithmeétique
et Algébre

Secteur :
Expressions
algebriques

Secteur :
L'ensemble

des nombres
réels

Secteur :
Equations et
Inéquations

Theme: Calcul

Theme: sur des S
Opérations expressions E 3;:&1:';; ,
sur les algébriques q

ramenant a

rationnels a.x=h

Sujet en acte:
Développer et
réduire denx
expressions
algébriques

Sujets:
Multiplication,
soustraction et
additions des
rationnels

Sujets:
1) caleuler x en
opérant sur les
termes ax et b.

2) Calculer x en
operant sur les
termes a et b.

Tab OM 17 : Milieux cognitifs d’éleves pour la préparation a domicile

Les connaissances antérieures des €leves, relevant de leurs milieux cognitifs, sont activées au
profit de cette nouvelle tache, mais elles subsistent a distance aux éléments du nouveau milieu
institutionnel. C’est dans ce sens que 1’¢éléve sait qu’il faut faire quelque chose pour la
réalisation d’une nouvelle tache. Cela I’a incité a se restreindre aux niveaux des « nouveaux
ostensifs » et a ses connaissances antérieures. Par suite, la distance mésogénétique entre les
milieux cognitifs des éléves et le milieu institutionnel du savoir s’accroit.

Dans le travail des ¢éleves, nous remarquons qu’il y a des tentatives d’appliquer la technique
déja embauchée en classe. Mais ces tentatives ne sont pas toujours réussies car elles se mélent
a des connaissances antérieures des ¢léves comme « Le calcul dans le domaine numérique ».
Dong, les connaissances antérieures sont outillées au profit de la nouvelle tache. Les éleéves en

tissent les rapports au nouveau milieu du savoir par I’intermédiaire de la technique la plus
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économique qu’ils ont réalisé. C’est la technique qui juxtapose leurs connaissances
antérieures (milieux cognitifs) cloturée par le travail « de la fin » (L20) qui revient a calculer
«x=» (Ce qui nous laisse penser que les deux ostensifs « x » et « =» forment un ostensif

unique qui est « X=».

5.8 Conclusion

Au début de notre étude nous nous sommes posé€ plusieurs questions qui nous semblaient

importantes pour avancer dans notre sujet de recherche, en particulier :

0;: Comment [’enseignant parvient-il a faire advenir dans [’institution classe un milieu
propice a l’enseignement ?

Q;: Est-ce que le milieu dans lequel évoluent les éleves et avec lequel ils travaillent est celui
avec lequel le professeur souhaite évoluer ?

Q;: Comment les éleves, en interaction avec le milieu advenu, mettent-ils en jeu les rapports

aux objets du milieu institutionnel du savoir ?

Premicére partie (Chapitre 4)

Pour cerner notre étude, nous avons mené une observation de classe sur la séquence
concernant « la résolution algébrique de 1’équation du premier degré a une inconnue en classe
EB7 au Liban (cinquieme en France) », que nous avons analysée en grande partie. Nous avons
sollicité, pour ce faire, plusieurs cadres théoriques. Les analyses des organisations
mathématiques (OM) et didactiques (OD) ont ét¢ menées sur une étude du manuel scolaire ;
ceci pour déterminer la facon dont le curriculum libanais ainsi que le manuel traitent la
transposition didactique du savoir savant. Cette étude nous a permis de déterminer les niveaux
de codétermination didactique qu’appelle cette notion pour [I’effectuation de cette
transposition. Nous avons classifi¢ le domaine, les secteurs, les thémes ainsi que les sujets qui

entrent en jeu dans la reconstruction de ce savoir mathématique.

Nous avons ensuite concu une €tude praxéologique du « Cours du manuel », pour ce faire
nous avons identifié¢ les organisations locales (Tia, Tid, 04, ®) qui montrent, en général, les
techniques ainsi que les blocs technologico-théoriques, que le professeur et les éléves ont a
mobiliser pour la réalisation du type de tache principal de la séquence qui est : « Résoudre une

¢quation du premier degré a une inconnue.
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Nous avons trouvé nécessaire d’articuler la séquence étudiée avec une étude datée de 1760 par
Clairaut dans son livre « Eléments d’algebre ». Ceci pour concevoir une diversité des milieux
qui peuvent étre mis en place par le professeur, qui n’est pas présents dans le manuel. En
d’autres termes, nous avons voulu aborder les milieux qui déterminent la mésogenése de ce
savoir. De cette partie, nous concluons que faire de I’arithmétique, ou de 1’arithmétique
généralisée au sens de Chevallard (1989b), pour induire 1’algebre n’est pas une évidence.
Autrement dit I’enseignement de la résolution algébrique de 1’équation ne peut pas étre
simplifi¢ si I’on remplace les lettres par des nombres, ou céder la place a un discours
technologique justifiant 'usage de telle ou telle technique. Par exemple remplacer le nombre
convenable, qui est 4, dans la résolution de 1’équation x+3=7 ou poser un probléme familier
comme : « J’ai déja 3 bonbons il m’en faut combien pour avoir 7 ». Dans ce cas il faut que x
fasse 4.

Nous avons ¢tudié les limites qu’impose ce travail dans des équations variées, comme celles
qui comportent « X » dans les deux membres et les assujettissements inapproprié€s qui pourront
en découler. L’étude comparative menée entre la résolution arithmétique et algébrique nous a
permis d’étudier de pres les activités de référence ainsi que le c6té historico-mathématique qui
jouent, a notre avis, un role décisif dans 1’épistémologie du professeur ; méme parfois si celui-

ci ne se rend pas compte de sa légitimité avec le sujet.

Deuxieme partie (Chapitre 5)

Nous avons analysé dans cette partie les équations préparées par le professeur. Nous avons
fait notre analyse de fagon a pouvoir cibler notre question principale située dans I’enjeu du
professeur pour faire advenir le milieu institutionnel du savoir, et comment ses actions sont
prises en compte par les éleves. Nous avons étudié quatre équations travaillées en classe avec
le professeur et un devoir préparé a la maison par les ¢éléves dans lequel nous avons étudié les
techniques de quatre éleves sur deux équations différentes. Pour chacune des équations nous
avons fait une analyse détaillée, elle nous a permis de déterminer les niveaux de
codétermination didactique que le professeur a utilisés dans la réalisation de la tache
principale et les niveaux pris en compte par les éléves en suivant les gestes de leur professeur.
Ensuite nous avons classifié les niveaux ¢laborés dans des tableaux en nous efforcant de
montrer, a ’aide d’une analyse détaillée sur les techniques activées, les différents milieux du
professeur et des ¢éleves, sans oublier de préciser les milieux identiques.

Nous avons remarqué que les milieux du professeur et des €léves peuvent étre identiques

comme ils peuvent étre en interférence avec d’autres milieux. Nous tirons comme premicre
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conclusion que les rapports des €léves aux éléments du milieu institutionnel peuvent ne pas
étre conformes a ceux que le professeur souhaite faire advenir.

Notre hypothése qui porte sur I’existence d’un « flou » entre les milieux des éléves et les
milieux du professeur est validée. Ce flou pousse davantage 1’¢léve a étre responsable de la
construction de ses « propres mathématiques » en réactivant des connaissances antérieures
issues de ses milieux cognitifs. La généricité des milieux institutionnels du professeur et la
spécificité de celui de 1’éléve pourraient ’amener a circonscrire son milieu cognitif. Cette
hypothése est outillée a I’intérieure du tableau Tab OM 16, p.141 dans lequel nous avons
prouvé I’absence de sujets communs au professeur et aux €leves, et qui de plus montre, que le
professeur et les €léves traitent la méme tache en mobilisant des milieux différents sur les
¢chelles de codétermination didactique.

Les techniques d’¢léves ont montré qu’ils s’interdisent implicitement de pénétrer dans des
niveaux évoqués institutionnellement par le professeur. Ils ont donc, pour effectuer le travail
qui leur est montré ou dévolu, a se placer par eux-mémes au sein des secteurs, themes et sujets
qui leur procureront les éléments du nouveau milieu, puisque c’est justement le but assigné a
travers la tache enseignée. Pour exemplifier, nous trouvons dans le tableau OM16 des éleves
qui ont fait I’é¢tude de la tache principale « Résoudre une équation » en fournissant des sujets
différents de ceux pris en charge par leur professeur. Signalons que ces sujets peuvent étre

renvoyés a des themes, secteurs et domaines communs entre le professeur et les éléves.

11 s’agit pour I’¢léve d’installer des techniques en activant les rapports aux objets du nouveau
milieu. Le professeur veut que ce qui est milieu pour lui le soit aussi pour I’¢léve. Il tend dans
ce cas a construire une mémoire officielle pour faire advenir des rapports aux objets du
nouveau milieu. Par suite la dynamique du systeme didactique de la séance étudiée a permis a
quelques ¢leves de se replacer au niveau du souvenir des objets de leurs propres
connaissances. Dans ce sens, les éléves ont réactivé les « ostensifs » au profit de ’activité. Par

exemple pour résoudre 1’équation 3X —1=X+6 1’¢leve a écrit 3x = 6. Il a mis 3x a la place

de 3x-1, puis il a réécrit le signe « = » au-dessous du premier et le nombre 6 a la place de x+6.
L’¢leve a fait de son mieux pour accéder a la technique relative au modele proposé par le
professeur. Autrement dit, il a écrit cela (3x = 6) parce que son professeur avait transformé
toutes les équations du modele de 1’équationl (a.x=b). L’¢leve a donc essayé de reproduire le
modele qui lui permet d’inférer le milieu institutionnel du savoir a partir des techniques
embauchées par son professeur. C’est donc un milieu qui n’est pas encore institutionnalisé par

I’éléve en ce moment.

@® Thése : KAZAN Elie ® 153



Phénomene du « Dédoublement des milieux »
Nous allons résumer, dans le schéma ci-dessous, notre configuration sur les niveaux de
codétermination didactiques qui pourraient étre mobilisés par le professeur et les éléves dans

leur réalisation d’une tache unique :

Domaine

Secteur 1 pour
le Professeur
seunlement

Secteur 2
commun entre le

prof et|'éléve

Secteur3
pourl'éléve
seulement

Theme

cOomimun

Théme
non
COmmun

Sujet
commun

Sujet non
cominun

La forme losange <@ i dique un niveau de codétermination commun entre les éléves et le
professeur
La forme triangle & indique une bifurcation

Tab OM 18 : Tableau illustrant le dédoublement des milieux aux niveaux de codétermination

Face aux gestes du professeur, I’éleve active des connaissances antérieures qu’il trouve
propice a I’émergence du méme savoir (ou plutdt de son savoir en acte). Les analyses que
nous avons menées dans ce chapitre montrent que la dévolution de la tache principale n’est
pas la méme pour le professeur et pour 1’¢éléve, dans le sens ou les niveaux de codétermination
didactique peuvent se construire différemment. Dans les tableaux que nous avons fournis
(Tabl a 11), nous avons vu que face aux interventions du professeur, les actions de 1’¢leve
pourraient se placer dans un secteur, dans un théme ou dans un sujet différent que celui que
son professeur souhaite advenu.

Le dédoublement des milieux a lieu quand les niveaux de codétermination didactique

s’interférent ou quand les objets de savoir ne sont pas identiques.
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L’analyse de la séance et du devoir nous ont montré que les €léves lient les ¢léments des
objets du milieu institutionnel du savoir a leurs propres objets de savoir, a leurs
connaissances. Les milieux cognitifs mobilisés sont alors tantdt restreints, parfois insuffisants
pour réaliser une tache mathématique. IIs la rapportent cependant a des ¢léments ancrés dans

le milieu institutionnel du savoir que le professeur a imposé¢.
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Chapitre 6 : Le dédoublement des
milieux dans une ingénierie
didactique :Les Nombres relatifs en
sixieme au Liban

@® Theése : KAZAN Elie © 157



CHAPITRE 6

LE DEDOUBLEMENT DES MILIEUX DANS UNE INGENIERIE
DIDACTIQUE :

LES NOMBRES RELATIFS EN SIXIEME AU LIBAN

6.1 La construction mathématique de ['ensemble des entiers relatifs
6.2 Etude historique

6.3  Etude du programme libanais 1997

6.4  (Conclusion

6.5 Analyse de la premiére séance

6.6 Analyse de la deuxiéme séance

6.7 Analyse de la troisieme séance

6.8 Analyse de la quatrieme séance

6.9  Conclusion finale
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L’histoire des nombres négatifs montre que leur introduction a été un processus d’une lenteur
surprenante, sans doute pour des raisons d’ordre conceptuel. Pourtant ces nombres semblent
familiers aux éléves puisqu’ils les rencontrent dans leur environnement proche et dans la vie
courante, du moins pour ce qui concerne les entiers (températures, ascenseurs, etc).

Plusieurs questions se posent : Quelle est la raison d’étre de tels nombres ? Depuis quand les
mathématiciens les utilisent-ils ? Dans quelles situations apparaissent-ils ? Quels sont les

obstacles majeurs qu’il a fallu franchir la découverte de ces nombres ?

L’objectif principal de ce chapitre est de mener une analyse didactique utilisant comme cadre
méthodologique le phénoméne du « dédoublement des milieux ». Notre but est de montrer si
ce phénoméne est présent dans des ingénieries™® concues et appliquées dans les institutions
scolaires. Pour ce faire, il s’agit de recourir a la théorie anthropologique et préciser sur les
niveaux de codétermination didactiques la distance mésogénétique entre les milieux
personnels entretenus par professeur et les éléves vis-a-vis du milieu institutionnel du savoir.
Nous avons choisi, pour notre recherche, le domaine des nombres relatifs en EB6 (Sixiéme).
Nous avons choisi d’étudier ce domaine dans une école libanaise privée. Nous avons filmé un
professeur en train d’enseigner, pour la premicre fois dans sa classe, une ingénierie

didactique.

Ce chapitre porte sur une premicre partie théorique et une deuxieme partie expérimentale.
Pour déterminer la place cognitive et épistémologique de ce savoir dans les pratiques et dans
les techniques du professeur et des éléves, nous avons €laboré la premiere partie théorique.
Elle porte sur I’étude mathématique, I’étude historique et 1I’étude de la transposition du savoir
dans le programme libanais (1997) et dans des manuels libanais. L’étude des manuels nous a
paru indispensable puisque le professeur observé applique, dans sa profession, un
enseignement ordinaire basé évidemment sur les manuels. La deuxiéme partie est
expérimentale dans laquelle nous avons effectué une analyse en termes du « dédoublement

des milieux ».

0 Cette ingénierie est issue d’un parcours d’étude et de recherche produite par le groupe AMPERES, année
2010-2011
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Partie historico-théorique des Nombres Relatifs

6.1. La construction mathématique de 'ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers naturels muni de 1’addition (I, +) est un monoide*’ ou tout élément
est simplifiable®. Le seul élément qui admet un opposé est 0 (0+0=0). A cet ensemble
manque une propriété fondamentale pour que (I, +) devienne un groupe® : I’existence pour
tout entier naturel d’un opposé. Ainsi, pour tout entier naturel a doit exister un nombre b tel
que a+b=b-+a=C. Malheureusement le nombre b n’appartient pas a Il puisque dans cet
ensemble il n’y a pas d’opposé. Pour cette raison principale, on a éprouvé le besoin d’inventer
un ensemble qui est, en fait, [ auquel on rajoute 1’ensemble des opposés de tous les entiers
naturels.

Les études montrent que (I, +) peut étre « plongé » dans un groupe plus étendu’’. De fagon

générale, si M est un monoide commutatif on peut le plonger dans un monoide commutatif

plus grand ou tout élément est de la forme ms”! (m — s en notation additive), m appartient 8 M
et s étant un élément simplifiable de M.
Dans le cas particulier ot M est le monoide additif I, on le plonge dans un groupe

commutatif noté (Z , +), qu’on appelle groupe des entiers relatifs, ou groupe des entiers

4 w . . ops . ;12 PR
7 Un monoide (M , @)est un ensemble M muni d'une loi de composition interne (c¢’est un procédé qui, a deux

¢léments de I’ensemble M, associe un troisieme élément de M), associative et qui posséde un élément neutre.
48 . L . \ . S
Un monoide E est dit simplifiable a gauche, ou encore régulier a gauche

SiV(a,b,c)e E*,abb=adc =b=c

* Un ensemble E muni d’une opération interne (les deux opérandes ainsi que le résultat appartiennent a E) est dit
un groupe si et seulement si :

- ’opération est associative

- admet un élément neutre 0

- Tout élément de E admet un symétrique appelé dans le cas de I’addition opposé. C’est a dire que

VxeE,IX'eE/x+x'=0

Si de plus I"opération est commutative, le groupe est dit commutatif.
%% On procéde comme suit. Soit S I'ensemble des éléments simplifiables de M. Dans le produit cartésien M x S

on considére la relation d'équivalence entre (M1,81)et (my,Sy) définie par la condition M1S2 = M281, On
note m/s(en contexte multiplicatif) la classe d'équivalence de (m, S). On montre que, pour M,N € M et
S,t €S, la classe d'équivalence de (M ,S Y ne dépend que des classes d'équivalence de (m,S)et (N,t), ce

qui permet de munir l'ensemble quotient d'une loi de composition © qui peut étre caractérisée par

m/s @ n/t= ( m n) / (Sl) On munit ainsi I'ensemble quotient d'une structure de monoide. Ce monoide est
not¢ Mg . Le monoide M est isomorphe au sous-monoide de A g formé par les ¢léments de la forme (m,1), m

parcourant M. On identifie M a ce sous-monoide de M g et on a donc bien «plongé» M dans un monoide tel

qu'annoncé groupe.
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rationnels. Pour ce faire on a défini sur [Nx la relation d’équivalence R suivante :
(a,b)R(c,d) «<=a+d=Db+c.
Ainsi, si a et b sont deux nombres naturels, le couple (a,b) peut s’écrire d’une des deux

facons (a,a+mn) ou (b+n,b) avec n naturel (selon que a <b ou b <a). Dans ces deux

écritures n’intervient que la somme des entiers naturels.

Au sein de cette relation R, tout nombre relatif est une classe d’équivalence dans N <M /R,
noté ; Cette classe est indépendante du représentant (X,y) quila définit. Par exemple
lentier relatif 2 peut étre défini a partir des couples (7,5),(4,2) etc.

0 est la classe d’équivalence (a,a),(b,b) etc. Tout élément de I x M / R admet un élément

symétrique noté —xdont un de ses représentant est (y,X). Ceci puisque x +(—x)est
représenté par le couple (X+Yy,y+X) considéré comme représentant de 0. Donc
X+(-X)=—x+x=0.

En notant [ x I/ R= 7., on a donc (Z , +) un groupe commutatif. Autrement dit

Z =MV M.

Pour exemplifier, on pourra identifier le nombre 2 avec le couple (3,1), 2 est le résultat de la

soustraction 3- /. Cela permet d’inventer le résultat de la soustraction de /-3 et de ’appeler

(1,3) dans un premier temps, opposé de celui de (3,1) par la méme relation R.

En résumé, une construction mathématique de I’ensemble des entiers relatifs est possible si

elle prolonge les entiers naturels.
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6.2. Etude historique

Il semble que les premiers a avoir utilisé des quantités négatives, des le premier siecle, soit les
chinois. Leur but principal était de fournir des méthodes pour résoudre les problémes
quotidiens de l'ingénierie, de l'arpentage et du commerce. Les calculs s'effectuent ainsi en
utilisant des baguettes a calculer, les positifs sont représentés par des baguettes rouges, les
négatifs pas des baguettes noires. A cette époque, on ne parle pas de « nombres négatifs »
mais de « quantités négatives ». Mais c’est le plus souvent au mathématicien Brahmagupta
(598 - 660) que I’on attribue les nombres négatifs (cite dans (Boyé, 2009)). Sans justification,
il donne les régles pour faire des additions et des soustractions sur les biens, les dettes, le
néant.

Une dette retranchée du néant devient un bien, un bien retranché du néant devient une defte.

Les « nombres négatifs » vont ainsi apparaitre dans les calculs. Les régles de calcul sont

données, mais on ne se préoccupe pas de les justifier.

Dans sa théorie de résolution des équations (Muadala), le mathématicien Al Khawarizmi
(780 ; 850) accepte les termes négatifs dans les équations mais il s’attache a s’en débarrasser
au plus vite. Pour cela, il ajoute les opposés des deux coOtés de 1’équation. Pour lui, les
solutions négatives n’existent pas puisqu’elles sont dépourvues du sens. Les mathématiciens
de cette époque n'admettent pas les quantités négatives, pour cela ils choisissent les constantes

qui garantissent 1'obtention exclusive des solutions positives.

En Occident, I’introduction des nombres négatifs était cependant difficile parce que les
nombres sont, a I’époque, considérés comme des mesures de grandeurs (longueur, surface,
volume,...). Les mathématiciens se heurtent a 1’obstacle du zéro clairement apparu vers la fin
du XTIV siécle. I faut attendre le siécle suivant pour la découverte des étres numériques non
positifs. Néanmoins ces nombres ne seront pas pour autant acceptés comme des nombres a
part « entiere », méme des siecles apres leur découverte comme nous allons voir dans la suite

de cette étude.

Les nombres négatifs apparaissent a la fin du XV° siécle avec les travaux de Nicolas Chuquet
(1445 ; 1500). 11 est un des premiers a isoler une valeur négative dans un membre d’une
¢quation. De son coté, Chuquet admet des solutions négatives a des problémes abstraits (c'est-

a-dire comprenant de purs nombres et non des mesures de grandeurs) ou une valeur est
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considérée comme solution dans la mesure ou elle satisfait 1'équation. Plus encore, il ¢labore
méme des procédures pour additionner et pour soustraire de tels nombres.

Le contexte dans lequel sont apparus les nombres négatifs a la fin du XV° siécle était toujours
celui des équations, par exemple dans les écrits du mathématicien italien Cardan (1501-1576).

« Cardan est encore le premier qui ait aper¢u la multiplicité des valeurs de l'inconnue
dans les équations, et leur distinction en positives et négatives. Cette découverte qui,
avec une autre de Viete, est le fondement de toutes celles d'Harriot et Descartes sur
l'analyse des équations, cette découverte, dis-je, est clairement contenue dans son Ars
magna. Des l'article troisieme il observe que la racine d'un carré est également plus
ou moins le coté de ce carré, et dans l'article 7 il propose une équation qui, réduite a
notre langage, serait X’ + 4x = 21, et il remarque que la valeur de x est également + 3
ou - 7, et qu'en changeant le signe du second terme 4x, elle devient - 3 ou +7. Ces
racines négatives, il les nomme feintes ».

J. F. Montucla, Histoire des mathématiques, 1758 (cité dans (Boyé, 2009))

Les travaux de Cardan sont devenus des sources réelles pour plusieurs mathématiciens dans le
domaine de la résolution des équations. En 1629 dans "Invention nouvelle en algebre", Albert
Girard s’en inspire pour admettre I’existence de racines négatives ou imaginaires dans une
équation.

L’apparition des nombres négatifs se manifeste donc dans un contexte particulier qui est celui
de la résolution des équations. Notons qu’a la méme époque d’autres mathématiciens, comme

Viete (1540-1603), ne donneront que les solutions positives des équations.

En 1591, Francois Viete (1540 ; 1603) publie "In artem ananyticam isagoge" dans lequel il
pose les bases du calcul littéral. A cette époque encore, les lettres ne représentent que des
quantités positives et les solutions négatives des équations sont écartées. Au début du XVII®
siecle, les regles sur le calcul littéral sont parfaitement maitrisées, mais les lettres représentent
toujours des quantités positives et jamais des négatives. La solution d’une équation telle que

= - 3 est absurde.

En 1637 dans "La géométrie", René Descartes (1596 ; 1650) qualifie de "moindres que rien"
de telles solutions :

«En chaque équation autant que la quantité inconnue a de dimensions, autant peut-il y avoir
de diverses racines : mais souvent il arrive que ces racines soient fausses ou moindres que
rien ». Il s’agit principalement de la résolution des équations qui étaient longtemps utilisés

comme des auxiliaires de calcul : les données et les résultats sont positifs mais la résolution se
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fait au biais des nombres négatifs. Par exemple, dans la résolution de 1’équation

x* —4x% —19x? +106x —120 =0, Descartes a remarqué I’existence de quatre racines dont
trois sont vraies 2, 3 et 4 et une fausse qui est 5 (cité¢ dans (Gaud, 1991)). Pour lui la fausse
racine est -5.

En géométrie analytique, Descartes s’arrange pour choisir les axes de fagon a n’avoir que des
points dont les coordonnées sont positives. Il y a peu d’occasion de manipuler des «Nombres»
négatifs qui aient un sens physique Il faudra attendre le XVIII® siécle pour que Maclaurin, et
surtout Euler, expliquent comment I’on peut prendre des coordonnées négatives. Pourtant, ce
méme Maclaurin a exprimé dans "Traité des Fluxions"(1749) le doute planant encore sur
I’adhésion par les mathématiciens aux quantités négatives :

« L’usage du signe négatif en algebre donne lieu a plusieurs conséquences qu’on a d’abord
peine a admettre et ont donné [’occasion a des idées qui paraissent n’avoir aucun fondement
réel ».

Ce qui nous laisse dire qu’a cette époque le statut des nombres négatifs présente toujours des
alternatives douteuses. Les mathématiciens ont découvert ces nombres comme outil pour
répondre a certains de leurs domaines, surtout pour la résolution des équations, mais n’ont pas

pu arriver a en extraire les propriétés mathématiques.

En 1713, Fahrenheit s’arrange pour que ces sortes de températures soient évitées. Son
thermometre est pourvu d’une graduation évitant les températures négatives. En 1730,
Réaumur réalise le premier thermometre scientifique et il faudra encore un siecle pour que le

grand public s’habitue a des températures en dessous de zéro.

En 1741, le physicien suédois Anders Celsius (1701 ; 1744) fait construire un thermometre a
mercure dont le 0 est défini par le point de congélation de I’eau et le 100 son point
d’ébullition. Il faudra pourtant attendre le début du XIX® siécle pour que les températures
négatives se mettent en place. Il faut dire qu’a cette époque les besoins de quantités négatives
pour les sciences sont plutot rares.

Progressivement, les négatifs sont soumis a des régles de calcul en prolongeant celles existant
pour les nombres positifs.

Dans "Eléments d’algebre" p 31 (1760), le mathématicien francais A. Clairaut (1713 ; 1765)
manipule des nombres négatifs comme solution numérique d’une équation a partir de son

expression littérale :
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« Ce que nous venons de dire dans cet article, va nous servir pour faire d’une maniere
plus précise et plus étendue, la filiation des régles et des signes algébrique. Ce qu’on
va lire est un extrait fort abrége de ce qu’on trouve dans Euler (Eléments d’Algebre, p
50, tome ler). Si on part de [’addition, la plus simple des opérations qu’on puisse
pratiquer sur deux nombres a et b, et si on l’'appelle ¢, on aura a+b=c, d’ou l’'on
tire tout de suite a =c—b, et voila évidemment [’origine de la soustraction; de plus le
nombre qu’on veut soustraire pourrait étre plus grand que celui dont on veut le
soustraire, et le reste alors serait une quantité négative ».

Pour Clairaut le nombre négatif est indiqué sous I’appellation de « quantité négative ». C’est
le résultat de la soustraction lorsque le nombre qu’on veut soustraire est plus grand que celui
dont on veut le soustraire. Ceci met en relief la confusion entre le signe de I’opération et le
signe du nombre. La distinction ne sera vraiment faite qu’a la fin du XIX® siécle, mais le
probléme pédagogique persiste méme dans les recherches contemporaines. Pour exemplifier,
Mercier et Matheron (2004) ont mentionné :

« Ainsi, le jeu avec les ostensifs +, (), -, considérés comme signes d’opérations et
signes algébriques, induit un double jeu de mémoire tandis que, pour le professeur
comme pour l’éleve, les discours qui pourraient justifier la confusion nécessaire des
symboles d’opérations et des signes de relatifs sont inaccessibles ».

Ce qui prouve que la dévolution des objets de savoir « nombres relatifs » est toujours
problématique. La transposition didactique mettra en cause les multiples confusions d’usage
faites par les éléves a propos de ces divers ostensifs ; en particulier, la confusion entre le signe

de I’opération et le signe du nombre.

Pourtant, le doute sur 1’existence des nombres négatifs se révele toujours problématique
méme au XIX°® siécle. Le mathématicien Carnot (1753 ; 1823) a écrit : « retirer une quantité
effective de zéro, quelque chose de rien : opération impossible. L usage des nombres négatifs

conduit a des conclusions erronées» (Référence : Géométrie de position, 1803)

Pour cloturer cet apercu, en 1821, Augustin Louis Cauchy (1789 ; 1857) dans son "Cours
d’analyse de [’Ecole royale polytechnique"”, p. 1-2, définit les nombres relatifs comme une
partie numérique précédée d’un signe + ou -.

« Nous prendrons toujours la dénomination des nombres dans le sens ou on [’emploie
en arithmétique, en faisant naitre les nombres de la mesure absolue des grandeurs, et
nous appliquerons uniquement la dénomination de quantités aux quantités réeelles
positives ou négatives, c'est-a-dire aux nombres précédés des signes (+) et (<) ».
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Cauchy a introduit la mesure absolue d’une grandeur pour des nombres positifs et négatifs. Il
a ainsi défini les nombres négatifs comme des nombres composés de deux parties. La
premiere partie est numérique, représente les nombres positifs connus par les éleves, et I’autre
partie est un signe. Il n’a pas mis en relief I’organisation mathématique qui montre que
I’ensemble des entiers relatifs est construit par un prolongement sur les entiers naturels (voir

6.1 p.160)

Conclusion

Au cours de I’histoire la découverte abstraite des nombres relatifs s’est révélée d’une lenteur
surprenante. Il a fallu attendre plusieurs siécles, voire jusqu’au XV© siécle, I’apparition d’étres
numériques non positifs. Les nombres négatifs sont apparus pour répondre a une nécessité
interne aux mathématiques (résolution des équations algébriques) et non pas pour une

modélisation du monde réel.

Les mathématiciens chinois ont manipulé ces nouveaux nombres depuis les premiers siccles.
Mais ils en avaient une appréhension partielle, avec d’étonnantes lacunes. Ces nombres,
considérés comme des quantités négatives, étaient un outil pour faciliter la résolution des

équations dont seules les solutions positives sont acceptées.

Cette étude peut appuyer la suite de notre travail, tant aux niveaux é€pistémologique que
didactique.

Le niveau épistémologique nous permet de repérer des obstacles potentiels dans la
construction des nombres relatifs et comprendre les conceptions entretenues sur les conditions
de I’existence des entités mathématiques. Ces conditions relévent d’une alternative externe /
interne au monde mathématique que (Schubring, 1986) a désignée comme une épistémologie
a double sens :

« Une épistémologie substantialiste (ou ontologique) selon laquelle les concepts sont
Jjustifiés par une réduction a des étres auxquels on accorde une existence comme a
celle du monde physique - une épistéemologie systémique, ou l'existence est justifiée
par la cohérence du champ conceptuel, les concepts ne devant satisfaire qu'a des
conditions internes aux mathématiques ».

Cet extrait souligne la place importante, considéré comme «en accord » avec la réalité
physique par 1’auteur, pour la construction du nouveau savoir. Mais cette construction ne se

met en place qu’a partir des propriétés internes aux mathématiques. Il est probable que la
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difficulté de la construction, qui prend en compte le monde de la réalité physique, ait ralenti
I’avancée de la modélisation mathématique des nombres relatifs.

Cette étude permet d’étudier au niveau didactique les options des méthodes choisies dans les
programmes et les manuels, pour lesquelles la transposition didactique des « nombres
relatifs » s’appuie sur une tiche mathématiquement significative confi¢e aux éleves de EB6.
Cette ¢tude historique montre qu’il serait erroné de croire que les relatifs puissent prendre le

« statut abstrait de nombres » a I’issue d’un premier enseignement.
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6.3. Etude du programme libanais de 1997

6.3.1. Organisation mathématique du savoir « Nombres Relatifs » dans le

programme libanais

Nous avons étudié le curriculum libanais (voir Annexe 4 p.19) pour identifier les types de
taches institutionnellement attendues des éléves sur les nombres relatifs. Le curriculum
libanais®' place « les Nombres Relatifs » au niveau de la classe de EB6. Nous avons transcrit
le contenu des programmes spécifiques a ce savoir dans le tableau ci-dessous, en suivant leurs
organisations mathématiques sur I’échelle de niveaux de codétermination didactique (sujet,
théme, secteur, domaine). Nous avons remarqué que pour les concepteurs du programme, il
n’y a pas de distinction entre ces niveaux. Par exemple, le type de taches : « Additionner deux
nombres relatifs », pris du domaine « Arithmétique et Algebre », apparait a la fois au niveau
du secteur, du théme et du sujet.

Nous allons réorganiser ce programme dans un nouveau tableau suivant les divers types

d’organisations mathématiques qui peuvent étre définis sur les niveaux de codétermination :

Domaine : Nombres et Calcul

Secteur : Nombres Relatifs

) S . ) Théme 2: Calculer sur nombr
Theéme 1 : Définition et ordre sur les nombres relatifs © . ¢ 2: Calouler sur des no ©s
relatifs
. Sujet 2 : .
t1: . t3: ) .
Suje . Situer des Sue Sujet 4 : Sujet 5 :
Identifier des . Comparer des . .
" nombres relatifs Additionner des Soustraire des
nombres positifs , nombres . !
sur I’axe ) nombres relatifs. nombres relatifs.
et des nombres L relatifs.
e numérique.
négatifs.

Tab OM 19 : Etude praxéologique des nombres relatifs du point de vue « curriculum »
6.3.2. Introduction des nombres relatifs

Une construction mathématique des nombres relatifs n’est pas montrée dans le programme
puisque [D’introduction de ces nombres dépend effectivement de leur identification :
« identifier ». lls sont introduits comme relevant « des grandeurs » « pouvant avoir deux
sens » (Programme libanais, p29), et que les €éleves ont déja rencontrés dans leur quotidien.

Par exemple, le degré de la température (région froide, chaude, etc.), I’altitude. En d’autres

SIDécret 10227, 8 mai 1997.
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termes les élargissements successifs de 1I’ensemble des entiers naturels a I’ensemble des

entiers relatifs ne sont pas montrés. Le lien est absent entre ces deux ensembles de nombres.

En revanche dans la partie « commentaires » dans le programme, p. 29, concernant le sujet 1,
nous lisons :

« On multipliera les exemples de grandeurs pouvant avoir deux sens : déplacement sur
une route, température, altitude, temps, etc. On fera remarquer l’intérét particulier du
choix de [’origine (valeur initiale) bien que ce choix soit arbitraire ».

Les nombres relatifs, relevant de concepts abstraits (Berté et al, 2008), dépendent de
I’illustration des « grandeurs » comme « le déplacement sur une route, la température », dont
la définition manque dans les programmes libanais. Ainsi « La grandeur pouvant avoir deux
sens » est une idée globale qui convoque la réalité de la variation (augmentation / diminution).
A notre avis, ces grandeurs vont créer des obstacles dans diverses situations, par exemple dans
« Qu’est-ce que la somme de deux températures ? ».

Or I’idée de grandeur devrait suivre, pour sa mise en place, une évolution prenant comme
origine les nombres entiers, comme le montre la préface d’un ancien manuel scolaire
frangais™ (cité dans Bosch et Chevallard, 2001) :

1. IDEE D’UNITE ET DE NOMBRE ENTIER

Définitions : -On appelle unité chacun des objets d'une collection. Le nombre entier exprime la
quantité¢ d'unités que comporte une collection. Compter c'est chercher combien il y a d'unités dans
une collection d'objets.

2. IDEE DE GRANDEUR

On appelle grandeur tout ce qui peut €tre augmenté ou diminué, comme la largeur d'une route, la
durée d'un trajet, la vitesse d'un véhicule, le nombre des feuillets d'un livre, etc.

On appelle plus spécialement grandeurs mathématiques celles pour lesquelles on peut définir
I'¢galité et la somme. Exemples: les surfaces, les volumes, les angles, les arcs, les forces, les
quantités de chaleur, etc.

° 3. MESURE D'UNE GRANDEUR ET NOMBRE ENTIER

D'une fagon générale: Mesurer une grandeur c'est chercher combien de fois elle renferme une autre
grandeur de méme espece prise pour unité. Un nombre entier exprime donc la mesure d'une
grandeur.

o 4. NOMBRES CONCRETS ET NOMBRES ABSTRAITS
Le nombre suivi de l'indication de 'unité qui 1'a fourni s'appelle nombre concret.
Encadré 4

>* Conforme au programme du 26 juillet 1909
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Signalons que 'unité choisie dans cet encadré est un indicateur d’une quantité initiale que
(Schubring, 1986) décrit ainsi : « la quantité est, historiquement, le concept de base pour
toutes les mathématiques mais, aujourd’hui, «quantité» ne représente plus un concept
mathématique concret. 1l se réduit plutot a un élément de rhétorique apparaissant, a
l'occasion, dans des discours sur la mathématique ». Dans ce sens, nous considérons que la

quantité est a I’origine de 1’apparition des entiers naturels.

Par exemple si nous voulons comparer les longueurs de deux tiges. On pourra faire coincider
une ficelle avec I’une de ces tiges et I’appliquer sur la seconde. Supposons que la longueur de
la seconde tige est trois fois plus que celle de la premiére. Le rapport entre les deux longueurs

concerne deux grandeurs de méme espece. Il est €égal au nombre abstrait « 3 ».

Nous pouvons déceler dans les termes du vocabulaire du tableau de 1’Encadré 4, les résultats
suivants : 1) Deux tiges sont présentes : ¢’est le nombre d’objets de la collection. Ce nombre
est désigné par un entier naturel, exprimant une quantité initiale. On compare leurs longueurs
qui représentent deux grandeurs de méme espece. 2) L’unité choisie est la longueur de la
premicre tige. « Les deux tiges sont dans le rapport 3 » montre que la longueur de la deuxieme
tige est « 3 ». C'est-a-dire sa longueur est 3 unités (nombre suivi d’une entité mathématique)
qui correspond au nombre concret 3u (ou comme, par exemple, lorsqu’on dit 2 meétres et 15
centimétres = 2,15 m, le nombre 2,15 est concret car il exprime une longueur). 3) Les
longueurs des deux tiges sont dans le rapport 3 ce qui donne a ce nombre « 3 » le statut d’un

nombre abstrait.
Ces phénoménes réels ont contribué a la naissance des entiers naturels™.

L’émergence des « nombres abstraits », cas des nombres relatifs par exemple, ne se fait pas

d’un seul coup. Il faut, comme I’indique I’Encadré 4, des dispositifs didactiques qui assurent

la rencontre avec des questions dont ils constituent des réponses, entre autres :

1) La nécessité de créer une unité conventionnelle. Ceci pour déterminer le nombre de fois
qu’un représentant d’une grandeur est contenu dans une autre grandeur de méme espece.

2) La mesure d’une grandeur. Ceci est le rapport de deux grandeurs dont 1’une est considérée

comme unité.

53 La naissance des fractions, des décimaux, des irrationnels est intimement liée a 1’histoire des mesures. C’est
pour exprimer le rapport entre de telles grandeurs et une grandeur de méme espéce choisie comme référence que
des nombres autres que les entiers ont été nécessaires. Cette situation se rencontre lorsque la grandeur choisie,
comme référence, n’est pas égale a un nombre entier (de fois) dans la grandeur a mesurer (Matheron et
Noirfalise, 2009).
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En effet, Matheron et Noirfalise(2009) citent a ce propos :

« Mesurer une grandeur consiste a associer a cette grandeur un nombre exprimant un
rapport entre cette grandeur et une grandeur de méme espéce prise comme référence ;
c’est-a-dire un nombre tel qu’en multipliant cette grandeur de référence par ce
nombre, on obtienne la grandeur en question ».

Ainsi la notion de « grandeur» n’est pas simple a définir. Elle s’attache a des dispositifs
relevant du monde matériel (physique ou vivant) ou des situations sociales. Dire qu’il fait
chaud ou froid dans une piéce, ce qui est une assertion plutdt subjective, dépend de ceux qui la

prononcent.

Les notions du « nombre », de « grandeur » et de la « mesure » constituent des notions
fondamentales en arithmétique. Elles forment une base technologico-théorique du domaine

arithmétique.

6.3.3. La représentation sur I'axe numérique dans le programme libanais

Le recours a I’axe numérique constitue un moyen primordial pour réaliser les différents types
de taches dans les sujets 2, 3, 4 et 5 du programme. Par exemple, nous lisons dans la partie
commentaires, p. 30 du sujet 3 relatif & la comparaison de deux nombres : « la représentation
des nombres relatifs par des points d’un axe et leurs distances a [’origine joueront un role
important dans la comparaison des nombres ». Nous notons ainsi dans la méme partie, p. 31
relative au sujet 4 de ’addition des nombres relatifs : « Le recours a la représentation sur un
axe facilite la compréhension. On pourra y représenter l’addition par un déplacement ». Dans
ce contexte, 1’addition de deux températures aura-t-elle un sens, représente-t-elle un nombre
significatif pour les éleves ? Pour le sujet 5 relatif a la soustraction des nombres relatifs, nous
relevons de la méme partie p. 31 : « On conseille d utiliser la représentation sur un axe et de
se limiter (dans le calcul) a des cas simples [...] ».

Pour les concepteurs du programme, le recours a 1’axe numérique est un « facilitateur » pour
appréhender différents types de taches relatives a ce savoir comme « Identifier des nombres
positifs et des nombres négatifs », « Additionner des nombres relatifs », alors que pour nous il
refléte une représentation non existentielle.

Par exemple, si nous calculons3 -8 nous nous déplagons 3 pas vers la droite, si I’axe est
orient¢ vers la droite, puis 8 pas vers la gauche du point d’arrivée du premier déplacement. Le

résultat de la différence correspond au dernier déplacement (-5). Cette méthode « conseillée »
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ne prend en compte que des nombres positifs (3) et (8) munis d’un déplacement approprié
sans pouvoir distinguer le signe du nombre et celui de I’opération (Mercier et Matheron,
2004). Pourtant le calcul de cette opération se place a I’intérieur de I’anneau des entiers

relatifs ; ce qui ne peut étre per¢gu comme tel dans la classe.
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6.4. Etude des manuels libanais

Les manuels scolaires se présentent comme une concrétisation du contenu du programme
prescrit. Ils fournissent une maniére de rencontre entre les €éléves et leur professeur avec la
notion mathématique en jeu.

Nous avons choisi d’étudier trois manuels libanais adoptés par les écoles publiques et privées
: « Construire les Mathématiques™ », « A nous les maths » et « Mathématiques ». Notre but

est de rechercher la fagon dont ils introduisent les Nombres Relatifs.

6.4.1. Etude du manuel 1

Manuel 1 : « Construire les maths »

@) Qu'est ce qui distingue les deux nombres +65 et -23 et que

Je suis un nombre traduisent-1ls?
g relatif parce que. je d) Reproduis I'axe gradué ci-dessous:
Nombres relatifs dépends de mon sgne
I em
Objectifs S s
bl £
A la fin de ce chapitre, je serai capable : { \ .
dlidentifier les nombres positifs et négatifs; ‘-\+ et place les points ; C; O; B, P; R et T correspondant
e : b Q,,,' respectivement aux nombres:

de situer des nombres relatifs sur I'axe numérique; ! e .
o ernite der nocioed 0ppcs§§. +100; +65; +40; 0; -23; -40; -106.
* Quelle est la lettre qui correspond & zéro?

- 1 cm sur l'axe correspond & 10 m dans la réalité.
P2
% i Activités

* Recopie et compléte:

Les nombres qui correspondent aux points situés:

1) Observe la figure ci-dessous: * & droite de B, ont le signe ...
16 5 + d gauche de B, ont le signe ..
e *T | ga g 2
: :: | ¢ En comparant les positions de l'oiseau et du requin par rapport
Ll | auniveau de la mer, précise la position de B par rapport  [OR].
=
H % Je suis le seul nombre
= qui soit & la fois positif Place le zero sur 'axe ci-dessous:
420 et négatif.

A— -+
T Llebateau = 0
« A voile se trouve au |

veau de la mer. |

|, Zéroestle | ‘
|\ nombre relatf | | |
correspondant | |
zéro : 40 _40
\ 06 = .
1) Recopie et compléte le tableau:
S Position TS
A 100 m au-dessus du
R niveau de la mer +100
cerf-volant
oiscau
‘bateau & voile
plongeur
requin 40 m au-dessous du T
niveau de la mer
trésor
A 110

Figure 16 : Introduction des nombres relatifs dans le manuel 1

3 _ «Construire les Mathématiques », Education de base 6, Centre de Recherche et de Développement

Pédagogique(CRDP). C’est le livre national libanais des écoles publiques (2000).
- « A nous les maths », Collection Hachette, 2000.
- « Mathématiques », Collection puissance, 2009.
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La premiere « Activité » répond au contenu 4.1 du programme (voir 6.3 p.168). Elle pousse
I’¢léve a rechercher I’altitude de chaque objet, marquée en rouge sur une droite graduée
verticale, afin de remplir les cases correspondantes du tableau dans la partie b) qui renferme
deux colonnes. Pour remplir les cases de la premiére colonne intitulée « Position », il suffit de
connaitre les mots au-dessus / au-dessous et de réécrire I’'une des deux phrases écrites dans les
autres cases « 100 m au-dessus du niveau de la mer » (modélisée par le signe plus) ou « 40 m
au-dessous du niveau de la mer » (modélisée par le signe moins). Pour 1’autre colonne, il
suffit de suivre les réponses types écrites dans les cases correspondantes comme +100 et -40.

Nous remarquons que les auteurs ont choisi pour origine de leur droite graduée le
positionnement du bateau qui figure dans ’image a gauche. Le « Zéro », qui jusqu’a ce jour
pour les éléves est « le nombre cardinal de I’ensemble qui ne contient aucun élément », prend
une nouvelle nomination « Nombre Relatif ». C’est une tentative conforme aux instructions
du programme libanais et surtout a la partie commentaire du contenu 4.1: «On fera
remarquer l’intérét particulier du choix de [’origine (valeur initiale) bien que ce choix soit
arbitraire ». Notons que 1’origine mis en place (le bateau) référe a un placement qui touche a
I’aspect ordinal du nombre puisqu’il s’agit d’un ordre. C’est un placement des objets en

fonction de leur altitude qui ne fait pas fonctionner une valeur initiale.

Une définition des nombres relatifs est vue dans c). Cette définition est donnée comme
réponse a la question suivante : « Qu’est-ce qui distingue les deux nombres +65 et -23 ? ».

La droite graduée horizontale apparait dans la question d) qui sert de nouveau a repérer les
points (H, C, ...), déja vus dans la partie a), et qui sont les « correspondants des nombres »
(+100, +65, ...). Le marquage de ces points est li¢ au contexte « altitude » vu que les nombres
désignés indiquent des altitudes. Cette question aurait pu €tre davantage exploitable lorsque
les éleves travaillent sur 1’aspect repérage, mais n’est d’aucune aide pour la construction du

nombre en mathématiques.

Pour récapituler, le manuel 1 a introduit les nombres relatifs en suivant la hiérarchie suivante :
1. Reconnaitre les nombres relatifs comme objets de référence a des situations réelles.
2. Ecrire des nombres relatifs+ a, — a et 0.

3. Situer des nombres relatifs sur une droite graduée
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6.4.2. Etude du manuel 2

Nous exposons maintenant un extrait du manuel 2 « A nous les maths ». Nous observons trois

activités pour introduire les nombres relatifs.

1 7 Nombvres relatifs

La premiere activité est une Q.C.M. Elle a
donc pour fonction de mobiliser des
prérequis nécessaires a la construction de
ce savoir et de parler de la mémoire
didactique de I’¢leve.

activités

de

Pourtant les deux autres

devraient permettre aux éleéves
construire progressivement les nombres
relatifs et de travailler sur les nombres

OppoOsEs.

178.

Activité 1 Q.CM.

Coche, pour chaque ligne, la (les) case(s) de |a (des) bonne(s) réponsel(s).

\ B C D

7Le nomhr:z 4,06 est plus proche e = A compﬁs entre
iy de 4 que de ?, supérieur & 4 | inférieur a 4,1 4letd2
2. Les points M et N sont e I il
P o Sem 42cm & égale distance
ol 5 C |
M % X AR s ey I'un de I"autre.|  du point P, du point P.

3, Los poi 5
3. Les points T et S sont alignés avec de part et d’autre i égale distance. 4 1,5 cm

2 4 le point O. dupointO. | dupoint®.  du point O.

Activité 2 De « nouveaux nombres »

Ces trois thermometres indiguent les températures repérées un jour d'hiver, aux
Cédres, a Faraya et a Saida.

aux Cédres 2 Faraya 2 Saida
a) Fait-il plus froid aux Cédres ou & Faraya?
AFarayaou a Saida?
Aux Cédres ou & Saida?

b) Quelle température est inférieure & zéro?
Quelle température est supérieure & zéro?

Activité 3 Avoir zéro a un test et étre en progres !

Ziad dit qu'il a fait des progrés en orthographe. Pourtant, il a la méme note qu'au
précédent devoir : zéro.

IJ. s_xp\ique 4 ses camarades : « Au premier test, J‘ai eu 20 points sous zéro. Cette fois-
ci, j'ai seulement 3 points sous zéro. » Et il montre ce schéma.

" J
1

1 t
-20 ] 20

Ecris sur ce schéma sa position au second test.

Figure 17 : Introduction des nombres relatifs dans le manuel 2

Activité 1

Nous classons dans le tableau ci-dessous quelques-unes des connaissances antérieures

relatives a la premicre activité. Ceci nous permettra a détecter ultérieurement les rapports des

¢éleves avec les éléments institutionnels du savoir.
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Remarque : on désigne par la lettre V si le choix est correct, sinon par la lettre F

Q1 : Le nombre 4.06 est ...(les choix possibles sont écrits ci-dessous :)

plus proche de 4 que de 5 | supérieur a 4 (V) | inférieur a 4,1 (V) | compris entre 4,1 et 4,2
(F) (F)
Les connaissances mobilisées pour Q1 Les rapports attendus avec les ¢léments

sont :

1) La présence des décimaux 4,06 - 4,1 -
4,2 et des entiers 4 et 5 mobilise chez
les éléves les ensembles des nombres
positifs : les entiers et les rationnels.

2) Les ¢léments de réponses portent sur
I’application des propriétés des
nombres comme la comparaison de
deux nombres positifs, 1’encadrement
d’un nombre entre deux entiers ou
deux décimaux.

institutionnels du nouveau savoir pourraient étre :

1) Remémorer des propriétés des nombres.

2) Construire des nombres négatifs
¢largissement des nombres positifs.

par

Q2 : les points M et N sont...

alignés avec P a 5cm ’un de I’autre

(£ (£

a 2cm du point P

V) )

a égale distance du point P

Les connaissances mobilisées pour Q2
sont :

1) Distance de deux points dans la
réponse «M et N sont a égale
distance du point P» ou « M et N
sont a 2 cm du point P ».

2) L’équidistance d’un point par rapport
aux deux autres points.

Les rapports attendus avec les ¢éléments
institutionnels du nouveau savoir pourraient étre :

1) Désigner des nombres relatifs comme variation
entre deux grandeurs (la température baisse ou
augmente).

2) Sensibiliser la représentation sur un axe

verticale.
Introduire

déplacement.

4) Introduire les nombres opposés.

3) la  mesure algébrique d’un

Q3 : Les points T et S sont ...

alignés avec le point
O (V) point O (V)

de part et d’autre du

a égale distance du

point O (V) O )

al.5 cm du point

Les connaissances mobilisées pour Q3
sont :

1) Le milieu d’un segment.
2) L’équidistance de deux points.

Les rapports attendus avec les ¢léments
institutionnels du nouveau savoir pourraient étre :

1) Introduire les nombres opposés.
2) Sensibiliser la représentation sur un axe.

Nous nous attendons, dans la suite de ces

certaines connaissances antérieures aptes

activités, a un travail qui mobilise principalement

a ouvrir des pistes de réflexion sur les nombres

relatifs. Un travail qui renvoie les ¢éléeves a la remémoration de certains concepts
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mathématiques définis antérieurement au fil des années, par exemple : la valeur approchée
d’un nombre rationnel (EB4 et EB5), comparaison de deux nombres positifs, point équidistant

de deux autres (EB6), milieu d’un segment (EB3), etc.

L’activité 2 présente trois thermometres, sur lesquels nous voyons les températures (-5, 0 et
+9) dans trois régions connues du Liban : « Cedres (trés haut sur la montagne) : reconnu étre
trés froid, Faraya (plus bas) : synonyme du ski, Saida : la cote ».

Ainsi, pour répondre a la question a) Fait-il plus froid aux cédres ou a Faraya ?, I’éléve peut
réécrire facilement les nombres indiqués sur les thermometres. Notons que le zéro est écrit
sans signe. Il désigne la température a Faraya. Il a un statut similaire aux autres, c’est un
« état », il ne peut pas présenter une valeur mesurable.

Nous remarquons que la question b) : « Quelle température est inférieure a zéro ? » est
purement culturelle. Dans ce sens 1’éléve pourrait se référer naivement au langage usuel et a
ses connaissances sur les températures des régions chaudes ou froides de son entourage. Il

peut consulter ses connaissances dans d’autres disciplines, par exemple en géographie.

Dans P’activité 3 la note de Ziad varie de « 20 points sous zéro » jusqu’a « 3 points sous
zero ». Elle a augmenté alors de 17 points. La représentation graphique est marquée sur une
droite graduée sur laquelle on trouve les nombres (-20), 0 et 20 (Ie nombre 20 est écrit sans le
signe +). L’axe gradué a pour fonction d’étudier des « variations » puisque la progression qu’a
subie Ziad se mesure par une augmentation de 17 points (mesure algébrique d’un segment
d’abscisses respectives -20 et -3). Le zéro est écrit au milieu du segment [-20 , +20], il a un
statut ordinal. Il est synonyme du bilan réussite / échec. En d’autres termes, nous disons que le
z¢éro « anime » d’une certaine fagon 1’existence des nombres négatifs dans un contexte donné.
Nous pensons que cette activité ne fournit pas une occasion pour enseigner les nombres
opposés puisque la situation est représentée par une demi-droite (non symétrique) qui est
limitée en (20) mais illimitée au-dela de (-20). Cela nous fait croire que (-20) peut ne pas étre
la plus basse note tandis que 20 en est toujours la plus haute.

Notons que dans cette activité le nombre positif +20 est écrit 20 (sans signe). Cela montre que
le but du Q.C. M. I :«Construction des nombres relatifs par élargissement des nombres
positifs » pourrait étre trouvé ici. Mais il ne peut pas conforme au contenu 4.1 du programme
qui recommande les écritures suivantes : « (+a) et (-a) ou a est un nombre quelconque pour

designer les nombres relatifs ».
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La construction des nombres relatifs n’est donc pas basée sur le prolongement des nombres
positifs connus par les éleéves. Cela contredit le but principal du Q.C.M. de D’activitél.
Par contre le calcul de la distance de deux points, voire la distance algébrique, pourrait étre un
support essentiel pour le calcul de la variation de deux nombres et étre introductive pour
I’enseignement des opérations addition et soustraction des nombres relatifs. Ce qui renforce

nos hypothéses concernant I’activité 2.

6.4.3. Etude du manuel 3

Nous trouvons deux activités introductives aux nombres relatifs, désignés par de « nouveaux

nombres » dans le troisiéme manuel, comme dans 1’extrait suivant :

Le contexte de ’activité] renvoie les éléves a 2o
‘ﬂ_;-,uw,@. ‘
A o = -N 0
I’ascenseur dont l’usage est connu par la ﬁ Découvrir de nouveaux nombres - Notation
. \ . vy
majorité d’entre eux. Nous voyons a droite de g :
Réfléchis et réponds !
I’activité la « plaque d’une ascenseur » sur B ovserve ta piaque ce lscenseur ciconir i ol
Le bouton RC signifie le rez-de-chaussée : c'est 'étage | (2 ) :
laquelle nous trouvons les numéros des qui est au iveau de la rue principale . = &
Le bouton 1 correspond au premier étage ; le bouton -1 | \n(_c—<
¢tages. Les numéros sont  disposés : e =
Donne la signification des autres boutons : [l
. . L@
verticalement et montrent I’ordre de I’altitude | =
....... 26
de chacun des étages.
Pour répondre aux questions posées, il suffit % - A B o
/ Observe les thermomeatres ci-contre .
JOUR] La température indiquée par le o o '—Ef:)
de reprendre [D’écriture de la phrase inemombin Aosts sudbescists | L 50|
2éro , notée -5 . 30 30 -
donnée : « le bouton 1 correspond au premier =5 est dit nombre négatit . | 2 =
- Compléte . ;ﬂ | ;o E :Z
¢tage, le bouton -1 correspond au premier La température indiquée par e : : :
thermometre B est ................... de 15 15 =
2670, notée +5 . 15
sous-sol » par changement du nombre. s ‘
« Compléte .
La température indiquée par le thermomeétre C est ..........cocvrvneees 08 ovianne,y
notée .........
sisws OBEUN: NOMDBIE. ioesesisinsisassusmssasssossassasssisn
e

Figure 18 : Introduction des nombres relatifs dans le manuel 3

Le nombre « zéro » est synonyme du « rez-de-chaussée ». Il classe les étages en fonction de
leur position par rapport au rez-de-chaussée. Il est désigné par une « origine arbitraire »
conformément aux recommandations des programmes que nous trouvons écrites dans le
commentaire du contenu 4.1 « On admettra, pour une grandeur donnée, une valeur initiale a

partir de laquelle la grandeur pourrait prendre des valeurs positives et négatives ».
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Les nombres négatifs présentés n’ont pas de significations internes aux mathématiques

puisqu’ils s’attachent au contexte (plaque de 1’ascenseur).

Pour ’activité 2, nous pouvons nous référer a I’activité 2 du manuel 2 « A nous les maths »
(voir 6.4.2 p.175) qui répond aux mémes objectifs.
Nous allons récapituler les résultats de cette partie dans le tableau ci-dessous dans lequel nous

montrons la fagon dont les manuels présentent les nombres relatifs :

Bilan sur I’introduction des nombres relatifs congu par trois manuels scolaires libanais

Manuel 1 | Manuel 2 | Manuel 3
Identifier les nombres relatifs comme éléments de réponses a des situations vécues par
les éléves.

Ecrire des nombres relatifs sous la forme (+a), (-a) ou 0.
Situer des nombres relatifs sur une droite graduée.

Le nombre relatif est un état. | Le nombre relatif est un état | Le nombre relatif est un état.
et marque une variation.

Le traitement de ces nouveaux nombres se place dans un contexte externe aux mathématiques
(thermometre, plaque d’ascenseur, repérer des objets par rapport a leur altitude). Les auteurs
des manuels n’ont pas réservé une introduction aux nombres relatifs apte a donner aux
négatifs un statut de nombre abstrait. Ils n’ont pas pris en considération les connaissances
mathématiques antérieures des €léves supposées apprises des les premicres années de leurs
entrées scolaires dans les situations de dénombrement, de mesurage ou de résolution

d’équations, mais ils s’appuient sur leurs connaissances culturelles.

6.4.4. Place cognitive des Nombres Relatifs dans les activités des manuels

Les situations rencontrées dans les manuels référent a des situations concrétes, culturellement
connues. Elles sont facilement imaginables par les éléves. Les nombres relatifs leur
apparaissent comme relevant d’une réalité¢ sociale évidente et partagée. L'utilisation de ces
nombres permet également de faire un lien avec la culture de tous les jours ainsi qu’avec

d’autres disciplines comme la géographie (se positionner dans 1’espace : gauche, droite).

Les différents contextes utilisés dans les manuels pour illustrer les nombres relatifs sont :

- Lalecture de la température dans un thermometre,
- Laplaque de l'ascenseur,
L'échelle des notes,

@® Thése : KAZAN Elie ® 179




- L'altitude et la profondeur.

Par exemple, nous pouvons tirer deux significations différentes des nombres relatifs marqués
sur le « thermométre » :

1) Un état : il fait —5°C aux cedres (repérage une grandeur).

2) Une variation : la température a baissé¢ de 3°C (détermination de la mesure algébrique
d’une variation).

Si on peut reconnaitre la réussite de la modélisation des nombres relatifs a 1’aide de la
monstration de quelques valeurs liées a la « température », on ne peut que reconnaitre aussi
I’inconvénient de cette approche sur 1’addition et la soustraction : on ne peut opérer sur deux
«reperes de température », sauf pour calculer leur variation. Cette présentation des relatifs
vus seulement comme « repéres sur une graduation » (Berté, 2008) constituera sans doute
chez les ¢éléves un obstacle. Lorsque nous codons une température inférieure a zéro par des
relatifs, il ne s'agit que de repérage par rapport a une origine arbitrairement choisie, comme
par exemple dans la situation suivante : « Il faisait 14°C, et la température s’est abaissée a
6°C » ; la variation est codée -8°C. Qu’en est-il alors de la différence de deux variations de

température, sans parler du produit de deux variations de température, quel sens lui donner ?

Dans le contexte de repérage sur une droite, il semble que les auteurs des manuels aient eu
I’intention de converger rapidement vers les programmes, en particulier vers le secteur 4.2 qui
porte sur le type de taches suivant : « Représentation sur I’axe numérique ». Notons que ce
secteur vient a la suite du 4.1 intitulé : « Nombres positifs et nombres négatifs ». Ces deux
extraits du programme montrent que le repérage sur une droite graduée apparait naturel, voire
immeédiat aux éléves, aux auteurs des programmes, qui supposent qu’ils I’ont déja rencontrée
dans leurs pratiques du quotidien. Or, les connaissances mathématiques antérieures des éléves
sur les nombres ne portent que sur la demi-droite représentant des entiers naturels, des
décimaux et des fractionnaires positifs.

On sait que les éleves ont travaillé, au cours des années antérieures, les deux aspects du
nombre : ordinal et cardinal. Ceci devrait doter les ¢leves d’EB6 (sixieme) d’un rapport
personnel relatif aux fonctions essentielles du nombre, proche du rapport institutionnel, en
particulier :

- Ce qui sert a compter des objets (il s’agit de la création de I’ensemble des entiers naturels),

- Ce qui sert a mesurer des longueurs,
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- Ce qui sert & graduer une demi-droite™ (Les entiers naturels permettent aussi de désigner la
mémoire de la position d’un nombre (appelé aspect ordinal du nombre) dans la suite des
entiers naturels.

- Ce qui sert a calculer.

Ces fonctions ne permettent pas a 1’¢léve de concevoir 1’¢largissement de la demi-droite
d’origine O sur laquelle on présentait les nombres positifs. Bref dans les activités
introductives des trois manuels, les nombres négatifs sont percus comme un déplacement vers
la gauche sur un axe horizontal ou vers le bas sur un axe vertical. Ces nombres seront
modélisés sur une droite qui est pergue comme « objet familier » a 1’éleve.

Cependant nous avons vu que 1’évolution historique de ce savoir a renvoyé au XVIII® siécle la
« représentation » des nombres négatifs sur la droite graduée ; c’est le cas de Celsius (1701,
1744) par exemple (voir partie historique 6.2). Le recours a I’axe numérique ne venait
effectivement qu’apres la découverte de ces nouveaux nombres. Notamment apres que le seul
travail sur la demi-droite, relative aux nombres positifs, soit apparu insuffisant pour modéliser
certaines situations. Pour exemplifier, nous allons illustrer deux situations réelles qui

soutiennent notre point de vue.

Situation 1 : « Il faisait 11°C a midi, la température s’est abaissée de 7°C pendant la
soirée ».

Cette situation peut étre modélisée graphiquement par le schéma suivant :

-f

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Situation 2: « Il faisait 4°C a midi, la température s’est abaissée de 6°C pendant la

soirée».

L aspect ordinal du nombre traduit les propriétés du nombre vu comme un élément dans la suite des nombres
entiers naturels. Les relations désignées par les symboles = (supérieur ou égal) et < (inférieur ou égal) sont des
relations d’ordre car elles possedent les propriétés suivantes :1) La réflexivité qui signifie que tout ¢lément est en
relation avec lui-méme, 2) L’antisymétrie qui signifie: sia <b et si b < a alors a=b, 3) La transitivité¢ qui
signifie: sia < betb < calors a <c. Cependant a 1’école primaire libanaise, on enseigne seulement les
inégalités au sens strict, c’est a dire < et > en les distinguant de I’égalité.
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o 1 2 3 4 & & 7 g8 9 10 11 12

La demi-droite graduée ne suffit pas pour modéliser graphiquement la situation 2 qui peut étre
vue comme une « tombée dans le vide », tandis qu’elle suffisait pour traiter la situation 1.

Bref cette situation invite au prolongement de la demi-droite a gauche de 1’origine O. Notons
que les deux situations ne relévent que du coté ordinal du nombre. Elles ne peuvent donc a
elles seules donner aux relatifs le statut de nombres dont leurs propriétés se conforment aux

aspects ordinal et cardinal.

En guise de conclusion, 1’introduction des « Nombres Relatifs », concue par les activités
introductives dans les manuels ne prend guére en considération 1’organisation mathématique
et I’évolution épistémologique de ce savoir. L’ensemble de ces nouveaux nombres n’apparait
pas comme ¢largissement des nombres positifs par une loi de composition interne (voir étude
mathématique 6.1, p.160). Par exemple dans la résolution de 1’équation x+7 =2 qui a pour
solution le nombre 2 — 7, voire impossible pour I’éléve a ce niveau. Les activités ne mettent
pas en relief la nature épistémologique de ce savoir puisque les nombres relatifs et I’axe

numérique sont présentés simultanément.

6.4.5. Présentation des Nombres Relatifs dans les manuels

Pour rechercher la fagon dont les manuels introduisent les Nombres Relatifs, nous allons nous
placer au niveau de I’écriture de ces nombres en tant qu’ostensifs. Nous allons classer dans un

tableau les extraits correspondants :

Partie du livre intitulée : « Cours »

Un nombre qui dépend de son signe est un nombre relatif.
S’il est précédé d’un signe :

Positif, c’est un nombre positif ;

Négatif, c’est un nombre négatif.

Manuel 1 (P 111)

Partie du livre intitulée : « Ce qu’il faut savoir»

Manuel 2 (P 179) Un nombre positif est un nombre précédé de signe +. 1l est

supérieur a zéro.
Un nombre négatif est un nombre précédé de signe - . Il est
inférieur a zéro.
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Partie du livre intitulée : «l’essentiel»

* Des nombres précédés du signe + ou du signe — sont appelés
Manuel 3 (P103, tome | nombres relatifs.

2)
* Un nombre relatif est :
* Positif s’il est précédé du signe + ;
* Négatif s’il est précédé du signe -
Figure 19 : Etude comparative sur les nombres relatifs dans les manuels libanais
Commentaires

1+ Une définition mathématique est absente des trois manuels. Nous rejoignons (Matheron,
Mercier, 2004) dans leurs écrits sur le travail algébrique :

« La dimension mathématique de [’activité observée est masquée aux yeux de ses auteurs et il
faut en avoir une description théorique pour la retrouver. Nous pourrions [’'indiquer
rapidement ainsi: «+ » désigne une loi de composition interne dans Z, commutative, pour
laquelle tout entier relatif x admet un opposé noté -x, ce qui permet de définir une deuxieme

loi interne notée « - », non commutative, définie par : (v ,; x) >y + (-x) =y -x ».

Par ailleurs, il faut attendre quatre années scolaires pour qu’une définition de I’ensemble des
entiers relatifs ait lieu. Nous lisons dans le chapitre 4 « Ensembles »°°, extrait du paragraphe

IV intitulé « Ensembles des nombres », p. 52, les deux définitions suivantes :

L’ensemble N ne suffit pas pour résoudre les équations du type X+a="b o a et b
sont des entiers naturels et ou l'inconnue x prend ses valeurs dans N. Par contre,
toutes ces équations peuvent étre résolues dans l’ensemble Z de tous les entiers.

L’ensemble Z est une extension de [’ensemble N (N est une partie de Z) qui permet de
résoudre toute équation de la formex+a=>b. Mais [’ensemble Z ne suffit pas pour
résoudre toute équation de la forme ax=>bou a et b sont des entiers (a#0) et ol

I’inconnue x prend ses valeurs dans Z [ ...].
La premiere définition explicite la nécessité a laquelle répondent les entiers relatifs. La

deuxiéme est une définition mathématique de I’ensemble Z.

2 « L’écriture d’un nombre relatif proposée par les manuels doit comprendre un signe : +

(positif) ou — (négatif). C’est un abus de langage écrit qui n’est pas nouveau, (Cauchy, 1821) a

1 jvre national : « Construire les Mathématiques », cycle secondaire, premiére année, Edition CRDP, 2004.
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nommé¢ ces signes des « adjectifs ». Il semble que les auteurs se hatent de traduire par écrit,

dans leurs manuels, la partie Commentaire ci-dessous :

Contenu Objectifs Commentaire

4.1 Nombres positifs | 1. Identifier les nombres positifs | On utilisera la notation (+a) et (-
et nombres négatifs et négatifs. a), ou a est un nombre

[...] Utiliser la notation classique | quelconque, pour désigner les
pour désigner les nombres relatifs. | nombres relatifs.

Dans ce cas, la structure des nombres relatifs représentée par les deux écritures (+a) et (-a)
pourrait refléter une rupture avec les écritures de type +a et a du nombre positif a. Pourra-t-on
admettre que les nombres 3 et (+3) sont les mémes? Quel rdle jouera le signe dans cette
nouvelle approche des nombres ? Sans évidemment amplifier le risque d’erreur des éleéves qui
voient systématiquement dans 1’écriture +a un positif et dans 1’écriture —a un négatif quelque

soit le nombre a.

Les manuels ne semblent pas envisager les différences dans le statut du signe. S’agit-il du
signe du nombre ou du signe de 1’opération ? Ecrit-on les nombres relatifs avec ou sans
parentheéses ? L’absence de prise en compte didactique de ces questions peut plonger les
¢léves dans la confusion sur la signification des signes «+» et «-». Est-ce «le signe» du
nombre relatif [comme dans -3 et dans (-4)], « un symbole » pour des opérations (comme
dans 4 - 3), ou les deux a la fois ?

Un autre probléme peut surgir dans 1’écriture des parenthéses vu qu’elles ne sont pas
nécessaires dans 1’écriture du nombre-3, mais s’averent indispensables dans 1’enseignement

des opérations (addition et soustraction)
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6.5. Conclusion

Cette ¢tude montre que les nouveaux nombres sont considérés, tant par le programme que par
les manuels, comme étant « familiers » aux éléves. Ils les rencontrent dans leur
environnement proche et dans leur quotidien. Les manuels scolaires s’appuient sur les
connaissances culturelles des éléves pour fonder la structure de ces nouveaux nombres. Les
auteurs des manuels ont proposé des situations concreétes comme moteur pour la construction
de ces nouveaux nombres. L’utilisation exclusive de ces situations se référe au contexte
principal du « repérage » sur un axe numérique ou sont simultanément présentés les nombres
positifs et négatifs. L’ usage excessif de telles situations risque de provoquer des obstacles lors
de l'enseignement des différentes opérations. Ces situations ne permettent pas la rencontre de
I’organisation mathématique et des questions auxquelles elle répond qui sont a la base de la
construction de I’ensemble des entiers relatifs qui s’explique par «un élargissement de
I’ensemble des entiers naturels muni d’une loi de composition interne ». Cette loi est
construite de facon a ce que tout nombre positif admette un nombre opposé. Par exemple,

I’équation x+ 7 =4 admet une solution négative (-3).

Le travail dans un contexte externe aux mathématiques est susceptible de priver les ¢éléves de
la justification technologique relative a ce savoir. Néanmoins, les éléves semblent incapables
de saisir que « Des nombres sont des concepts abstraits, qu’ils ont des propriétés définies a
I’intérieur des mathématiques, indépendamment de leur interprétation dans un modeéle
concret quelconque » (Berté, 2008)°”. Aussi ’enseignant de mathématiques est-il chargé
d’amener progressivement les éléves a se placer dans un contexte purement mathématique. Il
a a installer une OD lui permettant de tisser des rapports entre les connaissances et les cultures
sur les nombres d’une part et les éléments du milieu institutionnel de ce nouveau savoir
d’autre part. Son travail réside surtout dans la mise en place d’un cadre technologique pour

amener les éleves a contrdler la validité de leurs techniques.
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Partie expérimentale

Au Liban™®, la séquence d’enseignement sur les relatifs (voir Annexe 5 p.23) a été organisée
suivant sept séances. Nous nous centrons sur 1’analyse d’extraits susceptibles de contenir des

phénoménes relevant du « dédoublement des milieux ».

Les choix didactiques qui sont ceux de I’ingénierie didactique congue par (CD)AMPERES
placent I’étude des « Nombres Relatifs » dans un cadre défini de la manicre suivante :

Les relatifs sont vus comme des programmes de calcul permettant de simplifier les calculs au
sein d’un programme complexe. Le programme de calcul initial considéré est essentiellement
P1: « A un nombre on ajoute un deuxiéme et on soustrait au résultat un troisieme ». Le
Relatif est vu comme un programme P2, simplifié a partir de P1 tout en lui étant équivalent :
« A un nombre on ajoute ou on soustrait un deuxiéme ». Nous signalons que dans N, ce
programme ne donne pas toujours un résultat. C’est la raison pour laquelle I’application du
programme de calcul a certaines valeurs numériques étant parfois impossible dans N, car nous
obtenons un résultat négatif. Pour ceci, nous nous contentons de donner le programme sans

demonstration d’existence (Ingénierie, p.1).

Ainsi, nous notons la désignation S1/ Ext 2/ L1 a L8 (en italique) pour présenter les tours de
paroles de 1 a 8 pris de I’extrait numéro 2 de la premiere séance. La représentation « Min
sec... » écrite indiquée a la téte de chaque extrait désigne le moment du déroulement de

I’épisode.

%% Au Liban, I’ingénierie est organisée autour de sept séances complétes. Tandis que I’enseignement proposé par
I’ingénierie recommande, pour les premiers passages, des moments de calcul mental courts de I’ordre de dix
minutes pour 1’étape qui inaugure la premiére phase. A la suite de ce temps court de calcul mental, s’organisent
des séances complétes.
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6.6. Analyse de la premiére séance

La premiére séance de 1’ingénierie a pour objectif principal d’élaborer une « stratégie » pour
calculer mentalement a + b — ¢ dans le cas ou b > c.

Cette étape a pour fonction d’organiser une premicre rencontre avec le type de taches T :
« exécuter le programme de calcul a + b — ¢ (a, b et ¢ entiers naturels) » afin de mettre en
échec la technique consistant a réaliser les calculs de gauche a droite en posant les opérations.
Il faut donc «inventer » une nouvelle technique ; c’est le moment le plus important du
déroulement de cette phase. Ayant trouvé qu’il est plus avantageux, pour les valeurs
numériques données a a, b et ¢, de commencer par calculer b — ¢, il reste encore a s’assurer de
la validité mathématique de la technique qu’on vient de découvrir. Un moment technologique
garantissant partiellement la justification du recours a cette technique conclut de cette phase ;
il est réalisé, dans un premier temps, a travers la vérification a la calculatrice de I’exactitude
des réponses données. Puis les éléves sont engagés dans la recherche de la justification
mathématique de la technique. Celle-ci est trouvée dans la décomposition additive de a en

(a’ +a’’) de manicre que lorsque b<c,a’ +b=c.

6.6.1.L’émergence des milieux cognitifs chez les éleves relatifs au type de taches :

« Calculer une expression numérique».

Min 0

1 |P (P demande aux éleves de ne pas mettre les livres devant eux, seulement les
cahiers)
Je vais vous donner des calculs a effectuer, vous allez me donner la réponse
rapidement et oralement, je commence par deux cents, deux mille sept cent
quatre-vingt-neuf plus vingt-cinq moins vingt (il écrit en méme temps qu’il parle
2789 + 25 — 20 puis il met une * devant I’expression arithmétique écrite, il se
tourne vers I’ensemble classe)
Qui sait donner la réponse ? (des doigts se levent)
Oui Al

2 | Al Deux mille sept cent quatre—vingt quatre

3 |P (regarde le tableau) Non c’est faux
(il tend son doigt vers Che et lui dit) Oui

4 | Che | Deux mille sept cent quatre-vingt quatorze

5 |P (se tourne vers le tableau)

Deux mille sept cent quatre-vingt quatorze
(il se tourne vers les éléves pour dire)
C’est trés bien, comment tu as réfléchi ?

6 | Che | Euh! premiérement j’ai fait vingt moins vingt-cinqg, on obtient cinq, puis j’ai
effectué cinq plus deux mille sept cent quatre-vingt-neuf, j’ai obtenu (P lui
coupe la parole)

7 |P C’est tres bien, qui peut répéter ce qu’il a dit, mais sans utiliser plus et moins
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(3 s d’attente) oui Al (il a levé le doigt)

8 | Al On a euh, on a soustraire euh vingt-cinq par vingt euh, euh, on a fait le cinq plus
euh, on additionné euh le cinq avec deux mille sept cent quatre-vingt-neuf, alors
on obtient deux mille sept cent quatre-vingt quatorze

Extrait 23 : Nombres Relatifs S1/ Ext 1/ L1 a L8

Ce premier extrait porte sur le type de taches : « Calculer 1’expression numérique : 2784+25-
20 ». Il met en évidence des techniques d’¢éléves qui sont non problématiques : ils ont pu
donner, et au bout de quelques secondes seulement, la réponse correcte dans L4 en la justifiant
(L8). En principe, ce type de taches n’est pas nouveau pour les éleves. Le professeur les
replace a la fois dans le moment de ré-exploration de ce type de taches pour la constitution
d’un embryon de technique, a partir duquel une technique plus développée pourra émerger
pour enseigner le nouveau savoir, et aussi dans le moment de construction du bloc
technologico-théorique relatif a cette technique. Che a donné correctement la réponse et 1’a
justifiée dans L6, suite a la demande de son professeur. Pour ce faire, Che a réalisé¢ deux
taches principales : la premiére tache consiste a calculer la différence de deux entiers 25 et
20 : « Euh ! Premiérement j’ai fait vingt moins vingt-cing, on obtient cinq » et la deuxiéme
tache consiste a calculer la somme du nombre 2789 avec le résultat de la différence : « puis
j’ai effectué cing plus deux mille sept cent quatre-vingt-neuf, j’ai obtenu ». Che a procédé
ainsi :

2789 +25-20=2789 + (25 -20)=2789 + 5 =2789.

Che a donc effectu¢ deux taches principales : 1) calculer 25-20=5 et 2) additionner le résultat
a 2789. 11 a mobilisé deux niveaux de codétermination pour deux sujets différents. 1) Le
premier sujet « Calcul de la différence de deux nombres positifs» reléve du
théme « soustraction arithmétique de deux nombres positifs ». Notons qu’a ce moment de
I’année, la soustraction est « arithmétique » car elle implique I'idée de diminution d’un
nombre donné, de méme que 1’addition qui associe I’idée d’une augmentation. Le théme
précédent reléve du secteur : « Opérations sur les nombres positifs™ » dans le domaine
« Calcul et Nombres ». 2) Le deuxiéme sujet « Calculer de gauche a droite une expression
numérique » reléve du théme «priorité des opérations dans le calcul d’une expression
numérique » inclus dans le secteur « Expressions numériques de valeurs positives » du

domaine « Calcul et Nombres ».

59 A ey , . .
Jusqu’a la classe de EB6, les nombres positifs représentent les entiers naturels ou les nombres rationnels
positifs représentés par une écriture décimale ou fractionnaire.
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La premiere demande du professeur « C’est tres bien, qui peut me répéter ce qu’il a dit »dans
L7 vise, sans doute, a réactiver aupres de la classe des éléments permettant de justifier et
d’institutionnaliser — ou de (ré) institutionnaliser - des éléments de la praxéologie considérés
connus. Tandis que la seconde demande « Mais sans utiliser plus ou moins » a incité Al a
chercher des « synonymes » en francais des mots « plus et moins ». Cet éléve a repris la
méme réponse que Che mais avec les deux mots « additionner et soustraire ». Nous illustrons
pour cet extrait les milieux cognitifs des éleéves, notés Milieu 1, représentés en termes des

niveaux de codétermination :
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Domaine: Nombres et Calcul

Secteur : Expressions
numériques

Théme: Lois de priorité
des opérations dans un
calcul.

Sujet:Calculer de gauche
a droite la valeur
numérique de
I'expressiona+h-c

Secteur: Opérations sur des
nombres positifs.

Théme: Soustraction
arithmétiques des
nombres positifs.

Sujet:Calculer la différence
a-b de deux nomhbres
positifsaetb telsquea>h

Tab OM 20 : Milieux cognitifs des éléves (Milieu 1) pour 'extrait 23 S1/ Ext 1/ L1 a L8
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6.6.2.Un nouveau contrat implique des niveaux de codétermination didactique
différents.
Au sein des interactions professeur / ¢léves, nous avons pu déceler deux « contrats » mis en

place par le professeur. Nous nous sommes intéressés a étudier le changement des niveaux de

codétermination didactique relevés par ces deux contrats.

6.6.2.1. Contrat 1 : « Ne pas commencer par la soustraction »

Apres D’extrait précédent, le professeur joue dans L9 sur une autre technique didactique qui
consiste a inciter les éléves a rechercher une technique différente de

2789 + 25 —20 = 2789 +(25 -20) = 2789 + 5 = 2794 déja établie dans I’extrait précédent.

9 |P C’est bien, qui peut me dire cela dans d’autres méthodes ? (il se tourne vers le
tableau), il a dit, on a soustrait vingt de vingt-cinq (avec la craie il montre les
nombres et le signe tout en parlant), une autre méthode, ne pas commencer par la
soustraction par exemple (4s) oui Ca (qui a levé le doigt).

Le professeur a rassuré d’abord ses éléves par I’expression « C’est bien » qui remplit une
fonction topogénétique. Il ne veut pas perdre les tentatives des éléves dans la recherche d’une
« autre méthode ». 1l leur concede un topos plus large et fiable, avec le désir d’avancer dans le
travail de recherche de la technique qui leur permettra de rapporter leurs techniques
anciennes, déja établies, aux ¢léments institutionnels du savoir.

Il a repris la technique établie par Al dans L8 « on a soustrait vingt de vingt-cing » sans
s’attarder a attirer ’attention des éleéves sur les ostensifs scripturaux au tableau : « les nombres
et les signes ». Il replace ses ¢leves dans un moment de I’exploration et d’émergence d’une
nouvelle technique en imposant de nouvelles contraintes : « Une autre méthode, ne pas
commencer par la soustraction par exemple ». Cette contrainte pousse les €léves a ne pas
commencer par la « soustraction ». Par la suite, ils ont essayé de ne pas commencer par le mot
« soustraction ». Seul un autre mot leur est possible a ce moment, c’est « additionner » ou
« ajouter ». C’est ce qu’ils ont fait dans les tours de parole de L10 a L19. Afin que ’¢léve El

officialise, dans L20, évidement sous contrat de L9, la « nouvelle méthode » :

20 | El (il parle en lisant de son cahier) Deux mille sept cent quatre-vingt-neuf plus
vingt-cinq ¢a fait deux mille, ah ! On additionne deux mille sept cent quatre-
vingt-neuf avec vingt-cinq on obtient deux mille huit cent quatorze puis on la
soustrait de vingt
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Les ¢leves ont percu, grace a cette technique, que le calcul de I’expression numérique
2789+ 25—-20=consiste a faire 2789 + 25 — 20 = (2789 + 25) -20 = 2794.

Il s’agit de travailler uniquement suivant le sujet « Calculer de gauche a droite dans une
expression numérique » dont les niveaux de codétermination sollicités sont explicités dans le

tableau ci-dessous :

Domaine: Nombres et Calcul

Secteur : Expressions numériques

Théme: Lois de priorité des
opérations dans un calcul.

Sujet: Calculer de gauche a droite la
valeur numérique de I'expression a+b-c.

Tab OM 21 : Milieux cognitifs (Milieu 2) de I’éléve dans le calcul de 2789+25-20 dans 6.6.2
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6.6.2.2. Contrat 2 : « Ne pas commencer a ajouter 25 a 2789 »

21 | P C’est bien El, mais il y a une méthode plus rapide, c.a.d. il ne faut pas
commencer a ajouter vingt-cinq a deux mille sept cent quatre-vingt-neuf (il les
montre avec son doigt), Re (elle a levé le doigt)

22 | Re Vingt-cing plus vingt, je fais euh deux mille sept cents

23 | P Non, Ca (elle a le doigt levé)

24 | Ca | Deux mille sept cent quatre-vingt-neuf moins vingt, euh, puis on ajoute
(I’expression sur le visage de P la fait taire et P fait signe par le doigt a Eli de
parler)

25 | Eli | On enléve de deux mille sept cent quatre-vingt-neuf vingt fois et euh on ajoute
vingt cinq

Extrait 24 : Nombres Relatifs S1/ Ext 2/ L21 a L25

Le professeur intervient suivant la méme technique didactique évoquée précédemment dans
6.6.2.1, p.191. II débute par I’expression « C’est bien », qui remplit une fonction
topogénétique, a laquelle succéde 1’expression « mais » qui peut inciter a une fonction
mésogénétique. Elle incite en effet les éléves a rechercher des ¢éléments mathématiques
nouveaux dans la recherche d’une « méthode plus rapide ». Le professeur replace de nouveau
ses €éleves dans le moment de 1’émergence d’une nouvelle technique suivant la contrainte : « 11
ne faut pas commencer par ajouter vingt-cing a deux mille sept cent quatre-vingt-neuf ».
Trois €leves ont participé publiquement a la recherche d’une technique adéquate. Ce sont les
deux éleves Eli et Ca qui cloturent ainsi cet extrait par le calcul suivant :

2789 +25-20=2789 -20+25=279%4

Ils ont permuté la place des deux termes +25 et -20 dans I’expression numérique donnée. En
général, les ¢léments technologiques pour cette technique reposent sur les ¢éléments
mathématiques suivants: 1) Dappropriation des nombres relatifs +25 et -20 et 2)
I’associativité¢ de la somme des nombres relatifs. Ces deux éléments ne sont pas a la portée
des ¢léves en ce moment. Nous pouvons dire que ces ¢léments technologiques font appel « au

bon sens » des éleves.
6.6.3.L’'OM du savoir relative au « Programme du calcul »

6.6.3.1. Etude de la technique didactique du professeur dans L26

Le professeur commence cet extrait par :

26 | P Vous avez déja dit que (il relie 25 et 20 tout en parlant), on commence a
travailler par ces deux nombres, Al a dit on ajoute vingt-cing et soustrait et on
soustrait vingt c.a.d.

Extrait 25 : Nombres Relatifs S1/ L26
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La technique didactique du professeur dans L.26 repose sur le rappel d’un souvenir « Vous
avez déja dit que » et sur un ostensif déclencheur de ce que 1’¢léve Al a répondu « Al a dit on
ajoute vingt-cing et soustrait et on soustrait vingt ». Et donc, le professeur sollicite la
mémoire des éléves qu’il veut réactiver a partir de la maniere de faire de Al. Elle sera ainsi
partagée dans la classe comme ¢lément du milieu a ’aide duquel les ¢éléves ont a étudier :
« On pourrait le considérer [l’ostensif déclencheur] comme un objet qui doit amener les
eleves a penser tout de suite a la technique particuliére utilisée par le personnage » (Araya,
2008).

Pourtant cette technique didactique met dans 1’ombre deux choses importantes :

Dans L8, Al n’a pas dit exactement ce que le professeur a publié. Nous reprenons ce tour de

parole :

8 |[Al On a euh, on a soustraire euh vingt-cinqg par vingt euh, euh, on a fait le cinq plus
euh, on additionné euh le cinq avec deux mille sept cent quatre-vingt-neuf, alors
on obtient deux mille sept cent quatre-vingt quatorze

La technique de Al revient 1) a calculer la différence de deux nombres 25 et 20 (dans L26 le
professeur relie 25 a 20), c'est-a-dire qu’il évoque la soustraction arithmétique de deux entiers

positifs, et 2) a additionner le résultat au premier nombre.

Du point de vue mathématique, les deux techniques activées sont différentes car elles
sollicitent des ¢léments et des propriétés différentes. La premicre consiste a effectuer le calcul
suivant cet ordre : 2789 + 25 — 20 = 2789 + (25 — 20) = 2789 + 5 = 2794 et la deuxieme
suivant un ordre différent : 2789 + 25 — 20 = (2789 + 25) — 20 = 2814 - 20 = 2794.

Le professeur replace les éléves dans le premier extrait Ext23, p.188 et néglige tout ce qui
s’est passé¢ apres. Cela montre que la classe n’est pas compleétement prise par les deux
« contrats 1 et 2 » déja définis. Leur mise en ceuvre nous parait sans doute abusif surtout que
les éleves ont déja mobilisé des connaissances antérieures propices a la réussite la nouvelle

tache avec leurs propres organisations mathématiques.

En conclusion, le tour de parole L26 peut avoir deux fonctions: topogénétique et
mésogénétique. D’abord il rassure les €leves : ce qu’ils vont faire par la suite est déja établi
par Al Ceci va les encourager a développer des techniques personnelles plus développées et
productives du savoir. Mais cela aura des effets mésogénétiques peu assurés puisque les
rapports personnels des éléves ne sont pas les mémes que ceux postulés par le professeur. Le

professeur et les éleéves ont mobilisé des organisations mathématiques différentes.
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6.6.3.2. La maieutique didactique du professeur et son rble mésogénétique

dans la constitution des milieux cognitifs différents chez les éléves.

Min 4

26 | P Vous avez déja dit que (il relie 25 et 20 tout en parlant), on commence a
travailler par ces deux nombres, Al a dit on ajoute vingt-cinq et soustrait et on
soustrait vingt c.a.d.

27 |E Cing

28 | P c.a.d. cinq seulement
29 | Al Non deux mille sept cent quatre-vingt
30 |P Oui, donc tu as dit tu as ajouté vingt-cinqg et tu as ajou tu as soustrait vingt,

donc qu’est-ce que tu as fait ? Mo

31 | Mo | On aajouté cinq

32 | P Tres bien, on a ajouté cinq
Qui peut dire cela de nouveau ? Qu’est-ce qu’on a fait ? (par son doigt il donne
la parole a Re)

33 | Re On a fait vingt-cinq moins vingt, on a obtenu cing

34 |P N’utilise pas le moins, un autre mot

36 | El1 | Caveutdire on aenlevé

37 | P Oui

38 | El1 | On aenlevé cing plus euh

39 |P (il entoure le +)
Au lieu de dire plus qu’est-ce qu’on dit ?

40 Es Additionne

41 | P Additionner ou bien aj (aj désigne le premier syllabe de ajouter).
42 | Es+ | Ajouter

P (P entoure le -)
43 | Es Soustraire

Extrait 26 : Nombres Relatifs S1/ Ext 3 L26 a L43

La technique didactique utilisée par le professeur dans L26 est reprise dans L30 : « Oui, donc
toi tu as dit », au moment ou 1’éleéve n’avait pas dit cela. Le professeur maintient la discussion
avec les ¢leves sous forme de questions / réponses, au moyen d’une maieutique rassurante qui
considere les éléves comme étant « les moteurs » du systeme didactique. Il est peut-étre
possible aussi que cette technique didactique soit une « habitude » didactique du professeur

pour solliciter et engager dans 1’action la classe en permanence.

Le professeur réalise cette intervention au moment propre a la constitution du bloc
technologico-théorique puisqu’il a pris en compte les réponses des éléves, afin de les valider.

Il n’a pas demand¢ de produire de nouvelles techniques.

Les réponses de E et Re dans L27 et L33 : « On a fait vingt-cinq moins vingt » montrent
qu’ils sollicitent le type de taches « Calculer la différence a — b de deux nombres positifs tels
que a > b ». Par contre la réponse de Mo dans L31 est : « On a ajouté 5 » est attendue et va de

soi, car le professeur a clot sa question dans L32 par « Qu’est-ce qu’on a fait ? » 1l le place
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donc devant la recherche d’une « phrase » qui commence par le verbe d’action « ajouter ». Il

veut arriver au programme tel qu’il est présenté dans I’ingénierie.

Nous pouvons dire que les €léves, malgré les techniques didactiques du professeur qui leur
sont adressées, n’ont pas pu corréler leurs rapports personnels aux €léments institutionnels
que le professeur avait sollicités. Ils ont toujours exprimé leurs réponses a I’intérieur du sujet
« Calculer la différence positive de deux nombres positifs » qui releve du théme
« soustractions arithmétique de deux nombres positifs », contenu dans le secteur « Opérations

sur des nombres positifs » relatif au domaine « Nombres et calcul ».

Pourtant le professeur est préoccupé par I’enseignement des « astuces » comme dans « au lieu
de dire plus qu’est-ce qu’on dit ? » (L39), désignant « ses » propres organisations didactiques
et mathématiques du savoir en jeu. Il ne s’attend qu’a une réponse unique dans L26, L30 et
L32 : «ajouter 25 et soustraire 20 », et qui a guidé ses interventions tout au long des
paragraphes précédents. Cela s’est fait au détriment de I’institutionnalisation des organisations
mathématiques composées par les praxéologies qui mettent en ceuvre les technologies qui

fondent les types de tiches et les techniques déja établis.

En revanche, les deux verbes «ajouter ... et soustraire ... » traduisent des opérateurs®
mathématiques (+25) et (-20) et que « Ajouter 25 » correspond a la fonction « +25 ». Les
¢léments de cette réponse ne se rencontrent guere avec « La soustraction arithmétique des
nombres positifs : 25 - 20» soutenus par les éléves. Cela prouve que les rapports personnels
des ¢éleves aux organisations mathématiques et didactiques du savoir ne croisent pas les

¢léments institutionnels convoqués par le professeur.

Dans le but de repérer les milieux du professeur et des éleves a partir de 1’échelle de
codétermination didactique, nous avons trouvé nécessaire de mener une étude exhaustive sur
« les fonctions » et leur fonctionnalité dans le programme libanais dans les classes des cycles I

et II (cycle préparatoire, cycle élémentaire, cycle moyen en France).

% On interpréte le terme « opérateur » par: on part d’un état 2789 sur lequel on fait agir deux variations,
considérées comme des opérateurs additifs (+25) et (-20) dont la succession équivaut a 1’opérateur (+5). Dans ce
cas le nouvel objet introduit, la succession de deux opérateurs, apparait comme un opérateur additif.
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6.6.3.3. Les Fonctions opérateurs dans le programme libanais (Cycle | et Il)

Le terme « Fonction : ajouter n » est présent dans le curriculum libanais (1997) a partir de la
classe de EB1 (CP). Il est I'un des thémes essentiels pour I’enseignement des secteurs
« Addition » et « Dénombrement ». Pour exemplifier, nous mentionnons quelques sujets qui
dépendent de ce théme comme : « Ajouter 1 & un nombre donné et établir le lien avec le
groupement par 10 », « Exploiter la fonction ajouter dans des situations utilisant les verbes

qui lui sont associés, par exemple : ajouter, recevoir, avancer,... » (Curriculum EB1, p82).

La fonction « soustraire n» est I’'un des trois thémes principaux pour ’enseignement du
secteur « Soustraction » en classe de EB2 (CE1) (Curriculum libanais, 1997, p113). Notons
que ces trois thémes sont: « Opérer sur la soustraction », « Fonction : soustraire n » et
« technique opératoire ». Le sujet essentiel qui releve du theme « Fonction : soustraire n » est
« Soustraire un nombre sur chaque terme d’une série donnée ». Nous signalons dans la partie
commentaires (p 113) les explications suivantes :

« La fonction « soustraire » opere sur un état initial pour le transformer en état final.
Une bonne maitrise de cette fonction suppose que [’éleve est capable de trouver ['un
des trois variants (état initial, état final, fonction) connaissant les deux autres. Les
calculs exigés tiendront compte du niveau de la soustraction, le but n’étant pas la
virtuosité dans le calcul ».

Le Théme « Fonction » est repris aussi dans le curriculum de la classe de EB3 (CE2) (p18)
sous la forme « Fonction : multiplier par n » comme essentiel au secteur « Multiplication ». Et
la « Fonction : diviser par n » fait partie du secteur « La Division » en classe de EB4 (CM1)
(curriculum p 96) dont ce theme contient six sujets. Entre autres, nous nous intéressons au
troisiéme sujet : « Déterminer la fonction (+0,X1,-10,+0) en trouvant la relation qui lie deux
series de nombres ou de grandeurs ». Le curriculum accorde une place importante a

I’enseignement du théme « Les Fonctions » dans 1’apprentissage des quatre opérations. Il est

représenté sous la forme « Fonction : multiplier par % ». Il est a la base de I’enseignement du

sujet « multiplier un entier par une fraction » en EB5 (CM2) (Curriculum, pl126) qui
mentionne dans la partie « commentaires » :
« L’¢éleve connait les fonctions « multiplier par n », « diviser par n ». Cette situation prépare

au concept de la proportionnalité et, de ce fait, au concept de pourcentage, d’échelle, etc. »
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En conclusion, cet apercu montre que les thémes : « Fonction : ajouter n » et « Fonction :
soustraire n » jouent un role primordial dans 1’enseignement et 1’apprentissage des opérations
de I’addition et de la soustraction (sujet de notre intérét). Les sujets principaux d’étude qui en
relévent sont :

« Calculer la valeur numérique ou I’état final d’un nombre (ou d’une expression numérique)
suivant les opérateurs « +n » ou « -n » ».

Ces types de taches s’incorporent aux thémes : « Opérer suivant la fonction "ajouter n" sur un
ou sur une suite de nombres » et « Opérer suivant la fonction "soustraire n" sur un ou sur une
suite de nombres ». Ils sont inclus respectivement dans les secteurs « Addition des nombres
positifs » et « Soustraction des nombres positifs » du domaine « Nombres et Calcul ».

Par suite la réponse attendue par le professeur dans I’extrait précédent 6.6.3.2, p.195 porte sur

I’organisation mathématique résumée dans le tableau ci-dessous :

Domaine: Nombres et Calcul

Secteur : Soustraction des nombres Secteur: Addition des nombres
positifs positifs.
Théme: Opérer suivant la fonction Theme: Opérer suivant la fonction
"soustraire n' sur un ou une suite de "ajouter n" sur un ou sur une suite
nombres. de nombres.
| |

Sujet: calculer la valeur numérique (ou Sujet: calculer la valeur numérique
I'état final) d'une expression suivant (ou l'état final) d'une expression
I'opérateur "-n". suivant I'opérateur "+n".

Tab OM 22 : Tableau du milieu institutionnel d"'une « Fonction opérateur »
du point de vue curriculum
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6.6.3.4. Tableau du dédoublement des milieux du professeur et des éléves
pour I'extrait 26 (S1/ Ext 3/ L26 a L43)

@ne: Nombres et @

1

Secteur : Opérations
sur des nombres
positifs.

Secteur: Addition et soustraction des
nombres positifs

Theme: Calculer la wvaleur numeérique (ou
I'etat final) d'une expression par l'ajout de

deux opérateurs '"+n" et "-m".

L

Sujet: Calculer l'opérateur composé "+n-
m'" (ajouter n et soustraire m) de deux
opérateurs "ajoutern’ et "'soustraire m"

Theme: Soustraction
arithmétiques des
nombres positifs.

Sujet:Calculer la différence

a-b de deuxnombres
positifsaetbtelsquea>b

La forme losange @ indique un milieu cognitif relatif a 1 éléve.
La forme rectangle NIl indique un milieu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale “S8® st yn milien cognitif commun entre le professeur et I'éleve

Tab OM 23 : Tableau comparatif des milieux cognitifs des éleves et du professeur (Milieu 3)
pour l'extrait 26 : S1/ Ext 3/ L26 a 43

@® Thése : KAZAN Elie ® 199



6.6.4.La persistance du dédoublement des milieux malgré 'avancement du

temps didactique

Dans I’extrait 26 précédent, le professeur a fait participer les éléves a I’aide de ses techniques
didactiques et a rendu public la réponse de Al « tu as ajouté 25 et tu as soustrait 20 » (L30).
Mais sans se rendre compte, le professeur s’est rapporté au Milieu 1, p190des éleéves en

explicitant dans L44 la technique suivante :

4 | P Ok, lis cela
On ajoute vingt-cinq a deux milles sept cent quatre-vingt-neuf et on soustrait
vingt a deux milles sept cent quatre-vingt-neuf qu’est-ce qu’on obtient ?

45 Es | Deux mille huit cent quatorze

Ce tour de parole exprime bien la technique : (2789+25) et (2789-20). Or le mot « et » en
francais correspond pour le professeur au mot « plus » de 1’addition®’. Nous n’allons pas
¢tudier cette technique incorrecte. Mais ce qui est remarquable c’est que le professeur n’a pas
pris en compte la réponse de 1’¢léve Es dans L45 « 2814 » qui est la somme du premier terme
(2789+25) de I’expression ci-dessus. Il a fait de son mieux pour que les éléves répondent a
« ses attentes », c'est-a-dire donnent le nombre « Cing » qui correspond a la différence de 25

et 20 (a ce qu’il faut ajouter a 2789).

48 | P Cing.

On peut dire cela d’une fagon plus facile (il parle tout en montrant les nombres
et les signes au tableau)

Ajouter vingt-cinq et soustraire vingt a deux mille sept cent quatre-vingt-
neuf revient a ajouter combien

49 | E Cingq

50 | P Cing a deux mille sept cent quatre-vingt neuf. Ro

Refait cette opération (il lui montre 1’écrit du tableau)

51 | Ro Deux mille sept cent quatre vingt

52 | P Comme moi j’ai dit, ajouter

53 | Ro On ajoute euh, on ajoute vingt-cing a deux mille sept cent quatre-vingt-neuf et
puis on retire vingt

54 | P Donc qu’est-ce qu’on a fait ?
55 | Ro On a ajouté euh et aprés soustraire
56 | P Et puis, qu’est-ce qu’on a fait ? On a ajouté

' Le mot “et” exprime le “plus” de I’addition. Cela a été vérifi¢ dans L18 de la deuxiéme séance quand le
professeur a corrigé la réponse d’un éleéve qui a dit : dans L7 : « On va ajouter 156 a 3560 et on soustrait 150 de,
euh, 3560 » :

P : Mais elle a dit ajouter 156 a 3560 et soustraire 156 (il corrige) 150 a 3560, si je donne la réponse (il écrit au
tableau les deux opérations posées verticalement : 3560+156=3716 et 3560-150=3410).

Donc si on dit : ajouter 156 a 3560 et soustraire 150 a 3560, je suis obligé a faire les deux opérations : ajouter
156 a 3560 (il montre la premicre opération 3560+156) et soustraire 156 a 3560, et ajouter ces deux résultats
(3716 et 3410). Est-ce que c’est vrai ?
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57 | Es Cinq

58 | P Qui sait ?

59 | El12 | Onaajouté cing

60 | P Tres bien. Je veux que vous disiez cela : ajouter vingt-cing et soustraire vingt a
deux milles sept cent quatre-vingt-neuf revient a ajouter cing

Re (elle se leve et ne dit rien). Ajouter vingt cinq

61 | Re Ajouter vingt-cinq et soustraire vingt a deux milles sept cent quatre-vingt-neuf
revient a ajouter cinq
62 | P Tres bien, donc (il écrit en parlant)

Ajouter 25 et soustraire 20 a 2789 revient a ajouter 5 a 2789

Alors (il trace le signe égale 2789 + 25 — 5 =) la réponse, deux milles sept cent
quatre-vingt-neuf on ajoute a deux milles sept cent quatre-vingt-neuf qu’est-ce
qu’on obtient ?

63 | Es Deux milles sept cent quatre-vingt quatorze

64 | P Deux milles sept cent quatre-vingt-quatorze (il écrit 2794 apreés le signe =)

Extrait 27 : Nombres Relatifs S1/ Ext 4/ L48 a L64

La technique didactique du professeur laisse un fopos assez large aux éleves. Il s’agit pour lui
de reprendre la réponse « Cing » de ’¢leéve Es dans L57 et d’inviter la classe a 1’écrire d’une
« fagon plus facile ». Le professeur réalise dans cet extrait un moment de constitution du bloc
technologico-théorique par ostension « Ajouter vingt-cing et soustraire vingt a deux mille sept
cent quatre-vingt-neuf revient a ajouter combien ». Cette constitution technologique a été
dévolue par le professeur en termes « du programme de calcul », élément institutionnel
essentiel de I’ingénierie.

Le professeur a donc obligé les éleves a donner des réponses en « reprenant » ce qui était déja
officialis¢ « Comme moi j’ai dit, ajouter » (L52). Pourtant, les réponses des €leves n’ont pas
été celles attendues par le professeur. L’¢éléve Ro répond dans L53 par : « On ajoute euh, on
ajoute vingt-cing a deux mille sept cent quatre-vingt-neuf et puis on retire vingt ». Sa réponse
est identique a celle de El1 dans L20 du paragraphe 6.6.2.1, p.191. Cela revient a effectuer
I’expression numérique en « Calculant de gauche a droite ». Or cette technique a été rejetée
par le professeur au profit d’une autre technique par I’intermédiaire du contratl (voir
paragraphe 6.6.2.1). Nous avons déja étudié les niveaux de codétermination didactique relatifs
a cette technique dans Tab OM 21, p.192.

Dans L54 le professeur a fait de son mieux pour valider la justification de la technique « Donc
qu’est-ce qu’on a fait ? ». La réponse de 1’¢léve Ro dans L54 était floue en termes d’usage
des verbes ajouter et soustraire : « On a ajouté euh et aprés soustraire ». Cette phrase
désigne « On a ajouté 25 a 2789 et apres on a soustrait 20 » puisqu’elle s’appuie sur la
technique : « 2789+25-20 = (2789+25)-20 ». Aprés quelques interrogations non justificatives
sur ce qu’il « faut ajouter », le professeur félicite Ro « Tres bien » dans L62 vu qu’il a fini sa

question par « revient a ajouter 5 ».
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Ces gestes répétitifs du professeur, qui ne reposent pas sur une justification technologique, ont
contribué¢ a ¢largir la distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des éleves et les
¢léments d’organisation mathématiques et didactiques prévus par 1’ingénierie. Les ¢€léves
n’ont pas pu rapporter leurs connaissances antérieures aux ¢léments institutionnels évoqués
par le professeur. Pour exemplifier, 1’¢léve Ro a repris dans L54 la réponse de El dans L20

apreés méme plusieurs tentatives du professeur de la rejeter.

En guise de conclusion, cet extrait constitue le « moteur » pour la suite de la séance et méme
pour la séquence entiere. Il remplit une fonction chronogénétique remarquable. Cela
puisqu’au bout de quelques minutes de la premiere séance, le professeur fait explorer, en
cédant a I’¢éléve un fopos ascendant, 1’objet mathématique essentiel (programme de calcul),
prévu par I’ingénierie, pour introduire le nouveau savoir « les Nombres Relatifs ». Signalons
que I’introduction proprement dite des « Nombres Relatifs » aura lieu aprés deux séances de
travail sur et avec cet objet. Néanmoins, cet extrait atteste d’une richesse mésogénétique du
coté du professeur. Il a dévolu, au moyen de ses propres techniques didactiques, la tiche aux
¢léves en enrichissant le milieu institutionnel par des objets mathématiques adéquats au
nouveau savoir. Cependant nous avons vu que les éléves n’ont pas pris en charge ces
nouveaux objets car leurs techniques étaient invalides. Par suite la démarche relatée dans cet
extrait a ¢largi la distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des €leves et les éléments

institutionnels.

En termes des niveaux de codétermination didactique, nous pouvons dire qu’il n’y a pas eu de
changement avec le paragraphe précédent 6.6.3.3, p.196. Par conséquent, le tableau Tab OM
23, p.199 illustre toujours notre point de vue sur les organisations mathématiques prises en

charge par les ¢éléves et le professeur.
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6.6.5.Les connaissances antérieures des éléves et le dédoublement des
milieux

Nous ¢étudions dans cette partie 1’extrait qui dure prés de huit minutes (Min 7 sec 55 jusqu’a
Min 14 sec 45). 1l s’agit d’effectuer le calcul des expressions suivantes : 835+24-22,
12574+356-350 et 895634+20-19. Le professeur engage la classe dans un moment de « travail
de la technique » par des exercices répétitifs du méme type que « 2789 + 25 —20 ». C’est le
moment ou 1’¢léve devrait perfectionner et stabiliser son rapport aux techniques a la maitrise
des techniques (Chevallard, 1999).

Trois éleéves sont passés au tableau Eli, Ka et Ro, chacun a son tour pour calculer les trois
expressions. Ce qui est remarquable, c’est que leurs rapports a la technique élaborée par le
professeur dans L48 : « Ajouter vingt-cing et soustraire vingt a deux mille sept cent quatre-
vingt-neuf revient a ajouter combien » sont identiques. Nous avons remarqué que lors du
passage au tableau, les techniques et les connaissances antérieures de ces trois €éléves ainsi que
les « techniques didactiques » du professeur étaient les mémes. Pour cela nous avons choisi

d’extraire 1’une d’elles, soit le calcul de 835+24-22.

Min 7 sec 55
Calcul de 835+24-22
65 | P (il écrit silencieusement *835 + 24 — 22 =)

Eli au tableau (Eli regarde le tableau ne sachant quoi faire).
Qu’est-ce qu’on fait ? (il donne une craie a Eli)

Le méme programme de calcul

66 | Eli (il joint 24 — 22 par analogie a P)

On soustrait vingt-quatre a huit cent trente cing

67 | P On soustrait vingt- quatre, qu’est-ce qu’il y a avant vingt-quatre

68 | Eli On ajoute vingt-quatre a huit cent trente-cing puis on soustraire vingt
69 | P Qu’est-ce qu’on obtient ? Revient a ajouter

70 | Eli A, ajouter deux

72 | P Tres bien, €cris, avant de donner la réponse, écris

Ajouter vingt-quatre et soustraire vingt-deux (Eli écrit les dictions de P:
« Ajouter 24 et soustraire 22 » et continue « revient »)

Et soustraire vingt-deux a qui ?

(Eli regarde I’expression)

A huit cent trente-cinq (Eli efface le mot revient pour écrire a 835, revient a
ajouter 2)

Revient a ajouter deux a huit cent trente-cinq (Eli ajoute a 835)

Donc qu’elle est la réponse ?

73 | Eli Huit cent trente-sept

74 | P Ecris huit cent trente-sept en haut (Eli écrit 837 a la suite du signe =)

Trés bien, Qui as compris ? (des doigts se Iévent)

Extrait 28 : Nombres Relatifs extrait S1/ Ext 5/ L65 a L74
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6.6.5.1. L'officialisation de la conception du programme de calcul

Le professeur débute son discours dans L65 par I'insertion d’un élément nouveau «le
programme de calcul » défini au préalable dans [D’ingénierie. C’est un objet
paramathématique : « ce sont des notions-outils de I’activité mathématique. Elles ne sont pas
normalement des objets d’étude pour le mathématicien, comme les notions mathématiques.
De plus, elles ne font pas I’objet d’un enseignement: ce sont des objets de savoir auxiliaires,
nécessaires a 1’enseignement (et a I’apprentissage) des objets mathématiques proprement
dits » (Chevallard, 1985). La désignation « programme de calcul » est donc une forme
langagiére, mais c’est surtout un élément générateur d’un jeu de langage parce qu’il désigne
un objet autrement inaccessible, sinon par métaphore ou par la description de son usage : « ¢a,
c’est pour manger », « ¢a, ¢’est pour ajouter 3 ». Les explications métaphoriques ne sont pas
propres a ’enseignement : elles n’aident pas a produire des jeux de langage ; et les définitions
fonctionnelles ne dispensent pas d’un nom (Chevallard, 2005).

La notion de programme de calcul, si elle référe a une réalit¢ mathématique antérieure a
I’algebre, elle correspond dans cette ingénierie a un outil auxiliaire pour enseigner et justifier
le calcul des expressions numériques de type atb-c suivant la technique élaborée par le
professeur « Ajouter... et soustraire ...a un nombre ». Les deux termes numériques qui
correspondent a ajouter b et soustraire ¢ sont (+b) et (-c) relevent aussi d’une fonction
d’opérateur : « Ce que ne dit pas la « notion » de programme de calcul, c’est que les nombres
sont aussi des opérateurs c’est-a-dire que les fonctions « opérateur additif » peuvent étre
dénotées par la notation de [’opérateur seul. Ainsi +3 dénote la fonction « ajouter 3 » que
[’on nomme « programme de calcul » parce qu’on ne dispose pas de la notion d’opérateur sur
un ensemble de nombres (opérateur étant défini par exemple en association a opérande dans
la description d’une opération, +3 est alors a minima un « opérateur constant »), ou de la

notion de fonction numeérique, bien plus élaborée » (Chevallard, 2005).

En outre, le programme de calcul est défini par « tout procédé mathématique qui permet de
passer d’un nombre a un autre suivant une suite déterminée d’opérations. Un programme de
calcul permet alors de passer d’une liste de nombres a une liste de nombres fabriquée suivant

A r 7762 - \ \
le méme procédeé’ ». La «notion » de programme de calcul « correspond, concrétement, a

2http://melusine.eu.org/syracuse/texpng/cprl/meria/doc17/index.pdf
Meéria F. Calcul Littéral, programme de calcul, développement et factorisation.

@® Thése : KAZAN Elie ® 204



I’activité consistant a « faire un calcul », c’est-a-dire a opérer sur des nombres d’une manicre

déterminée, selon un certain programme » (Chevallard, 2001).

En guise de conclusion, Nous pouvons dire que le programme de calcul « Ajouter ... et
soustraire ... a un nombre » est un auxiliaire pour calculer I’expression numérique a+b-c en
faisant agir sur le nombre a deux variations : « ajouter b » et « soustraire ¢ ». Il suffit d’abord
de calculer I’opérateur équivalent (+b-c) puis de I’appliquer au nombre a dans le cadre d’une

fonction numérique qui a tout nombre x fait correspondre f(X)=x+b—c .

6.6.5.2. Les connaissances antérieures des éleves élargissent la distance

meésogenétique au milieu institutionnel du savoir

L’¢leve Eli débute le calcul de I’expression donnée par analogie. Il prend le relais et atteint la
différence « 24-22» en une ligne. Dans un premier temps, il semble que Eli a voulu
déterminer cette différence pour effectuer le calcul comme s’il y avait des parenthéses. Mais
Eli n’a pas pris en charge ce qui s’est vu antérieurement parce qu’il s’est replacé de nouveau
dans le Milieu 1, p.190 « On soustrait vingt-quatre a huit cent trente cing » (L66). Cet €léve
voulait dire «ajouter » a la place de «soustraire » puisqu’il procede selon la technique
(835+24)-22 dans L68.

Le professeur rectifie la réponse de cet éléve, dans L67, en lui demandant de regarder le signe
qui précede le nombre 24 dans (835+24-22) « On soustrait vingt-quatre, qu’est-ce qu’il y a
avant vingt-quatre ». Pourtant il a réussi a obtenir la réponse de cet ¢leve dans L70 « 4,
ajouter 2 » en recourant a une indication Topaze dans L69 : « Qu’est-ce qu’on obtient ?
Revient a ajouter ». Comme a son habitude, le professeur n’a pas manqué de féliciter Eli dans
L72 par I’expression « Tres bien ». Pour achever le calcul de cette expression, le professeur

demande a son ¢éléve de dicter le programme de calcul « Ajouter 24 et soustraire 22 ».

Ici Eli est dans le milieu de « Calculer de gauche a droite » et le professeur est dans le milieu

du « Programme de calcul ».

En conclusion, cet épisode de 8 minutes environ place le parcours de la séance au moment
d’institutionnaliser la technique ¢élaborée par le professeur : « Ajouter... et soustraire ... a un
nombre revient a... ». Pourtant, le déroulement de cet extrait Ext 28, p.203 n’a pas permis aux

¢léves d’activer cette technique. Par contre, Pa incité les €léves a s’investir davantage dans la
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mobilisation de leurs connaissances antérieures qui risquent de devenir « obstacles » a
I’apprentissage du nouveau savoir.

En outre, la technique didactique du professeur consiste a garder les éléves dans une
dimension topogénétique ¢levée, au détriment de la validation et du rejet de leurs techniques
qui, €taient parfois inadéquates avec les OM et OD du savoir. Il n’a pas insisté sur la
justification de la signification de ce sur quoi les éléves ont travaillé au moment de
« I’extension praxémique® ».Cela n’a pas permis aux éléves de mettre a I’écart leurs
connaissances antérieures pour former des « conceptions nouvelles ». Pour Brousseau (1998b)
« la constitution du sens, tel que nous l'entendons, implique une interaction constante de
l'éleve avec des situations problématiques, interaction dialectique (car le sujet anticipe,
finalise ses actions) ou il engage des connaissances antérieures, les soumet a révision, les
modifie, les compleéte ou les rejette pour former des conceptions nouvelles ».

En revanche, le parcours didactique sollicité par le professeur en collaboration avec les éleéves
a ¢largi la distance mésogénétique entre les éléments institutionnels proposés dans I’ingénierie
avec les milieux cognitifs des éléves. Ceci nous laisse dire que les niveaux de codétermination
didactiques dans lesquels ils travaillent ne sont pas modifiés (Voir Tab OM 23, p.199).

Par suite, le dédoublement des milieux persiste dans I’avancement du temps didactique et

dans I’ajout des éléments mésogénétiques nouveaux.

6.6.6.Le dédoublement des milieux est d( a une spécificité « locale » des

connaissances antérieures des éleves

6.6.6.1. Calcul de 17+21-20 sans écrire le programme de calcul

Min 19

97 | P (il écrit au tableau 17 + 21 — 20 = et invite Ma pendant que plusieurs doigts se
levent)

Ma au tableau et sans écrire le programme, tout de suite écris la réponse

(il passe la craie a Ma) et tu vas me dire comment tu as réfléchis (Ma écrit 18)
Oui ! pourquoi dix-huit ?

98 | Ma | J’ai fait vingt et un moins vingt

99 | P Donc qu’est-ce qu’on dit ? Ajouter
100 | Ma | Ajouter vingt et un a dix sept
101 | P Non ! On dit ajouter vingt et un et soustraire vingt a dix-sept revient a (Ma

murmure) répete
102 | Ma | Ajouter, ajouter dix-sept a vingt un

%Définition : ¢c’est un objet de savoir dont le sens ne peut étre congu indépendamment des pratiques culturelles.
(http://fr.wiktionary.org/wiki/prax%C3%A8me)

Matheron (2000) a repris le terme de « praxéme » pour désigner «l’instrument constitué¢ d’un ostensif et de son
usage », soit une « unité pratique de production mathématique» qui fait sens, mais n’est pas pour autant «douée
d’un sens mathématique» comme objet isolé.
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103 | P Non ! (Ma regarde 1’expression d’un regard de perdu, des doigts se lévent)

Oui (il donne la parole a Ch de sa place)

104 | Ch Ajouter vingt un et soustraire vingt euh a dix-sept euh revient a ajouter un euh a
dix-sept

105 | P (il prend la craie de Ma qui est toujours au tableau)

Ajouter vingt et un et soustraire vingt a dix-sept (il désigne les nombres avec la
craie) car j’ajoute vingt et un et je soustrais vingt pour obtenir un, vingt et un
moins vingt égale un, tu as compris (Ma retourne a sa place)

Donc, ajouter vingt un et soustraire vingt a dix-sept, revient a ajouter un a dix-
sept, la réponse est dix-huit.

(il écrit au tableau 17 +35-15=)

Extrait 29 : Nombres Relatifs S1/ Ext 6/ L97 a L105

Le professeur engage le moment du « travail de la technique » par des exercices types de la
forme « Calculer a+b-c ». Il ajoute des contraintes supplémentaires dans L97 : « sans écrire le
programme, tout de suite écris la réponse »a la technique qu’il avait donnée : « Ajouter ... et
soustraire ... 2 un nombre ». Un élément technologique sur lequel s’appuie cette technique est
«la justification orale » ; elle apparait dans le méme tour de parole « et tu vas me dire
comment tu as réflechi ». Pourtant I’¢léve Ma investit le calcul de la différence arithmétique
de 21 et 20 dans L98 : « J’ai fait vingt et un moins vingt ». Mais il est étonnant que cet éleve
ait changé la réponse dans L100 en «Ajouter vingt et un a dix sept (17+21) » lorsqu’il a
entendu le mot « ajouter » dit par le professeur dans [.99. Cela n’est pas un fait hasardeux. Le
professeur est arrivé au début de la séance, notamment dans la ligne L11, a faire dire plusieurs
synonymes du mot « plus » en collaboration avec les éleves. Ils ont trouvé les deux mots
« additionner » et « ajouter ». Par transitivité, les trois mots « plus, additionner et ajouter »
sont identiques. Il apparait que 1’¢leve Ma réutilise ces connaissances pour exprimer sa
réponse (L100). Dans ce contexte, la seule possibilité d’ « ajouter » réside dans 1’effectuation
du calcul de (17+21). Ce geste a une dimension technologique comme le prouve la suite de
I’échange : malgré les interventions excessives du professeur notamment dans L101 : « Non !
On dit ajouter vingt et un et soustraire vingt a dix-sept (+21-20) revient ? Répete », 1’¢éleve

Ma n’a pas chang¢ sa réponse : « Ajouter, ajouter dix-sept a vingt un (17+21) » (L102).

Le mot « ajouter » est ainsi le point de départ d’une « bifurcation didactique » puisque les
¢leéves le traduisent par « Additionner deux nombres positifs (21+17) » tandis que le
professeur le prend dans le sens de « Calculer I’opérateur composé des deux opérateurs (+21)

et (-17) ». Dans ce sens, les ¢€leves et le professeur n’accomplissent pas les mémes « actes
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cognitifs » (Duval, 1995) c'est-a-dire qu’ils se référent a deux appréhensions conceptuelles

(noésis) pour les représentations sémiotiques (sémiosis) de I’objet « ajouter ».**

Cependant le professeur n’a pas pu éviter de renoncer a des éléments du milieu institutionnel
du savoir imposés par 1’ingénierie au détriment des milieux cognitifs des éleéves. Cela est
apparu clairement dans son tour de parole L105 afin de cloturer ce passage : « Ajouter vingt et
un et soustraire vingt (+21-20) a dix-sept car j’ajoute vingt et un et je soustrais vingt pour
obtenir un, vingt et un moins vingt égale un, tu as compris (21-20)». Cette intervention rejoint
celle de Ma dans L98 : « J'ai fait vingt et un moins vingt » qui a été rejetée par le professeur
lui-méme dans L99.Par suite, le professeur accorde une dimension technologique aux
techniques personnelles des éléves, notamment aux techniques jugées inadéquates aux OM et
OD du savoir. Les éléments technologiques mis en ceuvre par le professeur sont « Ajouter 21
et soustraire 20 a 17 revient a » et « Soustraction arithmétique de 21 et 20 ».

Sur ce plan «les connaissances antérieures mises en place par les éleéves sont forcément
locales, ayant un domaine de validité restreint. On peut donc s attendre a ce que a un moment
donné, il soit nécessaire de remettre ces connaissances en question, voire de les rejeter »

(Brousseau, 1998a).

6.6.6.2. Milieux personnels mobilisés dans cet épisode

Dans cet extrait, les €léves n’ont pas pu mettre a distance leurs connaissances antérieures afin
de pouvoir investir le nouveau savoir. Par contre, leurs connaissances deviennent plus étroites
face a la dimension technologique qui a été officialisée par le professeur. Pour exemplifier,
nous reprenons le cas de 1’éléve Ma dans L102, celui qui n’a pas changé sa réponse « ajouter
17 a 21 » malgré les interventions multiples de son professeur qui I’ont incité a la corriger.

Les éléves se replacent toujours dans le méme Milieu 1 (voir Tab OM 20, p.190) convoqué
au début de la séance, dont les deux sujets qui en ressortissent sont : « Le calcul de gauche a
droite dans une expression numérique » et « Le calcul de la différence positive de deux

nombres positifs ».

 On appelle sémiosis 1’appréhension ou la production d’une représentation sémiotique, et noésis les actes
cognitifs comme 1’appréhension conceptuelle d’un objet (Duval, 1995, pp. 2-5). Les représentations sémiotiques
sont des représentations dont la production ne peut se faire sans la mobilisation d'un systéme sémiotique : ainsi
les représentations sémiotiques peuvent-clles étre des productions discursives (en langue maternelle, en langue
formelle) ou non discursives (figures, graphiques, schémas, ...).
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Pourtant ce n’est pas le cas du professeur. Il est pris par le milieu du sujet « Calcul de la
différence de deux nombres ». Il en résulte qu’il place la classe, sans s’en rendre compte, dans
des niveaux de codétermination didactique nouveaux. Il a alterné ses actions entre : 1) les
¢léments milieux cognitifs des éleves, 2) ses milieux institutionnels et 3) les OD et OM mises

en avant par I’ingénierie.

Une nouvelle réorganisation didactique se met en place. En termes de niveaux de
codétermination, nous pouvons la repérer comme suit : un sujet commun pour les éléves et le
professeur « Calcul de la différence de deux nombres », un sujet propre au professeur « Calcul
de l'opérateur composé "+n-m" de deux opérateurs "ajouter n" et "soustraire m" » et un
troisiéme sujet propre aux ¢€léves « calculer de gauche a droite de la valeur numérique d’une
expression ».

Cette réorganisation contribue a I’émergence du phénomene « du dédoublement des milieux »
qui pourra amener les éléves et le professeur a associer des niveaux de codétermination

différents pour la méme tache mathématique.
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(ﬂmaiue: Nombres Et@

Secteur:
Expressions
numériques

Secteur : Opérations
sur des nombres
positifs,

Theme: Soustraction
arithmétiques des
nombres positifs.

Théme: Lois de
priorité des
opérationsdansun
calcul.

Sujet:Calculerla

1

Secteur: Addition et
soustraction des
nombres positifs

l

Theme: Calculer la  valeur
numérique (ou l'état final) d'une
expression par l'ajout de deux
operateurs'+n" et "-m"".

|

différence a-b de
deux nombres

positifsa et b tels

quea>h

Sujet: Calculerde
gauche adroitela
valeur numérique
de l'expression

Sujet: Calculer l'opérateur composé
"+n-m" (ajouter n et soustraire m) de
deux operateurs
"soustraire m"

"ajouter n' et

a+b-c.

La forme rectangle HElM indique un milieu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale “S8 o5t i milieu cognitif commun entre le professeur et ["éléve,
La forme losange ‘@ indique un milieu cognitif relatif 3 1'éleve.,

Tab OM 24 : Tableau comparatif des milieux cognitifs des éleves et du professeur pour

Uextrait 29 (S1/ Ext 6)
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6.6.7.L’institutionnalisation du programme de calcul

Dans I’extrait précédent, le professeur réalise le déroulement du moment de « travail de la
technique » par des exercices typiques « Calculer a+b-c » selon les éléments technologiques
suivants (soit pour I’exemple 14+17-15):

- Appliquer le programme de calcul : « Ajouter 17 et soustraire a 15 revienta ...»

- Ajouter le résultat du programme au nombre 14.

Le travail au tableau s’est fait de la facon suivante :

14+17-15=

On écrit : Ajouter 17 et soustraire 15 a 14, revient a ajouter 2 al4.

(On ajoute ensuite le résultat du programme au nombre 14 en écrivant directement

14+17-15=16, sans la peine d’écrire 14+17-15=14+2=16).

6.6.7.1. L’écriture simplifiée du programme de calcul

Le professeur écrit au tableau I’expression (14+17-15). Il demande 1’écoute de ses éléves :

146 | P Non, on ne copie pas

C’est le méme programme, mais il faut simplifier I’écriture

C-a-d au lieu de dire, au lieu d’écrire ajouter dix-sept et soustraire quinze a quatorze
(il relie 17 et 15 par analogie a son travail précédent) revient a ajouter deux a
quatorze, je peux écrire (il écrit apres le signe = 14 + 2 =), je peux écrire cela en
chiffres

C-a-d ajouter dix-sept et soustraire quinze a quatorze revient a, ajouter deux a
quatorze, la réponse est

Extrait 30 : Nombres relatifs S1/ Ext 7/ L146

Le professeur contraint les éleves a officialiser la technique suivante : 14+17-15=14+2=16.
Pour lui, c’est une écriture simplifiée du programme de calcul. Il suffit d’écrire « cela en
chiffres » (L146). Dans ce contexte, le programme de calcul simplifié¢ est un passage de la
forme « verbale » a la forme « symbolique » en chiffres.

Pour valider cette contrainte par les éléves qui n’ont pas saisi la consigne, le professeur (ré)
explicite dans L150 : « J’écris : on ajoute deux a quatorze au lieu d’ajouter dix-sept et de
soustraire quinze ».

Du point de vue de I’ingénierie, cette €criture simplifiée est une « institutionnalisation de
cette nouvelle technique ». Le professeur peut demander a ses éléves d’effectuer oralement et

publiquement le calcul du programme.
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Or aprées un travail de méme type sur plusieurs expressions similaires, 1’¢léve To est passée au
tableau pour calculer 7081+41-40 (Min 32). L’étonnant c’est que cette ¢léve a répondu par
«Ajouter sept mille, ajouter quarante et un a sept mille quatre-vingt-un et je soustrais
quarante ((7081+41)-40)». Une telle réponse ne s’appuie pas sur la technique officialisée.
C’est la technique des ¢léves du début de la séance (voir paragraphe 6.6.1, p.189), elle dérive
du Milieu 1 (voir Tab OM 20, p190). C’est ce qui montre que cette éléve (cas des autres peut-
étre) n’a pas pu rapporter ses connaissances au milieu institutionnel du nouveau savoir dans

lequel les nombres désignent des opérateurs.

6.6.7.2. L'institutionnalisation du programme de calcul par « son algébrisation »

Min 32 sec 20

178 | P Donc on a déja appris un programme de calcul qui facilite le calcul mental,
n’est-ce pas ?

179 | Es Oui

180 | P Quel est ce programme ? Qui peut me dire une régle ou bien le programme

mais sans dire les nombres, c-a-d sans (Kr Iéve le doigt)

Oui (il donne la parole a Kr qui a levé le doigt)

181 | Kr On a un nombre, et euh, on ajoute, on a trois nombres, on ajoute un nombre a,
au nombre principal et on soustrait, euh, soustraire un autre nombre, et euh on
obtient la réponse

182 | P C’est bien, mais il faut dire cela (il se tourne vers le tableau) premierement (il
écrit *Programme de calcul) écrivez en rouge, c’est la régle

Le programme de calcul, donc on peut utiliser (il écrit ajouter a, il se tourne
vers les éléves) des lettres par exemple, ajouter a

183 | E Ab

184 | Re Et soustraire b

185 | P Et soustraire b a un nombre

186 | Re+ Jo | Revient a ajouter

187 | P A ajouter

188 | Ro Euh euh

189 | P Trés bien revient a ajouter un autre nombre par exemple Donc on peut écrire

ajouter a et soustraire (il écrit et s) mettez a entre guillemets pour savoir que
ca signifie euh un nombre

Ajouter a et soustraire (il écrit en méme temps qu’il parle) b (il le note « b »)
a un nombre, revient a ajouter c (il le note « ¢ ») a ce nombre

Des exemples (des doigts se lévent)

Oui

Extrait 31 : Nombres relatifs S1/ Ext 8/ L178 a L189

Dans cet extrait, le professeur va institutionnaliser une regle en s’¢loignant des nombres
. « Qui peut me dire une regle mais sans écrire le programme » (LL180). La réponse Kr dans
L181 : « On a un nombre, et euh, on ajoute, on a trois nombres, on ajoute un nombre a, au

nombre principal et on soustrait, euh, soustraire un autre nombre, et euh on obtient la
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réponse » montre que le calcul d’une expression numérique doit se faire de gauche a droite.
C’est-ce qui prouve que le Milieu 2(voir Tab OM 21, p.192) mobilis¢ par Kr, fait de
connaissances antérieures, pourrait devenir de plus en plus local. Cet éléve ne peut pas
appréhender les éléments institutionnels du savoir puisqu’il n’éprouve pas le besoin de
modifier ses propres connaissances, ni de les compléter : avec ses connaissances, cette
technique méne a une réponse correcte. De plus, il n’a pas besoin d’« oublier » ses
connaissances puisque le professeur les a validées. Comme d’habitude, le professeur a félicité
cet éléve par « c¢’est bien mais il faut dire ¢a » (L182). Cette technique didactique encourage

I’¢leve a se maintenir, de plus en plus, dans ses propres milieux cognitifs.

Pour institutionnaliser le programme de calcul, le professeur a choisi le passage de la forme
« arithmétique», qui résume un algorithme de calcul entre grandeurs mesurées, a la forme
« algébrique » qui représente un élément d'une structure algébrique (expression algébrique par
exemple). C’est-ce que montre son tour de parole L182 : « Le programme de calcul, donc on
peut utiliser des lettres par exemple, ajouter a ». Suite a cette demande, les éléves ont « récité
la comptine » des lettres consécutifs a, b et ¢ et ont collaboré avec le professeur a la
constitution du programme de calcul algébrique : « Ajouter a et soustraire b a un nombre,
revient a ajouter ¢ a ce nombre » qui, selon le professeur, est« Un programme qui facilite le

calcul mental » (LL178).

Du point de vue de 1’¢éleve, ces lettres peuvent ne pas désigner effectivement des nombres
puisque dans les tours de parole correspondants a leur activation (L182-189), le professeur ne
dit pas « ajouter un nombre a » mais « ajouter a ».

De plus, a ce moment de I’année scolaire (novembre), les ¢éleves de EB6 n’ont pas encore
rencontré les lettres dans un travail algébrique : « C’est la premiére année ou I’éleve est
confronté a des écritures littérales. Ce passage a I’algébrisation n’est pas évident. L’emploi
d’une formule mérite un apprentissage spécifique » (Curriculum libanais, 1997, p35). Notons
qu’il faut attendre la fin de ’année pour arriver au secteur « Expressions algébriques » qui

mene au travail avec des lettres.

6.6.7.3. Milieux personnels mobilisés dans cet épisode

En guise de conclusion, 1'usage des lettres a, b et c, utilisées dans le contexte de la
« simplification de programme de calcul », n’a pas d’intérét mathématique. C’est une

modélisation a laquelle recourt le professeur, sans doute parce que ses connaissances le lui
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permettent, mais qui ne modifie guere les milieux cognitifs des €léves. C’est peut-€tre, pour le
professeur, une maniére de relier les rapports personnels des ¢léves a des ¢léments
institutionnels du savoir.

Pourtant un nouveau secteur est sollicité par le professeur. C’est celui des : « Expressions
algébriques ». Ce secteur englobe le théme « Calcul sur des expressions littérales ». Or le
professeur a fait travailler le programme « Ajouter a et soustraire b a un nombre, revient a
ajouter ¢ a ce nombre » ; ¢’est-a-dire la réduction de I’opérateur somme (+a-b). Ainsi, dans ce
sens, le théme précédent rejoint le sujet « Réduire l'opérateur littéral "+a-b" composé des
opérateurs (+ a) et (- b) ».

Une nouvelle réorganisation didactique apparait donc en classe. Elle est caractérisée par
I’absence de niveaux de codétermination communs entre les éléves et le professeur
relativement a 1’organisation mathématique du savoir.

Le professeur s’est placé dans le secteur « Expressions Algébriques » et dans le secteur
« Additions et soustractions des nombres positifs » dont la place au sein des niveaux de
codétermination didactique est explicitée dans 6.6.3.3, p.199. C’est ce dernier secteur qui
définit le milieu institutionnel du savoir a partir de I’OD proposée par I’ingénierie.

De leur coté, les ¢leves se replacent toujours au niveau du secteur « Expressions

numériques », qui est stable pour eux depuis le début de la séance.

Le dédoublement des milieux s’accentue devant 1’absence de milieux communs entre le
professeur et les éleves. La distance mésogénétique s’élargit.

Dans ce sens, nous pouvons s’attendre a 1’apparition de phénomenes didactiques, comme par
exemple «1’effet Topaze » ou «l’ostension déguisée », afin que le professeur puisse
mobiliser des milieux communs. Par suite 1’organisation mathématique proposée par

I’ingénierie sera uniquement fréquentée par le professeur pour faire advenir le nouveau savoir.
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Qﬂlaine: Nombres et CalD

Secteur:
Expressions
numériques

héme: Lois de
priorité des

opérations dans
un calcul.

Sujet: Calculer de
gauche adroitela
valeur numérique de
I'expression a+b-c.

Secteur : Expressions
algébriques

Secteur: Addition et
soustraction des nombres
positifs

Theme: Calcul sur des expressions
littrales

Theme: Calculer la valeur
numérique (ou l'état final) d'une
expression par l'ajout de deux

opérateurs '"+n'" et "-m"".

Sujet: Réduire 'opérateur littéral
"+a-b" composé des opérateurs (+

a)et(-b)

Sujet: Calculer l'opérateur composé
"+n-m" (ajouter n et soustraire m) de
deux opérateurs "ajouter n'" et

"soustrairem"

La forme rectangle HElM indique un milicu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale S st yn milien cognitif conunun entre le professeur et 1 éleve.
La forme losange @ indique un milieu cognitif relatif a I’éléve.

Tab OM 25 : Tableau comparatif des milieux cognitifs des éleves et du professeur pour
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6.6.8. Conclusion de la premiére séance

Le professeur a engagé sa classe dans le cadre des premiéres propositions de I’ingénierie.
L’objectif principal de cette premicre séance est I’organisation d’une premicre rencontre avec
le type de taches 7: « exécuter le programme de calcul +b — ¢ pour calculer 1’expression
numérique a + b — ¢ (a, b et ¢ entiers naturels et b > c) » afin de mettre en échec la technique

consistant a réaliser les calculs de gauche a droite (Ingénierie, po6).

Nous avons choisi d’étudier six extraits de la séance dans lesquels nous avons observé un
changement sur les OM et les OD du savoir prescrites par I’ingénierie. Nous nous sommes
servis de 1’échelle des niveaux de codétermination didactique pour représenter ces

organisations ainsi que les réorganisations nouvelles qui sont apparues.

Tout d’abord les éléves se sont engagés, des le début de la séance, dans la technique qui
revient a calculer de gauche a droite les expressions de la forme « a + b — ¢ ». Il fallait qu’ils
éprouvent sa mise en défaut pour qu’ils la rejettent, puis que le professeur institutionnalise la
technique suivante : « Ajouter... puis soustraire...au nombre revient a ... a ce nombre ». Le
professeur est chargé d’assurer la dévolution de cette technique en garantissant sa justification

technologique.

Nos résultats concernant le professeur et les éleves

Dans les six extraits étudiés auparavant, les éléves ont mobilisé deux techniques pour résoudre
le type de taches proposé : « Calculer a + b — ¢ ». Ces techniques reposent sur I’application
des connaissances antérieures suivantes : « Calculer suivant ’ordre (a + b) — ¢ (de gauche a
droite) » et « Calculer suivant I’ordre a + (b — ¢) (différence positive de b et c) » (notées
respectivement technique 1 et technique 2).

Le professeur a tenté de mettre en défaut ces deux techniques. Pourtant les €éleves ont continué
a recourir a la technique 1 pendant les six extraits, ils ont rejeté la technique 2 dans les
extraits Ext 24 (L21 - L25) et Ext 29 (L97 — L105). Ce qui est étonnant est le fait que cette
technique, rejetée par le professeur, a joué le role d’un élément technologique pour justifier la
tache prescrite par I’ingénierie dans Ext 28 (L65 — L74). Ainsi I’éléve n’a pas pu taire ses

connaissances antérieures au profit de la mise en ceuvre de la nouvelle technique.
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A partir de ’Ext 26, le professeur s’est placé dans le cadre du sujet institutionnel de la
technique demandée « Calculer l'opérateur compos¢ "+n-m" de deux opérateurs (+n) et (-
m) ».

Dans I’Ext27, il s’est placé au sein de la logique des éléves pour prendre en charge « la
différence positive de deux nombres » apres qu’il ’avait rejeté. Enfin dans I’Ext 29, il a activé
le secteur « Expressions Algébriques » qui ne mobilise pas des éléments mathématiques
connus des éleéves. Ils ne pourront donc pas les prendre en compte dans la suite de la

séquence.

Nos résultats sur le dédoublement des milieux

Nous avons récapitulé tous les «niveaux de codétermination» activés lors des extraits
observés dans un tableau (voir Tab OM 24, p.210). La lecture des résultats obtenus (en
particulier les sujets abordés par les €leves et le professeur) prouve que le milieu institutionnel
du savoir n’est pas investi par les éléves. Le seul milieu commun est celui du sujet « calculer
la différence positive de deux nombres ». Signalons que cette technique pourra devenir un
obstacle a I’émergence « du savoir » pour des cas, comme par exemple le calcul de :

« 835 — 18 — 8 ». Cela contribue a avoir un résultat incorrect si on effectue d’abord « 18-8 ».

L’¢tude a montré que les ¢éleéves et le professeur se placent dans des niveaux de
codétermination différents. La justification de la technique institutionnelle (de I’ingénierie)
« Ajouter... puis soustraire...au nombre revient a ... a ce nombre » ne peut étre validée que
par la mobilisation du sujet : « Calculer l'opérateur composé "+n-m" de deux opérateurs (+n)
et (-m) ». Mais cette technique n’a jamais €t¢ un sujet dans lequel les €léves se sont engageés.
Plus le temps didactique avance, plus la présence des milieux différents s’intensifient. Par
suite, la distance mésogénétique au milieu institutionnel s’accroit. C’est ce qui explique
I’apparition du phénoméne du « dédoublement des milieux » a I’intérieur de cette ingénierie.
Nous avons remarqué [’apparition de plusieurs facteurs qui sont a ['origine et qui
entretiennent ce phénomene, entre autres :

1) Les connaissances antérieures des éleves

Lorsque les connaissances antérieures ne sont pas remises en cause, en modification ou en

évolution, elles persistent localement et restreignent les niveaux d’OM et d’OD (voir

figure 14, p.107). Les ¢€leéves construisent dans ce sens leurs « propres mathématiques »

(Chevallard, 1988) a partir de leurs connaissances anciennes qu’ils trouvent adaptées a la

résolution de la tiche demandée.
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Dans ce cas, méme si le temps didactique avance, comme condition a 1’émergence du

savoir, la distance mésogénétique s’¢élargit.

2) La bifurcation didactique

2.1) La bifurcation due aux techniques didactiques du professeur.

Cette technique, qui consiste a laisser un certain topos a 1’éléve, a accordé une valeur
importante a leurs techniques personnelles (nous avons entendu « quarante » fois les
expressions « C’est bien » et « Trés bien »). Les ¢léves n’ont jamais rencontré une
problématicité dans la résolution des taches demandées. Ils ne sont pas méme allés a la
recherche d’une technique économique. Cela a circonscrit les milieux des éléves,
précisément dans les cas ou ces techniques avaient été validées et justifiées par le
professeur.

2.2) La bifurcation due a la prise en charge des « techniques correctes » mais

inappropriées au milieu institutionnel.

Le professeur a validé des techniques correctes qui ne permettent pas de remettre en
question les connaissances antérieures des ¢léves. Nous avons vu qu’il a institutionnalisé
dans [/’Ext 28, p.203 la technique relative au sujet « La différence positive de deux
entiers 21 et 20 dans le calcul de 17+21-20». Une fois validée, cette technique pourra
remplir une fonction technologique pour d’autres tdches de méme type. Pourtant son
role est seulement limité aux taches du type « Calculer a+b-c avec b > ¢ ». Elle s’avere
inappropriée, voire incorrecte, pour calculer (347+61-62) par exemple.

L’officialisation de quelques techniques correctes, qui ne pourront pas remettre en cause
les connaissances antérieures des ¢leéves, contribue donc a 1’apparition du phénomene de

dédoublement des milieux.

2.3) La bifurcation due aux représentations sémiotiques

Nous avons vu que les différentes représentations sémiotiques qu’a suscitées 1’usage du
mot « ajouter » ont accentué la « bifurcation didactique ». Dans cette séance, nous avons
remarqué que les ¢léves ont utilisé le mot « ajouter » pour « additionner deux nombres
positifsy tandis que le professeur 1’a utilisé dans le sens « Calculer 1’opérateur composé
des deux opérateurs ». Le professeur ainsi que ses €léves ont travaillé a partir de leurs
interprétations différentes du méme mot. Cela a contribué a les placer au sein de niveaux
de codétermination différents. D’ou I’apparition du phénomeéne du dédoublement des

milieux.
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Domaine: Nombres et Calcul

Secteur: Addition et
soustraction des nombres

Secteur : Expressions

Secteur : Secteur :

Expressions Opérations sur des algebriques positifs
NUMErigues nombres positifs.
Théme: Soustraction N
. . arithmeétigues des . Théme: Caleuler la valeur
Théme: Lois nombres pasitifs, Théme: Calcul sur des numérique d'une expression
de priorité des expressions littrales parI'ajout de deux opérateurs
opérations "en et om'.
dans un calcul.

Sujet: Calculer la

Sujet: Réduire I'opérateur
littéral "+a-b" composé des
opérateurs (+a) et |- h)

difference a-b de deux
nombres positifs tels
que azh

Sujet: Caleuler I'opérateur

composé "+n-m” de denx

opérateurs "ajouter n” et
Soustraire m

Sujet: Calculer de
gauche a droite la
valeur numérigue
de I'expression

a+h-c.

La forme rectangle BBl indique un milien cognitif relatif au professeur.
La forme ovale = = st yn milieu cognitif commun entre le professeur et 1" éléve.
La forme losange 4 indique un milieu cognitif relatif 3 I"éléve.

Tab OM 26 : Nombres Relatifs, Tableau du dédoublement des milieux des éleves et du

professeur de la premiere séance
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6.7. Analyse de la deuxiéme séance

La deuxieme séance débute par le corrigé du devoir donné lors de la premicre séance. Les
¢léves passent au tableau, écrivent le programme de calcul pour les trois premicres
expressions :  15+37-7, 58+1024-24 et 104+1024-24. L’écriture des mémes phrases
(programme de calcul) a relevé I’utilisation d’un certain stéréotype qui s’est répété d’une

expression a une autre.

Par exemple, dans le calcul de (3560+156-150) I’¢leve Ka a débuté par une technique
relevant du Milieu 1 (voir Tab OM 20, p.190) « On va ajouter 156 a 3560 et on soustrait 150
de, euh, 3560 ». Dans le calcul de (121+229-29) I’¢léve Re a pris en compte la différence de
deux nombres en disant « Car on fait 229 — 29 ».

Le calcul des expressions (a + b - ¢ avec b < ¢) est fait par Ro dans le calcul de I’expression
340+61-62 (min 18 sec16). Cet éléve a fait le calcul avec réussite. Or le professeur a demandé
de justifier sa technique « Pourquoi a la fin on a soustrait 1 ? ». L’¢éléve répond par : « Car 61
est plus petit que 62 ». Cela montre qu’il se place dans le secteur « Nombres Positifs »
puisqu’il a comparé les deux nombres positifs 61 et 62 et non pas dans celui du « Programme

de calcul (opérateur) ».

6.7.1. Le dédoublement des milieux entre les milieux cognitifs des éléves, les milieux

institutionnels du savoir prescrit par I'ingénierie et les OM du professeur.

6.7.1.1.Cas du calcul de I'expression : 340+61-62 (61 < 62)

Le calcul de (340+61-62) réussi par I’éléve Ro au tableau a été 1’occasion d’institutionnaliser

le calcul des expressions de type « a + b - ¢c avec b < c » mené par le professeur.

Min 24 sec 55 (cet extrait porte sur les tours de parole L1 a 1.49)

1 |P Qu’est-ce qu’on a appris de ces calculs ? (il s’agit de 340+61-62)

2 | Al De soustraire

3 |P Quand on soustrait et quand on ajoute ? Cha

4 | Cha Si le nombre de soustraction est plus grand que le nombre de 1’addition, alors on
soustrait ¢ de ce nombre. Et si le nombre d’addition est plus grand que celui de
soustraction, alors on additionne ¢ a ce nombre

Extrait 32 : Nombres Relatifs S2/ Ext 1/ L1 a L4

La réponse « Qu’est-ce qu’on a appris » dans L1 devrait fournir la seule réponse possible
dans le cadre « d’une logique des programmes de calcul » en disant : « a soustraire 1 »

(Ingénierie, p 10). La réponse de Al se situait dans cette logique, et a guidé la réponse de P
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dans L3 « Quand on soustrait et quand on ajoute ?». La technique utilisée par Cha dans L4
consiste a comparer deux nombres positifs. Ils sont désignés par « le nombre d’addition »
(c.a.d. 61) et « le nombre de soustraction » (c.a.d. 62). Les ¢léments technologiques mis en
avant par cet éléve sont : 1) comparer deux nombres positifs et 2) admettre I’existence de leur
différence quelles que soient leurs valeurs. Il s’agit donc pour Cha de mettre en évidence « les
nombres relatifs ». Cet ¢léve réalise cette technique au cours du moment de
I’institutionnalisation de la praxéologie permettant de préciser ce qu’est exactement ’OM
¢laborée : « le nombre négatif est introduit comme différence de deux positifs, ce qui est
cohérent avec la conception de la fraction comme nombre rationnel et quotient de deux
entiers, que les éléves ont rencontré en 6eme » (Berté et Al, 2008). Dans ce contexte, Cha
considere implicitement que 1’écriture 61 — 62 représente un nombre relatif. C’est la classe
d’équivalence de couples entiers, par exemple (61, 62), (7, 8) qui seront équivalents et leur
classe notée -1 (voir étude mathématique 6.1, p.160). Pourtant ce fait n’était pas pris en

considération par le professeur.

Dans ce méme extrait, I’éléve Ja n’a pas compris la justification par la décomposition de (-62)
dans L15 «Monsieur, moi je n’ai pas compris comment on a fait 1 (pour le calcul de (340+61-

62)». Pour répondre a sa question, le professeur demande :

22 | P Comment je peux la décomposer (il s’agit du nombre 62) ? Qui sait ?
Donc pour soustraire 62, je peux soustraire 61 et puis soustraire

23 | Els 61

24 | P Un. Je soustrais 61 et puis je soustrais 1, dans cette fagon je soustrais 62.

C'est-a-dire je peux écrire (il écrit a c6té de ...+61-62) ...+61-61-1.

Tu as compris comment ? Au lieu d’écrire moins 62, j’écris moins 61 moins 1. C'est-
a-dire je soustrais 61 et puis je soustrais 1

Ajouter 61 et soustraire 61 (il barre +61 et -61 figurant dans 1’expression (...+61-61-
1) revient a

Extrait 33 : Nombres Relatifs S2/ Ext 2/ L22 a L.24

Le professeur réalise un moment de construction du bloc technologico-théorique par la
convocation du type de taches : « Trouver une autre écriture d’un nombre relatif (négatif) ». 1l
se replace dans le secteur « Nombres Relatifs » qui débouche sur le théme « opérations sur
les nombres relatifs » qui renferme le sujet « Décomposer un nombre relatif en une somme de
plusieurs nombres ». Il apparait ainsi une praxéologie mathématique que les éléves ignorent.
En plus, le professeur a barré +61 et -61 dans I’écriture (...+ 61 — 61 — 1). Cette technique
consiste, en général, a simplifier la somme des nombres relatifs dans une expression

numérique.
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Les rapports personnels des €léves apparaissent en rupture avec la dimension technologique

évoquée par le professeur dans L.24 :

39 | Ta Non, ¢a sert a quoi la lecon ? Ca veut dire par exemple dans les problémes, vous
ne pouvez pas nous donner 347+61-40.

Cette ¢léve ne sait pas « A quoi sert la lecon ». Aussi le rapport de ses connaissances
antérieures aux niveaux de codétermination que le professeur vient d’évoquer est en grande

partie non motivé.

La justification technologique du calcul de programme « ajouter 61 et soustraire 62 » qui
consiste a décomposer les nombres -62 en (-61 - 1) sollicite des niveaux de codétermination
qui ne peuvent pas étre mobilisés par les éleves. Ils ne conviennent pas non plus aux OM et
OD définies par I’ingénierie puisque le professeur a surpassé les organisations du milieu
institutionnel du savoir prescrit. Il se place dans «ses propres mathématiques » afin de

trouver un cadre technologique pour justifier des « mathématiques différentes » des autres.

6.7.1.2. Deuxiéme exemple : calcul de 3469+45-46

Nous citons un autre exemple dans lequel le professeur se sert de son propre rapport a des
propres «organisations mathématiques » ignorées des éleves pour justifier les techniques

d’¢éleves qui relévent des organisations différentes.

Min 35 sec 38 (cet extrait porte sur les tours de parole L.1 a L.21)

1 |P Chr, 3469+45-46

2 | Chr Ajouter 46 et soustraire 45

3 |P Ajouter quoi ? Qu’est-ce qu’on a ?

4 | Chr 45

5 |P Donc répéte

6 | Chr Ajouter 46 et soustraire

7 |P Chr, qu’est-ce qu’on ajoute ? Quel est le nombre précédé du signe plus ?

Extrait 34 : Nombres Relatifs S2/ Ext 3/ L1 a L7

D’abord 1’¢éleve Chr refuse de dire « ajouter 45 » comme 1’incite son professeur. Il apparait
que sa réponse « ajouter 46 », provient du théoréme en acte suivant « puisque 46 est plus
grand que 45, on ne doit dire que 46 moins 45 ». Par suite le programme pour Chr
est « ajouter 46 et soustraire 45 ». Cet éleve réalise ce passage dans le cadre technologique

portant sur la « différence positive de deux nombres ».
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Pour remédier a ses erreurs, le professeur mobilise « son » secteur « Nombres Relatifs » (on
dit «son » car c’est un secteur que les €éléves ignorent a ce moment) signalé par 1’évocation
de « Nombre précédé d’un signe » (L7). Ce secteur débouche effectivement sur le théme
« Identification des nombres relatifs » qui renferme le sujet « Ecrire un nombre positif +a et
un nombre négatif —a ». Notons que ces niveaux constituent le sujet d’enseignement de la
troisieme séance. Donc a ce moment, tout cela est loin d’étre accessible aux ¢éléves. En plus
cette organisation didactique se place contre I’émergence scientifique, voire épistémologique,
des nombres relatifs d’aprés les recommandations de 1’ingénierie « Des éléves devraient
fournir la seule réponse possible dans le cadre d’une logique des programmes de calcul ».

(Ingénierie, p10).

6.7.2. Les représentations sémiotiques du mot « Simplifier »

Dans le quatriéme programme de calcul, « ajouter 62 puis soustraire 61 » équivaut a « ajouter
1 », la question cruciale de cette partie de la séance tourne autour de la question : A quoi
équivaut le programme de calcul « ajouter 61 puis soustraire 62 » ?

Des ¢éleves devraient fournir la seule réponse possible dans le cadre « d’une logique des
programmes de calcul » en disant : « a soustraire 1 ». Tout en le justifiant [...] » (Ingénierie,
pl0).

Le professeur débute cet extrait en sollicitant la mémoire didactique des éléves sur les
moments de travail avec « les programmes de calcul ». Il écrit au tableau : « Ajouter 46 et
soustraire 47 revient a soustraire 1 ».

Min 46 sec 10 (Extrait L1 a 1.31)

1 |P Qui peut me simplifier ce programme ?

2 | Els Monsieur, moi, moi (des doigts se lévent)

3 | Re Quoi ?

4 | P Simplifier ce programme. Mar de ta place (Ma n’a pas de réponse) oui To

5 | To Ajouter 6

6 |P Ajouter

7 | To Ajouter 6

8 P Non, Jo

9 |Jo On ajoute un nombre, on ajoute 46 et on soustrait 47

10 | P Oui mais j’ai dit simplifier. C'est-a-dire N’écrivez pas ajouter et soustraire. Oui
To
Qu’est-ce qu’on peut utiliser au lieu d’ajouter et de soustraire ?

Extrait 35 : Nombres Relatifs S2/ Ext4/ L1 a L10

Il apparait que les éleves n’ont pas compris quelle est la tiche demandée. Il semble qu’ils ont
essay¢ de simplifier « la phrase » écrite en mots au tableau pour en réutiliser quelques mots.

Par exemple, la simplification d’un prénom composé¢ comme Marie-Claude est Marie. L’¢éleve
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To a répondu par« ajouter 6» (L5 et L7) qui ne convient pas avec la consigne demandée. Jo a
pris la premiére partie de la phrase « Ajouter 46 et soustraire 47 revient a soustraire 1 » qui
est « On ajoute 46 et on soustrait 47 ». Mais, le professeur situe le travail de simplification
demand¢ dans la recherche des « synonymes » en francais : « Qu’est-ce qu’on peut utiliser au
lieu d’ajouter et de soustraire ? » (LL10). Il sollicite la mémoire didactique de 1’extrait Ext 26,
p-195 de la premiére séance dans lequel les éléves ont confondu (voir 6.6.6.1, p.206) les mots
« plus, additionner et ajouter » et « moins, soustraire et retirer ». Dans ce contexte, 1’¢leve El
a répondu par « additionner » (L11). Elv a répondu par « plus 46 moins 47 » (L16) qui a été
reprise par Re dans [.24.

6.7.3. Cloture de la séance

Les tours de parole ci-dessous cloturent le débat de la deuxiéme séance :

24 | Re Plus 46, moins 47

25 | P Moins 47
26 | Ma (il crie) Est égal
27 | P Egal @ moins 1 (il écrit en méme temps +46 — 47 = -1)

C’est comme par exemple, si on a un nombre 300+46-47 (il écrit au tableau
300+46-47=) est égal a quoi ? Trois cent moins un (il écrit 300-1=) Car ajouter
46 et soustraire 47 revient a soustraire 1 (il écrit suite a =299)

28 | Re Soustraire 1

29 | P C'est-a-dire au lieu d’écrire +46-47 je peux écrire

30 | Re 300-1

31 | P moins 1 (il souligne le moins 1 dans 300-1 = 299 et puis il relie 46 et 47 dans

300+46-47 = puis il passe a +46 — 47 = -1 qui est toujours au tableau et relie les
deux nombres du 1 avant I’= et souligne -1 aprés 1’égal)

Donc ajouter 46 et soustraire 47 revient a soustraire 1 (les éléves
I’accompagnent dans le programme de calcul)

(on entend la sonnerie de la cloche)

Extrait 36 : Nombres Relatifs S2/ Ext5/ L24 a L31

Le professeur lance un débat avec les éleéves a partir d’une indication Topaze. Il lui revient de
rapprocher le calcul du programme « +46 — 47 = -1» (L27, L29 et L31) avec le calcul de
I’expression (300+46-47) (L27 et L29). La simplification du programme de calcul, qui est le
sujet d’intérét de cet extrait, est exprimé dans L31 de la fagon suivante : « Donc ajouter 46 et

soustraire 47 revient a soustraire 1 » pour le calcul de (300+46-47).
En guise de conclusion, le professeur a posé€ une question relativement floue a laquelle on ne

peut répondre du point de vue « ingénierie ». En réalité, il a écrit au tableau le programme

« ajouter 46 et soustraire 47 revient a soustraire 1 » dont la réponse est « revient a soustraire
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1 ». Mais effectivement la question devrait étre « Simplifier le programme suivant : ajouter 46
et soustraire 45 ».

Cet extrait prouve que le professeur prend en compte les OD du savoir indiquées dans
I’ingénierie. Mais dans I’institutionnalisation des techniques ou des propriétés, il utilise
comme cadre technologique ses propres ¢léments cognitifs issus des OM du savoir. Pourtant
ce cadre est parfois inapproprié surtout s’il ne s’accorde pas aux OD de I’ingénierie.

Par suite, le dédoublement des milieux a lieu entre les milieux cognitifs du professeur et les
¢léments institutionnels du savoir. Il est di au chevauchement des milieux institutionnels

entre le professeur et I’OD pour I’émergence du savoir.

6.7.4. Conclusion de la deuxiéme séance

Nous avons observé dans cette séance que le professeur élabore des justifications
technologiques a des techniques d’éleéves ou a des propriétés mathématiques, qui font advenir
des niveaux de codétermination ne pouvant pas étre mobilisés par les éleves. Ces sujets sont
1) « Ecrire un nombre positif (+a) et un nombre négatif (-a) » et 2) « Décomposer un nombre
relatif en une somme de plusieurs nombres ». Ainsi le professeur mobilise-t-il des niveaux de
codétermination qui découlent du savoir avant méme qu’il soit institutionnalisé. De telles
justifications ne conviennent pas aux OM et aux OD définies a ’avance dans I’ingénierie.
Aussi, le professeur recourt a des OD qui vont a I’encontre de I’émergence scientifique, voire

épistémologique, du savoir.

Les gestes professoraux ont donc pour effet de faire avancer le temps didactique et d’élargir la
distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des éléves avec les OM et les OD de
I’ingénierie. En d’autres termes, le professeur institutionnalise trop #6¢ ou trop tard le savoir
par des gestes (attitudes) qui créent des ruptures entre les OD et OM associées et I’émergence
scientifique proprement dite du savoir. Certains gestes auront donc pour effet de faire avancer
le temps didactique mais aussi d’accroitre la distance mésogénétique entre 1) les milieux
cognitifs des éleéves, 2) les organisations mathématiques du professeur et 3) les milieux
institutionnels prescrits par I’ingénierie.

La distance mésogénétique varie selon les sujets mobilisés de la facon suivante :

Les sujets mobilisés par les éléves « Calculer de gauche a droite dans une expression
numérique » et « calculer la différence a — b » sont aptes a réduire cette distance par rapport

au milieu institutionnel du sujet « Calculer sur des opérateurs ».
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Mais les sujets mobilisés par le professeur « Ecrire un nombre positif (+a) et un nombre
négatif (-a) » et « Décomposer un nombre relatif en une somme de plusieurs nombres », dans
le cadre d’une dimension technologique, sont aptes a accroitre cette distance par rapport au

milieu institutionnel.

Nous illustrons dans un tableau les différents niveaux de codétermination didactique activés

par les éléves et le professeur.
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Domaine: Nombres et Calcul

Secteur:
Expressions
numérigques

Opérations sur
des nombres
positifs.

Theme: Lois de
priorité des
opérations

Theéme:
Soustraction
arithmétigues
des nombres
positifs.

Sujet:
Calculer de
gauche a
droite la
aleur a+h-c

Sujet:
Calculer la
difference
a-b

by

Secteur : Addition et
soustraction des
nombres positifs

l

Théme: Calculer la valeur
numeérique d'une expression
par I'ajout de deux
epérateurs "+n" et "-m".

Sujet: Calculer I'opérateur

compesé "+n-m” de deux

opérateurs "ajouter n" et
"soustraire m

Secteur: Nombres Relatifs

Théeme: Identifier
les nombres relatifs.

Sujet: écrire un nombre
positif (+a) et un
nombre négatif (-a)

Théme: Opération sur
les nombres relatifs

Sujet: Décomposer un
nombre relatif (négatf)
en une somme de
plusieurs nombres.

La forme rectangle B indique un milien cognitif relatif au professeur.
La forme ovale =@ oty milieu cognitif commun entre le professeur et I"éléve.
La forme losange @ indique un milieu cognitif relatif a 1 éléve.

Tab OM 27 : Nombres Relatifs, Tableau du dédoublement des milieux de la deuxieme séance
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6.8. Analyse de la troisiéme séance

6.8.1.  Organisation de la troisieme séance

Au début de la troisiéme séance le professeur se place dans I’étape 3 de I’ingénierie (p11) qui
a pour but d’institutionnaliser le calcul de (a + b — ¢ cas ou b <c). Il est propos¢ de demander

aux €éléves de noter sur le cahier de cours le résumé suivant :

3. Une nouvelle notation pour simplifier I’écriture

Pour simplifier I’écriture du programme de calcul, « a un nombre, on ajoute 45 et on soustrait
46 », on aurait pu écrire : ... +45-46=... - 1.

On a preéféré écrire :

+45 - 46 =-1

qui signifie que si @ un nombre, on ajoute 45 puis on soustrait 46, alors on lui soustrait 1.
Ainsi: 458 +45 - 46 =458 — 1 =457

P engage les ¢éleves a écrire par eux-mémes, dans la suite du cours, ce que 1’on a alors observé
avec les autres programmes de calcul :

+124 — 125 =-1, ainsi 15627 + 124 — 125 = 15627 — 1 = 15626 |...] (Ingénierie, pl1)

Ensuite il s’engage dans I’étape 4 : « mise en évidence des nombres négatifs ». Il s’agit de
« demander aux éleéves s’ils peuvent trouver des programmes de calculs qui reviendraient a
soustraire 2, 3, 4, 5 ou 6 au premier nombre, donc des écritures équivalentes a-2, -3, -4, -5 ou
—6. Les ¢leves comprennent qu’il suffit de choisir deux nombres dont la différence est 2, 3, 4,
5 ou 6 et d’écrire correctement qu’on ajoute le plus petit et que 1’on retranche ensuite le plus
grand » (Ingénierie, p12).

Enfin, le professeur méne un travail de justification sur la propriét¢é mathématique « la

commutativité » du calcul fait par le programme de calcul par exemple :

+7-1 =4 +8-3=45
+7—1 =1 &7 _ +8-3=-3+8
—1 7—4 et -3+8=+45

Dans I’ingénierie, il est proposé de demander aux éléves de noter :

I1. Un nouveau type de calculs

1. Exemples
+7-11=-4
-3+8=+5

2. Propriété de ce nouveau type de calculs

Propriété
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Si on change I’ordre des opérations dans un programme de calcul contenant des additions et

des soustractions, on obtient un programme de calcul équivalent.

Exemples
+7-11=-11+7=-4
-3+8=+8-3=+5 (Ingénierie, p15)

6.8.2. Niveaux de codétermination didactique relatifs a cette séance

Notre but principal ne consiste pas a mener une étude sur la conformité de 1’ingénierie mise
en place par le professeur. Nous nous intéressons a déceler les différents niveaux de
codétermination didactique activés afin de prouver I’apparition du phénoméne de
« dédoublement des milieux ».

Pour ce faire, nous allons limiter notre étude dans cette s€éance a trois extraits qui attestent

I’existence de ce phénomeéne.

6.8.2.1. Le dédoublement des milieux entre les milieux cognitifs des
éléves et les milieux institutionnels du savoir dans la simplification du

programme de calcul +242 — 247

Min 24 sec 28

1 P (I1 écrit au tableau de la feuille qu’il tient a la main 1350+242-247=1345)
Provient de la simplification du programme de calcul (+242-247=-5)
C’est un autre exemple, donc ajouter 242 et soustraire 247 a 1350 revient

2 | Els Revient a soustraire

3 |P Oui, c’est égal a 1345. Pourquoi on a obtenu cette réponse ?
4 Re Car on a soustrait, moins 247

5 To Moins, ¢’est moins 5

6 |P Pourquoi on a soustrait 5 ?

7 | Re Car on a ajouté 242 et on a soustrait 247

8 P Cela revient a soustraire 5

Donc cette réponse provient de la simplification du programme de
calcul« Ajouter 242 et soustraire 247 revient a soustraire 5 »

Extrait 37 : Nombres Relatifs S3/ Ext 1/ L1 a L8

Le professeur organise cet extrait en sollicitant la mémoire des éléves sur « la simplification
du programme de calcul » (voir 6.7.2, p.223) : « Provient de la simplification du programme
de calcul ». La réponse de I’¢éleve Re dans L4 « Car on a soustrait, moins 247 » ne convient
pas avec celle du professeur. Deux hypothéses se présentent face a cette réponse. 1) Re

commence sa réponse par « soustraire » pour répondre a Els dans le tour de parole
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L2 : « Revient a soustraire ». Mais il a complétement changé en « moins 247 ». Il semble qu’il
a répondu a partir de la technique « Calcul de gauche a droite : 1345+242-247 = (1345+242)-
247» qui se conclut par « moins 5 ». C’est ce qui montre que cet ¢léve mobilise le sujet
« Calculer de gauche a droite dans une expression numérique » (voir 7ab OM 20, p.190) qui
explicite les autres niveaux de codétermination). 2) La réponse de Re peut provenir d’un
retour a un synonyme du mot « soustraire » en francais. Nous avons souligné dans le
paragraphe 6.6.6.1 (p.206) que soustraire a la méme signification que « moins » et « retirer ».
Dans ce sens la seule possibilité de produire une réponse avec le mot « moins » est de dire
« moins 247 » puisque ce signe précéde le nombre 247.

Cependant apres la réponse justificative de To dans LS5 « moins, c’est moins 5 », I’éléve Re se
place dans le cadre logique du programme de calcul en disant « Car on a ajouté 242 et on a
soustrait 247 » (L7). Nous pouvons dire que cet extrait qui porte sur le calcul de «+242 —
245 » a une fonction mésogénétique. C’est a partir de la constitution d’un milieu contenant ce
calcul que les é¢éleves pourront justifier leurs calculs propres au type de taches « calculer
I’opérateur compos¢ de deux opérateurs » qui est 1’objectif du professeur dés la premicre
séance. Par suite, ce type de tiches pourra devenir « un sujet commun » aux niveaux de

codétermination auxquels se référeront les éléves et le professeur.

L’extrait précédent a été complété par des questions / réponses entre le professeur et les éleves

et s’acheve avec ces tours de paroles :

14 | P (il montre le -5) soustraction. Est-ce qu’il y en a des programmes de calcul qui
aboutit a une addition ?

15 | Els Oui, oui

16 | P Donnez-moi un exemple, levez le doigt. Oui Ma.

17 | Ma 247 moins 242

18 | P Tres bien. Si on ajoute, ajouter 247 et soustraire 240 (il écrit pendant qu’il
parlet247 — 240 =) revient a quoi ? (il regarde les éléves en attente de la
réponse)

Extrait 38: Nombres Relatifs S3/ Ext 2/ L14 a L18

Cet extrait montre que 1’activation de la technique « calculer la différence positive de deux
nombres » persiste comme ¢élément technologique essentiel dans le calcul de I’expression
« 1345+242-247 » pour I’¢éleve Ma. Cet ¢leve a répondu dans L17 par « 247 moins 242 »
malgré les sollicitations multiples du professeur pour officialiser « le programme de calcul ».
Cet ¢leve Ma n’a pas pris en compte dans ce tour de parole L17 ce qui s’est fait avec Re dans

L7 «car on a ajouté 242 et on a soustrait 247 ». Malgré tout, le professeur félicite cet ¢léve
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« Tres bien » (L18) tout en utilisant le programme de calcul convenable « ajouter 247 et

soustraire 240 ».

Cet extrait atteste l’existence d’éléves qui ne s’engagent pas dans un calcul du type
« Programme de calcul », mais continuent d’utiliser d’autres techniques du secteur « Calcul de

la différence positive de deux nombres ».

6.8.2.2. Le dédoublement des milieux entre : les OM du professeur et les

milieux institutionnels de I'ingénierie

Nous montrons 1’extrait ci-dessous qui vient apres pres de douze minutes de travail dans cette

séance sur les programmes de calcul.

Min 36 sec 18

1 P Qu’est-ce qu’on peut remarquer ? Oui Jo

2 | Jo On a remarqué que si le nombre était, comme par exemple, soustraire 7 et ajouter
4 c’est soustraire 3 et si on les inverse c’est la méme chose

3 |P C'est-a-dire, si on dit ajouter 4 et soustraire 3, aussi c’est la méme réponse. C'est-

a-dire si on change 1’ordre, c’est tres bien Jo
Faites attention. Ajouter 7 et soustraire 11 (il montre du doigt +7-11=-4) revient
a quoi ?

4 Els A soustraire 4

)]
=]

Soustraire 11 et ajouter 7 (il montre -11+7=-4) revient a quoi ?

6 Els A soustraire 4

Extrait 39 : Nombres Relatifs S3/ Ext 3/ L1 a L6

Cet extrait porte sur I’étude de la propriété « commutativité » des opérations dans un
programme de calcul contenant des additions et des soustractions (Ingénierie, p 15).

La premiere partie de la réponse de Jo « On a remarqué que si le nombre était » (L2) laisse
une certaine place a I'usage des « Nombres » qu’il connait. Or cet ¢éléve se trouve confronté a
une tache problématique : c’est que « 1’usage des nombres positifs ne pourrait pas justifier
I’ordre des opérations avec une soustraction ». Pour faire face a cette problématicité, I’éléve
Jo termine par «comme par exemple, soustraire 7 et ajouter 4 c’est soustraire 3 et si on les
inverse c’est la méme chose » (L2). Cet éleve, plongé dans le sujet « Opération sur les
programmes de calcul » dans lequel il valide cet exemple, a abandonné la justification avec
les nombres positifs. Il s’est lancé dans un « saut informationnel » puisque ses connaissances
antérieures ne peuvent servir a valider la résolution de cette nouvelle tiche problématique.
Dans ce contexte, Jo s’engage dans le sujet « Calculer en utilisant le programme de calcul »

au sein d’un cadre conceptuel nouveau « Calculer I’opérateur composé de deux autres
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opérateurs (soustraire 7 et ajouter 4) ». Ce nouveau placement est suivi, dans les tours de
paroles L4 et L6 de cet extrait, des réponses de certains de ses camarades qui montrent qu’eux
aussi se placent dans ce méme cadre.

Ces ¢éleves ont commencé a entrer dans certains niveaux de ’OM dont le sujet « Calculer
I’opérateur composé de deux opérateurs » fait partie. C’est ce qui laisse supposer que ce sujet
est « commun » aux ¢éléves et au professeur.

Comment le professeur va-t-il s’y prendre pour inciter les éléves a se placer définitivement
dans le cadre de ce sujet ?

L’extrait précédent vient suite a plusieurs tours de parole a partir de L6 :

31 | P Donc on a changé seulement 1’ordre des nombres. Donc si on change ’ordre des
nombres dans une opération, on a des additions et des soustractions, est-ce que la
réponse change ?

Extrait 40 : Nombres Relatifs S3/ L31

Le professeur engage la tiche « Changer ’ordre des nombres » par une « bifurcation » qui
constitue a replacer les éléves dans un flou sur les milieux institutionnels du savoir. Il s’agit
pour lui de citer la propriété mathématique (commutativité) dans le contexte des « Nombres
Relatifs » puisque sa réponse contient les deux mots « nombres et opérations » : « Donc on a
changé seulement [’ordre des nombres ».11 continue par « Donc si on change [’ordre des
nombres dans une opération, on a des additions et des soustractions ». A ce moment de
I’enseignement, les éléves ne connaissent que les additions et les soustractions dans le
contexte des entiers positifs : « Addition : ¢’est augmenter un état initial et Soustraction : c’est
diminuer un état initial ». Alors que le professeur se place dans le secteur des « Nombres
Relatifs ». Il semble qu’il identifie I’opérateur (-10) avec le nombre négatif (-10). C’est ce qui

nourrit la bifurcation qui seme un « flou » sur les OD et les OM du savoir.

Notons que la propriété est énoncée dans I’ingénierie (p 15) par « Si on change 1’ordre des
opérations dans un programme de calcul contenant des additions et des soustractions, on
obtient un programme de calcul équivalent ». La « commutativité » référe au cadre des
programmes de calcul, c'est-a-dire des opérateurs a ce moment du temps didactique. Par
contre le professeur a repris cette propriété mais dans I’ensemble des « Relatifs ». Dans ce
sens il devance les milieux institutionnels du savoir avant méme qu’ils soient introduits.

En conclusion, le professeur s’est placé seul dans le secteur « Nombres Relatifs » qui

renferme le premier théme « Identifier les nombres relatifs » en activant le sujet « Ecrire un
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nombre relatif » et le second théme « Opération sur les nombres relatifs » qui débouche sur le
sujet « Additionner deux relatifs de signes opposés » qui est activé par le professeur pour la

premicre fois.

6.8.2.3. Le dédoublement des milieux entre : les OM du professeur et les
milieux institutionnels de I'ingénierie

L’extrait suivant se place dans le temps de cloture de la séance :

Min 42 sec40 (Fin de la séance)

1 | Ka Tu peux répéter un peu sur le changement d’ordre

2 | P Changement de 1’ordre. Bien sir. Regarde bien «ajouter 7 et soustraire 11
revient a quoi ? » (il montre +7-11=-4)

3 | Re A soustraire 4

4 |P Si je veux soustraire 11 avant d’ajouter 7. Soustraire 11 puis ajouter 7 (il montre
-11+7=-4) revient a quoi ?

5 | Els Soustraire 4

6 |P C’est la méme réponse n’est-ce pas ? Donc je peux changer I’ordre. Tu as
compris ?

7 | Ka Pourquoi, on ne met pas moins par exemple 3 moins 8 (a propos de +8-3= -3+8)

8 |P Plus 3 moins 8. Tu n’as pas changé 1’ordre. Tu as changé I’opération.
Ici j’ajoute 8 et je soustrais 3 (il montre +8-3).
Dans la deuxiéme aussi, j’ajoute 8, c’est le méme nombre que j’ajoute, et je
soustrais 3. Mais seulement j’ai changé I’ordre.
Toi tu dis ajouter 3 et soustraire 8. Est-ce que j’ai ajouté 3 dans les deux ?
(il montre +8-3) J’ai ajouté 8. Ici ajouter 8. Toi tu dis ajouter 3 et soustraire 8.
C’est tout a fait différent. Oui Re

9 | Re Toi tu as dit on change I’ordre et on change encore le signe plus
On additionne et on soustrait, c'est-a-dire

10 | P Mais quel est le signe qui précede 8

11 | Re Plus

12 | P Quel est le signe qui précede 3 ?

13 | Re Moins

Extrait 41 : Nombres Relatifs S3/ Ext 4/ L1 a L13

Il s’agit d’expliquer a un éléve la propriété de commutativité dans ’égalité (-7+11 =+11-7). P
se place au sein du cadre de I’ingénierie qui consiste a faire un calcul sur des programmes de
calcul : « Si je veux soustraire 11 avant d’ajouter 7. Soustraire 11 puis ajouter 7 (il montre -
11+7=-4) revient a quoi ?» (L4).

Pour expliquer a Ka dans L7 : « Pourquoi, on ne met pas moins par exemple 3 moins 8 (a
propos de +8-3= -3+8 », le professeur se place, en L10, au sein du secteur des nombres
relatifs « Mais quel est le signe qui précede 8 » et encore « Quel est le signe qui précede 3 ? »
(L12). Il fait ainsi advenir des ¢léments technologiques que les éléves ne connaissent pas. Une
telle logique accroit la distance mésogénétique entre les milieux institutionnels de I’ingénierie

et les OM et OD sollicitées par le professeur.
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6.8.3. Conclusion

Le dédoublement a lieu entre les milieux cognitifs des éleves, les OM et OD utilisées par le
professeur et les milieux institutionnels de I’ingénierie. Nous illustrons dans ce tableau la

nouvelle OM mise en place pendant cette séance.
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Domaine: Nombres et Calcul

Secteur:

Expressions
numerigues

Secteur : Addition
et soustraction des
nombres positifs

Théme: Lois de
priorité des
opérations

Théme: Calculer 1a
valeur dune
expression par l'ajout
de deux opératewrs

Sujet: Calculer
de gauche 2
droite |a
valeur a+b-c.

Sujet: Calculer
l'opérateur composé
"+n-m" de deux
opérateurs "ajouter
n'" et "soustraire m

Sujet:
Calculer Iz
difference a-b

Secteur: Nombres Relatifs

Theme: [dentifier
les nombres
relatifs.

Théme: Opération sur
les nombres relatifs

Sujet: écnre un nombre
positif (+a) et un
nombre négatif (-a).

Sujet: Additionmer deux
nombresrelatifs de signes
contraires.

La forme rectangle MM indique un milien cognitf relatf au professeur.
La forme ovale = ooty milieu cognitf commun entre le professeur et I éléve.
La forme losange @ indique w milieu cogitif relatif a I"éléve.

Tab OM 28 : Nombres Relatifs, Tableau du dédoublement des milieux de la troisieme séance
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6.9. Analyse de la quatriéeme séance

Cette séance est organisée ainsi :

1. Correction du devoir fait a la maison qui a pour but principal de valider la simplification du
programme de calcul,

2. Introduction des « Nombres Relatifs »,

3. Addition des nombres relatifs positifs.

6.9.1. « Le programme de calcul » : Une technologie prise en ceuvre par les

éléves pour justifier des calculs

Nous avons indiqué dans la conclusion de la séance précédente (voir 6.8.3, p.234) que le sujet
« Calculer un opérateur composé de plusieurs opérateurs » est devenu en général une
technique d’éléves pour justifier les calculs sur des expressions de forme «a + b —c». La
premigére partie de cette séance qui a duré pres de seize minutes en est une preuve.

Dans allons étudier dans cette partie des tours de parole qui montrent I’implication des éléves

dans la technique relative au type de taches « Simplifier un programme de calcul ».

Min 7 sec 10

1 P Mar (elle passe au tableau), soustraire § et soustraire 8 (elle écrit -8-8=) revient
a quoi Mar

2 | Mar | Zéro

3 |P Elle a dit zéro, qui sait la réponse ? (des doigts se Iévent) Jos

4 | Jos Moins 1

5 |P Non ce n’est pas soustraire 1. Cha

6 | Cha | Moins 8.

7 |P Non

8 |Sam | -16

9 |P Pourquoi moins 16 ?

10 | Sam | Car moins 8 et moins 8 aussi c’est

Extrait 42 : Nombres Relatifs S4/ Ext 1/ L1 a L10

Le professeur méne le moment du travail de la technique « simplifier un programme de
calcul » en coopération avec les éléves. Il s’agit de corriger le devoir et de donner oralement
des exercices similaires. La réponse de Mar dans L2, « Zéro », au programme « soustraire 8
et soustraire 8 (-8-8)», semble représenter le calcul de « 8-8 ». Ce calcul a lieu dans
I’ensemble des entiers positifs puisque le nombre « -8 » (le premier -8) n’est pas encore
introduit. Mar est ainsi contrainte de trouver une réponse. Elle mobilise dans ce cas ses

connaissances antérieures sans se préoccuper du premier signe « moins ».
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Cependant 1’¢léve Sam a recouru dans sa réponse : « car moins 8 et moins 8 aussi » (L10) a
I’idée d’un programme de calcul a partir du calcul : « A un nombre donné soustraire 8 et aussi
soustraire 8 revient a lui soustraire 16 ». Il dispose de sa mémoire pratique relative aux
«programmes de calcul » des séances précédentes. Ce rapport s’est établi dans le but de
trouver des techniques plus économiques pour calculer des expressions de la forme «a+b —c¢
ou a est un nombre initial donné ». « Ce type de mémoire rencontre alors la métis de [’éleve,
que l’on souhaite devenu un temps mathématicien ; c’est-a-dire devenu, par sa ruse et son
intelligence, créateur de mathématiques, bien qu’elles en soient peut-étre restées a [’état brut,
non abouties, demandant affinage et validation, mais en tout cas nouvelles pour lui et pour
ses pairs » (Matheron, 2010). Donc la métis de Sam ainsi que son bon sens pour trouver une
justification mathématique lui ont permis de proposer une technologie liant ses connaissances
antérieures (calculer une expression de forme a + b — ¢) au nouveau cadre (programme de

calcul).

Cet extrait est suivi de plusieurs interventions qui pourraient montrer I’engagement des éléves
dans la technique basée sur « le programme de calcul ». Pour exemplifier nous montrons les

interventions suivantes :

27 | P Passe au tableau (Re passe au tableau). Ajouter 5 et ajouter 5 revient a quoi ?

28 | Els Ajouter 10 (Re écrit +5+5=)

29 | P Ajouter 10 (Re fait le signe oui de téte et écrit +10)
Oui, Man (elle passe au tableau), ajouter 3 et ajouter 4 revient a quoi ? (elle écrit
+3+4=)

30 | Els Ajouter 7 elle écrit +3+4=+7)

31 | P Man est au tableau

Revient a quoi ?

32 | Man | 7 (elle écrit +7 suite a =)

33 |P A ajouter 7, trés bien. Jo (il passe au tableau) soustraire 4 et soustraire 5 (il écrit
-4-5=-9).
34 | Jo Revient a soustraire 9

Extrait 43 : Nombres Relatifs S4/ Ext 2/ L27 a L34

Nous remarquons dans cet extrait que les €éléves ont répondu immeédiatement aux questions
qui portent sur le calcul des programmes de calcul. Or le professeur a cloturé ses questions
dans L27, L29 et L31 par I’expression « revient a quoi ? ». Pour cette raison, les éleves ont
répondu par « ajouter ... » qui représente le programme de calcul simplifié. La réponse de Jo,
« Revient a soustraire 9 » (L34), contient le signe «revient» (c’est le mot qui clot le
programme de calcul) alors que la question du professeur dans L33 ne contenait pas

I’expression « revient a quoi ? ». Les réponses des ¢€leves attestent que le rapport au sujet
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« Calculer I’opérateur composé de deux autres opérateurs » est en train de se constituer d’une

facon partagée.

6.9.2. L’institutionnalisation du programme de calcul effectué sur trois opérateurs

Le professeur compte aller vers 1’institutionnalisation du programme de calcul dans le cas de
trois opérateurs. Il a demandé aux ¢€léves de calculer « -5+5-1 » (L37). C’est Al qui a répondu
par « Euh revient a soustraire 1 » (L38). Cet €léve a effectué un calcul mental dans le cadre
du programme de calcul. Nous citons 1’extrait qui montre comment le professeur a explicité ce

calcul aux éléves :

41 | P On a commencé, tu as commencé par cette opération n’est-ce pas ? (il montre
-5+5 qu’Al relie ensemble par un trait)
Soustraire 5 et ajouter 5 revient a quoi ?

42 | Els Z¢éro (Al écrit 0 au-dessous de -5+5)

43 | P Zéro (Al apres 0 il écrit -1=-1).

Zg€ro et soustraire 1 de zéro revient a soustraire 1. Trés bien Ant (il passe au
tableau) Ajouter 2 et ajouter 4 (il écrit +2) et ajouter 4 (il écrit + 4=) revient a
quoi Ant ?

Extrait 44 : Nombres Relatifs S4/ Ext 3/ L41 a L43

Comme prévu, le professeur accorde une priorité au calcul des opérateurs « soustraire 5 » et
« ajouter 5 ». Au tableau, 1’¢leve Al relie ces deux opérateurs et écrit un zéro en dessous.

Mais pour effectuer le calcul de « 0 — 1=...». Le professeur a ajouté I’explication
suivante : « Zéro et soustraire 1 de zéro revient a soustraire 1» (L43). Or du point de vue
« cognitifs » des ¢éleves, dire « soustraire 1 de zéro » est dénué de sens dans I’ensemble des
nombres positifs. Cela puisque les éléves savent que 1) zéro est le plus petit des nombres
positifs et 2) la soustraction des nombres positifs fait diminuer I’état initial. Face a ces deux
connaissances, 1’explication de P n’est pas acceptée par les éleéves. Par suite le calcul mené
par le professeur « soustraire un de zéro» n’a de sens que s’il se fait dans le secteur
« Nombres Relatifs ».

Cette méme explication est reprise dans 1’extrait ci-dessous :

46 | P Rox, ajouter 4 soustraire 4 et ajouter 2 (elle écrit +4-4+2=+2, hésitante elle
efface du coup la réponse +2, elle joint +4 et -4 et met en dessous 0).
C’est bien, ajouter 4 et soustraire 4 (il montre du doigt les nombres) revient a

47 | Els Zéro

48 | P Ecris, zéro plus 2 (elle écrit suite a = 0+2=).
Ajouter 2 a zéro revient & ?

49 | Els+ | 2, plus 2
Rox | (Rox écrit 2 aprés = et retourne a sa place)

Extrait 45 : Nombres Relatifs S4/ Ext 4/ L46 a L49
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I1 s’agit de simplifier le programme « +4 — 4 + 2 ». Rox a écrit la réponse correcte au tableau
apres avoir souligné les opérateurs opposés « +4 et -4 ». Cependant le professeur a demandé
dans 148 : « Ecris, zéro plus 2 (elle écrit suite a = 0+2=). Ajouter 2 a zéro revient a ? ».
Cette explication « ajouter deux a zéro » reléve du sujet « additionner deux nombres positifs »
puisque le programme de calcul : « 0+2 » peut se traduire par « ajouter 0 et ajouter 2 a un

nombre revient a lui ajouter 2 » et non par « ajouter 2 a zE€ro ».
6.9.3. Conclusion de la premiére partie de la quatrieme séance

Les niveaux de codétermination didactique sollicités par les uns et les autres dans les
moments précédents de cette s€ance n’ont pas changé de ceux de la séance précédente (voir
Tab OM 28, p.235). La différence qui s’est établie dans cette premicre partie réside dans la
disparition des techniques de calcul dans les deux sujets « Calculer de gauche a droite dans
une expression numérique de la forme (a + b — ¢) » et « Calculer la différence positive de (b —
c) ». Au fur et a mesure que cette partie avance, ces deux sujets ont laissé place au milieu
institutionnel : « Calculer 1’opérateur composé de plusieurs (deux ou trois) opérateurs »

propos¢ par ’ingénierie.

En général, les éleves se sont impliqués dans le sujet institutionnel du savoir. Ils ont effectué
différents calculs avec réussite portant sur: « deux additions, deux soustractions, des
programmes comprenant trois opérations, des programmes équivalents a zéro ». Dans ce sens
nous pouvons dire que « L’idée commence a vivre que ce que [’on fait sur les programmes de
calcul s’apparente a ce qui se fait avec des nombres. C’est désormais au professeur de dire
que l’'on « invente » de nouveaux nombres : les négatifs » (Ingénierie, p15). En d’autres
termes, la distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des éleves et le milieu
institutionnel du savoir diminue. La distance est ainsi plus réduite. Par suite, le dédoublement

entre ces milieux tend a s’annuler.

Cependant, le milieu institutionnel n’est pas I’unique milieu qui a existé dans la classe. Nous
avons prouvé I’existence de plusieurs sujets « distincts » entre le professeur et les éleves,
aptes a faire émerger un dédoublement de milieux.

L’organisation didactique cette partie a permis de faire vivre deux moments : construction
d’un bloc technologico-théorique et moment de travail de la technique. On a « Calculé une
expression numérique » en utilisant des justifications qui se placent au niveau du sujet

« Calculer (additionner ou soustraire) deux nombres relatifs ». Le partage des connaissances
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relatives a ce niveau ne peut s’appuyer sur les rapports établis par les €léves : les nombres
relatifs ne relévent pas de leurs connaissances antérieures. Le professeur devance le savoir
enseigné par des gestes qui renvoient subtilement a sa propre connaissance de I’OM sur les
« Nombres Relatifs ». L’activation par le professeur d’éléments technologiques relevant du

secteur « Nombres Relatifs » a contribué a I’apparition d’un dédoublement des milieux.

Nous illustrons notre analyse précédente dans le tableau ci-dessous afin de montrer les
différents niveaux de codétermination didactique activés au cours de cette partie de la
quatrieme séance. Dans ce tableau, nous observons que le milieu institutionnel du savoir est
pris en compte par les ¢leves. Cependant le professeur a pris en charge la mobilisation

d’autres niveaux qui ne concernent uniquement que lui.
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Domaine: Nombres et Calcul

Secteur: Addition et soustraction Secteur: Nombres Relatifs

des nombres positifs

Théme: : Identifier les nombres Theme: Opération sur les
relatifs. nombres relatifs

Theme: Calculerla valeur
numérique (oul'état final) d"une
expression parl ajout de denx

operateurs "+n" et"-m".

Sujet: écrire un nombre positif (+a) et Sujet: Additionner (soustraire)

Sujet: Caleuler!' opérateur gl 3
1 P un nombre négatif (-a). deux nombres relatifs.

composé "+n-m”  de deux
opérateurs "ajouter n” et
"spustraire m

La forme rectangle M ndique un milieu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale ™ oct 1 milieu comitif cormmm entre le professeur et 'éléve

Tab OM 29 : Nombres Relatifs, Tableau du dédoublement des milieux de la premiere partie de
la quatrieme séance
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6.9.4. Introduction des Nombres Relatifs

6.9.4.1. L’introduction de nouveaux nombres : les nombres Positifs et les

nombres Négatifs

Le professeur a institutionnalisé pendant les moments d’enseignement précédents le calcul sur
«les programmes de calcul ». Les ¢éleéves, quant a eux, ont mis en ceuvre ce type de calcul a
partir de la troisieme séance. De plus, ils I’ont pris comme cadre technologique pour justifier
des calculs faits sur deux additions, deux soustractions etc.

Dans I’extrait ci-dessous, nous montrons I’introduction des « Nombres Relatifs » :

Min 16 sec 57 jusqu’a min 27 sec 50

1 P Donc on a sur le tableau des nombres qui sont précédés du signe moins (il
montre le nombre -30 au tableau), des nombres précédés du signe plus (il montre
le nombre +10) et des nombres sans signes par exemple le zéro.

Qu’appelle-t-on ces nombres ? Qui sait ?

2 Sam Nuls

3 P Non

4 Cha Consécutifs

5 P Non

6 Eln Relatifs, nombres Relatifs

7 P Nombres Relatifs, c’est le titre du chapitre. C’est bien ce sont les nombres

relatifs. Mais qui sait par exemple comment on appelle les nombres précédés du
signe moins ?

8 Jo Les nombres négatifs

9 P Trés bien, les nombres précédés du signe moins s’appellent les nombres négatifs.
Et ceux précédés du signe (il tend le doigt vers les nombres précédés par un
signe plus)

10 | Els Brouhaha, positifs

1 | P Trés bien, tous les nombres positifs et négatifs sont appelés les nombres relatifs.

Est-ce que c’est clair ?

Extrait 46 : Nombres Relatifs S4/ Ext 5/ L1 a L11

Le professeur meéne le moment de la premicre rencontre avec les Nombres Relatifs par la
monstration de « Programmes de calcul équivalents » écrits au tableau (-30 et +10). Leur
introduction ne s’est pas faite réellement a partir de ces programmes « on a sur le tableau des
nombres qui sont précédés du signe » (L1). 11 a attiré Dattention des éleves sur la
représentation sémiotique de ces nouveaux objets « nombre et signe » ou « nombre sans
signe » représentant uniquement le zéro (pour ce moment). Ensuite il a mis en évidence ces
objets mathématiques nouveaux qui seront notés « ce sont les Nombres Relatifs » (L7). Enfin
il présente les nombres Négatifs ceux précédés du signe « moins » et les nombres Positifs

ceux précédés du signe « plus ».
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Cette introduction ne coincide pas effectivement avec « L idée commence a vivre que ce que
[’on fait sur les programmes de calcul s ’apparente a ce qui se fait avec des nombres. C’est
désormais au professeur de dire que l’on « invente » de nouveaux nombres : les négatifs »
(Ingénierie, p.15). En outre, dans la partie définition (Ibid.) nous lisons : « a) Les nombres
entiers peuvent donc €tre notés avec un signe + ; on les appelle des nombres positifs ». Cela
garde un lien étroit entre les anciens et les nouveaux nombres.

Cette introduction montre, pour le moment, que les nouveaux nombres sont introduits d’une
fagon formelle. Cela puisque le lien avec les « anciens » travaux concernant les « programmes
de calcul » n’est pas pris en compte dans cet extrait, ainsi que le lien avec les « anciens »
nombres. Nous nous attendons a ce qu’un certain nombre de régles se construisent dans
lI'implicite sur la base de confusions, principalement a propos du signe « +» des nombres

positifs. Pour exemplifier, nous extrayons les tours de parole suivants :

33 | P Donnez-moi des nombres relatifs
34 Els Zéro

35 P Zéro

36 San 1

37 | P Plus 1

Extrait 47 : Nombres Relatifs S4/ Ext 6/ L33 a L37

Le professeur corrige I’¢leve San a propos du nombre positif qu’il a donné dans L36: « 1 »
n’est pas correct. Le nombre positif est « plus I (+1) ». Dans ce sens, le professeur semble
préoccupé par I’enseignement des nouveaux symboles désignant les types de nombres au
détriment de I’enseignement de la relation qui existe entre le nouveau et I’ancien. C'est-a-dire
entre les nombres positifs que les éléves connaissent et les nouveaux nombres positifs que le
professeur a «inventés ». Cette invention pourrait constituer une mise « au frigo » des
«nombres anciens » des éléves par I’intermédiaire d’une nouvelle dénomination « la valeur

absolue » :

47 | P Relatifs. Le nombre relatif est composé d’un signe (il entoure le signe plus
devant 5)

48 | Re Et d’un chiffre

49 Ma Plus trois

50 | P Ce nombre s’appelle, c'est-a-dire le nombre sans le signe, s’appelle la valeur
absolue de ce nombre, c'est-a-dire plus 5 est composé du signe plus
51 | Re Et de la valeur absolue

Extrait 48 : Nombres Relatifs S4/ Ext 7/ L47 a L51

Cet extrait montre que les €éléves sont familiers avec 1’écriture des « nombres positifs ». C’est

le cas de 1’¢léve Ma qui a propos¢ dans L49 le nombre : « Plus trois » pour un nombre positif.
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Le professeur a officialisé une nouvelle dénomination « la valeur absolue » pour parler des

« nombres anciens » des éleves.

Par suite, le nombre positif est formé d’un signe « plus » et d’une « valeur absolue ». C’est ce

qui pourrait renforcer I’idée d’une rupture entre anciens nombres / nouveaux nombres positifs.

Bref, I’introduction de ces nombres continue avec cet extrait :

75 | P Avec le signe plus sont appelés les nombres

76 | Els Positifs

76 | P Les nombres positifs (il continue a écrire s’appellent « nombres positifs », * Les
nombres)

78 | Re Et les nombres précédés d’un signe moins s’appellent négatifs

Extrait 49 : Nombres Relatifs S4/ Ext 8/ L75 a L78

Cet extrait institutionnalise les nombres relatifs. Ils sont positifs avec « le signe plus » et

négatifs avec le signe « moins ».

Le professeur passe ensuite a 1’acte. Il a donné des exercices pour fixer les rapports des éleéves

avec ces nouveaux objets de savoir. Il a demandé a ses ¢éleves de donner des nombres positifs

puis négatifs. Voila les réponses recueillies :

Nombres positifs :0,+1,+2,+8,+4,...
Nombres négatifs :0,-1,-2,-8,-6,-12,...

Nous remarquons que, pour ces éleves qui ont répondu, les nombres positifs doivent étre

précédeés par le signe « plus ». Cela peut justifier la présence d’une rupture avec les nombres

positifs qu’ils connaissent d¢ja.
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6.9.4.2. L’écriture des nouveaux Nombres Positifs

Min 33 sec 7 jusqu’a min 34 sec 40

1 |P Faites bien attention. Les nombres négatifs sont toujours précédés du signe (il
montre les exemples notés au tableau et place la craie sur le signe -)

2 Els | Moins

3 |P Moins. Les nombres positifs sont précédés du signe plus (il montre les exemples
notés au tableau et place la craie sur le signe +)

Mais par exemple plus 2 (il écrit +2=2) c'est-a-dire au lieu d’écrire plus 2 on peut
parfois écrire 2, 2 c'est-a-dire plus 2.

Au lieu d’écrire plus 3 (il écrit +3=) on peut écrire

4 |Els |3

Extrait 50: Nombres Relatifs S4/ Ext 9/ L1 a L4

Le professeur a pass¢ une minute a peu prés pour montrer les différentes écritures des
nombres positifs. Cependant il n’a pas donné une importance particuliére a ce qu’il a déclarg.
Il a commencé son discours par reprendre 1’écriture générale du nombre positif « les nombres
positifs sont précédés du signe plus » (L3). Il a ensuite donné un exemple qui peut s’écrire
parfois sans le signe plus : « Mais par exemple plus 2 (il écrit +2=2) c'est-a-dire au lieu
d’écrire plus 2 on peut parfois écrire 2, 2 c'est-a-dire plus 2 » (suite de L3). La spécificité de

cette écriture (nombre positif sans signe) est montrée dans 1’extrait ci-dessous »

Min 38 sec12 jusqu’a min 39 sec 2

1 P Ma, que veut dire un nombre positif ? Ma, léve-toi, oui
2 | Ma | Zéro,plus 1, plus 2, plus 6
3 |P Donc, que veut dire un nombre positif ?
4 | Re Précédé
5 |P Ce sont les nombres précédés
6 | Els Par le signe plus
7 |P Assieds-toi, oui Man les nombres négatifs
8 | Man | Les nombres négatifs sont avec moins
9 | Re Précédé
10 | P précédé du signe moins. Assieds-toi
Les nombres relatifs. oui Jo
11 | Jo Les nombres relatifs ¢a veut dire les deux signes moins et plus
12 | P Les nombres positifs et les nombres négatifs. Tres bien

Extrait 51 : Nombres Relatifs S4/ Ext 10/ L1 a L12

Nous remarquons dans cet extrait que tous les nombres positifs donnés par les éléves sont
écrits avec le signe « plus ». Les signes « moins et plus » révélent 1’aspect « Relatifs » de ces
nombres. C’est ce que montre le tour de parole L11 de Jo : « Les nombres relatifs ¢a veut dire
les deux signes moins et plus ». Nous pouvons remarquer qu’aucun des ¢léves n’a osé¢ donner

un nombre positif sans signe. Par suite, ’aspect « les nouveaux nombres positifs sont les
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anciens nombres » que les €léves manipulent depuis des années n’apparait pas comme une

connaissance des éleves.

En conclusion, les explications du professeur concernant I’introduction des nouveaux
nombres ont sans doute marqué la mémoire des ¢éléves. Du coup, tout nombre « Positif »
apparait ainsi comme « nouveau » et s’écrit avec un signe « plus ».

Par suite, le statut des nombres relatifs positifs et négatifs n’est pas percu correctement par les
¢leves.

Pour exemplifier, nous allons nous permettre de tirer un extrait de la cinquiéme séance afin de

montrer cette confusion.

6.9.4.3. Confusion entre « nouveaux / anciens » : cas de comparaison de
deux nombres positifs +2 et +4

La comparaison de deux nombres positifs de petite taille (inférieurs a 10) est une tache tres
routiniere pour les ¢éléves de EB6. Nous cherchons a savoir si cette tache demeure en tant que
telle aux €leves ou sera envisagée différemment avec 1’introduction de ces nouveaux nombres.

Cinquiéme séance Min 13 sec 06 jusqu’a min 14 sec 57

1 |P Nous allons maintenant comparer deux nombres relatifs.

On commence par (il écrit et souligne * Comparaison) On commence par le
premier cas. Si on a deux nombres positifs par exemple (il écrit et souligne :

1) Deux nombres positifs).

2 | Re Plus 2

3 |P Premier cas, si on a deux nombres positifs par exemple. Par exemple
4 |Els |Plus2

5 |P plus 2 et

6 |Elv |plus4

7 | P plus 4 (il écrit +2 ... +4).

Qui est le plus grand ?
8 |Eli |Plus4

9 | Mar | Plus2

10 | P Oui Eli

11 | Eli | Plus4

12 | P Plus 4. Si les deux nombres sont positifs, on a déja dit au lieu de 2 je peux écrire
13 |Els |2

14 | P (Il efface le signe + devant 2) Au lieu de 4

15 |Els | 4

16 | P Au lieu de plus 4 (Il efface le signe + devant 4)

17 | Els 4

18 | P Qui est le plus grand 2 ou 4 (il note 2< 4)

Donc c’est le méme sur ce qu’on sait déja

19 | Ta On n’écrit pas plus ?

20 | P Si, on écrit plus (il ajoute les deux plus devant 2 et 4)
Plus deux c’est deux, plus quatre c’est quatre

Extrait 52 : Nombres Relatifs S4/ Ext 11/ L1 a L20
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Le professeur mene la comparaison de deux « nombres positifs » dans le moment de travail de
la technique, par I’activation de la mémoire pratique des ¢leves. Il s’agit pour lui d’organiser
un travail de remémoration sur une proprié¢té mathématique « comparaison de deux nombres »
considérée, pour lui, comme évidente chez les ¢éleves dans le cadre des nombres qu’ils
connaissent « Donc c’est le méme sur ce qu’on sait déja » (L18).

Pourtant les ¢léves réalisent ce type de taches dans un moment de 1’émergence d’une nouvelle
technique. Leurs réponses, recueillies au cours de cet extrait, paraissent confuses. IIs n’ont pas
saisi directement la réponse, ils ont hésité dans la recherche du plus grand nombre entre +2 et
+4. Contrairement aux attentes du professeur sur le fait que cette tiche reléve des acquis
antérieurs « ce qu’on sait déja » (L18), les liens avec les anciennes comparaisons ne
paraissent pas évidents. C’est le cas de Mar qui a répondu par « Plus deux (+2) » (L9) pour
dire que « +2 est plus grand que +4 ». Sa réponse est 1a pour corriger celle de Eli « Plus
quatre (+4) » (L8). Mar se retrouve d'emblée confronté & un ensemble de régles qui lui
semble arbitraires et qui se construisent dans I'implicite qu’il ne saisit pas des confusions entre
les nombres positifs qu’il connait déja et les nouveaux nombres relatifs. L’¢leve Ta s’est
intéressé¢ a la facon d’écrire les nombres « On n’écrit pas plus ? » (L19). Cet éleve était
préoccupé par la mise en place des taches « Ecrire des nombres » qui soient différentes de la
tache principale proposée par le professeur « comparer deux nombres ».

Ces taches ne relévent pas d’une technique relative a des OM antérieurement
institutionnalisées.

Le professeur est intervenu pour expliquer lequel est le plus grand. Il a effacé les signes
« plus » devant les deux nombres en récitant la phrase « Au lieu de +2 on écrit 2 » (L14 et
L16). Cette phrase replace les €leves dans leur milieu primitif dans lequel ils ont I’habitude de

comparer : « I’ensemble des entiers naturels ».

En conclusion, les propriétés mathématiques qui relevent des taches routini¢res dans le cadre
des anciens nombres ne se transposent pas effectivement aux nouveaux nombres. C’est le cas
par exemple de la comparaison de deux nombres positifs qui est considérée comme relevant
d’une propriét¢ mathématique institutionnalisée du point de vue professeur, mais qui renvoie
a une tache nouvelle du point de vue des ¢léves. Cette confusion é¢largit la distance
mésogénétique entre les milieux cognitifs des éleéves et les milieux institutionnels du savoir et

favorise I’entretien du dédoublement des milieux.
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6.9.5. Conclusion de la deuxiéme partie de la quatrieme séance

L’absence du lien entre les « anciens » nombres des éléves et les « nouveaux » nombres
relatifs

Au cours de cette séance, I’introduction des nouveaux nombres a été faite d’une fagon plutot
formelle ou canonique (renvoyant a la forme) que fonctionnelle (concernant le sens et la
signification). Le professeur semble préoccupé par I’enseignement des nouveaux symboles
désignant les « Nombres Relatifs » au détriment de 1’enseignement du rapport qui existe entre
nouveaux / anciens nombres.

Le lien avec la technique institutionnalisée par les éleéves qui concerne « Calculer une
expression en effectuant un programme de calcul » n’est pas pris en compte ainsi que le lien
avec les « anciens » nombres positifs des €léves.

Nous avons ainsi identifié ’apparition de certaines reégles qui se construisent dans I'implicite,
principalement sur la base de confusions a propos de 1’écriture de ces nombres. Par exemple,
pour 1’¢leve Jo : « « Les nombres relatifs ¢a veut dire les deux signes moins et plus » (voir
Ext 42, p.236).

En revanche, le professeur a officialisé une nouvelle dénomination : « la valeur absolue », qui
tend a remplacer les « anciens » nombres chez les éleves. A cet égard, tout nombre positif sera
formé de deux parties : un signe « plus » et d’'une « valeur absolue ». C’est ce qui pourrait
renforcer 1’idée d’une rupture entre anciens / nouveaux nombres positifs.

11 a utilisé peu de temps pour montrer les différentes écritures d’un nombre positif. Cependant
il n’a pas donné une importance a ce fait. Ces facteurs ainsi que d’autres montrent que le
professeur remplace les milieux institutionnels proposés dans 1’ingénierie par la mobilisation
de ses pratiques professorales dans 1’enseignement ordinaire des Nombres Relatifs que nous
avons relevé quelques une de leurs traces a partir de I’étude faite sur le programme libanais
(voir 6.3, p.168) et des manuels (voir 6.4, p.173). Ces études prescrivent 1’introduction des
nombres « Relatifs » a partir des cadres de pratiques vécues par les éleves (météo, cabine
d’ascenseur, etc).

A son insu, le professeur a introduit les nombres relatifs par la « monstration de quelques
nombres écrits au tableau » sans les rapporter aux milieux institutionnels (simplifier des
programmes de calcul) proposés dans 1’ingénierie. Notons que la technique basée sur « la
simplification un programme de calcul » constitue, pour I’ingénierie didactique, le sujet

d’étude des séances précédentes. Mais P a fait comme il a I’habitude dans I’enseignement
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ordinaire : une simple « monstration » des nombres précédés d’un signe est suffisante pour
introduire les nombres relatifs.

D’autre part, les programmes ainsi que les manuels présentent les nombres relatifs sous la
forme : (+a), (-a) et 0. Le professeur n’a pas consacré que peu d’importance sur ce détail.
Dans ce sens, un nombre positif est de la forme (+a). Cette conception est soutenue par le
professeur tout le long de I’introduction : il a refusé la réponse de San quand il a dit que « 1 »
est un nombre positif (voir Ext 47, p.243).

De plus, nous avons vu que les éléves ne projettent pas, sur les nouveaux nombres, les
techniques et les propriétés mathématiques connues sur les «anciens ». Ces propriétés
relévent des taches routiniéres dans le cadre des anciens nombres. C’est le cas par exemple de
la comparaison de deux nombres positifs qui, du point de vue professeur, est considérée
comme relevant d’une propriété mathématique connue, mais constitue, du point de vue des
¢léves, une tache nouvelle. Par exemple, la comparaison de deux nombres +2 et +4 a été trés
difficile aux ¢éleves. Ils n’ont pu ni la faire, ni la justifier (voir 6.9.4.3, p.246).

En conclusion, les explications du professeur concernant I’introduction des nouveaux

nombres ont marqué une rupture spectaculaire avec ceux que les éléves connaissent.

Résultats pour notre recherche

L’introduction faite sur les nombres relatifs a marqué une distance mésogénétique entre 1) les
milieux cognitifs des éléves représentés par leurs connaissances antérieures sur les anciens
nombres, 2) les milieux institutionnels du savoir représentés par les OM et les OD proposées
dans I’ingénierie et 3) les OM du professeur pour les « Nombres Relatifs » et ses contraintes

professionnelles sur des pratiques didactiques de I’enseignement ordinaire.

Cette distance est due essentiellement aux représentations sémiotiques de ces nouveaux objets
mathématiques. Les actes cognitifs qui en ressortissent ne sont pas identiques. Pour le
professeur les anciens et nouveaux nombres positifs sont identiques : « Les nombres positifs
sont précédes du signe plus. Mais par exemple plus 2 (il écrit +2=2) c'est-a-dire au lieu
d’écrire plus 2 on peut parfois écrire 2, 2 c'est-a-dire plus 2 » (voir Ext 49, p.246). Ceci n’est
pas le cas des ¢léeves qui, avec les contraintes imposées par le professeur, les a

institutionnalisés comme étant des objets nouveaux :

9 P Tres bien, les nombres précédés du signe moins s’appellent les nombres négatifs.
Et ceux précédés du signe
10 | Els (Brouhaha) Positifs
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La distance mésogénétique dépend essentiellement du caractére topogénétique du professeur
accordé aux éléves. En d’autres termes, le topos du professeur lui a permis davantage de
devancer sur les OM du savoir pour constituer, selon les cas, un cadre technologique apte a
justifier les taches et les techniques d’éléves. P remonte sur des niveaux de codétermination
didactique suffisamment ¢élevés et provoque un « flou » sur les milieux au sein desquels
travaillent les éléves. Dans ce sens il en ressort de nouvelles réorganisations mathématiques
issues effectivement de la diversité des niveaux de codétermination qui ont contribué a

I’apparition du « dédoublement des milieux ».

Niveaux de codétermination

L’introduction des nombres relatifs s’est faite en 1’absence des sujets relatifs aux éleves
puisque I’émergence de ce nouveau savoir s’est réalisée en rupture avec leurs connaissances
antérieures et les techniques institutionnelles « Calculer 1’opérateur composé de deux autres

opérateurs » développées au cours des séances précédentes.

En revanche, le sujet institutionnel commun pris en compte par les éleves et le professeur dans
la premicre partie de la séance ne s’est pas construit dans les moments que le professeur
pensait réservés a la constitution du nouveau savoir. Il suffit pour le professeur de montrer

quelques-uns de ces nombres (opérateurs) pour se préoccuper de leur nomination :

1 P Donc on a sur le tableau des nombres qui sont précédés du signe moins (il
montre le nombre -30 au tableau), des nombres précédés du signe plus (il montre
le nombre +10) et des nombres sans signes par exemple le zéro.

Qu’appelle-t-on ces nombres ? Qui sait ?

C’est ce qui montre que le sujet institutionnel du savoir n’est plus présent dans ’OD de cette
introduction. Les éleéves ont travaillé ainsi dans I’implicite. Leurs rapports personnels au
nouveau savoir sont déstabilisés puisque la liaison avec leurs connaissances antérieures est
absente. Par contre, le professeur s’est placé dans le secteur « Nombres Relatifs » qui englobe
le theme « identification des nombres relatifs » pour montrer le sujet « Ecriture des nombres
Relatifs ».

Nous illustrons dans le tableau ci-dessous les niveaux de codétermination didactique relatifs a

cette deuxieme partie de la séance :
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Qmaine: Nombres et Calcul >

Secteur: Nombres Relatifs

I_l

Theme: : Identifier les nombres relatifs

I_I

Sujet: Ecrire un nombre positif (+a) et un nombre négatif (-a)

La forme rectangle HEElM indique un milieu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale “SS8 ot yn milieu cognitif commun entre le professeur et I’éléve.

Tab OM 30 : Nombres Relatifs, dédoublement des milieux de la deuxieme partie de la
quatrieme séance
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6.10. Conclusion finale du chapitre

Déroulement

Dés les premiers moments du travail, les éléves ont mis en ceuvre des techniques personnelles
pour le calcul de I’expression numérique : « @ + b — ¢ (ou a, b et c sont trois entiers positifs et
b>c) ». Nous avons vu qu’ils ont mobilisé des techniques qui reposent effectivement sur leurs
connaissances antérieures, par exemple : « Calculer (a + b — ¢) suivant ’ordre (a + b) — ¢ (de
gauche a droite) » ou« suivant ’ordre a + (b — ¢) (différence positive de b et c) ». lls ont eu de
la peine pour prendre ces techniques en défaut, les rejeter, pour accepter la technique attendue
(telle qu’elle est proposée dans l’ingénierie) qui repose sur les programmes de calcul

: « Ajouter... puis soustraire...a un nombre... revient a ... a ce nombre ».

Au cours de la premiére séance, le professeur ne s’est pas impliqué complétement dans la
logique des ¢éléves pour la résolution de la tdche « Calculer la valeur de I’expression : @ + b —
¢ ». Il a parfois imposé des contraintes et des contrats sur I’usage de quelques techniques (voir
contrat 1, 6.6.2.1, p.193 et contrat 2, 6.6.2.2, p.195). Néanmoins, il a justifié, a plusieurs
reprises, la technique institutionnelle en se servant des connaissances antérieures des éleves.
Par exemple, il a pris en charge le sujet concernant « La différence positive de deux nombres
(b — ¢) » apreés qu’il avait rejeté au profit du sujet « Calculer I’opérateur composé de deux
opérateurs (+b — ¢) ». De plus, il a activé le secteur « Expressions Algébriques », dont 1’étude
montre qu’il ne touche guére aux OM des éleves puisqu’ils ne I’ont pas étudié a ce moment de

I’année scolaire (voir 6.6.7.2, p.214).

Au cours de la deuxieéme séance, le professeur a produit des justifications technologiques a
des techniques d’éleves, ou a des propriétés mathématiques, qui appartiennent a des niveaux
de codétermination avancées et quine peuvent pas €tre mobilisés par les éléves. Par exemple,
les sujets « Ecrire un nombre positif (+a) et un nombre négatif (-a) » et « Décomposer un
Nombre Relatif en une somme de plusieurs nombres ». Le professeur a donc activé des
niveaux de codétermination qui découlent du « savoir mathématique » avant méme qu’il soit
enseigné et, donc appris par les éléves. En outre, le cadre de ces justifications ne convient pas
non plus aux OM et aux OD définies dans 1’ingénierie. En revanche, il a activé des OD qui

vont a ’encontre de I’émergence scientifique, voire épistémologique, du savoir.
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Au cours de la troisieme séance et jusqu’aux moments qui précedent 1’introduction des
« Nombres Relatifs » a la quatrieme séance, les éléves se sont impliqués dans le sujet
institutionnel du savoir. Ils ’ont pris en charge comme « ¢lément technologique » pour
justifier la tdche « Calculer I’expression numérique ». De plus, ils ont effectué avec succes
différents calculs comme effectuer : « deux additions, deux soustractions, des programmes

comprenant trois opérations, des programmes équivalents a zéro ».

En général, ils ont commencé a changer leurs techniques personnelles au profit des techniques
relatives au milieu institutionnel du savoir. Pour la premiére fois, les rapports des éléves avec
le sujet institutionnel transposé¢ par le professeur se sont trouvés en étroite connexion.
Cependant, le sujet institutionnel n’était pas 1’'unique milieu présent dans la classe en ces
moments. Nous avons montré I’existence de plusieurs sujets qui sont différents pour le
professeur et pour les ¢éléves. Ceci ne permettait guere que de faire émerger uniquement des
OM propres au milieu du professeur. Il s’agissait pour lui de mobiliser implicitement les deux
sujets « Ecrire un nombre positif (+a) et un nombre négatif (-a) » et « Additionner (soustraire)

deux Nombres Relatifs ».

Enfin, D’introduction des nouveaux nombres est réalisée d’une fagon plutdt formelle ou
canonique (renvoyant a la forme) que fonctionnelle (concernant le sens et la signification), car
le lien avec la technique institutionnalisée par les ¢€leves « Calculer une expression en
effectuant un programme de calcul » n’est pas pris en compte par le professeur. Le rapport
personnel des éléves au nouveau savoir a paru déstabilisé, au point qu’ils étaient devenus
incapables de résoudre des taches routiniéres pour eux comme la comparaison des nombres
positifs +2 et +4 (voir 6.9.4.3, p.246).

L’OD de cette introduction a marqué une rupture spectaculaire avec les « Nombres primitifs »
que connaissent les éleves. Le professeur a placé le savoir dans des niveaux qui ne peuvent
pas étre intégrés par les éleves. Il devance le savoir enseigné par des gestes qui relévent
subtilement de ses propres OM sur les « Nombres Relatifs », de ses attachements interprétatifs

aux manuels scolaires et de ses pratiques professorales dans 1’enseignement ordinaire.
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Niveaux de codétermination

Le déroulement de la séance a fait intervenir des sujets différents sur les niveaux de

codétermination, qui ont changé d’un extrait a un autre au cours de la séance. Nous avons

décelé trois catégories de sujets :

- Sujets institutionnels relatifs a I’OM et OD de I’ingénierie,

- Sujets relatifs aux ¢€léves activés par leurs connaissances dans la résolution de la tache
principale « calculer I’expression a + b — ¢ »,

- Sujets relatifs au professeur activés par les OM qu’il connait, ses pratiques professorales.

A la fin de chaque séance, nous avons regroupé dans des tableaux les différents sujets qui se
sont succédés suivant I’avancement didactique. Les extraits étudiés ont révélé I’apparition
d’organisations nouvelles et différentes rapportées aux niveaux de codétermination
didactique.

Pour visualiser de prés la nature et les changements de sujets mis en ceuvre dans les quatre
séances, nous avons regroup¢ dans un tableau les organisations mathématiques réalisées.

Pour des raisons de clarté, nous avons choisi de représenter uniquement les « sujets » étudiés

au cours de ces séances.
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Séance 1 Séance 2

Sujet
institutionnel

Sujet
institutionnel

Séance 3

Sujet
institutionnel

Séance 4

(premiiére partie)

Sujet
institutionnel

Ecriture des
= nombres Relatifs:
(+a) et {-a)

Additionner

Calcul avec des Ecriture des

Ecriture des

Décomposer un
nombre relatif

- opérateurs = nombres Relatifs: = nombres Relatifs:
algébriques (+a) et (-a) (+a) et (-a)
Additionner

{soustraire) deux
nombres Relatifs

[soustraire) deux
nombres Relatifs

Séance 4 (Introduction

des nombres Relatifs)

Ecriture des nombres
Relatifs: (+a) et {-a)

La forme rectangle BN indique un milieu cognitif relatif au professeur.
La forme ovale = oot yn milien cognitif commun entre le professeur
La forme losange <> indigue un milien cognitif relatif a I'éléve.

et I"éléve.

Le sujet institutionnel est indiqué par I"ingénierie - « Calculer une expression numeérique a partir d'un programme de caleul ».

Tab OM 31 : Dédoublement des milieux de la séquence dans l'introduction des nombres
relatifs
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Lecture des résultats du tableau Tab OM 31

Les sujets présents dans le tableau ci-dessus montrent I’existence du phénomeéne étudi¢ le
« dédoublement des milieux ». Nous pouvons signaler que :

- Le sujet institutionnel est évoqué a partir de la premiere s€éance. Cependant il n’a pas fait
partie de la constitution du nouveau « savoir ». Son role n’a pas été primordial. L’avancement

de son étude au cours de ces séances a ét¢ différemment percu par les éléves et le professeur.

L’emplacement des sujets mathématiques mobilisés dans le tableau nous renseigne sur la
variation de la distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des éléves et du professeur
avec le milieu institutionnel du savoir. Cette distance varie suivant la nature des sujets
mathématiques abordés au cours de I’explication. Par exemple, la présence des sujets
mathématiques personnels des ¢éléves a pu maintenir le sens « antérieur » des connaissances
des éleéves, qui concernent « Les Nombres Positifs », au favori de 1’abord du sujet
institutionnel. Par contre, cette distance a été accrue lorsque le professeur a activé ses

connaissances personnelles, cela a joué contre I’appropriation du savoir par les éléves.

Du coté des éleves

Les ¢léves n’ont pas activé effectivement ’OM relative a ce sujet évoqué par le professeur au
cours des deux premieres séances. Cette OM n’a pas été institutionnalisée qu’a partir de la
troisiéme sé€ance a coté de la mobilisation d’autres techniques personnelles. A la quatrieme
séance, cette OM est devenue officielle et a constitué un élément primordial du « milieu
cognitif principal » du savoir.

Cet avancement progressif des ¢léments institutionnels, au cours de la séquence, a maintenu le
sens « antérieur » attribué aux connaissances des éleves. Ceci leur a permis de faire évoluer

leurs rapports personnels vers les éléments du milieu institutionnel.

Du coté du professeur

Signalons qu’a partir de la deuxiéme séance le nouveau savoir était présent, activé par le
professeur comme cadre technologique pour justifier les techniques des €léves, avant méme
qu’il soit enseigné.

Le professeur a donc activé le sujet institutionnel « Programme du calcul » tout au long de la
séquence, mais pas pendant la quatrieme s€éance aux moments de I’introduction du nouveau

savoir. Il s’en écartait plusieurs fois sans s’en rendre compte. Il a accordé une dimension
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topogénétique ascendante lui permettait de s’¢loigner de ses €léves. Dans ce sens, il n’a pas pu
se débarrasser de ses connaissances mathématiques personnelles. Nous pouvons dire que le

professeur n’a pas pu mettre « a frigo » ses connaissances personnelles.

s phénomenes se sont particulierement manifestés au cours de la quatriéme séance duran
Ces ph e t particul t fest de 1 tri¢me e durant
laquelle les ¢léves sont uniquement entrés dans [’abord du sujet institutionnel « Le
programme de calcul ». Ainsi nous pouvons dire que ’absence du sujet institutionnel pour le
professeur, au moment de I’introduction de ce savoir, peut étre interprétée par une naiveté

dans la« gestion des connaissances personnelles ».

Le dédoublement des milieux : Définition, critéres et facteurs

La distance mésogénétique entre les milieux cognitifs des éléves, les OM du professeur et le
milieu institutionnel du savoir varie en fonction de la répartition des sujets mathématiques
auxquels se réferent les uns et les autres. Dans une séance « d’ingénierie », la présence de
sujets différents du sujet institutionnel est capable d’accroitre cette distance. Nous pourrons
dire que le phénomeéne du « dédoublement des milieux » existe. Il pourra nous renseigner sur
le degré de disponibilité de 1I’évolution des rapports personnels aux éléments institutionnels du
savoir.

Avec I’avancée du temps didactique, si les sujets activés rejoignent le sujet institutionnel,
nous pourrons en déduire que les rapports personnels des €leves et du professeur évoluent vers
I’émergence proprement dite du savoir. Pour exemplifier, au cours de la deuxieme partie de la
quatrieme sé€ance, la présence de sujets non communs activés par le professeur s’oppose a
I’introduction des « Nombres Relatifs », dans le sens ou ses rapports personnels ne sont pas

uniquement liés a I’OM relative au sujet proposé dans 1’ingénierie.

Nous pouvons dire que: Le dédoublement des milieux est un «appareil » didactique
permettant de diagnostiquer le degré de 1’évolution des rapports personnels de I’institution

(€leves et professeur) vers les éléments institutionnels du savoir.

Critére d’apparition du « dédoublement des milieux »
Nous pouvons identifier 1’existence de ce phénomene a partir des OM mises en place sur
I’échelle de codétermination didactique. Ces organisations s’expriment en termes de : milieux

cognitifs des €leves qui se révelent a partir de leurs connaissances disponibles et de leurs
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techniques, les OM du professeur et les milieux institutionnels du savoir consignés dans

I’ingénierie et dans les manuels.

La méthodologie de recherche sur « I’apparition de ce phénomene » consiste a repérer la place
des milieux cognitifs des éléeves et des OM du professeur par rapport aux milieux
institutionnels du savoir. Il suffit d’étudier les variations, les changements et les déplacements
des milieux activés et d’observer ensuite s’ils se rencontrent. Si les milieux activés par les
¢leves et le professeur évoluent vers le milieu institutionnel, nous pourrons s’attendre a des

rapports personnels appropriés pour la constitution de savoir.

Etude de quelques facteurs qui agissent sur le phénoméne de dédoublement
des milieux

Au cours de notre étude, nous avons pointé plusieurs facteurs qui ont agi sur le phénomeéne,

entre autres :

1. Les connaissances antérieures des éléves
Lorsque les connaissances antérieures des éléves ne sont pas remises en question,
modifiées ou évoluées, elles persistent locales et encapsulées (voir schéma4.7.4, p.104).
Les ¢€leves construisent dans ce sens leurs « propres mathématiques » (Chevallard, 1989a)
a partir de leurs connaissances qu’ils trouvent propices a I’accomplissement de cette tache.
Dans ce cas, méme si le temps didactique avance, comme contrainte a 1’émergence du

savoir, la distance mésogénétique s’¢largit.

2. La bifurcation didactique

2.1. La bifurcation due aux techniques didactiques du professeur.
Certaines techniques didactiques consistent a laisser un topos assez large a 1’¢éléve afin de
lui laisser une latitude et une valeur a ses techniques personnelles. Par exemple, les
félicitations excessives attribuées aux ¢éleves comme « C’est bien » et « Tres bien » ont
contribué a les confiner dans les milieux faits de leurs connaissances personnelles. Ceci
les a interdits de rencontrer une vraie problématicité dans la tiche étudiée et de trouver

une technique économique qui débouchera au nouveau savoir.
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2.2. La bifurcation due a la mise en ceuvre des « techniques correctes » mais inappropriées

par rapport au cadre du milieu institutionnel.

Le professeur a validé des techniques correctes qui ne remettent pas en cause les
connaissances antérieures des éleves. Par exemple, dans le calcul de (17+21-20) la
technique qui consiste a calculer la différence de 21 et 20 est correcte. Pourtant cette
technique n’est pas tout a fait celle attendue pour nourrir le milieu institutionnel « Les
programmes de calcul ».

Ainsi, I’officialisation de quelques techniques correctes, qui ne pourront pas remettre en
question les connaissances antérieures des €léves, contribue a 1’apparition du phénomene

du dédoublement des milieux.

2.3. La bifurcation est due aux représentations sémiotiques
Nous avons vu que les différentes représentations sémiotiques qu’a suscité I’apparition
des deux mots mot « Ajouter » (voir 6.6.6.1, p.206) et « Simplifier » (voir 6.7.2, p.223)
ont engagé vers une « bifurcation didactique ». Le professeur ainsi que les éleves
pourront ainsi travailler selon des « actes cognitifs » distincts concernant « ces mots » qui

les renvoient a des organisations mathématiques différentes.

3. Le dédoublement des milieux dii a la dimension topogénétique
Le topos du professeur, en général, lui permet de rechercher des OM du savoir pour en
prélever le cadre technologique qui justifiera les tiches et les techniques d’éleves. Il
sollicite des niveaux de codétermination didactique suffisamment €levés qui provoquent
en retour un « flou » sur les milieux avec lesquels travaillent les €leves.
I1 en résulte de nouvelles réorganisations mathématiques dues effectivement a la diversité
des OM présentes dans divers milieux. Ceci contribue a 1’apparition du « dédoublement

des milieux ».
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Ce chapitre porte sur I’étude d’une troisieme séquence qui concerne 1’enseignement de la
« Soustraction » en CE1 dans une école en France. Cette séquence est animée par une
professeure expérimentée (selon 1’avis des directeurs). Notre but revient a étudier la présence
du phénoméne du « dédoublement des milieux » et voir si nos résultats précédents sont
généraux. En d’autres termes, nous tenons a déterminer si les traces précédentes pourront étre
valides dans toutes les séquences; qu’elles soient en France ou au Liban, dans un

enseignement bati a partir d’une ingénierie didactique ou dans un enseignement ordinaire.

Dans une premiere partie de ce chapitre, nous étudions le raisonnement arithmétique propre a
la soustraction et I’évolution des techniques opératoires au fil du temps. Ensuite, nous
explicitons quelques détails de I’ingénierie didactique appliquée dans la classe observée,

notamment sur ses grandes étapes, congue par Guy Brousseau (1986).

Nous analysons, dans une deuxiéme partie, la transposition didactique de la soustraction dans
les programmes Frangais de 2008. Ensuite, nous étudions les conceptions de la professeure
observée, lors d’un entretien fait avec lui a Marseille, apres avoir fini 1’explication de la
séquence. Nous voulons 1) apporter des réponses et des justificatifs a nos interrogations nées
de I’observation de la séance et 2) situer le milieu cognitif mathématique de la professeure.
Ensuite, nous analysons une lecon de cette ingénierie mise en ceuvre en 2009-2010 dans une
classe de CE1 (¢€leves de 7 ans, EB2) de I’école primaire Saint Charles de Marseille dans le
cadre d’une recherche conduite par I’IFE (Institut Francais de I’Education, ex-INRP)®.

A la fin de ce chapitre, nous interprétons nos résultats dans la partie conclusion.

% Mercier, Quilio, Assude, Obstacles dans I’implémentation d’une ingénierie didactique sur la Soustraction, XIII
CIAEM-IACME, Recife, Brésil, 2011.
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7.1. Introduction au sujet du savoir

Quand un professeur se présente en classe devant les éléves, il a bien entendu envisagé la
séance qu’il va enseigner. Les professeurs « font une distinction entre : celles de leurs
activitées qui visent l'acquisition des savoirs institutionnalisés tels que les algorithmes de
calcul, les définitions canoniques ou les proprietés fondamentales, et celles qui visent la
compréhension et l'usage de ces savoirs »Brousseau (1987). Il ne s’agit donc pas seulement
d’enseigner des techniques pour qu’on apprenne les mathématiques, mais de comprendre leur
usage dans un probleme donné. Enseigner un objet de savoir afin que les éleves le
« conceptualisent » c’est enseigner ce que Brousseau (Ibid.) désigne de la maniere suivante
avec les termes de forme et de sens :

« La forme est ce qui peut étre identifié, choisi comme objet d'enseignement, le sens,

ce qui permet a la forme de fonctionner, comme solution de probleme ».
Par suite, certains diront que les éléves possédent une connaissance conceptuelle de la
soustraction lorsqu’ils parviennent a « comprendre le sens » de cette opération. La théorie
anthropologique, grace a la notion du rapport au savoir s’affranchit de la distinction
traditionnellement faite entre « la compréhension du sens » et 1’apprentissage du mécanisme
de I’algorithme : «le rapport personnel ne prend du sens que relativement au rapport
institutionnel qui définit le caractere adéquat du rapport personnel a [’objet » (Chevallard,
1989a). Acquérir le sens de 1’addition, de la soustraction comme de n’importe quelle autre
notion mathématique, signifie que pour chaque probléme proposé par I’institution, le rapport
personnel de 1’¢éleve doit étre évalué par celui qui est « dépositaire du rapport institutionnel »
(Matheron, 2002) comme proche de ce dernier. En d’autres termes, 1’¢léve évalué doit
disposer de moyens suffisants pour résoudre le probléme tel qu’attendu par I’institution et
pour cela doit étre capable de reconnaitre et mobiliser les techniques adéquates quand on lui
propose ce probléme®. Pour ce qui concerne ’étude que nous menons sur la soustraction au
CEl, quand quelqu'un saura montrer qu’il connait les trois principaux types de problémes qui
donnent sens 4 la soustraction®’, I’institution « classe de CE1 » pourra dire de cette personne

qu'elle dispose d'une premiere compréhension de cette opération.

5 http://eroditi.free.fr/Enseignement/PE 1/S4%20additifs.pdf
7 Les trois principaux types de problémes qui donnent « sens » & la soustraction arithmétique sont :
* comparer deux grandeurs (lorsqu'on cherche ce qui est différent),
*  déterminer le complément qu'il faut ajouter a la petite pour obtenir la grande,
* déterminer ce qui reste lorsqu'on retire la petite grandeur a la grande.
http://www.cafepedagogique.net/lesdossiers/Pages/2010/RBrissiaud Operationsarithmetiques1.aspx

@® Thése : KAZAN Elie ® 264



D’ou la nécessité d’évaluer le rapport a la soustraction au niveau de la résolution des

problémes et pas seulement dans la réussite de I’application d’une « technique » enseignée.

7.1.1.  Raisonnement arithmétique et techniques opératoires de la

soustraction

Le sujet d’¢tude de la séance observée porte sur « Le raisonnement arithmétique » qui
désigne, dans ce cas, la modélisation adéquate d’une situation du monde réel grace a la
soustraction.

Pour exemplifier, nous pouvons revenir a la maniére dont s’effectuaient les opérations
financicres entre les gens vers 1850 dans les Alpes de Haute Provence en 1’absence d’une
calculette ou d’un tableau noir. Chevallard (2009) dans son séminaire a parlé du « Le postulat
théorique essentiel est que lorsqu’on détient une certaine somme d’argent Sy et qu’on a a
payer une somme d’argent S; plus petite — le résultat de la soustraction de S; a Sy donne le
solde de I’opération financiere ». Nous postulons donc que ce type d’opérations financicres
est «arithmétisable » par la soustraction. Elle signale la présence d’une « organisation
arithmétique » relative a la soustraction. Cette organisation se référe au systeme didactique
S(X;y,; ) ou X est une classe d’éleves de I’école primaire, ou y est le maitre et ou ¥ est la
soustraction.

Si nous envisageons ce sujet mathématique selon les termes « payer » et « emprunter », nous
pouvons assigner que le calcul du « solde » repose sur un caractere important du discours
mathématique. Ce caractere porte en lui la technique de soustraction et la technologie de cette
technique qui est le « raisonnement discursif ». C’est le raisonnement arithmétique qui guide
I’exécution de la « technique de calcul », il est I’unique moyen de contréle du résultat du

calcul qui soit intégré dans la technique.

Nous voyons ici en ceuvre une partie de praxéologie arithmétique [T, 0] — le bloc technique -
technologie — relative a la situation S de soustraction. Le terme t désigne la technique

pratiquée et la technologie 6 désigne dans ce cas le raisonnement oral ou langagier associé a T.

A coté de ce raisonnement arithmétique, les techniques de soustraction ont évolué au fil du
temps et selon les pays. Notons que la soustraction a pris une forme définitive vers le XVI°

siecle®®.

B oww-irem. ujf-grenoble.fr/revues/revue_n/fic/14/14n4.pdf
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Dans les institutions scolaires, nous ne trouvons pas une technique unique pour la
soustraction. Par exemple, nous voyons dans la société francaise® du début du XXC siécle
que :
« Plusieurs techniques sont en usage, avec chacune leurs avantages et leurs
inconvénients. Chacun a naturellement tendance a considérer que la plus simple est
celle qu’il utilise, 'impression de simplicite étant souvent fortement liée a la force de

[’habitude ».

Les techniques les plus connues actuellement sont 1) la technique par addition par laquelle le
calcul de la différence (a-b) consiste a la recherche du nombre qu’il faut ajouter a » pour
obtenir a. La difficulté de cette technique réside dans le fait que le lien entre 1’addition a trous
et la soustraction est loin d’étre évident pour 1’¢léve. 2) La technique par emprunt qui s’appuie
sur la numération et la régle d’échange de 10 contre 1 ; elle est la traduction symbolique des
manipulations réalisées sur un abaque ou un boulier. 3) La méthode classique qui s’appuie sur

la conservation de ’écart entre deux nombres lors d’une translation sur la droite numérique’™

7.1.2. Etude de I'ingénierie de Brousseau (1986) mise en ceuvre en 2009 —
2010 a Marseille

En didactique des mathématiques, un des articles des plus connus pour la soustraction est le
"cas de Gaél" qui apparait dans la thése d’Etat de Guy Brousseau en 1986. Il a congu une
ingénierie didactique sur la soustraction a 1’école primaire et il 1’a mise en ceuvre pendant
quelques années dans 1’école expérimentale du COREM (centre d’observation et de recherche
sur I’enseignement des mathématiques) a Bordeaux. Cette ingénierie est connue, parce qu’elle
fonde le travail de remédiation engagé par Brousseau aupres de Gaél, et aussi parce qu’elle est
un exemple prototypique de I’existence du contrat didactique (Brousseau, 1998b). Gaél est un
enfant intelligent. C’est I’un des neuf enfants en difficulté élective que Brousseau a aidés par

un petit nombre d’interventions didactiques de type clinique entre 1976 et 1983.

Le cas de Gaél étudie les rapports institutionnels a la connaissance mathématique qui reléve

de «la soustraction ». Les expériences ont été menées en s'appuyant sur le probléme majeur

% http://peysseri.perso.neuf. fr/R02-3.htm

70 Cette méthode est d’un usage trés ancien, Fibonacci 1’employait déja dans le LIBER ABACI.

Pour calculer (61 - 48 ) on dit : « 1 moins 8 ; je ne peux pas ; j’ajoute 10 unités au nombre du haut et une dizaine
a celui du bas. D’ou 11 moins 8 donne 3 ; 6 moins 5 (4 + 1) donne 1 et la réponse est 13.
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de cet enfant: le désir de séduire l'adulte et d'entretenir avec lui des rapports affectifs et

ludiques.

Dans la classe de Gaél, la soustraction n'a pas été introduite comme moyen obligatoire pour

trouver une différence ; souvent l'addition a trou a été utilisée (Brousseau, 1986). Ce procédé

tend a obliger l'enfant a sortir d'un automatisme formel qui associe une opération
mathématique a une opération matérielle (+ si j'ajoute, - si je retranche) et a se centrer sur
l'ensemble qu'il s'agit de compter et sur les relations avec les autres données

Brousseau (1985) a distingué pour cela trois raisons principales que nous résumons de la

facon suivante :

1. La situation proposée tend a remplacer les définitions constructives de la soustraction par
une définition "algébrique" : il faut trouver un nombre qui satisfait une condition (la
différence est ce qu'il faut ajouter 2 un nombre pour en trouver un autre 39 +[_] = 52).

2. En proposant la compréhension d'une relation et la recherche d'un objet qui la satisfait au
lieu de I'apprentissage de la construction d'un terme, la situation a mis en évidence de facon
aigué les conditions paradoxales de toute situation didactique qui rend a la fois nécessaire,
et impossible a tenir, tout contrat didactique effectif.

3. Enfin cette expérience met en lumicre les rapports et les différences irréductibles entre les
approches didactiques, psycho-cognitives et psycho-affectives de la situation

d'enseignement.

Il s’agit de mettre a la disposition de Gaél plusieurs raffinements pédagogiques pour
concrétiser la soustraction : par exemple faire un schéma, identifier dans une situation le
schéma convenable, concrétiser la soustraction par la répétition de manipulations et
l'association d'un discours appropri¢ "j'enleve", "je retranche", des discours mnémotechniques,
etc. Ces raffinements reposent sur des conceptions de la signification et de l'apprentissage
assez anciennes. Elles consideérent que le signifi¢ d'une connaissance ou d'une théorie est
constitu¢ de l'ensemble de ses réalisations. C'est-a-dire des situations objectives dans
lesquelles elle se trouve vérifiée. Donner du sens a une structure, c'est lui trouver des
applications, des occasions de s'en servir. Et pour apprendre une connaissance théorique, il
faut la constituer a partir de connaissances déja acquises et par un discours ou des moyens
logiques eux-mémes déja connus.

La constitution du sens est faite par le moyen didactique qui est «la dévolution ». Elle

consiste a renvoyer 1’éléve a un rapport avec un milieu dont le professeur peut s’exclure, du
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moins en partie (situation a-didactique). Elle produit des rétroactions qui ne peuvent
s'observer que si I'éléve accepte une activité ou il engage sa responsabilité et ou il peut savoir

par lui-méme s'il a réussi ou échoué.

L’idée fondatrice de cette ingénierie est la suivante : I’enseignement doit reposer sur le savoir
antérieur des éleves, c’est-a-dire, 1’addition, pour construire les sens de la soustraction, ¢’est-
a-dire repérer les problémes qui peuvent se résoudre avec une soustraction. Nous voyons dans
la genése de 1’apprentissage envisagé deux roles assignés a la seule opération que les enfants
connaissent en début du CE1 : un rdle dans la construction du sens de 1I’opération soustraction

et un role dans la recherche d’un moyen économique, une technique.

Une nouvelle mise en ceuvre de cette ingénierie, retravaillée par Quilio (1999), a été réalisée
en 2009-2010 dans une classe de CEl (¢éleves de 7 ans, deuxieme année de I’enseignement
primaire) de 1’école primaire Saint Charles de Marseille dans le cadre d’une recherche
conduite par ’IFE (Institut Frangais de I’Education, ex-INRP) (Mercier, Quilio et Assude,
2011).

La réalisation de ce processus d’enseignement est menée a 1’aide d’une boite, et 1’étude
conduite par les éléves, sous la direction du professeur, consiste a la résolution de 1’ensemble
des problemes dont la solution peut étre trouvée au moyen de cette boite. Nous exposons ci-

dessous les grandes étapes de cette ingénierie.

Dans une premiére phase (lecons 1 et 2), la professeure présente pour la premicre fois le
principal matériel du travail « une boite et des briques ». Il s’agit de prélever ou d’ajouter pour
calculer les nombres de briques restantes dans la boite. Cet outil va étre utilis€ pour la
vérification des calculs menés par les ¢léves. Il s’agit de les stimuler afin qu’ils produisent des
méthodes implicites pour trouver la solution des problémes de soustraction et comprendre que

I’on peut vérifier son résultat avec la boite.

Dans la deuxieéme phase (lecons 3, 4 et 5), la professeure propose de parier, au sens de
s’engager pour gagner, sur le nombre de briques qui restent dans la boite une fois qu’on en a
enlevé une quantit¢ donnée ou qu’il faut ajouter dans celle-ci connaissant ce qu’il en reste
pour obtenir une boite compléte, selon le probléme proposé. La preuve par addition va se faire

par sur-comptage des briques un a un dans une phase collective d’abord, puis dans une phase
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individuelle (dénombrement). Les ¢léves passent progressivement de la manipulation

matérielle des briques a 1’usage du nombre et a 1’addition pour vérifier leurs résultats.

Dans la troisiéme phase (legons 6, 7 et 8), la boite est évoquée dans les situations ou sont
mélangés des problémes d’addition et de soustraction. Le signe moins « —» est introduit
comme signe de I’opération. Dans ces legons, les calculs sont simples et reposent sur les
techniques de calcul mental et 1’'usage du répertoire additif. A ce stade le signe soustractif
devient constitutif de I’écriture d’un nombre. Par exemple 11 s’écrit 10 + 1 (une écriture

additive de 11) et aussi 12 - 1 (une écriture soustractive de 11).

Dans la quatriéme phase (9, 10 et 11), il s’agit de faire travailler la technique opératoire. En
effet, jusqu'a présent, les stratégies de calcul des éléves pour trouver le résultat dans un
probléme de soustraction peuvent étre différentes alors que 1’activité de vérification, qui
permet de savoir si leur réponse est correcte, est commune a tous les éleves. Il s’agit
maintenant de faire formuler, reconnaitre, identifier par tous les éléves, ces stratégies pour

trouver la réponse.

Dans la cinquiéme phase (lecons 12 et 13), il s’agit de faire prendre du recul aux éléves par
rapport a leur propre stratégie et par rapport a celles qui ont été vues collectivement dans les
lecons antérieures, pour arriver a ce que toutes les stratégies convergent vers celles donnant la
réponse en un seul coup. Pour prendre du recul le maitre introduit dans la classe des
personnages extérieurs a propos desquels on peut débattre des stratégies de facon neutre. Ce
ne sont pas des ¢leves de la classe, mais des « Schtroumpfs » (personnages de bande
dessinée). On est plus a I’aise pour commenter ce que les éleves ont fait effectivement dans

les séquences précédentes
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7.2. Etude du programme frangais

L’ingénierie proposée a été passée en France, suivant les programmes de 2008"'. Une étude

des programmes nous semble importante afin de rechercher nos objectifs :

1. Déterminer 1’organisation mathématique relative a ce savoir en 1’associant a I’échelle des
niveaux de codétermination didactique (Chevallard, 2002).

2. Etudier I’adéquation du rapport personnel de la professeure au rapport institutionnel au

savoir.

Dans le paragraphe intitulé « Mathématiques », page 18 du programme de 2008, nous

trouvons les indications suivantes :

« La connaissance des nombres et le calcul constit