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Résumé

Dans cette thèse, on s’intéresse à des problèmes d’évolution gouvernés par des équations
de type parabolique et soumis à l’action d’un couple de contrôles (h, k) où h et k jouent des
rôles différents ; le contrôle k étant de type "contrôlabilité" et h de type "contrôle optimal".

Il est alors naturel de considérer un problème d’optimisation multi-critères. Il existe
plusieurs façons d’étudier de tels problèmes. Nous proposons, dans cette thèse, le contrôle
de Stackelberg. Il s’agit d’une notion d’optimisation hiérarchique avec, ici, h qui est le
"Leader" et k le "Follower".

Plus précisément, nous considérons dans un premier temps le système d’évolution li-
néaire de type parabolique suivant

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q = Ω× (0, T ),
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),

y(0) = 0 dans Ω
(1)

où Ω est un ouvert borné de Rn de frontière Γ, ω est un ouvert non vide de Ω, h et k sont
deux variables de contrôle et χω désigne la fonction caractéristique de l’ouvert ω.

Le problème de Stackelberg considéré consiste en ce qui suit : étant donné h, détermi-
ner dans un premier temps le contrôle k solution d’un problème de contrôlabilité à zéro ;
k étant trouvé en fonction de h, déterminer dans un second temps le contrôle h solution
d’un problème de contrôle optimal.

Deux problèmes de contrôlabilité à zéro sont considérés ici :
– un avec contrainte sur le contrôle formulé comme suit : Étant donné un sous-espace
vectoriel K de L2(ω × (0, T )) de dimension finie, trouver k dans l’orthogonal de
K(noté K⊥) tel que si y est solution du système (1) alors y vérifie y(T ) = 0 dans Ω.

– un avec contraintes sur l’état où il s’agit de trouver le contrôle k tel que la solution
y du système (1) vérifie non seulement y(T ) = 0 dans Ω mais aussi la condition∫
Q
yei dxdt = 0 où {ei, 1 ≤ i ≤ M} est un ensemble de fonctions de L2(Q) que l’on

suppose linéairement indépendantes.



Nous démontrons que ce dernier problème est équivalent à un problème de contrôlabilité à
zéro avec contrainte sur le contrôle. Ainsi donc, les deux problèmes de contrôlabilité à zéro
sont en fait de même nature. Nous les résolvons en utilisant une inégalité d’observabilité
adaptée à la contrainte dérivant d’une inégalité de Carleman classique.

Une fois le contrôle k déterminé, nous cherchons le contrôle h de telle sorte que l’évo-
lution de l’état du système dans l’ouvert Q ne s’éloigne pas trop d’un état donné. Il s’agit,
ici, d’un problème de contrôle optimal tel que développé par Jacques-Louis Lions.

Dans un second temps, on s’intéresse à un problème d’évolution à deux temps. Par
exemple, le problème adjoint d’un problème de dynamique de population suivant :

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

où Q = (0, T )× (0, A)× Ω, Γ = (0, T )× (0, A)× Σ, QT = (0, T )× Ω et QA = (0, A)× Ω.
Nous prouvons, comme dans le cas de l’équation (1), que ce problème est contrôlable au
sens de Stackelberg.

Mots clés : Contrôle de Stackelberg, contrôlabilité à zéro, inégalités de Carleman,
Contrôle optimal.



Abstract

In this thesis, we are interested in evolution problems governed by parabolic equations
subjected to the action of a pair of controls (h, k) where h and k play different roles : the
control k being of "controllability" type and h of "optimal control" type.

It is then natural to consider a multi-criteria optimization problem. There are several
ways to study such problems. We propose in this thesis, the Stackelberg control which is
a notion of hierarchical optimization with here, h which is the "Leader" and k the "Follower".

More precisely, we consider at first the following evolution linear parabolic system
y′ −∆y + a0y = h+ kχω in Q = Ω× (0, T ),

y = 0 on Σ = Γ× (0, T ),
y(0) = 0 in Ω

(1)

where Ω is a bounded domain of Rn with boundary Γ, ω is an open set of Ω, h and k are
two control variables and χω denotes the characteristic function of the open set ω.

The Stackelberg problem consists in the following : given h, determine firstly the control
k solution of a null controllability problem ; k being founded as a function of h, determine
secondly the control h solution of an optimal control problem.

Two null controllability problems are considered here :
– one with constraint on the control which is formulated as follows : Given a subspace
K of L2(Ω × (0, T )) of finite dimension, find k in the orthogonal of K (denoted by
K⊥) such that if y is a solution of system (1) then y satisfies y(T ) = 0 in Ω.

– the other with state constraints which it is to find the control k so that the solution
y of system (1) satisfies not only y(T ) = 0 in Ω but also the condition

∫
Q
yei dxdt =

0 where {ei, 1 ≤ i ≤ M} is a set of functions of L2(Q) which is assumed linearly
independent.

We show that this last problem is equivalent to a null controllability problem with constraint
on the control. Thus, both controllability problems are of same nature. We solve them using



a suitable observability inequality derived from a classical Carleman inequality and adap-
ted to the constraint.

Once the control k chosen, we look for the control h so that the evolution of the sys-
tem state, in the open set Q, is not too far from a given state. This is an optimal control
problem as developed by Jacques-Louis Lions.

In a second step, we are interesting in an evolution problem with two time variables.
For instance, the following adjoint problem of a population dynamics problem :

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω in Q,
y(t, a, x) = 0 on Σ,
y(T, a, x) = 0 in QA,
y(t, A, x) = 0 in QT

where Q = (0, T )×(0, A)×Ω, Γ = (0, T )×(0, A)×Σ, QT = (0, T )×Ω and QA = (0, A)×Ω.
We prove, as in the case of equation (1), that this problem is controllable in the sense of
Stackelberg.

Keywords : Stackelberg control, Null controllability, Carleman inequalities, Optimal
control.
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Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons au contrôle de Stackelberg de quelques pro-
blèmes d’évolution.

Le problème de Stackelberg est un modèle économique de duopole qui permet d’étudier
les fondements de la concurrence et d’introduire la théorie des jeux ; le duopole étant une
situation d’un marché où deux firmes se partagent la production. Le duopole de Stackelberg,
aussi appelé concours de Stackelberg, est un modèle de concurrence imparfaite , basé sur
un jeu non coopératif. Il a été conçu en 1934 par Heinrich Von Stackelbelrg dans son livre
“Market Structure and Equilibrium” et représente un point de rupture dans l’étude de la
structure du marché, en particulier l’analyse des duopoles, puisqu’il s’agissait d’un modèle
basé sur des hypothèses de départ différentes et qui a donné des conclusions différentes de
celles des modèles de duopole de Bertrand et de Cournot .

En théorie des jeux, un duopole de Stackelberg est un jeu séquentiel. Il y a deux entre-
prises qui vendent des produits homogènes et subissent les mêmes fonctions de demande
et de coût. Une entreprise, le leader, est mieux connue ou a une plus grande équité de
la marque et est donc mieux placée pour décider tout d’abord quelle quantité q1 vendre.
L’autre entreprise, le suiveur, observe et décide alors de sa quantité de production q2.

Plus précisément, le modèle de Leadership de Stackelberg est un jeu stratégique fai-
sant intervenir deux entreprises en concurrence : l’une appelé Leader et l’autre Follower
(ou entreprise suiveuse ou satellite). La particularité de ce problème est qu’il existe une
hiérarchie dans la réalisation des objectifs de chacune des entreprises. De ce point de vue,
le Leader impose sa stratégie au Follower et ce dernier doit atteindre son objectif en tenant
compte de la stratégie du Leader.

D’un point de vue mathématique, nous nous sommes intéressés à l’étude de problèmes
d’évolution de type parabolique soumis à l’action d’un couple de contrôles (h, k) où k qui
sera le Follower est un contrôle de type "contrôlabilité" tandis que h - le Leader - est de
type "contrôle optimal". Plus précisément, nous considérons, dans un premier temps, le
problème linéaire d’évolution parabolique suivant :

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q = Ω× (0, T )
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

y(0) = 0 dans Ω
(2)

1



où Ω est un ouvert borné de Rn de frontière Γ, ω est un ouvert non vide de Ω, h et k
sont deux variables de contrôle et χω désigne la fonction caractéristique de l’ouvert ω. Le
problème (2) ainsi posé est le problème de Cauchy-Dirichlet pour l’équation de la chaleur.
Nous considérerons aussi dans un second temps le problème d’évolution à deux temps
suivant : 

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

où, cette fois, Q = (0, T ) × (0, A) × Ω, Σ = (0, T ) × (0, A) × Γ, QA = (0, A) × Ω et
QT = (0, T )×Ω avec Ω un ouvert non vide de Rn de frontière Γ de classe C2. Ce problème
est l’adjoint d’un problème linéaire de dynamique de population pour lequel le second
membre est encore la somme de deux contrôles h et k à déterminer.

Alors, le problème de Stackelberg considéré consiste en ce qui suit : étant donné h,
déterminer dans un premier temps le contrôle k solution d’un problème de contrôlabilité à
zéro ; k étant trouvé en fonction de h puis déterminer dans un second temps le contrôle h
solution d’un problème de contrôle optimal.

Avant de commencer l’étude de ces différents problèmes, rappelons quelques définitions
de contrôlabilité.
Le problème de la contrôlabilité consiste en la possibilité de transférer l’état d’un système
en un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. Contrairement aux
systèmes de dimension finie, pour les systèmes distribués on est amené à considérer plusieurs
degrés de contrôlabilité, notamment la contrôlabilité exacte, la contrôlabilité approchée ou
encore la contrôlabilité à zéro.

Plus précisément, en considérant ω un ouvert non vide de Ω et χω la fonction caracté-
ristique de l’ouvert ω, le système

y′ −∆y = vχω dans Q,
y = 0 sur Σ,

y(0) = 0 dans Ω
(3)

est dit
• exactement contrôlable si, pour tout y1 ∈ L2(Ω), il existe v ∈ L2(ω × (0, T )) tel que
la solution y de (3) vérifie y(T ) = y1.

• approximativement contrôlable au temps T si l’ensemble
R(T ) = {y(x, T, v) ∈ L2(Ω); v ∈ L2(ω × (0, T ))} (où y(x, T, v) est la solution du
système pour un contrôle v donné) est dense dans L2(Ω). Autrement dit, le système

2



(3) est dit contrôlable de façon approchée au temps T si R(T ) = L2(Ω).

• contrôlable à zéro s’il existe v ∈ L2(ω × (0, T )) tel que la solution y de (3) vérifie
y(T ) = 0 dans Ω.

Beaucoup de progrès ont été faits ces dernières années dans le cadre de la contrôlabilité
à zéro des équations paraboliques. En effet, dans [34], D. Russel obtient la contrôlabilité
exacte de l’équation de la chaleur comme une conséquence de la contrôlabilité exacte de
l’équation des ondes.

Par ailleurs, lorsque les conditions aux limites sont de type Dirichlet, la contrôlabilité
à zéro du système (3) (avec y(0) = y0 ∈ L2(Ω)) a été résolue d’une part par G. Lebeau
et L. Robbiano [15] et d’autre part par A. Fursikov et O. Yu Imanuvilov [13] en utilisant
des inégalités d’observabilité dérivant des inégalités de Carleman globales. En effet, les in-
égalités globales de Carleman impliquent l’observabilité d’un problème adjoint associé au
problème de contrôle linéaire ce qui entraine la contrôlabilité à zéro.

On fait également référence aux travaux de D. Tataru [37] qui montre que, pour les
équations linéaires, la contrôlabilité locale et la contrôlabilité globale sont équivalentes
et sont vérifiées pour tout T > 0. Dans [12], E. Fernandez-Cara et al. ont démontré la
contrôlabilité globale à zéro de l’équation de la chaleur avec des conditions de Fourier aux
bords de la forme ∂y

∂ν
+ βy = 0. Pour cela, ils utilisent une inégalité de Carleman pour

les solutions faibles de l’équation de la chaleur avec conditions de Neumann non homogènes.

Dans le cas non-linéaire, le problème de la contrôlabilité à zéro en dimension finie a
été étudié par E. Zuazua dans [40]. L’auteur a démontré que, pour une classe assez gé-
nérale et naturelle des non-linéarités, le problème peut être résolu si les données initiales
sont suffisamment petites. Dans [11], E. Fernandez-Cara et al. ont établit un résultat de
contrôlabilité locale à zéro d’une équation parabolique non linéaire avec des non linéarités
non locales en utilisant le théorème du point fixe de Kakutani.

Récemment, O. Nakoulima [26] a démontré des résultats de contrôlabilité à zéro pour
l’équation de la chaleur rétrograde avec des contraintes linéaires sur un contrôle distribué.
Plus précisément, il existe une fonction θ positive, de classe C2 et d’inverse borné pour la-
quelle on considère l’espace H défini par H = {h ∈ L2(Q) | θh ∈ L2(Q)}. Alors le problème
de contrôlabilité est énoncé comme suit : Étant donné h ∈ H, a0 ∈ L∞(Q), K un sous-
espace vectoriel de L2(Ω× (0, T )) de dimension finie dont l’orthogonal dans L2(ω× (0, T ))
est noté K⊥ et y0 ∈ L2(Ω), trouver v ∈ L2(ω × (0, T )) tel que

v ∈ K⊥ (4)

3



et si y est solution du système
−y′ +Ay + a0y = h+ vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,
y(T ) = 0 dans Ω

(5)

(où A est l’opérateur différentiel défini par A = −
n∑

i=1,j=1

∂

∂xi
(ai,j

∂

∂xj
) avec ai,j vérifiant

ai,j ∈ C2(Q), ai,j = aj,i et
n∑

i=1,j=1
ai,jξiξj ≥ α0|ξ2|, α0 > 0) alors y vérifie

y(0) = 0 dans Ω. (6)

La contrôlabilité à zéro avec contraintes sur le contrôle ou sur l’état trouve une justification
et une application dans la notion de sentinelles discriminantes ou à sensibilité donnée. La
notion de sentinelles introduite par Jacques-Louis Lions[18] repose sur trois considérations :
une équation d’état à données incomplètes, un système d’observation et une fonction d’éva-
luation particulière, appelée sentinelle, qui permet concrètement de distinguer et d’analyser
deux types de données incomplètes : les termes dits de pollutions pour lesquels on recherche
des informations et les termes manquants que l’on ne cherche pas à identifier. Dans [19],
G. Mophou et O. Nakoulima ont prouvé l’existence de sentinelles permettant l’identifica-
tion de paramètres dans un problème de pollution modélisé par une équation semi linéaire
parabolique. Pour cela, ils ont résolu un problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte
sur le contrôle. Dans [20], ces mêmes auteurs ont étudié un problème de contrôlabilité à
zéro avec contraintes sur l’état de l’équation de la chaleur semi-linéaire. Ce dernier peut
être énoncé comme suit : Étant donné {ei, 1 ≤ i ≤M} ⊂ L2(Q) un ensemble de fonctions
de L2(Q) et f : R→ R une application, trouver v ∈ L2(ω× (0, T )) tel que si y est solution
du système 

y′ −∆y + f(y) = vχω dans Q,
y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω
alors ∫

Q
y.ei dxdt = 0, 1 ≤ i ≤M et y(T ) = 0 dans Ω.

En émettant des hypothèses sur les fonctions ei et sur l’application f , les auteurs montrent,
dans un premier temps, que le système linéarisé associé à ce problème est équivalent à un
problème de contrôlabilité à zéro linéaire avec contrainte sur le contrôle. Ils démontrent
ensuite la contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état du problème semi-linéaire en ap-
pliquant le théorème de point fixe de Schauder. Enfin, dans [24], G. Mophou a généralisé
ce résultat dans le cas où les termes non linéaires contiennent un gradient.
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Il est important de préciser que l’étude de la contrôlabilité d’un système nécessite avant
tout que la solution de ce système existe. C’est pour cela que nous rappelons le résultat
d’existence concernant le problème linéaire (2). Pour f ∈ L2(Q) et y0 ∈ L2(Ω), il existe
une unique solution

y ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂y

∂t
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

La preuve de l’existence et l’unicité est rappelée dans l’annexe A. On peut aussi se référer
à [33].

Des résultats de contrôlabilité ont également été démontrés pour des problèmes de
dynamique de population du type

∂y

∂t
+ ∂y

∂a
−∆y + µy = vχω dans Q,

y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(0, a, x) = y0(a, x) dans QA,

y(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)y(t, a, x) da dans QT

(7)

où Q = (0, T )× (0, A)× Ω, Γ = (0, T )× (0, A)× Σ, QT = (0, T )× Ω et QA = (0, A)× Ω.
Ce modèle décrit la dynamique d’une population régie par la distribution y = y(t, a, x)
d’individus d’âge a > 0, à l’instant t > 0 et à la position x dans un domaine Ω de RN . A
représente la durée de vie maximale de l’espèce, µ et β sont les fonctions de mortalité et
de natalité et v représente le contrôle défini sur un ouvert ω de Ω et correspond à un ap-
port extérieur d’individus ou à une élimination. Enfin, la fonction

∫ A

0
β(t, a, x)y(t, a, x) da

représente le répartition des naissances à l’instant t et à l’emplacement x.

Les premiers résultats de contrôlabilité de ce type de problème ont été établis par B.
Ainseba et M. Langlais dans [3, 4] où ils démontrent qu’une certaine famille d’états est
approximativement atteignable à un instant T . Dans [1], B. Ainseba démontre la contrôla-
bilité exacte et approchée d’un problème linéaire de dynamique de population structurée en
âge et en espace. Dans [5], un résultat de contrôlabilité exacte locale est obtenu. En effet,
les auteurs y démontrent que si la distribution initiale est assez petite, on peut trouver
un contrôle qui conduit à l’extinction de la population. Dans [2], Ainseba et Iannelli éta-
blissent la contrôlabilité exacte de deux problèmes de dynamique non linéaires en utilisant
le théorème du point fixe de Kakutani. Par ailleurs, dans [29], O. Nakoulima et S. Sawadogo
ont appliqué la méthode des sentinelles de Lions à un système à deux temps et à données
manquantes. Dans [38], O. Traore a établi la contrôlabilité à zéro d’un problème de dyna-
mique de population non linéaire. En utilisant le théorème de point fixe de Leray-Schauder
et une inégalité de Carleman associée au problème adjoint, l’auteur a montré l’existence
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d’un contrôle menant la population à extinction sur un petit ouvert proche du domaine
d’étude. Dans [39], le même auteur utilise un résultat de contrôlabilité à zéro du problème
rétrograde de dynamique de population pour déterminer la densité des individus du modèle
linéaire direct. Enfin, plus récemment, G. Mophou et S. Sawadogo [35] se sont intéressés à
une méthode de résolution de la contrôlabilité avec un certain nombre de contraintes sur
l’état du problème linéaire de dynamique de population dépendent de l’âge et de l’espace
et, dans [36], ces mêmes auteurs ont résolu la contrôlabilité à zéro avec un certain nombre
de contraintes sur l’état de ce même problème.

Rappelons maintenant la définition du contrôle optimal.
Le contrôle optimal des systèmes distribués est un problème d’optimisation défini par
l’ensemble de cinq considérations :
• un système modélisant un phénomène (physique, chimique, biologique... etc) dont
l’état associé est gouverné par une équation aux dérivées partielles ou une équation
différentielle ordinaire.

• un ensemble de variables “contrôle” qui permet d’agir sur l’état du système.

• un système d’observation qui informe de l’état du système.

• une fonction coût ou “fonction objectif”, fonction de l’état du système via l’observa-
tion et la variable de contrôle.

• un problème d’extrémum pour la fonction coût.

Plus précisément, on considère Uad un sous ensemble convexe fermé non vide de L2(Q)
et la fonctionnelle J définie par

J(h) = 1
2‖y − zd‖

2
L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
L2(Q)

où N > 0 et zd ∈ L2(Q). Alors, le problème de contrôle optimal consiste à trouver ĥ ∈ Uad
tel que J(ĥ) = inf

h∈Uad
J(h).

Ce type de problème a été largement étudié par J.L. Lions [17].

Dans cette thèse, nous montrerons la contrôlabilité au sens de Stackelberg de deux
problèmes d’évolution. Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons au problème de
la chaleur suivant :

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q = Ω× (0, T )
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

y(0) = 0 dans Ω
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pour lequel nous chercherons à déterminer le contrôle k solution d’un problème de contrô-
labilité à zéro avec contrainte sur le contrôle puis le contrôle h solution d’un problème
de contrôle optimal. Dans le deuxième chapitre, nous étudierons encore le problème de la
chaleur pour lequel nous déterminerons, cette fois, le contrôle k solution d’un problème de
contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état puis le contrôle h solution d’un problème de
contrôle optimal. Enfin, dans le dernier chapitre, nous considérerons le problème adjoint
d’un problème de dynamique de population suivant :

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q = (0, T )× (0, A)× Ω,
y(t, a, x) = 0 sur Σ = (0, T )× (0, A)× Γ,
y(T, a, x) = 0 dans QA = (0, A)× Ω,
y(t, A, x) = 0 dans QT = (0, T )× Ω

Une fois de plus, nous déterminerons les contrôles k et h solutions respectives d’un problème
de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état et d’un problème de contrôle optimal.

Ainsi, dans chacun des chapitres, le contrôle h devra maintenir l’état du système proche
d’un état donné tandis que k aura pour objectif de ramener l’état du système à zéro à un
instant T choisi au préalable en tenant compte de la stratégie de h. De ce point de vue, h
est donc le Leader et k le Follower.
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Chapitre 1

Contrôle optimal d’un système
distribué linéaire soumis à la
contrôlabilité à zéro.

1 Position du problème.

Dans ce premier chapitre, on considère l’équation d’évolution parabolique suivante :
y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q = Ω× (0, T ),

y = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
y(0) = 0 dans Ω

(1.1)

où Ω est un ouvert borné de Rd de frontière Γ de classe C2, ω est un ouvert non vide de
Ω, a0 ∈ L∞(Q) et (h, k) ∈ L2(Q)×L2(ω× (0, T )). Dans la suite, on notera G = ω× (0, T ).
Puisque h + kχω ∈ L2(Q) et a0 ∈ L∞(Q), le problème (1.1) admet une unique solution y
dans l’espace de Hilbert

Ξ1,2(Q) = H1((0, T );L2(Ω)) ∩ L2((0, T );H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

Nous utiliserons la notation
y = y(h, k)

pour signifier que chaque terme source h et k joue un rôle particulier.
Maintenant soit θ une fonction positive de classe C2 sur Q et d’inverse 1

θ
bornée sur Q.

Soient H un sous-espace de L2(Q) défini par H = {h ∈ L2(Q) | θh ∈ L2(Q)} et K un
sous-espace vectoriel de L2(G) de dimension finie.
Dans ce chapitre, nous voulons déterminer le couple contrôle (h, k) afin d’atteindre un
double objectif. Le premier est de trouver, pour tout h fixé dans H, k appartenant à
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l’orthogonal de K qui puisse ramener le système (1.1) au repos à l’instant T . Une fois k
trouvé, notre second objectif est alors de chercher h ∈ H de telle sorte que l’état du système
ne s’éloigne pas trop d’un état donné. Plus précisément, on s’intéresse aux deux problèmes
suivants :

Problème 1.1. (Problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle)
Soit H ⊂ L2(Q) un espace de Hilbert et K un sous-espace vectoriel fermé de L2(G). Soit
h ∈ H. Étant donné a0 ∈ L∞(Q), trouver k = k(h) ∈ L2(G) tel que

k ∈ K⊥ (1.2)

et si y = y(h, k) est solution du système
y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q,

y = 0 sur Σ,
y(0) = 0 dans Ω

(1.3)

alors
y(T ) = 0 dans Ω (1.4)

avec
k = min

k̃∈E
‖k̃‖ (1.5)

où E = {k ∈ L2(G) | (k, y) est solution de (1.2)− (1.4)}.

Problème 1.2. (Problème de contrôle optimal)
Soit Uad un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Trouver ĥ ∈ Uad tel que

J(ĥ) = inf
h∈Uad

J(h). (1.6)

où J(h) = 1
2‖y(h, k(h))− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H avec zd ∈ L2(Q)

Notons que si, pour tout h ∈ H, le problème 1.1 admet une solution k, alors k est
unique et dépend de h. Ainsi, le couple (k(h), y(h, k(h))) est une réalisation du problème
(1.2)-(1.5). En fait, nous montrerons dans la section 3 que l’application F définie par

F : H → L2(G)
h 7→ F(h) = k(h). (1.7)

est linéaire et continue de H dans L2(G). Ainsi, si ĥ solution de (1.6) existe, le couple
(F(ĥ), y(ĥ,F(ĥ))) est la réalisation optimale du problème (1.2)-(1.6). De ce point de vue,
nous dirons que ĥ est le Leader, k̂ = F(ĥ) est le Follower et ŷ = y(ĥ, k̂) est l’état optimal
du système.
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Les problèmes 1.1 et 1.2 constituent un problème de contrôle hiérarchique. Ce problème
a déjà été étudié par O. Nakoulima [27]. Mais dans son travail, O. Nakoulima ne choisit pas
le contrôle k de norme minimale comme le demande le concept du contrôle de Stackelberg.

Dans ce chapitre, nous prouvons, sous l’hypothèse

∀k ∈ K, (−∂k
∂t
−∆k + a0k = 0 sur G)⇒ k = 0 sur G, (1.8)

qu’il existe un contrôle k̂ de norme minimale parmi les contrôles k ∈ L2(G) tels que (k, y)
soit solution de (1.2)-(1.4). Ce qui nous permet de trouver ĥ solution de (1.6).

Remarque 1.1. (cf.[28]) L’hypothèse (1.8) n’est pas vide. En effet, elle a déjà été in-
troduite par Jacques-Louis Lions dans [18]. A titre d’exemple, supposons que K est le
sous-espace vectoriel de L2(G) engendré par M fonctions indépendantes mi. On considère
le cas où chaque mi a son support dans un domaine ωi × (0, T ) avec ωi ⊂ ω et ωi ∩ ωj = ∅
pour i 6= j. En supposant que −∂mi

∂t
−∆mi + a0mi 6= 0, si k ∈ K et −∂k

∂t
−∆k+ a0k = 0

dans ω × (0, T ), on a k = 0 dans ω × (0, T ) et l’hypothèse (1.8) est satisfaite.

2 Résolution du problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le
contrôle.

Dans cette section, nous nous intéressons à la résolution du problème 1.1. Pour cela,
nous utiliserons une inégalité de Carleman adaptée à la contrainte (1.2) qui est une consé-
quence de l’inégalité de Carleman classique.

2.1 Inégalités de Carleman.
2.1.1 Inégalité de Carleman classique

On considère une fonction auxiliaire ψ ∈ C2(Ω) qui satisfait les conditions suivantes :

ψ(x) > 0 ∀x ∈ Ω
ψ(x) = 0 ∀x ∈ Γ (1.9)

|∇ψ(x)| 6= 0 ∀x ∈ Ω− ω

Une telle fonction existe selon A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [13]. On définit alors
pour tout λ > 0, les fonctions ϕ et η par

ϕ(x, t) = eλ(ψ(x)+m1)

t(T − t) (1.10)

η(x, t) = eλ(|ψ(x)|∞+m2) + eλ(ψ(x)+m1)

t(T − t) (1.11)
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pour (x, t) ∈ Q et m > 1 et on adopte les notations suivantes :
L = ∂

∂t
−∆ + a0I

L∗ = − ∂

∂t
−∆ + a0I

V = {ρ ∈ C∞(Q) | ρ = 0 sur Σ}

Nous avons alors l’inégalité de Carleman suivante (cf.[13, 20]).

Proposition 1.1. (Inégalité de Carleman classique)
Soit ψ, ϕ et η définies respectivement par (1.9), (1.10) et (1.11). Alors, il existe λ0 =
λ0(Ω, ω, a0), s0 = s0(Ω, ω, a0, T ) et C = C(Ω, ω, a0, T ) tels que pour tout λ ≥ λ0, pour tout
s ≥ s0 et pour tout ρ ∈ V, on ait :∫

Q

e−2sη

sϕ

(
|∂ρ
∂t
|2 + |∆ρ|2

)
dxdt+ sλ2

∫
Q
ϕe−2sη|∇ρ|2 dxdt+ (1.12)

s3λ4
∫
Q
ϕ3e−2sη|ρ|2 dxdt ≤ C

(∫
Q

e−2sη|L∗ρ|2 dxdt+ s3λ4
∫
G
ϕ3e−2sη|ρ|2 dxdt

)
.

Puisque ϕ ne s’annule pas sur Q, on pose

θ = ϕ−
3
2 esη. (1.13)

Alors, d’après les définitions de ϕ et η données respectivement par (1.10) et (1.11), la
fonction θ est positive et 1

θ
est bornée. Donc, en remarquant que ϕ3e−2sη = 1

θ2 dans
(1.12), on obtient l’inégalité suivante :∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdt ≤ C
(∫

Q

1
θ2ϕ3s3λ4 |L

∗ρ|2 dxdt+
∫
G

1
θ2 |ρ|

2 dxdt

)
.

D’où, puisque les fonctions 1
θ
et 1
ϕ

sont bornées, pour tout s ≥ s0 > 1 et λ ≥ λ0 > 1,
on obtient l’inégalité d’observabilité suivante, pour tout ρ ∈ V,∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdt ≤ C
(∫

Q
|L∗ρ|2 dxdt+

∫
G
|ρ|2 dxdt

)
. (1.14)

2.1.2 Inégalité de Carleman adaptée

Pour le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte, nous avons besoin d’une autre
inégalité d’observabilité. En effet, pour traiter la contrainte (1.2), nous allons établir une
inégalité d’observabilité qui lui est adaptée.

Notons
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• P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) sur K

• Pρ la projection orthogonale de ρχω sur K pour ρ ∈ L2(Q).
On a alors l’inégalité de Carleman adaptée suivante (cf.[19, 20, 26]).

Lemme 1.1. (Inégalité de Carleman adaptée)
On suppose l’hypothèse (1.8) vérifiée. Soit θ définie par (1.13). Alors, il existe λ0 =
λ0(Ω, ω, a0) > 1, s0 = s0(Ω, ω, a0, T ) > 1 et C = C(Ω, ω, a0, T ) > 0 tels que pour tous
λ > λ0 et s > s0 et pour tout ρ ∈ V :∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdt ≤ C
(∫

Q
|L∗ρ|2 dxdt+

∫
G
|ρ− Pρ|2 dxdt

)
. (1.15)

Démonstration. On procède par contraposition. Supposons que l’inégalité (1.15) n’est pas
vérifiée. Alors, pour tout n ∈ N∗, il existe ρn ∈ V, tels que∫

Q

1
θ2 |ρn|

2 dxdt = 1, (1.16)∫
Q
|L∗nρn|2 dxdt ≤

1
n
, (1.17)∫

G
|ρn − Pρn|2 dxdt ≤

1
n

(1.18)

Maintenant, le reste de la preuve consiste à montrer que les hypothèses (1.16), (1.17) et
(1.18) mènent à une contradiction. On procède en quatre étapes.
Étape 1. On a∫

G

1
θ2 |Pρn|

2 dxdt ≤ 2
∫
G

1
θ2 |ρn|

2 dxdt+ 2
∫
G

1
θ2 |ρn − Pρn|

2 dxdt.

Puisque 1
θ2 est borné, on déduit des hypothèses (1.16),(1.17) et (1.18) que∫

G

1
θ2 |Pρn|

2 dxdt ≤ C

où C ne dépend pas de n. Comme Pρn appartient à K qui est de dimension finie, alors on
a

‖Pρn‖L2(G) ≤ C. (1.19)
et, en utilisant encore l’hypothèse (1.18), on déduit que

‖ρn‖L2(G) ≤ C. (1.20)

Étape 2. On peut extraire une sous-suite, encore notée (ρn)n telle que

ρnχω ⇀ ρχω faiblement dans L2(G). (1.21)
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Par ailleurs, comme l’hypothèse (1.18) est vérifiée, on a

ρnχω − Pρn → 0 fortement dans L2(G). (1.22)

Ensuite, puisque K est de dimension finie, on déduit de la compacité de l’opérateur P que

Pρn → Pρ fortement dans L2(G). (1.23)

On déduit alors des relations (1.22) et (1.23) que

ρnχω → Pρ fortement dans L2(G).

ce qui, en utilisant (1.21) donne Pρ = ρχω. Autrement dit ρχω ∈ K. On a alors

ρnχω → ρχω fortement dans L2(G). (1.24)

Étape 3. En fait, on a ρχω = 0. En effet, d’après l’hypothèse (1.17), on a

L∗ρn → 0 fortement dans L2(Q). (1.25)

De la relation (1.21), on a que

L∗ρn ⇀ L∗ρ faiblement dans D′(G).

On déduit de l’unicité de la limite que

L∗ρn ⇀ 0 faiblement dans D′(G).

Par conséquent, on a L∗ρ = 0 dans G. Et, comme ρ ∈ K, la condition (1.8) nous permet
de dire que ρ = 0 dans G. Dès lors, la relation (1.24) s’écrit

ρnχω → 0 fortement dans L2(G). (1.26)

Étape 4. Comme ρn ∈ V, alors, d’après l’inégalité (1.14), on a∫
Q

1
θ2 |ρn|

2 dxdt ≤ C
(∫

Q
|L∗ρn|2 dxdt+

∫
G
|ρn|2 dxdt

)
.

Des relations (1.25) et (1.26), on en déduit que∫
Q

1
θ2 |ρn|

2 dxdt→ 0 quand n tend vers +∞.

La contradiction vient de la relation (1.16). La preuve de l’inégalité de Carleman adaptée
(1.15) est alors complète.
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Le Lemme 1.1 nous permet de définir un cadre fonctionnel par la donnée de trois espaces
de Hilbert V , L2

θ(Q) et H. Pour cela, on considère le produit scalaire a(., .) défini par

a(ρ, ρ̂) =
∫
Q
L∗ρL∗ρ̂ dxdt+

∫
G

(ρ− Pρ)(ρ̂− P ρ̂) dxdt. (1.27)

• D’une part, notons V le complété de V pour la norme :

ρ 7→ ‖ρ‖V =
√
a(ρ, ρ). (1.28)

Alors V = V‖.‖V est un espace de Hilbert.

• D’autre part, on munit V de la norme

‖ρ‖θ =
(∫

Q

1
θ
|ρ|2 dxdt

) 1
2

(1.29)

et on note L2
θ(Q) le complété hilbertien de V. Autrement dit, on a

L2
θ(Q) = V‖.‖θ . (1.30)

Le Lemme 1.1 nous assure que

‖ρ‖θ ≤ C‖ρ‖V , ∀ρ ∈ V. (1.31)

En effet, le Lemme 1.1 nous donne l’inégalité suivante :∫
Q

1
θ
|ρ|2 dxdt ≤ C

(∫
Q
|L∗ρ|2 dxdt+

∫
G
|ρ− Pρ|2 dxdt

)
.

Dès lors, en utilisant les définitions des normes de ‖ρ‖θ et ‖ρ‖V données respective-
ment par (1.29) et (1.28), on obtient le résultat. Cette dernière inégalité reste vraie
pour tout ρ ∈ V . Autrement dit, on a l’injection continue V ↪→ L2

θ(Q).

• Enfin, on considère l’espace

H = {h ∈ L2(Q) | θh ∈ L2(Q)} (1.32)

muni de la norme

‖h‖H =
(∫

Q
|θh|2 dxdt

) 1
2

(1.33)

Alors, H est un espace de Hilbert. En effet, soit (hn)n une suite de Cauchy dans H.
Alors, par définition, on a

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, (p ≥ n0 et q ≥ n0)⇒ ‖hp − hq‖H ≤ ε
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ou encore

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀(p, q) ∈ N2, (p ≥ n0 et q ≥ n0)⇒ ‖hp − hq‖H ≤ ε

Donc la relation précédente nous permet de dire que (θhn)n est une suite de Cauchy
dans L2(Q). Et, comme L2(Q) est complet, il existe v ∈ L2(Q) telle que

θhn → v dans L2(Q).

On peut donc extraire une sous-suite, encore notée (θhn)n telle que

θhn → v presque partout dans Q.

De plus, comme θ 6= 0, on a

hn →
1
θ
v presque partout dans Q.

En posant h = 1
θ
v, on a θh = v ∈ L2(Q) et, comme v ∈ L2(Q) et 1

θ
∈ L∞(Q), on a

h ∈ L2(Q). Donc h ∈ L2(Q) et θh ∈ L2(Q). Par conséquent, h ∈ H et hn converge
vers h dans H. D’où H est un espace de Hilbert.

Dans la suite, nous utiliserons l’espace de Hilbert H défini par la relation (1.32).
Il est clair que, pour tout h ∈ H, la forme linéaire ϕ 7→

∫
Q
hϕdxdt est continue sur V .

Alors, d’après le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique ρθ = ρθ(h) ∈ V solution de
l’équation variationnelle suivante :

a(ρθ, ϕ) =
∫
Q
hϕdxdt, ∀ϕ ∈ V (1.34)

ou encore∫
Q
L∗ρθL

∗ϕdxdt+
∫
G

(ρθ − Pρθ)(ϕ− Pϕ) dxdt =
∫
Q
hϕdxdt, ∀ϕ ∈ V. (1.35)

Proposition 1.2. On suppose l’hypothèse (1.8) vérifiée. Soient h ∈ H et ρθ l’unique
solution de (1.34). On pose

kθ = −(ρθ − Pρθ)χω (1.36)
et

yθ = L∗ρθ. (1.37)
Alors, le couple (kθ, yθ) vérifie le problème de contrôlabilité (1.2)-(1.4). De plus, il existe
C = C(Ω, ω, a0, T ) > 0 tel que

‖ρθ‖V ≤ C‖h‖H , (1.38)
‖kθ‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (1.39)
‖yθ‖Ξ1,2(Q) ≤ C‖h‖H . (1.40)
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Démonstration. On procède en deux étapes.
Étape 1. On montre que (kθ, yθ) est solution de (1.2)-(1.4).

Puisque ρθ ∈ V , alors kθ = −(ρθχω−Pρθ) ∈ L2(G) et yθ ∈ L2(Q). Et, comme Pρθ ∈ K,
on a kθ ∈ K⊥. En remplaçant −(ρθχω − Pρθ) par kθ et L∗ρθ par yθ dans (1.35), on a∫

Q
yθL

∗ρ dxdt+
∫
G

(ρθ − Pρθ)(ρ− Pρ) dxdt =
∫
Q
hρ dxdt , ∀ρ ∈ V.

Puisque Pρ ∈ K, l’égalité précédente devient∫
Q
yθL

∗ρ dxdt+
∫
G

(ρθ − Pρθ)ρ dxdt =
∫
Q
hρ dxdt , ∀ρ ∈ V.

Autrement dit, on a∫
Q
yθL

∗ρ dxdt =
∫
Q
hρ dxdt+

∫
G
kθρ dxdt , ∀ρ ∈ V. (1.41)

En particulier, pour ρ ∈ D(Q), on a∫
Q
yθL

∗ρ dxdt =
∫
Q
hρ dxdt+

∫
G
kθρ dxdt.

En utilisant la formule de Green, on obtient∫
Q
Lyθρ dxdt =

∫
Q
hρ dxdt+

∫
G
kθρ dxdt , ∀ρ ∈ D(Q)

ou encore ∫
Q

(Lyθ − h− kθχω)ρ dxdt = 0, ∀ρ ∈ D(Q).

Donc
y′θ −∆yθ + a0yθ = h+ kθχω dans Q. (1.42)

Nous allons maintenant montrer l’existence des traces de yθ.
On a, d’une part, yθ ∈ L2(Q). Donc y′θ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). De plus, comme h + kθχω ∈
L2(Q), alors ∆yθ ∈ H−1(0, T ;L2(Ω)). Donc, d’après Lions(cf. [17], chapitre 2, page 79),
les traces yθ|Σ et ∂yθ

∂ν |Σ
existent et appartiennent respectivement à H−1(0, T ;H− 1

2 (Γ)) et

H−1(0, T ;H− 3
2 (Γ)).

D’autre part, comme yθ ∈ L2(Q), alors ∆yθ ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)). Donc yθ ∈ C([0, T ];H−1(Ω))
(d’après Lions (cf. [17], chapitre 3, page 216). Par conséquent, yθ(0) et yθ(T ) existent et
appartiennent à H−1(Ω).
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Soit ϕ ∈ V. Multiplions l’égalité (1.42) par ϕ et intégrons par parties sur Q. On obtient
alors

〈yθ(T ), ϕ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yθ(0), ϕ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) −
∫
Q
yθϕ

′ dxdt

−
∫ T

0

〈
∂yθ
∂ν

, ϕ

〉
H−3/2(Γ),H3/2(Γ)

dt+
∫ T

0

〈
yθ,

∂ϕ

∂ν

〉
H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

dt

−
∫
Q
yθ∆ϕdxdt+

∫
Q
a0yθϕdxdt =

∫
Q
hϕdxdt+

∫
G
kθϕdxdt.

Donc

〈yθ(T ), ϕ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yθ(0), ϕ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+
∫ T

0

〈
yθ,

∂ϕ

∂ν

〉
H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

dt+
∫
Q
yθL

∗ϕdxdt

=
∫
Q
hϕdxdt+

∫
G
kθϕdxdt.

Comme
∫
Q
yθL

∗ϕdxdt =
∫
Q

(h+ kθχω)ϕdxdt, d’après la relation (1.41), on a

〈yθ(T ), ϕ(T )〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) − 〈yθ(0), ϕ(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω)

+
∫ T

0

〈
yθ,

∂ϕ

∂ν

〉
H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

dt = 0 (1.43)

On choisit, dans (1.43) ϕ ∈ V telle que ϕ(T ) = ϕ(0) = 0 dans Ω et on a∫ T

0

〈
yθ,

∂ϕ

∂ν

〉
H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

dt = 0.

Donc yθ = 0 sur Σ. Ensuite, on choisit ϕ ∈ V telle que ϕ(T ) = 0 dans Ω et on a

〈yθ(0), ϕ(0)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = 0

ce qui implique que yθ(0) = 0 dans Ω. Finalement, on déduit de (1.43) que yθ(T ) = 0 dans
Ω.

Nous avons ainsi montré que yθ est solution du système
y′θ −∆yθ + a0yθ = h+ kθχω dans Q,

yθ = 0 sur Σ,
yθ(0) = 0 dans Ω
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et que
yθ(T ) = 0 dans Ω.

Par conséquent, le couple (kθ, yθ) est bien solution du problème de contrôlabilité à zéro
avec contrainte sur le contrôle (1.2)-(1.4).

Étape 2. On démontre les estimations (1.38)-(1.40).
En remplaçant ϕ par ρθ dans l’équation variationnelle (1.34) et en utilisant l’inégalité

de Cauchy-Schwartz, on obtient

a(ρθ, ρθ) =
∫
Q
hρθ dxdt

=
∫
Q
θh

1
θ
ρθ dxdt

≤ ‖θh‖L2(Q)

∥∥∥∥1
θ
ρθ

∥∥∥∥
L2(Q)

ce qui, d’après les définitions de la norme dans H et de celle dans V données respectivement
par les relations (1.33) et (1.29), donne

a(ρθ, ρθ) ≤ ‖h‖H‖ρθ‖θ.

Dès lors, la relation (1.31) et la définition de la norme dans V donnée par la relation (1.28)
nous permettent d’écrire

‖ρθ‖2V ≤ C‖h‖H‖ρθ‖V .
D’où

‖ρθ‖V ≤ C‖h‖H .
On a donc l’estimation (1.38). Par ailleurs, d’après les définitions de a(., .), kθ et yθ

données respectivement par les relations (1.27), (1.36) et (1.37), on a

a(ρθ, ρθ) = ‖L∗ρθ‖2L2(Q) + ‖ρθ − Pρθ‖2L2(G)

= ‖yθ‖2L2(Q) + ‖kθ‖2L2(G).

Donc
‖kθ‖2L2(G) ≤ a(ρθ, ρθ).

ce qui, d’après (1.38) donne

‖kθ‖L2(G) ≤ ‖ρθ‖V ,
≤ C‖h‖H .

On a donc bien l’estimation (1.39). Enfin, l’estimation (1.40) est une conséquence de l’es-
timation (1.39) et des propriétés classiques de l’équation de la chaleur (cf. [16], tome 2).
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Proposition 1.3. Sous les hypothèses de la Proposition 1.2, il existe un unique contrôle
k = k(h) tel que

k = min
k̃∈E
‖k̃‖ (1.44)

où E = {k̃ ∈ L2(G) | (k̃, ỹ) est solution de (1.2)− (1.4)}.

Démonstration. D’après la Proposition 1.2, le couple (kθ, yθ) vérifie le problème de contrô-
labilité (1.2)-(1.4). Par conséquent, l’ensemble E est non vide. Puisque, E est aussi un sous-
ensemble convexe fermé de L2(G), on en déduit qu’il existe un unique contrôle k = k(h)
de norme minimale dans L2(G) tel que (k(h), y(h, k(h))) satisfasse le problème (1.2)-(1.4).

2.2 Méthode de pénalisation.
Dans cette partie, nous allons caractériser la solution optimale. Pour cela, nous utilise-

rons une méthode de pénalisation introduite par J.L. Lions. Soit alors l’ensemble
u ∈ K⊥, z ∈ L2(Q),
z′ −∆z ∈ L2(Q), z = 0 sur Σ,
z(0) = 0, z(T ) = 0.

(1.45)

Pour tout h ∈ L2(Q), on définit la fonctionnelle Iε par

Iε(u, z) = 1
2‖u‖

2
L2(G) + 1

2ε‖Lz − h− uχω‖
2
L2(Q), ∀(u, z) vérifiant (1.45) (1.46)

et on considère le problème suivant :

inf{Iε(u, z), (u, z) vérifiant (1.45)}. (1.47)

Puisque Iε est coercive, continue et strictement convexe, alors le problème (1.47) admet
une unique solution (kε = kε(h), yε = yε(h)). Autrement dit, on a

Iε(kε, yε) ≤ Iε(u, z).

Nous donnons maintenant le système d’optimalité vérifié par (kε, yε).

Proposition 1.4. Soit (kε, yε) la solution optimale du problème (1.47). Alors, il existe
ρε ∈ V tel que le triplet (kε, yε, ρε) soit solution du système d’optimalité suivant :

kε = −(ρεχω − Pρε) ∈ K⊥, (1.48)


y′ε −∆yε + a0yε = h+ kεχω − ερε dans Q,

yε = 0 sur Σ,
yε(0) = 0 dans Ω,

(1.49)
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yε(T ) = 0 dans Ω, (1.50)

{
−ρ′ε −∆ρε + a0ρε = 0 dans Q,

ρε = 0 sur Σ. (1.51)

Démonstration. Établissons les conditions d’Euler-Lagrange qui caractérisent (kε, yε). On
a :

d

dλ
Iε(kε, yε + λϕ)|λ=0 = 0, ∀ϕ ∈ C∞(Q) tel que ϕ = 0 sur Σ, ϕ(0) = 0 dans Ω

et ϕ(T ) = 0 dans Ω,
d

dλ
Iε(kε + λk, yε)|λ=0 = 0, ∀k ∈ K⊥.

On rappelle que

d

dλ
Iε(kε, yε + λϕ)|λ=0 = lim

λ 7→0

Iε(kε, yε + λϕ)− Iε(kε, yε)
λ

et
d

dλ
Iε(kε + λk, yε)|λ=0 = lim

λ 7→0

Iε(kε + λk, yε)− Iε(kε, yε)
λ

.

On calcule, d’une part Iε(kε, yε + λϕ). On a alors

Iε(kε, yε + λϕ) = 1
2‖kε‖

2
L2(G) + 1

2ε‖L(yε + λϕ)− h− kεχω‖2L2(Q)

= 1
2‖kε‖

2
L2(G) + 1

2ε‖Lyε − h− kεχω‖
2
L2(Q) +

λ2

2ε‖Lϕ‖
2
L2(Q) + λ

ε
(Lyε − h− kεχω, Lϕ)L2(Q).

D’autre part, on calcule Iε(kε + λk, yε) et on obtient

Iε(kε + λk, yε) = 1
2‖kε + λk‖2L2(G) + 1

2ε‖Lyε − h− (kε + λk)χω‖2L2(Q)

= 1
2‖kε‖

2
L2(G) + λ2

2 ‖k‖
2
L2(G) + λ(kε, k)L2(G) +

1
2ε‖Lyε − h− kεχω‖

2
L2(Q) + λ2

2ε‖k‖L2(G) −
λ

ε
(Lyε − h− kεχω, k)L2(G).
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On a donc

Iε(kε, yε + λϕ)− Iε(kε, yε) = λ2

2ε‖Lϕ‖
2
L2(Q) + λ

ε
(Lyε − h− kεχω, Lϕ)L2(Q)

et

Iε(kε + λk, yε)− Iε(kε, yε) = λ2

2 ‖k‖
2
L2(G) + λ(kε, k)L2(G) + λ2

2ε‖k‖L2(G)

−λ
ε

(Lyε − h− kεχω, k)L2(G).

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par λ 6= 0 et en passant à la limite
quand λ tend vers 0, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent, d’une part,∫

Q

1
ε

(Lyε − h− kεχω)Lϕdxdt = 0,

∀ϕ ∈ C∞(Q) tel que ϕ = 0 sur Σ, ϕ(0) = ϕ(T ) = 0 dans Ω
(1.52)

et, d’autre part,∫
G
kεk dxdt−

∫
Q

1
ε

(Lyε − h− kεχω) k dxdt = 0, ∀k ∈ K⊥. (1.53)

On définit alors l’état adjoint par

ρε = ρε(h) = −1
ε

(Lyε − h− kεχω). (1.54)

On a ρε ∈ L2(Q) et on déduit alors que Lyε = h + kεχω − ερε ∈ L2(Q). En outre,
puisque (kε, yε) vérifie les conditions (1.45), on a yε = 0 sur Σ, yε(0) = 0 dans Ω et yε(T ) =
0 dans Ω. Donc yε est solution du système (1.49) et vérifie la contrôlabilité à zéro (1.50).
Par ailleurs, comme h+ kε − ερε ∈ L2(Q), alors yε ∈ Ξ1,2(Q). Maintenant, en remplaçant
−1
ε

(Lyε − h− kεχω) par ρε, dans (1.52) et (1.53), on obtient respectivement

∫
Q
ρεLϕdxdt = 0,∀ϕ ∈ C∞(Q) tel que ϕ = 0 sur Σ, ϕ(0) = ϕ(T ) = 0 dans Ω (1.55)

et ∫
G
kεk dxdt+

∫
Q
ρεk dxdt = 0, ∀k ∈ K⊥. (1.56)

En particulier pour ϕ ∈ D(Q), l’égalité (1.55) devient∫
Q
ρεLϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ D(Q).
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En utilisant la formule de Green, on obtient
∫
Q
L∗ρεϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ D(Q). On a donc

L∗ρε = −ρ′ε −∆ρε + a0ρε = 0 dans Q. (1.57)

On démontre, comme pour yθ à la page 16, que les les traces
(
ρε|Σ ,

∂ρε
∂ν |Σ

)
et (ρε(0), ρε(T ))

sont définies et ont un sens respectivement dans H−1(0, T ;H− 1
2 (Γ))×H−1(0, T ;H− 3

2 (Γ))
et (H−1(Ω))2.

Multiplions l’égalité (1.57) par ϕ ∈ V tel que ϕ(T ) = ϕ(0) = 0 dans Ω et intégrons par
parties sur Q. On obtient alors∫

Q
ρεLϕdxdt+

∫ T

0

〈
ρε,

∂ϕ

∂ν

〉
H−3/2(Γ),H3/2(Γ)

dt = 0

ce qui, en utilisant (1.55), donne
∫ T

0

〈
ρε,

∂ϕ

∂ν

〉
H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

dt = 0.

Donc ρε = 0 sur Σ.

D’après l’égalité (1.56), on a∫
G

(kε + ρεχω)k dxdt = 0, ∀k ∈ K⊥

ce qui veut dire que kε +ρεχω ∈ K. Et, comme kε ∈ K⊥, on a kε +ρεχω = P (kε +ρεχω) =
Pρε. Donc kε = −(ρεχω − Pρε) ∈ K⊥.

La proposition suivante nous donne les estimations sur kε, yε et ρε.

Proposition 1.5. Soit (kε, yε, ρε) défini comme dans la Proposition 1.4. Alors, il existe
une constante positive C, indépendante de ε, telle que

‖kε‖L2(G) ≤ C, (1.58)
‖yε‖Ξ1,2(Q) ≤ C, (1.59)
‖ρεχω‖L2(G) ≤ C, (1.60)

‖ρε‖V ≤ C. (1.61)
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Démonstration. Comme kθ et yθ définis par (1.36) et (1.37) vérifient (1.45), en utilisant,
d’une part, la structure de Iε et, d’autre part, la relation (1.39), on a

0 ≤ Iε(kε, yε) ≤ Iε(kθ, yθ) = 1
2‖kθ‖

2
L2(Q) ≤ C‖h‖H .

Autrement dit, nous avons

1
2‖kε‖

2
L2(G) + 1

2ε‖Lyε − h− kεχω‖
2
L2(Q) ≤ C‖h‖H .

Donc
‖kε‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (1.62)

‖Lyε − h− kεχω‖L2(Q) ≤ C
√
ε‖h‖H (1.63)

et les relations (1.54) et (1.63) nous donnent

‖ερε‖L2(Q) ≤ C
√
ε‖h‖H .

Ainsi, yε étant solution de (1.49), on obtient l’estimation (1.59) grâce aux propriétés de
régularité de l’équation de la chaleur (cf. [16], tome 2).

De plus, puisque L∗ρε = 0 et que l’estimation (1.58) est vérifiée, en utilisant la définition
de la norme sur V donnée par la relation (1.28) ainsi que la définition de kε donnée par la
relation (1.48), on obtient l’estimation (1.61).

D’autre part, puisque ρε ∈ V , en appliquant l’inégalité d’observabilité (1.15) à ρε, on
a
∥∥∥∥1
θ
ρε

∥∥∥∥
L2(G)

≤ C. Donc, en utilisant les relations (1.48), (1.58) et le fait que 1
θ
∈ L∞(Q),

on déduit que
∥∥∥∥1
θ
Pρε

∥∥∥∥
L2(G)

≤ C. Puisque Pρε ∈ K qui est un sous espace de L2(G)

de dimension finie, nous obtenons l’inégalité ‖Pρε‖L2(G) ≤ C car, en dimension finie, les
normes sont équivalentes. Ainsi, en réutilisant une fois de plus les relations (1.48) et (1.58),
nous obtenons l’estimation (1.60).

Maintenant, on peut passer à la limite quand ε tend vers 0 pour obtenir le système
d’optimalité singulier associé au problème 1.1.

2.3 Existence, unicité et caractérisation du Follower.
Théorème 1.1. (Caractérisation du Follower)
Soient Ω un ouvert borné de Rd de frontière Γ de classe C2 et ω un ouvert non vide de
Ω. On suppose l’hypothèse (1.8) vérifiée. Alors, pour toute fonction h ∈ H, le problème de
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contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle (1.2)-(1.5) admet une unique solution
k = k(h) caractérisée par

k(h) = −(ρ(h)− Pρ(h))χω (1.64)
où ρ = ρ(h) est solution de{

−ρ′ −∆ρ+ a0ρ = 0 dans Q,
ρ = 0 sur Σ. (1.65)

Démonstration. On procède en trois étapes.
Étape 1. On étudie la convergence de (kε, yε).

D’après les estimations (1.58) et (1.59), on peut extraire de (kε)ε et (yε)ε deux sous-
suites, encore notées (kε)ε et (yε)ε telles que

kε ⇀ k0 faiblement dans L2(G), (1.66)
yε ⇀ y0 faiblement dans Ξ1,2(Q). (1.67)

De plus, puisque kε ∈ K⊥ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L2(G), on a

k0 ∈ K⊥. (1.68)

Enfin, l’injection de Ξ1,2(Q) dans L2(Q) étant compacte, le couple (k0, y0) est tel que
y′0 −∆y0 + a0y0 = h+ k0χω dans Q,

y0 = 0 sur Σ,
y0(0) = 0 dans Ω,

(1.69)

y0(T ) = 0 dans Ω. (1.70)
Ainsi, (k0, y0) est solution de (1.2)-(1.4).

Étape 2. On montre que (k0, y0) = (k(h), y(h, k(h))).
D’après l’expression de Iε donnée par (1.46), on peut écrire

1
2‖kε‖

2
L2(G) ≤ Iε(kε, yε).

Puisque (k(h), y(h, k(h))) satisfait le problème (1.2)-(1.4), cette dernière inégalité devient

1
2‖kε‖

2
L2(G) ≤ Iε(kε, yε) ≤ Iε(k(h), y(h, k(h))) = 1

2‖k(h)‖2L2(G). (1.71)

Donc, en utilisant la relation (1.66) quand on passe à la limite dans l’inégalité (1.71), on
obtient

1
2‖k0‖2L2(G) ≤ lim inf

ε→0
Iε(kε, yε) ≤

1
2‖k(h)‖2L2(G).
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Par conséquent,
‖k0‖L2(G) ≤ ‖k(h)‖L2(G). (1.72)

D’autre part, (k0, y0) étant solution de (1.2)-(1.4), on a, d’après (1.44),

‖k(h)‖L2(G) ≤ ‖k0‖L2(G)

ce qui, combiné avec (1.72) nous donne

‖k0‖L2(G) = ‖k(h)‖L2(G).

D’où
k0 = k(h). (1.73)

Dès lors, l’unicité des solutions du système (1.69) nous donne y0 = y(h, k(h)).

Étape 3. D’après les estimations (1.60) et (1.61), on peut extraire de (ρε)ε une sous-suite,
encore notée (ρε)ε telle que

ρεχω ⇀ ρχω faiblement dans L2(G), (1.74)
ρε ⇀ ρ faiblement dans V . (1.75)

Comme P est un opérateur compact, on déduit de (1.74) que

Pρε → Pρ fortement dans L2(G). (1.76)

Donc, en utilisant (1.74) et (1.76), on obtient

kε = −(ρεχω − Pρε) ⇀ −(ρχω − Pρ) faiblement dans L2(G).

Ainsi, d’après (1.66), (1.73) et l’unicité de la limite, on a que

k(h) = −(ρχω − Pρ) = (P − I)ρχω

et donc ρχω = ρ(h)χω.

Nous avons ainsi montré que pour tout h ∈ H, le couple (k(h), y(h, k(h))) est l’unique
solution du problème (1.2)-(1.5) avec k(h) = −(ρ(h)χω − Pρ(h)).

Maintenant, passons à la limite dans (1.51).
De (1.75), on obtient que ρ ∈ V ,

L∗ρε ⇀ L∗ρ(h) dans L2(Q)
ρ(h) = 0 sur Σ

et, comme L∗ρε = 0 dans Q, on en déduit que L∗ρ = 0 dans Q. Ainsi ρ = ρ(h) est solution
du système (1.65).
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Remarque 1.2. Notons que ‖k(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H . En effet, comme (kθ, yθ) vérifie (1.45),
on peut écrire

Iε(kε, yε) ≤ Iε(kθ, yθ) = 1
2‖kθ‖L2(G).

Donc, en utilisant la définition de Iε donnée par la relation (1.46) et le fait que kθ vé-
rifie l’estimation (1.39), on obtient que ‖kε‖L2(G) ≤ C‖h‖H . Par conséquent, d’après les
relations (1.66) et (1.73), on a bien ‖k(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H .

3 Résolution du problème de contrôle optimal.

Avant de résoudre le problème de contrôle optimal, nous étudions les propriétés de
l’application F , définie par (1.7), qui nous seront utiles dans la suite.
Lemme 1.2. Pour tout h ∈ H, soit ρ = ρ(h) la solution de (1.65). Alors, l’application F
définie par la relation (1.7) est linéaire et continue de H dans L2(G).
Démonstration. On considère le sous-espace vectoriel V0 de V défini par

V0 = {ϕ ∈ V |L∗ϕ = 0}.
Puisque (F(h), y = y(h,F(h))) est solution du problème (1.2)-(1.5), multiplions l’équation
(1.3)1 par ϕ ∈ V0 et intégrons par parties dans Q. On a alors∫

Q
(h+ F(h)χω)ϕdxdt =

∫
Q

(
y′ −∆y + a0y

)
ϕdxdt

=
∫

Ω
y(T )ϕ(T ) dx−

∫
Ω
y(0)ϕ(0) dx−

∫
Q
yϕ′ dxdt

−
∫

Σ

∂y

∂ν
ϕ dΓdt−

∫
Σ
y
∂ϕ

∂ν
dΓdt−

∫
Q
y∆ϕdxdt

+
∫
Q
a0yϕ dxdt

Comme ϕ = 0 sur Σ et L∗ϕ = 0, on a∫
Q
hϕdxdt+

∫
Q
F(h)χωϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ V0. (1.77)

ou encore ∫
Q
hϕdxdt−

∫
Q

(ρ(h)− Pρ(h))χωϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ V0,

Par ailleurs, comme l’application ϕ 7→
∫
Q
hϕdxdt est linéaire et continue sur V et que

−
∫
G
F(h)ϕdxdt =

∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))ϕdxdt

=
∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))(ϕ− Pϕ) dxdt

= a(ρ(h), ϕ),
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nous déduisons de l’égalité (1.77) que ρ = ρ(h) est solution du problème variationnel

a(ρ, ϕ) =
∫
Q
hϕdxdt, ∀ϕ ∈ V0. (1.78)

Donc l’application h 7→ ρ = ρ(h)χω est linéaire de H dans L2(G). Par ailleurs, puisque
l’opérateur de projection I − P défini de L2(G) dans K⊥ ⊂ L2(G) est aussi linéaire, on
en déduit que l’application F est linéaire de H dans L2(G). Il s’en suit alors, d’après la
remarque 1.2, que F est continue sur H puisque ‖F(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H .

Remarque 1.3. Si on note π la projection orthogonale de V sur V0 alors ρ = πρθ. En
effet, d’après l’égalité (1.34) d’une part et, l’égalité (1.78) d’autre part, on a

a(ρθ, ϕ) =
∫
Q
hϕdxdt, ∀ϕ ∈ V

et
a(ρ, ψ) =

∫
Q
hψ dxdt , ∀ψ ∈ V0.

En particulier, pour ϕ = ψ ∈ V0, il vient

a(ρθ − ρ, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ V0.

Par conséquent, puisque ρ ∈ V0, on a bien ρ = πρθ.

3.1 Existence et caractérisation du Leader.

On considère la fonctionnelle J définie par

J(h) = 1
2‖y(h,F(h))− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H (1.79)

à laquelle on associe le problème de minimisation

inf
h∈Uad

J(h) (1.80)

où Uad est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L2(Q).
En utilisant les propriétés de l’application F données par le Lemme 1.2, il s’en suit que J
est strictement convexe, continue et coercive. On a donc le résultat classique suivant (voir
[17], chapitre 2, page 52) :

Proposition 1.6. Sous l’hypothèse (1.8), il existe un unique contrôle ĥ solution du pro-
blème de minimisation (1.80).
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Dans la suite de cette partie, nous utiliserons la notation ŷ = y(ĥ,F(ĥ)). Nous allons
maintenant caractériser ĥ.

Par définition, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 ≥ 0, ∀h ∈ Uad.

Rappelons que d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 = lim

λ→0

J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ)
λ

. On a alors

J(ĥ+ λ(h− ĥ)) = 1
2‖y(ĥ+ λ(h− ĥ),F(ĥ+ λ(h− ĥ)))− zd‖2L2(Q)

+N

2 ‖ĥ+ λ(h− ĥ)‖2H

= 1
2‖ŷ − zd‖

2
L2(Q) + λ(ŷ − zd, y(h− ĥ,F(h− ĥ)))L2(Q)

+λ2

2 ‖y(h− ĥ,F(h− ĥ))‖2L2(Q) + N

2 ‖ĥ‖
2
H

+Nλ(ĥ, h− ĥ)L2(Q) + Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H .

Donc

J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ) = λ
(
ŷ − zd, y(h− ĥ,F(h− ĥ))

)
L2(Q)

+Nλ(ĥ, h− ĥ)H + λ2

2 ‖y(h− ĥ,F(h− ĥ))‖2L2(Q)

+Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H .

Par conséquent, on obtient :

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 = (ŷ − zd, y(h− ĥ,F(h− ĥ)))L2(Q) + (Nĥ, h− ĥ)H .

Ainsi, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent

(ŷ − zd, y(h− ĥ,F(h− ĥ)))L2(Q) + (Nĥ, h− ĥ)H ≥ 0, ∀h ∈ Uad. (1.81)

On interprète cette condition en utilisant l’état adjoint. Pour faciliter les calculs, on
pose w = h− ĥ et on note z = y(w,F(w)). Alors z vérifie

z′ −∆z + a0z = w + F(w)χω dans Q,
z = 0 sur Σ,

z(0) = 0 dans Ω.
(1.82)
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Soit p la solution du système suivant :
−p′ −∆p+ a0p = ŷ − zd dans Q,

p = 0 sur Σ,
p(T ) = 0 dans Ω.

(1.83)

Puisque ŷ − zd ∈ L2(Q), on sait que p ∈ Ξ1,2(Q). En multipliant l’équation (1.83)1 par
z solution du système (1.82) et en intégrant par partie sur Q, on a∫

Q
z(ŷ − zd) dxdt =

∫
Q

(
−p′ −∆p+ a0p

)
z dxdt

= −
∫

Ω
p(T )z(T ) dx+

∫
Ω
p(0)z(0) dx+

∫
Q
pz′ dxdt−∫

Σ
z
∂p

∂ν
dΓdt+

∫
Σ

∂z

∂ν
p dΓdt−

∫
Q
p∆z dxdt+

∫
Q
a0pz dxdt

=
∫
Q
p(z′ −∆z + a0z) dxdt

=
∫
Q
p(w + F(w)χω) dxdt.

ce qui peut encore s’écrire∫
Q
pw dxdt+

∫
Q
pF(w)χω dxdt =

∫
Q
y(ŷ − zd) dxdt.

On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales précédentes
dans l’espace de Hilbert H = {h ∈ L2(Q)| θh ∈ L2(Q)} où θ est définie par la relation
(1.13). Soient H ′ le dual de l’espace H et Λ−1 l’isomorphisme isométrique de H ′ dans H.
En observant que l’on peut écrire∫

Q
pw dxdt =

∫
Q

1
θ
pθw =

〈1
θ
p, w

〉
H′,H

et ∫
G
pF(w) dxdt = 〈F∗(p), w〉H′,H ,

on obtient ∫
Q
pw dxdt = (Λ−1(1

θ
p), w)H

et ∫
G
pF(w) dxdt = (Λ−1F∗(p), w)H .

En résumé, la condition (1.81) devient

(Λ−1(1
θ
p) + Λ−1F∗(p) +Nĥ, h− ĥ)H ≥ 0, ∀h ∈ Uad
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ou encore
(Λ−1(1

θ
I + F∗)(p) +Nĥ, h− ĥ)H ≥ 0, ∀h ∈ Uad

où I est l’opérateur identité de L2(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théorème 1.2. (Existence, unicité et caractérisation du Leader)
On suppose la condition (1.8) vérifiée. Soient θ la fonction définie par la relation (1.13) et
F l’application linéaire continue définie par (1.7). Alors, il existe p ∈ Ξ1,2(Q) tel que le pro-
blème de minimisation (1.80) admette une unique solution ĥ caractérisée par la condition
d’optimalité suivante

(Λ−1(1
θ
I + F∗)(p) +Nĥ, h− ĥ)H ≥ 0, ∀h ∈ Uad (1.84)

et 
−p′ −∆p+ a0p = ŷ − zd dans Q

p = 0 sur Σ
p(T ) = 0 dans Ω.

(1.85)
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Chapitre 2

Contrôle optimal d’un système
distribué linéaire soumis à la
contrôlabilité à zéro avec
contraintes sur l’état.

Dans ce chapitre, le problème de Stackelberg associé à une équation parabolique que
nous considérons consiste à résoudre, dans un premier temps, un problème de contrôlabilité
à zéro avec contraintes sur l’état puis un problème de contrôle optimal. Plus précisément,
nous considérons le système d’équation

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q = Ω× (0, T ),
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),

y(0) = 0 dans Ω
(2.1)

et nous nous intéressons aux problèmes suivants :

Problème 2.1. Soit {ei, 1 ≤ i ≤ M} un ensemble de fonctions de L2(Q) tel que les
fonctions

eiχω, 1≤i≤M soient linéairement indépendantes. (2.2)
Soient H l’espace de Hilbert défini par la relation (1.32), h ∈ H et a0 ∈ L∞(Q). Trouver
un contrôle k ∈ L2(ω × (0, T )) tel que si y est solution de

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q,
y = 0 sur Σ,

y(0) = 0 dans Ω
(2.3)

alors ∫
Q
yei dxdt = 0, 1 ≤ i ≤M (2.4)
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et
y(T ) = 0 dans Ω. (2.5)

Problème 2.2. Soient Uad un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et zd ∈ L2(Q).
Trouver ĥ ∈ Uad tel que

J(ĥ) = inf
h∈Uad

J(h). (2.6)

où
J(h) = 1

2‖y(h, k)− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H (2.7)

Si le minimum ĥ existe, alors le couple (k(ĥ), y(ĥ, k(ĥ))) est la réalisation optimale du
problème (2.3)-(2.6). Nous dirons alors que ĥ est le Leader, k̂ = k(ĥ) est le Follower et
ŷ = y(ĥ, k̂) est l’état optimal du système. Dans la suite, nous noterons G = ω × (0, T ).

1 Équivalence entre le problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur
l’état et le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle.

Dans un premier temps, nous montrons que le problème (2.1) est équivalent au problème
de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle.

Proposition 2.1. Soit Ω un ouvert borné de Rd de frontière Γ de classe C2 et θ la fonction
positive d’inverse bornée définie en (1.13). Alors, il existe deux sous-espaces de dimension
finie K et Kθ tels que, pour tout h ∈ H, il existe k0 = k0(h) ∈ Kθ de telle sorte que
le problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état (2.3)-(2.5) soit équivalent
au problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle suivant : Étant donné
a0 ∈ L∞(Q), trouver v ∈ L2(G) tel que

v ∈ K⊥ (2.8)

k = k0 + v (2.9)

et telle que la solution y de
y′ −∆y + a0y = h+ (k0 + v)χω dans Q,

y = 0 sur Σ,
y(0) = 0 dans Ω

(2.10)

vérifie
y(T ) = 0 dans Q. (2.11)

Pour la preuve de la Proposition (2.1), nous avons besoin des résultats qui suivent.
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Lemme 2.1. Soient θ définie par la relation (1.13) et ei, 1≤i≤M ∈ L2(Q) telles que l’hy-
pothèse (2.2) soit satisfaite. Soit qi ∈ Ξ1,2(Q), 1 ≤ i ≤M , solution de :

−q′i −∆qi + a0qi = ei dans Q,
qi = 0 sur Σ,

qi(T ) = 0 dans Ω.
(2.12)

Alors, les fonctions qiχω, 1 ≤ i ≤ M , sont linéairement indépendantes. De même, les
fonctions 1

θ
qiχω, 1 ≤ i ≤M , sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Montrons, dans un premier temps, que les les fonctions qiχω(1 ≤ i ≤ M)
sont linéairement indépendantes.

Soit γi ∈ R, 1 ≤ i ≤M , tel que ũ =
M∑
i=1

γiqiχω = 0. Puisque qi est solution de (2.12), on a,

pour tout ouvert ω′ de ω,

−∂ũ
∂t
−∆ũ+ a0ũ =

M∑
i=1

γiei dans (0, T )× ω′.

On en déduit alors que
M∑
i=1

γiei = 0 dans G. Les fonctions eiχω, i ∈ {1, . . . ,M}, étant

linéairement indépendantes, on conclut que γi = 0, 1 ≤ i ≤ M . D’où, les fonctions qiχω
sont linéairement indépendantes.

Montrons maintenant que les fonctions 1
θ
qiχω(1 ≤ i ≤ M) sont linéairement indépen-

dantes.

Soit δi ∈ R, 1 ≤ i ≤M tel que ũ′ =
M∑
i=1

δi
1
θ
qiχω = 0. On a θũ′ =

M∑
i=1

δiqiχω. Comme qi est

solution de (2.12) et ũ′|G = 0, on a, pour tout ouvert ω′ de ω,

−∂(θũ′)
∂t

−∆(θũ′) + a0(θũ′) =
M∑
i=1

δiei dans (0, T )× ω′.

On en déduit alors que
M∑
i=1

δiei = 0 dans G. Les fonctions eiχω, i ∈ {1, . . . ,M}, étant

linéairement indépendantes, on conclut que δi = 0, 1 ≤ i ≤ M . D’où, les fonctions 1
θ
qiχω

sont linéairement indépendantes.
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Lemme 2.2. Soient θ définie par la relation (1.13), ei, 1≤i≤M ∈ L2(Q) telles que l’hy-
pothèse (2.2) soit satisfaite et qi, 1 ≤ i ≤ M , solution du système (2.12). Posons Aθ =(∫

G

1
θ
qiqj dxdt

)
i,j
, 1 ≤ i, j ≤M . Alors, il existe δ > 0 tel que

(AθX,X)RM ≥ δ‖X‖2RM

où

(AθX,X)RM =
∫
G

1
θ

(
M∑
i=1

Xiqi

) M∑
j=1

Xjqj

 dxdt

et
X = (X1, . . . , XM ) ∈ RM .

Démonstration. On raisonne par l’absurde. On suppose que ∀n ∈ N∗, ∃Xn = (Xn
1 , · · · , Xn

M ) ∈
RM tel que

(AθXn, Xn)RM ≤
1
n
‖Xn‖RM .

On pose X̃n = Xn

‖Xn‖RM
. Alors

‖X̃n‖RM =

√√√√ M∑
i=1
|X̃n|2 = 1,

(AθX̃n, X̃n)RM ≤
1
n
.

On peut donc extraire une sous-suite de (X̃n
i ), 1 ≤ i ≤M, encore notée (X̃n

i ), 1 ≤ i ≤M
telle que

X̃n
i → X̃i dans R, 1 ≤ i ≤M. (2.13)

De plus,
M∑
i=1
|X̃i|2 = 1.

Soit ũn =
M∑
i=1

X̃n
i qi. Alors, d’après la relation (2.13), on a

ũn → ũ =
M∑
i=1

X̃iqi fortement dans L2(Q).

Et, puisque ∫
G

1
θ
|ũn|2 dxdt = (AX̃, X̃)RM ≤

1
n
,
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on obtient que ∫
G

1
θ
|ũ|2 dxdt ≤ lim inf

n→+∞

∫
G

1
θ
|ũn|2 dxdt = 0.

Par conséquent,
∫
G

1
θ
|ũ|2 dxdt = 0. Ce qui implique que ũ = 0 dans G. Comme ũ =

M∑
i=1

X̃iqi

et que les qiχω sont linéairement indépendantes, on en déduit que X̃i = 0, 1 ≤ i ≤M . Ce

qui contredit le fait que
M∑
i=1
|X̃i|2 = 1.

Preuve de la Proposition 2.1. On interprète la contrainte (2.4) en utilisant l’état adjoint.
Plus précisément, pour tout ei, 1 ≤ i ≤ M , on considère le système adjoint défini par
(2.12). Puisque a0 ∈ L∞(Q) et ei ∈ L2(Q), le problème (2.12) admet une unique solution
qi ∈ Ξ1,2(Q). (cf. [17])
Multiplions chaque membre de l’équation (2.3)1 par qi solution de (2.12) et intégrons les
sur Q. On a alors : ∫

Q

(
y′ −∆y + a0y

)
qi dxdt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdt.

En appliquant la formule de Green, on obtient∫
Ω
y(T )qi(T ) dx−

∫
Ω
y(0)qi(0) dx−

∫
Q
yq′i dxdt−

∫
Σ

∂y

∂ν
qi dΓdt

+
∫

Σ
y
∂qi
∂ν

dΓdt−
∫
Q
y∆qi dxdt+

∫
Q
a0yqi dxdt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdt.

Comme y(T ) = y(0) = 0, y|Σ = 0 = qi|Σ et −q′i − ∆qi + a0qi = ei, l’égalité précédente
devient : ∫

Q
yei dxdt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdt

ce qui, d’après la relation (2.4), donne

0 =
∫
Q

(h+ kχω)qi dxdt.

Ainsi, on a ∫
G
kqi dxdt = −

∫
Q
hqi dxdt. (2.14)

Soient
K = V ect{qiχω, 1 ≤ i ≤M} (2.15)
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le sous-espace vectoriel de L2(G) engendré par les M fonctions qiχω, 1 ≤ i ≤ M et K⊥
son orthogonal dans L2(G). Notons

Kθ = 1
θ
K (2.16)

le sous-espace de L2(G) engendré par les M fonctions 1
θ
qiχω, 1 ≤ i ≤M .

D’après le Lemme 2.2, la matrice
(∫ T

0

∫
ω

1
θ
qiqj dxdt

)
1≤i,j≤M

est symétrique, définie

positive. Donc, il existe un unique k0 = k0(h) ∈ Kθ tel que∫
G
k0qi dxdt = −

∫
Q
hqi dxdt, 1 ≤ i ≤M. (2.17)

En combinant les relations (2.14) et (2.17), on en déduit que∫
G

(k − k0)qi dxdt = 0, 1 ≤ i ≤M.

Par conséquent,
k − k0 ∈ K⊥.

Ainsi, on obtient k = k0 + v avec v ∈ K⊥. En remplaçant kχω par (k0 + v)χω dans le
système (2.3), on obtient le système (2.10).

Réciproquement, fixons h ∈ L2(Q) et, pour tout ei ∈ L2(Q), 1 ≤ i ≤ M , supposons
que (v, y) est tel que

v ∈ K⊥, (2.18)

k = k0 + v, (2.19)


y′ −∆y + a0y = h+ (k0 + v)χω dans Q,

y = 0 sur Σ,
y(0) = 0 dans Ω

(2.20)

et
y(T ) = 0 dans Q. (2.21)

Alors, en résolvant le système (2.12), on obtient les fonctions qi, 1 ≤ i ≤ M . Soient K et
Kθ définis respectivement par (2.15) et (2.16), K⊥ l’orthogonal de K dans L2(G), v ∈ K⊥
et k0 vérifiant la relation (2.17).

En multipliant chaque membre de la première équation du système (2.20) par qi et en
intégrant par parties sur Q, on a∫

Q

(
y′ −∆y + a0y

)
qi dxdt =

∫
Q

(h+ (k0 + v)χω) qi dxdt.
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En appliquant la formule de Green, on obtient∫
Ω
y(T )qi(T ) dx−

∫
Ω
y(0)qi(0) dx−

∫
Q
yq′i dxdt−

∫
Σ

∂y

∂ν
qi dΓdt+

∫
Σ
y
∂qi
∂ν

dΓdt

−
∫
Q
y∆qi dxdt+

∫
Q
a0yqi dxdt =

∫
Q
hqi dxdt+

∫
Q

(k0 + v)χωqi dxdt.

Et, comme y(T ) = y(0) = 0, y|Σ = 0 = qi|Σ et −q′i −∆qi + a0qi = ei, l’égalité précédente
devient

−
∫
Q
hqi dxdt+

∫
Q
yei dxdt =

∫
Q

(k0 + v)χωqi dxdt. (2.22)

En observant que v ∈ K⊥ et que k0 vérifie la relation (2.17), la relation (2.22) devient∫
Q
yei dxdt = 0.

Ainsi, (k, y) est bien solution du problème (2.3)-(2.5).

En résumé, la proposition 2.1 montre que la contrôlabilité à zéro avec contraintes de
type (2.4) sur l’état peut être ramené à la contrôlabilité à zéro avec contrainte de type (2.8)
sur le contrôle. Autrement dit, on se ramène au problème étudié au chapitre 1. Ceci étant,
les résultats du chapitre 1 reposent sur la condition (1.8). Nous allons, dans la section qui
suit, prouver que nous pouvons nous débarrasser de cette condition.

2 Résolution du problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le
contrôle.

Lemme 2.3. On suppose la condition (2.2) vérifiée. Soient qi, 1 ≤ i ≤ M , solution de
(2.12) et K le sous espace vectoriel défini par (2.15). Alors, toute fonction ρ vérifiant

−ρ′ −∆ρ+ a0ρ = 0 dans ω × (0, T ) et ρ|G ∈ K (2.23)

est identiquement nulle dans ω × (0, T ).

Démonstration. Soit ρ tel que ρ|G ∈ K et −ρ′ − ∆ρ + a0ρ = 0 dans ω × (0, T ). Alors, il
existe αi ∈ R, 1 ≤ i ≤M tel que

ρ =
M∑
i=1

αiqiχω. (2.24)

Donc, pour tout ouvert ω′ de ω, on a

−ρ′ −∆ρ+ a0ρ =
M∑
i=1

αi(−q′i −∆qi + a0qi), dans ω′ × (0, T )
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ce qui, d’après le système (2.12), nous donne

−ρ′ −∆ρ+ a0ρ =
M∑
i=1

αiei, dans ω′ × (0, T ).

Comme −ρ′ −∆ρ+ a0ρ = 0 dans ω × (0, T ), on a

M∑
i=1

αiei = 0 dans ω × (0, T ).

Les fonctions eiχω étant linéairement indépendantes pour 1 ≤ i ≤ M , on obtient αi = 0.
Ce qui, d’après (2.24), implique que ρ = 0 dans ω × (0, T ).

2.1 Inégalités de Carleman.

Soit encore
• K le sous-espace vectoriel de L2(G) défini par la relation (2.15),

• P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) sur K,

• Pρ la projection orthogonale de ρχω sur K pour ρ ∈ L2(Q).

D’après le Lemme 2.3, la condition (1.8) est vérifiée sous l’hypothèse (2.2). Nous pou-
vons donc démontrer, comme dans le chapitre précédent, l’inégalité de Carleman adaptée
suivante.

Proposition 2.2. (Inégalité de Carleman adaptée)
On suppose la condition (2.2) vérifiée. Soit θ définie par la relation (1.13). Alors, il existe
λ0 = λ0(Ω, ω, a0) > 1, s0 = s0(Ω, ω, a0, T ) > 1 et C = C(Ω, ω, a0, T ) > 0 tels que pour tous
λ > λ0 et s > s0 et pour tout ρ ∈ V :∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdt ≤ C
(∫

Q
|L∗ρ|2 dxdt+

∫
G
|ρ− Pρ|2 dxdt

)
. (2.25)

2.2 Propriétés de k0(h).

Dans le chapitre précédent, le terme source du système (1.1) est h + kχω avec h ∈ H.
Dans ce chapitre, le terme source du système (2.10) est de la forme h + (k0 + v)χω =
(h+ k0χω) + vχω. Pour résoudre le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le
contrôle associé au système (2.10), nous avons donc besoin de connaitre les propriétés du
terme k0 = k0(h) défini à la page 36 par la relation (2.17).
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Proposition 2.3. Soit θ définie par la relation (1.13) et h ∈ H. Soit également qi et k0(h)
définis respectivement par (2.12) et (2.17). Alors, l’application h 7→ k0(h) est linéaire. De

plus, il existe C = C(Ω, a0, T,
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)) > 0 tel que

‖θk0(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (2.26)
‖k0(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H . (2.27)

Démonstration. D’après la relation (2.17), on a∫
G
k0(h)qi dxdt = −

∫
Q
hqi dxdt, 1 ≤ i ≤M. (2.28)

Donc l’application h 7→ k0(h) est clairement linéaire.
Par ailleurs, puisque k0(h) ∈ V ect{1

θ
q1χω, . . . ,

1
θ
qMχω}, il existe

α = (α1, . . . , αM ) ∈ RM

tel que

k0(h) =
M∑
j=1

αj
1
θ
qjχω. (2.29)

En remplaçant k0(h) par
M∑
j=1

αj
1
θ
qjχω dans l’égalité (2.28), on obtient :

∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qjqi dxdt = −

∫
Q
hqi dxdt, 1 ≤ i ≤M.

Par conséquent, ∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdt = −
∫
Q
θh

M∑
i=1

αi
1
θ
qi dxdt, (2.30)

ce qui, d’après Cauchy-Schwartz, donne∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdt ≤ ‖h‖H
M∑
i=1
|αi|‖qi‖L2(Q).

Dès lors, en observant que
∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdt = (Aθα, α), le Lemme 2.2 nous permet

de conclure qu’il existe δ > 0 tel que

δ‖α‖2RN ≤ ‖h‖H
M∑
i=1
|αi|‖qi‖L2(Q). (2.31)
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Or, qi étant solution de (2.12), on a

‖qi‖L2(Q) ≤ C(Ω, a0, T )‖ei‖L2(Q). (2.32)

En combinant (2.32) et (2.31), on obtient :

‖α‖2 ≤ δ−1C(Ω, a0, T )‖h‖H‖α‖RM

√√√√ M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

puisque δ > 0. Ce qui équivaut à

‖α‖ ≤ δ−1C(Ω, a0, T )‖h‖H

√√√√ M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q). (2.33)

Maintenant, en utilisant (2.29), (2.31) et (2.33), on obtient, d’une part,

‖θk0(h)‖L2(G) ≤
M∑
j=1
|αj |‖qj‖L2(G),

≤ C(Ω, a0, T )
M∑
j=1
|αj |‖ej‖L2(Q),

≤ C(Ω, a0, T )‖α‖RN
(
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

) 1
2

≤ δ−1C(Ω, a0, T )2‖h‖H
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

et, d’autre part,

‖k0(h)‖L2(G) ≤ C(Ω, a0, T )‖α‖
(
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)

) 1
2

≤ δ−1C(Ω, a0, T )2‖h‖H
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

puisque 1
θ
est borné dans L∞(Q). Finalement, en posant

C = C(Ω, a0, T,
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)) = δ−1C(Ω, a0, T )2

M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q),

on obtient les relations (2.26) et (2.27).
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2.3 Existence et unicité de la solution du problème de contrôlabilité avec
contrainte sur le contrôle.

On suppose l’hypothèse (2.2) vérifiée, autrement dit que les fonctions eiχω sont linéaire-
ment indépendantes, et on considère l’espace de Hilbert H défini par la relation (1.32). Soit
h ∈ H. Soient également θ et k0(h) définis respectivement par (1.13) et (2.17). Alors, grâce
à l’estimation de θk0(h) donnée par la relation (2.26) et à l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
la forme linéaire définie sur V par

ρ 7→
∫
Q
hρ dxdt+

∫
G
k0(h)ρ dxdt

est continue sur V . Dès lors, le théorème de Lax-Milgram nous permet de dire que, pour
tout h ∈ H, il existe un unique ρθ = ρθ(h) ∈ V solution de l’équation variationnelle
suivante

a(ρθ, ρ) =
∫
Q

(h+ k0(h)χω)ρ dxdt, ∀ρ ∈ V. (2.34)

où a(., .) est la forme bilinéaire définie par la relation (1.27). La relation (2.34) peut encore
s’écrire∫

Q
L∗ρθL

∗ρ dxdt+
∫
G

(ρθ − Pρθ)(ρ− Pρ) dxdt =
∫
Q

(h+ k0(h)χω)ρ dxdt, ∀ρ ∈ V.

Proposition 2.4. On suppose l’hypothèse (2.2) vérifiée et on considère h ∈ H et ρθ
l’unique solution du problème variationnel (2.34). On pose

vθ = −(ρθχω − Pρθ) (2.35)

et
yθ = L∗ρθ. (2.36)

Alors, le couple (vθ, yθ) vérifie le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le
contrôle (2.8)-(2.11).

De plus, il existe C = C(Ω, ω, a0, T,
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)) > 0 telle que

‖ρθ‖V ≤ C‖h‖H , (2.37)
‖vθ‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (2.38)
‖yθ‖Ξ1,2(Q) ≤ C‖h‖H . (2.39)

Démonstration. C’est une application de la Proposition 1.2 du chapitre 1 où, d’une part,
kθ est remplacé par vθ et h est remplacé par h+ k0(h) et où, d’autre part, on applique les
estimations (2.26) et (2.27).
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Proposition 2.5. On suppose les hypothèses de la Proposition 2.4 vérifiées. Alors, il existe
un unique contrôle v = v(h) tel que

v = min
ṽ∈E
‖ṽ‖ (2.40)

où
E = {ṽ ∈ K⊥ | (ṽ, ỹ) vérifie (2.8)− (2.11)}. (2.41)

De plus, il existe C = C(Ω, ω, a0, T,
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)) > 0 telle que

‖v‖L2(G) ≤ C‖h‖H . (2.42)

Démonstration. D’après la Proposition 2.4, le couple (vθ, yθ) vérifie le problème de contrô-
labilité (2.8)-(2.11). Par conséquent, E est non vide. Puisque E est aussi un sous-ensemble
convexe fermé de L2(G), on en déduit qu’il existe un unique contrôle v de norme minimale
dans L2(G). En particulier, on a

‖v‖L2(G) ≤ ‖vθ‖L2(G).

D’où, en utilisant l’estimation (2.38), on obtient l’estimation (2.42).

2.4 Caractérisation de la solution du problème de
contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle.

Dans cette partie, nous allons caractériser la solution optimale. Pour cela, nous utilise-
rons une méthode de pénalisation introduite par J.L. Lions.

Posons

A =


u ∈ K⊥,
z′ −∆z + a0z = h+ (k0 + u)χω,
z = 0 sur Σ,
z(0) = 0 dans Ω.

(2.43)

Comme z ∈ Ξ1,2(Q), on sait que z(T ) existe et appartient à L2(Ω). Considérons donc la
fonctionnelle Iε définie par

Iε(u, z) = 1
2‖u‖

2
L2(G) + 1

2ε‖z(T )‖2L2(Q) (2.44)

et résolvons le problème suivant :

inf{Iε(u, z), (u, z) vérifiant (2.43)}. (2.45)
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Comme (vθ, yθ) ∈ A et Iε(u, z) ≥ 0, on peut définir dε ∈ R tel que

dε = inf{Iε(u, z), (u, z) ∈ A}.

Soit (un, yn) une suite minimisante telle que (un, yn) ∈ A et

dε ≤ Iε(un, yn) < dε + 1
n
< dε + 1.

En particulier,
dε ≤ Iε(vθ, yθ) = 1

2‖vθ‖
2
L2(G).

De la structure de Iε et de la relation (2.38), on a

‖un‖L2(G) ≤ ‖vθ‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (2.46)
‖yn(T )‖Ξ1,2(Q) ≤

√
ε‖vθ‖L2(G) ≤ C

√
ε‖h‖H . (2.47)

Comme (un, yn) ∈ A, on a
y′n −∆yn + a0yn = h+ k0χω + unχω dans Q,

yn = 0 sur Σ,
yn(0) = 0 dans Ω.

(2.48)

Dès lors, en utilisant (2.46), (2.27) et les propriétés de l’équation de la chaleur, on a

‖yn‖Ξ1,2(Q) ≤ C‖h‖H . (2.49)

Des relations (2.46), (2.47) et (2.49), on déduit que l’on peut extraire de (un, yn)n et de
(yn(T ))n des sous-suites encore notées (un, yn)n et (yn(T ))n telles que

un ⇀ uε dans L2(G), (2.50)
yn ⇀ yε dans Ξ1,2(Q), (2.51)

yn(T ) ⇀ α dans L2(Ω). (2.52)

Comme K⊥ est un sous espace vectoriel fermé de L2(G) et que un ∈ K⊥, on a uε ∈ K⊥.
Par ailleurs, l’injection de Ξ1,2(Q) dans L2(Q) étant compacte, on obtient, d’une part en
passant à la limite dans (2.48) et en utilisant (2.50),

y′ε −∆yε + a0yε = h+ k0χω + uεχω dans Q,
yε = 0 sur Σ,

yε(0) = 0 dans Ω
(2.53)

et, d’autre part,
yn(T ) ⇀ yε(T ) dans L2(Ω)
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ce qui combiné avec (2.52) donne α = yε(T ). Ainsi,

yn(T ) ⇀ yε(T ) dans L2(Ω). (2.54)

Maintenant, si on combine (2.50), (2.54) et la semi-continuité inférieure faible de la fonc-
tionnelle Iε, on obtient

Iε(uε, yε) ≤ lim inf
n→+∞

(un, yn) = dε.

Donc (uε, yε) est le couple optimal solution du problème (2.45). L’unicité de ce couple vient
de la stricte convexité de la fonctionnelle Iε.

Dans ce qui suit, nous caractérisons le couple optimal.

Proposition 2.6. Soit (uε, yε) la solution optimale du problème (2.45). Soit P l’opéra-
teur de projection orthogonale de L2(G) dans K. Alors, il existe ρε ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩
H1(0, T ;L2(Ω)) tel que le triplet (uε, yε, ρε) soit solution du système d’optimalité suivant :

uε = −(ρεχω − Pρε) ∈ K⊥, (2.55)


y′ε −∆yε + a0yε = h+ k0χω + uεχω dans Q,

yε = 0 sur Σ,
yε(0) = 0 dans Ω,

(2.56)


−ρ′ε −∆ρε + a0ρε = 0 dans Q,

ρε = 0 sur Σ,
ρε(T ) = 1

ε
yε(T ) dans Ω.

(2.57)

Démonstration. Ecrivons les équations d’Euler. On a

lim
λ→0

Iε(uε + λ(w − uε), yε + λ(z − yε))− Iε(uε, yε)
λ

≥ 0, ∀(w, z) ∈ A.

Calculons Iε(uε + λ(w − uε), yε + λ(z − yε)). On a alors

Iε(uε + λ(w − uε), yε + λ(z − yε)) = 1
2‖uε + λ(w − uε)‖2L2(G)

+ 1
2ε‖(yε + λ(z − yε))(T )‖2L2(Ω)

= 1
2‖uε‖

2
L2(G) + λ(uε, w − uε)L2(G)

+λ2

2 ‖w − uε‖
2
L2(G) + 1

2ε‖yε(T )‖2L2(Ω)

+λ

ε
(yε(T ), (z − yε)(T )) + λ2

2ε‖(z − yε)(T )‖2L2(Ω).
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Donc

Iε(uε + λ(w − uε), yε + λ(z − yε))− Iε(uε, yε) = λ(uε, w − uε)L2(G)

+λ2

2 ‖w − uε‖
2
L2(G)

+λ

ε
(yε(T ), (z − yε)(T ))

+λ2

2ε‖(z − yε)(T )‖2L2(Ω).

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par λ 6= 0 et en passant à la limite quand
λ tend vers 0, nous obtenons

(uε, w − uε)L2(G) + 1
ε

(yε(T ), (z − yε)(T ))L2(Ω) ≥ 0, ∀(w, z) ∈ A. (2.58)

Pour interpréter (2.58), on considère le système adjoint suivant :
−ρ′ε −∆ρε + a0ρε = 0 dans Q,

ρε = 0 sur Σ.
ρε(T ) = 1

ε
yε(T ) dans Ω.

(2.59)

Comme z − yε est solution de
(z − yε)′ −∆(z − yε) + a0(z − yε) = w − uεχω dans Q,

(z − yε) = 0 sur Σ
(z − yε)(0) = 0 dans Ω,

(2.60)

puisque (z, yε) ∈ A2, si on multiplie (2.59)1 par z − yε et que l’on intègre sur Q, on a

−
∫
L2(Ω)

ρε(T )(z(T )− yε(T )) dx+
∫
L2(Ω)

ρε(0)(z(0)− yε(0)) dx

+
∫
L2(Q)

(
(z − yε)′ −∆(z − yε) + a0(z − yε)

)
ρε dxdt = 0. (2.61)

Les relations (2.61) et (2.58) donnent alors∫
L2(G)

uε(w − uε) dxdt+
∫
L2(G)

ρεχω(w − uε) dxdt ≥ 0, ∀w ∈ K⊥.

K⊥ étant un sous espace vectoriel, on a∫
L2(G)

(uε + ρεχω)(w − uε) dxdt = 0, ∀w ∈ K⊥.

45



On en déduit alors que uε+ρεχω ∈ K puisque uε ∈ K⊥. Ainsi, uε+ρεχω = P (uε+ρεχω) =
Pρε. Finalement, on obtient

uε = −ρεχω + Pρε. (2.62)

On peut maintenant passer à la limite dans le système d’optimalité approché afin d’ob-
tenir une caractérisation du contrôle v. Nous obtenons alors le résultat suivant :

Proposition 2.7. Soit v = v(h) l’unique solution de (2.40) et y = y(h, v(h)) l’état associé.
Soit P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) dans K. Alors, il existe ρ = ρ(h) ∈ V
tel que le triplet (v, y, ρ) soit solution du système d’optimalité singulier suivant :

v = −(ρχω − Pρ) ∈ K⊥, (2.63)


y′ −∆y + a0y = h+ k0χω + vχω dans Q,

y = 0 sur Σ,
y(0) = 0 dans Ω,

(2.64)

y(T ) = 0 dans Ω, (2.65)

{
L∗ρ = 0 dans Q,
ρ = 0 sur Σ. (2.66)

Démonstration. Des estimations (2.46), (2.47) et (2.49) et de la semi-continuité inférieure
faible de la norme, on a

‖uε‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (2.67)
‖yε(T )‖L2(Ω) ≤ C

√
ε‖h‖H , (2.68)

‖yε‖Ξ1,2(Q) ≤ C‖h‖H . (2.69)

On peut donc extraire de (uε, yε) et de (yε(T )) des sous suites encore notées (uε, yε) et
(yε(T )) telles que

uε ⇀ u0 faiblement dans L2(Q), (2.70)
yε(T ) → 0 fortement dans L2(Ω), (2.71)

yε ⇀ y0 faiblement dans Ξ1,2(Q). (2.72)

L’injection de Ξ1,2(Q) dans L2(Q) étant compacte, on a, d’une part en utilisant (2.70) et
(2.72), que (u0, y0) est solution de

y′0 −∆y0 + a0y0 = h+ k0χω + u0χω dans Q,
y0 = 0 sur Σ,

y0(0) = 0 dans Ω
(2.73)
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et, d’autre part, que
yε(T ) ⇀ y0(T ) dans L2(Ω). (2.74)

Dès lors, de (2.71), on a y0(T ) = 0 dans Ω.

Montrons maintenant que (u0, y0) = (v, y).
D’après l’expression de Iε, on peut écrire

1
2‖uε‖

2
L2(G) ≤ Iε(uε, yε). (2.75)

Comme le couple optimal (v, y) est solution de (2.8)-(2.11), en passant à la limite dans
(2.75), on obtient

1
2‖u0‖2L2(G) ≤ lim inf

ε→0
Iε(uε, yε) ≤

1
2‖v‖

2.

Par conséquent,
‖u0‖L2(G) ≤ ‖v‖L2(G). (2.76)

D’autre part, (u0, y0) étant solution de (2.8)-(2.11), on a (u0, y0) ∈ E défini par (2.41).
Donc, d’après (2.40), on a

‖v‖L2(G) ≤ ‖u0‖L2(G)

ce qui combiné avec (2.76) donne

‖u0‖L2(G) = ‖v‖L2(G).

D’où
u0 = v. (2.77)

Dès lors, l’unicité des solutions du système (2.73) nous donne y0 = y.

Passons maintenant à la limite dans (2.57).
Comme ρε est solution de (2.57), on a en particulier ρε ∈ V . En utilisant la définition de
la norme sur V donnée par la relation (1.28) et la définition de uε donnée par (2.62), on
obtient l’estimation

‖ρε‖V ≤ C. (2.78)
On peut donc extraire de (ρε)ε une sous suite encore notée (ρε)ε telle que

ρε ⇀ ρ faiblement dans V. (2.79)

De (2.79), on obtient que ρ ∈ V ,

L∗ρε ⇀ L∗ρ(h) dans L2(Q),
ρ(h) = 0 sur Σ.

Comme L∗ρε = 0 dans Q, on en déduit que L∗ρ(h) = 0 dans Q. Ainsi ρ = ρ(h) est solution
du système (2.66).
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Remarque 2.1. La semi continuité inférieure de la norme et les relations (2.70) et (2.67),
nous permettent de dire que

‖v‖ ≤ c‖h‖H .

3 Résolution du problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état.

Théorème 2.1. (Existence unicité et caractérisation du Follower).
Soient Ω un ouvert borné de Rd de frontière Γ de classe C2 et H l’espace de Hilbert
défini par la relation (1.32). Alors, pour toute fonction ei ∈ L2(Q), 1 ≤ i ≤ M vérifiant
l’hypothèse (2.2) et pour tout h ∈ H, il existe un unique contrôle k = k(h) ∈ L2(Q) tel que
la solution y = y(h, k(h)) de

y′ −∆y + a0y = h+ kχω dans Q,
y = 0 sur Σ,

y(0) = 0 dans Ω
(2.80)

vérifie ∫
Q
yei dxdt = 0, 1 ≤ i ≤M (2.81)

et
y(T ) = 0 dans Ω. (2.82)

De plus, le contrôle k peut être choisi de telle sorte que

‖k‖ ≤ C‖h‖H (2.83)

où C = C

(
Ω, ω, a0, T,

M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)

)
> 0.

Démonstration. Nous avons montré qu’il existe un unique contrôle v(h) ∈ K⊥ solution de
(2.40) tel que le couple (v(h), y(h, v(h))) vérifie le problème de contrôlabilité à zéro avec
contrainte sur le contrôle (2.8)-(2.11). Par conséquent, la Proposition 2.1 nous permet de
dire que le contrôle k = k(h) = (k0(h) + v(h)) est solution du problème de contrôlabilité
à zéro avec contraintes sur l’état (2.80), (2.81) et (2.82). De plus, en utilisant les relations
(2.27) et (2.42), on déduit l’estimation (2.83).

4 Résolution du problème de contrôle optimal.

4.1 Quelques propriétés.
On définit, comme au chapitre 1, l’application F de H à valeurs dans L2(G) par :

F : H → L2(G)
h 7→ F(h) = v(h) = −(ρ(h)− Pρ(h))χω.

(2.84)

48



Lemme 2.4. Pour tout h ∈ H, soit ρ = ρ(h) la solution de (2.66). Alors, l’application F
définie par la relation (2.84) est linéaire et continue de H dans L2(G).

Démonstration. On considère le sous-espace vectoriel V0 de V défini par

V0 = {ϕ ∈ V |L∗ϕ = 0}.

Puisque F(h) est solution du problème (2.8)-(2.11) et vérifie (2.63), multiplions les deux
membres de l’équation (2.10)1 par ϕ ∈ V0 puis intégrons les par parties dans Q. On a alors :∫

Q
(h+ (k0(h) + F(h))χω)ϕdxdt =

∫
Q

(
y′ −∆y + a0y

)
ϕdxdt

=
∫

Ω
y(T )ϕ(T ) dx−

∫
Ω
y(0)ϕ(0) dx−

∫
Q
yϕ′ dxdt

−
∫

Σ

∂y

∂ν
ϕ dΓdt−

∫
Σ
y
∂ϕ

∂ν
dΓdt−

∫
Q
y∆ϕdxdt

+
∫
Q
a0yϕ dxdt.

Comme ϕ = 0 sur Σ et L∗ϕ = 0, on a∫
Q
hϕdxdt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdt+

∫
Q
F(h)χωϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ V0 (2.85)

ou encore ∫
Q
hϕdxdt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdt−

∫
Q

(ρ− Pρ)χωϕdxdt = 0, ∀ϕ ∈ V0.

Par ailleurs, puisque l’application ϕ 7→
∫
Q
hϕdxdt +

∫
Q
k0(h)ϕdxdt est linéaire et

continue sur V0 et que

−
∫
G
F(h)ϕdxdt =

∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))ϕdxdt

=
∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))(ϕ− Pϕ) dxdt

= a(ρ(h), ϕ), ∀ϕ ∈ V0,

on déduit de la relation (2.85) que ρ = ρ(h) est solution du problème variationnel

a(ρ, ϕ) =
∫
Q
hϕdxdt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdt, ∀ϕ ∈ V0. (2.86)

Donc l’application h 7→ ρ = ρ(h)χω est linéaire de H dans L2(G). Et, puisque l’opérateur
de projection I −P défini de L2(G) dans K⊥ ⊂ L2(G) est également linéaire, on en déduit
que l’application F est linéaire de H dans L2(G). Par ailleurs, de la Remarque 2.1, nous
déduisons que l’application F est continue sur H puisque ‖F(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H .
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Remarque 2.2. Soit k0 défini par la relation (2.17). Alors

1. k0 ∈ H. En effet, puisque k0 ∈ Kθ, on a d’une part k0 ∈ L2(G) et d’autre part
θk0 ∈ K ⊂ L2(G).

2. D’après la définition de k0 donnée par la relation (2.17), l’application

F1 : H → L2(G)
h 7→ F1(h) = k0(h) (2.87)

est linéaire. De plus, l’estimation (2.27) nous donne ‖k0‖L2(G) ≤ C‖h‖H . On en
déduit donc que cette application est continue sur H.

Dans la suite, nous noterons k0(h) = F1(h).

4.2 Existence et caractérisation du Leader.

On considère la fonctionnelle J définie par

J(h) = 1
2‖y(h, k(h))− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H (2.88)

à laquelle on associe le problème de minimisation suivant

inf
h∈Uad

J(h) (2.89)

où Uad est un ensemble convexe fermé non vide de L2(Q).
En utilisant les propriétés des applications F et F1 données respectivement par le Lemme
2.4 et la Remarque 2.2, on en déduit que J est strictement convexe, continue et coercive.
On a donc le résultat classique suivant :

Proposition 2.8. Le Problème (2.89) admet un unique contrôle ĥ ∈ Uad.

En observant que k(h) = k0(h) + v(h) = F1(h) +F(h), nous notons ŷ = y(ĥ, k̂ = k̂(ĥ))
l’état associé au contrôle optimal ĥ. Il s’agit maintenant de caractériser ĥ.

Par définition, la condition d’Euler-Lagrange nous donne

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 ≥ 0, ∀h ∈ Uad.
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Rappelons que d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 = lim

λ→0
J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ). On a alors

J(ĥ+ λ(h− ĥ)) = 1
2‖y(ĥ+ λ(h− ĥ), k(ĥ+ λ(h− ĥ)))− zd‖2L2(Q)

+N

2 ‖ĥ+ λ(h− ĥ)‖2H

= 1
2‖ŷ − zd‖

2
L2(Q) + λ

(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+λ2

2 ‖y(h− ĥ, k(h− ĥ))‖2L2(Q) + N

2 ‖ĥ‖
2
H

+Nλ(ĥ, h− ĥ)H + Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H .

Donc

J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ) = λ
(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+Nλ(ĥ, h− ĥ)H + λ2

2 ‖y(h− ĥ, k(h− ĥ))‖2L2(Q)

+Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H .

Par conséquent, on obtient

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 =

(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+
(
Nĥ, h− ĥ

)
H
.

Ainsi, la condition d’Euler-Lagrange nous donne(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+
(
Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad. (2.90)

On interprète cette condition en utilisant la notion d’état adjoint. Pour faciliter les
calculs, on pose w = h− ĥ et on note z = y(w, k(w)). Alors z vérifie

z′ −∆z + a0z = w + k(w)χω dans Q,
z = 0 sur Σ,

z(0) = 0 dans Ω.
(2.91)

Soit p la solution du système suivant :
−p′ −∆p+ a0p = ŷ − zd dans Q,

p = 0 sur Σ,
p(T ) = 0 dans Ω.

(2.92)
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Puisque ŷ − zd ∈ L2(Q), on sait que p ∈ Ξ1,2(Q). En multipliant (2.92)1 par z solution de
(2.91) et en intégrant par partie sur Q, on a∫

Q
z(ŷ − zd) dxdt =

∫
Q

(
−p′ −∆p+ a0p

)
z dxdt

= −
∫

Ω
p(T )z(T ) dx+

∫
Ω
p(0)z(0) dx+

∫
Q
pz′ dxdt

−
∫

Σ
z
∂p

∂ν
dΓdt+

∫
Σ

∂z

∂ν
p dΓdt−

∫
Q
p∆z dxdt

+
∫
Q
a0pz dxdt

=
∫
Q
p(z′ −∆z + a0z) dxdt

=
∫
Q
p(w + (F1(w) + F (w))χω) dxdt.

ce qui peut encore s’écrire∫
Q
pw dxdt+

∫
Q
F1(w)χω dxdt+

∫
Q
pF(w)χω dxdt =

∫
Q
p(ŷ − zd) dxdt.

On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales précédentes
dans l’espace de Hilbert H = {h ∈ L2(Q)| θh ∈ L2(Q)} où θ est définie par la relation
(1.13). Soient H ′ le dual de l’espace H et Λ−1 l’isomorphisme isométrique de H ′ dans H.
On observe que l’on peut écrire∫

Q
pw dxdt =

∫
Q

1
θ
pθw dxdt =

〈1
θ
p, w

〉
H′,H

,

∫
G
pF1(w) dxdt = 〈F∗1 (p), w〉H′,H

et ∫
G
pF(w) dxdt = 〈F∗(p), w〉H′,H .

On obtient alors : ∫
Q
pw dxdt = (Λ−1(1

θ
p), w)H ,

∫
G
pF1(w) dxdt = (Λ−1F∗1 (p), w)H

et ∫
G
pF(w) dxdt = (Λ−1F∗(p), w)H .
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Ainsi, la condition (2.90) devient(
Λ−1 1

θ
(p) + Λ−1F∗1 (p) + Λ−1F∗(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad

ou encore (
Λ−1

(1
θ
I + F∗1 + F∗

)
(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad

où I est l’opérateur identité de L2(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théorème 2.2. (Existence, unicité et caractérisation du Leader).
Soient Ω un ouvert borné de Rd de frontière Γ de classe C2, θ définie par la relation (1.13)
ainsi que F et F1 les applications linéaires et continues définies respectivement par (2.84)
et (2.87). Alors, il existe p ∈ Ξ1,2(Q) tel que le problème de minimisation (2.89) admette
une unique solution ĥ caractérisée par la condition d’optimalité suivante(

Λ−1
(1
θ
I + F∗1 + F∗

)
(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad (2.93)

avec p solution de 
−p′ −∆p+ a0p = y(ĥ, k)− zd dans Q,

p = 0 sur Σ,
p(T ) = 0 dans Ω.
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Chapitre 3

Contrôle optimal d’un problème à
deux temps soumis à la
contrôlabilité à zéro avec
contraintes sur l’état.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème de Stackelberg associé à un modèle à deux
temps, adjoint d’un problème de dynamique de population d’une espèce unique structuré en
âge et en espace. Plus précisément, la solution y = y(t, a, x) du système ci-dessous est censée
représenter la répartition des individus d’âge a ≥ 0, au temps t ≥ 0 et à l’emplacement
x ∈ Ω où Ω est un ouvert borné de RN (N ∈ N∗) de frontière Γ de classe C2. Soit A
l’espérance de vie d’un individu et T une constante positive. On pose U = (0, T )× (0, A),
Q = U ×Ω, Σ = U ×Γ, QA = (0, A)×Ω, QT = (0, T )×Ω et G = U ×ω où ω est un ouvert
non vide de Ω. L’évolution de la répartition y est gouvernée par le système suivant :



−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(3.1)

où h et kχω sont des fonctions contrôles dans L2(Q) et χω est la fonction caractéristique
de l’ouvert ω. Les fonctions β = β(t, a, x) et µ = µ(t, a, x) représentent respectivement le
taux naturel de natalité et le taux naturel de mortalité des individus d’âge a.
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On fait les hypothèses suivantes :

µ(t, a, x) = µ0(a) + µ1(t, a, x) dans U × Ω (3.2a)
µ ≥ 0 dans U × Ω (3.2b)
µ1 ∈ L∞(U × Ω), µ1(t, a, x) ≥ 0 dans U × Ω (3.2c)

µ0 ∈ L1
loc(0, A), lim

a→A

∫ a

0
µ0(s)ds = +∞ (3.2d)

β ∈ C2([0, T ]× [0, A]× Ω), (3.3a)
β(t, a, x) ≥ 0 dans [0, T ]× [0, A]× Ω (3.3b)
∃0 < a0 < a1 < A tel que β(t, a, x) = 0 dans [0, T ]× ((0, a0) ∪ (a1, A)× Ω) (3.3c)

Remarque 3.1. Puisque µ et β sont des taux naturels, les hypothèses (3.2b) et (3.3b) sont
naturelles. L’hypothèse (3.3c) est aussi naturelle car elle signifie que les individus les plus
jeunes et les plus vieux ne sont pas fertiles. L’hypothèse (3.2d) signifie que tout individu
meurt avant l’âge A.

Soient θ une fonction positive de classe C2 sur Q, d’inverse 1
θ
bornée sur Q et H l’espace

de Hilbert défini par
H = {h|h ∈ L2(Q), θh ∈ L2(Q)} (3.4)

muni du produit scalaire et de la norme

(h, l)θ =
∫
Q
θ2hl dxdadt, ‖h‖H = ‖θh‖L2(Q)

Comme dans le chapitre précédent, nous voulons déterminer le couple (h, k) afin d’at-
teindre un double objectif. En d’autres termes, on s’intéresse aux problèmes suivants :

Problème 3.1. Soient {ei, 1 ≤ i ≤ M} un ensemble de fonctions de L2(Q) tel que les
fonctions

eiχω 1≤i≤M soient linéairement indépendantes (3.5)

et h ∈ H. Trouver un contrôle k ∈ L2(G) tel que si y est solution de

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(3.6)
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alors ∫
Q
yei dxdadt = 0, 1 ≤ i ≤M (3.7)

et
y(0, a, x) = 0 dans QA. (3.8)

Problème 3.2. Soient Uad un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et zd ∈ L2(Q).
Trouver ĥ ∈ Uad tel que

J(ĥ) = inf
h∈Uad

J(h) (3.9)

où J(h) = 1
2‖y(h, k)− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H .

Remarque 3.2. Le problème 3.1 est un problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes
sur l’état d’un problème à deux temps.

Dans la suite, nous supposerons que ‖β‖L∞(Q) ≥
√

3
2C où C = C(Ω) est la constante

de Poincaré.

1 Équivalence entre le problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur
l’état et un problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle.

Les résultats suivants nous permettent de montrer l’existence d’une équivalence entre le
problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état et un problème de contrôlabilité
à zéro avec contrainte sur le contrôle.

Lemme 3.1. Soient θ définie comme précédemment et ei, 1≤i≤M ∈ L2(Q) telles que l’hy-
pothèse (3.5) soit satisfaite. Considérons le système suivant :

∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi = ei dans Q,
qi(t, a, x) = 0 sur Σ,
qi(0, a, x) = 0 dans QA,

qi(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)qi(t, a, x) da dans QT .

(3.10)

Alors, les fonctions qiχω, 1 ≤ i ≤ M , sont linéairement indépendantes. De même, les
fonctions 1

θ
qiχω, 1 ≤ i ≤M , sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Montrons, dans un premier temps, que les fonctions qiχω (1 ≤ i ≤ M)
sont linéairement indépendantes.
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Soit γi ∈ R, 1 ≤ i ≤ M , tel que ũ =
M∑
i=1

γiqiχω = 0. Comme qi est solution du système

(3.10), on a pour tout ouvert ω′ de ω :

∂ũ

∂t
+ ∂ũ

∂a
−∆ũ+ µũ =

M∑
i=1

γiei, dans U × ω′.

On en déduit alors que
M∑
i=1

γiei = 0 dans G. Les fonctions eiχω, i ∈ {1, . . . ,M} étant

linéairement indépendantes, on conclut que γi = 0, 1 ≤ i ≤ M . D’où, les fonctions qiχω
sont linéairement indépendantes.

Montrons maintenant que les fonctions 1
θ
qiχω (1 ≤ i ≤M) sont également linéairement

indépendantes.

Soit δi ∈ R, 1 ≤ i ≤M , tel que ũ′ =
M∑
i=1

δi
1
θ
qiχω = 0. On a θũ′ =

M∑
i=1

δiqiχω. Comme qi est

solution du système (3.10) et ũ′|G = 0, on a, pour tout ouvert ω′ de ω,

∂(θũ′)
∂t

+ ∂(θũ′)
∂a

−∆(θũ′) + µ(θũ′) =
M∑
i=1

δiei, dans U × ω′.

On en déduit alors que
M∑
i=1

δiei = 0 dans G. Les fonctions eiχω, i ∈ {1, . . . ,M} étant

linéairement indépendantes, on conclut que δi = 0, 1 ≤ i ≤ M . D’où, les fonctions 1
θ
qiχω

sont linéairement indépendantes.

Lemme 3.2. Soient θ définie comme précédemment, ei 1≤i≤M ∈ L2(Q) telle que l’hy-
pothèse (3.5) soit satisfaite et qi définie par (3.10). Posons Aθ =

(∫
G

1
θ
qiqj dxdadt

)
i,j
,

1 ≤ i, j ≤M . Alors, il existe δ > 0 tel que

(AθX,X)RM ≥ δ‖X‖
2
RM

où

(AθX,X)RM =
∫
G

1
θ

(
M∑
i=1

Xiqi

) M∑
j=1

Xjqj

 dxdadt

et
X = (X1, . . . , XM ) ∈ RM .
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Démonstration. On raisonne par l’absurde. On suppose que ∀n ∈ N∗, ∃Xn = (Xn
1 , · · · , Xn

M ) ∈
RM tel que

(AθXn, Xn)RM ≤
1
n
‖Xn‖RM .

On pose X̃n = Xn

‖Xn‖RM
. Alors

‖X̃n‖RM =

√√√√ M∑
i=1
|X̃n|2 = 1,

(AθX̃n, X̃n)RM ≤
1
n
.

On peut donc extraire une sous-suite de (X̃n
i ), 1 ≤ i ≤M , encore notée (X̃n

i ), 1 ≤ i ≤M ,
telle que

X̃n
i → X̃i dans R, 1 ≤ i ≤M. (3.11)

De plus,
M∑
i=1
|X̃i|2 = 1. Soit ũn =

M∑
i=1

X̃n
i qi. Alors, d’après la relation (3.11), on a

ũn → ũ =
M∑
i=1

X̃iqi fortement dans L2(Q).

Et, puisque ∫
G

1
θ
|ũn|2 dxdadt = (AθX̃n, X̃n)RM ≤

1
n
,

on obtient que ∫
G

1
θ
|ũ|2 dxdadt ≤ lim inf

n→+∞

∫
G

1
θ
|ũn|2 dxdadt = 0.

Par conséquent,
∫
G

1
θ
|ũ|2 dxdadt = 0 ce qui implique que ũ = 0 dans G. Comme ũ =

M∑
i=1

X̃iqi et que les fonctions qiχω sont linéairement indépendantes, on en déduit que X̃i =

0, 1 ≤ i ≤M . Ce qui contredit le fait que
M∑
i=1
|X̃i|2 = 1.

Montrons maintenant l’équivalence entre le problème (3.6)-(3.8) et un problème de
contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle.
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Proposition 3.1. Soient Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2 et θ une
fonction positive et d’inverse bornée dans Q. Alors, il existe deux sous-espaces de dimension
finie K et Kθ tels que pour tout h ∈ H, il existe k0 = k0(h) ∈ Kθ de telle sorte que le
problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état (3.6), (3.7), (3.8) soit équivalent
au problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle suivant : Étant donné
k0 ∈ Kθ, trouver v ∈ L2(G) tel que

v ∈ K⊥, (3.12)

k = k0 + v (3.13)

et telle que la solution y de

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ (k0 + v)χω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(3.14)

vérifie
y(0, a, x) = 0 dans QA. (3.15)

Démonstration. On interprète la contrainte (3.7) en utilisant l’état adjoint. Plus précisé-
ment, pour tout ei, 1 ≤ i ≤ M , on considère le système adjoint défini par (3.10). Comme
ei ∈ L2(Q), le problème (3.10) admet une unique solution qi ∈ L2(U ;H1

0 (Ω)). (voir Annexe
2).
On multiplie chaque membre de l’équation (3.6) par qi solution de (3.10) et on intègre sur
Q. On a alors :∫

Q
qi

(
−∂y
∂t
− ∂y

∂a
dxdadt−∆y + µy − βy(t, 0, x)

)
dxdadt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdadt.

Comme y(T, a, x) = y(t, A, x) = 0 = qi(0, a, x) et que qi(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)qi(t, a, x) da,

en appliquant la formule de Green, on obtient∫
Q
y

(
∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi

)
dxdadt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdadt.

Comme ∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi = ei, l’égalité précédente devient :∫

Q
yei dxdadt =

∫
Q

(h+ kχω)qi dxdadt
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ce qui, d’après la relation (3.7), donne

0 =
∫
Q

(h+ kχω)qi dxdadt.

Ainsi, on a ∫
G
kqi dxdadt = −

∫
Q
hqi dxdadt. (3.16)

Soit
K = V ect{qiχω, 1 ≤ i ≤M} (3.17)

le sous-espace vectoriel de L2(G) engendré par les M fonctions qiχω, 1 ≤ i ≤ M , et K⊥
son orthogonal dans L2(G). Notons

Kθ = 1
θ
K (3.18)

le sous-espace de L2(G) engendré par les M fonctions 1
θ
qiχω, 1 ≤ i ≤M .

D’après le Lemme 3.2, la matrice
(∫ T

0

∫ A

0

∫
ω

1
θ
qiqj dxdadt

)
1≤i,j≤M

est symétrique,

définie positive. Donc il existe un unique k0 = k0(h) ∈ Kθ telle que∫
G
k0qi dxdadt = −

∫
Q
hqi dxdadt, 1 ≤ i ≤M. (3.19)

En combinant les relations (3.16) et (3.19), on déduit que∫
G

(k − k0)qi dxdadt = 0, 1 ≤ i ≤M.

Par conséquent,
k − k0 ∈ K⊥.

Ainsi, on obtient k = k0 + v avec v ∈ K⊥. En remplaçant kχω par (k0 + v)χω dans le
système (3.6), on obtient le système (3.14).

Réciproquement, on fixe h ∈ L2(Q) et, pour tout ei ∈ L2(Q), 1 ≤ i ≤ M , on suppose
que (v, y) est solution de

v ∈ K⊥, (3.20)

k = k0 + v, (3.21)
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

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ (k0 + v)χω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(3.22)

et
y(0, a, x) = 0 dans QA. (3.23)

Alors, en résolvant le système (3.10), on obtient les fonctions qi, 1 ≤ i ≤ M . Soient K et
Kθ définis respectivement par (3.17) et (3.18), K⊥ l’orthogonal de K dans L2(G), v ∈ K⊥
et k0 vérifiant la relation (3.19).

En multipliant l’équation (3.22)1 par qi solution de (3.10), on a :∫
Q
qi

(
−∂y
∂t
− ∂y

∂a
−∆y + µy − βy(t, 0, x)

)
dxdadt =

∫
Q
hqi dxdadt

+
∫
Q

(k0 + v)χωqi dxdadt.

En intégrant cette dernière égalité par partie sur Q, on obtient :∫
Q
y

(
∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi

)
dxdadt =

∫
Q
hqi dxdadt+

∫
Q

(k0 + v)χωqi dxdadt.

Comme qi est solution du système (3.10) l’égalité précédente devient

−
∫
Q
hqi dxdadt+

∫
Q
yei dxdadt =

∫
Q

(k0 + v)χωqi dxdadt. (3.24)

En observant que v ∈ K⊥ et que k0 vérifie la relation (3.19), la relation (3.24) devient∫
Q
yei dxdadt = 0.

Donc (k, y) est bien solution du problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état
(3.6)-(3.8).

Remarque 3.3. On considère l’ensemble E défini par
E = {ṽ ∈ K⊥ | (ṽ, ỹ) vérifie (3.12)− (3.15)}. (3.25)

E est un ensemble convexe fermé non vide de L2(G). Par conséquent, on sait qu’il existe
un unique contrôle v ∈ E de norme minimale dans L2(G). En d’autres termes, on a

‖v‖2L2(G) = inf
ṽ∈E
‖ṽ‖2L2(G)

On note y = y(v) l’état du système associé au contrôle v.
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1.1 Propriétés de k0(h).

Proposition 3.2. Soit θ définie par la relation (3.39) et h ∈ H. Soit également qi et k0(h)
définis respectivement par (3.10) et (3.19). Alors, l’application h 7→ k0(h) est linéaire. De

plus, il existe C = C

(
Ω, ‖β‖L∞(Q),

M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

)
> 0 tel que

‖θk0(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (3.26)
‖k0(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H . (3.27)

Démonstration. D’après la relation (3.19), on a∫
G
k0(h)qi dxdadt = −

∫
Q
hqi dxdadt, 1 ≤ i ≤M. (3.28)

Donc l’application h 7→ k0(h) est clairement linéaire.
Par ailleurs, puisque k0(h) ∈ V ect{1

θ
q1χω, . . . ,

1
θ
qMχω}, il existe

α = (α1, . . . , αM ) ∈ RM

tel que

k0(h) =
M∑
j=1

αj
1
θ
qjχω. (3.29)

En remplaçant k0(h) par
M∑
j=1

αj
1
θ
qjχω dans l’égalité (3.28), on obtient :

∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qjqi dxdadt = −

∫
Q
hqi dxdadt, 1 ≤ i ≤M.

Par conséquent,

∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdadt = −
∫
Q
θh

M∑
i=1

αi
1
θ
qi dxdadt, (3.30)

ce qui, d’après Cauchy-Schwartz, donne

∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdadt ≤ ‖h‖H
M∑
i=1
|αi|‖qi‖L2(Q).
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Dès lors, en observant que
∫
G

M∑
j=1

αj
1
θ
qj

M∑
i=1

αiqi dxdadt = (Aθα, α), le Lemme 3.2 nous

permet de conclure qu’il existe δ > 0 tel que

δ‖α‖2RN ≤ ‖h‖H
M∑
i=1
|αi|‖qi‖L2(Q). (3.31)

Or, qi étant solution de (3.10), on sait, d’après l’annexe 2 qu’il existe une constante positive
λ telle que

‖qi‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤

√
2λ‖ei‖L2(Q).

Puisque l’injection de L2(U ;H1
0 (Ω)) dans L2(Q) est continue, on sait qu’il existe une

constante positive C = C(Ω) telle que

‖qi‖L2(Q) ≤ C‖qi‖L2(U ;H1
0 (Ω)).

Dès lors, les deux inégalités précédentes nous donnent

‖qi‖L2(Q) ≤ C‖ei‖L2(Q), (3.32)

où C est une constante générique dépendant de Ω et ‖β‖L∞(Q). En combinant (3.32) et
(3.31), on obtient :

‖α‖2RM ≤ δ−1C‖h‖H‖α‖RM

√√√√ M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

puisque δ > 0. Ce qui équivaut à

‖α‖RM ≤ δ−1C‖h‖H

√√√√ M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q). (3.33)

Maintenant, en utilisant (3.29), (3.31) et (3.33), on obtient, d’une part,

‖θk0(h)‖L2(G) ≤
M∑
j=1
|αj |‖qj‖L2(G),

≤ C
M∑
j=1
|αj |‖ej‖L2(Q),

≤ C‖α‖RM
(
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

) 1
2

≤ δ−1C2‖h‖H
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)
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et, d’autre part,

‖k0(h)‖L2(G) ≤ C‖α‖RM
(
M∑
i=1
‖ei‖L2(Q)

) 1
2

≤ δ−1C2‖h‖H
M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q).

puisque 1
θ
est borné dans L∞(Q). Finalement, en posant

C = C

(
Ω, ‖β‖L∞(Q),

M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q)

)
= δ−1C2

M∑
i=1
‖ei‖2L2(Q),

on obtient les relations (3.26) et (3.27).

2 Résolution du problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le
contrôle.

2.1 Inégalités de Carleman.
On considère une fonction auxiliaire ψ ∈ C2(Ω) qui satisfait les conditions suivantes :

ψ(x) > 0 ∀x ∈ Ω (3.34a)
ψ(x) = 0 ∀x ∈ Γ (3.34b)

|∇ψ(x)| 6= 0 ∀x ∈ Ω− ω0 (3.34c)

où ω0 est un ouvert de ω tel que ω0 ⊂ ω. Une telle fonction existe selon A. Fursikov et O.
Yu. Imanuvilov[13]. On définit alors pour tout λ > 0, les fonctions ϕ et η définies par

ϕ(x, t) = eλψ(x)

a(A− a)t(T − t) (3.35)

η(x, t) = e2λ|ψ(x)|∞ − eλψ(x)

a(A− a)t(T − t) (3.36)

pour (x, a, t) ∈ Q et on adopte les notations suivantes :
Lρ(t, a, x) = ∂ρ

∂t
(t, a, x) + ∂ρ

∂a
(t, a, x)−∆ρ(t, a, x) + µρ(t, a, x)

L∗ρ(t, a, x) = −∂ρ
∂t

(t, a, x)− ∂ρ

∂a
(t, a, x)−∆ρ(t, a, x) + µρ(t, a, x)− β(t, a, x)ρ(t, 0, x)

et

V =
{
ρ ∈ C∞(Q) | ρ = 0 sur Σ et ρ(t, 0, x) =

∫ A

0
β(t, a, x)ρ(t, a, x) da dans QT

}
(3.37)

Nous avons alors l’inégalité de Carleman suivante (voir[39]) :
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Proposition 3.3. Soit ψ, ϕ et η définies respectivement par (3.34), (3.35) et (3.36). Alors,
il existe λ0 > 1 et C(Ψ) > 0 tels que pour tout λ ≥ λ0, pour tout

s ≥ s0(λ) = C(Ψ)TA4 e2λ‖Ψ‖s2
(
T 2A2

4 + T 2A3 + T 3A2 + T +A

)

et pour tout ρ ∈ V, on ait :

sλ2
∫
Q
ϕe−2sη|∇ρ|2 dxdadt+ s3λ4

∫
Q
ϕ3e−2sη|ρ|2 dxdadt

≤ C
(∫

Q
e−2sη|Lρ|2 dxdadt+

∫
G
s3λ4ϕ3e−2sη|ρ|2 dxdadt

)
. (3.38)

Puisque ϕ ne s’annule pas sur Q, on pose

θ = esη
ϕ
√
ϕ

ou 1
θ

= ϕ
√
ϕe−sη. (3.39)

D’après les définitions de ϕ et η données respectivement par les relations (3.35) et (3.36),
on a θ ∈ C2(Q) et 1

θ
est bornée. Donc, en remarquant que ϕ3e−2sη = 1

θ2 dans (3.38), on
obtient l’inégalité suivante :∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdadt ≤ C
(∫

Q

1
θ2ϕ3s3λ4 |Lρ|

2 dxdadt+
∫
G

1
θ2 |ρ|

2 dxdadt

)
. (3.40)

Ainsi, puisque les fonctions 1
θ
et 1
ϕ

sont bornées, pour tout s ≥ s0 et λ ≥ λ0, de (3.40),
on déduit l’inégalité d’observabilité suivante, pour tout ρ ∈ V,∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdadt ≤ C
(∫

Q
|Lρ|2 dxdadt+

∫
G
|ρ|2 dxdadt

)
. (3.41)

Pour résoudre le problème de contrôlabilité à zéro avec contrainte sur le contrôle, nous
avons besoin d’une inégalité adaptée à la contrainte v ∈ K⊥. Le résultat suivant nous
permettra de l’obtenir.

Lemme 3.3. On suppose l’hypothèse (3.5) vérifiée. Soit qi solution de (3.10) et K le sous
espace vectoriel défini par (3.17). Alors, toute fonction ρ vérifiant

∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ = 0 dans ω × (0, T )× (0, A) et ρ|G ∈ K

est identiquement nulle dans ω × (0, T )× (0, A).
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Démonstration. Soit ρ tel que ρ|G ∈ K et ∂ρ
∂t

+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+µρ = 0 dans ω× (0, T )× (0, A).

Alors, il existe αi ∈ R, 1 ≤ i ≤M , tel que

ρ =
M∑
i=1

αiqiχω. (3.42)

Donc, pour tout ouvert ω′ de ω, on a

∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ =

M∑
i=1

αi

(
∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi

)

dans ω′ × (0, T )× (0, A) ce qui, d’après le système (3.10), nous donne

∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ =

M∑
i=1

αiei dans ω′ × (0, T )× (0, A).

Comme
∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ = 0

dans ω × (0, T )× (0, A), on a

M∑
i=1

αiei = 0 dans ω′ × (0, T )× (0, A).

Les fonctions eiχω étant linéairement indépendantes pour 1 ≤ i ≤ M , on obtient αi = 0.
Ce qui, d’après (3.42) implique que ρ = 0 dans ω × (0, T )× (0, A).

Soit encore K le sous espace vectoriel de L2(G) défini par (3.17). Notons
• P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) sur K,

• Pρ la projection orthogonale de ρχω sur K pour ρ ∈ L2(Q).

On a alors l’inégalité de Carleman adaptée suivante.

Proposition 3.4. On suppose la relation (3.5) vérifiée. Soit θ définie par la relation (3.39).
Alors, il existe λ0 > 1, s0 > 0 et C > 0 tels que pour tous λ > λ0 et s > s0 et pour tout
ρ ∈ V : ∫

Q

1
θ2 |ρ|

2 dxdadt ≤ C
(∫

Q
|Lρ|2 dxdadt+

∫
G
|ρ− Pρ|2 dxdadt

)
. (3.43)
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Démonstration. On raisonne par l’absurde. On suppose que l’inégalité (3.43) n’est pas
vérifiée. Alors, ∀j ∈ N∗, ∃ρj ∈ V tel que∫

Q

1
θ2 |ρj |

2 dxdadt = 1, (3.44a)∫
Q
|Lρj |2 dxdadt ≤

1
j
, (3.44b)∫

G
|(ρj − Pρj)χω|2 dxdadt ≤

1
j
. (3.44c)

Le reste de cette démonstration consiste à extraire une sous-suite (ρjk)k telle que la contra-
diction suivante soit vérifiée

lim
k→+∞

∫
Q

1
θ2 |ρjk |

2 dxdadt→ 0.

D’après l’hypothèse (3.44a), il existe ρ ∈ L2
(1
θ
Q

)
tel que

ρj → ρ fortement dans L2
(1
θ
Q

)
.

Par conséquent,
ρj → ρ fortement dans D′Q). (3.45)

Étape 1 : On montre d’abord que pour tout j ∈ {1, · · · ,M}, la suite (‖Pρj‖2L2(G))j
est bornée.
On a (∫

G

1
θ2 |Pρjχω|

2 dxdadt

) 1
2
≤

(∫
G

1
θ2 |ρjχω|

2 dxdadt

) 1
2

(3.46)

+
(∫

G

1
θ2 |(ρj − Pρj)χω|

2 dxdadt

) 1
2
.

Puisque 1
θ2 est bornée, en utilisant l’hypothèse (3.44), on déduit qu’il existe un nombre

ε > 0 tel que
∀j ∈ N,

∫
G

1
θ2 |Pρjχω|

2 dxdadt ≤ ε. (3.47)

Comme K est de dimension finie, les normes sont équivalentes. En particulier, les applica-
tions

k 7→
∫
G
|k|2 dxdadt et k 7→

∫
G

1
θ2 |k|

2 dxdadt

sont de normes équivalentes sur K. Il existe alors un réel ε′ tel que

∀j ∈ N,
∫
G
|Pρjχω|2 dxdadt ≤ ε′. (3.48)
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Étape 2 : On a ρj = ρj − Pρj + Pρj . Donc

‖ρj‖L2(G) ≤ ‖ρj − Pρj‖L2(G) + ‖Pρj‖L2(G).

Dès lors, les relations (3.48) et (3.44c) nous permettent de dire que la suite (ρjχω)j∈N∗
est bornée dans L2(G). On peut donc extraire une sous-suite de (ρjχω), encore notée
(ρjχω)j∈N∗ , telle que

ρjχω ⇀ ρ faiblement dans L2(G). (3.49)

Comme K est de dimension finie, on sait que P est un opérateur compact. Ainsi, de la
relation (3.49), on a l’existence d’une sous-suite encore notée (ρjχω)j∈N∗ telle que

Pρjχω → Pρ fortement dans L2(G). (3.50)

Par ailleurs, d’après l’hypothèse (3.44c), on a

ρjχω − Pρjχω → 0 fortement dans L2(G). (3.51)

Ainsi, en combinant les relations (3.51) et (3.50), on a

ρjχω → Pρ fortement dans L2(G). (3.52)

Dès lors, en utilisant l’unicité de la limite, les relations (3.49) et (3.52) nous donnent

Pρχω = ρχω. (3.53)

Ce qui veut dire que ρ ∈ K.

Étape 3 : Montrons que ρ = 0 dans G.
En utilisant (3.45), on a

∂ρj
∂t

+ ∂ρj
∂a
−∆ρj + µρj = Lρj ⇀ Lρ faiblement dans D′(Q),

Comme d’après la relation (3.44b) on a

Lρj → 0 fortement dans L2(Q), (3.54)

l’unicité de la limite nous permet de dire que Lρ = 0 dans Q et donc dans G. En résumé,
nous avons montré que {

Lρ = 0 dans G,
ρ ∈ K.

Par conséquent, le lemme 3.3 nous permet de conclure que ρ = 0 dans G.
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Dès lors, puisque l’égalité (3.53) est vérifiée, la relation (3.52) devient

ρjχω → 0 dans L2(G). (3.55)

Étape 4 : Comme ρj ∈ V, en appliquant l’inégalité d’observabilité (3.41), on obtient

∀j ∈ N,
∫
Q

1
θ2 |ρj |

2 dxdadt ≤ C
(∫

Q
|Lρj |2 dxdadt+

∫
G
|ρj |2 dxdadt

)
. (3.56)

En utilisant les relations (3.54) et (3.55) quand on passe à la limite dans (3.56), on a

lim
j→+∞

∫
Q

1
θ2 |ρj |

2 dxdadt = 0.

Ce qui est contraire à (3.44a). Ceci achève la démonstration de la proposition 3.4.

On définit, comme aux chapitres précédents, l’espace H par

H = {h ∈ L2(Q) | θh ∈ L2(Q)}. (3.57)

Muni de la norme

‖h‖H =
(∫

Q
|θh|2 dxdadt

) 1
2
, (3.58)

H est un espace de Hilbert.

2.2 Caractérisation de la solution du problème de contrôlabilité à zéro avec
contrainte sur le contrôle.

Dans cette section nous caractérisons la solution optimale. Nous utilisons, pour cela,
une méthode de pénalisation introduite par J-L. Lions.
Soit

A =



u ∈ K⊥,

−∂z
∂t
− ∂z

∂a
−∆z + µz − βz(t, 0, x) = h+ (k0 + u)χω,

z = 0 sur Σ,
z(T, a, x) = 0,
z(t, A, x) = 0.

(3.59)

On définit, pour tout couple (u, z) ∈ A, la fonctionnelle Iε par

Iε(u, z) = 1
2‖u‖

2
L2(G) + 1

2ε‖z(0, a, x)‖2L2(QA) (3.60)

et on considère le problème de minimisation suivant

inf
(u,z)∈A

{Iε(u, z)}. (3.61)
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Comme Iε(u, z) ≥ 0, on peut définir dε ∈ R tel que

dε = inf{Iε(u, z), (u, z) ∈ A}.

Soit (vn, yn) une suite minimisante telle que (vn, yn) ∈ A et

dε ≤ Iε(vn, yn) < dε + 1
n
< dε + 1.

De la structure de Iε, on a

‖vn‖L2(G) ≤ C, (3.62)
‖yn(0, a, x)‖L2(QA) ≤ C

√
ε. (3.63)

où C est une constante positive indépendante de ε. Comme (vn, yn) ∈ A, on a

−∂yn
∂t

(t, a, x)− ∂yn
∂a

(t, a, x)−∆yn(t, a, x)
+µ(t, a, x)yn(t, a, x)− β(t, a, x)yn(t, 0, x) = h+ k0χω + vnχω dans Q,

yn(t, a, x) = 0 sur Σ,
yn(T, a, x) = 0 dans QA,
yn(t, A, x) = 0 dans QT ,

(3.64)
Dès lors, en utilisant (3.62), (3.27) et les propriétés de l’équation de la dynamique de
population, on sait qu’il existe une constante positive C telle que

‖yn(., 0, .)‖2L2(QT ) + ‖yn‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤ C.

Il s’en suit alors que

‖yn‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤ C (3.65)

‖yn(., 0, .)‖2L2(QT ) ≤ C (3.66)

Des relations (3.62), (3.63) (3.65) et (3.66), on déduit que l’on peut extraire de (vn, yn)n,
de (yn(0, a, x))n et de (yn(t, 0, x))n des sous-suites encore notées (vn, yn)n, (yn(0, a, x))n et
(yn(t, 0, x))n telles que

vn ⇀ vε dans L2(G), (3.67)
yn ⇀ yε dans L2(U ;H1

0 (Ω)), (3.68)
yn(0, a, x) ⇀ α dans L2(QA) (3.69)
yn(t, 0, x) ⇀ γ dans L2(QT ). (3.70)

Comme K⊥ est un sous espace vectoriel fermé de L2(G) et que vn ∈ K⊥, on a vε ∈ K⊥.
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Soit ϕ ∈ D(Q). Multiplions l’égalité (3.64)1 par ϕ et intégrons la sur Q. On a alors
∫
Q

(
−∂yn
∂t
− ∂yn

∂a
−∆yn + µyn − βyn(t, 0, x)

)
ϕdxdadt =

∫
Q

(h+ k0χω + vnχω)ϕdxdadt.

En utilisant la formule de Green, nous obtenons∫
Q
yn

(
∂ϕ

∂t
+ ∂ϕ

∂a
−∆ϕ+ µϕ

)
dxdadt−

∫
Q
βyn(t, 0, x)ϕdxdadt (3.71)

=
∫
Q

(h+ k0χω + vnχω)ϕdxdadt, ∀ϕ ∈ D(Q).

En utilisant (3.67), (3.68) et (3.70) quand on passe à la limite dans l’égalité (3.71), cette
dernière devient∫
Q
yε

(
∂ϕ

∂t
+ ∂ϕ

∂a
−∆ϕ+ µϕ

)
dxdadt−

∫
Q
βγϕdxdadt =

∫
Q

(h+ k0χω + vεχω)ϕdxdadt,

∀ϕ ∈ D(Q).

En intégrant l’égalité précédente par parties, on a∫
Q
ϕ

(
−∂yε
∂t
− ∂yε
∂a
−∆yε + µyε − βγ

)
dxdadt =

∫
Q

(h+k0χω+vεχω)ϕdxdadt, ∀ϕ ∈ D(Q).

(3.72)
Ainsi, nous obtenons

−∂yε
∂t
− ∂yε
∂a
−∆yε + µyε − βγ = h+ k0χω + vεχω dans Q (3.73)

Montrons maintenant l’existence des traces de yε.
Comme yε ∈ L2(U ;H1

0 (Ω)), on a ∂yε
∂t

(t, a, .) ∈ L2(Ω) et ∂yε
∂a

(t, a, .) ∈ L2(Ω). Par consé-
quent, ∆yε(t, a, .) ∈ L2(Ω) puisque h + kεχω ∈ L2(Q). En somme, on a yε(t, a, .) ∈ L2(Ω)
et ∆yε(t, a, .) ∈ L2(Ω) ce qui implique que yε|Σ (t, a, .) et ∂yε

∂ν |Σ
(t, a, .) existent et appar-

tiennent respectivement à H− 1
2 (Γ) et H− 3

2 (Γ). (voir [17])
D’autre part, yε appartenant à L2(U ;H1

0 (Ω)), on a ∆yε ∈ L2(U ;H−1(Ω)). Donc −∂yε
∂t
−

∂yε
∂a
∈ L2(U ;H−1(Ω)) puisque h+ kεχω ∈ L2(Q). Ainsi, [yε(T, a, x), yε(0, a, x)] et

[yε(t, A, x), yε(t, 0, x)] existent et appartiennent respectivement à (L2(QA))2 et (L2(QT ))2.
(voir [31, 14])
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Soit ϕ ∈ V. Si on multiplie (3.64)1 par ϕ et que l’on intègre sur Q, on obtient∫
QA

yn(0, a, x)ϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

yn(t, 0, x)ϕ(t, 0, x) dtdx

+
∫
Q
yn

(
∂ϕ

∂t
+ ∂ϕ

∂a
−∆ϕ+ µϕ

)
dxdadt−

∫
Q
β(t, a, x)yn(t, 0, x)ϕ(t, a, x) dxdadt (3.74)

=
∫
Q

(h+ k0χω + vnχω)ϕdxdadt.

En utilisant (3.67), (3.68), (3.69) et (3.70) quand on passe à la limite dans (3.74) , on
obtient∫

QA

αϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

γϕ(t, 0, x) dxdt+
∫
Q
yε

(
∂ϕ

∂t
+ ∂ϕ

∂a
−∆ϕ+ µϕ

)
dxdadt

−
∫
Q
βγϕdxdadt =

∫
Q

(h+ k0χω + vεχω)ϕdxdadt.

En intégrant la précédente égalité par parties dans Q, on obtient∫
Q

(h+ k0χω + vεχω)ϕdxdadt =
∫
QA

αϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

γϕ(t, 0, x) dxdt

−
∫
QA

yε(0, a, x)ϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

yε(t, A, x)ϕ(t, A, x) dxdt

−
∫
QT

yε(t, 0, x)ϕ(t, 0, x) dxdt−
∫ T

0

∫ A

0

〈
yε,

∂ϕ

∂ν

〉
(H−1/2(Γ),H1/2(Γ))

dΓdadt

+
∫ T

0

∫ A

0

〈
∂yε
∂ν

, ϕ

〉
(H−3/2(Γ),H3/2(Γ))

dΓdadt

+
∫
Q
ϕ

(
−∂yε
∂t
− ∂yε
∂a
−∆yε + µyε − βγ

)
dxdadt.

Comme ϕ ∈ V et, d’après (3.72), on a
∫
Q
ϕ

(
−∂yε
∂t
− ∂yε
∂a
−∆yε + µyε − βγ

)
dxdadt

=
∫
Q

(h+ k0χω + vεχω)ϕdxdadt, alors l’égalité précédente devient

∫
QA

αϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

γϕ(t, 0, x) dxdt+
∫
QA

yε(T, a, x)ϕ(T, a, x) dxda

−
∫
QA

yε(0, a, x)ϕ(0, a, x) dxda+
∫
QT

yε(t, A, x)ϕ(t, A, x) dxdt

−
∫
QT

yε(t, 0, x)ϕ(t, 0, x) dxdt−
∫ T

0

∫ A

0

〈
yε,

∂ϕ

∂ν

〉
(H−1/2(Γ),H1/2(Γ))

dΓdadt = 0.
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Maintenant, choisissons ϕ ∈ V tel que ϕ(T, a, x) = ϕ(0, a, x) = 0 dansQA, ϕ(t, A, x) = 0
dans QT et ∂ϕ

∂ν
= 0 sur Σ. On a alors

∫
QT

γϕ(t, 0, x) dxdt =
∫
QT

yε(t, 0, x)ϕ(t, 0, x) dxdt.

Donc γ = lim
n→+∞

yn(t, 0, x) = yε(t, 0, x) dans QT . En choisissant ϕ ∈ V tel que ϕ(T, a, x) =
ϕ(0, a, x) = 0 dans QA et ϕ(t, A, x) = 0 dans QT , on a∫ T

0

∫ A

0

〈
yε,

∂ϕ

∂ν

〉
(H−1/2(Γ),H1/2(Γ))

dΓdadt = 0.

Donc yε = 0 sur Σ. En choisissant ϕ ∈ V tel que ϕ(T, a, x) = ϕ(0, a, x) = 0 dans QA, on a∫
QT

yε(t, A, x)ϕ(t, A, x) dxdt = 0.

Donc yε(t, A, x) = 0 dans QT . Et, finalement, on obtient α = lim
n→+∞

yn(0, a, x) = yε(0, a, x).

Nous venons donc de montrer, d’une part, que

yn(t, 0, x) ⇀ yε(t, 0, x) dans L2(QT ).

et, par conséquent,

−∂yε
∂t

(t, a, x)− ∂yε
∂a

(t, a, x)−∆yε(t, a, x)
+µ(t, a, x)yε(t, a, x)− β(t, a, x)yε(t, 0, x) = h+ k0χω + vεχω dans Q,

yε(t, a, x) = 0 sur Σ,
yε(T, a, x) = 0 dans QA,
yε(t, A, x) = 0 dans QT .

(3.75)

D’autre part, on a
yn(0, a, x) ⇀ yε(0, a, x) dans L2(QA). (3.76)

Maintenant, si on combine (3.67), (3.76) et la semi-continuité inférieure faible de la fonc-
tionnelle Iε, on obtient

Iε(vε, yε) ≤ lim inf
n→+∞

Iε(vn, yn) = dε.

Donc (vε, yε) est le couple optimal solution du problème (3.61). L’unicité de ce couple vient
de la stricte convexité de la fonctionnelle Iε.

Dans ce qui suit, nous caractérisons le couple optimal.
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Proposition 3.5. Soient (vε, yε) la solution optimale du problème (3.61) et P l’opérateur
de projection orthogonale de L2(G) dans K. Alors, il existe un état adjoint ρε tel que le
triplet (vε, yε, ρε) soit solution du système d’optimalité suivant :

vε = −(ρεχω − Pρε) ∈ K⊥, (3.77)



−∂yε
∂t

(t, a, x)− ∂yε
∂a

(t, a, x)−∆yε(t, a, x)
+µ(t, a, x)yε(t, a, x)− β(t, a, x)yε(t, 0, x) = h+ k0χω + vεχω dans Q,

yε(t, a, x) = 0 sur Σ,
yε(T, a, x) = 0 dans QA,
yε(t, A, x) = 0 dans QT ,

(3.78)



∂ρε
∂t

+ ∂ρε
∂a
−∆ρε + µρε = 0 dans Q,

ρε(t, a, x) = 0 sur Σ,

ρε(t, 0, x) =
∫ A

0
βρε da dans QT ,

ρε(0, a, x) = 1
ε
yε(0, a, x) dans QA.

(3.79)

Démonstration. Écrivons les équations d’Euler-Lagrange qui caractérisent le couple (vε, yε).
On a :

lim
λ→0

Iε(vε + λ(w − vε), yε + λ(z − yε))− Iε(vε, yε)
λ

≥ 0, ∀(w, z) ∈ A.

Calculons Iε(vε + λ(w − vε), yε + λ(z − yε)). On a alors

Iε(vε + λ(w − vε), yε + λ(z − yε)) = 1
2‖vε + λ(w − vε)‖2L2(G)

+ 1
2ε‖(yε + λ(z − yε))(0, a, x)‖2L2(QA)

= 1
2‖vε‖

2
L2(G) + λ(vε, w − vε)L2(G)

+λ2

2 ‖w − vε‖
2
L2(G) + 1

2ε‖yε(0, a, x)‖2L2(QA)

+λ

ε
(yε(0, a, x), (z − yε)(0, a, x))L2(QA)

+λ2

2ε‖(z − yε)(0, a, x)‖2L2(QA).
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Donc

Iε(vε + λ(w − vε), yε + λ(z − yε))− Iε(vε, yε) = λ(vε, w − vε)L2(G)

+λ2

2 ‖w − vε‖
2
L2(G)

+λ

ε
(yε(0, a, x), (z − yε)(0, a, x))L2(QA)

+λ2

2ε‖(z − yε)(0, a, x)‖2L2(QA).

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par λ 6= 0 puis en passant à la limite quand
λ tend vers 0, nous obtenons

(vε, w − vε)L2(G) + 1
ε

(yε(0, a, x), (z − yε)(0, a, x))L2(QA) ≥ 0, ∀(w, z) ∈ A. (3.80)

Pour interpréter (3.80), on considère le système adjoint suivant :

∂ρε
∂t

+ ∂ρε
∂a
−∆ρε + µρε = 0 dans Q,

ρε(t, a, x) = 0 sur Σ,

ρε(t, 0, x) =
∫ A

0
βρε da dans QT ,

ρε(0, a, x) = 1
ε
yε(0, a, x) dans QA.

(3.81)

Comme z − yε est solution de

−∂(z − yε)
∂t

(t, a, x)− ∂(z − yε)
∂a

(t, a, x)−∆(z − yε)(t, a, x)
+µ(t, a, x)(z − yε)(t, a, x)− β(t, a, x)(z − yε)(t, 0, x) = w − vε dans Q,

(z − yε)(t, a, x) = 0 sur Σ,
(z − yε)(T, a, x) = 0 dans QA,
(z − yε)(t, A, x) = 0 dans QT ,

(3.82)
puisque (z, yε) ∈ A2, si on multiplie (3.81)1 par z − yε et que l’on intègre par parties sur
Q, on a

−
∫
QA

ρε(0, a, x)(z(0, a, x)− yε(0, a, x)) dxda−
∫
QT

ρε(t, 0, x)(z(t, 0, x)− yε(t, 0, x)) dxdt

+
∫
Q

(
−∂(z − yε)

∂t
− ∂(z − yε)

∂a
−∆(z − yε) + µ(z − yε)

)
ρε dxdadt = 0.

Ce qui équivaut encore à

−1
ε

∫
QA

yε(0, a, x)(z − yε)(0, a, x) dxda+
∫
Q

(w − vε)χωρε dxdadt = 0. (3.83)
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Les relations (3.83) et (3.80) donnent alors∫
G
vε(w − vε) dxdadt+

∫
G
ρεχω(w − vε) dxdadt ≥ 0, ∀w ∈ K⊥.

K⊥ étant un sous espace vectoriel, on a∫
G

(vε + ρεχω)(w − vε) dxdadt = 0, ∀w ∈ K⊥.

On déduit alors que vε+ρεχω ∈ K puisque vε ∈ K⊥. Ainsi, vε+ρεχω = P (vε+ρεχω) = Pρε.
Finalement, on obtient

vε = −(ρεχω − Pρε) ∈ K⊥. (3.84)

Nous allons maintenant établir des estimations a-priori sur vε, yε et ρε. Pour cela,
considérons le produit scalaire a(., .) défini sur V × V par

a(ρ, ρ̂) =
∫
Q
LρLρ̂ dxdadt+

∫
G

(ρ− Pρ)(ρ̂− P ρ̂) dxdadt. (3.85)

On note V le complété de V pour la norme :

ρ 7→ ‖ρ‖V =
√
a(ρ, ρ). (3.86)

Ainsi, V = V est un espace de Hilbert.

On munit V de la norme

‖ρ‖θ =
(∫

Q

1
θ
|ρ|2 dxdadt

) 1
2

(3.87)

et on note L2
θ(Q) le complété hilbertien de V. Autrement dit, on a

L2
θ(Q) = V‖.‖θ .

La proposition 3.4 nous assure que

‖ρ‖θ ≤ C‖ρ‖V , ∀ρ ∈ V (3.88)

puisque nous avons l’inégalité de Carleman adaptée :∫
Q

1
θ
|ρ|2 dxdadt ≤ C

(∫
Q
|Lρ|2 dxdadt+

∫
G
|ρ− Pρ|2 dxdadt

)
.

Nous obtenons alors le résultat suivant :
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Proposition 3.6. Soit (vε, yε, ρε) défini comme dans la Proposition 3.5. Alors, il existe
une constante positive C indépendante de ε telle que

‖vε‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (3.89)
‖yε‖L2(U ;H1

0 (Ω)) ≤ C‖h‖H , (3.90)
‖ρε‖V ≤ C‖h‖H , (3.91)
‖ρε‖θ ≤ C‖h‖H . (3.92)

Démonstration. En multipliant l’équation (3.78)1 par ρε solution de (3.79) puis en intégrant
sur Q, on obtient∫

Q
ρε

(
−∂yε
∂t
− ∂yε
∂a
−∆yε + µyε − βyε(t, 0, x)

)
dxdadt =

∫
Q
hρε dxdadt

+
∫
G

(k0 + vε)ρε dxdadt.

En utilisant la formule de Green dans la précédente égalité et en tenant compte du fait que
yε(T, a, x) = yε(t, A, x) = 0, que ρε(t, 0, x) =

∫ A

0
βρε da et que yε|Σ = ρε|Σ = 0, on obtient

∫
QA

yε(0, a, x)ρε(0, a, x) dxda+
∫
Q
yε

(
∂ρε
∂t

+ ∂ρε
∂a
−∆ρε + µρε

)
dxdadt

=
∫
Q
hρε dxdadt+

∫
G

(k0 + vε)ρε dxdadt.

Comme ρε(t, 0, x) = 1
ε
yε(t, 0, x) et ∂ρε

∂t
+ ∂ρε
∂a
−∆ρε+µρε = 0, l’égalité précédente devient

1
ε

∫
QA

|yε(t, 0, x)|2 dxda =
∫
Q
hρε dxdadt+

∫
G

(k0 + vε)ρε dxdadt,

ce qui équivaut encore à

1
ε

∫
QA

|yε(t, 0, x)|2 dxda =
∫
Q
hρε dxdadt+

∫
G
k0ρε dxdadt−

∫
G
|vε|2 dxdadt,

puisque vε = −(I − P )ρεχω ∈ K⊥.
Comme ρε vérifie l’inégalité de Carleman adaptée (3.43), on sait qu’il existe une constante
positive C indépendante de ε telle que

‖ρε‖θ =
∥∥∥∥1
θ
ρε

∥∥∥∥
L2(Q)

≤ C‖ρε‖V ≤ C‖vε‖L2(G).
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Ainsi, puisque k0 vérifie la relation (3.26), on a

1
ε
‖yε(0, ., .)‖2L2(QA) + ‖vε‖2L2(G) =

∫
Q
hρε dxdadt+

∫
G
k0ρε dxdadt,

=
∫
Q
θh

1
θ
ρε dxdadt+

∫
G
θk0

1
θ
ρε dxdadt,

≤ (‖h‖H + ‖θk0‖L2(G))
∥∥∥∥1
θ
ρε

∥∥∥∥
L2(G)

,

≤ C‖h‖H‖vε‖L2(G).

Ce qui implique que

‖vε‖L2(G) ≤ C‖h‖H , (3.93)
‖yε(0, ., .)‖L2(QA) ≤ C

√
ε‖h‖H , (3.94)

Par conséquent, yε étant solution de (3.78), en utilisant les estimations (3.93), (3.94),
(3.27) et les propriétés de l’équation de dynamique de population (cf. Annexe B) on sait
qu’il existe une constante positive C telle que

‖yε(., 0, .)‖2L2(QT ) + ‖yε‖2L2(U,H1
0 (Ω)) ≤ C‖h‖H

Il s’en suit alors que

‖yε(., 0, .)‖L2(QT ) ≤ C‖h‖H , (3.95)
‖yε‖L2(U,H1

0 (Ω)) ≤ C‖h‖H . (3.96)

D’autre part, comme ρε est solution de (3.79), on a en particulier ρε ∈ V . En utilisant la
définition de la norme sur V donnée par la relation (3.86) et la définition de vε donnée par
(3.77), on obtient l’estimation

‖ρε‖V = ‖vε‖L2(G) ≤ C‖h‖H . (3.97)

Par ailleurs, puisque ρε vérifie l’inégalité de Carleman adaptée (3.43), en utilisant (3.88) et
(3.97), on obtient

‖ρε‖θ =
∥∥∥∥1
θ
ρε

∥∥∥∥
L2(Q)

≤ C‖h‖H (3.98)

Passons maintenant à la limite dans le système d’optimalité approché.

Proposition 3.7. Soit P l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) dans K. Alors, il
existe une fonction ρ tel que le triplet (v, y, ρ) soit solution du système d’optimalité singulier
suivant :

v = −(ρχω − Pρ) ∈ K⊥, (3.99)
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

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ k0χω + vχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, 0, x) = 0 dans QT .

(3.100)

y(0, a, x) = 0 dans QA, (3.101)


∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ = 0 dans Q,

ρ(t, a, x) = 0 sur Σ,

ρ(t, 0, x) =
∫ A

0
βρ da dans QT .

(3.102)

Démonstration. Grâce aux estimations (3.93),(3.94), (3.95) et (3.96), on peut extraire de
(vε, yε)ε, (yε(t, 0, x))ε et yε(0, a, x)ε des sous-suites, encore notées (vε, yε)ε, (yε(t, 0, x))ε et
yε(0, a, x)ε telles que

vε ⇀ v0 faiblement dans L2(G), (3.103)
yε(0, a, x) → 0 fortement dans L2(QA), (3.104)
yε(t, 0, x) ⇀ γ faiblement dans L2(QT ), (3.105)

yε ⇀ y0 faiblement dans L2(U ;H1
0 (Ω)). (3.106)

Comme vε ∈ K⊥ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L2(G), on a

v0 ∈ K⊥. (3.107)

Par ailleurs, le couple (vε, yε) étant solution de (3.78), on peut montrer, comme à la page
71, que le couple (v0 = v0(h), y0 = y0(h)) vérifie

−∂y0
∂t

(t, a, x)− ∂y0
∂a

(t, a, x)−∆y0(t, a, x)
+µ(t, a, x)y0(t, a, x)− β(t, a, x)y0(t, 0, x) = h+ k0χω + v0χω dans Q,

y0(t, a, x) = 0 sur Σ,
y0(T, a, x) = 0 dans QA,
y0(t, A, x) = 0 dans QT .

(3.108)
et

y0(0, a, x) = 0 dans QA. (3.109)
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Montrons maintenant que (v0, y0) = (v, y).
Puisque v ∈ E défini par (3.25), d’après l’expression de Iε, on peut écrire

1
2‖vε‖

2
L2(G) ≤ Iε(vε, yε) ≤

1
2‖v‖

2
L2(G). (3.110)

En passant à la limite dans (3.110), on obtient

1
2‖v0‖2L2(G) ≤ lim inf

ε→0
Iε(vε, yε) ≤

1
2‖v‖

2
L2(G).

Par conséquent, on a
‖v0‖L2(G) ≤ ‖v‖L2(G). (3.111)

D’autre part, (v0, y0) étant solution de (3.12)-(3.15), on a v0 ∈ E . Donc

v0 = v (3.112)

car v est le contrôle optimal donné par (3.25). Dès lors, l’unicité des solutions du système
(3.108) nous donne y0 = y.

Passons maintenant à la limite dans (3.79).
Grâce à l’estimation (3.97), on peut extraire de (ρε)ε une sous suite encore notée (ρε)ε telle
que

ρε ⇀ ρ faiblement dans V, (3.113)

La relation (3.113) signifie que ρ ∈ V et que

Lρε ⇀ Lρ dans L2(Q),
ρ = 0 sur Σ,

ρ(t, 0, x) =
∫ A

0
βρ da.

De plus, comme Lρε = 0 dans Q, on en déduit que Lρ = 0 dans Q.
Par ailleurs, on a

vε = −(I − P )ρε ⇀ v = −(I − P )ρ dans L2(G).

On conclut alors que le triplet (v, y, ρ) est caractérisé par le système d’optimalité singulier
(3.99)-(3.102)
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3 Résolution du problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur l’état.

Théorème 3.1. Existence, unicité et caractérisation du Follower.
Soient Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2 et H l’espace de Hilbert défini
par la relation (3.57).On suppose les hypothèses (3.2) et (3.3) satisfaites. Alors, pour toute
fonction ei ∈ L2(Q), 1 ≤ i ≤ M , vérifiant l’hypothèse (3.5), pour tout h ∈ H et pour tout
β défini par (3.3) telle que θβ ∈ L∞(Q), il existe un unique contrôle k = k(h) ∈ L2(Q) tel
que la solution y = y(h, k(h)) de

−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = h+ kχω dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(3.114)

vérifie ∫
Q
yei dxdadt = 0, 1 ≤ i ≤M (3.115)

et
y(0, a, x) = 0 dans QA. (3.116)

De plus,
k = k0 − (I − P )ρχω

où P est l’opérateur de projection orthogonale de L2(G) dans K et ρ vérifie
∂ρ

∂t
+ ∂ρ

∂a
−∆ρ+ µρ = 0 dans Q,

ρ(t, a, x) = 0 sur Σ,

ρ(t, 0, x) =
∫ A

0
βρ da dans QT .

Démonstration. Nous avons montré qu’il existe un unique contrôle v(h) ∈ K⊥ de norme
minimale tel que le couple (v(h), y(h, v(h))) vérifie le problème de contrôlabilité à zéro avec
contrainte sur le contrôle (3.12)-(3.15). Par conséquent, la Proposition 3.1 nous permet de
dire que le contrôle k = k(h) = (k0(h) + v(h)) est solution du problème de contrôlabilité à
zéro avec contraintes sur l’état (3.6)-(3.7)-(3.8).

4 Résolution du problème de contrôle optimal.

4.1 Quelques propriétés.
Soient h ∈ H ainsi que θ et k0(h) définis respectivement par (3.39) et (3.19). Alors, grâce

à l’estimation de θk0(h) donnée par la relation (3.26) et à l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
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la forme linéaire définie sur V par

ρ 7→
∫
Q
hρ dxdadt+

∫
G
k0(h)ρ dxdadt

est continue sur V . Dès lors, le théorème de Lax-Milgram nous permet de dire que, pour
tout h ∈ H, il existe un unique ρθ = ρθ(h) ∈ V solution de l’équation variationnelle
suivante

a(ρθ, ρ) =
∫
Q

(h+ k0(h)χω)ρ dxdadt, ∀ρ ∈ V. (3.117)

où a(., .) est la forme bilinéaire définie par la relation (3.85).

Lemme 3.4. Soit k0 défini par la relation (3.19). Alors k0 ∈ H et l’application F1 définie
par

F1 : H → L2(G)
h 7→ F1(h) = k0(h) (3.118)

est linéaire et continue de H dans L2(G).

Démonstration. Comme k0 ∈ Kθ, on a d’une part k0 ∈ L2(G) et d’autre part θk0 ∈ K ⊂
L2(G). Donc k0 ∈ H. Par ailleurs, d’après la définition de k0 donnée par la relation (3.19),
F1 est clairement linéaire. De plus, l’estimation (3.27) nous donne ‖k0‖L2(G) ≤ C‖h‖H . On
en déduit donc que cette application est continue sur H.

Soit, maintenant, F une application définie sur H à valeurs dans L2(G) par :

F : H → L2(G)
h 7→ v = F(h) = −(ρ(h)− Pρ(h))χω.

(3.119)

Lemme 3.5. Pour tout h ∈ H, soit ρ = ρ(h) la solution du système (3.102). Alors,
l’application F définie par la relation (3.119) est linéaire et continue de H dans L2(G).

Démonstration. On considère le sous-espace vectoriel V0 de V défini par

V0 = {ϕ ∈ V |Lϕ = 0}.

Puisque F(h) est solution du problème (3.12)-(3.15), on multiplie les deux membres de
(3.14)1 par ϕ ∈ V0. On a alors :∫
Q

(
−∂y
∂t
− ∂y

∂a
−∆y + µy − β(t, a, x)y(t, 0, x)

)
ϕdxdadt =

∫
Q

(h+ (k0 + v)χω)ϕdxdadt.

En intégrant la précédente égalité par partie, comme ϕ(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)ϕ(t, a, x) da

dans QT , Lϕ = 0 dans Q et ϕ(t, a, x) = 0 sur Σ, on obtient :∫
Q
hϕdxdadt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdadt+

∫
Q
vχωϕdxdadt = 0, ∀ϕ ∈ V0

82



ou encore∫
Q
hϕdxdadt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdadt−

∫
Q

(ρ− Pρ)χωϕdxdadt = 0, ∀ϕ ∈ V0

ce qui équivaut encore à∫
Q
hϕdxdadt+

∫
Q
k0(h)χωϕdxdadt+

∫
Q
F(h)χωϕdxdadt = 0, ∀ϕ ∈ V0. (3.120)

Enfin, puisque l’application ϕ 7→
∫
Q
hϕdxdadt+

∫
Q
k0(h)ϕdxdadt est linéaire et continue

sur V0 et que

−
∫
G
F(h)ϕdxdadt =

∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))ϕdxdadt,

=
∫
G

(ρ(h)− Pρ(h))(ϕ− Pϕ) dxdadt,

= a(ρ(h), ϕ), ∀ϕ ∈ V0,

on déduit alors de l’égalité (3.120) que ρ = ρ(h) est solution du problème variationnel

a(ρ, ϕ) =
∫
Q
hϕdxdadt+

∫
Q
k0(h)χωϕdxdadt, ∀ϕ ∈ V0. (3.121)

Donc, l’application h 7→ ρ = ρ(h)χω est linéaire de H dans L2(G). En outre, puisque
l’opérateur de projection I − P défini de L2(G) dans K⊥ ⊂ L2(G) est également linéaire,
on en déduit que l’application F est linéaire de H dans L2(G).
Montrons maintenant que F est continue sur H. On rappelle que v = −(ρ(h)− Pρ(h)) =
(I − P )ρ(h) et d’après la relation (3.121), on a, en particulier pour ϕ = ρ

a(ρ, ρ) =
∫
Q
hρ dxdadt+

∫
G
k0(h)ρ dxdadt.

Autrement dit, on a

‖ρ‖2V =
∫
Q
hρ dxdadt+

∫
G
k0(h)ρ dxdadt

=
∫
Q
θh

1
θ
ρ dxdadt+

∫
G
θk0(h)1

θ
ρ dxdadt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz dans le membre de droite de la précédente
égalité, on a

‖ρ‖2V ≤
(∫

Q
(θh)2 dxdadt

)1/2 (∫
Q

1
θ2 ρ

2 dxdadt

)1/2

+
(∫

Q
(θk0(h))2 dxdadt

)1/2 (∫
Q

1
θ2 ρ

2 dxdadt

)1/2
,

≤ C‖h‖H‖ρ‖V + C‖θk0‖L2(G)‖ρ‖V ,
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En utilisant l’estimation (3.26), on obtient

‖ρ‖V ≤ C‖h‖H

Et, puisque F(h) = (I − P )ρ(h) et que ‖(I − P )ρ‖L2(G) = ‖ρ‖V , on a

‖F(h)‖L2(G) ≤ C‖h‖H

D’où la continuité de l’application F sur H.

Dans la suite, nous noterons k0(h) = F1(h).

4.2 Existence et caractérisation du Leader.
On considère la fonctionnelle J définie par

J(h) = 1
2‖y(h, k(h))− zd‖2L2(Q) + N

2 ‖h‖
2
H (3.122)

à laquelle on associe le problème de minimisation suivant

inf
h∈Uad

J(h) (3.123)

où Uad est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L2(Q).
En utilisant les propriétés des applications F et F1 données respectivement par le Lemme
3.5 et le Lemme 3.4, on en déduit que J est strictement convexe continue et coercive. On
a donc le résultat classique suivant :

Proposition 3.8. Le Problème (3.123) admet un unique contrôle ĥ ∈ Uad.

Démonstration. Comme J(h) est positive, on peut définir dn ∈ R tel que

dn = inf{J(h), h ∈ Uad}.

Soit (hn)n une suite minimisante telle que (hn)n ∈ Uad et

dn ≤ J(hn) < dn + 1
n
< dn + 1 (3.124)

De la structure de J , on a
‖hn‖H ≤ C (3.125)

où C est une constante indépendante de n.
On peut donc, d’après l’estimation (3.125), extraire de (hn)n une sous-suite encore notée
(hn)n telle que

hn ⇀ ĥ dans Uad (3.126)
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Comme Uad est convexe et fermé, on a ĥ ∈ Uad. Par ailleurs, J étant continue, elle est
semi-continue inférieurement. Donc, on a

dn = lim inf
n→+∞

J(hn) ≥ J(ĥ).

Et puisque ĥ ∈ Uad, on a nécessairement

J(ĥ) = inf
h∈Uad

J(h)

L’unicité de ĥ vient de la stricte convexité de J .

En observant que k(h) = k0(h) + v(h) = F1(h) +F(h), nous notons ŷ = y(ĥ, k̂ = k(ĥ))
l’état associé au contrôle optimal ĥ. Il s’agit maintenant de caractériser ĥ.

La condition d’Euler-Lagrange s’écrit

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 ≥ 0, ∀h ∈ Uad.

Rappelons que d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 = lim

λ→0

J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ)
λ

.

On a

J(ĥ+ λ(h− ĥ)) = 1
2‖y(ĥ+ λ(h− ĥ), k(ĥ+ λ(h− ĥ)))− zd‖2L2(Q)

+N

2 ‖ĥ+ λ(h− ĥ)‖2H

= 1
2‖ŷ − zd‖

2
L2(Q) + λ

(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+λ2

2 ‖y(h− ĥ, k(h− ĥ))‖2L2(Q) + N

2 ‖ĥ‖
2
H

+Nλ(ĥ, h− ĥ)H + Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H

et

J(ĥ+ λ(h− ĥ))− J(ĥ) = λ
(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+Nλ(ĥ, h− ĥ)H + λ2

2 ‖y(h− ĥ, k(h− ĥ))‖2L2(Q)

+Nλ2

2 ‖h− ĥ‖2H .
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Par conséquent, en divisant la précédente égalité par λ 6= 0 puis en passant à la limite
lorsque λ tend vers 0, on obtient

d

dλ
J(ĥ+ λ(h− ĥ))|λ=0 =

(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+
(
Nĥ, h− ĥ

)
H
.

Ainsi, la condition d’Euler-Lagrange nous donne(
ŷ − zd, y(h− ĥ, k(h− ĥ))

)
L2(Q)

+
(
Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad. (3.127)

On interprète cette condition en utilisant la notion d’état adjoint. Pour faciliter nos
calculs, on pose w = h− ĥ et on note z = y(w, k(w)). Alors z vérifie

−∂z
∂t

(t, a, x)− ∂z

∂a
(t, a, x)−∆z(t, a, x)

+µ(t, a, x)z(t, a, x)− β(t, a, x)z(t, 0, x) = w + k(w)χω dans Q,
z(t, a, x) = 0 sur Σ,
z(T, a, x) = 0 dans QA,
z(t, A, x) = 0 dans QT .

(3.128)

Soit p la solution du système suivant :

∂p

∂t
+ ∂p

∂a
−∆p+ µp = ŷ − zd dans Q,

p(t, a, x) = 0 sur Σ,
p(0, a, x) = 0 dans QA,

p(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)p(t, a, x) da dans QT .

(3.129)

Puisque ŷ− zd ∈ L2(Q), on démontre, comme dans l’annexe 2, que p ∈ L2(U ;H1
0 (Ω)). Par

ailleurs, on montre aussi comme à la page 71 que les traces de p existent. On multiplie
l’équation (3.129)1 par z solution de (3.128) et on intègre par partie sur Q. On a alors∫

Q
z(ŷ − zd) dxdadt =

∫
Q
z

(
∂p

∂t
+ ∂p

∂a
−∆p+ µp

)
dxdadt

=
∫
Q
p

(
−∂z
∂t
− ∂z

∂a
−∆z + µz − β(t, a, x)z(t, 0, x)

)
dxdadt.

Et comme−∂z
∂t
−∂z
∂a
−∆z+µz−β(t, a, x)z(t, 0, x) = w+k(w)χω = w+(F1(w)+F(w))χω

dans Q, on obtient∫
Q
z(ŷ − zd) dxdadt =

∫
Q
pw dxdadt+

∫
Q
pF1(w)χω dxdadt+

∫
Q
pF(w)χω dxdadt.
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On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales du
membre de droite dans l’espace de Hilbert H = {h ∈ L2(Q)| θh ∈ L2(Q)} où θ est définie
par la relation (3.39). Soient H ′ le dual de l’espace de Hilbert H et Λ−1 l’isomorphisme
isométrique de H ′ dans H. Comme on peut écrire∫

Q
pw dxdadt =

∫
Q

1
θ
pθw dxdadt = 〈1

θ
p, w〉H′,H ,

∫
G
pF1(w) dxdadt = 〈F∗1 (p), w〉H′,H

et ∫
G
pF(w) dxdadt = 〈F∗(p), w〉H′,H ,

on obtient alors ∫
Q
pw dxdadt = (Λ−1(1

θ
p), w)H ,

∫
G
pF1(w) dxdadt = (Λ−1F∗1 (p), w)H

et ∫
G
pF(w) dxdadt = (Λ−1F∗(p), w)H .

Ainsi, la condition (3.127) devient(
Λ−1 1

θ
(p) + Λ−1F∗1 (p) + Λ−1F∗(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad

ou encore (
Λ−1(1

θ
I + F∗1 + F∗)(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad

où I est l’opérateur identité de L2(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théorème 3.2. Existence, unicité et caractérisation du Leader.
Soient Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2, θ définie par la relation (3.39)
ainsi que F et F1 les applications linéaires et continues définies respectivement par (3.119)
et (3.118). Alors, il existe p ∈ L2(U ;H1

0 (Ω)) tel que le problème de minimisation (3.123)
admette une unique solution ĥ caractérisée par la condition d’optimalité suivante(

Λ−1(1
θ
I + F∗1 + F∗)(p) +Nĥ, h− ĥ

)
H
≥ 0, ∀h ∈ Uad (3.130)
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avec p solution de

∂p

∂t
+ ∂p

∂a
−∆p+ µp = y(ĥ, k(ĥ))− zd dans Q,

p(t, a, x) = 0 sur Σ,
p(0, a, x) = 0 dans QA,

p(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)p(t, a, x) da dans QT .

88



Conclusions et perspectives

Ainsi, dans chacun des problèmes linéaires étudiés, nous avons démontré l’existence
et l’unicité de deux contrôles ayant chacun un objectif différent à atteindre. En effet, la
solution du problème de contrôlabilité à zéro a pour but de ramener l’état du système à
zéro à l’instant final T tandis que la solution du problème de contrôle optimal doit garder
l’état du système proche d’un état donné.
De ce point de vue, les deux problèmes étudiés, à savoir le problème de la chaleur linéaire
et le problème à deux temps, sont contrôlables au sens de Stackelberg.

En perspectives, dans les applications concrètes des problèmes de diffusions, le problème
de Stackelberg prend tout son sens pour les systèmes couplés. On considérera, par exemple,
le système suivant 

y′1 −∆y1 + a1y2 = v1χω dans Q,
y′2 −∆y2 + a2y1 = v2χω dans Q,

y1 = y2 = 0 sur Σ,
y1(0) = y1

0 dans Ω,
y2(0) = y2

0 dans Ω.
ainsi que les fonctionnelles

J1(v1, v2) = 1
2‖y1 − zd‖2L2(Q) + N1

2 ‖v1‖2L2(G)

et
J2(v1, v2) = 1

2‖y2 − zd‖2L2(Q) + N2
2 ‖v2‖2L2(G)

et, l’on cherchera alors à déterminer les contrôles v1 et v2 de telle sorte que l’un ramène
le système à zéro au bout d’un temps T tandis que l’autre maintiendra l’état proche d’un
état donné.
On pourra aussi s’intéresser à des systèmes couplés en dynamique de population.

89



Annexe A

Existence, unicité et propriétés de
la solution pour l’équation de la
chaleur.

Soient N ∈ N∗ et Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2. Soit par ailleurs
un ouvert non vide ω ⊂ ω ⊂ Ω. Pour T > 0, on pose Q = Ω×]0, T [, Σ = Γ×]0, T [ et on
considère dans le cylindre Q le problème de Cauchy-Dirichlet pour l’équation de la chaleur :

y′ −∆y = f dans Q
y = 0 sur Σ

y(0) = y0 sur Ω
(A.1)

où f est le terme source et y0 ∈ L2(Ω) est la condition initiale.

1 Existence : Méthode spectrale.

1.1 Formulation variationnelle.

Commençons par quelques notations :

ϑ = L2(0, T ;H1
0 (Ω))

ϑ′ = L2(0, T ;H−1(Ω))
W(0, T ) = {ϕ|ϕ ∈ ϑ, ϕ′ ∈ ϑ′}
‖ϕ‖2W(0,T ) = ‖ϕ‖2ϑ + ‖ϕ′‖2ϑ′

Rappelons que L2(0, T ;H1
0 (Ω)) est l’espace des fonctions mesurables sur ]0, T [ à valeurs

dansH1
0 (Ω) qui sont de carré intégrable sur ]0, T [. On montre queW(0, T ) ↪→ C0([0, T ], L2(Ω))
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(cf. [17], chapitre 3, page 116 ou [16], chapitre 1). De plus, les traces en 0 et en T existent,
on peut donc utiliser les intégrations par parties.

Proposition A.1. Le problème (A.1) équivaut à trouver y ∈ W(0, T ) solution du problème
variationnel suivant :

∫
Ω

∂y

∂t
(x, t).ϕ(x)dx+

n∑
i=1

∫
Ω

∂y

∂xi
(x, t). ∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
Ω
f(x, t).ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω),

y(0) = y0.
(A.2)

Preuve. On a déjà y(0) = y0 et comme y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), alors y = 0 sur Σ.

(⇒) Soit y solution de (A.1). On multiplie la première équation du problème (A.1) par
ϕ et on intègre. On obtient alors :

∫
Ω

∂y

∂t
(x, t).ϕ(x) dx−

∫
Ω

∆y(x, t).ϕ(x) dx =
∫

Ω
f(x, t).ϕ(x) dx.

On applique la formule de Green. On a donc :

∫
Ω

∂y

∂t
(x, t).ϕ(x) dx+

n∑
i=1

∫
Ω

∂y

∂xi
(x, t).∂ϕ(x)

∂xi
(x, t) dx =

∫
Ω
f(x, t).ϕ(x) dx.

(⇐) Soit y ∈ W(0, T ) vérifiant le système (A.2). Montrons que y′ −∆y = f dans Q.
Soit f ∈ L2(O, T ;L2(Ω)). Comme D(Ω) ⊂ L2(O, T ;H1

0 (Ω)), (A.2) reste vraie sur D(Ω).
On a : ∫

Ω
y′.ϕ dx+

∫
Ω
∇y.∇ϕ dx =

∫
Ω
f.ϕ dx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Autrement dit : ∫
Ω
y′.ϕ dx+

∫
Ω
∇y.∇ϕ dx = 〈y′, ϕ〉 + 〈∇y,∇ϕ〉.

Par définition des dérivées des distributions, on a :

〈∇y,∇ϕ〉 = −〈∆y, ϕ〉.

On en déduit que :
〈y′ −∆y, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω).

Donc y′ −∆y = f dans Q.
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1.2 Existence et unicité.

Posons

a(y, ϕ) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂y

∂xi
(x, t). ∂ϕ

∂xi
(x) dx

et considérons y comme une fonction de ]0, T [ dans H1
0 (Ω).

On considère maintenant le problème suivant : Etant donné f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et y0 ∈
L2(Ω), trouver y : Ω×]0, T [→ R tel que :


y ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C0([0, T ];L2(Ω)),
d

dt
(y(t), ϕ)L2(Ω) + a(y(t), ϕ) = (f, ϕ)L2(Ω), ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω),
y(0) = y0.

(A.3)

Proposition A.2. On considère la forme bilinéaire a(., .) : H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) → R définie
précédemment. On a :

(i) H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) avec injection continue et dense.

(ii) a(.,.) est continue sur H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).
(iii) a(.,.) est coercive.
(iv) a(.,.) est symétrique.
(v) l’injection canonique H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est compacte.

Preuve. (i) Continuité : Soit u ∈ H1
0 (Ω). On a ‖u‖L2(Ω) ≤ C‖u‖H1

0 (Ω) d’après l’inégalité de
Poincaré. D’où le résultat.
Densité : On sait que

D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω).

Et, D(Ω)L
2(Ω) = L2(Ω). Donc H1

0 (Ω)
L2(Ω)

= L2(Ω). D’où le résultat. On retrouve une autre
démonstration possible pour la densité dans [7].

(ii) Il faut montrer qu’il existe C > 0 tel que : |a(u, v)| ≤ C‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω)
∀u, v ∈ H1

0 (Ω). On a :
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|a(u, v)| ≤
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ . ∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i=1

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ dx) 1

2
(∫

Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣ dx) 1

2

≤
n∑
i=1

( n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ dx

) 1
2
(

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣ dx

) 1
2


≤
n∑
i=1
‖u‖H1

0 (Ω)‖v‖H1
0 (Ω)

≤ C‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω).

(iii) On a :

a(u, u) =
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2 dx = ‖u‖2H1

0 (Ω).

On a bien a(u, u) ≥ C‖u‖2
H1

0 (Ω) avec ici C = 1.

(iv)On montre que a(u, v) = a(v, u).

a(v, u) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂v

∂xi
.
∂u

∂xi
dx

=
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi
.
∂v

∂xi
dx

= a(u, v).

(v) On trouvera une démonstration dans [7].

On déduit de la proposition précédente une décomposition spectrale de l’opérateur ∆.
Autrement dit, il existe une suite croissante

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ · · · ≤ λn ≤ . . .

et une base hilbertienne de L2(Ω) de vecteurs propres (ωn) associés aux valeurs propres
(λi)1≤i≤n telle que :

a(ωn, ϕ) = λn(ωn, ϕ)L2(Ω), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).
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Théorème A.1. Pour tout f ∈ L2(Q) et pour tout y0 ∈ L2(Ω), le problème (A.1) admet
une unique solution y de la forme :

y(t) =
∞∑
n=1

[
(y0, ωn)L2(Ω)e−λnt +

∫ t

0
(f(s), ωn)L2(Ω)e−λn(t−s) ds

]
ωn (A.4)

telle que y ∈ W(0, T ) ↪→ C0([0, T ], L2(Ω)).

Preuve. Soit y une solution du problème (A.3). Puisque y ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) et que ωn
est une base hilbertienne orthonormale dans L2(Ω), on a pour tout t ∈ [0, T ] :

y(t) =
∞∑
n=1

ωn(y(t), ωn)L2(Ω).

Mais comme y(t) ∈ H1
0 (Ω) (presque partout), on a

a(y(t), ωn) = λn(y(t), ωn)L2(Ω)

et on déduit de (A.3) avec ϕ = ωn que αn(t) = (y(t), ωn)L2(Ω) est solution de l’équation
différentielle 

d

dt
αn(t) + λnαn(t) = (f(t), ωn)L2(Ω),

αn(0) = (y(0), ωn)L2(Ω).
(A.5)

dont la solution est donnée par

αn = (y(0), ωn)L2(Ω)e−λnt +
∫ t

0
(f(s), ωn)L2(Ω)e−λn(t−s) ds.

Il en résulte que la fonction y est somme de la série (A.4). De plus, si la solution existe,
elle est unique. Pour montrer l’existence, il suffit de montrer que la série

y(t) =
∞∑
n=1

ωn

[
(y0, ωn)L2(Ω)e−λnt +

∫ t

0
(f(s), ωn)L2(Ω)e−λn(t−s) ds

]

converge pour tout f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et pour tout y0 ∈ L2(Ω) et que sa somme est
solution du problème (A.3). La démonstration se fait en plusieurs étapes. On en trouve
une dans [33].

2 Propriétés de la solution.

Enonçons d’abord le résultat suivant :

Théorème A.2. Sous les hypothèses de la Proposition A.2, on a :
1. L’application (f, y0) 7→ y est linéaire de L2(Q)× L2(Ω) dans L2(0, T ;H1

0 (Ω))

94



2. ‖y‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C

[
‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖y0‖L2(Ω)

]
3. ‖y′‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ K

[
‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖y0‖L2(Ω)

]
, K ∈ R

Preuve. 1) La linéarité résulte de la bilinéarité de a(.,.) et du produit scalaire de L2(Ω),
de la linéarité de d

dt
et de l’unicité de la solution.

2) Pour tout m ∈ N∗, soit :

ym(t) =
m∑
k=1

[
(y0, ωk)L2(Q)e−λkt +

∫ t

0
(f(s), ωk)L2(Q) e−λk(t−s)ds

]
ωk

la somme partielle de y(t).
Comme y0 ∈ L2(Ω), alors

y0 =
∞∑
n=1

ωn(y0, ωn)L2(Ω)

‖y0‖2L2(Ω) =
∞∑
n=1
|y0
n|2

(A.6)

avec y0
n = (y0, ωn)L2(Ω)

De même, f ∈ L2(0, T ;L2(Ω))⇒ f(t) ∈ L2(Ω) (presque partout en t) et, on a :
f(t) =

∞∑
n=1

ωn(f(t), ωn)L2(Ω)

‖f(t)‖2L2(Ω) =
∞∑
n=1
|fn(t)|2

(A.7)

avec fn(t) = (f(t), ωn)L2(Ω)

Par suite, ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)) =
∞∑
n=1

∫ T

0
|fn(t)|2dt. On obtient alors :

a (ym+p(t)− ym(t), ym+p(t)− ym(t)) =
m+p∑
l=m+1

λl
∣∣∣(ym+p(t)− ym(t), ωl)L2(Ω)

∣∣∣2 .
Par coercivité de a(., .), et comme (ωk) est orthonormée dans L2(Ω), on a :

α‖ym+p(t)− ym(t)‖2H1
0 (Ω) ≤

m+p∑
k=1

λk

[
e−λkty0

k +
∫ t

0
fk(s)e−λk(t−s)ds

]2
.
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En utilisant (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), on obtient :

‖ym+p(t)− ym(t)‖2H1
0 (Ω) ≤

2
α

m+p∑
k=1

λk

[
e−2λkt|y0

k|2 +
(∫ t

0
fk(s)e−λk(t−s)ds

)2]
.

Comme λk
∫ T

0
e−2λktdt = 1

2(1− e−2λkt) < 1
2 et

∫ T

0

(∫ t

0
fk(s)e−λk(t−s)ds

)2
dt ≤ 1

2

∫ T

0
|fk(s)|2dt

on trouve :∫ T

0
‖ym+p(t)− ym(t)‖2H1

0 (Ω)dt ≤
1
α

 m+p∑
k=m+1

|y0
k|2 +

m+p∑
k=m+1

∫ T

0
|fk(s)|2dt

 .
D’où

‖ym+p − ym‖2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C

[
‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖y0‖L2(Ω)

]
, C ∈ R.

On déduit de (A.6) et (A.7) que (ym) est une suite de Cauchy dans L2(O, T ;H1
0 (Ω))

qui est un espace de Hilbert. Par conséquent, elle converge. D’où le résultat.

3)On rappelle que ‖y′‖ϑ′ = sup
ϕ∈ϑ
‖ϕ‖ϑ=1

|〈y′, ϕ〉|.

D’après l’équation (A.1), on a y′ = ∆y + f . Donc :∫
Q
y′ϕ dx dt =

∫
Q

(∆y)ϕ dx dt+
∫
Q
fϕ dx dt

= −
∫
Q
∇y∇ϕ dx dt+

∫
Q
fϕ dx dt∣∣∣∣∫

Q
y′ϕ dx dt

∣∣∣∣ ≤ (∫
Q
|∇y|2 dx dt

) 1
2
(∫

Q
|∇ϕ|2 dx dt

) 1
2

+
(∫

Q
|f |2 dx dt

) 1
2
(∫

Q
|ϕ|2 dx dt

) 1
2

≤
(∫

Q
|∇y|2 dx dt

) 1
2
(∫

Q
|∇ϕ|2 dx dt

) 1
2

+k
(∫

Q
|f |2 dx dt

) 1
2
(∫

Q
|∇ϕ|2 dx dt

) 1
2
, k ∈ R

≤ ‖y‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + k‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)), k ∈ R

D’où
‖y′‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ K

[
‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖y0‖L2(Ω)

]
, K ∈ R.

96



Proposition A.3. (f, y0) 7→ y(f, y0) est linéaire et continue de L2(Q) × L2(Ω) dans
W(0, T ).

Preuve. La linéarité résulte de la bilinéarité de a(.,.) et du produit scalaire de L2(Ω), de la
linéarité de d

dt
et de l’unicité de la solution. Par ailleurs, on a :

‖y‖2W(0,T ) = ‖y‖2ϑ + ‖y′‖2ϑ′
≤ C

[
‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖y0‖2L2(Ω)

]
D’où le résultat.
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Annexe B

Propriétés des solutions pour le
problème à deux temps.

1 Estimations de la solution du problème de dynamique de population.

Soient N ∈ N∗ et Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2. Soit par
ailleurs ω un ouvert non vide tel que ω ⊂ ω ⊂ Ω. Pour T > 0, on pose U =]0, T [×]0, A[,
Q =]0, T [×]0, A[×Ω, Σ =]0, T [×]0, A[×Γ, QT =]0, T [×Ω, QA =]0, A[×Ω et on considère le
problème linéaire de dynamique de population suivant :

∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi = ei dans Q,

qi(t, a, x) = 0 sur Σ,
qi(0, a, x) = 0 dans QA,

qi(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)qi(t, a, x) da dans QT

(B.1)

où ei ∈ L2(Q). La solution qi = qi(t, a, x) du système ci-dessus représente la répartition
des individus d’âge a ≥ 0, au temps t ≥ 0 et à l’emplacement x ∈ Ω. Les fonctions µ et β
représentent respectivement les taux de mortalité et de natalité des individus et vérifient
les hypothèses suivantes :

µ(t, a, x) = µ0(a) + µ1(t, a, x) dans U × Ω (B.2a)
µ ≥ 0 dans U × Ω (B.2b)
µ1 ∈ L∞(U × Ω), µ1(t, a, x) ≥ 0 dans U × Ω (B.2c)

µ0 ∈ L1
loc(0, A), lim

a→A

∫ a

0
µ0(s)ds = +∞ (B.2d)
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β ∈ C2([0, T ]× [0, A]× Ω), (B.3a)
β(t, a, x) ≥ 0 dans [0, T ]× [0, A]× Ω (B.3b)
∃0 < a0 < a1 < A tel que β(t, a, x) = 0 dans [0, T ]× ((0, a0) ∪ (a1, A)× Ω) (B.3c)

Proposition B.1. Sous les hypothèses (B.2)-(B.3), pour toute solution qi du système
(B.1), il existe une constante positive λ telle que l’estimation suivante soit vérifiée :

‖qi‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤

√
2λ‖ei‖L2(Q). (B.4)

Démonstration. On considère le système (B.1) que l’on multiplie par qi et que l’on intègre
sur Q. On a alors∫

Q
qi

(
∂qi
∂t

+ ∂qi
∂a
−∆qi + µqi

)
dxdadt =

∫
Q
qiei dxdadt.

En intégrant la précédente égalité par parties, on a :

1
2

∫
QA

(qi(T, a, x))2 dxda− 1
2

∫
QA

(qi(0, a, x))2 dxda+ 1
2

∫
QT

(qi(t, A, x))2 dxdt (B.5)

− 1
2

∫
QT

(qi(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇q2

i dxdadt+
∫
Q
µq2

i dxdadt =
∫
Q
qiei dxdadt.

Comme 1
2

∫
QA

(qi(T, a, x))2 dxda+ 1
2

∫
QT

(qi(t, A, x))2 dxdt > 0, µ > 0 et qi(0, a, x) = 0, on

déduit de l’égalité (B.5) que

−1
2

∫
QT

(qi(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇q2

i dxdadt ≤
∫
Q
qiei dxdadt,

ce qui équivaut encore∫
Q
∇q2

i dxdadt ≤
1
2

∫
QT

(qi(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
qiei dxdadt. (B.6)

Or qi(t, 0, x) =
∫ A

0
β(t, a, x)qi(t, a, x) dxdadt ≤ ‖β(t, ., x)‖L∞(0,A)‖qi(t, ., x)‖L2(0,A). Donc

∫
Q
q2
i (t, 0, x) dxdadt =

∫
QT

∫ A

0
q2
i (t, 0, x) dxdadt

≤
∫
QT

‖β(t, ., x)‖2L∞(0,A)‖qi(t, ., x)‖2L2(0,A) dxdt,

≤ ‖β‖2L∞(Q)‖qi‖
2
L2(Q).
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Ainsi, on déduit de l’inégalité précédente que l’inégalité (B.6) devient
∫
Q
∇q2

i dxdadt ≤
1
2‖β‖

2
L∞(Q)‖qi‖

2
L2(Q) +

∫
Q
qiei dxdadt. (B.7)

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Young, il existe une constante positive λ telle que

∫
Q
qiei dxdadt ≤

1
2λ

∫
Q
q2
i dxdadt+ λ

2

∫
Q
e2
i dxdadt.

Ainsi l’inégalité (B.7) devient

∫
Q
∇q2

i dxdadt ≤
1

2λ

∫
Q
q2
i dxdadt+ λ

2

∫
Q
e2
i dxdadt+ 1

2‖β‖
2
L∞(Q)‖qi‖

2
L2(Q). (B.8)

Autrement dit, on a

‖qi‖2L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤

1
2

(
‖β‖2L∞(Q) + 1

λ

)
‖qi‖2L2(Q) + λ

2 ‖ei‖
2
L2(Q). (B.9)

D’après l’inégalité de Poincaré, il existe une constante positive C = C(Ω) telle que

‖qi‖L2(Q) ≤ C‖qi‖L2(U ;H1
0 (Ω))

L’inégalité (B.9) devient alors

1
2

(
2− C

( 1
λ

+ ‖β‖2L∞(Q)

))
‖qi‖2L2(U ;H1

0 (Ω)) ≤
λ

2 ‖ei‖
2
L2(Q),

soit (
2− C

( 1
λ

+ ‖β‖2L∞(Q)

))
‖qi‖2L2(U ;H1

0 (Ω)) ≤ λ‖ei‖
2
L2(Q). (B.10)

On choisit λ tel que 2 − C
( 1
λ

+ ‖β‖2L∞(Q)

)
>

1
2 ce qui équivaut à λ > 2C

3− 2C‖β‖2L∞(Q)

avec la condition que ‖β‖L∞(Q) <

√
3

2C . Ainsi, l’inégalité (B.10) devient

‖qi‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤

√
2λ‖ei‖L2(Q).
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2 Estimations de l’état adjoint d’un problème de dynamique de population.

Soient N ∈ N∗ et Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C2. Soit par
ailleurs ω un ouvert non vide tel que ω ⊂ ω ⊂ Ω. Pour T > 0, on pose U =]0, T [×]0, A[,
Q =]0, T [×]0, A[×Ω, Σ =]0, T [×]0, A[×Γ, QT =]0, T [×Ω, QA =]0, A[×Ω et on considère le
problème adjoint suivant :



−∂y
∂t

(t, a, x)− ∂y

∂a
(t, a, x)−∆y(t, a, x)

+µ(t, a, x)y(t, a, x)− β(t, a, x)y(t, 0, x) = f dans Q,
y(t, a, x) = 0 sur Σ,
y(T, a, x) = 0 dans QA,
y(t, A, x) = 0 dans QT

(B.11)

où f ∈ L2(Q). On suppose, par ailleurs que les fonctions µ et β vérifient les hypothèses
suivantes :

µ(t, a, x) = µ0(a) + µ1(t, a, x) dans U × Ω (B.12a)
µ ≥ 0 dans U × Ω (B.12b)
µ1 ∈ L∞(U × Ω), µ1(t, a, x) ≥ 0 dans U × Ω (B.12c)

µ0 ∈ L1
loc(0, A), lim

a→A

∫ a

0
µ0(s)ds = +∞ (B.12d)

β ∈ C2([0, T ]× [0, A]× Ω), (B.13a)
β(t, a, x) ≥ 0 dans [0, T ]× [0, A]× Ω (B.13b)
∃0 < a0 < a1 < A tel que β(t, a, x) = 0 dans [0, T ]× ((0, a0) ∪ (a1, A)× Ω) (B.13c)

Proposition B.2. Sous les hypothèses (B.12)-(B.13), il existe une constante positive C
telle que :

‖y(t, ., x)‖L2(QT ) ≤ C‖f‖L2(Q) (B.14)
‖y‖L2(U ;H1

0 (Ω)) ≤ C‖f‖L2(Q). (B.15)

Démonstration. On considère le système (B.11) que l’on multiplie par y et que l’on intègre
sur Q. On a alors∫

Q
y

(
−∂y
∂t
− ∂y

∂a
−∆y + µy − βy(t, 0, x)

)
dxdadt =

∫
Q
fy dxdadt.
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En intégrant la précédente égalité par parties, on a :

− 1
2

∫
QA

(y(T, a, x))2 dxda+ 1
2

∫
QA

(y(0, a, x))2 dxda− 1
2

∫
QT

(y(t, A, x))2 dxdt

+ 1
2

∫
QT

(y(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇y2 dxdadt+

∫
Q
µy2 dxdadt−

∫
Q
yβy(t, 0, x) dxdadt

=
∫
Q
fy dxdadt. (B.16)

Comme 1
2

∫
QA

(y(0, a, x))2 dxda > 0 et µ > 0, on déduit de (B.16) que

1
2

∫
QT

(y(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇y2 dxdadt−

∫
Q
yβy(t, 0, x) dxdadt ≤

∫
Q
fy dxdadt,

ou encore

1
2

∫
QT

(y(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇y2 dxdadt ≤

∫
Q
yβy(t, 0, x) dxdadt+

∫
Q
fy dxdadt. (B.17)

On rappelle d’une part que β vérifie l’hypothèse (B.13), donc β est bornée dans L∞(Q).
D’autre part, d’après l’inégalité de Young, il existe deux constantes positives λ0 et λ1 telle
que∫
Q
β(t, a, x)y(t, a, x)y(t, 0, x) dxdadt ≤

‖β‖L∞(Q)
2

( 1
λ0

∫
Q
y2(t, 0, x) dxdadt+ λ0

∫
Q
y2 dxdadt

)
et ∫

Q
fy dxdadt ≤ λ1

2

∫
Q
f2 dxdadt+ 1

2λ1

∫
Q
y2 dxdadt.

Ainsi, l’inégalité (B.17) devient

1
2

∫
QT

(y(t, 0, x))2 dxdt+
∫
Q
∇y2 dxdadt ≤ λ1

2

∫
Q
f2 dxdadt

+
A‖β‖L∞(Q)

2λ0

∫
QT

y2(t, 0, x) dxdadt (B.18)

+ 1
2λ1

∫
Q
y2 dxdadt+

λ0‖β‖L∞(Q)
2

∫
Q
y2 dxdadt.

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Poincaré, il existe une constante positive C = C(Ω) telle
que

‖y‖2L2(Q) ≤ C‖y‖L2(U ;H1
0 (Ω)).
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Par conséquent, l’inégalité (B.18) devient

1
2

(
1−

A‖β‖L∞(Q)
λ0

)
‖y(t, ., x)‖2L2(QT ) + 1

2

(
2− C( 1

λ1
+ λ0‖β‖L∞(Q))

)
‖y‖2L2(U ;H1

0 (Ω))

≤ λ1
2 ‖f‖

2
L2(Q),

ce qui équivaut encore à(
1−

A‖β‖L∞(Q)
λ0

)
‖y(t, ., x)‖2L2(QT ) +

(
2− C( 1

λ1
+ λ0‖β‖L∞(Q))

)
‖y‖2L2(U ;H1

0 (Ω))

≤ λ1‖f‖2L2(Q).

On choisit λ0 tel que 1−
A‖β‖L∞(Q)

λ0
≥ 1

2 et λ1 tel que 2−C
( 1
λ1

+ λ0‖β‖L∞(Q)

)
>

1
2. En

d’autres termes, on choisit λ0 tel que 3
2C‖β‖L∞(Q)

> λ0 > 2A‖β‖L∞(Q) ce qui implique

que λ1 >
2C

3− 4AC‖β‖2L∞(Q)
. On obtient alors :

‖y(t, ., x)‖2L2(QT ) + ‖y‖2L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤ 2λ1‖f‖2L2(Q)

Et, par suite, en posant C =
√

2λ1, on obtient les estimations

‖y(t, ., x)‖L2(QT ) ≤ C‖f‖L2(Q)

‖y‖L2(U ;H1
0 (Ω)) ≤ C‖f‖L2(Q)
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