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Résumé

Dans cette these, on s’intéresse a des problemes d’évolution gouvernés par des équations
de type parabolique et soumis a l’action d’un couple de contrdles (h, k) ou h et k jouent des
roles différents; le controle k étant de type "contrdlabilité" et h de type "controle optimal”.

Il est alors naturel de considérer un probléme d’optimisation multi-critéres. Il existe
plusieurs facons d’étudier de tels problémes. Nous proposons, dans cette these, le controle
de Stackelberg. Il s’agit d’une notion d’optimisation hiérarchique avec, ici, h qui est le
"Leader" et k le "Follower".

Plus précisément, nous considérons dans un premier temps le systéme d’évolution li-
néaire de type parabolique suivant

v —Ay+ay = h+ky, dans Q=Qx(0,7),
Yy 0 sur Y=Tx(0,7), (1)
y(0) = 0 dans

ou (2 est un ouvert borné de R™ de frontiere I', w est un ouvert non vide de €, h et k sont
deux variables de contrdle et ., désigne la fonction caractéristique de I'ouvert w.

Le probleme de Stackelberg considéré consiste en ce qui suit : étant donné h, détermi-
ner dans un premier temps le contréle k£ solution d’un probléme de contrdlabilité a zéro;
k étant trouvé en fonction de h, déterminer dans un second temps le contrdle h solution
d’un probleme de contréle optimal.

Deux problémes de contrélabilité a zéro sont considérés ici :

— un avec contrainte sur le contrdle formulé comme suit : Etant donné un sous-espace
vectoriel K de L?(w x (0,T)) de dimension finie, trouver k dans I'orthogonal de
K (noté K+) tel que si y est solution du systéme (1) alors y vérifie y(T) = 0 dans Q.

— un avec contraintes sur I’état ou il s’agit de trouver le controle k tel que la solution
y du systéme (1) vérifie non seulement y(7') = 0 dans 2 mais aussi la condition

/ ye; dzdt = 0 ot {e;, 1 <i < M} est un ensemble de fonctions de L?(Q) que I'on
Q

suppose linéairement indépendantes.



Nous démontrons que ce dernier probléme est équivalent a un probléme de controélabilité a
zéro avec contrainte sur le contréle. Ainsi donc, les deux problémes de controlabilité a zéro
sont en fait de méme nature. Nous les résolvons en utilisant une inégalité d’observabilité
adaptée a la contrainte dérivant d’une inégalité de Carleman classique.

Une fois le controle k& déterminé, nous cherchons le contrdle h de telle sorte que ’évo-
lution de I’état du systéme dans 'ouvert () ne s’éloigne pas trop d’un état donné. Il s’agit,
ici, d’'un probléme de contréle optimal tel que développé par Jacques-Louis Lions.

Dans un second temps, on s’intéresse a un probleme d’évolution & deux temps. Par
exemple, le probleme adjoint d’un probleme de dynamique de population suivant :

—%(t, a,x) — %(t,a,:r) — Ay(t,a,x)

+u(t,a,x)y(t,a,x) — B(t,a,x)y(t,0,2) = h+kyx, dans Q,
y(t,a,z) = 0 sur 3,
y(T,a,xz) = 0 dans Q4
y(t,A,z) = 0 dans Q7

ou @ =(0,T)x(0,A) xQ, T'=(0,T) x (0,4) x X, Qr = (0,T) x Q et Q4 = (0, 4) x Q.
Nous prouvons, comme dans le cas de I’équation (1), que ce probléme est contrdlable au
sens de Stackelberg.

Mots clés : Controle de Stackelberg, controlabilité a zéro, inégalités de Carleman,
Controle optimal.



Abstract

In this thesis, we are interested in evolution problems governed by parabolic equations
subjected to the action of a pair of controls (h, k) where h and k play different roles : the
control k£ being of "controllability" type and A of "optimal control" type.

It is then natural to consider a multi-criteria optimization problem. There are several
ways to study such problems. We propose in this thesis, the Stackelberg control which is
a notion of hierarchical optimization with here, A which is the "Leader" and k the "Follower".

More precisely, we consider at first the following evolution linear parabolic system

Y —Ay+ay = h+kxo, in Q=0x(0,7),
Y 0 on X =Ix(0,T), (1)
y(0) = 0 in Q

where (2 is a bounded domain of R with boundary I', w is an open set of 2, h and k are
two control variables and x,, denotes the characteristic function of the open set w.

The Stackelberg problem consists in the following : given h, determine firstly the control
k solution of a null controllability problem ; k being founded as a function of h, determine
secondly the control h solution of an optimal control problem.

Two null controllability problems are considered here :

— one with constraint on the control which is formulated as follows : Given a subspace
K of L?(Q x (0,T)) of finite dimension, find k in the orthogonal of K (denoted by
K+) such that if y is a solution of system (1) then y satisfies y(T") = 0 in €.

— the other with state constraints which it is to find the control & so that the solution
y of system (1) satisfies not only y(7") = 0 in Q but also the condition / ye; dedt =
Q

0 where {e;, 1 < i < M} is a set of functions of L?(Q) which is assumed linearly

independent.

We show that this last problem is equivalent to a null controllability problem with constraint
on the control. Thus, both controllability problems are of same nature. We solve them using



a suitable observability inequality derived from a classical Carleman inequality and adap-
ted to the constraint.

Once the control k chosen, we look for the control A so that the evolution of the sys-
tem state, in the open set (), is not too far from a given state. This is an optimal control
problem as developed by Jacques-Louis Lions.

In a second step, we are interesting in an evolution problem with two time variables.

For instance, the following adjoint problem of a population dynamics problem :

% 9y

- ot (ty a, .’E) - %(ta a, x) - Ay(tv a, LL‘)

+M(taaa x)y(t,a, IE) —ﬂ(t,a,@y(t,(),x) = h+ka in Qa
y(t,a,z) = 0 on X,
y(T,a,z) = 0 in  Qa,
y(thvm) =0 in QT

where @ = (0,7)x (0, A)xQ, ' = (0,T) x (0, A) x X, Qr = (0,T) xQ and Q4 = (0, 4) x Q.
We prove, as in the case of equation (1), that this problem is controllable in the sense of
Stackelberg.

Keywords : Stackelberg control, Null controllability, Carleman inequalities, Optimal
control.
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Introduction

Dans cette thése, nous nous intéressons au controle de Stackelberg de quelques pro-
blemes d’évolution.

Le probleme de Stackelberg est un modele économique de duopole qui permet d’étudier
les fondements de la concurrence et d’introduire la théorie des jeux; le duopole étant une
situation d’un marché ot deux firmes se partagent la production. Le duopole de Stackelberg,
aussi appelé concours de Stackelberg, est un modeéle de concurrence imparfaite , basé sur
un jeu non coopératif. Il a été congu en 1934 par Heinrich Von Stackelbelrg dans son livre
“Market Structure and Equilibrium” et représente un point de rupture dans I’étude de la
structure du marché, en particulier I'analyse des duopoles, puisqu’il s’agissait d’un modele
basé sur des hypothéses de départ différentes et qui a donné des conclusions différentes de
celles des modeles de duopole de Bertrand et de Cournot .

En théorie des jeux, un duopole de Stackelberg est un jeu séquentiel. Il y a deux entre-
prises qui vendent des produits homogenes et subissent les mémes fonctions de demande
et de colit. Une entreprise, le leader, est mieux connue ou a une plus grande équité de
la marque et est donc mieux placée pour décider tout d’abord quelle quantité ¢; vendre.
L’autre entreprise, le suiveur, observe et décide alors de sa quantité de production go.

Plus précisément, le modele de Leadership de Stackelberg est un jeu stratégique fai-
sant intervenir deux entreprises en concurrence : I'une appelé Leader et I’autre Follower
(ou entreprise suiveuse ou satellite). La particularité de ce probléme est qu'il existe une
hiérarchie dans la réalisation des objectifs de chacune des entreprises. De ce point de vue,
le Leader impose sa stratégie au Follower et ce dernier doit atteindre son objectif en tenant
compte de la stratégie du Leader.

D’un point de vue mathématique, nous nous sommes intéressés a 1’étude de problemes
d’évolution de type parabolique soumis & l’action d’un couple de contréles (h, k) ou k qui
sera le Follower est un contrdle de type "contrdlabilité" tandis que h - le Leader - est de
type "contrdle optimal". Plus précisément, nous considérons, dans un premier temps, le
probléme linéaire d’évolution parabolique suivant :

Y —Ay+awy = h+kx, dans Q=Qx(0,7)
y = 0 sur Y=Tx(0,T) (2)
y(0) = 0 dans Q



ou {) est un ouvert borné de R" de frontiére I', w est un ouvert non vide de 2, h et k
sont deux variables de controle et y,, désigne la fonction caractéristique de 'ouvert w. Le
probléme (2) ainsi posé est le probléeme de Cauchy-Dirichlet pour I’équation de la chaleur.
Nous considérerons aussi dans un second temps le probleme d’évolution & deux temps
suivant :

f%(t, a,x) — %(f,a,x) — Ay(t,a,x)

+u(t,a,x)y(t,a,x) — B(t,a,x)y(t,0,2) = h+kyx, dans Q,
y(t,a,z) = 0 sur 3,
y(T,a,x) = 0 dans Qu,
y(t,A,x) = 0 dans Qr

on, cette fois, @ = (0,7) x (0,A4) x Q, ¥ = (0,7) x (0,4) x T, Q4 = (0,A4) x Q et
Qr = (0,T) x Q avec Q un ouvert non vide de R™ de frontiere I' de classe C2. Ce probléme
est I'adjoint d’un probléme linéaire de dynamique de population pour lequel le second
membre est encore la somme de deux controles h et k a déterminer.

Alors, le probleme de Stackelberg considéré consiste en ce qui suit : étant donné h,
déterminer dans un premier temps le contréle k solution d’un probleme de controlabilité a
zéro; k étant trouvé en fonction de h puis déterminer dans un second temps le contréle h
solution d’un probléme de contrdle optimal.

Avant de commencer 1’étude de ces différents problémes, rappelons quelques définitions
de controlabilité.
Le probleme de la contrélabilité consiste en la possibilité de transférer I’état d’un systéme
en un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. Contrairement aux
systémes de dimension finie, pour les systemes distribués on est amené a considérer plusieurs
degrés de controlabilité, notamment la controlabilité exacte, la contrélabilité approchée ou
encore la contrélabilité a zéro.

Plus précisément, en considérant w un ouvert non vide de €2 et y,, la fonction caracté-
ristique de 'ouvert w, le systeme

Yy —Ay = vy, dans Q,
Y 0 sur DI (3)
y(0) = 0 dans 2

est dit
e exactement contrdlable si, pour tout y' € L?((2), il existe v € L?(w x (0,T)) tel que
la solution y de (3) vérifie y(T) = y'.

e approximativement contrélable au temps T' si I’ensemble
R(T) = {y(x,T,v) € L}(Q); v € L*(w x (0,T))} (ou y(z,T,v) est la solution du
systéme pour un controle v donné) est dense dans L%(€). Autrement dit, le systeme



(3) est dit contrdlable de fagon approchée au temps T si R(T) = L%(Q).

e controlable & zéro s’il existe v € L?(w x (0,7T)) tel que la solution y de (3) vérifie
y(T) = 0 dans Q.

Beaucoup de progres ont été faits ces derniéres années dans le cadre de la controlabilité
a zéro des équations paraboliques. En effet, dans [34], D. Russel obtient la controlabilité
exacte de ’équation de la chaleur comme une conséquence de la controlabilité exacte de
I’équation des ondes.

Par ailleurs, lorsque les conditions aux limites sont de type Dirichlet, la controlabilité
A zéro du systeme (3) (avec y(0) = yo € L*(Q)) a été résolue d’une part par G. Lebeau
et L. Robbiano [15] et d’autre part par A. Fursikov et O. Yu Imanuvilov [13] en utilisant
des inégalités d’observabilité dérivant des inégalités de Carleman globales. En effet, les in-
égalités globales de Carleman impliquent 1’observabilité d’un probleme adjoint associé au
probleme de controle linéaire ce qui entraine la contrélabilité & zéro.

On fait également référence aux travaux de D. Tataru [37] qui montre que, pour les
équations linéaires, la controlabilité locale et la controlabilité globale sont équivalentes
et sont vérifiées pour tout 7' > 0. Dans [12], E. Fernandez-Cara et al. ont démontré la
controélabilité globale a zéro de 1’équation de la chaleur avec des conditions de Fourier aux

0
bords de la forme 22 + By = 0. Pour cela, ils utilisent une inégalité de Carleman pour

v
les solutions faibles de I’équation de la chaleur avec conditions de Neumann non homogenes.

Dans le cas non-linéaire, le probléeme de la controlabilité a zéro en dimension finie a
été étudié par E. Zuazua dans [40]. L’auteur a démontré que, pour une classe assez gé-
nérale et naturelle des non-linéarités, le probleme peut étre résolu si les données initiales
sont suffisamment petites. Dans [11], E. Fernandez-Cara et al. ont établit un résultat de
controélabilité locale a zéro d’une équation parabolique non linéaire avec des non linéarités
non locales en utilisant le théoréme du point fixe de Kakutani.

Récemment, O. Nakoulima [26] a démontré des résultats de controlabilité & zéro pour
I’équation de la chaleur rétrograde avec des contraintes linéaires sur un contréle distribué.
Plus précisément, il existe une fonction 6 positive, de classe C? et d’inverse borné pour la-
quelle on considére I'espace H défini par H = {h € L*(Q)|0h € L*(Q)}. Alors le probléme
de controlabilité est énoncé comme suit : Etant donné h € H, ag € L>(Q), K un sous-
espace vectoriel de L2(Q x (0,7)) de dimension finie dont 1'orthogonal dans L?(w x (0,7T))
est noté K+ et y° € L?(Q), trouver v € L?(w x (0,T)) tel que

ve K+ (4)



et si y est solution du systeme

—y' +Ay+apy = h+wvy, dans Q,

y = 0 sur X, (5)
y(T) = 0 dans
"0
(ou A est 'opérateur différentiel défini par A = — Z D (am%) avec a;; vérifiant
i=1,j=1 7"t J

n
a;j € 02(Q), Qi = Qjj et Z a@jﬁiﬁj > 040‘52’, g > 0) alors Y vérifie
i=1,=1

y(0) =0 dans Q. (6)

La controlabilité a zéro avec contraintes sur le controle ou sur 1’état trouve une justification
et une application dans la notion de sentinelles discriminantes ou & sensibilité donnée. La
notion de sentinelles introduite par Jacques-Louis Lions[18] repose sur trois considérations :
une équation d’état a données incompletes, un systeme d’observation et une fonction d’éva-
luation particuliere, appelée sentinelle, qui permet concrétement de distinguer et d’analyser
deux types de données incomplétes : les termes dits de pollutions pour lesquels on recherche
des informations et les termes manquants que l'on ne cherche pas & identifier. Dans [19],
G. Mophou et O. Nakoulima ont prouvé 'existence de sentinelles permettant ’identifica-
tion de parametres dans un probléme de pollution modélisé par une équation semi linéaire
parabolique. Pour cela, ils ont résolu un probléme de contrdlabilité & zéro avec contrainte
sur le contrdle. Dans [20], ces mémes auteurs ont étudié un probleme de contrdlabilité &
zéro avec contraintes sur ’état de I’équation de la chaleur semi-linéaire. Ce dernier peut
étre énoncé comme suit : Etant donné {e;, 1 <i < M} C L*(Q) un ensemble de fonctions
de L*(Q) et f : R — R une application, trouver v € L?(w x (0, 7)) tel que si y est solution
du systeme
Y —Ay+fly) = vxo dans Q,
y =0 sur 3,
y(0) = ¢° dans

alors
/ y.e;drdt =0, 1 <i< M et y(T) = 0 dans Q.
Q

En émettant des hypotheses sur les fonctions e; et sur 'application f, les auteurs montrent,
dans un premier temps, que le systeme linéarisé associé & ce probléme est équivalent a un
probleme de controlabilité a zéro linéaire avec contrainte sur le controle. Ils démontrent
ensuite la contrdlabilité & zéro avec contraintes sur I’état du probléme semi-linéaire en ap-
pliquant le théoréme de point fixe de Schauder. Enfin, dans [24], G. Mophou a généralisé
ce résultat dans le cas ol les termes non linéaires contiennent un gradient.



Il est important de préciser que I’étude de la controlabilité d’un systéme nécessite avant
tout que la solution de ce systéme existe. C’est pour cela que nous rappelons le résultat
d’existence concernant le probléme linéaire (2). Pour f € L*(Q) et y° € L%*(Q), il existe
une unique solution

oy _
y € C([0,T), L*()) N L*(0, T; Hy (), 5 © L0, T; H ().
La preuve de I'existence et ['unicité est rappelée dans 'annexe A. On peut aussi se référer
a [33].

Des résultats de contrélabilité ont également été démontrés pour des problemes de
dynamique de population du type

dy Oy B
E + % — Ay +LHYy = VXw dans @,
y(t,a,z) = 0 sur 3,
y(07 a, LL’) = Y (a) ‘T) dans  Qa, (7)

A
w(t.0.0) = [ Btawytacda dans Qr

ou @ =(0,T)x(0,A) xQ, I'=(0,T) x (0,4) x 3, Qr = (0,T) x Q et Qa = (0, A) x Q.
Ce modele décrit la dynamique d’une population régie par la distribution y = y(t,a,x)
d’individus d’age a > 0, & I'instant t > 0 et & la position = dans un domaine Q de RV. A
représente la durée de vie maximale de l'espece, p et 8 sont les fonctions de mortalité et

de natalité et v représente le controle défini sur un ouvert w de et correspond & un ap-
A

port extérieur d’individus ou & une élimination. Enfin, la fonction / B(t,a,z)y(t,a,z)da

représente le répartition des naissances a l'instant ¢ et a ’emplacement x.

Les premiers résultats de controlabilité de ce type de probléme ont été établis par B.
Ainseba et M. Langlais dans [3, 4] ou ils démontrent qu’une certaine famille d’états est
approximativement atteignable a un instant 7. Dans [1], B. Ainseba démontre la controéla-
bilité exacte et approchée d’un probleme linéaire de dynamique de population structurée en
age et en espace. Dans [5], un résultat de contrdlabilité exacte locale est obtenu. En effet,
les auteurs y démontrent que si la distribution initiale est assez petite, on peut trouver
un contrdle qui conduit a l’extinction de la population. Dans [2], Ainseba et Iannelli éta-
blissent la controlabilité exacte de deux problémes de dynamique non linéaires en utilisant
le théoréeme du point fixe de Kakutani. Par ailleurs, dans [29], O. Nakoulima et S. Sawadogo
ont appliqué la méthode des sentinelles de Lions & un systeme a deux temps et a données
manquantes. Dans [38], O. Traore a établi la controlabilité a zéro d’un probléme de dyna-
mique de population non linéaire. En utilisant le théoréme de point fixe de Leray-Schauder
et une inégalité de Carleman associée au probleme adjoint, I'auteur a montré I’existence



d’un controle menant la population a extinction sur un petit ouvert proche du domaine
d’étude. Dans [39], le méme auteur utilise un résultat de contrdlabilité & zéro du probléeme
rétrograde de dynamique de population pour déterminer la densité des individus du modele
linéaire direct. Enfin, plus récemment, G. Mophou et S. Sawadogo [35] se sont intéressés a
une méthode de résolution de la contrdlabilité avec un certain nombre de contraintes sur
I’état du probléme linéaire de dynamique de population dépendent de ’age et de ’espace
et, dans [36], ces mémes auteurs ont résolu la contrélabilité a zéro avec un certain nombre
de contraintes sur I’état de ce méme probleme.

Rappelons maintenant la définition du contréle optimal.
Le contrdle optimal des systemes distribués est un probléme d’optimisation défini par
I’ensemble de cing considérations :
e un systéme modélisant un phénomene (physique, chimique, biologique... etc) dont
I’état associé est gouverné par une équation aux dérivées partielles ou une équation
différentielle ordinaire.

e un ensemble de variables “contrdle” qui permet d’agir sur ’état du systeme.
e un systeme d’observation qui informe de I’état du systéme.

e une fonction cott ou “fonction objectif”, fonction de I’état du systeme via I’observa-
tion et la variable de controle.

e un probléeme d’extrémum pour la fonction cofit.

Plus précisément, on considére U,q un sous ensemble convexe fermé non vide de L?(Q)
et la fonctionnelle J définie par

1 N
J(h) = Slly = zallZ2(q) + 5 1hlZ2q)
2 2

ot N >0 et zg € L*(Q). Alors, le probléme de controle optimal consiste & trouver he Uuaq

~

tel que J(h) = hiIZ}[f J(h).
EUad
Ce type de probléeme a été largement étudié par J.L. Lions [17].

Dans cette these, nous montrerons la controlabilité au sens de Stackelberg de deux
problémes d’évolution. Dans le premier chapitre, nous nous intéresserons au probleme de
la chaleur suivant :

Y —Ay+awy = h+ky, dans Q=Qx(0,7T)

Yy 0 sur X=Tx(0,7)
y(0) = 0 dans



pour lequel nous chercherons & déterminer le contrdle k£ solution d’un probleme de contro-
labilité a zéro avec contrainte sur le controle puis le contréle h solution d’un probleme
de controle optimal. Dans le deuxiéme chapitre, nous étudierons encore le probleme de la
chaleur pour lequel nous déterminerons, cette fois, le controle & solution d’un probléeme de
controélabilité a zéro avec contraintes sur 1’état puis le contréle h solution d’un probléeme de
controle optimal. Enfin, dans le dernier chapitre, nous considérerons le probleme adjoint
d’un probleme de dynamique de population suivant :

oy dy

——=(t,a,z) — %(t,a,x) — Ay(t,a,x

)
+u8(§f,a,:r)y(t, a,x) — B(t,a,x)y(t,0,2) = h+kyxy, dans Q= (0,T) x (0,A4) x Q,
y(t,a,x) = 0 sur X =(0,T)x(0,4) xT,
y(T,a,z) = 0 dans Q4 =(0,4) x Q,
y(t,A,x) = 0 dans Qr =(0,T) x Q

Une fois de plus, nous déterminerons les controles k et h solutions respectives d’un probleme
de controlabilité & zéro avec contraintes sur I’état et d’un probléme de contréle optimal.

Ainsi, dans chacun des chapitres, le contréle A devra maintenir I’état du systeme proche
d’un état donné tandis que k aura pour objectif de ramener 1’état du systéme & zéro & un
instant 7" choisi au préalable en tenant compte de la stratégie de h. De ce point de vue, h
est donc le Leader et k le Follower.



Chapitre 1

Controle optimal d’un systeme
distribué linéaire soumis a la
controlabilité a zéro.

1 Position du probleme.

Dans ce premier chapitre, on considere ’équation d’évolution parabolique suivante :

Y —Ay+ay = h+kyx, dans Q=Qx(0,7),
Yy 0 sur X =TI x(0,7), (1.1)
y(0) = 0 dans Q

ol § est un ouvert borné de R¢ de frontiere I' de classe C?, w est un ouvert non vide de
Q, ap € L®(Q) et (h, k) € L*(Q) x L*(w x (0,T)). Dans la suite, on notera G = w x (0, 7).
Puisque h + kxo € L?(Q) et ag € L*°(Q), le probléme (1.1) admet une unique solution y
dans ’espace de Hilbert

=M2(Q) = H'((0,T); L*(€)) N L*((0, T); H*(Q) N HY(€2)).

Nous utiliserons la notation
y=y(h,k)
pour signifier que chaque terme source h et k joue un réle particulier.
Maintenant soit § une fonction positive de classe C? sur @ et d’inverse % bornée sur Q.
Soient H un sous-espace de L%*(Q) défini par H = {h € L*(Q)|6h € L*(Q)} et K un
sous-espace vectoriel de L?(G) de dimension finie.

Dans ce chapitre, nous voulons déterminer le couple controle (h, k) afin d’atteindre un
double objectif. Le premier est de trouver, pour tout h fixé dans H, k appartenant a



Porthogonal de K qui puisse ramener le systeme (1.1) au repos a Uinstant 7. Une fois k
trouvé, notre second objectif est alors de chercher h € H de telle sorte que I’état du systeme
ne s’éloigne pas trop d’un état donné. Plus précisément, on s’intéresse aux deux problemes
suivants :

Probleme 1.1. (Probléme de contrélabilité a zéro avec contrainte sur le controle)
Soit H C L*(Q) un espace de Hilbert et K un sous-espace vectoriel fermé de L?(G). Soit
h € H. Etant donné ag € L>®(Q), trouwver k = k(h) € L*(G) tel que

ke Kt (1.2)

et siy =y(h,k) est solution du systéme

vy —Ay+ay = h+ky, dans Q,
y = 0 sur X, (1.3)
y(0) = 0 dans Q
alors
y(T) =0 dans Q (1.4)
avec )
k = min |F| (1.5)
ke&

ou & = {k € L*(G) | (k,y) est solution de (1.2) — (1.4)}.

Probléme 1.2. (Probléme de controle optimal)
Soit Uyq un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Trouver h € U,q tel que

J(h) = it J(h). (1.6)

. 1 N
ot J () = 3 lu(h k(1) = 2l + 5 Il avee 2 € LA(Q)

Notons que si, pour tout h € H, le probleme 1.1 admet une solution k, alors k est
unique et dépend de h. Ainsi, le couple (k(h),y(h,k(h))) est une réalisation du probléme
(1.2)-(1.5). En fait, nous montrerons dans la section 3 que 'application F définie par

F: H - IXG) )
h v F(h) = k(h). '
est linéaire et continue de H dans L2(G). Ainsi, si h solution de (1.6) existe, le couple
(F(h),y(h, F(h))) est la réalisation optimale du probleme (1.2)-(1.6). De ce point de vue,

nous dirons que h est le Leader, k = F(h) est le Follower et §j = y(h, k) est I’état optimal
du systéme.



Les problémes 1.1 et 1.2 constituent un probleme de contréle hiérarchique. Ce probleme
a déja été étudié par O. Nakoulima [27]. Mais dans son travail, O. Nakoulima ne choisit pas
le controle k£ de norme minimale comme le demande le concept du controle de Stackelberg.

Dans ce chapitre, nous prouvons, sous I’hypothese

Vk € K, (—%

5 — Ak +agk =0sur G) = k=0 sur G, (1.8)

qu'il existe un controle & de norme minimale parmi les controles k € L?(G) tels que (k,y)
soit solution de (1.2)-(1.4). Ce qui nous permet de trouver h solution de (1.6).

Remarque 1.1. (¢f.[28]) L’hypothése (1.8) n’est pas vide. En effet, elle a déja été in-
troduite par Jacques-Louis Lions dans [18]. A titre d’ezemple, supposons que K est le
sous-espace vectoriel de L?(G) engendré par M fonctions indépendantes m;. On considére
le cas ou chaque m; a son support dans un domaine w; x (0,T") avec w; C w et w; Nw; =0

om; ok
pour i # j. En supposant que — gzl —Am;+agm; #0, si k € K et o Ak +apk=0
dans w x (0,T), on a k =0 dans w x (0,T) et ’hypothése (1.8) est satisfaite.

2 Résolution du probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le
controle.

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution du probleme 1.1. Pour cela,
nous utiliserons une inégalité de Carleman adaptée a la contrainte (1.2) qui est une consé-
quence de l'inégalité de Carleman classique.

2.1 Inégalités de Carleman.
2.1.1 Inégalité de Carleman classique

On considére une fonction auxiliaire 1 € C%(Q) qui satisfait les conditions suivantes :

P(z) > 0Vr € Q
Y(z)=0Vzr el (1.9)
[Vi(z)| #0Ve € Q —w

Une telle fonction existe selon A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [13]. On définit alors
pour tout A > 0, les fonctions ¢ et n par

M) +ma)

p(z,t) = RO (1.10)
AP @locrtmz) | AW(@)+ma)

n(z,t) = HT = 1) (1.11)
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pour (z,t) € Q et m > 1 et on adopte les notations suivantes :

L = Q—A-i-aof
87&6

L* = —— —-A I
gr St

V = {peC>@Q)|p=0sur I}
Nous avons alors l'inégalité de Carleman suivante (cf.[13, 20]).

Proposition 1.1. (Inégalité de Carleman classique)

Soit 1, ¢ et n définies respectivement par (1.9), (1.10) et (1.11). Alors, il existe Ao =
A0(Q,w, ap), so = so(Q,w,a0,T) et C =C(Q,w,ap,T) tels que pour tout X > X, pour tout
5 > 50 et pour tout p €V, on ait :

e [ Dp 4 2 2 —2sn 2
/Q 5o \a\ + |Ap|* | dxdt + sA /nge |Vpl|* dedt+ (1.12)

33)\4/ e 2 p|? dxdt < C (/ e 2N L* p|? dadt + 33)\4/ cp3e257’\p2da:dt> .
Q Q G
Puisque ¢ ne s’annule pas sur @), on pose
= 3e. (1.13)
Alors, d’apres les définitions de ¢ et i données respectivement par (1.10) et (1.11), la
fonction 6 est positive et ] est bornée. Donc, en remarquant que @3e 2" = — dans

02
(1.12), on obtient I'inégalité suivante :

1 2 1 * 12 1 2

1 1
D’ou, puisque les fonctions ] et — sont bornées, pour tout s > sog > 1let A > A\g > 1,

on obtient I'inégalité d’observabilité suivante, pour tout p € V,
1
/ —|p|* dadt < C (/ |L*p|? dadt +/ \de:cdt) : (1.14)
Qf Q G

2.1.2 Inégalité de Carleman adaptée

Pour le probleme de contrélabilité a zéro avec contrainte, nous avons besoin d’une autre
inégalité d’observabilité. En effet, pour traiter la contrainte (1.2), nous allons établir une
inégalité d’observabilité qui lui est adaptée.

Notons
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e P l'opérateur de projection orthogonale de L?(G) sur K

e Pp la projection orthogonale de py., sur K pour p € L?(Q).
On a alors 'inégalité de Carleman adaptée suivante (cf.[19, 20, 26]).

Lemme 1.1. (Inégalité de Carleman adaptée)

On suppose Uhypothése (1.8) wvérifiée. Soit 0 définie par (1.13). Alors, il existe \g =
20(Qw,ap) > 1, 59 = s0(Qw,a0,T) > 1 et C =C(Quw,ag,T) > 0 tels que pour tous
A> Ao et s> s et pour tout p eV :

1
/ ﬁ|p|2dfcdt <C </ |L*p|? dxdt —I—/ lp — Pp|2d:1:dt> . (1.15)
Q Q G

Démonstration. On proceéde par contraposition. Supposons que l'inégalité (1.15) n’est pas
vérifiée. Alors, pour tout n € N*, il existe p, € V, tels que

1
/Qez\pn|2dxdt = 1, (1.16)
1
/|L;"Lpn|2dxdt < I (1.17)
Q n
1
/|pn—Ppn|2d:z:dt < = (1.18)
G n

Maintenant, le reste de la preuve consiste & montrer que les hypotheses (1.16), (1.17) et
(1.18) menent a une contradiction. On procede en quatre étapes.
Etape 1. On a

1 1 1
/Gﬁppnﬁdxdtg2/G97\pn|2dxdt+2/(;ﬁ|pn—PpnPdg:dt.

1
Puisque 72 est borné, on déduit des hypotheses (1.16),(1.17) et (1.18) que

1
/ ﬁ\PpnIdedt <C
G

ou C' ne dépend pas de n. Comme Pp, appartient a K qui est de dimension finie, alors on

a
IPpnll2a) < C. (1.19)

et, en utilisant encore I’hypothese (1.18), on déduit que
pnllz2(@) < C. (1.20)
Etape 2. On peut extraire une sous-suite, encore notée (pn)n telle que

PnXw — PXw faiblement dans L(G). (1.21)
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Par ailleurs, comme ’hypothese (1.18) est vérifiée, on a
PnXw — Ppn — 0 fortement dans L*(G). (1.22)
Ensuite, puisque K est de dimension finie, on déduit de la compacité de 'opérateur P que
Pp, — Pp fortement dans L*(G). (1.23)
On déduit alors des relations (1.22) et (1.23) que
PnXe — Pp fortement dans L?(G).
ce qui, en utilisant (1.21) donne Pp = px,,. Autrement dit px, € K. On a alors
PnXe — PXw fortement dans L?(G). (1.24)
Etape 3. En fait, on a py,, = 0. En effet, d’aprés I'hypothese (1.17), on a
L*p, — 0 fortement dans L*(Q). (1.25)
De la relation (1.21), on a que
L*p, — L*p faiblement dans D'(G).
On déduit de 'unicité de la limite que
L*p, — 0 faiblement dans D'(G).

Par conséquent, on a L*p = 0 dans G. Et, comme p € K, la condition (1.8) nous permet
de dire que p = 0 dans G. Dés lors, la relation (1.24) s’écrit

PnXe — 0 fortement dans L*(G). (1.26)

Etape 4. Comme p, € V, alors, d’aprés Pinégalité (1.14), on a

Lo x 2 2

—slpn|” dxdt < C |L*pp|* dxdt + [ |pn|”dzdt ).

Q0 Q G
Des relations (1.25) et (1.26), on en déduit que
Lo
/ e—zlpn\ dxdt — 0 quand n tend vers + oo.
Q

La contradiction vient de la relation (1.16). La preuve de I'inégalité de Carleman adaptée
(1.15) est alors complete. O
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Le Lemme 1.1 nous permet de définir un cadre fonctionnel par la donnée de trois espaces
de Hilbert V, L2(Q) et H. Pour cela, on consideére le produit scalaire a(.,.) défini par

/ L pL*pdudt + / p— Pp)(p — Pp)dudt. (1.27)
e D’une part, notons V le complété de V pour la norme :
p = llpllv =/ alp; p). (1.28)
Alors V = VH’”V est un espace de Hilbert.

e D’autre part, on munit V de la norme

lello = ( / \dewdt) (1.29)

et on note L2(Q) le complété hilbertien de V. Autrement dit, on a
12(Q) = ylle, (1.30)
Le Lemme 1.1 nous assure que
lelle < Clipllv, Vo e V. (1.31)

En effet, le Lemme 1.1 nous donne 'inégalité suivante :
Lo * 12 2
/ —|p|*dxdt < C / |L*p| dxdt—i—/ |p — Pp|® dzdt | .
Q0 Q G

Dés lors, en utilisant les définitions des normes de ||p||g et ||p||v données respective-
ment par (1.29) et (1.28), on obtient le résultat. Cette derniere inégalité reste vraie
pour tout p € V. Autrement dit, on a 'injection continue V — Lg(Q).

e Enfin, on considére I'espace
H={heL*Q)|6h e L*(Q)} (1.32)
muni de la norme )
Ikl = (/Q |0h\2dxdt)2 (1.33)

Alors, H est un espace de Hilbert. En effet, soit (h,), une suite de Cauchy dans H.
Alors, par définition, on a

Ve >0, Ing €N, V(p,q) €N?, (p>ng et ¢>ng) = |lhy — hyllm < ¢
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ou encore
Ve >0, dng € N, Y(p,q) e N2, (p>mnoetqg>ng)=|lhp —hyllg <e

Donc la relation précédente nous permet de dire que (6h,,), est une suite de Cauchy
dans L?(Q). Et, comme L?(Q) est complet, il existe v € L(Q) telle que

Oh, — v dans L*(Q).
On peut donc extraire une sous-suite, encore notée (6h, ), telle que
Oh,, — v presque partout dans Q).

De plus, comme 6 # 0, on a

1
h, — 51} presque partout dans Q.

1 1
En posant h = gUyona Oh = v € L*(Q) et, comme v € L?(Q) et g € L*>(Q), on a

h € L*(Q). Donc h € L?(Q) et 0h € L*(Q). Par conséquent, h € H et h,, converge
vers h dans H. D’ou H est un espace de Hilbert.

Dans la suite, nous utiliserons ’espace de Hilbert H défini par la relation (1.32).

Il est clair que, pour tout h € H, la forme linéaire ¢ / he dxdt est continue sur V.
Q

Alors, d’apres le théoréeme de Lax-Milgram, il existe un unique pg = pg(h) € V solution de
I’équation variationnelle suivante :

a(pg, ) = /thpda:dt, VeV (1.34)

ou encore
/ L*pgL* o dxdt + / (po — Ppo)(p — Pyp) dadt = / hodxdt, Ve V. (1.35)
Q G Q

Proposition 1.2. On suppose Uhypothése (1.8) vérifiée. Soient h € H et pg l'unique
solution de (1.34). On pose

ko = —(po — Ppo)Xw (1.36)
et
Yo = L po. (1.37)
Alors, le couple (kg,yp) vérifie le probléme de contrélabilité (1.2)-(1.4). De plus, il existe
C=C(Quw,ap,T) >0 tel que

leollv < Clhlla, (1.38)
kol L2y < Clihllm, (1.39)
lyollzrz) < Clhla. (1.40)
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Démonstration. On procede en deux étapes.
Etape 1. On montre que (kg, ) est solution de (1.2)-(1.4).

Puisque pg € V, alors kg = —(poxw—Ppg) € L*(G) et yp € L*(Q). Et, comme Ppy € K,
on a kg € K+. En remplacant —(pgx. — Ppyg) par kg et L*pg par yg dans (1.35), on a

/ yo L™ p dxdt + / (pg — Ppg)(p — Pp) dxdt = / hpdxdt, Vp e V.
Q G Q
Puisque Pp € K, I’égalité précédente devient
/ ygL*pdxdt—i-/(PO — Ppy)pdadt :/ hpdwdt, Np € V.
Q G Q
Autrement dit, on a
/ oL pdudt / hp dadt +/ kopdadt, Vp € V. (1.41)
Q Q G
En particulier, pour p € D(Q), on a

/ oL pdudt / hp dzdt + / kop dadt.
Q Q G
En utilisant la formule de Green, on obtient

/ Lyop dudt = / hp dzdt + / kop dadt, ¥p € D(Q)
Q 0 G

ou encore

| (Lo = h = Koxw)pdudt =0, ¥p € D(Q),
Q

Donc
Yo — Ayg + aoye = h + kox., dans Q. (1.42)

Nous allons maintenant montrer 1’existence des traces de yy.
On a, d'une part, yg € L?(Q). Donc yj € H=1(0,T; L*()). De plus, comme h + kgx., €
L?(Q), alors Ayy € H1(0,T; L*(Q)). Donc, d’aprés Lions(cf. [17], chapitre 2, page 79),

les traces Yo, et existent et appartiennent respectivement a H~1(0,7T; H _%(I’)) et

dye
ov |
H=Y0,T; H 3(T)).
D’autre part, comme yy € L?(Q), alors Ayy € L*(0,T; H-2(Q)). Donc ys € C([0,T]; H1(£2))
(d’apres Lions (cf. [17], chapitre 3, page 216). Par conséquent, yy(0) et yo(7T') existent et
appartiennent & H~1(Q).
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Soit ¢ € V. Multiplions 'égalité (1.42) par ¢ et intégrons par parties sur (). On obtient
alors

(wo(T), (1)) -1 (), m3.2) — (W6(0), £(0)) 1 () 11 (2) — /Qywl dxdt

T T
AN G S
0 81/ H73/2(F)7H3/2(F) 0 81/ H—1/2(F)7H1/2(F)

—/ y(;Agpdazdt—f—/ aoygcpdxdt:/ hgodxdt+/ ko dzdt.
Q@ Q Q G
Donc
(o (T), (1)) -1 (0,13 (0) = (90(0), £(0)) 102y, 1 ()
0

T
+/ <y978<,0> dt+/ yo L o dxdt
v H—I/Q(F),HI/Q(F) Q

= / hp dxdt +/ ko dxdt.
Q el
Comme / yo L™ dxdt = / (h + koxw)p dxdt, d’apres la relation (1.41), on a
Q Q

(Wo(T), (1)) 10,3 (0) = (90(0), £(0)) 5102y, 1 ()

T
+/ <y9,8*0> dt =0 (1.43)
0 81/ H_I/Q(F),HI/Q(F)

On choisit, dans (1.43) ¢ € V telle que (1) = ¢(0) =0 dans Q et on a

T
/ <y9, 8(,0> dt = 0.
0 81/ H_I/Q(F),HI/Q(F)

Donc yg = 0 sur 2. Ensuite, on choisit ¢ € V telle que ¢(7") = 0 dans Q et on a

(¥9(0), 2(0)) 1), m3 () = 0

ce qui implique que yp(0) = 0 dans 2. Finalement, on déduit de (1.43) que yg(7) = 0 dans
Q.

Nous avons ainsi montré que yy est solution du systeme
Yp— Ayg+aoyp = h+kox, dans @,

9 = 0 sur X,
yp(0) = 0 dans
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et que
yo(T) = 0 dans .

Par conséquent, le couple (kg, y9) est bien solution du probléme de contrélabilité & zéro
avec contrainte sur le controle (1.2)-(1.4).

Etape 2. On démontre les estimations (1.38)-(1.40).

En remplagant ¢ par pg dans I'équation variationnelle (1.34) et en utilisant l'inégalité
de Cauchy-Schwartz, on obtient

a(pe, py) = /thedﬂﬁdt

1
= /thpgda:dt
o 0

IN

1
16R]| 2 Hpe
(@) 0 12(Q)

ce qui, d’apres les définitions de la norme dans H et de celle dans V données respectivement
par les relations (1.33) et (1.29), donne

a(po; po) < [Pz lpolle-

Des lors, la relation (1.31) et la définition de la norme dans V' donnée par la relation (1.28)
nous permettent d’écrire
pells < Clinllzlloollv-
D’ou
lpollv < Cllhlla.
On a donc l'estimation (1.38). Par ailleurs, d’apres les définitions de af(.,.), kg et yp
données respectivement par les relations (1.27), (1.36) et (1.37), on a
alpo,po) = 1L pollZ2(q) + lloe — Ppoll7c
= yoll72(q) + Ilkoll72(c)-
Donc
Hk9H%2(G) < a(pg, po)-
ce qui, d’apres (1.38) donne

llpollv,
Cllhl| -

Ikollz2@@) <
<

On a donc bien Pestimation (1.39). Enfin, I'estimation (1.40) est une conséquence de l’es-
timation (1.39) et des propriétés classiques de I’équation de la chaleur (cf. [16], tome 2).
O
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Proposition 1.3. Sous les hypothéses de la Proposition 1.2, il existe un unique contréle
k= k(h) tel que .
k = min ||k|| (1.44)
ke&
ot & = {k € L*(G)| (k,§) est solution de (1.2) — (1.4)}.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.2, le couple (kg, yp) vérifie le probléme de contrd-
labilité (1.2)-(1.4). Par conséquent, I’ensemble & est non vide. Puisque, & est aussi un sous-
ensemble convexe fermé de L?(G), on en déduit qu'il existe un unique contréle k = k(h)
de norme minimale dans L?(G) tel que (k(h),y(h, k(h))) satisfasse le probleéme (1.2)-(1.4).

O

2.2 Méthode de pénalisation.

Dans cette partie, nous allons caractériser la solution optimale. Pour cela, nous utilise-
rons une méthode de pénalisation introduite par J.L. Lions. Soit alors I’ensemble

ue K+, ze L*Q),
2 — Az € L*(Q), z=0sur X, (1.45)
2(0) =0, 2(T) =0.

Pour tout h € L?(Q), on définit la fonctionnelle I. par

1 1
I(u,2) = 5”“”%2(6‘) + 2—8HL2 —h— uwa%g(Q), V(u, z) vérifiant (1.45) (1.46)

et on considere le probléeme suivant :
inf{l(u, 2), (u,z) vérifiant (1.45)}. (1.47)

Puisque I est coercive, continue et strictement convexe, alors le probléme (1.47) admet
une unique solution (ke = k-(h),y: = y-(h)). Autrement dit, on a

Ie (ke ye) < Ie(u, 2).
Nous donnons maintenant le systéme d’optimalité vérifié par (ke,y.).

Proposition 1.4. Soit (ke,y:) la solution optimale du probléme (1.47). Alors, il existe
pe €V tel que le triplet (ke,ye, pe) soit solution du systéme d’optimalité suivant :

ke = —(pexw — Ppe) € K, (1.48)

yé —Ay. +agye = h+kexw —ep.  dans Q,
0 sur X, (1.49)
y-(0) = 0 dans Q,

<
™
I
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y=(T) = 0 dans Q, (1.50)

—pla—Apg—l—aopE = 0 dans Q,
{ pe = 0 sur 3. (1.51)

Démonstration. Etablissons les conditions d’Euler-Lagrange qui caractérisent (ke,.). On
a:

d _
alg(lfg,yE +Ap), = 0, Ve € C(Q) tel que p = 0 sur %, »(0) = 0 dans

et p(T) = 0 dans Q,

d
aIE(k‘E + Mk, ye),_, =0, Vk € K.

On rappelle que

d T Is(ksays"‘)‘@)_js(keﬂys)
d)\ls(ksays+)‘90)|>\:o —)1\2)% A

et
d . Ig(k5+)\k;y€) _Is(kfayE)
aja(ka + Akv y5)|>\:0 = ;\g}) )\

On calcule, d'une part I.(ke,y: + Ap). On a alors
1 2 1 2
(ke ye +Ap) = Sllkellz2q) + 27€||L(y5 + Ap) = h = keXwllz2(g)
1 1
= §Hk’e||%2(c) + oo IlLye —h - kexwlliz(g) +
A2 Y
£HL90HL2(Q) + E(Lye —h = keXws L) 12(q)-
D’autre part, on calcule I.(k. + Ak, y-) et on obtient
1 ) 1 ,
Ig(kg + )\k’, yg) = 5”/65 + )\kHLQ(G) + %HLyE —h— (ke + )‘k)XwHLQ(Q)
L, o A2
= Slkellza) + S IklZ2) + Alke, B) 126 +

1 A2 A
Q*EHL% —h— kEXWH%?(Q) + 76||k||L2(G) - E(Lye —h = keXw, k) r2(c)-
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On a donc
A2 A
Is(ksa Ye + )\90) - Is(ksa ys) = 27€||L90HL2(Q) + E(Lys —h — keXw, L@)LQ(Q)

et

A2 A2
Ie(ke + Ak, ye) — Le(keyye) = ?Hkn?‘ﬂ(c) + Ak, k)LQ(G) + ?6||k||L2(G)
A

_E(Lya —h — kexw, k)LQ(G)~

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par A # 0 et en passant a la limite
quand A tend vers 0, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent, d’'une part,

1
/Q - (Lye — h — kexw) L dxdt = 0,

Vo € C*(Q) tel que ¢ =0 sur X, p(0) = ¢(T) = 0 dans 152
et, d’autre part,
/G kok dudt — /Q é (Lye — h — koxw) kdadt = 0, Vk € K. (1.53)
On définit alors I’état adjoint par
pe = pe(h) = —é(Lys — h — kexw). (1.54)

On a p. € L?(Q) et on déduit alors que Ly. = h + koxw — ep- € L?(Q). En outre,
puisque (k., y.) vérifie les conditions (1.45), on a y. = 0 sur 3, y-(0) = 0 dans Q et y.(T) =
0 dans €2. Donc y. est solution du systeme (1.49) et vérifie la controlabilité & zéro (1.50).
Par ailleurs, comme h + k. — ep. € L?(Q), alors y. € Z%(Q). Maintenant, en remplacant

1
—— (Lye — h — kexw) par pe, dans (1.52) et (1.53), on obtient respectivement
- p

/ peLpdxdt = 0,Yp € C(Q) tel que p = 0 sur 3, p(0) = ¢(T) =0 dans @  (1.55)
Q

et
/ kek d:vdt+/ pek dxdt =0, Yk e K+ (1.56)
G Q

En particulier pour ¢ € D(Q), I'égalité (1.55) devient
/ pLpdxdt =0, Yo € D(Q).
Q
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En utilisant la formule de Green, on obtient / L*p.pdxdt =0, Yo € D(Q). On a donc
Q
L*p. = —pl. — Ape + agpe = 0 dans Q. (1.57)

0
On démontre, comme pour yy a la page 16, que les les traces (paz, £| ) et (p=(0), p(T))
b}

sont définies et ont un sens respectivement dans H (0, T; H_%(F)) x H=(0,T; H_%(I‘))
et (H71(Q))%

Multiplions 1'égalité (1.57) par ¢ € V tel que ¢(T') = ¢(0) = 0 dans 2 et intégrons par
parties sur . On obtient alors

T 8@
/ pe Lo dxdt + / Pes = dt =0
Q 0 aV H_3/2(F),H3/2(F)

ce qui, en utilisant (1.55), donne

T
/ <p57 ?p> dt = 0.
0 V/ H-1/2(),HY/2(T)

Donc p. = 0 sur X.
D’apres 1’égalité (1.56), on a

/ (ke + poxo)k dzdt = 0, Vk € K-
G

ce qui veut dire que k. + p-xw € K. Et, comme k. € K+, on a k. + p-xw = P(k: + pXw) =
Pp.. Donc k. = —(pXw — Pp:) € K+.
O]

La proposition suivante nous donne les estimations sur k., y- et p..

Proposition 1.5. Soit (ke,ye, pe) défini comme dans la Proposition 1.4. Alors, il existe
une constante positive C, indépendante de ¢, telle que

lkllz2y < C, (1.58)

lyellz12) < G, (1.59)
lpeXwll2e < C, (1.60)
lpellvy < C. (1.61)
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Démonstration. Comme kg et yg définis par (1.36) et (1.37) vérifient (1.45), en utilisant,
d’une part, la structure de I. et, d’autre part, la relation (1.39), on a

1
0< Is(ksays) < fe(k‘e,ye) = §||k9||%2(Q) < CHhHH

Autrement dit, nous avons

1 1
SlkellZeey + 5oLy = h = kexullizi) < Cllhlla-

Donc
kel 2@y < CllRl H, (1.62)

Ly — h = kexwllz2(g) < CVellhllu (1.63)
et les relations (1.54) et (1.63) nous donnent

lepellrz) < CVellhlla.

Ainsi, y. étant solution de (1.49), on obtient l’estimation (1.59) grace aux propriétés de
régularité de ’équation de la chaleur (cf. [16], tome 2).

De plus, puisque L*p. = 0 et que l'estimation (1.58) est vérifiée, en utilisant la définition
de la norme sur V' donnée par la relation (1.28) ainsi que la définition de k. donnée par la
relation (1.48), on obtient l’estimation (1.61).

D’autre part, puisque p. € V, en appliquant 'inégalité d’observabilité (1.15) a p., on

1
a < C. Donc, en utilisant les relations (1.48), (1.58) et le fait que g € L>(Q),

=p

9 € LQ(G)
< C. Puisque Pp. € K qui est un sous espace de L*(G)

L2(G)

de dimension finie, nous obtenons l'inégalité ||Ppc| 2y < C car, en dimension finie, les

normes sont équivalentes. Ainsi, en réutilisant une fois de plus les relations (1.48) et (1.58),

nous obtenons I'estimation (1.60).

1
on déduit que ngE

O
Maintenant, on peut passer a la limite quand ¢ tend vers 0 pour obtenir le systéme
d’optimalité singulier associé au probléme 1.1.
2.3 Existence, unicité et caractérisation du Follower.

Théoréme 1.1. (Caractérisation du Follower)
Soient Q un ouvert borné de R¢ de frontiére T' de classe C? et w un ouvert non vide de
Q. On suppose ’hypothése (1.8) vérifiée. Alors, pour toute fonction h € H, le probléme de
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controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle (1.2)-(1.5) admet une unique solution
k = k(h) caractérisée par

K(h) = —(p(h) — Pp(h))xe (1.64)
ot p = p(h) est solution de
—p —Ap+ap = 0 dans Q,
{ p = 0 sur 3. (1.65)

Démonstration. On procede en trois étapes.
Etape 1. On étudie la convergence de (ke, yz).

D’apres les estimations (1.58) et (1.59), on peut extraire de (k:): et (y-). deux sous-
suites, encore notées (k:) et (y.)c telles que

k. — ko faiblement dans L*(G), (1.66)

=h2(Q). (1.67)

De plus, puisque k. € K+ qui est un sous-espace vectoriel fermé de L?(G), on a

Ye — yo faiblement dans

ko € K+, (1.68)

Enfin, I'injection de Z2(Q) dans L?(Q) étant compacte, le couple (kg,yo) est tel que

Yo — Ayo +aoyo = h+kox, dans Q,
yo = 0 sur X, (1.69)

yo(0) = 0 dans Q,
yo(T") = 0 dans €. (1.70)

Ainsi, (ko,yo) est solution de (1.2)-(1.4).

Etape 2. On montre que (ko,y0) = (k(h), y(h, k(h))).
D’apres l'expression de I. donnée par (1.46), on peut écrire

1
5”195”%2((;) < Le(key ye)-
Puisque (k(h),y(h,k(h))) satisfait le probleme (1.2)-(1.4), cette derniére inégalité devient
1 1
§Hk5“%2(c) < Le(ke,ye) < LI(k(R),y(h, k(h))) = §||k(h)“%2(G) (1.71)

Dongc, en utilisant la relation (1.66) quand on passe a la limite dans I'inégalité (1.71), on
obtient

1 L. 1
5“’“0”%2(3) < lim inf e (ke, ye) < 5\”?(’1)”%2(0)-
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Par conséquent,
kol 2y < I16(R) |l L2(c)- (1.72)
D’autre part, (ko,yo) étant solution de (1.2)-(1.4), on a, d’apres (1.44),

NP 22y < kollz2()
ce qui, combiné avec (1.72) nous donne
1koll L2y = 1k(R)] L2(c)-

D’ou
ko = k(h). (1.73)

Des lors, I'unicité des solutions du systeme (1.69) nous donne yo = y(h, k(h)).

Etape 3. D’aprés les estimations (1.60) et (1.61), on peut extraire de (p.). une sous-suite,
encore notée (p:). telle que

PeXw — pPXo faiblement dans L*(G), (1.74)
p: — p faiblement dans V. (1.75)

Comme P est un opérateur compact, on déduit de (1.74) que
Pp. — Pp fortement dans L*(G). (1.76)
Donc, en utilisant (1.74) et (1.76), on obtient
k. = —(peXw — Pp:) = —(pxw — Pp) faiblement dans L*(G).
Ainsi, d’apres (1.66), (1.73) et I'unicité de la limite, on a que
k(h) = —(pxw — Pp) = (P — I)pxw

et donc px., = p(h)xw.

Nous avons ainsi montré que pour tout h € H, le couple (k(h),y(h,k(h))) est I'unique
solution du probleme (1.2)-(1.5) avec k(h) = —(p(h)xw — Pp(h)).

Maintenant, passons a la limite dans (1.51).
De (1.75), on obtient que p € V,

L*p. — L*p(h) dans L?(Q)
p(h) =0 sur ¥

et, comme L*p. = 0 dans @, on en déduit que L*p = 0 dans Q. Ainsi p = p(h) est solution
du systeme (1.65). O
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Remarque 1.2. Notons que ||k(h)| 12y < Cl|h|lg. En effet, comme (kg, yg) vérifie (1.45),
on peut écrire

1
Ic(keyye) < Ic(ko,yp) = 5”"79HL2(G’)-

Donc, en utilisant la définition de I. donnée par la relation (1.46) et le fait que ko vé-
rifie lestimation (1.39), on obtient que ||ke|[r2(q) < C||h|lmg. Par conséquent, d’aprés les
relations (1.66) et (1.73), on a bien |[k(h)|[z2q) < C||h|la-

3 Résolution du probléeme de contrdle optimal.
Avant de résoudre le probleme de controle optimal, nous étudions les propriétés de
Papplication F, définie par (1.7), qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 1.2. Pour tout h € H, soit p = p(h) la solution de (1.65). Alors, Uapplication F
définie par la relation (1.7) est linéaire et continue de H dans L*(G).

Démonstration. On considere le sous-espace vectoriel Vy de V' défini par
Vo ={p eV|L¢ =0}.

Puisque (F(h),y = y(h, F(h))) est solution du probléme (1.2)-(1.5), multiplions 1’équation
(1.3)1 par ¢ € Vj et intégrons par parties dans (). On a alors

/Q(h—i-]:(h)xw)cpdxdt = /Q(y’—Ay—i-aoy)cpdxdt

= [y = [ yOp0)dr— [ ol ara

f/ gygodfdt/ yg—w dthf/ yAp dxdt
» OV b)) 1 Q

—|—/ aoyp dxdt
Q
Comme ¢ =0 sur X et L*p =0, on a
/ he dxdt +/ F(h)xwpdzdt =0, Vo € V. (1.77)
Q Q

ou encore

[ hpdait ~ [ (p(h) = Pp(h)xuspdudt =0, Vo € Vi,
Q Q

Par ailleurs, comme I'application ¢ — / hp dxdt est linéaire et continue sur V' et que
Q

- / F(h)pdedt — / (p(h) — Pp(h))p dedt
G G

= (o) = Po(h)) (i = Py) dadi
= a(p(h), ),
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nous déduisons de 1’égalité (1.77) que p = p(h) est solution du probléme variationnel
a(p, ) = / ho dxdt, Yo € Vp. (1.78)
Q

Donc l'application h + p = p(h)xw est linéaire de H dans L?(G). Par ailleurs, puisque
l'opérateur de projection I — P défini de L?(G) dans K+ C L%(G) est aussi linéaire, on
en déduit que I'application F est linéaire de H dans L?(G). Il s’en suit alors, d’apres la
remarque 1.2, que F est continue sur H puisque || F(h)|r2(q) < Cllh]|m- O

Remarque 1.3. Si on note m la projection orthogonale de V' sur Vi alors p = wpg. En
effet, d’aprés Uégalité (1.34) d’une part et, [’égalité (1.78) d’autre part, on a

a(pg, ) = /thoda:dt, VeV

et
alp, ) = / W ddt, Vi € Vo
Q

En particulier, pour o = € Vy, il vient
(I(,OQ - P (10) =0, VSO € W.

Par conséquent, puisque p € Vg, on a bien p = wpy.

3.1 Existence et caractérisation du Leader.

On considere la fonctionnelle J définie par

1 N
J(h) = 5 lly(h, F(h)) — 2dl 72 + 5||h||%r (1.79)
a laquelle on associe le probleme de minimisation

hleIZIAEd J(h) (1.80)

ott Uyg est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L?(Q).

En utilisant les propriétés de 'application F données par le Lemme 1.2, il s’en suit que J
est strictement convexe, continue et coercive. On a donc le résultat classique suivant (voir
[17], chapitre 2, page 52) :

Proposition 1.6. Sous l’hypothése (1.8), il existe un unique controle h solution du pro-
bléme de minimisation (1.80).
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Dans la suite de cette partie, nous utiliserons la notation § = y(h, F(h)). Nous allons
maintenant caractériser h.

Par définition, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent

d _ N
ﬁj(h +A(h = h))j_y =0, Vh € Uyg.
d . _ J(h+ Xh—h)) - J(h)
Rappelons que aJ(h +Ah—h)),_, = )1\12% 3 . On a alors

A~ A~

1 ~ ~ ~ ~
Jh+Mh=h) = Sly(h+Ah=h), F(h+Mh=h) = zali2q
N 4 ~
+5 b+ A=)
1. R . .
= 5lg- zall72(g) + MG — 2, y(h — b, F(h — 1)) 2

A2 @~ @~ 2 N “~ 2
+5 ly(h = h, F(h = h)llz2(q) + < Il

. . N2 .
+NA(h,h = h)2(q) + THh —hll%.

Tt A =0) = J () = A(9=zayh—hFh=h),

~ ~ )\2 2~ 7
+NACh, b= ) + S [ly(h = h, F(h = ) 72

N2 "
T I — B3
Par conséquent, on obtient :
d - . X . . . .
STt M = By = (5= 20yl — by F(h = ) gy + (VB b — B

Ainsi, les conditions d’Euler-Lagrange nous donnent
(5 — za,y(h — h, F(h — 1)) 12(q) + (Nh,h — h) g > 0, Yh € Upg. (1.81)

On interprete cette condition en utilisant 1’état adjoint. Pour faciliter les calculs, on
pose w = h — h et on note z = y(w, F(w)). Alors z vérifie

2 —Az+az = w+F(w)x, dans Q,
z =0 sur %, (1.82)
z2(0) = 0 dans .
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Soit p la solution du systeéme suivant :

~

—p' = Aptap = §—z dans Q,
p = 0 sur %, (1.83)
p(T) = 0 dans .

Puisque § — z4 € L*(Q), on sait que p € Z2(Q). En multipliant I’équation (1.83); par
z solution du systéeme (1.82) et en intégrant par partie sur @, on a

/ 2(9 — zq) dadt = / (—=p" — Ap + agp) z dzdt
Q Q

= _/ p(T)2(T) dx + / p(0)2(0) dz +/ pz dxdt —
Q 9] Q
Op 0z
/ z—dl'dt + | ——pdl'dt — / pAzdrdt + / aogpz dxdt
= / p(2' — Az + apz) dxdt
Q

= / p(w + F(w)x.) dedt.
Q

ce qui peut encore s’écrire
/ pw dxdt + / pF(w)xw dvdt = / y(§ — zq) dxdt.
Q Q Q

On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales précédentes
dans I'espace de Hilbert H = {h € L*(Q)|6h € L*(Q)} ou 0 est définie par la relation
(1.13). Soient H' le dual de l'espace H et A~! I'isomorphisme isométrique de H' dans H.
En observant que 'on peut écrire

1 1
/pw dxdt :/ —phw = <p,w>
Q Qb 0 H'.H

et
/G pF(w) dedt = (F*(p),w) o g
on obtient ]
/ pwdzdt = (A" (Zp),w)y
Q 0
et

/ pF(w) dxdt = (A F*(p), w)q.
G
En résumé, la condition (1.81) devient

1 A~ A
(AT (GP) + AT FT () + Nhoh—h)ir 20, Vh € Und
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ou encore

1 ~ ~
AT (GL+F)®) + Nhoh =R} 2 0, Vh € Uag

ott I est l'opérateur identité de L?(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2. (Existence, unicité et caractérisation du Leader)

On suppose la condition (1.8) vérifiée. Sotent 6 la fonction définie par la relation (1.13) et
F Uapplication linéaire continue définie par (1.7). Alors, il existe p € Z12(Q) tel que le pro-
bléme de minimisation (1.80) admette une unique solution h caractérisée par la condition
d’optimalité suivante

1 o -
(A—l(al + F*)(p) + Nh,h — h) g > 0, Vh € Uyg (1.84)
et
—p —Ap+ap = §—2z9 dans Q
p = 0 sur b)) (1.85)
p(T) = 0 dans .
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Chapitre 2

Controéle optimal d’un systeme
distribué linéaire soumis a la
controlabilité a zéro avec
contraintes sur 1’état.

Dans ce chapitre, le probleme de Stackelberg associé a une équation parabolique que
nous considérons consiste a résoudre, dans un premier temps, un probléme de controélabilité
a zéro avec contraintes sur I’état puis un probleme de contréle optimal. Plus précisément,
nous considérons le systéme d’équation

v —Ay+ay = h+ky, dans Q=Qx(0,7T),

y = 0 sur Y=Tx(0,7), (2.1)
y(0) = 0 dans

et nous nous intéressons aux problemes suivants :

Probléme 2.1. Soit {e;, 1 < i < M} un ensemble de fonctions de L*(Q) tel que les
fonctions
€iXw, 1<i< SOlent linéairement indépendantes. (2.2)

Soient H espace de Hilbert défini par la relation (1.32), h € H et ag € L*=(Q). Trouver
un controle k € L*(w x (0,T)) tel que si y est solution de

Y —Ay+ayy = h+kyx, dans Q,

y = 0 sur X, (2.3)
y(0) = 0 dans Q
alors
/ ye;drdt =0, 1 <i < M (2.4)
Q
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et
y(T) =0 dans Q. (2.5)

Probleme 2.2. Soient U,q un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et zq4 € LQ(Q).
Trouver h € U,q tel que

T(H) = inf T(h). (2.6)
ot . N
J(h) = Slly(h, k) = zdll72(g) + EHI’LH%{ (2.7)

Si le minimum A existe, alors le couple (k:g?z), y(h, k(h))) est la réalisation optimale du

probleme (2.3)-(2.6). Nous dirons alors que h est le Leader, k = k(h) est le Follower et
9 = y(h, k) est I'état optimal du systeme. Dans la suite, nous noterons G = w x (0,7).

1 Equivalence entre le probleme de contrélabilité a zéro avec contraintes sur
I’état et le probleme de contrélabilité a zéro avec contrainte sur le controle.

Dans un premier temps, nous montrons que le probléme (2.1) est équivalent au probléme
de contrdlabilité a zéro avec contrainte sur le controle.

Proposition 2.1. Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére T de classe C? et 6 la fonction
positive d’inverse bornée définie en (1.13). Alors, il existe deux sous-espaces de dimension
finie K et Ky tels que, pour tout h € H, il existe kg = ko(h) € Ky de telle sorte que
le probléeme de controlabilité a zéro avec contraintes sur l'état (2.3)-(2.5) soit équivalent
au probléme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle suivant : Etant donné
ap € L>®(Q), trouver v € L*(G) tel que

ve Kt (2.8)

k=ko+v (2.9)
et telle que la solution y de
Yy —Ay+ay = h+(ko+v)xo dans Q,

y = 0 sur X, (2.10)
y(0) 0 dans Q

vérifie
y(T) =0 dans Q. (2.11)

Pour la preuve de la Proposition (2.1), nous avons besoin des résultats qui suivent.
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Lemme 2.1. Soient 0 définie par la relation (1.13) et e;, 1<i<p € L*(Q) telles que I’hy-
pothése (2.2) soit satisfaite. Soit ¢; € E42(Q), 1 <14 < M, solution de :

—¢;—Agitaogi = e dans  Q,
¢ = 0 sur X (2.12)
¢(T) = 0 dans K.

Alors, les fonctions qixw, 1 < i < M, sont linéairement indépendantes. De méme, les

fonctions 53X 1 <¢ < M, sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Montrons, dans un premier temps, que les les fonctions ¢;x,(1 < i < M)

sont linéairement indépendantes.
M

Soit v, e R, 1 <¢ < M, tel que 4 = Z’yiqixw = 0. Puisque ¢; est solution de (2.12), on a,
i=1

pour tout ouvert w’ de w,

on . . U
5 At + agti = ;%ei dans (0,7) x w'.
M
On en déduit alors que Z%ei = 0 dans G. Les fonctions e;x., i € {1,..., M}, étant
i=1

linéairement indépendantes, on conclut que v; = 0, 1 < ¢ < M. D’ou, les fonctions ¢;x.
sont linéairement indépendantes.

1
Montrons maintenant que les fonctions 5qixw(1 < i < M) sont linéairement indépen-

dantes.
M M

1
Soit §; e R, 1 <4 < M tel que @ = Zéiaqixw =0.0nafi = Zéiqixw. Comme g; est
i=1 i=1
solution de (2.12) et ﬂTG =0, on a, pour tout ouvert w’ de w,

8(9{6/) A ~/ ~/ M 5 /
5 " (0T') + ap(0u') = ; ie; dans (0,7) x '
M
On en déduit alors que Zéiei = 0 dans G. Les fonctions e;x,, i € {1,..., M}, étant

i=1
1
linéairement indépendantes, on conclut que §; =0, 1 < i < M. D’ou, les fonctions éqixw

sont linéairement indépendantes.
O
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Lemme 2.2. Soient 0 définie par la relation (1.13), e;, 1<i<m € L*(Q) telles que I’hy-
pothése (2.2) soit satisfaite et q;, 1 < i < M, solution du systéme (2.12). Posons Ay =

1
(/ gqiqj dazdt) , 1 <i,j < M. Alors, il existe d > 0 tel que
G -

17]
(Ao X, X)gar > 8[| X Igns
ot
1 (M M
(AQX,X)RM :/ — (Z XzQz) Zquj dxdt
g0\~ —
=1 J=1
et
X =(X1,...,Xy) e RM,
Démonstration. On raisonne par ’'absurde. On suppose que Vn € N*, 3X" = (X7,--- , X})) €
RM tel que
1
(Ag X", X" )pm < —|| X" ||gar -
n
- X"
On pose X" = -————. Alors
| X7 | s

M
X" s = | > 1X22 = 1,
i=1

(Aan, Xn)RJ\/[ <

S |-

On peut donc extraire une sous-suite de (X7), 1 <14 < M, encore notée (X?), 1 <i < M
telle que

X" X;dans R, 1 <i < M. (2.13)
M ~
De plus, Z | X2 = 1.
i=1
M ~
Soit 4" = ZXinqi. Alors, d’apres la relation (2.13), on a
i=1
M ~
"t == ZXiql- fortement dans L*(Q).
i=1
Et, puisque

1 ~ =~ 1
/ 216 ? dedt = (AX, X)gar < =,
G0 n
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on obtient que

1 1
/ —|a|? dedt < liminf/ —|a"™|? dedt = 0.
g0 n—+oo Jg 0

M
1 -
Par conséquent, / E\ﬁ\z dxdt = 0. Ce qui implique que @ = 0 dans G. Comme @ = Z Xiq;
G i=1
et que les ¢;x., sont linéairement indépendantes, on en déduit que X;=0,1<i<M.Ce

M
qui contredit le fait que Z | X2 = 1.
i=1
U

Preuve de la Proposition 2.1. On interpréte la contrainte (2.4) en utilisant ’état adjoint.
Plus précisément, pour tout e;, 1 < i < M, on considere le systeme adjoint défini par
(2.12). Puisque ag € L>®(Q) et e; € L?(Q), le probléme (2.12) admet une unique solution

gi € E12(Q). (cf. [17])
Multiplions chaque membre de I’équation (2.3); par ¢; solution de (2.12) et intégrons les
sur ). On a alors :

/Q (v — Ay + agy) ¢ dzdt = /Q(h + kxw)qi dzdt.

En appliquant la formule de Green, on obtient

dy

[ vty do ~ [y da~ [ yadudt ~ [ Fq drar
Q Q Q ¥ Ov

+/ y% dth—/ yAg; dxdt+/ aoyq; dwdt:/(h—i-kxw)qi dxdt.
v Ov Q Q Q

Comme y(T) = y(0) = 0, y, =0= G, et —q} — Aq; + apqi = e;, 1'égalité précédente
devient :

/ ye; dodt = / (h + kxw)g; dzdt
Q Q
ce qui, d’apres la relation (2.4), donne

0= / (h + kxw)qi dzdt.
Q

Ainsi, on a

/ kq; dxdt = —/ hgq; dzdt. (2.14)
G Q

Soient
K =Vect{qixw, 1 <i< M} (2.15)
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le sous-espace vectoriel de L?(G) engendré par les M fonctions g;x,, 1 <i < M et K=+
son orthogonal dans L?(G). Notons

Ky = -K (2.16)
1
le sous-espace de L?(G) engendré par les M fonctions g 4iXw> 1<i< M.

T 1
D’apres le Lemme 2.2, la matrice / / —~q;q; dxdt est symétrique, définie
0 Ju 0 1<i <M
<i,j<
positive. Donc, il existe un unique ko = ko(h) € Ky tel que

/ kogi dadt — —/ hg dxdt, 1< i < M. (2.17)
G Q
En combinant les relations (2.14) et (2.17), on en déduit que
/(k‘—k‘o)qidfﬂdtzo, 1SZ§M
G

Par conséquent,
k— ko€ K+

Ainsi, on obtient k = kg + v avec v € K. En remplacant kx,, par (ko + v)x. dans le
systéme (2.3), on obtient le systéme (2.10).

Réciproquement, fixons h € L?(Q) et, pour tout e; € L*(Q), 1 < i < M, supposons
que (v,y) est tel que

ve Kt (2.18)
k= ko +v, (2.19)
Y —Ay+ay = h+(ko+v)x, dans Q,
y = 0 sur %, (2.20)
y(0) = 0 dans
et
y(T) = 0 dans Q. (2.21)

Alors, en résolvant le systéme (2.12), on obtient les fonctions ¢;, 1 < i < M. Soient K et
K définis respectivement par (2.15) et (2.16), K+ I'orthogonal de K dans L?*(G), v € K+
et ko vérifiant la relation (2.17).

En multipliant chaque membre de la premiére équation du systéme (2.20) par ¢; et en
intégrant par parties sur @), on a

/Q (v — Ay + agy) ¢ dzdt = /Q (h+ (ko + v)xw) ¢ dzdt.
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En appliquant la formule de Green, on obtient

/y(T)qZ-(T) da:—/y(O)qi(O) dm—/ yqéda:dt—/ 8yqial].“dt—i—/ y% dl°dt
Q Q Q x Ov » " Ov

—/ yAg; dxdt—l—/ aoyq; dmdt:/ hag; dmdt—i—/(k‘o—}—v)qui dxzdt.
Q Q Q Q

Et, comme y(T) = y(0) =0, y, =0 = G, et —q} — Aq; + apqi = e;, Uégalité précédente
devient

- / hg; dzdt + / ye; dudt — / (ko + v)xwgi dadt. (2.22)
Q Q Q

En observant que v € K+ et que kg vérifie la relation (2.17), la relation (2.22) devient

/ ye; dxdt = 0.
Q

Ainsi, (k,y) est bien solution du probleme (2.3)-(2.5).
O

En résumé, la proposition 2.1 montre que la contrélabilité a zéro avec contraintes de
type (2.4) sur I’état peut étre ramené a la controlabilité & zéro avec contrainte de type (2.8)
sur le controle. Autrement dit, on se ramene au probleme étudié au chapitre 1. Ceci étant,
les résultats du chapitre 1 reposent sur la condition (1.8). Nous allons, dans la section qui
suit, prouver que nous pouvons nous débarrasser de cette condition.

2 Résolution du probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le
controle.

Lemme 2.3. On suppose la condition (2.2) vérifie. Soient q;, 1 < i < M, solution de
(2.12) et K le sous espace vectoriel défini par (2.15). Alors, toute fonction p vérifiant

—p' = Ap+app =0 dans w x (0,T) et p, € K (2.23)
est identiquement nulle dans w x (0,T).

Démonstration. Soit p tel que py, € K et —p' — Ap + agp = 0 dans w x (0,T). Alors, il
existe a; € R, 1 <7 < M tel que

M
p= Z Qi X - (2.24)
i=1

Donc, pour tout ouvert w’ de w, on a

M
—p' = Ap+app =) ai(—q; — Ag; + apg;), dans ' x (0,T)
=1
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ce qui, d’apres le systéme (2.12), nous donne

M
—p = Ap+agp = Zaiei, dans o’ x (0,7T).
i=1

Comme —p' — Ap + agp =0 dans w x (0,7), on a

M
Zaiei =0 dans w x (0,7).
i=1

Les fonctions e;x,, étant linéairement indépendantes pour 1 < i < M, on obtient a; = 0.
Ce qui, d’apres (2.24), implique que p = 0 dans w x (0,7).
O

2.1 Inégalités de Carleman.

Soit encore
e K le sous-espace vectoriel de L?(G) défini par la relation (2.15),

e P T'opérateur de projection orthogonale de L?(G) sur K,
e Pp la projection orthogonale de py,, sur K pour p € L?(Q).

D’apres le Lemme 2.3, la condition (1.8) est vérifiée sous 'hypothese (2.2). Nous pou-
vons donc démontrer, comme dans le chapitre précédent, I'inégalité de Carleman adaptée
suivante.

Proposition 2.2. (Inégalité de Carleman adaptée)

On suppose la condition (2.2) vérifiée. Soit 0 définie par la relation (1.13). Alors, il existe
Ao = A(Q,w,a0) > 1, so = 50(Q,w,a0,T) >1et C=C(Quw,ao,T) >0 tels que pour tous
A> Ay et s> sg et pour tout peV :

1
/Cgm\p\dedt <C (/Q |L*p|? dzdt + /G lp— Pp]zda;dt> : (2.25)

2.2 Propriétés de kq(h).

Dans le chapitre précédent, le terme source du systéme (1.1) est h + ky,, avec h € H.
Dans ce chapitre, le terme source du systéme (2.10) est de la forme h + (ko + v)xw =
(h+ koXw) + vXw- Pour résoudre le probleme de controlabilité & zéro avec contrainte sur le
controle associé au systeme (2.10), nous avons donc besoin de connaitre les propriétés du
terme ko = ko(h) défini a la page 36 par la relation (2.17).
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Proposition 2.3. Soit 0 définie par la relation (1.13) et h € H. Soit également q; et ko(h)
définis respectivement par (2.12) et (2.17). Alors, Uapplication h — ko(h) est linéaire. De
M

plus, il eviste C = C(Q,ao,T,Z leillL2(q)) > 0 tel que
i=1

10ko (M)l L2y
ko (M)l 22()

Démonstration. D’apres la relation (2.17), on a

Cllh| s
Cllhl -

<
<

/ ko(h)q; dedt = —/ hg; dzdt, 1 < i < M.
G Q

Donc application h +— ko(h) est clairement linéaire.

1 1
Par ailleurs, puisque ko(h) € Vect{gqlxw, cey ngXw}, il existe

a=(ay,...,ay) € RM

tel que

Mo
ko(h) = 0 545X
j=1

M
1
En remplagant ko(h) par Z 5% X dans 1’égalité (2.28), on obtient :

j=1

M
1
/ > aj5a5q; dadt = —/ hg; dzdt, 1 <i < M.
¢4 0 0

Par conséquent,

Mo M Mo
/szlajeqj‘izlaiqid:cdt:—/Q@hizlaieqidxdt,

ce qui, d’apres Cauchy-Schwartz, donne

M 1 M M
|- asgas > cusdadt < bl Y lollal 22 o
i 0TI i=1

M

(2.29)

(2.30)

M
1
Des lors, en observant que / E 54 g a;q; dzdt = (Aga, a), le Lemme 2.2 nous permet
G “
7j=1 %

=1
de conclure qu’il existe § > 0 tel que

M

Sllaligs < Il Y loilllaill z2q)-
i=1
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Or, ¢; étant solution de (2.12), on a

gl z2(q) < C(Q,a0,T)leill L2(q)

En combinant (2.32) et (2.31), on obtient :

M
lol* < 671C(Q, a0, T)|Ihl|zlledlrar | D lleill? )
i=1

puisque ¢ > 0. Ce qui équivaut a

M
lafl < 67 C(Q, a0, D) 1hlly| Y- lleil2 g
=1

Maintenant, en utilisant (2.29), (2.31) et (2.33), on obtient, d’une part,

10ko(P) |l 2y

IN

M
Z ’O‘j’”(JjHLQ(G’)a

< C(Q,a0,T Z\%\H%HB

2
< C(Q,a0,T)| gy (Z HeZHLQ(Q>
< 5710(Q7a07T)2Hh||HZ leillZ2 )

et, d’autre part,

(2.32)

(2.33)

1
M 2 M
||k0(h)||L2(G)SC(QaGOaTHO‘H<§ ||€i||L2(Q)> <6710(Q, a0, T2 (IRl Y lleill 72y
i=1 i=1

1
puisque 7 est borné dans L*°(Q). Finalement, en posant

C =C(Q,a0,T, Z leillL2(g)) = 671 C(Q, a0, T Z||el||L2

=1

on obtient les relations (2.26) et (2.27).
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2.3 Existence et unicité de la solution du probleme de contrdlabilité avec
contrainte sur le controle.

On suppose 'hypothese (2.2) vérifiée, autrement dit que les fonctions e;x,, sont linéaire-
ment indépendantes, et on considere I'espace de Hilbert H défini par la relation (1.32). Soit
h € H. Soient également 6 et ko(h) définis respectivement par (1.13) et (2.17). Alors, grace
a lestimation de 0ko(h) donnée par la relation (2.26) et a l'inégalité de Cauchy-Schwartz,
la forme linéaire définie sur V par

p»—>/ hpdxdt+/ ko(h)p dxdt
Q G

est continue sur V. Des lors, le théoréme de Lax-Milgram nous permet de dire que, pour
tout h € H, il existe un unique pg = pg(h) € V solution de 1’équation variationnelle
suivante

a(pg, p) = /Q(h + ko(h)xw)pdxdt, Vp € V. (2.34)

ou af.,.) est la forme bilinéaire définie par la relation (1.27). La relation (2.34) peut encore
s’écrire

/QL*ng*pdxdt + /G(,O@ — Ppg)(p — Pp) dzdt = /Q(h + ko(h)Xxw)pdxdt, Vp € V.

Proposition 2.4. On suppose U’hypothése (2.2) vérifiée et on considére h € H et py
lunique solution du probléme variationnel (2.34). On pose

vg = —(poXw — Ppo) (2.35)

et
yg = L py. (2.36)

Alors, le couple (vg,yp) vérifie le probléme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le

controle (2.8)-(2.11).
M

De plus, il existe C = C(Q,w,ao,T,Z leillL2(q)) > 0 telle que
i=1
lpollvy < Cllh|a, (2.37)
lvollz2@y < Cllhlla, (2.38)
lvellzi2iq) < Clihlla- (2.39)

Démonstration. C’est une application de la Proposition 1.2 du chapitre 1 oli, d’une part,
kg est remplacé par vy et h est remplacé par h + ko(h) et o, d’autre part, on applique les
estimations (2.26) et (2.27).

O
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Proposition 2.5. On suppose les hypothéses de la Proposition 2.4 vérifiées. Alors, il existe
un unique controle v = v(h) tel que

= 1min || 24
v = min||7] (2.40)
ou
E={ve K| (0,9) vérifie (2.8) — (2.11)}. (2.41)
M
De plus, il existe C' = C’(Q,w,ao,T,Z leillL2(q)) > 0 telle que
i=1
[0l[L2c) < Cllhlla- (2.42)

Démonstration. D’apres la Proposition 2.4, le couple (vg, yg) vérifie le probleme de contro-
labilité (2.8)-(2.11). Par conséquent, & est non vide. Puisque £ est aussi un sous-ensemble
convexe fermé de L?(G), on en déduit qu’il existe un unique contréle v de norme minimale
dans L?(G). En particulier, on a

[oll2@) < llvell o)

D’ot, en utilisant I'estimation (2.38), on obtient 'estimation (2.42).

2.4 Caractérisation de la solution du probléme de
controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle.

Dans cette partie, nous allons caractériser la solution optimale. Pour cela, nous utilise-
rons une méthode de pénalisation introduite par J.L. Lions.

Posons
uwe K+,

) 2= Az+apz=h+ (ko + u)Xw,
A= z=0sur X, (2.43)
2(0) = 0 dans .

Comme z € Z12(Q), on sait que z(T) existe et appartient a L?(Q). Considérons donc la
fonctionnelle I, définie par

1 1
Io(u, z) = 5”””%2(0) + %“Z(T)H%P(Q) (2.44)
et résolvons le probléme suivant :

inf{I.(u,2), (u,z) vérifiant (2.43)}. (2.45)

42



Comme (vg, yp) € A et I.(u,z) > 0, on peut définir d. € R tel que
d. = inf{I.(u,z2), (u,z) € A}.
Soit (un,yn) une suite minimisante telle que (uy,,y,) € A et
1
de < Ia(umyn) <d:+ n <d:+1

En particulier,
1
de < Ic(ve,yg) = 5””«9”%2(@‘

De la structure de I. et de la relation (2.38), on a

lunllzz(e) < llvollrz(a) < Cllbll A, (2.46)
lyn(T)llz12(0) < Vellvall 2y < CVellhlla- (2.47)
Comme (up,yn) € A, on a
Yp — AYn +aoyn = h+koxw +unxw dans Q,
yn = 0 sur %, (2.48)
yn(0) = 0 dans Q.

Des lors, en utilisant (2.46), (2.27) et les propriétés de ’équation de la chaleur, on a

[Ynll=1.2(q) < Cllh| & (2.49)

Des relations (2.46), (2.47) et (2.49), on déduit que l'on peut extraire de (uy,yn), et de
(yn(T'))n des sous-suites encore notées (tn, Yn)n €t (yn(T)), telles que

u, — u. dans L*(G), (2.50)
yn — ye dans E2(Q), (2.51)
yn(T) — o dans L*(Q). (2.52)

Comme K+ est un sous espace vectoriel fermé de L*(G) et que u, € K+, on a u. € K+.
Par ailleurs, I'injection de Z12(Q) dans L?(Q) étant compacte, on obtient, d’une part en
passant a la limite dans (2.48) et en utilisant (2.50),

YL — Ay +aoye = h+koxw +usxe dans Q,
ye = 0 sur X, (2.53)
ye(0) = 0 dans Q

et, d’autre part,
yn(T) = ye(T) dans L*()
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ce qui combiné avec (2.52) donne a = y. (7). Ainsi,
Yn(T) — y.(T) dans L*(Q). (2.54)

Maintenant, si on combine (2.50), (2.54) et la semi-continuité inférieure faible de la fonc-
tionnelle I, on obtient
Ie(ue, ye) < liminf(up, yn) = de.
n—+400

Donc (ue, ye) est le couple optimal solution du probléme (2.45). L’unicité de ce couple vient
de la stricte convexité de la fonctionnelle I..

Dans ce qui suit, nous caractérisons le couple optimal.

Proposition 2.6. Soit (uc,y:) la solution optimale du probléme (2.45). Soit P l'opéra-
teur de projection orthogonale de L*(G) dans K. Alors, il existe p. € L*(0,T; H}(2)) N
HY(0,T; L*(Q)) tel que le triplet (ue,ye, p-) soit solution du systéme d’optimalité suivant :

Uue = —(pexw — Ppe) € KJ_? (2.55)
YL — Aye +apy: = h+koxw +usxo dans Q,
Y. = 0 sur X, (2.56)
y:(0) = 0 dans Q,
*pls —Ap: +app: = 0 dans @,
pe = (i sur X, (2.57)
pe(T) = Ve (T) dans Q.

Démonstration. Ecrivons les équations d’Euler. On a

lim Ia(ua + )\(w - ua); Ye + )\(Z - ye)) - Ia(“m ye)

> .
lim 5 >0, Y(w,z)eA

Calculons I (us + A(w — ue),ye + AM(z — ye)). On a alors
1
Ie(ue + Mw —ue), ye + Mz —ye)) = 5”“8 + AMw — Ue)H%Q(G)
1
+%|I(yg + Az — yE))(T)”%Q(Q)

1
= 5”“6”%2(6‘) + Aue, w — ua)LQ(G)
A2 1
o — Uell72 () + %“ys(T)H%?(Q)
A

2
2 (%e(T), (= = we)(T) + ;\?H(Z — ) (D) 72(0-
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Donc

Te(ue + Mw = ue), ye + M2 = ¥e)) = Le(ue, ye) = AMue, w — uf)LQ(G)
)\2
+ollw - uelZ2(q)

F2 (D), (=~ y2)(T)
2

A
+oo Iz = ve)(D)|I72(0y-

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par A # 0 et en passant a la limite quand
A tend vers 0, nous obtenons

1

(te, w — US)LQ(G) + g(ye(T)v (z — yE)(T))LQ(Q) >0, VY(wz)e€A (2.58)

Pour interpréter (2.58), on consideére le systéme adjoint suivant :

—p. — Ap: +agp: = 0 dans @,
Pe = (i sur 3. (2.59)
pe(T) = gye(T) dans €.
Comme z — y. est solution de
(2 — ys), —A(z—ys)+ao(z —ye) = w—usx, dans Q,
(z—y:) = 0 sur z (2.60)
(z—y:)(0) = 0 dans €,

puisque (z,y:) € A%, si on multiplie (2.59); par z — y. et que I'on intégre sur @, on a
[ o DT) g dr - [ pe(0)(a(0) - e(0))
L2() L2()
+/ ((z —ye) — Az — ye) + ao(z — ye)) pe dzdt = 0. (2.61)
L2(Q)
Les relations (2.61) et (2.58) donnent alors
/ ue (W — ug) dwdt—i—/ PeXo (W — us) dzdt >0, Ywe K+
L2(G) L2(G)

K étant un sous espace vectoriel, on a

/LZ(G)(ua + peXo)(w — us) dxdt =0, Yw e K+
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On en déduit alors que u. + p: X, € K puisque ue € K+. Ainsi, ue + pexew = P(uz+pexw) =
Pp.. Finalement, on obtient
Ue = —pPeXw + Ppe. (2.62)

O]

On peut maintenant passer a la limite dans le systéme d’optimalité approché afin d’ob-
tenir une caractérisation du controle v. Nous obtenons alors le résultat suivant :

Proposition 2.7. Soit v = v(h) l'unique solution de (2.40) ety = y(h,v(h)) ’état associé.
Soit P l’opérateur de projection orthogonale de L*(G) dans K. Alors, il existe p = p(h) € V
tel que le triplet (v,y, p) soit solution du systéme d’optimalité singulier suivant :

—(pxw — Pp) € K+, (2.63)

Y —Ay+ay = h+koxo +vxe dans Q,

y = 0 sur X, (2.64)
y(0) = 0 dans Q,
y(T) = 0 dans Q, (2.65)
L*p = 0 dans @,
{ p = 0 sur 3. (2.66)

Démonstration. Des estimations (2.46), (2.47) et (2.49) et de la semi-continuité inférieure
faible de la norme, on a

uellr2c) < Clihlla, (2.67)
1% (D)l 2@y < CVellhllm, (2.68)
19ellzr2g) < Cllhlla- (2.69)

On peut donc extraire de (ug,ye) et de (y-(T")) des sous suites encore notées (ug,ye) et
(ye(T)) telles que

us — g faiblement dans L?(Q), (2.70)
y-(T) — 0 fortement dans L*(f2), (2.71)
y. — o faiblement dans Z1?(Q). (2.72)

L’injection de Z12(Q) dans L?(Q) étant compacte, on a, d’'une part en utilisant (2.70) et
(2.72), que (ug,yo) est solution de

—Ayo+aoyo = h+koXxw+uoxw dans Q,
Yy = 0 sur X, (2.73)
y(0) = 0 dans
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et, d’autre part, que
ye(T) — yo(T) dans L*(). (2.74)

Des lors, de (2.71), on a yo(T) = 0 dans .

Montrons maintenant que (ug,yo) = (v,y).
D’apres ’expression de I, on peut écrire

1
iHUEH%Q(G) < Ia(uavys)‘ (275)

Comme le couple optimal (v,y) est solution de (2.8)-(2.11), en passant a la limite dans
(2.75), on obtient
1 . 1
lluoll?a() < lmint L(ue,e) < ol
Par conséquent,
luollz2(ay < llvllz2(e- (2.76)
D’autre part, (uog,yo) étant solution de (2.8)-(2.11), on a (up,yo) € € défini par (2.41).
Donc, d’apres (2.40), on a
vl 2@y < lluoll 2
ce qui combiné avec (2.76) donne
[uollL2(c) = [0l 2 (-
D’ou
uy = v. (2.77)
Des lors, 'unicité des solutions du systeme (2.73) nous donne yo = y.
Passons maintenant & la limite dans (2.57).
Comme p. est solution de (2.57), on a en particulier p. € V. En utilisant la définition de
la norme sur V' donnée par la relation (1.28) et la définition de u. donnée par (2.62), on

obtient 1’estimation
llpellv < C. (2.78)

On peut donc extraire de (p.). une sous suite encore notée (p;). telle que
pe — p faiblement dans V. (2.79)
De (2.79), on obtient que p € V,

L*p. — L*p(h) dans L*(Q),
p(h) =0 sur X.

Comme L*p, = 0 dans @, on en déduit que L*p(h) = 0 dans Q. Ainsi p = p(h) est solution
du systeme (2.66). O
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Remarque 2.1. La semi continuité inférieure de la norme et les relations (2.70) et (2.67),
nous permettent de dire que
[oll < e[| -

3 Résolution du probleme de controlabilité a zéro avec contraintes sur I'état.

Théoréme 2.1. (Existence unicité et caractérisation du Follower).

Soient Q un ouvert borné de R% de frontiére T' de classe C? et H lespace de Hilbert
défini par la relation (1.32). Alors, pour toute fonction e; € L*(Q), 1 < i < M vérifiant
Uhypothése (2.2) et pour tout h € H, il existe un unique contréle k = k(h) € L?(Q) tel que
la solution y = y(h, k(h)) de

vy —Ay+ayy = h+kyx, dans Q,

y = 0 sur X, (2.80)
y(0) = 0 dans Q
vérifie
/ ye;dedt =0, 1 <i < M (2.81)
Q
et
y(T) =0 dans Q. (2.82)

De plus, le contréle k peut étre choisi de telle sorte que

1Bl < Clihlla (2.83)

M
ou C=C (Q,w,ao,T, Z ‘6”[]2(@)) > 0.

i=1
Démonstration. Nous avons montré qu'il existe un unique controle v(h) € K=+ solution de
(2.40) tel que le couple (v(h),y(h,v(h))) vérifie le probleme de controlabilité & zéro avec
contrainte sur le controle (2.8)-(2.11). Par conséquent, la Proposition 2.1 nous permet de
dire que le controle k = k(h) = (ko(h) + v(h)) est solution du probléme de controlabilité
a zéro avec contraintes sur ’état (2.80), (2.81) et (2.82). De plus, en utilisant les relations
(2.27) et (2.42), on déduit 'estimation (2.83). O

4 Résolution du probleme de controle optimal.
4.1 Quelques propriétés.
On définit, comme au chapitre 1, I'application F de H & valeurs dans L?(G) par :

F: H — L*G)

h — F(h)=v(h) =—(p(h) — Pp(h))Xw- (2.84)
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Lemme 2.4. Pour tout h € H, soit p = p(h) la solution de (2.66). Alors, 'application F
définie par la relation (2.84) est linéaire et continue de H dans L*(G).

Démonstration. On considere le sous-espace vectoriel Vy de V' défini par
Vo ={p e V|L*¢ =0}.

Puisque F(h) est solution du probléme (2.8)-(2.11) et vérifie (2.63), multiplions les deux
membres de I’équation (2.10); par ¢ € Vj puis intégrons les par parties dans (). On a alors :

/ (h + (ko(h) + F(h))xo ) dzdt = / (f — Ay + agy) o dedt
Q Q

= [ymeyde = [ yOp0)dr— [yl dra

— @go dl’dt — / ya—s@ dl'dt — / yAyp dxdt
s Ov s 0v Q
—|—/ aoyp dxdt.
Q
Comme ¢ =0 sur X et L*¢ =0, on a
/ he dxdt—l—/ ko(h)p dwdt—l—/ F(h)xwpdzdt =0, Vo € (2.85)
Q Q Q

ou encore

/ he dxdt —|—/ ko(h)p dzdt — / (p— Pp)xwedzdt =0, Yo € V.
Q Q Q

Par ailleurs, puisque l'application ¢ / ho dxdt + / ko(h)p dxdt est linéaire et
Q Q

continue sur Vj et que
- / F(h)pdedt — / (p(h) — Pp(h))p dwdt
G G

_ /G (p(h) — Pp(h))(¢ — Py) dxdt
= a(p(h),¥), Ve € W,

on déduit de la relation (2.85) que p = p(h) est solution du probléme variationnel
a(p,p) = / he dzdt —I—/ ko(h)p dxdt, Yo € V. (2.86)
Q Q

Donc 'application h +— p = p(h)x,, est linéaire de H dans L?(G). Et, puisque I'opérateur
de projection I — P défini de L?(G) dans K+ C L?(G) est également linéaire, on en déduit
que I'application F est linéaire de H dans L%(G). Par ailleurs, de la Remarque 2.1, nous
déduisons que 'application F est continue sur H puisque || F(h)| r2(q) < C[|h]|u- O
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Remarque 2.2. Soit ky défini par la relation (2.17). Alors

1. ko € H. En effet, puisque kg € Ky, on a d’une part kg € L*(G) et d’autre part
Oko € K C L*(G).

2. D’aprés la définition de ko donnée par la relation (2.17), Uapplication

.7:1: H — Lz(G)

b Fu(h) = ko(h) (2.87)

est linéaire. De plus, Uestimation (2.27) nous donne ||kol/z2qy < Cllhllg. On en
déduit donc que cette application est continue sur H.

Dans la suite, nous noterons ko(h) = Fi(h).

4.2 Existence et caractérisation du Leader.

On considere la fonctionnelle J définie par

1 N
T() = Sy, k() = 2allaq) + o I1hI% (2:88)
a laquelle on associe le probleme de minimisation suivant

inf 2.
pof J(h) (2.89)

olt Uyq est un ensemble convexe fermé non vide de L?(Q).

En utilisant les propriétés des applications F et F; données respectivement par le Lemme
2.4 et la Remarque 2.2, on en déduit que J est strictement convexe, continue et coercive.
On a donc le résultat classique suivant :

Proposition 2.8. Le Probléme (2.89) admet un unique controle h € Uyq.

En observant que k(h) = ko(h) 4+ v(h) = Fi(h) + F(h), nous notons § = y(h, k = k(h))
I’état associé au contréle optimal h. Il s’agit maintenant de caractériser h.

Par définition, la condition d’Euler-Lagrange nous donne

ﬁJ@+Am—B»

> h wd-
i _O,V Eud

[x=0
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d o o
Rappelons que —J(h + A(h — h))

™ = lim J(h + A(h — h)) — J(h). On a alors

=0 7 350

~ ~

Th+Ah—h)) = %Hy(ﬁ A = B, k(4 AR — 1)) = 24200

N 4 ~
+ o+ A= R

~ A~

1, . N
= iHy_ZdH%ﬂ(Q)+A(y_zdvy(h_h7k(h_h))>L2(Q)

A2 - " N -
+5 lly(h = h, k(h — )220y + §||h||%{

. . N2 .
+NXh,h—h)g + THh — hl%.

Tt A =0) =T () = A(9 = zay(h = b K(h - BD)LQ(Q)

A ~ )\2 fal 7
+NA(h b= hyi + [y (h = by k(h = h)IZ2(q)

N2 A
+T||h — hll3.

Par conséquent, on obtient

A~ A~

I (h+ Ah =)y, = (9= zay(h— b, k(h — h)))LQ(Q) + (N, - ;E)H .
Ainsi, la condition d’Euler-Lagrange nous donne
(9= 24 y(h — b, k(h — h)))LQ(Q) + (Nh, b~ h)H >0, Vh € Uyg. (2.90)

On interprete cette condition en utilisant la notion d’état adjoint. Pour faciliter les
calculs, on pose w = h — h et on note z = y(w, k(w)). Alors z vérifie
2 — Az + agz w+ k(w)x, dans @,

0 sur %, (2.91)
z(0) = 0 dans Q.

w
Il

Soit p la solution du systeme suivant :

A~

—p' —Ap+ap = §—z dans Q,
p = 0 sur %, (2.92)
p(T) = 0 dans Q.



Puisque ) — zq € L?(Q), on sait que p € Z-2(Q). En multipliant (2.92); par z solution de
(2.91) et en intégrant par partie sur @, on a

/ 2(§ — zq) dedt = / (—=p" — Ap + agp) z dadt
Q Q
= —/ p(T)2(T) dx + / p(0)z(0) dz + / pz’ dxdt
Q Q Q
—/ z@ dardt +/ %pdfdt — / pAzdxdt
% ov b)) ov Q
+/ aopz dxdt
Q
= / p(z' — Az + apz) dzdt
Q
= /Qp(w + (Fi(w) + F(w))xw) dzdt.
ce qui peut encore s’écrire
/ pw dxdt + / Fr(w)xe dxdt + / pF(w)xy dxdt = / p(§ — zq) dxdt.
Q Q Q Q

On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales précédentes
dans l'espace de Hilbert H = {h € L?(Q)|6h € L*(Q)} ou 6 est définie par la relation
(1.13). Soient H' le dual de I'espace H et A~! I'isomorphisme isométrique de H' dans H.
On observe que 1’on peut écrire

/ pw drdt = / 1pt9w dxdt = <1p,w> ,
Q Qt 0 H'.H
i) dadt = (i 0).w)

/G pF(w) dadt = (F* (p), )y 1y

On obtient alors : )
| pwdedt = (A7 (). w),
Q 0

/G pFi(w) dedt = (A F (p), w)n

/G pF(w) ddt = (A~ F*(p), )i
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Ainsi, la condition (2.90) devient

1 o
(A7) + A7)+ A5 )+ Nl =) 20, Vh € Uy

ou encore

1 A A~
(A—l (6[4_}“{4_}'*) (p)—i—Nh,h—h) >0, Vh € Uyq
H

ot I est 'opérateur identité de L%(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théoréme 2.2. (Existence, unicité et caractérisation du Leader).

Soient Q un ouvert borné de R? de frontiére T' de classe C?, 8 définie par la relation (1.13)
ainsi que F et Fy les applications linéaires et continues définies respectivement par (2.84)
et (2.87). Alors, il existe p € Z12(Q) tel que le probléme de minimisation (2.89) admette
une unique solution h caractérisée par la condition d’optimalité suivante

1 A N
(A_1 ((9[ +Fi + .7:*) (p)+ Nh,h — h) >0, Vh € Uyg (2.93)
H
avec p solution de
—p —Ap+awp = ylhk)—z dans Q,

p = 0 sur >,
p(T) = 0 dans €.
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Chapitre 3

Controéle optimal d’un probleme a
deux temps soumis a la
controlabilité a zéro avec
contraintes sur I’état.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme de Stackelberg associé a un modéle a deux
temps, adjoint d’un probleme de dynamique de population d’une espéce unique structuré en
age et en espace. Plus précisément, la solution y = y(t, a, x) du systéme ci-dessous est censée
représenter la répartition des individus d’age a > 0, au temps t > 0 et a 'emplacement
r € Q ot Q est un ouvert borné de RY(N € N*) de frontiere I' de classe C2. Soit A
Pespérance de vie d'un individu et 7" une constante positive. On pose U = (0,7 x (0, A),
Q=Ux02=UxT,Q4=(0,A)xQ,Qr=(0,T)xQet G=U Xw ol w est un ouvert
non vide de €. L’évolution de la répartition y est gouvernée par le systéme suivant :

—%(t, a,x) — %(t,a,:r) — Ay(t,a,x)

+u(t,a,x)y(t,a,x) — B(t,a,x)y(t,0,2) = h+kyx, dans Q,
y(t,a,x) = 0 sur 3, (3.1)
y(T,a,xz) = 0 dans Q4,
y(t,A,z) = 0 dans Q7

ot h et ky,, sont des fonctions controles dans L?(Q) et ., est la fonction caractéristique
de Vouvert w. Les fonctions 8 = 5(t,a,x) et u = u(t, a,z) représentent respectivement le
taux naturel de natalité et le taux naturel de mortalité des individus d’age a.
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On fait les hypotheses suivantes :

w(t,a,x) = po(a) + pi(t,a,z) dans U x (3.2a)

w>0dans U x 2 (3.2b)

1 € LU x Q), pi(t,a,z) >0 dans U x Q (3.2¢)

o € Li.(0, A), lim / to(s)ds = +o0 (3.2d)
a—A Jo

B e C*([0,T] x [0, 4] x Q), (3.3a)
B(t,a,z) > 0 dans [0,T] x [0, A] x Q (3.3b)
30 < ag < a1 < A tel que B(t,a,z) =0 dans [0,7] x ((0,a9) U (a1, A) x Q) (3.3c)
Remarque 3.1. Puisque p et B sont des tauz naturels, les hypotheses (3.2b) et (3.3b) sont
naturelles. L’hypothése (3.3c) est aussi naturelle car elle signifie que les individus les plus

jeunes et les plus vieur ne sont pas fertiles. L’hypothése (3.2d) signifie que tout individu
meurt avant l’dge A.

1
Soient @ une fonction positive de classe C? sur Q, d’inverse ] bornée sur @) et H ’espace

de Hilbert défini par
H = {hlh € L2(Q),0h € LX(Q)} (3.4)

muni du produit scalaire et de la norme

(h)o = [ 0*hidadadt, bl = |6h]12(q)
Q

Comme dans le chapitre précédent, nous voulons déterminer le couple (h, k) afin d’at-
teindre un double objectif. En d’autres termes, on s’intéresse aux problemes suivants :

Probléme 3.1. Soient {e;, 1 < i < M} un ensemble de fonctions de L*(Q) tel que les
fonctions
€iXw 1<i<p SOGENt linéairement indépendantes (3.5)

et h € H. Trouwver un controle k € L*(G) tel que siy est solution de

gz;(t a,x) — 8y(t,a733) Ay(t,a,x)
a
+u(t,a,z)y(t,a,z) — B(t,a,z)y(t,0,2) = h+kxo dans@Q,
y(t,a,z) = 0 sur X, (3.6)
y(T,a,z) = 0 dans Q 4,
y(t,A,x) = 0 dans Qr
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alors

/ yeidrdadt =0, 1<i<M (3.7)
Q

et
y(0,a,z) =0 dans Q4. (3.8)

Probléme 3.2. Soient U,y un sous-ensemble convexe fermé non vide de H et zg € L2(Q).
Trouver h € Uyq tel que

J(h) = it J(h) (3.9)

ot J(h) = Ylly(h k) - zal22g) + YlInl%-

Remarque 3.2. Le probléme 3.1 est un probleme de controlabilité a zéro avec contraintes
sur U’état d’un probleme a deux temps.

3
Dans la suite, nous supposerons que |3z (g) > \/ﬁ ou C' = C(Q) est la constante

de Poincaré.

1 Equivalence entre le probleme de contrélabilité a zéro avec contraintes sur
I’état et un probléeme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle.

Les résultats suivants nous permettent de montrer ’existence d’une équivalence entre le
probleme de contrélabilité a zéro avec contraintes sur 1’état et un probleme de controélabilité
a zéro avec contrainte sur le controle.

Lemme 3.1. Soient 0 définie comme précédemment et e;, 1<i<p € L*(Q) telles que Ihy-
pothése (3.5) soit satisfaite. Considérons le systéme suivant :

Jdgi | Og;
— + — — Ag i = € ;
ot + 9 q(t+ Mq) g dansEQ
qi\l,a,T = SUr 244
g:(0,a,2) = 0 dans Qa, (310)
A
¢(t,0,x) = / B(t,a,x)qi(t,a,z)da  dans Qr.
0

Alors, les fonctions qixw, 1 < i < M, sont linéairement indépendantes. De méme, les

fonctions g 3iXw) 1 <¢ < M, sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Montrons, dans un premier temps, que les fonctions gjx, (1 < i < M)
sont linéairement indépendantes.
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M
Soit v; € R, 1 <4 < M, tel que & = Z%’%’Xw = 0. Comme g¢; est solution du systeme

i=1
(3.10), on a pour tout ouvert w’ de w :
ot Ou M
— 4+ — — Al U= ei, dans U x w'.
8t + 8@ +/'L ;71 (2]
M
On en déduit alors que Z%ei = 0 dans G. Les fonctions e;x,, ¢ € {1,...,M} étant
i=1

linéairement indépendantes, on conclut que v; = 0, 1 < ¢ < M. D’ou, les fonctions ¢;x.
sont linéairement indépendantes.

1
Montrons maintenant que les fonctions é%‘XW (1 <i < M) sont également linéairement

indépendantes.
Mo M

Soit §; e R, 1 <1 < M, tel que @’ = 251'5%)@1 =0.0nabd = Zéiqixw. Comme g; est
i=1 =1

solution du systeme (3.10) et ﬂTG =0, on a, pour tout ouvert w’ de w,

o) , o)

M
— A(OT) + p(0T') = Z diei, dans U x ',

ot da =
M
On en déduit alors que Zéiei = 0 dans G. Les fonctions e;x,, @ € {1,...,M} étant
i=1

1
linéairement indépendantes, on conclut que §; =0, 1 <7 < M. D’ou, les fonctions 5(]in
sont linéairement indépendantes.
O
Lemme 3.2. Soient 0 définie comme précédemment, e; 1<i<p € L*(Q) telle que Uhy-

1
pothése (3.5) soit satisfaite et q; définie par (3.10). Posons Ay = (/ 9% dxdadt) ,
G

Z7j
1<4,j <M. Alors, il existe 6 > 0 tel que

(AgX, X)gar > 8| X ||7ar

1 M M
(AQX,X)R]\/I = /G@ <2X1q1> (Zqu]') dxdadt
i=1 j=1

et
X =(Xy,...,Xy) e RM,
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Démonstration. On raisonne par 'absurde. On suppose que ¥n € N*, 3X" = (X7,--- , X};) €
RM tel que

1
(A X", X")gr < ~ | X" g,

- xn
On pose X" = ———. Alors

| X7 || g
~ M ~
[ X7 [gar = 4| D _1X72 = 1,
=1

(A@Xn, XH)RM <

S |-

On peut donc extraire une sous-suite de (X'Z”), 1 <i < M, encore notée (X'l”)7 1<i< M,
telle que
X" = X;dans R, 1 <i < M. (3.11)

M M
De plus, Z | X;|? = 1. Soit 4" = Zinql Alors, d’apres la relation (3.11), on a
i=1 i=1

M
"t = u = ZXiQi fortement dans L*(Q).
i=1

Et, puisque
1 .
/G §|a”|2dxdadt = (ApX", X" g <

S

on obtient que

1 1
/ ~|a|? dzdadt < liminf/ Z|a"™|? dedadt = 0.
ek’ n—+oo Jig 0

1
Par conséquent, / §|ﬁ]2dwdadt = 0 ce qui implique que @ = 0 dans G. Comme @ =
G
M ~ ~
Z X;q; et que les fonctions ¢;x,, sont linéairement indépendantes, on en déduit que X; =

i=1
M

0, 1 <i < M. Ce qui contredit le fait que Z |X,)? = 1.

i=1
O

Montrons maintenant 1’équivalence entre le probleme (3.6)-(3.8) et un probleme de
controlabilité a zéro avec contrainte sur le controle.
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Proposition 3.1. Soient Q un ouvert borné de RN de frontiére T' de classe C? et 6 une
fonction positive et d’inverse bornée dans Q. Alors, il existe deux sous-espaces de dimension
finie K et Ky tels que pour tout h € H, il existe kg = ko(h) € Ky de telle sorte que le
probléme de controlabilité a zéro avec contraintes sur [’état (3.6), (3.7), (3.8) soit équivalent
au probléme de controlabilité ¢ zéro avec contrainte sur le controle suivant : Etant donné
ko € Ko, trouver v € L*(G) tel que

ve Kt (3.12)

k= ko+v (3.13)

et telle que la solution y de

- t,0,0) ~ 2(t,0,2) - Aylt,a0,2)
+u(t,a,$)y(t,a,x) - ﬁ(t,a,x)y(t,[),m) = h+ (ko +U)Xw dans Qa
y(t,a,z) = 0 sur X, (3.14)
y(T,CL,CL‘) =0 dans Q 4,
y(t,A,z) = 0 dans Qr
vérifie
y(0,a,2) =0 dans Q4. (3.15)

Démonstration. On interprete la contrainte (3.7) en utilisant 1'état adjoint. Plus précisé-
ment, pour tout e;, 1 < i < M, on considére le systéeme adjoint défini par (3.10). Comme
e; € L*(Q), le probléme (3.10) admet une unique solution ¢; € L?(U; Hg (Q2)). (voir Annexe
2).

On multiplie chaque membre de 1’équation (3.6) par ¢; solution de (3.10) et on intégre sur
Q. On a alors :

/ G <6y _ Oy dxdadt — Ay + py — By(t, 0, :c)) drdadt = / (h + kxw)qi dzdadt.
Q ot  Oa Q

A
Comme y(T,a,x) = y(t,A,z) =0 = ¢;(0,a,z) et que ¢;(t,0,z) = / B(t,a,z)q(t,a,z)da,
0

en appliquant la formule de Green, on obtient
/ y (8(1" . M%’) dedadt = / (h + kxw)q; dzdadt.
Q" \0t 0Oa Q

0q; ~ 0q;
Comme % + 87% — Ag; + pg; = e;, égalité précédente devient :
a

/ ye; drdadt = / (h + kxw)qi dzdadt
Q Q

99



ce qui, d’apres la relation (3.7), donne
0= / (h + kxw)qi drdadt.
Q
Ainsi, on a
/ kq; dxdadt = —/ hq; dzdadt. (3.16)
G Q

Soit
K =Vect{qixw, 1 <i< M} (3.17)

le sous-espace vectoriel de L?(G) engendré par les M fonctions gix,, 1 <i < M, et K -
son orthogonal dans L?(G). Notons

Ko= K (3.18)
1
le sous-espace de L?(G) engendré par les M fonctions g diXe: 1<i< M.

T rA 1
D’apres le Lemme 3.2, la matrice / / / —q;q; drdadt est symétrique,
0 Jo Jut 1<i,j<M
<i,j<
définie positive. Donc il existe un unique kg = ko(h) € Ky telle que

/ kog; drdadt = —/ hq; dxdadt, 1 <i < M. (3.19)
G Q
En combinant les relations (3.16) et (3.19), on déduit que
/ (k — ko)gi dxdadt =0, 1<i<M.
G

Par conséquent,
k—koe K.

Ainsi, on obtient k = kg + v avec v € K+. En remplacant kx,, par (ko + v)Xw dans le
systeme (3.6), on obtient le systeme (3.14).

Réciproquement, on fixe h € L?(Q) et, pour tout e; € L?(Q), 1 < i < M, on suppose

que (v,y) est solution de
ve Kt (3.20)

k=ko+v, (3.21)
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—%(t,a,x) - %(t7a7x) Ay(ta a,l’)
+,u(t,a,m)y(t,a,x) - B(t,a,x)y(t,O,a:) = h+ (k‘o +U)Xw dans Qa
y(t,a,x) = 0 sur %, (3.22)
y(T,a,z) = 0 dans Q 4,
y(t, A, x) 0 dans Qr
et
y(0,a,z) = 0 dans Q4. (3.23)

Alors, en résolvant le systéme (3.10), on obtient les fonctions ¢;, 1 < i < M. Soient K et
Ky définis respectivement par (3.17) et (3.18), K+ I'orthogonal de K dans L?(G), v € K+
et ko vérifiant la relation (3.19).

En multipliant I’équation (3.22); par g; solution de (3.10), on a :

ot 0
+ / (ko + v)Xwqi dxdadt.
Q

En intégrant cette derniere égalité par partie sur @), on obtient :

0q;  0g;
/ Y (q + 9 Ag; + uqi> dxdadt = / hq; dxdadt + / (ko + v)Xwq: dxdadt.
Q Q Q

ot = Oa
Comme ¢; est solution du systeme (3.10) I'égalité précédente devient
7/ hq; dzdadt + / ye; dxdadt = / (ko + v)Xwqi dxdadt. (3.24)
Q Q Q

En observant que v € K+ et que ko vérifie la relation (3.19), la relation (3.24) devient
/ ye; drdadt = 0.
Q

Donc (k,y) est bien solution du probléme de controlabilité a zéro avec contraintes sur I’état
(3.6)-(3.8).
O

Remarque 3.3. On considére l’ensemble £ défini par
E={ve K| (0,§) vérifie (3.12) — (3.15)}. (3.25)

& est un ensemble convexe fermé non vide de L*(G). Par conséquent, on sait qu’il existe
un unique controle v € £ de norme minimale dans L?(G). En d’autres termes, on a

2 a2
IWliz2(q) = mE 19ll72()

On note y = y(v) Uétat du systéme associé au controle v.
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1.1 Propriétés de ky(h).

Proposition 3.2. Soit 6 définie par la relation (3.39) et h € H. Soit également q; et ko(h)
définis respectivement par (3.10) et (3.19). Alors, Uapplication h — ko(h) est linéaire. De

M
plus, il existe C = C (Q, [E HeiH%Q(Q)> > 0 tel que
i=1

10ko(M) 22y < Cllhllu,
[ko(M) 2@y < Cllblla-

Démonstration. D’apres la relation (3.19), on a

/ ko(h)q; dzdadt = —/ hg; dzdadt, 1 <1 < M.
G Q

Donc l'application h — ko(h) est clairement linéaire.

1 1
Par ailleurs, puisque ko(h) € Vect{aqlxw, el EQMXW}’ il existe
a=(a,...,ay) e RM
tel que
Mo
ko(h) = Z O‘j@Qonw
j=1

M
1
En remplagant kq(h) par Z 5 %X dans ’égalité (3.28), on obtient :

Jj=1

M
1
/ Zaqu]'qi dzrdadt = 7/ hq; dxdadt, 1 < i < M.
G Q

Par conséquent,

/G]Z:lajeqj;aiqidxdadt:—/thzz:laieqidxdadt,

ce qui, d’aprés Cauchy-Schwartz, donne

M 1 M M
3" a0 Y- s dadadt < 1l 3 ol a2
j=1 i=1 i=1
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M M
1
Des lors, en observant que /GZaqujZaiqi dxdadt = (Aga,a), le Lemme 3.2 nous
j=1 i=1
permet de conclure qu’il existe § > 0 tel que

M
dllalizr < lklle Y leilllaill z2(g)- (3.31)
i=1

Or, g; étant solution de (3.10), on sait, d’apres 'annexe 2 qu’il existe une constante positive
A telle que
Igill L2, m2 () < V2Al€illr2(q)-

Puisque linjection de L*(U; H}(2)) dans L?*(Q) est continue, on sait qu'il existe une
constante positive C' = C(£2) telle que

lgill 2(@) < Cllaill L2 ;12 (2))-

Deés lors, les deux inégalités précédentes nous donnent

lgillz2(q) < Clleillr2(q), (3.32)

ot C' est une constante générique dépendant de ) et [|3||(g). En combinant (3.32) et

(3.31), on obtient :
M
ol < 6 ClAla ol S e,
i=1

puisque d > 0. Ce qui équivaut a

M
ledlzar < 67 CllRllmy| Y lleill2g)- (3.33)
=1

Maintenant, en utilisant (3.29), (3.31) et (3.33), on obtient, d’une part,

M
16ko (W)l 2y < D laylllgllrz).
j=1
M
< CZ|04J'|H6J'HL2(Q),
=1
M 3
< Cllofgnm (Znei”%%@)
i=1
M
< 5_102||h||HZH€iH%2(Q)

i=1
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et, d’autre part,

M 2 M
[Eo(P)ll2(c) < Cllerllga (Z HeiHL2(Q)> <6 C2llhllm D lleill72g)-

i=1 =1

1
puisque — est borné dans L*°(Q). Finalement, en posant

6
M M
C=C <Q7 181l 2(@)» Y "ei’|2L?(Q)> =071C*Y |leill 7o)
i=1 i=1
on obtient les relations (3.26) et (3.27). O

2 Résolution du probleme de controlabilité a zéro avec contrainte sur le
controle.

2.1 Inégalités de Carleman.

On considére une fonction auxiliaire ¢ € C%(Q) qui satisfait les conditions suivantes :

P(xz) > 0VreQ (3.34a)
Y(z) = 0Vxel (3.34Db)
\Vi(z)] # 0V eQ—uwy (3.34c¢)

ol wy est un ouvert de w tel que Wy C w. Une telle fonction existe selon A. Fursikov et O.
Yu. Imanuvilov[13]. On définit alors pour tout A > 0, les fonctions ¢ et i définies par

(@)

2MY (@)oo _ oA(2) 336
pour (z,a,t) € Q et on adopte les notations suivantes :
Lottaw) = 22(ta,2)+ 22t a,2) — Ap(t, a,z) + pplt,a, 2)
ot da
ap dp
L*p(tv a, JJ) = _E(tv a, JJ) - %(t, a, J)) - Ap(t7 a, 1‘) + Mp(tv a, $) - 6(t7 a, w)p(t, 0, J})

et
_ A
V= {p €C™®(Q) | p=0sur X et p(t,0,z) = / B(t,a,x)p(t,a, x)da dans QT} (3.37)
0
Nous avons alors I'inégalité de Carleman suivante (voir[39]) :
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Proposition 3.3. Soit ), ¢ et n définies respectivement par (3.34), (3.35) et (3.36). Alors,
il existe \g > 1 et C(V) > 0 tels que pour tout X > Ao, pour tout

2

2
s> s0(\) = C(W)%e2A\IWIISQ <T4A +T2A4% + T3A? + T + A)

et pour tout p € V, on ait :
s)\Q/ e 2V p|? dedadt + 83>\4/ ©3e ™2 p|? drdadt
Q Q

<C (/ e 2| Lp|? dzdadt —I—/ SN p3e™25M p|2 dxdadt) . (3.38)
Q G

Puisque ¢ ne s’annule pas sur @), on pose
el
0= ou
NG

D’apres les définitions de ¢ et n données respectivement par les relations (3.35) et (3.36),

1 —s
7= o~/ e 1. (3.39)

1
onaf € C?*Q) et 7 est bornée. Donc, en remarquant que @3e™ 257 = 72 dans (3.38), on

obtient I'inégalité suivante :
/ i| |? dedadt < C (/ L\L 2 dedadt +/ i| |2dxdadt> (3.40)
002" = 0 02853 N P a2’ : :

1 1
Ainsi, puisque les fonctions ] et — sont bornées, pour tout s > sg et A > Ao, de (3.40),

on déduit I'inégalité d’observabilité suivante, pour tout p € V,

1
/6202|p|2dxdadt§C(/Q|Lp|2dxdadt+/G\p2dxdadt). (3.41)

Pour résoudre le probleme de contrélabilité a zéro avec contrainte sur le contréle, nous
avons besoin d’une inégalité adaptée & la contrainte v € K. Le résultat suivant nous
permettra de I'obtenir.

Lemme 3.3. On suppose ’hypothése (3.5) vérifiée. Soit q; solution de (3.10) et K le sous
espace vectoriel défini par (3.17). Alors, toute fonction p vérifiant

Z—f—?i—Ap—kusz dans w x (0,T) x (0, A) et p, € K

est identiquement nulle dans w x (0,T) x (0, A).
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dp Op
Démonstration. Soit p tel que p|, € K et o + %0 Ap+pp =0dans w x (0,7) x (0, A).
Alors, il existe a; € R, 1 <14 < M, tel que

p= QigiXw- (3.42)

Donc, pour tout ouvert w’ de w, on a

dp Op M dg; | Og; , A
(%Jr&l—Aerup—Zaz(atJra quﬂtqz)

dans w’ x (0,T) x (0, A) ce qui, d’apres le systéme (3.10), nous donne

M
Z+2—Ap+pp_;aleldansw x (0,T) x (0,A).
Comme 9
p  Op
R 7—A pu—
8t+8 p+up

dans w x (0,7) x (0, A), on a
M
Zaiei =0 dans ' x (0,T) x (0, A).
i=1

Les fonctions e;x,, étant linéairement indépendantes pour 1 < i < M, on obtient a; = 0.
Ce qui, d’apres (3.42) implique que p = 0 dans w x (0,7 x (0, A).
O

Soit encore K le sous espace vectoriel de L?(G) défini par (3.17). Notons
e P T'opérateur de projection orthogonale de L?(G) sur K,

e Pp la projection orthogonale de py,, sur K pour p € L?(Q).

On a alors I'inégalité de Carleman adaptée suivante.

Proposition 3.4. On suppose la relation (3.5) vérifiée. Soit 6 définie par la relation (3.39).
Alors, il existe \g > 1, sg > 0 et C > 0 tels que pour tous A > Ao et s > sg et pour tout
peEV:

1
/ ﬁlpp dxdadt < C </ |Lp|* dedadt —|—/ lp— Ppl? dxdadt) . (3.43)
Q Q G
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Démonstration. On raisonne par ’absurde. On suppose que l'inégalité (3.43) n’est pas
vérifiée. Alors, Vj € N*, dp; € V tel que

1
/ @’Pjﬁ dxdadt = 1, (3.44a)
Q
1
/ |Lp;|? drdadt < ~ (3.44b)
j’
1
/ [(p; — Ppj)xw|? dzdadt < ~ (3.44c)
j

Le reste de cette démonstration consiste a extraire une sous-suite (pj, )5, telle que la contra-
diction suivante soit vérifiée

. 1
lim / ?|pjk|2d$dadt—>0.

k——+o0 Q

1
D’aprés 'hypothese (3.44a), il existe p € L? <0Q) tel que

1
p; — p fortement dans L? (9Q> .

Par conséquent,
pj — p fortement dans D'Q). (3.45)

Etape 1 : On montre d’abord que pour tout j € {1,---, M}, la suite (||ij||%2(G))j
est bornée.
Omn a

1 ) 2 1 , 3
</ @|PPij’ dfﬂdadt) < (/ @|pjxw| dwdadt) (3.46)
G

1

</ ] — Ppj)xw|? dxdadt)

1
Puisque Y7 est bornée, en utilisant ’hypotheése (3.44), on déduit qu’il existe un nombre
e > 0 tel que
1
Vj eN, / 9—2|ij)<w|2 drdadt < e. (3.47)
G

Comme K est de dimension finie, les normes sont équivalentes. En particulier, les applica-
tions

1
k r—>/ |k|? dzdadt et k:r—>/ — |k|? dedadt
G a 02

sont de normes équivalentes sur K. Il existe alors un réel € tel que

Vj €N, / |Ppjxo|? dedadt < & (3.48)
G
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Etape 2 : On a pj = pj — Ppj + Pp;. Donc

Ipillz@) < llpj — Ppjillezey + [1PpjlliL2q)-

Des lors, les relations (3.48) et (3.44c) nous permettent de dire que la suite (p;Xw)jen-
est bornée dans L?(G). On peut donc extraire une sous-suite de (p;xw), encore notée

(PjXw)jent, telle que
piXw — p faiblement dans L*(Q). (3.49)

Comme K est de dimension finie, on sait que P est un opérateur compact. Ainsi, de la
relation (3.49), on a 'existence d’une sous-suite encore notée (p;jxw)jen+ telle que

Ppix., — Pp fortement dans L*(G). (3.50)
Par ailleurs, d’apres 'hypothese (3.44c), on a
PiXw — Ppjxw — 0 fortement dans L*(G). (3.51)
Ainsi, en combinant les relations (3.51) et (3.50), on a
piXw — Pp fortement dans L*(G). (3.52)
Des lors, en utilisant ['unicité de la limite, les relations (3.49) et (3.52) nous donnent
PpXw = pXw- (3.53)

Ce qui veut dire que p € K.

Etape 3 : Montrons que p = 0 dans G.
En utilisant (3.45), on a

e R o A Ap; + pupj = Lpj — Lp faiblement dans D'(Q),
a
Comme d’apres la relation (3.44b) on a

Lp; — 0 fortement dans L?*(Q), (3.54)

I'unicité de la limite nous permet de dire que Lp = 0 dans @ et donc dans G. En résumé,
nous avons montré que

Lp =0 dans G,
p € K.

Par conséquent, le lemme 3.3 nous permet de conclure que p = 0 dans G.
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Des lors, puisque 'égalité (3.53) est vérifiée, la relation (3.52) devient
piXw — 0 dans L*(G). (3.55)

Etape 4 : Comme p;j € V, en appliquant I'inégalité d’observabilité (3.41), on obtient

1
Vj €N, / ﬁpjy? dzdadt < C </ |Lp;|* dxdadt +/ Ip;|? da:dadt) : (3.56)
Q Q G
En utilisant les relations (3.54) et (3.55) quand on passe a la limite dans (3.56), on a
. L9
jgr—&]:loo 0 ﬁ‘pj’ dzdadt = 0.

Ce qui est contraire a (3.44a). Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.4.

O]
On définit, comme aux chapitres précédents, I’espace H par
H={hecL*Q)|0hc L*Q)}. (3.57)
Muni de la norme )
hllm = </Q 10h2 dxdadt>2 , (3.58)

H est un espace de Hilbert.

2.2 Caractérisation de la solution du probleme de controlabilité a zéro avec
contrainte sur le contrdle.

Dans cette section nous caractérisons la solution optimale. Nous utilisons, pour cela,
une méthode de pénalisation introduite par J-L. Lions.
Soit
uwe Kt
0z 0z
;4o AZ+NZ - BZ(t,O,IL’) =h+ (ko +U)XW7
& (3.59)
2(T,a,z) =0,
z(t, A, z) = 0.
On définit, pour tout couple (u, z) € A, la fonctionnelle I par
Lo 1 2
L(,2) = 5 ulz() + 50120, 0,2)] 220, (3.60)

et on considere le probléme de minimisation suivant

ian{Ig(u, 2)}. (3.61)

(u,2)€
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Comme I.(u, z) > 0, on peut définir d. € R tel que
d. = inf{I.(u,z2), (u,z) € A}.
Soit (v, yn) une suite minimisante telle que (v, y,) € A et
1
dg < Ig(vn,yn) < d&‘ + E < dg + 1.

De la structure de I, on a

[vnllr2@) < C, (3.62)
(0, a; 2) |2 a) < Cye. (3.63)

ot C est une constante positive indépendante de e. Comme (v, y,) € A, on a

—%y;(t,a, x) — Ot ——(t,a,z) — Ayn(t,a,x)
+ut,a, 2)yn(t,a,x) — B(t,a,2)yn(t,0,2) = h+koxw + UnXw dans @,
yn(t,a,z) = 0 sur X,
yn(Tya,z) = 0 dans  Qa,
yn(t,A,x) = 0 dans Qr,
(3.64)

Des lors, en utilisant (3.62), (3.27) et les propriétés de I’équation de la dynamique de
population, on sait qu’il existe une constante positive C telle que

(- 0, I3y + Mol 2 sy < C-
Il s’en suit alors que
HynHL%U;Hg(Q)) <C (3.65)
[[yn (-, 0, ')H%?(QT) <C (3.66)

Des relations (3.62), (3.63) (3.65) et (3.66), on déduit que l'on peut extraire de (vn, Yn)n,
de (yn(0,a,z)), et de (yn(t,0,x)), des sous-suites encore notées (vn, Yn)n, (Yn(0,a,x)), et
(yn(t,0,2)), telles que

v, — w. dans L*(G), (3.67)
Yn — ye dans L*(U; HY(Q)), (3.68)
Yn(0,a,2) — o dans L*(QA) (3.69)
yn(t,0,2) — ~ dans L*(Qr). (3.70)

Comme K= est un sous espace vectoriel fermé de L?(G) et que v, € K+, on a v. € K.
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Soit ¢ € D(Q). Multiplions 1'égalité (3.64); par ¢ et intégrons la sur Q. On a alors

/ <_8yn _ % Aypn + pyn — Byn(t, O,x)) o drdadt = / (h + koXw + VnXw)p drdadt.
Q ot da Q

En utilisant la formule de Green, nous obtenons

/ o (%f * g B ASOJ”“P) drdadt —/ Buyn(t,0, z)¢ drdadt (3.71)

= / h + koXw + UnXw)p dxdadt, Vo € D(Q).
Q

En utilisant (3.67), (3.68) et (3.70) quand on passe a la limite dans I’égalité (3.71), cette
derniere devient

/ Ye (88(5 + ga —Ap+ ,ugo) dxdadt — / By drdadt = / (h + koXw + veXw)p dzdadt,
Q

Vo € D(Q).

En intégrant 1’égalité précédente par parties, on a

Ay Oye
/ng (— Je _9Ye Ay. + pye — By) drdadt = /Q(h—kkoxw—kvgxw)cp dzdadt, Yo € D(Q).

ot Oa
(3.72)
Ainsi, nous obtenons
Oy 0Ye
—SF = S = Ay + e — By = h+ kX + vexe dans Q (3.73)

Montrons maintenant 1’existence des traces de ..

0 0
Comme y. € L?(U; H}(Q)), on a %(t, a,.) € L*(Q) et 8?28 (t,a,.) € L*(2). Par consé-
quent, Ay.(t,a,.) € L*(2) puisque h + kex,, € L*(Q). En somme, on a y.(t,a,.) € L*(Q)

0
et Ay(t,a,.) € L?(Q) ce qui implique que Ve (t,a,.) et 83/6
v

(t,a,.) existent et appar-
>
tiennent respectivement a H_%(I‘) et H_%(F). (voir [17])

0
D’autre part, y. appartenant & L?(U; H}(Q2)), on a Ay. € L*(U; H~1(Q)). Donc — de

ot
aays € LQ(U H™ (Q)) puisque h + kexw € LQ(Q)' Ainsi, [y(T, a, ), y:(0, a, x)] et

[ye(t, A, x),y(t,0, x)] existent et appartiennent respectivement a (L?(Q4))? et (L*(Qr))?.
(voir [31, 14])
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Soit ¢ € V. Si on multiplie (3.64); par ¢ et que 'on intégre sur ), on obtient

/ yn(0,a,z)p (Oaw)dwda—i—/ yn(t,0,2)p(t,0, z) dtdx

+/yn< g0+—Agp-|—,ugo> d:z:dadt—/ B(t,a, x)yn(t,0,z)p(t, a,z) drdadt (3.74)

= / (h 4+ koXw + UnXw)p dzdadt.
Q

En utilisant (3.67), (3.68), (3.69) et (3.70) quand on passe a la limite dans (3.74) , on
obtient

/ ap(0,a,x) drda + yo(t, 0, x) dedt + / ( + 9¢ _ Ap + ugo) dxdadt
Qa

Qr da

— / Bye drdadt = / (h + koXw + VeXw)p dzdadt.
Q Q
En intégrant la précédente égalité par parties dans (), on obtient

/ (h 4+ koXw + veXw)p drdadt = / ap(0,a,x) drda + vo(t,0,x) dedt
Q Qa Qr

— ye(O a,z)p(0,a x)dwda—i—/ ye(t, A, x)o(t, A, x) dedt

/yet():v t()xdacdt—//< > dl'dadt
H=1Y/2(I),HY/2(I))
+ / / <8y5 > dTdadt
(H=3/2(T),H3/2(T))

+/ ( Qe _ ag{j Aye + py: — ﬂ'y) dzdadt.

0y 0y

ot da
= / (h + koXw + veXw)p dxdadt, alors I'égalité précédente devient
Q

Comme ¢ € V et, d’apres (3.72), on a / © (— — Ay + pye — ny> dxdadt
Q

/ ap(0,a,x) dq:da+/ vo(t,0,x) dxdtJr/ Ye (T, a,x)o(T, a,x) dzda

A Qr Qa

— [ 4(0,0,2)(0, 0, 2) dwda + / yo(t, A, 2)p(t, A, z) dadt
Qa

—/ y=(t,0,2)p(t,0,z) dxdt—/ / <y ,SD> dl'dadt = 0.
Qr (H=1/2(T),H'/2(I))
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Maintenant, choisissons ¢ € V tel que (T, a,x) = ¢(0,a,2) = 0dans Q4, p(t,A,z) =0

dans Q7 et % =0 sur X. On a alors

ov

/ 'ycp(t,(),x)dxdt:/ Ye(t,0,2)p(t,0,z) dzxdt.
T T

Donc v = liIJrrl Yn(t,0,2) = y:(t,0,2) dans Q. En choisissant ¢ € V tel que ¢(T,a,z) =
n—-—+0oo
©(0,a,z) =0 dans Q4 et ¢(t, A,x) = 0 dans Qr, on a

T rA
/’/ @a&§ dldadt = 0,
0 0 8U (H*1/2(F)7H1/2(F))

Donc y. = 0 sur X. En choisissant ¢ € V tel que ¢(T,a,z) = ¢(0,a,z) = 0 dans Q4, on a
/ ye(t, A, x)o(t, A, x) dedt = 0.
Qr

Donc y.(t, A, z) = 0 dans Qp. Et, finalement, on obtient « = lim y,(0,a,z) = y-(0, a, ).

n—-+00

Nous venons donc de montrer, d’une part, que
Yn(t,0,2) = y(t,0,z) dans L*(Qr).

et, par conséquent,

—i%@,)—a%@m@—A%@m@
a
+u(t,a,2)y:(t, a,x) — B(t,a,2)ye(t,0,2) = h+koxw +vexw dans @,

Ye(t,a,z) = 0 sur 3, (3.75)
ye(Tya,z) = 0 dans Qu,
ya(t; A,x) =0 dans QT.

D’autre part, on a

Yn(0,a,2) — y-(0,a,z) dans L*(Q4). (3.76)

Maintenant, si on combine (3.67), (3.76) et la semi-continuité inférieure faible de la fonc-
tionnelle I, on obtient
Ie(ve,ye) < 1i§ igg I (vns yn) = de.

n—+

Donc (ve, ye) est le couple optimal solution du probléme (3.61). L’unicité de ce couple vient
de la stricte convexité de la fonctionnelle I..

Dans ce qui suit, nous caractérisons le couple optimal.
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Proposition 3.5. Soient (ve,y:) la solution optimale du probléme (3.61) et P l'opérateur
de projection orthogonale de L*(G) dans K. Alors, il existe un état adjoint p. tel que le
triplet (ve, Ye, pe) soit solution du systéme d’optimalité suivant :

Ve = —(peXw — Ppe) € K+, (3.77)
_aagf (t,a,x) — (98?26 (t,a,x) — Aye(t,a, )
+,U(t, a,x)ys(t,a, IE) - ﬂ(taaa IL‘)yE(t,O,fL’) = h+ kOXw +U€Xw dans Q7
ye(t,a,z) = 0 sur X, (3.78)
ye(Tya,z) = 0 dans Qa,
y€<t7A7$) =0 dans QT:
dp: | Op: -
at + aa pE—’_lupE 0 dans Q)
pe(t,a,x) = 0 sur X,
A 3.79
pa(tvoax) = /Bpa da dans QT7 ( )
pa(oaaa l‘) - 7y£(05a7x) dans  Qa.

Démonstration. Ecrivons les équations d’Euler-Lagrange qui caractérisent le couple (Ve,y Ye)-

On a:

I (ve + Mw = ve), ¥ + Mz — ye)) — Le(ve, ye)

Yy A

>0, Y(w,z) e A

Calculons I, (v: + AM(w — v:), Y + A(z — y<)). On a alors

Ie(ve + Mw —ve), e + Az — ) =

1
Sllve + A = vo)lIZ2 g
1
+£”(ya + )‘(Z - ya))(07 a, 'r)”%2(QA)

1
§HU£H%2(G) + AMve, w = ve) 2@

AQ 2 1 2
+5||w — Vellz2e) + 27:”1/5(07 a,7)||72(0.4)

A
+g(y€(07 a, x)? (Z - ys)(oa a, x))LQ(QA)
2

A
+%||(’Z - y&)(oa a)x)||%2(QA)-
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Donc

Te(ve + Mw = ve), ye + Az = we)) = Le(ve, ) = AMve,w —ve) 26
2
F2 e e

A

+20:0,0,2), (- = 1)(0.0.2)) 21
A2 5

+£H(Z - yé)(oaayx)HLQ(QA).

Ainsi, en divisant les deux égalités précédentes par A # 0 puis en passant a la limite quand
A tend vers 0, nous obtenons

1
(Ve w — V) 2y + g(yS(O, a,z), (2 = Y:)(0,0,7)) 120,y > 0, V(w,z) € A (3.80)

Pour interpréter (3.80), on considere le systéme adjoint suivant :

Ope | Ope N
5 T g~ Dpetuee =0 dans @,
pe(t,a,x) = 0 sur 3,
3.81
pe(t,0,z) = / Bp-da  dans Qr, (3:81)
p(0,a,z) = Eys(O a,z) dans Qa.
Comme z — y. est solution de
S 0,y E ) 40,0~ A~ gt a)
+,LL(75,CL,CL’)(Z - yE)(t’ a,ﬂ;’) - ﬁ(t’ a x)( ye)(t 0 .I) = W= dans Q7
(z —y)(t,a,z) = 0 sur X,
(z—ye)(T,a,z) = 0 dans  Qa,
(z—ye)(t,Ayz) = 0 dans Qr,
(3.82)

puisque (z,y.) € A2, si on multiplie (3.81); par z — . et que I'on intégre par parties sur
Q, on a

—/ p(0,a,2)(2(0,a,x) — y-(0,a, z)) deda — o pe(t,0,2)(2(t,0,7) — y=(t,0,2)) dodt
T
+/ ( (2 — ys B O(Za—ays) S Az — )+ (e — y5)> pe dxdadt = 0.
Ce qui équivaut encore a
‘é , U:(0,0,2)(z ~ 3)(0,a,2) dada + /Q<w = V) Xwpe dwdadt = 0. (3.83)
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Les relations (3.83) et (3.80) donnent alors
/GUE(w — ve) dzdadt + /Gpgxw(w —v.)dxdadt >0, Yw e K+
K étant un sous espace vectoriel, on a
/G(uE + peXow)(w — v.) dzdadt = 0, Yw € K.

On déduit alors que v: +p: X, € K puisque v. € K+. Ainsi, v-+p-x0w = P(ve4pXw) = Ppe.
Finalement, on obtient
ve = —(peXw — Pp:) € K+ (3.84)

O]

Nous allons maintenant établir des estimations a-priori sur v, y. et p.. Pour cela,
considérons le produit scalaire af(.,.) défini sur V x V par

a(p, p) = /QLpLﬁ dzdadt + /G(p — Pp)(p — Pp) dzdadt. (3.85)

On note V' le complété de V pour la norme :

p = llpllv = y/alp, p). (3.86)

Ainsi, V =V est un espace de Hilbert.

On munit V de la norme

1 2
ol = ([ 5ol dedads (3.87)
Q0
et on note Lg(Q) le complété hilbertien de V. Autrement dit, on a
Lg(Q) _ V”He
La proposition 3.4 nous assure que

lolle < Clipllv, Vo eV (3.88)

puisque nous avons l'inégalité de Carleman adaptée :

1
/Qe|p|2d:vdadt <C (/Q |Lp|* dedadt + /G lp— Pp|2dxdadt> .

Nous obtenons alors le résultat suivant :
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Proposition 3.6. Soit (ve,ye, pe) défini comme dans la Proposition 3.5. Alors, il existe
une constante positive C' indépendante de € telle que

lvellL2(ey < ClihllA, (3.89)

1Yell ey < Cllblla, (3.90)
lpellv - < Clhla, (3.91)

lpells < Cllhla. (3.92)

Démonstration. En multipliant ’équation (3.78); par p. solution de (3.79) puis en intégrant
sur (), on obtient

/ De (— Qe e Aye + pye — 5y5(t,0,x)> dxdadt = / hpe dzdadt
Q ot Ja Q

+ / (ko + ve)pe dzdadt.
G

En utilisant la formule de Green dans la précédente égalité et en tenant compte du fait que

A
Ye(T,a,7) = y=(t, A,x) = 0, que pc(t,0,2) = / Bpeda et que y., = ps =0, on obtient
0

/ y=(0,a,2)p:(0, a, z) drda —i—/ Ye (8,05 + Ope _ Ape + up5> dzxdadt
Qa Q ot Oa

= / hpe dxdadt + / (ko + ve)pe dzdadt.
Q e

Ope | Ope
ot T da

1
Comme p.(t,0,2) = —y-(t,0,z) et — Ape + pupe = 0, Iégalité précédente devient
€

1
7/ ly=(t,0,2)|* deda = / hpe dxdadt + / (ko + ve)pe dxdadt,
€JQa Q G

ce qui équivaut encore a

1
7/ ]yg(t,O,a:)Ideda:/ hpgda:dadt—i—/ k:gpgdxdadt—/ ]vglzda:dadt,
€JQa Q G el

puisque v, = —(I — P)p.x., € K.
Comme p. vérifie I'inégalité de Carleman adaptée (3.43), on sait qu'il existe une constante
positive C' indépendante de ¢ telle que

< Cllpellv < Cllvell 2y
L2(Q)

1
llpello = gP=
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Ainsi, puisque ko vérifie la relation (3.26), on a
1
S0 Mg+ elaey = [ hoedodadt + [ kop. dedadt,

1 1
= /6?hfpE dxdadt—i—/ 0ko— pe dxdadt,
Q 0 a 0

< (el + 10kolz@) o]
(G)
< Clhllgllvell L2 (ey-
Ce qui implique que
lvellL2@y < Cllhll, (3.93)
1900, -, Mz2@ay < CVellhllm, (3.94)

Par conséquent, y. étant solution de (3.78), en utilisant les estimations (3.93), (3.94),
(3.27) et les propriétés de ’équation de dynamique de population (cf. Annexe B) on sait
qu’il existe une constante positive C' telle que

lly (-, 0, ‘)H%Q(QT) + ”3/5”%2((],113(9)) < Clhllg

Il s’en suit alors que
9,0, Mrz@ry < Clihlla, (3.95)
1Yell e mp)y < Clihlla- (3.96)

D’autre part, comme p, est solution de (3.79), on a en particulier p. € V. En utilisant la
définition de la norme sur V' donnée par la relation (3.86) et la définition de v. donnée par
(3.77), on obtient 'estimation

lpellv = HU5HL2(G) < Clh|lg- (3.97)

Par ailleurs, puisque p. vérifie I'inégalité de Carleman adaptée (3.43), en utilisant (3.88) et
(3.97), on obtient

< Cl|h)|a (3.98)
L2(Q)

1
lo-llo = | 50-
O

Passons maintenant a la limite dans le systéme d’optimalité approché.

Proposition 3.7. Soit P l'opérateur de projection orthogonale de L?(G) dans K. Alors, il
existe une fonction p tel que le triplet (v,y, p) soit solution du systéme d’optimalité singulier
sutvant :

v=—(pxw — Pp) € K, (3.99)
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dy
_g(ta CL,I‘) - %(
it a, @)yt av) — B,

t,a,)

Démonstration. Grace aux estimations (3.93),(3.94), (3.95) et

- Ay(t a, l’)

a,z)y(t,0,z) = h+koxo+vxe dans
y(t,a,x) = 0 sur
y(T,a,x) = 0 dans
y(t,0,2) = 0 dans

y(ov a, l‘) =0 dans QAa
Ap+pp = 0 dans Q,
p(t,a,z) = 0 sur X,

A
/,dea dans Q7.
0

(3.101)

(3.102)

(3.96), on peut extraire de

(Ve Ye)es (Ye(t,0,2))e et y:(0,a,x). des sous-suites, encore notées (ve, ye)e, (Ye(t,0,2)): et

y:(0, a, ). telles que

UE
Y (0,a, x)
Ye(t,0,2)
Ye

—\

_>
—\
—\

vg faiblement dans L?(G),
0 fortement dans L*(Q4),
7 faiblement dans L*(Qr),
yo faiblement dans L*(U; H} (Q)).

Comme v, € K qui est un sous-espace vectoriel fermé de L?(G), on a

Vo € K+t

(3.107)

Par ailleurs, le couple (v.,ye) étant solution de (3.78), on peut montrer, comme & la page
71, que le couple (vg = vo(h),yo = yo(h)) vérifie

Yo Yo
o et =5y
+M(t7 a, flf)y()(t, a, $)

et

(t,a,x) —

Ayo(t,a,x)
— B(t,a,2)yo(t,0,2) = h+ koxw + voXw
yo(t,a,x) = 0
yo(T,a,z) = 0
yo(t,A,x) = 0

y0(0,a,2) = 0 dans Q4.
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Montrons maintenant que (vo,yo) = (v,y).
Puisque v € £ défini par (3.25), d’apres 'expression de I, on peut écrire

1

1
5””6“%2(6') < Ie(”a@/e) < 5”””%2(6')

En passant a la limite dans (3.110), on obtient
1 2 P L2
ooy < Hminf L(ve, ) < 51wl

Par conséquent, on a
lvollz2(qy < llvllL2()-

D’autre part, (vo,yo) étant solution de (3.12)-(3.15), on a vg € £. Donc

Vg =0

(3.110)

(3.111)

(3.112)

car v est le controle optimal donné par (3.25). Deés lors, 'unicité des solutions du systeme

(3.108) nous donne yy = y.

Passons maintenant a la limite dans (3.79).

Gréce a l'estimation (3.97), on peut extraire de (pg ). une sous suite encore notée (p.). telle

que

pe — p faiblement dans V,

La relation (3.113) signifie que p € V' et que

Lp. — Lp dans L?*(Q),
p=0sur X,

A
p(t,0,7) = /0 Bp da.

De plus, comme Lp. = 0 dans @, on en déduit que Lp = 0 dans Q.
Par ailleurs, on a

ve = —(I — P)p. = v = —(I — P)p dans L*(G).

(3.113)

On conclut alors que le triplet (v, y, p) est caractérisé par le systéme d’optimalité singulier

(3.99)-(3.102)
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3 Résolution du probléme de contrélabilité a zéro avec contraintes sur I’état.

Théoréme 3.1. Existence, unicité et caractérisation du Follower.

Soient Q un ouvert borné de RN de frontiére T de classe C? et H espace de Hilbert défini
par la relation (3.57).0n suppose les hypothéses (3.2) et (3.3) satisfaites. Alors, pour toute
fonction e; € L*(Q), 1 < i < M, vérifiant I’hypothése (3.5), pour tout h € H et pour tout
B défini par (3.3) telle que 08 € L>®°(Q), il existe un unique controle k = k(h) € L*(Q) tel
que la solution y = y(h,k(h)) de

dy dy
_a(tv a, (13) - %(ta a, .Z') - Ay(ta a, (IZ)
+/,L(t,(1, x)y(tv CL,I’) _/B(tvaa x)y(tvovx) = h+ka dans Qa
y(t,a,z) = 0 sur X, (3.114)
y(T,a,xz) = 0 dans  Qa,
y(t,A,x) = 0 dans Qr
vérifie
/ yejdrdadt =0, 1<i<M (3.115)
Q
et
y(0,a,2) =0 dans Qa. (3.116)
De plus,

k=ko—(I—P)pxw
ou P est l'opérateur de projection orthogonale de L*(G) dans K et p vérifie
f+fa—Ap-|—up = 0 dans @,
0 sur X,
A
p(t,0,z) = / Bpda dans Q.
0

)
—~~
\_P#
8
8
N—
I

Démonstration. Nous avons montré qu'’il existe un unique contréle v(h) € K+ de norme
minimale tel que le couple (v(h),y(h,v(h))) vérifie le probleme de controlabilité a zéro avec
contrainte sur le controle (3.12)-(3.15). Par conséquent, la Proposition 3.1 nous permet de
dire que le controle k = k(h) = (ko(h) + v(h)) est solution du probléme de contrdlabilité a
zéro avec contraintes sur I'état (3.6)-(3.7)-(3.8). O

4 Résolution du probleme de controle optimal.

4.1 Quelques propriétés.

Soient h € H ainsi que 6 et ko(h) définis respectivement par (3.39) et (3.19). Alors, grace
a l'estimation de kg(h) donnée par la relation (3.26) et a l'inégalité de Cauchy-Schwartz,
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la forme linéaire définie sur V' par
p / hp dzxdadt +/ ko(h)p dxdadt
Q G

est continue sur V. Des lors, le théoreme de Lax-Milgram nous permet de dire que, pour
tout h € H, il existe un unique py = py(h) € V solution de I'équation variationnelle
suivante

a(pg,p) = / (h + ko(h)xw)p dzdadt, Vp € V. (3.117)
Q

ou a(.,.) est la forme bilinéaire définie par la relation (3.85).

Lemme 3.4. Soit ko défini par la relation (3.19). Alors ko € H et lapplication Fy définie
par
-Fl : H — L2(G)

h e Fu(h) = ko(h) (3.118)

est linéaire et continue de H dans L*(G).

Démonstration. Comme kg € Ky, on a d'une part kg € L?(G) et d’autre part 0kg € K C
L?*(G). Donc kg € H. Par ailleurs, d’aprés la définition de ko donnée par la relation (3.19),
J1 est clairement linéaire. De plus, I'estimation (3.27) nous donne ||ko||z2() < C||h]|g. On

en déduit donc que cette application est continue sur H.
O

Soit, maintenant, F une application définie sur H & valeurs dans L?(G) par :

F: H — L*G)
h = v=F(h)=—(p(h) = Pp(h))xw-
Lemme 3.5. Pour tout h € H, soit p = p(h) la solution du systéme (3.102). Alors,
Uapplication F définie par la relation (3.119) est linéaire et continue de H dans L*(G).

(3.119)

Démonstration. On considere le sous-espace vectoriel Vy de V' défini par
Vo ={p e V|Ly =0}

Puisque F(h) est solution du probléme (3.12)-(3.15), on multiplie les deux membres de
(3.14)1 par ¢ € V. On a alors :

/ (— — o = Ay + py — B(t, a, 2)y(t, 0, w)) ¢ drdadt = / (h + (ko + v)xw)p drdadt.
Q a Q

A

En intégrant la précédente égalité par partie, comme (¢,0,z) = / B(t,a,x)p(t,a,z)da
0

dans Q7, Ly = 0 dans @Q et o(t,a,z) = 0 sur X, on obtient :

/ ho dxdadt +/ ko(h)e dxdadt +/ VXw dxdadt =0, Yo € Vy
Q Q Q
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ou encore
/ he dxdadt + / ko(h)p dxdadt — / (p — Pp)xwe dzdadt =0, Yo € Vj
Q Q Q
ce qui équivaut encore a

/ ho dzdadt —I—/ ko(h)xwe drdadt +/ F(h)xwp drdadt = 0, Yo € V. (3.120)
Q Q Q

Enfin, puisque l'application ¢ — / hp dxdadt + / ko(h)p dxdadt est linéaire et continue
Q Q

sur Vp et que

—/ F(h)pdrdadt = /(p(h)—Pp(h))(pdxdadt,
G G

= (o) = Pp(h))(p = Py) dadadt
alp(h),0), Vo € Vo,

on déduit alors de I'égalité (3.120) que p = p(h) est solution du probléme variationnel

a(p,p) = /thp dacdadt—l—/@ko(h)xwgo dzxdadt, Yo € Vj. (3.121)

Donc, l'application h — p = p(h)x, est linéaire de H dans L?(G). En outre, puisque
l'opérateur de projection I — P défini de L?(G) dans K+ C L?(G) est également linéaire,
on en déduit que I'application F est linéaire de H dans L?(G).

Montrons maintenant que F est continue sur H. On rappelle que v = —(p(h) — Pp(h)) =
(I — P)p(h) et d’apres la relation (3.121), on a, en particulier pour ¢ = p

a(p,p):/thdxdadt—i—/Gkg(h)pdxdadt.

Autrement dit, on a

o1 /thd:cdadt—i—/Gkg(h)pdxdadt

1 1
= /thpdxdadt—i—/ Oko(h)—p dxdadt.
o 0 G 0

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz dans le membre de droite de la précédente

égalité, on a
1/2 1 1/2
( / (6h)? da:dadt) ( / —p’ d:vdadt)
Q Qb

1/2 1 1/2

+< / (Hko(h))dedadt> < / = dmdadt) ,
Q Qb
Cllhllmllpllvy + Cll0koll 2y llollvs

IN

ol

IN

83



En utilisant I'estimation (3.26), on obtient
lpllv < Clihlla
Et, puisque F(h) = (I — P)p(h) et que [[(I = P)pll 2y = Ipllv, on a
IF ()2 < Cllhlla

D’ot la continuité de 'application F sur H.

O
Dans la suite, nous noterons ko(h) = Fi(h).
4.2 Existence et caractérisation du Leader.
On considere la fonctionnelle J définie par
1 2 N
J(h) = §”y(h7k(h)) = zdllz2g) 5HhHH (3.122)
a laquelle on associe le probleme de minimisation suivant
inf J(h) (3.123)

h€Uyq

ott Uyg est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L?(Q).

FEn utilisant les propriétés des applications F et F; données respectivement par le Lemme
3.5 et le Lemme 3.4, on en déduit que J est strictement convexe continue et coercive. On
a donc le résultat classique suivant :

Proposition 3.8. Le Probléme (3.123) admet un unique controle h € Uyg.
Démonstration. Comme J(h) est positive, on peut définir d,, € R tel que
dp, = inf{J(h), h € Uyq}.
Soit (hy)n une suite minimisante telle que (hy,), € Uyq et
dn, < J(hy) <dn+% <d,+1 (3.124)
De la structure de J, on a

[hnllr < C (3.125)

ou C est une constante indépendante de n.
On peut donc, d’apres 'estimation (3.125), extraire de (hy), une sous-suite encore notée
(hn)n telle que

By — h dans Uyg (3.126)
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Comme U,, est convexe et fermé, on a h € U,q. Par ailleurs, J étant continue, elle est

semi-continue inférieurement. Donc, on a

d,, = liminf J(h,,) > J(h).

n—-+00
Et puisque h € U,4, on a nécessairement

ﬂm:hglﬂm

L’unicité de h vient de la stricte convexité de .J.

O]

En observant que k(h) = ko(h) +v(h) = Fi(h) + F(h), nous notons § = y(h, k = k(h))

I’état associé au contrdle optimal h. Il s’agit maintenant de caractériser h.

La condition d’Euler-Lagrange s’écrit

d A ~
a:](h + )\(h - h))|>\:0 >0, Vh € Uyq.
d . . o J(h+Ah—h)) - J(h)
Rappelons que aJ(h +A(h = h))|,_, = )1\13% 3 :

1 ~ ~ ~ ~
Tt Ah=h) = Slly(h+ A =), k(h + Mh = h))) = zallZ2 ()
N - N
+5 I+ =)
= Ly 2 A9 h—h,k(h—h
= 5l = zulliag) + A (9~ zy(h —h k(= B) ,

A2 N S 2 N ~09
5 ly(h = Ry k(h = W)z ) + 5 IRl
A A N2 R
+NMmh—mH+—?wh—m@
et

Tt Mh—h) = J(h) = (3~ zay(h—h k(=) ,
2

~ N A o o
+NMmh—mH+§wmh—mmh—mmé@)

N )2 .
+?||h—h”%1-
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Par conséquent, en divisant la précédente égalité par A # 0 puis en passant a la limite
lorsque A tend vers 0, on obtient

A~ ~

I (b Ah =)y, = (9= zay(h— b, k(h — h)))LQ(Q) + (Nh,h - h)H .
Ainsi, la condition d’Euler-Lagrange nous donne
(y — zayy(h — h, k(h — h)))LQ(Q) + <Nh, h— h)H >0, Vh € Uyyg. (3.127)

On interprete cette condition en utilisant la notion d’état adjoint. Pour faciliter nos
calculs, on pose w = h — h et on note z = y(w, k(w)). Alors z vérifie

0z 0z
_a(t,a,ﬂf) - %(t,a,x) - AZ(t,CL,LIZ‘)
Fult,a,3)2(t, 0vw) — Bt a,2)2(,0,5) = wtk(w)x. dans Q,
z(t,a,xz) = 0 sur 3, (3.128)
2(T,a,z) = 0 dans  Qu,
z2(t,A,z) = 0 dans Q7.
Soit p la solution du systeme suivant :
dp , Op
L TE A — n
En + 9% (p—l—,u]; 3(4) Zd dans ;2,
p(t,a,x = sur ,
p(0,a,z) = 0 dans  Qa, (3.129)

A
p(t.0.2) = [ Btawp(tac)da dans Qr.

Puisque § — 24 € L*(Q), on démontre, comme dans annexe 2, que p € L*(U; H}(2)). Par
ailleurs, on montre aussi comme a la page 71 que les traces de p existent. On multiplie
l’équation (3.129); par z solution de (3.128) et on intégre par partie sur ). On a alors

0 0
/Qz(@ — zq) dxdadt = /Qz ((;; + 8—2 — Ap+ up) dzrdadt

0z 0z
= /Qp (_875 90 Az + pz — B(t,a,x)z(t,0, x)) dxdadt.

Et comme —Z—?—Az—i—uz—ﬂ(t, a,)z(t,0,2) = wtk(w)xw = w+(Fi(w)+F(w)) Xw
a
dans ), on obtient

/ 2(§ — zq) dedadt = / pw dxdadt + / pF1(w)xw drdadt + / pF (w)xw drdadt.
Q Q Q Q
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On va maintenant interpréter cette égalité, en exprimant chacune des intégrales du
membre de droite dans I'espace de Hilbert H = {h € L?(Q)|0h € L*(Q)} ot 6 est définie
par la relation (3.39). Soient H’ le dual de l'espace de Hilbert H et A~! 'isomorphisme
isométrique de H' dans H. Comme on peut écrire

/ pw drdadt = / 1p&w dxdadt = <}p, W) H H
Q Q 0 0 ’
/prl(w) dzdadt = (F7 (p),w) .1

/Gp]:(w) dzdadt = (F*(p), W)y 1,

on obtient alors .

—p),W)H,

/ pw drdadt = (A™(
Q 0

/G pF(w) dedadt = (A FF (p), w) i

et
/Gp]-"(w) drdadt = (A" F*(p),w) .
Ainsi, la condition (3.127) devient
(A_lé(p) + AT Ff(p) + AL FH(p) + Nh,h — ﬁ)H >0, Vh € Upqg
ou encore

1 A ~
<A‘1(91+]:f +77)(p) + Nh,h — h) 20, Vh € Uad
H

ot I est 'opérateur identité de L%(Q).

On a donc montré le résultat suivant :

Théoreme 3.2. Existence, unicité et caractérisation du Leader.

Soient Q un ouvert borné de RN de frontiére T' de classe C?, § définie par la relation (3.39)
ainsi que F et Fi les applications linéaires et continues définies respectivement par (3.119)
et (3.118). Alors, il existe p € L*(U; H} (Q)) tel que le probléme de minimisation (3.123)
admette une unique solution h caractérisée par la condition d’optimalité suivante

1 ~ ~
(A‘1(01+}'f + F*)(p) +Nh,h—h> >0, Vh € Uaq (3.130)
H
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avec p solution de

Op  Op

a2 + %0 Ap + up
p(t,a,x)
p(0,a,x)

(h, k(h)) = z4

<

A
B(t, a, x)p(t, a, x) da

s— ==
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Conclusions et perspectives

Ainsi, dans chacun des problémes linéaires étudiés, nous avons démontré ’existence
et I'unicité de deux controles ayant chacun un objectif différent a atteindre. En effet, la
solution du probléme de contrdlabilité a zéro a pour but de ramener I’état du systeme a
zéro a 'instant final T" tandis que la solution du probléme de contréle optimal doit garder
I’état du systeme proche d’un état donné.

De ce point de vue, les deux problemes étudiés, a savoir le probléme de la chaleur linéaire
et le probléeme a deux temps, sont controlables au sens de Stackelberg.

En perspectives, dans les applications concretes des probléemes de diffusions, le probléme
de Stackelberg prend tout son sens pour les systemes couplés. On considérera, par exemple,
le systéme suivant

Yyl —Ayi +a1y2 = vixo dans Q,
Yo — Aya +azyr = vaxe dans Q,
y1=9y2 = 0 sur X,

y1(0) = g dans ,

y2(0) =y} dans .

ainsi que les fonctionnelles

1 N
Ji(vr,v2) = Sllyn = zal|72(q) + 7”“”%2(0)

et
1 2 Ny 2
Ja(vi,v2) = Sllye = zallz2 ) + 5 vzl
et, I’on cherchera alors a déterminer les controles v1 et vy de telle sorte que I'un ramene
le systeme a zéro au bout d’un temps 1" tandis que ’autre maintiendra 1’état proche d’un
état donné.
On pourra aussi s’'intéresser a des systémes couplés en dynamique de population.
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Annexe A

Existence, unicité et propriétés de
la solution pour I’équation de la
chaleur.

Soient N € N* et Q un ouvert borné de RY de frontiere I' de classe C?. Soit par ailleurs
un ouvert non vide w C @ C 2. Pour 7" > 0, on pose @ = 2x]0,T[, ¥ = I'x]0,T[ et on
considere dans le cylindre @ le probleme de Cauchy-Dirichlet pour 1’équation de la chaleur :

Yy —Ay = f dans Q
y = 0 sur X (A.1)
y(0) = 3y sur Q
ou f est le terme source et y° € L?(Q) est la condition initiale.

1 Existence : Méthode spectrale.

1.1 Formulation variationnelle.

Commencons par quelques notations :

0 = L*0,T; Hy(Q)

o = L*0,T; H1(Q))
WO,T) = {glped, ¢ €'}
lelvor = lells + ¢l

Rappelons que L%(0,T; H}(2)) est 'espace des fonctions mesurables sur ]0, 7| & valeurs
dans H}(Q) qui sont de carré intégrable sur ]0, T[. On montre que W(0, T') — C°([0, T], L*())

90



(cf. [17], chapitre 3, page 116 ou [16], chapitre 1). De plus, les traces en 0 et en 7" existent,
on peut donc utiliser les intégrations par parties.

Proposition A.1. Le probléme (A.1) équivaut a trouvery € W(0,T') solution du probléme
variationnel suivant :

/at"” d+2/axl ) (@)do = [ (ot pl@)de, Yo € HI(Q),

y
(A.2)

Preuve. On a déja y(0) = y° et comme y € L%(0,T; H}(2)), alors y = 0 sur 2.
(=) Soit y solution de (A.1). On multiplie la premiere équation du probleme (A.1) par
© et on integre. On obtient alors :

Qggt/(,)( dx—/Ayxt da:—/fxt

On applique la formule de Green. On a donc :

ZZ;( x,t da:+Z/ c’*)aj) (m,t)dx:/gf(a:,t).go(x) dzx.

(<) Soit y € W(0,T) vérifiant le systéme (A.2). Montrons que y' — Ay = f dans Q.
Soit f € L%(0,T; L*(Q)). Comme D(Q) C L*(0O,T; HL()), (A.2) reste vraie sur D().
On a:

/y’.gp dw—l—/ Vy.Ve dx :/ fpdx Yo e D).
Q Q Q

Autrement dit :
/Qy’-so dx +/QVy'Vs0 dr = (y',¢) + (Vy, V).

Par définition des dérivées des distributions, on a :

On en déduit que :
(Y — Ay, ) = (f,9) Vo € D(Q).

Donc 3/ — Ay = f dans Q.
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1.2 Existence et unicité.

Posons

Z/ 8332 ( ) de

et considérons y comme une fonction de ]0, T[ dans H}(€2).
On considére maintenant le probleme suivant : Etant donné f € L(0,7T; L*(Q2)) et y° €
L2(2), trouver y : 2x]0,T[— R tel que :

y € L*(0,T; Hy () N C°([0,T]; L*(2)),

L), 9z + (D), 9) = (F. @)y, Yo € HYO) (43)

y(0) = o°.

Proposition A.2. On considére la forme bilinéaire a(.,.) : H}(Q) x HY(Q) — R définie
précédemment. On a :

(i) H () — L*(Q) avec injection continue et dense.

(ii) a(.,.) est continue sur Hg(Q) x HL(Q).

(iii) a(.,.) est coercive.

(iv) a(.,.) est symétrique.

(v) Uinjection canonique H(Q)) — L%*(Q) est compacte.

Preuve. (i) Continuité : Soit u € H}(Q). On a ull L2y < C||uHH1 d’apres 'inégalité de
Poincaré. D’ou le résultat.
Densité : On sait que

D(Q) C HL(Q) c L*(Q).

——12(Q) 9 1oL () 2 ) s .
Et, D(Q2) = L*(Q). Donc Hy () = L*(f2). D’ou le résultat. On retrouve une autre

démonstration possible pour la densité dans [7].

(ii) I1 faut montrer qu’il existe C' > 0 tel que : |a(u, v)| < Cllul g1 @)llvll g1 (o)
Vu,v € HY (). On a :
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la(u, v)] < Zz;/ﬂ d; 6:61
< ;(/ ox; ) (/Q (;9;3)1 dx>2
< E[(S ] ) (S0 )
< Zn:HUHHg(Q)WH&(Q)
S =1

Cllull gz o vl a2 -
(iii) On a :
& ou |? 9
a(u, ) _;/Q‘ax‘ dz = ul% 0
On a bien a(u,u) > C||u|]§{é(9) avec ici C = 1.
(iv)On montre que a(u,v) = a(v, u).

Jv Ou

o) = 3 [ 5 s
= 3 [ i e
= a(u,v).

(v) On trouvera une démonstration dans [7]. O

On déduit de la proposition précédente une décomposition spectrale de 'opérateur A.
Autrement dit, il existe une suite croissante

O< A< <Ao<\, <.

et une base hilbertienne de L?(2) de vecteurs propres (w,) associés aux valeurs propres
()\i)lgign telle que :

a(wnv 30) = )‘n(wna QP)LQ(Q)a Vo € H&(Q)
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Théoréme A.1. Pour tout f € L*(Q) et pour tout y° € L*(), le probléme (A.1) admet
une unique solution y de la forme :

o0

y(t) = Z [(Z/ wn) L2(Q ~Ant +/ ), Wn) 2@)e” An(t=s) g Wy, (A.4)

n=1
telle que y € W(0,T) — C°([0,T], L*()).

Preuve. Soit y une solution du probléme (A.3). Puisque y € C°([0,T]; L3()) et que wy,
est une base hilbertienne orthonormale dans L?(£2), on a pour tout ¢ € [0, 7] :

Z wn(y(t) wn) L2()-

Mais comme y(t) € H}(Q) (presque partout), on a

a(y(t)7 wn) - )\n(y(t)a wn)L2(Q)

et on déduit de (A.3) avec ¢ = wy, que an(t) = (y(t),wn)r2(q) est solution de I'équation
différentielle

d
{ gan(t) + Anan(t) = (f(t),wn) 2 (0); (A.5)
oy (0) = (y(o)7wn)L2(Q)-

dont la solution est donnée par

t
an = (y(0), wn) 2@ye ™" + /0 (f(5),wn)p2(ye ™) ds.

Il en résulte que la fonction y est somme de la série (A.4). De plus, si la solution existe,
elle est unique. Pour montrer 'existence, il suffit de montrer que la série

= an l:(yoawn)LQ ~Ant +/ Wn L2(Q)e An(t=s) ds
n=1

converge pour tout f € L?(0,T;L%*()) et pour tout y° € L%(Q) et que sa somme est
solution du probléme (A.3). La démonstration se fait en plusieurs étapes. On en trouve
une dans [33]. O

2 Propriétés de la solution.

Enoncons d’abord le résultat suivant :

Théoréme A.2. Sous les hypothéses de la Proposition A.2, on a :
1. L’application (f,y°) v y est linéaire de L*(Q) x L*(Q) dans L*(0,T; H}(S2))
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2. \wllez0,mm @) < € [”fHLQ(O,T;LQ(Q)) + HZJOHL?(Q)}

8Ny 20,510 < K [HfHL?(O,T;LQ(Q)) + ||yOHL2(Q)] , KeR

Preuve. 1) La linéarité résulte de la bilinéarité de a(.,.) et du produit scalaire de L?(£),

de la linéarité de T et de 'unicité de la solution.

2) Pour tout m € N*, soit :

m t
Ym(t) = Z {(yoawk)ﬂ(@)e_)\kt +/0 (f(8)swr)r2(q) e M=) ds | wy,
k=1

la somme partielle de y(t).
Comme y° € L%(Q), alors

yO = any WnLQ ()
(A.6)
avec yp = (y°,wn) 12(q)
De méme, f € L?(0,T; L*(Q)) = f(t) € L?(Q) (presque partout en t) et, on a :
ft) = an ), Wn) L2(Q)
(A.7)

IF O = Z |fu(B)?
n=1

avec fo(t) = (f(t),wn)r2(q)
T
Par suite, HfH%g(O T:12(9) = Z/ | f(t)|?dt. On obtient alors :
s4 = 0

m-+p

@ Wontp () = Y (1), Yt (®) = v () = D N | Wi (8) =y (), 00 1200y
l=m+1

’ 2

Par coercivité de a(.,.), et comme (wy) est orthonormée dans L?(f2), on a :

m-+p

k=1
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En utilisant (a + b)? < 2(a? + b?), on obtient :

2 m~+p B t B i 2
lymn(8) = 9m (T3 ) < 2 32 M [ Mt ([ fls)e s ) ]

k: 1

T oo 1 —onty _ L
Comme)\k/e Rt = (1 e ’“)<§et

0
[ ([ sitspee Sds> i<y [ 1o
on trouve :

T 1 m—+p m-+p
| i) =Byt < o | X wiE+ X / [Fu(s)Pdt

k=m-+1 k=m-+1
D’ou
Ym+p — ymH%Q(QT;Hé(Q)) <C {HfHL?(O,T;L?(Q)) + HyOHL?(Q)} , CeR

On déduit de (A.6) et (A.7) que (ym) est une suite de Cauchy dans L?(O,T; H}(Q))
qui est un espace de Hilbert. Par conséquent, elle converge. D’otu le résultat.

3)On rappelle que ||y [l = sup Iy, )]

o€
llello=1
D’apres ’équation (A.1), on a y' = Ay + f. Donc :

/y'cp dr dt = /(Ay)w dx dt—l—/fcp dx dt
Q Q Q

= —/Vthpdxdt—F/f«pdxdt
Q Q

! 2 % 2 %
/ ypdrdt| < / |Vy|® dx dt / |V|* dz dt
Q Q Q
; :
+</ |f|? dx dt> (/ lo|? dx dt)
Q Q
3 3
</ \Vy|? dx dt) (/ \Vo|? da dt)
Q Q
3 3
+k</ |f|? dx dt) (/ |Vel|? dx dt) , kER
Q Q

< Mwllezozmr ) + kN fl20m02@), k€R

IN

D’ou
1Y | 2000 m-1(0)) < K {HfHLQ(O,T;LZ(Q)) + HyOHLQ(Q)} , KeR.
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Proposition A.3. (f,4°) — y(f,y°) est linéaire et continue de L*(Q) x L?(Q) dans
W(0,T).

Preuve. La linéarité résulte de la bilinéarité de a(.,.) et du produit scalaire de L?(2), de la

d
linéarité de T et de 'unicité de la solution. Par ailleurs, on a :

YBvory = lyll5+I11yII5
< C R omr2 + 1801220y

D’ou le résultat. O
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Annexe B

Propriétés des solutions pour le
probleme a deux temps.

1 Estimations de la solution du probleme de dynamique de population.

Soient N € N* et  un ouvert borné de RN de frontiere I' de classe C2. Soit par
ailleurs w un ouvert non vide tel que w C W C Q. Pour T' > 0, on pose U =]0,T[x]0, 4],
Q =]0,T[x]0, A[xQ, ¥ =]0,T[x]0, A[xT, Q7 =]0,T[x, Q4 =]0, A[x et on considere le
probleme linéaire de dynamique de population suivant :

% + 88((]; - Aq(i + ,uq; = gi dans CEQ,
qi(t,a,x) = sur ,
¢i(0,a,2) = 0 dans Qa4, (B.1)

A
w(t.0.2) = [ tas)gltor)da das Qr
0

ot e; € L*(Q). La solution ¢; = ¢;(t,a,x) du systéme ci-dessus représente la répartition
des individus d’age a > 0, au temps t > 0 et a 'emplacement = € ). Les fonctions p et 3
représentent respectivement les taux de mortalité et de natalité des individus et vérifient
les hypotheses suivantes :

p(t,a,x) = po(a) + pa(t, a,z) dans U x §2 (B.2a)

>0 dans U x Q (B.2Db)

1 € LU x Q), pi(t,a,x) >0 dans U x 2 (B.2¢)

4o € L (0, A), lim / jo(s)ds = +o0 (B.2d)
a—A Jo
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B e C%([0,T] x [0, 4] x Q), (B.3a)
B(t,a,x) >0 dans [0,T] x [0, A] x Q (B.3b)
30 < ap < ay < A tel que 5(t,a,x) =0 dans [0, 7] x ((0,a0) U (a1, A) x Q) (B.3c)

Proposition B.1. Sous les hypothéses (B.2)-(B.3), pour toute solution q; du systéme
(B.1), il existe une constante positive \ telle que [’estimation suivante soit vérifiée :

1gill L2, m2 () < V2Al€illr2(q)- (B.4)

Démonstration. On considere le systéme (B.1) que I'on multiplie par ¢; et que l'on intégre
sur @. On a alors

[ (52 + 5E — 8+ pai ) dodads = [ s dodads.
Q ot Oa Q

En intégrant la précédente égalité par parties, on a :

1 / (6:(T, 0, 2))? dzda — ~ / (0,0, 2)) 2 dzda + ~ [ (qi(t, A, 2))2dzdt  (B.5)
2.)Qa 2)Q4 2 JqQr

1
— f/ (qi(t,0,x))? dzdt —1—/ Vq? d:ndadt—l—/ pq? drdadt :/ gie; dxdadt.
2JqQr Q Q Q

1 1
Comme 5/ (¢:(T, a,x))? deda + 5/ (qi(t, A, x))* dedt > 0, > 0 et ¢;(0,a,z) = 0, on
Qa Qr
déduit de I’égalité (B.5) que
1
77/ (qi(t,0,2))* dedt +/ Vq? dedadt < / gie; drdadt,
2 JQr Q Q

ce qui équivaut encore

1
/ Vq? dedadt < f/ (qi(t,0,z))? dxdt—l—/ giei dzdadt. (B.6)
Q 2 JQr Q
A
Or Qi(ta 0, 5E) = /0 B(tv a, :E)Qi(t> a, ZL’) dxdadt < ||ﬁ(t, * $)”L°°(O,A)||Qi(t7 ) x)HLQ(O,A)' Donc

A
/ ¢ (t,0,2) dvdadt = / / ¢2(t,0,z) dzdadt
Q T J0

< /Q 18t s 2) 2 0. i (s ) 22,0 vl
T

< 1B llail32()-

99



Ainsi, on déduit de I'inégalité précédente que I'inégalité (B.6) devient
1
/qul2 dxdadt < 5”5”%00(Q)H%H%2(Q) + /Q q;€; dxdadt. (B?)
Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Young, il existe une constante positive \ telle que
1 2 A 2
/ giei drdadt < —/ q; dzdadt + —/ e; drdadt.
Q 22 Jg 2Jq
Ainsi l'inégalité (B.7) devient
Ve dvdadt < -~ [ @ dedadt+2 [ 2 dmdadt+1||ﬁ||2 ;]| (B.8)
o =2 Jo 2Jq " g IPlL=(@N1 % L2(@)- '

Autrement dit, on a

1 1 A
2 2 2 2
9l Z2w,my0) < 5 (”BHLOO(Q) + )\) lgillz2q) + S lleillz2(q)- (B.9)

D’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante positive C' = C(2) telle que

laill 2@) < Cllgill L2, m2 )

L’inégalité (B.9) devient alors

1 1 2 2 A2
5 (20 (5+1813~)) ) Iy < 3leilico
soit
(20 (5 +181~@) ) N3y < Meilzqo (B.10)
3 @ L2(UsHEQ) S @
On choisit A tel 2—C<1+\6H2 )>1 i 6quivaut 4 A > 20
n CNo1s1 el que )\ LQO(Q) 2 ce qul equivaut a 3 — 2CHBHQOO(Q)

avec la condition que || L) < \/%. Ainsi, I'inégalité (B.10) devient

laill 22 @)) < V2Alleill 22(q)-
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2 Estimations de I'état adjoint d’un probleme de dynamique de population.

Soient N € N* et Q un ouvert borné de RN de frontiere I' de classe C?. Soit par
ailleurs w un ouvert non vide tel que w C @ C Q. Pour T > 0, on pose U =]0,T[x]0, 4],
Q =]0,T[x]0, A[xQ2, ¥ =]0,T[x]0, A[xT', Q7 =]0,T[x, Q4 =]0, A[x2 et on considere le

probleme adjoint suivant :

Jy

—a(t, a,x) — gZ(t, a,x) — Ay(t,

+u(t,a,2)y(t,a,x) — B(t,a,z)y(t
y(t
y(T,
y(t

a,x)

0,z) = f dans @,

a,z) = 0 sur 3, (B.11)
a,z) = 0 dans Qua,

Ayz) = 0 dans Qr

ot f € L?(Q). On suppose, par ailleurs que les fonctions p et 3 vérifient les hypotheses

suivantes :

w(t,a,x) = po(a) + pi(t,a,z) dans U x

u>0dans U x Q

w1 € LU x Q), pi(t,a,z) >0 dans U x Q

a
Mo € Llloc(oaA)a lim / ,LLo(S)dS = +00
a—A Jo

B e CQ([O,T] x [0, A] x Q),
B(t,a,z) > 0 dans [0,T] x [0, 4] x Q

30 < ag < a1 < A tel que B(t,a,z) =0 dans [0,7] x ((0,a9) U (a1, A) x )

(B.13a)
(B.13b)
(B.13c)

Proposition B.2. Sous les hypothéses (B.12)-(B.13), il existe une constante positive C

telle que :

ly(t, )l 22(Qr)
”yHLZ(U;Hé(Q))

<
<

Cllifllzz@) (B.14)
Cllfllz2)- (B.15)

Démonstration. On considére le systéme (B.11) que I'on multiplie par y et que I'on intégre

sur . On a alors

/ y (_(‘)y _y Ay + py — Py(t, 0,:1:)) dzdadt = / fydxdadt.
Q a Q
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En intégrant la précédente égalité par parties, on a :
1 2 1 2 1 2
- = (y(T,a,z))” deda + = (y(0,a,z))* dxda — 7/ (y(t, A, x))* dedt
2JQa 2.JQa 2JQr

+ - (y(t,0,2))? dacdt—i—/ Vy? dxdadt—i—/ Ly dxdadt—/ yBy(t,0, ) dedadt
2 Jor Q Q Q

= /ny dxdadt. (B.16)

1
Comme 5/ (y(0,a,z))*drda > 0 et > 0, on déduit de (B.16) que
Qa

1
= (y(t,O,x))Qda?dt—i—/ Vy? dxdadt—/ yﬁy(t,O,x)dwdadtS/ fy dxdadt,
2 JQr Q Q Q

ou encore

1

— (y(t,(),x))2d:vdt—|—/ Vy? dxdadtg/ yBy(t,0,x) dxdadt+/ fydxdadt. (B.17)
2JQr Q Q Q

On rappelle d’une part que g vérifie 'hypothese (B.13), donc § est bornée dans L>°(Q).
D’autre part, d’apres I'inégalité de Young, il existe deux constantes positives g et A1 telle
que

oo 1
/ B(t,a,x)y(t,a,x)y(t,0,z) drdadt < m </ y*(t,0, ) d:cdadt—i—)\o/ > da:dadt)
Q 2 Ao JQ Q

et
A 1
/ fydzdadt < —1/ f? dxdadt—i——/ y? dzdadt.
Q 2 Jg 2M1 Jq

Ainsi, I'inégalité (B.17) devient

1 A
— | (y(t,0,2))*dzdt + / Vy? dadadt < 2 / f* dzdadt
2JQr Q 2 Jq
AllB]| o
—l—HﬁHL(Q)/ y(t,0, ) dedadt (B.18)
20 Qr
1 A oo
+7/ > dxdadthOHﬁHL@)/ y? dzdadt.
2)\1 Q 2 Q

Par ailleurs, d’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante positive C' = C(2) telle
que

1Yl1720) < ClIyll2w;m )-
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Par conséquent, I'inégalité (B.18) devient

1 Al B L= (@) 5 1 1 )
3 <1 R Ve 1y, - 2)Iz2(Qp) + 5 (2 - C()\T + /\oHﬁuLw(Q))) IYI1Z2 (7123 (2))

)\1 2
< o)
ce qui équivaut encore a

Al[Bll L= (@) 5 1 2
(1 RS Ve ly(t, )22 (p) + (2 - C()\T + AOHﬁHLOO(Q))) 191122 ;12 )

<Ml f1Z20)-

A oo 1 1 1
On choisit A\g tel que 1 — W!\LO@) > 5 et A\ tel que 2—C (>\1 + )\0|B||Loo(Q)> > 5 En
d’autres termes, on choisit A tel que ——-—— > Ao > 24|31 (q) ce qui implique
208 Lo (q)
2C .
que A; > . On obtient alors :

2
3— 4AC||ﬁ|| *(Q)

Wt ) ey + W22y < 22071320
Et, par suite, en posant C = 1/2A1, on obtient les estimations

Cll fllz2q)
Cllfllz2(o)

ly(t, - 2)l 22(Qr)

<
1l o)) <
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