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“The underlying physical laws nescessary for the mathematical theory of a large part
of physics and the whole of chemistry are thus completely known, and the difficulty is
only that the exact application of these laws leads to equations much too complicated to
be soluble. It therefore becomes desirable that approximate practical methods of applying
quantum mechanics sould be developed, which can lead to an explanation of the main

features of complex atomic systems without too much computation.”

— Paul Adrien Maurice DIRAC

Proc. R. Soc. London A 123, 714 (1929).
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Résumé

Les travaux réalisés au cours de cette these se décomposent en deux themes principaux

eux-mémes subdivisés en plusieurs projets :

— Le développement et I’étude de nouvelles formules analytiques pour la description de
surfaces d’énergie potentielle (SEP).

— L’étude et le développement de méthodes hybrides combinant la théorie de la fonc-
tionnelle de la densité (DFT) et la théorie des perturbations Mgller-Plesset d’ordre 2
(MP2).

A Méthodes hybrides MP2-DFT

Les méthodes DFT standard sont réputées pour leur faible cotlit de calcul et leur rela-
tivement bonne précision pour la description des liaisons covalentes. Elles faillissent a
décrire les interactions faibles, qui peuvent étre décrites par les méthodes basées sur la
fonction d’onde telles que MP2. Ces derniéres méthodes souffrent cependant d’un tres
grand cott de calcul, principalement di a une convergence lente par rapport a la taille
de la base d’orbitales atomiques utilisée. De plus, MP2 souffre de problémes d’erreur de

superposition de base.

Partant de ce constat, des méthodes hybrides MP2-DFT sont apparues dans la littéra-
ture [1-9], cherchant & combiner au mieux les avantages de ces deux familles de méthodes
tant au niveau du coiit de calcul que de la précision. Les fonctionnelles combinant DE'T
et MP2 sont appelées fonctionnelles "doubles hybrides". Pour coupler rigoureusement ces
deux méthodes, une partie de l'interaction biélectronique est traitée en MP2 et la par-
tie complémentaire en DFT. La partition de I'interaction biélectronique la plus simple
est linéaire [8], c’est ainsi que peuvent étre construites les fonctionnelles dites "doubles
hybrides". Pour la description des forces de dispersion, une séparation de l'interaction
biélectronique en termes de longue et courte portée en fonction de la distance entre les

électrons [1, 10] est plus pertinente. A courte portée, Dinteraction est traitée en DFT



et, a longue portée, en MP2 [1, 11]. Ces méthodes seront appelées "doubles hybrides" a

séparation de portée.

A.1 Analyse des fonctionnelles de la densité "doubles hybrides" le long

de la connexion adiabatique

Les fonctionnelles "doubles hybrides" standard combinent la DFT et la théorie des per-
turbations MP2. Une fraction ay de I’énergie d’échange est traitée en Hartree-Fock (HF)
et la fraction complémentaire (1 — ax) en DFT. De plus, une fraction a. de ’énergie
de corrélation est traitée en MP2 et la fraction complémentaire (1 — a.) en DFT. La
connexion adiabatique permet de rationaliser la combinaison de ces deux approches.
Elle permet, a I'aide d’un outil mathématique appelé intégrant, de connecter les deux

descriptions 'une a 'autre.

Une analyse graphique de cette connexion adiabatique, sur laquelle reposent les fonc-
tionnelles "doubles hybrides" [8, 9], a été menée au cours de cette these [12]. Les formules
approchées de la connexion adiabatique pertinentes pour la construction de ces fonction-
nelles ont été dérivées et comparées a celles calculées en utilisant des méthodes ab initio
[13-15]. Cette analyse a été appliquée a la fonctionnelle semi-empirique B2-PLYP [2]

ainsi qu’a sa variante A\; obtenue par théorie des perturbations du deuxiéme ordre [9].

La nature discontinue des intégrants approchés a été mise en évidence. Ces discontinuités
surviennent a des forces d’interaction A1 et Ao marquant les transitions entre les régions
ou la répulsion biélectronique est décrite différemment : (i) pour 0 < A\ < Ay, principa-
lement par une théorie des perturbations du deuxieéme ordre, (ii) pour \; < A < Ag, par
un mélange de théorie de la fonctionnelle de la densité et de théorie des perturbations du
deuxieéme ordre et (iii) pour Ag < A < 1, entierement par de la théorie de la fonctionnelle
de la densité. Les parametres A; et As sont connectés aux fractions ay et a. d’énergies
d’échange HF et de corrélation MP2 [9].

Une analyse numérique a été réalisée pour une sélection de petites molécules et de
dimeres de van der Waals. L’impact des approximations usuelles, telles que ’absence de
transformation uniforme des coordonnées dans la densité pour le calcul de I’énergie de
corrélation complémentaire, a été mis en évidence sur les trois sections de la connexion

adiabatique et discuté en vue de possibles améliorations.

A.2 Nouvelle fonctionnelle "double hybride" a séparation de portée

Une combinaison rigoureuse des méthodes MP2 et DFT peut étre également obtenue en

séparant la répulsion & deux électrons en termes de longue et courte portée en fonction de



la distance inter-électronique [1]. Des fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation de
portée (RSDH), nommées RSH+MP2 [1], st-DFT /Ir-MP2 [16] ou MP2-srDFT [11] dans
la littérature, ont récemment été développées dans ce contexte. Comme la corrélation
électronique & longue portée est traitée au niveau MP2 et celle a courte portée en DFT,
ces modeles RSDH sont capables de décrire les forces de dispersion tout en conservant
les avantages de la DFT standard (faible erreur de superposition de base et meilleure

convergence par rapport la base d’orbitales atomiques employée).

Dans les fonctionnelles RSDH standard, la séparation des énergies d’échange et de cor-
rélation de courte portée est basée sur le déterminant Kohn-Sham, comme en DFT stan-
dard. Au cours de cette these, une séparation différente, basée sur la fonction d’onde
en interaction de longue portée [17-19], a été considérée pour le développement d’une
nouvelle fonctionnelle "double hybride". Il résulte de cette décomposition, contrairement
aux fonctionnelles RSDH standard, que le terme d’échange de courte portée est traité de
maniere exacte et le terme de couplage entre corrélations de longue et courte portée est
traité au niveau MP2. Comme la répulsion biélectronique totale apparait explicitement
dans l'expression de I'énergie développée en théorie des perturbations, cette nouvelle
fonctionnelle est appelée RSDHS, ou le "f' fait référence a full-range integrals (intégrales

de portée complete) [20].

Cette méthode a été testée sur les dimeres de gaz nobles Hes, Ney, Are et Kro qui
sont liés par des forces dispersives. Des différences significatives entre RSDHf et RSDH
sont observées au niveau de 1’énergie de liaison, de la distance d’équilibre, du champ de
force quadratique et du coefficient Cyg, lorsque des fonctionnelles de type approximation
locale de la densité (LDA) sont utilisées pour 'énergie de corrélation de courte portée.
Concernant 'erreur de superposition de base et la convergence en fonction de la base,

RSDHf se comporte de facon comparable aux méthodes RSDH standard.

B Description de surfaces d’énergie potentielle

Les SEP sont des outils tres utiles dans I’étude des systemes chimiques. Elles permettent
entre autre de calculer des spectres vibrationnels ou peuvent étre utilisées pour des
études de la dynamique dépendante du temps des noyaux. Ce sont les hypersurfaces a
N dimensions, ou N est le nombre de degrés de liberté du systéme chimique étudié,

décrivant ’énergie du systéme en fonction de sa conformation géométrique.

Les formules analytiques décrivant les SEP présentes dans la littérature se présentent
généralement sous forme d’expansions polyndémiales a trés hauts ordres. Bien qu’elles

puissent atteindre une tres grande précision autour d’une géométrie d’équilibre, elles



ont du mal a accéder a un caractere global et font appel a de tres grands nombres de
parametres, jusqu’a plusieurs centaines, méme pour des molécules tétra-atomiques ou
penta-atomiques. Pour les études réalisées au cours de cette these, des formules analy-
tiques plus compactes ont été développées. Celles-ci présentent, entre autres avantages,

un caractere plus facilement global pour de tres faibles nombres de parameétres.

B.1 Développement d’un nouveau potentiel global pour la description

de systémes triatomiques

Les systémes pour lesquels ce potentiel a été développé sont des systemes triatomiques
ABC, ou A est considéré comme I'atome central. Ce potentiel [21] est composé comme
la somme de différentes contributions :

AB AC BAC
VABC = 0P 4 o5 + oA (1)

ou les contributions ont la signification suivante :

- véﬁB) est un potentiel d’interaction & deux corps entre les atomes A et B,

(AC)

— vy, est un potentiel d’interaction a deux corps entre les atomes A et C,

- v:(,’];’AC) est un potentiel d’interaction a trois corps entre les atomes B, A et C.

Les potentiels a deux corps utilisés pour le développement de ce potentiel ont été déve-
loppées a partir de potentiels de Morse [22]. La version étendue du potentiel de Morse
développée dans cette these offre une plus grande flexibilité ainsi qu'une meilleure des-
cription, au sens de la physique, aux asymptotes de réaction pour un nombre restreint

de parametres.

Le potentiel a trois corps développé dans cette étude est une extension de celui a deux
corps décrit précédemment. Il s’agit d’un potentiel & deux corps entre les deux atomes
extrémes (ici, les atomes B et C) dans lequel une dépendance en fonction de I'angle
opposé (ici, 'angle BAC) est introduite en remplagant un des parametres du potentiel

a deux corps par une fonction de ’angle.

Afin d’apporter un caractere global & ce potentiel, des fonctions de commutation progres-
sive, basées sur de précédents travaux [23] ont été appliquées a la plupart des parameétres.
Ces fonctions ont pour but de modifier progressivement les parametres pour obtenir une
meilleure description des systémes apres dissociation. Lorsque I'un des trois atomes est
dissocié, la dépendance angulaire est éteinte et 'interaction entre les deux autres atomes

est modifiée afin de mieux décrire la diatomique isolée.

Les deux avantages principaux présentés par ce nouveau potentiel sont d’un c6té son ca-

ractere global, permettant de décrire la SEP dans son ensemble suivant, théoriquement,



toutes les asymptotes et de l'autre c6té le nombre restreint de parametres ajustables
nécessaires pour la description de la SEP. Il s’agit d’un potentiel mathématiquement ro-
buste spécialement développé pour éviter 'apparition de "trous" dans la surface (fortes

chutes de Iénergie dans des régions faiblement renseignées).

B.2 Application du nouveau potentiel triatomique a la molécule d’H,0O

Le nouveau potentiel pour un systeme triatomique développé précédemment a été testé
en premier lieu sur la molécule HoO et comparé a d’autres potentiels déja publiés pour
cette molécule. Cette molécule ayant déja été étudiée extensivement dans la littéra-
ture [24-30], elle est un systéme de référence sur lequel baser la validation de ce poten-

tiel.

Pour ce systeme, 'atome d’oxygene est considéré comme ’atome central. Pour des rai-
sons de symétrie, une contrainte supplémentaire a été imposée aux parametres ajustables.
Ceux correspondant aux interactions a deux corps OH ont été imposés égaux pour les

deux liaisons.

Des énergies électroniques ont été calculées au niveau de théorie cluster couplé simples
et doubles avec triples perturbatives (CCSD(T)) et interaction de configurations multi-
référence (MRCI) a l'aide du logiciel MOLPRO [31] pour de nombreuses géométries du
systeme, afin de décrire la surface d’énergie potentielle. Les parametres du potentiel ont
ensuite été ajustés a ces énergies électroniques a l’aide d’un algorithme de Levenberg-

Marquardt étendu [32] et en imposant certaines contraintes thermodynamiques.

Le spectre vibrationnel de ce systeme a été calculé a partir du potentiel ajusté par
une méthode variationnelle. Ce spectre a été comparé au spectre expérimental et aux
spectres théoriques présents dans la littérature. Les centres de bandes vibrationnelles
expérimentaux des niveaux inférieurs & 5000 cm ™! sont reproduits avec une précision de

3em~ L.

La prédictibilité de ce potentiel a également été testée sur certain chemins réactionnels
tels que (?S)H + (*I)OH = (*A;)H0 ou (3S)H + (*II)OH = (*$)Hy + (*P)O. Le
potentiel reproduit semi-quantitativement bien ces voies de réaction lorsque comparé

aux énergies électroniques calculées ab initio .

Dans ’ensemble, ce potentiel ajusté reproduit de maniere qualitative tres correcte les

données spectroscopiques et thermodynamiques ainsi que les barrieres réactionnelles.



B.3 Développement d’une surface d’énergie potentielle pour le com-
plexe H,O---HF

Le complexe entre une molécule d’HsO et une molécule de HF est un systéme prototype
pour l’étude de la liaison hydrogene [33-35]. Avec seulement neuf degrés de liberté, il
s’agit d’un systeme assez simple pour en envisager une étude complete dans la limite

actuelles des capacités de calcul, notamment de dynamique quantique nucléaire.

Le potentiel développé pour la description de la SEP du complexe HyO - - - HF se divise
en deux contributions majeures, auxquelles on ajoute une constante additive pour faire le
zéro de potentiel : (i) une contribution de type interactions covalentes pour les systémes

a trois corps et (ii) une contribution de type interactions électrostatiques.

La contribution covalente est constituée des potentiels propres & chacun des deux mo-
nomeres : deux potentiels d’interaction a deux corps OH et un potentiel d’interaction a
trois corps HOH (le potentiel développé pour HoO précédemment) ainsi qu’'un potentiel
d’interaction & deux corps HF. A ces contributions s’ajoutent un potentiel d’interac-
tion a deux corps entre 'oxygene de HoO et ’hydrogene de HF ainsi qu’un potentiel
d’interaction a trois corps entre I'oxygene de HoO , ’hydrogene et le fluor de HF ou H
joue le role de I'atome central. A la différence du potentiel développé pour HoO , dans
un premier temps, 'aspect global du potentiel n’a pas été recherché et les fonctions de

commutation ont été supprimées.

La contribution électrostatique est constituée d’un terme décrivant l'interaction entre
dipdles permanents, d'un terme décrivant l'induction et d’un terme décrivant la dis-
persion. Les expressions analytiques utilisées pour ce potentiel étant celles tirées de la
littérature [36] basées sur la physique des interactions électrostatiques, il est possible de
relier les parametres effectifs ajustables de ces contributions & des grandeurs physiques

telles que les moments dipolaires et les polarisabilités.

Des énergies électroniques ont été calculées au niveau de théorie CCSD(T) a l'aide du
logiciel MOLPRO pour de nombreuses géométries du complexe principalement autour de
sa géométrie d’équilibre et pour de faibles variation de la géométrie des monomeres en
addition de calculs précédemment effectués par Dr. Natalia Zvereva-Loete, de I'Univer-
sité de Bourgogne. Les parametres du potentiel sont ajustés a ces énergies ab initio a

'aide de 'algorithme de Levenberg-Marquardt étendu mentionné précédemment [32].

Ce potentiel permet de décrire semi-quantitativement les faibles variations de I’énergie
électronique autour de la géométrie d’équilibre global du systéme ainsi que d’autres géo-
métries d’équilibre local. Le potentiel permet également de décrire de maniere qualitative

des mouvements concertés des trois hydrogenes du systeme.



Un modele a également été développé pour le calcul de certains modes de vibration entre
les deux monomeres. Ce modele permettra de comparer une partie du spectre tiré de ce

potentiel aux spectres expérimentaux disponibles dans la littérature [33, 37-39].

Un avantage de cette SEP est le faible nombre de parametres ajustables qu’elle nécessite
pour la description de l'interaction entre les monomeres. Un autre avantage est la justi-
fication tres physique donnée individuellement aux différents termes du potentiel, ce qui
permet de conclure sur le degré d’importance des interactions faibles dans la formation

de la liaison hydrogene dans ce complexe.

B.4 Développement d’une surface d’énergie potentielle pour 1’anion
HF3

Avec seulement trois degrés de liberté, le complexe HF, est le plus petit systeme dans

lequel une liaison hydrogene est observable.

Le potentiel développé pour se systeme se compose, comme pour HyO---HF, d’une
contribution covalente basée sur le potentiel développé précédemment pour une tri-
atomique et d’une contribution électrostatique basée sur les expressions physiques des
interactions électrostatiques auxquelles s’ajoute une constante additive pour faire le zéro

de potentiel.

Pour ce systeme, I’atome considéré comme atome central dans la contribution covalente
est I'atome d’hydrogene et, comme dans le cas de HoO , les parameétres des potentiels
d’interaction & deux corps HF sont imposés étre égaux pour les deux potentiels. Pour
une description se voulant presque globale du systeme, des fonctions de commutation

progressive sont appliquées a chacun des parameétres ajustables.

Concernant les contributions électrostatiques, une premiere approximation pour ce sys-
teme consiste a considérer 'interaction entre une molécule de HF',| constitué de 'hydro-
gene et du fluor le plus proche, et un anion F~, le fluor le plus éloigné de ’hydrogene.
Les contributions prises en compte sont donc l'interaction entre la charge de F~ et le

dipole permanent de HF, I'induction et la dispersion.

Pour cette étude également, des énergies électroniques ont été calculées au niveau de
théorie CCSD(T) avec le logiciel MOLPRO [31] pour de nombreuses géométries du
systeme. Les parametres du potentiel sont ajustés a ces énergies ab initio a 'aide de

I'algorithme de Levenberg-Marquardt étendu utilisé précédemment [32].

Dans sa version actuelle, le modele ne permet de décrire que qualitativement la surface
décrite par les énergies ab initio . Plusieurs pistes d’amélioration sont actuellement en

cours d’étude.



B.5 Développement d’une surface d’énergie potentielle pour le com-
plexe Ne- - - CIF

La dispersion permet de former des complexes tres faiblement liés. Les complexes formés
par les atomes de gaz nobles avec de petites molécules telles que les dihalogénes font

partie de ceux-ci. Dans cette these, 'exemple de Ne- - - CIF a été choisi.

Le potentiel développé ici se compose d’un potentiel covalent pour la liaison FCI et d’un
potentiel électrostatique pour la description de 'interaction faible avec Ne. Ce potentiel

électrostatique est composé d’un potentiel d’induction et d’un potentiel de dispersion.

Pour cette étude, des énergies électroniques ont été calculées au niveau de théorie

CCSD(T) avec le logiciel MOLPRO [31] pour de nombreuses géométries du systéme.
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Chapitre 1

Introduction

Au cours de cette these, deux themes de recherche ont été explorés. Chacun de ces deux

thémes est lui-méme subdivisé en plusieurs projets.

Le premier theme de recherche exploré au cours de cette thése concerne I'hybridation
entre méthodes de calcul de la structure électronique basées sur la théorie de la fonction-
nelle de la densité (DFT) et basées sur la théorie de la fonction d’onde (WFT). D’une
part, une analyse des fonctionnelles "doubles hybrides" usuelles a été effectuée a ’aide
de la connexion adiabatique. D’autre part, une nouvelle fonctionnelle "double hybride"

a séparation de portée a été développée.

Le second theme de recherche exploré au cours de cette thése concerne le développement
de formules analytiques pour la représentation de la surface d’énergie potentielle pour
de petits systemes. Une nouvelle formule analytique a été développée pour la description
de la surface d’énergie potentielle des systemes triatomiques. Cette nouvelle formule a
été appliquée a la molécule HoO pour étre validée. Ce potentiel analytique a également
été utilisé pour le développement d’une nouvelle surface analytique d’énergie potentielle
pour le complexe HyO - - - HF ainsi que pour I'ion HF; . Un potentiel analytique pour la

surface d’énergie potentielle du complexe Ne- - - CIF est également proposé.

Certains des projets mentionnés ci-dessus se sont révélés plus complexes que prévus et
n’ont pas encore abouti a des résultats concluants. Dans ce manuscrit, I'avancement

actuel de ces projets sera présenté.

Le présent manuscrit compile les travaux effectués lors de cette these. Il sera divisé en
trois parties. Dans la Partie I, quelques notions de théorie de la structure électronique
seront rappelées. Ensuite, dans la Partie 11, les travaux effectués dans le cadre de cette

these concernant 1’étude et le développement de fonctionnelles "doubles hybrides" seront
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exposés. Enfin, dans la Partie 111, les travaux réalisés pendant cette these concernant le

développement de surfaces d’énergie potentielle seront présentés.



Premiere partie

Théorie de la structure

électronique



Chapitre 2
Concepts théoriques

Dans ce chapitre, quelques concepts théoriques sur lesquels repose la théorie de la struc-

ture électronique seront rappelés.

2.1 L’équation de Schrodinger

Selon l'interprétation standard de la mécanique quantique (dite interprétation de Copen-
hague), Poutil mathématique fournissant la description la plus compléte d’un systéme
physique est la fonction d’onde, introduite dés 1925 par de Broglie [40]. Le carré de la
norme de cette fonction d’onde peut étre physiquement interprété comme la probabilité

de trouver le systeme étudié dans un état donné.

Dans une série de papiers publiés en 1926, Schrodinger posa les bases de son équation
éponyme [41-47]. A D'instar de la deuxieme loi de Newton en mécanique classique, cette
équation aux dérivées partielles de la fonction d’onde (¥(r,t)) permet, en la résolvant,

de décrire I’état quantique du systeme étudié. Cette équation s’exprime comme suit :

H|U(r,t)) = m% U (r, ), (2.1)

1
oui=(—1)2 est 'unité imaginaire, h = % est la constante de Planck réduite, r décrit
les coordonnées spatiales du systeme, t est la variable temps et H est I'opérateur hamil-
tonien. Dans le cas d’un systeme non-relativiste décrivant une particule, cet hamiltonien

peut se décomposer de la manieére suivante :
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H = T+V, (2.2)
ot V est I'opérateur énergie potentielle et T = —%VQ est 'opérateur énergie cinétique

. 2 2 2 , .
avec m la masse de la particule et V2 = % + 8872 + % I'opérateur laplacien.

Dans les cas ou lopérateur énergie potentielle ne dépend pas du temps, ce qui est
généralement le cas pour les particules isolées, il est possible de séparer les variables

d’espace et de temps en posant :

U(r,t) = W(r,0)e ' #t, (2.3)

ou FE représente l'énergie du systeme dans 1’état quantique représenté par la fonction
d’onde ¥(r,0) (simplifié, pour des raisons de concision d’écriture, ¥) qui est état sta-
tionnaire de I’hamiltonien et solution de I’équation de Schrédinger indépendante du

temps.

H|W) = E|¥). (2.4)

2.2 Probléme a plusieurs corps du systéme moléculaire

Soit un systéme moléculaire composé de N noyaux de charges {Ze} 1e[1,N], de masses
{Mr}repi,ny (représentés dans la suite par des indices majuscules) et n électrons de
charge e et de masse m, (représentés dans la suite par des indices minuscules). Pour un tel
systeme, I'opérateur hamiltonien, alors appelé hamiltonien coulombien, se décomposera

de la maniere suivante :

ﬁ = TN + Te + VNN + Wee + VNe, (25)
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avec
. Moo,
N = - — 2.6
. N
T, = — | 2.7
: 2 o Ve (2.7)
. 1 XX z2e2 1
Van = = , 2.8
NN 2;; 47‘[80 ‘R[—RJ| ( )
J#I
. I on o e? 1
Wee = = _— 2.9
« 2;;47‘[&“0 ’I‘i—I‘j" ( )
J#
N ZIe 1
_ S 2.1
VNe Izlz 47'[50 ‘R[ —T; ‘ ( 0)

oi T est l'opérateur énergie cinétique des noyaux, 1., celui des électrons, Van l'opéra-
teur énergie potentiel provenant de la répulsion coulombienne entre noyaux, Wee celui
provenant de la répulsion coulombienne entre électrons et Ve celui provenant de l'at-
traction coulombienne entre électrons et noyaux. Les R; représentent les coordonnées
spatiales des noyaux et les r; celles des électrons. Par souci de simplification d’écriture,

le systeme d’unités atomiques sera utilisé pour ces expressions dans la suite :

L —i#v? (2.11)
En = ope TR

B = LoV 212
Vg: - éiﬁﬁ (2.13)
Vgie - ;géw (2.14)
Véf - ;;’Rw @) (2.15)

A\ 2 . 7 . 7 . . 7
ol By, = 5 est le hartree, unité atomique d’énergie, M (aw) _ My avec me 'unité
meag ’ 1 me

(au) _ R’ et rgau) = Ii avec ag le rayon de Bohr, unité atomique
ag

atomique de masse, I}
de longueur. Par souci de concision d’écriture, les exposants @9 seront par la suite

sous-entendus.

Une résolution directe de I’équation de Schrodinger indépendante du temps, en utilisant
cet hamiltonien tel quel, est une tache extrémement compliquée, qui n’a été effectuée avec

une précision extréme que pour quelques petits atomes et petites molécules diatomiques.
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Normalement, des approximations supplémentaires sont donc nécessaires pour résoudre

ce probléme.

2.3 Approximation de Born-Oppenheimer

Un parameétre important du probléme est le rapport entre la masse des noyaux et la masse

des électrons, AilleH ~ 1800 pour le noyau le plus léger (le proton 'H). Ce rapport entraine
une différence inverse du méme ordre de grandeur entre 1’énergie cinétique des noyaux
et celle des électrons (T << Ti). Les différences d’énergie entre états différant par
les mouvements nucléaires (états rotationnels et vibrationnels) seront donc plus faibles
que les différences d’énergie entre états différant par les mouvements électroniques (états
électroniques). Partant de ce constat, il est possible de négliger le mouvement des noyaux
pour calculer les énergies électroniques, ce qui revient a considérer des noyaux de masse

infinie. On se ramene alors au probleme suivant :
Ha|®) = (0 -1%)|¥) = Ea|¥) (2.16)

ou erl et FEg sont respectivement 1’hamiltonien et 1’énergie électronique du systéme,
correspondant au cas ou les noyaux seraient fixés dans l'espace. Dans cette approxi-
mation des noyaux fixes (clamped-nuclei approzimation), les positions des noyaux sont
considérés comme parametres du probléme et non plus comme variables, ce qui simplifie
grandement les calculs. Les mouvements des électrons et des noyaux sont alors approxi-
mativement découplés, ce qui permet de rationaliser le concept fondamental de surface
d’énergie potentielle (SEP) sur lequel est basé I'interprétation moderne de la dynamique

moléculaire.

Dans cette interprétation, on considere que 'ajustement des états des électrons en fonc-
tion du mouvement des noyaux est quasi-instantanée. On parle alors d’hypothese adia-
batique. Les noyaux se déplacent donc sur une SEP et I’énergie totale du systeme est

alors obtenue en ajoutant ’énergie cinétique des noyaux.
) = (Ix+Ea)|¥) = E[W) (2.17)
Une justification théorique de cette approche a été proposée en 1927 par Born et Op-

penheimer [48]. On parle alors d’approximation Born-Oppenheimer (BO) lorsque I’étude

des énergies électroniques est ainsi découplée de 1’'étude des mouvements nucléaires.
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2.4 Surfaces d’énergie potentielle analytiques

Dans I'approximation susmentionnée, I’étude de la dynamique des noyaux passe par
I’étude de la structure électronique. Pour s’intéresser aux mouvements nucléaires, il faut
donc, en premier lieu, connaitre les énergies électroniques du systeme étudié dans tout

I’espace des géométries considérées.

Lorsqu’une étude porte sur la dynamique nucléaire, e.g. pour des calculs de spectroscopie
vibrationnelle ou de cinétique moléculaire, plutét que de calculer explicitement les éner-
gies électroniques a chaque géométrie, il est intéressant d’avoir une vision plus étendue
de la SEP. Pour cela, il est intéressant de faire appel a des représentations analytiques
de la SEP.

Les SEP analytiques disponibles dans la littérature sont dérivées soit de calculs ab initio
des énergies électroniques dans I'approximation BO, soit de données spectroscopiques de
vibration expérimentales. Des nombreuses représentations analytiques sont disponibles
dans la littérature pour la description de différents systémes (cf., par exemple, [49-53] et
les références a 'intérieur). Plusieurs approches ont été employées pour la dérivation de
SEP analytiques. Certaines reposent sur des développements polynomiaux a plusieurs

variables, d’autres sur des formules analytiques spécialement développées.

Si pour certaines études une représentation locale de la SEP est suffisante, une repré-
sentation globale, décrivant tout ’espace des géométries, est nécessaire pour une étude
complete de la dynamique nucléaire, principalement dans 1’étude des cinétiques de réac-
tions. Idéalement, une telle représentation doit reproduire les données spectroscopiques
dans tous les domaines d’énergie, de l'infrarouge lointain & 'ultraviolet. Cependant,
peu de représentations analytiques disponibles dans la littérature vérifient ce caractere
global [50, 53].

Une approche permettant d’atteindre ce caractere global consiste a I'utilisation combi-
née de résultats de calculs ab initio de grande précision et de donnée de spectroscopie
rovibrationnelle a haute résolution pour la dérivation d’une représentation analytique
de la SEP. Cette approche a, par exemple, été utilisée dans des travaux de Quack et al.

[23, 54-57).

Idéalement, une représentation analytique de SEP doit permettre de décrire une grande
partie des interactions physiques dans une formule mathématique présentant le moins
de parametres ajustables possible, on parle alors de représentation compacte de la SEP.
L’exemple le plus connu de représentation compacte est 1'oscillateur de Morse [22], qui

permet de décrire la courbe d’énergie potentielle d’'un systeme diatomique avec seulement
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trois parametres ajustables :
VMorse(T) _ Dee—a(r—re) (e—a(r—re) - 2) ’ (218)

ou r est la distance internucléaire, D,, a et r. sont des parametres ajustables. De plus
les parametres ajustables de ce modele peuvent étre reliés a des grandeurs physiques
observables : D, représente 1’énergie de dissociation du systéme diatomique, 7. sa dis-
tance d’équilibre et a peut étre relié a la fréquence harmonique de vibration wg par

a = 21wo/pt/2De, ol p est la masse réduite du systéme.

Au cours de cette these, des travaux de développement de surfaces d’énergie potentielle

pour plusieurs systemes ont été effectués. Ces travaux seront présentés dans la Partie I11.



Chapitre 3

Théorie de la fonction d’onde
(WFT)

3.1 Fonction d’onde poly-électronique

En théorie de la structure électronique non-relativiste, une base des états quantiques de
I’électron est définie par ses coordonnées d’espace r et sa coordonnée de spin mg. Par
souci de simplification d’écriture, I’ensemble des coordonnées de 1’électron sera par la

suite noté x = {r, mg}.

Dans une description non-relativiste, une spin-orbitale est définie comme le produit
x(x) = ¥(r)s(mg) ou s(mg) représente la fonction de spin et ou 1 (r) est la partie

spatiale, appelée orbitale.

3.1.1 Le déterminant de Slater

Les électrons étant des fermions, ils vérifient le principe de Pauli [58]. La fonction d’onde
poly-électronique doit donc étre antisymétrique. Afin de respecter ce critére, Slater [59]
proposa une expression de la fonction d’onde poly-électronique sous la forme d’un déter-
minant. Pour un systéme de N électrons, ce déterminant, appelé déterminant de Slater,

est exprimé comme :

xi(x1)  xe(x1) o xw(x1)
(I)S({Xi}ie[[l,N]]) = \/% Xl(:XQ) X2(:X2) XNEXQ) = |xixe---xn|(3.1)
xi(xny) xe(xn) -0 xn(xn)

10
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ou x;(x) désigne une spin-orbitale, définie précédemment.

L’hamiltonien mono-électronique posseéde une infinité discrete de valeurs propres (éner-
gies) et de vecteurs propres associés (spin-orbitales). Un déterminant de Slater repré-
sente alors la distribution de N électrons dans N spin-orbitales dites occupées. Les

spin-orbitales n’apparaissant pas dans le déterminant sont dites vacantes ou virtuelles.

3.1.2 Approximation Hartree-Fock

L’hamiltonien d’un systeme de N électrons peut étre exprimé a ’aide des hamiltoniens

mono-électroniques h(i) de la maniére suivante :

R n_ 1 N N
H = > h()+ 5> thee(is ), (3:2)
i=1 i=1j=1
J#i

ol Wee (1, 7) désigne la répulsion entre les électrons i et j avec :

A 1 Zr
h(i) = —=VZ2 -y = 3.3
(Z> 2vr1 T 'ri]’ ( )
NP 1
wee(l,j) == ',"7 (34)
v

ou I est I'indice correspondant a un noyau.

La méthode Hartree-Fock (HF) consiste & résoudre de maniére approchée 1’équation de

Schrédinger a ’aide d’une fonction d’onde mono-déterminantale :
E= n%nmmq;) — Hgn(@|ﬁ|<1>> = pHF — HgnE’[CI)]. (3.5)

De plus, le déterminant minimisant £, |®fF) = |x1x2 ... xn), doit étre construit sur des

spin-orbitales orthonormées :

(xilx;) = di. (3.6)

Pour le résoudre, il est fait appel a la méthode des multiplicateurs de Lagrange. En

introduisant les N2 multiplicateurs de Lagrange Aij, la fonction L prend ici la forme :

N N
LH{xitiepny) = Elxitepny] — D> Nij ((xilxg) — dij) - (3.7)

i=1j=1
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L’énergie E représente Pespérance quantique de I’hamiltonien sur la fonction d’onde
) :

E = (®H|®)

N
- ZXz’h‘Xz +
i=1

l\.’)\'—‘

N N
ZZ(XZXJ —xaixg) — (x| — \Xsz))

i=17=1

N N
> axgllxix), (3.8)

=1 j5=1

l\ZJ\*i

N
= ZX@’h’|X’L +
=1

ot (XiX;llxixj) = (<Xz‘Xj|%,j|Xin> — <Xin\ﬁj|Xin>) est I'intégrale biélectronique anti-
symétrisée.

En traduisant la stationnarité de la fonction £ (8£ = 0), il est possible de se ramener &

lexpression [60] :

(E + ﬁHF[{Xj}jGHLN}] ) ‘Xz Z )\1] ’X] (3-9)
ou Uy est défini par :
N
(altimelxg) = Y axelxsxe)- (3.10)
k=1

L’opérateur de Fock mono-électronique est alors défini comme :

f = h+anp. (3.11)

Le probléme initial est ainsi transformé en la résolution de N équations de type Schro-
dinger mono-électroniques décrivant un électron dans le champ moyen généré par les

(N — 1) autres électrons.

Les multiplicateurs de Lagrange \;; étant symétriques, il est possible d’appliquer une
transformation unitaire pour diagonaliser la matrice d’éléments );; en laissant I'opéra-

teur de Fock invariant. Les équations HF prennent alors la forme suivante :

fa) = elxa), (3.12)

ou ¢; est ’énergie de 1’électron décrit par la spin-orbitale y; au sein du systeme poly-

électronique.
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Finalement, on peut montrer qu’il est possible d’écrire 'énergie HF EHF sous la forme :
N N
EHE = Zez -3 ZZ X@XJHXsz
=1 =1 :
= (®"|F - §UHF|<I>5{F>, (3.13)

ot F est I'opérateur de Fock poly-électronique et Ugr est le potentiel HF', définis comme :

=

P o= Zf() (3.14)

i=1

= I

Upr = anr (i), (3.15)
i=1

ou upr(2) est défini dans I’équation (3.10).

D’apres les équations (3.11) et (3.14), 'expression suivante de l'opérateur de Fock est

obtenue :
F = T+ Ne + Unr, (3.16)
et donc, en introduisant cette expression dans 1’équation (3.13) :

~ ~ 1A
BT = (|1 + Ve + 5 Unp|267). (3.17)

3.1.3 La fonction d’onde multi-déterminantale

L’approximation mono-déterminantale n’est pas suffisante pour la description précise
d’un systéme moléculaire. La fonction d’onde exacte W résout 1’équation de Schrédinger

indépendante du temps :
H|W) = E|D). (3.18)

U est en fait constituée d’une combinaison linéaire du déterminant HF et de tous les

déterminants excités :

U= c®o+ ) @+ O+ (3.19)
a,r a<b
r<s

ol a et b désignent des spin-orbitales occupées dans le déterminant HF, r et s re-
présentent des spin-orbitales vacantes, @/ est le déterminant mono-excité ou 1’électron

initialement présent dans la spin-orbitale y, est excité dans la spin-orbitale .., @Z”Z est
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le déterminant di-excité ou les électrons initialement présents dans les spin-orbitales x,

et xp sont excités dans les spin-orbitales x, et xs.

On appelle corrélation électronique les contributions apportées a 1’énergie totale par
les déterminants autres que le déterminant HF. On parlera alors de méthodes corrélées
ou méthodes post-HF pour des méthodes incluant des contributions apportées par des

déterminants au-dela de HF.

La fonction d’onde exacte est théoriquement composée d’une infinité de déterminants.
En pratique, les calculs se font sur une base finie d’orbitales atomiques a partir de laquelle
une base finie d’orbitales moléculaires HF est construite. Le nombre de déterminant sera

donc fini lui aussi.

3.2 Traitement perturbatif de la corrélation électronique

3.2.1 La théorie des perturbations Rayleigh-Schrodinger

La théorie des perturbations Rayleigh-Schrédinger (RS-PT) [44, 60, 61] permet de ré-
soudre de maniere approchée I'équation de Schrodinger indépendante du temps pour

I’hamiltonien exact :
E’T‘\Pn> = En’an>7 (3.20)

a partir de la résolution d’une équation de Schrodinger faisant appel a un hamiltonien

approché, appelé hamiltonien d’ordre zéro Hy :
Holv®) = BPTY). (3:21)

L’hamiltonien approché Hy ne dévie de 'hamiltonien exact que par une perturbation
additive V. En RS-PT, il est fait appel 4 un hamiltonien auxiliaire H(a) (ot a est un

nombre réel) :
H(o) = Ho+aV. (3.22)

Il est alors évident que H (1) = H. L’énergie et la fonction d’onde auxiliaires sont définies

par :

H(a)|Un(a)) = En(a)|¥n(a)). (3.23)
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La fonction d’onde et I’énergie auxiliaires peuvent étre exprimées, en partant de la
fonction d’onde et de I’énergie d’ordre zéro, sous forme de séries entieres du parametre

de perturbation « :

“+o00

Upla) = OO+ a'wd), (3.24)
=1
+OO . .

Ena) = EP+> o'BY. (3.25)
=1

ou les corrections & 'ordre ¢ de la fonction d’onde \Iigf) et de I’énergie Eg) sont définies

par :
i 1 0, (a
vy o= - aaf) , (3.26)
a=0
i 1 0B, (a
EW = o aa§> (3.27)
a=0

L’équation de Schrodinger exacte (3.20) devient alors, en y introduisant les équations (3.22),
(3.24) et (3.25) :

A N +OO . . +OO . . +OO . .
(Ho +aV) (ZO oﬁ\xym) - (}% a’E,@) (Z; awg))) . (3.28)

En développant cette équation puis en égalant les coefficients des différentes puissances
de a, on obtient les corrections de ’énergie aux différents ordres de perturbation. Si on

impose la normalisation intermédiaire :

(TD)w,) = 1, 3.29)
avec (TPDWH) = o, (3.30)
on obtient [60] :
EY = (0| v, 3.31)
B (P viwd) (3.32)
Hy étant un opérateur hermitien et \117(10) un de ses vecteurs propres, toute fonction d’onde

< o (0 . . . s
orthogonale a \Il%) peut étre exprimée comme combinaison linéaire des autres vecteurs
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propres {\Pgo)}#n de Hy :
) = 3w, (3.33)
l#n
ou ) = (w”wd). (3.34)

(4)

n,l

rection de la fonction d’onde au premier ordre, qui est nécessaire pour un développement

A partir de I'équation (3.28), il est ensuite possible de calculer les coefficients ¢, 7. La cor-

de I'énergie au deuxieme ordre, s’exprime comme :

@OVe)
)y = YL R, (3.35)
25D g

3.2.2 La théorie des perturbations Mgller-Plesset

La théorie des perturbations Mgller-Plesset (MP) est une application de la RS-PT dans
laquelle 'hamiltonien formel d’ordre zéro considéré est I'opérateur de Fock F défini par

I'équation (3.14). L’opérateur de perturbation V sera alors exprimé comme :

A A A

V = H—F=We—Uyy. (3.36)

La fonction d’onde & 'ordre zéro est donc, en MP, le déterminant HF ®{F. L’énergie

HF est retrouvée en développant perturbativement 1’énergie au premier ordre :
Bgh+ BGh = (OfF[F|ofF) — (@ffF |7 - Flofff) = B (337)

Le traitement de la corrélation électronique n’apparait qu’a partir du deuxieme ordre
dans D'énergie, on parlera alors d’approche MP2. Pour le calcul de la correction de
I’énergie au deuxieme ordre, d’apres I’équation (3.32), seule la correction de la fonction
d’onde au premier ordre est nécessaire. Par application du théoreme de Brillouin, seules
les configurations di-excitées auront une contribution non-nulle dans la correction de la

fonction d’onde au premier ordre :

(@5 VI2f™)

€q + €p — € — €4

LRI

a<b
r<s

7). (3.38)

ol ¢; est 'énergie de I'électron décrit par la spin-orbitale y; au sein du systeme poly-

électronique. La correction de I’énergie au deuxiéme ordre sera donc finalement exprimée
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comme suit [62] :

~ 2
|(@ET | Woe|0775)

€q + €p — € — €4

B =

a<b
r<s

_ v I axsllboxs)
w<pa +€p — € — €g

r<s

(3.39)

Finalement, I’énergie MP2 s’exprime comme la somme de I’énergie HF et de la correction
MP2 :

2
EMP2 — pHF 4 p2) (3.40)

3.3 Traitement non-perturbatif de la corrélation

3.3.1 Meéthode des clusters couplés (coupled cluster, CC)

L’approche coupled cluster [63—66] repose sur 1’écriture suivante de la fonction d’onde

exacte a partir de la fonction d’onde HF :
o) = oTlag), (3.41)
ou l'opérateur exponentiel T peut étre développé en série de Taylor :
. T
T _ S
el = ;;) T (3.42)

L’opérateur cluster T est constitué de N opérateurs d’excitations (ou N représente le

nombre d’électrons dans le systéme étudié) :
A N A
T = YT (3.43)
i=1
L’opérateur T} correspond a l'excitation simultanée de i électrons :

7 %
o= Y i (Hﬁ) (H@J)’ (3.44)
a1 << j=1 j=1

r1<-<T;
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T

J
d’annihilation d’un électron dans la spin-orbitale x,, et tg}"¢; est un coefficient réel

ou 7; est I'opérateur de création d'un électron dans la spin-orbitale x;, G; est 'opérateur

appelé amplitude.

En combinant les équations (3.42) et (3.43), 'expression développée de e’ suivante est

obtenue :
T 2 i i 1 ~o P o e
e = 1+T1+ Ty + §T1 + (T + 15T + ng + ... (345)

Le premier terme 1 est I'opérateur identité. Tous les états doublement excités sont gé-
nérées par des excitations "connectées" (TQ), correspondant a l’excitation simultanée
de deux électrons interagissants, et des excitations "déconnectées" (Tf), correspondant a
I’excitation de deux électrons non-interagissants. Similairement, tous les états triplement
excités sont générées par de "vraies" excitations triples (Tg) ou des excitations triples
"produits" (15771, T7).

En utilisant la fonction d’onde CC, I’équation de Schrodinger devient :

HeT|oHFy = pel|plF). (3.46)

En considérant la normalisation intermédiaire de la fonction d’onde, telle que présentée

dans I’équation (3.29), I’énergie peut alors s’exprimer sous la forme [62] :

ECC = (®HF|f1eT|plF), (3.47)

En développant I'expression précédente en fonction de I'expression 3.45 et en prenant en
compte le fait que 'hamiltonien ne contient que des opérateurs a un ou deux électrons,

on obtient alors :

A A N N 1.
ECC = (o"[H(A + T + Ty + S17)|05")
= B D (g H|RG) + Y (1 + tat — i) (07 [ H|2L), (3.48)

a,r a<b
r<s

qui se réduit finalement a [62] :

ECC = B (10 4 oty — o)) (Xaxs|[XrXs)- (3.49)
a<b
r<s
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L’expression analytique des amplitudes est obtenue en utilisant la fomulation "connectée"

des équations CC :
e ThHT DU = E|oHT), (3.50)
puis en projetant le déterminant excité :

@7 e T |BfF) = o, (3.51)

ag,:,

e THeT peut ensuite étre développé facilement a ’aide de la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff [67].

Dans la pratique, une version tronquée de 'opérateur cluster, ne générant que certaines
excitations, est utilisée. Par exemple, on parler de méthode CCSD si 'opérateur cluster

ne contient que les mono- et les di-excitations :

A

T ~ Ty + . (3.52)



Chapitre 4

Théorie de la Fonctionnelle de la
Densité (DFT)

4.1 Théorémes de Hohenberg et Kohn

En 1964, Hohenberg et Kohn [68] développérent une nouvelle théorie exacte pour la
description d’un systéme d’électrons en interaction évoluant dans un potentiel externe
simplifiant le probleme de la résolution de I’équation de Schrédinger a plusieurs corps.
Le calcul de la fonction d’onde & 3N variables (ou N est le nombre de particules) est
remplacé la détermination de la densité électronique qui est fonction des trois variables

d’espace. L’hamiltonien d’un tel systeme peut étre exprimé comme :

H = T4+ We+V, (4.1)
ot V est un potentiel local défini par :
Vo= / o(r)A(r)dr, (4.2)

ou A(r) est 'opérateur densité électronique.

4.1.1 Premier théoréeme de Hohenberg et Kohn

Le premier théoreme de Hohenberg et Kohn (HK) stipule que deux potentiels externes
donnant la méme densité de I’état fondamental difféerent seulement par une constante
additive. Ce théoreme se démontre aisément par I'absurde. On considere ici le cas ou

I’état fondamental n’est pas dégénéré.

20
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Soient deux potentiels locaux v(r) et v’(r) associés a la densité de ’état fondamental n(r).
Soient les hamiltoniens, énergies et fonctions d’onde associés a chacun de ces potentiels

définis comme suit :

E’T‘\P> = (T+Wee+v)’\p> = E‘\II>

~ . . R , 4.3
H|U) = (T+We+ V)W) = E|V) 3

Si v(r) et v'(r) different de plus d’une constante additive, alors ¥ et W' ne peuvent étre

égales puisqu’elles satisfont deux équations de Schrodinger différentes.

D’apres le principe variationnel, on obtient alors :
E=(V|H|V) < (V|HV)=(W|H +V V). (4.4)
L’inéquation ci-dessus peut étre exprimée comme :
E < E'+ / (u(r) — ¢/(r)) n(r)dr. (4.5)
Similairement, on obtient :

E < E+ / (v'(r) = v(r)) n(r)dr. (4.6)

En sommant les inéquations (4.5) et (4.6), 'inéquation incohérente suivante est obtenue :
E+E < E+FE. (4.7)

Le potentiel est donc une fonctionnelle de la densité électronique de I’état fondamental.
Comme le potentiel définit 'hamiltonien, I’état fondamental du systeme est lui-méme
défini par sa densité. Les états excités étant eux aussi définis par I’hamiltonien, ils sont

donc également définis par la densité de I’état fondamental.

4.1.2 Second théoreme de Hohenberg et Kohn

D’aprés le premier théoréeme de HK, une fonctionnelle universelle de la densité F'[n],

indépendante du potentiel externe v(r), peut étre définie comme suit :
Fln] = (V[n]|T + Wee|¥[n]), (4.8)

ou U[n] est la fonction d’onde de ’état fondamental d’un systéme physique dont la

densité est égale a n.
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A Taide de cette fonctionnelle universelle, 1’énergie dépendant du potentiel peut alors

étre écrite, sous forme d’une fonctionnelle de la densité, comme suit :

Ey[n] = Fln]+ [v(r)n(r)dr. (4.9)

Le second théoreme de HK dit que la densité exacte de I’état fondamental ng(r) minimise
la fonctionnelle énergie F,[n] et ce minimum est égal a I’énergie de ’état fondamental
du systeme. Il faut maintenant montrer que E,[n] atteint bien son minimum pour ng(r),

pour un nombre de particules fixé.
E = minE,[n]. (4.10)
n
En combinant les équations (4.8) et (4.9), 'expression suivante 1’énergie peut étre obte-
nue :

Ey[n] = (U[n]|T + Wee|¥[n]) + [v(r)n(r)dr = (¥[n]|T + Wee + V| T[n]).(4.11)

Soit n/(r) une densité quelconque. D’apres le principe variationnel, on a :

Ey[n] = (U[]|T + Wee + V|¥[R]) > E = (¥[no]|T + Wee + V|[¥[no]), (4.12)
dott Eyn'] > Euno=F (4.13)
La densité exacte de I’état fondamental minimise donc bien la fonctionnelle énergie.

Si la fonctionnelle est connue, il est alors possible, pour un potentiel local donné, de
déterminer I’énergie exacte de I’état fondamental. Cependant, I’expression exacte de la

fonctionnelle universelle F'[n] reste indéterminée.

4.2 Théorie de Kohn et Sham

Afin de palier le probléme de 'expression de la fonctionnelle F'[n] du systéme de plusieurs
particules en interaction, Kohn et Sham [69] proposerent d’obtenir la densité exacte ng(r)

a partir d’un systéme sans interaction.

L’expression de la fonctionnelle F'[n] se réduira alors a :

Fln] = Ts[n] + Euxc[nl, (4.14)
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ou Tg[n] est I’énergie cinétique du systéme sans interaction dont la densité est égale a n(r)
et Eyxe[n] = F[n] — Ts[n]. Kohn et Sham ont proposé de décomposer alternativement

cette fonctionnelle comme suit :
Fn] —Ts[n] = Enln]+ Ex[n], (4.15)

ou Ey[n] est I'énergie de Hartree, décrivant 'interaction coulombienne classique entre

les électrons, exprimée comme :
1 n(r)n(r’)
Eyn] = = ———Zdrdr’, 4.16
abl = 5 [ [ (4.16)
et Exc[n] est énergie d’échange et de corrélation du systéme de plusieurs particules en
interaction.

En combinant les équations (4.9), (4.14) et (4.15), 'expression suivante de la fonction-

nelle énergie est finalement obtenue :
Eun] = Tsn]+ / v(@)n(r)dr + Ealn] + Ex[n]. (4.17)

Le calcul de I’énergie exacte se ramene alors & la minimisation de I’expression précédente
par rapport a n(r). Cette minimisation peut également étre ramenée a la minimisation

limitée & des fonctions d’onde mono-déterminantales ® de la maniére suivante :
E = min {TS n] + / o(@)n(r)dr + Eufn] + Fa [n]}
= min {<q>|f|<1>> + / v(r)ne (r)dr + Eufne] + Fa [n¢}} . (4.18)

Une telle minimisation peut étre opérée comme en HF.

L’énergie d’échange et de corrélation peut étre décomposée comme la somme d’une
énergie d’échange Fy[n] et d’une énergie de corrélation E.[n]. L’énergie d’échange peut

s’exprimer de maniére exacte :
Ex[n] = (26°[n]|Weel®5°[n]) — Enln]. (4.19)
La fonctionnelle universelle d’échange et de corrélation Fy.[n| est inconnue. Il a cepen-

dant été démontré [68] que, lorsque la densité varie suffisamment peu, cette fonctionnelle

peut étre exprimée sous la forme :

Bln] = / n(r)exc[n(r)]dr, (4.20)
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ol €xc[n] est I’énergie d’échange et de corrélation par électron dans un gaz uniforme
d’électrons de densité n, pour lequel un calcul précis est possible (LDA). En partant
de cette approximation, le challenge est de trouver une fonctionnelle approchée la plus
précise possible. Pour cela, plusieurs modeles ont été développés. Le modele le plus
simple, basé exclusivement sur le gaz homogene d’électrons, est une approximation locale
de la densité (local density approximation, LDA). Dans ce modele, ey, n’est fonction que
de la densité électronique. D’autres modeles plus évolués font appel a une correction
de ey introduite par le gradient de la densité Vn (generalized gradient approximation,

GGA) voire par son laplacien An = V?n et 7 la densité d’énergie cinétique (meta-GGA).



Chapitre 5

Méthodes hybrides DFT-WEF'T

Les méthodes basées sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) [68, 69] sont,
de nos jours, les méthodes les plus utilisées pour les calculs de structure électronique
tant dans le domaine de la chimie quantique que dans le domaine de la physique de la
matiere condensée. La raison principale de ce succes repose sur le faible cofit de calcul
de ces méthodes comparées aux méthodes basées sur le calcul explicite de la fonction
d’onde (méthodes WEFT), tout en conservant une relativement bonne précision. Ces cofits
de calculs réduits permettent d’étudier des systemes de plus grande taille, typiquement

jusqu’a plusieurs centaines d’atomes contre seulement quelques dizaines en WET.

Ces dernieres années, de nombreux travaux ont été réalisés concernant la réduction
du colt des calculs des méthodes WFT, notamment pour atteindre le linear-scaling

(variation du cofit de calcul en O(N) ou N est le nombre de particules) [70-77].

Les méthodes DFT présentent également d’autres avantages par rapport aux méthodes
WEFT. La base d’orbitales atomiques utilisée dans les calculs, par exemple. L’énergie
calculée convergera plus rapidement en fonction de la taille de la base lors de calculs
DFT que lors de calculs WEFT, lerreur de superposition de base (BSSE) sera également
bien moindre en DFT qu’en WFT.

La DFT Kohn-Sham (KS) standard [68, 69] part d’une approche de particules indé-
pendantes (électrons non-interagissants) soumises a un potentiel local. C’est donc une
approche mono-déterminantale. Une telle approche permet d’avoir les avantages de HF
tant au niveau du cotit de calcul qu’au niveau de la formulation théorique, en ajoutant de
la corrélation mais sans avoir les complications liées a "approche multi-déterminantale

des méthodes WEFT corrélées (méthodes post-HF'), notamment au niveau du coiit de

25
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calcul. En DFT, I’énergie d’interaction biélectronique est traitée a I’aide d’une fonction-
nelle de la densité. Le formalisme de la DFT KS standard est présenté au Chapitre 4 de

cette these.

Le principal inconvénient des méthodes DFT KS repose sur les approximations faites au
niveau de la fonctionnelle d’échange et de corrélation. La fonctionnelle d’échange et de
corrélation universelle n’étant pas connue, des fonctionnelles approchées sont utilisées.
Les fonctionnelles usuelles les plus simples sont basées sur le modele d’un gaz homogene
d’électrons et n’utilisent qu’une information locale sur la densité électronique (Local
Density Approximation, méthode LDA). Cette approche reste cependant assez éloignée
d’un modele physique réaliste puisque, en réalité, la présence des noyaux introduit des
gradients de densité. D’autres fonctionnelles apportent une correction a ce modele en
prenant en compte les variations locales de la densité en faisant intervenir son gradient
(Generalized Gradient Approximation, méthodes GGA) et parfois méme son laplacien
et la densité d’énergie cinétique (méthodes meta-GGA). Ces fonctionnelles sont déve-
loppées pour reproduire au mieux 1’échange et la corrélation, cependant elle le font de
maniére plus ou moins contrélée lorsqu’on s’éloigne du modele du gaz homogene d’élec-
trons. La compensation d’erreur entre I’énergie de corrélation et I’'énergie d’échange joue
un role important dans la précision des méthodes DFT lorsqu’elles sont appliquées a des
systémes moléculaires. L’énergie d’échange sera toujours surestimée en DF'T par rapport
a Hartree-Fock (échange exact) alors que, pour compenser, I’énergie de corrélation sera
généralement sous-estimée en DFT, comme Baerends et Gritsenko 1’ont montré pour
les fonctionnelles de type GGA [78]. Il est possible d’illustrer cette sous-estimation en
étudiant ces fonctionnelles le long de la connexion adiabatique, comme il a été explicite-
ment montré au cours de cette these. Ces résultats sont présentés au Chapitre 6 et dans
la Référence [12].

Au début de années 1990, Clementi et Chakravorty ont proposé, en se basant sur une
idée évoquée par Kohn et Sham [69], une extension de la DF'T KS consistant a remplacer
I’énergie d’échange traitée avec une fonctionnelle de la densité par ’énergie d’échange
calculée & partir de la fonction d’onde KS (déterminant de Slater reproduisant la den-
sité exacte de 1'état fondamental) [79]. Bien que cette approche permette de se sous-
traire du probléme d’auto-interaction (self-interaction), les résultats obtenus ne furent
pas convaincants. En 1993, Becke fut le premier a proposer 'introduction d’une frac-
tion d’énergie d’échange exact ou échange Hartree-Fock (HF) dépendant de la fonction
d’onde en complément d’'une fraction d’énergie d’échange calculé en DFT [80, 81] pour
améliorer les performances de la DFT par rapport aux méthodes GGA standard. De-
puis, de nombreuses fonctionnelles hybrides combinant énergie d’échange exact et énergie

d’échange DFT ont été développées [81-86].
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Ces approches semi-locales pour la corrélation ne permettent pas de décrire les effets in-
tervenant a longue portée comme la corrélation statique ou la dispersion. Les méthodes
DFT faillissent ainsi généralement dans la description des interactions faibles ou des
systemes dans lesquels la dispersion joue un role important, comme c’est par exemple
le cas dans les dimeéres de gaz nobles [87]. Une illustration de ce probléme est donnée
dans la Figure 5.1. Ces méthodes sont également inappropriées pour décrire les surfaces
d’énergie potentielle globales, principalement les voies de dissociation pour lesquelles la
corrélation statique est généralement tres forte puisque les systemes deviennent forte-
ment multi-configurationnels. Ce dernier probléme ne sera pas traité explicitement dans
cette these. En physique du solide, la DFT échoue également lorsqu’il s’agit de calcu-
ler la largeur de la bande interdite dans les semi-conducteurs. Tous ces problémes sont
traités explicitement lorsque des méthodes WE'T post-HF, ou des fonctions de Green en

physique du solide, sont utilisées.
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Exp. est la courbe d’énergie d’interaction expérimentale tirée de [88].

Les raisons des faiblesses des méthodes DFT ayant été identifiées, des travaux de déve-
loppement méthodologique ont été menés pour les pallier. Le principal probleme étant
I’absence de corrélation non-locale, la recherche en ce sens s’est concentrée sur la cor-
rection de la corrélation statique, qui intervient principalement dans les systéme multi-
référenciels (non traitée ici), et de la dispersion, qui joue un role trés important dans les
interactions intermoléculaires (sur laquelle les travaux effectués au cours de cette these
se sont focalisé). Plusieurs axes de développement ont alors été suivis dans la littérature
pour chercher a pallier ces lacunes :
— Un premier axe de recherche pour 'amélioration des méthodes DF'T consiste a conser-
ver une approche DFT hybride pour I’échange et a développer de nouvelles fonction-

nelles approchées en traitant spécifiquement les problemes de corrélation en se basant
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sur une description explicite basée sur la densité électronique en complément d’un
traitement exact de I’échange KS [89-94].

— Un second axe de recherche pour 'amélioration des méthodes DFT consiste a apporter
une correction empirique pour combler les lacunes de l'approche semi-locale de la
DFT KS et des fonctionnelles hybrides, par exemple une correction empirique de la
dispersion [95-97], aux fonctionnelles préexistantes.

— Un troisieme axe de recherche pour 'amélioration des méthodes DFT consiste a cher-
cher a hybrider les méthodes DFT et des méthodes WET corrélées (méthodes post-HF')
afin de chercher & combiner les avantages des deux types de méthodes [2-7, 98-100].
Les fonctionnelles ainsi développées sont appelées fonctionnelles "doubles hybrides".
Les travaux effectués dans le cadre de cette theése s’inscrivent dans ce troisiéme axe
de recherche.

Les méthodes issues de ce troisieme axe de recherche étendent I’hybridation des mé-

thodes DFT et WEF'T, déja initiée avec 'introduction d’une fraction d’échange HF dans

les fonctionnelles hybrides, en introduisant une fraction de corrélation dépendante de
la fonction d’onde traitée & I’aide de méthodes post-Hartree-Fock. De nombreuses fonc-
tionnelles "doubles hybrides" basées sur une approche perturbative du deuxiéme ordre

(PT2) pour le calcul de la fraction de corrélation dépendant de la fonction d’onde ont

été développées ces dernieres années [2-9, 98-102]. Ces fonctionnelles "doubles hybrides"

suivent des approches tres variées allant de ’approche empirique [2, 3] & 'approche tres
rationnelle basée sur une théorie exacte [8, 9]. Une discussion de ces différentes approches

sera apportée dans la section 5.1.

L’un des avantages de ces approches est qu’il n’est pas forcement nécessaire de dévelop-
per de nouvelles fonctionnelles d’échange et de corrélation. L’utilisation de fonctionnelles
standard Kohn-Sham telles quelles dans ces calculs a récemment été rationalisée par
Sharkas et al. [8], rationalisation étendue par Fromager [9]. Une partie des travaux réa-
lisés au cours de cette these a porté sur I’étude et la rationalisation de ces fonctionnelles
"doubles hybrides" combinant DFT et MP2. Pour la premiere fois, des fonctionnelles
"doubles hybrides" ont été explicitement étudiées le long de la connexion adiabatique.
Ces travaux sont présentés au Chapitre 6 et ont été publiés dans 'article [12] joint a la

fin du méme Chapitre.

Une autre approche de I’hybridation des méthodes DFT et WFT, reposant sur un trai-
tement plus physique du probléeme, avait été suggérée par Savin [10], antérieurement
au développement des fonctionnelles "doubles hybrides" présentées précédemment. Au
regard du bon fonctionnement de la DFT concernant le traitement local des interactions
entre électrons, 1'idée proposée par Savin est d’utiliser une approche basée sur la fonc-

tion d’onde pour traiter les interactions de longue portée associée a une fonctionnelle de
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courte portée complémentaire développée spécialement a cet effet. Les méthodes basées

sur cette suggestion sont dites "a séparation de portée".

De nombreuses nouvelles méthodes basées sur la séparation de portée ont été dévelop-
pées ces dernieres années, combinant la DFT avec la plupart des méthodes post-HF
usuelles, comme par exemple la théorie de l'interaction de configuration (configuration
interaction, CI) [103, 104], la théorie des perturbations Mgller-Plesset au deuxiéme ordre
(MP2) [1, 11, 20, 105, 106], la théorie coupled cluster (CC) [16], la théorie du champ auto-
cohérent multi-configurationel (multi-configurational self-consistent field, MCSCF) [107—
109], la théorie des perturbations de I’état de valence a N électrons au deuxiéme ordre
(second order N -electron valence state perturbation theory, NEVPT2) [110] ou la théorie
de l'approximation de phase aléatoire (random phase approzimation, RPA) [111-113].
Historiquement, les développements de 'hybridation des méthodes DFT et post-HF par
séparation linéaire et par séparation de portée se sont déroulés en parallele. Une partie
des travaux réalisés au cours de cette these a porté sur le développement d’une nouvelle
méthode a séparation de portée combinant DFT et MP2. Ces travaux ont été publiés

dans l'article [20] joint & la fin du Chapitre 8.

5.1 Meéthodes hybrides a séparation linéaire

5.1.1 Introduction d’une fraction d’énergie d’échange exact en DFT

L’intérét pour la combinaison des méthodes DFT avec I’approche HF remonte au début
des années 1990 [79]. La motivation d’un tel couplage est I'exploitation des avantages
de chacune des deux approches. En effet, la théorie HF apporte un traitement exact de
I’énergie d’échange pour un coiit de calcul raisonnable ; elle n’apporte cependant aucune
description de la corrélation électronique, pour laquelle il faudrait utiliser des méthodes
faisant appel a des déterminants supplémentaires augmentant ainsi considérablement
le cotit du calcul en fonction de la taille du systeme. Les fonctionnelles de corrélation
standard, quant a elles, fournissent une description relativement bonne de la corrélation
au niveau local (la corrélation dynamique de courte portée décrivant le trou de Coulomb),
a l'aide d’une fonctionnelle de corrélation, pour un cotit de calcul restreint puisque ne

dépendant que de la densité électronique du systeme.

Becke fut le premier a proposer une fonctionnelle de la densité basée sur I'introduction
d’une fraction d’énergie d’échange exacte [80]. En s’appuyant sur le formalisme de la

connexion adiabatique [114—117] et une interpolation linéaire de la dépendance en A de



Méthodes hybrides DFT-WFE'T 30

I'intégrant (cf. Chapitre 6 pour plus de détails), il proposa une fonctionnelle half-and-
half (HH) reposant sur 50 % d’échange exact ' basé sur les orbitales KS et sur 50 %
d’échange décrit par une fonctionnelle locale de type local spin-density approxzimation
(LSDA). Becke proposa également une extension semi-empirique de ce modele en faisant

varier les fractions d’échange basées sur les orbitales et sur la densité électronique [80].
By = B[] + iU PAn). (5.1)

olucy=cy = % dans le cas de la fonctionnelle HH, ® est le déterminant de Slater repro-
duisant la densité exacte n de I'état fondamental du systeme et ULSPA[n] est 1’énergie

potentielle d’échange et de corrélation.

Une étape supplémentaire dans le développement des fonctionnelles hybrides a été I'in-
troduction de correction de ’approximation locale de la densité a ’aide de fonctionnelles
de type GGA tant au niveau de I’échange que de la corrélation, tout en conservant la
fraction d’échange exact précédemment introduite. Le premier exemple du genre a été
proposé par Becke [81]. La fonctionnelle BSPW91, dans laquelle la correction de I’échange
est apportée par la fonctionnelle d’échange local spin-density approzimation (LSDA) de
Becke de 1988 [118] et la correction de la corrélation LSDA est apportée par la fonc-
tionnelle de corrélation de Perdew et Wang de 1991 [119], fait appel a trois coefficients
semi-empiriques (ag, ax et ac) ajustés pour reproduire au mieux un large jeu de données

thermodynamiques.

E)iSPWQl _ E}I:CSDA [n] + ao ( et @] — E}I:SDA[nD

t+ax (EZS[n] — BEPAn)) + ac (EYW [n] - BFPA)) . (5.2)

Dans des travaux ultérieurs, une simplification a un seul parametre des fonctionnelles

hybrides a été proposée [82, 83].

EW = ERMn) + ax (E99(@] - EPTTn)). (5:3)

Depuis, de nombreuses autres fonctionnelles hybrides incluant une fraction d’échange
exact ont été développées. Parmi les fonctionnelles hybrides les plus employées en chimie
quantique, se trouvent la fonctionnelle B3LYP [84] utilisant la fonctionnelle d’échange de
Becke de 1988 [118] et la fonctionnelle de corrélation de Lee, Yang et Paar de 1988 [120],

1. Il est & noter que la dénomination "échange exact" généralement utilisée ici est sujette a un probleme
de définition. En effet, en WFT, I’énergie d’échange exact est 1’énergie d’échange calculé sur les orbitales
HF alors qu’elle est, dans le cas des fonctionnelles hybrides, calculée sur les orbitales KS, reproduisant la
densité de I’état fondamental du systéme. Il serait donc plus judicieux de parler d’échange exact KS pour
I’énergie d’échange de type HF calculée sur les orbitales KS. Dans la suite, il sera cependant continué
de faire référence a cet échange comme "échange exact" puisqu’il est défini ainsi en DFT.
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ou encore PBEQ [121] utilisant les fonctionnelle d’échange de Perdew, Burke et Ernze-

rhof [85] et la fonctionnelle de corrélation de Perdew et Wang [122].

Habituellement, la fraction d’échange exact introduite dans les fonctionnelles hybrides
est de l'ordre de 20 % & 30 % suivant les fonctionnelles. Des travaux quant & la ra-
tionalisation de la fraction d’échange exact a inclure ont été menés, notamment par
Perdew, Burke et Ernzerhof [85, 86] ; cependant, Cortona a récemment montré [123] que
les arguments avancés pouvaient menée & la justification de plusieurs autres valeurs.
La plupart des fonctionnelles hybrides reposent donc actuellement sur une paramétrisa-
tion semi-empirique de la fraction d’échange exact destinée a reproduire au mieux des
bases de données thermodynamiques constituées d’enthalpies de formations, de poten-
tiels d’ionisation, d’affinités électroniques et de potentiels atomiques(e.g. jusqu’a plus
d’une quinzaine parametres dans la fonctionnelle d’échange-corrélation et un parametre
définissant la fraction d’énergie d’échange exact ajustés sur plusieurs centaines de don-
nées [124, 125]).

Bien que I'idée de traiter entierement I’échange de maniere exacte puisse paraitre intéres-
sante, notamment pour se soustraire du probléme d’auto-interaction (self-interaction),
la sous-estimation systématique de I’énergie de corrélation par les fonctionnelles usuelles
force a maintenir la description d’une fraction de ’échange en DFT afin de conserver la
compensation d’erreur. Les travaux de Clementi et Chakravorty [79] sur I'utilisation de
100 % de I’énergie d’échange de type HF en DFT illustrent parfaitement ce probléme.
Une facon alternative de pallier ce probléeme serait de chercher & développer de nou-
velles fonctionnelles de corrélation traitant explicitement des problemes de corrélation
en complément d’un traitement exact de I’échange. Cette approche rejoint le premier
axe de recherche pour I’amélioration des méthodes DFT mentionné en début de chapitre
et ne sera pas explorée ici. Dans la suite de cette these, la correction de la corrélation
sera traitée par l'intermédiaire d’une fraction d’énergie de corrélation traitée par des

méthodes post-HF', par exemple MP2.

5.1.2 Introduction d’une fraction d’énergie de corrélation MP2 en
DFT

Afin de régler les problemes liés a la description de la corrélation en DFT, comme par
exemple la dispersion, une extension naturelle des fonctionnelles hybrides consiste a in-
troduire une fraction d’énergie de corrélation obtenue au niveau post-HF. Ces méthodes
font appel & une description multi-déterminantale de la fonction d’onde, ce qui est a la
fois leur principal intérét et leur principal inconvénient. Principal intérét car 'utilisation

de déterminants supplémentaires permet de décrire explicitement la corrélation; mais
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principal inconvénient car le nombre de déterminants a ajouter croit considérablement
avec la taille du systeme, ce qui augmente d’autant plus le cotit du calcul. Une combinai-
son optimale des deux approches (DFT et post-HF) a ’aide d’une séparation linéaire ou
d’une séparation de portée de I'interaction biélectronique permet cependant de réduire
le cotlit des calculs post-HF. Le calcul d’une partie de 'interaction est plus abordable
que le calcul de 'interaction totale. D’autre part, ces derniéres années, des travaux sur

I'optimisation des calculs post-HF et la réduction de leur cott ont été menés [70-77].

Parmi les méthodes post-HF, la théorie des perturbations Mgller-Plesset au deuxieme
ordre (MP2) [126], qui inclut la corrélation électronique au moyen d’un développement
perturbatif au deuxieéme ordre de type Rayleigh-Schrodinger (RS-PT) [44, 60, 61] & partir
de 'opérateur de Fock comme hamiltonien d’ordre zéro, est I'une des moins cotiteuses.
D’un point de vue pratique, cette méthode fait appel aux orbitales HF virtuelles en
prenant en compte la perturbation de I’énergie apportée par les déterminants di-excités,
la contribution des mono-excitations étant nulle d’apres le théoreme de Brillouin. Son
colit de calcul raisonnable en a fait une candidate intéressante pour I’hybridation avec
les méthodes DFT. De plus, la méthode MP2 est basée sur un seul déterminant a I'ordre
zéro.Il est cependant a noter que la densité a l'ordre zéro en MP2 (densité reproduite
par la fonction d’onde & 'ordre zéro) n’est pas la densité exacte de I’état fondamental,
alors que certaines théories des perturbations basée sur la DFT KS, comme la théorie
des perturbations Gorling-Levy (GLPT) [127, 128], sont basées sur une densité exacte

a l'ordre zéro.

Une premiere utilisation de la méthode MP2 en DFT a été proposée par Zhao et al.
[101] en 2004. Ils proposerent de traiter une fraction de I’énergie a ’aide d’une méthode
type MP2 et la fraction complémentaire a 1’aide d’une fonctionnelle hybride, dans une

méthode appelée MC3. L’expression de I'énergie proposée est la suivante :

MY — (1 o) (Tl + [ o(x)n(e)dr + B + oEE (@1 + (1~ ) Exfon] + Eeln)

tea (1= c1) B[O 4 ¢ BMF2), (5.4)

ou la partie pondérée par ¢z (deuxieme ligne du membre de droite de I’équation (5.4)) est
décrit entierement en WET, les orbitales utilisées pour la construction de ®1¥ et dans la
correction MP2 sont donc calculées au niveau HF, et la partie complémentaire (premiére
ligne du membre de droite de ’équation (5.4)) est traité par une fonctionnelle hybride. Ils
ont également proposé des extensions incluant des corrections d’ordre supérieur faisant
appel jusq’a huit parametres [102]. Ce genre d’approche présente le désavantage de

nécessiter le calcul de deux jeux d’orbitales.
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Des analogues Kohn-Sham de la théorie des perturbations ont été développées (KS-
PT) [127-130]. Par exemple, la théorie des perturbations proposée par Gorling et Levy
(GLPT) [127, 128] part du déterminant KS, comme fonction d’onde & I'ordre zéro puis
développe perturbativement 1’énergie et le potentiel local d’échange et de corrélation.
En GLPT, le théoreme de Brillouin n’est pas vérifié, il faut donc prendre en compte,
les correction au premier ordre du potentiel d’échange et de corrélation. L’inconvénient
majeur de cette théorie est la dépendance compliquée des orbitales KS en fonction du
traitement perturbatif. Ce probleme peut cependant étre résolu, au détriment du cotit de
calcul, en utilisant des méthodes basées sur les potentiels effectifs optimisés (optimized
effective potentials, OEP) [131, 132].

Une variante empirique simplifiée de cette approche a été proposée dans la fonction-
nelle B2-PLYP par Grimme [2] comme extension des fonctionnelles hybrides basées sur

I’équation (5.3). De telles fonctionnelles sont appelées fonctionnelles "doubles hybrides".
EE2PIYE . — (1 — 0 ) ESSA ] 4 ax EXF[®] + (1 — ac) ESSM[n] + ac EE™2. (5.5)

Dans cette approche, la fonction d’onde mono-déterminantale a l'ordre zéro est ob-
tenue par un calcul DFT hybride pour lequel la fonctionnelle d’échange et de corré-
lation est celle définie dans I’équation (5.5) de laquelle est 6té la contribution MP2
(E2PH _q.EPT2). Les orbitales ainsi calculées sont ensuite insérées dans la correction au
deuxieme ordre de I’énergie basé sur 1’expression usuelle de I’énergie de corrélation MP2.
11 s’agit ici d’une autre ambiguité par rapport aux approches "exactes" KS-PT2 [129, 130]
dans laquelle les orbitales sont obtenues a partir d'un potentiel local d’échange corréla-
tion. Il y a également ambiguité sur l'expression du potentiel de B2-PLYP, pour lequel
I’échange n’est pas local. Ceci peut étre éclairci par une nouvelle théorie des perturba-

tions proposée par Sharkas et al. [8].

Contrairement a ces approches KS-PT2, la contribution des mono-excitations est négli-
gée, ce qui est discutable d’un point de vue purement théorique puisque le théoreme de
Brillouin n’est pas vérifié pour les orbitales issues d’'un calcul DFT hybride utilisées dans
B2-PLYP. Les mono-excitations peuvent d’ailleurs contribuer de maniére significative
comme 'ont récemment montré Ren et al. [133]. Certaines fonctionnelles "doubles hy-
brides" reposent cependant sur une approche plus théoriquement valable et introduisent
la perturbation non-nulle induite par les déterminants mono-excités dans le calcul de la

correction de la corrélation basée sur la fonction d’onde [5, 6].

Il est également possible d’augmenter la flexibilité du modéle en suivant une stratégie
similaire a celle employée pour la fonctionnelle hybride B3LYP consistant a ajouter de
nouvelles corrections a 1’énergie d’échange et de corrélation DFT, augmentant ainsi le

nombre de parametres semi-empiriques a ajuster. La fonctionnelle XYG3 de Zhang, Xu
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et Goddard [5], par exemple, suit cette approche. L’énergie d’échange et de corrélation

s’écrira alors :

B = EPMn)+ o1 (Ego[@] - EYPAn]) + ez (BEHA ] — EYPA[n])
teg (BET? = BEPA[n]) + e (ESOA[n] — BEPA]) . (5.6)

Récemment, une formulation rigoureuse des fonctionnelles "doubles hybrides" a un pa-
rameétre (avec a. = a2) a été proposée par Sharkas et al. [8] & I'aide de la connexion
adiabatique. Cette nouvelle formulation repose sur la combinaison entre une théorie des
perturbations au deuxieme ordre Mgller-Plesset (MP2) appliqué au systéme en inter-
action partielle et une fonctionnelle de corrélation density-scaled, faisant intervenir un
changement uniforme de coordonnées dans la densité (uniform density scaling). L’énergie

d’échange et de corrélation pour ces fonctionnelles, appelées DS1DH,

ES™PN = AEF[@]+ (1 - NE[n] + Ecn] = XE [mp] + NET?, 0 (5.7)

avec ny/(r) = (i)sn(f\) (5.8)

Une expression similaire & celle proposée par Grimme pour l’énergie d’échange et de
corrélation de la fonctionnelle B2-PLYP [2] est retrouvée en négligeant le scaling de la

densité :

EXPT = NENF(0] + (1= NEy[n) + (1 = N)Eln)
L EMP?, (59)

Sharkas et al. ont également proposé une extension de ces fonctionnelles basée sur une

approche multi-configurationnelle de la DFT [134].

Plusieurs fonctionnelles "doubles hybrides" ont été proposées ces derniéres années, com-
binant différentes fonctionnelles d’échange et de corrélation a des différentes fractions
ay d’énergie d’échange exact et a. d’énergie de corrélation au deuxiéme ordre de pertur-
bation ajustées empiriquement pour reproduire au mieux des bases de données thermo-
dynamiques [2-7, 98-100]. Dans ces fonctionnelles, les valeurs de la fraction ay et de la
fraction a. sont treés variables, entre 50 % et 80 % pour ’échange et entre 10 % et 40 %
pour la corrélation. Il est cependant observé que la relation d’ordre a. < a2 est obtenue
pour tous les ajustements empiriques. Une rationalisation de cette relation d’ordre a été

récemment apportée par les travaux de Fromager [9].
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Fromager [9] a proposé une extension a deux parameétres des travaux de Sharkas et al.
mentionnés précédemment pour laquelle I'énergie d’échange et de corrélation s’exprime

comme suit.

ELPPPN = METF®] + (1= M) EX T [n] + EXF 0] — (202 — M)EP [0y,

8EDFT

FA (A = A2) OF" lmpl + A1(2Xg — Ay ) EMP2
O\
A=)1
A SEYL" 2)
_ 1 XC

+/ (v(r) v (r) + Sn(r) [n}) on'* (r)dr, (5.10)

ou la partie dépendante de la correction de la densité au deuxiéme ordre est déterminée
dans le formalisme de la connexion adiabatique. L’expression (5.7) est retrouvée lorsque
A1 = Aa.

Il est & noter que, dans l’expression (5.10), la contribution dépendant de la correction
au deuxieme ordre de la densité a été négligée dans les travaux effectués lors de cette
these utilisant une fonctionnelle de ce type, appelées DS2DH ou variantes A1-DS des

fonctionnelles "doubles hybrides" usuelles.

Les fonctionnelles "doubles hybrides" issues de cette nouvelle formulation, appelées 2DH
ou variantes A1 des fonctionnelles "doubles hybrides" usuelles, peuvent étre reliées aux
fonctionnelles "doubles hybrides" empiriques conventionnelles en négligeant le scaling de
la densité et la correction au deuxiéme ordre de la densité. L’énergie d’échange et de

corrélation est alors exprimée par :

E2PPH — B 0] + (1= M) EPY T [n] + (1 — A(202 — A1) EPY T[]
+A1(20g — Ap) EMP2, (5.11)

Cette expression de I’énergie se réduit a l’expression de 1'énergie (5.9) proposée par

Sharkas et al. lorsque A1 = Ag.

Le lien entre les fonctionnelles "doubles hybrides" usuelles a deux parametres (ay, ac) et

celles proposées ci-dessus est obtenu en prenant :

Al = ax — ai — ae,

! * x e (5.12)
)\2 = Qx.

Fromager a également proposé une nouvelle procédure pour le calcul des orbitales a

partir desquelles I’énergie de corrélation du deuxieéme ordre est calculée, introduisant

ainsi les variantes dites A; des fonctionnelles "doubles hybrides" [9], qui se réduisent

aux fonctionnelles 1DH proposées par Sharkas et al. lorsque a. = a2 (ou A\; = o). Ces
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nouvelles approches devraient permettre le développement de nouvelles fonctionnelles
"doubles hybrides" plus rigoureuses et ’analyse de I’expression de I’énergie des fonction-
nelles "doubles hybrides" déja existantes d’un point de vue se voulant plus rationnel ainsi
qu’une rationalisation des fractions respectives d’énergie d’échange et d’énergie de cor-
rélation basées sur la fonction d’onde a utiliser. Il est possible de citer, comme nouvelles
fonctionnelles "doubles hybrides" basées sur cette nouvelle approche, les fonctionnelles
PBEO-DH de Brémont et Adamo [4] et LS1IDH de Toulouse et al. [135].

La rationalisation basée sur la connexion adiabatique des fonctionnelles "double hy-
brides" proposée par Sharkas et al. [8] et étendue par Fromager [9] peut permettre
I’étude précise des fonctionnelles "doubles hybrides" le long de la connexion adiabatique
pour des systémes moléculaires. Une étude indirecte de la connexion adiabatique pour
des fonctionnelles "doubles hybrides" a été proposée par Toulouse et al. appliquée a la
fonctionnelle LSIDH [135]. Au cours de cette thése, une étude explicite de plusieurs
fonctionnelles "doubles hybrides" le long de la connexion adiabatique a été effectuée et
publiée dans Darticle [12]. Les travaux relatifs & cette étude seront présentés au Cha-

pitre 7 suivant, a la fin duquel Particle [12] est joint.

L’hybridation de la DFT avec d’autres méthodes post-HF plus précises, et donc plus
coliteuses que MP2, a également été explorée. Il est, par exemple, possible de citer les
travaux sur la "DFT ab initio " de Bartlett et al. appliquant une approche de type
coupled-cluster & la DFT [136] ou les travaux sur les fonctionnelles MC1H de Sharkas et
al. appliquant une approche multi-configurationnelle a la DFT [134].

5.2 Meéthodes hybrides a séparation de portée

En se basant sur les observations de Kohn [137] quand a la décroissante de la portée
de I’échange dans les systémes étendus et de I'utilisation de I’écrantage de 'interaction
coulombienne en physique du solide, Heyd et al. [138, 139] ont proposé de combiner
un échange exact de courte portée avec un échange DFT de longue portée. En suivant
une approche semblable & celle proposée par Becke pour les fonctionnelles hybrides, ils
proposerent la fonctionnelle d’échange et de corrélation wPBEh, a laquelle il est parfois

fait référence comme fonctionnelle HSE, suivante :
ELPPEN = o BIF(®] — aBYPPE ] + ELPE[n), (5.13)

ot E¥PBESI 1] est une fonctionnelle d’échange de courte portée développée & partir de la
fonctionnelle PBE [140]. Cette fonctionnelle est destinée a I’étude des systemes étendus

ou présentant un caractere métallique.
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Partant du constat que les méthodes DFT KS et hybrides sont tres efficaces dans la
description des effets de corrélation & courte portée mais est incapable de décrire les effets
a longue portée, Savin proposa en 1996 [10] de coupler la DFT avec des méthodes post-
HEF en séparant l'interaction biélectronique en contributions de longue et courte portée.
Par la suite, Yang [141] a justifié cette approche & l'aide de la connexion adiabatique

généralisée, qui sera présentée au Chapitre 6 suivant.

Dans le formalisme de la DFT & séparation de portée (stDFT) tel que proposé par
Savin [10], I’énergie exacte de 1'état fondamental d’un systéme électronique peut étre

exprimée comme :

E = min {<\p[n]|f + WEr B [n)) + / r)dr + E;i;g[nq,}}

= min {(\II|T +WEE V) + Eg;fé[nxp]}

= (UMT + WEH 4 VUMY + BipH [ng] (5.14)

ou ¥[n] est la fonction d’onde vérifiant (U[n||n|¥[n]) = n, ¥* représente la fonction
d’onde minimisant 'énergie, V = [ v(r)a(r)dr W# est Popérateur d’interaction biélec-

tf[n] est I'énergie complémentaire de Hartree, d’échange

tronique de longue portée et Epy
et de corrélation de courte portée (srHxc) exprimée sous la forme d’une fonctionnelle
de la densité. L'opérateur d’interaction biélectronique de longue portée WI* usuel est
défini par :

lru(le) — erf(!“ﬁw)7 (515)

12

ol 112 est la distance entre deux électrons et erf(z) est la fonction d’erreur de Gauss,

définie comme :

erf(z) = N / (5.16)

Le parametre p € [0,+00) apparaissant dans I’équation (5.15) contrdle la séparation
de portée de I'interaction biélectronique. Il s’agit d’'un parametre souvent optimisé de
maniére empirique 2. Fromager et al. [9] ont tenté de rationaliser la valeur de ce para-
metre de maniere a traiter au maximum les effets de la corrélation de courte portée a
I’aide de la DF'T. La valeur généralement considérée dans la littérature se trouve entre
0.4 agl et 0.5 agl [1, 108, 109, 113, 142, 143]. Il est & noter que des travaux sur la
connexion adiabatique généralisée ont permis a Stromsheim et al. [144] de montrer que
cette valeur assure, dans Hes, que la majeure partie de la dispersion est assignée a la

partie d’interaction de longue portée.

2. Ce parameétre est homogéne a l'inverse d’une distance, il peut donc étre vu comme l'inverse de la
distance a partir de laquelle I'interaction biélectronique est considérée comme de longue portée.
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Les fonctionnelles d’échange et de corrélation standard ne peuvent pas étre utilisées ici
pour éviter le double comptage de la corrélation de courte portée. Dans cette approche,
il est nécessaire de développer des fonctionnelles de courte portée pour I’échange et la
corrélation. Plusieurs fonctionnelles ont été développées au niveau LDA [10, 18, 145],
GGA [16, 146, 147] et meta-GGA [148].

Comme pour les fonctionnelles hybrides a séparation linéaire présentée précédemment, il
est possible de définir des fonctionnelles hybrides combinant approches DFT et HF. Cette
approximation a l'ordre zéro est obtenue en effectuant la minimisation sur les fonctions
d’onde mono-déterminantales dans 1’équation (5.14). Un tel calcul de 1’énergie corres-
pond a la méthode HF-srDFT, parfois également appelée RSH (pour range-separated
hybrid) [1] ou st-DFT/Ir-HF [16]. Le déterminant HF-stDFT ®f vérifie '’équation type

HF de longue portée suivante :

ool = &yel), (5.17)
: R, L rsEg
avec HY = T+ Uz [®)]+V + / 6n?1i()c [ngu]n(r)dr, (5.18)

ol (A]Il{ri?“ [@))] représente l'opérateur HF non-local de longue portée. La fonctionnelle

d’échange et de corrélation correspondante est alors exprimée comme suit :
EXSH = EINH(O) + ESHn] + ESFn). (5.19)

Il faut bien noter qu’ici la séparation de portée est uilisée pour I’échange et pour la cor-
rélation. Contrairement aux fonctionnelles hybrides a séparation linéaire ou I'intégralité
de I’énergie de corrélation était traitée par une fonctionnelle de la densité, avec cette
méthode seule I’énergie de corrélation de courte portée est traitée par une fonctionnelle

de la densité. L’énergie de corrélation de longue portée n’est pas traitée au niveau RSH.

Certains, comme Hirao et al. [149, 150], ont proposé de ne considérer la séparation de
portée que pour I’échange et ont ainsi développé des fonctionnelles hybrides basées sur

une correction HF de longue portée de 1’énergie d’échange.

Pour traiter les effets de corrélation de longue portée en partant de la méthode RSH,
il faut ensuite corriger 1’énergie en se basant sur des méthodes post-HF adaptées pour
la longue portée. Plusieurs méthodes a séparation de portée ont ainsi été développées,
combinant DFT et CI [103, 104], MP2 [1, 11, 20, 105, 106], CC [16] et RPA [111-113].
Au cours de cette theése, une nouvelle approche de I’hybridation entre DFT et MP2
par séparation de portée a été proposée [20]. Cette nouvelle méthode sera présentée au

Chapitre 8, a la fin duquel 'article [20] est joint.
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Des méthodes combinant DFT et méthodes WFT multi-référentielles par séparation de
portée de 'interaction biélectronique ont également été développées, combinant DFT et
MCSCF [107-109] ou NEVPT2 [110].

La combinaison usuelle entre DF'T et MP2 par séparation de portée, telle que proposée
initialement par Angyén et al. [1], consiste en un développement perturbatif de type MP
au deuxiéme ordre de I’énergie. Dans les travaux de Angyén et al. [1], cette méthode est
appelée RSH4+MP2. 1l y est également parfois fait référence comme sr-DFT/Ir-MP2 [16],
MP2-srDFT [11] ou RSDH (pour range-separated double hybrid) [20]. Une correction de
type MP au deuxieme ordre de longue portée est ainsi apportée par rapport a 1’énergie
HF-srDF'T :

ERSPH (@l W 4 |y + EIS"{;(}CL[TL(DSL] I Eﬁ%}r,u' (5.20)
La fonctionnelle d’échange et de corrélation associée sera alors exprimée comme :

ERSPR = BO] + B[] + B[] + By (5.21)



Chapitre 6

Formalisme de la connexion
adiabatique en DFT

La principale difficulté de la DFT KS réside dans la description correcte et contrdlée de
I’énergie d’échange et de corrélation a ’aide d’une fonctionnelle de la densité. Cette des-
cription est particulierement difficile lorsqu’il s’agit de traiter de la corrélation statique
et/ou de la dispersion. Le développement ces vingt derniéres années de 1’hybridation
de ces fonctionnelles de la densité avec des méthodes basées sur le calcul explicite de
la fonction d’onde cherche & palier ce probleme (cf. Chapitre 5, particulierement sec-

tion 5.1).

Les premiers travaux de Becke sur I’hybridation [80, 81] de fonctionnelles de la densité
avec des méthodes WFT ont été inspirés par le formalisme de la connexion adiaba-
tique [114-117]. Par la suite, la connexion adiabatique a été utilisée pour chercher a
rationaliser la valeur de la fraction ay d’échange exact a introduire dans les fonction-
nelles hybrides [85, 86, 123].

Concernant les fonctionnelles "doubles hybrides', le formalisme KS-PT2 [127, 128, 130],
qui a inspiré les premiers travaux de Grimme sur I'introduction d’une fraction d’énergie
de corrélation calculée au niveau MP2 [2], peut également étre relié a la connexion
adiabatique. Si de nombreux travaux de développement sur les fonctionnelles "doubles
hybrides" font mention de la connexion adiabatique [4-6, 8, 9, 135], aucun calcul précis de
la connexion adiabatique auquel comparer les fonctionnelles "doubles hybrides" n’étaient,
jusque récemment, disponibles pour des systémes moléculaires. De tels calculs étaient

cependant disponibles pour des systémes atomiques [151].

40
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La connexion adiabatique [114-117, 151-153] permet de relier le systéeme KS non-
interagissant au systeme réel en interaction compléte de fagon exacte. Son formalisme

sera présenté dans ce chapitre.

Bien qu’il soit parfois fait référence a la connexion adiabatique pour justifier la construc-
tion de fonctionnelles "doubles hybrides", I'intégrant n’a pas été explicitement calculé
sur des systéemes moléculaires pour des fonctionnelles "doubles hybrides" & séparation
linéaire et comparé a des calculs ab initio précis. Des études indirectes de celui-ci sur des
systémes atomiques ont été proposées par Toulouse et al. [135] pour les fonctionnelles
"doubles hybrides" a séparation linéaire en tragant 1’énergie de corrélation density-scaled
en fonction du parametre de connexion adiabatique. Des calculs similaires ont également
été proposés par Toulouse et al. [154] ainsi que par Pollet et al. [155] pour les fonction-
nelle "doubles hybrides" & séparation de portée. Le calcul ab initio et I’étude explicite
de I'intégrant exact pour la séparation linéaire et pour la séparation de portée ont été

réalisés par Teale et al. [13—15, 144] sur des systémes atomiques, Hy et Hes.

Au cours de cette these, des travaux sur la dérivation des intégrants sous-tendant ’ex-
pression des fonctionnelles "doubles hybrides", leur calcul numérique et leur étude le long
de la connexion adiabatique ont été réalisés. Une analyse graphique de I'intégrant le long
de la connexion adiabatique a été menée pour la fonctionnelle B2-PLYP de Grimme [2]
ainsi que ses variantes A et A\1-DS proposées par Fromager [9] afin d’illustrer I'influence
des différentes approximations habituelles en les comparant aux formules calculées a
partir de méthodes ab initio [13, 14]. Ces travaux sont présentés dans l'article [12] joint

en fin de Chapitre 7.

Dans ce chapitre, le formalisme de la connexion adiabatique sera tout d’abord présenté
dans un contexte général. Son application a la séparation linéaire de I'interaction biélec-
tronique, qui a été étudiée au cours de cette these, sera ensuite développée. On parlera
alors de connexion adiabatique linéaire. Une extension a la séparation de portée sera

enfin présentée.

6.1 Formalisme général

Le formalisme de la connexion adiabatique [114-117, 151-153] permet de connecter
formellement un systéme fictif au systéme réel qu’il modélise '. Pour ce faire, un systéme

auxiliaire intermédiaire sera défini, dans lequel la différence entre le systéme réel et le

1. Il est en fait possible de connecter théoriquement n’importe quels systemes entre eux grace a la
connexion adiabatique, il n’est pas nécessaire que I’'un d’eux soit le systéme réel. La connexion adiabatique
est cependant généralement utilisée, en chimie quantique, pour relier un systéme fictif au systéme réel, il
sera donc considéré dans la présentation faite ici que le systéeme dans la limite supérieure du parametre
de connexion adiabatique est le systéme réel.
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systeéme fictif pourra étre modulée par un parametre £ € [£p, £1]. Ce systéme auxiliaire

est défini par :
o) = 6w, (6.1)

ot HE est 'hamiltonien du systéme auxiliaire dépendant de £. La dépendance en £ de
cet hamiltonien peut, par exemple étre une modulation de 'opérateur énergie cinétique
ou de I'interaction biélectronique 2. Les travaux réalisés au cours de cette thése ont porté

sur ce dernier exemple, la modulation de I'interaction biélectronique.

Dans la limite & = &, le systéme auxiliaire doit se réduire au systeéme fictif et, dans la
limite & = &1, il doit décrire le systéme réel (B = £51). 11 est ainsi possible de connecter
le systéme réel au systeme fictif en exprimant 1’énergie exacte £ du systéme réel en

fonction de I’énergie auxiliaire £ du systeme fictif :

&1
E=E% = &4 [ wrdy, (6.2)
o
o ag
avec W g (63)

La correction a apporter a ’énergie du systéme fictif pour recouvrer ’énergie exacte du
systeme réel est alors obtenue par intégration de la grandeur WY, appelée intégrant, le
long de la connexion adiabatique (v variant de &y & &1). Plus généralement, il est en fait
possible de relier ’énergie de n’importe quel systeme auxiliaire a celle du systeme réel

grace a la connexion adiabatique comme suit :

¢
E o= &y / W, (6.4)
¢

Le théoréme de Hellmann-Feynman [156, 157] permet de relier la dérivée de ’énergie
d’un systeme a l'espérance quantique de la dérivée de I'hamiltonien par rapport a un
méme parametre. Appliqué ici a I’énergie du systeéme auxiliaire, I’expression suivante est

obtenue pour 'intégrant :

dev , OH"
o - Wi,

14

1% (6.5)

Ce formalisme permet par exemple de relier théoriquement le systeme modele KS sans

interaction (pas de répulsion explicite entre les électrons) au systéme réel en interaction

2. D’un point de vue purement mathématique, aucune condition de continuité de I’énergie £° n’est
nécessaire. Seule une dérivabilité de cette derniére a gauche ou a droite en tout point de l'intervalle
[€0,&1] est nécessaire. Dans la suite, par soucis de simplification d’écriture, la notation de la dérivation
sous-entendra une dérivée a gauche ou a droite, suivant laquelle est définie.
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totale. Dans ce cas, la connexion adiabatique pourra permettre "d’allumer" progressi-
vement l'interaction biélectronique pour passer d’'un systéme a autre. Pour ce faire,
plusieurs approches sont possibles. L’approche la plus simple est une variation linéaire
de l'intensité de I'interaction biélectronique en fonction du parametre de connexion, qui
jouera alors le role de force d’interaction. On parlera dans ce cas de connexion adia-
batique linéaire. Cette approche sera développée ci-apres, sous-section 6.2. Une autre
approche consiste a considérer une variation de l'interaction biélectronique en fonction
de la portée [10]. Une présentation rapide de cette approche sera donnée dans la sous-

section 6.3.

6.2 Connexion adiabatique linéaire

Grace au formalisme de la connexion adiabatique présenté précédemment, en partant

du systeme KS sans interaction, défini par :
(T4 VES) [0KS) = £K5|oKs), (6.6)

il est possible, en utilisant une variation linéaire de 'interaction biélectronique en fonc-

tion du parametre de connexion, de connecter le systeéme réel défini par :

(T+Wee + V) |®) = EJW). (6.7)
(6.8)

Cette connexion sera faite par l'intermédiaire d’un systéme auxiliaire en interaction

partielle, défini par la relation (6.9)
(T+ AWee + V) [0Y) = 3w, (6.9)

ott U et £ sont respectivement la fonction d’onde et I'énergie de ’état fondamental du
systéme auxiliaire en interaction partielle et V* = [0 (r)A(r)dr est le potentiel local

construit tel que la densité reste constante quelle que soit la force d’interaction A, i.e. :

VA€ [0,1], ng(r) =ngr(r) = ngks(r) = n(r). (6.10)

Afin de définir ce systéme auxiliaire, une force d’interaction A, qui joue le role de pa-
rametre de connexion (A = &) variant entre 0 et 1 ({9 = 0 et & = 1), a été introduite
pour faire varier la fraction de l'interaction biélectronique considérée. Dans la limite
A =1, v)(r) et ¥ reproduisent donc respectivement le potentiel local v(r) et la fonc-

tion d’onde ¥ du systéme réel en interaction compléte. Dans la limite A = 0, v*(r) et ¥
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reproduisent respectivement le potentiel local v%5(r) et le déterminant ®¥S du systéme

KS sans interaction.

Il est alors possible de connecter le systeme réel en interaction complete au systeme KS
sans interaction en reliant I’énergie exacte du systéme réel de la limite A = 1 (E = &)

SKS

a I’énergie du systéme KS de la limite A = 0 ( = £Y) et ainsi obtenir 'expression de

I’énergie en théorie KS en appliquant 1’équation (6.2) :

1
E = 5K5+/ Wrdv. (6.11)
0

En appliquant le théoreme de Hellmann-Feynman a ’énergie du systeme auxiliaire, I’ex-

pression suivante de 'intégrant est obtenue :

dev .
W= = (WU

r)n(r)dr. (6.12)

En combinant les équations (6.11) et (6.12), P'expression KS de ’énergie devient :

R . 1
E = <<I>KS|T+V\®KS>+/ Wiien]dv, (6.13)
0
avec Wh[n] = (U|Weo|TY). (6.14)

La fonctionnelle Epyy.[n] décrivant 1'énergie de Hartree, d’échange et de corrélation (Hxc)

sera alors obtenue par intégration de Wy, . le long de la connexion adiabatique :

Eiixe[n / Whie[n (6.15)

La décomposition standard de l'intégrant Hxc est :

Whise[n] = Whaln] + W{[n] + W[n]. (6.16)
WY [n] est l'intégrant de Hartree, qui est par définition indépendant de v, défini comme :

Wil = 2// \r1—r2| drleriEH[ ] (6.17)

Les intégrants d’échange WY[n] et de corrélation WY [n] sont fonctionnelles implicites de
la densité n(r) mais seront, dans la suite, exprimées en fonctionnelles explicites de la

fonction d’onde du systéme auxiliaire U” et du déterminant KS ®KS.
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L’intégrant d’échange WY[n] est défini comme :
WY n] = (OKS|Wee|®KS) — Eyln]. (6.18)

Il est & noter que cet intégrant est également indépendant de v et est donc égal a I’énergie
d’échange. Par ailleurs, lorsqu’il est exprimé comme fonctionnelle du déterminant KS,

I’expression de I’énergie HF exacte calculée pour le déterminant KS est obtenue :

WY[n] = Ey[n] = EHF[0XS), (6.19)

L’intégrant de corrélation WY[n] est défini comme :

WY n] = (0| Wee|TY) — (DKW, |BKS). (6.20)

L’intégrant de corrélation peut également étre exprimé a l’aide de I’énergie de corrélation
du systéme auxiliaire en interaction partielle :
_ OE¢

A
Welnl = 5] & B)nl = /0 W [n]dv. (6.21)

Cette énergie peut étre exprimée a ’aide de la fonctionnelle de corrélation usuelle (limite
A = 1) en appliquant un changement uniforme de coordonnées (uniform coordinate

scaling) a la densité [158-161] :
EXn] = NEc[nyl, (6.22)

ot ny/,(r) est défini dans I’équation (5.8).

En combinant les expressions (6.21) et (6.22), ’expression suivante de l'intégrant de
corrélation est obtenu [161] :
OEY[n]

Wln] = 5 = 2vEc[ny ] +v

2 8E’c [nl/u]
v

. (6.23)

Pour rejoindre le formalisme des fonctionnelles "doubles hybrides", il est possible de relier
I’énergie du systeme auxiliaire en interaction partielle de force A au systeme réel sur la

base de I’équation (6.4) :

1
E = &'+ / WYdv
A
= (VYT 4 A\Wee + V) + B}, .[n], (6.24)



Connection adiabatique en DFT 46

ol I’énergie Hxc complémentaire Ejy,[n] vaut :
Bl = [ (01 Weel 9}

A A
—  Eeln] — /O (U [ Woe | 0¥ Yo

= (1 —NEu[n]+ (1 — N\ Ey[n] + E[n] — EX[n). (6.25)

Cette équation est a la base de la rationalisation des fonctionnelles "doubles hybrides"

par Sharkas et al. [8].

Des travaux sur le calcul ab initio de 'intégrant de Hxc et son étude sur des systémes
atomiques, Ho et Heo ont été déja été publiés par Savin et al. [151] et par Teale et
al. [13, 14, 144]. Une étude explicite des fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation
linéaire dans le formalisme de la connexion adiabatique, consistant en la dérivation
analytique des intégrants les sous-tendant, leur calcul numérique pour des systemes
moléculaires et leur analyse, a été réalisé dans le cadre de cette theése et publiée dans
l'article [12] (joint & la fin du Chapitre 7). Un résumé de ces travaux est présenté au

Chapitre 7.

6.3 Connexion adiabatique basée sur la séparation de por-

tée

Une autre approche possible de la connexion entre le systéme fictif KS et le systeme
réel consiste a utiliser la séparation de portée de I'interaction biélectronique, présenté en
section 5.2, au lieu d’une séparation linéaire. La connexion se fait alors par I'intermédiaire

d’un systeme auxiliaire en interaction de longue portée tel que :
(T+Wirr 4+ 0w) jwr) = grjum), (6.26)

ot Popérateur d’interaction de longue portée Wb+ est défini par w'#(ri9) = erf(uri2)/r12
avec p, qui joue le role de parametre de connexion adiabatique, (u = £) variant de g = 0
(limite correspondant au systéme KS) a p; = +oo (limite correspondant au systéme
réel) et V# = [v#(r)a(r)dr est le potentiel local construit de sorte que la densité reste

constante quelle que soit la valeur de p, i.e. :

Y € [0, +00), ngu(r) = n(r). (6.27)
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Par application du théoreme de Hellmann-Feynman, I'expression de l'intégrant sera

alors :

v 8W1” oY
v d& v ee v
e G L R

dv (r)n(r)dr, (6.28)

N 1 i .
oll 8UVV oY est défini par :

(6.29)

Similairement a la connexion adiabatique linéaire, il est alors possible d’obtenir une

expression de I’énergie KS avec un intégrant Hxc a séparation de portée :

+o00
E = &%+4 / W dv

= (KT 4+ V|®KS) + / Wik [nldv, (6.30)
Ir,v
avee Whtlnl = (020" g (6.31)

L’énergie Hxc standard s’écrit donc comme suit :

+o0
Fiixeln] = i WY [n]dv. (6.32)

En reliant I’énergie du systeme auxiliaire en interaction de longue portée a I’énergie du

systeme réel, on obtient :

—+o0
E = 5“—}—/ WYdv
I

= (UHT + Wt 4 VM) + EypHn] (6.33)
ot I'énergie Hxc complémentaire de courte portée Ejk[n] est définie comme :

+o0
Bt = [ Wikl (634
I

De plus, en considérant la connexion adiabatique entre le systeme KS et le systeme

auxiliaire :

m
gn = XSy / Wrdv, (6.35)
0
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la relation suivante est obtenue :
(W[ WO = (SKS|TRKS) 4 /0 W . (6.36)
On peut ainsi définir ’énergie Hxc de longue portée pure comme :
Bl = [ Wikl (637

L’expression de I’énergie complémentaire Hxc de courte portée est donc :

ST, 14 oo Ir,v
Eyyeln] = Whixe[n]dv
— / h" I/ / lr 1/
= PBe[n] - Eﬁx’é [n]. (6.38)

L’énergie complémentaire Hxc de courte portée (srHxc) contient, en fait, toutes les

composantes de 1’énergie Hxc totale n’étant pas purement de longue portée.

L’intégrant de Hartree et d’échange a séparation de portée est, selon la définition mono-

déterminantale usuelle :

Wit = (@85 et i) (6.39)
En combinant les équations (6.31) et (6.39), I'intégrant de corrélation a séparation de
portée est :

awlr v

r.v v ee 1% a Aelgu
WEV[n] = (WY = |wY) — <<1>K517” |pKS), (6.40)
ov ov

L’énergie Hxc complémentaire de courte portée est alors usuellement décomposée de la

maniére suivante :

Eqkln] = Eyln] + E&n], (6.41)

avec Eitn] = (K5 W — WIH|OKS) = (@KS|17smw | oKS) (6.42)
+

ot ETH[n] = / W ] dv. (6.43)
0

En se basant sur les travaux de Toulouse et al. [17], I'intégrant Hxc de longue portée
peut étre décomposé comme suit, en se basant sur une définition multi-déterminantale
de lintégrant d’échange de longue portée, en considérant v € [u, +00) :

Wiikln] = Wi maln] + W), (6.44)

x,md
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ou lintégrant de longue portée de Hartree et d’échange "md' ngymd[ | est défini

comime :

o aWh'l/
Wi malnl = (U= gk, (6.45)

L’intégrant de corrélation de longue portée sera alors exprimé comme :

e awlr v awlr v

Wemalnl = (U727 [07) — (WH|—=—|0F). (6.46)

Il est ainsi possible de définir I’énergie de corrélation de courte portée basée sur cette

approche :

c,md c,md

EXEn] = /;OOWH’V [n]dv. (6.47)

Y 3 3 .
L’énergie complémentaire stHxc Ejj%[n] pourra alors s’exprimer comme suit :

Eghln] = (U Wee — Wk WH) + EZ00 0]
= (UHWEH M) + B [n). (6.48)

De nouvelles fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation de portée ont été développées
au cours de cette theése en se basant sur cette décomposition. Les résultats sont présentés
dans le manuscrit soumis pour publication & Physical Review A [20] joint a la fin du

Chapitre 8. Un résumé de ces travaux est présenté au Chapitre 8.
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Analyse et développement de

fonctionnelles "doubles hybrides"

50



Chapitre 7

Analyse des fonctionnelles
"doubles hybrides" le long de la

connexion adiabatique

Dans ce chapitre, les travaux relatifs a ’analyse des fonctionnelles "doubles hybrides"
le long de la connexion adiabatique, effectués durant cette theése, sont présentés. Ces

résultats ont été publiés dans l'article [12] inclus en fin de chapitre.

Des formules approchées de la connexion adiabatique pertinentes pour la construction
des fonctionnelles "doubles hybrides" A;-B2-PLYP et A\;-DS-B2-PLYP [9] ainsi que de la
fonctionnelle "double hybride" semi-empirique B2-PLYP [2] ont été dérivées analytique-
ment. Les intégrants d’échange et de corrélation ont été calculées pour de petits systemes
moléculaires : Hy, Heo, HeNe, LiH, HF, N5y et HoO dans leur géométrie d’équilibre et
Hs pour une distance de liaison étirée R = 3.0 ag. Ces intégrants ont ensuite été tracés
et comparés aux intégrants de la fonctionnelle KS BLYP et aux intégrants calculés de

maniere ab initio [13, 14, 144].

En se basant sur la formulation des fonctionnelles "doubles hybrides" & deux parameétres
basée sur la connexion adiabatique proposée par Fromager [9], I’énergie du systéme peut

étre exprimée de la maniere suvante :

FhAe E070+/’\1 dEvY
0 dv

A2 dEAMY
d d 7.1
vt A v, (7.1)

ott E%0 représente 1'énergie KS du systéme. L’énergie d’échange et de corrélation est
ensuite extraite de cette expression puis 'intégrant est obtenu par dérivation par rapport

au parametre de connexion adiabatique v. La séparation entre échange et corrélation est

51
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enfin faite en considérant que toutes les dérivations de la fonction d’onde par rapport

au déterminant KS sont des effets de corrélation.

Pour les intégrants des trois fonctionnelles susmentionnées, les parametres \; et Ao sont
déterminés, d’apres ’équation (5.12), en fonctions des parametres ay et a. aux valeurs

proposés par Grimme [2] :

ax = 0.53 M~ 0.426
= (7.2)

a. = 0.27 A2 = 0.53

Ces intégrants ont également été comparés aux intégrants d’échange et de corrélation de

la fonctionnelle KS BLYP calculés selon les équations (6.19) et (6.23). Pour les quatre

fonctionnelles considérées, la fonctionnelle d’échange Becke de 1988 [118] et la fonction-

nelle de corrélation de Lee, Yang et Paar de 1988 [120] sont utilisées.

L’intégrant de corrélation approché des fonctionnelles "doubles hybrides" est construit

sur trois segments distincts :
1. v € [0, \1[ ou l'intégrant est principalement calculé en MP2,
2. v € [A, A2] ou lintégrant est calculé par un mélange MP2/DFT,
3. v € [A2,1] ou l'intégrant est calculé entierement en DFT.

Les intégrants approchés mentionnés précédemment seront également comparés aux in-
tégrants calculés de maniére ab initio en employant la méthodologie des Références [13—
15, 162].

Une tendance générale a été observée au niveau de 1’énergie d’échange. La fonctionnelle
de Becke a tendance a surestimer (en valeur absolue) 1’énergie d’échange par rapport a
I’échange exact calculé a partir du déterminant KS-BLYP. L’approche hybride tend a
réduire cette erreur et fournit une énergie d’échange plus proche de I’énergie d’échange

exacte.

Les intégrants de corrélation des fonctionnelles "doubles hybrides" sans scaling de la
densité présentent un comportement linéaire par partie. Sur chacun des segments de la
connexion adiabatique I'impact des approximations utilisées dans la construction de ces

fonctionnelles a été analysé.

A cause des approximations, les intégrants approchés de corrélation pour les fonction-
nelles "doubles hybrides" sont de nature discontinue. L’intégrant de corrélation de la
fonctionnelle B2-PLYP présente deux discontinuités, en Ay et en Ay. Le calcul des orbi-
tales proposé par Fromager [9] pour les variantes A\; des fonctionnelles "doubles hybrides"
permet de retrouver la continuité de 'intégrant de corrélation en A1, la dérivée premiere

de l'intégrant de corrélation reste cependant discontinue a cette valeur.
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Sur le premier segment, le comportement linéaire des intégrants des fonctionnelles "doubles
hybrides" peut étre expliqué par I'approche MP2 basée sur des orbitales fixes. Sur le
deuxiéme segment, les variantes A1 présentent un comportement radicalement différent
des fonctionnelles semi-empiriques, pour lesquelles la pente de l'intégrant de corrélation
devient positive. Cette différence vient de la méthode de calcul des orbitales employée.
Sur le dernier segment, négliger le scaling de la densité apporte un comportement li-
néaire a 'intégrant. La courbure peut étre retrouvée en prenant ce scaling en compte.
Cependant, comme cela a déja été observé par Sharkas et al. [8], sa prise en compte

n’améliore pas I’énergie de corrélation dans tous les cas.

Au cours de cette étude, les faiblesses des fonctionnelles "doubles hybrides" dans la
description de la corrélation statique, a travers ’exemple de la molécule Hy étirée, ont été
rationalisées en terme de connexion adiabatique. Il a été montré que la stratégie actuelle
de construction de fonctionnelles "doubles hybrides" dont une partie de 'intégrant est
décrit en DFT pure n’est pas adaptée pour I’étude des problemes ou la corrélation
statique prend de I'importance. De plus, MP2 n’est pas adapté pour le traitement de ce

type de probleme, qui nécessite une approche multi-déterminantale.

A travers 'exemple des dimeres de van der Waals Hes et HeNe, les faiblesses des fonc-
tionnelles pures et "doubles hybrides" dans la description de la dispersion ont été mises
en évidence par le calcul de l'intégrant d’interaction. Les fonctionnelles "doubles hy-
brides" étudiées ici n’apportent pas d’amélioration de l'intégrant de corrélation LYP
grace au MP2 dans la description des interactions de longue portée. Ceci explique pour-
quoi Grimme [95-97] propose 1'ajout de corrections empiriques de la dispersion a poste-
riori. L’étude présentée ici a montré que I’échange permet d’améliorer I’énergie d’interac-
tion au niveau KS-BLYP, mais au niveau "double hybride" cette énergie reste répulsive.
Pour le traitement de ce genre de problemes, la séparation linéaire de I’énergie d’inter-
action biélectronique n’est pas adaptée. La séparation de portée est plus pertinente pour

la description de ces effets.

Au cours de cette étude, les intégrants approchés d’échange et de corrélation ont été
calculés pour la fonctionnelle "double hybride" B2-PLYP ainsi que ses variantes A1-B2-
PLYP et A1-DS-B2-PLYP. Dans cette derniére, le scaling de la densité a été pris en
compte. Il a été démontré que les fonctionnelles "doubles hybrides" a deux parameétres
pouvaient étre obtenues en segmentant la connexion adiabatique en trois parties et en
décrivant l'intégrant d’échange et de corrélation essentiellement au niveau MP2 dans
le premier et en DFT dans le dernier. Dans le segment intermédiaire, une description
hybride MP2/DFT de l'intégrant est réalisée.
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Une extension envisageable de I’étude de la connexion adiabatique présentée ici pourrait
étre lanalyse d’autres fonctionnelles "doubles hybrides" & deux parameétres [3, 4, 98—
100], voire une extension aux fonctionnelles "doubles hybrides" présentant plus de deux

parameétres [5-7].

La présente étude pourrait ouvrir la voie au développement de nouvelles fonctionnelles
"doubles hybrides" basées sur la description de I'intégrant. Des travaux de développement
suivant cette stratégie pourraient permettre la construction d’intégrants d’échange et de

corrélation sans discontinuités.

Comme montré en sous-section 6.3, la connexion adiabatique peut également étre ap-
pliquée a la séparation de portée. Une analyse, similaire & celle présentée ici, peut étre
réalisée pour les fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation de portée. Une étude
envisageable est l'analyse comparée des intégrants d’échange et de corrélation de la
fonctionnelle RSDHY développée au cours de cette these [20] (¢f. Chapitre 8) aux inté-
grants d’échange et de corrélation des fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation de

portée standard [1, 11, 16].
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We present a graphical analysis of the adiabatic connections underlying double-hybrid density-functional methods that
employ second-order perturbation theory. Approximate adiabatic connection formulae relevant to the construction of these
functionals are derived and compared directly with those calculated using accurate ab initio methods. The discontinuous
nature of the approximate adiabatic integrands is emphasised, the discontinuities occurring at interaction strengths which
mark the transitions between regions that are: (i) described predominantly by second-order perturbation theory; (ii) described
by a mixture of density-functional and second-order perturbation theory contributions; and (iii) described purely by density-
functional theory. Numerical examples are presented for a selection of small molecular systems and van der Waals dimers.
The impacts of commonly used approximations in each of the three sections of the adiabatic connection are discussed along
with possible routes for the development of improved double-hybrid methodologies.
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1. Introduction

Hybrid density-functional methodologies are now amongst
the most commonly applied methods in quantum chemistry.
The idea to hybridise density-functional theory (DFT) with
wavefunction-based approaches can be traced back to the
work of Becke [1,2]. Motivated by the adiabatic connec-
tion (AC) formalism [3—7], Becke suggested that the intro-
duction of a fraction of orbital-dependent exchange could
be beneficial and deliver improved performance over stan-
dard generalised gradient approximation (GGA) function-
als. Becke initially constructed a half-and-half functional
containing 50% orbital-dependent exchange and 50% of a
density-functional approximation to exchange based on a
simple linear model of the AC. Although the performance
of this initial model was disappointing, subsequent em-
pirical optimisation of the weight of orbital-dependent ex-
change based on thermochemical performance showed that
a weight in the range 20%—-30% delivered improved results
over standard methods. Later, a number of theoretical ra-
tionales for weights of orbital-dependent exchange in this
range have been put forward [8,9]; however, as recently
noted by Cortona [10] and utilised by Guido et al. [11],
similar arguments can be made for a number of different
values.

The widespread adoption of exchange-based hybrid
functionals for molecular applications can be understood
from their improved performance in applications such

as thermochemistry and the determination of equilibrium
molecular structures. Perhaps more crucially, the extra
computational effort associated with the evaluation of the
orbital-dependent exchange is sufficiently modest so as not
to hinder the application of hybrid approaches to a wide
variety of chemical problems. Nonetheless, the introduc-
tion of orbital-dependent exchange is not a panacea for all
issues associated with standard GGA functionals. For many
properties, or for molecules at geometries away from their
equilibrium structure, the inclusion of orbital-dependent
exchange may be detrimental. For a simple example of the
H, molecule, see Ref. [12]. Furthermore, it is well known
that error cancellations play a crucial role when combin-
ing GGA exchange and correlation components [13] and
the combination of 100% orbital-dependent exchange with
typical GGA correlation functionals is therefore ineffective.
The construction of optimal hybrid exchange-based meth-
ods requires a tradeoff between improving the description
of the exchange component whilst maintaining a reasonable
description of correlation effects.

A natural extension of hybrid approaches is to con-
sider the hybridisation of the correlation energy in addition
to the exchange energy component, resulting in so-called
double hybrids. In recent years, a number of empiri-
cal approaches which consider the post-self-consistent
field addition of second-order perturbation theory (PT2)
terms have been developed [14-22], perhaps the most
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well known of which is the two-parameter perturbative
second-order Becke-Lee—Yang-Parr (B2-PLYP) functional
of Grimme [14]. More rigorous routes to combine
the DFT and PT2 approaches have followed the sugges-
tion by Savin [23] to employ long-range-only wavefunc-
tion approaches in tandem with specially designed short-
range density functionals. From a density functional point
of view, this approach can be justified by use of a gen-
eralised AC as shown by Yang [24]. In this manner, im-
plementations have been constructed which combine most
of the models of quantum chemistry with DFT, includ-
ing configuration-interaction (CI) theory [25,26], Moller—
Plesset (MP) perturbation theory [27], coupled-cluster
theory [28], multi-configurational self-consistent field the-
ory [29,30] and N-electron valence state perturbation
theory [31].

The advantage of range-separated approaches is that the
division of labour between the wave function and density-
functional methods can to some extent be controlled by the
manner in which the two-electron integrals are modified,
typically by using an error-function attenuation [32,33].
This has been shown, for example, to be effective in the
treatment of dispersion interactions [27,34]. The disadvan-
tage of such an approach is the need to develop specialised
complementary density functionals, although this task has
been undertaken at the local density approximation (LDA)
[23,35], GGA [28,36,37] and meta-GGA [38] levels.

Recently, Sharkas ef al. [39] have used a similar ap-
proach to consider the standard linear AC to hybridise DFT
with PT2 for functionals in which the fraction a. of MP2
correlation energy equals the square of the fraction ay of
Hartree—Fock (HF) exchange. Fromager [40] has recently
extended this approach to incorporate more flexible two-
parameter double-hybrid energy expressions that satisfy the
inequality a. < a2. Commonly used empirically optimised
double-hybrid methods satisfy this inequality but do not
in general have values of a. exactly equal to a2. This ap-
proach allows the construction and analysis of energy ex-
pressions, similar to those used in empirical double-hybrid
approaches, on a more sound theoretical footing. In addi-
tion, insights into the relative values of the exchange and
correlation weights may be obtained and give a rationale
for the values typically obtained by empirical optimisa-
tion [40]. One key advantage of considering a linear AC,
in place of a generalised path, is that the complementary
density functionals required may be readily derived by the
application of uniform coordinate scaling relations to ex-
isting standard functionals [41-45] (see Refs. [39,46] for
examples of methodologies utilising this idea).

Whilst the (generalised) AC provides a legitimisa-
tion for combining density-functional and wavefunction
methodologies the efficacy of such approaches can only
be measured by careful benchmarking. Given the plethora
of possible combinations of density-functional and wave-
function components, and the associated opportunities for

error cancellations, assessment of double-hybrid forms is
certainly non-trivial. Since each double-hybrid functional
expression may be thought of as a model for the AC then, in
this work, we take an alternative approach and investigate
the quality of the underlying AC integrands. Recently, it
has become possible to calculate the ACs for atomic and
molecular systems using accurate ab initio methodologies
[47-52]. Here we will employ the method outlined in
Refs. [49-52], which utilises Lieb’s definition of the uni-
versal density functional [53], to generate benchmark AC
integrands for comparison with those generated by two-
parameter double-hybrid approaches.

In this work, we analyse the linear AC integrands rel-
evant to double-hybrid methodologies. We commence in
Section 2 by introducing the theory of the linear AC. In
particular, we consider the novel division of the linear AC
into segments and their description using density-functional
perturbation theory, which is directly relevant to double-
hybrid approaches. In Section 3, we introduce the approx-
imations necessary to practically compute these AC in-
tegrands. First, we give a brief overview of the method
to determine these quantities using ab initio techniques,
which serve as a benchmark in this work. This is followed
by a description of the route used to calculate the AC in-
tegrands relevant to the A;-B2-PLYP type functionals in-
troduced in Ref. [40]. The relationship between these two-
parameter double-hybrid ACs and the standard B2-PLYP
method is then discussed in this context. In Section 4, we
present the calculated ACs for a number of small molecules
and van der Waals dimers using these approaches. The re-
sults highlight the challenges faced in constructing double-
hybrid functionals and the insights provided by our ap-
proach are outlined. In Section 5, we make some concluding
remarks and discuss prospects for future work in light of our
findings.

2. Theory

In this section, we introduce the linear AC and discuss
how it may be partitioned into a number of segments.
This partitioning of the adiabatic integrand enables the
consideration of approaches in which density-functional-
and wavefunction-based approaches for describing the in-
tegrand can be mixed. The segmented integrand is then
expanded through second order in density-functional per-
turbation theory, providing a rigorous framework for one-
and two-parameter double hybrids.

2.1. The linear adiabatic connection

Let us consider a physical density n, which is associated
with the ground-state wavefunction, W, for the Schrodinger
equation

(T + Wee + V)W) = E|W), (1)
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where V = J dr v(r) i(r) is the corresponding local poten-
tial operator, T is the kinetic energy operator and Wee is
the two-electron repulsion operator. It is well known that
formally exact expressions for the exchange and correla-
tion energies associated with this density can be obtained
when considering a fixed-density linear AC [3—7] between
the non-interacting Kohn—Sham (KS) system and the fully
interacting physical system described by Equation (1).

Introducing a parameter A to modulate the strength of
the electronic interactions, we may write the auxiliary par-
tially interacting Schrodinger equation

(T + AWee + VA)WH) = EHwH), @)
where the local potential operator V* = [ dr v*(r) A(r) is
constructed such that the density constraint

ng:(r)y=n(r), 0<ic<I, 3)

is fulfilled. In the A = 1 limit, v*(r) and ¥* should therefore

reduce to the physical v(r) and W, respectively. On the other
hand, for » = 0, the KS potential and determinant DKS are
recovered. Using the Hellmann—Feynman theorem

de*

A
W) + / ar T wn(), @

the ground-state energy of the physical system, described

by Equation (1), may be expressed as an integral over the
interaction strength in the interval [0, 1]:

1 d v
E:/ gw+ﬂ
o d

v

1
= (O"5|T + V[®*S) + Ey[n] —|—/0 W n]dv, (5)

where  Ey[n] =1/2 [ [ n(r)n(ry)/ripdridr, is  the
Hartree energy. The exchange—correlation integrand
Wy.[n] can be further decomposed into exchange and
correlation contributions as follows:

Wy [n] = Wi[n] + WYn],
W n] = (D55 | Wee | 0%5) — Ey[n] = EXF[@5S],
W2 n] = (W[ Wee W) — (D55 | Wee |05, (6)

where EMF[®*5] denotes the HF exchange energy expres-
sion calculated for the KS determinant.

The expressions of Equation (6), whilst implicit func-
tionals of the density, n, are expressed as explicit functionals
of the partially interacting and non-interacting wavefunc-
tions, W and ®XS | respectively. Since in this work we
wish to distinguish clearly between density-functional- and

wavefunction-based expressions for the exchange and cor-
relation integrands, we introduce the following notation
for the exchange—correlation integrand in terms of explicit
density functionals:

Wieln] = Ex[n]+ Al[n], (7

where Ey[n] is the exact KS exchange density functional
with a value equal to EHF[®*S] in Equation (6). The cor-
relation contribution to the integrand as an explicit density
functional may be determined by considering the correla-
tion energy of the partially interacting system,

A
Bt = [ Wi v, ®)

which can be expressed in terms of the usual correlation
density functional (A = 1 limit) by means of a uniform
coordinate scaling in the density

EMn] = AME[ni;],
©)
ny(r) = (1/A)°n(r/).

Differentiating this expression according to Equation (8)
gives the well-known result [41-44],

U ot AELIN]
Al = W) = =5

2 aEc[nl/\)]

= 2vEc[np] +v 3v

(10)

for the correlation integrand as an explicit density func-
tional. Again we note that although Al[n] and W/ [n] are
formally equivalent, we use different notations to empha-
sise how these quantities are determined. This notational
distinction will be helpful in further discussing the seg-
mentation of the adiabatic integrand and the description of
these segments by different theories.

2.2. Interaction-strength-dependent
energy expressions

The KS energy expression in Equation (5) was obtained
when connecting, by integration, the physical system to the
non-interacting one. Other decompositions of the energy
can be derived when integrating the AC from a given value
A of the interaction strength to 1. This leads to the following
ground-state energy expression:

ldgv
E:/ dv + &
A d\)

= (WHT + AWee + VW) + EfIn]. (1)
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where the complementary A-dependent Hartree exchange—
correlation (Hxc) density-functional energy equals, accord-
ing to Equations (4), (6), (7) and (10),

—X

1
Ejeln] :/ (W |Wee| W) dv
A

1 A
=/ <\v”|Wee|\v”>dv—f (0| e |97 v
0 0

= (1 — A)Eux[n] + Ec[n] — EX[n], (12)

with Eux[n] = Eu[n] + Ex[n]. For a given interaction
strength A, the partially interacting wavefunction W* can
be obtained variationally as follows:

U ngn{(\y|f+xvi/ee+\7|\p)+E§m[nw]}

= E%, (13)

where, in the exact theory, the minimum corresponds to the
ground-state energy E* = E for all A values. As shown by
Sharkas et al. [39,54], the one-parameter energy expression
in Equation (13) can be used for developing rigorous models
that combine wavefunction and density-functional descrip-
tions. In order to rationalise two-parameter double-hybrid
density functionals, Fromager [40] introduced the follow-
ing energy expression where two interaction strengths A;
and A, with 0 < A < A, <1 are considered:

i = BN (3 — 1)
X (WM Weel ) = Exiglngs] = A2 g )

A A ~ —ALA
= (WHT 4 dgWee + VW) + Epy [ngn ],

(14)

where the complementary density-functional contribution
equals

Eg’[n] = Ep[n] + (b — 22) (Enxln] + AL [n])
= (1 — })Eux[n] + Ec[n] — EX[n]
+ (A1 — A2) AL [n]. (15)

In the exact theory, according to Equations (3), (6) and
(7), the ground-state energy E = E***> is obtained for all
A1 and A, values. As readily seen from Equation (14), in
the particular case A; = X, the one-parameter energy ex-
pression of Sharkas et al. [39] is recovered. In the rest of
this work, we propose a combined wavefunction/density-
functional description of the AC that underlies the two-
parameter energy expression in Equation (14).

2.3. Segmentation of the adiabatic integrand

Practical routes to determine the AC integrands usually
proceed either by determining wavefunctions that fulfil the
density constraint in Equation (3) and then evaluating the
expressions in Equation (6) or by evaluating the expressions
of Equations (7) and (10) using an approximate exchange—
correlation functional. The former route can be used to
provide ab initio estimates of the AC integrand, whilst the
latter is appropriate to provide estimates corresponding to
purely-density-functional approaches.

Since the two-parameter double hybrids examined in
this work involve both wavefunction and density-functional
contributions, we examine a segmentation of the linear AC
to combine both approaches. To achieve this we first extract
the exact exchange energy from the energy expression in
Equation (14) when considering all deviations of the par-
tially interacting wavefunction W*' from the KS determi-
nant ®* as a correlation effect. We thus obtain, according
to Equation (15), an exact exchange integrand expression

1
M EM O]+ (1 = Ag) Ex[n] = / WYn] dv, (16)
0

which is segmented in two parts,

WY n] = EXF[@%S] x Ty 1,1(v) + Ex[n] x Zp, y(v),

a7
where the indicator function is defined as follows:
1 veA
IA(\))_{O VEA" (18)

The segmentation of the correlation integrand is then ob-
tained when connecting the exact two-parameter ground-
state energy decomposition in Equation (14) to the KS en-
ergy expression (A; = A, = 0 limit) as follows:

E = EMP
A dEv.v Ao dEkl,u
= E%0 +/ dv —|—/ dv
0 dv a  dv
Al dEv A dE)Ll,v
= E0+/ dv—l—/ dv, (19)
o dv an o dv

where, according to Equations (5), (7) and (13),
E® = (0"5IT + V|0*%) + Eq[n]

1
+/ (Ex[n] + Al[n]) dv. (20)
0

Using Equations (10), (12) and (13), the second term on
the right-hand side of Equation (19) can be expressed,
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according to the Hellmann—Feynman theorem, as

dE* ) IE
o = (VHWeel W) + — 5[]

= (UM Weel V") — Epxlngs] = Allng:]. 21
and, according to Equation (14), the third term equals

dE Y
dv

= (WM | Wee[ W) — Epg[ngn] — Ab [ngn 1.
(22)

When combining Equations (19), (20), (21) and (22), we
finally deduce from Equation (17) an expression for the
exact correlation integrand which is segmented into three
parts,

Win] = (Ex[n] — E{F @3]+ Al[n] — Allny]
+ (U |Wee W) — Ee[n90]) x Zio 5, (v)
+ (Ex[n] — EJF[@"] + Al[n] — A [nyn]
(WM | Wee WM — Ene[ngn 1) x Ty g(v)
+ Al[n] X Zp, (). (23)

As long as the AC is exact, meaning that the density con-
straint is fulfilled, the expressions for the correlation inte-
grand in Equations (6), (10) and (23) are equivalent. The
advantage of not simplifying Equation (23) further in the
first and second segments, [0, A;[ and [A, A5 [, respectively,
lies in the fact that approximate descriptions of the AC
involving both wavefunctions and density functionals can
then be formulated and calculated easily by relaxing the
density constraint. Note that the first segment of the corre-
lation AC in the interval [0, A ;[ has been constructed from
the pure density-functional exchange—correlation expres-
sion in Equation (7), where (i) the HF exchange based on
the KS determinant has been substituted for the exchange
density-functional energy according to Equation (17) and
(ii) the correlation density-functional integrand A [n] is re-
moved by subtracting A/[ny-] based on the wavefunction
density and then replacing by (¥"|Wee|¥") — Epc[nws].
Even when the density constraint is relaxed, the latter term
is the dominant contribution to the correlation integrand
in this segment and is purely wavefunction-dependent. In
this respect, the first segment is predominantly a wavefunc-
tion one. In the second segment for the interval [A;, A;[,
the correlation integrand varies as A¢[n]. The additional
wavefunction terms simply ensure a continuous transition
from the first to the second segment, which can be referred
to as the hybrid wavefunction/density-functional segment.
The final segment [X,, 1] is described within DFT.

2.4. Density functional perturbation theory

A perturbation expansion of the exact ground-state energy
expressed in Equation (14) can be obtained when solving
Equation (13) within MP perturbation theory [39,40]. By
analogy to the HF approximation, the zeroth-order wave-
function ®* is obtained when restricting the minimisation
in Equation (13) to single-determinant wavefunctions ®:

PR ngn{(d)ﬁ"—l—klﬁ/ee—{—V|<I>)+El)ffxc[n¢]}.
(24)

Let us introduce a perturbation strength « and the auxiliary
energy

oAy A o, T
E® = 9N — By [nges ]

(W W [ W)
<\I_(0(,Al |\Ija,k| )

—ApL A
+ Eqys [ngen ], (25)

+Ol()\.2 —)\])

with
VLTI rrgn{(\llﬁ"—l—)»lleF[(D’\‘]—i—a)»lWM

VW) + B ]} = B2, (26)

where UHF [®*1]is the HF potential operator calculated with
®*, and the perturbation operator

MW = 0 (W, — Ugg[@M1]) (27)

is the scaled fluctuation potential [39]. It is clear, from
Equations (24) and (26), that in the @ = 0 limit, W*™
reduces to ®*', while, according to Equations (13), (14),
(15) and (25), the auxiliary energy becomes, for « = 1,
the exact ground-state energy since E%*1 and W**! reduce
to E*' and W', respectively. We note that the perturbation
theory presented in this work differs from the one of Sharkas
et al. [39] by the auxiliary energy which, in their approach,
reduces to E%*1. Its perturbation expansion through second
order

E*M = EO% 4 g EOM 4 o2 B + O@@?),  (28)
where

EOM 4 EOM — (@M|T 4 3y Wee + V|DM)
—A
+ Eqelnen ] (29)

will be used in the following. The perturbation expansion
of the wavefunction, which is deduced from Equation (26),
is, however, the same. The derivation presented here com-
plements the work of Fromager [40], where perturbation
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theory was formulated in terms of an optimised effective
potential instead of a density-functional one. Finally, note
the normalisation factor in front of the two-electron inter-
action expectation value in Equation (25), which must be
introduced since the intermediate normalisation condition

(@M |wery =1, 0<a<l, (30)

will be used. It has been shown [55-57] that, in this case,
the wavefunction can be expanded through second order as
follows:

et = |04) + ki [ W) + @7 WM + O@),
(31

where ‘IJI(VH,A‘ is the analogue of the usual MP1 wavefunc-
tion correction. According to the Brillouin theorem, the
density remains unchanged through first order, leading to
the following Taylor expansion, through second order, for
the density:

Ngei () = ngn (r) + 25n®*(r) + O@@?®),  (32)

so that self-consistency effects in Equation (26) do not con-
tribute to the wavefunction through first order [55]. Non-
zero contributions actually appear through second order
in the wavefunction [57]. From the wavefunction pertur-
bation expansion in Equation (31) and the intermediate
normalisation condition, we obtain the orthogonality con-
dition (d* |\I!1(\,1[f,Al ) = 0 and, as aresult, the following Taylor
expansion:

‘I/a’)” W \Ija,)q .
Ll AT
<q;o¢,)»1 |\Ij€(,)\.1> (33)
+ 20k <c1>*1 |Wee|\v§j{?‘> + O(@?),

where, according to Equation (27), the first-order contribu-
tion can be rewritten as

(o igoliy) = (o 0193
=EM", (34)
since \I/IE,R,M contains double excitations only. In addition,
according to Equation (32), the complementary density-

functional Hxc energy difference can be expanded through
second order as

—ALhk S=h Audy EA
(Ech - Ech) [nyes] = Ech - Ech) (o]
A =M

SE SE
2 Hxc Hxc " S 2)A
+a /dr <6n(r) (Sn(r)) [ngr 18R "1 (1)

+O(@?). (35)

As aresult, we finally obtain from Equations (25), (28), (33)
and (35) the following Taylor expansion for the auxiliary
energy:

E@ride — pOhida o pMiiha 4 o2 p@hda 4 0(0[3)7

(36)
where
EOH = EO% 4 (B = By )lnen
EWM = B 4 (g — ) (BM [ Wee| D),
o = RER e n)egy O

AL

7)\1
SE SE
- / dr | e — e ) 18n @M (r).
sn(r)  dn(r)

The exact perturbation expansion of the energy through
second order is then obtained in the « = 1 limit, which
gives, according to Equation (29),

E = (@M T + 2 Wee + V[OM) + Epi [ngn]

+ (M 42000 — M))El(vzu):M
—=AA2

—A
SEy SEy 2
xe xc 18 @)

fdr ( on(r) 5n(r)) [ Jon ®

+ o (38)

This energy expression is associated with the segmented
correlation integrand in Equation (23) whose perturbation
expansion through second order can be obtained, by analogy
with Equation (19), when decomposing the auxiliary energy
as follows:

dv

EOI.M,AZ — Eot,O,() +/M dEa’U’VdU +/A2 dEa’Al’V
0 dv 2 dv

1

1
= (O®S|T + V|®KS) + Ey[n] + / WY[n] dv
0
1
+/ WA dy, (39)
0

where the exchange integrand is expressed as in Equa-
tion (17) and, in the « = 1 limit, W***2:V reduces to
the exact correlation integrand W![n]. In the particu-
lar case 1, = A, = 0, the exact KS energy expression
E* %0 = E0 in Equation (20) is recovered. As shown in
Appendix A, the additional terms on the right-
hand side of Equation (39) (first line) introduce
many-body perturbation theory corrections to the cor-
relation integrand, in the first and second seg-
ments, which leads to the following perturbation
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expansion when considering the o = 1 limit:

W![n] = (Ex[n] — EfF[®*5] + Al[n] — Al[ner]
(@ Weel07) + 20EQY — Eiy[or])

x Lo, (v) + (Ex[”] — EFF[0"5] 4+ AY[n]

— Al nen] — /dr SAM /8n(r)[ngn 160 (r)

(D | Weo| DM + 20 ESY' — Enl[non ]

B / dr 8 Eyy /8n(r)[nge 15”(2)””)

X Iy (V)
+ A'c’[n] X I[kz,l](v)
+ .- (40)

Note that, in the first segment, the MP2 contribution has
been linearised for convenience. Nevertheless, after inte-
gration, the exact MP2 correlation energy is recovered (see
Equation (A4)). From the exact integrand expression in
Equation (23) it is clear that, in both the first and second
segments, the wavefunction has been expanded in MP per-
turbation theory through second order. The third segment,
which is the pure DFT part, is not modified by the pertur-
bation theory treatment.

Interestingly, the second-order correction to the density
only appears in the second segment. This is due to the fact
that, in the particular case A; = X, (that is, when the second
segment disappears), the 2n + 1 rule is fulfilled [56,58]. As
a result, second-order corrections to the density (and there-
fore to the wavefunction) are absent from the second-order
correction to the energy. In the general case, where A; #
A2, the second-order corrections to the density introduce a
discontinuity at A in the correlation integrand. This would
in principle disappear when expanding the integrand in the
two first segments to infinite order, provided that the pertur-
bation theory converges smoothly of course, which might
not be the case in practice [57]. Finally, we stress that, in the
first two segments, all quantities calculated with ®¥ (v >
0) correspond to correlation effects as defined in KS DFT.
In other words, orbital relaxations which make ®V differ
from ®*S contribute to the correlation energy, exactly like
in second-order Gorling—Levy perturbation theory [59].

3. Computing the AC

In this section, we introduce the methods used to calcu-
late the AC integrands. The most accurate approach cal-
culates the exchange and correlation integrands introduced
in Section 2.1 by means of ab initio methods. The inte-
grands calculated in this manner will be used to serve as a

benchmark for more approximate approaches. To analyse
practical double-hybrid methods based on the A,-B2-PLYP
methods, introduced in Ref. [40], an approximate formu-
lation of the second-order density-functional perturbation
theory presented in Section 2.4 is considered. For compar-
ison a similar approach is also applied to determine an AC
for the conventional B2-PLYP functional.

3.1. ab initio estimates of the AC integrand

To calculate accurate ab initio estimates of the AC, we
employ the methodology in Refs. [49-52]. Following Lieb
[53], we write the auxiliary energy as

E*[v] = inf I:Fk[n]—{— f v(r)n(r)dr:|, 41

which gives the ground-state energy for the auxiliary
Hamiltonian

H'[v] =T 4+ AWee + / dr v(r) A(r). (42)

The universal density functional F*[r] can be expressed as
a Legendre—Fenchel transform (convex conjugate) to the
ground-state auxiliary energy £*[v],

F*[n] = sup [5*[1)] — f U(r)n(r)dr:|, (43)

where the maximisation is over a complete vector space
of potentials. See Refs. [60-62] for reviews of this ap-
proach to DFT. In the present work, we employ ab initio
approaches to calculate £*[v] accurately and hence deter-
mine the functional F*[n] accurately. We note that even
for approximate theories in finite basis sets where £*[v]
may not be guaranteed to be concave in v, the functional
of Equation (43) may still be constructed in a well-defined
manner, being conjugate to the concave envelope of £*[v]
at a given level of theory, which is denoted by £*[v]. The
concave envelope provides an upper bound, £*[v] > £*[v],
with equality when £*[v] is concave in v. In the limit of
a full-configuration-interaction (FCI) treatment of correla-
tion and a complete one-electron basis set, the exact uni-
versal density functional is recovered.

For practical calculations, we employ the algorithm pro-
posed in Ref. [49] and implemented in Refs. [S0-52] for
arbitrary interaction strengths. The key aspect of this ap-
proach is to introduce an expansion of the potential

VB(F) = Veu(1) + (1 — Mveer(t) + Y bygi(r),  (44)

which allows for the use of analytic derivatives in
quasi-Newton approaches to perform the optimisation of
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Equation (43) and determine the potential expansion co-
efficients {b,}. This opens up the possibility to perform
calculations on molecular systems to complement earlier
approaches applicable to atomic species [47,48]. Here we
use the second-order optimisation scheme detailed in Ref.
[49] with a truncated singular value cut-off of 107 on the
Hessian and a gradient norm tolerance of 107°. The Fermi—
Amaldi potential is employed for v.r and we use the same
basis set {g,} for the potential expansion as is used for the
molecular orbitals. To determine the densities 7, we use the
Lagrangian method of Helgaker and Jorgensen [63—66],
where required, to calculate the relaxed density matrices.
For the H, molecule, we perform calculations at the FCI
level to determine £*[v], n and F*[n]. For all other species
considered in this work, we employ the coupled-cluster
singles, doubles and perturbative triples [CCSD(T)] [67]
method with all electrons correlated. All calculations are
performed with a modified version of the DALTON2011
program [68].

To make the link to the AC, we note that the Lieb
functional of Equation (43) is equivalent to the Levy—Lieb
constrained search functional for canonical ensembles [53]

F*[n] = ;n_i)r; TrH*[0]p = TrH*[0]p™",  (45)

where the minimisation is over all density matrices with
density n and y*" is the minimising density matrix. The
interacting functional F*[n] can be related to the non-
interacting functional via

* dFV[n]
dv

F*[n] = F[n] + / dv. (46)
0

Identifying F°[n] with T[n], evaluating & F"[n] by dif-
ferentiating Equation (45) and employing the Hellmann—
Feynman theorem, we obtain the usual AC expression

s
F'[n] = Ty[n] —l—/ Wiike[n1dv, (47)
0
where the AC integrand can be decomposed into
A
/ Wienldv = AEy[n] + LE[n] + EX[n],  (48)
0

where Ey[n] is the classical Coulomb energy. The exchange
energy component is given by

Ey[n] = TtWeep®" — Enln], (49)

and the correlation energy of Equation (8) can be calculated
using the correlation integrand

WY In] = TtWee(p™" — 701 (50)

Each of the energy components and their corresponding AC
integrands can be calculated at each interaction strength fol-
lowing the optimisation of Equation (43), thereby mapping
out the AC.

3.2. A;-B2-PLYP double-hybrid integrand

We consider in this section an approximate formulation of
the density-functional perturbation theory derived in Sec-
tion 2.4 where (i) the energy expansion is truncated at sec-
ond order; (ii) Becke exchange and LYP correlation den-
sity functionals are used; (iii) density scaling in the LYP
correlation functional is neglected; and (iv) second-order
corrections to the density are neglected. The A;-B2-PLYP
energy [40] is thus recovered from Equation (38),

B = (QM|T + VIOM) + Enlng ]+ M EX 7]
+ (1= 1) EZ[ngn 1+ (1 — A1(222 — A1)
x EXYP[ng ]

(20 — M) ESY, (51)

where, according to Equation (24), the orbitals are com-
puted as follows:

&« min [<q>|f + V|®) + Enlne] + A EXF[@]
+ (1= M) EPlne] + (1 - 27)
x EX o] (52)

The A;-B2-PLYP energy expression is formally identical
to the conventional B2-PLYP one. The fractions of HF ex-
change ax and MP2 correlation energy a. can be identified
as

ay = My M = ay —\/az —a.

aCI)\](ZAQ—)Ll) )\2:61)(
(53)

as long as the condition a. < a? is fulfilled, which is usually
the case in conventional one- and two-parameter double
hybrids [40]. In the spirit of Equation (39), the A;-B2-PLYP
energy can be rewritten in terms of an exchange—correlation
integrand,

- R A dEv,v A2 dEkl,v
EMte = EO0 +/ dv +/ dv
0 dv 1 dv

1
= <&)0|T + V|(i>0) + Enlngo] + / VNVQC")"Z’vdU,
0
(54)
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where the KS-BLYP density n 40 used as reference is recov-
ered in the particular case A} = A, = 0. The corresponding
KS-BLYP energy can be expressed as

E" = (T + V|®%) + Enlng]
1
+ f (E2[ngo] + 2vE X [ngo])dv,  (55)
0

where the uniform coordinate scaling in the LYP correlation
integrand,

3ECLYP[”1/v]

AT ] = 2B ] + v

(56)

has been neglected. By analogy to Equation (17), we define
the 1;-B2-PLYP exchange integrand in terms of the HF
and Becke exchange energies, both computed with the KS-
BLYP determinant ®°, as follows:

Wiy = EFF[®%] x Ty 5,1(v) + EB[ngo] x Ty 1y(v).
(57)

The associated correlation integrand
WAIVAZVU — VNVM’M’V _ WAZ,V (58)
C XC X

can then be deduced from Equations (54) and (55), like in
Section 2.4. Since

dEm
dv

= EMF[dM] — EB[ngn ] — 20 EN P [ngn ]

LB, (59)

we finally obtain the following expression for the 1,-B2-
PLYP correlation integrand:

Wi = (EfIng] - Eflng] + £ [9']

—ENT[$°]

+ 2B+ 20(EX gl — EX[ng.]))
X I[O,)Ll[(v)

+(WC)»1,)~2~AT + 2(]} — )Ll)E(I;YP[nCBO])

X Ty aaf(v)

+20EX [n40] X Ty 1y (v), ©0

where A means A, _;, —> A;. From Equation (60) we note
that the 1;-B2-PLYP correlation integrand is continuous in
A1, even though an approximate wavefunction and density
functionals are used. Qualitatively, the behaviour of the AC
can be understood by neglecting the variation of all terms

depending implicitly on v:

Whtha 2vE£,2[})M X Lyo,3,1(v)
+2in“YP[nq,o] X Ly a1 (V)
—|—2VECLYP[n5,o] X Ip, (). (61)

In the first segment [0, A;[, the slope of the A;-B2-PLYP
AC curve is dominated by the MP2 correlation energy of
the auxiliary A;-interacting system. On the other hand, in
the other two segments, the conventional LYP correlation
energy dominates the slope. Curvature could be introduced
into the approximate ACs by considering higher order MP
terms and introducing density-scaling effects. In this work,
we do not consider higher order perturbation theory ener-
gies; however, the effects of density scaling will be inves-
tigated further in Section 4. For that purpose, we define
from Equation (40) a A; density-scaled B2-PLYP (A;-DS-
B2-PLYP) correlation integrand:

Wé‘ﬁéz’v = (WCA")‘Z’” + (AIC“YP’”[n@o] — 2vE§YP[n@o])
—(AYP[ng] — 2vE  [ng]))

X Lo 5, 1(v)
+(Wops™ + A7 Ing]
ALY [ncj)o]) X Lpiyaa(V)

+ ACLYP“’[n&,o] X I[)Q’l](l)), (62)

where the density-scaled LYP correlation integrand is de-
fined in Equation (56). Note that the second-order correc-
tions to the density have been neglected. As a result, the ap-
proximate A;-DS-B2-PLYP correlation integrand remains
continuous in A;. Moreover, for simplicity, the orbitals used
in A1-DS-B2-PLYP and A,-B2-PLYP schemes are the same,
which means that density scaling has not been taken into
account in the self-consistent calculation of the orbitals.

The integrands of Equations (60) and (62) provide an
approximate description of the AC for which the reference
density is the KS-BLYP one. According to Equation (52)
and Ref. [40], the local potential v”, which ensures that
the density constraint on the v-interacting wavefunction is
fulfilled, is approximated here by

sn(r) dn(r)
SENP[ng.]
én(r)

v'(r) = v(r)+ (1 — U)<5EH[H§>V] 5E,?[ﬂ@])

+(1 =% (63)

Due to the Brillouin theorem, the zeroth-order density 7.
remains unchanged through first order and, as illustrated
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by the A;-B2-PLYP AC curves in Sec. 4, it does not vary
significantly on the segment [0, A{[.

3.3. Conventional B2-PLYP double-hybrid
AC integrand

In conventional B2-PLYP calculations, the energy is calcu-
lated as follows:

Bt _ <6ax,ac|]’: + Vlgax,uc> + Ep[ngoa]
+ aXE)I(‘IF[6"X’“°]
+ (1 = a) EPngonec] + (1 — ag) EX P g
2)ay,ac
+ acf(M)P : 64)

This expression is formally identical to the A;-B2-PLYP
energy, provided that the condition a, < ai is fulfilled, and
so the mapping in Equation (53) between (ay, a.) and (A1,
M) exists. The difference between the numerical values of
the B2-PLYP and X,-B2-PLYP energies lies in the com-
putation of the orbitals used, where the two parameters ay
and a, instead of one, like in the A-B2-PLYP scheme (see

Equation (52)), are involved:

™« min{(®IF + V|®) + Eulna] + a B[]
+(1 = ay) EX[no] + (1 — ac)
x EX*[nel}. (65)

As a consequence, there is an ambiguity in the way the cor-
relation integrand should be defined for B2-PLYP. Indeed,
the B2-PLYP energy expression cannot be derived rigor-
ously, from the density-functional perturbation theory in
Section 2.4, as long as the orbitals are calculated according
to Equation (65). In this case, the Brillouin theorem can-
not be applied [40], which is an important difference with
the A;-B2-PLYP scheme, so that single-excitation contri-
butions to the double-hybrid energy should in principle be
considered. Nevertheless, it is interesting for analysis pur-
poses to construct analytically a B2-PLYP integrand that
can be compared to the 1,-B2-PLYP one. The simple seg-
mentation

— — OO O .
E™ =" +f SE —/ SE
0 v ac v

(66)

could be used, but then the connection to A;-B2-PLYP
would be lost, simply because different intervals are used.
In fact, segmenting the B2-PLYP energy in the same man-
ner as the A1-B2-PLYP one is not trivial. The main reason is
that, in the 1;-B2-PLYP scheme, A; and A, are independent

parameters, but a. and ay are not, since the former depends
on both A; and A,. On the other hand, in B2-PLYP, a. and
ay are independent parameters. Considering that, in the par-
ticular case a. = a2 or equivalently A; = A,, B2-PLYP and

X e .
A1-B2-PLYP are identical (E" = E""), we propose the
following segmentation, by analogy with Equation (54):

—Ja2—
—ay,d; —0,0 /ax G4 g —v,?
0

E =E + —FE " dv
dv
e d —2 —ay.a2—(ax—v)
+/ —(E" —E™ T qw.
ax—+/az—a dv
(67)

Note that the derivative dE”" /dv is integrated up to ay,
which ensures that the orbitals are calculated with the
fraction ay of HF exchange. This is an important dif-
ference with A;-B2-PLYP for which this fraction equals
Al = ax — /a2 — a. instead. As a result, the correspond-
ing fraction of MP2 correlation energy must be reduced
from a2 to a., which is exactly what the third term in Equa-
tion (67) is devoted to. Finally, since the particular case
ax = a. = 0 corresponds to a standard BLYP calculation,
the conventional B2-PLYP energy can be rewritten, accord-
ing to Equations (55) and (67), and Appendix B, in terms
of an exchange—correlation integrand

T4x-Ac JA x-des

1
E = (&)0|T + V|(i>0) + EH[I’l&)o] + A ch vd\),
(68)

where the exchange part is defined, like in the A;-B2-PLYP
scheme, from the HF and Becke exchange energies calcu-
lated for the KS-BLYP determinant

WY = EMF[@] x Tip 0 f(0) + ER[ng0] X Tjar ) (v),
(69)

and the associated correlation integrand equals

(N

w

x ey

=W
- (Ef[néo] — EBlng.] + ETF[$Y]

Vo ——ay,v
c - Wx

— EMF[O) 4 20E G + 20(EN P [ng0]

- ECLYP[n@])> X Ty ()
+ (Ef[n@] — ER[ng.]1+ ENF[d]

~ —(2)ax,ac
—EM [ +2(ay — \Ja2 — ac)Efv,)P

+20(EP [ngo] — EXP[ng])
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+ 2(ax - V)ECLYP[”E«XAH%(UHQ ])

x I[ax—\/af—uc,ax[(v)

+2vEXP[ng0] X Tpg, 1y(0). (70)

Comparing Equations (60) and (70) it is clear that, in the
first segment, the B2-PLYP and A;-B2-PLYP correlation
integrands are formally identical. The only difference lies
in the MP2 correlation energies, which are not calculated
with the same set of orbitals, as discussed previously. A
qualitative behaviour of the correlation integrand along the
AC is obtained when neglecting the variation of all terms
that depend implicitly on v:

TA70xdesV —(2)ax.ac

Wc ~ 2VEMP X I[oyax74 /a%*ac[(v)
_ 2VE(I;YP[HCI>O] X I[aX7 /_affac,ax[(V)
+ 20EN [ng0] X Tja, 1y(v)- an

A striking difference with the 1;-B2-PLYP correlation in-
tegrand (see Equation (61)) is the positive slope in the sec-
ond segment. This unphysical behaviour is directly related
to our definition of the B2-PLYP integrand. It is a simple
illustration of the fact that, when a, < a)%, B2-PLYP does
not rely on the density-functional perturbation theory we
derived, by contrast to A;-B2-PLYP. Still, after integration
over the second segment, the B2-PLYP integrand provides
an energy contribution which differs from the A,-B2-PLYP
one as

Wax,ac,v Wax—«/ af—ac,ax,l)
- c

C

/ax‘/
ax—A/a2—a.

~ /:1/_ 2(ax —Jaz — ac)

—A/ a2 —ac
2)ax.dc ~(2)ax—A/a2—ac
« (B — B VT,

ax
+[ 2(2ax —Ja? —a. - Zv) EYPngo] dv
ax—+/at—ac
= Z(ax —Jaz— ac),/a)% —a.

x,de ~(2)ax— uz—ac
% (*(2)51 a E](v[?) a2 )7 (72)

EMP

if we neglect the variation of all terms that depend implicitly
on v. As a result, B2-PLYP and X ;-B2-PLYP correlation
energies will essentially differ by the MP2 term.

Finally, we remark that since the B2-PLYP energy was
not derived by consideration of the AC directly, it is possible
to construct a number of AC integrands for this approach.
One alternative segmentation has already been presented
in Equation (66). However, another possibility is to regard
the B2-PLYP parameters as entirely empirical parameters,

which simply scale the ACs derived for each component
by a constant at all values of the interaction strength. A
smooth AC integrand for B2-PLYP can then be obtained
by summing these scaled components. However, whilst this
integrand can be compared with the ab initio curves, the
connection to the density-functional perturbation theory
and the 1,-B2-PLYP methods presented here is lost.

3.4. Summary

A three-part segmentation of the exact exchange—
correlation integrand has been proposed, which is directly
connected to the double-hybrid functionals of Ref. [40].
Each segment of the AC has been expanded through second
order within density-functional perturbation theory. When
neglecting both second-order corrections to the density and
density scaling, and using the Becke exchange functional in
conjunction with the LYP correlation functional, the A;-B2-
PLYP integrand is obtained. An integrand expression has
also been derived for the conventional B2-PLYP scheme.
Both schemes are completely equivalent when a? = . or,
equivalently, 1, = X,. In this case, the second segment sim-
ply disappears. Interestingly for the standard ax = 0.53 and
a. = 0.27 values [14], a> ~ 0.28 differs only by 0.01 from
a., as already pointed out by Sharkas et al. [39]. Still, since
o differs from Ay by /a2 — a. =~ 0.1 (see Equation (53)),
the second segment represents 10% of the total AC which
is not negligible.

For comparison, the methods used to determine accu-
rate ab initio and pure density-functional estimates of the
integrands have been outlined. All the schemes investigated
in this work are summarised in Table 1.

4. Results and discussion

In the present work, we study the AC integrands for the
species Hy, (He),, He-Ne, LiH, HF, N, and H,O. For H,
we consider the geometries R = 1.4 and 3.0 a.u., and for
the (He), and He-Ne van der Waals dimers, we perform
calculations at the equilibrium geometries of 5.612 a.u.
[69] and 5.728 a.u. [70], respectively. For the remaining
four molecular systems, LiH, HE, N, and H,O, we use
the equilibrium geometries of Ref. [71] calculated at the
CCSD(T)/cc-pVTZ level with all electrons correlated. All
calculations of the AC integrands are performed in the aug-
cc-pVTZ basis set [72—74] using a modified version of
the DALTON2011 program [68], which contains imple-
mentations of the methodologies outlined in Section 3 and
summarised in Table 1.

4.1. ab initio ACs

We have performed calculations using the methodology
described in Section 3.1 for the species above. A range
of interaction strengths, in the interval v € [0, 1], have
been considered. In order to account for rapid curvature
in the low-v part of the curve, characteristic of statically
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Table 1 The exchange—correlation integrands computed in this work (®° denotes the KS-BLYP determinant).

Integrand Exchange Correlation Parameters

ab initio Equation (49) Equation (73) -
A1-B2-PLYP Equation (57) Equation (60) A A 0.426%, A, = 0.532
A1-DS-B2-PLYP Equation (57) Equation (62) A &~ 0.426, 1, =0.53
B2-PLYP Equation (69) Equation (70) ay =0.53% g, =027°
BLYP EBlng0] ALPY[p 400 -

2See Equation (53).

Ref. [14].

¢See Equation (56).

correlated systems, we have used the v values {0, 1079,
1073, 1074, 1073, 1072, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9, 1.0}. In Ref. [51] a form for the AC integrand
was proposed based on the consideration of a simple two-
state CI model and shown to have sufficient flexibility to
reproduce correlation energies in systems exhibiting both
static and dynamical correlation effects. Here, we perform
a least-squares fit of the form

1+4/5
——a

AC-CI
WACCT —
¢ 4

42 4 V/5)a* + 53 + V/S)asv

4.2. The H; molecule

The H; molecule has been widely studied as a prototypical
system, see e.g. Refs. [75,76], exhibiting a smooth transi-
tion from predominantly dynamical correlation effects at
short and equilibrium R values to predominantly static cor-
relation effects at large R values. It has been argued by
Gritsenko et al. [12] that for single-hybrid-exchange-based
functionals the optimal fraction of orbital-dependent ex-
change varies with R, approaching zero as R increases.

(73)

_2\/8(7 +3/5)a? + 162 + /5)asv + 10(3 + «/§)s2u2’

to the calculated ab initio estimates of VW) [n] at the val-
ues of v above. The fitted values of the parameters a and s
are reported in Table 2 for each species in this study. Also
reported is the quantity AE, = fol WYACCldy — (EB: —
Enn — Ti[n] — Ene[n] — Eu[n] — Ex[n]) which provides a
consistency check for the quality of the fitted function as
compared with the explicitly calculated correlation energy
using non-interacting and interacting energies. As can be
seen in Table 2, these values are reasonable and of sufficient
accuracy to allow these fitted functions to serve as a bench-
mark against which to compare double-hybrid integrands.

More recently in Ref. [51] an analysis of the BLYP AC in-

tegrand, in comparison with the FCI AC integrand, showed
that close to equilibrium R the BLYP functional provides a
reasonable estimate of exchange and correlation energies.
However, for larger R values beyond ~7 a.u. the estimate
of the exchange energy is significantly too negative, whilst
the correlation energy is significantly too positive. This is
manifested by a much too flat shape for the BLYP corre-
lation AC integrand at these geometries. At intermediate
geometries, R &~ 3 a.u., error cancellations between the ex-
change and correlation energies can lead to reasonable total
energies.

Table 2  Fitted coefficients a and s in Equation (73) for the species considered in this work. Also shown are the correlation energies
calculated by integration of the fitted curves and the difference between these values and those calculated as AE; = fol WrAC=Clqy —

(ESE — Enn — Ti[n] — Ene[n] — Euln] — Ex[n]).

Molecule a E. AE,

Hy (R=14au.) —0.171004 —0.095425 —0.039851 6.91 x 1076
H, (R=3.0a.u.) —0.153978 —0.255931 —0.076559 —3.82 x 1073
(He), —0.513334 —0.176830 —0.079183 5.62 x 1076
He—Ne —1.393157 —0.806875 —0.334652 438 x 107
HF —1.061605 —0.775661 —0.306331 8.03 x 107
LiH —0.220273 —0.128740 —0.053303 6.37 x 1073
N, —1.226312 —1.201367 —0.438569 1.56 x 1073
H,O —0.993788 —0.775566 —0.301455 837 x 10~*
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Table 3 Exchange energy contributions for the A;-B2-PLYP and B2-PLYP double-hybrid schemes. The reference determinant ®° is
the KS-BLYP one. The HF exchange weight is set to a, = 0.53. For comparison, the exchange energies EMF[®X5] of KS determinants
constrained to yield accurate ab initio densities have also been included (see text for details). All values are given in atomic units.

ay EMF[@°]

E[®°] EQ[ngo] +(1 = ay) EJ[nao] E %]
H,(R=14au) —0.6566 —0.6563 —0.6565 —0.6608
H, (R=3.0au.) —0.4720 —0.5061 —0.4880 —0.4769
He, —2.0295 —2.0364 —2.0327 —2.0460
He—Ne —13.0517 —13.1084 —13.0783 —13.0861
LiH —2.1297 —2.1292 —2.1294 —2.1369
HF —10.3709 —10.4404 —10.4036 —10.3870
N, —13.0855 —-13.1977 —13.1382 —13.0888
H,O —8.9062 —8.9674 —8.9350 —8.9149

The exchange energy contributions to the two-
parameter double hybrids are shown in Table 3. The in-
dividual HF and density-functional-type contributions are
shown, calculated on the KS-BLYP ®° determinant and 7 4
density, respectively. Their weighted contribution, of rele-
vance to the double-hybrid functionals, is also tabulated. For
comparison, the exchange energies relevant to the ab initio
estimates of the AC are also included; these are evaluated
from the KS orbitals at v = 0 which give the FCI density.
For the H, molecule at R = 1.4 a.u., it is clear that both the
HF and density-functional estimates of the exchange energy
are comparable. Their weighted average is also close to the
exchange energy calculated for the KS orbitals, giving the
FCI density. At the longer bond length of R = 3.0 a.u., the
difference between the HF and density-functional exchange
contributions is much more pronounced. Comparing with
the accurate FCI value in the same basis set, it is clear that
the density functional gives a much too negative exchange
energy, as was also noted in Ref. [51]. Here we see that

the weighted average used in the double-hybrid approaches
significantly reduces this error.

In Figure 1, we present the correlation integrands for
the double-hybrid approximations, as well as the BLYP and
ab initio estimates. In the left-hand panel, the correlation
AC integrands for the methods considered are shown at
R = 1.4 a.u. As was shown in Ref. [51], at this geometry,
the BLYP AC integrand is reasonable, though it tends to be
too positive for larger v values. The challenge for double-
hybrid approaches is to provide a model AC integrand which
improves over the pure DFT integrand (in this case BLYP)
whilst utilising the DFT integrand where it is accurate. For
the R = 1.4 a.u. geometry, the total correlation energies in
Table 4 are all quite similar and close to the FCI estimate.
This is also clear graphically from Figure 1.

A number of differences between the methods become
apparent when examining the correlation integrand models
graphically. For B2-PLYP we see that the integrand in each
segment is linear in the interaction strength. For the first

0.00 0.00
N — B2PLYP
— B2PLYP — A,-B2-PLYP
— A,-B2-PLYP -0.02 — 1,-DS-B2-PLYP
-0.02 — 1;-DS-B2-PLYP —BLYP
—BLYP .
. - CCSD . —0.04 cosp
= =
< -0.04 &
N ~ -0.06
= 006 * 008
—0.08 -0.10 I .
—omobe i P L T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v v
Figure 1. ACs for the H, molecule at R = 1.4 a.u. (left-hand panel) and R = 3.0 a.u. (right-hand panel) calculated using the conventional

B2-PLYP functional (solid red line), the A;-B2-PLYP two-parameter double hybrid (green line), the 1,-DS-B2-PLYP functional (blue line)
(which includes coordinate-scaling contributions) and the standard BLYP functional (purple line). Also included is an accurate ab initio
AC calculated at the FCI level (blue points). The function in Equation (73) has been fitted to this data (red dashed line) and the coefficients

for this form are reported in Table 2.
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segment this is because the integrand is dominated by a PT2
contribution based on a fixed set of orbitals. For the third
segment this is because the uniform coordinate scaling con-
tributions to the DFT correlation component are neglected.
The most striking feature, however, is the intermediate in-
terval where the B2-PLYP integrand is linear with positive
slope and discontinuous at both A; and A,. The significance
of this section and the ambiguity in the choice of B2-PLYP
AC were discussed in Section 3.3. The A;-B2-PLYP variant
also has an integrand consisting of three linear segments;
however, continuity is restored at A, although a derivative
discontinuity remains and a discontinuity is still present at
A2. Note that by definition the A;-B2-PLYP and B2-PLYP
integrands are identical in the third segment. The crossing
in the middle of the second segment, which implies that the

A1-B2-PLYP and B2-PLYP correlation energies obtained
by integration are very close (as confirmed in Table 4), is
consistent with the small difference between the AC lines
in the first segment (see Section 3.3). The A;-DS-B2-PLYP
variant includes the effects due to uniform coordinate scal-
ing. This affects the slope in the second segment and makes
the integrand coincide with the BLYP integrand in the third
segment. Interestingly, taking into account density scaling
in the LYP correlation functional does not improve, in this
particular case, the correlation energy when compared to
FCI (see also Table 4).

In the right-hand panel of Figure 1, the same integrands
are presented for H, at R = 3.0 a.u. Here the behaviour of
the integrands within each segment remains qualitatively
similar; however, all of the models now give a significantly

Table 4 The correlation energies for each segment of the double-hybrid ACs. For comparison, the values for the correlation
energies calculated from BLYP as well as accurate ab initio estimates of the AC are included.

Molecule Method ESee! ESee2 ESee3 E™
H,(R=14au.) B2-PLYP —0.0072 —0.0039 —0.0275 —0.0385
A-B2-PLYP —0.0075 —0.0038 —0.0275 —0.0387
A1-DS-B2-PLYP —0.0075 —0.0040 —0.0257 —0.0372
BLYP —0.0083 —0.0041 —0.0257 —0.0382
FCI —0.0080 —0.0042 —0.0276 —0.0399
H, (R=3.0a.u.) B2-PLYP —0.0119 —0.0062 —0.0231 —0.0413
A-B2-PLYP —0.0130 —0.0067 —0.0231 —0.0428
A1-DS-B2-PLYP —0.0129 —0.0066 —0.0216 —0.0412
BLYP —0.0071 —0.0035 —0.0216 —0.0322
FCI —0.0184 —0.0086 —0.0495 —0.0765
(He), B2-PLYP —0.0146 —0.0081 —0.0630 —0.0857
A1-B2-PLYP —0.0150 —0.0083 —0.0630 —0.0863
A1-DS-B2-PLYP —0.0151 —0.0082 —0.0598 —0.0830
BLYP —0.0184 —0.0094 —0.0598 —0.0876
CCSD(T) —0.0153 —0.0081 —0.0557 —0.0792
He—Ne B2-PLYP —0.0685 —0.0384 —0.3070 —0.4138
A1-B2-PLYP —0.0706 —0.0392 —0.3070 —0.4168
A1-DS-B2-PLYP —0.0707 —0.0386 —0.2899 —0.3992
BLYP —0.0913 —0.0457 —0.2900 —0.4270
CCSD(T) —0.0678 —0.0347 —0.2267 —0.3292
LiH B2-PLYP —0.0098 —0.0058 —0.0637 —0.0792
A1-B2-PLYP —0.0102 —0.0060 —0.0637 —0.0799
A1-DS-B2-PLYP —0.0103 —0.0057 —0.0586 —0.0746
BLYP —0.0204 —0.0096 —0.0586 —0.0886
CCSD(T) —0.0108 —0.0056 —0.0368 —0.0532
HF B2-PLYP —0.0646 —0.0357 —0.2602 —0.3606
A1-B2-PLYP —0.0676 —0.0371 —0.2602 —0.3650
A1-DS-B2-PLYP —0.0677 —0.0364 —0.2438 —0.3480
BLYP —0.0791 —0.0390 —0.2439 —0.3620
CCSD(T) —0.0638 —0.0319 —0.2027 —0.2984
N, B2-PLYP —0.0952 —0.0522 —0.3480 —0.4954
A1-B2-PLYP —0.1002 —0.0544 —0.3480 —0.5026
A1-DS-B2-PLYP —0.1002 —0.0534 —0.3225 —0.4762
BLYP —0.1088 —0.0526 —0.3226 —0.4840
CCSD(T) —0.0954 —0.0455 —0.2771 —0.4180
H,O B2-PLYP —0.0632 —0.0348 —0.2445 —0.3425
A1-B2-PLYP —0.0658 —0.0360 —0.2445 —0.3463
A1-DS-B2-PLYP —0.0658 —0.0352 —0.2272 —0.3282
BLYP —0.0760 —0.0369 —0.2272 —0.3402
CCSD(T) —0.0633 —0.0314 —0.1977 —0.2924
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too positive correlation energy as can be seen from Table 4.
The discontinuous behaviour at A, also becomes much more
pronounced. This can be understood by noting that (as
shown previously in Ref. [51]) the BLYP integrand is espe-
cially poor as the bond is stretched and static correlation be-
comes more important. It is clear therefore that any double
hybrid wishing to perform well for systems in which static
correlation plays a significant role must be constructed in a
different manner; no partitioning of the AC involving a pure
density-functional component would seem to be advanta-
geous. Furthermore, the neglect of density scaling amounts
to a linear approximation of the integrand and so may affect
the accuracy of the model even in regimes where dynamical
correlation is dominant. Note also, in the first segment, the
difference between the A;-B2-PLYP and B2-PLYP slopes
which originates from the fact that the corresponding MP2
correlation energies are calculated with different orbitals.
These are mainly characterised by the fraction of HF ex-
change which is larger for B2-PLYP (0.53) than for A;-B2-
PLYP (0.426). The difference becomes substantial upon
bond stretching. As expected from Section 3.3, the correla-
tion energy in the second segment is then larger (in absolute
value) for A,-B2-PLYP than for B2-PLYP. This is graphi-
cally illustrated in the right-hand panel of Figure 1 where
the corresponding AC lines do not cross in the middle of
the segment, like in the equilibrium geometry (left-hand
panel).

Since the double hybrids considered are based on PT2
theories, one of course should not expect their range
of applicability to extend to strongly correlated systems.
Nonetheless these considerations may be helpful if one
wishes to design a double-hybrid functional capable of de-
scribing molecules over a reasonable part of their potential
energy surfaces around the equilibrium structure. Further-
more, it highlights the point that for overall improvement
of double-hybrid approaches one should carefully consider
not only the nature of the density-functional approximations
employed, but also the wavefunction contributions.

As is discussed in Appendix A, we have chosen in the
present work to evaluate the PT2 contributions for the ap-
proximate functionals on a fixed set of orbitals. As a con-
sequence, the corresponding contributions to the AC are
linear in the interaction strength. If the orbital relaxation
is taken into account at each interaction strength, then the
same integrated value of the energy would be obtained
but the PT2 integrand would become curved due to a de-
pendence of the orbitals on the interaction strength (see
Ref. [51] for further discussion). To obtain higher accuracy
from the wavefunction contribution to the double-hybrid
functionals, it would be desirable to introduce terms of
higher order in the interaction strength without introduc-
ing significant extra computational cost. In this respect,
it is interesting to consider alternatives to PT2. Natural
choices here would be higher order perturbation approaches
or coupled-cluster-type methodologies. However, the com-

putational cost of these approaches is sufficiently high as
to make them undesirable for application in this context.
One interesting set of alternatives, which can be evaluated
at a cost similar to that of PT2 theory and, as discussed
by Furche [77], do contain higher order contributions in
v, are the random-phase-approximation (RPA) correlation
energies. Investigation of these variants of the correlation
energy in the context of double-hybrid approaches based
on a linear AC may be worthwhile. A number of empirical
and range-separated approaches to combine DFT and RPA
have already appeared in the literature (see, for example,
Refs. [77-83]).

4.3. (He); and He—Ne van der Waals dimers

In Figure 2, we present the correlation integrands for two
van der Waals dimers at their equilibrium geometries. The
(He), dimer has been widely studied as a prototypical sys-
tem for examining van der Waals and dispersion interac-
tions in DFT (see e.g. Refs. [84,52] and references therein).
Methods which mix DFT with PT2 theory in a range-
separated manner based on non-linear ACs have proven
useful for the treatment of van der Waals and dispersion
interaction energies. That the range separation of these
interaction energies can be successful has recently been
demonstrated by calculating ab initio estimates of the AC
integrands along non-linear paths. However, for conven-
tional double hybrid approaches such as B2-PLYP the
description of dispersion interactions is far less satisfac-
tory. Indeed empirical dispersion corrections have been
developed to add to this functional [85], despite its PT2
component.

The exchange energy contributions for the (He),
and He—Ne van der Waals dimer systems are shown in
Table 3. For the (He), dimer, the HF and density-functional
estimates of the exchange energy are similar and slightly
more positive than the estimate based on KS orbitals
giving the CCSD(T) density, which we will denote by
KS[CCSD(T)]. The weighted average of the exchange en-
ergy relevant to the double hybrids is therefore also reason-
able. For the He—Ne dimer the HF estimate of the exchange
energy is more positive than the KS[CCSD(T)] estimate,
whilst the density-functional estimate is more negative. The
weighted average is therefore much closer to the accurate
value.

The upper two panels in Figure 2 show the total cor-
relation ACs for (He), and He—Ne respectively. The shape
of these curves is similar in many respects to those ob-
served for H, near its equilibrium geometry. Although the
standard BLYP functional now gives a too negative inte-
grand at all interaction strengths. The general similarity
between the (He),, He—Ne and H, (R = 1.4 a.u.) curves
reflects the fact that on-atom dynamical correlation domi-
nates the overall correlation energy contribution. Still, by
contrast with H,, density scaling improves the correlation
energy of both van der Waals dimers when compared to
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Figure 2. ACs for the van der Waals dimers (He), (upper left-hand panel) and He-Ne (upper right-hand panel) calculated using
the conventional B2-PLYP functional (solid red line), the A;-B2-PLYP two-parameter double hybrid (green line), the 1,-DS-B2-PLYP
functional (blue line) (which includes coordinate-scaling contributions) and the standard BLYP functional (purple line). Also included is
an accurate ab initio estimate of the AC calculated at the CCSD(T) level (blue points). The function in Equation (73) has been fitted to
this data (red dashed line) and the coefficients for this form are reported in Table 2. The lower panels [(He),, left-hand side and He—Ne,
right-hand side] show the interaction ACs for each method as defined in Equation (74).

CCSD(T). These graphical results echo the observation by
Sharkas et al. [39] when computing atomisation energies
with various double-hybrid density functionals; introduc-
ing density-scaling effects does not systematically provide
more accurate results when it is applied to approximate
correlation density functionals. This is clear in the present
work when comparing the left hand panel of Figure 1 and
and upper left panel of Figure 2.

To examine the important correlation energy contri-
butions to the interaction energies of the van der Waals
dimers, we have calculated the interaction ACs as in Ref.
[34]. These are defined as

W:;m’v[nDimer’ NAtom 15 MAtom 2] = ch [7Dimer]
- ch [nAtom1] — Wé) [ Atom 2], (74)

where each of the atomic contributions is evaluated in the
presence of the basis functions of the other atom, thereby
accounting for the basis-set superposition error in the cal-
culated difference. These integrands are presented for both
systems in the lower two panels of Figure 2. The trends
in both figures are remarkably similar. The ab initio esti-
mates of the interaction ACs show integrands which be-

come smoothly more negative with increasing interaction
strength. This is similar to the behaviour shown in Ref.
[34] for the (He), system at larger internuclear separations.
The behaviour of the BLYP integrand is striking because
it is significantly too negative in the low-v regime before
switching to positive values at larger v values. This be-
haviour is also similar to that observed in Ref. [34]; that
the curves for both systems are so qualitatively similar re-
flects the fact that their shape is determined mainly by their
behaviour under uniform coordinate scaling according to
Equation (56), rather than the density on which they are
evaluated. The interaction ACs for the double hybrids are
significantly afflicted by the errors in the LYP contribu-
tions. In the first segment of the AC, the influence of the
density-functional component is clear, particularly for the
density-scaled variant, even though it is not the dominant
contribution to the overall correlation energy AC. It is also
notable that all of the double-hybrid interaction ACs are
significantly too flat in this section. In this respect, the
double-hybrid schemes do not seem to improve BLYP at
all, with respect to the correlation energy, since this com-
ponent becomes less attractive. Moreover, the exchange
interaction energy which is repulsive at the BLYP level
(+26 wEj, for (He); and +57 wEj, for He—Ne) becomes
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attractive at the double-hybrid level (—114 pEj, for (He),
and —146 pE;, for He—Ne), whilst the corresponding ab
initio values (+74 wE; for (He), and +68 wE) for He—Ne)
are clearly repulsive. Let us keep in mind though that along
our approximate double-hybrid AC (i) the reference den-
sity is the KS-BLYP one (which is therefore not affected
by the MP2 treatment); and (ii) the density is not strictly
the same along the AC. Since the interaction energies con-
sidered here are very small, the density constraint might
be important and contribute, through the orbital relaxation,
to both exchange and correlation—interaction energies. The
density obtained at the double-hybrid level should then be
used as reference for setting up a true AC where the density
constraint is indeed fulfilled. This should clearly be anal-
ysed further in the future. Nevertheless, when comparing
the total interaction energies, X;-B2-PLYP is less repulsive
(+29 wEj, for (He), and +13.5 wE), for He—Ne) than BLYP
(+136.5 nEy, and +159 pE), for He—Ne). The overall result
is that the double hybrids based on a linear AC do too little
to improve the description of both (He), and He-Ne dimers.
This rationalises to some extent the need for empirical dis-
persion corrections even when using a functional such as
B2-PLYP (see e.g. Ref. [85]).

4.4. LiH, HF, N, and H,0 molecules

Finally, in this section, we examine a number of small
molecular systems close to their equilibrium geometries.
The exchange energy contributions for these systems are
shown in Table 3. For LiH both the HF and density-
functional contributions are close to each other and rea-
sonable compared to the KS[CCSD(T)] estimates. As a
consequence, the average relevant to the double-hybrid
approximations is also of similar accuracy. For the HE, N,
and H,O molecules, the HF estimates of the exchange ener-
gies are reasonable, whilst the density-functional estimates
are too negative in comparison with the KS[CCSD(T)] val-
ues. The averaging used in the double-hybrid approaches
therefore improves the exchange energy estimate relative to
the pure-density-functional approach.

The correlation AC integrands for LiH, HF, N, and
H,0 are shown in the four panels of Figure 3. The plots
for HF, N, and H,O are qualitatively similar to those for
the van der Waals dimers and the H, molecule at R =
1.4 a.u. The ab initio estimates of the correlation AC
integrand are relatively subtly curved for each of these
species, reflecting the shape expected for systems domi-
nated by dynamical correlation close to their equilibrium

0.00 B2PLYP 00
S
— A,-DS-B2- v
~005 0.2 :glLﬁl{)PS B2-PLYP
) . CC(T)
:3 A
<
~ -0.10 - —0.4
0
-0.15 -0.6
-0.20 -0.8
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v v
0.0 0.0
— B2PLYP — B2PLYP
~02 — 4,-B2-PLYP -0.1 — 4,-B2-PLYP
— A,-DS-B2-PLYP — A,-DS-B2-PLYP
-0.2 —BLYP
. —04 . . CC(T)
3 Z -03
g -0.6 % -0.4
~0.8 -0.5
-0.6
-1.0
-0.7
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
% %
Figure 3. ACs for the molecules LiH (top left-hand panel), HF (top right-hand panel), N, (bottom left-hand panel) and H,O (bottom

right-hand panel) calculated using the conventional B2-PLYP functional (solid red line), the 1,;-B2-PLYP two-parameter double hybrid
(green line), the 1,-DS-B2-PLYP functional (blue line) (which includes coordinate-scaling contributions) and the standard BLYP functional
(purple line). Also included is an accurate ab initio estimate of the AC calculated at the CCSD(T) level (blue points). The function in
Equation (73) has been fitted to this data (red dashed line) and the coefficients for this form are reported in Table 2.
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geometries. The double-hybrid model correlation ACs for
these systems follow similar trends to those discussed in
Sections 4.2 and 4.3. It is perhaps noteworthy that the ini-
tial part of the ACs up to A; for these systems is reasonably
well described by PT2 theory on the A;-interacting system.

The LiH molecule is more challenging for the DFT
and double-hybrid models. The ab initio estimate is typ-
ical of a dynamically correlated system close to its equi-
librium geometry. However, the BLYP functional gives a
much too negative correlation integrand with a much too
steep initial slope. This error is typical for many density-
functional approximations, which struggle to describe
diatomic molecules composed of group 1 elements. These
species typically have rather long equilibrium bond lengths
compared to diatomic molecules composed of main group
elements. In the first part of the model double-hybrid ACs
it is clear that the A;-interacting PT2 estimate is reasonable
and is close to the ab initio estimate. In the intermediate
region as more DFT contributions are included the correla-
tion ACs for the A; variants begin to slightly overestimate
the correlation integrand. In the third section, the double-
hybrid models inherit the large errors present in the density-
functional description of the correlation integrand for this
species. The striking difference in behaviour between the
correlation AC models for the LiH molecule and the other
species considered here highlights the difficulty in develop-
ing a truly transferable double-hybrid approach suitable for
a wide range of systems, even when close to their respec-
tive equilibrium geometries. However, for a large number of
species close to their equilibrium structures, double-hybrid
approaches are expected to be accurate. In future, we hope
that the AC analysis presented here can be extended to a
much larger set of molecules and used to effectively eval-
uate double-hybrid approaches based on a variety of wave-
function and density-functional components. This approach
could be effective in identifying and avoiding models which
rely on large error cancellations and provide more stringent
tests of the models than just post-construction benchmark-
ing against experimental data.

5. Conclusions

In this work, we have explicitly derived the AC integrands
underlying double-hybrid approaches. The integrands have
been calculated for the conventional B2-PLYP scheme and
its so-called A variant which was obtained from PT2. These
integrands were then compared graphically with benchmark
ab initio estimates to assess their accuracy and a number
of interesting features have been highlighted. The approxi-
mate one- and two-parameter double-hybrid ACs were di-
vided into three segments, the firstup to A being dominated
by wavefunction theory contributions at the PT2 level, the
second between A and A, involving both wavefunction and
density-functional contributions, and the final section be-
yond A, involving purely-density-functional contributions.

Within each section of the approximate ACs, the im-
pacts of the approximations utilised in their derivations
have been highlighted. In the first section, the use of PT2
theory based on fixed orbitals gives a linear approximation
to the AC and its slope can be understood from the nature of
the orbitals determined for the A; interacting system. In the
intermediate region, the behaviour of recently developed
two-parameter forms sharply contrasts that of empirical
forms, the latter giving ACs with positive slopes. In the final
section, which is determined by density-functional contri-
butions, the neglect of uniform coordinate scaling effects
has been highlighted and leads to a linear approximation
of the correlation AC. Inclusion of these effects can restore
some curvature in the integrand, although the outright ac-
curacy still depends heavily on the density-functional form
employed.

The most striking feature of the approximate double-
hybrid correlation integrands is the presence of (deriva-
tive) discontinuities at the connecting A; and A, interaction
strengths. Whilst these discontinuities do not affect the cal-
culation of correlation energies (only right continuity is
required [51]), they may have implications for the deter-
mination and uniqueness of the multiplicative potentials
associated with keeping the density constant along the AC.
In the future, the design of double-hybrid models that avoid
these features in their AC integrands should be considered.

In the context of the van der Waals dimers, the diffi-
culties in constructing a double-hybrid approach based on
the linear AC have been rationalised in terms of the inter-
action ACs. Here the failure of A;-B2-PLYP and B2-PLYP
approaches to account for longer ranged interactions is evi-
dent and results in a significant underestimation of the cor-
relation interaction energy. Recently, it has been shown that
range-dependent generalised ACs can leverage physical in-
sight about the range of interactions in this context to more
effectively divide labour between the density-functional and
wavefunction components [34]. We also note that the tech-
niques employed in this work may be directly carried over
to the analysis of range-separated double-hybrid methods
by choosing an alternative non-linear AC integration path.

Finally, we remark that the integrands presented here
highlight that for more successful double-hybrid ap-
proaches it is essential to seek both improved wavefunc-
tion and density-functional components. In Section 4.2, we
highlighted the RPA-based methods as one possible route
to include terms of higher order in the interaction strength.
Clearly it is a challenging task to introduce such higher or-
der contributions without incurring significantly increased
computational cost. An equally challenging task is the con-
struction of density-functional components more compat-
ible with these orbital-based methodologies. It remains to
be investigated if forms based on correlation functionals
other than LYP can be more effective in this sense. The
techniques used here could also be extended to further seg-
ment the AC in order to rationalise the behaviour of double
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hybrids with three or more parameters (see, for example,
Refs. [20-22]). The ab initio estimates of the AC integrands
may provide useful guidance in the development of these
approaches and we expect that the type of analysis outlined
here can play a central role in the future development of
more robust double-hybrid approximations.
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Appendix A. Perturbation expansion of the exact
segmented integrand

According to Equations (15) and (38), in the « = 1 limit, the
energy £ "V reduces through second order to

ERY = (®"|T 4 vWee + V[®") + Epy [nev] + VVEG
(A1)

From Equation (24) and the Hellmann—Feynman theorem, we
obtain the first-order derivative expression

dE[2]u
dv

= (®"|Wee| ") — Enx[nar] — Alngn]

d v
+3 (szﬁj}, ) (A2)

In addition, in the @ = 1 limit, the first-order derivative in the
third term on the right-hand side of Equation (39) reduces through
second order to

dERMw
dv

= (DM |Weo | ®) — Epx[ngin ] — AM [ ]

+2mEgy!

SEpy SAM
- / dr » (r)[nq,kl]ju%[nq,xl] Sn@M(r).

(A3)

Note that, in order to compute the MP2 term in Equation (A2),
one would in principle need the response of the orbitals and their
energies to the variations of v. Instead, we replace the v-dependent
MP2 correlation energy by its value at v = A; which, after inte-
gration over [0,X], gives the same result:

Mo A
/ - VEDY | dv = / 2ESH dv. (A4)
0 v 0

Combining all equations with Equation (17) leads to the second-
order expansion of the correlation integrand given in Equation
(40).

Appendix B. Correlation integrand associated with
B2-PLYP

Since E™’ = E"™, the second and third terms on the right-hand
side of Equation (67) are derived exactly like in the %,-B2-PLYP
scheme, using the Hellmann—Feynman theorem. Similarly, we
obtain

d -
— ES @’ = (g, — v)ENP[n
dv

Hax.af —(ax—v)? ]

d f(Z)ax.a,%f(ava)z
+— <a§ —(ay — v)2>EMP . (B1)

In order to avoid the calculation of the orbital response to varia-
tions of v, we gather all MP2 contributions as follows:

/‘HX7 a}%iac d < 2 _vvz)
vV Ey |dv

dv
ax d _ 2
+ / — [ v Ey — (af —(ax — v)2>
ax—~/ a2 —ac dv

0

7 (2)ax,af —(ax—v)? _ ax.ac
x Eyp dv =a.E\p

ax

/axf»,/ a2 —ac

2vEpstedy + /
0 a

=/ a2 —ac
x2<aX —Jaz— ac>E{\‘,ﬁ;"“ dv, (B2)

which finally leads to the correlation integrand expression in Equa-
tion (70).



Chapitre 8

Nouvelle fonctionnelle "double
hybride" a séparation de portée :
le modele RSDHTf

Dans ce chapitre, les travaux, effectués durant cette these, relatifs au développement
d’une nouvelle fonctionnelle "double hybride" a séparation de portée basée sur une sé-
paration alternative des énergies d’échange et de corrélation sont présentés. Ces travaux

de développement ont publiés dans I'article [20], inclus en fin de chapitre.

Une séparation alternative des énergies d’échange et de corrélation de courte portée, ba-
sée sur les travaux de Toulouse et al. [17], a été utilisée en DFT & séparation de portée.
La nouvelle méthode proposée ici est obtenue en négligeant la correction au deuxieme
ordre de la densité. Cette nouvelle méthode est appelée RSDHf, ou RSDH signifie range-
separated double hybrid et "f' fait référence a full-range integrals puisque l'interaction
de portée complete apparait explicitement dans ’expression de ’énergie développée per-
turbativement. Outre un traitement exact de 1’énergie d’échange de courte portée, ce
qui différe dans la méthode RSDHf par rapport aux approches RSDH standard [1, 11]
est le traitement du couplage entre corrélation de courte et longue portée au niveau
MP2. Cette nouvelle méthode a été implémentée dans une version de développement du

programme DALTON [163].

Les courbes d’énergie d’interaction ont été calculées pour les quatre premiers dimeres
homonucléaires de gaz nobles a 'aide de cette nouvelle approche et comparées a celles
obtenues au niveau MP2, CCSD(T) et MP2-srDFT, également appelée RSDH, ainsi

qu’aux courbes analytiques exactes de Tang et Toennies [88].
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L’approche multi-déterminantale de l'intégrant d’échange de longue portée, proposée
par Toulouse et al. [17], présentée dans I’équation (6.48) a été appliquée aux fonction-
nelles "doubles hybrides" a séparation de portée. Une théorie des perturbation similaire a
l’approche RSDH [1, 11] a été suivie dans ce modele. Cette nouvelle méthode ne differe
de la méthode RSDH standard que par le développement perturbatif de 1’énergie. Le
développement perturbatif de la fonction d’onde sera le méme pour les deux méthodes
RSDH et RSDH.

A partir de Pexpression exacte de I'énergie dans I’équation (5.14) dans laquelle I’énergie
complémentaire strHxc E;fx’é [n] est remplacée par sa décomposition proposée dans 1’équa-
tion (6.48), un développement perturbatif au deuxieme ordre de 1’énergie est effectué en
utilisant la fonction d’onde mono-déterminantale ®f issu d’un calcul RSH comme fonc-
tion d’onde d’ordre zéro. En négligeant la correction au deuxieme ordre de la densité
dans ’expression exacte au deuxiéme ordre de perturbation de I’énergie, ce qui est jus-
tifié pour les systéms sans corrélation statique [16, 164], ’expression de 1’énergie RSDHf
est obtenue :

L 2 2)sr,
ERSORE (@7 4 W + V10) + B ] +E® _ plkme, (8.1)

c¢,md

d’ou I'expression suivante de 1’énergie d’échange et de corrélation RSDHf :

ERSPHE — BF|0] + B[] + By — Byp. (8.2)

c,md

Les résultats obtenus pour le calcul des courbes d’énergie d’interaction des dimeére ho-
monucléaires de gaz nobles au niveau RSDHf sont prometteurs. La méthode RSDHf a
tendance étre plus liante que la méthode RSDH standard. Elle donne des énergies de
liaison plus proches de ’expérience pour Hes et Neo mais surlie pour Ary et Kro. 11 se-
rait alors intéressant d’envisager une approche intermédiaire entre les méthodes RSDHf
et RSDH standard par introduction d’un parametre contrélant la fraction d’énergie
d’échange exact de courte portée et d’énergie de corrélation de couplage entre longue et
courte portée a traiter en MP2, il est fait mention d’une telle approche dans les annexes
de Particle [20] sous le nom 2RSDHf (pour RSDHf & deux paramétres).

La contribution MP2 de couplage entre longue et courte portée intervient principale-
ment autour de I’équilibre. Elle représente environ la moitié de I’énergie d’interaction
dans cette région, ce qui explique les différences substantielles entre les méthodes RSDHf
et RSDH standard. L’importance de cette contribution diminue avec 1’éloignement des
atomes. Ainsi, la différence entre ’énergie RSDHTf et 1’énergie RSDH diminue avec 'aug-

mentation de la distance inter-atomique.
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La nouvelle fonctionnelle "double hybride" a séparation de portée développée a partir
de la décomposition alternative de ’énergie de Hartree, d’échange et de corrélation de
courte portée (stHxc) de Toulouse et al. [17] proposée ici, RSDHS, présente des résultats

prometteurs pour la description des effets de dispersion.

Il serait intéressant de tester cette méthode sur d’autres systemes comme les dimeres de
métaux alcalino-terreux ou le dimere de ’eau. L’étude de ces systémes est actuellement

€11 cours.

Plusieurs extensions de cette approche sont envisageables. Remplacer la description de
MP2 de longue portée dans RSDHf par une description de type RPA [111-113] pourrait
étre intéressante concernant la description de systémes empilés en interaction faible (7-
stacking) comme le dimére de benzéne. La séparation de 1’énergie srHxc sur laquelle est
basée la méthode RSDHf repose sur une description multi-déterminantale. Le dévelop-
pement d’une extension multi-référentielle de RSDH{, utilisant NEVPT2 [110] au lieu de
MP2, pour les systemes de van der Waals multi-configurationels serait donc intéressante.
La méthode RSDHf est une méthode approchée pour le calcul de I’état fondamental. Une
extension du modele envisagée pour I’étude des états excités consiste a utiliser 'approxi-
mation de propagateur de la polarisation au deuxiéme ordre (second-order polarization
propagator approrimation, SOPPA) [165], qui est basée sur un développement type MP2
de la fonction d’onde. Un calcul plus précis des orbitales pourrait étre effectué en em-
ployant une approche basée sur les potentiel effectifs optimisés (OEP) [166]. Des travaux

préliminaires sont dans cours de réalisation concernant ces extensions de RSDHI.

A plus long terme, 'amélioration de 'applicabilité de RSDHF consiste & chercher & réduire
le cotlit du calcul de la partie MP2 de longue portée afin d’atteindre un cotit de calcul
linéaire par rapport au nombre d’électrons. Le schéma divide-ezpand-consolidate (DEC)
de Kristensen et al. [71] basée sur une approche par fragments du systéme moléculaire

pourrait, par exemple, étre utilisé.

Finalement, un lien entre les travaux présentés dans ce chapitre et ceux présentés au
Chapitre 6 précédent pourrait étre fait en calculant et comparant les intégrants d’échange
et de corrélation pour les méthodes RSDH standard et RSDHf. Une étude de la connexion
entre ces deux approches pourrait également étre effectuée par l'intermédiaire de la

méthode 2RSDHf mentionnée précédemment.
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An alternative separation of short-range exchange and correlation energies is used in the framework of
second-order range-separated density-functional perturbation theory. This alternative separation was initially
proposed by Toulouse et al. [Theor. Chem. Acc. 114, 305 (2005)] and relies on a long-range-interacting
wave function instead of the noninteracting Kohn-Sham one. When second-order corrections to the density are
neglected, the energy expression reduces to a range-separated double-hybrid (RSDH) type of functional, RSDHT,
where “f” stands for “full-range integrals” as the regular full-range interaction appears explicitly in the energy
expression when expanded in perturbation theory. In contrast to the usual RSDH functionals, RSDHf describes
the coupling between long- and short-range correlations as an orbital-dependent contribution. Calculations on
the first four noble-gas dimers show that this coupling has a significant effect on the potential energy curves
in the equilibrium region, improving the accuracy of binding energies and equilibrium bond distances when

second-order perturbation theory is appropriate.
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I. INTRODUCTION

The combination of post-Hartree-Fock (post-HF) methods
with density-functional theory (DFT) by means of range
separation has been explored in recent years in order to
improve the long-range part of standard exchange-correlation
functionals. Long-range second-order Mgller-Plesset (MP2)
[1-4], second-order N-electron valence-state perturbation the-
ory (NEVPT2) [5], and coupled-cluster (CC) [6] methods
as well as several long-range variants of the random-phase
approximation (RPA) [7-9] have thus been merged with
short-range local and semilocal density functionals [6,10,11],
and successfully applied to weakly interacting molecular
systems [0,12—15]. Even though such schemes require more
computational efforts than standard DFT calculations, they
still keep some of the advantages of the latter in terms of basis
set convergence and basis-set superposition error (BSSE).

In all the range-separated models mentioned previously the
complementary short-range density functional describes not
only the purely short-range exchange-correlation energy but
also the coupling between long- and short-range correlations
[10]. Indeed, as the exact short-range exchange energy is ob-
tained from the noninteracting Kohn-Sham (KS) determinant,
as in standard DFT, the complementary short-range correlation
energy is defined as the difference between the regular full-
range correlation density-functional energy and the purely
long-range one. Local-density approximations (LDAs) to the
complementary short-range correlation functional can thus be
obtained along the same lines as for the regular correlation
energy, simply by modeling a uniform electron gas with long-
range interactions only [10]. Even though range-separated
DFT methods for example can describe dispersion forces
in noble-gas and alkaline-earth-metal dimers, those based on
the MP2 or RPA methods with the long-range HF exchange
response kernel (RPAXx) often underbind, while a long-range
CC treatment can in some cases overbind [9]. In order
to improve on the description of weak interactions in the
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equilibrium region, we propose in this work to describe within
MP?2 theory not only the purely long-range correlation but also
its coupling with the short-range one, while preserving a DFT
description of the short-range correlation energy. This can be
achieved rigorously when using an alternative separation of
the exact short-range exchange and correlation energies that
relies on the long-range interacting wave function instead
of the KS determinant, as initially proposed by Toulouse
et al. [16]. The paper is organized as follows: In Sec. II
we first motivate the description of the coupling between
long- and short-range correlations within the MP2 method
and then briefly present the usual combination of long-range
MP2 with short-range DFT, leading thus to the definition
of range-separated double-hybrid (RSDH) functionals. A
different perturbation expansion of the energy is then derived
through second order when using the alternative short-range
exchange-correlation energy decomposition of Ref. [16].
Comparison is then made with conventional double hybrids.
The calculation of the orbitals is also discussed. Following the
computational details in Sec. I, results obtained for the noble-
gas dimers within the short-range local-density approximation
of Paziani et al. [17] are presented. Conclusions are given in
Sec. IV.

II. THEORY

A. Range separation of the second-order Mgller-Plesset
correlation energy

The exact ground-state energy of an electronic system can
be expressed as follows:

E = min{(W|T + Wee + Voe| W)}, (1)
where T is the kinetic energy operator, V,. denotes the nuclear
potential operator, and W,, is the regular electron-electron

interaction. For systems that are not strongly multiconfigura-
tional, the exact ground-state wave function that minimizes

©2013 American Physical Society
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the energy in Eq. (1) is reasonably well approximated by the
HF determinant &, which is obtained when restricting the
minimization in Eq. (1) to single-determinant wave functions.
Correlation effects can then be described, for example, in
MP perturbation theory where the first-order correction to the
wave function contains double excitations only, which can be
expressed in second-quantized form as [18]

1 A oA
[00) = 2 3 1V By | o), )

ij,ab

where E"ai = &j;ﬁo,&,-,a + &2, ﬁ&i, p 1s a singlet excitation operator
while 7,j and a,b denote occupied and unoccupied HF
orbitals. The MP1 amplitudes are expressed in terms of the
HF orbital energies and the two-electron integrals (ablij) =
[ dridraga(r)dp(ra) = ¢ (r)e;(rz) as follows:

2
{ablij)

o tabliyy 3
Y & +&  —€&— & )

and the MP2 correlation energy equals [18]
E® = (@[ Weel W) = 3~ Vipai. )

ij,ab
where the two-electron contributions that are contracted with
the MP1 amplitudes are expressed as

V] = 2{ablij) — (ablji). )

While the long-range part of the correlation energy can, in
many cases, be described reasonably well within MP2 theory,
the accurate description of short-range correlation effects
usually requires the use of CC methods instead of MP2 which
increases the computational cost significantly and requires the
use of large atomic basis sets. On the other hand, standard DFT
methods enable a rather accurate calculation of the short-range
correlation, with a relatively low computational cost, but
they fail in describing long-range correlation effects. For
that reason, Savin [19] proposed to separate the two-electron
repulsion into short- and long-range parts

L W)+ 0 ), ®)

ri2
where p is a parameter that controls the range separation, so
that, for example, a long-range MP2 calculation can be com-
bined rigorously with a short-range DFT one. The commonly
used long-range interaction [11] wge’“(rlz) = erf(uriz)/r2,
which is considered in this work, is based on the error
function but the formalism presented here will be valid for
any separation of the two-electron repulsion. While the range
separation of the exchange energy is unambiguous, as the latter
is linear in the two-electron interaction, the assignment of long-
and short-range correlation effects to MP2 theory and DFT,
respectively, is less obvious. Indeed, as both MP1 amplitudes
and integrals can be range separated, according to Egs. (3), (5),
and (6),

Ir st
t;tjb(l) _ (t;zjb(l)) oy (t;zjb(l))s H .

V= (Vap) ™ + (V)™
the MP2 correlation energy, which is quadratic in the in-
teraction, contains purely long-range and purely short-range
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contributions as well as long-range—short-range coupling
terms:

B = 3 (V)™ () (v )
ij.ab
+(Va) ) (V) )] ®)
Since the last two summations on the right-hand side of Eq. (8)
are equal,

ij\Ir.p ( ab(l)ysr.p
Z (Var) (’ij )
ij,ab
[2(ablij)"™* — (abl ji)"*(ablij)**
&+ & —& —&p

-y 2{ablij)"* {ablij)"*
N & t+é& —& —&p

3 (ablij)"™* (ab| ji)™*

Ej E — &4 — &
ij,ab -’+ ! a b

=3 (V) ey ©)
ij,ab
the range-separated MP2 correlation energy can finally be
rewritten as
E® = 37 (V)™ (i )™+ (Va) ™ ()™
ij,ab
+2(Vog)™ ()" (10)
In conventional range-separated density-functional perturba-
tion theory [1-3], the long-range correlation energy only
is described within the MP2 method while the short-range
correlation and its coupling with the long-range one are
modeled by a complementary local or semilocal density-
functional. While it is important, in terms of computational
cost, to describe the purely short-range correlation energy
within DFT, the coupling term could in principle be treated
within MP2 theory. In the particular case of a van der Waals
dimer like Ar,, for example, this term is not expected to
contribute significantly to the dispersion interaction energy
at long distance as the short-range integral contributions will
vanish. However, in the equilibrium region (R, ~ 7.1ag [20]),
the average correlation distance between the valence electrons
located on different Ar atoms is approximately R, — 2R, ~
4.4a,, where R, = 1.34ay is the atomic radius of Ar. The
former distance should then be compared with the inverse
1/ of the range separation parameter that defines qualita-
tively what are long- and short-range interactions [21]. In
conventional range-separated calculations u ~ 0.4 — 0.5q, !
[4,22,23] which leads to 1/ ~ 2.0 —2.5a9. As a result,
short-range integrals will be of the same order of magnitude as
or smaller than long-range ones so that, in this case, they can
contribute significantly to the dispersion interaction energy.
It is thus relevant to raise the question whether an MP2
description of the long-range—short-range correlation coupling
is not preferable to a DFT one. Note that, as readily seen from
Eq. (10), this would require the computation of the short-range
integrals which would then be contracted with the long-range
MP1 amplitudes. In this respect, such a scheme would still be

022516-2
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based on a long-range MP2 calculation so that the advantages
of the conventional range-separated MP2-DFT model [1]
relative to regular MP2, like a faster convergence with respect
to the basis set and a smaller BSSE, would be preserved.
After a short introduction to conventional range-separated
density-functional perturbation theory in Sec. II B, we will
show in Secs. IIC and IID how the long-range—short-range
MP2 coupling term can be rigorously introduced into the
energy expansion through second order by means of a different
separation of the exact short-range exchange and correlation
energies.

B. Range-separated density-functional perturbation theory

In conventional range-separated DFT [19], which we refer
to as short-range DFT (stDFT), the exact ground-state energy
is rewritten as

E = min {(W|T + W + Vie| ¥) + Egi [nu]]
= (WHT + W + Voe W) + Ejplilng],  (11)

where W& is the long-range electron-electron interaction
operator. The complementary short-range Hartree-exchange-
correlation (srHxc) density-functional energy is denoted

EM[n]. While Eq. (1) is recovered in the u — o0 limit,
the other limit ;= 0 corresponds to regular KS DFT as
the long-range interaction vanishes and the srHxc functional
reduces to the conventional Hxc one. As a zeroth-order
approximation, the minimization in Eq. (11) can be performed
over single-determinant wave functions, leading to the HF-
stDFT scheme (referred to as RSH for range-separated hybrid
inRef. [1]). The minimizing HF-srDFT determinant ng fulfills
the following long-range HF-type equation:

Ho|®!) = &|oh),
0| o) 0| 0> SEMM (12)
Hy = T+U““+\7ne+/dr - (;[nq)u]n(r)

where U5/ = > 2 (2Upilgi)™ — (piliq)™*) E g is the
long-range analog of the nonlocal HF potential operator,
constructed with the occupied HF-stDFT orbitals, and 7i(r)
denotes the density operator. The long-range dynamical corre-
lation effects, which are not described at the HF-srDFT level,
can then be treated within a long-range MP-type perturbation
theory [1,6]. For that purpose, we introduce a perturbation
strength o and define the auxiliary energy [1]

E** = min{(¥|T +(1 QU + a W | w)
+ (W [Vae W) + Eé [nw]}. (13)

The minimizing wave function W*” in Eq. (13) can
be obtained self-consistently from the following nonlinear
eigenvalue-type equation:

<T + (1 —a)U + aWr 47,

SELL
+ /dr 5 (*) [nw]n(r)>|w“) EXFWEHY - (14)

It is readily seen, from Egs. (12) and (14), that in the « = 0
limit, W** reduces to the HF-srDFT determinant CI>6‘ , while,
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according to Egs. (11) and (13), the auxiliary energy becomes,
for o = 1, the exact ground-state energy and W** reduces
to the minimizing wave function W* in Eq. (11). Using the
intermediate normalization condition

(pf ) =1, 0<a<], (15)

it was shown [1-3,24] that the wave function can be expanded

through second order as follows:
(wer) = |0f) + a| ¥ D) + o? [ UDH) + 0@@?),  (16)

where the first-order contribution is the long-range analog of
the MP1 wave function correction

1 N
= 3 2 (") By l®f) A7)
ij,ab

|\p(l)lr./L>

that is computed with HF-srDFT orbitals and orbital energies.
Indeed, according to the Brillouin theorem, the density remains
unchanged through first order, leading to the following Taylor
expansion, through second order, for the density:

nyes(r) = nop(r) + &?6n®" () + 0@, (18)

so that self-consistency effects in Eq. (14) do not contribute to
the wave function through first order. Nonzero contributions
actually appear through second order in the wave function [24].
Finally, the auxiliary energy can be expanded as [1,2]

E“" = EO* 4 o EV* + 2EPF 4 0(a®),  (19)
where, when considering the o =1 limit, the HF-srDFT

energy is recovered through first order,

ESI‘DFT E(O)[L _|_ E(]);,L

— (@[ + Wt 4 Va0 + ] 20

and the second-order correction to the energy is the purely
long-range MP2 correlation energy

E@u _ Z (V;i)lr.u(tlc}b(l))lru Q1)
ij,ab
In summary, the HF-stDFT scheme defines an approximate
one-parameter RSH exchange-correlation energy which com-
bines exact long-range exchange with complementary srDFT
exchange-correlation energies:

E)I(LC,RSH == Z<ij|ji>lw + E;nu[”‘PS] + Egr’u[”%‘]'
ij
(22)
Including second-order terms leads to the MP2-srDFT energy
expression [2] (referred to as RSH + MP2 in Ref. [1]),

EISJ[%%:T ESrDFT + E(2)/,L (23)

which defines, according to Eq. (21), an approximate
one-parameter range-separated double-hybrid exchange-
correlation energy expression

E)}:c,RSDH = _Z (ijlji) W + Z

ij,ab
+ E;W [nor] + EX*[nep]. (24)

1/ Ir, e ab(l))lr e
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where both the purely short-range correlation energy and
its coupling with the long-range one are described by the
complementary short-range correlation density functional.

C. Alternative decomposition of the short-range
exchange-correlation energy

Since the exact short-range exchange-correlation density-
functional is unknown, local and semilocal approximations
have been developed in order to perform practical srDFT
calculations [6,10,11,19,25-28]. The former are based on the
following decomposition of the srHxc energy:

Ejie[n] = Ey"[n] + EX"[n] + ES[n],
ST, [L 1 / / ST. /
E;x"n] = 5 drdr' n(r)n(r) wegH(Jr — r']), (25)

ESH n] = (@S )W |9 nl) — By (n,

where the short-range correlation energy is defined with
respect to the KS determinant ®*S[n] as in standard DFT.
As an alternative, Toulouse, Gori-Giorgi, and Savin [16,29]
proposed a decomposition which relies on the ground state
WH[n] of the long-range interacting system whose density
equals n:

Eglin] = (WH[n]| W Wk [n]) + ESNn]. (26)

c,md

The first term on the right-hand side of Eq. (26) was referred
to as “multideterminantal” (“md”) short-range exact exchange
[29]. As shown in the following, it contains not only the short-
range exchange energy but also coupling terms between long-
and short-range correlations. Note that, according to Eq. (26),
the complementary “md” short-range correlation functional
differs from the conventional one defined in Eq. (25):

El M In] = ESHn] + (@S [n]| W |05 [n])
—(WH[n]| W |9 H[n]). 27)

This expression has been used in Refs. [16,17] for developing
short-range md LDA correlation functionals. Returning to the
exact energy expression in Eq. (11), the srHxc energy can be
written as

Etinga] = (WHWSHWH) 4 EXF g, (28)

c,md

using the decomposition in Eq. (26) and the first Hohenberg-
Kohn theorem [30] which ensures, according to Eq. (14) in
the @ = 1 limit, that W* is the ground state of a long-range-
interacting system and therefore

U nga] = WA, (29)

When adding long- and short-range interactions in Eq. (11),
the exact ground-state energy expression becomes [16]

E = (WHT 4+ Wee 4+ Ve[ W) + EXE [ngu]. (30)

c,md

As shown in Sec. I D, using such an expression, in combina-
tion with the MP2-srDFT perturbation expansion of the wave
function in Eq. (16), will enable us to define a class of RSDH
functionals where both the purely long-range MP2 correlation
energy and the long-range—short-range MP2 coupling term
appear explicitly in the energy expansion through second order.
Let us finally mention that, as shown by Sharkas et al. [31],
regular double-hybrid density-functional energy expressions

PHYSICAL REVIEW A 88, 022516 (2013)

can be derived when considering a scaled interaction A;/r,
instead of a long-range one based on the error function. With
the notations of Ref. [32], the short-range exchange-correlation
energy decomposition in Eq. (26) becomes, for the scaled
interaction,

Ereln] = (1 = (U [0]| Wee 97 [0]) + Eolyglnl, - 3D

where W*1[n] is the ground state of the A;-interacting system
whose density equals n. As further discussed in Sec. II E, the
alternative class of RSDH functionals which is derived in this
work can be connected to conventional two-parameter double
hybrids by means of Eq. (31).

D. Alternative class of range-separated double-hybrid
density-functionals

In order to derive a perturbation expansion of the energy
based on Eq. (30), we introduce a modified auxiliary energy

o ST,
EYF = E*F — Et [nges]

(Wor | We | wery
+o <\Ija,ue|e\ya,p,) + EX M ngen],  (32)

which reduces, like E**, to the exact ground-state energy in
the @ = 1 limit. As argued in Sec. [ A, RSDH functionals
are well adapted to the description of weakly interacting
systems. We also pointed out that, for standard p values, the
short-range integrals associated with dispersion interactions
may be of the same order of magnitude as or smaller than
their long-range counterparts. It is therefore relevant, for
such systems, to consider the short-range interaction as a
first-order contribution in perturbation theory, like the long-
range fluctuation operator in MP2-stDFT [see Eq. (13)]. This
justifies the multiplication by « of the short-range-interaction
expectation value in Eq. (32). It also ensures that truncating
the Taylor expansion of the modified auxiliary energy through
second order is as relevant as for the auxiliary energy used
in MP2-srDFT. Let us mention that the perturbation theory
presented in the following differs from MP2-srDFT only by
the energy expansion. Both approaches will indeed be based on
the same wave function perturbation expansion. As discussed
further in Sec. II'F, it is, in principle, possible to correct both
the wave function and the energy consistently when combining
optimized effective potential (OEP) techniques with range
separation. Note also, in Eq. (32), the normalization factor in
front of the short-range-interaction expectation value, which
must be introduced since the intermediate normalization is
used [see Eq. (15)]. From the wave function perturbation
expansion in Eq. (16), we thus obtain the orthogonality
condition (®f|WV#) =0 and, as a result, the following
Taylor expansion:

(WO R Wee M | W1
(qja,/l. |\I_]O(,[l.)

= (@5 Wee* | @p) + 205 |
x Wt (W) + 0. (33)

In addition, according to Eq. (18), the short-range density-
functional energy difference can be expanded through second
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order as
ST, L ST,
(E e EHXIS)[”!\[;LHL]

c,md

= (EXh — Exi)[nep ] + o

CSEgr Md BEsr L
d c¢md Hxc AP )
* / r( sn(r)  n(r) )["‘1’0] S

+ 0. (34)

As aresult, we obtain from Egs. (19), (32), (33), and (34) the
following Taylor expansion for the energy:

E*r = EO* 4+ o EV' + PEPF 4+ 0(a®),  (35)

where
B = O (B~ )]
O = 0 fa 9 )
EN‘(Z)H« — E(Z)# + 2(¢M|Wsr,lb|\p(l)lr,u)

N / g (PEema OB
Sn(r)

3n(r)
According to Eq. (20), in the @ = 1 limit, we recover through
first order what can be referred to as a RSH energy expression
with full-range integrals (RSHY)
= FOn 4 Fp
= (OF|T + Wee + Vae| @) + Ea[n0p ], 37)

c¢,md

)h%]wmwu (36)

ERrshr

which defines the approximate one-parameter RSHf exchange-
correlation energy

m
Exc RSHf —

=Y Gijlji) + EShalnar]. (38)
ij

Turning to the second-order energy corrections in Eq. (36), the
second term on the right-hand side of the third equation can be
identified, by analogy with Eq. (4), as the long-range—short-

range MP2 coupling term that was introduced in the range-
separated expression of the MP2 correlation energy in Eq. (10):

22 sru ab(l))lr M. (39)

ij.ab

20 ) =

Note that this coupling is here expressed in terms of the
HF-srDFT orbitals and orbital energies. We thus deduce from
Eq. (21) the final expression for the second-order correction
to the energy:

E@n Z [(th)lru +2( ab)srlt]([iajb(l))lf»ﬂ

ij,ab
SEST,Md 8Esr/4
d ome . —Hxe Sn@H 40
+f r(én(r) 8n<r>)[‘b] . G0

Note that Eqgs. (37) and (40) provide an energy expression
which is exact through second order. Note also that, in contrast
to MP2-srDFT [3,33] for which the auxiliary energy in Eq. (13)
has a variational expression, the 2n + 1 rule is not fulfilled here
as the modified auxiliary energy expression in Eq. (32) is not
variational. In other words, the Hellmann-Feynman theorem
does not hold in this context. If we neglect the second-order
correction to the density, which is well justified for molecular
systems which are not multiconfigurational [6,24], we obtain
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a RSDH energy expression involving, through the exchange
energy, full-range integrals (RSDHY)

ERSDHt _ ERSHf+ Z z] Ir, ju +2(V )irlt](tab(l))lr S

i
ij,ab

(41)

Note that, according to Egs. (21), (23), and (41), the same
long-range correlation energy expression, which is based on
MP2 theory, is used in both RSDHf and MP2-srDFT schemes.
The former differs from the latter, in the second-order
correlation energy correction, only by the coupling between
long- and short-range correlations that is now described
within MP2 theory,

DFT sr " b(1)\Ir, e
Erspur — Eypy = Ersur + 2 Z (tlaj ( ))
ij,ab
stDFT
—Ejp (42)

Hence, according to Eq. (38), the RSDHf energy expression
in Eq. (41) defines an alternative approximate one-parameter
RSDH exchange-correlation energy,

Excasom == 2617+ 2 [(V V)" +2(vi)™]
ij,ab
) )

which is, in addition, self-interaction free as both long-
and short-range exchange energies are treated exactly. In
conclusion, according to Egs. (24) and (43), RSDHf differs
from MP2-stDFT in terms of exchange and correlation
energies as follows:

n n _ ST, ST, 14
E rspur — Ex.rspr = — ZWU’) — EY [”cbg]’
ij
I sr;,L ab(1)\Ir,
Elrspur — Ebrspn = Eo md["d>“ ]+2 Z (tij )
ijab

-Egn“[n¢g]. (44)

It is known that, in practice, standard hybrid functionals use
only a fraction of the exact exchange. The situation here is
quite different as a part of the correlation energy is treated
explicitly in perturbation theory. In this respect, it is not
irrelevant to investigate RSDH schemes that use 100% of
full-range exact exchange. Numerical results presented in
Sec. IV actually support this statement. Nevertheless, as
shown in Appendix A, a two-parameter RSDHf (2RSDHY)
model can be formulated when introducing a fraction A of
exact short-range exchange energy. This leads to the following
exchange-correlation expression:

- Z [G1ji)"" + aijljiy™"]

+Z

ij,ab

2 _
Exc,2RSDHf -

tj Ir, 1 + ZA(V )Sr M](t;;b(l))lr’u
+(1 — )\)(Esr’“[nq,ﬁ] + Ecsr’“[nq,l/)»])
ES ] )

As readily seen in Eq. (45), the 2RSDHTf scheme reduces to the
MP2-srDFT and RSDHf models in the A = O and A = 1 limits,
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respectively. Note that, for any value of A, the long-range
exchange and purely long-range correlation energies are fully
treated at the HF and MP2 levels, respectively. As a result, the
second parameter A can only be used for possibly improving,
in practice, the description of the complementary short-range
energy. Such a scheme is not further investigated in this paper
and is left for future work.

E. Connection with conventional double hybrids

As shown in Refs. [32,34], the exchange-correlation energy
expression that is used in conventional two-parameter double
hybrids (2DHs),

—ay ) _(ijlji) + (1 = a)Eln]
ij
+(1—a)Ednl +ac y_ V. (46)

ij,ab

Ay, dc _
Exc,ZDH -

can be derived within density-functional perturbation theory
when the following conditions are fulfilled:

0<a, <1,

~ X
0<a. <a?
X U x Uy

(47)

This is achieved when applying the MP2 approach to an
electronic system whose interaction is scaled as A /7, where

M o=ax — Jal —ac. (48)

As already mentioned in Sec. II C, an analogy can be made
between regular double hybrids and the RSDHf model derived
in Sec. II D, considering first, according to Eq. (43), a fraction
of 100% for the exact exchange energy,

ay =1, (49)
which, according to Eq. (48), leads to
ac=1—(1—=x)% (50)
When switching from the scaled to the long-range interaction,
M/rn = whE(rp), (51
or equivalently
(I =x)/r2 — wgh(r), (52)

the fraction of MP2 correlation energy in a regular double
hybrid becomes, according to Egs. (50) and (52),

ij ab(1) ij jab(l) L]\ S # (ab()) St
o YV~ SV~ Y ()

ij.ab ij,ab ij,ab
(53)

and, from Eq. (31) as well as Egs. (10), (13), and (36) in
Ref. [32], we obtain for the DFT correlation term

(1 —a)E[n ~ E\ ylnl — ESMinl,  (54)

c¢,md

where, on the left-hand side of Eq. (54), the uniform coordinate
scaling in the density has been neglected, as in conventional
double hybrids [31,32]. As aresult, using Egs. (4) and (10), we
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recover by simple analogy the RSDHf exchange-correlation
energy expression of Eq. (43).

F. Calculation of the orbitals

As mentioned in Sec. I D, the RSDHf exchange-correlation
energy expression in Eq. (43) would be exact through
second order if the second-order corrections to the density
had not been neglected. In practical calculations, further
approximations must be considered. The first one concerns the
short-range md correlation energy functional for which local
approximations have been developed [16,17]. The second one
is related to the calculation of the HF-srDFT orbitals which
is “exact” only if Eq. (12) is solved with the exact srHxc
density-functional potential. In this work, an approximate
short-range LDA (srLDA) potential will be used. Note that,
as an alternative, OEP techniques could also be applied for
obtaining possibly more accurate srHxc potential and orbitals
[16,29]. The simplest procedure, referred to as the HF-srOEP
method, would consist in optimizing the short-range potential
at the RSHf level, by analogy with the density-scaled two-
parameter HF-OEP (DS2-HF-OEP) scheme of Ref. [32], that
is, without including long-range and long-range—short-range
MP2 contributions to the stOEP. There is no guarantee that the
corresponding MP2-srOEP scheme will perform better than
RSDHT, simply because correlation effects may affect the
orbitals and the orbital energies significantly. Moreover, the
stOEP scheme would also depend on the approximation
used for the short-range md correlation functional. Numerical
calculations would be necessary to assess the accuracy of the
MP2-stOEP scheme. Work is currently in progress in this
direction.

III. COMPUTATIONAL DETAILS

The RSDHf exchange-correlation energy expression in
Eq. (43) has been implemented in a development version
of the DALTON program package [35]. The complementary
md srLDA functional of Paziani er al. [17] has been used.
The HF-srLLDA orbitals, which are used in the computation of
both RSDHf and MP2-srLDA energies, were obtained with the
srLDA exchange-correlation functional of Toulouse ez al. [10].
The latter was also used for calculating the complementary
stDFT part of the MP2-srLDA energy. Note that the md
stLDA functional is not expected to reduce to the srLDA
correlation functional of Ref. [10] in the u = 0 limit, as it
should in the exact theory according to Eq. (27). Indeed, while
the former is based on quantum Monte Carlo calculations,
the latter was analytically parametrized from CC calculations
performed on a long-range-interacting uniform electron gas.
Interaction energy curves have been computed for the first four
noble-gas dimers. Augmented correlation-consistent polarized
quadruple-¢ basis sets (aug-cc-pVQZ) of Dunning and co-
workers [36—41] have been used. Comparison is made with
regular MP2 and coupled-cluster with single, double, and
perturbative triple excitations (CCSD(T)) approaches. The
counterpoise method has been used for removing the BSSE.
Equilibrium distances (R.), equilibrium interaction energies
(D) and harmonic vibrational wave numbers (w.) have been
obtained through fits by a second-order Taylor expansion of
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the interaction energy

U(R) = —D. + lk(R — R,
2 (55)
1 k

@e = orc o’
where ¢ is the speed of light in the vacuum and g is the
reduced mass of the dimer. An extended Levenberg-Marquardt
algorithm [42] on a set of points from R.— 0.02qy to
R. + 0.02ay by steps of 0.01ay has been used. C¢ dispersion
coefficients have been calculated by fitting the expression
U(R) = —Cg/R® with the same algorithm on a set of points
from 30.0a¢ to 60.0ay by steps of 5.0ay [1]. Hard-core radii
have been calculated by searching for the distance o at
which U(o) = 0. The analytical potential curves of Tang and

Toennies [20] are used as reference.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

A. Choice of the u parameter

In this section we discuss the choice of the range-separation
parameter p for practical MP2-stDFT and RSDHf calcula-
tions. Following the prescription of Fromager et al. [22], which
consists in assigning short-range correlation effects to the
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density-functional part of the energy to the maximum possible
extent, we investigate, for the first four noble-gas atoms,
the variation of the second-order correlation energy, in both
MP2-srDFT and RSDHf methods, when increasing u from
zero. Results are shown in Fig. 1. The recipe given in Ref. [22]
for the definition of an optimal p value consists in determining
the largest u value, in systems that do not exhibit long-range
correlation effects, for which the energy correction induced
by the long-range post-HF treatment remains relatively small
(ImE), was used as threshold in Ref. [22]). Such a value
ensures that the Coulomb hole is essentially described within
DFT. For MP2-srDFT, this criterion leads to the value yu =
0.4ay ! (see Fig. 1) which is in agreement with previous works
based on multiconfiguration stDFT calculations [22,43]. As
shown by Strgmsheim et al. [44], this value ensures that most of
the dispersion in He; is assigned to the long-range interaction.
It is relatively close to 0.5a, ! , which is used in RSH + IrMP2
and RSH + IrRPA calculations [1,9,12,13,45] and that has
been calibrated for reproducing at the exchange-only RSH
level atomization energies of small molecules [23]. In the case
of RSDHT, the second-order correlation energy deviates from
zero (within an accuracy of 1m E),) for much smaller i values
(about 0.15a, 1 and is, up to 0.4a, ! completely dominated
by the Ir-sr MP2 coupling term. One may thus conclude that
the prescription of Ref. [22] leads to different optimal u values
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FIG. 1. (Color online) Long-range E®'"* (dashed red line) and long-range—short-range E®'"# (dotted blue line) MP2 correlation energies,
as well as the sum of the two contributions (solid green line), computed with the HF-srDFT orbitals and orbital energies for He (top left), Ne
(top right), Ar (bottom left), and Kr (bottom right) atoms when varying the p parameter.
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when considering RSDHf energies. It is in fact more subtle. Let
us first note that Fig. 1 can be rationalized when considering
the Taylor expansion of the range-separated MP2 correlation
energy as i — 0, which leads to

3V DY = Aeu® + 0,

ij,ab

23 (VA (e O) " = Bap® + Bapt + Bsp®
ij,ab

+ Bou® + O(u), (56)

where the expansion coefficients are expressed in terms of
the KS orbitals and orbital energies (see Appendix B). The
fact that the Ir-sr MP2 coupling term varies as p* for small
1 values, while the purely long-range MP2 correlation energy
varies as 1%, explains the earlier deviation from zero observed
for the RSDHf second-order correlation energy. It also helps
to realize that the RSDHf second-order correlation energy is
not the right quantity to consider when applying the recipe of
Fromager et al. [22] with a threshold of 1m E},, as its variation
for small u values depends more on the short-range interaction
than the long-range one. Note that the lowest-order terms in
Eq. (56) simply arise from the Taylor expansion of the long-
and short-range interactions [11]

2 1
wzzﬂ(}’lz) = _7-[ (/L — 3/,(,37'122 + O(MS)),
(57)

1
we(r) = — oW,
12

which can be inserted into the range-separated MP2 correlation
energy expression in Eq. (10). In conclusion, the order of
magnitude of the purely long-range MP2 correlation energy
only should be used for choosing p with the energy criterion
of Ref. [22], exactly as in MP2-stDFT. Hence, RSDHf
calculations presented in the following have been performed
with = 0.4q, L Note, however, that the Ir-sr MP2 curve in
Fig. 1 is still of interest as it exhibits, for all the noble gases
considered, an inflection point around (0.4-0.5)a,, ! which can
be interpreted as the transition from short-range to long-range
interaction regimes as p increases. This confirms that choosing
u=0.4a; ! for the purpose of assigning the Coulomb hole to
the short-range interaction is relevant. A change in curvature
was actually expected as, in both the © =0 and © — 400
limits, the coupling term strictly equals zero. Let us finally
mention that natural orbital occupancies computed through
second order can also be used to justify the choice of u in
MP2-srDFT [22,24], and consequently in RSDHTf theory, as
both methods rely on the same wave function perturbation
expansion.

B. Analysis of the interaction energy curves

Interaction energy curves have been computed for the first
four noble-gas dimers with the various range-separated hybrid
and double-hybrid schemes presented in Secs. II B and IID,
using the srLDA. As discussed in Sec. [V A, the u parameter
was set to 0.4aq, ! Comparison is made with conventional
MP2 and CCSD(T) results. The curves are shown in Fig. 2. As
expected from Ref. [1], the HF-srLDA and RSHf models do
not describe weak interactions between the two atoms as they
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both neglect long-range correlation effects. Interestingly the
RSHf functional is even more repulsive than the HF-srLDA.
According to Egs. (22) and (38) the two methods differ by
(1) the short-range exchange energy, which is treated with a
LDA-type functional within the HF-srLDA and exactly within
the RSHf method, and (ii) the complementary short-range
correlation energy which is in both cases treated with a
LDA-type functional but includes within the HF-srLDA more
correlation than in RSHf. The RSHf curve could thus be
expected to get closer to the regular HF curve which was
shown to be more repulsive than the HF-srLDA, at least for
Ne and heavier noble-gas dimers [1]. When the Ir-sr MP2
coupling term is added to the RSHf energy (RSHf + Ir-srMP2
curve in Fig. 2), the interaction energy curve becomes less
repulsive than the HF-srLDA one. This means that using
an exact short-range exchange energy in combination with
a purely short-range density-functional correlation energy and
alr-sr MP2 coupling term, as in the RSHf + Ir-srtMP2 methods,
can provide substantially different interaction energies when
comparison is made with a range-separated DFT method where
the complementary short-range exchange-correlation energy
is entirely described with an approximate density functional,
as in the HF-srLDA. Let us stress that this difference, which
is significant for He,, is the one obtained when comparing
RSDHf and MP2-srLLDA interaction energies, since both are
computed with the same purely long-range MP2 term which
enables recovery of the dispersion interactions on the MP2
level [see Eq. (42)]. As the RSDHf functional binds more
than MP2-srLDA, RSDHf binding energies become closer
to the experimental values for He, and Ne,. In the former
case, the RSDHf and CCSD(T) curves are almost on top of
each other and are the closest to experiment. For Ar, and
Kr,, as the MP2-srLDA already performs well, the RSDHf
functional slightly overbinds. The error on the binding energy
is still in absolute value comparable to that obtained with the
CCSD(T) theory while the equilibrium bond distances remain
accurate and closer to experiment than those from CCSD(T)
(see Table I). We should stress here that comparison with
CCSD(T) results is not completely fair as those are not fully
basis-set converged while the MP2-srLDA and RSDHf results
are almost converged, which is, of course, a nice feature of
range-separated schemes. This point will be discussed further
in Sec. IV C.

Following Kullie and Saue [4], we computed for analysis
purposes long- and short-range exchange-correlation energy
contributions to the RSDHf and MP2-srLDA interaction
energies when varying the p parameter for Ar, at R = 7.013ay
and 10ag. In the former case, which corresponds to the
RSDHf equilibrium geometry, we first notice in Fig. 3(a)
that, for = 0.4q, 1, the computed srLDA and exact short-
range exchange energies are fortuitously equal and strongly
attractive. As aresult the difference between RSDHf and MP2-
srLDA interaction energies is due only to the complementary
short-range correlation energy. Since the stLDA correlation
energy numerically equals for p = 0.4q, ' the Ir-sr MP2
coupling term, again fortuitously, this difference reduces to the
complementary md srLDA correlation energy [see Eq. (44)]
which is attractive and thus makes the RSDHf functional bind
more than the MP2-srLDA. It is then instructive to vary u
around 0.4a, ! As u decreases the srLDA exchange becomes
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FIG. 2. (Color online) Interaction energy curves obtained for He, (top left), Ne, (top right), Ar, (bottom left), and Kr, (bottom right) with
conventional srLDA schemes (thin dotted and double-dot-dashed blue lines) and the alternative range-separated models (thick red lines). See
text for further details. Comparison is made with MP2 (thin dashed green line), CCSD(T) (dot-dashed black line), and the experimental (solid

black line) results of Ref. [20]. The p parameter is set to 0.4a, I

increasingly attractive while the srLDA correlation interaction
energy does not vary significantly [see Fig. 3(a)]. As a result
the MP2-srLDA, which reduces to the standard LDA in the
# = 0 limit, increasingly overbinds when u < 0.2a, ! Onthe
contrary, the RSDHf energy is less attractive as p decreases
from 0.4a, ! and becomes repulsive for u < 0.25q, ! In the
latter case, the purely long-range MP2 interaction energy
becomes negligible, as already observed for Kr, by Kullie
and Saue [4]. The attractive Ir-sr MP2 coupling term also
decreases in absolute value but remains significant for 0.1 <
n < 0.2a, ], as expected from the analysis in Sec. [V A. As
the attractive md srLDA correlation contribution does not
vary significantly as i decreases while the exact short-range
exchange becomes less attractive, the RSDHf energy does
become repulsive. Note that, for u =0, the md srLDA
correlation interaction energy does not reduce exactly to the
srLLDA correlation value, as it should in the exact theory, simply
because the functionals were not developed from the same
uniform electron gas model (see Sec. III). Beyond . = 0.4q, !
the Ir-str MP2 coupling decreases in absolute value as does
the difference between RSDHf and MP2-srLDA interaction
energies, which is consistent with the fact that both methods
reduce to standard MP2 in the © — 400 limit.

Let us now focus on the Ir-sr MP2 contribution to the
interaction energy. According to Eq. (39) it is constructed
from the product of long- and short-range integrals associated
with dispersion-type double excitations, namely, simultaneous
single excitations on each monomer. For a given bond
distance R we can define from the atomic radius R, a
reference s = 1/(R — 2R,) parameter for which both long-
and short-range integrals are expected to be significant and
therefore give the largest absolute value for the Ir-sr MP2
interaction energy. When using R, = 1.34q, in the case of
Ar, we obtain per = 0.23a," and 0.14a; " for R = 7.013aj
and 10qag, respectively. These values are in relatively good
agreement with the minima of the Ir-sr MP2 term in Figs. 3(a)
and 3(b). Even though, for 1 =0.4a;', the lr-sr MP2
coupling term does not reach its largest contribution to the
equilibrium interaction energy, it is still far from negligible.
It actually contributes about one-half of the binding energy,
which explains why the RSDHf and MP2-stLDA curves
differ substantially in the equilibrium region. At the larger
R = 10ay distance, 1 = 0.4a,, !istoo large, when compared to
0.14a, ! for the Ir-sr MP2 coupling to contribute significantly
[see Fig. 3(b)]. Similarly the complementary short-range
exchange-correlation terms are relatively small and completely
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FIG. 3. (Color online) Decomposition of the p-dependent RSDHf (thick double-dot-dashed red line) and MP2-srLDA (thin double-
dot-dashed blue line) interaction energies for Ar, at both R = 7.013a, (left) and 10.0ay (right) bond distances. E®Y, EOIT ES[@] =
— Zij (ij|ji)*"*, and n denote the purely long-range MP2 interaction energy, the long-range—short-range coupling contribution, the exact
short-range exchange energy contribution computed with the HF-stDFT orbitals, and the HF-stDFT density, respectively. See text for further
details. Comparison is made with conventional CCSD(T) (dotted-dashed black line) and experimental (black solid line) results.

dominated by the purely long-range MP2 term. This explains
why the RSDHf and MP2-srLDA interaction energy curves
get closer as R increases.

C. Performance of the RSDHf model

Equilibrium binding energies (D,), equilibrium bond dis-
tances (R.), harmonic vibrational wave numbers (w.), hard-
core radii (o), and Cg dispersion coefficients have been
computed at the RSDHf level for the first four noble-gas

dimers. Results are presented in Table I where comparison
is made with MP2-srLDA, MP2, and CCSD(T) results. As
mentioned previously, the RSDHf functional binds more than
the MP2-srLDA which is an improvement for both He, and
Ne,, interms of equilibrium bond distances, binding energies,
and hard-core radii. Interestingly, Toulouse ef al. [9] observed
similar trends when replacing in the MP2-stDFT calculation
the long-range MP2 treatment by a long-range RPA descrip-
tion including the long-range HF exchange response kernel
(RPAX), or when using a long-range CCSD(T) description. For

TABLE I. Equilibrium bond distances (R./ay), binding energies (D./u Ey,), harmonic vibrational wave numbers (w,/cm™"), Cq dispersion
coefficients (Cg/ ag ), and hard-core radii (o/ay) computed for the first four noble-gas dimers at the RSDHf and MP2-srLLDA levels. Comparison
is made with MP2 and CCSD(T) values. Reduced constants, which are obtained when dividing by the accurate “experimental” values of
Ref. [20], are given in parentheses.

MP2-srLDA

RSDHf

Expt.*

MP2 CCSD(T)
He, R. 5.862 (1.043) 5.690 (1.013)
D 19.67 (0.564) 29.63 (0.850)
we 24.9 (0.780) 30.3 (0.886)
Cs 1.203 (0.815) 1.467 (0.994)
o 5.235 (1.043) 5.066 (1.010)
Ne, R. 6.138 (1.051) 5.952 (1.019)
D. 72.70 (0.542) 105.83 (0.789)
e 20.7 (0.704) 25.7 (0.874)
Cs 5.320 (0.821) 7.967 (1.229)
o 5.505 (1.053) 5.331 (1.019)
Ary R. 7.133 (1.005) 7.227 (1.018)
D. 453.08 (0.997) 382.13 (0.841)
e 30.5 (0.953) 27.9 (0.872)
Ce 77.56 (1.174) 66.10 (1.001)
P 6.357 (0.998) 6.454 (1.014)
Kr, R. 7.587 (1.001) 7.729 (1.020)
D, 689.18 (1.078) 541.08 (0.846)
e 24.3 (0.996) 21.6 (0.889)
Cs 165.09 (1.230) 129.26 (0.963)
o 6.760 (0.996) 6.906 (1.017)

6.147 (1.094)
18.81 (0.539)
21.2 (0.620)

1.613 (1.093)

5.414 (1.079)

6.015 (1.030)
110.87 (0.826)
24.3 (0.827)
6.819 (1.052)
5.310 (1.015)

7.183 (1.012)
451.32 (0.993)
28.6 (0.893)
80.43 (1.217)
6.381 (1.002)

7.642 (1.008)
668.02 (1.045)
24.2 (0.996)
160.30 (1.195)
6.785 (0.999)

5.670 (1.009)
30.47 (0.874)
31.1 (0.909)

1.586 (1.075)

5.037 (1.004)

5.893 (1.009)
115.29 (0.859)
22.3 (0.758)
7.369 (1.137)
5.213 (0.997)

7.013 (0.988)
550.71 (1.212)
33.8 (1.056)
89.71 (1.358)

6.237 (0.980)

7.491 (0.989)
785.60 (1.229)
26.2 (1.078)
175.07 (1.305)
6.668 (0.982)

5.618 (1.000)

34.87 (1.000)

34.2 (1.000)
1.476 (1.000)
5.018 (1.000)

5.839 (1.000)
134.18 (1.000)
29.4 (1.000)
6.480 (1.000)
5.230 (1.000)

7.099 (1.000)
454.50 (1.000)
32.0 (1.000)
66.07 (1.000)
6.367 (1.000)

7.578 (1.000)
639.42 (1.000)
24.3 (1.000)
134.19 (1.000)
6.789 (1.000)

4Reference [20].
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FIG. 4. (Color online) RSDHf (red double-dot-dashed lines),
MP2-srLDA (blue dashed lines), and regular MP2 (green dotted lines)
interaction energy curves of Ar, with (thick lines) and without (thin
lines) BSSE correction. The p parameter is set to 0.4ay .

He,, the RSDHf harmonic vibrational wave number is closer
to experiment than the MP2-srLDA one, but not for Ne,. In this
case it is still more accurate than the regular MP2 method. For
Ar, and Kr,, the RSDHTf theory overestimates both equilibrium
binding energies and harmonic vibrational wave numbers but
the errors are comparable in absolute value to the CCSD(T)
errors. On the other hand, the equilibrium bond distances
remain relatively accurate when compared to MP2-srLDA
values. The two-parameter extension of the RSDHf method
in Eq. (45) might be a good compromise for improving
MP2-srLDA results while avoiding overbinding. Calibration
studies on a larger test set should then be performed. Work is
in progress in this direction.

Concerning the C¢ coefficients, the differences between
RSDHf and MP2-srLDA values are —0.027, +0.55, +9.28,
and +14.8 for He,, Ne,, Ar,, and Kr,, respectively. Compar-
ison can be made with the difference between the CCSD(T)-
srDFT and MP2-srDFT values of Toulouse et al. [9]: +0.49,
+1.28, +4.3, and +1.0, respectively. One could have expected

0.035 ‘
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0.03
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0.025 P\

E 0.02
S .
4
= 0015 .
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0.005 :
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these differences to be larger in absolute value than the
previous ones, as the RSDHf approach describes the long-
range correlation within MP2 theory, as in MP2-srDFT. For
Ne, and the heavier dimers, the Ir-sr MP2 coupling term
might not be completely negligible at large distance, even
though its contribution to the interaction energy is significantly
smaller than the purely long-range MP2 one. This should
be investigated further on a larger test set, including, for
example, the benzene dimer. Replacing the long-range MP2
treatment with a long-range RPA calculation in the RSDHf
model would then be interesting to investigate [13]. Work is
in progress in this direction. Let us finally mention that the
advantages of MP2-stDFT with respect to the BSSE and the
basis set convergence are preserved in the RSDHf model as
both methods rely on the same wave function perturbation
expansion. This is illustrated in Fig. 4 for Ar,, where the
BSSE appears to be even smaller at the RSDHf level than
within MP2-srLLDA, and in Fig. 5 for He, and Ne,, where
the basis set convergence is shown to be much faster for both
RSDHf and MP2-srLDA than standard MP2 and CCSD(T)
calculations.

V. CONCLUSION

The alternative decomposition of the short-range exchange-
correlation energy initially proposed by Toulouse et al. [16]
has been used in the context of range-separated density-
functional perturbation theory. An exact energy expression
has been derived through second order and a connection
with conventional double-hybrid density-functionals has been
made. When the second-order correction to the density is
neglected, an alternative type of range-separated double-
hybrid density-functional is obtained. It is referred to as
RSDHf where f stands for full range as the regular full-range
interaction appears explicitly in the energy expression that
is expanded through second order. Its specificity relies on
(1) the use of an exact short-range exchange energy, and (ii)
the description of the coupling between long- and short-range
correlations at the MP2 level. Promising results were obtained

0.4
RSDHf --o---
0.35 MP2-srLDR e
CCSD(T) —=—

0.3 ]

0.25 1

E(n)-E(5) [E)]
o
o

0.15 1
0.1 [ 1

0.05 Ll " 4

FIG. 5. (Color online) Basis set (aug-cc-pVnZ) convergence for the RSDHf and MP2-srLDA total energies in He, (left) and Ne,
(right). Experimental equilibrium distances [20] and p = 0.4a, ! were used. Comparison is made with conventional MP2 and CCSD(T)

results.
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with the adapted LDA-type short-range correlation functional
of Paziani et al. [17] for the calculation of interaction energies
in the noble-gas dimers. The RSDHf method keeps all the
advantages of standard RSDH functionals, namely, a small
BSSE and a faster convergence with respect to the basis set.
The method can still be improved in terms of accuracy. The first
improvement could come from the orbitals and their energies.
In this respect it would be worth combining long-range HF
with short-range optimized effective potential approaches.
A more flexible two-parameter extension, which makes a
smooth connection between RSDHf and conventional RSDH
functionals, is also proposed and should be tested on a larger
test set. Finally, replacing the long-range MP2 in the RSDHf
method with a long-range RPA description might be of interest
for describing weakly interacting stacked complexes such as
the benzene dimer. Work is currently in progress in those
directions.
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APPENDIX A: TWO-PARAMETER RSDHf MODEL

A two parameter extension of the RSDHf model can be
obtained when using the following decomposition of the exact
srHxc density-functional energy:

Explin] = AW n]| WM (W n]) + Ext*[n], (A
where 0 < A < 1 and, according to Eq. (26),
Egtnl = (1 = DER Il + AESA ). (A2)

With such a partitioning, the exact ground-state energy can be
rewritten as

E = (WHT + W + AW + Voo WH)
(1= DES ] + AES g,
From the Taylor expansion in « of the auxiliary energy
E“" — AEpH [nyen]
(W W U)o e
(Wees [ weer) o

we obtain, through second order, a two-parameter RSDHf
(2RSDHY) energy expression

= (OF|T + WE* + AW + Ve | @)
+ (1= M E [nag] + 1B [nar]

+ Z zz 1W—|—2)L( )sru](t‘a‘b(l))lr,u’

tj
ij.ab

(A3)

Ea/t,k

(A4)

[ngan],

Eorspaf

(A5)

where the second-order corrections to the density have
been neglected. The corresponding approximate 2RSDHf
exchange-correlation energy expression is given in Eq. (45).

APPENDIX B: RANGE SEPARATION OF THE MP2
CORRELATION ENERGY FOR SMALL n

In this Appendix, a Taylor expansion of the purely long-
range MP2 correlation energy and its coupling with the short-

PHYSICAL REVIEW A 88, 022516 (2013)

range correlation is derived for small u values. Note that HF-
srDFT orbitals will be denoted here with a superscript . This
will enable us to distinguish them from the KS orbitals to
which they reduce in the ;1 = 0 limit. According to Eq. (12),
the canonical doubly occupied i*, j* and unoccupied a**,b*
HF-srDFT orbitals fulfill the following long-range HF-type
equation:

(t+vne+vH+uHFx+ A“M)|PM> =8Z|PM>7 (B1)
where Dy, ﬁglﬁi, and 03" correspond, respectively, to the local
Hartree potential, the nonlocal long-range HF exchange (HFx)
potential, and the local short-range exchange-correlation po-
tential. For analysis purposes, we expand the doubly occupied
orbitals and their energies in perturbation theory, using as
unperturbed orbitals the KS doubly occupied i and unoccupied
a orbitals, which are recovered in the ;& = 0 limit:

. (ali + 05 — Dgeli
”)=|1)+Z|a |HFx Xc xc|>+_“’
E — &y

E;L =¢& + <l|quX + @;L - ch|l>

Alr, AST, L

+Z a|uHFx+UXC _ch|i>2+“. ’
& — &,

- Z(pj|jq>“-“,

J

(pligslq) = (B2)

where Uy is the standard exchange-correlation potential
operator. Note that, for simplicity, self-consistency in Eq. (B1)
is neglected. From the Taylor expansion about p = 0 of the
long-range interaction based on the error function [11],

1
w ”12 + O(u )) (B3)

1 3.2
ERRIERT)

2
VA G
we obtain the following expression for the long-range HFx
potential matrix elements:

Ir, _
we(r12) =

Alru
(a

Uypgli) = 3\/_2 lJ|”12|Ja

ijlrhlia) + o(u’). (B4

Sy

Moreover, since the short-range exchange and correlation
density-functional energies can be expanded as [11]

ES = Ey + % _ E)((S)lrMB _ E(S)lr 5o,
! (BS)
EM = Ec = EO"p® + 0(u),

where N denotes the number of electrons, the potential
operator difference 05" — 0, can be rewritten as

P = % _ 0)((3)11'“3 _ @£5)1rus A(6)lr S+ o).
(B6)
From Egs. (B2), (B4), and (B6), we conclude that
i) = li) + O(1t?) (B7)
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and

12 X Lf[ + M3853) + O(M4)a

Z lj|r12|]l .

According to Egs. (B3) and (B7), the long-range integrals
squared computed with the HF-stDFT orbitals are therefore
expanded as

(BY)
e = —(i|o®i) +

6

gl 4 .
((a"b" it j*yr iy = —n<ab|r122|lj>2 + o), (B9)

and the product of the long-range—short-range integrals equals
(a”b“h” u>lr (gl it jiysn

= 3f (ablris)ij){ablij) +
Ape 2 15442 7
— —(ab|ry,lij o .
97_[( Irixlij)” + O(u’)
Moreover, according to Eq. (B8), the HF-srDFT orbital energy
differences can be rewritten as

(ablriylij)(ablij)

5«/_
(B10)

ab,u 1 Iz I M
Agij —Si +8] _Sa _Sb
2

= Aefl — NG +ui (e + &) + ot (B1D)
so that, from the Taylor expansion
[ U Aefl — Aed?
Agab'“ o Ag?b Agdb
ij ij ij
2
Aefl — Aed? B12)
+ +- ;
Aggb
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their inverse can be expanded as

1 . 1 n 2 n 4
Aefit e (Ae) T (M) n
3(e® 4 ¢®
JEETEED) L o (B13)
(Aeff)

Using Egs. (B9), (B10), and (B13), we finally obtain the
expansions in Eq. (56) where the Taylor expansion coefficients
are expressed in terms of the KS orbitals and orbital energies
as follows:

4 (ablrilij) . N
Ag = — Z PT) (2(ablrplij) — (ablrp,ji)),

ab
abij Aglf
4 (ablrdlij) » .
B: = — 2{ab — {ab ,
3 Wﬂbz,, Act? (2(ablij) — (ab|ji))
8 (ab|r? i) .. ..
Bi= o Y <2l (ablij) — (ablji)).
7 a.b.i,j (Agij)
2 (ablrilij) g 3
B — 2{ab — (ab
s Sﬁa;j Act? (2(ablij) — (ablji))
16 (ablr}lij) g .
> (2(ablij) — (ablji)).
ab\3
3nﬁu,h,i/ (Agijb)
4 abl|ri,|i .. ..
By = —240+ = 3“6 iy iy
a,b,i,j (Asl])
(3) 3) 2 s
4 (e + &) ablrb,lij) Ny
D i
a.b.i,j (Agij )
(ablji)) (B14)
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Chapitre 9

Nouvelle représentation
analytique compacte et globale de
la surface d’énergie potentielle

d’un systeme triatomique

Dans ce chapitre, les travaux effectués dans le cadre de cette these concernant le déve-
loppement d’une nouvelle représentation analytique compacte et globale de la surface

d’énergie potentielle (SEP) d’un systéme triatomique sont présentés.

Les résultats associés a ces travaux ainsi que I'application de cette nouvelle représenta-
tion analytique de la SEP aux systeémes triatomiques CuNO et HyO ont été publiés dans
l'article [21] joint & la fin du Chapitre 10. L’application de cette nouvelle représentation
analytique au systeme HyO a été réalisée dans le cadre de cette these et sera présentée au
chapitre suivant. L’application de cette nouvelle représentation au systeme CulNO a été
effectuée par R. Marquardt et B. M. Krishna dans le cadre de la these de ce dernier [167]

et ne seront pas présentés ici.

9.1 Forme analytique du potentiel

Un systeme triatomique non-linéaire possede 3 x 3—6 = 3 degrés de liberté internes. Afin
de décrire I’ensemble des géométries d’un tel systéme et ainsi se repérer sur sa surface

d’énergie potentielle, il faut donc définir un systeme de trois coordonnées linéairement
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indépendantes. Pour un systéme tri-atomique ABC centré en A, comme représenté Fi-
gure 9.1, le systéme de coordonnées utilisé pour la définition de cette nouvelle représen-
tation analytique de la surface d’énergie potentielle est le systeme de coordonnées de
valence (r(AB) (AC) 9(BAC)) défini comme suit :
— r(AB) ¢gt 1a distance entre les noyaux A et B,

— r(AC) est 1a distance entre les noyaux A et C,

— 9BAC) gt Tangle formé par les liaisons AB et AC.

Un tel choix de coordonnées permet d’avoir la méme représentation de la SEP d’un
systéeme pour tous les isotopomeéres de celui-ci, ce qui n’aurait pas été le cas si, par
exemple, des coordonnées de Jacobi avaient été utilisées, comme c’est souvent le cas

dans les études de dynamique des systemes polyatomiques.

FIGURE 9.1: Systéme de trois coordonnées de valence utilisé pour décrire le systeme
triatomique ABC.

Dans la nouvelle formule analytique proposée ici, le potentiel total du systéeme triato-
mique ABC centré en A est défini comme la somme de deux potentiels & deux corps et

d’un potentiel & trois corps, expression (17) de [21] :

V(T(AB)yr(AC)’ﬁ(BAC)) _ vélsB)(r(AB))_i_véﬁc)(r(AC))+UéEAC)(T(AB)’T(AC),ﬁ(BAC))7
(9.1)

ou les potentiels a deux corps vé{)‘]) et a trois corps véEAC) sont définis dans la suite.

9.1.1 Potentiels a deux corps

Habituellement, les interactions a deux corps sont modélisées en chimie théorique par des
potentiels de Morse [22]. Ici, une version étendue de ce potentiel est proposée, expression
(2) de [21] :

vn(r) = ve(wm(y(r)(y(r)w(r)—2Z>+S)+e<r>), 9.2)



Nouveau potentiel global pour les systemes triatomiques 95

avec

_plr=Fe)?
e r2

9 (9-3)
y(r) = e AR, (9.4)

e(r) = E<e_(R?6)6—1>, (9.5)

ouVo>0,B>0,A>0,R>0,0<7Z<1, SeR 0<E<1etRg>0 sont
les parametres ajustables de ce potentiel & deux corps. Le potentiel a été construit en
prenant comme référence 1'énergie a la limite de dissociation (von(r — oo) — 0). La
forme du potentiel de Morse [22] est retrouvée lorsqu’on impose B=0, Z =1, 5 =0 et
E=0.

De plus, lorsque E > 0, le potentiel se comporte asymptotiquement comme :

VeE RS
vap(r) o~ e

r—-+o0o ’1”6

, (9.6)

et le produit V,ERg® peut alors étre interprété comme le coefficient C permettant de dé-
crire les interactions (dispersion et induction) entre atomes neutres a longue portée [23].
Normalement, on doit avoir Rg >> R, et R, peut alors étre interprété comme une dis-
tance d’équilibre. L’expression Ve(Z2 + E — S) représente 'énergie de dissociation de la
liaison XY.

9.1.2 Potentiel a trois corps
L < 18 . (BAC) . s 2 . .

e potentiel a trois corps v5," 7, apparaissant dans I’équation (9.1), est une extension du
potentiel a deux corps décrit précédemment. Il s’agit en fait du potentiel v, développé
dans ’équation (9.2) appliqué a la liaison BC dans lequel le parametre Z est remplacé par

une fonction des coordonnées de valence z(r(AB) r(AC) y(BAC))

, expression (7) de [21] :
AC
ol (rAB), 140 9BAC)) - B0 (151 BO) (B (PO (rB))

_02(4(AB) p(AC) y(BAC))) | g(BO)) | e(r<Bc>)> 7

(9.7)

ot r(BC) = \/T(AB)2 1 r(AC)2 _ 2 (AB)(AC) ¢og 9(BAC) e les fonctions w(rBO), y(r(BO)

et e(rBC) sont définies, respectivement, par les expressions (9.3), (9.4) et (9.5). La

distance d’équilibre RO apparaissant dans les fonctions w(r(B)) et y(r(BO) est définie

par rapport aux distances d’équilibre rgAB) et réAC) et a l'angle ﬁgBAC) de la méme

maniére que 7(BC) est définie par rapport aux coordonnées de valence.



Nouveau potentiel global pour les systemes triatomiques 96

(BAC)

Dans le potentiel vy, =, I'interaction a trois corps est introduite a 'aide de la fonction

Z(T(AB)7r(AC),19(BAC)) définie comme :

2(rAB) p(AC) 9BACH  — 9 _ cogh p(r(AB) £(AC) »(BAC)) (9.8)
ot p(r(AB) (AC) 9(BAC)) est un développement polynémial en A cos 9(BAC) = cog 9(BAC)
coS 19£BAC) défini comme :

e N
p(r&®, A0 yBAC) = 87 p gl (rAP) D (1A (A cos9PAO)T (9.9)
k=1
avec les d,(f)(r(AI )} des fonctions d’amortissement définies comme :
dD(ADy = oD A=) (9.10)

avec D,(f) > 0. Les Fj et les D,E;I) sont des parametres ajustables. Il est alors évident

que lorsque 'une des distances de liaison AB ou AC devient tres grande, la fonction
d’amortissement correspondante fait tendre p(r(AB) #(AC) 9BAC)) yers 0, réduisant ainsi
z(r(AB),r(AC),ﬁ(BAC)) a la constante Z = 1 comme dans le potentiel a deux corps. Ce
potentiel jouera alors simplement le réle de potentiel a deux corps pour la description
de BC.

Une justification théorique quant & Dutilisation de cos 9BAC) comme argument du po-

BAC) lui-

tentiel plutot que ¥ méme a été développée, mais pas publiée, au cours de cette

these. Cette justification se présente comme suit.

Z:

C

N <,

B

FIGURE 9.2: Systéme triatomique ABC centré en A dans un repére cartésien.

On considere le systeme triatomique ABC défini Figure 9.2. On s’intéresse au mouvement
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de C, de coordonnées (x,y,z) pour A et B fixés. Le systéme est alors décrit par un
potentiel V' dépendant de r et ¥ Pour des raisons de symétrie, quels que soient = et v,
V(z,y) = V(—z,y) = V(z,—y) = V(—z,—y). Pour étre physiquement acceptable, le

potentiel doit étre continu et de dérivée continue (C'), on a donc :

ov
ox

oV

VX € R, = —
=X 833

eR, (9.11)

=Xt

ou R désigne I’ensemble des nombres réels.

Pour x = 0, on aura alors :

V() -V(O-h) 9V
20— h—0 —h h—0 h Oz

,(9.12)

z—0t

or V(0+h) = V(0 — h) donc, en notant V(0) — V(0+h) =V(0) =V (0—h) = AV (h) :

oV __AV(h) AV(h) 9V
— =lim——~2 = lim———> = — 1
] Pt — o = | s (9.13)
1% 1% oV

- _ - . 9.14
aﬂ? z—0~ 81’ r—0t 81‘ r—0+ ( )

Il est alors évident que la seule solution de ce probleme est %—‘;‘ 0= 0. On pourra
Tr=

démontrer de la méme fagon que %—Z = 0. On notera V/(r) = %—‘Z/

‘y:() z=r
Les coordonnées cartésiennes de C peuvent étre exprimées en fonction de r, ¥ et ¢

comme suit :

x r cos @ sin v
y = rsingsind |, (9.15)
z —rcosty

d’ou :

OV 9Voxr aVay 9V oz

z - - - 1
o0~ 0z 00 dyov ' 0z 00 (9.16)
= r (cosgpcos 19(?;; + sin ¢ cos ﬁ?y/ + sin 19?2) . (9.17)
En s’intéressant au cas on ABC est linéaire (¥ = 0[7t]), on obtient :
ov ) ,
— = r(xcosp x0xsing x0+0x V,(r)) =0. (9.18)
99 9=0[n]

On a ainsi démontré que la dérivée premiere du potentiel par rapport a ¢ doit étre nulle a

la linéarité. L’utilisation d’un cosinus comme argument du potentiel assure cette nullité
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de la dérivée premiere a la linéarité. Si celle-ci n’était pas nulle, le potentiel présenterait

un point de rebroussement en ¥ = 0[7] et ne serait donc pas dérivable.

9.1.3 Fonctions de commutation

Afin d’obtenir une description globale de la SEP, il faut étre capable de décrire quatre
situations limites différentes : ABC, AB + C, AC + B et A 4+ BC. Pour ce faire, quatre
valeurs limites, correspondant a chacune des situations précédentes, ont été attribuées

a chacun des parametres ajustables du potentiel :

Pl0], sirB) << 400 et rAC) << 400

P — P[IB], si 1"( B) — 400 et ’I"(AC) << 400 (919)
P[iC], si riAB) << too et rAC) — 400
Ploo], sirAB) & 400 et A0 &5 400

Les parametres ont été variés entre ces quatre valeurs limites a 1’aide de fonctions conti-

nues de commutation telles que développées par Marquardt et Quack [23] :

Pr@AB) A0 = plo]sB) (rAB) SO (A0 1 pB]SE) (r(AB)) SO ((AC))
. B AB C AC B AB C AC
+P[CISP (rAB) SO (r(AC)) 4 Ploc) S{B) (r(AB)) S(O) (- (A

q
(9.20)
(I)

I)(T’) — ¢ " , (9.21)

Dy = 1-80(r), (9.22)

ol RéQ et NS(VIV) sont des parametres ajustables controlant la commutation des parametres

en fonction de la distance entre A et I, ou I € {B, C}.

Pour les parameétres présents dans les potentiels & deux corps, il est suffisant de ne
considérer que deux valeurs limites, en fonction de la distance entre A et le troisieme

atome. Ainsi, pour les parameétres de véﬁB), on considerera P[iB] = P[0] et P[iC] = P[o0].

(AC)

Inversement, pour les parametres de vy, on considerera P[iC] = P[0] et P[iB] = P[oc].

Les distances a ’équilibre R,EAB) et R‘(gAC) sont variées de maniere différente pour offrir

une plus grande flexibilité au modele [23] :

RAD(rA9) = RAPI0] + (RAP[oo] — RAP)) tanh (AP (r(A) — RAO(0]))

(5} (53

(0.
RAO(p(AB)y = RAC) ] 4 (R(AC)[ = R(AC)) tanh (A( O)(r(AB) _ R(AB)g ]))
(9.
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ou AgAB) et AEAC) sont deux parametres ajustables supplémentaires.

L’angle a I'équilibre 19£BAC> n’est quant a lui pas varié.

9.2 Conclusions et perspectives

Le potentiel ainsi développé est physiquement valable et tres robuste. Par construction,
il est C! par rapport & chacune des coordonnées du systéme pour toute géométrie tant

que deux atomes n’occupent pas la méme position dans I’espace.

La représentation analytique du potentiel ainsi développée permet une description glo-
bale de la SEP de facon robuste, flexible et relativement compacte. Dans I'article [21] ou
elle a été présentée, cette représentation a été appliquée aux systemes CulNO et HyO.
Au cours de cette these, cette représentation analytique a, de plus, été utilisée, entie-
rement ou en partie, pour le développement de représentations analytiques de la SEP
pour d’autres systémes tels que HoO---HF | présenté au Chapitre 11 de cette these,
ou HF; , présenté au Chapitre 12 de cette these. Des travaux préliminaires, débutés au
cours de cette these, pour le développement de SEP analytique d’autres systémes ont
également fait appel a cette représentation analytique. De tels travaux sont en cours
pour les systemes CIF;, HoO - .- CIF et Ne--- CIF.



Chapitre 10

H>0O, un systeme de référence
pour la validation de la
représentation analytique de la

SEP d’un systeme triatomique

Dans ce chapitre, les travaux menés au cours de cette these concernant la validation de
la nouvelle représentation analytique de la SEP d’un systeme triatomique, développée
au Chapitre 9 précédent, sont présentés a travers I'application de cette nouvelle repré-
sentation a la molécule d’eau, HoO . Ces résultats ont été publiés dans I’article [21] joint

en fin de chapitre.

La molécule d’eau est un systeme de référence tres largement étudié dans la littéra-
ture [24, 25, 27-30, 168-172]. Cette molécule est donc un systéme de choix pour la
validation du nouveau potentiel analytique proposé précédemment. Nombre de données
spectroscopiques et thermodynamiques pourront étre déterminées a ’aide de ce poten-
tiel et comparées aux valeurs expérimentales et aux performances d’autres potentiels

analytiques proposés dans la littérature.

Pour l'application de la représentation analytique développée au chapitre précédent a
la molécule d’eau, la structure de valence de la molécule a été suivie. Ainsi, I'atome
d’oxygene a été considéré comme 'atome central A et les deux atomes d’hydrogene
comme les atomes périphériques B et C. Les coordonnées considérées pour cette étude
seront alors r(OHm) = r(AB) r(OHz) = p(AC) o YHOH) = Y(BAC) te]leg que représentées

sur la Figure 10.1 :

100
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FIGURE 10.1: Systéeme de trois coordonnées de valence utilisées pour décrire la molécule
d’eau.

Les deux liaisons OH de la molécule étant équivalentes, le potentiel a été simplifié
pour I’étude d’un systeme triatomique symétrique en considérant que les parametres

impliquant les liaisons AB et AC prennent les méme valeurs pour les deux liaisons,
PAB) — p(AC)

Deux jeux d’énergies électroniques ont été calculés pour différentes géométries de la
molécule d’eau. Un premier jeu d’énergies électroniques a été calculé pour 1'état fon-
damental au niveau CCSD(T) tel qu'implémenté par Deegan et Knowles [173] dans la
suite de programmes MOLPRO [31]. Un second jeu a été calculé en utilisant la méthode
MCSCF suivie de la méthode MRCI contractée internement de Werner et Knowles [174-
176] telles qu'implémentées dans la suite de programmes MOLPRO [31]. Pour ce dernier
jeu, cing racines ont été calculées en symétrie Cy : deux 'A’, une 'A”, une A’ et une
3A”. Tous ces calculs ont été réalisés en utilisant la base augmented correlation-consistent
polarized triple-¢ (aug-cc-pVT) de Dunning et al. [177, 178]. Cette base contient, pour
les atomes d’hydrogene, un jeu de 5 fonctions primitives s, 2 p et 1 d contractées en 3 s,
2 p et 1 d et, pour 'atome d’oxygene, un jeu de 10 fonctions primitives s, 5 p, 2 d et 1 f
contractées en 4 s, 3 p, 2 d et 1 f. Pour les calculs CCSD(T), les orbitales d des atomes
d’hydrogene ainsi que 'orbitale f de 'atome d’oxygene ont été enlevées. Plus de détails

concernant les calculs ab initio sont donnés dans la Section 2 de D'article [21].

Les parametres du potentiel ont ensuite été ajustés aux énergies ab initio du plus bas
état adiabatique a l’aide d’un algorithme de Levenberg-Marquard étendu [32]. Les dé-
tails concernant cet ajustement sont également présentés dans les Sections 2 et 3 de

larticle [21] joint en fin de chapitre.

Un jeu de parametres ajustés a été déterminé. Il permet d’obtenir une représentation
analytique de la SEP reproduisant les énergies ab initio du plus bas état adiabatique avec
une erreur moyenne de 100 hc cm ™! pour les énergies ab initio inférieures & 5000 hc cm ™!
, de 300 he cm ™! pour celles entre 5000 et 10000 hc cm™! et de 700 he cm™! pour celles

supérieures & 10000 hc cm™! (Iorigine des énergies étant prise & la géométrie d’équilibre
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de la molécule 71 = 75 = 0,96 A et ¥ = 104.5°). Ces paramétres sont présentés dans le
Tableau 4 de Darticle [21].

Le spectre vibrationnel de 1H,'°0 (& J = 0) a ensuite été calculé variationnellement
a partir du potentiel ajusté en utilisant un jeu de coordonnées de Radau définis tels
que 'atome d’oxygene soit proche du point canonique. Des représentation en variables
discréte (DVR) de l'oscillateur harmonique ont été utilisées pour r; et ro, avec 29 points
chacun, et une DVR de Legendre a été utilisée pour ~, avec 39 points. Les détails du

calcul du spectre sont présentés dans la Section 3 de l'article [21].

FIGURE 10.2: Vecteurs et coordonnées de Radau utilisés pour décrire la molécule d’eau.
Pean désigne le point canonique, défini par

rp., = (1 —v/mu,0/mo)(moro + MHTH () + erH(z>)/(mH20 —mg) avec my la
masse du systeme [ et r; le vecteur position de I.

Les nombres d’onde des cing premiers états vibrationnels ainsi calculés dévient des va-
leurs expérimentales [24, 170] de moins de 4 cm™! et de légérement plus pour les plus
hauts états, sans toutefois s’en éloigner excessivement. Les valeurs obtenues pour le cal-
cul de ce spectre sont compilées et comparées aux valeurs expérimentales [24, 170] et
aux valeurs théoriques obtenues avec d’autres SEP analytiques [24, 27, 169, 170] dans
le Tableau 6 de l'article [21].

La caractere prédictif du modele dans des régions de la SEP non-ajustées a également

été exploré a travers I’exemple de deux chemins réactionnels :

(*fA1)H:0 = (*°P)O+ (*L})Hy, (10.1)
(CMOH+ (*S)H = (°P)O+ ('L}) Ha. (10.2)

Ainsi, les chemins réactionnels de moindre énergie pour ’élimination de Hy en symétrie

Cs, , équation (10.1), et 'abstraction de Hy en symétrie Cw , équation (10.2), ont été
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calculés a partir de la forme analytique du potentiel et comparés aux énergies MRCI
correspondantes calculées a posteriori. Le potentiel analytique a pu prévoir non seule-
ment qualitativement mais aussi semi-quantitativement les énergies MRCI du plus bas

état adiabatique le long de ces chemins réactionnels.

La représentation analytique de la SEP développée au Chapitre 9 précédent appliquée a
la molécule d’eau présente une prédictibilité tres correcte tant au niveau du spectre vi-
brationnel qu’au niveau de la description des chemins réactionnels. La précision de cette
nouvelle représentation quant au calcul des nombres d’onde vibrationnels est certes
moins bonne que pour certaines représentations analytiques présentes dans la littéra-
ture (e.g. [24, 170, 171] pour ne citer que quelques travaux), mais elle présente ’avan-
tage d’étre beaucoup plus compacte avec seulement 25 parametres ajustables contre
480 dans la Référence [24] et les autres représentations similaires. De plus, ce nouveau
potentiel analytique présente un caractere global, prédictif sur les chemins réactionnels
non-ajustés, que la plupart des potentiels présents dans la littérature ont du mal a at-

teindre.



Downloaded by [Université de Strasbourg, SCD ] at 02:13 19 June 2013

Molecular Physics, 2013
http://dx.doi.org/10.1080/00268976.2013.800605

T g "
o Tyhar & Francis
(_It_/ l.g!--'n-.v'.'\-u'

A new global and compact analytical representation of the potential energy surface of triatomic

systems: application to copper nitrosyl and water

Yann Cornaton, B. Murali Krishna and Roberto Marquardt*

Laboratoire de Chimie Quantique, Université de Chimie, UMR 7177 CNRS/UdS Université de Strasbourg, 4, rue Blaise Pascal,

CS90032, 67081 STRASBOURG CEDEX, France
(Received 17 February 2013, final version received 25 April 2013)

A new, general analytical representation of potential energy surfaces (PES) for triatomic molecules is developed. It is based on
anovel, angular-dependent form of the Morse potential extended to two bonds. The very compact analytical form needs only a
few adjustable parameters while yielding a physically sound description of the global behaviour of the interactions in the entire
configuration space. As a first example, the global PES of the lowest adiabatic state of water monomer (H,O) is reviewed.
Parameters were adjusted to sets of energy points obtained from ab initio calculations at the coupled cluster and multi-reference
configuration interaction level of theory. Experimental vibrational band centres of levels below 5000 cm™~! are correctly
reproduced to within 3 cm™!; higher lying levels are less well described than in previously determined PES representations
which involved a substantially extended set of adjustable parameters. Spectroscopic and thermodynamic data as well as
reaction barriers are overall qualitatively well reproduced. The representation is suitable to describe semi-quantitatively the
recombination (*S)H + (*TI)OH = ('A|)H,0 as well as the abstraction reaction (*S)H + (TI)OH = (', )H, + (P)O in
the limit of low collision energies. As a second example, the first global PES of the copper nitrosyl molecule (CuNO) is
presented. The equilibrium structure with a bent Cu—N—O connectivity and the dissociation energy match the currently best
known values from ab initio calculations (Krishna and Marquardt, J. Chem. Phys. 136, 244303 (2012)) and vibrational band
centres agree well with previously published experimental data from matrix isolation spectroscopy for various isotopologues.

A high lying metastable state with the linear connectivity N-Cu—O is predicted.

Keywords: global potentials; vibrational spectroscopy; reaction dynamics; thermodynamics; CuNO; H,O

1. Introduction

Potential energy surfaces (PES) are theoretical tools for
the understanding of molecular structure and dynam-
ics. Derived either from ab initio calculations of the
molecular electronic states in the Born—Oppenheimer ap-
proximation or effectively from vibrational spectroscopy,
they provide the rationale for molecular spectroscopy and
kinetics. Quite useful are analytical representations of PES.
Analytical forms that have been extensively reviewed in the
past involve multivariate interpolation approaches, multi-
dimensional polynomial expansions and specially devised,
analytical functional forms (see, for instance, [1-5], and
references therein).

Of particular interest are PES representations that are
global. A global representation is a one-piece model func-
tion of the nuclear coordinates that should, in principle,
allow us to describe in a combined and realistic way data
from spectroscopy in the full range from the far-infrared to
the visible and ultraviolet domain of high vibrational over-
tones of almost dissociating molecules, or beyond, as well
as cross sections in scattering experiments. Yet, currently

very few representations can be called global in this sense
[2,5].

An interesting recent example of a PES representation
that allows for the calculation of extremely accurate vibra-
tional term values to up to the dissociation limit (to within
0.5 cm™!) is that for the electronic ground state of the wa-
ter molecule [6]. This representation results from a hybrid
approach in which both high-level ab initio calculations —
non-adiabatic, relativistic and QED corrections included —
and data from high-resolution rovibrational spectroscopy
were used to adjust representation parameters in a compli-
cated non-linear optimisation procedure. The idea to use
simultaneously data from ab initio calculations and high-
resolution rovibrational spectroscopy for the derivation of
PES has been central also in some of the work led by Martin
Quack and co-workers (see [7—11], to mention a few).

A second interesting criterion that analytical represen-
tations of potential hypersurfaces should ideally meet is
compactness. Compact analytical representations contain
much of the information regarding the physical interaction
in a simple mathematical form which ideally requires to
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introduce only a few adjustable parameters. An example
of a compact form is that of the Morse oscillator [12],
which represents qualitatively well the potential function
of a diatomic molecule and requires essentially two pa-
rameters only. Alternatively, the potential of a diatomic
molecule can be modelled with a Taylor expansion in the
nuclear displacement coordinates, which would require,
however, a very large number of expansion coefficients to
approach the form given by the Morse potential. Extended,
more flexible forms of the Morse potential have been pro-
posed in the past (see [1], and references therein, but also
[13]), which allow us to improve quantitatively the descrip-
tion of vibrational spectra to up to the highest measured
overtones.

The representation of the water molecule from [6] par-
tially meets this criterion in the description of the stretching
potentials [14]. However, the bending mode potential is de-
scribed traditionally via a high-order polynomial expansion
[14,15] (in [14], the total number of adjusted parameters is
at least 480). Consequently, the analytical representation
is quite complex and the fitting is difficult. The need to
adjust a large number of expansion coefficients in a phys-
ically sound way makes it necessary to dispose of either a
large set of energy points calculated ab initio on the PES
or a large number of vibrational transitions, or both [4,16].
While such conditions can be quite ‘easily’ satisfied nowa-
days for a molecule such as water, this is not generally true
for similar or larger polyatomic systems, in particular those
involving heavier elements.

There is hence always a need to develop specially
devised analytical representations which, like the Morse
oscillator, would enable us to describe with the small-
est possible number of adjustable parameters the physical
interaction encoded in the energy points from electronic
structure calculations, or in the spectroscopic term val-
ues. To our knowledge, there is no such simple form for
bending interactions. In the present work, we develop new
general analytical forms for the description of the interac-
tion between two and three atoms which, when combined
into a many-body expansion of the PES, represent stretch-
ing and bending potentials, respectively, in a polyatomic
molecule.

The two-body term is a new extension of the Morse
potential. This new form yields a singularity at the ori-
gin, quite in contrast to the original Morse potential, but
in agreement with the physically expected behaviour. The
new form allows for the description of a barrier in the
entrance channel and, following previous work [10], for
the correct »~®-behaviour at large distances » between
neutral dissociation fragments. The new form introduces
eight parameters, five more than in the original Morse
potential.

The three-body term describing the interaction between
atoms ACB, where we assume C to be a central bonding
atom and AC, respectively, BC, to be bond vectors forming

the bending angle ¥, is a new form: in the limit of large
AC and BC lengths, it essentially describes the aforemen-
tioned two-body term between atoms A and B; in the other
extreme, at short AC and BC lengths, a novel, additional
function of ¥ € [0, 180°], which is naturally embedded in
this term, renders it a powerful model for the covalent in-
teraction between three bodies. This form is very compact,
as it allows for a minimal set of only eight adjustable pa-
rameters. It is very robust, as it is shown to produce a single
global minimum. It can be rendered very flexible, as we shall
show below in the derivation of analytical representations
for the title molecular systems.

The combination of the two-body and three-body terms
leads to a general analytical form for triatomic systems, to
which the application of the derived formulae is restricted in
the present work, although such combinations can in prin-
ciple be extended to larger polyatomic systems following
previous ideas [10,17], in particular under full considera-
tion of molecular symmetry [18].

As one example of applications, we propose a new
representation of the PES related to the electronic ground
state of the water molecule. The representation is global,
as it allows potentially to describe both the complete set
of vibrational term values and possible reaction chan-
nels involving the molecule in its lowest adiabatic elec-
tronic state. In this sense, the representation derived
here for water catches quite the spirit of the seminal
work of Sorbie and Murrell [19], where a global repre-
sentation for water was derived based on the London—
Eyring—Polanyi—Sato (LEPS) approach. The presently pro-
posed representation differs significantly from that in
[19] as it is analytical in the full configuration space,
with exception of the physical singularities at zero bond
lengths. This makes it particularly interesting for scattering
calculations.

Varandas proposed global PES representations for water
using an energy switching concept [20,21] to link analyti-
cally the spectroscopically relevant region of the potential
well with the asymptotic regions of dissociation channels.
These representations are based on previously developed
polynomial forms [22] for the potential well region and
describes the singlet state also asymptotically. The low-
est adiabatic state of singlet symmetry is obtained from
the two-valued representation [21] and has hence cusps
at the conical intersection seam. The present representa-
tion differs from those in several aspects: it is very com-
pact in both the spectroscopically relevant region and in
the regions of dissociation channels, and introduces less
adjustable parameters; it also uses geometrical instead of
energy criteria to switch between these different regions; it
describes the lowest adiabatic electronic state of any spin
symmetry throughout the entire configuration space with
a single-valued, analytical form. The last point makes use
of an approximation discussed below. The combined use of
the unprecedented analytical form with the selection of an
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energy set that describes the lowest adiabatic PES through-
out nuclear configuration and electronic spin space makes
the present analytical model an original, compact, new
global representation of the PES of water.

The PES of water has been extensively studied in the
past. In the discussion section, we will briefly review some
of the previous work in addition to the aforementioned ones
and put the present representation into the proper position
with regard to previous work. The present PES representa-
tion of water is less accurate with respect to the vibrational
spectrum as, for instance, the representation derived in [6]
or that from [21]. The latter was determined such as to re-
produce roughly the spectrum from [22], which reproduced
in turn the vibrational levels of water up to 18,000 cm™!
with a root-mean-square deviation of less than 1 cm~!. The
adjustment procedure used for these more accurate repre-
sentations involves a quite large number of parameters and
consequently both a large set of data from ab initio calcula-
tions and from observed vibrational term values. Rather, we
focus in this work on the derivation of a generic PES repre-
sentation with a small number of parameters to be adjusted
when the information from both ab initio calculations and
high-resolution spectroscopy is limited, either because the
calculations involve many electrons and are hence difficult,
or because experimental values are difficult to be measured.
This is the case for the second example discussed in this
work, the representation of the PES for the copper nitrosyl
complex. However, the proposed forms have the possibility
to be rendered more flexible while keeping their robustness.
The capacity of the proposed analytical forms to potentially
improve on the accuracy of the results for the vibrational
term values of the water molecule will be discussed.

Investigation of reactions involving NO and transition
metals are of interest in the development of efficient cata-
lysts for the reduction of NO. CuNO and its cation have
been observed in matrix isolation (see [23,24] and ref-
erences therein), and in the gas phase by neutralisation—
re-ionisation mass spectrometry [25]. Experimental data
that could be used to better understand the structure and
dynamics of the system are scarce. Hence the importance
of carrying out accurate calculations. The global represen-
tation of the PES for the adiabatic ground state of the CuNO
molecule is based on accurate ab initio calculations pub-
lished elsewhere [26].

The global PES representations developed in this work
aim at describing the lowest possible dissociation channels
of the molecule in the asymptotic regions of very large
bond lengths, as these channels are also best assessed ex-
perimentally. As a matter of fact, for many molecules the
lowest channel for certain bond cleavage reactions involves
a change in the electronic spin. Following ideas developed
in previous work [10,17,27,28], the analytical functions
developed here will represent post-spin—orbit adiabatised
PES. Nuclei can be thought of moving along such sur-
faces, if their kinetic energy is low enough compared to

the spin—orbit coupling between electronic states of well-
defined electronic spin. In the opposite case, nuclei could
hop between spin—orbit adiabatised states, and then it would
be preferable to have PES representations that correspond
to electronic spin eigenstates, which is also the more tradi-
tional picture.

Similar reasoning applies to situations when adiabatic
PES cross. An analytical representation of a single adia-
batic PES sheet in a conical intersection seam is strictly
impossible because of the occurrence of cusp singularities.
When we describe the lowest adiabatic PES, e.g. of am-
monia, with a single-valued analytical representation [17],
the region pertaining to a conical intersection is modelled
with smooth functions, rather than cusps. These functions
might give rise to local maxima in low-dimensional sec-
tions of the potential energy hypersurface. We adopt here
the point of view that adiabatic or diabatic representations of
molecular states including both nuclear and electronic de-
grees of freedom are anyway inappropriate representations
of molecular eigenstates in regions close to conical inter-
section seams, and that the nuclei will move on the lowest
adiabatic PES, while approaching to and departing from
the regions defining a conical intersection, whenever their
kinetic energy is sufficiently small compared to the cou-
pling energy given by the non-adiabatic terms neglected in
the Born—Oppenheimer approximation, or other neglected
coupling terms. Such couplings are not calculated explic-
itly in the present work. Rather, the corresponding features
in the analytical representation of the PES result from the
natural interpolation between the energy points calculated
ab initio in the different asymptotic regions, where the cou-
plings can safely be neglected.

The paper is structured as follows. In Section 2, general
methods used to obtain the energy points and the adjustment
procedure are briefly outlined. Section 3 details the analyt-
ical formulae and in Section 4 the formulae are applied
to the two title systems where the results are also initially
discussed. A general discussion follows in Section 5.

2. Methods

The calculations on the ground and excited electronic states
of the water molecule were performed using the multi-
configurational self-consistent-field (MCSCF) method fol-
lowed by the internally contracted multi-reference configu-
ration interaction (MRCI) method of Werner and Knowles
[29-31] as implemented in the MOLPRO [32] suite of
programs (for the discussion of the Davidson correction
in the MRCI calculations, we used the 2010 version of
the code [33]). The orbitals used to set up the configura-
tion interaction expansion were obtained by singlet-state-
averaged MCSCF calculations in a complete active space
defined by eight electrons and seven orbitals using C and
C,, symmetry for the linear structures, with equal weights
for all the participating states. A total of five roots were
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calculated: 2 1A’ and in each of the irreducible represen-
tations 'A”, 3A’ and *A” a single state. This number of
roots is necessary to grasp all features of the lowest adia-
batic state that arise from intersystem crossing or conical
intersections.

In these calculations, we use the augmented correlation-
consistent polarised triple ¢-basis sets (‘aug-cc-pVTZ’,
but abbreviated here ‘AVTZ’) of Dunning and co-workers
[34,35] for H and O atoms. The AVTZ basis contains for
both hydrogen atoms a regular set of 5's, 2 p and 1 d prim-
itive functions, which were contracted to 3 s, 2 pand 1 d
functions, and for the oxygen atom a regular set of 10's, 5
p, 2 dand 1 fprimitive functions, which were contracted to
45,3 p,2dand I ffunctions; for each angular momentum
function present in the regular set one additional diffuse
function was added.

For the calculations of the ground state near the potential
well, we also used the coupled cluster method. We report
results at the CCSD(T) level of theory (coupled cluster with
single and double, excitations with perturbative treatment
of triple excitations) and a slightly reduced basis, where the
aforementioned f functions on the oxygen centre as well
as the d functions on the hydrogen centres were removed.
These results are obtained using the formulae from [36],
as implemented in the MOLPRO program suit. Relative
CCSD(T) energies were obtained as E~C0) = E(CO _
ECO where EU*'™Y) = —76.3203 E, is the reference
energy calculated for a OH bond length of 96 pm and a bond
angle of 105° (E}, A~ 4.3597 103257 8] is the hartree).

Instead of using Davidson corrected MRCI energies for
the adjustment of the analytical formula derived in Section
3, we have chosen to rescale the data to fit with experimental
data through the H,O = OH + H reaction pathway using
the following expression:

CI (ref—CI)
E(rdfCl) _ E©D — El
E;ref—CI) _ Egref—CI)

x D), (1)

where ED is the calculated value of the energy at the
MRCI level defined above, Eiref_a) = —76.3250 E;, is
the MRCI value of the energy for the lowest energy
state calculated at the reference geometry for H,O (OH
bond lengths of 96 pm, and bond angle 105°), E{*'™" =
—76.1354 E, is the MRCI value for the 2IT lowest en-
ergy state of the hydroxyl radical (obtained here in the
super-molecular approach where one OH bond length is
set to 900 pm and the second is set to 96 pm) and
ETCD s the rescaled, relative energy value. D) =
43,940 hc cm™~is the experimentally estimated dissociation
energy obtained as D) = (A;H°(OH) — E,,(OH) +
AsHO(H) — A H(H,0) 4 E,p(H,0))/Ny; here, E,, are
anharmonic zero-point energies. All thermodynamic data
were taken from the HEAT data set [37]. Rescaled energies
compare well with Davidson corrected relative energies.

Relative MRCI and CCSD(T) energies obtained in this
way were then merged into a single data set of 1650 energy
points throughout configuration space that was used for the
adjustment of the model parameters. CCSD(T) energies
lower than 20,000 4#c cm™'and MRCI energies lower than
80,000 /ic cm™'have been selected. For the MRCI points,
only the lowest energy state at a given nuclear geometry has
been kept. Note that the aforementioned ‘absolute’ MRCI
reference energy differs by 5 mEy, from the CCSD(T) refer-
ence energy. However, the relative energies obtained after
scaling with the formula in Equation (1) are quite well
comparable, as can be seen, for instance, from inspection
of Figures 5 or 6.

The adjustment procedure was carried out using a mod-
ified Levenberg—Marquardt algorithm [38], in which addi-
tional non-linear constraints among adjustable parameters
can be incorporated. Details on additional constraints used
in the present fits will be discussed below. Also, weights
have been considered throughout the adjustment, which are
inversely proportional to the estimated uncertainties of the
given points. CCSD(T) points below 10,000 ¢ cm™! were
given an uncertainty of 100 ~ccm™!, and those between
10,000 and 20,000 sccm~'were given an uncertainty of
200 hcem™!. Uncertainties of the MRCI points are 200,
600 and 900 ¢ cm ™!, respectively, for values below 15,000,
between 15,000 and 20,000, and above 20,000 /iccm™".

For CuNO, 341 energy points were calculated in a com-
bined CCSD(T) and MRCI data set which includes relativis-
tic corrections. Details of the ab initio calculations are given
in [26] and Section 4.1. This set was then used to adjust pa-
rameters in a similar way. Uncertainties of the CCSD(T)
data are about 200 hccm™!, and those of the MRCI are
a factor of 10 larger, which is justified by the important
lack of dynamical correlation of the latter, as extensively
discussed in [26]. No further rescaling was adopted for the
CuNO energy points and the resulting binding energy of the
compound is essentially governed by the values obtained at
the CCSD(T) level of theory.

For both the copper nitrosyl and water molecules, we
used a program for variational calculations of the vibra-
tional spectra, which uses discrete variable representations
(DVR) with an exact kinetic energy operator for the nu-
clear motion in polar spherical parametrisation. This pro-
gram was coded using formulae as given in [39]. It was
successfully tested against several existing codes and pub-
lished spectra. In its present form, limited to harmonic
oscillator and sine DVR for stretching motions, and K-
dependent Legendre DVR for the bending motion, as well
as full diagonalisation of the resulting Hamiltonian ma-
trix, calculations yield perfectly converged wavenumbers
in the region of fundamental transitions to up to the second
overtone, while wavenumbers at about half the dissocia-
tion energy can be obtained with a numerical uncertainty
of 1 em~!. This is largely sufficient for the purposes of the
present work.
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3. Analytical forms
3.1. Two-body potentials

The potential energy ¥ of any triatomic molecular sys-
tem may in principle be modelled analytically as a sum
of three terms: V = vgﬁB) + vgﬁc) + vgc) . v%Y) describes
essentially the interaction between atoms X and Y. Let r
be the distance between X and Y. Then, the generic form

adopted here for this interaction potential is

Uyp(=Ve (w(r) [y(r) [y w(r) =2 Z] 4 §] + e(r)),

(2
where
Py
w(r) = exp (—B (rZRe)> ) (3)
r
y(r) =exp(—A (r — R,)), (4)

el BT)) o

and V,, B, 4, R, Z, S, E and R are adjustment parameters.
They are varied in the definition domains: V, > 0, B > 0,
A>0,R,>0,0<=Z<1,SeR,0<E<landR;>0.
The original form of the Morse oscillator [12] is obtained,
as a special case of Equation (2), when B=0,Z=1,5=0
and E = 0. The convention adopted here for the asymptotic
energy is v, (r — 00) — 0. Furthermore, if the parameter
E > 0, the asymptotic potential will vary, to lowest order,
as

V.ER.®
- 67667 (6)

v ~
2b r

and the product V, E R(® can hence be interpreted as the
sum of dispersion and induction Cy coefficients for the long-
range interaction between neutral atoms [10]. The power 6
in the definition of e(7) can be varied to 4, i.e. if the weak
interaction between an ion and an atom, or can be varied to
1, if the attractive interaction between a cation and an anion
is to be described at the asymptote.

Normally, R, >> R, and in that case R, can effectively
be interpreted as an equilibrium distance. The dissociation
energy of X and Y is given as Ve(Z2 + E —05).

Figure 1 shows some typical forms of the potential for
different values of the parameters. Note that for Z = 0 the
potential becomes essentially repulsive and, for B > 0, the
potential is stiffer than the original Morse function; it be-
comes singular at » = 0, which is somewhat more realistic.
The potential form is robust; it has only one minimum in
the region 0 < r < oo and this minimum is at R, for Z =1
and Ry >> R,.

o
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Figure 1. Examples of generic modified Morse potentials for
different values of the parameters; here, ‘original Morse potential’
refers to B = 0, otherwise B = A =2 R,”', and R, = 3 R,. See
also [26] for definitions.

3.2. Three-body potentials

Quite often in molecular systems involving more than two
atoms, in particular when there is one central bonding atom,
two-body interaction terms are not sufficient to describe
the overall PES and the inclusion of terms containing an
explicit dependence on the bonding angle at the central
atom is essential. In the following, we propose a new form
of a three-body potential that emerges from the two-body
potential discussed in the previous section and that, as we
will discuss further in the next section, evolves naturally
into a two-body potential between the two peripheral atoms
as soon as their bond with the central atom is cleaved.

Let C be the central atom, ¢ the angle at the cor-
ner C of the triangle ACB, and #A0, #BO the dis-
tances between atoms A and C, respectively, B and
C. The distance between atoms A and B is rP) =

F(AC2 4 p(BO)Z _ 2,(AC),(BC) cos(??). Then we define

V3 (A, FBO ) =V, (w(r) [y(r) [y (r) w(r)
=2z(r"9 rBO 9)] + S+ e(r)),

(N

where the functions w(r), »(r) and e(r) have the same
meaning as in the previous section, with » = rF4B) w(r)
= wAB(), y(r) = YAB() and e(r) = eAB(r), as well
as parameters VAR BAB) - (AB) = R(AB) = G(AB) - FXAB)
and RéAB) given here specifically for the pair of atoms
A and B. Let rA9, rBO and 9, give the equilibrium
values of #A9), #BO) and ¢. Then, obviously, RAB) =

\/ réAC)z + réBC)Z — 2rhOpBO cos(Pe).

If z(#AO, ABO ) = 7B Equation (7) would just
describe the two-body interaction between atoms A and
B. A genuine three-body interaction can be introduced by
defining

2(F49, KO 9y = 2 — cosh(p(r9), FEO) ), (8)
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where

p(rAO, HBO gy

jA

=Y Fd ) aPr®) (Acos®)t (9)
k=1

is a polynomial expansion in Acos (¢) = cos (¢) — cos (¥.)
which is damped to zero as a function of #A® and #B© via
the damping functions

M) = exp (=D A9 —r87) - (10)

4P ") = exp (D [0 — 1Y) (1)

F, D,iA) and D,((B) k=1,..., kr(fa)x) are further adjustable
parameters under the conditions D,(CA) > 0 and D,((B) > 0.

The hyperbolic cosine in Equation (8) and the form of'its
polynomial argument in Equation (9) guarantee that z(+A©),
#BO9) = 1 and 3z(+20, HBO, 9)/89 = 0 for ¥ = V..
Because of the value adopted by RAP), vy, (54O, rBO 1)
has a minimum at A9 = rA©)_rBO) = »BO and y = »..
Furthermore, because z(+#4©), #BO, ) < 1, this minimum
is a global minimum.

Also, choosing cos (¥) as the argument of the potential,
rather than ¥, ensures the geometrically correct behaviour
vy (rA9, rBO ) /99 = 0 for ¥ = 0° or 180°, indepen-
dent of the values of #4©) or #BO) . Expressions using the
cosine of valence angles have been used previously (e.g. in
[40-42]).

This form for a three-body interaction term is a new,
compact and robust form of an angle-dependent potential
and, as will be shown below, it turns out to be quite flexible,
too, since the number kf]f;x of terms used to define the
polynomial in Equation (9) is in principle unlimited.

3.3.  Switching functions

The form of the three-body interaction term introduced
in the previous section is interesting because it becomes
the two-body interaction potential between atoms A and
B either when 49 — oo or when #B©) — oo, or both.
However, the parameters used to define the potential of
the isolated diatomic AB are not necessarily equal to those
used to describe the interaction between A and B in the
vicinity of atom C. Hence, it is appropriate to consider
parameters that are themselves slowly changing functions
of the coordinates.

Smoothly varying parameter values as a function of
inter-atomic distances have been adopted in a previous work
[10], where logical binary switching functions have been
introduced. Also in the present work we shall consider all
parameters introduced so far to be smoothly varying func-
tions of the bond lengths #A) and rBO).
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Figure 2. One-dimensional sections of the PES for the CuNO
system along the rc, coordinate (see the inset in panel (a)). Legend:
(a) rno = 115 pm and O¢, = 140°; (b) rno = 121 pm and O¢, =
0°; (¢) rno = 121 pm and O¢, = 180°; * CCSD(T)-AVTZDK; <
MRCI-ECP.

Let P be a parameter. Then, P may adopt four different
values as a function of 749 and BO:

P[0] , if r'9 << oo and r®O << oo
p_ P[iA], if r®© = oo and r®9 << o
— | P[iB], if r'9 << ooand r®® - oo -

P[oc], if O — 0o and r®O — oo

The smooth variation of parameters can be achieved with
one-dimensional switching functions

N
: S
SP(ry =exp | — , (12)
r

SOy =1 — P, (13)

asin [10] (see e.g. Figure 2 therein), where Réf,z and NS(fN) are

switching parameters pertaining to bond of atom i with C
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(i.e. i = A, B). The final two-dimensional switching func-
tion is then given as

P(rA9), rBO) — P[0] SV(AO) sB)(-B)
+ P[iA] SV (A9 (- BO)
+ P[iB] S (") 5P (r®9)
+ P[oo] SV (A9 sP(rE9). (14)

With the exception of two parameters, all parameters will
be switched according to Equation (14). The parameter
R, acts as a ‘divisor bond length’ between the bound and
dissociated fragments. Normally, R, >> R, such that R,
maintains its interpretation as an equilibrium bond length.
To ensure adequacy with the form of the weak interaction
between two fragments, N, may be fixed to the value of 6.

Each of the parameters introduced in the previous two
sections will hence have four limiting values. However, this
increased flexibility is not necessary for all parameters. For
instance, if P is a parameter intervening in the two-body po-
tential of bond AC, it is necessary to define limiting values
only when 789 < <00 and #B®) — oo. Thus, we may set
P[iA] = P[0] and P[iB] = P[oc], in this case. Accordingly,
P[iB] = P[0] and P[iA] = P[oc] for parameters intervening
in the two-body potential of bond BC. The possibility of
having four limiting values for a given parameter will be
fully exploited in the three-body potential, which we will
relate to bond AB, as described in the next section.

Parameter R, is varied differently from Equation (14).
This differentiation is important for an increased flexibility
in the description of the quadratic force field related to the
potential, as outlined in [10]. The equilibrium bond length
used in the two-body potentials vary specifically as

RECGD) = REC10] + (R ov]
—R%9[0]) tanh(ABC (rB) — REO[0])),
(15)
REOGD) = RPON01 + (RP[oo]
—RBO[0]) tanh(AAC) (rA9 — RAO[0])).
(16)

The equilibrium angle is not varied.

3.4. Total potential

The total potential of a triatomic system ABC having a
distinguished central bonding atom C is given here as

V(r(AC)’ (BO). B) = vgfgC)(r(AC)) + v;I;C)(r(BC))
+ vy, (rA9, r®9 9, (17)

where 749 and B are the AC and BC bond lengths,
respectively, and 9 is the ACB bond angle, as defined in the
previous sections.

For X being either A or B, each two-body potential

v needs eight parameters to be defined: VX©), BXO),

AXO | RXC) 7(XC) | §XO) | FXC) and RéXC). Each parameter
will have two limiting values, e.g. V.X9[0] and VX9[oc],
depending on its use to describe the two-body interaction
between atoms X and C in the presence (‘[0]’) or in the
absence (‘[o0]’) of a nearby third atom.

The three-body potential evolves, as discussed above,
into the two-body potential v\y" for A9 — 0o and B
— 00. We use hence the label ‘AB’ to identify its pa-
rameters. Each parameters will have four limiting values,
e.g. VAB[0], VAABI[iA], VAPI[iB] and VAP)[0o]. Some
of these parameters will be given by analytical expres-
sions involving other parameters (such as RAP)) or will
be set to fixed values, rather than varied, as discussed
below. In the oo-limiting case, eight of these parameters
will acquire the interpretation of parameters pertaining
to the two-body interaction potential for the isolated AB
molecule.

4. Results and preliminary discussion
4.1. Copper nitrosyl

For the CuNO system, we choose N as the central atom C,
Cu is atom A and O is atom B. The coordinates used to
define molecular structures were defined in [26]: rcy, "NO
and 6 ¢, (see also the inset in Figure 2(a)). These coordinates
are close to the Jacobi coordinates for Cu + NO collisions
and can also be easily transformed into the A4, #BO and
¥ coordinates defined in Section 3.

The CCSD(T)-AVTZDK and MRCI-ECP energies
(see [26] for definitions) were merged in a single set of
fit data. The reference energy for the MRCI-ECP data set
was determined at the geometry rc, = 450 pm, ryo =
115 pm and ¢, = 130° to be —326.0360 Ej, . The refer-
ence energy for the CCSD(T)-AVTZDK data is obtained
as the sum of the Cu and NO energies, with ryo = 115 pm:
—(1653.6693+129.7997) E,, = —1783.4690 Ej, . Following
the accuracy assessment discussed in [26], we give the cou-
pled cluster data an uncertainty (reciprocal weight) of 220
hcem™!, and restrict their calculation to rcy/pm € [140,
260], rno/pm € [113, 121] and O¢, € [120°, 160°]. The
multi-reference data were calculated at many geometries
extending into the dissociation channels

(*A") CuNO = (*S) Cu + (*IT)NO, (18)
(*A")CuNO = (*P)O + (£ 7) CuN, (19)
(*A") CuNO = (*S)N + (*IT) CuO. (20)
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At many geometries, successful convergence of the data
was not possible, so that the sampled region is quite sparse.
Also, because of the considerably lower accuracy of the
MRCT data discussed in [26], they were weighted in the fit
with an uncertainty about 10 times larger than that of the
coupled cluster data (see above).

About 90 coupled cluster and 255 multi-reference en-
ergy points were used to fit the analytical forms. The ad-
justments were done in several steps. In a first step, some of
the parameters were first fixed to reasonable values with a
A = 100 parameter in the Levenberg—Marquardt algorithm.
Among these parameters are the equilibrium bond lengths
rA© = r N = 191 pm, rBO = N9 = 117pm and the
equilibrium Cu-N-O angle 9. = 9#{““N9 = 119.7°, which
were determined from a separate adjustment of a quar-
tic force field to the CCSD(T)-AVTZDK data alone in
[26]. Also, the parameters describing the PES of the prod-
uct molecules in the several dissociation limits mentioned
above were obtained from separate fits of v,, functions to
electronic structure data of these molecules, which will be
reported in a separate communication. These parameters
were also fixed during the fit of the CuNO energy points
(column i = oo in Table 1).

The result of this fit was then reused to also fit param-
eters that were initially fixed, but eventually some of the
parameters could not be reasonably adjusted with the data
at hand and were hence varied manually — the merit func-
tion did indeed not change much upon manual variation
of these parameters. Finally, some of the parameters were
varied with the extended Levenberg—Marquardt algorithm
[38] under two external conditions: the quadratic force con-
stants in the ™ and N coordinates were constrained
to the values from the aforementioned quartic force field.

The resulting parameter set is collected in Table 1. The
parameter set is far from being unique and the number
of decimal places also does not correspond to the statis-
tical certainty that could be attributed to a given parame-
ter. Rather, the quoted figures reproduce safely figures and
tables. Because the set of converged energy points is limited
in the domain where the NO bond is stretched, parameters
entering the vy, form in the intermediate limits ‘iA’ and
‘iB” were also fixed. Here, they match the corresponding
values of the CuNO (“0°) limit, when "N — oo (P[iA] =
P[0]), or the values of the CuO (‘oc”) limit, when 7N —
oo (P[iB] = P[oo]). Parameters that define the polynomial
form of Equation (9) were not switched. We found that a
polynomial expansion with kP = 6 terms is sufficient to
obtain a satisfactory representation of the ab initio data.
Smaller values of k,(x{;)x yield potentials that look too much
strained. A more extended polynomial, although possible,
does not lead to any improvement and even generates arti-
ficial corrugation.

The weighted root-mean-square deviation of an adjust-
ment of 16 parameters over roughly 350 energy points and
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Figure 3. One-dimensional sections of the PES for the CuNO
system along the 6¢, coordinate for rno = 115 pm and rc, = 230
pm (see also Figure 2).

two external conditions is 633 hccm™'. This value is, by
itself, not representative of the quality of the adjustment,
which should rather be assessed by inspection of graphical
outputs and the comparison with other available experimen-
tal and theoretical data.

Figure 2 shows one-dimensional sections of the PES
along the r¢, coordinate. In the top panel, the section at ryo
= 115 pm and O¢, = 140° (¥ =~ 128°) is shown with the
position of the MRCI (marked with ¢) and coupled cluster
data (marked with %), as well as the values of the analytical
function as a continuous line. The coupled cluster data have
the strongest weight (the smallest uncertainty) and hence
the analytical function is driven to go more closely through
these points instead of the MRCI energy points, which are
located roughly 1000 ic cm™!above the coupled cluster val-
ues (the reason for the discrepancy between the MRCI and
coupled cluster energies has been discussed in [26]). De-
spite the sparse number of coupled cluster energies in this
section, the analytical form sketches the global behaviour
of the PES as expected.

In the central and bottom panels of Figure 2, the sec-
tions at rno = 121 pm, ¢, = 0° (Cu-O-N connectivity)
and O¢, = 180° (Cu—N-O connectivity) indicate the re-
pulsive character of the potential at these linear structures.
Interestingly, the electronic structure calculations seem to
indicate the existence of a high lying local minimum in the
connectivity Cu—N-O. We discuss characteristic points of
the PES below.

In Figure 3, a section is shown along the bending coor-
dinate 0 ¢y at rcy, = 230 pm and rno = 115 pm. The global
minimum of the potential is close to the bottom of the
potential well at an angle of about 130°. The scattered elec-
tronic structure data indicate the high degree of complexity
of the potential energy function. Such a behaviour cannot
be reproduced with a quartic force field [26]. Note that at
Ocy = 0° or 180°, the potential has the expected zero slope.

Figure 4 shows two-dimensional sections of the PES
in the xy plane of the molecule. The geometric centre of
the NO molecule is at the origin of the coordinate system.
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Table 1. Parameters for the global PES of the lowest adiabatic state of CuNO.

i=0 i=iA i=iB i=o0
vgﬁc) parameters CuN
VAO[i/he cm™! 4866.1 a b 22304.9
rAOLYA 1.91023 a b 1.78170
ABO[/A 226324 a b 1.49759
BAO[j]/A~! 0.13534 a b 2.39290
ZAO[i] 1.00000 a b 1.00000
SAO4] 0.00000 a b 0.45543
EAO[)] 0.00150 a b 0.00186
RAOTiVA 6.00000 a b 4.00000
vgc) parameters NO
VBO[i1/he cm™! 53112.1 b a 53112.1
rBO[)/A 1.17148 b a 1.14214
ABO[)/A-! 2.39286 b a 2.75160
BEO[/A! 1.53140 b a 1.53140
ZBO[i] 1.00000 b a 1.00000
SEO1] 0.00000 b a 0.00000
E®O[)] 0.00327 b a 0.00327
RPOLVA 2.50000 b a 2.50000
Switching parameters
RUOLYA 3.00000 a a a
REO[i A 2.50000 a a a
ARO[ A 3.00120 a a a
ABO[ /A 0.10000 a a a
vy, parameters CuO
VAB[i1/he cm™! 216.36 a b 20823.7
Beli] 119.7° - - -
rAB/A c a b 1.75048
AAB[j]/A 0.36788 a b 1.94641
BAB[j]/A! 1.72360 a b 1.00000
ZAB)[{] - - - 1.000007
SAB[] 0.00000 a b 0.00000
EAB[] 0.00247 a b 0.00301
RAP[iV/A 6.00000 a b 3.50000
Fi[i] 8.97068 a a a
DWLiYA! 0.36788 a a a
DPLiyA~! 0.36788 a a a
Fli] —6.15675 a a a
DVLiYA! 0.36788 a a a
DP[i]/A! 0.36788 a a a
Fili] 0.44696 a a a
DA 0.38731 a a a
DPLiyA~! 0.36788 a a a
Fali] 16.0029 a a a
DVLiYA! 2.20619 a a a
DPLiYA! 0.36788 a a a
Fs[i] —15.1888 a a a
DWLiYA! 1.93704 a a a
DP[i]/A! 0.36788 a a a
Feli] 2.90907 a a a
DA 1.17316 a a a
DPLiYA~! 0.36788 a a a
Notes:

“Same value as in column i = 0.
bSame value as in column i = oco.

2 2 . .
et = \/ pAO7 L BOT 9 A0, BO os(90) = 269.1 pm.
d 7Z(AB) replaced by the z(HAC), #BO) | ) function, which has the asymptotic value 1.
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Figure 4. Two-dimensional sections of the PES for the CuNO
system in the xy molecular plane. The origin of the coordinate
system coincides with the geometric centre of the NO molecule,
which defines the x-axis (see also Figure 2). Contour lines of iso-
energetic points differ by 2400 ~c cm~'. Numbers give the values
of energy contour lines in units of zc cm ™. Panel (a) is for ryo =
115 pm, and panel (b) has ryo = 375 pm.

In the first section (panel (a)), one approaches the global
minimum of the PES at approximately —5000 /c cm™! for
x &~ —150 pm and y ~ 170 pm. The existence of a high
lying local minimum can also be inferred from the well at
approximately 10,000 hccm™'at x ~ —270 pm and y = 0.
The second section, with a very extended NO bond distance
of 375 pm, indicates that a second high lying local minimum
structure might exist at around 20,000 ~c cm™', where the
copper atom is enclosed by the nitrogen and oxygen atoms
(in an ‘LS3 structure’, see [26]).

Characteristic points of the present PES are collected
in Table 2. Apart from the aforementioned global and local
minima, we also report, in this table, the asymptotic en-
ergies obtained for the three dissociation channels defined
in Equations (18)—(20). The reaction enthalpies in Equa-
tions (18), (19) and (20) are, respectively, 58.4, 481 and
379 kI mol~!, zero-point energies included in the harmonic
approximation for the ®*Cu'*N'®0 isotopologue . These en-
thalpies are unknown experimentally. The value for the Cu
+ NO dissociation energy agrees with the currently best the-
oretical estimation from [26]. The NO binding energy from
the present representation of the potential energy function
of isolated NO in the (*IT) ground state is 626 kJ mol~!,
which agrees perfectly with the value from the ‘HEAT’ data
set [37]. The CuO binding energy in its (*IT) ground state is
245 kImol~!, which also agrees well with the experimental

data reported in [43] as well as with the theoretical value
from [44]. The CuN binding energy in the (*¥ ™) ground
state is unknown experimentally. The value from the present
theoretical work is 143 kJ mol~" .

Saddle point ‘spl’ links the global minimum (‘min’)
with the higher lying local minimum ‘l-min-1’, the exis-
tence of which is inferred from Figure 4(a). Saddle point
‘sp2’ links the local minimum ‘I-min-2’ with the dissocia-
tion channel CuO + N. Saddle point ‘sp3’ links the channels
NO + Cu with CuO + N and constitutes hence a barrier for
the substitution of N by Cu on the present PES. All these
saddle points are of first order. No first-order saddle point
linking the global minimum and the local minimum ‘I-
min-2" was found. A second-order saddle point was found
around 53,800 hccm™'.

Several remarks are appropriate here: the characteris-
tic points with positive energies described in this table are
interpolations of widely scattered energy points calculated
ab initio; the latter are sparsely distributed in configura-
tion space and suffer, apart from those values calculated at
the coupled cluster level close to the equilibrium structure,
from having a large uncertainty — hence, the values are at
best indicative of the qualitative behaviour of the PES in
these energy regions; also, in energy regions around 10,000
hc cm™'and above, electronically excited states exist in the
asymptotic domain of the channel Cu + NO, which might
become important for the nuclear dynamics in the vicinity
of the characteristic points reported in the table.

We point out that the analytical representation devel-
oped in this work describes the lowest adiabatic PES of the
system. This means that, in the reaction channel of Equation
(20), the corresponding electronic state has triplet charac-
ter, while it is of singlet character close to the three minima
and the saddle point ‘sp1’ described in Table 2. In this sense
the function represents the PES of a post-spin—orbit adia-
batised electronic state. The saddle points ‘sp2” and ‘sp3’
result from interpolations between the several asymptotic
limits and the electronic spin at these points has mixed
singlet and triplet character.

We now turn to the characterisation of the vibrational
spectrum of CuNO around its equilibrium structure. Table 3
gives the wavenumbers of the fundamental and some over-
tone transitions that have been observed in matrix isolation
[24, and references therein]. The theoretical values were ob-
tained from a variational calculation described in Section
2. Here Jacobi coordinates 7, R and y were used at total
angular momentum J = 0, where = 1o, R is the distance
between the Cu atom and the NO centre-of-mass Gyo, and
y is the angle between the vectors pointing from Gno to Cu
and from Gyo to O, respectively. Harmonic oscillator DVR
were used in 7 and R, with 13 and 45 points, respectively; 45
Legendre DVR points were used in y. An energy threshold
of 11,000 zccm™! above the minimum was given. These
settings allow us to obtain vibrational eigenvalues that are

converged to within 1 cm™!,
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Table 2. Collection of key data regarding the topography of the present, global electronic ground-state PES for the CuNO system:
geometries, energies and harmonic wavenumbers of stationary points. Geometries are given in terms of the coordinates defined in [26]
(see also Figure 2), as well as Cartesian coordinates of the Cu atom — the origin of the coordinate system being the geometric centre of the
NO molecule, which is aligned with the x-axis (i.e. x(O)=-x(N)=rno/2).

v Ea 1,.}('ha\rm) b

Site (sym)  reJ/pm Ino/pm feu  Xedpm  yadpm g o~

‘min’ (Cy) 2259 117.1 132.7° —153.3 165.9 —5090 1161 1630 454 238
‘l-min-1" (Coov) 227.1 122.8 180° —227.1 0.0 8571 1748 1671 659¢ 508
‘l-min-2’ (Coov) 2.2 374.2 0° 2.1 0.0 21,960 1748 812 612 87¢
‘Cu+NO’ (Coov) 0 115.0 0° fo'e) fo'e) 0 953 — — 1906
“O+CuN’  (Ca) d+ 178  d(—o0)  180° 00 00 41,098 271 - ~ 543
N+CuO’  (Cay) d+ 175 d(—o00) 0O 00 00 32,400 422 - ~ 344
‘spl’ (Cy) 235 124 170° 231 42.2 9692 968 1515 421 8071
‘sp2’ (Coov) 45.0 505 0° 45.0 0.0 45,714 263 416 55¢ 3331
‘sp3’ (Coov) 430 228 0° 430 0 47,635 94 94 46¢ 444
Notes:

“Harmonic zero-point energy obtained from the sum over all real frequencies.

bNormal coordinates Q defined with respect to the stationary point; harmonic wavenumbers were calculated from second derivatives ﬁjharm) =
1/(2me),/02V /(D Qi); negative second derivatives have imaginary wavenumbers; masses as in Table 3.
“Doubly degenerate mode.
The agreement between the experimental and theoret- 4.2. Water
ical wavenumbers is acceptable, since the values derived For H,0, oxygen is the central atom C, while A and B are
from matrix isolation spectroscopy can vary by more than hydrogen atoms. The molecule is described by the coordi-
100 cm™ ! from gas-phase values [45]. Also the isotope shifts nates 71 = 740, 1, = B0 and ¢, the HOH bond angle.
are in agreement. In [24], mode 2 was attributed to the Because of symmetry, parameters involving the AC bond
stretching vibration of Cu against NO, while mode 1 was must equal those of the BC bond. Details on the ab initio
attributed to the bending motion. We have clear evidence calculations are given in Section 2.
from inspection of the vibrational wave functions expressed The following reactions take place in the lowest adia-
in Jacobi coordinates that the attribution must be inverted: batic PES:
mode 1 is the stretching mode (in R), while mode 2 is the
bending mode (in y). Note that the Jacobi coordinates are ('A)H,0 = *P)O + (1 =) H, 1)
. . . g ’
not very different from the valence coordinates, where N is
the central binding atom of the complex. The isotope shifts ('A))H,0 = ®S)H + (*IT) OH (22)
confirm that N is indeed to be looked at as being the central
i i i 2 2 3 1
atom, since mode 2 varies considerably upon replacement (GMOH + (S)H = (P)O + ( Eg) H,. (23)

of 1°0 by 120.

Table 3. Experimental and theoretical vibrational term values (in cm™') for several CuNO isotopologues. Experimental data from
matrix isolation spectroscopy [24, and references therein]. Theoretical values from a variational calculation (see the text) at total angular
momentum J = 0 using the PES derived in this work. Masses used are 14.003 070 u and 15.000 109 u for nitrogen-14 and nitrogen-15,
15.994915 u and 17.999 161 u for oxygen-16 and oxygen-18 and 62.9296 u for copper-63.

BSCuNI6 O By NIB0 BCuSN60
Level” Description exp. theor. exp. theor. exp. theor.
3! Cu—N stretching 278 240 269 232 277 238
2! Cu-N-O bending 452 448 450 442 440 438
22 896 8917 890 909 872 907
1! N-O stretching 1587 1610 1545 1567 1560 1582
12 3142 3202 3061 3117 3088 3147

Note:
“Level attribution following the suggestion from [24]; we find that, for ®3Cu'#*N'€0, the level at 892 cm~! is a strong resonance between 2% and 2'32.
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The reaction enthalpies are A H; = 485.80 kJ mol~! for
the Hj-elimination reaction of Equation (21), A Hy; =
492.12 kJ mol~! for the simple bond cleavage reaction
of Equation (22) and A H = —6.32 kJ mol~! for the
Hj-abstraction reaction (Equation (23)). These data are
from [37]; the enthalpy of the OH bond cleavage corre-
sponds to Dy = 41138 hcem™', which is only 8 cm™!
lower than the currently best estimation of Dy from high-
resolution spectroscopy [46]. When zero-point energies are
added (anharmonic values, from [37]), the following val-
ues are obtained for the dissociation energies in Equation
(21) D(r(21)) = 43,097 hccm™'and D.(r(22)) = 43,940
hcem™'in Equation (22). The lowest dissociation channel
of water described by Equation (21) involves a spin change
and the ‘post-spin—orbit-adiabatised’ PES should have a
barrier. The second lowest dissociation channel, Equation
(22), is barrierless — it goes over a conical intersection, if
constrained to linear geometries [47,48]. The abstraction
reaction described by Equation (23) has a lowest barrier at
linearity in the triplet state, which is calculated in [49] to
be about 4900 /¢ cm™~'above to the O + Hj exit channel.

In order to account for all these reaction channels, we
first adjusted separately the parameters that define the di-
atomic potentials v,, of the OH and H, dissociation pro-
ducts. The columns 7 = oo in Table 4 list these values.

The remaining parameters were then adjusted to min-
imise the merit function in several steps. Throughout these
steps, the parameters describing the equilibrium geometry
(rA© = rBO as well as ¥.) were fixed to the values ob-
tained in [50] and the £ as well as the R, parameters were
internally correlated in the model such as to reproduce the
Cs coefficient in water, the magnitude of which was esti-
mated in [51] from the London formula using atomic po-
larisabilities and ionisation potentials. The value resulting
from the parameters given in Table 4 is C¢(H-OH) = 0.677
aJA®. We note here that it was not possible to adjust the E
and R, parameters unambiguously. Indeed, reasonable fits
may also be obtained for £ = 0. This is in line with findings
in [52], where the impact of forms bearing the asymptotic
7~% dependence on the general behaviour of the potential
function is shown to be very small. However, as the actual
form of the potential sas the mentioned dependence be-
cause of general theoretical conjectures, irrespective of the
capability of the parameters to be adjusted, we decided to
fix and correlate the parameters as given above.

In the first step, the B, Z, S and DE.A) parameters were
fixed to some reasonably set initial values and the ad-
justment was carried out with the A = 100 value in the
Levenberg—Marquardt algorithm. In the second step, these
parameters were allowed to vary, together with the remain-
ing variable parameters, with A = 1.1. We emphasise the
variation of the ‘intermediate’ parameters of the three-body
potential vy, . Their variability represents a powerful addi-
tional flexibility in the representation of the PES at quite

highly energetic configurations that are intermediate be-
tween the H,O and PP)O + H, limits. The ‘switching’ pa-
rameter R, was varied manually and the value R, = 150
pm was found to be optimal. In the polynomial expansion
of Equation (9), kr(r’,QX could be limited to 2.

When we evaluated the quadratic force field resulting
from this field, we found that it is too weak when com-
pared with the quadratic force field from [50, Table XV
therein, column V*™P]. In the third step, the adjustment was
hence constrained to yield the quadratic force field from
that work. This was done by determining analytically the
quadratic force field terms of the present representation as
functions of the adjustable parameters. These functions are
highly complicated and we refrain from reproducing them
here. The constrained fit was carried out with the extended
version of the Levenberg—Marquardt algorithm [38].

The resulting representation of the PES was then used in
the aforementioned variational program to calculate the an-
harmonic vibrational spectrum (at.J = 0). For H,O we used
Radau vectors defined such that the oxygen atom is close to
the canonical point, yielding two symmetrical Radau vector
lengths 7, and r, for the stretching coordinates. Harmonic
oscillator DVR were used in 71 and r;, each with 29 points,
and 39 Legendre DVR points were used in y, the angle be-
tween the two Radau vectors. An energy threshold of 50,000
hc ecm™'above the minimum was given. These settings al-
low us to obtain vibrational eigenvalues that are generally
converged to within 1 cm™! for terms up to 20,000cm™~".
The resulting term values fall systematically lower than the
experimental values. However, we found that by manually
upscaling the values of the quadratic force field from [50],
we could obtain a rather satisfactory description in the lower
region of the spectrum. The final parameter values are those
reported in Table 4. Vibrational eigenvalues are reported in
Table 6 and will be discussed below. The C»,, quadratic
force field constants corresponding to the parameter values
given in Table 4 are F';; = 8.52344 al/A?, F1, = 0.375259
al/A, Fy = 0.727258 aJ and F33 = 8.86312 aJ/A2.

The weighted root-mean-square deviation of a final ad-
justment of 12 parameters over 1650 energy points and
four external conditions is 630 zc cm™'. More specifically,
energies falling in the range from 0 to 5000 Accm™'are
reproduced with an average error of 100 zc cm™!; the aver-
age error is 300 and 700 /c cm™! for energies falling in the
range of 5000-10,000 and above 10,000 k¢ em™ !, respec-
tively. These errors and their distribution are comparable
with the estimated uncertainties of the ab initio data dis-
cussed above. The quality of the fit will be assessed in
the following by comparison of graphical outputs and the
discussion of the characteristic points as well as of the vi-
brational spectrum.

Figures 5 and 6 show one-dimensional sections of the
PES. The analytical function is drawn as a continuous
line. Symbols indicate the position of the energy points for
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Table 4. Parameters for the global PES of the lowest adiabatic state of H,O.

i=0 i =iA i=1B i=00
vgﬁc) parameters HO
Ve(AC)[i]/hc cm™! 29212.5 a b 37374.4
rAOLY/A 0.95870 a b 0.96700
AAO[]/A! 2.67869 a b 2.26626
BAO[j]/A~! 0.08386 a b 1.37418
ZAO[] 1.00000 a b 1.00000
SAO[{] 0.00000 a b 0.00000
EXOI] 0.00063 a b 0.00281
RYAOTiVA 3.50000 a b 2.50000
Switching parameters
RUAOI/A 1.50000 a a a
ARO[ /A 3.81285 a a a
vy, parameters HH
VE(AB)[i]/hc cm™! 22942.2 13103.5 c 38279.9
Beli] 104.5° - - -
r(AB)/R d 0.56649 c 0.74140
ANB/A! 0.79198 0.94499 c 2.65000
BAB[j]/A! 0.02415 0.45597 c 2.65000
ZAB[{] — — — 1.00000¢
SABI[1] 0.00000 0.00000 c 0.00000
EABI[1] 0.00029 a a 0.00131
RMLiYA 4.00000 4.00000 ¢ 2.50000
Fi[i] 0.78771 2.87986 c 0.00000
DVLiYA! 0.13534 a a a
Fyli] —0.29986 —1.23094 c 0.00000
DVLiYA! 0.13534 a a a
Notes:
4Same value as in column i = 0.
bSame value as in column i = oo.
“Same value as in column i = iA.
d BB = \/réAC)2 + réBC)z — 27890 cos(e) = 151.6 pm.
¢ ZAB) replaced by the z(AO), BO) 9 function, which has the asymptotic value 1.
several electronic states and the two different levels of the- the MRCI points of the lowest ' A’ state toward dissociation;
ory used in this work. The merging of the CCSD(T) and the closed lying excited states shown in this figure converge
MRCI points succeeds well. In the top panel of Figure 5, at toward the same asymptote while keeping the order ECA")
a bent geometry, the analytical function follows smoothly < E(*A”) < EGA’). For linear geometries (Figure 5(b)),

Table 5. Collection of key data regarding the topography of the present, global electronic ground-state PES for the water molecule.
Geometries, energies and harmonic wavenumbers of stationary points. Geometries are given in terms of the coordinates | and r,, the two
OH bond lengths, and ¥, the HOH angle. We also give the Cartesian coordinates of H atom number 1, supposing that H atom 2 is located
on the positive x-axis, while the oxygen atom is at the origin of the coordinate system. See also legend to the footnotes of Table 2. Masses
used to calculate normal wave numbers are from Table 6.

v E¢ ‘j(.harm)h
Site (sym) m/pm r2/pm v Ty /pm i /pm hcem™ ke c:'l:fl cjm’]
‘min’ (Cay) 95.9 95.9 104.5° —24.0 92.8 0 4780 4013 3871 1676
‘H+OH’ (Cwy) 00 96.0 0° 00 00 43,934 1854 — — 3707
‘O+Hy  (Cay) d+ 7414  d(— o0) 0° 00 00 43,081 2198 - - 4395
‘spl’ (Ca) 167.9 167.9 50.9° 138.3 95.3 48,830 2306 2977 1636 13791
‘sp2’ (Coov) 254.8 139.4 0° 254.8 0.0 54,561 878 1260 248 25541

‘sp3’ (Doon) 96.7 96.7 180° 96.7 0.0 11,770 3832 3965 3699  1645i¢
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Table 6. Experimental and theoretical vibrational term values (in cm™!) for 'H1®O. Masses used in column ‘this work’ are 15.994915 u
for oxygen-16 and 1.007 825 u for hydrogen-1. Label A is the symmetric and label B is the anti-symmetric species upon hydrogen

permutation.
Level” Label Exp. Ref.

[197° [6] or [54]¢ [55] this work
2! A 1594.75 [6] 1596 1596.4 1595.5
2? A 3151.63 [6] 3148 3154.5 3153.7
1! A 3657.05 [6] 3656 3657.4 3661.0
3! B 3755.93 [6] 3754 3755.9 3757.7
23 A 4666.79 [6] 4672 4670.9 4670.7
112! A 5234.98 [6] 5235 5236.8 5222.7
2131 B 5331.27 [6] 5331 5332.9 5308.7
24 A 6134.02 [6] 6270 6139.6 6140.1
1122 A 6755.09 [6] 6774 6778.3 6749.8
2231 B 6871.52 [6] 6874 6874.3 6825.8
12 A 7201.54 [6] 7261 7202.5 7210.2
113! B 7249.82 [6] 7316 7250.4 7250.9
32 A 7445.05 [6] 7472 7444.9 7450.6
23 A 7542.44 [6] - 7550.4 7551.1
1123 A 8273.98 [6] - 8278.9 8238.1
2331 B 8373.85 [6] - 8377.9 8305.6
122! A 8761.58 [6] - 8763.7 8745.5
112131 B 8807.00 [6] - 8808.9 8780.6
26 A 8869.95 [6] - 8880.9 8882.7
2132 A 9000.14 [6] - 9001.6 8963.7
27 A 10086 [55] 10086¢ 10100 10099
3 A 10600 [6] 10600 10600 10637
3, B 10613 [6] 10613 10614 10646
3; A 10869 [6] 10869 10870 10922
3 B 11032 [6] 11032 11032 11023
28 A 11254 [55] 11253¢ 11267 11217
2° A 12534 [55] 12533¢ 12546 12404
210 A - 13857¢ 13870 13736
4, A 13828 [6] 13828 13828 13948
4, B 13831 [6] 13831 13831 13948
44 A 14221 [6] 14221 14222 14337
4, B 14318 [6] 14318 14319 14401
45 A 14538 [6] 14538 14537 14533
21 A - 15295¢ 15307 15183
212 A - 16824¢ 16834 16716
5 A 16898 [55]¢ 16890¢ 16897 17150
5, B 16899 [55]¢ - 16898 17150
5; A 17458 [6] 17458 17458 17672
54 B 17496 [6] 17496 17495 17685
Ss A 17748 [6] 17748 17748 17915
56 B - [6] 17949¢ 17947 17957
Notes:

“Level attributions from the analysis of wave functions determined in this work, where available; attributions indicate the most important normal mode
product state; when such a clear attribution is not possible, i.e. due to a very strong mixing of modes in the wave function, the ‘polyad” structure label N; is
given, following [8], where N =m + n + k/2; here, m and n are the ‘local mode’ quantum numbers related to the OH stretching overtones, and & is the
quantum number of the bending mode (normal mode 2); for the polyad states given in this table, the bending quantum number kisOandj=1,...,N + 1.

bTheoretical values in this column are from [19]; theoretical values from [6] or [54] are not given explicitly here and agree within 0.1 cm™

the experimental value.

“Values indicated with the superscript ¢ are from [54], where the value 16890 cm~! is given as the experimental band centre of the 5, state.

or better with
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Figure 5. One-dimensional sections of the PES for the H,O
molecule along the 7| coordinate. Legend: (a) r, = 96 pm and ¥
= 105°; * CCSD(T) - 'A’; & MRCI - 'A’; O MRCI - 3A’; A
MRCI - 'A”; 0 MRCI - 3A”; (b) , = 96 pm and & = 180°; *
CCSD(T) - 's+; & MRCI- 'S *; O MRCI - *IT; A MRCI —
1.

the 'A’ state becomes a £ T state which correlates with
the 2X * excited state of OH, and the 'A” state becomes
one component of a IT state (the other component being
the second ' A’ state). There is hence a conical intersection
which, for 7, = 96 pm, occurs at about »; = 155 pm. In
the same region, there is a 3T state interfering. The ana-
lytical function can be interpreted as a model either for a
post-spin—orbit adiabatised PES or for the smoothed cone
of the conical intersection in this region.

The smoothed cone is also visible in the two-
dimensional section of Figure 7(a), which shows contour

w
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Figure 6. One-dimensional section of the PES for the H,O
molecule along the HOH bond angle ¥ at OH bond lengths of
96 pm (see also Figure 5(a)).
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Figure 7. Two-dimensional sections of the PES for the water
monomer in the xy molecular plane. The coordinates indicate the
position of the first H atom. The oxygen atom is positioned at the
origin of the coordinate system. The second H atom is located on
the positive x-axis. Contour lines of iso-energetic points differ by
3000 hc cm™!. Numbers give the values of energy contour lines in
units of hcem™'. (a) 7, = 96 pm; (b) 7, = 145 pm.

lines of iso-energetic points as a function of the Cartesian
coordinates of hydrogen atom 1 drawn in the molecular
plane at a frozen distance of 96 pm between hydrogen
atom 2 and the oxygen atom. These figures indicate also
the presence of several characteristic points which are sum-
marised in Table 5. The barrier to linearity (‘sp3’) at 11,770
hcem™lis about a factor of 1.055 larger than the perhaps
best current theoretical estimation [14].

From Table 5, we see that the asymptotic energy for the
reaction channel of Equation (22) is only 6 4c cm™'above
the value obtained from the HEAT data set [37]. When
the difference of harmonic zero-point energies is sub-
tracted, one obtains Dy = 41,008 ic cm™!. The anharmonic
zero point energies from the present variational calcula-
tions are 4679 hccm~for H,O and 1825 hiccm™for the
OH radical in their respective ground states. The subtrac-
tion of the anharmonic zero-point energy difference yields
Dy = 41,080 hcem™', which is an acceptable value com-
pared to the result obtained from the HEAT data set as well
as with the experimental value 41,146 hccm™! from [46].
Apart from the rescaling of the MRCI points used for the
adjustment, no additional constraint was imposed on the
parameters with regard to the asymptotic energies.

The minimum energy paths starting at the saddle points
‘spl” and ‘sp2’ were calculated by point-wise numerical
evaluation of the gradient; starting directions given by the
eigenvector of the Hessian matrix with the largest imag-
inary frequency. The results are shown in Figure 8. The
saddle point ‘sp1’ at g, = 0 in Figure 8(a) approaches the
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Figure 8. One-dimensional sections of the PES for the H,O
molecule along the minimum paths for the H,-elimination (reac-
tion (21), panel (a)), and the for the H,-abstraction (reaction (23),
panel (b)); symbols indicate energy points calculated ab initio after
the adjustment procedure and serve as testing points. Legend: (a)
H, elimination (C5,); ¢ < 0 ('A1)H;0; ¢ > 0 (P)O + (= )Hy;
& MRCI-'A;; O MRCI-3A;; A MRCI - 'B;; O MRCI - *B;
x MRCI — A - second state; (b) Hy-abstraction (Cuey); ¢ < 0
(MOH + (*S)H; ¢ > 0 (CP)O + ('£))Hy; © MRCI-'E"; O
MRCI - *TT; x MRCI-'TI.

minimal energy point of the crossing seam between the sets
of the lowest singlet and triplet energy points. The analyti-
cal function describes nicely the lowest energy points. The
minimum path turns out to conserve C,, symmetry. The
reaction coordinate g, measures the accumulated distance
from the concerted variation of the position of all particles
along the minimum reaction path. Negative values of ¢, give
the direction of the H, O minimum, and positive values give
that of the CP)O + H, fragments. The energy profile from
left to right describes hence the H,-elimination reaction of
Equation (21). Energy points were calculated ab initio a
posteriori and were not used to adjust the parameters of the
analytical function.

Similarly, for the H,-abstraction reaction of Equation
(23), shown in Figure 8(b) from left to right, the energy
points calculated ab initio were not used in the adjustment
procedure. The analytical function models very well the cal-
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culated energy profile on the triplet state — singlet and triplet
energies may be considered to be approximately degenerate
in the (*TT)OH + (>S)H limit for negative values of g;, the
spin—orbit splitting being 226 hc cm™'[53]. The barrier en-
ergy from left to right is 10,618 hc cm™!(9642 hc cm™'with
harmonic zero-point energy correction), which is about a
factor of two larger than the barrier calculated in [49]. The
present, scaled MRCI energy data yield a 'D to P en-
ergy difference of roughly 16,100 zccm™'on the oxygen
atom, which agrees with the experimental value [53], when
the spin—orbit splitting is neglected. It is worth mentioning
that Davidson corrected energies yield a barrier for the H;
abstraction that is roughly 1000 ~c cm™! smaller than the
value given in Figure 8(b).

We now turn to the discussion of the vibrational
spectrum of H,O. Table 6 gives the complete set of
wavenumbers up to 10,000cm~!. Experimental band cen-
tres are from the compilations given in [6] and [54]. The
theoretical values were obtained from a variational calcu-
lation using Radau coordinates as explained above. Con-
vergence is to within 1 cm™' or better for all wavenumbers
from the present work reproduced in this table. Differences
to experimental values are smaller than 4 cm™! for the
first five levels and somewhat larger for higher levels, but
never exceedingly large. The predictability of the poten-
tial is quite modest, when compared to the values obtained
from recent models determined from ab initio calculations
[14,55], or spectroscopically [6,54]. On average, it performs
better than the representation proposed in [19], with which
it can be best compared both because of the underlying
concept and the relatively similar number of adjustable pa-
rameters - about 25, here, in contrast to 480, in [6] and alike.
We shall review this performance in the general discussion
in Section 5.

In spite of their lower accuracy, the calculated term val-
ues shown in Table 6 allowed us to achieve a qualitatively
safe analysis of the wave functions and the correspond-
ing label attribution. We concentrate here on the levels of
nearly degenerate states having a constant value of N = n
+ m, where n and m are the local mode quantum num-
bers of the OH stretching vibrations introduced by Lawton
and Child in a Faraday discussion meeting of the Royal
Chemical Society [56]. These authors introduced the nota-
tion |(n, m)*) = (jm, n) % |n, m)) /2 (for n > m) and |(n,
n)*) = |n, n). This notation has been extensively used for
water, in particular in [46], for high lying states, because
local modes seem to represent better the nodal structure of
the vibrational levels which appear in pairs of symmetric
(A) or anti-symmetric (B) species with respect to the per-
mutation of the two hydrogen atoms, rather than in the nor-
mal mode picture of spatially delocalised states, adopted,
for instance, in the lower part of the spectrum in Table 6.
The energy splitting in a pair decreases with increasing en-
ergy, by which the localisation along one of the bonds is
augmented.
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Martin Quack made a comment, in the same discus-
sion [57], where he put forward the concept of a global
vibrational state, which is a superposition state resulting
from strong anharmonic resonances between the nearly de-
generate states, rather than normal or local mode states.
The investigation of strongly anharmonic resonances be-
tween the CH stretching and bending vibrations in substi-
tuted methane molecules and other compounds has been
one of the main activities in his group since then (see, for
instance, the reviews in [58,59]), and the concept of the CH-
stretching and bending polyad quantum number N has be-
come central to the work of many of his future co-workers.
In water, the aforementioned level of N nearly degenerate
states might be extended to a larger set of N=m + n +
k/2 close lying states, where & is the quantum number of
the bending mode. We found that, quite in agreement with
[60], the local mode coupling scheme for k£ = 0 is perti-
nent to all states below 20,000 ~ccm™!, and that energy
flow out of the OH stretching manifold is relatively poor
(but not absent). Pure bending states remain quite isolated
because the 2:1 resonance condition lacks to be satisfied
(see Table 6). Nevertheless, for the states defining ‘pure-
OH-stretching’ polyads N =3 and 4 (with N=n + m and
k = 0), the coupling among the local mode states is strong,
and a state notation such as that introduced in [8] for the
overtone spectrum of CHD3, where the N + 1 states of
such a polyad would be labelled Ny, .. ., Ny + 1, depending
on their relative energy order, might be more representative
of the physical situation — possibly with an additional dis-
crimination of A and B blocks. The levels in Table 6 follow
this pattern well, with somewhat similar energy splittings
as the experimental levels. For polyad N = 5, however, the
local mode picture seems to become more representative of
the nodal distribution, with a pair level splitting converging
to values that are clearly smaller than 1 cm™!.

The results from Table 6 are qualitatively in line with
other results published so far, and we believe that this
agreement can be extended to the dissociation region. In
Figure 9, we show a two-dimensional contour plot of the
potential in the (r1, ¥) space. Contour lines are indeed very
similar to those presented in Figure 2 of [6], or Figure 4(b)
of [55], in particular, when the sections at 12,000, 17,000
and 47,000 Accm™'are compared — in Figure 2 of [6], as
well as in Figure 4(b) of [55], the values given correspond
to the wavenumbers of the eigenstates, to which the zero-
point energy of about 5000 /¢ cm™'must be added to obtain
the value of the contour line.

5. General discussion

The quality of a PES, or of its functional representation,
is ultimately assessed by means of the accuracy of here-
with calculated vibrational term values or reaction cross
sections. While no attempt has been made, in the present
work, to calculate reaction cross sections for the title sys-

r, / (100 pm)

Figure 9. Two-dimensional section of the PES for the water
molecule system as a function of 7, and ¢ for r, = 96 pm. Contour
lines of iso-energetic points differ by 5000 zc cm~'. Numbers give
the values of energy contour lines in units of sccm™'. See also
Figure 2 in [6] for a direct comparison.

tems, the obtained vibrational spectra of the water molecule
are clearly less accurate than those calculated from the cur-
rently best available representations. In this section, we dis-
cuss this issue in the general context of the fitting of PES
representations and give a special account of the status of
the water molecule, without aiming at giving a thorough
review for this benchmark system.

PES representations that are accurate with respect to vi-
brational term values are traditionally chosen to be polyno-
mial expansions around the lowest molecular equilibrium
structure. Such functional forms have been used, for ex-
ample, in the work of Halonen and Carrington [60], which
reproduced parts of the vibrational spectrum to up to 18,000
with a root-mean-square deviation of 5.4 cm~' (for 54
terms). As another example, we recall here the work of
Polyansky et al. [22], which was later improved by an ex-
tended expansion [61] (about 1 cm ™! for 63 vibrational band
origins to up to 25,000 cm ™). In these examples, expansion
coefficients are determined directly from adjustments to ex-
perimental rovibrational line positions. In other examples,
the expansion coefficients are obtained from the adjustment
to ab initio calculated energy points. Both the quality of the
ab initio data and the flexibility of the expansion in describ-
ing these data will influence the quality of the calculated
vibrational spectrum. Specifically for the water molecule,
the progress achieved in the past 20 years is impressive.
Among the more recent PES derived purely from ab initio
calculations, we mention the work of Barletta et al. [14]
and Csaszar et al. [55]. Some values from [55] are reported
in Table 6. Both PES were obtained from multi-reference
configuration interaction calculations and include core and
valence correlation, as well as effects from scalar relativistic
corrections — in [14], effects from quantum electrodynam-
ics and diagonal Born—Oppenheimer corrections have also
been included. For brevity, we do not reproduce in Table 6
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values from [14], which are similar to those from [55]. The
analytical representation from [55] is given there as based
on flexible functions defined in [52], although it is not clear
which functions are meant. It allows anyway to obtain vi-
brational term values to up to the dissociation threshold.
The calculated dissociation energy is reported there to be
37 cm™! below the experimental value from [46].

Despite this enormous progress, pure ab initio derived
PES do not yield vibrational term values that reach spectro-
scopic accuracy. Additional experimental refinement was
necessary to reduce the size of residuals. In the PES de-
rived by Partridge and Schwenke [50], line positions and
intensities were used to refine a polynomial expansion rep-
resentation initially determined from ab initio points cal-
culated at the multi-reference configuration interaction and
coupled cluster level of theory (the latter to account for core
correlation). The resulting representation yields root-mean-
square deviations for 105 vibrational term values to up to
25,000cm™! of about 0.3 cm™!. A slightly different fitting
strategy has been used by Shirin et al. [15], Bubukina et al.
[54] and finally in the aforementioned work of Polyansky
et al. [6]. The latter is based on the original work from [50]
and yields a root-mean-square deviation of about 0.1 cm™!
for 146 vibrational term values to up to 40,000cm~". It also
yields resonance states observed just above the dissocia-
tion threshold. See also Table 1 in [6] for a more complete
overview and the present status of spectroscopically deter-
mined PES for the water molecule.

So far, none of these representations of the water
molecule have been used, to our knowledge, for scatter-
ing calculations, because they are not easily extrapolated
to the asymptotic regions of scattering states, as they are
set up as polynomial expansions which have a theoretically
limited definition range. Despite the fact that the more re-
cent representations do reproduce vibrational term values
to up to the dissociation, yielding highly accurate dissocia-
tion energies and allowing us even to rationalise resonance
states above that, they are not necessarily fully global. It is
not clear, for instance, how they would describe the reaction
defined in Equation (23), or the full singlet variant thereof
[21,62], which take place in the same energy region as the
simple bond cleavage. PES representations that are used in
scattering calculations have mainly been derived from ab
initio calculations, and we mention here the calculations in
[48,49]. It is not clear whether the latter can also be used to
faithfully reproduce vibrational (overtone) spectra.

Fusing representations that would guarantee a high level
of accuracy of spectroscopic data and that would simulta-
neously account for reactions [62,63] was very elegantly
accomplished by Varandas and collaborators [20,21,64].
These global representations do not allow us to reproduce
vibrational term values at the same level of accuracy than
the aforementioned representations from [6,55], as they
used older forms from [22,61] for the spectroscopically
relevant parts. It could be that, if recast on the basis of

the more recent polynomial forms, these energy switched
forms could be rendered significantly more accurate. How-
ever, the switching is somewhat critical. As can be seen
from Figure 9 in [21] — the effect is even more pronounced
in Figure 4 from [20] — the representation of the OH bond
cleavage reaction yields a barrier when the H-OH angle is
in the vicinity of its value at equilibrium, quite in contrast
to the result from the present work shown in Figure 5(a).
That barrier seems to be artificial. The switching of pa-
rameters between different regions of configuration space,
either via an energy criterion as used in [20,21,64] or using
a geometrical criterion as implemented here, bears the risk
of creating artificial features on the PES. As a general rule,
the fewer the adjustable parameters, the easier it is to avoid
artificial features. As demonstrated by the several sections
of'the PES of water in Section 4.2, in particular the sections
of Figure 8, where the shown ab initio data were not used
to adjust the parameters, the present global representation
of this PES has indeed no apparent artificial corrugation
and represents faithfully the behaviour of the PES expected
from the ab initio calculations.

Restricting the number of adjustment parameters not
only helps to obtain smooth functions, but it can also prove
to be crucial for the fitting of a PES representation di-
rectly to vibrational term values, as demonstrated by Lew-
erenz and Quack in the aforementioned work [8], where
the whole overtone spectrum of CHD3; was modelled by
a three-dimensional representation of the PES for the CH
stretching and bending vibrations that used only seven ad-
justable parameters while giving a quantitatively poor, yet
qualitatively correct reproduction of the ab initio calculated
PES for this system.

The strategy developed in this work to derive global
representations of PES follows the concept of Lewerenz
and Quack. The accuracy of the representation is mod-
est, because both fit to the primary data used to derive the
PES, as the primary data themselves do not correspond to
the state-of-the-art criteria discussed above. We recall that,
while only 25 parameters are used for the water molecule
PES in this work (13 parameters actually for the i = 0,
iA and iB limits in Table 4), the representation from [6]
makes it necessary to use about 480 parameters. The ab
initio methods used in this work are themselves of modest
quality when compared to the methods used, for instance,
in [14,55]. However, at the moment, more elaborate meth-
ods can hardly be improved for systems such as copper
nitrosyl, and the current data enable us to draw a phys-
ically sound idea of the PES. Also, no attempt was yet
made to adjust the representations developed in this work
directly to experimental values from spectroscopy or ther-
modynamics. The modest accuracy of the water vibrational
spectrum from the present representation stems from a sim-
ple try-and-error procedure related to the scaling of and
the conditioning to the quadratic force field. Also, no at-
tempt was made to condition the dissociation energy to the
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experimental value. In this respect, the achieved deviation
of 65 cm™! from the experimental value is not too bad,
either. We trust that if the experimental band centres were
used as additional elements in the merit function, or if en-
ergy points from more accurate ab initio calculations were
used, the predictive power of the present, very compact rep-
resentation could be considerably improved, perhaps at the
price of an increased number of adjustable parameters for
the sake of a more flexible analytical form. An increase of
flexibility can be easily obtained, e.g. by adding terms in the
polynomial expansion of Equation (9), or in the damping
functions d™(rA9) or 4™ (B9 in Equation (11).

We mention finally that the functional forms of the two-
and three-body potentials developed in this work can eas-
ily be incorporated as building blocks of representations of
PES of larger polyatomic molecules following ideas from
previous work [10,17]. For instance, the v, term in Equa-
tion (2) may replace the fyxy, term in Equation (2) of [10];
the x;; coordinate defined in Equation (19) of the latter may
be replaced by the vy, term in Equation (7), or related ex-
pressions that can be used in symmetry adapted [18] poly-
nomials such as those given in Equations (26)— (28) in [17].
Further work following these ideas is foreseen.

6. Conclusions

Global analytical representations of PES for the motion of
the nuclei in molecular environments should meet the fol-
lowing criteria: they should be flexible enough to account
for the different types and scales of interactions encoun-
tered in molecular systems; they should be robust to avoid
unnecessary and unphysical corrugation in regions of the
nuclear configuration that are poorly sampled with data;
they should be compact as to avoid inflation of correlated
adjustable parameters; and they would ideally be used to
describe in a realistic way experimental observables from
quite distinct domains, namely (bound state) vibrational
spectroscopy and (continuum state) scattering experiments.

Examples of analytical representations that satisfy all
these criteria are rare. A prominent example is the global
PES of water from Sorbie and Murrell [19]. This function
served as prototype function in later developments (see,
for instance, [1,4,5], and references therein), but it has the
inconvenience of bearing cusps, hence of not being analy-
tical in the full configuration space. Furthermore, its form
is rather rigid and it probably does not easily account for
complex interaction patterns. Indeed, there is a need to
develop further global analytical representations that could
be used to describe in a compact way both bound states and
continuum states properties of a general molecule.

In the present work, such a new development is pro-
posed. It is based on a combination of two- and three-body
terms which, by themselves, constitute robust terms of the
type of the Morse potential [12]. The two-body terms are
novel extensions of the original Morse function, which yield

a more realistic description of the potential in both limits
of zero and infinite distances between the interacting atoms
or molecular fragments — at the dissociation asymptote, the
theoretically expected 7~® behaviour for neutral bond cleav-
age is naturally recovered. The three-body interaction term
introduces an original embedding of the angular depen-
dency in an otherwise typical two-body functional form;
the new expression is a very robust, yet flexible function.

The general formula is then applied to the very different
case studies of the water monomer and the copper nitrosyl
complex. For the latter, the proposed analytical represen-
tation yields the first global PES. The agreement between
calculated vibrational spectra and values from matrix iso-
lation spectroscopy is very satisfactory. The currently best
estimate of the binding energy from previous ab initio cal-
culations [26] is well captured by the analytical formulae,
as well as the complicated form of the bending potential.

The high degree of flexibility of the analytical formula
is demonstrated by its overall relatively successful adjust-
ment as a global PES of the adiabatic lowest electronic state
of the water monomer. The very compact representation ob-
tained in this paper is adequate to be used for the simulation
of H and OH scattering in mixed singlet and triplet channels
at low relative translational energies. As a new aspect, the
H;-abstraction reaction in Equation (23) can be modelled
with a representation of the PES that approaches qualita-
tively data from overtone spectroscopy. Reaction barriers
as well as dissociation energies and vibrational term val-
ues are well grasped, even if the calculated values are not
state of the art. The adjustment was limited here to data
from modest quality ab initio calculations, for the sake of
brevity. We trust that if higher quality data are used, or if
the deviations of calculated vibrational term values from
experimental band centres are explicitly included into the
merit function, the quality of the present representation of
the water monomer PES may be systematically improved in
a way that was somewhat paved by previous work of Martin
Quack and co-workers [8—10]. The special analytical form
proposed here is adequate for this purpose, because of its
compactness, robustness and flexibility.
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Chapitre 11

H>0O- .- HF, un systeme modele
pour I’étude de la liaison

hydrogene

Dans ce chapitre, seront présentés les travaux réalisés au cours de cette these quant au
développement d’une nouvelle surface d’énergie potentielle (SEP) analytique pour les
complexe formé par une molécule d’eau et une molécule de fluorure d’hydrogene. Cette
nouvelle SEP analytique se base en partie sur les travaux présentés aux Chapitres 9
et 10. Ces travaux de développement d’'une SEP analytique pour H2O - -- HF n’ont pas

encore fait I’objet d’une publication et sont encore en cours de finalisation.

Dans le complexe HoO - - - HF | la molécule d’eau et la molécule de fluorure d’hydrogene
sont liées par liaison hydrogene. D’apres la définition de I’ International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC) : "La liaison hydrogeéne est une interaction attractive
entre un atome d’hydrogene d’une molécule ou d’un fragment moléculaire X — H dans
lequel X est plus électronégatif que H, et un atome ou un groupe d’atome dans la méme
molécule ou une molécule différente, dans laquelle il existe une preuve de la formation
de liaison." [179]. Bien que la liaison hydrogéne soit connue depuis un siécle (d’apres
Pauling [180], la premiere mention date de 1912 [181]), son étude continue de faire

I'objet de nombreux travaux expérimentaux comme théoriques [182].

Le complexe HoO - - - HF est un systéme prototype de choix pour I’étude de la dynamique
de la liaison hydrogene du point de vue quantique, et ce jusqu’au transfert du proton.
Avec seulement cing atomes, il est envisageable de mener une étude de la dynamique de
ce complexe en prenant en compte les neuf degrés de liberté dans les limites des capa-

cités actuelles de calculs de dynamique quantique moléculaire [183, 184]. Pour effectuer

124
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une telle étude, I'obtention préalable d’une SEP analytique, idéalement globale, spec-
troscopiquement précise est requise. Au cours de cette these, des travaux concernant
le développement d’une telle représentation analytique ont été effectués. Les travaux
présentés dans la suite de ce chapitre concernent le développement d’une représentation
analytique locale de la SEP de HsO - - - HF autour de la géométrie d’équilibre, premiére

étape dans le développement d’une représentation globale.

Dans la section 11.1, les notations géométriques nécessaires pour se repérer sur la SEP et
utilisées dans le développement du potentiel analytique seront tout d’abord présentées.
Ensuite, dans la section 11.2, les formules de ce potentiel seront développées. Dans la sec-
tion 11.3, la méthodologie utilisée pour 'application du potentiel au systeme HoO - - - HF
et sa comparaison aux valeurs expérimentales sera présentée. Les résultats de cette étude
seront exposés dans la section 11.4. Enfin, dans la section 11.5, des conclusions seront

tirées de ce travail et les perspectives concernant sa poursuite seront évoquées.

11.1 Définition du systeme

Un systéme penta-atomique, tel que HoO---HF | possede 3 x 5 — 6 = 9 degrés de
libertés internes. Afin décrire ’ensemble des géométries d’un tel systéme et ainsi pouvoir
se repérer sur sa surface d’énergie potentielle, il faut donc définir un systeme de neuf
coordonnées internes indépendantes. Le systeme de neuf coordonnées utilisé pour I’étude
du complexe HyO - - - HF est présenté figure 11.1. Il est composé de quatre longueurs,

trois angles polaires et deux angles diedres.

FIGURE 11.1: Systeme de neuf coordonnées internes utilisé pour décrire le complexe
H>O---HF.

Les neuf coordonnées internes sont définies comme suit :

— rp est la distance entre I'atome d’oxygene O et I'atome de fluor F,

— ry est la distance entre I’atome de fluor F et I'atome d’hydrogene H 3y du monomeére
HF

)
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— 71 est la distance entre 'atome d’oxygene O et 'atome d’hydrogene H(;y du monomere
H50,
72 est la distance entre 'atome d’oxygene O et I'atome d’hydrogene H(9) du monomere
H50,

~ est angle de cisaillement entre les deux liaisons OH du monomere H5O,

— [ est 'angle de pliage du monomere HoO par rapport a I'axe OF, I'angle entre 'axe

bissecteur du monomere HoO (axe 2’ sur la figure 11.1) et 'axe OF,

a est I'angle de cisaillement du monomere HF par rapport a 'axe OF (axe z sur la
figure 11.1),

w est I'angle entre la normale au monomere HoO et 'axe OF. Il décrit la rotation du

monomere HoO autour de I'axe 2/,

— ¢ est 'angle diédre entre le plan OH3)F et le plan formé par I'axe OF et l'axe
bissecteur du monomere HoO. Il décrit la rotation du monomere HF autour de 'axe
OF.

Pour des raisons de commodité lors de la définition du potentiel, les coordonnées car-

tésiennes des atomes dans un repere orthonormé de référence, appelé "complfiz" défini

ci-apres, seront également employées. Ce repére de référence est défini comme suit :

— lorigine du repere est confondu avec 'atome d’oxygene,

— l'axe z est colinéaire a 'axe O — F, avec zp > 0 (comme représenté sur la figure 11.1),

— le plan (zz) est défini par l'axe z et I'axe bissecteur du monomeére HoO (Paxe 2’ de la
figure 11.1), avec l’axe 2’ orienté selon les x positifs,

— T'axe y est 'axe perpendiculaire aux axes x et z, tel que (z,y, z) soit un systeme direct
(dextrogyre).

Ces coordonnées cartésiennes sont calculées a partir des coordonnées polaires (r7; 97 ; ¢r)

(rayon ; colatitude ; longitude) pour chaque atome I selon la formule suivante :

sin ¥y cos ¢
ry = rr| sindrsingr |- (11.1)

cos U

Les coordonnées polaires des atomes du systeme sont données en fonction des coordon-

nées internes de la fagon suivante :

- 0:(0;0;0),
~F:(rp; 03 0),
2.,,2 .2
— Hgy: (3= \/7“1%+7“12{—27"F?”H cosa ; 13 = arccos (’W) ;o3 =),

— Hyg) : (2 ; Y2 = arccos (cos B cos 3 + sin fsin 3 sinw) ;
cos /3 cos Y2 —cos % > )
b

9 = —sgn(cosw) arccos ( S Fsn D,
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~ Hyy @ (r1; 91 = arccos (cos § cos 3 — sin fsin 3 sinw) ;
cos 3 cos 91 —cos 3 > )
T sinBsind )

1 = sgn(cosw) arccos STy ETTR

ou sgn(x) est la fonction signe de x.

11.2 Définition du potentiel analytique

Bien qu’étant de nature principalement électrostatique, la liaison hydrogene présente un
certain caracteére covalent [185]. Partant de ce constat, le potentiel analytique développé
pour le complexe HoO - - - HF est construit sur deux types de contributions reposant sur
le type d’interaction mise en jeu dans les liaisons décrites : V' = Vo + Vele. Un potentiel
"covalent" Vo, basé sur des potentiels a deux et trois corps similaires a ceux présentés
Chapitre 10 et publiés dans [21], sert a décrire les interactions covalentes au sein des
monomeres HoO et HF. Il est a noter qu'un potentiel du type covalent sera également
utilisé pour décrire une partie de la liaison hydrogene intermoléculaire. Un potentiel
"électrostatique", Veie, basé sur les formules physiques des interactions électroniques in-
termoléculaires telles que décrites dans [36], sert a décrire la partie électrostatique de la

liaison hydrogene.

Une approche similaire, consistant également en la combinaison entre un potentiel "co-

valent" et un potentiel "electrostatique', a été proposée par Quack et Suhm [56] pour
le systeme (HF)q2. La forme du potentiel proposée ici est plus compacte et se base sur
une dérivation analytique des termes électrostatiques en fonction de la géométrie du

complexe.

11.2.1 Partie "covalente"

Dans le modele proposé ici, la partie "covalente" du potentiel analytique peut étre divisée
en deux systemes a trois corps : la molécule de H2O , d’une part, et le systeme O - - - Hig)F
impliqué dans la liaison hydrogene, d’autre part. Le potentiel de chacun de ces systemes
est adapté de 'expression (9.1) (équation (17) de [21]). Le potentiel développé ici n’étant,
dans un premier temps, pas destiné & avoir un caractere global, seules les valeurs des
paramétres dans la limite [0] seront considérés (cf. Equation (14) de larticle [21]). En
outre, aucune fonction de commutation ne sera employée. Les potentiels seront également
légerement simplifiés en considérant a chaque fois S = 0 et £ = 0. Les potentiels

"covalents" utilisés ici seront donc définis, en considérant le systeéme triatomique ABC
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centré en A :

V(BAC)(T(AB),T(AC)ﬂg(BAC)) — UéﬁB)(r(AB))_{_Uélsc)(r(AC))+UL%EAC)(T(AB)’T(AC)’ﬁ(BAC))

)

(11.2)

ou le potentiel & deux corps vop(r) défini comme :
_Bm 7A(1“77‘ ) _BM 7A(7“7T )
vop(r) = Vee 2 e (e 2 e )27, (11.3)

ou rJ) désigne la distance entre [ et J, Y(BAC)

désigne I’angle polaire formé par les
axes (AB) et (AC); Vi, A, B et 1o sont des parametres ajustables. On considerera de

plus que Z =1 dans les potentiels & deux corps.

Les potentiels a trois corps seront définis a partir des potentiels & deux corps en consi-
dérant r = rBC) = \/7‘(/*]3)2 + 7(AC)? _ 9p(AB)(AC) 05 )(BAC) et en remplacant le para-

métre Z par la fonction z(r(AB) r(AC) 9(BAC)) telle que définie dans I'équation (9.8) :

Le systeme HsO est centré en O. Il sera exprimé comme fonction explicite des dis-

tances r(OHW) = | r(OH)

9(HOH)

=17y et rHEH) = 19 = T‘% + T% — 2ryrocosy et de I'angle

= . Les deux liaisons OH de la molécule HoO étant équivalentes, les para-

N . N .. , OH OH OH
metres associées a chacune de ces liaisons seront égaux : Ve( @) _ Ve( @) _ V;( ),

AOH@m) — g(OH()) _ A(OH) B(OH@)) _ p(OHg)) _ Bon) T§0H<1>) _ T£OH<2)) _ (0m)

— le

ot D) = plte) _ pi)

Le systéme O ---H(3)F est centré en Hs). Il sera exprimé comme fonction explicite des
HO)

=ry = 7"%1 + r% — 2rgry cos a et r(OF) = rr et de l'angle

distances rF) = py, 7l

2 2_
YOHF) — 5§ — arccos (W> (¢f. Figures 11.1 et 11.2).

2ryurs

FIGURE 11.2: Définition des coordonnées i3, 73 et 9.
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11.2.2 Partie "électrostatique"
11.2.2.1 Expression exacte

Pour la description des interactions faibles entre les deux monomeres, quatre termes
électrostatiques sont inclus dans la forme analytique du potentiel : 'interaction entre les
dipodles permanents de HoO et de HF (V),,), I'interaction entre le quadrupdle de HoO
et le dipole de HF (V,0), I'induction dipolaire (Vinq) et la dispersion (Vgss). Les formes

analytiques de ces différents potentiels sont basées sur celles présentées dans [36] :

Viw = — a,BMSQONEF7 (11.4)
Vie = —% w0529, (11.5)
Via = =2 (WP T 020 )Ty sl + 20T O T s°) . (116)
Vi = —; 5Ty /0 "% QT (1) 0120 (iv)dv. (11.7)

Dans les expressions précédentes, la convention de sommation d’Einstein a été utilisée
par soucis de clareté (quand un indice apparait deux fois, on considére la sommation
sur les valeurs possibles de cet indice). pu® représente le vecteur moment dipolaire de
A, ©* la matrice moment quadrupolaire de A, aA(O) la matrice polarisabilité statique
de A, aA(iV) la matrice polarisabilité dynamique de A a la fréquence imaginaire iv, i
est la constante de Plank réduite. Les indices «, o/, 3, ' et v correspondent aux trois

vecteurs cartésiens de base z, y et 2. T,z et T3, sont définis comme suit :

1 1 3R.,Rs— R?5,
v _ B B8

T, = —V,Vg—== 11.
of 4meg g R 47T€0R5 ( 8)
1 1 15R Rg Ry — 3R2(Ra557 + Rgbay + Ry00p)
Ta = a _— = — ,
cl 47'(50v Vs VVR Ameg R
(11.9)

ol g9 est la constante électrique et R est le vecteur reliant 'isobarycentre C de la

molécule d’H5O & l'isobarycentre C’ de la molécule de HF, construit comme suit :

VH(,,C + VH,C +Voe = 0
VH O + VFCr =
1
vco = 3 <VH o+ vVvH o)
N :13 (1) ©)
VFC’ = 5VFHg,
1 1
< R=veo = g <VH<1>O + VH(2>O) + Vor + §VFH<3>7 (11.10)

ou vap désigne le vecteur reliant A a B
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Moments dipolaires : Dans une premiere approximation, les valeurs absolues des
moments dipolaires sont supposés ne pas dépendre de la géométrie des monomeres;
seulement la direction en dépend. La norme g du moment dipolaire p! du monomere I

est donc considérée comme constante par rapport a la géométrie du monomere.

Pour le monomere HF, la direction du moment dipolaire est colinéaire a I'axe de la mo-
lécule. En notant eF = ry /i le vecteur directeur de HF, le vecteur moment dipolaire

de HF s’exprime comme suit :

cos Y sin

— COS v

Pour le monomere HyO , la direction du moment dipolaire est colinéaire a I’axe formé

par I'atome d’oxygene et 'isobarycentre des atomes d’hydrogene. Ce vecteur directeur

eM20 gt défini comme :

71 COS (1 sin ¥y + 1o cos o sin J9
HQO I‘1 + 1‘2 1

- = 71 8in 1 sin g + rosinposindy | . (11.12)
[Ty + 12| "2 1 12
71 081 + 19 cos Jg

Le vecteur moment dipolaire de HoO s’exprime alors comme suit :

20 = 12020 (11.13)

Moment quadrupolaire de I’eau : La norme du tenseur moment quadrupolaire de
H>0 a été considéré comme indépendant de la géométrie. Ses éléments de matrice sont

définis comme suit, d’apres [36] :

3 1
om0 = ot (2622%?20 — 25a5> : (11.14)
Tenseurs polarisabilité : Dans une premiere approximation, les tenseurs polarisa-

bilités (statique et dynamiques) sont considérés comme diagonaux dans le repére propre

du monomere I associé, repere "complfix-1" :

aHQO,(l’IlOlﬁX*HQO) — 0 Oégzo 0 . (]_]_]_5)
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Le monomere HF étant linéaire, sa polarisabilité peut étre décomposée en une compo-
HF

sante paralléle OJEF et une composante orthogonale o, a son axe.
a0 0
HF
0 0«
Les parameétres ollf et agF ainsi que oll20, a?QO et af29 ont été considérés comme

fixes, indépendants de la géométrie des monomeres correspondants.

Afin d’utiliser ces tenseurs dans les expressions (11.6) et (11.7), il faudra les exprimer

dans le repere "complfix".

Le repere "complfix-HF" (Z,7, Z) est défini tel que l'axe Z soit confondu avec I’axe HF.
Pour passer du repére "complfix" au repere "complfix-HF", il faut effectuer une rotation

d’angle 1) autour de 'axe z puis une rotation d’un angle (71— «) autour du nouvel axe y.

Pour exprimer le tenseur polarisabilité de HF dans le repere "complfix" (aHF’(Complﬁx)),

(a=m) g (~¥) ©)

la matrice de passage AMF = Ry > sera utilisée, avec R, la matrice de rotation

d’un angle 6 autour de I'axe 3.

—cosa 0 —sina costY siny 0
AlE = 0 1 0 —sinty cosy 0
sima 0 —cosa 0 0 1
—cosacosty —cosasiny —sina
= —sin cos 1) 0 (11.17)
sin accos Y sinasiny  —cosa
1P (complfix) AHFt o H1F (molfix—HF) AHF, (11.18)

Le repeére "complfix-HoO " (27,37, 2”) est défini tel que 'axe z” soit colinéaire au vec-
H2O

M

teur e et le plan (y”z”) est le plan de la molécule. Pour passer du repére "com-
plfix" au repére "complfix-HoO ", il faut effectuer une rotation d’angle S autour de
l'axe y, puis d'un angle w autour du nouvel axe z et enfin d'un angle ¢ = sgn(r; —

r9) | arccos o f o — 3 ) autour du nouvel axe 2. Pour exprimer le tenseur
\/Tl +r2+27“17"2 cos 7y

polarisabilité de HoO , la matrice de passage AM20 = R&‘E)Rg‘“’)Rg‘B ) sera utilisée.
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1 0 0 cosw sinw 0 cosfB 0 —sing
H . .
A0 — 0 cose sine —sinw cosw 0 0 1 0
0 —sine cose 0 0 1 sinf 0 cosf
cos 3 cosw sinw —sin B cosw
= sin fsine — cos Bsinw cose coswcose  sinfFsinwcose +sin Fsine |,
cos fsinwsine + sin fcose —coswsine cos [ cose — sin [Fsinw sin e
(11.19)
o120, (complfix) AHQOt o120, (molfix—H20) p HoO (11.20)

11.2.2.2 Expression effective

Les différentes composantes de la partie "électrostatique" du potentiel peuvent étre ex-
primées de maniere effective comme somme de fonctions dépendant angulairement des
coordonnées du systéme et radialement de R & une puissance négative. Les expressions
(11.4), (11.5), (11.6) et (11.7) seront utilisées en variant certains coefficients comme des

parametres effectifs.

Interaction dipdle-dipdle :  En développant 'expression (11.4) a 'aide des expres-
sions (11.8), (11.11) et (11.13), le potentiel d’interaction dipole-dipole peut étre exprimé

de maniere effective comme suit :

Vip = —duuDup, (11.21)

H5O, HF
2 p

avec d,,, un parametre effectif du potentiel théoriquement égal & & Irco

et D, une

fonction des coordonnées du systéme variant radialement en R~3.

Interaction entre le quadrupoéle de H,O et le dipble de HF : En développant
I'expression (11.5) a l'aide des expressions (11.9), (11.11) et (11.14), le potentiel d’in-
teraction entre le quadrupdle de HoO et le dipole de HF peut étre exprimé de maniere

effective comme suit :

Vie = —d.,eD,e, (11.22)

©QH20  HF

avec d,e un parametre effectif du potentiel théoriquement égal a et D,o une

127teg
fonction des coordonnées du systéme variant radialement en R4,
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Induction dipolaire: En développant I'expression (11.6) a l’aide des expressions (11.8),
(11.11), (11.13), (11.18) et (11.20), le potentiel d’induction dipolaire peut étre exprimé

de maniere effective comme suit :

Vid = —(a®AD +a®AD +a®AD + o AD 4 O AD),  (1123)

(s) N . . 4o ) N Qa{ N
. des parametres effectifs du potentiel théoriquement égaux a 2dreg)? O

I=HF et J =Hy0sii€ {op}et I =Hy0et J=HFsiic {xy 2} etles A" des

fonctions des coordonnées du systéme variant radialement en R5.

avec les a

Dispersion : En développant lexpression (11.7) a l'aide des expressions (11.8),
(11.18) et (11.20) et en considérant les intégrales des polarisabilités dynamiques sur
les fréquences imaginaires comme des polarisabilités effectives, le potentiel de dispersion
peut étre exprimé de maniere effective comme suit :

d d d d
DA + oD 4

(11.24)

Vis = —(af AL +al) AL + oD AL + ol AR +a

+ . HyO .
hfo > alHF(lz/)aj 2 (iv)dv
ni(4meg)? ’

avec les agjd-) des parametres effectifs du potentiel théoriquement égaux a

oui € {o,p}etje {x,y,z},etles AZ(»?) des fonctions des coordonnées du systéme variant

radialement en R~6.

11.3 Méthodologie

11.3.1 Calcul des énergies électroniques ab initio

Le calcul des énergies électroniques de 1’état fondamental a été effectué au niveau de
théorie CCSD(T) en utilisant les formules tirées de la Référence [173], telles qu’'implé-
mentées dans la suite de programmes MOLPRO [31]. Pour ces calculs, une version réduite
de la base augmented correlation-consistent polarized triple-¢ (aug-cc-pVT) de Dunning
et al. [177, 178] a été utilisée. La base aug-cc-pVTZ contient, pour les atomes d’hydro-
gene, un jeu de 5 fonctions primitives s, 2 p et 1 d contractées en 3's, 2 p et 1 d et, pour
I’atome d’oxygene et I’atome de fluor, un jeu de 10 fonctions primitives s, 5 p, 2d et 1 f
contractées en 4 s, 3 p, 2 d et 1 f. Dans la version réduite de cette base utilisée ici, notée
RVTZ, les fonctions d des atomes d’hydrogene ont été enlevées, ainsi que les fonctions f

de 'atome d’oxygene et du fluor.
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Une premiere collection de 10 128 points a travers ’espace des géométries a été prélimi-
nairement calculée par Dr. Natalia Zvereva-Loéte de I’Université de Bourgogne a Dijon,
dans le cadre d’une collaboration. Une collection de 3631 points supplémentaires a été

calculée au cours de cette theése, portant le nombre total de géométries calculées a 13 759.

La correction de contrepoids (CP) de Boys et Bernardi [186] a été appliquée pour corriger
I'erreur de superposition de base (BSSE). L’énergie CCSD(T) ainsi obtenue s’exprime

de la fagon suivante :

CP HF H,0
EI({QO)--HF = Em,0.0F — EI(JQO) - EéIFQ )+ Emo + Enr, (11.25)

N CP , . . N , . s s
ou EéIQO),_HF est I’énergie corrigée CP du systeme, Ep,0..gr 1'énergie non-corrigée du

)

systeme, E}J I’énergie du monomere [ artificiellement stabilisé par la présence de la
base du monomere J, I et J étant a la méme géométrie que dans le complexe, et Ej

I’énergie du monomere [ isolé a la méme géométrie que dans le complexe.

Les énergies CCSD(T) relatives utilisées dans la suite de cette étude ont été obtenues
par Eel=CP) — p(CP) _ E%ref_CP), ol Eiref_CP) = —176.6591 Ej, est I'énergie de réfé-
rence, corrigée de CP, calculée pour le systéme aux coordonnées (rp = 2.651 A=
0938 A ; 71 =0961 A; ry =0961 A; ~=1051°; 3 =131.3°; w=0.0°; o =
1.6° ; 1 = 180.0°). Cette géométrie correspond au point de plus basse énergie parmi les
13759 points calculés avec la méthode décrite ci-dessus et est en accord avec la géométrie

d’équilibre calculée par Demaison et Liévin [35] (¢f. Tableau 11.1).

TABLE 11.1: Géométries d’équilibre de HoO - - - HF calculées au niveau CCSD(T)

(Les distances sont exprimées en A et les angles en °)

Base d’orbitales TR TH L =T9 vy 15} w o P
RVTZ* 2.651 0.938  0.961 105.1 131.3 0.0 1.6 180.0
aug-cc-pVDZ? 2.6646 0.9403 0.9672 104.723 129.007 0.000 1.593 180.000
aug-cc-pVTZ? 2.6477 0.9372  0.9625 105.137 130.090 0.000 1.653 180.000
aug-cc-pVQZ? 2.6446 0.9341 0.9598 105.357 131.904 0.000 1.638 180.000
aug-cc-pvhZ? 2.6477 0.9335 0.9593 105.402 132.030 0.000 1.632 180.000
SEP analytique® | 2.677  0.929  0.960 105.9 131.5 0.0 5.6 180.0

Notes :

@ Cette étude, cf. sous-section 11.4.2 ci-dessous.

b Référence [35).
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11.3.2 Ajustement des parametres effectifs du modéle aux énergies

électroniques ab initio

L’ajustement des parameétres effectifs du modele aux énergies électroniques ab initio a
été réalisé en utilisant un algorithme de Levenberg-Marquardt étendu [32]. Plusieurs
collections de géométries différentes ont été utilisées pour 'ajustement, décrit ci-apres.
Au cours de I'ajustement, des poids, inversement proportionnels a une incertitude sur
I’énergie, ont été attribués aux différentes géométries '. Une incertitude de 100 hc cm™' a

1

été attribué aux géométries d’énergie relative inférieure a 100 hc cm™" | une incertitude

de 200 he em™! & celles entre 100 he cm™! et 500 hc cm™! | une incertitude de 500 hc
cm ™! & celles entre 500 he cm ™! et 1000 he cm ™! | une incertitude de 1000 hc cm™! &
celles entre 1000 he cm™! et 5000 he cm™! et une incertitude de 2000 hc cm™" & celles
supérieures & 5000 hc cm™! .

Un premier ajustement des parametres intermoléculaires du modele a été effectué sur
une collection de 3584 géométries d’énergie relative inférieure & 9000 he cm™! et pour
lesquelles la géométrie des monomeres est fixée a la géométrie a 1'équilibre (rg =
0.938A ; ri =ry =0.961 A ; ~v = 105, 1°). Les parameétres intramoléculaires ont d’abord
été fixés a des valeurs raisonnables. Pour la molécule d’HsO , les parametres ont été fixés
aux valeurs obtenues, pour la molécule isolée, au Chapitre 10 et publiées dans [21], les
parametres de la géométrie d’équilibre de HoO ont été fixés égaux a ceux de la réfé-
rence dans le complexe. Pour la molécule de HF, les parametres ont été fixés a partir de
données expérimentales pour la molécule isolée compilées dans [187] (D¢ ur = 49200hc
em ! et e HF = 2.26 A‘l). La longueur d’équilibre de HF a été fixée égale a celle de la
référence dans le complexe. Lors des premiers ajustements, les parametres correspondant
a la partie "valence" intermoléculaire ont été éteints et seuls les parametres de la partie
"électrostatique" ont été ajustés. Les parameétres intermoléculaires de la partie "valence'
ont ensuite été progressivement ajustés. Dans un second temps, les géométries pour les-
quelles les monomeres ne sont pas a l’équilibre ont été ajoutés, portant le nombre de
géométries a 10576. Les parametres intramoléculaires ont alors été relaxés lors de ’ajus-
tement. Un ajustement plus fin autour du minimum global a finalement été effectué.

1

Pour cela, seules les 9013 géométries d’énergie relative inférieure a 5000 hc cm™" ont

été retenues.

1. Il est & noter que, avec I’algorithme utilisé, les valeurs absolues des incertitudes n’influent pas sur
le résultat de 'ajustement. Ce sont les rapports des incertitudes entre elles qui influeront sur le résultat.
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11.3.3 Calcul du spectre vibrationnel

Plusieurs modeles ont été utilisés pour le calcul du spectre vibrationnel du systeme
'H,"°0 . . HIF.

11.3.3.1 Calcul harmonique

En premiere approximation, un calcul harmonique a 9 dimensions des nombres d’onde

de vibration a été effectué.

Pour cela, le minimum d’énergie de la SEP analytique a tout d’abord été déterminé.
L’algorithme utilisé pour la recherche de points stationnaires est basé sur ’approche
de Banerjee et al. [188]. Ensuite, un calcul du champ de force quadratique est réalisé
en coordonnées cartésiennes. Le champ de force ainsi obtenu est utilisé dans un calcul
aux valeurs propres [189] pour le calcul des fréquences normales en fonction des masses
atomiques. 3 x 5 = 15 valeurs sont alors obtenues. Six d’entre elles doivent étre nulles
et correspondent aux trois translations et aux trois rotations de I’ensemble du systeme.

Les neuf autres correspondent aux modes normaux de vibration du systeme.

Les masses des atomes utilisées pour ce calcul sont miy = 1.007825 u, misg = 15.9994 u
et misp = 18.99840 u, ot u est 'unité de masse atomique unifiée (1 u = 1.660538782 -
10727 kg).

11.3.3.2 Modéle anharmonique a trois dimensions %%Bl

Un modele approché a trois dimensions a été utilisé pour le calcul anharmonique des
nombres d’onde correspondant aux modes normaux de vibration faisant intervenir le
systeme O ---HF. Dans ce modele, le monomere HoO a été identifié a une particule de

masse myg,0 = 2miyg + misg = 18.010564 u centrée en O.

Pour ces calculs, un jeu de coordonnées de Jacobi a été utilisé. Ce dernier est défini
comme suit :

— 1 est le vecteur reliant F et Hs),

— R est le vecteur reliant O et le centre de masse de HF,

— 9 est 'angle entre r et R.

Le méme programme utilisé dans le Chapitre 10 et la Référence [21] est employé ici pour
le calcul vibrationnel anharmonique. Des représentation en variables discretes (DVR)
de D'oscillateur harmonique ont été utilisées en r et en R avec, respectivement, 9 et 17
points. Une DVR de Legendre en 9 a été utilisée avec 31 points. Un seuil d’énergie a

10000 he cm™! au dessus du minimum a été donné.
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FIGURE 11.3: Vecteurs et coordonnées de Jacobi utilisées dans le modele V:,)O]‘:)Bl.

Dans ce modele, seules les coordonnées rp, ry et « interviennent dans le calcul des
coordonnées de Jacobi et influent donc directement sur les modes de vibration observés.
Les autres coordonnées ont été fixées aux valeurs d’équilibre suivantes : r;y = ro =
0.961 A, v =105.1°, 8 = 131.3° et ¢ = 180.0°.

Dans la suite, ce modele sera appelé modele széBl, ou « indique que les coordonnées
de Jacobi utilisées font intervenir directement la coordonnée « et By indique que, dans
une convention C'yy , on s’intéresse au mode de pliage hors du plan du point col Cyy

(systéme plan).

11.4 Résultats

11.4.1 Ajustement du potentiel

Les parametres du potentiel présentés dans le Tableau 11.2 ont été obtenus par ajus-

tement sans contrainte sur 10576 points d’énergie ab initio inférieure & 9000 he cm ™!

comme décrit en sous-section 11.3.2. L’écart quadratique moyen pondéré obtenu pour

cet ajustement est de 216 hc cm ™!, Plus spécifiquement, les énergies de moins de 200 hc

cm ™! sont reproduites avec une erreur moyenne de moins de 60 hc cm™!, les énergies

1 1

comprises entre 200 et 2500 hc cm ™" avec une erreur moyenne de moins de 200 hc cm™

, celles entre 2500 et 7000 hc cm ™! avec une erreur moyenne de moins de 500 hc cm™?

et celles entre 7000 et 9000 hc cm™! avec une erreur moyenne de moins de 1200 hc

cm— L,
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TABLE 11.2: Parameétres de la surface d’énergie potentielle de 1’état fondamental de

HyO---HF

Covalence H,O

Covalence O ---H(3)F

Electrostatique

N OH
Parametres de véb )

N HO
Parametres de véb )

Parametre de V,,,

VA fhe em™ 202124 | VAT /he em™1 1220.04 | . /he em™1A3 18248.7
TéOH)/A 0.96100 TéHO)/A a Parametre de V,0
ACH) /A1 2.67869 | AHO) /A1 1.40779 | dye/hc cm™1A* 0.15499
BOW /A-1 0.83860 | BHO) /A-1 0.00000 | Parameétres de Viyg
Parametres de véIJOH) Parametres de vggF) a(()s) /he em™tAS  168719.
VA e em=t 220421 | VAT /he em™t 471402 | o /he em™TAS 24393.9
Ye/° 105.100 | ") /A 0.92707 | a$/he em™1AS  177029.
/A b | AW /R 1.97828 | o /he em—1AS  172820.
AlHH) & -1 0.79198 | BHF) /A1 0.00000 | ¥ /he cm=1AS 143422,
B(HH) / At 0.02415 | Parametres de végHF) Parametres de Vgis
FHoW 0.78771 | V%) /he em=t 651.926 | oD /he em~TAS 007192
p /-1 0.13534 | 6./° c aly) /he em=1AS 17611.1
1O -0.29986 | rOP) /A 2.82070 | a'¥ /he cm~1AS 313454,
DI /A1 0.13534 | AOF)/&-1 1.81461 | a\¥) /he em™LAS 147715,

BOF) /31 0.00000 | aly)/he cm=1AS  366517.

Fl(OHF) 0.22307 a;(o(i)/hc em A6 202366.

D{® /A1 1.68619

D /A1 0.00000

F{OT) -0.21987

D) A 0.00000

D A 0.00000

RO -0.05606

D{O /A1 1.81067

D{ A 0.00000

Notes :

2 2
@ TéHO) = \/réOF) + réHF) — 2T§OF)réHF) cos e = 1.89363 A, avec a, = 0.0°

b — O a5 cos e = 1.82240 A

(HF)2 | (HO)2_, (OF)2

¢ §, = arccos <TC

2 (HF), (HO)

> = 180.000°

11.4.2 Analyse graphique et numérique du potentiel

La Figure 11.4 montre plusieurs coupes a une dimension de la SEP autour de la géométrie

d’équilibre obtenue au niveau CCSD(T) avec la base RVTZ. La coordonnée ¢ définit un



Hy0O---HF 139

mouvement concerté des trois atomes d’hydrogene du systeme passant de la géométrie

Cs au point col Cay

w(() = ¢
a(() = agcos®¢ : (11.26)
B(¢) = Pocos?(+ 180°sin*¢

ol ap = 1.6° et By = 131.3° sont les valeurs respectives de « et 5 a ’équilibre.
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FIGURE 11.4: Coupes unidimensionnelles de la SEP de H5O - -- HF autour de la géo-
métrie d’équilibre

(rp = 2.651 A, g = 0.938 A, r, =0.961 A, 5 = 0.961 A,
v =105.1°, #=131.3°, w=0.0°, a = 1.6°, 9 = 180.0°)

Dans la Figure 11.4, les astérisques représentent les points ab initio sur lesquels a été

ajusté le potentiel analytique, représenté quant a lui par les courbes en trait plein. Ce
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dernier reproduit de maniere qualitative la SEP du complexe H2O - - - HF autour de la

géométrie d’équilibre.

La géométrie d’équilibre correspondant au minimum d’énergie de la SEP analytique a été
déterminée par recherche de points stationnaires de la fonction analytique. L’algorithme
utilisé est basé sur approche de Banerjee et al. [188]. La géométrie ainsi obtenue est
la suivante rp = 2.677 A, rg = 0.929 A, r; = ry = 0.960 A, v = 105.9°, 3 = 131.5°,
w=0.0°, o = 5.6°, 1 = 180.0°. La valeur de I’énergie en ce point est de 3.5 hc cm™!.

La géométrie obtenue ci-dessus pour le minimum de la surface d’énergie potentielle est
trés proche du minimum d’énergie évaluée au niveau CCSD(T) et servant de référence.
Il est assez difficile d’obtenir une géométrie d’équilibre précise car le potentiel est tres
plat dans cette région de ’espace des géométries. La Figure 11.5 illustre les tres faibles
variations de I’énergie autour de cette géométrie avec la coupe bidimensionnelle de la
SEP en fonction de « et 8 pour toutes les autres coordonnées fixées aux valeurs obtenues

ci-dessus.

g / DEG

100 T 1
0 10 20 30

o / DEG

FI1GUrE 11.5: Coupe bidimensionnelle de la SEP analytique de H,O - - - HF en fonction
de « et 8 autour de son minimum.

(rp = 2.677 A, ry =0.929 A, 7 =7y =0.960 A, v =105.9°, w = 0.0°, 1) = 180.0°)
L’algorithme d’ajustement utilisé [32] permet de réaliser des ajustements sous
contrainte. S’il est possible de dériver I'expression analytique de la géométrie

minimisant le potentiel en fonction des parametres ajustables, celle-ci pourrait alors

étre utilisée pour contraindre I'ajustement.

La premiére ligne d’isopotentiel est & 50 hc cm™! et la derniére & 500 he cm™!.

Les intervalles représentent une différence de 50 hc cm™1.

On note sur la coupe a deux dimensions de la Figure 11.5, la barriere d’inversion de

H,O - --HF, passage par le point col (o = 0.0°, 5 = 180.0°), est comprise entre 50 et
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100 he cm ™!, Cette observation est également faite dans la coupe en ¢ de la Figure 11.4,
ol le point col Cy, est atteint pour ¢ = 90°. En dépit de la faible variation du potentiel
dans 'espace des coordonnées « et 3, il est néanmoins intéressant de constater qu’il suit
trés bien les poins calculés ab initio de la coupe (, ce qui est attribuable a la forme

analytique compliquée des équations (11.23) et (11.24).

11.4.3 Spectre vibrationnel

A partir de la géométrie d’équilibre obtenue avec le potentiel analytique, un calcul

des modes normaux de vibration et des nombres d’onde harmoniques de vibration a

été effectué. Une représentation schématique des neuf modes normaux de vibration de

H5O - - - HF est présentée dans la Figure 11.6. Ces modes normaux peuvent étre définis

approximativement comme suit :

— mode 1 : Etirement symétrique du monomere HoO , principalement décrit par la
coordonnée | + 72,

— mode 2 : Etirement de la liaison HF, principalement décrit par la coordonnée ry,

— mode 3 : Cisaillement du monomere HoO , principalement décrit par la coordonnée -,

— mode 4 : Balancement symétrique en Cy , mais hors du plan du point col Csy |,
principalement décrit par la coordonnée a mais corrélée a f3,

— mode 5 : Balancement asymétrique en Cg , mais hors du plan du point col Coy ,
principalement décrit par la coordonnée S mais corrélée a —a,

— mode 6 : Etirement du dimére, principalement décrit par la coordonnée 7,

— mode 7 : Etirement asymétrique du monomeére HoO , principalement décrit par la
coordonnée r| — 7o,

— mode 8 : Balancement asymétrique en Cj , ou torsion dans le plan du point col Coy
, principalement décrit par la coordonnée w et 1) variant dans le méme sens,

— mode 9 : Balancement symétrique en Cs, ou torsion dans le plan du point col Co, ,
principalement décrit par la coordonnée w et ¢ variant en sens contraire.

A Téquilibre, le systeme HyO - - - HF est de symétrie Cy | il serait donc logique de noter

les modes normaux de vibration suivant leur étiquette de symétrie A’ ou A”. Dans les

travaux de Bulychev et al. [39] et de Kisiel et al. [37, 38], une convention de type Cay

a été utilisée pour la notation des termes vibrationnels. Par soucis de comparaison, les

modes normaux seront exposés également en terme des especes de symétrie du groupe

Coy .

La convention choisie pour la définition des axes du repere cartésien dans ce travail,
présentée en section 11.1, est la méme que celle utilisée par Kisiel et al. [37, 38] mais elle

differe cependant de la convention de Bulychev et al. [39].
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ys . @ 9 —@
Cy C,
A’ 7y = 4002 cm ! A iy = g = 3129 cm !

~

9\ @ ~9 L0
Cs

Cq

A’, Dy = Dp(o) = 566 cm ™! A’ U5 = Dg(o) = 260 cm ™
e Y,
Cy

A’ Vg = Uy = 151 cm ™!

= = 0 ° ’92 o
C Cs
A7, iy = 3924 cm ™! A7, g = () = T14 cm ™!

G

Cs
A7 Dy = I)ﬁ(i) =247 cm ™!

FIGURE 11.6: Modes normaux de vibration du systeme HoO - - - HF.
Etiquette de symétrie, nombre d’onde harmonique (notation standard et notation de
Kisiel et al. [37, 38])

Dans ce travail comme dans ceux de Kisiel et al. [37, 38], le plan d’équilibre Cg est le

plan (zz). Dans le travail présenté ici, le plan du point col Cso, est le plan (yz) alors
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qu’il est le plan (z2) dans les travaux de Bulychev et al. . Ainsi, les modes de pliage A’
en Cs , hors du plan du point col, notés (o) par Kisiel et al. [37, 38], seront B selon
la convention utilisée ici, mais Bo selon la convention de Bulychev et al. et inversement
pour les modes de pliage A” dans le plan du point col, notés (i) par Kisiel et al.. La
numérotation des modes de vibration proposées par Bulychev et al. ne respecte pas non

plus la notation standard [190].

Les modes de pliage, A’ et A” confondus, sont notés, respectivement, 5 et B dans la

notation de Kisiel et al. [37, 38] et v5 et vg dans celle de Bulychev et al. [39].

Afin de se repérer dans les notations, un récapitulatif des différentes notations pour
les modes de vibration de HoO - - - HF est fait dans le Tableau 11.3. On rappelle que
la numérotation des modes utilisée ici se bbase sur le groupe Cs (en gras dans le
Tableau 11.3).

TABLE 11.3: Transitions fondamentales de vibration (en cm™!) expérimentales et théo-
riques pour 'H3O .. .1 H9F.

C Csyy * Bulychev Kisiel et al. Exp. [Rét] Théorie?
e #7 1¢ #7 etal [39]  [37, 38 P THarm, VP
A’ 1 A 1 — - - 4002 -
A2 A 2 2 S 3649(39] 3129 3503
A3 A 3 - - — 1660 -
A4 By 5 wus(B) B(o) 666[33] 566 896
AY 5 By 6 v6(B2) B(o) 64[37] 260 -
A6 A 4 Vs o 176[37] 151 209
A" 7 By 7 - — — 3924 —
A" 8 By 8 vs(B1) B(i) 696(33] 714 -
A 9 B2 9 VG(BI) 6(1) 157[37] 247 -

Notes :

@ Les especes de symétrie Co, suivent la convention présentée dans cet article en section 11.1.
b Ce travail.

¢ Espéce de symmétrie dans le groupe considéré.

4 Numéro du mode dans la notation standard [190] associée au groupe de symmétrie considéré.

Le modele V;]‘DB1 présenté en 11.3.3.2 permet de calculer les nombres d’onde vibrationnels
des états décrits par les modes normaux 2, 4 et 6. Le mode normal de vibration 4 est
principalement décrit par la coordonnée o mais fortement a 3, la description des états

vibrationnels le faisant intervenir ne sera donc que partielle.

D’apres l'analyse faite dans la Figure 5 de article [39] de Bulychev et al., les balan-
cements hors du plan du point col Co, (modes A’ 5 et 6) seraient faiblement couplés
tandis que les balancements dans le plan du point col Cy, (modes A” 8 et 9) seraient
fortement couplés. On peut alors espérer qu'un modele réduit a trois dimensions qui

préserve la symétrie A’ pourrait décrire raisonnablement la structure vibrationnelle.
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Pour I'obtention des états vibrationnels faisant intervenir les autres modes, plusieurs

autres modeles ont été envisagés :

— Le modele Vg%Bl pour lequel le systéme & trois corps considéré est constitué de ’atome
d’oxygene, de Hg, considéré comme une seule particule de masse my, = 2miy au
milieu de HH, et de HF, considéré comme une seule particule de masse myp = miyg +
maop située a la place de 'atome de fluor. Ce modeéle permet d’accéder aux états
décrits par les modes de vibration 1 et 5 ainsi que 6.

— Les modeles V},)%B2 et 1/3%32 qui différent, respectivement, des modeles V})%Bl et VE,)%Bl

par la valeur de 1 fixée & 90.0° au lieu de 180.0°, permettant ainsi de décrire le pliage

dans le plan et ainsi d’étudier les états faisant intervenir simultanément les modes de

vibration 8 et 9.

Des travaux concernant I'implémentation et ’application de ces modeles sont en cours.

Le Tableau 11.3 compile les nombres d’onde de vibration calculés dans I’approximation

harmonique et a ’aide du modele 1/301‘3]31 ainsi que les valeurs expérimentales [33, 37, 39].

Les nombres d’ondes harmoniques de vibration calculés a partir de la SEP analytique
différent significativement des valeurs expérimentales, ce qui n’est pas surprenant puisque
I’approche harmonique n’est qu’une approximation au deuxieme ordre. Quatre modes de
vibration sont décrits par ce modele avec une déviation de moins de 15 % par rapport a
la valeur expérimentale : les modes 4 et 8 de balancement, avec une déviation respective
de 15 % et de 3 %, le mode 6 d’étirement du dimere, avec une déviation de 14 %, et le
mode 2 d’étirement de la liaison HF, avec une déviation de 14 %. Les modes 5 et 9 de
balancement sont quant & eux trés mal décrits, avec une déviation respective de 306 %
et de 57 %. L’ordre des modes de vibration en fonction de I’énergie differe également de
I’ordre expérimental. On peut par exemple noter que le mode 1 d’étirement symétrique de
la molécule d’eau est plus haut en énergie que le mode 7 d’étirement asymétrique. Lors de
I'étude précédente de la molécule d’eau [21], le méme comportement avait été observé :
le mode d’étirement symétrique était plus haut en énergie que le mode d’étirement
asymétrique lors du calcul harmonique et 'ordre inverse avait été rétabli lors du calcul

anharmonique, en accord avec I’expérience.

Les valeurs anharmoniques présentées pour le modeéle Y@%Bl dans le Tableau 11.3 sont
convergées dans le cadre du modele de dimensionnalité réduite. Les déviations par rap-
port aux valeurs expérimentales ne sont plus que de 4 % pour le mode 2 et 19 % pour le
mode 6. Le mode 4 représente un mouvement de balancement hors du plan du point col
Cy, couplant un mouvement en « et un mouvment en 3, or, dans le modele %%B1, la
coordonnée (3 est gelée et donc le couplage des deux mouvements ne sera pas forcement
décrit. Ceci peut expliquer la forte différence encore constatée par rapport a la valeur

expérimentale.
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Pour une description plus complete du spectre vibrationnel, il serait intéressant d’appli-
quer les autres modeéles mentionnés en 11.3.3.2. Une étude plus précise et plus compleéte
du spectre nécessiterait de pouvoir effectuer des calculs a neuf dimensions. Une collabo-
ration avec Dr. Fabien Gatti de I’Université Monpellier 2 a été initiée pour réaliser de
tels calculs & I’aide du programme MCTDH [191].

11.5 Conclusions et perspectives

Une nouvelle représentation analytique de la surface d’énergie potentielle de HoO - - - HF
a été développée en se basant sur une description couplée covalente et électrostatique
de la liaison hydrogene inter-moléculaire. Le potentiel tel que développé ici apporte une
description locale qualitative de la SEP ab initio du complexe. Cette description n’est
que semi-quantitative La formule développée au cours de cette these nécessite donc
quelques améliorations. Pour améliorer cette description, plusieurs stratégies sont envi-
sagées. Une flexibilité supplémentaire du potentiel pourrait étre apportée en augmentant
le développement multipolaire des monomeres (e.g. ajout du moment quadrupolaire de
HF, extension aux moments octopolaires). Un tel développement multipolaire a déja été
proposé pour le dimere de HF par Quack et Suhm [56]. Pour ajouter de la flexibilité
supplémentaire au potentiel, les normes des multipoles et des polarisabilités, qui ont
été considérées constantes, peuvent étre variées en fonction de la géométrie propre de

chaque monomere (e.g. fonction de Mecke [192-194]).

L’algorithme de Levenberg-Marquardt étendu utilisé pour I'ajustement des parameéetres
du modele peut étre utilisé pour un ajustement sous contraintes. Il serait alors intéressant
d’ajouter des contraintes spectroscopiques, thermodynamiques et electrostatiques dans

des ajustements ultérieurs.

Un calcul du spectre vibrationnel a ’aide d’un modele a trois dimensions a été effectuée
sans grand succes. Les modes normaux de vibration du complexe faisant intervenir des
mouvements concertés des deux monomeres, les modeles a trois dimensions proposés
dans la sous-section 11.4.3 pour le calcul du spectre ne peuvent pas décrire proprement
les modes de balancements concertés. Une alternative serait, par exemple, d’utiliser un
modele a trois dimensions décrivant des mouvements concertés des atomes d’hydrogene.
Sur le méme principe que le modele %)%Bl, un modele ‘/}3%31, défini comme le premier

en substituant « par ¢, pourrait étre envisagé. Pour une meilleure description, il faudra

utiliser un modeéle & neuf dimensions.

L’objectif a long terme visé par ces travaux est 1'obtention d’une représentation ana-

lytique globale de la SEP du complexe HO - - - HF pour I'étude de la dynamique de la
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liaison hydrogene du point de vue quantique jusqu’au transfert de proton. Beaucoup de
travail reste a faire sur ce modele pour atteindre ce caractére global. Une premiere étape
consistera en l'ajout de fonctions de commutations, présentées au Chapitre 9, telles que
celles développées par Marquardt et Quack [23]. Une étape supplémentaire sera de consi-
dérer I'interchangeabilité des trois atomes d’hydrogene en les décrivant par les mémes

fonctions.

Enfin, une fois développé, ce modele pourra non seulement étre utilisé pour ’étude de
la dynamique de la liaison hydrogene au niveau quantique mais il est aussi envisagé de
I’appliquer a d’autres systémes similaire de type HoY - - - HX ot Y pourra étre un atome
d’oxygene ou de souffre, par exemple, et X un halogene. Il devrait également étre possible
d’appliquer ce méme modele & des systémes non plus liés par une liaison hydrogene mais
par liaison halogene [195], beaucoup moins bien connue. Des calculs préliminaires sur le

complexe HsO - - - CIF sont en cours.



Chapitre 12

HF5 , un exemple limite de la

liaison hydrogene

Dans ce chapitre, les travaux effectués dans le cadre de cette thése concernant le dé-
veloppement d’une nouvelle surface d’énergie potentielle (SEP) analytique pour 1’anion
HF, sont présentés. Le développement de cette nouvelle SEP se base sur la méme ap-
proche que celle utilisée pour la SEP analytique du complexe HoO - - - HF présentée au
Chapitre 11 précédent. Ces travaux n’ont pas encore fait 'objet d’une publication et

sont encore en cours de réalisation.

L’anion bifluorure HF; est un systeéme isoélectronique au complexe HpO - - - HF ne pré-
sentant que trois degrés de liberté. Malgré ce nombre réduit de degré de liberté interne,
ce systeme est extrémement compliqué a décrire. C’est, en effet, un systeme atypique.
Avec une énergie de liaison d’environ 15400 hc cm™! [196], c’est le systéme connu pré-
sentant la liaison hydrogene la plus forte. Il est méme considéré que ce systéme est 1ié

par une liaison a trois centres et quatre électrons [197].

Malgré de nombreuses études théoriques de HF, [198-209], le calcul précis de spectre
rovibrationnel reste tres compliqué et aucun spectre complet n’a encore été publié. Le
travail théorique le plus complet concernant le spectre vibrationnel publié & I’heure

actuelle a été proposé récemment par Sebald et al. [200].

Au cours de cette these, le développement d'une nouvelle SEP analytique de HF, a
été entrepris. Dans la suite de ce chapitre, ce développement sera présenté. Dans la
section 12.1, une description de la géométrie du systéme sera apportée afin de pouvoir
se repérer sur la SEP. Ensuite, en section 12.2, la formule du nouveau potentiel ana-

lytique sera développée. Dans la section 12.3, la méthodologie suivie pour ’application

147



HF; 148

du potentiel analytique au systéme HF; sera précisée. Les résultats de cette étude se-
ront présentés en section 12.4. Enfin, en section 12.5, des conclusions seront tirées sur
ce développement, qui n’est pas encore complet, et les perspectives en découlant seront

mentionnées.

12.1 Définition du systeme

HF; étant un systeme triatomique, il est nécessaire de définir un systeme de trois co-

ordonnées indépendantes afin de décrire ’ensemble de ses géométries et ainsi se repérer

sur sa surface d’énergie potentielle. Le systeme de coordonnées choisi pour cette étude
est un systeme de coordonnées de valence similaire a celui utilisé pour I’étude de HoO
au Chapitre 10, (ry,72,7) ou :

— 71 désigne la distance entre I'atome d’hydrogene H et 'atome de fluor F () (qui sera
défini comme ’atome de fluor le plus proche de ’hydrogene si le systeme est asymé-
trique),

— 7o désigne la distance entre I'atome d’hydrogéne H et I'atome de fluor F (o) (qui sera
défini comme I’atome de fluor le plus éloigné de I’hydrogene si le systeme est asymé-
trique),

— 9 désigne 'angle entre les deux liaisons HF'.

FI1GURE 12.1: Systeme de trois coordonnées de valence utilisé pour décrire le systeéme
HF,

Pour des raisons de commodité lors du développement du potentiel, les coordonnées
cartésiennes des atomes dans un référentiel défini ci-apres seront également employées.
Le systeme HF,, étant triatomique, les trois atomes seront toujours situés dans un méme
plan (zy), la troisitme coordonnée cartésienne z sera donc nulle pour tous les atomes.
Le repere sera donc défini tel que suit :

— lorigine est confondue avec le milieu du segment [F(l)H],

— l'axe z est défini colinéaire a la liaison HF (1) de telle sorte que zy > 0 et TF,, <0,
— l'axe y est défini de telle sorte que Yr >0,

— l’axe z est défini de telle sorte que le systéme (x,y, z) soit direct (dextrogyre).
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Les coordonnées cartésiennes des trois atomes sont alors les suivantes :
— F(l) : (—%,0,0),

- H:(%,0,0),

— F(g) : (Reosa, Rsina,0),

avec R = \/(%)2 + 192 — rirocos?d la distance entre Fg) et le milieu de [F(l)H] et

(7‘1 /2)2+R2—7‘22
r R :

Q. = arccos

FIGURE 12.2: Définition des coordonnés R et «

12.2 Formule analytique du potentiel

En raison du caractere présumé a la fois fort et faible des liaisons HF dans ce systeme,
la stratégie adoptée pour le développement de la surface analytique de potentiel repose
sur une approche similaire a celle employée pour le complexe HsO - - - HF. Le potentiel

se décomposera donc en une partie "covalente" V., et une partie "électrostatique" V.
V = Vcov + Vele- (12'1)

Dans ce rapport, les expressions analytiques pour ces deux potentiels seront développés

mais seulement la partie "covalente" sera ajustée.

12.2.1 Partie "covalente"

Le potentiel utilisé pour la description de la partie "covalente" du potentiel de HF,
est similaire a celle utilisée pour HoO dans 1’étude réalisée au cours de cette these (cf.
Chapitre 10 et Particle [21]). Le potentiel pour un systéme triatomique ABC centré en
A développé au Chapitre 9 sera appliqué au systeme HF; centré en H avec r(AB) — p
r(AC) = ry et 9(BAC) = 9. Le potentiel Vo sera donc exprimé par Iexpression (9.1)
(expression (17) de [21]).
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12.2.2 Partie "électrostatique"

En premiere approximation, pour I’expression de la partie "électrostatique" du potentiel,
le systeme a été simplifié en considérant, dans un premier temps, que les atomes H et

F (1) constituent une molécule HF en interaction avec un anion F~ (F(9)).

12.2.2.1 Expression exacte

Trois contributions électrostatiques ont été considérées dans le développement de ce po-
tentiel : I'interaction entre le moment dipolaire de HF et la charge de F~ V), I'induction
Vina et la dispersion Vyis. Les formules analytiques des différents potentiels seront celles

tirées de la référence [36] :

Vig = ~Topg' d" (12.2)
1/ g - _

Via = — (0" ToolB (O Twd" + pf Topale O Twsufl).  (123)
h o0 : -

Viis = = aBToc’B’/O aggl(w)ozgﬁl(w)dy. (12.4)

Dans les expressions précédentes, la convention de sommation d’Einstein a été utilisée

par soucis de clarté (quand un indice apparait deux fois, on consideére la sommation

sur les valeurs possibles de cet indice). ¢ représente la charge de I’anion F~ (ici,

¢" = —e), puf'F le vecteur moment dipolaire de HF, o*(0) la matrice polarisabilité
statique du monomere A et o (iv) sa matrice polarisabilité dynamique & la fréquence
imaginaire iv. Les indices «, 3, o et ' correspondent aux trois coordonnées cartésiennes

z, vy, 2). Ty et T,z sont définis comme suit :
( 'Y ) afs

1 1 R,
To = —Vapg=-——— 12.5
“ 4mey R 4reg R’ (12.5)

1 1 3RaRp— R*0up
T . — - _ 12.6
op dneg PR Amteg RP (12:6)

Le vecteur R est le vecteur reliant le milieu du segment [F()H] a F(9) (i.e. le vecteur

position de F(4) dans le repére présenté en section 12.1). Ce vecteur se réduit donc a :

cos «
R = R| sina |. (12.7)

0
Moment dipolaire de HF; : En premiére approximation, il a été considéré que

la norme pMY du vecteur moment dipolaire de HF n’est pas fonction de la distance
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inter-atomique. En notant e = r; /71, le vecteur moment dipolaire s’exprime donc

comime :

Matrices polarisabilité : En premiere approximation, les matrices polarisabilité
ont été considérés diagonales dans les repéres propres de chacun des deux monomeres et

indépendants de la géométrie en intensité.

F~ étant un ion mono-nucléaire, sa polarisabilité est isotrope. Sa matrice polarisabilité

sera donc :
a0 0
o = | 0 o o | (12.9)
0 0 aof

HF étant linéaire, dans sa polarisabilité sera identique dans toutes les directions per-
pendiculaires a I'axe de la molécule. Cet axe correspondant a l'axe x du repere défini

précédemment, la matrice polarisabilité de HF sera donc :

a0 0
ot = 0 oF 0 |. (12.10)
0 0 ollF

12.2.2.2 Expression effective

Les trois contributions a la partie "électrostatique" de ce potentiel peuvent étre exprimées
de maniere effective comme somme de fonctions dépendant des parametres du systeme
pondérées par des parametres effectifs dont les expressions théoriques peuvent étre reliées

aux grandeurs électrostatiques décrites précédemment.

Interaction charge-dipdle :  En introduisant les équations (12.5), (12.7) et (12.8)
dans I’équation (12.2), on peut exprimer le potentiel d’interaction charge-dipole de la

maniére suivante :

dyq cos a

Vﬂq R2 ’

(12.11)

'uHF qF_
4meg

ou d,q est un parametre effectif théoriquement égal a
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Induction : En introduisant les équations (12.5), (12.6), (12.7), (12.8), (12.9) et
(12.10) dans I’équation (12.3), on obtient I'expression suivante pour le potentiel d’in-

duction :

1 o cos? a osina (S)3cos2a+1
Vina = —5 (al(,) Tl —i—ag) Tl + a; — ) (12.12)

(s) (s)

N S N . ’ . ’ N .
ouas ,ap’ eta; ) sont des parametres effectifs théoriquement égaux a, respectivement,

_2 _2 o o
ol (0) ¢ ap(0) o 1w (0)
(47‘[60)2 ’ (47160)2 (47160)2

Dispersion : Si on considere les intégrales des polarisabilités dynamiques sur les
fréquences imaginaires comme des polarisabilités effectives et en introduisant les équa-
tions (12.6), (12.7), (12.9) et (12.10) dans I’équation (12.4), on obtient 'expression du

potentiel de dispersion suivante :

2 )
_ (d)3cos”a+1 (d)3sin” «
Vas = _GWH3+%O 7 ) (12.13)
ou al(g) et agg) sont des parametres effectifs théoriquement respectivement égaux a

h’f0+oo af  (iv)ag" (iv)dy ot h O+Oo o (w)edl¥ (iv)dv

n(4meq)? m(4meg)?

12.2.2.3 Symétrisation du potentiel électrostatique

La version du potentiel "électrostatique” présenté ci-dessus traite les deux atomes de fluor
de maniere différente, or ceux-ci sont équivalents. Ce potentiel doit donc étre symétrisé de
maniere a ce que la contribution de chacun des deux atomes de fluor soit identique lorsque
ceux-ci sont équidistants de I’atome d’hydrogene. Pour ce faire, la formule suivante est

proposée :

wa(ry, r2)
wi(r1,m2) + wa(r, r2)

poym wl(Tl’TQ) V(R
cle wy(r1,m9) + wa(ry,m2) cte(Ba) +

Vele(R2),
(12.14)

ou 71 et 72 représentent les distances entre H et F(q et entre H et F (5 respectivement, Ry
est le vecteur reliant le milieu de HF (1) a F(3), correspondant au vecteur R tel que défini
dans la section 12.1, et Ry est le vecteur reliant le milieu de HF (3 a F (1), correspondant
a ce méme vecteur R en inversant les role des deux atomes de fluor. Les coefficients

w;(ry,re) sont des fonctions de commutation & deux variables définies par :

wi(ri,r2) = Sq(ri1)Sp(r2), (12.15)
wQ(Tl,TQ) = Sp(Tl)Sq('l“Q), (12.16)
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ou Sq(r) et Sp(r) =1 — Sq(r) sont des fonctions de commutation & une variable telles
que développées par Marquardt et Quack [23] et déja utilisées dans le Chapitre 9 (sous-

section 9.1.3). Ces fonctions font appel a un parametre ajustable.

12.3 Méthodologie

12.3.1 Calcul des énergies électroniques ab initio

Le calcul des énergies électroniques du plus bas état adiabatique a été effectué au niveau
de théorie CCSD(T) en utilisant les formules tirées de la Référence [173], telle qu’im-
plémentées dans la suite de programmes MOLPRO [31]. Pour ces calculs, une version
réduite de la base augmented correlation-consistent polarized triple-¢ ("aug-cc-pVTZ")
développée par Dunning et al. [177, 178] a été utilisée. La bas aug-cc-pVTZ contient,
pour 'atome d’hydrogene, un jeu de 5 fonctions primitives s, 2 p et 1 d contractées en
3s,2petld et, pour les atomes de fluor, un jeu de 10 s, 5 p, 2 d et 1 f contractées en
48, 3p,2det1f. Dans la version réduite mployée dans cette étude, la fonction f de

I’atome d’hydrogene a été omise, ainsi que les fonctions f des atomes de fluor.

Une collection de 4 008 points a travers l'espace des géométries a été calculé au cours de

cette these.

Les énergies CCSD(T) relatives utilisées dans la suite de cette étude ont été obtenues par
Erel=CC) — p(CO) _ pref-CO) oy pref-CC) — _200.1197 E}, est 'énergie de référence,
calculée pour le systéme aux coordonnées (r; = ro = 1.150 A ; ¥ = 180.0°). Cette
valeur correspond au point de plus basse énergie parmis les 4 008 points calculés avec la
méthode ci-dessus. L’énergie de dissocitiation en F~ + HF qui en résulte vaut 19 500 hc

cm— L,

12.3.2 Ajustement des parametres effectifs du modeéle aux énergies ab

initio

L’ajustement des parametres effectifs du modele aux énergies électronique ab initio a
été réalisé en utilisant un algorithme de Levenberg-Marquardt étendu [32]. Au cours
de l'ajustement, des poids, inversement proportionnels a une incertitude sur 1’énergie

ont été attribués aux différentes géométries du systéme . Une incertitude de 100 hc

1 a été attribuée aux géométries d’énergie relative inférieure & 3000 hc cm™! | une

incertitude de 200 hc cm™! & celles d’énergie comprise entre 3000 et 6000 hc cm™! |

cm-—

1. Il est & noter que, avec I’algorithme utilisé, les valeurs absolues des incertitudes n’influent pas sur
le résultat de 'ajustement. Ce sont les rapports des incertitudes entre elles qui influeront sur le résultat.
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une de 400 hc cm™! & celles d’énergie comprise entre 6000 et 9000 hc cm ™! et une de
800 hc em ™! & celles comprises entre 9000 et 12000 hc cm ™! . Les géométries d’énergie

1

relative supérieure a 12000 hc cm™ n’ont pour l'instant pas été prises en compte dans

les ajustements.

Un premier ajustement des parametres de la partie "covalente" du potentiel a été ef-
fectué sur une collection de 279 géométries d’énergie inférieures & 6000 hc cm™! en
ne considérant pas la commutation des parametres des potentiels vop, et vsy,. Seuls les
parametres de la limite [0] ont alors été variés. Apreés obtention d’un premier jeu de
parametres satisfaisant, un deuxiéme ajustement sur une collection de 716 géométries
d’énergie inférieure & 12000 hc cm™! a été effectué. Pour cet ajustement, les parameétres
de la limite [0] ont tout d’abord été fixés aux valeurs obtenues précédemment, la com-
mutation des parametres du potentiel a deux corps a été prise en compte et ces derniers
ont été variés. Les parameétres de la limite [0] ont ensuite été réajustés. Les parameétres
du potentiel a trois corps ont enfin été ajustés et autorisés a commuter en fixant les
parametres du potentiel a deux corps. Aucun ajustement de la partie "électrostatique"

du potentiel n’a encore été réalisé. La partie "électrostatique" a été implémentée mais

quelques améliorations sont encore nécessaires.

12.4 Reésultats

12.4.1 Ajustement du potentiel

Un premier ajustement des parameétres du potentiel "covalent" a été obtenu comme décrit
en sous-section 12.3.2. L’écart quadratique moyen pondéré obtenu par cet ajustement

est de 327 he em™!. Ce potentiel n’est pas opitmal.

La Figure 12.3 montre plusieurs coupes de la SEP de HF, autour de sa géométrie
d’équilibre, obtenue au niveau CCSD(T). Dans cette figure, la coordonnée vy désigne
I'angle (FFH) entre 'axe FF et 'axe FH. La coordonnée rp désigne la distance entre
les deux atomes de fluor : elle représente donc I'étirement symétrique de l'anion. La
coordonnée 7y désigne la distance entre ’hydrogene et le milieu des atomes de fluor :

elle représente donc I'étirement asymétrique de I’anion.
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FI1GURE 12.3: Coupes unidimensionnelles de la SEP de HF, autour de la géométrie
d’équilibre

(r1 = 1.150 A, ry = 1.150 A, 9 = 180°)

Dans la Figure 12.3, les astérisques représentent les points ab initio et les traits pleins
représentent le potentiel analytique. Ce dernier reproduit de maniere qualitative la SEP
de HF, autour de sa géométrie d’équilibre pour des variations de I’énergie n’excédant
pas 12000 hc cm™! . Sur les coupes présentées dans la Figure 12.3, le potentiel analytique
reproduit méme quantitativement la SEP ab initio , ce qui n’est pas forcement le cas

sur le reste de celle-ci.

12.5 Conclusion et perspectives

Une nouvelle représentation analytique de la surface d’énergie potentielle de HF; a été
proposée, partiellement basée sur les travaux présentés dans le Chapitre 9. Ce poten-
tiel, dans sa version préliminaire actuelle, apporte une description locale qualitative et
presque quantitative suivant certaines coordonnées. Sur le méme principe qu’évoqué au
Chapitre 11, une partie "électrostatique" sera ajoutée par la suite a ce potentiel afin de
décrire les interactions charge-dipole, I'induction et la dispersion. Ce potentiel "électro-
statique" devrait permettre d’améliorer la description de la SEP, notamment le long des

voies de dissociation d’un atome de fluor.
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1l serait également intéressant d’étudier I'effet de 'ajout d’un potentitel "électrostatique"
similaire a la formule développée pour la molécule HyO et de voir quelle amélioration peut
apporter 'ajout d’un tel terme dans la description des interactions entre les fragments

le long des différents chemins réactionnels étudiés dans l'article [21].

Dans sa version telle que présentée en sous-section 12.2.2, le potentiel "électrostatique"
proposé considere que HF,, est composé d'une molécule de HF et d’un anion F~. Cette
vision est réaliste a grande distance mais a 1’équilibre, la charge négative est délocalisée
sur I’ensemble de I'anion et le modele proposé n’est plus forcement valable. Les perfor-
mances de ce modele seront évaluées et s’il s’avere que ce modele n’arrive pas a décrire
la SEP de facon satisfaisante, méme apres symétrisation, un autre modele devra étre
envisagé pour la partie électrostatique. Un modele envisageable serait de considérer une
charge partielle, fonction de la distance inter-fragment, sur chacun des deux fragments
FIR)— ot HF(l_‘S(R))_, avec 0(R) allant de 0.5 lorsque I’anion est a I’équilibre a 1 lorsque

les fragments sont infiniment éloignés.

Pour obtenir une meilleure description globale de la SEP, ’ajustement des parametres

1

sur des énergies plus hautes, supérieures a 12000 hc cm™ " | est nécessaire. Des travaux

seront menés dans ce sens.

Une fois le potentiel ajusté reproduisant la SEP ab initio de maniére satisfaisante, un
calcul du spectre vibrationnel sera envisagé. De par la linéarité du systeme HF, [200],
il faudra calculer le spectre pour différentes valeurs du nombre quantique de rotation J

afin de décrire I'intégralité du spectre vibrationnel.

Enfin, il serait également intéressant d’appliquer cette nouvelle représentation analytique
a d’autres systemes HX; ', ou X est un halogene, ainsi qu’aux systemes YX;, ou X et Y

sont deux halogenes différents. Des calculs préliminaires sur I’anion CIF;, sont en cours.



Chapitre 13

Ne: - - CIF, un exemple de liaison

tres faible

Dans ce chapitre, les travaux effectués au cours de cette thése concernant le dévelop-
pement d’une représentation analytique de la surface d’énergie potentielle (SEP) du
complexe Ne - - - CIF sont présentés. Le développement de cette SEP se base sur la méme
approche que celle utilisée pour la SEP de HsO---HF , présentée au Chapitre 11, et

pour HF; , présentée au Chapitre 12. Ces travaux sont encore en cours de réalisation.

Les gaz nobles, comme le néon, sont, de par leur configuration électronique, extrémement
stables. S’ils ne peuvent, généralement, pas former de molécules covalentes, ils peuvent
former des complexes liés tres faiblement avec de petite molécules comme FC1 [210-214].
La dispersion est en général la principale force de liaison entre ’atome de gaz noble et

les petites molécules.

Durant cette these, une étude du systéme Ne- - - CIF a été initiée par le développement
d’une représentation analytique de sa SEP. Les travaux présentés dans ce chapitre dé-
crivent ’expression de ce potentiel et les calculs préliminaires associés a son application

au complexe.

13.1 Définition du systeme

Pour se repérer sur la SEP du systeme triatomique Ne - - - CIF | il est nécessaire de définir
un systeme de trois coordonnées indépendantes afin de décrire 'ensemble des géométries
possibles. Le systéme de coordonnées choisi pour cette étude est (rNe, 7r, ¥) défini par :
— TNe est la distance entre I'atome de chlore Cl et I'atome de néon Ne,

— rp est la distance entre ’atome de chlore Cl et I'atome de fluor F,
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— ¥ est 'angle formé par les axes (ClNe) et (FCI).

T'Ne

FIGURE 13.1: Systéme de trois coordonnées utilisé pour décrire le systeme Ne- - - CIF

Pour des raisons de commodité lors du développement du potentiel, les coordonnées

cartésiennes des atomes dans un référentiel défini ci-apres seront également employées.

Le repere suivant sera utilisé :

— Dorigine est situé au milieu de la liaison CIF,

— laxe x est défini colinéaire a la liaison CIF tel que zp > 0 et z > 0,

— l'axe y est défini perpendiculaire a I’axe x de telle sorte que yne > 0,

— l'axe z est défini orthogonal au plan (zy) tel que le systeme (x,y, z) soit direct (dex-
trogyre).

Les coordonnées cartésiennes des trois atomes seront alors :

P (F.0.0),

- Cl: (=7,0,0),

— Ne : (Rcosa, Rsina,0),

avec R = \/ (%F)2 + rNe? — rprNe cos ¥ la distance entre Ne et le milieu de la liaison CIF

(re/2)°+R?—rNe”
re R :

et o = arccos

FIGURE 13.2: Définition des coordonnées R et «

13.2 Formule analytique du potentiel

La liaison entre Ne et CIF est tres faible. La forme analytique proposée sera composée

d’un potentiel "covalent" a deux corps décrivant la liaison covalente CIF et d’'un potentiel
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"électrostatique" décrivant I'interaction faible entre Ne et CIF.

vV = véglF)(TF)—l-Ve]e. (13.1)

Le potentiel a deux corps utilisé est celui développé au Chapitre 9 et publié dans [21] :

(rp—rpe)® p—rpe)”
_glErEe? —A(rp—rp o)~ BIEEe)
’UéglF) (TF) _ ‘/e <e rFQ (e—A('I‘F—TF,e) (e (TF TF, ) TFQ — 2Z) + S)

+E (e(i«?)G — 1) > (13.2)

Le potentiel "électrostatique" sera composé de deux contributions : I'induction Viyq et la

dispersion Vyis. Leurs expressions sont celles tirées de la Référence [36].

Vvele = Vvind + Vdis (133)
1
avec Ving = _iﬂgCITaﬁaaNg’(O)Ta/ﬁ’ﬂgpla (134)
h T Ne i\ FCI:
Vais = - aﬁTalgl/() Qe (W) (iv)dv. (13.5)

Dans les expressions précédentes, la convention de sommation d’Einstein a été utilisée
par soucis de clareté. pu! représente le moment dipolaire de FCI, aN¢(0) et a7 (0) les
matrices polarisabilité statiques de, respectivement, Ne et FCl et aN°(iv) et aCF (iv)
leurs matrices polarisabilité dynamique respectives a la fréquence imaginaire iv. Les
indices «, 3, o/ et B’ correspondent aux trois vecteurs cartésiens de base z, y et z. Tpg

est défini comme :

3RoRs — R%5,4
T.s — , 13.
s A7t RP (13.6)

ou R est le vecteur reliant le néon au centre de la liaison CIF :

COos «x

R = R| sina |. (13.7)

La norme du moment dipolaire de FCIl a été considérée comme constante. Le vecteur

moment dipolaire de FCI sera donc exprimé comme :

pfel = gren o | (13.8)
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Les matrices polarisabilité ont été considérées diagonales dans le repéere propre associé a
chacun des monomeres. En utilisant le repere défini plus haut, les repeéres propres peuvent
étre confondus avec celui-ci. De plus, de par la géométrie de chacun des monomeres, on
aura la polarisabilité du néon isotrope et la polarisabilité de FCl décomposée en une

contribution paralléle et une contribution orthogonale a I'axe de la molécule. On aura

donc :
ae 0
e = 0 ol 0 ) (13.9)
0 0 afe
FCl 0 0
afl = 0 afr o |. (13.10)
0 0 aFCl

En combinant les expressions précédentes, on obtient les formules effectives suivantes

pour les potentiels d’induction et de dispersion :

1 (93 cos?a+ 1
Via = —ga a® e (13.11)
d3cos a+1 a) 3sin? a
Vais = < @ +afy = ) (13.12)
ol a(s) (d) et a( ) sont des parametres effectifs théoriquement égaux a, respectivement,

2 FCl/: +oo N FCl;
pFO12Ne hf alNe(iv)al Y (iv)dv o B[ al¥e(iv)al @ (iv)dy
(47\’60)2 ) ni(4meg)?

71(47150)2

13.3 Calcul des énergies ab initio

Les énergies électroniques de I’état fondamental de 1095 géométries différentes du com-
plexe ont été calculées au niveau CCSD(T) en utilisant les formules de Deegan et
Knowles [173] telles qu'implémentées dans la suite de programmes MOLPRO [31]. Pour
ces calculs, la base augmented correlation consistent polarized triple-C (aug-cc-pVTZ) de
Dunning et al. [177, 178].

La correction de contrepoids (CP) de Boys et Bernardi a été appliquée pour corriger

I'erreur de superposition de base (BSSE). L’énergie CCSD(T) ainsi obtenue s’exprime :

C Cl
B e = Ene.cw — ECY) — ENY 4 Exe + Earr, (13.13)
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ou EI(\I(;P.),)CIF est I’énergie corrigée CP du systéme, Ene...cip est I’énergie non-corrigée du
systeme, E}J) est ’énergie de I artificiellement stabilisé par la présence de la base de J

et Er est I’énergie de [ isolé.

Une collection de 1095 points a travers 1’espace des géométries a été calculé dans le cadre

de cette these.

Les énergies CCSD(T) relatives, a utiliser dans un ajustement ultérieur du potentiel, sont
obtenues en soustrayant ’énergie de référence EF(ef=CP) = _688.2920 Ey, correspondant
a la géométrie d’équilibre linéaire orientée Ne - - - CIF (rye = 3.500 Arp=1628 A9 =
180°) correspondant au minimum global calculé avec la méthode ci-dessus. Ce minimum

donne une énergie de liaison de 58 he cm™! par rapport a 1’état dissocié Ne + FCL.

13.4 Perspectives

Le potentiel présenté dans ce chapitre a été implémenté dans le code permettant ’ajus-
tement des parametres aux énergies ab initio mais aucun ajustement n’a encore été
effectué. Une fois 'ajustement des parametres effectués, il sera intéressant de calculer
le spectre vibrationnel et de le comparer aux données théoriques obtenues par Pakhira
et al. [215] a 'aide d’un développement polynémial en fonction des distances pour la

géométrie linéaire et la géométrie en T du complexe.

Il serait également intéressant de mener une étude comparée avec les autres complexes
Ng - - - CIF d’un gaz noble avec le chlorure de fluor. Il est a signaler que quelques données

expérimentales auxquelles il serait nécessaire de comparer nos résultats existent pour
Xe---CIF [210, 211], Ar--- CIF [212] et He--- CIF [213, 214].
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Les interactions entre molécules font intervenir des énergies de liaison généralement tres
basses, on parle alors de liaisons faibles. L’étude théorique de ces liaisons nécessite alors
une grande précision de calcul, ce qui est généralement tres cotliteux. De ce point de
vue, les méthodes de calcul basées sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)
sont particulierement intéressantes puisqu’elles offrent un cotit de calcul relativement
faible. Cependant, ces méthodes sont incapables de décrire correctement les effets de
la corrélation a longue portée, comme la dispersion, jouant un réle primordial dans les
interactions faibles. Les méthodes corrélées basées sur le calcul explicite de la fonction
d’onde (méthodes post-Hartree-Fock) traitent, quant a elles, explicitement ces effets
mais présentent un cotit de calcul beaucoup plus élevé. Une approche intéressante est la
combinaison de ces deux familles de méthodes, notamment par séparation de I'interaction

biélectronique, afin de tirer le meilleur parti de chacune en précision et en cotit de calcul.

Au cours de cette these, des travaux d’analyse et de développement sur les fonction-
nelles "doubles hybrides" combinant la DFT et la méthode post-Hartree-Fock MP2 ont
été réalisés. L’analyse des fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation linéaire le long
de la connexion adiabatique a permis d’illustrer les points faibles et les lacunes de ces
méthodes. La séparation de portée de I'interaction biélectronique est plus adaptée pour
I’étude des liaisons faibles. Dans cette optique, une nouvelle fonctionnelle "double hy-
bride" a séparation de portée a été développée dans le cadre de cette these, la fonction-
nelle RSDHf. Les méthodes hybrides a séparation de portée, e.g. RSDHf, permettent
une bonne description des interactions faibles pour un cotit de calcul réduit par rapport

aux méthodes post-Hartree-Fock généralement utilisées pour ce genre d’étude.

163



Conclusion et perspectives générales 164

La compréhension des liaisons faibles passe par ’étude de la dynamique moléculaire
qu’elles entrainent. Dans une approche quantique, I’étude de la dynamique d’un sys-
téme commence par ’étude de sa surface d’énergie potentielle (SEP). Pour cela, une
représentation analytique de cette dernieére est nécessaire. Au cours de cette these, une
nouvelle formule a été proposée pour la représentation analytique globale de la SEP
de systémes triatomiques. Cette formule a été validée par application a I’étude de la
molécule d’eau. Des potentiels analytiques ont également été développés pour quelques
systemes en interaction faible comme H2O ---HF , HF; ou Ne- - - CIF . Ces potentiels se
basent sur 1'utilisation combinée de la formule développée pour les systemes triatomiques
et d’un potentiel analytique décrivant explicitement les interactions électrostatique. Pour
I’application de ces potentiels, de nombreux calculs précis et cotiteux d’énergies électro-
niques pour les systemes étudiés ont été nécessaires. Pouvoir baser le développement de
SEP analytique sur des méthodes hybrides, moins cotliteuses et tout de méme précises,

serait donc tres intéressant.

Réciproquement, les formulations analytiques des SEP proposées dans cette these peuvent
servir au développement de nouvelles fonctionnelles étendu aux aspects stériques des in-
teractions faibles. Pouvoir trancher analytiquement entre ce qui correspond a la partie
covalente d’une liaison et ce qui en représente la partie électrostatique est un projet
ambitieux qui a été amorcé par les résultats présentés dans cette these et qui pourra

aider au développement de nouvelles fonctionnelles.

Les calculs de dynamique quantique peuvent étre basés sur la résolution explicite de
I’équation de Schrodinger dépendante du temps pour les noyaux par propagation de pa-
quets d’ondes [216]. Ces méthodes sont trés cotiteuses en temps de calcul. L’utilisation de
méthodes DFT dans la résolution explicite de I’équation de Schrédinger dépendante du
temps serait donc intéressante de ce point de vue. Des travaux dans ce sens, concernant le
développement de méthodes DFT dépendante du temps avec propagation en temps réel,

sont prévus a I’Universitetet i Tromsg, Norvege, dans I’équipe de Pr. Kenneth Ruud.
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Etude quantique des liaisons  scences chimiaues
fortes et faibles : Développement
de fonctionnelles "doubles
hybrides” et de surfaces de
potentiel analytiques

Résumé

Les travaux réalisés au cours de cette these se décomposent en deux thémes principaux, eux-
méme subdivisés en plusieurs projets.

D'une part, des travaux ont été menés concernant I'analyse et le développement de fonctionnelles
"doubles hybrides". Une analyse des fonctionnelles "doubles hybrides" a séparation linéaire le long
de la connexion adiabatique a été proposée. Une nouvelle fonctionnelle "double hybride" a
séparation de portée basée sur une séparation alternative de I'énergie d'échange et de corrélation,
RSDHf, a été développée.

D'autre part, des travaux quant au développement de surfaces d'énergie potentielle (SEP)
analytiques ont été menés. Un nouveau potentiel analytique a été proposé pour la description de la
SEP des systémes triatomiques. La combinaison de ce potentiel avec un potentiel électrostatique a
été utilisée pour la formulation de SEP analytiques et compactes pour de petits systémes en
interaction faible: H,O---HF, HF., Ne---CIF.

Mots-clés : Liaisons covalentes, Liaison Hydrogéne, Dispersion, Théorie de la Fonctionnelle de la
Densité (DFT), Connexion Adiabatique, Séparation de Portée, Surface d'Energie Potentielle,
Potentiel Global, Spectroscopie Vibrationnelle

Résumé en anglais

The work carried out during this thesis is split into two main themes, themselves subdivided in
several projects.

On the one hand, work has concerned the analysis and the development of double hybrid
functionals. An analysis of lineraly-separated double hybrid functionals along the adiabatic
connection has been proposed. A new range-separated double hybrid functional based on an
alternative separation of the exchange-correlation energy, RSDHf, has been developed.

On the other hand, work related to the development of analytical potential energy surfaces (PES)
has been led. A new analytical potential has been proposed for the description of the PES of
triatomic systems. The combination of this potential with an electrostatic potential has been used for
the formulation of compact analtyical PES for small systems in weak interaction: H,O---HF, HF7,
Ne---CIF.

Keywords: Covalent Bonds, Hydrogen Bond, Dispersion, Density Functional Theory (DFT), Adiabatic
Connection, Range Separation, Potential Energy Surface, Global Potential, Vibrational Spectroscopy




