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Introduction

De nombreux phénomenes physiques, chimiques, biologiques, économiques,
épidémiologiques peuvent avoir un comportement plus ou moins périodiques.
Différents types d’équations permettent de modéliser ces phénomenes : il
s’agit entre autres des équations intégrales, des équations opérationnelles abs-
traites, des équations aux dérivées partielles, des équations aux différences,
des équations fonctionnelles, des équations différentielles a arguments cons-
tants par morceaux pour ne citer que celles-la. L’étude de ces phénomenes
nécessitent des notions qui dépassent le concept de la périodicité, qui tiennent
compte du fait que ces phénomenes ne sont pas tout a fait périodiques. Dans
le cadre de ce travail, nous considérons deux généralisations des fonctions
périodiques : les fonctions S asymptotiquement w-périodiques et les fonctions
presque automorphes.

Durant ces dernieres décennies plusieurs auteurs se sont penchés sur le
concept de périodicité et ses diverses généralisations. Les fonctions presque
périodiques introduites par Bohr [17], [18], [19] est 'une des généralisations de
la périodicité. Les premiers résultats relatifs a I’études des fonctions presque
périodiques étaient limités a des fonctions a valeurs réelles ou complexes.
Bochner [15] a proposé des caractérisations séquentielles de la presque périodi-
cité et a étendu cette notion aux fonctions a valeurs dans un espace de Ba-
nach.

Plusieurs généralisations de la presque périodicité ont alors été définies.
Nous pouvons citer entre autres la classe des fonctions Stepanov presque
périodiques [86], la classe des fonctions Besicovitch presque périodiques [11],
[12] ou encore la classe des fonctions Weyl presque périodiques [92]. En 1992,
C. Zhang [107] généralise le concept de presque périodicité en définissant
les fonctions pseudo-presque périodiques. Plusieurs travaux ont été menés
sur la presque périodicité et la pseudo-presque périodicité dans I'étude des
équations différentielles. Abbas [1], Alia, Ezzinbi et Fatajou [6], Basit [8],
Diagana [36], Diagana et Hernandez [37], Diagana, Hernandez et Rabello
[39], Diagana, Mophou et N’Guérékata [40], Ezzinbi, Fatajou et N’Guérékata
[50], Hino, Naito, Van Minh et Shin [56], Hong [55], Levitan et Zhikov [60],



Naito, Van Minh, Miyazaki et Hamaya [74], Yuan [102], [103], Zhao, Chang
et N’Guérékata [106], ont présenté des études sur la presque périodicité et la
pseudo-presque périodicité des solutions d’équations différentielles.

La notion de dite Stepanov presque périodique a ensuite été introduite.
Les fonctions dite Stepanov presque périodiques généralisent le concept de la
presque périodicité. De nombreux articles traitent de ’existence de solutions
dite Stepanov presque périodiques : Diagana [33], Zhanrong Hu et Zhen Jin
[104], [105].

Les résultats relatifs au concept de la presque périodicité ont essentielle-
ment été développés par Bohr, mais aussi Bochner [14] qui définit une classe
de fonctions généralisant ce concept : les fonctions presque automorphes. La
classe des fonctions presque périodiques possede des propriétés qui ne sont pas
vérifiées par celle des fonctions presque automorphes : par exemple une fonc-
tion presque périodique est uniformément continue tandis qu'une fonction
presque automorphe ne l’est pas nécessairement. La pseudo presque auto-
morphie a alors aussi été introduite, généralisant le concept de presque auto-
morphie mais également celui de la pseudo-presque périodicité. Evidemment
des mathématiciens se sont intéressés a 1’étude de la presque automorphie
des solutions d’équations différentielles : Carvalho dos Santos et Cuevas [23],
Chang, Zhao et N'Guérékata [24], Diagana [34], [35], Diagana, Hernédndez
et Dos Santos [38], Ding, Xiao et Liang [32], Ezzinbi et N’Guérékata [49],
[51], Liang, Zhang et Xiao [61], N'Guérékata [75], [76], Meril, Mophou et
N’Guérékata [70], Mophou [71], Mophou et N'Guérékata [73], Xiao, Liang
et Zhan [99]. Cependant, il existe des équations différentielles a coefficients
presque périodiques qui ont des solutions presque automorphes qui ne sont
pas presque périodiques [83].

La notion de Stepanov dite presque automorphe a ensuite été définie.
Les fonctions Stepanov dite presque automorphes généralisent le concept
de la presque automorphie. Parmi les articles traitant de 'existence de so-
lutions Stepanov dite presque automorphes, citons : Lee et Alkhaby [58],
N’Guérékata et Pankov [77].

Enfin, depuis peu, une nouvelle classe de fonction généralisant celle des
fonctions périodiques a été définie : il s’agit de la classe des fonctions S-
asymptotiquement w-périodiques. Cette classe de fonction généralise aussi
celle des fonctions asymptotiquement w-périodiques.

Les résultats relatifs aux fonctions S asymptotiquement w-périodiques
sont limités car ce concept est nouveau. Néanmoins des propriétés sont présen-
tées et des conditions d’existence et d’unicité de solution S-asymptotiquement
w-périodique d’équations différentielles et d’équations différentielles fraction-
naires dans des espaces de dimension finie ou infinie ont été proposées :



Blot, Cieutat et N'Guérékata [13], Cuevas [28], Cuevas et de Souza [30],
Henriquez, Pierre, Taboas [53], [54], Nicola et Pierri [79]. Pour I'étude des
équations différentielles et des équations différentielles fractionnaires, on peut

considérer [7], [31], [52], [57], [72], [81], [82], [88].

Dans ce travail, nous étudierons essentiellement 1’existence de solutions S-
asymptotiquement w-périodiques et de solutions presque automorphes d’équa-
tions différentielles. La théorie des semi-groupes étant utilisée dans 1’étude
des équations différentielles, nous en donnons quelques éléments.

L’équation fonctionnelle f(t 4+ s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1
admet pour solutions les fonctions t — €%, a € R. On constate également que
la fonction ¢ — ez est aussi 'unique solution de I’équation différentielle

En 1888, Giuseppe Peano proposa d’écrire la solution du probleme de Cauchy

vectoriel
{ 2/ (t) = Ax(t)
z(0) =1, ,

ou A est une matrice, sous la forme

o0 k
IR (7))
t—e = Z A
k=0
Ce résultat a été ensuite étendu aux équations différentielles 2’ = Az, ou A
est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X de dimension
finie.

Toutes ces considérations ont conduit les mathématiciens a étudier des
équations différentielles d’ordre un en considérant des extensions de la fonc-
tion exponentielle. L’équation différentielle

2 (t) = Ax(t),

ou A est un opérateur linéaire non borné dans un espace de Banach X a alors
suscité I'intéret de nombreux mathématiciens. La définition des semi-groupes
a alors été introduite et a permis d’introduire la définition d’une ”fonction
exponentielle” comme solution de I’équation précédente.

L’introduction des semi-groupes a donc permis de définir en dimension
infinie la solution de ' = Ax quand A est un opérateur linéaire non borné.
Cependant il existe une classe d’équations qui n’avait pas encore été traitée



dans le cadre de la théorie des semi-groupes : il s’agit de celle des équations
différentielles a arguments constants par morceaux.

L’étude des équations différentielles a arguments constants par morceaux
est un domaine important car ces équations ont la structure de systeme dy-
namique de longueur constante. La continuité de la solution conduit a une
relation de récurrence entre les valeurs de cette derniere aux points n et
n + 1, ou n est un entier relatif quelconque. Par conséquent les équations
différentielles a arguments constants par morceaux combinent a la fois les
propriétés des équations différentielles ([2], [3], [10]) et des équations aux
différences ([21], [66], [59]). Le premier article présentant la solution d’une
équation différentielle a arguments constants par morceaux a été écrit par
Shah et Wiener [85] en 1983. Depuis de nombreux auteurs ont étudié cette
classe d’équations différentielles : Aftabizadeh et Wiener [4], Aftabizadeh,
Wiener et Xu [5], Cooke et Wiener [25], [26], [27], Carvalho et Marconato
[21], Marconato [67], [68], [69], G. Seifert [84], Wiener [93], [96], [97], Wiener
et Debnath [94], [95]. Dans ces articles, I'existence et I'unicité des solutions
de différentes équations différentielles a arguments constants par morceaux
sont étudiées. Des propriétés oscillatoires et des criteres de stabilité des so-
lutions sont aussi proposés. Ces résultats sont obtenus en considérant les
équations aux différences gouvernant ces équations différentielles a argument
constant par morceaux. Les équations différentielles a arguments constants
par morceaux ont été utilisées pour la premiere fois en 1988 par Busenberg et
Cooke pour modéliser la dynamique de certaines épidémies [20]. Cependant
ce n'est qu’en 2006 que la presque automorphie des solutions d'une équation
différentielle a argument constant par morceaux de la forme

w'(t) = Ax([t]) + f (1)

est étudiée, ou A est un opérateur linéaire borné et f une fonction presque
automorphe. Il s’agit des travaux de Van Minh et de Tran Tat Dat [90]. Dans
cette these nous étudions cette équation différentielle a arguments constants
par morceaux dans un cadre plus général :

/() = A@)x([t]) + £(1) (1)

ou A(t) est un opérateur linéaire dépendant du temps. Cependant ’étude de
cette équation dans le cas de la dimension infinie reste un probleme ouvert.
Nous présenterons donc des conditions d’existence de solutions presque au-
tomorphes et pseudo presque automorphes de 1’équation (1) en dimension
finie, dans le cas ou A(t) est un opérateur linéaire borné. Nous montrerons
que les solutions de 1’équation (1) sont presque automorphes ssi elles sont



bornées et obtiendront ce résultat en étudiant I’équation aux différences gou-
vernant (1). Nous appliquerons ensuite ce résultat au modele de dynamique
des populations de Leslie.

Le modele de Leslie est un modele discret tres utilisé en dynamique des po-
pulations. Ce modele est utilisé pour tenter de prédire 1’évolution du nombre
d’individus, du taux de croissance ou la composition d’une population. Intro-
duit par P.H. Leslie en 1945, ce type de modele s’est ensuite répandu parmi
les écologistes et les démographes. Les écologistes utilisent ce modele pour
déterminer si une espece peut survivre quand elle est introduite dans un en-
vironnement nouveau. Si y(n) est la taille de la population & 'instant n, le
modele de Leslie s’écrit sous la forme suivante

y(n+1) = Ly(n)

ou L est une matrice appelée la matrice de Leslie. Nous montrerons que la
restriction sur Z d’une solution définie sur R de I'équation différentielle &
arguments constants par morceaux suivante

y'(t) = (L= Dy([t)

est aussi solution du modele discret de Leslie. Ainsi I'existence de fonctions
presque automorphes définies sur I’ensemble des réels solution sur I’ensemble
des entiers relatifs du modele de Leslie sera prouvés.

Dans [41], Diagana et N'Guérékata étudient I'existence et I'unicité de so-
lutions presque automorphes d'une classe d’équation d’évolution de la forme

Clult) + £t Bu(t))] = Au(t) + (1, Cu(t)). 2
Ici A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe Cj exponentiellement
stable a valeurs dans un espace de Banach X; B, sont deux opérateurs
linéaires fermés sur X et f, g sont des fonctions continues. Dans [46], Elazzouzi
étudie I'existence de solutions de classe C™ presque périodiques et C" presque
automorphes du Probleme de Cauchy

dy(t) = —Au(t) + L(ug) + f(t)
(3)

ou A est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe, L est un opérateur
linéaire borné et f une fonction continue. Pour une étude de la théorie des
semi-groupes on peut considérer [101], [80], [65], [47]. Grace a cette théorie,



de nombreux auteurs ont pu travailler sur la presque périodicité, la presque
automorphie de solutions d’équations différentielles en dimension infinie et
donner des applications de ces équations dans des domaines variés tel que
celui de la physique ou de 1’économie.

Dans notre travail nous étudierons 1’équation (2) et une forme non linéaire
de I’équation (3), toujours dans le cas out A est le générateur infitésimal d'un
semi-groupe. Nous donnerons une condition suffisante d’existence et d’uni-
cité de mild solution S-asymptotiquement w-périodique de 1’équation (2). Ce
résultat sera obtenu en utilisant le théoreme du point fixe de Banach-Picard
et nous l'illustrerons dans le cadre d’une équation de la chaleur. La forme
non linéaire de (3) et plus précisément 1’équation

Lu(t) = —Au(t) + L(ug) + g(t, u(t))
(4)
u(0) = ¢

sera étudiée. Dans ce cadre nous obtiendrons alors des conditions d’exis-
tence et d’unicité de mild solution S-asymptotiquement w-périodique des
équations (3) et (4).

L’étude des équations différentielles a arguments constants par morceaux
a débuté il y a une trentaine d’années. Cependant d’une facon générale, les au-
teurs proposent des solutions de ce type d’équation dans le cadre de la dimen-
sion finie. Par conséquent 1’étude de la presque périodicité, de la presque au-
tomorphie des solutions d’équations différentielles a arguments constants par
morceaux s’opere essentiellement en dimension finie. Différentes équations
ont été résolues dans le cadre de la dimension infinie en utilisant la théorie
des semi-groupes. C’est le cas des équations (2), (3) et (4). C’est aussi le cas
d’équations différentielles intégrales, d’équations différentielles stochastiques,
d’équations différentielles fonctionnelles. Nous déterminerons la solution de
I’équation différentielle a arguments constant par morceaux suivante

{ g;((é)) - é):c(t) + Aox([t]) + f(2) (5)

en supposant que A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe. Nous
donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solutions S asymptoti-
quement w périodiques, ol w est un entier positif.

Afin de déterminer les solutions des équations différentielles a arguments
constants par morceaux, les auteurs cherchent d’abord l’expression de la so-
lution sur les intervalles [n,n + 1] ou n € 7Z, utilisent cette expression afin
de mettre en évidence une relation de récurrence entre z(n) et x(n + 1)
et déterminent ainsi la solution de cette équation sur R*, R~ et R. Nous



présenterons une solution obtenue directement sur R*. Cette solution sera
déterminée sans utiliser les techniques habituelles de discrétisation. Certes la
fonction z([t]) n’est pas nécessairement continue sur R, néanmoins elle est
étagée. Par conséquent cette fonction est intégrable au sens de Riemann sur
les intervalles fermés bornés. Ainsi la ”mild solution” de I’équation (5) sur R™
sera définie. Nous n’utiliserons pas les propriétés de I’équation aux différences
gouvernant cette équation. En effet, nous traiterons de 'existence et de I'uni-
cité de solution S asymptotiquement w-périodique de I’équation (5), ot w est
un entier positif, en utilisant le théoreme de Banach-Picard. Les résultats re-
latifs a I’équation (5) seront appliqués a une équation aux dérivées partielles.

Nous traiterons aussi de I'existence et de 'unicité de solutions S asymp-
totiquement w-périodiques de I’équation (5) dans le cas non linéaire, ot w est
un entier positif. Des conditions d’existence et d’unicité de solution S asymp-
totiquement w-périodiques de I'équation différentielle & arguments constants
par morceaux

{ a'(t) = Ax(t) + Aox([t]) + g(t, 2(t)) (6)
z(0) = ¢

seront alors obtenues en utilisant le théoreme de Banach-Picard. Les résultats
relatifs a I’équation (6) seront aussi appliqués a une équation aux dérivées
partielles. Méme si nous nous limitons au cas ou w est un entier positif,
nous proposerons pour la premiere fois des conditions d’existence et d’unicité
de solution S asymptotiquement w-périodique d'une équation différentielle a
arguments constants par morceaux dans un espace de dimension infinie.

En 2005 dans [87], Tran Tat Dat étudie la presque périodicité des solutions
de I’équation

'(t) = Ax(t) + Z Aja ([t +4]) + f(1) (7)

en dimension finie. Nous étendrons la théorie des semi-groupes a cette équation
différentielle a arguments constants par morceaux et nous définirons alors la

"mild solution” de cette derniere. Afin d’obtenir une ”mild solution” définie

sur R, nous déterminerons d’abord la "mild solution ” de ’équation (7) sur

I'intervalle [n,n + 1] que nous généraliserons ensuite a l’ensemble des réels.

Nous montrerons qu'une mild solution de ’équation (7) est presque auto-

morphe si et seulement si sa restriction a ’ensemble des entiers relatifs est

une suite presque automorphe. Des criteres d’existence de mild solutions

presque automorphes de 1’équation

2'(t) = Ax(t) + Aoz ([t]) + Az([t + 1]) + f(2). (8)

10



seront proposés. Ces conditions d’existence seront obtenues en utilisant I’équation
aux différences gouvernant I’équation (8). Les résultats relatifs a la presque
automorphie des équations (7) et (8) seront donc obtenus en utilisant les
techniques liées aux équations aux différences. Il s’agit de la théorie spec-
trale des suites bornées.

Nous obtiendrons des résultats concernant 1’existence et 1'unicité de solu-
tion S-asymptotiquement w-périodique et de solution presque automorphe de
plusieurs équations d’évolution. Cette problématique sera notamment étudiée
dans le cadre d’équations d’évolution appartenant a la classe des équations
différentielles a arguments constants par morceaux.

Le travail est divisé en quatre chapitres. Au premier chapitre nous présentons
les résultats nécessaires a notre étude. Il s’agira de la théorie des fonctions
presque périodiques, des fonctions pseudo presque périodiques, des fonctions
compact presque automorphes, des fonctions presque automorphes, des fonc-
tions pseudo presque automorphes et des fonctions S-asymptotiquement w-
périodiques. Nous rappelons aussi les définitions d’espace de Banach, d’opéra-
teurs linéaires et de semi-groupe fortement continu. Les éléments de la théorie
spectrale permettant de définir des conditions d’existence de suites presque
automorphes solution d’une équation aux différences seront exposés : 'en-
semble résolvant d’un opérateur linéaire, le spectre d’un opérateur linéaire,
le spectre uniforme d’une suite bornée.

Le deuxieme chapitre est composé de trois sections. Dans la premiere
section, nous étudierons en dimension finie la presque automorphie des solu-
tions de ’équation (1). Nous montrerons que les solutions de cette équation
différentielle a arguments constants par morceaux sont presque automorphes
si et seulement si elles sont bornées. Dans la deuxieme section nous traiterons
de D'existence de solutions compact presque automorphe de I’équation (1).
Dans la troisieme section nous présenterons un critere de stabilité de cette
équation. Nous appliquerons ces résultats au modele de Leslie et montrerons
I’existence de fonctions presque automorphes définies sur ’ensemble des réels,
solutions de ce modele discret. Les résultats relatifs a la presque automorphie
et la compact presque automorphie des solutions de 1’équation (1) ont été
publiés dans [42]. Les résultats relatifs a la pseudo presque automorphie, a
la pseudo compact presque automorphie des solutions de ’équation (1) et la
stabilité ont été publiés dans [43].

Le troisieme chapitre est composé de quatre sections. Dans la premiere
section, nous proposerons de nouvelles propriétés sur la classe des fonctions
S-asymptotiquement w-périodiques. Il s’agira entre autres de propriétés sur
la multiplication de fonctions S-asymptotiquement w-périodiques, sur 'in-
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verse d'une fonction S-asymptotiquement w-périodique, sur la composée d'un
opérateur uniformément continu et d’une fonction S-asymptotiquement w-
périodique et enfin sur le produit de convolution d’'une fonction intégrable
et d'une fonction S-asymptotiquement w-périodique. Dans la deuxieme sec-
tion, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solution S-
asymptotiquement w-périodique de I’équation d’évolution (2). Ces résultats
seront appliqués a une équation de la chaleur. Les travaux de la premiere et
deuxiéme section de ce chapitre ont été publiés dans [44]. Dans la troisieme
section, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solution
S-asymptotiquement w-périodique des équations d’évolution (3) et (4). Ces
résultats seront appliqués a une équation de diffusion avec retard. Les tra-
vaux de la troisieme section de ce chapitre ont été publiés dans [45]. Dans
la cinquieme section, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité
de solution S-asymptotiquement w-périodique d'une équation différentielle a
arguments constants par morceaux dans le cas linéaire Eq. (5) et non linéaire
Eq. (6) en dimension infinie.

Le quatrieme chapitre est composé de deux sections. Dans la premiere sec-
tion, nous définirons grace a la théorie des semi-groupes, la ”mild solution” de
I'équations (7). Ainsi nous traiterons d’un probleme d’évolution dans le cadre
d’une équation différentielle a arguments constants par morceaux. Nous don-
nerons des conditions d’existence de mild solutions presque automorphes de
I'équation (8). Dans la deuxieme section, des conditions d’existence de mild
solutions compact presque automorphes de ’équation (8) seront considérées.
Les résultats relatifs aux équations différentielles (7) et (8) seront obtenus en
dimension infinie, dans le cas d’un opérateur linéaire A non borné générateur
infinitésimal d’un semi-groupe.

12



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espaces de Banach et opérateurs linéaires

1.1.1 Espaces de Banach

Nous noterons par R et C, I'’ensemble des nombres réels et complexes,
respectivement. Nous considérons un espace vectoriel normé X sur R ou C,
la norme sera noté || - ||.

Définition 1 Une suite de vecteurs (z,) dans X est de Cauchy si pour
chaque € > 0, il existe un entier N tel que ||z, —2,|| < €, pour tout n,m > N.

Proposition 1 Si (x,) est une suite de Cauchy dans un espace normé X, la
suite (||z,||) est convergente.

Définition 2 Un espace de Banach X est un espace normé complet, c’est-
a-dire, un espace normé tel que toute suite de Cauchy de X converge dans

X.

Exemple 1 Soit BC(R,X) l'espace des fonctions continues et bornées définies
sur R a valeur dans X muni de la norme sup

A= ig}gllf(t)lla Vf € BC(R,X).

Alors BC(R,X) est un espace de Banach.

Théoréme 1 (Théoréme du point fixe de Banach-Picard) Soit X un
espace métrique et f une application contractante de X dans X. Il existe un
point fize unique x* de f dans X, c’est-a-dire tel que f(x*) = x*.

13



1.1.2 Opérateurs linéaires
2.1.2.1 Applications et opérateurs linéaires

Définition 3 Soit X un espace de Banach. Une application A : D(A) C
X — X est un opérateur linéaire si D(A) est un s.e.v de X et A est linéaire.
D(A) est appelé le domaine de A et l'image de cet opérateur sera notée R(A).

Exemple 2 Soit A l'opérateur différentiel % o1l

D(A) ={f € C'(R,X) : % € BC(R,X)}.
Nous noterons par L(X) I’ensemble des applications linéaires de X dans X.
L(X) est une algebre, le produit interne est la composition d’application,
I'élément neutre est I 'application identité. Un élément 7" de L(X) est inver-
sible, s’il existe une application linéaire S telle que T'o S = SoT = I. Ainsi,
si T € L(X), les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est inversible;
ii) T est bijectif et T~ est continu;

iii) KerT = {0}, ImT =X et T~! est continu.

Proposition 2 L’ensemble des éléments inversibles de L(X) est un ouvert
de L(X) qui contient I.

Définition 4 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X avec
D(A) =X. A est un opérateur linéaire borné sur X si il existe une constante

positive ¢ telle que
| Aa]| < cllal], Vo € X.

Définition 5 Un opérateur linéaire A : X — X est continu au point x € X
si pour toute suite (x,) C X tel que x, — x, nous avons Ax, — Az, c’est a
dire, ||Ax,, — Az|| — 0 quand ||z, — z|| — 0.

Définition 6 Un opérateur linéaire A : X — X est continu sur X si et
seulement si il est continu pour tout point x € X.

Remarque 1 A est un opérateur linéaire borné si et seulement si A est
continu.
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Définition 7 Soit A un opérateur linéaire borné. Le nombre suivant
||A|| :==inf{c € R : ||A]| < ¢||z||, Vz € X}
est appelé la norme de A.

Définition 8 Un opérateur linéaire A défini sur D(A) C X a valeurs dans
X est fermé si son graphe {(z, Az),x € D(A)} est fermé dans X x X.

2.1.2.2 Théorie spectrale

Définition 9 Soit T € L(X). On appelle valeur spectrale de T tout élément
A € K tel que NI —T ne soit pas inversible. L’ensemble des valeurs spectrales
de T est appelé le spectre de T et noté o(T). Un élément de K qui n’est
pas valeur spectrale de T est appelé valeur résolvante de T'. L’ensemble des

valeurs résolvantes de T est noté p(T) et appelé ensemble résolvant de T.
Ainsi, p(T) =K\ o(T).

Notation : Si 7' € L(X) et A € p(T), on note
R\T) =\ -T)".

Théoréme 2 L’ensemble résolvant p(T) est ouvert dans K, tandis que le
spectre est fermé. La résolvante R(X,T') est holomorphe dans p(T).

Définition 10 Une valeur propre de T' est un élément A € K tel que \I =T
ne soit pas injectif.

Remarque 2 Toute valeur propre de T' est valeur spectrale.

1.1.3 Semi-groupe fortement continu

Soit (X,]] - ||) un espace de Banach.

Définition 11 Une famille (T(t))t>0 d’opérateurs linéaires bornés sur un
espace de Banach X est un semi-groupe fortement continu (ou Cy-semi-
groupe) si
i) T(0) =1,
i) T(t+s) =T(t)T(s) pour tout t,s > 0,
ii1) (T(t))t>0 est un semi-groupe fortement continu sur X i.e pour chaque
x € X, la fonction

t—T(t)z

est continue de RT sur X.
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Le générateur infinitésimal de (T'(t)),., est défini par :

t—0

D(A) = {gp eC: limw existe}
Tty v
t

Ayp = lim pour ¢ € D(A)

t—0

Exemple 3 Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X.
Alors (etA)t>0 défini par la formule

= (tA)F
R

k!
k=0

est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur [’es-
pace de Banach X. Son générateur infinitésimal est l'opérateur A avec D(A) =

X.

Théoreme 3 Soitw € R, N > 1 deux constantes et A un opérateur linéaire
sur un espace de Banach X. Les conditions suivantes sont équivalentes,

i) A est le générateur d’un semi-groupe fortement continu (T(t))t>0 sur
X vérifiant -
IT(t)] < Ne** pour t > 0.

ii) A est a domaine dense et pour chaque A\ > w on a X € p(A) et
sup{(A —w) ™M —A)™"|:neNetA>w} < N.

1.2 Fonctions presque-périodiques

Définition 12 (Voir [16]) Soit (X, || - ||) un espace de Banach
fTR—-X

est dite presque périodique st
i) [ est continue,

ii) Pour chaque € > 0 il existe un l(e) > 0, tel que tout intervalle I de
longueur l(€) contient un nombre T avec la propriété que :

| f(t+7)— f(t)|| <€ pourtoutt e R.

Les nombres T sont appelés des € presque-périodes.
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Exemple 4 Toute fonction continue et T-périodique est une fonction presque-
périodique.
Exemple 5 (Voir [63]) La fonction
f(t) =asint + asinVv2t, a € X, a #0,

est presque périodique mais n’est pas périodique.
Quelques Propriétés

P.1) Toute fonction presque-périodique est bornée.

P.2) Toute fonction presque-périodique est uniformément continue sur R.

P.3) Principe de reconstitution (& oo et —o00). Il existe des suites (¢, )nen
avec t, — oo et t;, — —oo telle que (f(t+t"))nem’ (f<t+t;1))nem convergent
uniformément sur R vers f(t).

P.4) L’ensemble des fonctions presque-périodiques est invariant par trans-
lation ; il I'est également par convolution par des fonctions de L!.

La caractérisation suivante est due a Bochner.

Caractérisation de Bochner

Définition 13 (Voir [1}]) Soit X un espace de Banach muni d’une norme
notée || -,

f:R—-X
On dit que f est presque-périodique si elle vérifie les deux conditions sui-
vantes :

i) [ est continue,

ii) de toute suite (h])new de nombres réels, on peut extraire une sous-suite
(hn)new telle que la suite (f(t+ hy)) soit uniformémemt convergente sur

R.

nelN

Quelques propriétés déduites de la caractérisation de Bochner.
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P.5) L’image d’une fonction presque-périodique a valeur dans un espace
de dimension quelconque est relativement compacte.

P.6) L’ensemble des translatées d’une fonction presque-périodique f i.e.
{s = f(t+s),t e R}

est relativement compact quand C(R, X) est muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur R.

P.7) L’espace des fonctions presque-périodiques est complet pour la norme
sup.

P.8) La somme et le produit de fonctions presque-périodiques sont presques-
périodiques.

P.9) La composée de deux fonctions presque-périodiques est une fonction
presque-périodique.

10) Si f est une fonction presque-périodique et si g est une fonction uni-
formément continue alors la composée gof est une fonction presque-périodique.

Deuxiéme Caractérisation de Bochner

Théoréme 4 (voir [14]) Soit f : R — X une fonction continue. Alors,
f est presque-périodique si pour toute suite ((O’n)ne]N, (Tn)ne]N)Un,Tn e R il
existe une sous-suite ((07,)nen, (T4)nen) telles que (f(t+ o7,)) converge
simplement sur R vers une fonction g(t) et (f(t + o, + 7,,)) et (g(t +

nelN

nelN

/

7'71))716]N convergent simplement vers la méme fonction h(t).

1.3 Fonctions et suites presque automorphes

1.3.1 Fonctions presque automorphes

Définition 14 (voir [78]) Une fonction f € C(R,X) est presque automorphe
si pour toute suite a valeur réelle (s,), il existe une sous-suite (s,) telle que

lim lim f(t+ s, — sm) = f(t) (1.1)

m—00 N—00

18



pour tout t € R.
La limite dans (1.1) signifie que

g(t) = lim f(t+s,) (1.2)

n—oo

est bien définie pour chaque t € R et
£(t) = lim gt — s,)

n—oo

pour chaque t € R.
Si la limite est uniforme sur chaque compacte K C R, nous disons que f est
compacte presque automorphe.

Exemple 6 (Voir [76]) La fonction
1
t) ==
£@) 2 + cost + cos\/2t

est presque automorphe, mais n’est pas uniformément continue. Par conséquent
cette fonction n’est pas presque périodique.

Exemple 7 (Voir [91]) La fonction f: R — C définie par

f(t) = 2+ 't 4 V2
|2+ et + eiv2|

est presque automorphe, mais n’est pas presque périodique.

Théoreme 5 (Voir [75], Théorémes 2.1.3 et 2.1.4) Supposons que f, f1 et fo
sont presque automorphes et \ est un scalaire. Alors les assertions suivantes
sont vraies

i) \f et f1+ fo sont presque automorphes,

i) fu(t) = f(t+a), t € R, est presque automorphe pour tout a € R

iii) f(t) == f(—t), t € R, est presque automorphe,

i) L’image Ry de f est précompacte, donc f est bornée.

Remarque 3 AA(X) l'espace des fonctions presque automorphes muni de
la norme sup

1 flleo = sup [[£(?)]]
teR

est un espace de Banach. Nous noterons K AAX, ’espace des fonctions com-
pactes presque automorphes. Alors nous avons

AP(X) C KAA(X) C AA(X) C BO(R,X)

ot APX est l’espace des fonctions presque périodiques et BC(RX) est [’espace
des fonctions bornées et continues.
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Théoréme 6 Si{f,} est une suite de fonctions presque automorphes tel que
fn — f uniformément sur R, alors [ est presque automorphe.

Proposition 3 Nous définissons F : R — X par F(t) = fot f(s)ds ou f €
AA(X). Alors F € AA(X) st Rp = {F(t)|t € R} est précompacte.

Théoreme 7 Si f € AA(X) et sa dérivée [’ existe et est uniformément
continue sur R, alors f' € AA(X).

Théoreme 8 Soit f : R x X — X une fonction presque automorphe en t
pour tout x € X et vérifie une condition lipschitzienne en x uniformément
pour t € R. Soit ¢ : R — X une fonction presque automorphe. Alors la
fonction F : R — X définie par F(t) = f(t,¢(t)) est presque automorphe.

1.3.2 Fonctions pseudo presque automorphes

Définition 15 Soit X un espace de Banach .

Une fonction bornée et continue a valeur moyenne volatile est définie
comme une fonction qui appartient a l’ensemble

1 T
a0 = { o e Bomx) s pm o [ o)lds =0 }.

Définition 16 Une application f € BC(R,X) est pseudo presque auto-
morphe (pseudo compact presque automorphe) si f = f1+ fa, ot f1 € AA(X)
(respectivement f; € KAA(X)) et fo € AAN(X).

La fonction fo est appelée la partie ergodique de f. L’ensemble des fonc-
tions pseudo presque automorphes sera noté par PAA(X).

Corollaire 1 (Voir [107]) La décomposition de fonctions pseudo presque au-
tomorphes est unique.

Lemme 1 (Voir [98]) Si x(-) € PAA(X) alors x(-—h) € PAA(X), ot h > 0

est une constante fixée.
Théoreme 9 (Voir [100]) (PAA(X), || - ||co) est un espace de Banach.
Proposition 4 (Voir [99] Théorém 2.2) Soiet f, fi, fo € PAA(X). Alors

nous avons
i) \f € PAA(X), pour tout scalaire X.

i) f1 + fo € PAA(X)

iii) g(t) == f(—t) € PAA(X)

i) fu(t) == f(t+a) € PAA(X), pour tout a € R.

v) PAA(X) est un espace de Banach pour la norme sup.
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1.3.3 Suites presque automorphes

Comme pour les fonctions, la presque automorphie des suites a été définie
(Voir [89]). (*°(X) est l'espace des suites bornées dans un espace de Banach
X muni de la norme sup, i.e., x = {2, }nez € (*°(X), alors

||| == sup |[a]].
nez

Définition 17 Une suite z € [*°(X) est presque automorphe si pour toute
suite d’entiers (k,), il eviste une sous-suite (k,) telle que

lim lim zpip,—k, = (1.3)

m—00 N—00

pour chaque p € Z. La limite dans (1.3) signifie que

y(p) = lim z(p + s,) (1.4)
est bien définie pour chaque p € Z et

(p) = lim y(p - s,)
pour chaque p € 7.

L’ensemble des suites presque automorphes X est un sous-espace fermé de
[*(X) que nous noterons aaX. L’'image d’une suite presque automorphe est
précompacte. Pour chaque suite bornée g := {g, }nez dans X, S(k)g est la
k-translation de g dans (*°(X), i.e., (S(k)g)n = Gn+k, VN € Z, et S = S(1).

1.3.4 Théoréme de Kadets

Nous utiliserons comme notation standard cy pour l'espace de Banach
des suites numériques {a,}>2, tel que lima, = 0, muni de la norme sup.

n—0o00

Le probleme considéré est le suivant : L’intégrale d’'une fonction presque
automorphe est elle presque automorphe ? Le contre exemple de [60] montre
que des conditions doivent étre imposées sur 1’espace X.

Exemple 8 Considérons la fonction f(t) a valeur dans ¢y définie par

£(t) = {cos( )}, Vi € R

={—cos(—)}n, .
n n

Leintégrale F(t) = [} f(s)ds de f(t) est F(t) = {sin(L)}e2,. Evidemment, f
est presque périodique (par conséquent presque automorphe), et F' est bornée.
Cependant, l'image de F, (voir [60],p81-82), n'est pas précompacte, donc F
n’est pas presque automorphe.
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Nous allons énoncer maintenant le théoréme de Kadets.

Théoréme 10 (Voir [60] Théoréme 2, p.86) Supposons que f est une fonc-
tion presque périodique et F est bornée. Alors F' est presque périodique si et
seulement st X ne contient pas de sous-espace isomorphe a cg.

Une extension du théoreme de Kadets aux fonctions presque automorphes a
été donnée dans [8].

Lemme 2 (Voir [89], lemme 2.8) Nous supposons que x = {x, }nez est une
suite a valeurs dans un espace de Banach X, nous supposons aussi que X
ne contient pas de sous espace isomorphe a cy et considérons l’équation aux
différences

r—Sr=y

ou y est presque automorphe. Alors la suite x est presque automorphe.

Remarque 4 Chaque espace de dimension finie ne contient pas de sous es-
pace isomorphe a cg.

1.4 Fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques

Soit X un espace de Banach. BC'(R™, X) est 'espace des fonctions bornées
et continues définies sur R* & valeur dans X; muni de la norme ||f||e =
sup;so || f(t)]], c’est un espace de Banach. Cy(R*,X) est 'espace des fonc-
tions continues définies sur R & valeur dans X tel que tliglo f(t) = 0; clest

un sous-espace de Banach de BC(R™,X). Soit w un réel strictement positif.
P,(X) est I'espace des fonctions continues w-périodiques définies sur R a va-
leur dans X. Muni de la norme sup, c’est un espace de Banach.

Soient X et Y deux espaces de Banach, £(X,Y) est l'espace des appli-
cations linéaires continues définies sur X a valeur dans Y. Si X = Y, nous
utilisons la notation £(X) pour £(X, X).

Nous considérerons cet ensemble

Co(BFX) = {f € BC(X) + lim ||£(0)]| = 0}.
Définition 18 Soit f € BC(R',X) et w > 0. f est asymptotiquement w-
périodique si f =g+ h ot g € P,(X) et h € Co(RT,X).
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Nous noterons par AP, (X) I'ensemble des fonctions asymptotiquement w-
périodiques définies sur R et a valeurs dans X. (AP, (X),]|| - ||«) est un
espace de Banach.

Remarquons que nous avons

AP,(X) = P,(X) ® Co(R*, X).

Définition 19 Une fonction f € BC(R*,X) est S-asymptotiquement w-
périodique si tlim (f(t+w)—f(t)) = 0. Dans ce cas w est une période asymp-
totique de f.

Nous noterons par SAP, (X), 'ensemble des fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques définies sur R et a valeurs dans X. Alors nous avons

AP,(X) C SAP,(X).

L’inclusion est stricte. En effet la fonction f : Rt — ¢y ot ¢g = {z =
(Tn)nen : lim z, = 0} munie de la norme ||z|| = sup, ¢y |2(n)], et (f(t) =

22 Vnew. Alors f € SAP,(X) mais f ¢ AP, (X)(voir [53] Exemple 3.1).
Le résultat suivant a été obtenu par Henriquez-Pierri-Taboas; Proposi-
tion 3.5 dans [53].

Théoréme 11 Muni de la norme ||||o0, SAP,(X) est un espace de Banach.

Corollaire 2 (voir [13], Corollaire 3.10 p.5) Soient X et Y deux espaces de
Banach, et soit A € L(X,Y). Si f € SAP,(X), alors Af :==[t — Af(t)] €
SAP,(Y).

Maintenant nous considérons les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques
avec parametre.

Définition 20 (voir [53]) Une fonction continue f : [0,00[xX — X est
uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur des ensembles bornés si
pour chaque ensemble borné K C X, l'ensemble {f(t,x) :t > 0,2 € K} est
borné et tliglo(f(t’ z) — f(t+w,x)) = 0 uniformément pour x € K.

Définition 21 (voir [53]) Une fonction continue f : [0,00[xX — X est
asymptotiquement uniformément continue sur des ensembles bornés si pour
chaque € > 0 et chaque ensemble borné K C X, il existe Le g > 0 et 0 x > 0
tel que ||f(t,x) — f(t,y)|| < € pour tout t > L.k et tout x,y € K avec
o~ yll < e
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Théoréme 12 (voir [53]) Soit f : [0, 0o[xX — X une fonction uniformément
S-asymptotiquement w-périodique sur des ensembles bornés et asymptotique-
ment uniformément continue sur des ensembles bornés. Soit u : [0, 00[ une
fonction S-asymptotiquement w-périodique. Alors 'opérateur de Nemytskii
o) :== f(-,u(:)) est une fonction S-asymptotiquement w-périodique.

1.5 Théorie Spectrale des fonctions et des suites
bornées

Définition 22 Soit u une fonction bornée sur R a valeurs dans un espace de
Banach X, l'ensemble des réels & pour lesquels la transformée de Carleman

/ e Mu(t)dt, Re(\) >0,
0

Z(N) = 00
W —/ eMu(—t)dt, Re(\) <0

n’a pas d’extension holomorphe aux voisinages de i dans le plan complexe
C, est appelé le spectre de Carleman de u et est noté sp(u).

Proposition 5 Soient u,v : R — X des fonctions mesurables et bornées, et
¢ : R — C une fonction lisse qui décroit plus rapidement que les fonctions
polynomes. Alors

i) sp(u) est fermé

it) sp(u+v) C sp(u) U sp(v)

iii) sp(ip * w) D sp(u) N supp(P)

w) sp(u — @ *u) C sp(u) N supp(l — @)

Pour chaque suite bornée g := {g, }nez dans X, S(k)g est la k-translation
de g dans I*(X), i.e., (S(k)9)n = gnik,Vn € Z, et S = S(1).

Définition 23 Soit A un sous espace fermé de 1*°(X). Nous disons que A
vérifie la condition H si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Chaque suite constante est dans A.

ii) Si {xp}nez € A et q € T'(Le cercle unité), alors la suite {q"xp}nez est
dans A.
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iii) Si B est un opérateur linéaire borné dans X, alors { Bxy, }nez € A quand
{Zn}nea est dans A.
iv) SA = A.

Comme exemple de sous espace de [*°(X) qui vérifie la Condition H, nous
pouvons prendre aa(X) qui est un sous espace fermé de [*°(X).

Dans la suite nous supposerons que 4 est un sous espace fermé de [*°(X)
qui vérifie la Condition H. Considérons l'espace quotient [*°(X)/A. Nous
définissons l'opérateur S par S(z + A) = Sz + A, Vo € 1°(X). Soit 7 la
projection canonique définie sur [*°(X) a valeur dans (*°(X)/A : nous avons
mx = &. L’ensemble M; désigne 'adhérence dans 1*°(X)/.A du sous-ensemble
{S(n)z,n € Z}.

Définition 24 Le spectre uniforme de x € 1*°(X) par rapport a A, noté par
spa(z), est défini par 3
o (S|m,)

On peut considérer que sp4(x) est une partie du cercle unité T.

Lemme 3 (Voir [90], lemme 2.4) Soit © = {x,}nez € [2(X) et soit A un
sous-espace de [*°(X) qui vérifie la condition H. Alors spa(x) est l’ensemble
des points zg du cercle unité I' tel que la transformée de Carleman

S ASm)E, VA > 1,
n=0

=Y NIS(=n)E, VA <1

n=1

n’a pas d’extension holomorphe sur aucun voisinage de zg.
Considérons cette équation
Tpi1 = Bxy,+ fn, n€EZ (1.5)

ou B est un opérateur linéaire borné. Nous noterons par op(B) la partie du
spectre de B sur le cercle unité I' du plan complexe.

Lemme 4 (voir [89]) Soit x € I*°(X) une solution de ’équation (1.5) et soit
fe A Alors
spa(z) C or(B).
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Preuve Tout d’abord montrons que l'opérateur B : X — X a le méme
spectre que Popérateur By : [*°(X) — [*°(X) qui est la restriction de B a
[*(X). Soit A une valeur résolvante de 'opérateur B défini sur X. Pour tout
x € X, il existe un opérateur C' défini sur X telle que

(M — B)o(C(x) = x.
Or pour tout n € Z, x,, € X. Par conséquent pour tout n € Z
(M — B) o C(z,,) = xp,.

A est alors valeur résolvante de 'opérateur By définie sur [*°(X). Soit A une
valeur résolvante de l'opérateur By défini sur [*°(X). Soit y € X. Posons
Yo = ¥y, pour tout n € Z. Pour tout n € Z, il existe une unique suite
x, € 1%°(X) tel que (M — By)(z,) = yn. On a donc pour tout n € Z que
(M — By)(z,) = y. Montrons que pour tout n € Z, il existe un unique
v € X tel que z, = z. Pour p # ¢, posons z,, = z, et x;, = x,. Alors
(M — By) () =y, (M —By)(z) =y et {2 }nez = {n}nez. Par conséquent,
il existe x € X tel que pour tout n € Z, x,, = x. Nous déduisons donc que
pour tout y € X, il existe un unique x € X tel que

(A = Bo)(x) = y.

Par conséquent A est alors valeur résolvante de l'opérateur B définie sur X.
Nous avons montré que 'opérateur B défini sur X a le méme résolvant que
lopérateur By défini sur [*°(X). Par conséquent ils ont le méme spectre. Nous
noterons B l'opérateur défini sur [*(X).

L’opérateur linéaire borné B induit un opérateur linéaire borné B défini sur
I'espace quotient [°(X)/A. En effet, si # = jalors 2 —j =0 ct 2 —y € A.
Puisque B est borné et que A vérifie la condition H, B(x — y) € A et
Bi = Bj. Soit une suite 7, € 1°(X)/A tel que 2, — 0. Il existe alors une
suite x, € I®(X) et z € A tel que x,, — x. B étant un opérateur borné,
Bzx,, — Bx. Puisque A vérifie la condition H et que B est borné, Bx € A et
En considérant I’équation (1.5), nous obtenons

S7 = B7

car f € A. En considérant maintenant la transformée de Carleman, nous
obtenons

—

S#(\) = Bx()).

Nous allons montré que



Pour [A| > 1, on a

Pour |A] <1, on a

Par conséquent

et

Soit 9 € p(B). Pour n suffisamment proche de 7y tel que n ¢ iR,
©(n) = (n— B) 'z
Or le résolvent (7 — B)~' est holomorphe. Par conséquent z(n) peut étre

étendu holomorphiquement a un voisinage de 7. Par contraposée, nous déduisons
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que si 327(37) ne peut étre étendu holomorphiquement a un voisinage de 7, alors
no € o(B). Nous avons donc montré que

spa(z) C or(B).

Maintenant afin de terminer la preuve, il suffit de montrer que o(B) C o(B).
Soit zg € p(B). Par définition, pour chaque y € [*°(X), il existe un unique
w € 1*°(X) tel que zyw,, — Bw, =y, pour tout n € Z. Ceci nous permet de
déduire que si g € [°°(X)/A, il existe une solution w € [*°(X)/A tel que

ZolD—B

S

= .

Montrons l'injectivité. Soit w et v tels que zpw — Bw = 20U — Bo. Nous
obtenons donc que zy(w — 0) — B(w — ) = 0. Par conséquent il existe = € A,
tel que (z9 — B)(w — v) = z. Nous déduisons alors que

w—v = (2 — B) (z).

En remarquant que ||zo — B|| < [|20|| + ||B]|, nous déduisons que zp — B
est borné. zy — B étant borné et bijectif, son inverse (29 — B)™! est alors
également borné. (29 — B)~! vérifie donc la condition H. Par conséquent
(20 — B)!(z) € A et w— v € A. Nous obtenons donc que w = 0.0

Lemme 5 (Voir [89]) Soit A, l’espace des suites presque automorphes dans
X, et soit x € [*°(X) tel que spa(x) est dénombrable. Supposons que X ne
contient pas de sous-espace isomorphe a co. Alors v € A.

Preuve Supposons que sp4(z) n’est pas vide. Puisque S | M est une isométrie
sur M; et que spa(z) = o(S|um,) est dénombrable, par le théoreme de Gel-
fand (voir [7], [8], [9]) nous déduisons qu'il existe un point zy dans le spectre
qui est valeur propre de S |m, . Il existe donc un élément § € M; tel que
208 = S3. Montrons que Vy : 1°(X) +— [>°(X) ol

Ve, = XNz, VneZ, el

est bijectif. Soit y,, € {*. On a VA(A™"y,) =( n. V) est donc surjectif. Sup-
posons que A\"z(n) = A'y(n). En multipliant par A™", nous obtenons que
Ty = Yn. Vi est donc injectif. Nous remarquons que si x,, € A, V)\(x,) € A,
car A vérifie la condition H. Nous remarquons aussi que Vy(Vy-1(z,)) = z,.
Par conséquent V/\’1 = Vj-1. Montrons que

VSVt =A71s.
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Nous avons
VASVH (z) = VaSA "z,
— V)\)\—(n+1)xn+1

— )\n)\—(n+1)xn+l

= )\_1$n+1
= \"1Sz,,.
Alors, nous obtenons zox — Sz = 2(x — 2, ' Sz) = z(z — V., SV 'z). Si

zox — Sz € A, alors zo(x — V.SV 'z) € Aet o — V. SV, 'z € A Puisque

Vzgl est un isomorphise qui laisse invariant A, nous déduisons que Vzgl(x —

V.SV 'x) € Aet V 'z — SV 'z € A. En appliquant le lemme (2), nous
déduisons que V 'z € A. Puisque V., est un isomorphise qui laisse invariant
A, nous déduisons que = € A.

Si spa(x) est vide voir [89] lemme 2.13.0

Théoréme 13 (Voir [90], théoréme 2.19) Soit B un opérateur linéaire borné
dans X tel que or(B) est dénombrable. Nous supposons que X ne contient pas
de sous espace isomorphe a co. Nous supposons aussi que {Tp}nez est une
suite bornée qui vérifie l’équation

Tpy1 = Bxy, +yn, n €L,
0t {Yn }nez est dans aaX. Alors {z,} est presque automorphe.
Preuve Si or(B) est dénombrable, spa(x) est dénombrable car
spa(x) C or(B).

Nous vérifions donc les conséquences du lemme précédent. Par conséquent la
suite {x,} est presque automorphe.[]

Remarque 5 En dimension finie, [’espace de Banach X ne contient pas de
sous espace isomorphe a co. or(B) est dénombrable. Par conséquent toute
suite bornée qui vérifie I’équation

Tpt+1 = Bz, + Yn, MNE Z7

0l {Yn }nez est dans aaX est presque automorphe.
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Chapitre 2

Solutions presque automorphes
pour une équation différentielle
a arguments constants par
morceaux

Introduction

L’étude des équations différentielles a arguments constants par morceaux
est un sujet important car ces équations ont la structure de systeme dyna-
mique sur des intervalles de longueur constante. Par conséquent, ces équations
ont les propriétés d’équations différentielles et d’équations aux différences.
De nombreux articles traitent de ce type d’équation. Le premier papier
considérant ce sujet est 'article de Shah et Wiener [85] en 1983. En 1984,
Cooke et Wiener [25] étudient ces équations avec retard. Cependant, c’est
seulement en 2006 que la presque automorphie de ce type d’équation a été
étudiée. Dans leur papier [90], en utilisant la théorie spectrale, N’Guyen Van
Minh et Tran Tat Dat donnent des conditions afin que chaque solution bornée
de I’équation

a'(t) = Ax([t]) + f (1)
soit presque automorphe. Dans cette équation A est un opérateur linéaire
borné, f est une fonction presque automorphe définie sur R et [-] est la par-
tie entiere. Il est alors naturel de se demander sous quelles conditions les
solutions bornées du cas nonautonome

/() = A@)x([t]) + £(1) (2.1)
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sont presque automorphes ou pseudo presque automorphes. En considérant
le cas ou f est une fonction presque automorphe, ot A(t) est un opérateur
presque automorphe, nous généraliserons le travail de N’Guyen Van Minh
et Tran Tat Dat. Nous présenterons un critere de stabilité et illustrerons
ces résultats en étudiant 'existence de fonctions définies sur R solutions du
modele discret de Leslie. Ces résultats seront obtenus en dimension finie.

2.1 Solutions presque automorphes

Définition 25 Une solution de l’équation (2.1) sur R est une fonction x qui
vérifie les conditions suivantes :

1- x est continue sur R.

2- La dérivée ©' existe pour tout point t € R, mais éventuellement n’est

dérivable qu’a la droite ou a la gauche du point [t] € R.
3- x vérifie l'équation (2.1) sur chaque intervalle [n,n + 1] avec n € 7.

Théoréme 14 Chaque solution de l’équation (2.1) vérifie

t

() = (1+/m A(s)ds)x([t])—k/[;f(s)ds (2.2)

Preuve En considérant I'intégrale de

21(t) = an(®)z1([t) + .. + ar (D, ([6]) + 2(2)

24(1) = an (D (1) + o+ ane (02, (1) + 10

sur [n,t[ avec t € [n,n + 1], nous obtenons

21(t) = x1(n) + [Lan(s)dszi(n) + ... + [ ar(s)dsz.(n) + [ fi(s)ds

}Ur(t) = a1(n) + [ an(s)dszi(n) + ... + [T ay(s)dsz,(n) + [1 f.(s)ds
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Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord des résultats sur la presque
automorphie des solutions bornées de I’équation(2.1).

Lemme 6 Soit x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t) un
opérateur presque automorphe et f une fonction presque automorphe. Alors
x est presque automorphe si et seulement si la suite {x(n)}nen est presque
automorphe.

Preuve Il est évident que si x(t) est presque automorphe, la suite {z(n) } ez
est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)},ez est presque automorphe. Nous al-
lons prouver que x est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
étapes.

Etape 1:
Nous supposons que {n} } est une suite a valeurs entieres. Alors il existe une
sous-suite {ng} et une suite {v(n)} telles que

klim z(n +ng) = v(n); klim vin—ng) =x(n), VYnezZ (2.3)
Jim f(E+ng) =g(t); hm og(t—n) = f(t), VEeR  (2.4)
klim A(t +ny) = B(t); klim B(t —ng) = A(t), VteR (2.5)

Pour tout ¢ € R, [t] est la partie entiere et {t} la partie fractionnaire de t.
Alors, définissons

t t

V(t) = (H/m B<s)ds)v([t])+/[t] g(s)ds, teR.

Comme A(t), f(t) et {x(n)},ez sont presque automorphes, il existe des
constantes K, L, J > 0 telles que pour tout ¢t € R

1AM < M, [[f @I < 7, [l < L

IB®I < M, |[g@)]] < J; [[o([E)]] < L.
Nous avons,

t+ng t

A(s)ds)x([tan)—(I—ir / B(s)ds)v([t])H

||z (t+ni) =V (1)]| < |!(f+/ g

[t]+nk
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t+ng t
+ F(s)ds — d
[ ()ds Ag@>w

[tl+nk ]

<HMH+nw (el

+H A(s + ng)ds( z([t] + nk) >]

Hmﬁyu+mwwmmawmu

t

ﬁ”V@+nw—9@m%

< lz([t] + nw) — v ([Z)]]
M| ([t] + ni) — o([E])]]
MHA@+HH—BQN%

ﬁ“ﬁ@+nw—gﬁmﬁ-

Nous obtenons donc que

o [+ ) = V(O < Jim [la((d + ne) = ()]

+kh—>I£lo M||z([t] + ni) — v([t])]]

t

+J lim | [||A(s+ ng) — B(s)||ds

k—oo [t]

t
+Jim [ 1f 4 m) — g(ollds
—J

En remarquant que
||A(s +ni) — B(s)|| < 2M,

t
/ 2Mds < 2M
[t]

et
1 f(s+nk) — g(s)]] <27,

t
/ 2Jds <2J
[1]
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;nous déduisons donc que

lim [ (t +ng) = V()] < lim |2 ([t] + ) — v ()]

k—o0

+]}Lr£10 M|z ([t] + ng) — v([t])]]

t
—|—J/ lim [|A(s 4+ ng) — B(s)||ds
[t

} k—o0

t
+/ klim | f(s+nk) —g(s)||ds
[¢] T

en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent

klim ||z (t +mng) — V(t)|| = 0.
Maintenant montrons que klim |V (t —ng) —x(t)|| = 0.
Nous avons,

t—nk t

V(t—ng)—x < ||t B(s)ds |v([t|—ng)— (1 A(s)ds )z
V=@l < (1 B olltm—(1+ [ A)as) (@
HI[ ads - [ pasl
[t]—nk [t]

< [lo([t] = ne) — ()]

+1 J Blo = mds(o(f] = m) = o)

I [ 3= ) = AGoyas)a()]

t

+{JW@—nw—f®N@

< Jo([t] = i) — ()]
+M{|o([t] = n) — x([t])]]

t
+J/|w@—nw—A@mw
(]
t

+[me—nw—f@mw.
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Nous obtenons donc que

i [V (¢~ ne) = 20| < Jim [fo(fF] = ns) — (4]

k—oo

+’}LT£10M‘|U([t] —ng) — x([t])]]

k—o0

t
+Jhn/|B@—n@—A@m@
[t]
t

+ lim llg(s —ng) — f(s)]|ds.

k—o00 [t]

En remarquant que
1B(s — i) — Als)]| < 2,

t
/ 2Mds < 2M
[¢]

et

llg(s —ni) = f(s)Il < 27,

t
/ 2Jds <2J
[1]

;nous déduisons donc que

o [[V/(¢ = ) — ()| < Jimn Jlo([4] = me) = (14|

k—oo

+ lim M|[v([t] — ng) — z([t])]]

k—o0

t
+J/1mww@—ng—A@m@
[

t] k—o0

t
+/1mwmw—nm—f@mw
[t] k—oo

en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent
klim [|V(t —ng) —x(t)|| = 0.

Etape 2:

Maintenant nous COIISidéfOllS le cas él éral Oil 8/ 1 ’est as 1 écessairement
k)KEZ
une suite a valeurs entiéres.
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Soit nj, = [si], t}. = {s},} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite {ny}
de {n}} et une suite {v(n)},ez telles que (2.3), (2.4) et (2.5) sont vérifiées.
Il existe aussi une sous-suite {t} de {t}.} telle que limt; = ¢, € [0, 1].

k— o0

Nous montrerons que

lim x(t + t + ng) = klim z(t+to+mng) = V(to + 1).

k—o00

Considérons le cas ot 0 < {to + t}. Tout d’abord, vérifions que pour & suffi-
samment grand nous avons

[t +to] = [t + tx).
Pour € = {ty + t} :
dNy € N,Vk > Ny = [t +t, — (t +to)| < {to +t}

ANy € N,Vk > Ny = [to+t] <t -+t
ANy € IN,Vk > Ny = [to—i‘t] < [t—i-tk]
Montrons que {t + ¢} > 0.

Comme {t +to} > 0, nous déduisons que t +toy # [t +tg]. Si {t +tx} =0
alors t + tp = [t + tx]. Par conséquent ¢t + ¢y # t + t; et to — ¢t # 0. Nous
obtenons alors deux cas : tg —t; > 0 ou tg —tx < 0. Si tg — ;. > 0, alors
limty — tx > lim 0. Par conséquent 0 > 0 (absurde). Si ¢ty — t;, < 0, alors

k—o0 k—oo

lim ¢ty — tx < lim 0. Par conséquent 0 < 0 (absurde).

k—o0 k—oo

Pour € = {t; + t} :

AN, e NVE > Ny = [t +t, — (t+1o)] < {tr +t}
AN, € NVE > Ny =t 4+t — (t+1t) < {t +ti}
AN, € N,VE > Ny = —(t + o) < —[t + ti)

AN; e NVE > Ny = [t+1] <t+to

AN, € N, VE > Ny = [t +t] < [t +to).

Posons N = max{Ny, N1}. Nous obtenons donc que pour tout & > N que
[t +tr] < [t+1to] et que [t + tg] > [t + to]. Par conséquent pour tout & > N,
[t 4+ to] = [t + t&).
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Dans ce cas, pour k suffisamment grand nous avons donc que [t + o] =
[t +tg]. La suite {x(n)}nez étant bornée, 'image de la fonction f et celle de
Iopérateur A étant précompact, nous déduisons alors

||z(t + ty + ng) — x(t + to + ng)||

t+te+ng t+to+ng
< ([—i—/ A(s)ds) [t+t]4+ni)— <I+/ A(s )ds)x([t—l—to]—i—nkm
[t+tr]+ng [t4+to]+n
t+tk+nk t+t0+7’bk
+|| s)ds — (s)dsl||
[t+tk +nk [t+t0]+nk
t+te+ng t+to+ny
<l <I+ / A(s)ds) [t-+to]+n) — ( / A(s )ds)x([t+t0]+nk)\|
[t+to]+mk [t+to]+nk
t+tk+nk t+to+nk
+|| s)ds — (s)ds||
[t-‘rto}-ﬁ-nk t+t0]+nk
t+te+ng t+to+ng
< II( / A(s)ds— / A(s)ds)z([t-Ho] +m0)]|
[t+to]+nk [t+to]+nk
t+tp+ng t+to+ny
4 floyds = [ fsyas]
[t+to]+nk [t+to]+nk
t+t+ng t+tp+ng
<[ A(s)ds w([t+to]+np) || +]] f(s)ds||
t+to+ng t+to+ng
t+tp+ng t+t+ng
< As)ds|) [[([t + to] + i) || + | F(s)ds|
t+to+ng t+to+ng
t+ig+ng t+ig+ng
< [ A s e+t oll+ [ s
t+to+ng t+to+ng

< MLt —to| + J |t — to]

Par conséquent
klim ||z(t 4ty + ng) — klim x(t+to+ng)|| =0.
Maintenant, considérons le cas ou {t +to} = 0, t + to est donc un entier.

Supposons que t; +t > ty + t. Dans ce cas nous déduisons que pour k
suffisamment grand [t + t] = to + t. En effet ¢, +¢ > [t; +t] > to+ ¢ car
[tk + t] est le plus grand entier inférieur ou égal a ¢, + t. Par conséquent

lim [ty +t] = to + t.

k—oo
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Nous avons

|z (t+tg4ng) — x(t+to+n)]|

t+tg+ng t+ig+ng
< ||<I+/ A(s)ds)x([t+tk]+nk)—x(t+to+nk)||+|| f(s)ds||
[t+tk}+nk [t+tk]+nk
t+te+ng t+te+ng
< ||<[+/ A(s)ds)x([t+tg]+nk)—x(t—i—to—i-nk)H—i—H f(s)dsl]|
[t+to]+nk [t+to]+nk
t+ti+ng t+tp+ng
U A)ds ettt |+ F()ds]
t+to+ng t+to+ng
t+ig+ng t+tg+ng
<l A(s)ds|| ||z (t+to+nw)||+]] f(s)ds|
t+to+ng t+to+ny
t+ig+ng t+tg+ng
< / || A(s)]|ds |I$(t+to+nk)ll+/ £ (s)|lds
t+to+ng t+to+ng

< M L|ty—to|+J|ty—to| =0

Par conséquent
klim ||z(t + tp + ng) — klim x(t +to +nyg)|| = 0.

Maintenant supposons que t, +t < to + t. Vérifions alors que a partir
d’un certain rang [t 4+ t;] =t +ty — 1.

Puisque klim t+ty=t+1tyg, pour e =1

AN eN,VE>N=t+ty—(t+1t) <1
AN eNVE>N=t+t)—1<t+1
AN e NNVE > N =t +tg— 1 < [t + ty]

car t +tg — 1 est un entier. En remarquant que
[t+tp] <t -+t <t+to,

nous déduisons que [t + t5] <t +tg et [t + tx] < t+to— 1. Par conséquent a
partir d'un certain rang [t + ¢x] =t +to — 1.
Nous allons montrer que

t+to+nyg t+to+nyg

A(s)ds>$(t—|—t0—1+nk)+/ f(s)ds.

t+to—14nyg

(t+to+np) = (I+/

t+to—14+ny
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t + to et n, sont des entiers pour tout k& € IN. Par conséquent nous pouvons
considérer la solution de I’équation (2.1) sur Uintervalle [t + to — 1 + ng, t +
to + ngl. Pour y € [t +to — 1 + ny, t + to + ng[, nous avons

Y

z(y) = ([ + /y A(s)ds)x(t +to—14+n,) + / f(s)ds

t+to—14ng t+to—14np

Or lim 2(y) = z(t+ to + ng). Par conséquent
y—t+to+ng

t+to+ng t+to+ng

A(s)ds)m(t+t0—1+nk)+/ f(s)ds.

t+to—14ng

(t+to+np) = (1+/

t+to—14+ng

La suite {x(n)}nez étant bornée, 'image de la fonction f et celle de
Iopérateur A étant précompactes, nous déduisons alors

Ha:(t+tk+nk) —x(t+t0+nk)|]

t+te+ng t+to+ng
<l ([+ / A(s)ds)x([t+tk]+nk)—(1+ / A(s)ds)x(ttho—l—l—nk)H
[t+tr]+ng t+to—14mny
t+t+ng t+to+ng
[ s [ sl
[t+ti]+ng t+to—14+ng
t+tp+ng t+to+ng
<l <I+ / A(s)ds)m(t+to—1+nk)—<1+ / A(s)ds)x(t+to—1+nk)|\
t+to—14+ng t+to—14+ng
t+te+ng t+to+nk
+ fods = [ poyas]
t+tog—1+ng t+to—1+ng
t+te+ng t+to+ng
< ||(/ A(s)ds—/ A(s)ds)x(t+t0—1+nk)||
t+to—14+ng t+to—14+ng
t+t+ng t+to+ng
+ fos= [ (sjas
t+to—1+ng ttto—1+ng
t4+t+ng t+te+ng
<I([ " Awds)attrte- Ll F(s)ds]| = 0
t+to+ng t+to+ng
t+tp+ng t+tp+ng
< A(s)ds]|2(t+to—1-+ne) ||+ F(s)ds|| = 0
t+to+ng t+to+ng

< M L|ty,—to|+J|tx—to].

Par conséquent
Jim ffar(t+ 8+ ny) = lim 2t + Ty + ny)|| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite décroissante
ou strictement croissante. Nous avons donc la preuve du lemme.[]
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Avant de présenter le prochain théoreme, nous rappelons ce lemme :

Lemme 7 (Voir [[90], Lemme 3.2, p.171]) Si f(t) est presque automorphe
alors la suite {f:Jrl f(s)ds}nez est presque automorphe.

Théoréme 15 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction presque
automorphe. Alors chaque solution bornée de l’équation (2.1) sur ’ensemble
des réels est presque automorphe.

Preuve Supposons que z est une solution bornée de I’équation (2.1). Nous
avons

t
x(t):x(n)—i—/ s)dsz(n /f s, n<t<n+1, VneZ.

Comme z(t) est continue sur R, nous obtenons

z(n+1) =az(n) + /nnﬂ A(s)dsz(n / f(s)ds, Vn € Z.
x(n—i—l)—x(n)—i—/olA( dsz(n / f(s)ds, Vn € Z.
z(n+1)=(I+ /01 A(s)ds)z(n) +/n f(s)ds, Vn € Z.

La suite { f:ﬂ f(s)ds}nez est presque automorphe. Les hypotheses du théoreme (13)
sont vérifiées car nous sommes en dimension finie. Par conséquent la suite
{x(n) }nez est presque automorphe. La solution z est donc presque automorphe.[]

Corollaire 3 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction presque
automorphe. Une solution x de l’équation (2.1) est presque automorphe ssi
la suite {x(n)}nez est bornée.

Preuve Supposons que z est presque automorphe. Alors z est bornée. Par
conséquent la suite {z(n)},ez est bornée. Supposons que la suite {x(n)},ez
est bornée. On a

[z < [l + | /m A(s)ds z([t])]] + ] /m f(s)dsl|,

T A(s)|| ds ||z s)|| ds
< <m>||+/m|| (9)]] ds | ([t])||+/[t]||f( )
< (DI + Al (D] + 1171l

Par conséquent x est borné. En utilisant le résultat précédent, nous déduisons
donc que la solution x est presque automorphe.[]
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Lemme 8 Sih € AAy(X), alors I(t) = [, h(s)ds € AAy(X).
Preuve La preuve se divise en plusieurs étapes.

Etape 1 : Nous montrerons que si 7' € IN alors le lemme est vrai.

Soit T'=n € N.
n n t
/NWMWS/JLM®wwt
—-n —n t

n—l .41 pt
sz/ (|h(s)||dsdt
J [t]

j=—n

n—l .41 gt
gzlﬁbwwm

j=—n

nolo el pjtl
S / / (1h(s)]|dtds
j s

j=—n

gifHWW“ﬂW

j=-n

gif\wwS

j=—n

Nous avons

IN

sfmwm

1 n
Par conséquent lim o / [|lI(t)]|dt = 0.
n—oo LN _n

Etape 2 : Soit 7€ R*, on a

T t T t
/ [ hs)ds||dt < / I1A(s)][dsdt.
=T J =T Jt]
Par conséquent fEFT I f[i] h(s)ds||dt < Ly + Ly + L3 ol

[~T)+1 ot
LF/ 1h(s)]|dsdt,
y [t
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(T]
L — / () ldst,

T]+1 [t

Lg—/ (s)]|dsdt.
(1] J[t]

Il suffit de montrer que %Ll, %Lz et %Lg tendent vers 0 quand T — oo.

Nous avons
1 [ T +1

1 [—T]+1
<
- 2T

1
< -
- 2T

Mdt

M,

1
ou M = sup |h(t)|. Par conséquent lim —L; = 0.
teR T—002

1
De la méme fagon nous montrons que hm ﬁLg = 0. En effet

/ I1h(s)||dsdt
[t]
/ Mt

1
P t lim — L3 = 0.
ar conséquen pm oo L

En remarquant que

(7] (1]t
/ /||h ||d8dt</ ||h(s)||dsdt
(T] /[t
T] Lo
/ Hh s)||dsdt
J [t]
[1]-1

Z/ /Hh ||dsdt
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[T]-1

Z/ / (1h(s)]||dtds

J=—[T]
B J+1
< §:u/ h()]](G + 1 — s)ds
j=—11 77
[T]-1
Ej(/ h(s)]|ds
J=—[T]
[T)
< [ lnts)as
—[T]

nous déduisons que

1 (1]
lim —/ h(s)|ldsdt < hm —/ h(s)||ds.
Jim ﬂ+1“”\<>u LS

(T]
En utilisant ’étape 1, nous obtenons que hm 5T / / [|h(s)||dsdt =
0.0

Théoréme 16 Soit = une solution bornée de l’'équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo presque automorphe et f une fonction pseudo presque
automorphe. Si {x(n)}nez est presque automorphe, alors x est pseudo presque
automorphe.

Preuve Soient f(t) = () fa(t) € PAA(X) A(t) = Ai(t) + Aq(t) €
PAA(X) ou fi(t), Ai(t) € AA(X), fa(t), A2(t) € Ado(X).

Alors z(t) =V (t) + (t), ou

I+/ Ai(s)ds)z([t]) + . fl(s)ds,

I(t) = /[t] Ay(s)dsz([t]) + . fg(S)dS

Selon le lemme 6, V() est presque automorphe et le Lemme 8 permet de dire
que [(t) € AAy(X). Nous déduisons alors que z(t) € PAA(X).O

Corollaire 4 Soient x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo presque automorphe (opérateur presque automorphe) et f
une fonction presque automorphe (pseudo presque automorphe). Si {x(n)}nez
est presque automorphe, alors x est pseudo presque automorphe.

43



Preuve Considérons le cas o A(t) est un opérateur pseudo presque auto-
morphe et f est une fonction presque automorphe. f est une fonction pseudo
presque automorphe. Le terme ergodique de f est la fonction nulle.
Considérons le cas ou f est une fonction pseudo presque automorphe et A(t)
un opérateur presque automorphe. A(t) est un opérateur pseudo presque au-
tomorphe. Le terme ergodique de A est la fonction nulle.[]

2.2 Solutions compact presque automorphes

Dans ce sous-chapitre, nous donnerons des résultats sur la compact presque
automorphie des solutions bornées ’équation (2.1).

Lemme 9 (Voir [90], lemme 3.5, p.174)
a) St imx(n+n,) =v(n), Vn€Z, alors
k—oo

lim sup||z([t] + nx) — v([t])|| = 0,VK C R.

k— o0 te K

b) Si limsupl||f(t +ng) —g(t)|| = 0,VK C R alors

k—oo ek

t
limsup/ | f(s+ ng) —g(s)||ds =0,VK C R.
[t]

k—o0 te K

Lemme 10 Soit x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t) un
opérateur compact presque automorphe et f une fonction compact presque
automorphe. Alors = est compact presque automorphe si et seulement si la
suite {x(n)bnez est presque automorphe.

Preuve
Il est évident que si = est compact presque automorphe, la suite {z(n)} €
N est presque automorphe.

Maintenant supposons que {z(n) } ey est presque automorphe. Nous mon-
trerons que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
étapes.

Etape 1:
Nous supposons que {n} } est une suite a valeurs entieres. Alors il existe une
sous-suite {ng} et une suite {v(n)} telles que

lim z(n 4+ ng) = v(n); lim v(n —ng) =z(n), VnezZ (2.6)

k—o0 k—oo
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lim sup || f(t + ng) — g(t)|| = 0; lim g(t —ng) = f(t), VteR (2.7)

k—00 tc K¢ k—o0
klim sup ||A(t +ni) — B(t)|| = 0; klirn B(t—ng) = A(t), VteR (2.8)
=0 e K —00

Alors, définissons

t t

V(t) := ([ + /[t] B(s)ds)v([t]) +/ g(s)ds, teR.

[t]

Comme A(t), f(t) et {z(n)},ez sont compact presque automorphes, il existe
des constantes K, L, M > 0 telles que pour tout t € R

HA@ < M, [FOI < J; ()] < L
IBOI < M, [lg®)]] < J; |lo(t)]] < L.
Maintenant nous allons montrer que pour chaque compact K C R :

lim sup ||z(t +ng) — V(¢)|| = 0.
k—oo ek

Nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que
|t +ri) = V(O < [|2([t] + nx) = o([E])]]

M| ([t] + ni) — o([E])]]

+L | ||A(s + nk) — B(s)||ds

1]
n /[ 7G5+ ) = g5

Nous déduisons donc que

fim sup la(t +m2) = V()| < Jim sup ([ + ne) = v((F)]

k—00 tc K
+ lim sup M||x([t] + nx) — v([t])]]
k—00 te K
t

+L lim sup [ [|A(s +ng) — B(s)||ds

k—oo tek J1]

t
+ lim sup/ | f(s+ nk) — g(s)||ds.
[t]

Par conséquent lim sup ||z(t +ng) — V(t)|| = 0.

k—oo e g
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Etape 2:

Maintenant nous considérons le cas général ot (s}, )rez n'est pas nécessairement

une suite a valeurs entieres.

Soient nj, = [s}], t, = {s}.} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite

{ng} de {n,} et une suite {v(n)},ez telles que (2.6), (2.7) et (2.8) sont
vérifiées. Il existe aussi une sous-suite {t;} de {t}.} telle que limt, = ¢, €

[0,1].

k—o0

Tout d’abord considérons le cas ou 0 < {to + t}. Nous montrerons que

lim sup ||z(t + tx + ng) — klim z(t +to + ng)|| = 0.

k—oo ek

Nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

[lz(t + tr + ng) — x(t +to + ni)|| < MLt — to| + K|ty — to]

Nous déduisons donc que

lim sup ||z(t + tx + ng) — x(t +to + ng)|| = 0.
k—00 tc K

Considérons le cas ou {to +t} = 0.

Siti +t >ty +t, nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

|z (t + te + ni) — @t + to + n)|[ < MLty — to| + Jtx — tol-

Nous déduisons donc que

lim sup ||z(t + tx + ng) — x(t + to + ng)|| = 0.

Sit, +t <ty+t, nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

Nous déduisons donc que

lim sup ||z(t + ty, + ng) — 2(t + to + ng)|| = 0.
k—00 tc K¢

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite décroissante
ou strictement croissante. Nous avons donc la preuve du lemme.[]
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Théoréme 17 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction compact
presque automorphe. Alors chaque solution bornée de l'équation (2.1) sur
l’ensemble des réels est compact presque automorphe.

Preuve Supposons que z(t) est une solution bornée de I’équation (2.1).
Nous avons

/A Ydsz(n /f s, n<t<n+1, Vn € Z.

Comme z(t) est continue sur R, nous obtenons

x(n+1):x(n)+/n+1A( dsz(n / f(s)ds, Vn € Z.

x(n—l—l):x(n)—i-/olA( dsz(n / f(s)ds, Vn € Z.

z(n+1)=(I+ /01 A(s)ds)z(n) —l—/ f(s)ds, Vn € Z.

La fonction f(t) est compact presque automorphe. Par conséquent la fonction
f(t) est presque automorphe et la suite { f:“ f(s)ds}nez est presque auto-
morphe. Les hypotheses du théoreme (13) sont vérifiées car nous sommes en
dimension finie. Par conséquent la suite {z(n)},cz est presque automorphe.
La solution z(t) est donc compact presque automorphe.[

Corollaire 5 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f(t) une fonction com-
pact presque automorphe. Une solution x(t) de ’équation (2.1) est compact
presque automorphe ssi la suite {x(n)}nez est presque automorphe.

Preuve Supposons que z(t) est compact presque automorphe. Alors z(t)
est bornée. Par conséquent la suite {x(n)},cz est bornée. Supposons que la
suite {(n)},ez est bornée. On a

|z < [l ([t ||+H/ s)ds x([t])]| + || f()dSH,

T A(s)|| ds ||z s)|| ds
< <m>||+/m|| (s)]] ds | ([t])||+/[t]||f( )
< (DI + 1Al 2D+ 1]l

Par conséquent x(t) est borné. En utilisant le résultat précédent, nous déduisons
donc que la solution z(t) est compact presque automorphe.[]
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Théoréme 18 Soient x(t) une solution bornée de l'équation (2.1) sur R,
A(t) un opérateur pseudo compact presque automorphe et f(t) une fonction
pseudo compact presque automorphe. Si {x(n)}nez est presque automorphe,
alors z(t) est pseudo compact presque automorphe.

Preuve Soient f(t) = fi(t) + fa(t), A(t) = Ai(t) + Aa(t) ou fi(t), Ai(t) €
KAA(X), fult), As(t) € AA(X).

Alors z(t) = V() + I(t), ou

vty = (1 + [ )l + [ ils)as

t ¢
I(t) = / As(s)dsa(i) + | fols)ds.
[t] [1]
Le lemme 10 montre que V (t) est une fonction compact presque automorphe
et le lemme 8 nous permet de dire que [(t) € AAy(X). Nous déduisons alors
que z(t) est pseudo compact presque automorphe.[]

Corollaire 6 Soit z(t) une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo compact presque automorphe (compact presque auto-
morphe) et f(t) une fonction compact presque automorphe (pseudo compact
presque automorphe). Si {x(n)}nez est presque automorphe, alors x(t) est
pseudo compact presque automorphe.

Preuve Considérons le cas ou A(t) est un opérateur pseudo compact presque
automorphe et f(t) est une fonction compact presque automorphe. f(t) est
une fonction pseudo compact presque automorphe. Le terme ergodique de
f(t) est la fonction nulle.

Considérons le cas ou f(t) est une fonction pseudo compact presque au-
tomorphe et A(t) un opérateur compact presque automorphe. A(t) est un
opérateur pseudo compact presque automorphe. Le terme ergodique de A(t)
est la fonction nulle.[]

2.3 La stabilité

Maintenant nous présenterons un résultat sur la stabilité uniforme des
solutions de I'équation (2.1).

Théoréme 19 Nous supposons que A(t) est un opérateur 1-périodique de
Véquation (2.1). Si pour tout a € [0,1[, I + [  A(s)ds est inversible, alors
chaque solution z(t) de l’équation (2.1) est uniformément stable.
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Preuve Siz(t) et y(t) sont solutions de I’équation (2.1), z(t) et y(t) vérifient

t

() = (z + /[t | A(s)ds)m([t]) + [ﬂt f(s)ds,

y(“:<”/m /f

Alors nous avons

t

o) =vt) = (1+ | A)ds) (w(1) ~ (D). (2.9

[t]+1

2]+ 1) —y([] +1) = (1 + /

[t]
En posant L(n) =1 + f"“ A(s)ds, nous montrons que

Asyds) (a(1t) = y(lt]))-

z(n+1) —yn+1) HL ( —y([to])) Vi > [to],n € NN,

o] +1) - HL ) (w(lto]) = wlte))) Ve > [to]

De (2.9), nous déduisons que pour tout ¢ > [to] + 1

[t]-1

o(t) —y(t) = (14 / s)ds) [T £0) (a(lt) = wllu)),

Jj=l[to]

J:(t)—y(t):<l+/ s)ds) HL ) (1 /[

J=[to] tol

A(s)ds>_1 (a(t0) ~ ult0)).

Nous montrons aussi que

o(t)—u(t) = (I+ /[t jA(s)ds) (r+ /[t t} A(s)ds>_1 ((t0)~u(t0) ) ¥t € o, [ro]+1].

Comme A(t) est un opérateur 1-périodique et en prenant J(t) = [+ fo{t} A(s)ds
nous déduisons que

o(t) — y(t) = 1) (I + /0 1 A(s)ds) SR TTRS ((t0) — w(t0) )t > [to] + 1.

49



2(t) = y(t) = J (1) (to)* ((te) — y(to) )Vt € [t [to] + 1]

Comme A(t) est un opérateur 1-périodique, A(t) est borné. Par conséquent
il existe une constante M > 0, tel que

l2(t) =y < Ml[z(to) = y(to)l-

Pour chaque € > 0, en prenant § = 17 > 0, nous déduisons que ||z(t)—y(t)|| <
€ pour tout t > t,.0]

APPLICATION

Considérons le modele discret de dynamique des population (souvent ap-
pelé modele de Leslie) présenté dans [59]

y(n+1) = Ly(n) (2.10)

ou L est la matrice suivante :

a1 Qg O3 : . : (679
pr 0 0
0 .

L =
0 0 By O

La population étudiée est divisée en p classes. Sur la premiere ligne de
la matrice se trouve le taux de fécondité de chaque classe de la population
étudiée. Tandis que sous la diagonale se trouve le taux de survie de chaque
classe de la population étudiée. Considérons maintenant 1’équation suivante

y'(t) = (L= Dy([t]) + f(®), (2.11)

ou f est la fonction nulle. Soit y solution de I’équation (2.11). Par conséquent

y vérifie
t

y(t) = (I + / (L — 1)ds)y([1)

[t]
= (I+ (L= D{t})y([t]).

Pour ¢ € [n,n + 1[ ou n € Z, nous obtenons

y(t) = (I +(L—I)({t—n))y(n)
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et
lim y(t) = lim (I+ (L —I)(t—n))y(n).

t—n+1 t—n+1

Nous obtenons alors que

y(n+1) = Ly(n).

Nous avons donc montré que si y est solution de I’équation (2.11), alors la
suite {y(n)}nez est solution du modele discret (2.10). Nous pouvons donc
énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 20 Toute solution définie sur R de l’équation (2.11) est solution
du modéle discret (2.10).

Théoréme 21 Une fonction y solution de 'équation (2.11) est presque au-
tomorphe et compact presque automorphe ssi la suite {y(n)}nez solution du
modéle discret (2.10) est bornée. Si la suite {y(n)}nez solution du modéle
discret (2.10) est bornée alors y est pseudo presque automorphe et pseudo
compact presque automorphe.

Preuve Nous avons que f est la fonction nulle. Par conséquent f(¢) est
presque automorphe, pseudo presque automorphe, compact presque auto-
morphe et pseudo compact presque automorphe. En utilisant les corollaires 3
et 5, nous déduisons que y(t) est presque automorphe et compact presque
automorphe ssi la suite {y(n)},cz est bornée. De méme en utilisant les corol-
laires 4 et 6, nous déduisons que si la suite {y(n) },ez est presque automorphe,
alors y(t) est pseudo presque automorphe et pseudo compact presque auto-
morphe. Or cette suite est presque automorphe ssi elle est bornée. D’ou le
résultat énoncé.l]

Théoréme 22 Si pour tout o € [0,1[, I + (L — I) est inversible, alors
chaque solution y de l’équation (2.11) est uniformément stable.

Preuve

En appliquant le théoréme 19, nous déduisons que si pour tout a € [0, 1],
I+ [5'(L —I)ds est inversible, alors chaque solution x(t) de 'équation (2.11)
est uniformément stable. D’ou le résultat énoncé.[]
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Chapitre 3

Solutions S-asymptotiquement
w-périodiques pour des
équations d’évolution

Introduction

Les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques constituent une classe
de fonctions généralisant la classe des fonctions asymptotiquement w-périodi-
ques. Les résultats relatifs aux fonctions S-asymptotiquement w périodiques
sont limités car ce concept est nouveau. Des propriétés qualitatives de ces
fonctions sont présentées dans [53]. Il existe aussi des articles traitant de
I’existence de solution S-asymptotiquement w-périodique d’équations différen-
tielles et d’équations différentielles fractionnaires dans des espaces de di-
mension finie ou infinie ([13], [53], [54], [64], [79]). Dans [64] Lizama et
N’Guérékata montrent une relation entre les fonctions S-asymptotiquement
w périodiques et plusieurs sous espaces de BC(R,X) ou X est un espace
de Banach. Nous commencerons ce chapitre en présentant de nouvelles pro-
priétés sur les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques.

Dans [41], Diagana et N'Guérékata étudient 'existence et I'unicité de solution
presque automorphe pour une classe d’équation d’évolution de la forme

d

S Lu(®) + f(8, Bu(?))] = Au(t) + g(t, Cu(?)) (3.1)
ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe Cj exponentiellement
stable a valeur dans X; B, C sont deux opérateurs linéaires bornés sur X et
f, g sont des fonctions continues.

La classe des fonctions presque automorphes, tout comme celle des fonctions

S-asymptotiquement w-périodiques généralisant le concept de la périodicité,
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il est alors naturel de se demander sous quelles conditions I’équation (3.1) ad-
met des solutions S-asymptotiquement w-périodiques. Nous supposerons que
f, g sont des fonctions S-asymptotiquement w-périodiques et que f(0,0) = 0.
Le théoreme 23 présentera une condition suffisante d’existence et d’unicité
de solution S-asymptotiquement w périodique de I’équation (3.1). Ce résultat
sera obtenu en utilisant le théoreme du point fixe de Banach-Picard et nous
I'illustrerons, en étudiant I'existence et 'unicité de solution S-asymptotiquement
w-périodique d’'une équation de la chaleur.

Plusieurs articles étudient aussi 'existence et 1'unicité de solutions presque
périodiques, presque automorphes, et pseudo presque périodiques a poids
de différentes classes d’équations différentielles. Dans [46], Elazzouzi étudie
I'existence de solutions de classe C™ presque périodiques et C™ presque au-
tomorphes du Probleme de Cauchy

{ %3((8; z ;Au(t) + L(w) + f(2) (3.2)

Dans [46], afin d’obtenir des solutions C™ presque périodiques et C™ presque
automorphes, 'auteur utilise la méthode de la variation de la constante et
la méthode de réduction développée par Adimy, Elazzouzi et Ezzinbi. Dans
[48], Boukli-Hacene et Ezzinbi étudient Iexistence et 'unicité de solution
pseudo presque automorphe a poids pour (3.2), en utilisant une méthode de
la variation de la constante développée par Ezzinbi et N’Guérékata [49].

Les classes des fonctions presque périodiques, presque automorphes, pseudo
presque automorphes, tout comme la classe des fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques généralisant le concept de périodicité, nous étudierons alors
I’existence et 'unicité de solution S-asymptotiquement w-périodique dans la
norme « pour I’équation différentielle (3.2) et

%u(t) = —Au(t) + L(us) + g(t, u(t)), (3:3)

ou —A est le générateur infitésimal d’un semi-groupe analytique 7'(¢), ¢ > 0,
sur un espace de Banach X.

Pour 0 < a < 1, A® est la puissance fractionnaire de A de domaine D(A%)
qui, muni de la norme |z|, = ||A%z||, forme un espace de Banach X,. On
note C, = C([—r,0],X,) l'espace de Banach des fonctions continues définies
sur [—r, 0] a valeur dans X, muni de la norme

|0lc. = sup [$(0)]a-

—r<60<0

L est un opérateur linéaire borné défini sur C, a valeur dans X, et g : R x
X, — X, est une fonction continue. La fonction histoire z; € C, est définie
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par
z(0) = z(t +6) pour 6 €] —r,0].

Les théoremes 26 et 27 présenteront des conditions suffisantes d’existence et
d’unicité de solution S-asymptotiquement w-périodique des équations (3.2)
et (3.3). Nous illustrerons ces résultats en étudiant 'existence et 'unicité
des solutions d’une équation de diffusion avec retard.

Enfin nous nous intéresserons a cette équation différentielle a arguments
constant par morceaux

en supposant que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe. Nous
définirons sur R* la mild solution de (3.4) et proposerons des conditions
d’existence et d'unicité de solution S-asymptotiquement w-périodique de cette
équation ol w est un entier positif. Nous traiterons aussi de conditions d’exis-
tence et d’unicité de solution S-asymptotiquement w-périodique de I’équation
(3.4) dans le cas non linéaire ol w est un entier positif, ¢’est-a-dire

{ 2/ (t) = Az(t) + Aoz ([t]) + g(t, x(t)) (3.5)

3.1 Quelques propriétés sur les fonctions S-
asymptotiquement w-périodiques
Nous noterons par SAP,(X), ’ensemble des fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques définies sur R et a valeur dans X. BC(R™,X) est I'espace
des fonctions bornées et continues défini sur R* & valeur dans X; muni de
la norme |[|f||o := sup;sq||f(2)|], c’est un espace de Banach. Tout d’abord

nous présentons de nouvelles propriétés sur les fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques.

Proposition 6 Soit (X, || ||) un espace de Banach sur K, ou K =R ou C.
Siae SAP,(K) et f € SAP,(X), alors af € SAP,(X).

Preuve Comme a et f sont bornés, IM;, My € RT tels que |a(t)| < M et
I|f(®)]| < M,, ¥t > 0. Nous avons

la(t +w) f(t +w) —a(®) fOI] < [[(at +w) — a(®)) f(t + w)]|

HI(f(E+w) = f(#)al®)]]
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< [(a(t +w) = a@)[[|F({t + )]
HI(F(E+w) = F@O)] |a(®)]

< [(a(t + w) = a(t))| M,

HI(F +w) = F0)][ M

Par conséquent
tim sup [la(t + ) £(t + w) — a(t)f(0)]] < lim [(a(t + w) — a(t))| My

+ lim [|(£(t+w) — F(E)IIM: =0,
doit lim [|a(t +w) f(t +w) — a(t) f(1)]| = 0. O

Proposition 7 Supposons que f € SAP,(R) est tel que tie%f lf)] >~>0.
+
Alors g == % € SAP,(R).

Preuve 1l est évident que |f(t)] > v pour tout ¢ € R;. Nous déduisons

alors que
1

[f@)f(t +w)|

Soit € > 0. Alors il existe T, > 0 tel que

1
<.
Y

Ift+w)— fO)| <er?, t>T.

Pour ¢ > T,, nous avons donc

9t +) — g0 < |12 TO)
e
<9

g

Proposition 8 Soit f € SAP,(X) et ¢ : X +— X un opérateur uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de X. Alors la fonction F : RT — X
définie par

F(t) :=®o f(t)

est S asymptotiquement w-périodique.
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Preuve Soit § > 0. Comme f € SAP,(X), il existe T5 > 0 tel que pour
tout t > Ty, nous avons

1f(t+w)— f@)] <.

Pour € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout z,y € Ry (I'image de f qui
est un ensemble borné inclus dans X), tel que ||z — y|| < 0 nous avons

[(z) — @(y)]| <e

Pour z = f(t +w) et y = f(t), nous obtenons donc

[R(f(t+w)) = (f(1)] <e

pour tout ¢ > 7.0

Proposition 9 Soit f € SAP,(X), et a € L*(R;,R). Alors la fonction
G : R, — R définie par

t
G(t) = / a(t — s)f(s)ds
0
est S asymptotiquement w-périodique.
Preuve Soit € > 0. Alors il existe T' > 0 tel que si t > T, alors

If(t+w) = f@O)l <€

et

la(t)] < e.
Nous avons

t+w

G (t4w) -G = | /0 " altrw—s) f(s)ds+ / a(t+w—s) f(s)ds— /0 a(t—s) f(s)ds]

< / " a(t45) f (w—s)ds]| - / a(t—5)[[|(F(s-+w)— F(5)) ds
<1 flle / “la(t+5)lds+ / lalt— )| (f (s +w) — F(s)llds
n / alt — )1 (F(s +w) — £(s))ds
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T t
<l + 21111 / lalt - s)|ds + ¢ / lalt - 5)|ds

t t—T
< Iflswe +20 s | lalds+e [ lats)ds

o0

< 1 lloetwe + 201 Flloc /

t—T

la(s)|ds + 6/000 la(s)|ds

qui montre que tlim |G(t+w)—G(t)]| =00

3.2 Une application pour une classe d’équations
d’évolution
Définition 26 Une fonction u € BC(R',X) est une mild solution de I’

équation (3.1) si la fonction s — AT(t — s)f(s, Bu(s)) est intégrable sur
[0,¢] et

u(t) = —f(t, Bu(t))—/0 AT(t—s)f(s,Bu(s))ds+/0 T(t—s)g(s, Cu(s))ds,

pour tout t € R*.

Nous faisons maintenant les hypotheses suivantes.

(H.1) L'opérateur A est le générateur infinétésimal d’un semi-groupe
exponentiellement stable (T'(t));>o telle que il existe des constantes M > 0
et 6 > 0 avec

I7(®)llpex) < Me™, Wt > 0.

La fonction o — AT(o) définie sur ]0,00[ et a valeur dans L£(X) est (Le-
besgue) mesurable et il existe une fonction bornée v : [0, 00[— [0, 00[ tel
que

oo < .

Il existe aussi une constante o > 0, tel que

AT (s)||px) < e 7(s),s > 0.

(H.2) Les fonctions f, g définies sur RT x X et & valeurs dans X sont
uniformément S-asymptotiquement w-périodiques sur les ensembles bornés
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et asymptotiquement uniformément continues sur les ensembles bornés. Il
existe des constantes K, K, > 0 telles que

F (@, w) = (o)l < Kyllu =], et
g (t, u) — g(t,v)[| < Kgl[u — vl

pour tout t € RT, et Vu,v € X.

(H.3) B, C appartiennent a £(X) avec max(||B|l,]|C|]) = w.

Lemme 11 Supposons que les hypotheses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Définissons l'opérateur non linéaire Ny par : pour chaque ¢ € SAP,(X)

t
(Ra0)) = [ 71 = 9)g(s. Cols)s
0
Alors Uapplication Ny défini sur SAP,(X) est a valeur dans SAP, (X).

Preuve Tout d’abord, vérifions que Aq est bien définie. Si ¢ € SAP, (X)),
alors le corollaire 2 montre que ¢t — C¢(t) € SAP,(X) quand C € L£(X).
Par conséquent, le théoreme 12 nous permet de déduire que la fonction
O(-) = g(-,Co(-)) appartient a SAP,(X) quand ¢ € SAP,(X). En parti-
culier ||P||o < 0.

Nous posons v( fo (t — s)®(s)ds. Pour t > 0, nous avons

v(t+w) — / T t+w—3)<1>(s)ds—/tT(t—s)CD(S)ds

/0 T(t+w—s)P(s)ds + /t+w T(t+w—s)P(s)ds

w

_ / T(t — 5)B(s)ds.

0
Alors nous avons

ot +w) =o@[] < [[L@O + [[L@)]]
Li(t) = /w T(t+w—s)P(s)ds
et

ttw t
I(t) = / T(t+w—s)P(s)ds — /0 T(t— s)P(s)ds.
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En remarquant que

et en utilisant le fait que (7'(t))
que

>0 €St exponentiellement stable, nous déduisons

1)) < Me™[Ju(w)]].
Par conséquent ltlim Li(t) = 0.

Maintenant comme ¢ € SAP,(X), nous pouvons trouver 7, suffisamment
grand tel que

)
[|P(t+w) — O(1)]] < 276 pour t>T..

Par changement de variable nous déduisons que

L(t) = /0 T(t—s)(P(s+w) — P(s))ds.

Alors nous obtenons que

L@l < / T (t5) (®(s-+w) —B(s))ds| [+ / T(t—5)(®(s-+w)—B(s))ds .

En observant que
I /O Tt - )(®(s + w) — B(s))ds]| < /0 TG = )l 8(s +w) — B(s)]]

Te
< Me=t=92||®||ods
0

< M2H(I)HOO(6—5(t—T€) _ ity
)
nous déduisons que
Te
tlim T(t—s)(P(s+w) — D(s))ds = 0.
— 00 0

Nous avons aussi que

¢ t
H/ T(t—S)(q)(erw)—(I)(s))dsHg/ M09
T T. M
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t
Par conséquent 1tlim / T(t—s)(P(s+w) — D(s))ds = 0.
—00 T

Nous déduisons donc que 1tlirn I5(t) = 0, ce qui prouve que Ay € SAP,(X).0

Lemme 12 Supposons que les hypothéses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Définissons l'opérateur non linéaire Ny par : pour chaque ¢ € SAP,(X)

t
(n0)t) = [ AT(E = 9)1(s, Bols)ds.
0
Alors Uapplication Ny définie sur SAP,(X) est a valeur dans SAP,(X).

Preuve Montrons que Ay est bien définie. Si ¢ € SAP,(X), alors le corol-
laire 2 montre que t — B¢(t) € SAP,(X) quand B € £(X). Le théoreme 12
nous permet donc de déduire que la fonction ®(-) = f(-, B¢(-)) appar-
tient & SAP,(X) quand ¢ € SAP,(X). Nous remarquons donc aussi que
[[®]|oo < o0

®(-) = f(-, Bo(+)) appartient SAP,(X) quand ¢ € SAP,(X). Nous posons
v(t) = fot AT (t — s)®(s)ds, et nous obtenons que

ot +w) =@ < [[L(@O]] + [[L()]]

ou

L(t) = /w AT (t +w — s)P(s)ds
et
L(t) = / AT(t +w — s)P(s)ds — / AT(t — s)D(s)ds.

En observant que

Lt) = /0 AT T (w — 5)D(s)ds

L) = / T AT (w — 5)®(s)ds
0
et T'(w — s)®(s) € X, nous déduisons que

1L < Me™||v(w)]].
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Par conséquent tlim Li(t)=0.

Comme ¢ € SAP,(X), nous pouvons trouver 7, suffisamment grand tel que

l2(t +w) — 2(0)]] < Fe.

ouy(t) < J,Vt > 0.
Nous remarquons que

1L@0)]] < II/0 6AT(t—S)(¢(8+w)—<I>(S))dSI|+||/T AT (t—5)(P(s+w)—D(s))ds|.

En observant que

I [ AT )@+ —oasl < [ 14T @05 +0)0(5)ds
< [ 1A= (@t -a(s) s
<2loll [ 1470~ 9)lds
<2lolle [ et )as

Te
§2H¢HOOJ/ e~ =9 s
0

2||¢||OO‘] —a(t-T.) _ —at
< A (o

7
nous déduisons que

T,

lim [ AT(t — 8)(®(s + w) — D(s))ds = 0.

t—o00 0

En observant que

|| | AT(t — s)(P(s+w) — D(s))ds|| < |AT(t — s)(P(s +w) — D(s))]||ds

T. Te

g/T AT (t—5)|| [|(®(s-+w)—(s))]||ds
< /t e_a(t_s)v(t—s)%eds
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< 6(1 . efa(thE)>

IN
\.('h

nous obtenons que
t

lim [ AT(t— s)(P(s +w) — P(s))ds = 0.

t—o0 T
€

Ceci prouve que Ay € SAP,(X).0

Théoréme 23 Supposons que les hypothéses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Alors léquation (3.1) a une unique solution (mild) S asymptotiquement w-

périodique si
JK; MK,
-4 + - <

)
Preuve Définissons l'opérateur non linéaire I' : SAP,(X) — SAP,(X) par

(Pu)(t) := = f(t, Bu(t)) = (Aru)(t) + (A2u)()

pour chaque u € SAP,(X). Par conséquent

@::w(Kf—l— )<1.

(Tu)(t) := —f(t,Bu(t))—/o AT (t—s) f (s, Bu(s))ds—I—/O T(t—s)g(s, Cu(s))ds.

La fonction s — AT(t — s)f(s, Bo(s)) est intégrable sur [0,¢[ pour tout
t € R car

AT (t — 5)f (s, Bo(s))|| < ey (t — )] ][

avec ®(.) = f(., B¢(.)) € SAP,(X).
Pour tout ¢, 9 € SAP,(X)

1F(t, Bo(t)) — f(t, BY(i)]] < Kywl|¢ — ¢l

selon (H-2)-(H-3).

Le Théoreme 12 et le Corollaire 2 montrent que I'opérateur défini par m(u)(t) =
f(t, Bu(t)) sur SAP,(X) est a valeur dans SAP,(X). Les lemmes 11 et 12
nous permettent de déduire que I'opérateur non linéaire I" défini sur SAP, (X)
est a valeur dans SAP,(X). Pour tout ¢,9 € SAP,(X),

IT(@)(1) = T ()]
< IIf(lf,B@b(lﬁ))—f(t,Bcz5(2f)))||+||/0 AT (t=s)(f (s, Bu(s))—f (s, Bg(s)))dsl|
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1) / T(t—5) (9(s, C(s))—g(s, C(s)) ) ds]|.

Nous avons

I AT (55, B S5, Bt as]
< [ AT =) (715, Bo(6) 5. Bots)) s
< [ IATE=)l17(s. B 515 Bos) s
< | Dy ) K| B (5) - Bo(s) s

t
< / e ) Jo K[ — ||
0

JoK .

< L =gl (1)
JwK

< =~ ol

(%

et
[ / T(t—s)(g(s. Ctb(s))—g(s. Co(s)))ds]|

< / T (t-5) (g5, Co(5))—g(5, Co(5)) || ds
< / 1T(t=3)]] 1| (9(5, Ctb(s))—g(s, Ch(s))) ||ds
S /Ot Me_d(t—S)Kg||C¢(3)—Cq§(s)||d8

t
< / M50 K, ool [yp— 6 |
0

_ MK,

=%

MK,
5

@[] | (1—€7*")

<

@[t — @l
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Nous déduisons alors que

JoK MK
I0(6) = D(@)lloo < L[ = 6loc + —* + Kywllo — vl
< (i + oL U8 )w Ul

Comme © < 1, 'opérateur a un unique pomt fixe. Par conséquent I’équation (3.1)
a une unique solution S-asymptotiquement w-périodique.]

APPLICATION

Nous traiterons de I'existence et de I'unicité d’une solution S-asymptotiquement
w-périodique de I’équation de la chaleur donné par le systeme suivant :

8_1;@’3:) = %@733) + (t> (:E)u(t,:v)) te R+,QL’ € [O,W]
au(t, 0) = ’3(75, ) = Og ;IE R+ } (3.6)

Nous supposons que (X, || - [|) = (L*(0,7), || - ||2), f = 0 et définissons
D(A) = {u € I2[0, 7], u(0) = u(r) = 0}
Au() = Au =" ("), Vu(-) € D(A).
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique T'(t) sur L?[0, ]
avec ||T(t)]| < e pour t > 0. Comme T. Diagana et G.M.Nguérékata dans
[41], nous considérons le cas o Y = X = L?[0, 7] et C' est la multiplication
d’'un opérateur borné défini par : Cu = ¢(x) - u pour chaque u € L?[0, 7], ou
q € L>[0, 7). Dans ce cas ||C||(r2(0,7)) = |/q||oc- Nous supposerons que ¢ # 0.

Maintenant, faisons I’hypothese suivante.

(H.4) La fonction g : RT x L?[0,n] — L2[0,7], (t,u) — g(t,u) est
uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur des ensembles bornés
et asymptotiquement uniformément continue sur des ensembles bornés. Il
existe une constante K, > 0 telle que

lg(t, u(t, ) = gt v(t, )2 < Kollu(t,-) = v(t, )]
pour tout t € RT et u(t,-),v(t, ) € L?[0, 7).

Théoréme 24 Sous les hypothéses de (H.4), le systéme d’équation (3. 6)

une unique solution (mild) S-asymptotiquement w-périodique si K, < qul

Preuve Nousavons M =1, =1, Ky =0, @ = ||B||p(r2(0,4)) = ||¢|oc- Par
conséquent en utilisant le théoreme 23, nous déduisons que si ||¢q||o K, < 1, le
systeme d’équation (3.6) a une unique solution (mild) S-asymptotiquement
w-périodique.l]
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3.3 Une application pour une équation différentielle
avec un retard fini

Soit p(A) I'ensemble des résolvents de A. Nous supposons que
0 € p(A). (3.7)

Ceci nous permet, d'un coté de dire qu’il existe des constantes M > 1 et
0 > 0 telles que

T (t)z|| < Me™%||z||, Vt>0, z€X, (3.8)

et d’un autre coté, de définir la puissance fractionnaire A* pour 0 < o < 1,
comme un opérateur linéaire fermé sur son domaine D(A®), dont 'inverse

A% est donné par
1

AT = m/0 t* VT (t)dt

ou I est la fonction Gamma définie par

t
I'«) :/ tetem gy,
0

Nous rappelons que D(A%) muni de la norme |z|, = ||A%z||, forme un espace
de Banach X,,. On note C, = C([—r,0],X,), 'espace de Banach des fonctions
continues définies sur [—r, 0] & valeur dans X, muni de la norme

Ple. = sup |¢(6)]a-

—r<0<0

Nous avons les propriétés suivantes basiques pour A%.

Théoréeme 25 ([80], pp.69-75) Pour 0 < o < 1, nous avons :

i) Xo = D(A®) est un espace de Banach muni de la norme |x|, = ||A%z||
pour x € D(A%);

i1) A= est un opérateur linéaire fermé vérifiant Im(A~%) = D(A®) et

nous avons A* = (A=)~ ;

iii) A= € B(X,X) ;

i) T(X) C X, pour toutt > 0;
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v) AT (t)x = T(t)A“x pour chaque x € D(A*) et t >0 ;

vi) 1l existe une constante M, telle que

e—ét

AT (O] < M.

l|z|| pourx e X, t >0,
ot & > 0 est donné par (3.8).
Remarque 6 Soit v € X,,.
T(t)x]a = [|AT ()| = [|T(t)A%|| < [|T@)| [|A%]| = [T(t)] ]a,
et quand t tend vers 0,
T (t)x — x|o = ||A*T(t)x — A%|| = ||T(t) A% — A%z|| — 0,

pour tout x € X,. Nous déduisons donc que (T'(t))i>0 est un semi-groupe
continu sur X, et |T,(t)| < |T'(t)| pour tout t > 0.

Proposition 10 (Voir [46], [88]) (T(t))i>0 est un semi-groupe fortement
continu sur C, -

i) Pour tout t > 0 T'(t) est un opérateur linéaire sur C, ;
i) T(0)=1;
iii) T(t + s) = T(t)T(s) pour tout t,s > 0;

iv) Pour tout p € Cq, T(t)p est une fonction continue pourt > 0 & valeur

dans C,.

Définition 27 Soit ¢ € C,. Une fonction u : [—r,+oo[— X, est la mild
solution de l’équation (3.2) si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) u: [—r,4oo[— X, est continue;
ii) u(t) =T (t)p(0) + fot T(t — s)[L(us) + f(s)]ds pourt >0;

iii) ug = .
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Dans cette partie, nous définissons
Q= {u:[—r +oo[— X, tel que u||_, g € Cy et ulg+ € SAP,(X,)}.

Nous remarquons que si u € €2, alors u est bornée sur [—r,+oo[. Nous
posons

lullo = sup  fu(s)[a-
sE[—r,4o0[

Il est clair que ||ul|s < ||ul|q-

Lemme 13 Sous Uhypothése (3.8), la fonction | définie par

I(t) = T(t)e(0)
appartient a SAP,(X,).

Preuve Puisque ¢(0) € X,, nous avons que (7(t)) 1> st une famille de

semi-groupe continu sur X,, et que |I(t)|o < M|@(0)|q. En effet, nous avons
L(#)lo = [[A%L()]]
= [|A“T(t)(0)]
= [IT®)A%(0)]|
< Me || A%(0)]]
< M[p(0)]a-
Par conséquent | € BC(R™',X,). En utilisant 'hypothese (3.8), nous obte-
nons pour ¢t > 0,
[t +w) = 1{t)]a = [Tt +w)p(0) = T(t)e(0)]a
< T+ w)p(0)]a + [T () (0)]a
< |[[AT(t + w)p(0)[| + [[A*T(£) e (0)]]
< IT(t + w)A%(0)]] + [T () A%p(0)]]
< Mem2 || A%(0)]| + Me™**||A%(0)|
< Me™ 9 p(0)|a + Me™*p(0)] -

Comme 0 > 0, nous déduisons que

lim |I(t 4 w) —I(t)]o = 0.

t—+00

Alors | € SAP,(X,).0
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Lemme 14 Siu € €, alors
|utle, < |[ull o,

| L(ur)lo < [Llscaxall ull 0,

hm |ut+w — ut|ca =0.

t——+o0
Preuve Pour chaque 6 € [—7,0] et ¢t > 0, nous avons
ue(0)]a = |u(t + 0)|a-

Puisque u; est continue sur [—r, 0] qui est un compact, nous savons que il
existe 6* € [—r, 0] tel que

lugle, = sup |u(t + 0)|a = |u(t + 0%)|a-
—r<6<0

Comme u € €2, nous déduisons que
|utle, < [lull o

Maintenant montrons que

| L(ut)]a < |LlB(Caxa) ] ull o-
Puisque L € B(C,, X, ), nous pouvons écrire que

| L(ut)]a < |LB(Caxa) ttlca-
Or nous avons montré que |utle, < || u|| o. Par conséquent

| L(ut)]a < |LB(Caxa) | ull o-
Maintenant montrons que

tEEloo |ut+w — ut|ca = 0

Puisque u; est continue sur [—r, 0] qui est un compact, nous savons que il
existe 6* € [—r, 0] tel que

|Utrw — Utle, = sup |u(t +60 +w)—u(t +0)|a
—r<<0

= lu(t + 0"+ w) —u(t+ 6")|q-

Posons s =t + 6. Alors, quand t tend vers 400 nous avons que s tend vers
+o00. Par conséquent

lim |u(t+ 6"+ w) —u(t+0")], = lim |u(s+ w)—u(s)|a =0

t——+o0 s——+00

car u € Q. Nous déduisons donc que lim |usyy — trle, = 0. O
t—+o00
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Lemme 15 Nous supposons que Uhypothése (3.8) est vérifiée. Soit f € SAP,(X,)
et ¢ € Q. Alors la fonction ® : t — L(¢py)) + f(t) appartient a SAP,(X,).

Preuve Puisque L est un opérateur linéaire borné, que ¢, et f(t) sont
continues, nous déduisons donc que ® € C(R",X,). En utilisant le lemme 14,
nous obtenons

[2(t)|a < [L(d)la + [f (D)o < [Llzcaxanll @l @ + | f]|-

Ceci implique que ® € BC(R™,X,). Nous déduisons donc aussi que

1®lloe < [LlBca xall 1l @ + | f]]oo-

D’un autre coté, pour tout t > 0,
[t +w) = (t)]a < [L(Pr4w) = L(de)]a + [ f(E+w) — f(H)la

< NL(Pr4w — Ol + [ f(E+w) = f(t)]a
< |L|B(Coxo) | Ptrw — Otlen + [ f(E+w) = [()]a-

Puisque ¢ € €, en utilisant le lemme 14 et le fait que f € SAP,(X,), nous

déduisons que
tliin |D(t + w) — P(t)|o = 0.

Ceci termine la preuve.l]

Proposition 11 Nous supposons que l’hypothese (3.8) est vérifiée. Soit f €
SAP,(X,). Pour chaque ¢ € Q, définissons l'opérateur non linéaire Ao par

[ elt) sit € [—r,0],
(M) (1) = { T(1)p(0) + [ T(t — $)[L(us) + f(s)ds  sit > 0.

Alors Uapplication Ny définie sur Q) est a valeur dans €.

Preuve Par définition l'opérateur Ag est défini sur [—r, +oo[. Puisque ¢ €
Ca, nous avons (Ag9)(t)|—r € Ca. Puisque T'(t)p(0) € SAP,(X,), il suffit
de montrer que la fonction

v ;tH/O T(t = $)[L(ds) + f(s)|ds € SAP,(X.).
Pour ¢ > 0, posons ®(t) = L(¢;) + f(t). Alors
ttw t
v(t+w) — v(t) :/0 T(t+w—s)<1>(s)ds—/0 T(t— s)P(s)ds
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t+w

:/wT(t—i—w—s)(I)(s)ds—i-/ T(t+w—s)P(s)ds

- /OtT(t — §)®(s)ds.

Alors
[t +w) —v(t)la < 1 (E)|a + [12()]a,
L(t) = /w T(t+w — s)P(s)ds,
et

t+w t
I(t) = / T(t+w—s)P(s)ds — /0 T(t— s)P(s)ds.
Nous avons

| (t)]o = ]/()w T(t+w—s)P(s)ds|q

< /Ow Tt + w — 8)D(s)|uds.

Puisque

/Ow Tt + w — 5)®(s)|ods = /Ow AST(t 4+ w — 5)B(s)|| ds

_ /Ow Tt +w — 5)A°D(s)|| ds

< / M8+ 42 (s)]| ds,
0

nous déduisons donc que

|11 (t)]o < Me‘“”‘”/ | D ds
0

SMeé(tﬂu)Hq)Hoo/ €6sd8
0
—0(t+w) 1 dw
< Me [0 (6™ — 1)
—0(t+w) 1 dw
< Me0||] e
—ot 1
< Me|8]]cs.
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Par conséquent, tliin |I(t)]o = 0.

Soit € > 0. Comme tligrn |®(t+w)—P(t)|, = 0, nous pouvons alors trouver

T, suffisamment grand tel que

4
|D(t +w) — P(t)|a < U pour t > T,.

En faisant le changement de variable y = s — w, nous obtenons
¢ t
L(t) = / T(t—s)P(s+ w)ds — / T(t— s)P(s)ds,
0 0

:/0 T(t — 5)(®(s + w) — B(s))ds.

Alors, nous obtenons

1 I5(t)]a < |/0 6T(t—s)(@(s—i—w)—@(s))dshﬂ/T T(t—s)(®(s+w)—P(s))ds|a-

En observant que
| /0 E T(t—s) (<I>(3 +w) — @(s))ds|a < /0 E |T(t — s)(CID(s +w) — CID(S)) lads

g/o AT (t— ) (®(s+w) —B(s)) || ds
< [T (@) o)l ds

Te
< Me 99| D(s 4 w) — D(s)|ods
0

Te
<2 Met=9||®|| o ds
0
Te
< 2M||(I>||Ooe_5t/ e’*ds
0
0T, 1
< 2M [ (S — =
< oM @l|e (5~ ),

nous déduisons que

Jim_ |/0 "T(t— 5) (B(s + w) — B(s))ds] = 0

71



0T, 1
car lim 2MH<I>HOOe"St(€— — =) = 0. Nous avons aussi
t—+o00 4] )

t

| / T(t—s)(P(s+w) —(s))dsla < [ |T(t—5)(B(s +w) — D(s))]ads

Te

AT (t — 5)(P(s +w) — B(s))||ds

Te

< [ U= 94 (@(s )~ () s

1T (t=s)|| [[A® (2 (s+w) =D (s))|ds

Te

< [ U= )l G ) = )

t )
S/ Me 009 —¢ds
T. M

¢
6/ e 00=5)5ds

S 6(1 . 676(t7T€))

< e.

IN

Par conséquent

lim T(t — s)(®(s +w) — ®(s))ds = 0.

t—+o00 T.
Or
Te
tlgrnoo |1I(t)]o < tggloo | / T(t—s)(P(s+w) — (s))dsla
—i—tlgrnoo|/ (t = s)(®(s +w) — B(s))ds|a-
Nous déduisons donc que lim |/5(t)], = 0.

—+00

Nous avons montré que tliin |I1(t)]o = 0 et tliin |I5(t)]o = 0. Or

lim |o(t+w) —v(t)]s < tliin |11 ()] + tlir+n | 15(t)|a-

t—+o0
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Par conséquent tli+m [v(t + w) — v(t)|a = 0. Nous avons donc que

relzu—@wwg+ﬂwwesmamn

Nous avons prouvé que
v (Aog)est définie sur [—7, +o0],

v (No®)|[=r0) € Ca,
‘/(/\qu)hf{* S SAPw(Xa)

Nous avons donc montré que (Ag¢) € Q.00

Théoréme 26 Nous supposons que l’hypothese (3.8) est vérifiée et que f €
SAP,(X,). Soit v la restriction de la mild solution de l’équation (3.2) a R*.
Alors v € SAP,(X,).

Preuve Par définition nous avons pour tout ¢t > 0,

olt) = TOp(0) + [ Tt = s)Ltu) + F(9)ds.

11 suffit alors d’appliquer la proposition 11, avec u = ¢, pour obtenir que v
appartient a SAP,(X,).00
Maintenant nous faisons les hypotheses suivantes.

(H5) La fonction g : RT x X, — X,, t — ¢(t,u) est uniformément
asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornes et asymptotique-
ment uniformément continu sur les ensembles bornés. Il existe aussi une
constante K, > 0 telle que

lg(t,u) — g(t,v)|o < K,lu —v|, pour toutt € RY (u,v) € X*.
(F6) 4 (|Llz(c.x0) + Ky) < 1.

Définition 28 Soit ¢ € C,. Une fonction u : [—r,+oo[— X, est la mild
solution de l’équation (3.3) si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) u:[—r 4oo[— X, est continue ;
i) u(t) = T(t)e(0) + f(f T(t — s)[L(us) + g(s,u(s))|ds pourt>0;
iii) ug = .
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Proposition 12 Nous supposons que ['hypothése (3.8) est vérifiée. Nous
supposons aussi que la fonction g est uniformémet S-asymptotiquement w-
périodique sur les ensembles bornés et que (H5) est vérifié. Pour chaque
¢ € Q, définissons 'opérateur non linéaire Ny par

[ () sit € [—r,0],
(Me)(t) = { T(£)p(0) + [LT(t — $)[L(us) + g(s, u(s))]ds sit > 0.

Alors lopérateur Ny défini sur €2 est a valeur dans 2.

Preuve Nous avons ¢|g+ € SAP,(X,) car ¢ € . Puisque g vérifie I’hy-
pothese (H5), le théoreme 12 nous permet de déduire que la fonction A : ¢ —
g(t, o(t)) appartient a SAP,(X,). En procédant exactement comme dans la
preuve de la proposition 11 et en remplagant f(-) par A(-), nous pouvons dire
que 'opérateur Ay défini sur €2 est a valeur dans €2.[J

Théoréme 27 Nous supposons que les hypothéses (3.8) et (H6) sont vérifiées.
Nous supposons aussi que la fonction g est uniformément S-asymptotiquement
w-périodique sur les ensembles bornés et que (H5) est vérifiée. Alors pour
tout p € Cq, Uéquation (3.3) a une unique mild solution dans Q.

Preuve Considérons 'opérateur @) : €2 +— ) défini par :

~ e(t) sit e [—r0],
(Qu)(t) = { T(#)(0) + fot T(t — s)[L(us) + g(s,u(s))]ds sit > 0.

La proposition 12 montre que 'opérateur () défini sur €2 est a valeur dans
(). Par conséquent 'opérateur () est bien défini. Soient u,v € (). Pour tout
t € [—r,+o0[, nous avons

(Qu)(O-(@0)O).
= 1 [ T~ ol u(5) g5, sl
< [ =)0+ (16D g, o) s
< [ AT (B0~ L) ot u(s) gl o ()] ]

S/O | T(t=s)A*[(L(us)—L(vs)) +(g(s, u(s))—g(s, v(s)))] || ds
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t
S/ M6—5(t_5)|(L(us)—L(US))—i—(g(s,u(s))—g(s,U(S)))|ad5
0
t
g/ Me 9| Lug)—L(vs) o+ g(s, u(s))—g(s, v(s))|alds
0
t
S/ Me—é(t—s)|L(us)_L(vs)\ads
0
t
+/ Me 29| g(s,u(s))—g(s,v(s))|ads
0
t
S/ Me_6(t_s)|L|B(Ca,Xa)|u8—vs|cad8
0
t
+ / Me 09K Ju(s)—0(s) ads
0
t
§/ Me™ €| Llg(c, x.)||[u—v|| o ds
0
t
+/ Me™ e K, ||u—v]|o ds
0
t
< M65t|L|JB<ca,xa)Hu—v||ﬂ/ e* ds
0

t
+Me§tKgHu—vHoo/ e’ ds
0
M

< S e s, llu—vllale=1)

e fluole(e-1)

< e D, n llu=vllac+ 5 e By ol o™
< Sllscoolle—ollat Ky lu—ol |

Puisque ||u — v||s < ||u — v]]q, nous déduisons que pour tout ¢ > —r,

M M
[(Qu)(t) — (Qu)(t)|a < KIL!B(CQ,XQ)HU —vlla+ FKgHu —l|q

M
)
Puisque 'hypothese (3.8) est vérifiée, 'opérateur () a un unique point fixe.
Par conséquent 1'équation (3.3) a une unique solution u € Q. La preuve est
maintenant complete.[]

< = (ILfz(a %)+ ) [ [u=2][ 0.
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APPLICATION

Considérons I’équation aux dérivées partielles

2 0
2u(t,x) = %u(t,x)—i—/ q(0)y(t+0,x)d0+g(t,u(t,x)) t € RY,z € [0,7]

u(t,0) =u(t,7) =0 t e R*
uw(@,z) = ¢(0,z), pourd € [—r,0] etz € [0, 7] (3.9)

ou q : [-r,0] — R est continu. Afin d’étudier ce syteme dans la forme
abstraite de 1'’équation (3.3), nous choisissons X = L?([0,7]) et Popérateur
A:D(A) C X — X est donné par Au = v qui a pour domaine

DA ={ueX: v eX u X u(0)=u(r) =0}
Alors —A génére un semi-groupe analytique T'(-) tel que ||T(¢)|| < e, t >
0([65]). De plus, les valeurs propres de A sont n?r? et les vecteurs propres

correspondantes sont e,(x) = v/2sin(nmz), n = 1,2,.... Nous choisissons
a= % De la, nous avons

(a) Ay = Zn27r2<u, 6n>6n siu € D(A) ;

(u,en)e, siu € X;

1 .
2 est donné par

o0
1
Ay = Z n{u, ey)ey,
n=1

pour chaque u € D(A2) = {u € X : S u,en)e, € X}

Soit Xy = (D(A3,| - |1
Co l'espace de Banach C'([—r, 0], X 1 ) muni de la norme |-|. Nous définissons
g:RT"xX1— X1 eto:[—r 0 x][0,7] — Xi par g(t,u(t))(x) = g(t, u(t, x))
et ¢p(0)x :2¢(0, x)2 respectivement. Nous définissons lopérateur L par

) ou |:r|% = ||A2z||; pour chaque = € D(A?). Soit

L@ = [ a0 @as poue 2o vecy

-r
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Nous avons A2¢(0)(z) € L2([—r,0]) car ¢ € C1. Nous déduisons alors que
At < [ a0ra [ 1atow @

<ol s q@) [ [Ao(6)o)ap

—r<60<0

car ¢ est continue sur [—r,0] qui est un sous-ensemble compact de R. Par
conséquent, nous déduisons que

/ |A2 L(¢)(z)Pdz < r( sup q(f / / z)*dOdzx
—r<0<0

=r( sup q(0 //]A?gb x)|2dzdd.
—r<6<0 —r

Nous déduisons alors que

[L(@)y <7 sup_a(0))I6f,

1
2 —r<6<0

Ceci montre que L est un opérateur borné défini sur C: a valeur dans X 1.
Par conséquent (3.9) prend la forme abstraite (3.3).

Nous supposons que f lg(8)|df < 1 et que la fonction g : RT x X, —
Xa, t— g(t,u) est contlnue et qu’il existe une constante K, > 0 telle que

lg(t,u) — g(t,v)]a < K, lu —v|, pour toutt € R, (u,v) € X2

Nous remarquons que de telles fonctions existent. Prenons par exemple f(t, x) =
e'w. Alors [ f(t,2) — f(,y)l1 < |z —yl1.

Théoreme 28 Nous supposons que g est uniformément S-asymptotiquement
w-périodique sur les ensembles bornés et asymptotiquement uniformément
continue sur les ensembles bornés. Alors le systéme (3.9) a une solution
unique définie sur [—r,4o0o] telle que sa restriction ¢ R™ appartient a

SAP,(X,) si (7‘2(sup770§9SO q(0))* + Kg) <1.

Preuve 1l suffit d’appliquer le théoreme 27. —A génere un semi-groupe
analytique T'(+) tel que ||T'(¢)|| < e™*, t > 0([65]). Par conséquent M = § = 1
et 'hypothese (3.8) est vérifiée. Nous avons montré que

L(@)]y < 7*( sup_q(6))%[olz,

1
2 —r<6<0
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Nous déduisons donc que

|L|B(Cax0) < r?( sup q(0))>.
—r<0<0

Or (r*(sup_,<p<0q(0))? + K,;) < 1. Par conséquent I'hypothese (H6) est

vérifiée. Alors le systeme (3.9) a une solution unique définie sur [—r, +o00|
telle que sa restriction & Rt appartient & SAP,(X,).0]

3.4 Une application pour une équation différentielle
a arguments constants par morceaux

3.4.1 Solutions S-asymptotiquement w-périodiques dans
le cas linéaire

Définition 29 Une solution de l’équation (3.4) sur RY est une fonction x
qui vérifie les conditions suivantes :

1- x(t) est continue sur RT.

2- La dérivée ' (t) existe pour tout point t € RT, mais éventuellement n’est
dérivable qu’d la droite ou d la gauche du point [t] € R*.

3- x(t) vérifie 'équation (3.4) sur chaque intervalle [n,n + 1] avec n € N.

Nous supposons que A génere un Cy semi-groupe T'(t) et que u est solution
de (3.4). Nous supposons aussi que f € L'(R™, X). Alors la fonction g définie
par g(s) = T(t — s)x(s) est différentiable pour s < t.

dg(s)

o = AT (t=s)a(s)+T(t-s)2'(s)

= —AT(t—s)x(s)+T(t—s)Az(s)+ T(t—s)Aoz([s])+T(t—s) f(s)

=T(t —s)Aox([s]) + T(t —s)f(s) (3.10)
Comme f € L'(R,X), T'(t—s)f(s) est intégrable sur [0,¢] avec t € R*. La

fonction z([s]) est une fonction étagée. Par conséquent z([s]) est intégrable
sur [0,t] avec t € R*. En intégrant (3.10) sur [0, ¢], nous obtenons que

z(t) — T(t)z(0) = /0 T(t — s)Aox([s])ds + /0 T(t —s)f(s)ds.

Par conséquent, nous définissons
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Définition 30 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe T(t) et f € L'(R*,X). La fonction x € C(R*,X) donnée par

¢ ¢
x(t) =T(t)co + / T(t — s)Aox([s])ds + / T(t—s)f(s)ds
0 0
est la mild solution de ’équation (3.4).

Nous faisons maintenant les hypotheses suivantes.

(H.7) L'opérateur A est le générateur infinétésimal d’un semi-groupe
exponentiellement stable (T'(¢));>o telle que il existe des constantes M > 0
et 0 > 0 avec

T ()| px) < Me™, Wt > 0.

Lemme 16 Sous Uhypothése (H.7), la fonction L définie par

appartient a SAP,(X).

Preuve
|IL(t +w) = L] = [|[T(t + w)z(0) = T(¢)z(0)]|

< [T+ w)z(0)f] + [IT(#)2(0)]]
< M6—§(t+w) +M€—5t

Puisque 6 > 0, nous déduisons que
tlim ||L(t +w) — L(t)|| = 0.
Alors L € SAP,(X).00

Lemme 17 Supposons que Uhypothese (H.7) est vérifiée. Supposons que
Popérateur Ay est un opérateur linéaire borné. Soit w € IN. Définissons
lopérateur non linéaire Ny par : pour chaque ¢ € SAP,,(X)

(Md)(t) = / T(t - ) Aoo([s])ds.

Alors Uopérateur Ny défini sur SAP,(X) est a valeur dans SAP,(X).
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Preuve Nous posons v(t) = f(f T(t — s)Ago([s])ds. Pour t > 0, nous avons

tw t
v(t+w)—o(t) = /o T(t+ w— s)Aep([s])ds — /0 T(t — s)Aop([s])ds

t+w

_ /Ow T(t+w—s)A0¢([s])ds+/ T(t+w—s)Aop([s])ds

—/0 T(t— s)p(s)ds.
Alors nous avons
ot +w) = v < [[L@O] + [ L2(2)]]

ou

L(t) = /OW T(t+ w— s)Agp([s])ds

L(t) = / T+ w— 5)Agd([s])ds — /0 T(t — 5) Aoo([s])ds.

En remarquant que
n(t) = T(1) / " - s) Ao ([s))ds

et en utilisant le fait que (T(t)) >0 €8t exponentiellement stable, nous déduisons
que B
1L < Me™||v(w)]|-

Par conséquent tlim Ii(t)=0.
Nous allons montrer que lim [|o([t + w]) — &([t])]| = 0.

Nous avons que tlim l|o(t +w) — o(t)|| = 0.

Par conséquent :
Ve >0, IT° € RY,Vt > T = ||o(t + w) — (1) < e.

Posons T, = [T?] + 1. Soit € > 0. Pour ¢ > T,, nous observons que [t] > T.
car T, est un entier. Nous déduisons donc que

Ve >0, 3T, € RY,)Vt > T, = ||o([t] + w) — o([t])]]| < e.
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Puisque w est un entier, nous remarquons alors
Ve >0, 3T, € R*,Vt > T. = ||¢([t + w]) — &([t])]] < e.

Soit € > 0, nous pouvons trouver 7. suffisamment grand tel que

[|D([t + w]) — D([JV)]]| < e, pourt > T,.

4]
M [|Ag ||
Par changement de variable nous déduisons que

Io(t) = / T(t - ) Ap(6((s +w]) — 6([s]))ds.

Alors nous obtenons que

L] < II/0 ET(t—S))Ao(¢([s+w])—x([8]))d8||+||/T T(t=s))Ao(x([s+w])—x([s]))ds]|

En observant que

I / T (t—5) Ao [s-+]) —([s]))ds]| < / 1T (= )]] 1ol 16 (ls+w))— (5]

Te
< [ MeT || Aol 211 ds
0

< MNA[121llee -se-7) _ -t

- 4]
nous déduisons que
T.
tlim T(t—s)(P([s +w]) — P([s]))ds = 0.
—00 0

Nous avons aussi que

I [ 76 = 5)Ao(@(ls+ ) = @()isl < [ Me ||| gpreds

t
<€ de 0t=9) g
T,

e(1— e_é(t_Te))

<
<e

t
Par conséquent tlim T(t —s)Ao(P([s + w]) — D([s]))ds = 0.
—00 T.
Nous déduisons donc que 1tlim I,(t) = 0, ce qui prouve que Ay € SAP,(X).00
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Théoréme 29 Supposons que l'hypothese (H.T) est vérifiée. Soit w € IN.
Alors équation (3.4) a une unique solution (mild) S asymptotiquement w-
périodique i

M
O = THAOH < 1.
Preuve Définissons 'opérateur non linéaire I' : SAP,,(X) — SAP,(X) par
(Tu)(t) = L(t) + (Au)(t) + Aa(t)

pour chaque u € SAP,(X), ou

(hru)(t) = / T(t - ) Ao ([s])ds
et .
No(t) = /0 T(t—s)f(s)ds.

Vérifions que 'opérateur non linéaire I' est bien défini.

Le lemme 16 montre que L(t) est une fonction S asymptotiquement w-
périodique. Le lemme 17 montre que 'opérateur A; défini sur SAP, (X) est
a valeurs dans SAP,(X). Dans la preuve du lemme 11, nous montrons que
si @ appartient a SAP, (X) alors 'application

t
v(t) = / T(t— s)P(s)ds
0
est une fonction S-asymptotiquement w-périodique. Puisque f est une fonc-
tion S-asymptotiquement w-périodique, nous déduisons donc que I'applica-

tion Ay défini sur R est une fonction S-asymptotiquement w-périodique. Par
conséquent 'opérateur non linéaire I' défini sur SAP,(X) et a valeur dans

SAP,(X).
Pour tout ¢, € SAP,(X),
[IT(0) () =L () (®)]]

= HT(t)co—l—/O T(t—s)A0¢([s])ds+/o T(t—s)f(s)ds
(o / T(t—s) A (([s])ds— / T(t—s)f(s)dsl]
< / T(t3) Ao(((s])—([s]))ds]

82



< / T ()11 1Al (T~ ([s]) ]| ds
< / T (=8| | Aol lé—] oo ds
< / Me=3=9ds]| Ao|| |6~ oo

M
< = [l Aoll 19—l .

Par conséquent, si © < 1, alors 'opérateur a un unique point fixe. I’équation (3.4)
a donc une unique (mild) solution S asymptotiquement w-périodique.l]

3.4.2 Solutions S-asymptotiquement w-périodiques dans
le cas nonlinéaire

Définition 31 Une solution de l’équation (3.5) sur Rt est une fonction x(t)
qui vérifie les conditions suivantes :

1- x(t) est continue sur RT.

2- La dérivée o' (t) existe pour tout point t € R, mais éventuellement n’est
dérivable qu’a la droite ou a la gauche du point [t] € RY.

3- x(t) vérifie 'équation (3.5) sur chaque intervalle [n,n + 1] avec n € N.

Définition 32 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe T(t) et f € L'(R™,X). La fonction z € C(R™,X) donnée par

¢ ¢
x(t) =T(t)co + / T(t — s)Aox([s])ds + / T(t—s)g(s,z(s))ds
0 0
est la mild solution de l’équation (3.5).

Nous faisons maintenant ’hypothese suivante.

(H.8) La fonction g définie sur RT x X et a valeurs dans X est uni-
formément S-asymptotiquement w-périodiques sur les ensembles bornés et
asymptotiquement uniformément continues sur les ensembles bornés. Il existe
une constante K, > 0 telle que

g (t,u) — gt v)|| < Kgflu =]

pour tout t € RT, et Vu,v € X.
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Théoréme 30 Supposons que les hypothéses (H.7)-(H.8) sont vérifiées.
Soit w € IN. Alors l’équation (3.5) a une unique solution (mild) S asympto-
tiquement w-périodique si

M
6.—7

Preuve Définissons 'opérateur non linéaire I' : SAP,,(X) — SAP,(X) par
(Fu)(t) == L(t) + (Au)(t) 4+ (Asu)(t)

pour chaque u € SAP,(X), ou

(hru)(t) = / T(t - 5) Aod([s])ds
et .
(had)(t) = / T(t - s)g(s, o(s))ds.

Vérifions que 'opérateur Az est bien défini. Si ¢ € SAP,(X), alors le théoréme
12 nous permet de déduire que la fonction WU(-) = g(-,¢(:)) appartient a
SAP,(X) quand ¢ € SAP,(X). Dans la preuve du lemme 11, nous mon-
trons que si ¢ appartient a SAP,(X) alors 'application

t
v(t) = / T(t— s)®(s)ds
0
est une fonction S-asymptotiquement w-périodique. Puisque ¥(-) = g(-, ¢(+))
est une fonction S-asymptotiquement w-périodique, nous déduisons donc que
l'opérateur Az défini sur SAP, (X) est a valeurs dans SAP,(X). Le lemme 17
montre que l'opérateur A; défini sur SAP,(X) est a valeurs dans SAP, (X).
Par conséquent l'opérateur non linéaire I' défini sur SAP,(X) est a valeur
dans SAP,(X).
Pour tout ¢, € SAP,(X),

IT(6)(6)~T()(1)
— |IT(t)eot / T(t—s) Aoo([s])ds+ / T(t—s)g(s, &(s))ds

(o / T(t—s) Ay ([s])ds— / T(t—s)g(s, ¥ (s))ds]
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<[ =) A0 D) sl [ T=5) ot 0060 gls 0051 s

< U= A oD - Dl ds [ 17501 oo, 6050 - (5D s
< [ UG- 1Al 1ol s | 1T, 6l ds

< [ e sl gl ol [ MBS [0l

M M
< S Aol llo= oot Ky [[0—¥ o

M
< S (1Al +,) 16—V =

Par conséquent, si © < 1, alors 'opérateur a un unique point fixe. L’équation (3.4)
a donc une unique (mild) solution S asymptotiquement w-périodique.l
EXEMPLE
Nous traiterons de ’existence et de I'unicité d’une solution S-asymptotiquement
w-périodique des équations données par les systemes suivants :

ot

{ Qu(t x) = Tu(t,x) +au(lt],z) + f(t) teRY,ze(0,n],a R
u(t,0) =u(t,m) =0 teR*

(3.11)

Ou(t,x) = Tu(t, ) + au(lt],x) + g(t,u(t,z)) tER*z€[0,7n],aeR
u(t,0) =u(t,m)=0 teR"
(3.12)

ouna < 1,¢:[0,7] — Rappartient a X, f est une fonction S-asymptotiquement
w-périodique et g : R x X — X est uniformément S-asymptotiquement
w-périodique sur les ensembles bornés et asymptotiquement uniformément
continu sur les ensembles bornés.

Posons (X, || -|]) = (L?(0, ), || - ||2) et définissons I'opérateur A : D(A) C
X — X par Au = u” qui a pour domaine de définition

D(A) ={ueX,u" €X, u(0) =u(r) =0}
Au(-) = Au=1"(-), Vu(-) € D(A).

A est le générateur infinitésimale d’un semi groupe analytique (7'(t)):>o sur
X. A a un spectre discret, dont les valeurs propres sont —n? n € N et
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2
les vecteurs propres correspondant sont v,(z) = \/j sin(nz). Pour z € X,
T
o0

T(t)z = Z ¢ (2, v,)un. Par conséquent ||T(t)|| < e~ pour ¢t > 0.

n=1
Posons u(t)z = u(t,z), (t,z) € R* x (0,7) et considérons Aq : L?*[0, 7] —
L?[0, 7], u — au. Alors Ay est un opérateur linéaire borné tel que ||Ag|| = |a]

et Apu([t]) = au([t], ). Nous supposons aussi que

lg(t,w) = g(t, v)ll2 < Kglu = vz,

et que
la| + K, < 1.

Théoréme 31 Nous supposons quew € IN. Alors le systéme (3.11) (resp. (3.12))
a une unique mild solution S-asymptotiquement w-périodique.
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Chapitre 4

Mild solutions presque
automorphes pour une
équation différentielle neutre a
arguments constants par
morceaux

Introduction

L’étude des équations différentielles a arguments constants par morceaux
a débuté en 1983. Cependant d’une fagon générale, les solutions de ces
équations sont définies dans des espaces de dimension finie. Ainsi les résultats
relatifs a I’équation (2.1) sont obtenus en dimension finie. Nous nous propo-
sons alors de définir la solution d’une équation différentielle a arguments
constants par morceaux en considérant la théorie des semi-groupes. Dans
[87], Tran Tat Dat donne des conditions d’existence de solutions presque
périodiques, périodiques et quasi périodiques de I’équation neutre a argu-
ments constants par morceaux suivante

2'(t) = Ax(t) + Z Ax([t+ 7)) + F(t). (4.1)

j=-

Cependant ces résultats sont obtenus dans un espace de Banach de dimen-
sion finie. En utilisant la théorie des semi-groupes, nous proposerons la ”mild
solution” de I’équation (4.1) et par conséquent nous travaillerons en dimen-
sion infinie. Sous certaines conditions, nous montrons qu’une solution z(t) de
I'équation (4.1) est presque automorphe si et seulement si la suite {x(n) }rez
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est presque automorphe . En utilisant la théorie spectrale, nous proposons
des conditions d’existence de solutions presque automorphes de 1’équation

2'(t) = Az(t) + Aox([t]) + Arz([t + 1]) + f(2). (4.2)

4.1 Solutions presque automorphes dans le
cas linéaire

Définition 33 Une solution de l’équation (4.1) sur R est une fonction x(t)
qui vérifie les conditions suivantes :

1- z(t) est continue sur R.

2- La dérivée x'(t) existe pour tout point t € R, mais éventuellement n’est
dérivable qu’d la droite ou d la gauche du point [t] € R.

3- z(t) vérifie ’équation (4.1) sur chaque intervalle [n,n + 1] avec n € Z.

Nous supposons que A génere un Cyy semi-groupe 7'(t) et que u est solution
de (4.1). Nous supposons aussi que f € L'(R,X). Alors la fonction g définie
par g(s) = T(t — s)z(s) est différentiable pour s < t.

dg(s)

— o = —AT(t=s)(s)+T(t—s5)2'(s)

= —AT(t — s)x(s) + T(t — s)Az(s)

+T(t—s)A_yx([s—N])+..+T(t—s)Ayz([s + N]) + T(t — s) f(s)

=T(t—s)A_nx([s—N))+..+T(t—s)Anz([s+N))+T(t—s) f(s)
(4.3)
Comme f € L'(R,X), alors T(t—s)A_nx([s—N]), ..., T(t—s) Aox([s]), ..., T(t—
s)Anz([s + NJ) et T(t — s)f(s) sont intégrables sur [n,t[ avec t € [n,n + 1|
et n € Z. En intégrant (4.3) sur [n,t[, nous obtenons que

t
n

z(t) = T(t —n)x(n) = Z / T(t—s)Ajx(n+j)ds + / T(t —s)f(s)ds.

Par conséquent, nous définissons
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Définition 34 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
Co semi-group T(t) et f € L'(R,X). La fonction x € C(R,X) donnée par

x(t) = T({t})x Z/[t (t — ) Aydsa([t + j]) + /[t]T(t—s)f(s)ds

est la mild solution de l’équation (4.1).

Remarque 7 La mild solution étant continue sur R, nous obtenons donc
que pour tout n € Z

n+1

x(n+1) = Z / T(n+1—s)A,; dsx(n—i—j)+/ T(n+1—s)f(s)ds.

n

Lemme 18 Si f est une fonction presque automorphe, alors la suite {f:+1 T(n+
1 —s)f(s)ds}nez est presque automorphe.

Preuve Comme f(t) est une fonction presque automorphe, pour toute suite
{n,}, il existe une sous-suite {n;} et une fonction mesurable g(t) tel que

lim f(t+ng) = g(t) et I}i_}rgog(t—nk) = f(t), t € R.

k—o0
Montrons que
n+14ng n+1
klim T(n+1+n,—s)f(s)ds= / T(n+1-s)g(s)ds.
—o0 n+ng n
En utilisant le changement de variable y = s — n; — n, nous obtenons
n+14+ng 1
/ T(n—l—l—l—nk—s)f(s)ds:/ T(1—s)f(s+ ng+n)ds.
n+ng 0
En utilisant le théoreme de convergence dominée, nous déduisons que
1

lim [ T(1—s)f(s+ng+n)ds= /1 lim T'(1 — s)f(s + ng +n)ds
0

k—oo 0 k—o0

:/0 T(1 — 8)g(s + n)ds.
n+1
- / T(n+1-s)g(s)ds.
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Par conséquent

n+l4ng n+1
klim Tn+14+n,—s)f(s)ds = / T(n+1—s)g(s)ds.
oo n+ng n
Montrons que
n+l—ng n+1
klim T(n+1—n,—s)g(s)ds = / T(n+1-—s)f(s)ds.
— Jn—ny n

En utilisant le changement de variable y = s + n; — n, nous obtenons
n+l—ng 1
/ Tn+1—ng—s)g(s)ds = / T(1—5s)g(s —ng +n)ds.
n—ng 0

En utilisant le théoreme de convergence dominée, nous déduisons que
1 1
lim T(1—s)g(s —ng +n)ds = / lim T'(1 — s)g(s — ng +n)ds
0

k—o0 0 k—o0

:/0 T(1 — 8)f(s +n)ds.

n+1
= / Tn+1—s)f(s)ds.
Par conséquent

n+1l—ng n+1
lim Tn+1—ng—s)g(s)ds = / Tn+1—s)f(s)ds.

k—o0 n—ny,

U

Lemme 19 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C
semi-groupe T(t), que A_y,...,Ay sont des opérateurs linéaires bornés et
que f(t) est une fonction presque automorphe. Soit x(t) une mild solution
bornée de 'équation (4.1) sur R. Alors z(t) est presque automorphe ssi la

suite {x(n) ez est presque automorphe.

Preuve 1l est évident que si z(t) est presque automorphe, la suite {z(n) },ez

est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)},ez est presque automorphe. Nous al-
lons prouver que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
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étapes.

Etape 1:
Nous supposons que {n} } est une suite a valeurs entieres. Alors il existe une
sous-suite {ng} et une suite {v(n)} telles que

lim x(n + ng) = v(n); lim v(n —ng) =x(n), VneZ (4.4)

k—o0 k—o00
Jim f(E+ng) =g(t); hmog(t—n) = f(t), VEeR  (4.5)

Pour tout ¢ € R, [t] est la partie entiere et {t} la partie fractionnaire de t.
Alors, définissons

V(t)=T{t})v Z Af (t —s)A;dsv([t + j]) + 4} T(t—s)g(s)ds.

Nous posons C' = max{||A_yl||, ..., ||An]||}. Comme {t} C [0, 1], nous remar-
quons donc que il existe M > 0 tel que ||T({t})|] < M.

Montrons que klim l|z(t +ng) — V(¢)|| = 0.

Nous avons
|z (t+ng) =V (2)]]

< [T t4n )z ([t]4+n0) =T (3o ()]

N t+ng N t
4] Z/ T(t+ng—s)Ajdsa([t-+np+5])— > / T(t=s)A;dsv([t+5))]]
j=—nN 7 [tni] j=—nN 1l
t+nyg t
[ T f(s)ds— [ T-s)g(s)as]
[t+ng] [t]

< ||T({7f})95([t]+nkz)—T({t})U([t])|’
+|| Z / (t—s)Ajdsz([t+ng+7])— Z / (t—s)A;dsv([t+4])]|

t t

1) Tﬁ—ﬁﬂﬁﬂw%—/iﬁ—@ﬂQ%H
1] (1]

< 17t} (@ ([t]+ne)—o([ED) | +] Z/ (t—s5)Ajds (z([t+np+5]) —v([t+1])) |
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t

+|] . T(t—s)(f(s+n)—g(s))ds||

<IN eI+ Y /[ (=) o) o D)
T(t—s s+ni)—qg(s)||ds

+/M|r (t—3)II1/ (s+n)—g(s)]|

< MJa([t] 4 )~ H+Z / T (t=)|] 114 | dslle([t-nptd]) o (f-H7D)]

+/M 1T (t—s)[]]|f (s-+nx)—g(s)||ds

< M|z ([t]+ne)—v([t])[[+MC(2N+1) Z w([t+nitg]) —v([t+5])]]

n /[ ML (s —g(o) s

Par conséquent

lim || (t+n,)—V (1)

k—oo

< Jim, M) o iy MON+1) 3 (bl —o(ie5)1
+ lim [ M]||f(s+ng)—g(s)||ds.

k—o00 [t

En remarquant que

17 (s +nx) = g(s)I| < I lloo + Nlglloo

et .
/H 1l = llgllmads < 11 11oo + 191
t

nous déduisons que

lim (i) =V ()]
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< ]}L%OM||x([t]+nk)— v([t ])||+hm MC(2N+1) Z z([t+ne+7])—v([t+7]) ]|

+/[ lim M]||f(s+nk)—g(s)||ds

] k—oo

en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent klim ||z (t +ng) — V()|| = 0.

Montrons que klim |V (t —ng) —x(t)|| = 0.

Nous avons
[V (t—np)—z(t)]|
< NT{t—na ) o([t]—r) =T ({t )z ([])]]

T (t—ng—s)Ajdsv([t—ny+j])— Z 4] T(t—s)Ajdsz([t+7])]|

j=—N ¥ [t=mx]

t—ny t

[ T mes)gs)ds [ T(t-9)f(s)ds]

[t—n] [t]

< [[T{t1)o([t =) =T({t})x([t])]|
+|| Z/ (t—s)Ajdsv([t—ng+7]) Z/ (t—s)Ajdsz([t+7])]|

t t

I [ T(—s)g(s—n)ds— / T(t—s)f(s)ds|
1] [t]

< IT({t}) (o([t]=ne) (D) lI+] Z /[t] T(t—s)A;ds (v([t—np+5]) —([t+5])) |

t

+|| . T(t—s)(g(s—nr)—f(s))ds]]
< [N v (t]—n DI+ Z/ (t—s)Ajds]| [[o([t—ru+5]) —=([t+7D)|

+ / Te=s)lllg(s—m)=s ()]s
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< M!\v([t]—nk)—x([t])!\fz /m T (t=s)|[ 1| A;]ds[o([t+me+i]) —z([t+5])]]

+ / Te=s)lllg(s—m)=s ()]s

< M|lo([t]=n) =2 ([IDI+MCEN+1) Y o([t—mti]) =z ([t

j=—N

t

+ [ Mllgts—n= (5.
t

Par conséquent

Tim |V (t=n) ()]

g]}LTOMy|v([t]+nk) ([])H+hm MC(2N+1) Z v([t+ne+i])—x([t+7])]|

t

+ lim Ml|lg(s—ng)—f(s)||ds.

k—o0 [t]

En remarquant que
lg(s = nw) = F()I] < | flloo + [9lloo

et .
/H 1o = Nlglloads < 11 11oo + 1191
t

nous déduisons que

Tim |V (t=n)—a(0)]

< lim M|fo([t]—n) —a([t])[|+ lim MC(2N+1) Z (t—np+5) =2 ([t+3])]

k—oo

t
+/ lim M||g(s—ng)—F(s)||ds
it

] k—o0

en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent klim |V (t —mng) —x(t)|| = 0.
— 00
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Etape 2:

Maintenant nous considérons le cas général ot (s}, )rez n'est pas nécessairement

une suite a valeurs entieres.

Soient nj, = [s}], t, = {s}.} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite

{ni} de {n}} et une suite {v(n)},ecz telles que (4.4) et (4.5) sont vérifiées. Il
existe aussi une sous-suite {t;} de {t}} telle que lim¢, = t, € [0, 1].

k—oo

Tout d’abord considérons le cas ot 0 < {to + t}. Nous montrerons que

lim x(t +tx +ng) = klim x(t +to + ng) = v(to + 1).

k—o00

Tout d’abord, vérifions que pour k suffisamment grand nous avons

[t +to] = [t + ti].

Pour € = {t, +t} :

dNy € N,Vk > Ny = |t +t, — (t +to)| < {to +t}

ANy € N,Vk > Ny = [to+t] <t+t
E|N0€IN,V]€>N0:> [to—i‘t] < [t—i-tk]

Montrons que {t + ¢} > 0.

Comme {t +to} > 0, nous déduisons que ¢+t # [t +tg]. Si {t +tx} =0

alors t + ty = [t + tx]. Par conséquent ¢ + ¢ty # t + t; et to — tx # 0. Nous
obtenons alors deux cas : tg —t; > 0 ou tg —tx < 0. Si tg — t, > 0, alors
lim ¢y — tx > lim 0. Par conséquent 0 > 0 (absurde). Si ¢ty — t;, < 0, alors

k—o0 k—oo

lim ¢ty — tx < lim 0. Par conséquent 0 < 0 (absurde).

k—o0 k—oo

Pour € = {t; + t} :

AN, e N\VE > Ny = |t +t, — (t+1o)] < {tr +t}
AN, € NVE > Ny =t 4+t — (t+t) < {t +ti}
AN, € N,VE > Ny = —(t + 1) < —[t + 1)

AN; e NNVE > Ny = [t+1] <t+ty

AN, € N, VE > Ny = [t + 6] < [t +to).
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Posons N = max{ Ny, N1}. Nous obtenons donc que pour tout & > N que
[t 4+ ti] < [t +to] et que [t +t;] > [t + to]. Par conséquent pour tout k& > N,
[t +to] = [t + ti].

Considérons le cas ou ¢, +1t > tg + ¢.

La suite {z(n) } ez étant bornée, I'image de la fonction f étant précompacte,
nous déduisons alors

||z (t+tk+ng)—x(t+to+ng)||

< | T ({t+tr+ni )z ([t+tet+ng]) =T ({t+to+ns )z ([t+to+nk])||

N t—i—tk—i-nk
+|] Z/ T (t+tp+n,—s)A;dsz([t+t+ng+7])
j=—nN 7 [t tetn]
N t+to+nyg
- / T (t+to+n,—s)Ajdsz([t+to+ni+i]) ||
j=—nN 7 [ttotng]
t+t+ng t+to+ng
) T(t4tx-tr—s) f(s)ds— / T(t4to+np—s) f(s)ds]|
[t+tp+ng] [t-+to+ng]
< || T({t+tp})x([t+to]+ns) =T ({t+to} )z ([t+to] +nu) |
N t—i—tk—i-nk
+|] Z/ T (t+tp+np—s)Adsz([t+to]+ni+7)
j=—N [t+t0]+nk

N t+to+ng
— Z / T (t+to+ng—s)A;dsz([t+to]+nk+7)|

J=n o]+
t+t+ng t+to+ng
] T(t+tytmp—s) f(s)ds— / T(t+to-tnp—s) f(s)ds || (3.1)
[t+to]+nk [t+to]+ng

< (T {t+te ) =T ({t+t0})) 2 ([t+to]+ni) |

N t+t+ng
+|| Z / T (t+tp+ni—s)A;dsz([t+to]+nk+7)

=N [t+to]+nk
N t+ti+ny
B / T (t+to+ng—s)A;dsx([t+to]+nk+7)|
=N [t+to]+nk
N t+to+ng
| Z / T (t+to+ni—s)Ajdsz([t+to]+nk+j)||
j=—N t+tp+ng
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t+t+ng t+tg+ng
) T(ttx-tr—s) f(s)ds— / T(t4to+np—s) f(s)ds]|
[t+to]+nk [t+to]+nk
tto4np,
+|| T (t+to+ng—s)f(s)ds||
t—i—tk—i-nk

< [[T{t+tk ) =T (o P2 ([t+to] -+ )|

N t+t
I / T(t+ty—s)Ajdsx([t+to]+np+j)
j=—nN V [t+to]
N t+ts
_ / T (t+to—s)A;dsz([t+to]+nx+7)||
j=—n V [t+to]

N t+to+ng
+|| Z / T (t+to+ng—s)A;dsx([t+to]+nk+7)|

j=—N t+tp+ng
t+tg t+tg
[ Tt s tnds— [ T(Este-9) (s m)ds|
[t+to] [t+to]
+M]| f]]oo(to—tx)
< T ({t+te}) =T {t+to ) [2]loo
N t+ty
+|] Z/ T (t4tp—s)A;—T (t+to—s) Ajds z([t+to]+nx+7) ||
j=—N [t+to]

N
+ ) [te—tol M| A;|lds||z([t+-to] +nu-+) |

j=—N
t+tg t+tg
[ T(ttems) f(sbni)ds— / T(t+to—s) f (s-+m)ds]|
[t+to] [t+to]

+M|[floo(to—tr)
< [[T{t+t3) =T ({t+to )|l 2]]oo

N t+ty
+ Z / || T (t+tp—s)A;—T (t+to—s)Ajl|ds || x| |0
j=—N [t+to]
+(to—tk) MC(2N+1)||z]|
t+tg

+| (T(t+tk—s)—T(t+t0—5))f(s+nk)d5|\
[t+to]

+ M| f|loo (fo—tr)
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t+tg

< [T({t+t}) =T ({t+t0}) ||||$||oo+2/t T4tk —s)=T(t+to—=s)[| [[A;]|ds |||

[t+to]

t+ty
+(to—tk)MC(2N+1)|lw|loo+/ T (t+t,—s) =T (t+to—s)|| || flloods

[t-+to]
+M|| fl]oo(to—1x)

< 1T+t ) (T {0} —{t+t: ) =Dl 7]l

t+tg
S / T (t4te—5) (T(to—te)—1) || 1A [ds [ oo
j=—nN  [t+to]
t+tg
(to—t) MC2N+1) 2] oo + / T (=) (T(to—te)—1) || || flleds
[t+to]

+ M| f[loc(to—t1)

Comme [t + o] < s <t + tg, nous remarquons que
bttty —t—tp <t+tpy—s<t+ty—[t+1t)

0<t+tp—s<{t+t}+1t
0<t+tp—s<2

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 telle que ||T'(t + ¢, — s)|| < c.
Nous obtenons donc que

||x(t+t+ng)—x(t+to+ng)||

t+tg

< MI[(T({t+to}—{t+t:})—1 ||||:v||oo+2/ T (to—tr)=11[ | A;lds |20

[t+to]

t+ig

+(to—tk)MC(2N+1)||I|Ioo+/ c|T (to—tr) =1 | fllsods+MI| f1]oo (to—1)

[t+to]
N

< MI[(T(to—ti)=1)| Hfﬂlloofz (4t —=[t+to] ) el T (to—tr) =1 [ Ay] []]]oo

+(to—tr) MCCN+1)[][oo+ (e —[t4+to] )l T (bo—ti) = L[ || f oo +M [ f[loo (b0 —t)
< M||T (to—tr) =1 || ||7]]oo+2¢[|T (fo—tx) = I[|C(2N+1)|[7]| o
+(to—tk) MC (2N +1)||z||co+2¢|[T(to—tk) =1 || f||ootM || f oo (to—tr)- (3.2)
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Par conséquent
klim ||z (t+tp+ng) —x(t+to+nyg)||
< tim MIT(to—t0) =1 ol |26l T (to—t0)~ | CN+1) ] o
o Jimn (tg—t) MO(2N+1) [ et 26l T(to )~ 1| | Fll oo M|l ot —t).
Nous déduisons donc que

B [[a(t + £+ ni) — 2t + o + )| = 0.

Maintenant, considérons le cas ou t; +t < to + ¢t. En utilisant (3.1), la suite
{x(n)}nez étant bornée, 'image de la fonction f étant précompacte, nous
déduisons alors

e (ttni) —(t-+ton) |

< ||T({t+tp })x([t+to]+nk) =T ({t+to})x([t+to] +nu) ||

bt +ny
+| Z/ T (t+tx+ng—s)Ajdsx([t+to]+ne+7)
j=—N [t+t0]+nk
N t+to+ng
_ Z/ T (t+to+ng—s)Ajdsz([t+to]+np+7)|]
j=—N [t+t0]+nk
t+t+ng t+to+ng
A Tttotmes)f(s)ds— [ Tltstorns)f(s)ds |
[t+to]+nk [t+to]+nk

< (THt+tr}) =T ({t+to})) z([t+to)+na) |

N t+ty
I / T (t+t,—s) A;dsz([t+to]+nx+7)
j=—n * [t+to]

N t+to
_ Z / T (t+to—s)A;dsz([t+to]+nx+7)||

j=—n 7 [t+to]
Lt t+to
[ Ttrt—s) f(s+ni)ds— / T(t4to—s) f(s+ne)ds |
[t+to] [t+to)

< [T {4tk 3) =T ({t+to DI 2 ([E+-to]+nk )]

t+to] +to]

N ttty N t+to
+HI( ) /[ T(t+ty—s)Ajds— /[t T(t-+to—s)A;ds) w([t-+to]-+ni-+7))|
j=—N N

j=—
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t+ts t+to
L Ttt—s) f(s+ng)ds— / T(t4to—3) f(s+np)ds |
[t+to] [t+to)
< [|1T{t+t:) =T ({t+to})I| 120
N t4-ts, N t+to
ol Z/ T(t+tk—s)Ajds—Z/ T (t+to—s)A;ds|| |||
j=—n 7 [t+to] j=—N ¥ [t+to]
t+ts t+to
L Ttt—s) f(s+ng)ds— / T(t4to—s) f (54+np)ds]|
[t+to] [t+to)
< [|IT{t+t:) =T ({t+to D) 120
N t+to N t+to
I / T(t+tp—s)Ajds— / T(t+to—s)A;ds|| |||
j=—nN * [t+to] j=—nN * [t+to]
N t+ty
IS [ Tt A el
j=—N t+to
t+to t+to
+|| T(t—i—tk—s)f(s—l—nk)ds—/ T (t+to—s)f(s+ng)ds||
[t+to] [t+to]
t+tg
aal T(t+ty—s) f(s+ny)ds||
t+to

< Tt ) =T ({t+to DI 2]l

N t+to

+ Z/ T (t+te—s) =T (t+to—s)|| [[A;llds [[ ]| oot MCEN+1) (tx—to)|[2]]oo

t+to
+/ T (4t —s) =T (t+to—s) f (s+1p) || cods+M (te—to)| | f]]
[t+to]

< | T({t+to}) (T{t+ti}—{t+to}) =) |20

N t+to

+ Z/ 17 (t+to—s5) (T (tx—to) 1)1 [|A5]lds [|2]| o+ MC (2N +1) (ts—to0) ||

t+to
+/[ }HT(Hto—S)(T(tk—tO)—I)H |1 f loods+M (te—to)[|f]]
t+to

Comme [t + tg] < s < t+ tg, nous remarquons que
—(t+ty) < —s < —[t + 1]

t+to—(t+1to) <t+to—s<{t+to}
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0<t+ty—s<l.

Par conséquent, il existe une constante [ > 0 telle que ||T'(t 4+ to — s)|| < [.
Nous obtenons donc que

||z (t+tp+ng)—x(t+to+ng)||

< M||T({t+te}—{t+to}) 11| ||| oc

N t+to
+ ) / T (te—to)—I|] || A lds ||| | oo+ M C (2N +1) (t—to)| 2] oo
j=—N [t+to]

t+to
/ UIT (tomto)— 1| |1 oM (tr—t0) 1] oo

[t+to]
< M||T (te—to)—1I|| ||2|| oo+ || T (tr—to)—1I|| C(2N+1) ||2||so (t+to—[t+1o])

)
+MCEN+1) (e —to) |2 loo +LT (e —t0) =TI |].f[|oo (t4-to—[t4L0])+M (tx—t0) [ ]l
< MI[T(tr—to)—I[ ||x]|oc+|T (tx—to) =I|| C2N+1) || ][ o
+MCE2N+1L)(ti—to)|[z]|co T (t—to) = L[| || |lootM (te—to)[| fl] - (3-3)

Par conséquent

klim ||z (t+tp+ng) —x(t+to+ng)||

< lim MI[T (te—to) —I||[|2]oo [T (tx—to) =] C2N+1) ||z]]oc
+ lim MO@N+1)(te—to)|| /oo +UI T (b —t0) =T || [| oo+ M (t—t0) | f]] -

Nous déduisons donc que
klim ||z (t4+tk+ng)—z(t+to+ng)|| =0
Maintenant, considérons le cas ou {t + to} = 0, t + ¢y est donc un entier.

Supposons que tp +t > tg+ t. Dans ce cas nous déduisons que pour k
suffisamment grand [ty + t] = to + t. En effet ¢, +¢ > [tx +t] > to+ ¢ car
[tr + t] est le plus grand entier inférieur ou égal a t, + t. Par conséquent

lim [t +t] = to + t.

k—o0

Nous avons
||z (t+tk+ng) —x(t+to+ng)||
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< | T ({t+tk+ni})e([t+te+ng]) —x(t+to+n)||
N t+tp+ng
Y / T(t+tp+np—s) A;dsz([t+te+np+5])|]

j=—nN 7 [ttetng]

t+ig+ng

+|| T(t+tp+np—s)f(s)ds||
[t+ti+ng]
< || T({t+te}) 2 (tHto+ng) —o(t+Hto+ng) ||
N t+tp+ng
ny / Tt ptrn—s) Aydsa([t-Htti] )|
jZ*N [t+tk]+nk
t+t+ng
+|| T(t+tr+ne—s) f(s)ds||
[t+tr]+ng

S ‘ |T(tk—t0)x(t+t0—|—nk) —ZE(t—Hfo—H’Lk) ’ ’
N

t+tk+nk
+ ) / || T (t+tetni—s) A;||ds |2 ([t4+te+5]+ns) |
NI

j=— +trl+ng

t+tk+nk

4 / T (4 ttri—s) £ (5)]|ds
[t+ti]+ny

< |(T(tp—to)—I)x(t+to+nyg)||

N

t+tp+ng
Y / T+t me— )| 1A 1ds [ [ttt 40|
j=—nN Y [tFte] e

t+tp+ng
4 / T (t+ttmn—s)|| |1 £(s)]|ds
[t

+pl+ng
< (T (te—to) =D 17| oo
N

t+t+ng
+ > / T (t+trtne—s)|] [ Ajl]ds []2]|o
jZ*N [t+tk]+nk

t+t+ng
[ Tt 1.
[t+te]+mn

Comme [t + t, + ng] < s <+t + ng, nous remarquons que
—(t+t+ng) < —s < —[t+ tg + ng

t+tk+nk—(t—l—tk+nk) §t+tk+nk—s§t+tk+nk—[t+tk+nk]
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0<t+tp+n,—s<Ll

Par conséquent, il existe une constante [ > 0 telle que ||T(t+tx+ni—s)|| < I.
Nous obtenons donc que

||z (t+tk+ng) —x(t+to+ng)||

< (T (te—to) =Dl |2||ooHIC RN +1) (t+tr—[t+tx])] |20

H (-t —[tH])[ | f]]oo

< (T (te—to) =D ||| oo +IC 2N +1) (t+tr—t—to]) || 7] |
+l(t+t—t+t0)[ flloo

< (T (te—to) =D |2l oo+1C 2N +1) (tr—to]) 2] loo+L (Ex—0) || f |0 (3-4)

Par conséquent

klim ||z (t+tp+ng)—x(t+to+nyg)||

< lim [[(T(te—to) =D} [[#]]oo HC(2N+1) (tr—to]) ||| oo+ (Er—T0) | f] | o-
Nous déduisons donc que

klim ||z (t+tp+ng)—x(t+to+ng)|| = 0.

Maintenant supposons que t; +t < to +t. Montrons qu’a partir d'un certain
rang [t +t;] =t +to — 1.

Puisque klim t+t,=t+1tg, poure=1

ANeENVE>N=t+ty— (t+1tx) <1
E|NEIN,Vk>N:>t+t0—1<t+tk
AN e N,VE> N =t+tg— 1 < [t+t;]

car t +tg — 1 est un entier. En remarquant que
[t + 1] <t -+t <t+to,

nous déduisons que [t + tx] < ¢ + . Par conséquent a partir d’'un certain
rang [t +t,] =t +to— 1.
Maintenant, montrons que

N - ptttotny
w(t+to+ng) = T(l)x(t+t0+nk—1)+2/ T (t+to+ng—s)A;dsz(t+to+ng—1+7)
=0 t+to+ni—1
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t+to+ng
+/ T(t +to+n,—s)f(s)ds
¢

+to+nk—1

t + ty et n sont des entiers pour tout £ € IN. Par conséquent nous pouvons
considérer la solution de I’équation (4.1) sur Uintervalle [t + to — 1 + ng, t +
to + ngl. Pour y € [t +ty — 1 + ny, t + to + ng[, nous avons

z(y) = T(y—(t+to—14+ng))x(t+to—14nk)

N

Yy
+Z/ T(t 4 to— 1+ ny, — s)Ajdsz([t +to — 1 + ng + 5])
j=—N [t+to—1+ng]
Yy
+/ T(t+to—1+n,—s)f(s)ds.
[t+t071+nk}
Or lim 2(y) = z(t + to + ni). Par conséquent
y—t+to+ng
N t+to+ng
(t+totng) = T(Da(t+to+ng—1)+ Y / T (t+to+n,—s)Ajdsz(t-+to+ng—1+7)
j=—N t+to+ni—1

t+to+ng
+/ T(t+to+ n, — s)f(s)ds
t+to+ni—1

La suite {z(n)}nez étant bornée, 'image de la fonction f étant précompacte,
les opérateurs Ay, ..., Ay étant bornés, nous déduisons alors que

||z (t+tk+ng)—x(t+to+ng)||

< Tttt b ([tHteng]) =T (D (Lo +n,—1)]

N -t +ng
+| Z / T (t+tx+np—s)Ajdsz([t+t,+ng+j])
j=—nN 7 [t tetn]
N t+to+nyg
_ Z/ T (t+to+ng—s)A;dsz(t+to+ng—1+7)]|
j=—N t+to+ni—1
t+t+ng t+to+ng
+|| T(t+tk+nk—s)f(s)ds—/ T(t+to+nr—s)f(s)ds||
[t4+t+ng] t+to+ni—1
< || T({t+tr}) o (t+to+ne—1) =T (1)x(t+to+np—1)||
N t+tp+ng
H / T (t+tetne—s)A;dsz(t4+tg+n,—1+7)
j=—N t+to+ng—1
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N t+tot+mny
— Z / T (t+to+n,—s)A;dsz(t+to+n—1+j)||
¢

j=—N +to+ng—1
t+t+ng t+to+ng
+|| T(t+tk+nk—s)f(s)ds—/ T (t+to+ng—s)f(s)ds||
t+to+ng—1 t+to+ni—1

< T+t =T (1)) 2 (t+to+ne—1)]]

t+tp+ng
+|| Z / T (t+tp+np—s)A;dsx(t+to+nr—147)
i o1

N t+tg+ng
_ Z/ T (t+to+n,—s)A;dsz(t+to+n—1+7)||
j=—N t+to+ng—1
N t+to+ny
S / T(ttonn—s) A;dsa(t+tonu—1+j)]|
j=—N t+tp+ng
tHtp+ng tttptng
4 Tttotmes)f(s)ds— [ T(trtormes)f(s)ds]
t+to+ng—1 t+to+ni—1
t+to+ng
+| T(t+to+ng—s)f(s)ds||
t+t+ng
< T t+te}) =T ||z (t+to+ne—1)|]
N -+t
+| Z/ T (t+t,—s) A;dsz(t+tg+ny—1+7)
jo—n -1

N

t+tg
— Z / T (t+to—s)Ajdsz(t+to+nr—147)||
j=—N Jttto—1

N t+to+ny
DY / T (t+to+ne—s)A;ds]| ||z(t4+to-+nr—147)]|
j=—N t+te+ng
ot b4ty
+|| T(t—i—tk—s)f(s—l—nk)ds—/ T (t+to—s) f(s+ng)ds||
t+to—1 t+to—1
t+to+ng
+|| T(t+to+ni—s)f(s)ds||
t—i—tk—i-nk

< I Tt ) =T W] ] o0

t+tg
+|| Z / T (t+tr—s)A;—T (t+to—s) Ajdsz(t+to+ni—1+7)||
j=—N t+to—1
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N t+to+ng
+|| Z / T (t+to+n,—s)A;ds|| ||z (t+to+ne—147)||

j=—N t+tp+ng
t+tg
+|| (T(t+tp—s)—T(t+to—s)) f(s+ny)ds||
t+to—1
t+to+ng
+|| T (t+to+ny—s) f(s)ds||
t+tg+ng

< [Tt 1) =TI 2|0

t+tg
+ Y [ s Tt lAldsll
e o1
N t+to+ny
£y / T (4t tr—s) || 1A 1ds]] 2] oo
j=—N t+te+ng

tty
4 / T (t4+-tims) =T (t-+o—5)|| || ]| oodls
t

+to—1

t+to+ng
4 / T (4 torr—s)|| ||| cds
t+t+ng

< [[T{t+t U =T A={t+t )] )00

N i, N

+ ) / 1 17 (t4-tr—s) (=T (to—te) ) | 1A | dsl el oot D (fo—te) M 114511 ]|
t+to— :

j=—N j=—N

iy,
+/t | T (4t —s) (I=T (to—tx)) || [| fllsods+(to—t1) M || f]oo-

+to—1
Nous avons que t +tg — 1 < s <t + t;. Nous déduisons donc que

—(t+ty) <—s< —(t+tg—1)
t+tr—(t+tp) <t4+tp—s<t+ty—(t+to—1)
0§t+tk—S§tk—tQ+1
0<t+ty—s<tp+1
0<t+ip—s<2

Par conséquent il existe une constante Iy > 0 telle que ||T'(t + tx, — s)|| < lo.
Nous obtenons donc que

||z (t+tk+,k ) —x(t+to+ns)||
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< MI=T(1—{t+tx P [|2]]oo
N t+ts, N
+ > / lol| T=T (to—tw) || [|Ajllds]|xlloot > (to—tx) M || Az I[]]1]]0

j=—N t+to—1 j=—N

t+ts
+ / ol I T=T (fo—t) || 1f oo+ (fo—t) M || ]

t+to—1
< M[I=T (o=t )| |[#]loc +(tr—to+1)lo| [ =T (to—tx)||C (2N +1)|2||

+(to—ti) M CN )| [[z]|cot(tx—to+D)lo[ L =T (o= t) | |[ fllcc+Eo—tr) M [| f|oo- (3.5)

Par conséquent
klim ||z (t+tp+ng) —x(t+to+ng)||

< Jim MI=T(to ][] oo (bt Dol T~ T(to— ) |CN+1) ]|
+ lim (to—te) M CEN A1) [[2][oo +(Ee—to+1)lo| [ =T (to=t)[| [|f|looF(to=tx) M || f[] oo
Nous déduisons donc que

B [[a( 4t +nye) — 2t + to + )| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite croissante ou
décroissante. Nous avons donc la preuve du lemme.[]

Théoreme 32 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe T'(t), que Ay, Ay sont des opérateurs linéaires bornés et que
f(t) est une fonction presque automorphe. Nous supposons aussi que I —
fo (t—s)Aids est inversible, que le spectre de (1 fo (1—s)Aids) 1(T(1)+

fo (1—ys) Aods) sur le cercle unité est dénombrable et que l’espace X ne
contzent aucun sous-espace isomorphe a cy. Alors chaque mild solution bornée
de l’équation (4.2) est presque automorphe.

Preuve Pourt € [n,n+ 1], nous avons
¢

x(t) = T(t—n)w(n)—l—/ T(t—s)AOdsm(n)—f—/ T(t—s)Aldsx(n+1)+/ T(t—s)f(s)ds.

n n n

t t

Par conséquent

n+1

z(n+1) = T(l)a:(n)—l—/ T(n+1—s)A0dsx(n)+/ T(n+1—s)Aidsz(n+1)

n n

n+1
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+/” T(n+1—s)f(s)ds.

Par le changement de variable y = s — n. Nous déduisons que

rz(n+1)=T1)x(n) + /01 T(1 — s)Agdsx(n) + /01 T(1—s)Aidsx(n+1)

+/” Tn+1—3s)f(s)ds.

Nous obtenons alors que

z(n+1)=(I- /0 T(1-— s)Alds)fl (T(1) —{—/0 T(1 — s)Agds)z(n)

1 n+1
+(I - /0 T(1— S)Alds)_l/ T(n+1—3s)f(s)ds.

Le lemme 18 nous permet de dire que la suite

(1 - /01 T(1— s)Alds)f1 /n+ Tn+1—s)f(s)ds

est presque automorphe. X ne contient aucun sous-espace isomorphe a cy. le
spectre de (I — fol T — S)Alds)_l( ) + fo (1 — s)Aods) sur le cercle
unité est dénombrable. Les hypotheses du theoreme (13) sont donc vérifiées.
Par conséquent la suit {x(n)},ez est presque automorphe. La solution z est
donc presque automorphe.[]

Lemme 20 Si h(t) € AAy(X), alors I(t f[t h(s)ds € AAy(X).

Preuve Comme [t] < s < ¢, nous déduisons donc que 0 < ¢ — s < 1. Par
conséquent il existe une constante M > 0, telle que

t t
| HT(t — s)h(s)ds|| < M . [1h(s)|ds.
t t

Soit T' € R™, nous avons

T t T t
/ I T(t—s)h(s)dsudth/ /||h(s)||dsdt.
_rJy 1 Jie

Dans la preuve du lemme 8, nous montrons que f f [|h(s)||dsdt < L; +

L2 + Lg ou
[-T]+1 gt
L= / 1h(s)]|dsdt,

T [t]
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(T]
L — / () ldst,

T]+1 [t

Ly— / (1h(s)l|dsdt,
[T] Jt]

et tel que

: 1 1 1
TS T
Par conséquent
1 M
— || [ T(t—s)h(s)ds||dt < — (L1 + Lo+ L3).
_T 2T

Nous déduisons donc que

1 M
— _ < lim —
jlgrolo 5T / || [ T(t—s)h(s)ds||dt < Ilgrgo 2T(L1 + Ly + L3).

Alors hmi/ 1 [ 7t = $)h(s)ds||dt = 0.0
oo T J

Proposition 13 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un

Co semi-groupe T(t), que A_y,...,An sont de opérateurs linéaires bornés

et que f est une fonction pseudo presque automorphe. Soit x une mild so-

lution bornée de l’équation (4.1) sur R. Si la suite {x(n)},ez est presque

automorphe, alors x est pseudo presque automorphe.

Preuve Soit f(t) = fi(t) + fo(t) € PAA(X), ot fi(t), € AAX), fo(t) €
AA(X).

Alors z(t) = V() + I(t), ou

t

V(t) =T{t})=([t]) + Z/ (t —s)A;dsz([t + j]) +/ T(t—s)fi(s)ds

[t]

I(t) = / T(t — s)fa(s)ds

[t]
Dans la preuve du lemme 19 nous montrons que si la suite {z(n)},ez
est presque automorphe, alors V' (¢) est une fonction presque automorphe. Le
lemme 20 montre que [(t) est ergodique.l
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4.2 Solutions compact presque automorphes
dans le cas linéaire

Lemme 21 (Voir [90], lemme 3.5, p.174)
a) St limx(n+ng) =v(n), Vn €Z, alors

k—oo

lim sup||z([t] + nx) — v([t])|| = 0, VK C R.

k—oo teK

b) Si limsupl|f(t +mni) — g(t)|| = 0,VK C R alors

k=0 ek
t
limsup/ || f(s+mnk) —g(s)||ds =0,VK C R.
k—oo e V1]

Lemme 22 SiVn €Z

lim z(n + ng) = v(n),

k—oo

alors pour i = —N, ..., N

lim sup||z([t] + i + ng) — v([t] +9)|| = 0,VK C R.

k— o0 teK

Preuve VK C R, nous remarquons que {[t] + ¢, ¢ € K} est un ensemble
fini d’entiers. Alors la convergence de

|2 ([t] + i + ny) — v([t] + 9|
est uniforme sur K.

Lemme 23 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cj
semi-groupe T'(t), que A_y, ..., A sont des opérateurs linéaires bornés et que
f est une fonction compacte presque automorphe. Soit x une mild solution
bornée de ’équation (4.1) sur R. Alors x est une solution compact presque
automorphe ssi la suite {x(n)}nez est presque automorphe.

Preuve 1l est évident que si x est compact presque automorphe, la suite
{z(n)} € N est presque automorphe.

Maintenant supposons que {z(n) },en est presque automorphe. Nous mon-
trerons que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
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étapes.

Etape 1:
Nous supposons que {n} } est une suite a valeurs entieres. Alors il existe une
sous-suite {ng} et une suite {v(n)} telles que

lim x(n + ng) = v(n); lim v(n —ng) =x(n), VneZ (4.6)

k—o0 k—o00

hm sup || f(t +nk) — g(t)|| = 0; lim g(t —ng) = f(t), VteR (4.7)

k—oo te Kk k—o0

Alors, nous définissons
— s)A;dsv T(t — s)g(s)ds.
V() = T({t})e ]Z_N / (t (it +40) + /[ Tt =900

Nous posons C' = max{]||4ol|, ..., ||An]||}. Comme {t} C [0,1[, nous remar-
quons qu’il existe M > 0 tel que ||T'({t})|| < M.
Dans la preuve du lemme 19, nous montrons que

[z ([t+ra]) =V ()]

< Ma([t]+np) oD+ ) MCIIx[t+nk+j])—v([t+j])||+/m M| f(s+nx)—g(s)||ds.

j=—N

Par conséquent

lim sup ||z (t+nk)—V (1)]|

< lim sup M||z([t]+ni)—v([t ])H+hm sup Z MC||x[t+ng+7])—v([t+7])]|

k—00 tc K k—o0 tEK

+ hm sup/ M| f(s+ng)—g(s)||ds.

k—oo ek

Nous déduisons donc que

lim sup||z(t + ng) — V(¢)|| = 0.
k—oo ek

Etape 2:
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Maintenant nous considérons le cas général ol (s}, )kez 1'est pas nécessairement
une suite a valeurs enticres.

Soient nj = [s,], t). = {s}} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite
{n} de {n}} et une suite {v(n)},cz telles que (4.6) et (4.7) sont vérifiées. I
existe aussi une sous-suite {t;} de {t}} telle que lim¢, =ty € [0, 1].

k—oo

Tout d’abord considérons le cas ou 0 < {to + t}. Nous montrerons que

lim sup ||z(t + tx + ng) — Um x(t + to + ng)|| = 0.
k—oo te i k—o00

Tout d’abord nous supposons que t; +t < tg+t. Nous avons montré dans la
preuve du lemme 19 que

||z (t+tk+ng)—x(t+to+ng)||
< MI|T (to—tx) = 1| ||2||oo+2¢[|T (to—tx) = || C (2N +1)||7|]

+(to—tr) MCCN+1)[][oo+2¢[|T(fo—tx) =TI || flloo+M|[ floo (Fo—tk). (3.2)

Par conséquent

lim sup ||z (t+tx+ng) —x(t+to+ni)||
k=00 te i

< lim sup M||T(to—tx)—I|| [|||cot2¢|[T(to—tr) = I[|C(2N+1)]|2]|

k—oo ek

+ lim sup(to—tx) MC(2N+1)||2|loo+2¢l| T (to—tk) =L I] || f oo+ M || f|]oo (to—Lr)-

k—oo ek

Nous déduisons donc que

lim sup ||2(t + tx +nx) — z(t +to +n)|| = 0.

k—oo ek

Maintenant, considérons le cas ou ¢y +t > ¢y +t. Nous avons montré dans la
preuve du lemme 19 que

||z (t+tk+ng)—x(t+to+ng)||

< M||T (te—to) =[] [[]|oo T (tr—to) =TIl CZN+1) [|2]|
+MCO@N+1)(t—to) ||| oo || T (tr—to) —I|[ || floc+M (tr—to)|| fl|oc- (3.3)

Par conséquent

lim sup ||z (t+tp+ng) —z(t+to+ng)||
k=00 te i
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< lim sup M||T(tx—to)—I|| |[z[|ooH||T (te—to)—1|| C(2N+1) |||

k—oo ek

+ lim sup MC(2N+1)(tp—to) ||| oo+ ||T (t—to) =I|| || f]|oo+M (te—t0) || f ] oo-

k—o0 te K
Nous déduisons donc que

lim sup ||2(t4-tx+ng) =2 (t+to+ng)|| =0
k—o0 teK

Maintenant, considérons le cas ou {t + to} = 0, t + ¢y est donc un entier.
Considérons le cas ou t + t,, < t + ty. Nous avons montré dans la preuve du
lemme 19 que

||z (t+tp+ng)—x(t+to+ng)||
< |[(T(te—to)=DI| [|2]|co+HC2N+1) (tp—to])[|2[| oo+t —10) [| [ || 00-(3-4)

Par conséquent

lim sup ||z (t+tp+n,) —z(t+to+ng)||
k—oo te i

< lim sup [[(T(te—to) = D[ ||2||oo +HIC(2N+1) (tr—to]) || 2] oo+ (tx—t0) | f]oo-

k—00 tc K¢
Nous déduisons donc que

lim sup ||z (t+tp+ng)—z(t+to+ng)|| = 0.
k—oo tc K

Maintenant supposons que ty +t > to + t.
Nous avons montré dans la preuve du lemme 19 que

klim ||z (t+tk+ng)—x(t+to+ng)||

< MI=T (o=t )] |[#]loo+(tr—to+1)lo| [ =T (to—tx)||C (2N +1)]|2|| o0
+(to—tr) M CN )| [[z]|co+(tx—to+ D)o L =T (to—ti) [ | fl]oo+Eo—tk) M || f[]o0-(3-5)

Par conséquent

lim sup ||z (t+tp+n,) —z(t+to+ny)||
k=00 te i

< Tim sup M||T=T(to—te)| |2l loot(tr—to+ Dlol| =T (ts—t) [|C@N+1) o] |

k—00 tc K¢

+ lim sup(to—tx) M C2N+1)|| [2]|oo+(Ex—to+1)lo| [ =T (o=t )[[ || f[loo+ (fo—tx) M || []oc-

T teK

Nous déduisons donc que

lim sup ||z(t + tx + ng) — x(t + to + ng)|| = 0.
k—00 tc K¢

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite croissante ou
décroissante. Nous avons donc la preuve du lemme.[]
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Théoreme 33 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C
semi-groupe T(t), que Ao, Ay sont des opérateurs linéaires bornés et que f(t)
est une fonction compact presque automorphe. Nous supposons aussi que I —
fo (t—s)Ayds est inversible, que le spectre de (1 fo (1—s)Ayds) ™ 1(T(l)%—

fo (1—s Aods) sur le cercle unité est dénombrable et que [’espace X ne
contzent aucun sous-espace isomorphe a cy. Alors chaque mild solution bornée
de l’équation (4.2) est compacte presque automorphe.

Preuve Pourt € [n,n + 1], nous avons
t

x(t) = T(t—n)x(n)—i—/ T(t—s)AOdsx(n)—i-/ T(t—s)Aldsa:(n—i-l)—i—/ T(t—s)f(s)ds.

n n n

t t

Par conséquent
n+1

z(n+1l) = T(l)x(n)—l—/ T(n+1—s)A0dsx(n)+/ T(n+1—s)Aidsz(n+1)

n n

n+1
+/ T(n+1—s)f(s)ds.

Par le changement de variable y = s — n, nous déduisons que

n+1

z(n+1)=T1)z(n)+ /01 T(1 — s)Apdsx(n) + /01 T(1—s)Ajdsx(n+1)

+/n+ T(n+1—s)f(s)ds.

Nous obtenons alors que

z(n+1)=(I- /0 T(1-— S)Alds)_l (T(1) +/0 T(1 = s)Aods)z(n)

1 nt1
+(I - /0 T(1— S)Alds)l/ T(n+1—s)f(s)ds.

f(t) étant une fonction compact presque automorphe, f(t) étant une fonction
presque automorphe. Le lemme 23 nous permet de dire que la suite

(I - /o T — S)A1ds)_1 /n+ T(n+1—s)f(s)ds

est presque automorphe. X ne contient aucun sous-espace isomorphe a cg. le
spectre de (I — fol T(1— S)Alds)_l( ) + fo (1 — s)Aods) sur le cercle
unité est dénombrable. Les hypotheses du theoreme (13) sont donc vérifiées.
Par conséquent la suit {x(n)},cz est presque automorphe. La solution x est
donc compact presque automorphe.l]
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Proposition 14 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe T(t), que A_n, ..., Ax sont de opérateurs linéaires bornés et
que f est une fonction pseudo compact presque automorphe. Soit x une mild
solution bornée de l’équation (4.1) sur R. Si la suite {x(n)},ez est presque
automorphe, alors x est pseudo compact presque automorphe.

Preuve Soit f(t) = fi(t) + fo(t) € PKAA(X), ou fi(t) € KAAX),
fa(t) € AANX).

Alors z(t) = V (t) + (t), ou

N t

V() = T({t)e() + 3 /

=0 [t]

t

T(t — s)Ajdsz([t + j]) + /[t] T(t—s)fi(s)ds

I(t) = / T(t —s)fa(s)ds.

[t]
Dans la preuve du lemme 23, nous montrons que si la suite {z(n)},ez

est presque automorphe, alors V (¢) est une fonction compact presque auto-
morphe. Le lemme 20 montre que [(t) est ergodique.[]
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