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conseils, les nombreuses discussions que nous avons eu et l’honneur qu’il
m’a fait en travaillant avec moi sur la problématique de ma thèse.
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Introduction

De nombreux phénomènes physiques, chimiques, biologiques, économiques,
épidémiologiques peuvent avoir un comportement plus ou moins périodiques.
Différents types d’équations permettent de modéliser ces phénomènes : il
s’agit entre autres des équations intégrales, des équations opérationnelles abs-
traites, des équations aux dérivées partielles, des équations aux différences,
des équations fonctionnelles, des équations différentielles à arguments cons-
tants par morceaux pour ne citer que celles-là. L’étude de ces phénomènes
nécessitent des notions qui dépassent le concept de la périodicité, qui tiennent
compte du fait que ces phénomènes ne sont pas tout à fait périodiques. Dans
le cadre de ce travail, nous considérons deux généralisations des fonctions
périodiques : les fonctions S asymptotiquement ω-périodiques et les fonctions
presque automorphes.

Durant ces dernières décennies plusieurs auteurs se sont penchés sur le
concept de périodicité et ses diverses généralisations. Les fonctions presque
périodiques introduites par Bohr [17], [18], [19] est l’une des généralisations de
la périodicité. Les premiers résultats relatifs à l’études des fonctions presque
périodiques étaient limités à des fonctions à valeurs réelles ou complexes.
Bochner [15] a proposé des caractérisations séquentielles de la presque périodi-
cité et a étendu cette notion aux fonctions à valeurs dans un espace de Ba-
nach.

Plusieurs généralisations de la presque périodicité ont alors été définies.
Nous pouvons citer entre autres la classe des fonctions Stepanov presque
périodiques [86], la classe des fonctions Besicovitch presque périodiques [11],
[12] ou encore la classe des fonctions Weyl presque périodiques [92]. En 1992,
C. Zhang [107] généralise le concept de presque périodicité en définissant
les fonctions pseudo-presque périodiques. Plusieurs travaux ont été menés
sur la presque périodicité et la pseudo-presque périodicité dans l’étude des
équations différentielles. Abbas [1], Alia, Ezzinbi et Fatajou [6], Basit [8],
Diagana [36], Diagana et Hernández [37], Diagana, Hernández et Rabello
[39], Diagana, Mophou et N’Guérékata [40], Ezzinbi, Fatajou et N’Guérékata
[50], Hino, Naito, Van Minh et Shin [56], Hong [55], Levitan et Zhikov [60],
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Naito, Van Minh, Miyazaki et Hamaya [74], Yuan [102], [103], Zhao, Chang
et N’Guérékata [106], ont présenté des études sur la presque périodicité et la
pseudo-presque périodicité des solutions d’équations différentielles.

La notion de dite Stepanov presque périodique a ensuite été introduite.
Les fonctions dite Stepanov presque périodiques généralisent le concept de la
presque périodicité. De nombreux articles traitent de l’existence de solutions
dite Stepanov presque périodiques : Diagana [33], Zhanrong Hu et Zhen Jin
[104], [105].

Les résultats relatifs au concept de la presque périodicité ont essentielle-
ment été développés par Bohr, mais aussi Bochner [14] qui définit une classe
de fonctions généralisant ce concept : les fonctions presque automorphes. La
classe des fonctions presque périodiques possède des propriétés qui ne sont pas
vérifiées par celle des fonctions presque automorphes : par exemple une fonc-
tion presque périodique est uniformément continue tandis qu’une fonction
presque automorphe ne l’est pas nécessairement. La pseudo presque auto-
morphie a alors aussi été introduite, généralisant le concept de presque auto-
morphie mais également celui de la pseudo-presque périodicité. Evidemment
des mathématiciens se sont intéressés à l’étude de la presque automorphie
des solutions d’équations différentielles : Carvalho dos Santos et Cuevas [23],
Chang, Zhao et N’Guérékata [24], Diagana [34], [35], Diagana, Hernández
et Dos Santos [38], Ding, Xiao et Liang [32], Ezzinbi et N’Guérékata [49],
[51], Liang, Zhang et Xiao [61], N’Guérékata [75], [76], Meril, Mophou et
N’Guérékata [70], Mophou [71], Mophou et N’Guérékata [73], Xiao, Liang
et Zhan [99]. Cependant, il existe des équations différentielles à coefficients
presque périodiques qui ont des solutions presque automorphes qui ne sont
pas presque périodiques [83].

La notion de Stepanov dite presque automorphe a ensuite été définie.
Les fonctions Stepanov dite presque automorphes généralisent le concept
de la presque automorphie. Parmi les articles traitant de l’existence de so-
lutions Stepanov dite presque automorphes, citons : Lee et Alkhaby [58],
N’Guérékata et Pankov [77].

Enfin, depuis peu, une nouvelle classe de fonction généralisant celle des
fonctions périodiques a été définie : il s’agit de la classe des fonctions S-
asymptotiquement ω-périodiques. Cette classe de fonction généralise aussi
celle des fonctions asymptotiquement ω-périodiques.

Les résultats relatifs aux fonctions S asymptotiquement ω-périodiques
sont limités car ce concept est nouveau. Néanmoins des propriétés sont présen-
tées et des conditions d’existence et d’unicité de solution S-asymptotiquement
ω-périodique d’équations différentielles et d’équations différentielles fraction-
naires dans des espaces de dimension finie ou infinie ont été proposées :
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Blot, Cieutat et N’Guérékata [13], Cuevas [28], Cuevas et de Souza [30],
Henŕıquez, Pierre, Táboas [53], [54], Nicola et Pierri [79]. Pour l’étude des
équations différentielles et des équations différentielles fractionnaires, on peut
considérer [7], [31], [52], [57], [72], [81], [82], [88].

Dans ce travail, nous étudierons essentiellement l’existence de solutions S-
asymptotiquement ω-périodiques et de solutions presque automorphes d’équa-
tions différentielles. La théorie des semi-groupes étant utilisée dans l’étude
des équations différentielles, nous en donnons quelques éléments.

L’équation fonctionnelle f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1
admet pour solutions les fonctions t 7→ eta, a ∈ R. On constate également que
la fonction t 7→ etax0 est aussi l’unique solution de l’équation différentielle{

x′(t) = ax(t)
x(0) = 1.

En 1888, Giuseppe Peano proposa d’écrire la solution du problème de Cauchy
vectoriel {

x′(t) = Ax(t)
x(0) = I, ,

où A est une matrice, sous la forme

t 7→ etA :=
∞∑
k=0

(tA)k

k!
.

Ce résultat a été ensuite étendu aux équations différentielles x′ = Ax, où A
est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X de dimension
finie.

Toutes ces considérations ont conduit les mathématiciens à étudier des
équations différentielles d’ordre un en considérant des extensions de la fonc-
tion exponentielle. L’équation différentielle

x′(t) = Ax(t),

où A est un opérateur linéaire non borné dans un espace de Banach X a alors
suscité l’intérêt de nombreux mathématiciens. La définition des semi-groupes
a alors été introduite et a permis d’introduire la définition d’une ”fonction
exponentielle” comme solution de l’équation précédente.

L’introduction des semi-groupes a donc permis de définir en dimension
infinie la solution de x′ = Ax quand A est un opérateur linéaire non borné.
Cependant il existe une classe d’équations qui n’avait pas encore été traitée
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dans le cadre de la théorie des semi-groupes : il s’agit de celle des équations
différentielles à arguments constants par morceaux.

L’étude des équations différentielles à arguments constants par morceaux
est un domaine important car ces équations ont la structure de système dy-
namique de longueur constante. La continuité de la solution conduit à une
relation de récurrence entre les valeurs de cette dernière aux points n et
n + 1, où n est un entier relatif quelconque. Par conséquent les équations
différentielles à arguments constants par morceaux combinent à la fois les
propriétés des équations différentielles ([2], [3], [10]) et des équations aux
différences ([21], [66], [59]). Le premier article présentant la solution d’une
équation différentielle à arguments constants par morceaux a été écrit par
Shah et Wiener [85] en 1983. Depuis de nombreux auteurs ont étudié cette
classe d’équations différentielles : Aftabizadeh et Wiener [4], Aftabizadeh,
Wiener et Xu [5], Cooke et Wiener [25], [26], [27], Carvalho et Marconato
[21], Marconato [67], [68], [69], G. Seifert [84], Wiener [93], [96], [97], Wiener
et Debnath [94], [95]. Dans ces articles, l’existence et l’unicité des solutions
de différentes équations différentielles à arguments constants par morceaux
sont étudiées. Des propriétés oscillatoires et des critères de stabilité des so-
lutions sont aussi proposés. Ces résultats sont obtenus en considérant les
équations aux différences gouvernant ces équations différentielles à argument
constant par morceaux. Les équations différentielles à arguments constants
par morceaux ont été utilisées pour la première fois en 1988 par Busenberg et
Cooke pour modéliser la dynamique de certaines épidémies [20]. Cependant
ce n’est qu’en 2006 que la presque automorphie des solutions d’une équation
différentielle à argument constant par morceaux de la forme

x′(t) = Ax([t]) + f(t)

est étudiée, où A est un opérateur linéaire borné et f une fonction presque
automorphe. Il s’agit des travaux de Van Minh et de Tran Tat Dat [90]. Dans
cette thèse nous étudions cette équation différentielle à arguments constants
par morceaux dans un cadre plus général :

x′(t) = A(t)x([t]) + f(t) (1)

où A(t) est un opérateur linéaire dépendant du temps. Cependant l’étude de
cette équation dans le cas de la dimension infinie reste un problème ouvert.
Nous présenterons donc des conditions d’existence de solutions presque au-
tomorphes et pseudo presque automorphes de l’équation (1) en dimension
finie, dans le cas où A(t) est un opérateur linéaire borné. Nous montrerons
que les solutions de l’équation (1) sont presque automorphes ssi elles sont
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bornées et obtiendront ce résultat en étudiant l’équation aux différences gou-
vernant (1). Nous appliquerons ensuite ce résultat au modèle de dynamique
des populations de Leslie.

Le modèle de Leslie est un modèle discret très utilisé en dynamique des po-
pulations. Ce modèle est utilisé pour tenter de prédire l’évolution du nombre
d’individus, du taux de croissance ou la composition d’une population. Intro-
duit par P.H. Leslie en 1945, ce type de modèle s’est ensuite répandu parmi
les écologistes et les démographes. Les écologistes utilisent ce modèle pour
déterminer si une espèce peut survivre quand elle est introduite dans un en-
vironnement nouveau. Si y(n) est la taille de la population à l’instant n, le
modèle de Leslie s’écrit sous la forme suivante

y(n+ 1) = Ly(n)

où L est une matrice appelée la matrice de Leslie. Nous montrerons que la
restriction sur Z d’une solution définie sur R de l’équation différentielle à
arguments constants par morceaux suivante

y′(t) = (L− I)y([t])

est aussi solution du modèle discret de Leslie. Ainsi l’existence de fonctions
presque automorphes définies sur l’ensemble des réels solution sur l’ensemble
des entiers relatifs du modèle de Leslie sera prouvés.

Dans [41], Diagana et N’Guérékata étudient l’existence et l’unicité de so-
lutions presque automorphes d’une classe d’équation d’évolution de la forme

d

dt
[u(t) + f(t, Bu(t))] = Au(t) + g(t, Cu(t)). (2)

Ici A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe C0 exponentiellement
stable à valeurs dans un espace de Banach X ; B,C sont deux opérateurs
linéaires fermés sur X et f, g sont des fonctions continues. Dans [46], Elazzouzi
étudie l’existence de solutions de classe Cn presque périodiques et Cn presque
automorphes du Problème de Cauchy

d
dt
u(t) = −Au(t) + L(ut) + f(t)

u(0) = ϕ,
(3)

où A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe, L est un opérateur
linéaire borné et f une fonction continue. Pour une étude de la théorie des
semi-groupes on peut considérer [101], [80], [65], [47]. Grâce à cette théorie,
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de nombreux auteurs ont pu travailler sur la presque périodicité, la presque
automorphie de solutions d’équations différentielles en dimension infinie et
donner des applications de ces équations dans des domaines variés tel que
celui de la physique ou de l’économie.

Dans notre travail nous étudierons l’équation (2) et une forme non linéaire
de l’équation (3), toujours dans le cas où A est le générateur infitésimal d’un
semi-groupe. Nous donnerons une condition suffisante d’existence et d’uni-
cité de mild solution S-asymptotiquement ω-périodique de l’équation (2). Ce
résultat sera obtenu en utilisant le théorème du point fixe de Banach-Picard
et nous l’illustrerons dans le cadre d’une équation de la chaleur. La forme
non linéaire de (3) et plus précisément l’équation

d
dt
u(t) = −Au(t) + L(ut) + g(t, u(t))

u(0) = ϕ
(4)

sera étudiée. Dans ce cadre nous obtiendrons alors des conditions d’exis-
tence et d’unicité de mild solution S-asymptotiquement ω-périodique des
équations (3) et (4).

L’étude des équations différentielles à arguments constants par morceaux
a débuté il y a une trentaine d’années. Cependant d’une façon générale, les au-
teurs proposent des solutions de ce type d’équation dans le cadre de la dimen-
sion finie. Par conséquent l’étude de la presque périodicité, de la presque au-
tomorphie des solutions d’équations différentielles à arguments constants par
morceaux s’opère essentiellement en dimension finie. Différentes équations
ont été résolues dans le cadre de la dimension infinie en utilisant la théorie
des semi-groupes. C’est le cas des équations (2), (3) et (4). C’est aussi le cas
d’équations différentielles intégrales, d’équations différentielles stochastiques,
d’équations différentielles fonctionnelles. Nous déterminerons la solution de
l’équation différentielle à arguments constant par morceaux suivante{

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + f(t)
x(0) = c0

(5)

en supposant que A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe. Nous
donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solutions S asymptoti-
quement ω périodiques, où ω est un entier positif.

Afin de déterminer les solutions des équations différentielles à arguments
constants par morceaux, les auteurs cherchent d’abord l’expression de la so-
lution sur les intervalles [n, n + 1[ où n ∈ Z, utilisent cette expression afin
de mettre en évidence une relation de récurrence entre x(n) et x(n + 1)
et déterminent ainsi la solution de cette équation sur R+, R− et R. Nous
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présenterons une solution obtenue directement sur R+. Cette solution sera
déterminée sans utiliser les techniques habituelles de discrétisation. Certes la
fonction x([t]) n’est pas nécessairement continue sur R, néanmoins elle est
étagée. Par conséquent cette fonction est intégrable au sens de Riemann sur
les intervalles fermés bornés. Ainsi la ”mild solution” de l’équation (5) sur R+

sera définie. Nous n’utiliserons pas les propriétés de l’équation aux différences
gouvernant cette équation. En effet, nous traiterons de l’existence et de l’uni-
cité de solution S asymptotiquement ω-périodique de l’équation (5), où ω est
un entier positif, en utilisant le théorème de Banach-Picard. Les résultats re-
latifs à l’équation (5) seront appliqués à une équation aux dérivées partielles.

Nous traiterons aussi de l’existence et de l’unicité de solutions S asymp-
totiquement ω-périodiques de l’équation (5) dans le cas non linéaire, où ω est
un entier positif. Des conditions d’existence et d’unicité de solution S asymp-
totiquement ω-périodiques de l’équation différentielle à arguments constants
par morceaux {

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + g(t, x(t))
x(0) = c0

(6)

seront alors obtenues en utilisant le théorème de Banach-Picard. Les résultats
relatifs à l’équation (6) seront aussi appliqués à une équation aux dérivées
partielles. Même si nous nous limitons au cas où ω est un entier positif,
nous proposerons pour la première fois des conditions d’existence et d’unicité
de solution S asymptotiquement ω-périodique d’une équation différentielle à
arguments constants par morceaux dans un espace de dimension infinie.

En 2005 dans [87], Tran Tat Dat étudie la presque périodicité des solutions
de l’équation

x′(t) = Ax(t) +
N∑

j=−N

Ajx([t+ j]) + f(t) (7)

en dimension finie. Nous étendrons la théorie des semi-groupes à cette équation
différentielle à arguments constants par morceaux et nous définirons alors la
”mild solution” de cette dernière. Afin d’obtenir une ”mild solution” définie
sur R, nous déterminerons d’abord la ”mild solution ” de l’équation (7) sur
l’intervalle [n, n + 1[ que nous généraliserons ensuite à l’ensemble des réels.
Nous montrerons qu’une mild solution de l’équation (7) est presque auto-
morphe si et seulement si sa restriction à l’ensemble des entiers relatifs est
une suite presque automorphe. Des critères d’existence de mild solutions
presque automorphes de l’équation

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + A1x([t+ 1]) + f(t). (8)
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seront proposés. Ces conditions d’existence seront obtenues en utilisant l’équation
aux différences gouvernant l’équation (8). Les résultats relatifs à la presque
automorphie des équations (7) et (8) seront donc obtenus en utilisant les
techniques liées aux équations aux différences. Il s’agit de la théorie spec-
trale des suites bornées.

Nous obtiendrons des résultats concernant l’existence et l’unicité de solu-
tion S-asymptotiquement ω-périodique et de solution presque automorphe de
plusieurs équations d’évolution. Cette problématique sera notamment étudiée
dans le cadre d’équations d’évolution appartenant à la classe des équations
différentielles à arguments constants par morceaux.

Le travail est divisé en quatre chapitres. Au premier chapitre nous présentons
les résultats nécessaires à notre étude. Il s’agira de la théorie des fonctions
presque périodiques, des fonctions pseudo presque périodiques, des fonctions
compact presque automorphes, des fonctions presque automorphes, des fonc-
tions pseudo presque automorphes et des fonctions S-asymptotiquement ω-
périodiques. Nous rappelons aussi les définitions d’espace de Banach, d’opéra-
teurs linéaires et de semi-groupe fortement continu. Les éléments de la théorie
spectrale permettant de définir des conditions d’existence de suites presque
automorphes solution d’une équation aux différences seront exposés : l’en-
semble résolvant d’un opérateur linéaire, le spectre d’un opérateur linéaire,
le spectre uniforme d’une suite bornée.

Le deuxième chapitre est composé de trois sections. Dans la première
section, nous étudierons en dimension finie la presque automorphie des solu-
tions de l’équation (1). Nous montrerons que les solutions de cette équation
différentielle à arguments constants par morceaux sont presque automorphes
si et seulement si elles sont bornées. Dans la deuxième section nous traiterons
de l’existence de solutions compact presque automorphe de l’équation (1).
Dans la troisième section nous présenterons un critère de stabilité de cette
équation. Nous appliquerons ces résultats au modèle de Leslie et montrerons
l’existence de fonctions presque automorphes définies sur l’ensemble des réels,
solutions de ce modèle discret. Les résultats relatifs à la presque automorphie
et la compact presque automorphie des solutions de l’équation (1) ont été
publiés dans [42]. Les résultats relatifs à la pseudo presque automorphie, à
la pseudo compact presque automorphie des solutions de l’équation (1) et la
stabilité ont été publiés dans [43].

Le troisième chapitre est composé de quatre sections. Dans la première
section, nous proposerons de nouvelles propriétés sur la classe des fonctions
S-asymptotiquement ω-périodiques. Il s’agira entre autres de propriétés sur
la multiplication de fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques, sur l’in-
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verse d’une fonction S-asymptotiquement ω-périodique, sur la composée d’un
opérateur uniformément continu et d’une fonction S-asymptotiquement ω-
périodique et enfin sur le produit de convolution d’une fonction intégrable
et d’une fonction S-asymptotiquement ω-périodique. Dans la deuxième sec-
tion, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solution S-
asymptotiquement ω-périodique de l’équation d’évolution (2). Ces résultats
seront appliqués à une équation de la chaleur. Les travaux de la première et
deuxième section de ce chapitre ont été publiés dans [44]. Dans la troisième
section, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité de solution
S-asymptotiquement ω-périodique des équations d’évolution (3) et (4). Ces
résultats seront appliqués à une équation de diffusion avec retard. Les tra-
vaux de la troisième section de ce chapitre ont été publiés dans [45]. Dans
la cinquième section, nous donnerons des conditions d’existence et d’unicité
de solution S-asymptotiquement ω-périodique d’une équation différentielle à
arguments constants par morceaux dans le cas linéaire Eq. (5) et non linéaire
Eq. (6) en dimension infinie.

Le quatrième chapitre est composé de deux sections. Dans la première sec-
tion, nous définirons grâce à la théorie des semi-groupes, la ”mild solution” de
l’équations (7). Ainsi nous traiterons d’un problème d’évolution dans le cadre
d’une équation différentielle à arguments constants par morceaux. Nous don-
nerons des conditions d’existence de mild solutions presque automorphes de
l’équation (8). Dans la deuxième section, des conditions d’existence de mild
solutions compact presque automorphes de l’équation (8) seront considérées.
Les résultats relatifs aux équations différentielles (7) et (8) seront obtenus en
dimension infinie, dans le cas d’un opérateur linéaire A non borné générateur
infinitésimal d’un semi-groupe.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espaces de Banach et opérateurs linéaires

1.1.1 Espaces de Banach

Nous noterons par R et C, l’ensemble des nombres réels et complexes,
respectivement. Nous considérons un espace vectoriel normé X sur R ou C,
la norme sera noté || · ||.

Définition 1 Une suite de vecteurs (xn) dans X est de Cauchy si pour
chaque ε > 0, il existe un entier N tel que ||xn−xm|| < ε, pour tout n,m > N .

Proposition 1 Si (xn) est une suite de Cauchy dans un espace normé X, la
suite (||xn||) est convergente.

Définition 2 Un espace de Banach X est un espace normé complet, c’est-
à-dire, un espace normé tel que toute suite de Cauchy de X converge dans
X.

Exemple 1 Soit BC(R,X) l’espace des fonctions continues et bornées définies
sur R à valeur dans X muni de la norme sup

||f || := sup
t∈R
||f(t)||, ∀f ∈ BC(R,X).

Alors BC(R,X) est un espace de Banach.

Théorème 1 (Théorème du point fixe de Banach-Picard) Soit X un
espace métrique et f une application contractante de X dans X. Il existe un
point fixe unique x∗ de f dans X, c’est-à-dire tel que f(x∗) = x∗.
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1.1.2 Opérateurs linéaires

2.1.2.1 Applications et opérateurs linéaires

Définition 3 Soit X un espace de Banach. Une application A : D(A) ⊂
X→ X est un opérateur linéaire si D(A) est un s.e.v de X et A est linéaire.
D(A) est appelé le domaine de A et l’image de cet opérateur sera notée R(A).

Exemple 2 Soit A l’opérateur différentiel d
dt

où

D(A) = {f ∈ C1(R,X) :
d

dt
∈ BC(R,X)}.

Nous noterons par L(X) l’ensemble des applications linéaires de X dans X.
L(X) est une algèbre, le produit interne est la composition d’application,
l’élément neutre est I l’application identité. Un élément T de L(X) est inver-
sible, s’il existe une application linéaire S telle que T ◦S = S ◦ T = I. Ainsi,
si T ∈ L(X), les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est inversible ;

ii) T est bijectif et T−1 est continu ;

iii) KerT = {0}, ImT = X et T−1 est continu.

Proposition 2 L’ensemble des éléments inversibles de L(X) est un ouvert
de L(X) qui contient I.

Définition 4 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X avec
D(A) = X. A est un opérateur linéaire borné sur X si il existe une constante
positive c telle que

||Ax|| ≤ c||x||, ∀x ∈ X.

Définition 5 Un opérateur linéaire A : X → X est continu au point x ∈ X
si pour toute suite (xn) ⊂ X tel que xn → x, nous avons Axn → Ax, c’est à
dire, ||Axn − Ax|| → 0 quand ||xn − x|| → 0.

Définition 6 Un opérateur linéaire A : X → X est continu sur X si et
seulement si il est continu pour tout point x ∈ X.

Remarque 1 A est un opérateur linéaire borné si et seulement si A est
continu.
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Définition 7 Soit A un opérateur linéaire borné. Le nombre suivant

||A|| := inf{c ∈ R : ||A|| ≤ c||x||, ∀x ∈ X}

est appelé la norme de A.

Définition 8 Un opérateur linéaire A défini sur D(A) ⊂ X à valeurs dans
X est fermé si son graphe {(x,Ax), x ∈ D(A)} est fermé dans X× X.

2.1.2.2 Théorie spectrale

Définition 9 Soit T ∈ L(X). On appelle valeur spectrale de T tout élément
λ ∈ K tel que λI−T ne soit pas inversible. L’ensemble des valeurs spectrales
de T est appelé le spectre de T et noté σ(T ). Un élément de K qui n’est
pas valeur spectrale de T est appelé valeur résolvante de T . L’ensemble des
valeurs résolvantes de T est noté ρ(T ) et appelé ensemble résolvant de T.
Ainsi, ρ(T ) = K \ σ(T ).

Notation : Si T ∈ L(X) et λ ∈ ρ(T ), on note

R(λ, T ) = (λI − T )−1.

Théorème 2 L’ensemble résolvant ρ(T ) est ouvert dans K, tandis que le
spectre est fermé. La résolvante R(λ, T ) est holomorphe dans ρ(T ).

Définition 10 Une valeur propre de T est un élément λ ∈ K tel que λI −T
ne soit pas injectif.

Remarque 2 Toute valeur propre de T est valeur spectrale.

1.1.3 Semi-groupe fortement continu

Soit (X, || · ||) un espace de Banach.

Définition 11 Une famille
(
T (t)

)
t≥0

d’opérateurs linéaires bornés sur un

espace de Banach X est un semi-groupe fortement continu (ou C0-semi-
groupe) si
i) T (0) = I,
ii) T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0,
iii)

(
T (t)

)
t≥0

est un semi-groupe fortement continu sur X i.e pour chaque
x ∈ X, la fonction

t→ T (t)x

est continue de R+ sur X.

15



Le générateur infinitésimal de
(
T (t)

)
t≥0

est défini par :
D(A) =

{
ϕ ∈ C : lim

t→0

T (t)ϕ− ϕ
t

existe

}
Aϕ = lim

t→0

T (t)ϕ− ϕ
t

pour ϕ ∈ D(A)

Exemple 3 Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X.
Alors

(
etA
)
t≥0

défini par la formule

etA :=
∞∑
k=0

(tA)k

k!

est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur l’es-
pace de Banach X. Son générateur infinitésimal est l’opérateur A avec D(A) =
X.

Théorème 3 Soit ω ∈ R, N ≥ 1 deux constantes et A un opérateur linéaire
sur un espace de Banach X. Les conditions suivantes sont équivalentes,

i) A est le générateur d’un semi-groupe fortement continu
(
T (t)

)
t≥0

sur
X vérifiant

|T (t)| ≤ Neωt pour t ≥ 0.

ii) A est à domaine dense et pour chaque λ > ω on a λ ∈ ρ(A) et

sup{(λ− ω)−n|(λI − A)−n| : n ∈ N et λ > ω} < N.

1.2 Fonctions presque-périodiques

Définition 12 (Voir [16]) Soit (X, || · ||) un espace de Banach

f : R→ X

est dite presque périodique si

i) f est continue,

ii) Pour chaque ε > 0 il existe un l(ε) > 0, tel que tout intervalle I de
longueur l(ε) contient un nombre τ avec la propriété que :

||f(t+ τ)− f(t)|| < ε, pour tout t ∈ R.

Les nombres τ sont appelés des ε presque-périodes.
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Exemple 4 Toute fonction continue et T-périodique est une fonction presque-
périodique.

Exemple 5 (Voir [63]) La fonction

f(t) = a sin t+ a sin
√

2t, a ∈ X, a 6= 0,

est presque périodique mais n’est pas périodique.

Quelques Propriétés

P.1) Toute fonction presque-périodique est bornée.

P.2) Toute fonction presque-périodique est uniformément continue sur R.

P.3) Principe de reconstitution (à∞ et −∞). Il existe des suites (tn)n∈N
avec tn →∞ et t′n → −∞ telle que

(
f(t+ tn)

)
n∈N,

(
f(t+ t′n)

)
n∈N convergent

uniformément sur R vers f(t).

P.4) L’ensemble des fonctions presque-périodiques est invariant par trans-
lation ; il l’est également par convolution par des fonctions de L1.

La caractérisation suivante est due à Bochner.

Caractérisation de Bochner

Définition 13 (Voir [14]) Soit X un espace de Banach muni d’une norme
notée || · ||,

f : R→ X.

On dit que f est presque-périodique si elle vérifie les deux conditions sui-
vantes :

i) f est continue,

ii) de toute suite (h′n)n∈N de nombres réels, on peut extraire une sous-suite
(hn)n∈N telle que la suite

(
f(t+hn)

)
n∈N soit uniformémemt convergente sur

R.

Quelques propriétés déduites de la caractérisation de Bochner.
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P.5) L’image d’une fonction presque-périodique à valeur dans un espace
de dimension quelconque est relativement compacte.

P.6) L’ensemble des translatées d’une fonction presque-périodique f i.e.

{s→ f(t+ s), t ∈ R}

est relativement compact quand C(R,X) est muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur R.

P.7) L’espace des fonctions presque-périodiques est complet pour la norme
sup.

P.8) La somme et le produit de fonctions presque-périodiques sont presques-
périodiques.

P.9) La composée de deux fonctions presque-périodiques est une fonction
presque-périodique.

10) Si f est une fonction presque-périodique et si g est une fonction uni-
formément continue alors la composée gof est une fonction presque-périodique.

Deuxième Caractérisation de Bochner

Théorème 4 (voir [14]) Soit f : R → X une fonction continue. Alors,
f est presque-périodique si pour toute suite

(
(σn)n∈N, (τn)n∈N

)
σn, τn ∈ R il

existe une sous-suite
(
(σ′n)n∈N, (τ

′
n)n∈N

)
telles que

(
f(t + σ′n)

)
n∈N converge

simplement sur R vers une fonction g(t) et
(
f(t + σ′n + τ ′n)

)
n∈N et

(
g(t +

τ ′n)
)
n∈N convergent simplement vers la même fonction h(t).

1.3 Fonctions et suites presque automorphes

1.3.1 Fonctions presque automorphes

Définition 14 (voir [78]) Une fonction f ∈ C(R,X) est presque automorphe
si pour toute suite à valeur réelle (s

′
n), il existe une sous-suite (sn) telle que

lim
m→∞

lim
n→∞

f(t+ sn − sm) = f(t) (1.1)
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pour tout t ∈ R.
La limite dans (1.1) signifie que

g(t) = lim
n→∞

f(t+ sn) (1.2)

est bien définie pour chaque t ∈ R et

f(t) = lim
n→∞

g(t− sn)

pour chaque t ∈ R.
Si la limite est uniforme sur chaque compacte K ⊂ R, nous disons que f est
compacte presque automorphe.

Exemple 6 (Voir [76]) La fonction

f(t) :=
1

2 + cost+ cos
√

2t

est presque automorphe, mais n’est pas uniformément continue. Par conséquent
cette fonction n’est pas presque périodique.

Exemple 7 (Voir [91]) La fonction f : R→ C définie par

f(t) :=
2 + eit + ei

√
2t

|2 + eit + ei
√

2t|
est presque automorphe, mais n’est pas presque périodique.

Théorème 5 (Voir [75], Théorèmes 2.1.3 et 2.1.4) Supposons que f, f1 et f2

sont presque automorphes et λ est un scalaire. Alors les assertions suivantes
sont vraies
i) λf et f1 + f2 sont presque automorphes,
ii) fa(t) = f(t+ a), t ∈ R, est presque automorphe pour tout a ∈ IR
iii) f̄(t) := f(−t), t ∈ R, est presque automorphe,
iv) L’image Rf de f est précompacte, donc f est bornée.

Remarque 3 AA(X) l’espace des fonctions presque automorphes muni de
la norme sup

||f ||∞ = sup
t∈R
||f(t)||

est un espace de Banach. Nous noterons KAAX, l’espace des fonctions com-
pactes presque automorphes. Alors nous avons

AP (X) ⊂ KAA(X) ⊂ AA(X) ⊂ BC(R,X)

où APX est l’espace des fonctions presque périodiques et BC(RX) est l’espace
des fonctions bornées et continues.
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Théorème 6 Si {fn} est une suite de fonctions presque automorphes tel que
fn → f uniformément sur R, alors f est presque automorphe.

Proposition 3 Nous définissons F : R → X par F (t) =
∫ t

0
f(s)ds où f ∈

AA(X). Alors F ∈ AA(X) si RF = {F (t)| t ∈ R} est précompacte.

Théorème 7 Si f ∈ AA(X) et sa dérivée f ′ existe et est uniformément
continue sur R, alors f ′ ∈ AA(X).

Théorème 8 Soit f : R × X → X une fonction presque automorphe en t
pour tout x ∈ X et vérifie une condition lipschitzienne en x uniformément
pour t ∈ R. Soit φ : R → X une fonction presque automorphe. Alors la
fonction F : R→ X définie par F (t) = f(t, φ(t)) est presque automorphe.

1.3.2 Fonctions pseudo presque automorphes

Définition 15 Soit X un espace de Banach .

Une fonction bornée et continue à valeur moyenne volatile est définie
comme une fonction qui appartient à l’ensemble

AA0(X) =

{
φ ∈ BC(R,X) : lim

T→∞

1

2T

∫ T

−T
||φ(s)||ds = 0

}
.

Définition 16 Une application f ∈ BC(R,X) est pseudo presque auto-
morphe (pseudo compact presque automorphe) si f = f1 +f2, où f1 ∈ AA(X)
(respectivement f1 ∈ KAA(X)) et f2 ∈ AA0(X).

La fonction f2 est appelée la partie ergodique de f . L’ensemble des fonc-
tions pseudo presque automorphes sera noté par PAA(X).

Corollaire 1 (Voir [107]) La décomposition de fonctions pseudo presque au-
tomorphes est unique.

Lemme 1 (Voir [98]) Si x(·) ∈ PAA(X) alors x(·−h) ∈ PAA(X), où h ≥ 0
est une constante fixée.

Théorème 9 (Voir [100]) (PAA(X), || · ||∞) est un espace de Banach.

Proposition 4 (Voir [99] Théorèm 2.2) Soiet f, f1, f2 ∈ PAA(X). Alors
nous avons
i) λf ∈ PAA(X), pour tout scalaire λ.
ii) f1 + f2 ∈ PAA(X)
iii) g(t) := f(−t) ∈ PAA(X)
iv) fa(t) := f(t+ a) ∈ PAA(X), pour tout a ∈ R.
v) PAA(X) est un espace de Banach pour la norme sup.
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1.3.3 Suites presque automorphes

Comme pour les fonctions, la presque automorphie des suites a été définie
(Voir [89]). l∞(X) est l’espace des suites bornées dans un espace de Banach
X muni de la norme sup, i.e., x = {xn}n∈Z ∈ l∞(X), alors

||x|| := sup
n∈Z
||xn||.

Définition 17 Une suite x ∈ l∞(X) est presque automorphe si pour toute
suite d’entiers (k

′
n), il existe une sous-suite (kn) telle que

lim
m→∞

lim
n→∞

xp+kn−km = xp (1.3)

pour chaque p ∈ Z. La limite dans (1.3) signifie que

y(p) = lim
n→∞

x(p+ sn) (1.4)

est bien définie pour chaque p ∈ Z et

x(p) = lim
n→∞

y(p− sn)

pour chaque p ∈ Z.

L’ensemble des suites presque automorphes X est un sous-espace fermé de
l∞(X) que nous noterons aaX. L’image d’une suite presque automorphe est
précompacte. Pour chaque suite bornée g := {gn}n∈Z dans X, S(k)g est la
k-translation de g dans l∞(X), i.e., (S(k)g)n = gn+k,∀n ∈ Z, et S = S(1).

1.3.4 Théorème de Kadets

Nous utiliserons comme notation standard c0 pour l’espace de Banach
des suites numériques {an}∞n=1 tel que lim

n→∞

an = 0, muni de la norme sup.

Le problème considéré est le suivant : L’intégrale d’une fonction presque
automorphe est elle presque automorphe ? Le contre exemple de [60] montre
que des conditions doivent être imposées sur l’espace X.

Exemple 8 Considérons la fonction f(t) à valeur dans c0 définie par

f(t) = { 1

n
cos(

t

n
)}n, ∀t ∈ R.

L’intégrale F (t) =
∫ t

0
f(s)ds de f(t) est F (t) = {sin( t

n
)}∞n=1. Évidemment, f

est presque périodique (par conséquent presque automorphe), et F est bornée.
Cependant, l’image de F , (voir [60],p81-82), n’est pas précompacte, donc F
n’est pas presque automorphe.
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Nous allons énoncer maintenant le théorème de Kadets.

Théorème 10 (Voir [60] Théorème 2, p.86) Supposons que f est une fonc-
tion presque périodique et F est bornée. Alors F est presque périodique si et
seulement si X ne contient pas de sous-espace isomorphe à c0.

Une extension du théorème de Kadets aux fonctions presque automorphes a
été donnée dans [8].

Lemme 2 (Voir [89], lemme 2.8) Nous supposons que x = {xn}n∈Z est une
suite à valeurs dans un espace de Banach X, nous supposons aussi que X
ne contient pas de sous espace isomorphe à c0 et considérons l’équation aux
différences

x− Sx = y

où y est presque automorphe. Alors la suite x est presque automorphe.

Remarque 4 Chaque espace de dimension finie ne contient pas de sous es-
pace isomorphe à c0.

1.4 Fonctions S-asymptotiquement

ω-périodiques

SoitX un espace de Banach.BC(R+,X) est l’espace des fonctions bornées
et continues définies sur R+ à valeur dans X ; muni de la norme ||f ||∞ :=
supt≥0 ||f(t)||, c’est un espace de Banach. C0(R+,X) est l’espace des fonc-
tions continues définies sur R à valeur dans X tel que lim

t→∞
f(t) = 0 ; c’est

un sous-espace de Banach de BC(R+,X). Soit ω un réel strictement positif.
Pω(X) est l’espace des fonctions continues ω-périodiques définies sur R à va-
leur dans X. Muni de la norme sup, c’est un espace de Banach.

Soient X et Y deux espaces de Banach, L(X,Y) est l’espace des appli-
cations linéaires continues définies sur X à valeur dans Y. Si X = Y, nous
utilisons la notation L(X) pour L(X,X).

Nous considérerons cet ensemble

C0(R+,X) := {f ∈ BC(X) : lim
|t|→∞

||f(t)|| = 0}.

Définition 18 Soit f ∈ BC(R+,X) et ω > 0. f est asymptotiquement ω-
périodique si f = g + h où g ∈ Pω(X) et h ∈ C0(R+,X).
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Nous noterons par APω(X) l’ensemble des fonctions asymptotiquement ω-
périodiques définies sur R+ et à valeurs dans X. (APω(X), || · ||∞) est un
espace de Banach.
Remarquons que nous avons

APω(X) = Pω(X)⊕ C0(R+,X).

Définition 19 Une fonction f ∈ BC(R+,X) est S-asymptotiquement ω-
périodique si lim

t→∞
(f(t+ω)−f(t)) = 0. Dans ce cas ω est une période asymp-

totique de f.

Nous noterons par SAPω(X), l’ensemble des fonctions S-asymptotiquement
ω-périodiques définies sur R+ et à valeurs dans X. Alors nous avons

APω(X) ⊂ SAPω(X).

L’inclusion est stricte. En effet la fonction f : R+ → c0 où c0 = {x =
(xn)n∈N : lim

n→∞
xn = 0} munie de la norme ||x|| = supn∈N |x(n)|, et (f(t) =

2nt2

t2+n2 )n∈N. Alors f ∈ SAPω(X) mais f /∈ APω(X)(voir [53] Exemple 3.1).

Le résultat suivant a été obtenu par Henriquez-Pierri-Tàboas ; Proposi-
tion 3.5 dans [53].

Théorème 11 Muni de la norme ||·||∞, SAPω(X) est un espace de Banach.

Corollaire 2 (voir [13], Corollaire 3.10 p.5) Soient X et Y deux espaces de
Banach, et soit A ∈ L(X,Y). Si f ∈ SAPω(X), alors Af := [t → Af(t)] ∈
SAPω(Y).

Maintenant nous considérons les fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques
avec paramètre.

Définition 20 (voir [53]) Une fonction continue f : [0,∞[×X → X est
uniformément S-asymptotiquement ω-périodique sur des ensembles bornés si
pour chaque ensemble borné K ⊂ X, l’ensemble {f(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} est
borné et lim

t→∞
(f(t, x)− f(t+ ω, x)) = 0 uniformément pour x ∈ K.

Définition 21 (voir [53]) Une fonction continue f : [0,∞[×X → X est
asymptotiquement uniformément continue sur des ensembles bornés si pour
chaque ε > 0 et chaque ensemble borné K ⊂ X, il existe Lε,K > 0 et δε,K > 0
tel que ||f(t, x) − f(t, y)|| < ε pour tout t ≥ Lε,K et tout x, y ∈ K avec
||x− y|| < δε,K .
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Théorème 12 (voir [53]) Soit f : [0,∞[×X→ X une fonction uniformément
S-asymptotiquement ω-périodique sur des ensembles bornés et asymptotique-
ment uniformément continue sur des ensembles bornés. Soit u : [0,∞[ une
fonction S-asymptotiquement ω-périodique. Alors l’opérateur de Nemytskii
φ(·) := f(·, u(·)) est une fonction S-asymptotiquement ω-périodique.

1.5 Théorie Spectrale des fonctions et des suites

bornées

Définition 22 Soit u une fonction bornée sur R à valeurs dans un espace de
Banach X, l’ensemble des réels ξ pour lesquels la transformée de Carleman

x̂(λ) :=


∫ ∞

0

e−λtu(t)dt, Re(λ) > 0,

−
∫ ∞

0

eλtu(−t)dt, Re(λ) < 0

n’a pas d’extension holomorphe aux voisinages de iξ dans le plan complexe
C, est appelé le spectre de Carleman de u et est noté sp(u).

Proposition 5 Soient u, v : R→ X des fonctions mesurables et bornées, et
ϕ : R → C une fonction lisse qui décroit plus rapidement que les fonctions
polynômes. Alors

i) sp(u) est fermé

ii) sp(u+ v) ⊂ sp(u) ∪ sp(v)

iii) sp(ϕ ∗ u) ⊃ sp(u) ∩ supp(ϕ̃)

iv) sp(u− ϕ ∗ u) ⊂ sp(u) ∩ supp(1− ϕ̃)

Pour chaque suite bornée g := {gn}n∈Z dans X, S(k)g est la k-translation
de g dans l∞(X), i.e., (S(k)g)n = gn+k,∀n ∈ Z, et S = S(1).

Définition 23 Soit A un sous espace fermé de l∞(X). Nous disons que A
vérifie la condition H si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) Chaque suite constante est dans A.
ii) Si {xn}n∈Z ∈ A et q ∈ Γ(Le cercle unité), alors la suite {qnxn}n∈Z est
dans A.
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iii) Si B est un opérateur linéaire borné dans X, alors {Bxn}n∈Z ∈ A quand
{xn}n∈A est dans A.
iv) SA = A.

Comme exemple de sous espace de l∞(X) qui vérifie la Condition H, nous
pouvons prendre aa(X) qui est un sous espace fermé de l∞(X).
Dans la suite nous supposerons que A est un sous espace fermé de l∞(X)
qui vérifie la Condition H. Considérons l’espace quotient l∞(X)/A. Nous
définissons l’opérateur S̃ par S̃(x + A) = Sx + A, ∀x ∈ l∞(X). Soit π la
projection canonique définie sur l∞(X) à valeur dans l∞(X)/A : nous avons
πx = x̃. L’ensembleMx̂ désigne l’adhérence dans l∞(X)/A du sous-ensemble
{Ŝ(n)x̂, n ∈ Z}.

Définition 24 Le spectre uniforme de x ∈ l∞(X) par rapport à A, noté par
spA(x), est défini par

σ(S̃|Mx̂
)

On peut considérer que spA(x) est une partie du cercle unité Γ.

Lemme 3 (Voir [90], lemme 2.4) Soit x = {xn}n∈Z ∈ l∞(X) et soit A un
sous-espace de l∞(X) qui vérifie la condition H. Alors spA(x) est l’ensemble
des points z0 du cercle unité Γ tel que la transformée de Carleman

ˆ̃x(λ) :=


∞∑
n=0

λ−n−1S̃(n)x̃, ∀|λ| > 1,

−
∞∑
n=1

λn−1S̃(−n)x̃, ∀|λ| < 1

n’a pas d’extension holomorphe sur aucun voisinage de z0.

Considérons cette équation

xn+1 = Bxn + fn, n ∈ Z (1.5)

où B est un opérateur linéaire borné. Nous noterons par σΓ(B) la partie du
spectre de B sur le cercle unité Γ du plan complexe.

Lemme 4 (voir [89]) Soit x ∈ l∞(X) une solution de l’équation (1.5) et soit
f ∈ A. Alors

spA(x) ⊂ σΓ(B).
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Preuve Tout d’abord montrons que l’opérateur B : X 7→ X a le même
spectre que l’opérateur B0 : l∞(X) 7→ l∞(X) qui est la restriction de B à
l∞(X). Soit λ une valeur résolvante de l’opérateur B défini sur X. Pour tout
x ∈ X, il existe un opérateur C défini sur X telle que

(λI −B) ◦ C(x) = x.

Or pour tout n ∈ Z, xn ∈ X. Par conséquent pour tout n ∈ Z

(λI −B) ◦ C(xn) = xn.

λ est alors valeur résolvante de l’opérateur B0 définie sur l∞(X). Soit λ une
valeur résolvante de l’opérateur B0 défini sur l∞(X). Soit y ∈ X. Posons
yn = y, pour tout n ∈ Z. Pour tout n ∈ Z, il existe une unique suite
xn ∈ l∞(X) tel que (λI − B0)(xn) = yn. On a donc pour tout n ∈ Z que
(λI − B0)(xn) = y. Montrons que pour tout n ∈ Z, il existe un unique
x ∈ X tel que xn = x. Pour p 6= q, posons x′p = xq et x′q = xp. Alors
(λI−B0)(xn) = y, (λI−B0)(x′n) = y et {x′n}n∈Z = {xn}n∈Z. Par conséquent,
il existe x ∈ X tel que pour tout n ∈ Z, xn = x. Nous déduisons donc que
pour tout y ∈ X, il existe un unique x ∈ X tel que

(λI −B0)(x) = y.

Par conséquent λ est alors valeur résolvante de l’opérateur B définie sur X.
Nous avons montré que l’opérateur B défini sur X a le même résolvant que
l’opérateur B0 défini sur l∞(X). Par conséquent ils ont le même spectre. Nous
noterons B l’opérateur défini sur l∞(X).
L’opérateur linéaire borné B induit un opérateur linéaire borné B̃ défini sur
l’espace quotient l∞(X)/A. En effet, si x̃ = ỹ alors x̃ − ỹ = 0̃ et x − y ∈ A.
Puisque B est borné et que A vérifie la condition H, B(x − y) ∈ A et
B̃x̃ = B̃ỹ. Soit une suite x̃n ∈ l∞(X)/A tel que x̃n → 0̃. Il existe alors une
suite xn ∈ l∞(X) et x ∈ A tel que xn → x. B étant un opérateur borné,
Bxn → Bx. Puisque A vérifie la condition H et que B est borné, Bx ∈ A et
B̃x̃n → 0̃.
En considérant l’équation (1.5), nous obtenons

S̃x̃ = B̃x̃

car f ∈ A. En considérant maintenant la transformée de Carleman, nous
obtenons ̂̃Sx̃(λ) = B̃ ˆ̃x(λ).

Nous allons montré que ̂̃Sx̃(λ) = λˆ̃x(λ)− x̃.
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Pour |λ| > 1, on a ̂̃Sx̃(λ) =
∞∑
n=0

λ−n−1S̃(n)S̃x̃

=
∞∑
n=0

λ−n−1S̃(n+ 1)x̃

= λ
∞∑
n=0

λ−(n+1)−1S̃(n+ 1)x̃

= λ
∞∑
n=0

λ−n−1S̃(n)x̃− x̃

= λˆ̃x(λ)− x̃.

Pour |λ| < 1, on a ̂̃Sx̃(λ) = −
∞∑
n=1

λn−1S̃(−n)S̃x̃

= −
∞∑
n=1

λn−1S̃(−n+ 1)x̃

= −λ
∞∑
n=1

λ(n−1)−1S̃(−n+ 1)x̃

= −λ
∞∑
n=1

λn−1S̃(−n)x̃− x̃

= λˆ̃x(λ)− x̃.

Par conséquent
λ̂̃x(λ)− x̃ = B̃ ˆ̃x(λ)

et
λˆ̃x(λ)− B̃ ˆ̃x(λ) = x̃,

(λ− B̃)ˆ̃x(λ) = x̃.

Soit η0 ∈ ρ(B̃). Pour η suffisamment proche de η0 tel que η /∈ iR,

ˆ̃x(η) = (η − B̃)−1x̃.

Or le résolvent (η − B̃)−1 est holomorphe. Par conséquent ˆ̃x(η) peut être
étendu holomorphiquement à un voisinage de η0. Par contraposée, nous déduisons
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que si ˆ̃x(η) ne peut être étendu holomorphiquement à un voisinage de η0, alors
η0 ∈ σ(B̃). Nous avons donc montré que

spA(x) ⊂ σΓ(B̃).

Maintenant afin de terminer la preuve, il suffit de montrer que σ(B̃) ⊂ σ(B).
Soit z0 ∈ ρ(B). Par définition, pour chaque y ∈ l∞(X), il existe un unique
w ∈ l∞(X) tel que z0wn − Bwn = yn pour tout n ∈ Z. Ceci nous permet de
déduire que si ỹ ∈ l∞(X)/A, il existe une solution w̃ ∈ l∞(X)/A tel que

z0w̃ − B̃w̃ = ỹ.

Montrons l’injectivité. Soit w̃ et ṽ tels que z0w̃ − B̃w̃ = z0ṽ − B̃ṽ. Nous
obtenons donc que z0(w̃− ṽ)− B̃(w̃− ṽ) = 0̃. Par conséquent il existe x ∈ A,
tel que (z0 −B)(w − v) = x. Nous déduisons alors que

w − v = (z0 −B)−1(x).

En remarquant que ||z0 − B|| ≤ ||z0|| + ||B||, nous déduisons que z0 − B
est borné. z0 − B étant borné et bijectif, son inverse (z0 − B)−1 est alors
également borné. (z0 − B)−1 vérifie donc la condition H. Par conséquent
(z0 −B)−1(x) ∈ A et w − v ∈ A. Nous obtenons donc que w̃ = ṽ.�

Lemme 5 (Voir [89]) Soit A, l’espace des suites presque automorphes dans
X, et soit x ∈ l∞(X) tel que spA(x) est dénombrable. Supposons que X ne
contient pas de sous-espace isomorphe à c0. Alors x ∈ A.

Preuve Supposons que spA(x) n’est pas vide. Puisque S̃|Mx̂ est une isométrie
sur Mx̂ et que spA(x) = σ(S̃|Mx̂

) est dénombrable, par le théorème de Gel-
fand (voir [7], [8], [9]) nous déduisons qu’il existe un point z0 dans le spectre
qui est valeur propre de S̃|Mx̂

. Il existe donc un élément ỹ ∈ Mx̂ tel que
z0ỹ = S̃ỹ. Montrons que Vλ : l∞(X) 7→ l∞(X) où

Vλxn = λnxn, ∀n ∈ Z, λ ∈ Γ

est bijectif. Soit yn ∈ l∞. On a Vλ(λ
−nyn) =( n. Vλ est donc surjectif. Sup-

posons que λnx(n) = λny(n). En multipliant par λ−n, nous obtenons que
xn = yn. Vλ est donc injectif. Nous remarquons que si xn ∈ A, Vλ(xn) ∈ A,
car A vérifie la condition H. Nous remarquons aussi que Vλ(Vλ−1(xn)) = xn.
Par conséquent V −1

λ = Vλ−1 . Montrons que

VλSV
−1
λ = λ−1S.
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Nous avons
VλSV

−1
λ (xn) = VλSλ

−nxn

= Vλλ
−(n+1)xn+1

= λnλ−(n+1)xn+1

= λ−1xn+1

= λ−1Sxn.

Alors, nous obtenons z0x − Sx = z0(x − z−1
0 Sx) = z0(x − Vz0SV

−1
z0
x). Si

z0x − Sx ∈ A, alors z0(x − Vz0SV −1
z0
x) ∈ A et x − Vz0SV −1

z0
x ∈ A. Puisque

V −1
z0

est un isomorphise qui laisse invariant A, nous déduisons que V −1
z0

(x−
Vz0SV

−1
z0
x) ∈ A et V −1

z0
x − SV −1

z0
x ∈ A. En appliquant le lemme (2), nous

déduisons que V −1
z0
x ∈ A. Puisque Vz0 est un isomorphise qui laisse invariant

A, nous déduisons que x ∈ A.
Si spA(x) est vide voir [89] lemme 2.13.�

Théorème 13 (Voir [90], théorème 2.19) Soit B un opérateur linéaire borné
dans X tel que σΓ(B) est dénombrable. Nous supposons que X ne contient pas
de sous espace isomorphe à c0. Nous supposons aussi que {xn}n∈Z est une
suite bornée qui vérifie l’équation

xn+1 = Bxn + yn, n ∈ Z,

où {yn}n∈Z est dans aaX. Alors {xn} est presque automorphe.

Preuve Si σΓ(B) est dénombrable, spA(x) est dénombrable car

spA(x) ⊂ σΓ(B).

Nous vérifions donc les conséquences du lemme précédent. Par conséquent la
suite {xn} est presque automorphe.�

Remarque 5 En dimension finie, l’espace de Banach X ne contient pas de
sous espace isomorphe à c0. σΓ(B) est dénombrable. Par conséquent toute
suite bornée qui vérifie l’équation

xn+1 = Bxn + yn, n ∈ Z,

où {yn}n∈Z est dans aaX est presque automorphe.
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Chapitre 2

Solutions presque automorphes
pour une équation différentielle
à arguments constants par
morceaux

Introduction

L’étude des équations différentielles à arguments constants par morceaux
est un sujet important car ces équations ont la structure de système dyna-
mique sur des intervalles de longueur constante. Par conséquent, ces équations
ont les propriétés d’équations différentielles et d’équations aux différences.
De nombreux articles traitent de ce type d’équation. Le premier papier
considérant ce sujet est l’article de Shah et Wiener [85] en 1983. En 1984,
Cooke et Wiener [25] étudient ces équations avec retard. Cependant, c’est
seulement en 2006 que la presque automorphie de ce type d’équation a été
étudiée. Dans leur papier [90], en utilisant la théorie spectrale, N’Guyen Van
Minh et Tran Tat Dat donnent des conditions afin que chaque solution bornée
de l’équation

x′(t) = Ax([t]) + f(t)

soit presque automorphe. Dans cette équation A est un opérateur linéaire
borné, f est une fonction presque automorphe définie sur R et [·] est la par-
tie entière. Il est alors naturel de se demander sous quelles conditions les
solutions bornées du cas nonautonome

x′(t) = A(t)x([t]) + f(t) (2.1)
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sont presque automorphes ou pseudo presque automorphes. En considérant
le cas où f est une fonction presque automorphe, où A(t) est un opérateur
presque automorphe, nous généraliserons le travail de N’Guyen Van Minh
et Tran Tat Dat. Nous présenterons un critère de stabilité et illustrerons
ces résultats en étudiant l’existence de fonctions définies sur R solutions du
modèle discret de Leslie. Ces résultats seront obtenus en dimension finie.

2.1 Solutions presque automorphes

Définition 25 Une solution de l’équation (2.1) sur R est une fonction x qui
vérifie les conditions suivantes :
1- x est continue sur R.
2- La dérivée x′ existe pour tout point t ∈ R, mais éventuellement n’est
dérivable qu’à la droite ou à la gauche du point [t] ∈ R.
3- x vérifie l’équation (2.1) sur chaque intervalle [n, n+ 1[ avec n ∈ Z.

Théorème 14 Chaque solution de l’équation (2.1) vérifie

x(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
)
x([t]) +

∫ t

[t]

f(s)ds (2.2)

Preuve En considérant l’intégrale de
x′1(t) = a11(t)x1([t]) + ...+ a1r(t)xr([t]) + f1(t)
.
.
.
x′r(t) = ar1(t)x1([t]) + ...+ arr(t)xr([t]) + fr(t)

sur [n, t[ avec t ∈ [n, n+ 1[, nous obtenons
x1(t) = x1(n) +

∫ t
n
a11(s)dsx1(n) + ...+

∫ t
n
a1r(s)dsxr(n) +

∫ t
n
f1(s)ds

.

.

.

xr(t) = x1(n) +
∫ t
n
a11(s)dsx1(n) + ...+

∫ t
n
a1r(s)dsxr(n) +

∫ t
n
fr(s)ds

�
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Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord des résultats sur la presque
automorphie des solutions bornées de l’équation(2.1).

Lemme 6 Soit x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t) un
opérateur presque automorphe et f une fonction presque automorphe. Alors
x est presque automorphe si et seulement si la suite {x(n)}n∈N est presque
automorphe.

Preuve Il est évident que si x(t) est presque automorphe, la suite {x(n)}n∈Z
est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)}n∈Z est presque automorphe. Nous al-
lons prouver que x est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
étapes.

Étape 1 :
Nous supposons que {n′k} est une suite à valeurs entières. Alors il existe une
sous-suite {nk} et une suite {v(n)} telles que

lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n); lim
k→∞

v(n− nk) = x(n), ∀n ∈ Z (2.3)

lim
k→∞

f(t+ nk) = g(t); lim
k→∞

g(t− nk) = f(t), ∀t ∈ R (2.4)

lim
k→∞

A(t+ nk) = B(t); lim
k→∞

B(t− nk) = A(t), ∀t ∈ R (2.5)

Pour tout t ∈ R, [t] est la partie entière et {t} la partie fractionnaire de t.
Alors, définissons

V (t) :=
(
I +

∫ t

[t]

B(s)ds
)
v([t]) +

∫ t

[t]

g(s)ds, t ∈ R.

Comme A(t), f(t) et {x(n)}n∈Z sont presque automorphes, il existe des
constantes K,L, J > 0 telles que pour tout t ∈ R

||A(t)|| ≤M, ||f(t)|| ≤ J, ||x([t])|| ≤ L

||B(t)|| ≤M, ||g(t)|| ≤ J, ||v([t])|| ≤ L.

Nous avons,

||x(t+nk)−V (t)|| ≤ ||
(
I+

∫ t+nk

[t]+nk

A(s)ds
)
x([t]+nk)−

(
I+

∫ t

[t]

B(s)ds
)
v([t])||
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+||
∫ t+nk

[t]+nk

f(s)ds−
∫ t

[t]

g(s)ds||

≤ ||x([t] + nk)− v([t])||

+||
∫ t

[t]

A(s+ nk)ds
(
x([t] + nk)− v([t])

)
||

+||
(∫ t

[t]

A(s+ nk)−B(s)ds
)
v([t])||

+

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds

≤ ||x([t] + nk)− v([t])||

+M ||x([t] + nk)− v([t])||

+L

∫ t

[t]

||A(s+ nk)−B(s)||ds

+

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds.

Nous obtenons donc que

lim
k→∞
||x(t+ nk)− V (t)|| ≤ lim

k→∞
||x([t] + nk)− v([t])||

+ lim
k→∞

M ||x([t] + nk)− v([t])||

+J lim
k→∞

∫ t

[t]

||A(s+ nk)−B(s)||ds

+ lim
k→∞

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds.

En remarquant que
||A(s+ nk)−B(s)|| ≤ 2M,∫ t

[t]

2Mds ≤ 2M

et
||f(s+ nk)− g(s)|| ≤ 2J,∫ t

[t]

2Jds ≤ 2J
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,nous déduisons donc que

lim
k→∞
||x(t+ nk)− V (t)|| ≤ lim

k→∞
||x([t] + nk)− v([t])||

+ lim
k→∞

M ||x([t] + nk)− v([t])||

+J

∫ t

[t]

lim
k→∞
||A(s+ nk)−B(s)||ds

+

∫ t

[t]

lim
k→∞
||f(s+ nk)− g(s)||ds

en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.

Maintenant montrons que lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| = 0.

Nous avons,

||V (t−nk)−x(t)|| ≤ ||
(
I+

∫ t−nk

[t]−nk
B(s)ds

)
v([t]−nk)−

(
I+

∫ t

[t]

A(s)ds
)
x([t])||

+ ||
∫ t−nk

[t]−nk
g(s)ds−

∫ t

[t]

f(s)ds||

≤ ||v([t]− nk)− x([t])||

+ ||
∫ t

[t]

B(s− nk)ds
(
v([t]− nk)− x([t])

)
||

+ ||
(∫ t

[t]

B(s− nk)− A(s)ds
)
x([t])||

+

∫ t

[t]

||g(s− nk)− f(s)||ds

≤ ||v([t]− nk)− x([t])||

+M ||v([t]− nk)− x([t])||

+J

∫ t

[t]

||B(s− nk)− A(s)||ds

+

∫ t

[t]

||g(s− nk)− f(s)||ds.
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Nous obtenons donc que

lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| ≤ lim

k→∞
||v([t]− nk)− x([t])||

+ lim
k→∞

M ||v([t]− nk)− x([t])||

+J lim
k→∞

∫ t

[t]

||B(s− nk)− A(s)||ds

+ lim
k→∞

∫ t

[t]

||g(s− nk)− f(s)||ds.

En remarquant que
||B(s− nk)− A(s)|| ≤ 2M,∫ t

[t]

2Mds ≤ 2M

et
||g(s− nk)− f(s)|| ≤ 2J,∫ t

[t]

2Jds ≤ 2J

,nous déduisons donc que

lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| ≤ lim

k→∞
||v([t]− nk)− x([t])||

+ lim
k→∞

M ||v([t]− nk)− x([t])||

+J

∫ t

[t]

lim
k→∞
||B(s− nk)− A(s)||ds

+

∫ t

[t]

lim
k→∞
||g(s− nk)− f(s)||ds

en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue.
Par conséquent

lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| = 0.

Étape 2 :

Maintenant nous considérons le cas général où (s′k)k∈Z n’est pas nécessairement
une suite à valeurs entières.
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Soit n′k = [s′k], t
′
k = {s′k} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite {nk}

de {n′k} et une suite {v(n)}n∈Z telles que (2.3), (2.4) et (2.5) sont vérifiées.
Il existe aussi une sous-suite {tk} de {t′k} telle que lim

k→∞

tk = t0 ∈ [0, 1].

Nous montrerons que

lim
k→∞

x(t+ tk + nk) = lim
k→∞

x(t+ t0 + nk) = V (t0 + t).

Considérons le cas où 0 < {t0 + t}. Tout d’abord, vérifions que pour k suffi-
samment grand nous avons

[t+ t0] = [t+ tk].

Pour ε = {t0 + t} :

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ |t+ tk − (t+ t0)| < {t0 + t}

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ [t0 + t] < t+ tk

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ [t0 + t] ≤ [t+ tk].

Montrons que {t+ tk} > 0.

Comme {t+ t0} > 0, nous déduisons que t+ t0 6= [t+ tk]. Si {t+ tk} = 0
alors t + tk = [t + tk]. Par conséquent t + t0 6= t + tk et t0 − tk 6= 0. Nous
obtenons alors deux cas : t0 − tk > 0 ou t0 − tk < 0. Si t0 − tk > 0, alors
lim
k→∞

t0 − tk > lim
k→∞

0. Par conséquent 0 > 0 (absurde). Si t0 − tk < 0, alors

lim
k→∞

t0 − tk < lim
k→∞

0. Par conséquent 0 < 0 (absurde).

Pour ε = {tk + t} :

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ |t+ tk − (t+ t0)| < {tk + t}

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ t+ tk − (t+ t0) < {t+ tk}

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ −(t+ t0) < −[t+ tk]

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ [t+ tk] < t+ t0

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ [t+ tk] ≤ [t+ t0].

Posons N = max{N0, N1}. Nous obtenons donc que pour tout k > N que
[t+ tk] ≤ [t+ t0] et que [t+ tk] ≥ [t+ t0]. Par conséquent pour tout k > N ,
[t+ t0] = [t+ tk].
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Dans ce cas, pour k suffisamment grand nous avons donc que [t + t0] =
[t+ tk]. La suite {x(n)}n∈Z étant bornée, l’image de la fonction f et celle de
l’opérateur A étant précompact, nous déduisons alors

||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

A(s)ds
)
x([t+tk]+nk)−

(
I+

∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds
)
x([t+t0]+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds
)
x([t+t0]+nk)−

(
I+

∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds
)
x([t+t0]+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds||

≤ ||
( ∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds
)
x([t+t0]+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds||

≤ ||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds x([t+t0]+nk)||+||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds||

≤ ||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds|| ||x([t+ t0] + nk)||+ ||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds||

≤
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

||A(s)||ds ||x([t+ t0] + nk)||+
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

||f(s)||ds

≤ML|tk − t0|+ J |tk − t0|

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+ tk + nk)− lim

k→∞
x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Maintenant, considérons le cas où {t+ t0} = 0, t+ t0 est donc un entier.

Supposons que tk + t ≥ t0 + t. Dans ce cas nous déduisons que pour k
suffisamment grand [tk + t] = t0 + t. En effet tk + t ≥ [tk + t] ≥ t0 + t car
[tk + t] est le plus grand entier inférieur ou égal à tk + t. Par conséquent

lim
k→∞

[tk + t] = t0 + t.
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Nous avons

||x(t+ tk+nk)−x(t+ t0 +nk)||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

A(s)ds
)
x([t+tk]+nk)−x(t+t0+nk)||+||

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

f(s)ds||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

A(s)ds
)
x([t+t0]+nk)−x(t+t0+nk)||+||

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

f(s)ds||

≤ ||
( ∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds
)
x(t+t0+nk)||+||

∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds||

≤ ||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds|| ||x(t+t0+nk)||+||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds||

≤
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

||A(s)||ds ||x(t+t0+nk)||+
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

||f(s)||ds

≤ML|tk−t0|+J |tk−t0| = 0

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+ tk + nk)− lim

k→∞
x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Maintenant supposons que tk + t < t0 + t. Vérifions alors que à partir
d’un certain rang [t+ tk] = t+ t0 − 1.

Puisque lim
k→∞

t+ tk = t+ t0, pour ε = 1

∃N ∈ N, ∀k > N ⇒ t+ t0 − (t+ tk) < 1

∃N ∈ N,∀k > N ⇒ t+ t0 − 1 < t+ tk

∃N ∈ N,∀k > N ⇒ t+ t0 − 1 ≤ [t+ tk]

car t+ t0 − 1 est un entier. En remarquant que

[t+ tk] ≤ t+ tk < t+ t0,

nous déduisons que [t+ tk] < t+ t0 et [t+ tk] ≤ t+ t0 − 1. Par conséquent à
partir d’un certain rang [t+ tk] = t+ t0 − 1.

Nous allons montrer que

x(t+ t0 +nk) =
(
I+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+ t0−1+nk)+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds.
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t + t0 et nk sont des entiers pour tout k ∈ N. Par conséquent nous pouvons
considérer la solution de l’équation (2.1) sur l’intervalle [t + t0 − 1 + nk, t +
t0 + nk[. Pour y ∈ [t+ t0 − 1 + nk, t+ t0 + nk[, nous avons

x(y) =
(
I +

∫ y

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+ t0 − 1 + nk) +

∫ y

t+t0−1+nk

f(s)ds

Or lim
y→t+t0+nk

x(y) = x(t+ t0 + nk). Par conséquent

x(t+ t0 +nk) =
(
I+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+ t0−1+nk)+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds.

La suite {x(n)}n∈Z étant bornée, l’image de la fonction f et celle de
l’opérateur A étant précompactes, nous déduisons alors

||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

A(s)ds
)
x([t+tk]+nk)−

(
I+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+t0−1+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds||

≤ ||
(
I+

∫ t+tk+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+t0−1+nk)−

(
I+

∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+t0−1+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds||

≤ ||
(∫ t+tk+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

A(s)ds
)
x(t+ t0− 1 +nk)||

+||
∫ t+tk+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0−1+nk

f(s)ds||

≤ ||
(∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds
)
x(t+t0−1+nk)||+||

∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds|| = 0

≤ ||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

A(s)ds|| ||x(t+t0−1+nk)||+||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk

f(s)ds|| = 0

≤ML|tk−t0|+J |tk−t0|.
Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+ tk + nk)− lim

k→∞
x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite décroissante
ou strictement croissante. Nous avons donc la preuve du lemme.�
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Avant de présenter le prochain théorème, nous rappelons ce lemme :

Lemme 7 (Voir [[90], Lemme 3.2, p.171]) Si f(t) est presque automorphe

alors la suite {
∫ n+1

n
f(s)ds}n∈Z est presque automorphe.

Théorème 15 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction presque
automorphe. Alors chaque solution bornée de l’équation (2.1) sur l’ensemble
des réels est presque automorphe.

Preuve Supposons que x est une solution bornée de l’équation (2.1). Nous
avons

x(t) = x(n) +

∫ t

n

A(s)dsx(n) +

∫ t

n

f(s)ds, n ≤ t ≤ n+ 1, ∀n ∈ Z.

Comme x(t) est continue sur R, nous obtenons

x(n+ 1) = x(n) +

∫ n+1

n

A(s)dsx(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

x(n+ 1) = x(n) +

∫ 1

0

A(s)dsx(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

x(n+ 1) =
(
I +

∫ 1

0

A(s)ds
)
x(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

La suite {
∫ n+1

n
f(s)ds}n∈Z est presque automorphe. Les hypothèses du théorème (13)

sont vérifiées car nous sommes en dimension finie. Par conséquent la suite
{x(n)}n∈Z est presque automorphe. La solution x est donc presque automorphe.�

Corollaire 3 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction presque
automorphe. Une solution x de l’équation (2.1) est presque automorphe ssi
la suite {x(n)}n∈Z est bornée.

Preuve Supposons que x est presque automorphe. Alors x est bornée. Par
conséquent la suite {x(n)}n∈Z est bornée. Supposons que la suite {x(n)}n∈Z
est bornée. On a

||x(t)|| ≤ ||x([t])||+ ||
∫ t

[t]

A(s)ds x([t])||+ ||
∫ t

[t]

f(s)ds||,

≤ ||x([t])||+
∫ t

[t]

||A(s)|| ds ||x([t])||+
∫ t

[t]

||f(s)|| ds

≤ ||x([t])||+ ||A||∞ ||x([t])||+ ||f ||∞.
Par conséquent x est borné. En utilisant le résultat précédent, nous déduisons
donc que la solution x est presque automorphe.�
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Lemme 8 Si h ∈ AA0(X), alors l(t) =
∫ t

[t]
h(s)ds ∈ AA0(X).

Preuve La preuve se divise en plusieurs étapes.

Étape 1 : Nous montrerons que si T ∈ N alors le lemme est vrai.
Soit T = n ∈ N.

Nous avons ∫ n

−n
||l(t)||dt ≤

∫ n

−n

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤
n−1∑
j=−n

∫ j+1

j

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤
n−1∑
j=−n

∫ j+1

j

∫ t

j

||h(s)||dsdt

≤
n−1∑
j=−n

∫ j+1

j

∫ j+1

s

||h(s)||dtds

≤
n−1∑
j=−n

∫ j+1

j

||h(s)||(j + 1− s)ds

≤
n−1∑
j=−n

∫ j+1

j

||h(s)||ds

≤
∫ n

−n
||h(s)||ds.

Par conséquent lim
n→∞

1

2n

∫ n

−n
||l(t)||dt = 0.

Étape 2 : Soit T ∈ R+, on a

∫ T

−T
||
∫ t

[t]

h(s)ds||dt ≤
∫ T

−T

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt.

Par conséquent
∫ T
−T ||

∫ t
[t]
h(s)ds||dt ≤ L1 + L2 + L3 où

L1 =

∫ [−T ]+1

−T

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt,
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L2 =

∫ [T ]

[−T ]+1

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt,

L3 =

∫ T

[T ]

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt.

Il suffit de montrer que 1
2T
L1, 1

2T
L2 et 1

2T
L3 tendent vers 0 quand T → ∞.

Nous avons
1

2T
L1 =

1

2T

∫ [−T ]+1

−T

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤ 1

2T

∫ [−T ]+1

−T
Mdt

≤ 1

2T
M,

où M = sup
t∈R
|h(t)|. Par conséquent lim

T→∞

1

2T
L1 = 0.

De la même façon nous montrons que lim
T→∞

1

2T
L3 = 0. En effet

1

2T
L3 =

1

2T

∫ T

[T ]

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤ 1

2T

∫ T

[T ]

Mdt

≤ 1

2T
M.

Par conséquent lim
T→∞

1

2T
L3 = 0.

En remarquant que∫ [T ]

[−T ]+1

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt ≤
∫ [T ]

−[T ]

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤
[T ]−1∑
j=−[T ]

∫ j+1

j

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt

≤
[T ]−1∑
j=−[T ]

∫ j+1

j

∫ t

j

||h(s)||dsdt
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≤
[T ]−1∑
j=−[T ]

∫ j+1

j

∫ j+1

s

||h(s)||dtds

≤
[T ]−1∑
j=−[T ]

∫ j+1

j

||h(s)||(j + 1− s)ds

≤
[T ]−1∑
j=−[T ]

∫ j+1

j

||h(s)||ds

≤
∫ [T ]

−[T ]

||h(s)||ds,

nous déduisons que

lim
T→∞

1

2T

∫ [T ]

[−T ]+1

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt ≤ lim
T→∞

1

2[T ]

∫ [T ]

−[T ]

||h(s)||ds.

En utilisant l’étape 1, nous obtenons que lim
T→∞

1

2T

∫ [T ]

[−T ]+1

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt =

0.�

Théorème 16 Soit x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo presque automorphe et f une fonction pseudo presque
automorphe. Si {x(n)}n∈Z est presque automorphe, alors x est pseudo presque
automorphe.

Preuve Soient f(t) = f1(t) + f2(t) ∈ PAA(X), A(t) = A1(t) + A2(t) ∈
PAA(X) où f1(t), A1(t) ∈ AA(X), f2(t), A2(t) ∈ AA0(X).

Alors x(t) = V (t) + l(t), où

V (t) =
(
I +

∫ t

[t]

A1(s)ds
)
x([t]) +

∫ t

[t]

f1(s)ds,

l(t) =

∫ t

[t]

A2(s)dsx([t]) +

∫ t

[t]

f2(s)ds.

Selon le lemme 6, V (t) est presque automorphe et le Lemme 8 permet de dire
que l(t) ∈ AA0(X). Nous déduisons alors que x(t) ∈ PAA(X).�

Corollaire 4 Soient x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo presque automorphe (opérateur presque automorphe) et f
une fonction presque automorphe (pseudo presque automorphe). Si {x(n)}n∈Z
est presque automorphe, alors x est pseudo presque automorphe.

43



Preuve Considérons le cas où A(t) est un opérateur pseudo presque auto-
morphe et f est une fonction presque automorphe. f est une fonction pseudo
presque automorphe. Le terme ergodique de f est la fonction nulle.
Considérons le cas où f est une fonction pseudo presque automorphe et A(t)
un opérateur presque automorphe. A(t) est un opérateur pseudo presque au-
tomorphe. Le terme ergodique de A est la fonction nulle.�

2.2 Solutions compact presque automorphes

Dans ce sous-chapitre, nous donnerons des résultats sur la compact presque
automorphie des solutions bornées l’équation (2.1).

Lemme 9 (Voir [90], lemme 3.5, p.174)

a) Si lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n), ∀n ∈ Z, alors

lim
k→∞

sup
t∈K

||x([t] + nk)− v([t])|| = 0, ∀K ⊂ R.

b) Si lim
k→∞

sup
t∈K

||f(t+ nk)− g(t)|| = 0,∀K ⊂ R alors

lim
k→∞

sup
t∈K

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds = 0,∀K ⊂ R.

Lemme 10 Soit x une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t) un
opérateur compact presque automorphe et f une fonction compact presque
automorphe. Alors x est compact presque automorphe si et seulement si la
suite {x(n)}n∈Z est presque automorphe.

Preuve
Il est évident que si x est compact presque automorphe, la suite {x(n)} ∈

N est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)}n∈N est presque automorphe. Nous mon-
trerons que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
étapes.

Étape 1 :
Nous supposons que {n′k} est une suite à valeurs entières. Alors il existe une
sous-suite {nk} et une suite {v(n)} telles que

lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n); lim
k→∞

v(n− nk) = x(n), ∀n ∈ Z (2.6)
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lim
k→∞

sup
t∈K
||f(t+ nk)− g(t)|| = 0; lim

k→∞
g(t− nk) = f(t), ∀t ∈ R (2.7)

lim
k→∞

sup
t∈K
||A(t+ nk)−B(t)|| = 0; lim

k→∞
B(t− nk) = A(t), ∀t ∈ R (2.8)

Alors, définissons

V (t) :=
(
I +

∫ t

[t]

B(s)ds
)
v([t]) +

∫ t

[t]

g(s)ds, t ∈ R.

Comme A(t), f(t) et {x(n)}n∈Z sont compact presque automorphes, il existe
des constantes K,L,M > 0 telles que pour tout t ∈ R

||A(t)|| ≤M, ||f(t)|| ≤ J, ||x([t])|| ≤ L

||B(t)|| ≤M, ||g(t)|| ≤ J, ||v([t])|| ≤ L.

Maintenant nous allons montrer que pour chaque compact K ⊂ R :

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.

Nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

||x(t+ nk)− V (t)|| ≤ ||x([t] + nk)− v([t])||

+M ||x([t] + nk)− v([t])||

+L

∫ t

[t]

||A(s+ nk)−B(s)||ds

+

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ nk)− V (t)|| ≤ lim

k→∞
sup
t∈K
||x([t] + nk)− v([t])||

+ lim
k→∞

sup
t∈K

M ||x([t] +nk)− v([t])||

+L lim
k→∞

sup
t∈K

∫ t

[t]

||A(s+ nk)−B(s)||ds

+ lim
k→∞

sup
t∈K

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds.

Par conséquent lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.
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Étape 2 :

Maintenant nous considérons le cas général où (s′k)k∈Z n’est pas nécessairement
une suite à valeurs entières.

Soient n′k = [s′k], t
′
k = {s′k} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite

{nk} de {n′k} et une suite {v(n)}n∈Z telles que (2.6), (2.7) et (2.8) sont
vérifiées. Il existe aussi une sous-suite {tk} de {t′k} telle que lim

k→∞

tk = t0 ∈

[0, 1].

Tout d’abord considérons le cas où 0 < {t0 + t}. Nous montrerons que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− lim

k→∞
x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| ≤ML|tk − t0|+K|tk − t0|

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Considérons le cas où {t0 + t} = 0.

Si tk + t ≥ t0 + t, nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| ≤ML|tk − t0|+ J |tk − t0|.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Si tk + t < t0 + t, nous avons montré dans la preuve du lemme 2.2 que

||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| ≤ML|tk − t0|+ J |tk − t0|.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite décroissante
ou strictement croissante. Nous avons donc la preuve du lemme.�
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Théorème 17 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f une fonction compact
presque automorphe. Alors chaque solution bornée de l’équation (2.1) sur
l’ensemble des réels est compact presque automorphe.

Preuve Supposons que x(t) est une solution bornée de l’équation (2.1).
Nous avons

x(t) = x(n) +

∫ t

n

A(s)dsx(n) +

∫ t

n

f(s)ds, n ≤ t ≤ n+ 1, ∀n ∈ Z.

Comme x(t) est continue sur R, nous obtenons

x(n+ 1) = x(n) +

∫ n+1

n

A(s)dsx(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

x(n+ 1) = x(n) +

∫ 1

0

A(s)dsx(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

x(n+ 1) =
(
I +

∫ 1

0

A(s)ds
)
x(n) +

∫ n+1

n

f(s)ds, ∀n ∈ Z.

La fonction f(t) est compact presque automorphe. Par conséquent la fonction

f(t) est presque automorphe et la suite {
∫ n+1

n
f(s)ds}n∈Z est presque auto-

morphe. Les hypothèses du théorème (13) sont vérifiées car nous sommes en
dimension finie. Par conséquent la suite {x(n)}n∈Z est presque automorphe.
La solution x(t) est donc compact presque automorphe.�

Corollaire 5 Soit A(t) un opérateur 1-périodique et f(t) une fonction com-
pact presque automorphe. Une solution x(t) de l’équation (2.1) est compact
presque automorphe ssi la suite {x(n)}n∈Z est presque automorphe.

Preuve Supposons que x(t) est compact presque automorphe. Alors x(t)
est bornée. Par conséquent la suite {x(n)}n∈Z est bornée. Supposons que la
suite {x(n)}n∈Z est bornée. On a

||x(t)|| ≤ ||x([t])||+ ||
∫ t

[t]

A(s)ds x([t])||+ ||
∫ t

[t]

f(s)ds||,

≤ ||x([t])||+
∫ t

[t]

||A(s)|| ds ||x([t])||+
∫ t

[t]

||f(s)|| ds

≤ ||x([t])||+ ||A||∞ ||x([t])||+ ||f ||∞.
Par conséquent x(t) est borné. En utilisant le résultat précédent, nous déduisons
donc que la solution x(t) est compact presque automorphe.�
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Théorème 18 Soient x(t) une solution bornée de l’équation (2.1) sur R,
A(t) un opérateur pseudo compact presque automorphe et f(t) une fonction
pseudo compact presque automorphe. Si {x(n)}n∈Z est presque automorphe,
alors x(t) est pseudo compact presque automorphe.

Preuve Soient f(t) = f1(t) + f2(t), A(t) = A1(t) + A2(t) où f1(t), A1(t) ∈
KAA(X), f2(t), A2(t) ∈ AA0(X).

Alors x(t) = V (t) + l(t), où

V (t) =
(
I +

∫ t

[t]

A1(s)ds
)
x([t]) +

∫ t

[t]

f1(s)ds,

l(t) =

∫ t

[t]

A2(s)dsx([t]) +

∫ t

[t]

f2(s)ds.

Le lemme 10 montre que V (t) est une fonction compact presque automorphe
et le lemme 8 nous permet de dire que l(t) ∈ AA0(X). Nous déduisons alors
que x(t) est pseudo compact presque automorphe.�

Corollaire 6 Soit x(t) une solution bornée de l’équation (2.1) sur R, A(t)
un opérateur pseudo compact presque automorphe (compact presque auto-
morphe) et f(t) une fonction compact presque automorphe (pseudo compact
presque automorphe). Si {x(n)}n∈Z est presque automorphe, alors x(t) est
pseudo compact presque automorphe.

Preuve Considérons le cas oùA(t) est un opérateur pseudo compact presque
automorphe et f(t) est une fonction compact presque automorphe. f(t) est
une fonction pseudo compact presque automorphe. Le terme ergodique de
f(t) est la fonction nulle.
Considérons le cas où f(t) est une fonction pseudo compact presque au-
tomorphe et A(t) un opérateur compact presque automorphe. A(t) est un
opérateur pseudo compact presque automorphe. Le terme ergodique de A(t)
est la fonction nulle.�

2.3 La stabilité

Maintenant nous présenterons un résultat sur la stabilité uniforme des
solutions de l’équation (2.1).

Théorème 19 Nous supposons que A(t) est un opérateur 1-périodique de
l’équation (2.1). Si pour tout α ∈ [0, 1[, I +

∫ α
0
A(s)ds est inversible, alors

chaque solution x(t) de l’équation (2.1) est uniformément stable.
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Preuve Si x(t) et y(t) sont solutions de l’équation (2.1), x(t) et y(t) vérifient

x(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
)
x([t]) +

∫ t

[t]

f(s)ds,

y(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
)
y([t]) +

∫ t

[t]

f(s)ds.

Alors nous avons

x(t)− y(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
)(
x([t])− y([t])

)
, (2.9)

x([t] + 1)− y([t] + 1) =
(
I +

∫ [t]+1

[t]

A(s)ds
)(
x([t])− y([t])

)
.

En posant L(n) = I +
∫ n+1

n
A(s)ds, nous montrons que

x(n+ 1)− y(n+ 1) =
n∏

j=[t0]

L(j)
(
x([t0])− y([t0])

)
∀n > [t0], n ∈ N,

x([t] + 1)− y([t] + 1) =

[t]∏
j=[t0]

L(j)
(
x([t0])− y([t0])

)
∀t > [t0].

De (2.9), nous déduisons que pour tout t > [t0] + 1

x(t)− y(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
) [t]−1∏
j=[t0]

L(j)
(
x([t0])− y([t0])

)
,

x(t)− y(t) =
(
I +

∫ t

[t]

A(s)ds
) [t]−1∏
j=[t0]

L(j)
(
I +

∫ t0

[t0]

A(s)ds
)−1(

x(t0)− y(t0)
)
.

Nous montrons aussi que

x(t)−y(t) =
(
I+

∫ t

[t]

A(s)ds
)(
I+

∫ t0

[t0]

A(s)ds
)−1(

x(t0)−y(t0)
)
∀t ∈ [t0, [t0]+1].

Comme A(t) est un opérateur 1-périodique et en prenant J(t) = I+
∫ {t}

0
A(s)ds

nous déduisons que

x(t)− y(t) = J(t)
(
I +

∫ 1

0

A(s)ds
)[t]−[t0]

J(t0)−1
(
x(t0)− y(t0)

)
∀t > [t0] + 1,
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x(t)− y(t) = J(t)J(t0)−1
(
x(t0)− y(t0)

)
∀t ∈ [t0, [t0] + 1].

Comme A(t) est un opérateur 1-périodique, A(t) est borné. Par conséquent
il existe une constante M > 0, tel que

||x(t)− y(t)|| ≤M ||x(t0)− y(t0)||.

Pour chaque ε > 0, en prenant δ = ε
M
> 0, nous déduisons que ||x(t)−y(t)|| <

ε pour tout t ≥ t0.�

APPLICATION

Considérons le modèle discret de dynamique des population (souvent ap-
pelé modèle de Leslie) présenté dans [59]

y(n+ 1) = Ly(n) (2.10)

où L est la matrice suivante :

L =



α1 α2 α3 · · · αp
β1 0 0
0 ·
· ·
· ·
· ·
0 0 βp−1 0


.

La population étudiée est divisée en p classes. Sur la première ligne de
la matrice se trouve le taux de fécondité de chaque classe de la population
étudiée. Tandis que sous la diagonale se trouve le taux de survie de chaque
classe de la population étudiée. Considérons maintenant l’équation suivante

y′(t) = (L− I)y([t]) + f(t), (2.11)

où f est la fonction nulle. Soit y solution de l’équation (2.11). Par conséquent
y vérifie

y(t) =
(
I +

∫ t

[t]

(L− I)ds
)
y([t])

=
(
I + (L− I){t}

)
y([t]).

Pour t ∈ [n, n+ 1[ où n ∈ Z, nous obtenons

y(t) =
(
I + (L− I)(t− n)

)
y(n)
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et
lim

t→n+1
y(t) = lim

t→n+1

(
I + (L− I)(t− n)

)
y(n).

Nous obtenons alors que

y(n+ 1) = Ly(n).

Nous avons donc montré que si y est solution de l’équation (2.11), alors la
suite {y(n)}n∈Z est solution du modèle discret (2.10). Nous pouvons donc
énoncer le théorème suivant.

Théorème 20 Toute solution définie sur R de l’équation (2.11) est solution
du modèle discret (2.10).

Théorème 21 Une fonction y solution de l’équation (2.11) est presque au-
tomorphe et compact presque automorphe ssi la suite {y(n)}n∈Z solution du
modèle discret (2.10) est bornée. Si la suite {y(n)}n∈Z solution du modèle
discret (2.10) est bornée alors y est pseudo presque automorphe et pseudo
compact presque automorphe.

Preuve Nous avons que f est la fonction nulle. Par conséquent f(t) est
presque automorphe, pseudo presque automorphe, compact presque auto-
morphe et pseudo compact presque automorphe. En utilisant les corollaires 3
et 5, nous déduisons que y(t) est presque automorphe et compact presque
automorphe ssi la suite {y(n)}n∈Z est bornée. De même en utilisant les corol-
laires 4 et 6, nous déduisons que si la suite {y(n)}n∈Z est presque automorphe,
alors y(t) est pseudo presque automorphe et pseudo compact presque auto-
morphe. Or cette suite est presque automorphe ssi elle est bornée. D’où le
résultat énoncé.�

Théorème 22 Si pour tout α ∈ [0, 1[, I + α(L − I) est inversible, alors
chaque solution y de l’équation (2.11) est uniformément stable.

Preuve
En appliquant le théorème 19, nous déduisons que si pour tout α ∈ [0, 1[,

I +
∫ α

0
(L− I)ds est inversible, alors chaque solution x(t) de l’équation (2.11)

est uniformément stable. D’où le résultat énoncé.�
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Chapitre 3

Solutions S-asymptotiquement
ω-périodiques pour des
équations d’évolution

Introduction

Les fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques constituent une classe
de fonctions généralisant la classe des fonctions asymptotiquement ω-périodi-
ques. Les résultats relatifs aux fonctions S-asymptotiquement ω périodiques
sont limités car ce concept est nouveau. Des propriétés qualitatives de ces
fonctions sont présentées dans [53]. Il existe aussi des articles traitant de
l’existence de solution S-asymptotiquement ω-périodique d’équations différen-
tielles et d’équations différentielles fractionnaires dans des espaces de di-
mension finie ou infinie ([13], [53], [54], [64], [79]). Dans [64] Lizama et
N’Guérékata montrent une relation entre les fonctions S-asymptotiquement
ω périodiques et plusieurs sous espaces de BC(R,X) où X est un espace
de Banach. Nous commencerons ce chapitre en présentant de nouvelles pro-
priétés sur les fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques.
Dans [41], Diagana et N’Guérékata étudient l’existence et l’unicité de solution
presque automorphe pour une classe d’équation d’évolution de la forme

d

dt
[u(t) + f(t, Bu(t))] = Au(t) + g(t, Cu(t)) (3.1)

où A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe C0 exponentiellement
stable à valeur dans X ; B,C sont deux opérateurs linéaires bornés sur X et
f, g sont des fonctions continues.
La classe des fonctions presque automorphes, tout comme celle des fonctions
S-asymptotiquement ω-périodiques généralisant le concept de la périodicité,
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il est alors naturel de se demander sous quelles conditions l’équation (3.1) ad-
met des solutions S-asymptotiquement ω-périodiques. Nous supposerons que
f , g sont des fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques et que f(0, 0) = 0.
Le théorème 23 présentera une condition suffisante d’existence et d’unicité
de solution S-asymptotiquement ω périodique de l’équation (3.1). Ce résultat
sera obtenu en utilisant le théorème du point fixe de Banach-Picard et nous
l’illustrerons, en étudiant l’existence et l’unicité de solution S-asymptotiquement
ω-périodique d’une équation de la chaleur.
Plusieurs articles étudient aussi l’existence et l’unicité de solutions presque
périodiques, presque automorphes, et pseudo presque périodiques à poids
de différentes classes d’équations différentielles. Dans [46], Elazzouzi étudie
l’existence de solutions de classe Cn presque périodiques et Cn presque au-
tomorphes du Problème de Cauchy{

d
dt
u(t) = −Au(t) + L(ut) + f(t)
u(0) = ϕ.

(3.2)

Dans [46], afin d’obtenir des solutions Cn presque périodiques et Cn presque
automorphes, l’auteur utilise la méthode de la variation de la constante et
la méthode de réduction développée par Adimy, Elazzouzi et Ezzinbi. Dans
[48], Boukli-Hacene et Ezzinbi étudient l’existence et l’unicité de solution
pseudo presque automorphe à poids pour (3.2), en utilisant une méthode de
la variation de la constante développée par Ezzinbi et N’Guérékata [49].
Les classes des fonctions presque périodiques, presque automorphes, pseudo
presque automorphes, tout comme la classe des fonctions S-asymptotiquement
ω-périodiques généralisant le concept de périodicité, nous étudierons alors
l’existence et l’unicité de solution S-asymptotiquement ω-périodique dans la
norme α pour l’équation différentielle (3.2) et

d

dt
u(t) = −Au(t) + L(ut) + g(t, u(t)), (3.3)

où −A est le générateur infitésimal d’un semi-groupe analytique T (t), t ≥ 0,
sur un espace de Banach X.
Pour 0 < α ≤ 1, Aα est la puissance fractionnaire de A de domaine D(Aα)
qui, muni de la norme |x|α = ||Aαx||, forme un espace de Banach Xα. On
note Cα = C([−r, 0],Xα) l’espace de Banach des fonctions continues définies
sur [−r, 0] à valeur dans Xα muni de la norme

|φ|Cα = sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)|α.

L est un opérateur linéaire borné défini sur Cα à valeur dans Xα et g : R ×
Xα → Xα est une fonction continue. La fonction histoire xt ∈ Cα est définie
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par
xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈]− r, 0].

Les théorèmes 26 et 27 présenteront des conditions suffisantes d’existence et
d’unicité de solution S-asymptotiquement ω-périodique des équations (3.2)
et (3.3). Nous illustrerons ces résultats en étudiant l’existence et l’unicité
des solutions d’une équation de diffusion avec retard.
Enfin nous nous intéresserons à cette équation différentielle à arguments
constant par morceaux{

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + f(t)
x(0) = c0

(3.4)

en supposant que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe. Nous
définirons sur R+ la mild solution de (3.4) et proposerons des conditions
d’existence et d’unicité de solution S-asymptotiquement ω-périodique de cette
équation où ω est un entier positif. Nous traiterons aussi de conditions d’exis-
tence et d’unicité de solution S-asymptotiquement ω-périodique de l’équation
(3.4) dans le cas non linéaire où ω est un entier positif, c’est-à-dire{

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + g(t, x(t))
x(0) = c0.

(3.5)

3.1 Quelques propriétés sur les fonctions S-

asymptotiquement ω-périodiques

Nous noterons par SAPω(X), l’ensemble des fonctions S-asymptotiquement
ω-périodiques définies sur R+ et à valeur dans X. BC(R+,X) est l’espace
des fonctions bornées et continues défini sur R+ à valeur dans X ; muni de
la norme ||f ||∞ := supt≥0 ||f(t)||, c’est un espace de Banach. Tout d’abord
nous présentons de nouvelles propriétés sur les fonctions S-asymptotiquement
ω-périodiques.

Proposition 6 Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach sur K, où K = R ou C.
Si a ∈ SAPω(K) et f ∈ SAPω(X), alors af ∈ SAPω(X).

Preuve Comme a et f sont bornés, ∃M1,M2 ∈ R+ tels que |a(t)| ≤M1 et
||f(t)|| ≤M2, ∀t ≥ 0. Nous avons

||a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)|| ≤ ||(a(t+ ω)− a(t))f(t+ ω)||

+||(f(t+ ω)− f(t))a(t)||
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≤ |(a(t+ ω)− a(t))| ||f(t+ ω)||

+||(f(t+ ω)− f(t))|| |a(t)|

≤ |(a(t+ ω)− a(t))|M2

+||(f(t+ ω)− f(t))||M1.

Par conséquent

lim sup ||a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)|| ≤ lim
t→∞
|(a(t+ ω)− a(t))|M2

+ lim
t→∞
||(f(t+ ω)− f(t))||M1 = 0,

d’où lim
t→∞
||a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)|| = 0. �

Proposition 7 Supposons que f ∈ SAPω(R) est tel que inf
t∈R+

|f(t)| ≥ γ > 0.

Alors g := 1
f
∈ SAPω(R).

Preuve Il est évident que |f(t)| ≥ γ pour tout t ∈ R+. Nous déduisons
alors que

1

|f(t)f(t+ ω)|
≤ 1

γ2
.

Soit ε > 0. Alors il existe Tε > 0 tel que

|f(t+ ω)− f(t)| < εγ2, t > Tε.

Pour t > Tε, nous avons donc

|g(t+ ω)− g(t)| ≤ |f(t+ ω)− f(t)

f(t+ ω)f(t)
|

≤ εγ2

γ2

≤ ε.

�

Proposition 8 Soit f ∈ SAPω(X) et Φ : X 7→ X un opérateur uniformément
continu sur les sous-ensembles bornés de X. Alors la fonction F : R+ 7→ X

définie par
F (t) := Φ ◦ f(t)

est S asymptotiquement ω-périodique.
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Preuve Soit δ > 0. Comme f ∈ SAPω(X), il existe Tδ > 0 tel que pour
tout t > Tδ, nous avons

‖f(t+ ω)− f(t)‖ < δ.

Pour ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ Rf (l’image de f qui
est un ensemble borné inclus dans X), tel que ||x− y|| ≤ δ nous avons

‖Φ(x)− Φ(y)‖ < ε.

Pour x = f(t+ ω) et y = f(t), nous obtenons donc

‖Φ(f(t+ ω))− Φ(f(t))‖ < ε

pour tout t > Tδ.�

Proposition 9 Soit f ∈ SAPω(X), et a ∈ L1(R+,R). Alors la fonction
G : R+ 7→ R définie par

G(t) :=

∫ t

0

a(t− s)f(s)ds

est S asymptotiquement ω-périodique.

Preuve Soit ε > 0. Alors il existe T > 0 tel que si t > T , alors

‖f(t+ ω)− f(t)‖ < ε

et

|a(t)| < ε.

Nous avons

‖G(t+ω)−G(t)‖ = ‖
∫ ω

0

a(t+ω−s)f(s)ds+

∫ t+ω

ω

a(t+ω−s)f(s)ds−
∫ t

0

a(t−s)f(s)ds‖

≤ ‖
∫ ω

0

a(t+s)f(ω−s)ds‖+
∫ t

0

|a(t−s)|‖(f(s+ω)−f(s))‖ds

≤ ‖f‖∞
∫ ω

0

|a(t+s)|ds+

∫ T

0

|a(t−s)|‖(f(s+ω)−f(s))‖ds

+

∫ t

T

|a(t− s)|‖(f(s+ ω)− f(s))‖ds
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≤ ‖f‖∞ωε+ 2‖f‖∞
∫ T

0

|a(t− s)|ds+ ε

∫ t

T

|a(t− s)|ds

≤ ‖f‖∞ωε+ 2‖f‖∞
∫ t

t−T
|a(s)|ds+ ε

∫ t−T

0

|a(s)|ds

≤ ‖f‖∞ωε+ 2‖f‖∞
∫ ∞
t−T
|a(s)|ds+ ε

∫ ∞
0

|a(s)|ds

qui montre que lim
t→∞
‖G(t+ ω)−G(t)‖ = 0.�

3.2 Une application pour une classe d’équations

d’évolution

Définition 26 Une fonction u ∈ BC(R+,X) est une mild solution de l’
équation (3.1) si la fonction s 7→ AT (t − s)f(s, Bu(s)) est intégrable sur
[0, t[ et

u(t) = −f(t, Bu(t))−
∫ t

0

AT (t−s)f(s, Bu(s))ds+

∫ t

0

T (t−s)g(s, Cu(s))ds,

pour tout t ∈ R+.

Nous faisons maintenant les hypothèses suivantes.

(H.1) L’opérateur A est le générateur infinétésimal d’un semi-groupe
exponentiellement stable (T (t))t≥0 telle que il existe des constantes M > 0
et δ > 0 avec

||T (t)||B(X) ≤Me−δt, ∀t ≥ 0.

La fonction σ 7→ AT (σ) définie sur ]0,∞[ et à valeur dans L(X) est (Le-
besgue) mesurable et il existe une fonction bornée γ : [0,∞[ 7→ [0,∞[ tel
que

||γ||∞ < J.

Il existe aussi une constante α > 0, tel que

||AT (s)||B(X) ≤ e−αs γ(s), s > 0.

(H.2) Les fonctions f, g définies sur R+ × X et à valeurs dans X sont
uniformément S-asymptotiquement ω-périodiques sur les ensembles bornés
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et asymptotiquement uniformément continues sur les ensembles bornés. Il
existe des constantes Kf , Kg ≥ 0 telles que

||f(t, u)− f(t, v)|| ≤ Kf ||u− v||, et

||g(t, u)− g(t, v)|| ≤ Kg||u− v||
pour tout t ∈ R+, et ∀u, v ∈ X.

(H.3) B,C appartiennent à L(X) avec max(||B||, ||C||) = $.

Lemme 11 Supposons que les hypothèses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Définissons l’opérateur non linéaire ∧2 par : pour chaque φ ∈ SAPω(X)

(∧2φ)(t) =

∫ t

0

T (t− s)g(s, Cφ(s))ds.

Alors l’application ∧2 défini sur SAPω(X) est à valeur dans SAPω(X).

Preuve Tout d’abord, vérifions que ∧2 est bien définie. Si φ ∈ SAPω(X),
alors le corollaire 2 montre que t 7→ Cφ(t) ∈ SAPω(X) quand C ∈ L(X).
Par conséquent, le théorème 12 nous permet de déduire que la fonction
Φ(·) = g(·, Cφ(·)) appartient à SAPω(X) quand φ ∈ SAPω(X). En parti-
culier ||Φ||∞ <∞.
Nous posons v(t) =

∫ t
0
T (t− s)Φ(s)ds. Pour t ≥ 0, nous avons

v(t+ ω)− v(t) =

∫ t+ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds

=

∫ ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds+

∫ t+ω

ω

T (t+ ω − s)Φ(s)ds

−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds.

Alors nous avons

||v(t+ ω)− v(t)|| ≤ ||I1(t)||+ ||I2(t)||

où

I1(t) =

∫ ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds

et

I2(t) =

∫ t+ω

ω

T (t+ ω − s)Φ(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds.
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En remarquant que

I1(t) = T (t)

∫ ω

0

T (ω − s)Φ(s)ds

et en utilisant le fait que
(
T (t)

)
t≥0

est exponentiellement stable, nous déduisons
que

||I1(t)|| ≤Me−δt||v(ω)||.

Par conséquent lim
t→∞

I1(t) = 0.

Maintenant comme Φ ∈ SAPω(X), nous pouvons trouver Tε suffisamment
grand tel que

||Φ(t+ ω)− Φ(t)|| < δ

M
ε, pour t > Tε.

Par changement de variable nous déduisons que

I2(t) =

∫ t

0

T (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds.

Alors nous obtenons que

||I2(t)|| ≤ ||
∫ Tε

0

T (t−s)(Φ(s+ω)−Φ(s))ds||+||
∫ t

Tε

T (t−s)(Φ(s+ω)−Φ(s))ds||.

En observant que

||
∫ Tε

0

T (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds|| ≤
∫ Tε

0

||T (t− s)||||Φ(s+ ω)− Φ(s)||

≤
∫ Tε

0

Me−δ(t−s)2||Φ||∞ds

≤ M2||Φ||∞
δ

(e−δ(t−Tε) − e−δt)

nous déduisons que

lim
t→∞

∫ Tε

0

T (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds = 0.

Nous avons aussi que

||
∫ t

Tε

T (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds|| ≤
∫ t

Tε

Me−δ(t−s)
δ

M
εds

59



≤ ε

∫ t

Tε

δe−δ(t−s)ds

≤ ε(1− e−δ(t−Tε))
≤ ε

Par conséquent lim
t→∞

∫ t

Tε

T (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds = 0.

Nous déduisons donc que lim
t→∞

I2(t) = 0, ce qui prouve que ∧2 ∈ SAPω(X).�

Lemme 12 Supposons que les hypothèses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Définissons l’opérateur non linéaire ∧1 par : pour chaque φ ∈ SAPω(X)

(∧1φ)(t) =

∫ t

0

AT (t− s)f(s, Bφ(s))ds.

Alors l’application ∧1 définie sur SAPω(X) est à valeur dans SAPω(X).

Preuve Montrons que ∧1 est bien définie. Si φ ∈ SAPω(X), alors le corol-
laire 2 montre que t 7→ Bφ(t) ∈ SAPω(X) quand B ∈ L(X). Le théorème 12
nous permet donc de déduire que la fonction Φ(·) = f(·, Bφ(·)) appar-
tient à SAPω(X) quand φ ∈ SAPω(X). Nous remarquons donc aussi que
||Φ||∞ <∞.
Φ(·) = f(·, Bφ(·)) appartient SAPω(X) quand φ ∈ SAPω(X). Nous posons
v(t) =

∫ t
0
AT (t− s)Φ(s)ds, et nous obtenons que

||v(t+ ω)− v(t)|| ≤ ||I1(t)||+ ||I2(t)||

où

I1(t) =

∫ ω

0

AT (t+ ω − s)Φ(s)ds

et

I2(t) =

∫ t+ω

ω

AT (t+ ω − s)Φ(s)ds−
∫ t

0

AT (t− s)Φ(s)ds.

En observant que

I1(t) =

∫ ω

0

AT (t)T (ω − s)Φ(s)ds

I1(t) =

∫ ω

0

T (t)AT (ω − s)Φ(s)ds

et T (ω − s)Φ(s) ∈ X, nous déduisons que

||I1(t)|| ≤Me−δt||v(ω)||.
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Par conséquent lim
t→∞

I1(t) = 0.

Comme Φ ∈ SAPω(X), nous pouvons trouver Tε suffisamment grand tel que

||Φ(t+ ω)− Φ(t)|| < ω

J
ε,

où γ(t) ≤ J,∀t ≥ 0.
Nous remarquons que

||I2(t)|| ≤ ||
∫ Tε

0

AT (t−s)(Φ(s+ω)−Φ(s))ds||+||
∫ t

Tε

AT (t−s)(Φ(s+ω)−Φ(s))ds||.

En observant que

||
∫ Tε

0

AT (t− s)(Φ(s+ω)−Φ(s))ds|| ≤
∫ Tε

0

||AT (t− s)(Φ(s+ω)−Φ(s))||ds

≤
∫ Tε

0

||AT (t−s)|| ||(Φ(s+ω)−Φ(s))||ds

≤ 2||φ||∞
∫ Tε

0

||AT (t− s)||ds

≤ 2||φ||∞
∫ Tε

0

e−α(t−s)γ(t− s)ds

≤ 2||φ||∞J
∫ Tε

0

e−α(t−s)ds

≤ 2||φ||∞J
α

(
e−α(t−Tε) − e−αt

)
,

nous déduisons que

lim
t→∞

∫ Tε

0

AT (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds = 0.

En observant que

||
∫ t

Tε

AT (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds|| ≤
∫ t

Tε

||AT (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))||ds

≤
∫ t

Tε

||AT (t−s)|| ||(Φ(s+ω)−Φ(s))||ds

≤
∫ t

Tε

e−α(t−s)γ(t− s)α
J
εds
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≤ ε(1− e−α(t−Tε))

≤ ε,

nous obtenons que

lim
t→∞

∫ t

Tε

AT (t− s)(Φ(s+ ω)− Φ(s))ds = 0.

Ceci prouve que ∧1 ∈ SAPω(X).�

Théorème 23 Supposons que les hypothèses (H.1)-(H.2)-(H.3) sont vérifiées.
Alors l’équation (3.1) a une unique solution (mild) S asymptotiquement ω-
périodique si

Θ := $
(
Kf +

JKf

α
+
MKg

δ

)
< 1.

Preuve Définissons l’opérateur non linéaire Γ : SAPω(X) 7→ SAPω(X) par

(Γu)(t) := −f(t, Bu(t))− (∧1u)(t) + (∧2u)(t)

pour chaque u ∈ SAPω(X). Par conséquent

(Γu)(t) := −f(t, Bu(t))−
∫ t

0

AT (t−s)f(s, Bu(s))ds+

∫ t

0

T (t−s)g(s, Cu(s))ds.

La fonction s 7→ AT (t − s)f(s, Bφ(s)) est intégrable sur [0, t[ pour tout
t ∈ R+ car

||AT (t− s)f(s, Bφ(s))|| ≤ e−ω(t−s)γ(t− s)||Φ||∞

avec Φ(.) = f(., Bφ(.)) ∈ SAPω(X).
Pour tout ϕ, ψ ∈ SAPω(X)

||f(t, Bφ(t))− f(t, Bψ(t))|| ≤ Kf$||φ− ψ||∞

selon (H-2)-(H-3).
Le Théorème 12 et le Corollaire 2 montrent que l’opérateur défini par π(u)(t) =
f(t, Bu(t)) sur SAPω(X) est à valeur dans SAPω(X). Les lemmes 11 et 12
nous permettent de déduire que l’opérateur non linéaire Γ défini sur SAPω(X)
est à valeur dans SAPω(X). Pour tout φ, ψ ∈ SAPω(X),

||Γ(φ)(t)− Γ(ψ)(t)||

≤ ||f(t, Bψ(t))−f(t, Bφ(t)))||+||
∫ t

0

AT (t−s)
(
f(s, Bψ(s))−f(s, Bφ(s))

)
ds||
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+||
∫ t

0

T (t−s)
(
g(s, Cψ(s))−g(s, Cφ(s))

)
ds||.

Nous avons

||
∫ t

0

AT (t−s)
(
f(s, Bψ(s))−f(s, Bφ(s))

)
ds||

≤
∫ t

0

||AT (t−s)
(
f(s, Bψ(s))−f(s, Bφ(s))

)
||ds

≤
∫ t

0

||AT (t−s)||||f(s, Bψ(s))−f(s, Bφ(s))||ds

≤
∫ t

0

e−α(t−s)γ(t−s)Kf ||Bψ(s)−Bφ(s)||ds

≤
∫ t

0

e−α(t−s)J$Kf ||ψ−φ||∞

≤ J$Kf

α
||ψ−φ||∞

(
1−e−αt

)
≤ J$Kf

α
||ψ − φ||∞

et

||
∫ t

0

T (t−s)
(
g(s, Cψ(s))−g(s, Cφ(s))

)
ds||

≤
∫ t

0

||T (t−s)
(
g(s, Cψ(s))−g(s, Cφ(s))

)
||ds

≤
∫ t

0

||T (t−s)|| ||
(
g(s, Cψ(s))−g(s, Cφ(s))

)
||ds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)Kg||Cψ(s)−Cφ(s)||ds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)Kg$||ψ−φ||∞

≤ MKg

δ
$||ψ−φ||∞(1−e−δt)

≤ MKg

δ
$||ψ − φ||∞.
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Nous déduisons alors que

||Γ(φ)− Γ(ψ)||∞ ≤
J$Kf

α
||ψ − φ||∞ +

MKg

δ
$||ψ − φ||∞ +Kf$||φ− ψ||∞

≤ $
(
Kf +

JKf

α
+
MKg

δ

)
||φ− ψ||∞.

Comme Θ < 1, l’opérateur a un unique point fixe. Par conséquent l’équation (3.1)
a une unique solution S-asymptotiquement ω-périodique.�

APPLICATION

Nous traiterons de l’existence et de l’unicité d’une solution S-asymptotiquement
ω-périodique de l’équation de la chaleur donné par le système suivant :

∂u
∂t

(t, x) = ∂2u
∂x2 (t, x) + g(t, q(x)u(t, x)) t ∈ R+, x ∈ [0, π]

u(t, 0) = u(t, π) = 0 t ∈ R+

}
(3.6)

Nous supposons que (X, || · ||) = (L2(0, π), || · ||2), f = 0 et définissons

D(A) = {u ∈ L2[0, π], u(0) = u(π) = 0}

Au(·) = 4u = u′′(·), ∀u(·) ∈ D(A).

A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique T (t) sur L2[0, π]
avec ||T (t)|| ≤ e−t pour t ≥ 0. Comme T. Diagana et G.M.Nguérékata dans
[41], nous considérons le cas où Y = X = L2[0, π] et C est la multiplication
d’un opérateur borné défini par : Cu = q(x) · u pour chaque u ∈ L2[0, π], où
q ∈ L∞[0, π]. Dans ce cas ||C||B([L2[0,π]) = ||q||∞. Nous supposerons que q 6= 0.

Maintenant, faisons l’hypothèse suivante.

(H.4) La fonction g : R+ × L2[0, π] 7→ L2[0, π], (t, u) → g(t, u) est
uniformément S-asymptotiquement ω-périodique sur des ensembles bornés
et asymptotiquement uniformément continue sur des ensembles bornés. Il
existe une constante Kg ≥ 0 telle que

||g(t, u(t, ·))− g(t, v(t, ·))||2 ≤ Kg||u(t, ·)− v(t, ·)||2
pour tout t ∈ R+ et u(t, ·), v(t, ·) ∈ L2[0, π].

Théorème 24 Sous les hypothèses de (H.4), le système d’équation (3.6) a
une unique solution (mild) S-asymptotiquement ω-périodique si Kg <

1
||q||∞ .

Preuve Nous avons M = 1, δ = 1, Kf = 0, $ = ||B||B([L2[0,π]) = ||q||∞. Par
conséquent en utilisant le théorème 23, nous déduisons que si ||q||∞Kg < 1, le
système d’équation (3.6) a une unique solution (mild) S-asymptotiquement
ω-périodique.�

64



3.3 Une application pour une équation différentielle

avec un retard fini

Soit ρ(A) l’ensemble des résolvents de A. Nous supposons que

0 ∈ ρ(A). (3.7)

Ceci nous permet, d’un coté de dire qu’il existe des constantes M > 1 et
δ > 0 telles que

||T (t)x|| ≤Me−δt||x||, ∀t ≥ 0, x ∈ X, (3.8)

et d’un autre coté, de définir la puissance fractionnaire Aα pour 0 < α < 1,
comme un opérateur linéaire fermé sur son domaine D(Aα), dont l’inverse
A−α est donné par

A−α =
1

Γ(α)

∫ t

0

tα−1T (t)dt

où Γ est la fonction Gamma définie par

Γ(α) =

∫ t

0

tα−1e−αtdt.

Nous rappelons que D(Aα) muni de la norme |x|α = ||Aαx||, forme un espace
de Banach Xα. On note Cα = C([−r, 0],Xα), l’espace de Banach des fonctions
continues définies sur [−r, 0] à valeur dans Xα muni de la norme

|φ|Cα = sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)|α.

Nous avons les propriétés suivantes basiques pour Aα.

Théorème 25 ([80], pp.69-75) Pour 0 < α < 1, nous avons :

i) Xα = D(Aα) est un espace de Banach muni de la norme |x|α = ||Aαx||
pour x ∈ D(Aα) ;

ii) A−α est un opérateur linéaire fermé vérifiant Im(A−α) = D(Aα) et
nous avons Aα = (A−α)−1 ;

iii) A−α ∈ B(X,X) ;

iv) T (X) ⊂ Xα pour tout t > 0 ;
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v) AαT (t)x = T (t)Aαx pour chaque x ∈ D(Aα) et t ≥ 0 ;

vi) Il existe une constante Mα telle que

||AαT (t)x|| ≤Mα
e−δt

tα
||x|| pour x ∈ X, t > 0,

où δ > 0 est donné par (3.8).

Remarque 6 Soit x ∈ Xα.

|T (t)x|α = ||AαT (t)x|| = ||T (t)Aαx|| ≤ ||T (t)|| ||Aαx|| = |T (t)| |x|α,

et quand t tend vers 0,

|T (t)x− x|α = ||AαT (t)x− Aαx|| = ||T (t)Aαx− Aαx|| → 0,

pour tout x ∈ Xα. Nous déduisons donc que (T (t))t≥0 est un semi-groupe
continu sur Xα et |Tα(t)| ≤ |T (t)| pour tout t ≥ 0.

Proposition 10 (Voir [46], [88]) (T (t))t≥0 est un semi-groupe fortement
continu sur Cα :

i) Pour tout t ≥ 0 T (t) est un opérateur linéaire sur Cα ;

ii) T (0) = I ;

iii) T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0 ;

iv) Pour tout ϕ ∈ Cα, T (t)ϕ est une fonction continue pour t ≥ 0 à valeur
dans Cα.

Définition 27 Soit ϕ ∈ Cα. Une fonction u : [−r,+∞[→ Xα est la mild
solution de l’équation (3.2) si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) u : [−r,+∞[→ Xα est continue ;

ii) u(t) = T (t)ϕ(0) +
∫ t

0
T (t− s)[L(us) + f(s)]ds pour t ≥ 0 ;

iii) u0 = ϕ.
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Dans cette partie, nous définissons

Ω = {u : [−r,+∞[→ Xα tel que u|[−r,0] ∈ Cα et u|R+ ∈ SAPω(Xα)}.

Nous remarquons que si u ∈ Ω, alors u est bornée sur [−r,+∞[. Nous
posons

||u||Ω = sup
s∈[−r,+∞[

|u(s)|α.

Il est clair que ||u||∞ ≤ ||u||Ω.

Lemme 13 Sous l’hypothèse (3.8), la fonction l définie par

l(t) = T (t)ϕ(0)

appartient à SAPω(Xα).

Preuve Puisque ϕ(0) ∈ Xα, nous avons que
(
T (t)

)
t≥0

est une famille de

semi-groupe continu sur Xα, et que |l(t)|α ≤M |ϕ(0)|α. En effet, nous avons

|l(t)|α = ||Aαl(t)||

= ||AαT (t)ϕ(0)||
= ||T (t)Aαϕ(0)||
≤Me−δt||Aαϕ(0)||
≤M |ϕ(0)|α.

Par conséquent l ∈ BC(R+,Xα). En utilisant l’hypothèse (3.8), nous obte-
nons pour t ≥ 0,

|l(t+ ω)− l(t)|α = |T (t+ ω)ϕ(0)− T (t)ϕ(0)|α

≤ |T (t+ ω)ϕ(0)|α + |T (t)ϕ(0)|α
≤ ||AαT (t+ ω)ϕ(0)||+ ||AαT (t)ϕ(0)||
≤ ||T (t+ ω)Aαϕ(0)||+ ||T (t)Aαϕ(0)||
≤Me−δ(t+ω)||Aαϕ(0)||+Me−δt||Aαϕ(0)||
≤Me−δ(t+ω)|ϕ(0)|α +Me−δt|ϕ(0)|α.

Comme δ > 0, nous déduisons que

lim
t→+∞

|l(t+ ω)− l(t)|α = 0.

Alors l ∈ SAPω(Xα).�
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Lemme 14 Si u ∈ Ω, alors

|ut|Cα ≤ ||u|| Ω,

|L(ut)|α ≤ |L|B(Cα,Xα)||u|| Ω,
lim
t→+∞

|ut+ω − ut|Cα = 0.

Preuve Pour chaque θ ∈ [−r, 0] et t ≥ 0, nous avons

|ut(θ)|α = |u(t+ θ)|α.

Puisque ut est continue sur [−r, 0] qui est un compact, nous savons que il
existe θ∗ ∈ [−r, 0] tel que

|ut|Cα = sup
−r≤θ≤0

|u(t+ θ)|α = |u(t+ θ∗)|α.

Comme u ∈ Ω, nous déduisons que

|ut|Cα ≤ ||u|| Ω.

Maintenant montrons que

|L(ut)|α ≤ |L|B(Cα,Xα)||u|| Ω.

Puisque L ∈ B(Cα,Xα), nous pouvons écrire que

|L(ut)|α ≤ |L|B(Cα,Xα)|ut|Cα .

Or nous avons montré que |ut|Cα ≤ ||u|| Ω. Par conséquent

|L(ut)|α ≤ |L|B(Cα,Xα)||u|| Ω.

Maintenant montrons que

lim
t→+∞

|ut+ω − ut|Cα = 0.

Puisque ut est continue sur [−r, 0] qui est un compact, nous savons que il
existe θ∗ ∈ [−r, 0] tel que

|ut+ω − ut|Cα = sup
−r≤θ≤0

|u(t+ θ + ω)− u(t+ θ)|α

= |u(t+ θ∗ + ω)− u(t+ θ∗)|α.
Posons s = t + θ. Alors, quand t tend vers +∞ nous avons que s tend vers
+∞. Par conséquent

lim
t→+∞

|u(t+ θ∗ + ω)− u(t+ θ∗)|α = lim
s→+∞

|u(s+ ω)− u(s)|α = 0

car u ∈ Ω. Nous déduisons donc que lim
t→+∞

|ut+ω − ut|Cα = 0. �
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Lemme 15 Nous supposons que l’hypothèse (3.8) est vérifiée. Soit f ∈ SAPω(Xα)
et φ ∈ Ω. Alors la fonction Φ : t 7→ L(φt)) + f(t) appartient à SAPω(Xα).

Preuve Puisque L est un opérateur linéaire borné, que φt et f(t) sont
continues, nous déduisons donc que Φ ∈ C(R+,Xα). En utilisant le lemme 14,
nous obtenons

|Φ(t)|α ≤ |L(φt)|α + |f(t)|α ≤ |L|B(Cα,Xα)||φ|| Ω + ||f ||∞.

Ceci implique que Φ ∈ BC(R+,Xα). Nous déduisons donc aussi que

||Φ||∞ ≤ |L|B(Cα,Xα)||φ|| Ω + ||f ||∞.

D’un autre coté, pour tout t ≥ 0,

|Φ(t+ ω)− Φ(t)|α ≤ |L(φt+ω)− L(φt)|α + |f(t+ ω)− f(t)|α

≤ |L(φt+ω − φt)|α + |f(t+ ω)− f(t)|α
≤ |L|B(Cα,Xα)|φt+ω − φt|Cα + |f(t+ ω)− f(t)|α.

Puisque φ ∈ Ω, en utilisant le lemme 14 et le fait que f ∈ SAPω(Xα), nous
déduisons que

lim
t→+∞

|Φ(t+ ω)− Φ(t)|α = 0.

Ceci termine la preuve.�

Proposition 11 Nous supposons que l’hypothèse (3.8) est vérifiée. Soit f ∈
SAPω(Xα). Pour chaque φ ∈ Ω, définissons l’opérateur non linéaire ∧0 par

(∧0φ)(t) =

{
ϕ(t) si t ∈ [−r, 0],

T (t)ϕ(0) +
∫ t

0
T (t− s)[L(us) + f(s)]ds si t ≥ 0.

Alors l’application ∧0 définie sur Ω est à valeur dans Ω.

Preuve Par définition l’opérateur ∧0 est défini sur [−r,+∞[. Puisque ϕ ∈
Cα, nous avons (∧0φ)(t)|[−r,0] ∈ Cα. Puisque T (t)ϕ(0) ∈ SAPω(Xα), il suffit
de montrer que la fonction

v : t 7→
∫ t

0

T (t− s)[L(φs) + f(s)]ds ∈ SAPω(Xα).

Pour t ≥ 0, posons Φ(t) = L(φt) + f(t). Alors

v(t+ ω)− v(t) =

∫ t+ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds
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=

∫ ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds+

∫ t+ω

ω

T (t+ ω − s)Φ(s)ds

−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds.

Alors
|v(t+ ω)− v(t)|α ≤ |I1(t)|α + |I2(t)|α,

où

I1(t) =

∫ ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds,

et

I2(t) =

∫ t+ω

ω

T (t+ ω − s)Φ(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds.

Nous avons

|I1(t)|α = |
∫ ω

0

T (t+ ω − s)Φ(s)ds|α

≤
∫ ω

0

|T (t+ ω − s)Φ(s)|αds.

Puisque ∫ ω

0

|T (t+ ω − s)Φ(s)|αds =

∫ ω

0

||AαT (t+ ω − s)Φ(s)|| ds

=

∫ ω

0

||T (t+ ω − s)AαΦ(s)|| ds

≤
∫ ω

0

Me−δ(t+ω−s)||AαΦ(s)|| ds,

nous déduisons donc que

|I1(t)|α ≤Me−δ(t+ω)

∫ ω

0

eδs|Φ|αds

≤Me−δ(t+ω)||Φ||∞
∫ ω

0

eδsds

≤Me−δ(t+ω)||Φ||∞
1

δ
(eδω − 1)

≤Me−δ(t+ω)||Φ||∞
1

δ
eδω

≤Me−δt||Φ||∞
1

δ
.
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Par conséquent, lim
t→+∞

|I1(t)|α = 0.

Soit ε > 0. Comme lim
t→+∞

|Φ(t+ω)−Φ(t)|α = 0, nous pouvons alors trouver

Tε suffisamment grand tel que

|Φ(t+ ω)− Φ(t)|α <
δ

M
ε, pour t > Tε.

En faisant le changement de variable y = s− ω, nous obtenons

I2(t) =

∫ t

0

T (t− s)Φ(s+ ω)ds−
∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds,

=

∫ t

0

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds.

Alors, nous obtenons

|I2(t)|α ≤ |
∫ Tε

0

T (t−s)
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
ds|α+|

∫ t

Tε

T (t−s)
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
ds|α.

En observant que

|
∫ Tε

0

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds|α ≤

∫ Tε

0

|T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
|αds

≤
∫ Tε

0

||AαT (t−s)
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
|| ds

≤
∫ Tε

0

||T (t−s)Aα
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
|| ds

≤
∫ Tε

0

Me−δ(t−s)|Φ(s+ ω)− Φ(s)|αds

≤ 2

∫ Tε

0

Me−δ(t−s)||Φ||∞ds

≤ 2M ||Φ||∞e−δt
∫ Tε

0

eδsds

≤ 2M ||Φ||∞e−δt
(eδTε
δ
− 1

δ

)
,

nous déduisons que

lim
t→+∞

|
∫ Tε

0

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds|α = 0
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car lim
t→+∞

2M ||Φ||∞e−δt
(eδTε
δ
− 1

δ

)
= 0. Nous avons aussi

|
∫ t

Tε

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds|α ≤

∫ t

Tε

|T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
|αds

≤
∫ t

Tε

||AαT (t− s)
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
||ds

≤
∫ t

Tε

||T (t− s)Aα
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
||ds

≤
∫ t

Tε

||T (t−s)|| ||Aα
(
Φ(s+ω)−Φ(s)

)
||ds

≤
∫ t

Tε

||T (t− s)|| |Φ(s+ ω)− Φ(s)|αds

≤
∫ t

Tε

Me−δ(t−s)
δ

M
εds

≤ ε

∫ t

Tε

e−δ(t−s)δds

≤ ε
(
1− e−δ(t−Tε)

)
≤ ε.

Par conséquent

lim
t→+∞

∫ t

Tε

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds = 0.

Or

lim
t→+∞

|I2(t)|α ≤ lim
t→+∞

|
∫ Tε

0

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds|α

+ lim
t→+∞

|
∫ t

Tε

T (t− s)
(
Φ(s+ ω)− Φ(s)

)
ds|α.

Nous déduisons donc que lim
t→+∞

|I2(t)|α = 0.

Nous avons montré que lim
t→+∞

|I1(t)|α = 0 et lim
t→+∞

|I2(t)|α = 0. Or

lim
t→+∞

|v(t+ ω)− v(t)|α ≤ lim
t→+∞

|I1(t)|α + lim
t→+∞

|I2(t)|α.
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Par conséquent lim
t→+∞

|v(t+ ω)− v(t)|α = 0. Nous avons donc que

t→
∫ t

0

T (t− s)[L(φs) + f(s)]ds ∈ SAPω(Xα).

Nous avons prouvé que

X(∧0φ)est définie sur [−r,+∞[,

X(∧0φ)|[−r,0] ∈ Cα,
X(∧0φ)|R+ ∈ SAPω(Xα).

Nous avons donc montré que (∧0φ) ∈ Ω.�

Théorème 26 Nous supposons que l’hypothèse (3.8) est vérifiée et que f ∈
SAPω(Xα). Soit v la restriction de la mild solution de l’équation (3.2) à R+.
Alors v ∈ SAPω(Xα).

Preuve Par définition nous avons pour tout t ≥ 0,

v(t) = T (t)ϕ(0) +

∫ t

0

T (t− s)[L(us) + f(s)]ds.

Il suffit alors d’appliquer la proposition 11, avec u = φ, pour obtenir que v
appartient à SAPω(Xα).�
Maintenant nous faisons les hypothèses suivantes.

(H5) La fonction g : R+ × Xα 7→ Xα, t 7→ g(t, u) est uniformément
asymptotiquement ω-périodique sur les ensembles bornes et asymptotique-
ment uniformément continu sur les ensembles bornés. Il existe aussi une
constante Kg ≥ 0 telle que

|g(t, u)− g(t, v)|α ≤ Kg|u− v|α pour tout t ∈ R+ (u, v) ∈ X2.

(H6) M
δ

(|L|B(Cα,Xα) +Kg) < 1.

Définition 28 Soit ϕ ∈ Cα. Une fonction u : [−r,+∞[→ Xα est la mild
solution de l’équation (3.3) si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) u : [−r,+∞[→ Xα est continue ;

ii) u(t) = T (t)ϕ(0) +
∫ t

0
T (t− s)[L(us) + g(s, u(s))]ds pour t ≥ 0 ;

iii) u0 = ϕ.
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Proposition 12 Nous supposons que l’hypothèse (3.8) est vérifiée. Nous
supposons aussi que la fonction g est uniformémet S-asymptotiquement ω-
périodique sur les ensembles bornés et que (H5) est vérifié. Pour chaque
φ ∈ Ω, définissons l’opérateur non linéaire ∧1 par

(∧1φ)(t) =

{
ϕ(t) si t ∈ [−r, 0],

T (t)ϕ(0) +
∫ t

0
T (t− s)[L(us) + g(s, u(s))]ds si t ≥ 0.

Alors l’opérateur ∧1 défini sur Ω est à valeur dans Ω.

Preuve Nous avons φ|R+ ∈ SAPω(Xα) car φ ∈ Ω. Puisque g vérifie l’hy-
pothèse (H5), le théorème 12 nous permet de déduire que la fonction h : t 7→
g(t, φ(t)) appartient à SAPω(Xα). En procédant exactement comme dans la
preuve de la proposition 11 et en remplaçant f(·) par h(·), nous pouvons dire
que l’opérateur ∧1 défini sur Ω est à valeur dans Ω.�

Théorème 27 Nous supposons que les hypothèses (3.8) et (H6) sont vérifiées.
Nous supposons aussi que la fonction g est uniformément S-asymptotiquement
ω-périodique sur les ensembles bornés et que (H5) est vérifiée. Alors pour
tout ϕ ∈ Cα, l’équation (3.3) a une unique mild solution dans Ω.

Preuve Considérons l’opérateur Q : Ω 7→ Ω défini par :

(Qu)(t) =

{
ϕ(t) si t ∈ [−r, 0],

T (t)ϕ(0) +
∫ t

0
T (t− s)[L(us) + g(s, u(s))]ds si t ≥ 0.

La proposition 12 montre que l’opérateur Q défini sur Ω est à valeur dans
Ω. Par conséquent l’opérateur Q est bien défini. Soient u, v ∈ Q. Pour tout
t ∈ [−r,+∞[, nous avons

|(Qu)(t)−(Qv)(t)|α

= |
∫ t

0

T (t−s)[
(
L(us)−L(vs)

)
+
(
g(s, u(s))−g(s, v(s))

)
]ds|α

≤
∫ t

0

|T (t−s)[
(
L(us)−L(vs)

)
+
(
g(s, u(s))−g(s, v(s))

)
]|αds

≤
∫ t

0

|| AαT (t−s)[
(
L(us)−L(vs)

)
+
(
g(s, u(s))−g(s, v(s))

)
] || ds

≤
∫ t

0

|| T (t−s)Aα[
(
L(us)−L(vs)

)
+
(
g(s, u(s))−g(s, v(s))

)
] || ds
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≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)|
(
L(us)−L(vs)

)
+
(
g(s, u(s))−g(s, v(s))

)
|αds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)[|L(us)−L(vs)|α+|g(s, u(s))−g(s, v(s))|α]ds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)|L(us)−L(vs)|αds

+

∫ t

0

Me−δ(t−s)|g(s, u(s))−g(s, v(s))|αds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)|L|B(Cα,Xα)|us−vs|Cαds

+

∫ t

0

Me−δ(t−s)Kg|u(s)−v(s)|αds

≤
∫ t

0

Me−δteδs|L|B(Cα,Xα)||u−v||Ω ds

+

∫ t

0

Me−δteδsKg||u−v||∞ ds

≤ Me−δt|L|B(Cα,Xα)||u−v||Ω
∫ t

0

eδs ds

+Me−δtKg||u−v||∞
∫ t

0

eδs ds

≤ M

δ
e−δt|L|B(Cα,Xα)||u−v||Ω(eδt−1)

+
M

δ
e−δtKg||u−v||∞(eδt−1)

≤ M

δ
e−δt|L|B(Cα,Xα)||u−v||Ωeδt+

M

δ
e−δtKg||u−v||∞eδt

≤ M

δ
|L|B(Cα,Xα)||u−v||Ω+

M

δ
Kg||u−v||∞.

Puisque ||u− v||∞ ≤ ||u− v||Ω, nous déduisons que pour tout t ≥ −r,

|(Qu)(t)− (Qv)(t)|α ≤
M

δ
|L|B(Cα,Xα)||u− v|| Ω +

M

δ
Kg||u− v|| Ω

≤ M

δ
(|L|B(Cα,Xα)+Kg)||u−v|| Ω.

Puisque l’hypothèse (3.8) est vérifiée, l’opérateur Q a un unique point fixe.
Par conséquent l’équation (3.3) a une unique solution u ∈ Ω. La preuve est
maintenant complète.�
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APPLICATION

Considérons l’équation aux dérivées partielles

∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x)+

∫ 0

−r
q(θ)y(t+θ, x)dθ+g(t, u(t, x)) t ∈ R+, x ∈ [0, π]

u(t, 0) = u(t, π) = 0 t ∈ R+

u(θ, x) = φ(θ, x), pour θ ∈ [−r, 0] et x ∈ [0, π] (3.9)

où q : [−r, 0] → R est continu. Afin d’étudier ce sytème dans la forme
abstraite de l’équation (3.3), nous choisissons X = L2([0, π]) et l’opérateur
A : D(A) ⊂ X 7→ X est donné par Au = u

′′
qui a pour domaine

D(A) = {u ∈ X : u′ ∈ X, u′′ ∈ X, u(0) = u(π) = 0}.

Alors −A génère un semi-groupe analytique T (·) tel que ||T (t)|| ≤ e−t, t ≥
0([65]). De plus, les valeurs propres de A sont n2π2 et les vecteurs propres
correspondantes sont en(x) =

√
2 sin(nπx), n = 1, 2, .... Nous choisissons

α = 1
2
. De là, nous avons

(a) Au =
∞∑
n=1

n2π2〈u, en〉en si u ∈ D(A) ;

(b) A
−1
2 u =

∞∑
n=1

1

n
〈u, en〉en si u ∈ X ;

(c) L’opérateur A
1
2 est donné par

A
1
2u =

∞∑
n=1

n〈u, en〉en

pour chaque u ∈ D(A
1
2 ) = {u ∈ X :

∑∞
n=1

1
n
〈u, en〉en ∈ X}.

Soit X 1
2

= (D(A
1
2 , | · | 1

2
) où |x| 1

2
= ||A 1

2x||2 pour chaque x ∈ D(A
1
2 ). Soit

Cα l’espace de Banach C([−r, 0],X 1
2
) muni de la norme | · |∞. Nous définissons

g : R+×X 1
2
7→ X 1

2
et φ : [−r, 0]× [0, π] 7→ X 1

2
par g(t, u(t))(x) = g(t, u(t, x))

et φ(θ)x = φ(θ, x) respectivement. Nous définissons l’opérateur L par

L(φ)(x) =

∫ 0

−r
q(θ)φ(θ)(x)dθ pour x ∈ [0, π], φ ∈ C 1

2
.
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Nous avons A
1
2φ(θ)(x) ∈ L2([−r, 0]) car φ ∈ C 1

2
. Nous déduisons alors que

|A
1
2L(φ)(x)|2 ≤

∫ 0

−r
q(θ)2dθ

∫ 0

−r
|A

1
2φ(θ)(x)|2dθ

≤ r( sup
−r≤θ≤0

q(θ))2

∫ 0

−r
|A

1
2φ(θ)(x)|2dθ

car q est continue sur [−r, 0] qui est un sous-ensemble compact de R. Par
conséquent, nous déduisons que∫ x

0

|A
1
2L(φ)(x)|2dx ≤ r( sup

−r≤θ≤0
q(θ))2

∫ π

0

∫ 0

−r
|A

1
2φ(θ)(x)|2dθdx

= r( sup
−r≤θ≤0

q(θ))2

∫ 0

−r

∫ π

0

|A
1
2φ(θ)(x)|2dxdθ.

Nous déduisons alors que

|L(φ)| 1
2
≤ r2( sup

−r≤θ≤0
q(θ))2|φ|2C 1

2

.

Ceci montre que L est un opérateur borné défini sur C 1
2

à valeur dans X 1
2
.

Par conséquent (3.9) prend la forme abstraite (3.3).

Nous supposons que
∫ 0

−r |q(θ)|dθ < 1 et que la fonction g : R+ × Xα 7→
Xα, t 7→ g(t, u) est continue et qu’il existe une constante Kg ≥ 0 telle que

|g(t, u)− g(t, v)|α ≤ Kg|u− v|α pour tout t ∈ R+, (u, v) ∈ X2.

Nous remarquons que de telles fonctions existent. Prenons par exemple f(t, x) =
e−tx. Alors |f(t, x)− f(t, y)| 1

2
≤ |x− y| 1

2
.

Théorème 28 Nous supposons que g est uniformément S-asymptotiquement
ω-périodique sur les ensembles bornés et asymptotiquement uniformément
continue sur les ensembles bornés. Alors le système (3.9) a une solution
unique définie sur [−r,+∞[ telle que sa restriction à R+ appartient à
SAPω(Xα) si

(
r2(sup−r≤θ≤0 q(θ))

2 +Kg

)
< 1.

Preuve Il suffit d’appliquer le théorème 27. −A génère un semi-groupe
analytique T (·) tel que ||T (t)|| ≤ e−t, t ≥ 0([65]). Par conséquent M = δ = 1
et l’hypothèse (3.8) est vérifiée. Nous avons montré que

|L(φ)| 1
2
≤ r2( sup

−r≤θ≤0
q(θ))2|φ|2C 1

2

.
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Nous déduisons donc que

|L|B(Cα,Xα) ≤ r2( sup
−r≤θ≤0

q(θ))2.

Or
(
r2(sup−r≤θ≤0 q(θ))

2 + Kg

)
< 1. Par conséquent l’hypothèse (H6) est

vérifiée. Alors le système (3.9) a une solution unique définie sur [−r,+∞[
telle que sa restriction à R+ appartient à SAPω(Xα).�

3.4 Une application pour une équation différentielle

à arguments constants par morceaux

3.4.1 Solutions S-asymptotiquement ω-périodiques dans
le cas linéaire

Définition 29 Une solution de l’équation (3.4) sur R+ est une fonction x
qui vérifie les conditions suivantes :
1- x(t) est continue sur R+.
2- La dérivée x′(t) existe pour tout point t ∈ R+, mais éventuellement n’est
dérivable qu’à la droite ou à la gauche du point [t] ∈ R+.
3- x(t) vérifie l’équation (3.4) sur chaque intervalle [n, n+ 1[ avec n ∈ N.

Nous supposons que A génère un C0 semi-groupe T (t) et que u est solution
de (3.4). Nous supposons aussi que f ∈ L1(R+,X). Alors la fonction g définie
par g(s) = T (t− s)x(s) est différentiable pour s < t.

dg(s)

ds
= −AT (t−s)x(s)+T (t−s)x′(s)

= −AT (t−s)x(s)+T (t−s)Ax(s)+ T (t−s)A0x([s])+T (t−s)f(s)

= T (t− s)A0x([s]) + T (t− s)f(s) (3.10)

Comme f ∈ L1(R,X), T (t−s)f(s) est intégrable sur [0, t] avec t ∈ R+. La
fonction x([s]) est une fonction étagée. Par conséquent x([s]) est intégrable
sur [0, t] avec t ∈ R+. En intégrant (3.10) sur [0, t], nous obtenons que

x(t)− T (t)x(0) =

∫ t

0

T (t− s)A0x([s])ds+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

Par conséquent, nous définissons
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Définition 30 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe T (t) et f ∈ L1(R+,X). La fonction x ∈ C(R+,X) donnée par

x(t) = T (t)c0 +

∫ t

0

T (t− s)A0x([s])ds+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

est la mild solution de l’équation (3.4).

Nous faisons maintenant les hypothèses suivantes.

(H.7) L’opérateur A est le générateur infinétésimal d’un semi-groupe
exponentiellement stable (T (t))t≥0 telle que il existe des constantes M > 0
et δ > 0 avec

||T (t)||B(X) ≤Me−δt, ∀t ≥ 0.

Lemme 16 Sous l’hypothèse (H.7), la fonction L définie par

L(t) = T (t)x(0)

appartient à SAPω(X).

Preuve
||L(t+ ω)− L(t)|| = ||T (t+ ω)x(0)− T (t)x(0)||

≤ ||T (t+ ω)x(0)||+ ||T (t)x(0)||

≤Me−δ(t+ω) +Me−δt

Puisque δ > 0, nous déduisons que

lim
t→∞
||L(t+ ω)− L(t)|| = 0.

Alors L ∈ SAPω(X).�

Lemme 17 Supposons que l’hypothèse (H.7) est vérifiée. Supposons que
l’opérateur A0 est un opérateur linéaire borné. Soit ω ∈ N. Définissons
l’opérateur non linéaire ∧1 par : pour chaque φ ∈ SAPω(X)

(∧1φ)(t) =

∫ t

0

T (t− s)A0φ([s])ds.

Alors l’opérateur ∧1 défini sur SAPω(X) est à valeur dans SAPω(X).
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Preuve Nous posons v(t) =
∫ t

0
T (t− s)A0φ([s])ds. Pour t ≥ 0, nous avons

v(t+ ω)− v(t) =

∫ t+ω

0

T (t+ ω − s)A0φ([s])ds−
∫ t

0

T (t− s)A0φ([s])ds

=

∫ ω

0

T (t+ω−s)A0φ([s])ds+

∫ t+ω

ω

T (t+ω−s)A0φ([s])ds

−
∫ t

0

T (t− s)φ(s)ds.

Alors nous avons

||v(t+ ω)− v(t)|| ≤ ||I1(t)||+ ||I2(t)||

où

I1(t) =

∫ ω

0

T (t+ ω − s)A0φ([s])ds

et

I2(t) =

∫ t+ω

ω

T (t+ ω − s)A0φ([s])ds−
∫ t

0

T (t− s)A0φ([s])ds.

En remarquant que

I1(t) = T (t)

∫ ω

0

T (ω − s)A0φ([s])ds

et en utilisant le fait que
(
T (t)

)
t≥0

est exponentiellement stable, nous déduisons
que

||I1(t)|| ≤Me−δt||v(ω)||.

Par conséquent lim
t→∞

I1(t) = 0.

Nous allons montrer que lim
t→∞
||φ([t+ ω])− φ([t])|| = 0.

Nous avons que lim
t→∞
||φ(t+ ω)− φ(t)|| = 0.

Par conséquent :

∀ε > 0, ∃T 0
ε ∈ R+,∀t > T 0

ε ⇒ ||φ(t+ ω)− φ(t)|| < ε.

Posons Tε = [T 0
ε ] + 1. Soit ε > 0. Pour t > Tε, nous observons que [t] ≥ Tε

car Tε est un entier. Nous déduisons donc que

∀ε > 0, ∃Tε ∈ R+,∀t > Tε ⇒ ||φ([t] + ω)− φ([t])|| < ε.
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Puisque ω est un entier, nous remarquons alors

∀ε > 0, ∃Tε ∈ R+,∀t > Tε ⇒ ||φ([t+ ω])− φ([t])|| < ε.

Soit ε > 0, nous pouvons trouver Tε suffisamment grand tel que

||Φ([t+ ω])− Φ([]t)|| < δ

M ||A0 ||
ε, pour t > Tε.

Par changement de variable nous déduisons que

I2(t) =

∫ t

0

T (t− s))A0(φ([s+ ω])− φ([s]))ds.

Alors nous obtenons que

||I2(t)|| ≤ ||
∫ Tε

0

T (t−s))A0(φ([s+ω])−x([s]))ds||+||
∫ t

Tε

T (t−s))A0(x([s+ω])−x([s]))ds||.

En observant que

||
∫ Tε

0

T (t−s)A0(φ([s+ω])−φ([s]))ds|| ≤
∫ Tε

0

||T (t−s)|| ||A0|| ||φ([s+ω])−φ([s])||

≤
∫ Tε

0

Me−δ(t−s) ||A0|| 2||φ||∞ds

≤ M ||A0|| 2||φ||∞
δ

(e−δ(t−Tε) − e−δt)

nous déduisons que

lim
t→∞

∫ Tε

0

T (t− s)(Φ([s+ ω])− Φ([s]))ds = 0.

Nous avons aussi que

||
∫ t

Tε

T (t− s)A0(Φ([s+ ω])− Φ([s]))ds|| ≤
∫ t

Tε

Me−δ(t−s) ||A0||
δ

M ||A0||
εds

≤ ε

∫ t

Tε

δe−δ(t−s)ds

≤ ε(1− e−δ(t−Tε))
≤ ε

Par conséquent lim
t→∞

∫ t

Tε

T (t− s)A0(Φ([s+ ω])− Φ([s]))ds = 0.

Nous déduisons donc que lim
t→∞

I2(t) = 0, ce qui prouve que ∧1 ∈ SAPω(X).�
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Théorème 29 Supposons que l’hypothèse (H.7) est vérifiée. Soit ω ∈ N.
Alors l’équation (3.4) a une unique solution (mild) S asymptotiquement ω-
périodique si

Θ :=
M

δ
||A0|| < 1.

Preuve Définissons l’opérateur non linéaire Γ : SAPω(X) 7→ SAPω(X) par

(Γu)(t) := L(t) + (∧1u)(t) + ∧2(t)

pour chaque u ∈ SAPω(X), où

(∧1u)(t) =

∫ t

0

T (t− s)A0φ([s])ds

et

∧2(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

Vérifions que l’opérateur non linéaire Γ est bien défini.
Le lemme 16 montre que L(t) est une fonction S asymptotiquement ω-
périodique. Le lemme 17 montre que l’opérateur ∧1 défini sur SAPω(X) est
à valeurs dans SAPω(X). Dans la preuve du lemme 11, nous montrons que
si Φ appartient à SAPω(X) alors l’application

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds

est une fonction S-asymptotiquement ω-périodique. Puisque f est une fonc-
tion S-asymptotiquement ω-périodique, nous déduisons donc que l’applica-
tion ∧2 défini sur R+ est une fonction S-asymptotiquement ω-périodique. Par
conséquent l’opérateur non linéaire Γ défini sur SAPω(X) et à valeur dans
SAPω(X).

Pour tout φ, ψ ∈ SAPω(X),

||Γ(φ)(t)−Γ(ψ)(t)||

= ||T (t)c0+

∫ t

0

T (t−s)A0φ([s])ds+

∫ t

0

T (t−s)f(s)ds

−T (t)c0−
∫ t

0

T (t−s)A0ψ([s])ds−
∫ t

0

T (t−s)f(s)ds||

≤ ||
∫ t

0

T (t−s)A0

(
φ([s])−ψ([s])

)
ds||
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≤
∫ t

0

||T (t−s)|| ||A0|| ||φ([s])−ψ([s])|| ds

≤
∫ t

0

||T (t−s)|| ||A0|| ||φ−ψ||∞ ds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)ds||A0|| ||φ−ψ||∞

≤ M

δ
||A0|| ||φ−ψ||∞.

Par conséquent, si Θ < 1, alors l’opérateur a un unique point fixe. L’équation (3.4)
a donc une unique (mild) solution S asymptotiquement ω-périodique.�

3.4.2 Solutions S-asymptotiquement ω-périodiques dans
le cas nonlinéaire

Définition 31 Une solution de l’équation (3.5) sur R+ est une fonction x(t)
qui vérifie les conditions suivantes :
1- x(t) est continue sur R+.
2- La dérivée x′(t) existe pour tout point t ∈ R+, mais éventuellement n’est
dérivable qu’à la droite ou à la gauche du point [t] ∈ R+.
3- x(t) vérifie l’équation (3.5) sur chaque intervalle [n, n+ 1[ avec n ∈ N.

Définition 32 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe T (t) et f ∈ L1(R+,X). La fonction x ∈ C(R+,X) donnée par

x(t) = T (t)c0 +

∫ t

0

T (t− s)A0x([s])ds+

∫ t

0

T (t− s)g(s, x(s))ds

est la mild solution de l’équation (3.5).

Nous faisons maintenant l’hypothèse suivante.

(H.8) La fonction g définie sur R+ × X et à valeurs dans X est uni-
formément S-asymptotiquement ω-périodiques sur les ensembles bornés et
asymptotiquement uniformément continues sur les ensembles bornés. Il existe
une constante Kg ≥ 0 telle que

||g(t, u)− g(t, v)|| ≤ Kg||u− v||

pour tout t ∈ R+, et ∀u, v ∈ X.
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Théorème 30 Supposons que les hypothèses (H.7)-(H.8) sont vérifiées.
Soit ω ∈ N. Alors l’équation (3.5) a une unique solution (mild) S asympto-
tiquement ω-périodique si

Θ :=
M

δ

(
||A0||+Kg

)
< 1.

Preuve Définissons l’opérateur non linéaire Γ : SAPω(X) 7→ SAPω(X) par

(Γu)(t) := L(t) + (∧1u)(t) + (∧3u)(t)

pour chaque u ∈ SAPω(X), où

(∧1u)(t) =

∫ t

0

T (t− s)A0φ([s])ds

et

(∧3φ)(t) =

∫ t

0

T (t− s)g(s, φ(s))ds.

Vérifions que l’opérateur ∧3 est bien défini. Si φ ∈ SAPω(X), alors le théorème
12 nous permet de déduire que la fonction Ψ(·) = g(·, φ(·)) appartient à
SAPω(X) quand φ ∈ SAPω(X). Dans la preuve du lemme 11, nous mon-
trons que si Φ appartient à SAPω(X) alors l’application

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)Φ(s)ds

est une fonction S-asymptotiquement ω-périodique. Puisque Ψ(·) = g(·, φ(·))
est une fonction S-asymptotiquement ω-périodique, nous déduisons donc que
l’opérateur ∧3 défini sur SAPω(X) est à valeurs dans SAPω(X). Le lemme 17
montre que l’opérateur ∧1 défini sur SAPω(X) est à valeurs dans SAPω(X).
Par conséquent l’opérateur non linéaire Γ défini sur SAPω(X) est à valeur
dans SAPω(X).

Pour tout φ, ψ ∈ SAPω(X),

||Γ(φ)(t)−Γ(ψ)(t)||

= ||T (t)c0+

∫ t

0

T (t−s)A0φ([s])ds+

∫ t

0

T (t−s)g(s, φ(s))ds

−T (t)c0−
∫ t

0

T (t−s)A0ψ([s])ds−
∫ t

0

T (t−s)g(s, ψ(s))ds||
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≤ ||
∫ t

0

T (t−s)A0

(
φ([s])−ψ([s])

)
ds||+||

∫ t

0

T (t−s)
(
g(s, φ(s))−g(s, ψ(s))

)
ds

≤
∫ t

0

||T (t−s)|| ||A0|| ||φ([s])−ψ([s])|| ds+
∫ t

0

||T (t−s)|| ||g(s, φ(s))−g(s, ψ(s))||ds

≤
∫ t

0

||T (t−s)|| ||A0|| ||φ−ψ||∞ ds+
∫ t

0

||T (t−s)||Kg ||φ−ψ||∞ ds

≤
∫ t

0

Me−δ(t−s)ds||A0|| ||φ−ψ||∞+

∫ t

0

MKge
−δ(t−s)ds ||φ−ψ||∞

≤ M

δ
||A0|| ||φ−ψ||∞+

M

δ
Kg ||φ−ψ||∞

≤ M

δ

(
||A0||+Kg

)
||φ−ψ||∞

Par conséquent, si Θ < 1, alors l’opérateur a un unique point fixe. L’équation (3.4)
a donc une unique (mild) solution S asymptotiquement ω-périodique.�

EXEMPLE
Nous traiterons de l’existence et de l’unicité d’une solution S-asymptotiquement

ω-périodique des équations données par les systèmes suivants :

{
∂u
∂t

(t, x) = ∂2u
∂x2 (t, x) + αu([t], x) + f(t) t ∈ R+, x ∈ [0, π], α ∈ R

u(t, 0) = u(t, π) = 0 t ∈ R+

(3.11)
et

{
∂u
∂t

(t, x) = ∂2u
∂x2 (t, x) + αu([t], x) + g(t, u(t, x)) t ∈ R+, x ∈ [0, π], α ∈ R

u(t, 0) = u(t, π) = 0 t ∈ R+

(3.12)
où α < 1, c0 : [0, π]→ R appartient àX, f est une fonction S-asymptotiquement

ω-périodique et g : R+ × X → X est uniformément S-asymptotiquement
ω-périodique sur les ensembles bornés et asymptotiquement uniformément
continu sur les ensembles bornés.

Posons (X, || · ||) = (L2(0, π), || · ||2) et définissons l’opérateur A : D(A) ⊂
X→ X par Au = u′′ qui a pour domaine de définition

D(A) = {u ∈ X, u′′ ∈ X, u(0) = u(π) = 0}.

Au(·) = 4u = u′′(·), ∀u(·) ∈ D(A).

A est le générateur infinitésimale d’un semi groupe analytique (T (t))t≥0 sur
X. A a un spectre discret, dont les valeurs propres sont −n2, n ∈ N et
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les vecteurs propres correspondant sont vn(x) =

√
2

π
sin(nx). Pour z ∈ X,

T (t)z =
∞∑
n=1

e−n
2t(z, vn)vn. Par conséquent ||T (t)|| ≤ e−t pour t ≥ 0.

Posons u(t)x = u(t, x), (t, x) ∈ R+ × (0, π) et considérons A0 : L2[0, π] 7→
L2[0, π], u→ αu. Alors A0 est un opérateur linéaire borné tel que ||A0|| = |α|
et A0u([t]) = αu([t], ·). Nous supposons aussi que

||g(t, u)− g(t, v)||2 ≤ Kg||u− v||2,

et que
|α|+Kg < 1.

Théorème 31 Nous supposons que ω ∈ N. Alors le système (3.11) (resp. (3.12))
a une unique mild solution S-asymptotiquement ω-périodique.

86



Chapitre 4

Mild solutions presque
automorphes pour une
équation différentielle neutre à
arguments constants par
morceaux

Introduction

L’étude des équations différentielles à arguments constants par morceaux
a débuté en 1983. Cependant d’une façon générale, les solutions de ces
équations sont définies dans des espaces de dimension finie. Ainsi les résultats
relatifs à l’équation (2.1) sont obtenus en dimension finie. Nous nous propo-
sons alors de définir la solution d’une équation différentielle à arguments
constants par morceaux en considérant la théorie des semi-groupes. Dans
[87], Tran Tat Dat donne des conditions d’existence de solutions presque
périodiques, périodiques et quasi périodiques de l’équation neutre à argu-
ments constants par morceaux suivante

x′(t) = Ax(t) +
N∑

j=−N

Ajx([t+ j]) + f(t). (4.1)

Cependant ces résultats sont obtenus dans un espace de Banach de dimen-
sion finie. En utilisant la théorie des semi-groupes, nous proposerons la ”mild
solution” de l’équation (4.1) et par conséquent nous travaillerons en dimen-
sion infinie. Sous certaines conditions, nous montrons qu’une solution x(t) de
l’équation (4.1) est presque automorphe si et seulement si la suite {x(n)}n∈Z
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est presque automorphe . En utilisant la théorie spectrale, nous proposons
des conditions d’existence de solutions presque automorphes de l’équation

x′(t) = Ax(t) + A0x([t]) + A1x([t+ 1]) + f(t). (4.2)

4.1 Solutions presque automorphes dans le

cas linéaire

Définition 33 Une solution de l’équation (4.1) sur R est une fonction x(t)
qui vérifie les conditions suivantes :
1- x(t) est continue sur R.
2- La dérivée x′(t) existe pour tout point t ∈ R, mais éventuellement n’est
dérivable qu’à la droite ou à la gauche du point [t] ∈ R.
3- x(t) vérifie l’équation (4.1) sur chaque intervalle [n, n+ 1[ avec n ∈ Z.

Nous supposons que A génère un C0 semi-groupe T (t) et que u est solution
de (4.1). Nous supposons aussi que f ∈ L1(R,X). Alors la fonction g définie
par g(s) = T (t− s)x(s) est différentiable pour s < t.

dg(s)

ds
= −AT (t−s)x(s)+T (t−s)x′(s)

= −AT (t− s)x(s) + T (t− s)Ax(s)

+ T (t− s)A−Nx([s−N ]) + ...+ T (t− s)ANx([s+N ]) + T (t− s)f(s)

= T (t−s)A−Nx([s−N ])+...+T (t−s)ANx([s+N ])+T (t−s)f(s)
(4.3)

Comme f ∈ L1(R,X), alors T (t−s)A−Nx([s−N ]), ..., T (t−s)A0x([s]), ..., T (t−
s)ANx([s + N ]) et T (t− s)f(s) sont intégrables sur [n, t[ avec t ∈ [n, n + 1[
et n ∈ Z. En intégrant (4.3) sur [n, t[, nous obtenons que

x(t)− T (t− n)x(n) =
N∑

j=−N

∫ t

n

T (t− s)Ajx(n+ j)ds+

∫ t

n

T (t− s)f(s)ds.

Par conséquent, nous définissons
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Définition 34 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-group T (t) et f ∈ L1(R,X). La fonction x ∈ C(R,X) donnée par

x(t) = T ({t})x([t]) +
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t− s)Ajdsx([t+ j]) +

∫ t

[t]

T (t− s)f(s)ds

est la mild solution de l’équation (4.1).

Remarque 7 La mild solution étant continue sur R, nous obtenons donc
que pour tout n ∈ Z

x(n+1) = T (1)x(n)+
N∑

j=−N

∫ n+1

n

T (n+1−s)Ajdsx(n+j)+

∫ n+1

n

T (n+1−s)f(s)ds.

Lemme 18 Si f est une fonction presque automorphe, alors la suite {
∫ n+1

n
T (n+

1− s)f(s)ds}n∈Z est presque automorphe.

Preuve Comme f(t) est une fonction presque automorphe, pour toute suite
{n′k}, il existe une sous-suite {nk} et une fonction mesurable g(t) tel que

lim
k→∞

f(t+ nk) = g(t) et lim
k→∞

g(t− nk) = f(t), t ∈ R.

Montrons que

lim
k→∞

∫ n+1+nk

n+nk

T (n+ 1 + nk − s)f(s)ds =

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)g(s)ds.

En utilisant le changement de variable y = s− nk − n, nous obtenons∫ n+1+nk

n+nk

T (n+ 1 + nk − s)f(s)ds =

∫ 1

0

T (1− s)f(s+ nk + n)ds.

En utilisant le théorème de convergence dominée, nous déduisons que

lim
k→∞

∫ 1

0

T (1− s)f(s+ nk + n)ds =

∫ 1

0

lim
k→∞

T (1− s)f(s+ nk + n)ds

=

∫ 1

0

T (1− s)g(s+ n)ds.

=

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)g(s)ds.
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Par conséquent

lim
k→∞

∫ n+1+nk

n+nk

T (n+ 1 + nk − s)f(s)ds =

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)g(s)ds.

Montrons que

lim
k→∞

∫ n+1−nk

n−nk
T (n+ 1− nk − s)g(s)ds =

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

En utilisant le changement de variable y = s+ nk − n, nous obtenons∫ n+1−nk

n−nk
T (n+ 1− nk − s)g(s)ds =

∫ 1

0

T (1− s)g(s− nk + n)ds.

En utilisant le théorème de convergence dominée, nous déduisons que

lim
k→∞

∫ 1

0

T (1− s)g(s− nk + n)ds =

∫ 1

0

lim
k→∞

T (1− s)g(s− nk + n)ds

=

∫ 1

0

T (1− s)f(s+ n)ds.

=

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Par conséquent

lim
k→∞

∫ n+1−nk

n−nk
T (n+ 1− nk − s)g(s)ds =

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

�

Lemme 19 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C0

semi-groupe T (t), que A−N , ..., AN sont des opérateurs linéaires bornés et
que f(t) est une fonction presque automorphe. Soit x(t) une mild solution
bornée de l’équation (4.1) sur R. Alors x(t) est presque automorphe ssi la
suite {x(n)}n∈Z est presque automorphe.

Preuve Il est évident que si x(t) est presque automorphe, la suite {x(n)}n∈Z
est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)}n∈Z est presque automorphe. Nous al-
lons prouver que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
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étapes.

Étape 1 :
Nous supposons que {n′k} est une suite à valeurs entières. Alors il existe une
sous-suite {nk} et une suite {v(n)} telles que

lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n); lim
k→∞

v(n− nk) = x(n), ∀n ∈ Z (4.4)

lim
k→∞

f(t+ nk) = g(t); lim
k→∞

g(t− nk) = f(t), ∀t ∈ R (4.5)

Pour tout t ∈ R, [t] est la partie entière et {t} la partie fractionnaire de t.
Alors, définissons

V (t) = T ({t})v([t]) +
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t− s)Ajdsv([t+ j]) +

∫ t

[t]

T (t− s)g(s)ds.

Nous posons C = max{||A−N ||, ..., ||AN ||}. Comme {t} ⊂ [0, 1[, nous remar-
quons donc que il existe M > 0 tel que ||T ({t})|| ≤M .

Montrons que lim
k→∞
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.

Nous avons

||x(t+nk)−V (t)||

≤ ||T ({t+nk})x([t]+nk)−T ({t})v([t])||

+||
N∑

j=−N

∫ t+nk

[t+nk]

T (t+nk−s)Ajdsx([t+nk+j])−
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsv([t+j])||

+||
∫ t+nk

[t+nk]

T (t+nk−s)f(s)ds−
∫ t

[t]

T (t−s)g(s)ds||

≤ ||T ({t})x([t]+nk)−T ({t})v([t])||

+||
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsx([t+nk+j])−
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsv([t+j])||

+||
∫ t

[t]

T (t−s)f(s+nk)ds−
∫ t

[t]

T (t−s)g(s)ds||

≤ ||T ({t})
(
x([t]+nk)−v([t])

)
||+||

N∑
j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajds
(
x([t+nk+j])−v([t+j])

)
||
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+||
∫ t

[t]

T (t−s)
(
f(s+nk)−g(s)

)
ds||

≤ ||T ({t})|| ||x([t]+nk)−v([t])||+||
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajds|| ||x([t+nk+j])−v([t+j])||

+

∫ t

[t]

||T (t−s)||||f(s+nk)−g(s)||ds

≤M ||x([t]+nk)−v([t])||+
N∑

j=−N

∫ t

[t]

||T (t−s)|| ||Aj||ds||x([t+nk+j])−v([t+j])||

+

∫ t

[t]

||T (t−s)||||f(s+nk)−g(s)||ds

≤M ||x([t]+nk)−v([t])||+MC(2N+1)
N∑

j=−N

||x([t+nk+j])−v([t+j])||

+

∫ t

[t]

M ||f(s+nk)−g(s)||ds.

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+nk)−V (t)||

≤ lim
k→∞

M ||x([t]+nk)−v([t])||+ lim
k→∞

MC(2N+1)
N∑

j=−N

||x([t+nk+j])−v([t+j])||

+ lim
k→∞

∫ t

[t]

M ||f(s+nk)−g(s)||ds.

En remarquant que

||f(s+ nk)− g(s)|| ≤ ||f ||∞ + ||g||∞

et ∫ t

[t]

||f ||∞ + ||g||∞ds ≤ ||f ||∞ + ||g||∞,

nous déduisons que

lim
k→∞
||x(t+nk)−V (t)||
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≤ lim
k→∞

M ||x([t]+nk)−v([t])||+ lim
k→∞

MC(2N+1)
N∑

j=−N

||x([t+nk+j])−v([t+j])||

+

∫ t

[t]

lim
k→∞

M ||f(s+nk)−g(s)||ds

en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Par conséquent lim
k→∞
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.

Montrons que lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| = 0.

Nous avons

||V (t−nk)−x(t)||

≤ ||T ({t−nk})v([t]−nk)−T ({t})x([t])||

+||
N∑

j=−N

∫ t−nk

[t−nk]

T (t−nk−s)Ajdsv([t−nk+j])−
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsx([t+j])||

+||
∫ t−nk

[t−nk]

T (t−nk−s)g(s)ds−
∫ t

[t]

T (t−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t})v([t]−nk)−T ({t})x([t])||

+||
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsv([t−nk+j])−
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajdsx([t+j])||

+||
∫ t

[t]

T (t−s)g(s−nk)ds−
∫ t

[t]

T (t−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t})
(
v([t]−nk)−x([t])

)
||+||

N∑
j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajds
(
v([t−nk+j])−x([t+j])

)
||

+||
∫ t

[t]

T (t−s)
(
g(s−nk)−f(s)

)
ds||

≤ ||T ({t})|| ||v([t]−nk)−x([t])||+||
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t−s)Ajds|| ||v([t−nk+j])−x([t+j])||

+

∫ t

[t]

||T (t−s)||||g(s−nk)−f(s)||ds
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≤M ||v([t]−nk)−x([t])||+
N∑

j=−N

∫ t

[t]

||T (t−s)|| ||Aj||ds||v([t+nk+j])−x([t+j])||

+

∫ t

[t]

||T (t−s)||||g(s−nk)−f(s)||ds

≤M ||v([t]−nk)−x([t])||+MC(2N+1)
N∑

j=−N

||v([t−nk+j])−x([t+j])||

+

∫ t

[t]

M ||g(s−nk)−f(s)||ds.

Par conséquent

lim
k→∞
||V (t−nk)−x(t)||

≤ lim
k→∞

M ||v([t]+nk)−x([t])||+ lim
k→∞

MC(2N+1)
N∑

j=−N

||v([t+nk+j])−x([t+j])||

+ lim
k→∞

∫ t

[t]

M ||g(s−nk)−f(s)||ds.

En remarquant que

||g(s− nk)− f(s)|| ≤ ||f ||∞ + ||g||∞

et ∫ t

[t]

||f ||∞ + ||g||∞ds ≤ ||f ||∞ + ||g||∞,

nous déduisons que

lim
k→∞
||V (t−nk)−x(t)||

≤ lim
k→∞

M ||v([t]−nk)−x([t])||+ lim
k→∞

MC(2N+1)
N∑

j=−N

||v([t−nk+j])−x([t+j])||

+

∫ t

[t]

lim
k→∞

M ||g(s−nk)−f(s)||ds

en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Par conséquent lim
k→∞
||V (t− nk)− x(t)|| = 0.
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Étape 2 :

Maintenant nous considérons le cas général où (s′k)k∈Z n’est pas nécessairement
une suite à valeurs entières.

Soient n′k = [s′k], t
′
k = {s′k} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite

{nk} de {n′k} et une suite {v(n)}n∈Z telles que (4.4) et (4.5) sont vérifiées. Il
existe aussi une sous-suite {tk} de {t′k} telle que lim

k→∞

tk = t0 ∈ [0, 1].

Tout d’abord considérons le cas où 0 < {t0 + t}. Nous montrerons que

lim
k→∞

x(t+ tk + nk) = lim
k→∞

x(t+ t0 + nk) = v(t0 + t).

Tout d’abord, vérifions que pour k suffisamment grand nous avons

[t+ t0] = [t+ tk].

Pour ε = {t0 + t} :

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ |t+ tk − (t+ t0)| < {t0 + t}

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ [t0 + t] < t+ tk

∃N0 ∈ N,∀k > N0 ⇒ [t0 + t] ≤ [t+ tk].

Montrons que {t+ tk} > 0.

Comme {t+ t0} > 0, nous déduisons que t+ t0 6= [t+ tk]. Si {t+ tk} = 0
alors t + tk = [t + tk]. Par conséquent t + t0 6= t + tk et t0 − tk 6= 0. Nous
obtenons alors deux cas : t0 − tk > 0 ou t0 − tk < 0. Si t0 − tk > 0, alors
lim
k→∞

t0 − tk > lim
k→∞

0. Par conséquent 0 > 0 (absurde). Si t0 − tk < 0, alors

lim
k→∞

t0 − tk < lim
k→∞

0. Par conséquent 0 < 0 (absurde).

Pour ε = {tk + t} :

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ |t+ tk − (t+ t0)| < {tk + t}

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ t+ tk − (t+ t0) < {t+ tk}

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ −(t+ t0) < −[t+ tk]

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ [t+ tk] < t+ t0

∃N1 ∈ N,∀k > N1 ⇒ [t+ tk] ≤ [t+ t0].

95



Posons N = max{N0, N1}. Nous obtenons donc que pour tout k > N que
[t+ tk] ≤ [t+ t0] et que [t+ tk] ≥ [t+ t0]. Par conséquent pour tout k > N ,
[t+ t0] = [t+ tk].

Considérons le cas où tk + t ≥ t0 + t.

La suite {x(n)}n∈Z étant bornée, l’image de la fonction f étant précompacte,
nous déduisons alors

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ ||T ({t+tk+nk})x([t+tk+nk])−T ({t+t0+nk})x([t+t0+nk])||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+tk+nk+j])

−
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

[t+t0+nk]

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0+nk+j])||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0+nk]

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})x([t+t0]+nk)−T ({t+t0})x([t+t0]+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds || (3.1)

≤ ||
(
T ({t+tk})−T ({t+t0})

)
x([t+t0]+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||
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+||
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

+||
∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})||||x([t+t0]+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+t0−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds||

+M ||f ||∞(t0−tk)

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})||||x||∞

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)Aj−T (t+t0−s)Ajds x([t+t0]+nk+j)||

+
N∑

j=−N

|tk−t0|M ||Aj||ds||x([t+t0]+nk+j)||

+||
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds||

+M ||f ||∞(t0−tk)

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})||||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

||T (t+tk−s)Aj−T (t+t0−s)Aj||ds ||x||∞

+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞

+||
∫ t+tk

[t+t0]

(
T (t+tk−s)−T (t+t0−s)

)
f(s+nk)ds||

+M ||f ||∞(t0−tk)
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≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})||||x||∞+
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)|| ||Aj||ds ||x||∞

+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+

∫ t+tk

[t+t0]

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)|| ||f ||∞ds

+M ||f ||∞(t0−tk)

≤ ||T ({t+tk})(T ({t+t0}−{t+tk})−I)||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

||T (t+tk−s)
(
T (t0−tk)−I

)
|| ||Aj||ds ||x||∞

+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+

∫ t+tk

[t+t0]

||T (t+tk−s)
(
T (t0−tk)−I

)
|| ||f ||∞ds

+M ||f ||∞(t0−tk)

Comme [t+ t0] ≤ s ≤ t+ tk, nous remarquons que

t+ tk − t− tk ≤ t+ tk − s ≤ t+ tk − [t+ t0]

0 ≤ t+ tk − s ≤ {t+ t0}+ tk

0 ≤ t+ tk − s ≤ 2.

Par conséquent, il existe une constante c > 0 telle que ||T (t + tk − s)|| ≤ c.
Nous obtenons donc que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤M ||(T ({t+t0}−{t+tk})−I)|| ||x||∞+
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

c||T (t0−tk)−I|| ||Aj||ds ||x||∞

+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+

∫ t+tk

[t+t0]

c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞ds+M ||f ||∞(t0−tk)

≤M ||(T (t0−tk)−I)|| ||x||∞+
N∑

j=−N

(t+tk−[t+t0])c||T (t0−tk)−I|| ||Aj|| ||x||∞

+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+(t+tk−[t+t0])c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞+M ||f ||∞(t0−tk)

≤M ||T (t0−tk)−I|| ||x||∞+2c||T (t0−tk)−I||C(2N+1)||x||∞
+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+2c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞+M ||f ||∞(t0−tk). (3.2)
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Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

M ||T (t0−tk)−I|| ||x||∞+2c||T (t0−tk)−I||C(2N+1)||x||∞

+ lim
k→∞

(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+2c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞+M ||f ||∞(t0−tk).

Nous déduisons donc que

lim
k→∞
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Maintenant, considérons le cas où tk + t < t0 + t. En utilisant (3.1), la suite
{x(n)}n∈Z étant bornée, l’image de la fonction f étant précompacte, nous
déduisons alors

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ ||T ({t+tk})x([t+t0]+nk)−T ({t+t0})x([t+t0]+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+t0]+nk

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+t0+nk

[t+t0]+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds ||

≤ ||
(
T ({t+tk})−T ({t+t0})

)
x([t+t0]+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)Ajdsx([t+t0]+nk+j)||

+||
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds ||

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})|| ||x([t+t0]+nk)||

+||
( N∑
j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)Ajds−
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)Ajds
)
x([t+t0]+nk+j)||
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+||
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds ||

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})|| ||x||∞

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)Ajds−
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)Ajds|| ||x||∞

+||
∫ t+tk

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})|| ||x||∞

+||
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

T (t+tk−s)Ajds−
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)Ajds|| ||x||∞

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0

T (t+tk−s)Ajds|| ||x||∞

+||
∫ t+t0

[t+t0]

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+t0

[t+t0]

T (t+t0−s)f(s+nk)ds||

+||
∫ t+tk

t+t0

T (t+tk−s)f(s+nk)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T ({t+t0})|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)|| ||Aj||ds ||x||∞+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞

+

∫ t+t0

[t+t0]

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)f(s+nk)||∞ds+M(tk−t0)||f ||∞

≤ ||T ({t+t0})
(
T ({t+tk}−{t+t0})−I

)
|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

||T (t+t0−s)
(
T (tk−t0)−I

)
|| ||Aj||ds ||x||∞+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞

+

∫ t+t0

[t+t0]

||T (t+t0−s)
(
T (tk−t0)−I

)
|| ||f ||∞ds+M(tk−t0)||f ||∞

Comme [t+ t0] ≤ s ≤ t+ t0, nous remarquons que

−(t+ t0) ≤ −s ≤ −[t+ t0]

t+ t0 − (t+ t0) ≤ t+ t0 − s ≤ {t+ t0}
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0 ≤ t+ t0 − s < 1.

Par conséquent, il existe une constante l > 0 telle que ||T (t + t0 − s)|| ≤ l.
Nous obtenons donc que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤M ||T ({t+tk}−{t+t0})−I|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+t0

[t+t0]

l||T (tk−t0)−I|| ||Aj||ds ||x||∞+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞

∫ t+t0

[t+t0]

l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞ds+M(tk−t0)||f ||∞

≤M ||T (tk−t0)−I|| ||x||∞+l||T (tk−t0)−I||C(2N+1) ||x||∞(t+t0−[t+t0])

+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞+l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞(t+t0−[t+t0])+M(tk−t0)||f ||∞.

≤M ||T (tk−t0)−I|| ||x||∞+l||T (tk−t0)−I||C(2N+1) ||x||∞
+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞+l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞+M(tk−t0)||f ||∞. (3.3)

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

M ||T (tk−t0)−I|| ||x||∞+l||T (tk−t0)−I||C(2N+1) ||x||∞

+ lim
k→∞

MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞+l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞+M(tk−t0)||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)|| = 0

Maintenant, considérons le cas où {t+ t0} = 0, t+ t0 est donc un entier.

Supposons que tk + t ≥ t0 + t. Dans ce cas nous déduisons que pour k
suffisamment grand [tk + t] = t0 + t. En effet tk + t ≥ [tk + t] ≥ t0 + t car
[tk + t] est le plus grand entier inférieur ou égal à tk + t. Par conséquent

lim
k→∞

[tk + t] = t0 + t.

Nous avons

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||
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≤ ||T ({t+tk+nk})x([t+tk+nk])−x(t+t0+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+tk+nk+j])||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})x(t+t0+nk)−x(t+t0+nk)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+tk+j]+nk)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

T (t+tk+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T (tk−t0)x(t+t0+nk)−x(t+t0+nk)||

+
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)Aj||ds ||x([t+tk+j]+nk)||

+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)f(s)||ds

≤ ||(T (tk−t0)−I)x(t+t0+nk)||

+
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)|| ||Aj||ds ||x([t+tk+j]+nk)||

+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)|| ||f(s)||ds

≤ ||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)|| ||Aj||ds ||x||∞

+

∫ t+tk+nk

[t+tk]+nk

||T (t+tk+nk−s)|| ||f ||∞ds.

Comme [t+ tk + nk] ≤ s ≤ t+ tk + nk, nous remarquons que

−(t+ tk + nk) ≤ −s ≤ −[t+ tk + nk]

t+ tk + nk − (t+ tk + nk) ≤ t+ tk + nk − s ≤ t+ tk + nk − [t+ tk + nk]
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0 ≤ t+ tk + nk − s < 1.

Par conséquent, il existe une constante l > 0 telle que ||T (t+tk+nk−s)|| ≤ l.
Nous obtenons donc que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ ||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(t+tk−[t+tk])||x||∞
+l(t+tk−[t+tk])||f ||∞
≤ ||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(t+tk−t−t0])||x||∞
+l(t+tk−t+t0)||f ||∞
≤ ||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(tk−t0])||x||∞+l(tk−t0)||f ||∞(3.4)

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞
||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(tk−t0])||x||∞+l(tk−t0)||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)|| = 0.

Maintenant supposons que tk + t < t0 + t. Montrons qu’à partir d’un certain
rang [t+ tk] = t+ t0 − 1.

Puisque lim
k→∞

t+ tk = t+ t0, pour ε = 1

∃N ∈ N,∀k > N ⇒ t+ t0 − (t+ tk) < 1

∃N ∈ N,∀k > N ⇒ t+ t0 − 1 < t+ tk

∃N ∈ N,∀k > N ⇒ t+ t0 − 1 ≤ [t+ tk]

car t+ t0 − 1 est un entier. En remarquant que

[t+ tk] ≤ t+ tk < t+ t0,

nous déduisons que [t + tk] < t + t0. Par conséquent à partir d’un certain
rang [t+ tk] = t+ t0 − 1.

Maintenant, montrons que

x(t+t0+nk) = T (1)x(t+t0+nk−1)+
N∑
j=0

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)
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+

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+ t0 + nk − s)f(s)ds

t + t0 et nk sont des entiers pour tout k ∈ N. Par conséquent nous pouvons
considérer la solution de l’équation (4.1) sur l’intervalle [t + t0 − 1 + nk, t +
t0 + nk[. Pour y ∈ [t+ t0 − 1 + nk, t+ t0 + nk[, nous avons

x(y) = T (y−(t+t0−1+nk))x(t+t0−1+nk)

+
N∑

j=−N

∫ y

[t+t0−1+nk]

T (t+ t0 − 1 + nk − s)Ajdsx([t+ t0 − 1 + nk + j])

+

∫ y

[t+t0−1+nk]

T (t+ t0 − 1 + nk − s)f(s)ds.

Or lim
y→t+t0+nk

x(y) = x(t+ t0 + nk). Par conséquent

x(t+t0+nk) = T (1)x(t+t0+nk−1)+
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)

+

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+ t0 + nk − s)f(s)ds

La suite {x(n)}n∈Z étant bornée, l’image de la fonction f étant précompacte,
les opérateurs A0, ..., AN étant bornés, nous déduisons alors que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ ||T ({t+tk+nk})x([t+tk+nk])−T (1)x(t+t0+nk−1)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)Ajdsx([t+tk+nk+j])

−
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||

+||
∫ t+tk+nk

[t+tk+nk]

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})x(t+t0+nk−1)−T (1)x(t+t0+nk−1)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+tk+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)
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−
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||

+||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+t0+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||
(
T ({t+tk})−T (1)

)
x(t+t0+nk−1)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+tk+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||

+||
∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+tk+nk−s)f(s)ds−
∫ t+tk+nk

t+t0+nk−1

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

+||
∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T (1)|| ||x(t+t0+nk−1)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

T (t+tk−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)

−
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

T (t+t0−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||

+||
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)Ajds|| ||x(t+t0+nk−1+j)||

+||
∫ t+tk

t+t0−1

T (t+tk−s)f(s+nk)ds−
∫ t+tk

t+t0−1

T (t+t0−s)f(s+nk)ds||

+||
∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T (1)|| ||x||∞

+||
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

T (t+tk−s)Aj−T (t+t0−s)Ajdsx(t+t0+nk−1+j)||
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+||
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)Ajds|| ||x(t+t0+nk−1+j)||

+||
∫ t+tk

t+t0−1

(
T (t+tk−s)−T (t+t0−s)

)
f(s+nk)ds||

+||
∫ t+t0+nk

t+tk+nk

T (t+t0+nk−s)f(s)ds||

≤ ||T ({t+tk})−T (1)|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)|| ||Aj||ds||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

||T (t+t0+nk−s)|| ||Aj||ds|| ||x||∞

+

∫ t+tk

t+t0−1

||T (t+tk−s)−T (t+t0−s)|| ||f ||∞ds

+

∫ t+t0+nk

t+tk+nk

||T (t+t0+nk−s)|| ||f ||∞ds

≤ ||T ({t+tk})(I−T (1−{t+tk}))|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

||T (t+tk−s)
(
I−T (t0−tk)

)
|| ||Aj||ds||x||∞+

N∑
j=−N

(t0−tk)M ||Aj|||| ||x||∞

+

∫ t+tk

t+t0−1

||T (t+tk−s)
(
I−T (t0−tk)

)
|| ||f ||∞ds+(t0−tk)M ||f ||∞.

Nous avons que t+ t0 − 1 ≤ s ≤ t+ tk. Nous déduisons donc que

−(t+ tk) ≤ −s ≤ −(t+ t0 − 1)

t+ tk − (t+ tk) ≤ t+ tk − s ≤ t+ tk − (t+ t0 − 1)

0 ≤ t+ tk − s ≤ tk − t0 + 1

0 ≤ t+ tk − s ≤ tk + 1

0 ≤ t+ tk − s ≤ 2.

Par conséquent il existe une constante l0 > 0 telle que ||T (t+ tk − s)|| ≤ l0.
Nous obtenons donc que

||x(t+tk+,k )−x(t+t0+nk)||
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≤M ||I−T (1−{t+tk})|| ||x||∞

+
N∑

j=−N

∫ t+tk

t+t0−1

l0||I−T (t0−tk)|| ||Aj||ds||x||∞+
N∑

j=−N

(t0−tk)M ||Aj|||| ||x||∞

+

∫ t+tk

t+t0−1

l0||I−T (t0−tk)|| ||f ||∞ds+(t0−tk)M ||f ||∞

≤M ||I−T (t0−tk)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)||C(2N+1)||x||∞
+(t0−tk)M C(2N+1)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)|| ||f ||∞+(t0−tk)M ||f ||∞. (3.5)

Par conséquent

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

M ||I−T (t0−tk)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)||C(2N+1)||x||∞

+ lim
k→∞

(t0−tk)M C(2N+1)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)|| ||f ||∞+(t0−tk)M ||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite croissante ou
décroissante. Nous avons donc la preuve du lemme.�

Théorème 32 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe T (t), que A0, A1 sont des opérateurs linéaires bornés et que
f(t) est une fonction presque automorphe. Nous supposons aussi que I −∫ 1

0
T (t−s)A1ds est inversible, que le spectre de

(
I−
∫ 1

0
T (1−s)A1ds

)−1(
T (1)+∫ 1

0
T (1 − s)A0ds

)
sur le cercle unité est dénombrable et que l’espace X ne

contient aucun sous-espace isomorphe à c0. Alors chaque mild solution bornée
de l’équation (4.2) est presque automorphe.

Preuve Pour t ∈ [n, n+ 1[, nous avons

x(t) = T (t−n)x(n)+

∫ t

n

T (t−s)A0dsx(n)+

∫ t

n

T (t−s)A1dsx(n+1)+

∫ t

n

T (t−s)f(s)ds.

Par conséquent

x(n+1) = T (1)x(n)+

∫ n+1

n

T (n+1−s)A0dsx(n)+

∫ n+1

n

T (n+1−s)A1dsx(n+1)
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+

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Par le changement de variable y = s− n. Nous déduisons que

x(n+ 1) = T (1)x(n) +

∫ 1

0

T (1− s)A0dsx(n) +

∫ 1

0

T (1− s)A1dsx(n+ 1)

+

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Nous obtenons alors que

x(n+ 1) =
(
I −

∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1(

T (1) +

∫ 1

0

T (1− s)A0ds
)
x(n)

+
(
I −

∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1
∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Le lemme 18 nous permet de dire que la suite(
I −

∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1
∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds

est presque automorphe. X ne contient aucun sous-espace isomorphe à c0. le

spectre de
(
I −

∫ 1

0
T (1 − s)A1ds

)−1(
T (1) +

∫ 1

0
T (1 − s)A0ds

)
sur le cercle

unité est dénombrable. Les hypothèses du théorème (13) sont donc vérifiées.
Par conséquent la suit {x(n)}n∈Z est presque automorphe. La solution x est
donc presque automorphe.�

Lemme 20 Si h(t) ∈ AA0(X), alors l(t) =
∫ t

[t]
T (t− s)h(s)ds ∈ AA0(X).

Preuve Comme [t] ≤ s ≤ t, nous déduisons donc que 0 ≤ t − s < 1. Par
conséquent il existe une constante M > 0, telle que

||
∫ t

[t]

T (t− s)h(s)ds|| ≤M

∫ t

[t]

||h(s)||ds.

Soit T ∈ R+, nous avons∫ T

−T
||
∫ t

[t]

T (t− s)h(s)ds||dt ≤M

∫ T

−T

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt.

Dans la preuve du lemme 8, nous montrons que
∫ T
−T

∫ t
[t]
||h(s)||dsdt ≤ L1 +

L2 + L3 où

L1 =

∫ [−T ]+1

−T

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt,
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L2 =

∫ [T ]

[−T ]+1

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt,

L3 =

∫ T

[T ]

∫ t

[t]

||h(s)||dsdt,

et tel que

lim
T→∞

1

2T
L1 = lim

T→∞

1

2T
L2 = lim

T→∞

1

2T
L3 = 0.

Par conséquent

1

2T

∫ T

−T
||
∫ t

[t]

T (t− s)h(s)ds||dt ≤ M

2T
(L1 + L2 + L3).

Nous déduisons donc que

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
||
∫ t

[t]

T (t− s)h(s)ds||dt ≤ lim
T→∞

M

2T
(L1 + L2 + L3).

Alors lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
||
∫ t

[t]

T (t− s)h(s)ds||dt = 0.�

Proposition 13 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe T (t), que A−N , ..., AN sont de opérateurs linéaires bornés
et que f est une fonction pseudo presque automorphe. Soit x une mild so-
lution bornée de l’équation (4.1) sur R. Si la suite {x(n)}n∈Z est presque
automorphe, alors x est pseudo presque automorphe.

Preuve Soit f(t) = f1(t) + f2(t) ∈ PAA(X), où f1(t),∈ AA(X), f2(t) ∈
AA0(X).

Alors x(t) = V (t) + l(t), où

V (t) = T ({t})x([t]) +
N∑
j=0

∫ t

[t]

T (t− s)Ajdsx([t+ j]) +

∫ t

[t]

T (t− s)f1(s)ds

l(t) =

∫ t

[t]

T (t− s)f2(s)ds.

Dans la preuve du lemme 19 nous montrons que si la suite {x(n)}n∈Z
est presque automorphe, alors V (t) est une fonction presque automorphe. Le
lemme 20 montre que l(t) est ergodique.�
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4.2 Solutions compact presque automorphes

dans le cas linéaire

Lemme 21 (Voir [90], lemme 3.5, p.174)

a) Si lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n), ∀n ∈ Z, alors

lim
k→∞

sup
t∈K

||x([t] + nk)− v([t])|| = 0, ∀K ⊂ R.

b) Si lim
k→∞

sup
t∈K

||f(t+ nk)− g(t)|| = 0,∀K ⊂ R alors

lim
k→∞

sup
t∈K

∫ t

[t]

||f(s+ nk)− g(s)||ds = 0,∀K ⊂ R.

Lemme 22 Si ∀n ∈ Z

lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n),

alors pour i = −N, ..., N

lim
k→∞

sup
t∈K

||x([t] + i+ nk)− v([t] + i)|| = 0, ∀K ⊂ R.

Preuve ∀K ⊂ R, nous remarquons que {[t] + i, t ∈ K} est un ensemble
fini d’entiers. Alors la convergence de

||x([t] + i+ nk)− v([t] + i)||

est uniforme sur K.�

Lemme 23 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C0

semi-groupe T (t), que A−N , ..., AN sont des opérateurs linéaires bornés et que
f est une fonction compacte presque automorphe. Soit x une mild solution
bornée de l’équation (4.1) sur R. Alors x est une solution compact presque
automorphe ssi la suite {x(n)}n∈Z est presque automorphe.

Preuve Il est évident que si x est compact presque automorphe, la suite
{x(n)} ∈ N est presque automorphe.

Maintenant supposons que {x(n)}n∈N est presque automorphe. Nous mon-
trerons que x(t) est presque automorphe. La preuve se divise en plusieurs
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étapes.

Étape 1 :
Nous supposons que {n′k} est une suite à valeurs entières. Alors il existe une
sous-suite {nk} et une suite {v(n)} telles que

lim
k→∞

x(n+ nk) = v(n); lim
k→∞

v(n− nk) = x(n), ∀n ∈ Z (4.6)

lim
k→∞

sup
t∈K
||f(t+ nk)− g(t)|| = 0; lim

k→∞
g(t− nk) = f(t), ∀t ∈ R (4.7)

Alors, nous définissons

V (t) = T ({t})v([t]) +
N∑

j=−N

∫ t

[t]

T (t− s)Ajdsv([t+ j]) +

∫ t

[t]

T (t− s)g(s)ds.

Nous posons C = max{||A0||, ..., ||AN ||}. Comme {t} ⊂ [0, 1[, nous remar-
quons qu’il existe M > 0 tel que ||T ({t})|| ≤M .
Dans la preuve du lemme 19, nous montrons que

||x([t+nk])−V (t)||

≤M ||x([t]+nk)−v([t])||+
N∑

j=−N

MC||x[t+nk+j])−v([t+j])||+
∫ t

[t]

M ||f(s+nk)−g(s)||ds.

Par conséquent

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+nk)−V (t)||

≤ lim
k→∞

sup
t∈K

M ||x([t]+nk)−v([t])||+ lim
k→∞

sup
t∈K

N∑
j=−N

MC||x[t+nk+j])−v([t+j])||

+ lim
k→∞

sup
t∈K

∫ t

[t]

M ||f(s+nk)−g(s)||ds.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ nk)− V (t)|| = 0.

Étape 2 :
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Maintenant nous considérons le cas général où (s′k)k∈Z n’est pas nécessairement
une suite à valeurs entières.

Soient n′k = [s′k], t
′
k = {s′k} pour chaque k. Alors il existe une sous-suite

{nk} de {n′k} et une suite {v(n)}n∈Z telles que (4.6) et (4.7) sont vérifiées. Il
existe aussi une sous-suite {tk} de {t′k} telle que lim

k→∞

tk = t0 ∈ [0, 1].

Tout d’abord considérons le cas où 0 < {t0 + t}. Nous montrerons que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− lim

k→∞
x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Tout d’abord nous supposons que tk + t ≤ t0 + t. Nous avons montré dans la
preuve du lemme 19 que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤M ||T (t0−tk)−I|| ||x||∞+2c||T (t0−tk)−I||C(2N+1)||x||∞
+(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+2c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞+M ||f ||∞(t0−tk). (3.2)

Par conséquent

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

sup
t∈K

M ||T (t0−tk)−I|| ||x||∞+2c||T (t0−tk)−I||C(2N+1)||x||∞

+ lim
k→∞

sup
t∈K

(t0−tk)MC(2N+1)||x||∞+2c||T (t0−tk)−I|| ||f ||∞+M ||f ||∞(t0−tk).

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Maintenant, considérons le cas où tk + t > t0 + t. Nous avons montré dans la
preuve du lemme 19 que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤M ||T (tk−t0)−I|| ||x||∞+l||T (tk−t0)−I||C(2N+1) ||x||∞
+MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞+l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞+M(tk−t0)||f ||∞. (3.3)

Par conséquent

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||
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≤ lim
k→∞

sup
t∈K

M ||T (tk−t0)−I|| ||x||∞+l||T (tk−t0)−I||C(2N+1) ||x||∞

+ lim
k→∞

sup
t∈K

MC(2N+1)(tk−t0)||x||∞+l||T (tk−t0)−I|| ||f ||∞+M(tk−t0)||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)|| = 0

Maintenant, considérons le cas où {t+ t0} = 0, t+ t0 est donc un entier.
Considérons le cas où t + tk ≤ t + t0. Nous avons montré dans la preuve du
lemme 19 que

||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ ||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(tk−t0])||x||∞+l(tk−t0)||f ||∞.(3.4)

Par conséquent

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

sup
t∈K
||(T (tk−t0)−I)|| ||x||∞+lC(2N+1)(tk−t0])||x||∞+l(tk−t0)||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)|| = 0.

Maintenant supposons que tk + t > t0 + t.
Nous avons montré dans la preuve du lemme 19 que

lim
k→∞
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤M ||I−T (t0−tk)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)||C(2N+1)||x||∞
+(t0−tk)M C(2N+1)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)|| ||f ||∞+(t0−tk)M ||f ||∞.(3.5)

Par conséquent

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+tk+nk)−x(t+t0+nk)||

≤ lim
k→∞

sup
t∈K

M ||I−T (t0−tk)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)||C(2N+1)||x||∞

+ lim
k→∞

sup
t∈K

(t0−tk)M C(2N+1)|| ||x||∞+(tk−t0+1)l0||I−T (t0−tk)|| ||f ||∞+(t0−tk)M ||f ||∞.

Nous déduisons donc que

lim
k→∞

sup
t∈K
||x(t+ tk + nk)− x(t+ t0 + nk)|| = 0.

Nous savons que de toute suite, on peut extraire une sous-suite croissante ou
décroissante. Nous avons donc la preuve du lemme.�
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Théorème 33 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C0

semi-groupe T (t), que A0, A1 sont des opérateurs linéaires bornés et que f(t)
est une fonction compact presque automorphe. Nous supposons aussi que I−∫ 1

0
T (t−s)A1ds est inversible, que le spectre de

(
I−
∫ 1

0
T (1−s)A1ds

)−1(
T (1)+∫ 1

0
T (1 − s)A0ds

)
sur le cercle unité est dénombrable et que l’espace X ne

contient aucun sous-espace isomorphe à c0. Alors chaque mild solution bornée
de l’équation (4.2) est compacte presque automorphe.

Preuve Pour t ∈ [n, n+ 1[, nous avons

x(t) = T (t−n)x(n)+

∫ t

n

T (t−s)A0dsx(n)+

∫ t

n

T (t−s)A1dsx(n+1)+

∫ t

n

T (t−s)f(s)ds.

Par conséquent

x(n+1) = T (1)x(n)+

∫ n+1

n

T (n+1−s)A0dsx(n)+

∫ n+1

n

T (n+1−s)A1dsx(n+1)

+

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Par le changement de variable y = s− n, nous déduisons que

x(n+ 1) = T (1)x(n) +

∫ 1

0

T (1− s)A0dsx(n) +

∫ 1

0

T (1− s)A1dsx(n+ 1)

+

∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

Nous obtenons alors que

x(n+ 1) =
(
I −

∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1(

T (1) +

∫ 1

0

T (1− s)A0ds
)
x(n)

+
(
I −

∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1
∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds.

f(t) étant une fonction compact presque automorphe, f(t) étant une fonction
presque automorphe. Le lemme 23 nous permet de dire que la suite(

I −
∫ 1

0

T (1− s)A1ds
)−1
∫ n+1

n

T (n+ 1− s)f(s)ds

est presque automorphe. X ne contient aucun sous-espace isomorphe à c0. le

spectre de
(
I −

∫ 1

0
T (1 − s)A1ds

)−1(
T (1) +

∫ 1

0
T (1 − s)A0ds

)
sur le cercle

unité est dénombrable. Les hypothèses du théorème (13) sont donc vérifiées.
Par conséquent la suit {x(n)}n∈Z est presque automorphe. La solution x est
donc compact presque automorphe.�
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Proposition 14 Nous supposons que A est le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe T (t), que A−N , ..., AN sont de opérateurs linéaires bornés et
que f est une fonction pseudo compact presque automorphe. Soit x une mild
solution bornée de l’équation (4.1) sur R. Si la suite {x(n)}n∈Z est presque
automorphe, alors x est pseudo compact presque automorphe.

Preuve Soit f(t) = f1(t) + f2(t) ∈ PKAA(X), où f1(t) ∈ KAA(X),
f2(t) ∈ AA0(X).

Alors x(t) = V (t) + l(t), où

V (t) = T ({t})x([t]) +
N∑
j=0

∫ t

[t]

T (t− s)Ajdsx([t+ j]) +

∫ t

[t]

T (t− s)f1(s)ds

l(t) =

∫ t

[t]

T (t− s)f2(s)ds.

Dans la preuve du lemme 23, nous montrons que si la suite {x(n)}n∈Z
est presque automorphe, alors V (t) est une fonction compact presque auto-
morphe. Le lemme 20 montre que l(t) est ergodique.�
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for square-mean almost automorphic functions and applications to
stochastic differential equations, Nonlinear Analysis, Vol.74 (2011)
2210-2219.

[25] K.L Cooke,J. Wiener, Retarded differential equations with piecewise
constant argument delays, Journal of Mathematical Analysis and
Application 99(1984) 265-297.

[26] K.L Cooke,J. Wiener, Stability regions for linear equations with piece-
wise continuous delay, Computer and Mathematics with Applications,
Vol.12 A (1986), 695-701.

[27] K.L Cooke,J. Wiener, An Equation Alternatively Retarded And Advan-
ced Type, Proceedings of the American Mathematical Society Vol.99,
No.4 (1987) 726-732.

[28] C. Cuevas, M. Pierri, A. Sepulveda, Weighted S-asymptotically ω-
Periodic Solutions of a Class of Fractional differential equations,

118



Hindawi Publishing Corporation, Advances in Difference Equations,
Vol.2011, Article ID 584874, 13 pages.

[29] C. Cuevas, A. Sepulveda, H. Soto, Almost periodic and pseudo-almost
periodic solutions to fractional differential and integro-differential
equations, Applied Mathematics and Computation, Vol.218 (2011)
1735-1745.

[30] C. Cuevas, J.C. de Souza, S-asymptotically ω-periodic solutions of se-
milinear fractional integro-differential equations, Applied Mathematics
Letters, Vol.22 (2009) 865-870.

[31] W. Desch, R. Grimmer, W. Schappacher, Some considerations for
linear integro-differential equations, Journal of Mathematical Analysis
and Application, Vol.104 (1984) 219-234.

[32] H. Ding, T. Xiao, J. Liang, Asymptotically almost automorphic solutions
for some integrodifferential equations with nonlocal initial conditions,
Journal of Mathematical Analysis and Application, Vol.338 (2008)
141-151.

[33] T. Diagana, Stepanov-like pseudo-almost periodicity and its applications
to some nonautonomous differential equations Nonlinear Analysis,
69(2008) 4277-4285.

[34] T. Diagana, Pseudo-almost automorphic solutions to some classes of
nonautonomous partial evolution equations, Differential Equations and
Applications, Vol.1, No.4 (2009) 561-582.

[35] T. Diagana, Existence of Pseudo-Almost Automorphic Mild Solutions
to some Nonautonomous Partial Evolution Equations, Advances in
Difference 2011 Article ID 895079, 23 pages doi : 10.1155/2011/895079.

[36] T. Diagana, Existence of weighted Pseudo-Almost periodic solutions to
some classes of nonautonomous partial evolution equations, Nonlinear
Analysis, Vol.74 (2011) 600-615.

[37] T. Diagana, E. Hernández, Existence and uniqueness of pseudo almost
periodic solutions to some abstract partial neutral functional-differential

119



equations and applications, Journal of Mathematical Analysis and
Application, Vol.327 (2007) 776-791.

[38] T. Diagana, E. Hernández, J.P.C Dos Santos, Existence of asympto-
tically almost automorphic solutions to some abstract partial neutral
integro-differential equations, Nonlinear Analysis, Vol.71 (2009) 248-267.

[39] T. Diagana, E. Hernández, M. Rabello, Pseudo almost periodic solu-
tions to some non-autonomous neutral functional differential equations
with unbounded delay, Mathematical and Computer Modelling 45
(2007)1241-1252.

[40] T. Diagana, G. Mophou, G. N’Guérékata, Existence of weighted pseudo-
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the existence of Cn -almost-periodic solutions for partial functional
differential equations with finite delay, Nonlinear Analysis 69 (2008)
1413-1424.
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[62] J. Liang, G. N’Guérékata, T. Xiao, J. Zhang, Some properties of pseudo
almost automorphic function and applications to abstract differential
equations, Nonlinear Analysis 70(2009) 2731-2735.
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