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Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni dans un canal
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Résumé

Plusieurs études tant numériques qu’expérimentales font état de la présence d’in-

stabilités thermiques dans des films liquides chauffés uniformément par le bas pour

des conditions aux limites et d’écoulements particuliers. La présence de ces insta-

bilités modifiera les transferts thermiques associés. Le sujet de ce travail de thèse

consiste à étudier numériquement les instabilités thermoconvectives d’un écoulement

laminaire tridimensionnel de convection mixte dans un canal horizontal à surface

libre. Les variations de la tension de surface avec la température (effet Marangoni

ou effet thermocapillaire) sont prises en compte. Bien que d’un intérêt certain

pour de nombreuses applications industrielles, cette situation a été très peu étudiée

d’un point de vue académique dans la configuration considérée ici. Dans cette con-

figuration plusieurs types de structures thermoconvectives sont susceptibles d’ap-

parâıtre. Lorsque les forces induites par les courants de convection naturelle, forcée

et thermocapillaire sont du même ordre de grandeur, les premiers résultats mon-

trent un développement des instabilités sous forme de rouleaux convectifs lon-

gitudinaux stationnaires semblables à ceux rencontrés pour des écoulements de

type Poiseuille-Rayleigh-Bénard. A notre connaissance, c’est la première fois que

l’écoulement de convection de type Poiseuille-Rayleigh-Bénard associé aux effets

Marangoni est étudié. Le nombre et la distribution spatiale des rouleaux convectifs

le long du canal dépendent des conditions de l’écoulement. Nous proposons une

étude numérique pour ces conditions particulières d’écoulement pouvant conduire

à des instabilités avec une évaluation de leur effet sur les transferts de chaleur.
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Les équations de Navier-Stokes et de l’énergie sont résolues numériquement par la

méthode de volumes finis en prenant en compte les effets thermocapillaires. Les

résultats présentés concernent l’influence des paramètres contrôlant l’écoulement

(nombres de Reynolds, de Rayleigh, de Biot, de Marangoni et le rapport de forme)

sur les motifs de l’écoulement et les échanges thermiques. Dans une seconde par-

tie du travail, complémentaire à la première, une analyse de stabilité linéaire de

l’écoulement dans un canal ouvert à surface libre d’extension latérale infinie est

réalisée en utilisant la méthode spectrale de type collocation Chebyshev pour résoudre

un système aux valeurs propres. Les diagrammes de stabilité déterminant les seuils

des paramètres conduisant à l’instabilité thermoconvective ont été obtenus et analysés,

ainsi que les structures spatiales associées.



Abstract

Several studies both numerical and experimental have reported the presence of

thermal instabilities in liquid films uniformly heated from below for specific bound-

ary conditions and flows. The presence of these instabilities modifies the associated

heat transfer. The subject of this PhD thesis is to study numerically the instability

of three-dimensional laminar mixed convection within a liquid flowing on a horizon-

tal channel heated uniformly from below. The upper surface is free and assumed

to be flat. The variations of the surface tension with the temperature (Marangoni

effect or thermocapillary effect) are taken into account. Although of great interest

for many industrial applications, this problem has received little attention from an

academic point of view. In this configuration, several types of thermoconvective

structures may appear. When the strength of the buoyancy, thermocapillary effects

and forced convective currents are comparable, the results show the development of

instabilities in the form of steady longitudinal convective rolls similar to those en-

countered in the Poiseuille-Rayleigh-Bénard flow. To our knowledge, this is the first

time that the Poiseuille-Rayleigh-Bénard flow associated to the Marangoni effects

has been investigated. The number and spatial distribution of the convective rolls

along the channel depend on the flow conditions. We propose a numerical study on

the flow conditions that could lead to thermal instabilities with an evaluation of

their effect on the heat transfer. The coupled Navier-Stokes and energy equations

are solved numerically by the finite volume method taking into account the ther-

mocapillary effects. The results presented concern the influence of several control
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parameters (the Reynolds, Rayleigh, Biot and Marangoni numbers and the aspect

ratio of the channel) on the flow patterns and heat transfer characteristics. In the

second part of this work, complimentary to the first, a linear stability analysis of a

horizontal liquid film flowing in an open channel, with infinite lateral extension and

uniform heating from below, is carried out. An eigenvalue problem is obtained in

the course of this analysis which is solved numerically using the Chebyshev colloca-

tion spectral method. The stability diagrams determining the threshold parameters

leading to thermoconvective instabilities were obtained and analyzed as well as the

associated spatial patterns.
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1 6 Pr 6 100 et Pe = 0.5 (tiré de Nicolas (2002) d’après Cheng et Wu

(1976)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49



✞

✝

☎

✆10 Table des figures

I.8 Evolution axiale du nombre de Nusselt moyenné transversalement pour un
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la température θ̂ (lignes) pour le mode propre le plus instable des rouleaux

longitudinaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

IV.12 Composantes transversales de la vitesse (V̂y, V̂z) (flèches) et isothermes de
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fonction du nombre de Biot Bi (Pr = 7, Re = 1 et Ma = 0). . . . . . . . . 139

IV.18 Evolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction du nombre de
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bilité donnant des rouleaux longitudinaux (Re = 1, Pr = 7 et Ma = 0). . 138

IV.6 Comparaison des nombres de Rayleigh critiques obtenus pour l’écoulement
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I.2 Phénomènes physiques étudiés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

I.2.1 Convection naturelle, forcée et mixte . . . . . . . . . . . . . 32

I.2.2 Effet thermocapillaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

I.3 Ecoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard . . . . . . . . . . . . . . 39

I.4 Convection de Marangoni : effet thermocapillaire . . . . . . . . . . 52

I.5 Combinaison de la convection naturelle et de l’effet thermocapillaire 57

I.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

II Modélisation physique et méthode numérique 61
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Nomenclature

Caractères latins

Af aire de la face f m2

cp chaleur spécifique Jkg−1K−1

~d vecteur joignant les centres de deux cellules voisines

Ec énergie cinétique j

~g accélération de pesanteur m.s−2

h coefficient de transfert thermique W.m−2.K−1

H hauteur du canal m

~k vecteur unitaire selon l’axe ~z

k nombre d’onde

kx nombre d’onde longitudinal

ky nombre d’onde transversal

~n vecteur unitaire normale

Nb nombre de cellules environnantes

p pression Pa

P pression adimensionnée

S surface

t temps adimensionné

T température K

T0 température de l’air ambiant K

~U vecteur vitesse m.s−1



✞

✝

☎

✆22 Nomenclature

Um vitesse moyenne d’entrée m.s−1

~v vecteur vitesse m.s−1

~V vecteur vitesse adimensionné

V volume de la celulle de calcul m3

vx, vy, vz composantes du vecteur vitesse m.s−1

Vx, Vy, Vz composantes adimensionnées du vecteur vitesse

x, y, z coordonnées spatiales m

X,Y,Z coordonnées spatiales adimensionnées

∆Pio différence de pression entre les sections d’entrée et de sortie Pa

Nombres adimensionnels

Bi nombre de Biot Bi = hH
λ

Bd nombre de Bond dynamique Bd = ρgH2

σ

Cr nombre de Crispation Cr = ρνα/σH ≪ 1

Ga nombre de Galilée Ga = gH3/να ≫ 1

Ma nombre de Marangoni Ma = ∂σ
∂T

∆TH
µα

Nu nombre de Nusselt Nu = −( ∂θ
∂Z )Z=0

Pe nombre de Peclet Pe = UmH
α

Pr nombre de Prandtl Pr = ν
α

Ra nombre de Rayleigh Ra = gβ(Th−T0)H3

να

Re nombre de Reynolds Re = UmH
ν

Reth nombre de Reynolds thermocapillaire Reth = ∂σ
∂T

∆TH
ρν2

Ri nombre de Richardson Ri = Ra/(PrRe2)

Caractères grecques

α diffusivité thermique m2.s−1

β coefficient dilatation thermique K−1
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Γ rapport de forme transversale

λ conductivité thermique W.m−1K−1

Λ coefficient généralisé de diffusion

µ viscosité dynamique Pa.s

ν viscosité cinématique m2.s−1

φ variable générale

ρ masse volumique kg.m−3

θ température réduite

σ tension superficielle N.m−1

Indices/Exposants

0 valeurs de référence

c valeur critique

C noeud du centre

CD valeur par différentiation centrée

f face de la celulle

HR haute résolution

l local

m moyen

mt moyen transversal

Nb les noeuds voisins

UP valeur amont

´ perturbation

ˆ amplitude de la perturbation





Introduction

Les écoulements de films liquides avec transfert thermique sont omniprésents dans

de nombreux phénomènes naturels et procédés industriels. Citons à titre d’exemple

le refroidissement par écoulement de film liquide, les échangeurs de chaleur com-

pacts, la réalisation de dépôts et de revêtements par séchage de solutions polymère/so-

lvant. Une bonne connaissance de ces processus et de leurs conditions opératoires

est nécessaire pour une approche efficace de la gestion énergétique ainsi que pour

l’amélioration des transferts thermiques mis en jeu. La convection thermique étant

le mode de transfert de chaleur le plus répandu, il reste néanmoins le moins bien

connu par rapport aux deux autres modes de transfert thermique, à savoir la con-

duction et le rayonnement. Cela s’explique par le fait que ce mode de transfert

de chaleur implique un mouvement de fluide dont la compréhension nécessite une

bonne connaissance de la mécanique des fluides en plus de la compréhension de

l’aspect énergétique des phénomènes physiques mis en jeu.

Dans certaines conditions d’écoulement, une perturbation très faible conduit à

l’élaboration d’une série de comportements spatio-temporels hydrodynamiques ren-

dant l’écoulement instable. Ainsi, la compréhension des différents mécanismes à

l’origine d’instabilités hydrodynamiques revêt une importance capitale pour les sci-

ences fondamentales ainsi que pour relever certains enjeux industriels. L’exemple

le plus connu d’instabilités hydrodynamiques qui peuvent se développer dans les

écoulements est celui de Rayleigh-Bénard pour lequel une couche horizontale de
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liquide chauffée par le bas présente une stratification de densité potentiellement

instable dans un champ de gravité vertical. Les premières études de ce type d’insta-

bilité étaient les expériences d’Henri Bénard (1900), et très peu de temps après

le développement de la théorie linéaire de Lord Rayleigh. Le système convectif

expérimental étudié par Bénard était en réalité plus complexe qu’il ne le pensait.

En effet, de nombreuses études et expériences menées par la suite ont démontré que

les instabilités de Bénard étaient également liées à un autre mécanisme : la varia-

tion de la tension superficielle avec la température. Ce phénomène est appelé effet

thermocapillaire ou effet Marangoni.

Lorsqu’un gradient de pression horizontal entrâıne en écoulement le fluide chauffé

uniformément par le bas et refroidi par le haut, on a affaire à un autre type d’insta-

bilité connue sous le nom de Poiseuille-Rayleigh-Bénard. Dans cette configuration

d’écoulement, plusieurs structures convectives peuvent apparâıtre sous la forme de

rouleaux longitudinaux, de rouleaux transversaux ou de structures thermoconvec-

tives plus complexes. Le développement de techniques mathématiques non-linéaires

et de méthodes de calcul numérique performantes, couplés à une augmentation con-

tinue de la puissance des ordinateurs, a rendu notre compréhension de l’apparition et

de l’évolution des structures thermoconvectives beaucoup plus étendue. Des progrès

considérables ont été réalisés durant ces vingt dernières années dans ce domaine.

Ce travail de thèse est entrepris pour étudier numériquement la stabilité d’un

écoulement thermoconvectif en convection mixte combiné aux effets thermocapil-

laires dans un canal horizontal à surface supérieure libre et chauffé uniformément par

le bas. Lorsque les forces induites par les courants de convection naturelle et forcée

sont du même ordre de grandeur, des instabilités se développent sous la forme de

rouleaux convectifs semblables à ceux rencontrés pour des écoulements de Poiseuille-

Rayleigh-Bénard. L’étude des instabilités hydrodynamiques est essentielle dans la

caractérisation de ces écoulements. Les écoulements instables, voire turbulents, peu-
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vent présenter, dans le cas d’instabilités thermoconvectives par exemple, l’avantage

d’offrir une meilleure homogénéisation et une amélioration des transferts thermiques

au sein du fluide. L’originalité de ce travail réside dans la prise en compte des effets

thermocapillaires (effet Marangoni) et l’étude de leur influence sur la génération

et l’évolution des structures thermoconvectives crées dans l’écoulement ainsi que

la prédiction des transferts thermiques associés. Quand une surface libre pour le

liquide est présente, les variations de tension de surface résultant de l’existence de

gradients de température au niveau de la surface peuvent induire un mouvement au

sein du fluide, appelé écoulement thermocapillaire. A notre connaissance, l’étude de

la combinaison entre convection mixte et effet thermocapillaire n’a pas été abordée

dans la littérature (pour un écoulement de film liquide).

Dans cette perspective, nous allons nous s’intéresser à analyser numériquement

l’influence des paramètres de contrôle du problème sur l’apparition et le développ-

ement des instabilités thermoconvectives et sur les transferts thermiques dans le

fluide. La résolution numérique permettra, d’une part, une optimisation aisée des

conditions opératoires, et d’autre part, la mâıtrise de l’intensité des transferts de

chaleur par la connaissance de l’impact du phénomène complexe d’instabilité sur

l’écoulement. Pour étudier ce problème deux voies principales vont être suivies :

celle de la simulation numérique tridimensionnelle directe et celle de l’analyse de la

stabilité linéaire du système. Dans la partie simulation numérique seule l’instabilité

donnant lieu à des rouleaux longitudinaux stationnaires sera étudiée, alors que dans

la partie analyse de stabilité linéaire nous nous intéressons également, en plus des

rouleaux longitudinaux, à l’instabilité donnant des rouleaux transversaux. Les prin-

cipaux résultats obtenus dans cette étude vont être comparés au célèbre problème

de Poiseuille-Rayleigh-Bénard que nous allons définir au premier chapitre.

Le premier chapitre de ce rapport est consacré à la littérature sur les instabilités

thermoconvectives. L’accent sera mis sur trois points : l’étude des instabilités dues
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aux effets thermogravitaires, l’étude des instabilités dues aux effets thermocapil-

laires et l’étude de la combinaison de ces deux effets sur la stabilité de l’écoulement

(convection Rayleigh Bénard Marangoni).

Le deuxième chapitre développe la formulation mathématique du modèle physique

de l’écoulement de convection mixte combiné aux effets thermocapillaires (écoulement

Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni PRBM). Le comportement du fluide est mo-

délisé par les équations de Navier-Stokes, de l’énergie et les conditions aux lim-

ites adéquates sont écrites. La méthode des volumes finies utilisée dans le code

numérique est présentée. Les résultats obtenus par ce code sont comparés avec des

travaux de la littérature afin d’assurer leur validité.

Le troisième chapitre est consacré aux résultats de la simulation numérique tridi-

mensionnelle de l’écoulement PRBM. L’influence des différents paramètres de contrôle

sur le développement spatial des rouleaux longitudinaux et les transferts thermiques

est analysé.

Le dernier chapitre présente l’étude de la stabilité linéaire de l’écoulement dans un

canal horizontal d’extension latérale infinie. La méthode de collocation Chebyshev

utilisée pour résoudre le système aux valeurs propres est présentée et les résultats

obtenus sont validés en les comparant avec ceux de la littérature. Cette analyse

de stabilité a permis l’obtention de diagrammes de stabilité de l’écoulement vis-

à-vis des rouleaux longitudinaux et transversaux ainsi que des structures spatiales

associées.

Finalement, nous terminons par une conclusion générale et dressons plusieurs

perspectives pour la poursuite de ce travail de recherche tant sur le plan numérique

qu’expérimental.



CHAPITRE I

Ecoulement thermogravitaire et

écoulement thermocapillaire : revue

bibliographique

I.1. Introduction

Le transfert de chaleur par convection thermique occupe une place importante

dans les activités de recherche de ces dernières années. En effet, de nombreux

procédés industriels mettent en jeu des fluides qui peuvent être le siège de gradients

thermiques. Dans certaines conditions particulières, les forces de flottabilité provo-

quent le développement d’instabilités thermoconvectives qui constituent la première

étape de transition vers la turbulence et contribuent à l’amélioration du transfert

de chaleur (Imura et al., 1978). Dans cette thèse, nous considérons le cas de la

convection mixte dans l’écoulement d’un film liquide avec surface libre où les effets

thermocapillaires sont présents. Cette configuration originale d’écoulement est la

combinaison de deux autres configurations qui sont largement étudiées. La première
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configuration est celle de l’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard, la seconde

configuration correspond à l’écoulement thermocapillaire sans convection forcée.

L’objectif de ce chapitre est de recenser les principaux travaux disponibles dans

la littérature concernant les instabilités thermoconvectives. Nous allons d’abord

rappeler les notions physiques spécifiques liées aux phénomènes pris en compte

dans cette étude : convection naturelle, forcée, mixte et effet thermocapillaire. Nous

présenterons ensuite, en nous basant sur une étude bibliographique, plus en détail

les deux configurations de l’écoulement qui constituent la base de notre étude à

savoir l’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard et l’écoulement thermocapillaire.

Nous présentons aussi les travaux qui ont traité la combinaison entre la convection

naturelle et les effets thermocapillaires.

I.2. Phénomènes physiques étudiés

I.2.1. Convection naturelle, forcée et mixte

La convection est une notion très ancienne remontant au moins au XVIII-ème

siècle puisqu’elle était évoquée par Lomonossov et Hadley pour expliquer les mou-

vements atmosphériques. La convection thermique caractérise la propagation de

la chaleur dans un fluide, gaz ou liquide, dont les molécules sont en mouvement

macroscopique. Les applications du transfert de chaleur par convection sont très

nombreuses pour que l’on puisse envisager de les citer toutes. Elles interviennent

chaque fois que l’on chauffe ou que l’on refroidit un liquide ou un gaz, qu’il s’agisse

de faire bouillir de l’eau dans une casserole, du radiateur de chauffage central,

du radiateur associé au moteur d’une voiture ou de l’échangeur dans un procédé,

évaporateur ou condenseur. On distingue trois types de convection : la convection

naturelle qui est occasionnée par la poussée d’Archimède, la convection forcée qui
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est due à une force extérieure et la convection mixte qui est due aux effets couplés

de la poussée d’Archimède et de la force extérieure.

La convection naturelle ou libre est le régime d’écoulement obtenu lorsque

l’on chauffe un fluide sans qu’il n’y ait d’écoulement extérieur imposé. C’est donc la

force d’Archimède provoquée par les variations de densité induites par le chauffage

qui fait se déplacer le fluide. La thermique et la dynamique sont alors très fortement

couplées. Les écoulements de convection naturelle se répartissent en quatre grandes

catégories : panaches lorsqu’il n’y a pas de parois à proximité, convection naturelle

externe en présence d’une paroi, convection naturelle interne dans des espaces con-

finés comportant une entrée et une sortie distinctes, et enfin convection naturelle

dans des enceintes closes ou partiellement ouvertes. De nombreuses recherches sont

effectuées sur les cellules de convection thermique dans les films liquides connues

sous le nom de cellules de Bénard en l’honneur d’Henri Bénard qui les a observés

pour la première fois en 1900. Bénard a observé des cellules de convection ayant

la forme de cylindres verticaux de base polygonale, qui prennent naissance après la

perte de stabilité de la solution de diffusion pure. Peu après Lord Rayleigh a donné

une première interprétation physique des résultats de Bénard. Selon Rayleigh, l’ap-

parition de la convection naturelle dans une couche infinie est liée au dépassement

d’une valeur critique du gradient thermique imposé. Ce problème, appelé problème

de Rayleigh-Bénard, concerne la stabilité et le mouvement d’un fluide, visqueux et

incompressible, confiné entre deux plaques horizontales qui sont maintenues à des

températures uniformes distinctes tel qu’illustré à la Figure I.1.

La convection Rayleigh-Bénard peut se produire quand une couche de fluide est

chauffée par le bas et refroidie par le haut. Un gradient vertical de température

est alors créé, avec des couches supérieures de fluide plus lourdes que les couches

inférieures. Lorsqu’un fluide est chauffé par le bas : la partie inférieure du fluide se

dilate et devient moins dense que les couches qui la surplombent. La partie inférieure
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T1

T2

Figure I.1.: Illustration de l’expérience de Bénard.

plus chaude et plus légère a tendance à s’élever tandis que la partie supérieure plus

froide et dense a tendance à s’enfoncer. La force qui induit le mouvement convec-

tif est la poussée d’Archimède, et l’intensité de cette force est déterminée par la

différence de température entre le haut et le bas de la couche de fluide considérée.

Toute la complexité du phénomène vient du fait que le champ de température est

fortement modifié par le mouvement convectif lui même, qui transporte la chaleur

de bas en haut dans le système que l’on considère. Ainsi, la force qui produit le

mouvement est modifiée par le mouvement lui même. Ceci est caractéristique d’un

système non-linéaire, qui est bien souvent synonyme de nombreuses difficultés. La

situation dans laquelle le fluide reste immobile et sa densité stratifiée, est appelé

l’état conductif. Si T1 > T2, la poussée d’Archimède a tendance à maintenir le

liquide froid vers le bas (surface froide). Dans ce cas, la gravité a une fonction sta-

bilisante et les effets de la poussée d’Archimède sont nuls. Au contraire, si T1 < T2,

la poussée d’Archimède a tendance à faire monter le liquide ; la gravité est alors

déstabilisante et des tourbillons, dit tourbillons convectifs de Rayleigh-Bénard, peu-

vent apparâıtre sous certaines conditions. Dans ce dernier cas, à partir d’un certain

écart de température ∆T = T2 − T1, les forces de poussée deviennent suffisamment

importantes pour vaincre les forces d’origine visqueuse et induire un mouvement

ascendant des particules chaudes et descendant des particules froides. La diffusion

thermique tend aussi à limiter le déplacement des particules. La compétition en-
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tre ces différentes forces est mise en évidence à travers un nombre sans dimension

appelé nombre de Rayleigh :

Ra =
Poussée d’Archimède

Force visqueuse x Diffusion thermique
=

gβ(T2 − T1)H
3

να
(I.1)

Le nombre de Rayleigh permet de déterminer la transition entre un régime pure-

ment conductif (pour lequel il n’y a pas apparition des rouleaux de convection) et

un régime convectif. Lorsque ce nombre est supérieur à une valeur critique Rac,

la convection entre en jeu et des structures tourbillonnaires peuvent apparâıtre.

Plusieurs études, théoriques, expérimentales et numériques, de la convection de

Rayleigh Bénard ont été réalisées afin de déterminer le nombre de Rayleigh critique.

Pour une couche infinie de fluide entre deux plaques infinies, les mouvements convec-

tifs apparaissent au-dessus du nombre critique Rac = 1707.8 (Chandrasekhar, 1961;

Drazin et Reid, 2004). Si le fluide est confiné latéralement par des parois rigides et

parfaitement isolantes, le nombre de Rayleigh critique augmente généralement en

raison de l’effet stabilisant du confinement (Segel, 1969; Venturi et al., 2010).

La convection forcée est la convection pour laquelle le mouvement est provoqué

par un procédé mécanique indépendant des phénomènes thermiques (pompes, ven-

tilateurs, etc...). C’est donc un gradient de pression extérieur qui provoque les

déplacements des particules du fluide. Ce mouvement de fluide est responsable du

transport de la chaleur. L’écoulement de la convection forcée d’un fluide incompress-

ible peut être résolu sans faire référence à la distribution de la température dans

le fluide. Ainsi, on peut d’abord établir le champ de la vitesse et ensuite l’utiliser

dans l’équation de l’énergie comme information connue pour trouver la distribution

de la température. La convection forcée est caractérisé par des forces d’Archimède

négligeables. Cela se traduit par un nombre de Richardson très faible :

Ri =
gβ(T2 − T1)H

V 2
(I.2)
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Selon la géométrie de l’écoulement, on distingue deux types de configurations : la

convection forcée externe (écoulement le long d’une plaque plane par exemple) et

la convection forcée interne (écoulement dans les conduites).

La convection mixte est la convection pour laquelle les mécanismes de la con-

vection forcée et de la convection libre coexistent avec des ordres de grandeur com-

parables. Le principal effet des forces de flottabilité est de modifier les distributions

de vitesse et de température ainsi que d’autres paramètres physiques de leurs valeurs

dans le cas de convection forcée pure. Par conséquent, le transfert de chaleur par

convection mixte a des caractéristiques et des propriétés qui sont complètement

différentes de celles du cas de la convection forcée pure ou du cas de la convection

libre. Les deux mécanismes de la convection forcée et naturelle vont s’aider ou se

contrarier selon le sens relatif du mouvement forcé par rapport au mouvement grav-

itaire, qui jouera donc un rôle essentiel. Si les effets de la pesanteur s’opposent au

mouvement forcé, l’écoulement est freiné, le transfert thermique a tendance à dimin-

uer et on parle de convection mixte contrariée. Si l’écoulement forcé est de même

sens que l’ écoulement libre (cas de la plaque verticale chauffée, dans un fluide lui-

même en mouvement ascendant) il se produit une amplification des transferts par

rapport à la convection forcée seule et on parle alors de convection mixte aidée.

Parmi les exemples de la convection mixte, on peut citer : les écoulements lents

en canalisation (comme dans les radiateurs à eau) ou le long d’une paroi, les jets

anisothermes (chauffage ou climatisation des locaux, panaches de fumée,...), les

écoulements atmosphériques et les courants marins (qui sont importants pour les

questions de climatologie et de pollution), et plus généralement beaucoup d’écoulem-

ents fortement anisothermes.

Plusieurs travaux analytiques, numériques et expérimentaux impliquant le trans-

fert de chaleur par convection mixte dans des géométries différentes ont été rap-

portées dans la littérature. Par exemple, les transferts de chaleur et de masse par
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convection mixte d’un écoulement laminaire dans une conduite verticale mouillée

a été analysée par Lin et al. (1988) et Tsay et Yan (1991). Ils ont montré que les

forces de flottabilités thermiques et massiques ont un grand effet pour de faibles

nombres de Reynolds dans le cas de températures d’entrée élevées. La convection

mixte dans un écoulement pleinement développé dans des conduits rectangulaires

horizontaux a été étudiée par Cheng et Hwang (1969) et Chou et Hwang (1984). Un

important intérêt dans la convection mixte est donné au développement de struc-

tures thermoconvectives dans des canaux horizontaux chauffés uniformément par le

bas. Ce problème est connu sous le nom d’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard

qui fera l’objet d’une étude bibliographique détaillée dans ce qui suit.

I.2.2. Effet thermocapillaire

Les molécules d’une phase liquide au repos (phase condensée) sont soumises à des

forces cohésives avec leurs voisines. Dans le cas où le liquide possède une surface

libre, les molécules loin de la surface possèdent de nombreuses voisines et donc une

énergie d’interaction importante. Par contre, les molécules à la surface ont beaucoup

moins d’énergie d’interaction. Créer une interface revient donc à perdre une partie

de cette énergie de cohésion. Pour pallier ce déficit d’énergie, une énergie de surface

entre en jeu. Cette énergie est appelée énergie de surface ou tension superficielle,

elle est proportionnelle à l’aire de l’interface S et à un coefficient dénommé tension

de surface :

E = σS (I.3)

On retiendra donc qu’on associe à une interface entre deux milieux une énergie po-

tentielle surfacique d’interface, proportionnelle à l’aire de celle-ci. La tension de sur-

face est à l’origine des phénomènes capillaires qui sont omniprésents à l’échelle sub-

millimétrique : formation des gouttes de pluie, imprégnation de matériaux poreux
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ou sustentation d’insectes à la surface d’une mare.

La tension superficielle est une propriété intensive, qui représente une valeur car-

actéristique pour chaque liquide. Lorsque l’interface est isotherme, elle a la même

valeur en tout point de l’interface, et elle s’exprime, dans le système SI, en Nm−1. En

plus d’être propre à chaque liquide, la tension superficielle dépend de la température

et, dans le cas de mélanges, de la concentration. Ces variations peuvent être à la base

de mouvements de convection, qui sont également susceptibles d’entrâıner des insta-

bilités. On parle d’effet Marangoni thermique (ou de thermocapillarité) lorsqu’elles

sont provoquées par un gradient de température, et d’effet Marangoni solutal si

elles sont dues à la formation d’un gradient de concentration. Dans ce travail, seul

l’effet Marangoni thermique sera étudié. Le principe de l’effet Marangoni peut être

expliqué à l’aide de la figure I.2. Celle-ci représente une couche de liquide chauffée

par le bas, qui est en contact avec de l’air. Lorsqu’une petite perturbation provoque

l’augmentation localisée de la température au point A par rapport à celle du point

B, la tension de surface (dépendant de la température) au point A diminue, in-

duisant un écart de tension de surface ∆σ entre les points A et B à l’origine d’une

variation de pression PA > PB, qui se traduit par un mouvement du fluide de A

vers B. Par conservation de la masse, c’est le liquide se situant au niveau de la paroi

chauffée qui va se diriger verticalement vers le point A de l’interface. L’arrivée de ce

liquide encore plus chaud, va accentuer davantage la différence de température entre

A et B et le gradient de tension de surface augmente encore, perpétuant ainsi la

circulation du fluide, et créant un mouvement convectif du fluide qui va engendrer

des tourbillons.

La convection thermocapillaire, comme pour la convection de Rayleigh-Bénard,

est caractérisée par un nombre adimensionnel, le nombre de Marangoni, noté Ma.

Ce nombre est le rapport de la vitesse de convection thermocapillaire à la surface

libre sur la vitesse de diffusion thermique. Il est en général dépendant de l’échelle
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A B

surface libre

Liquide

Figure I.2.: Schéma du principe de la convection Marangoni thermique

de température au niveau de la surface libre. Le nombre de Marangoni est défini

par :

Ma =
∂σ

∂T

∆TH

µα
(I.4)

I.3. Ecoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard

Les écoulements de Poiseuille-Rayleigh-Bénard (PRB) sont des écoulements lami-

naires de convection mixte en conduite de section rectangulaire 1 horizontale chauffée

uniformément par le bas et refroidie uniformément par le haut. Ils résultent de la

superposition de deux sources convectives : un gradient de pression horizontal en-

trâıne le fluide dans la conduite (moteur de la convection forcée) et un gradient

de température vertical (moteur de la de convection naturelle) est à l’origine de la

formation de structures thermoconvectives. L’écoulement de PRB a fait l’objet de

plusieurs travaux de recherche vu son importance dans de nombreuses applications

industrielles, comme les dépôts de vapeurs chimiques (CVD) pour lesquels un gaz

inerte chargé en réactifs est injecté entre des substrats chauffés sur lesquels se dépose

alors une mince couche par pyrolyse. Les phénomènes d’instabilité thermoconvec-

1. C’est souvent le cas mais la conduite pourrait avoir une section transversale d’une autre
forme.
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tive, qui peuvent se développer dans l’écoulement de gaz, influent directement sur

l’épaisseur de la couche de dépôt. Le refroidissement ou la fabrication des com-

posants électroniques est un autre champ d’application de l’écoulement de PRB.

Des explications et analyses plus complètes de ces applications sont données par

Nicolas (2002). La configuration PRB est riche en types de structures thermocon-

vectives susceptibles d’apparâıtre sous forme de rouleaux longitudinaux, transver-

saux, sinueux, variqueux, etc. L’écoulement de Poiseuille thermiquement stratifié

reste stable tant que le nombre de Rayleigh Ra ne dépasse pas une certaine valeur

critique, c’est à dire, Rac = 1708. Au-delà de cette valeur, l’écoulement de base

devient instable et deux types de structures thermoconvectives peuvent apparâıtre,

les rouleaux transversaux d’axes perpendiculaires à l’axe de la conduite, qui appa-

raissent pour des faibles nombres de Reynolds et les rouleaux longitudinaux, d’axes

parallèles à l’axe de la conduite, qui apparaissent pour des nombres de Reynolds

relativement élevés. Une représentation schématique de ces deux types de rouleaux

est présentée sur la Figure I.3.

Figure I.3.: Représentation schématique de deux types de rouleaux dans l’écoulement de
Poiseuille-Rayleigh-Bénard : (a) Rouleaux transversaux ; (b) Rouleaux longitudinaux.
(figure tirée de Nicolas et al. (2000))
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Les premières études de stabilité pour l’écoulement de type PRB datent du début

des années 60 avec Velte (1962) et Sani (1964). Depuis lors, les recherches sur ce

type de problème se sont poursuivies et ont été complétées par des expériences

et des simulations numériques dans des canaux d’extension transversale infinie et

finie. Un important travail résumant les travaux de recherche sur les instabilités de

PRB, peut être trouvé dans la revue bibliographique de Nicolas (2002). Cette revue

couvre la période 1920-2001 et comporte 154 références. La gamme des paramètres

concernés est : 0 < Pr < 1000, 0 < Re < 1000 et 0 < Ra < 106.

Dans le cas d’un écoulement entre deux plaques infinies, Gage et Reid (1968) mon-

trent que les rouleaux longitudinaux sont toujours plus instables que les rouleaux

transversaux comme l’indique la Figure I.4 et que le problème 3D peut se ramener

à un problème 2D par une transformation de Squire.

Figure I.4.: Diagramme de stabilité linéaire temporelle de l’écoulement de PRB entre
deux plaques horizontales infinies : Rac⊥ nombre de Rayleigh critique pour les rouleaux
transversaux ; Rac// nombre de Rayleigh critique pour les rouleaux longitudinaux. (figure

tirée de Nicolas (2002)).

L’apparition d’un écoulement secondaire, sous la forme de rouleaux longitudin-
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aux pour des conduites d’extension infinie, a lieu autour du nombre critique de

Rayleigh Rac = 1708 (Akiyama et al., 1971; Yasuo et Yutaka, 1966b). Le diamètre

de ces rouleaux est à peu près égal à la hauteur du canal. Yasuo et Yutaka (1966b),

ont étudié les rouleaux longitudinaux dans un conduit d’extension latérale infinie.

Ils ont montré que le nombre de Rayleigh critique et le nombre d’onde critique

sont indépendants de Re. Ces résultats théoriques sont cohérents avec les résultats

obtenus pour des études expérimentales menées dans des canaux d’extension transver-

sale importante et pour des nombres de Reynolds suffisamment élevés (Akiyama

et al., 1971; Fukui et al., 1983).

Dans le cas d’une conduite d’extension latérale finie (Luijkx et al., 1981), le con-

finement a deux effets. Il stabilise l’écoulement de base puisque, quand le rapport

du forme du canal décrôıt, le nombre de Rayleigh critique Rac = min(Rac⊥, Rac//)

crôıt. De plus, lorsque le nombre de Reynolds est inférieur à une valeur critique Rec,

les parois verticales favorisent l’apparition des rouleaux transversaux. Par contre,

quand Re > Rec, l’écoulement moyen favorise les rouleaux longitudinaux. La Figure

I.5 montre bien l’effet du confinement.

Figure I.5.: Diagramme de stabilité linéaire temporelle de l’écoulement de PRB pour une
conduite d’extension latérale finie. (tiré et modifié de Nicolas et al. (2000))
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Yasuo et Yutaka (1966a) ont montré, en étudiant la stabilité linéaire de l’écoulement

de PRB, qu’au-delà d’une valeur critique Ra = 18352, une nouvelle bifurcation a

lieu, cette nouvelle transition donne naissance à des rouleaux longitudinaux du

second ordre comme schématisé sur la Figure I.6. Ostrach et Kamotani (1975)

ont effectué des expériences d’écoulement d’air complètement développé entre deux

plaques isothermes et ont noté que les rouleaux deviennent irréguliers pour Re = 38

et Ra > 8000. Les rouleaux longitudinaux ne restent pas tout le temps stationnaires

pendant toute la phase du changement de Ra et Re, ils peuvent être déstabilisés. Une

analyse théorique et numérique de la stabilité linéaire temporelle de ces rouleaux

stationnaires, pris comme écoulement de base et soumis à des perturbations 3D,

a été effectuée par Clever et Busse (1991) dans le cas d’un écoulement entre deux

plaques infinies. Cette étude a montré l’existence d’une instabilité sinueuse dans

une zone définie par : Re > 75 et Ra > 2200, et d’une instabilité oscillatoire dans

une zone définie par : Re < 100 et Ra > 6000. Récemment, Pabiou et al. (2005) ont

mené une étude expérimentale dans un canal rectangulaire rempli d’air portant sur

les rouleaux sinueux. Dans cette étude, il a été détecté une forte sensibilité de l’état

de base en rouleaux longitudinaux aux conditions aux limites, qui s’est avérée très

difficile à contrôler expérimentalement. Cette expérience a montré aussi le caractère

convectif de cette instabilité secondaire qui nécessite d’être constamment perturbée

pour rester dans le canal.

Gage et Reid (1968), Platten (1971) et Luijkx et al. (1981) ont démontré l’ex-

istence des rouleaux thermoconvectifs transversaux Ra⊥ instationnaires dont les

axes sont perpendiculaires à l’écoulement principal. Le nombre de Rayleigh cri-

tique correspondant à l’apparition des rouleaux transversaux a été trouvé comme

étant une fonction du rapport de la forme du canal et aussi du nombre de Prandtl.

Platten et Lefebvre (1971) ont étudié expérimentalement l’action de la vitesse de

l’écoulement sur le nombre de Rayleigh critique et en particulier sur son augmen-
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Figure I.6.: Rouleaux longitudinaux de première (à gauche) et de deuxième espèce (à
droite) (figure tirée de Yasuo et Yutaka (1966a).

tation avec le nombre de Reynolds. En réalisant une expérience de type Schmidt-

Milverton (Schmidt et Milverton, 1935) avec de l’eau dans une conduite de rapports

de forme A = L/h = 150 et B = l/h = 80, Platten et Lefebvre (1971) montrent

que Rac crôıt de 1708 à 2063 lorsque l’on passe de Re = 0 à Re = 28. Ils ap-

portent ainsi la preuve expérimentale de l’augmentation de Rac⊥ avec Re, montrée

théoriquement par Platten (1971). Cependant, dans le cas d’un écoulement d’eau

(Pr = 6, 4), Ouazzani et al. (1990) trouvent que dans une conduite de rapport de

forme transversal Ay = 80, pour un nombre de Reynolds plutôt élevé pour ce type

d’écoulement (Re = 28), les structures thermoconvectives ne sont pas des rouleaux

transversaux mais des rouleaux longitudinaux pour lesquels le nombre de Rayleigh

critique ne varie pas avec Re. Donc la variation du nombre de Rayleigh critique

dans l’expérience de Platten et Lefebvre a une autre cause qui provient du non

établissement de l’écoulement. La mise en évidence de l’augmentation du nombre

de Rayleigh critique des rouleaux transversaux Rac⊥ avec Re a été réalisée par Luijkx

et al. (1981) grâce à une expérience de visualisation dans de l’huile de silicone. Cette

expérience a montré que les rouleaux transversaux disparaissent de plus en plus de

la conduite quand Re augmente. Le canal utilisé est très long (rapport de forme

transversal Ax ⋍ 100) et plus de 90 rouleaux transversaux peuvent s’y développer.

Une analyse de stabilité linéaire temporelle en conduite d’extension latérale finie a
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été réalisée aussi par Kato et Fujimura (2000). Ils ont trouvé que les rouleaux lon-

gitudinaux correspondent à des bifurcations supercritiques 1 alors que les rouleaux

transversaux correspondent à des bifurcations subcritiques 2 ou supercritiques en

fonction du nombre de Prandtl, du rapport de forme du canal et des conditions

aux limites sur les parois latérales. En se basant sur l’analyse de stabilité linéaire,

Hamed et al. (2008) ont étudié la transition vers les rouleaux transversaux dans un

canal horizontal de longueur finie dans le sens de l’écoulement. Ils ont montré que

le nombre de Rayleigh critique dépend du nombre de Péclet et de la longueur du

domaine.

Nicolas et al. (2000) ont présenté une analyse de stabilité linéaire d’un écoulement

de Poiseuille totalement développé dans un canal horizontal d’extension latérale finie

et chauffé uniformément par le bas. Leurs résultats concernent une large gamme

de nombre de Prandtl (10−6 ≤ Pr ≤ 105) et de rapports de forme B du canal

(0.1 ≤ B ≤ 5.4 et B → ∞). Ils ont montré que le nombre de Rayleigh critique

pour l’apparition des rouleaux longitudinaux augmente considérablement avec la

diminution du rapport de forme. Des tendances similaires ont été observées aussi

pour le développement des rouleaux transversaux. Cette étude a indiqué claire-

ment que l’amortissement visqueux fort au voisinage des parois latérales d’un canal

étroit produit des effets stabilisants sur l’écoulement. Ce phénomène a été observé

expérimentalement par Chang et Lin (1998) en examinant les effets du rapport

de forme sur les rouleaux longitudinaux. Mais comme dans la plupart des études

expérimentales rapportées dans la littérature, la dimension longitudinale de la zone

chauffée est trop courte pour que les rouleaux se répartissent sur toute la longueur

de la section d’essai et un établissement complet de rouleaux longitudinaux est

rarement observé. En effet, la longueur d’entrée L, pour que les rouleaux longitudin-

aux stationnaires soient complètement développés, augmente avec l’augmentation

1. L’apparition du nouveau mode est continue, c’est à dire que son amplitude est continue au
passage de la bifurcation.

2. L’apparition du nouveau mode est discontinue (i.e. brutale).
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du nombre de Reynolds ou la diminution du nombre de Rayleigh (diminution du

nombre de Richardson) (Chiu et Rosenberger, 1987; Kamotani et Ostrach, 1976;

Pabiou et al., 2005). Par conséquent, l’observation du développement des rouleaux

dans des canaux très courts conduit à considérer des grandes valeurs de Ri. L’in-

convénient de ceci est que les structures instables peuvent facilement se développer,

affectant ainsi l’analyse détaillée de l’évolution des rouleaux longitudinaux. Plus

récemment, Mergui et al. (2011) ont étudié expérimentalement et numériquement

l’effet du rapport de forme transversal, et des conditions thermiques à l’entrée, de la

nature des parois verticales et de la paroi supérieure du canal sur l’apparition et le

développement des rouleaux longitudinaux stationnaires. Le dispositif expérimental

utilisé est caractérisé par une zone chauffée de grande étendue longitudinale, ce qui

a permis d’observer des rouleaux longitudinaux complètement développés dans une

large gamme de nombres de Reynolds et de nombres de Rayleigh (3500 < Ra < 6000

et 20 < Re < 200).

Bonnefoi et al. (2004) ont monté une expérience d’écoulement d’eau en convec-

tion mixte dans un conduit horizontal rectangulaire uniformément chauffé par le bas

avec un flux de chaleur imposé et dont le rapport de forme est voisin de deux. La

structure de l’écoulement du fluide observée est principalement composée de deux

rouleaux longitudinaux qui interagissent dynamiquement une fois que le seuil d’in-

stabilité est atteint. Pour un rapport de forme plus grand de 10, Benderradji et al.

(2008) ont réalisé des expériences dans un canal rectangulaire chauffé uniformément

par le bas avec un flux de chaleur constant. Dans ce travail, les auteurs ont montré

l’existence de deux mécanismes d’initiation des rouleaux. Le premier mécanisme se

produit pour les faibles nombres de Rayleigh où les rouleaux longitudinaux sont

initiés par l’effet des parois latérales dans la zone d’entrée de l’écoulement et en-

suite se développent progressivement vers le centre au fur et à mesure qu’ils ap-

paraissent vers la sortie du canal. Le deuxième mécanisme se produit pour des
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nombres de Rayleigh élevés, il s’agit de la combinaison du premier mécanisme avec

un gradient de température vertical dans la couche limite inférieure qui induit si-

multanément l’apparition de paires de rouleaux dans toute la zone entre les deux

rouleaux latéraux. Ce dernier mécanisme a été aussi observé par Incropera et al.

(1987) dans un écoulement d’eau et par Gau et al. (1999) dans un écoulement d’air.

Plusieurs auteurs ont étudié spécifiquement la zone d’entrée thermique pour

déterminer les conditions marquant la naissance des instabilités. En effet, à partir

de l’abscisse x = 0 pour laquelle on commence à chauffer, un écoulement pleinement

développé hydrodynamiquement a besoin d’une certaine distance pour s’établir ther-

moconvectivement. Hwang et Cheng (1973) ont réalisé une étude de stabilité linéaire

en zone d’entrée thermique pour un écoulement entre deux plaques infinies. Les

modes normaux introduits dans les équations de perturbations linéarisées se rap-

portent uniquement aux R// stationnaires, ils sont de la forme f(x, y, z) = ẑecxxeikyy.

La stabilité marginale est obtenue lorsque le coefficient d’amplification spatial dans

la direction longitudinale cx s’annule. Le profil thermique de l’écoulement de base

est tel qu’en x = 0 (là où commence le chauffage) la température du fluide est

uniforme et égale à la température de la plaque supérieure froide ; c’est à dire que la

conduction axiale de la chaleur vers l’amont est négligée dans l’écoulement de base.

Pour un nombre de Prandtl Pr ≥ 0.7 et à grand nombre de Péclet 1, il est montré

que l’écoulement de base est plus stable dans la zone d’entrée que vers l’aval, le

résultat est inverse pour Pr ≤ 0.2. Dans les deux cas, lorsqu’on s’éloigne de l’entrée,

on retrouve que Rac tend vers 1708. Plus tard, Cheng et Wu (1976) généralisent

l’étude de Hwang et Cheng (1973) en considérant des perturbations 3D (les rouleaux

transversaux ne sont donc pas écartés) et en rendant aussi la conduction de la chaleur

vers l’amont possible en considérant un canal allant de x = −∞ à x = +∞. L’étude

montre que, pour Pe ≤ 25, l’hypothèse de fluide à température uniforme en x = 0

est erronée et que la conduction axiale de la chaleur ne peut pas être négligée. A

1. Nombre de Péclet thermique : Pe = RePr
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faible nombre de Péclet, la courbe Rac// = f(x) est nettement en dessous de celle

obtenue par Hwang et Cheng (1973) car le problème est elliptique et les pertur-

bations remontent vers l’amont. D’autre part, les rouleaux transversaux sont plus

stables que les rouleaux longitudinaux pour Pe ≤ 0, 5 et Pr ≥ 1 et ils se développent

uniquement en amont et juste en aval de x = 0 (cf. Figure I.7). Plus loin en aval, on

retrouve les rouleaux longitudinaux. Expérimentalement la zone d’entrée thermique

a été étudiée par Kamotani et Ostrach (1976) puis Kamotani et al. (1979) dans

des écoulements d’air. Les auteurs constatent que la longueur d’entrée thermique

décrôıt lorsque Ra crôıt ou lorsque Re2/Gr décrôıt. L’expérience de Kamotani et al.

(1979) montre aussi que Rac décrôıt en s’éloignant de la zone d’entrée, ce résultat

est trouvé aussi par Lee et Hwang (1991) quel que soit le nombre de Prandtl.

Plusieurs études ont proposé des formules de corrélation en fonction des paramètres

de l’écoulement donnant les longueurs d’apparition et d’établissement des rouleaux

longitudinaux et des rouleaux transversaux. Par exemple, Chiu et Rosenberger

(1987) ont déterminé expérimentalement la longueur L1 d’apparition des instabilités

au début de la zone chauffée et la longueur L2 d’établissement complet des rouleaux

longitudinaux dans un écoulement d’azote. Les corrélations trouvées sont en fonc-

tion de la hauteur du canal H , de Re et du paramètre ε = (Ra − 1708)/1708.

Les formules sont corrélés pour 1300 < Ra < 8300 et 15 < Re < 170 et elles

ont la forme : L1 ≈ 0.65Hε−0.44Re0.76 et L2 ≈ 0.68Hε−0.69Re0.96. Les expériences

de Chiu et Rosenberger (1987) ont été reproduites numériquement par Narusawa

(1998) avec un très bon accord. Ils ont étudié aussi l’influence de la température

d’entrée du fluide et les conditions aux limites thermiques adiabatiques et isother-

mes des parois verticales sur les longueurs d’établissement des rouleaux longitu-

dinaux et sur le nombre de Nusselt. Yu et al. (1997) localisent par simulation

numérique la naissance des instabilités comme étant la position x où le nombre

de Nusselt moyen dans la direction transverse augmente de 3% par rapport au cas

de l’écoulement forcé. Cette position est donnée par une formule de corrélation
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pour 20 ≤ Re ≤ 50 et 6000 ≤ Ra ≤ 31000 et elle est liée au nombre de Rayleigh :

Ra = 1672(x/Pe)−1.1. Récemment, Nicolas et al. (2012) ont analysé l’influence

de Re et de Ra sur la longueur d’établissement des rouleaux longitudinaux et

sur le nombre de Nusselt moyen Nu(x). Ils ont donné des corrélations pour un

rapport de forme B = 10, Pr = 0.7 et une large gamme de Re et de Ra :

100 ≤ Re ≤ 200 et 4500 ≤ Ra ≤ 15000. Ils définissent la longueur d’établissement

comme une distance entre l’entrée et le point où la composante verticale de la

vitesse atteint le minimum wm(y = B/2, z = 0.5) et qui s’écrit sous la forme :

L = 0.578[(Ra− 1708)/1708]−0.41Re0.922.

Figure I.7.: Courbes de stabilité linéaire de l’écoulement de Poiseuille vis à vis des
rouleaux transversaux et des rouleaux longitudinaux dans la zone d’entrée thermique
d’un canal d’extension latérale infinie chauffé uniformément par le bas pour 1 6 Pr 6

100 et Pe = 0.5 (tiré de Nicolas (2002) d’après Cheng et Wu (1976)).

Müller et al. (1992); Ouazzani et al. (1995) et Nicolas et al. (1997) ont déterminé

la longueur d’établissement des R⊥ à partir de l’enveloppe stationnaire Wmax(x)

de la composante de vitesse verticale maximale le long de l’axe de la conduite. Les

rouleaux transversaux sont poussés de plus en plus vers l’aval du canal lorsque le



✞

✝

☎

✆48 Chapitre I. Revue bibliographique

débit augmente ou lorsque le gradient de température diminue. Ce résultat a été

montré expérimentalement pour la première fois par Luijkx et al. (1981).

D’un point de vue thermique, la plupart des travaux sur les écoulements de PRB

ont étudié l’influence des instabilités thermoconvectives sur les transferts thermiques

en évaluant le nombre de Nusselt (Kamotani et Ostrach, 1976; Incropera et al.,

1987; Tseng et al., 2000). Le résultat qualitatif principal, commun à l’ensemble de

ces travaux, est résumé sur la Figure I.8. Il donne l’évolution du nombre de Nusselt

Nu en fonction de x/(PeDh). Dans ce graphe, où la courbe en trait discontinu

correspond au cas de l’écoulement forcé, on peut distinguer trois régions lors de

l’apparition du régime thermoconvectif :

– la région (1) d’écoulement forcé. La longueur de cette région augmente lorsque

Re augmente ou Gr diminue.

– la région (2) où la convection mixte se développe (la courbe Nu = f(x) continue

à diminuer, puis augmente brutalement en raison de l’apparition des rouleaux,

l’augmentation étant éventuellement suivie d’oscillations amorties).

– la region (3) où le régime thermoconvectif est parfaitement établi (Nu = f(x)

garde une valeur constante)

Dans le cas d’un écoulement de PRB pleinement établi, le nombre de Nusselt Nu

ne dépend pas de Re et il croit avec Ra. Cela vaut aussi bien pour les écoulements

de rouleaux longitudinaux (Fukui et al., 1983; Narusawa, 1998; Nicolas et al., 2012)

que pour les écoulements de rouleaux transversaux (Chen et Lavine, 1996; Nicolas

et al., 1997). Autrement dit, selon toutes ces études, dans une conduite rectangulaire

chauffée par le bas, le nombre de Nusselt reste le même qu’il y ait un écoulement

(convection mixte) ou qu’il n’y en ait pas (convection naturelle). Ce résultat est vrai

à tous nombres de Reynolds pour les écoulements de rouleaux longitudinaux mais

il n’est valable qu’à petits nombres de Reynolds pour les écoulements de rouleaux

transversaux. Nicolas et al. (2012) ont montré que pour le même Re et Ra, le
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nombre de Nusselt moyen en présence des rouleaux longitudinaux oscillants est

plus petit que celui calculé en présence des rouleaux longitudinaux stationnaires, ce

qui explique la différence entre le nombre de Nusselt moyen calculé dans quelques

études numériques pour Re < 100 et Ra > 8000 et celui déterminé à partir d’études

expérimentales. En effet, les rouleaux longitudinaux sont considérés stationnaires

dans ces études numériques alors qu’ils bifurquent vers des structures oscillantes

dans le cas des expériences.

Figure I.8.: Evolution axiale du nombre de Nusselt moyenné transversalement pour un
écoulement de rouleaux longitudinaux (- - - : écoulement forcé sans rouleaux) (tiré de
Nicolas (2002) d’après Nonino et Giudice (1991)).

Dans les études de l’écoulement de PRB, on distingue deux caractères d’insta-

bilité : instabilité convective et instabilité absolue. L’étude des instabilités convec-

tives et absolues considère à la fois des analyses temporelles et spatiales de per-

turbations. Il s’agit dans ces études d’examiner la réponse du système à un pic

de type Dirac en espace et en temps. La compétition entre la croissance de l’in-

stabilité en espace et en temps et son advection donne naissance à des instabilités
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absolues lorsque la croissance en espace et en temps l’emporte sur l’advection par

l’écoulement et donne naissance à des instabilités convectives dans le cas contraire.

Carrière et Monkewitz (1999) ont montré que seuls les rouleaux transversaux sont

susceptibles de devenir absolument instables.

Certains de ces comportements rencontrés pour les écoulements de PRB se retrou-

veront pour les écoulements de Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni (PRBM) que

nous étudions par la suite. Dans le Tableau I.1 nous fournissons une synthèse

des principales conclusions tirées de la revue bibliographique de l’écoulement de

Poiseuille-Rayleigh-Bénard.

I.4. Convection de Marangoni : effet thermocapillaire

La convection de Marangoni ou thermocapillaire suscite un grand intérêt dans les

activités de recherche en raison de son importance dans les phénomènes naturels

et aussi dans de nombreuses applications industrielles telles que l’évaporation, le

séchage des solutions polymère/solvant, la croissance cristalline, les procédés de

bombardement électronique d’un métal liquide, etc ...

L’écoulement de liquide le long de l’interface de zones de faible tension superficielle

vers les zones de forte tension superficielle porte le nom du physicien italien Carlo

Marangoni (1840-1925) qui a décrit ce phénomène pour la première fois dans les

années 1870 (Marangoni, 1871). Depuis l’observation des structures hexagonales par

Bérnard (1901) qui sont dues non seulement aux effets thermogravitaires mais aussi

aux effets thermocapillaires, de nombreuses études ont été menées sur la stabilité des

écoulements convectifs d’origine thermocapillaire. Ces écoulements sont caractérisés

par une multitude de mécanismes physiques interactifs et montrent une grande

variété de structures régulières ou complexes.
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Rouleaux longitudinaux Rouleaux transversaux
Définition Rouleaux contra-rotatifs

d’axe parallèle à l’axe du
canal

Rouleaux contra-rotatifs
d’axe perpendiculaire à
l’axe du canal

Le diamètre de ces rouleaux est à peu près égal à la
hauteur du canal

Nombre de
Rayleigh
critique Rac

– Rac = 1708 (canal d’ex-
tension latérale infinie).

– Il ne dépend ni de Re ni
de Pr.

– les rouleaux longitudin-
aux sont plus instables
que les rouleaux transver-
saux dans le cas du canal
à extension latérale in-
finie.

– Rac croit lorsque le rap-
port de forme diminue.

– les parois verticales
favorisent l’apparition
des rouleaux longitudin-
aux pour les grands Re
(Re > Rec).

– Rac = 1708 pour Re
petit (canal d’extension
latérale infinie).

– Il dépend de Re et de Pr.
– Rac crôıt lorsque le rap-
port de forme diminue.

– les parois verticales
favorisent l’apparition
des rouleaux transver-
saux pour les faibles Re
(Re < Rec).

Longueur
d’établissement
L

L décrôıt lorsque Ra crôıt ou lorsque Re décrôıt.

Transfert
thermique

– Dans la région convec-
tivement développée, Nu
ne dépend pas de Re et
crôıt avec Ra.

– Dans la région convec-
tivement développée, Nu
ne dépend pas de Re et
crôıt avec Ra pour les
faibles valeurs de Re.

Table I.1.: Synthèse des principales conclusions trouvées de la revue bibliographique de
l’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard.

Un film liquide borné supérieurement par un gaz et inférieurement par une paroi

chauffée peut, sous l’effet des forces thermocapillaires, subir deux types d’instabilités

(Goussis et Kelly, 1990, 1991), une instabilité de petite longueur d’onde et une

instabilité de grande longueur d’onde.

Pour le premier type d’instabilité (petite longueur d’onde), la déformation de la

surface libre n’est pas nécessaire. Le mécanisme responsable de cette instabilité est
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lié à l’interaction de la température de base avec le champ de la vitesse perturbé

et génère des perturbations dont la longueur d’onde est de l’ordre de l’épaisseur du

film liquide. Une publication clé concernant ce type d’instabilité est celle de Pearson

(1958). Dans cet article, Pearson a étudié le transfert de chaleur dans une couche de

liquide infinie, homogène, d’épaisseur constante, chauffée uniformément par le bas.

Il suppose que l’interface est plane et indéformable, et il néglige la gravité. La phase

liquide est modélisée grâce aux équations classiques de la mécanique des fluides,

tandis que la phase gazeuse est incluse dans le modèle à travers une condition aux

limites à l’interface liquide-gaz, dans laquelle intervient un coefficient de transfert

constant, le nombre de Biot. Symbolisé généralement par Bi, ce nombre compare

la résistance thermique de conduction à l’intérieur de la couche fluide d’épaisseur

H et la résistance thermique de convection entre la surface de cette couche fluide

et l’air ambiant. Il est définit comme :

Bi =
hH

λ
(I.5)

Pearson détermine l’existence d’un seuil critique, qu’il quantifie par un nombre de

Marangoni critique, à partir duquel la couche de liquide devient instable en raison

du mouvement convectif de Marangoni qui apparâıt spontanément. Selon Goussis

et Kelly (1990), pour que ce type d’instabilité existe, la condition suivante doit être

satisfaite :

[−
dσ

dT
∆T ]

ρcp
µh

> 32.073 (I.6)

Les aspects physiques liés à ce type d’instabilité apparaissent tous dans la con-

dition ci-dessus. Le produit dans les parenthèses représente les forces thermocapil-

laires, tandis que ρcp représente les effets de convection dans l’extraction de l’énergie

à partir de l’état de base. Les grandes valeurs de ces deux quantités sont favorables

à l’instabilité. La viscosité dynamique µ et le coefficient de transfert thermique h
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représentent respectivement les pertes de l’énergie dues à la dissipation visqueuse

et les pertes de chaleur à travers la surface libre. Pour que l’instabilité puisse se

produire, l’énergie transférée à la perturbation et le travail effectué par les forces

thermocapillaires doivent être suffisantes pour surmonter ces deux types de pertes

(dissipation visqueuse et échange via la surface libre).

Le deuxième type d’instabilité (grande longueur d’onde) est lié à la modification

de la température de base de la surface libre par la déformation de la surface. Dans ce

cas la tension de surface tend à stabiliser les petites longueurs d’ondes ce qui permet

à l’instabilité de prendre la forme de perturbations de grandes longueur d’onde. Ce

type d’instabilité se produit quand les forces thermocapillaires l’emportent sur les

forces hydrodynamiques. Cet équilibre est exprimé par (Smith, 1966) :

H2ρg =
3

2

[− dσ
dT
∆T ]

[1 + hH
λ
]

(I.7)

Si la hauteur H de la couche liquide est inférieure à la valeur donnée par la

dernière équation, la couche liquide devient instable vis-à-vis des perturbations de

grande longueur d’onde.

Scriven et Sternling (1964) ont étendu l’étude de Pearson en considérant une

surface libre déformable. Ils ont montré que les perturbations de grande longueur

d’onde sont toujours instables alors que les perturbations de petite longueur d’onde

subissent le comportement décrit par Pearson.

Cette instabilité de Marangoni de grande longueur d’onde a été mise en évidence

expérimentalement par VanHook et al. (1995). Ils ont conclu que celles-ci se dévelop-

pent dans le film liquide lorsque la différence de température entre le solide et le

gaz environnant dépasse un seuil critique. Supplantant les instabilités de Bénard

pour les films assez minces, ces instabilités accentuent les déformations locales de

l’interface, et peuvent provoquer la rupture de la couche liquide. Beaucoup d’études
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concernant le démouillage s’intéressent à ce type d’instabilité.

La convection thermocapillaire a été aussi bien étudiée dans des films liquides

s’écoulant le long d’une paroi inclinée chauffée uniformément pas le bas (Bankoff,

1971; Thiele et Knobloch, 2004; Hu et al., 2008). Dans ces études, l’épaisseur du

film est mince et les instabilités thermocapillaires se présentent sous la forme de per-

turbations de grande longueur d’onde. L’instabilité résultant de l’effet Marangoni

évolue selon une équation simplifiée de l’épaisseur du film H(x, t) qui peut être

dérivée de l’équation de Stokes en utilisant l’approximation de la théorie de la lubrifi-

cation (long wave approximation) (Burelbach et al., 1988; Oron et Rosenau, 1992).

Oron et al. (1997) ont proposé une étude détaillée des phénomènes dynamiques

qui se manifestent au sein d’un film liquide mince soumis à l’action de contraintes

mécaniques et thermiques. Les phénomènes rencontrés peuvent se traduire par la

propagation d’ondes et des ruptures locales du film dans le sens de l’épaisseur qui

sont prédites par l’équation d’évolution de l’épaisseur du film. Ces approches sont

menées pour des écoulements bidimensionnels (film 2D fin) pour lesquelles il ne sera

jamais possible de mettre en évidence des structures tourbillonnaires tridimension-

nelles qui se développeraient au sein du film liquide.

Dans certaines situations, lorsque le film est assez épais, la poussée d’Archimède

(théorie de Rayleigh) et la convection de Marangoni apparaissent simultanément.

En effet, les gradients de température qui sont responsables des gradients de tension

de surface peuvent aussi être à l’origine de gradients de densité. Ce cas d’étude porte

souvent le nom d’instabilité de Rayleigh-Bénard-Marangoni.
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I.5. Combinaison de la convection naturelle et de

l’effet thermocapillaire

Le couplage entre les effets thermocapillaires est les effets de la poussée d’Archimède

a été essentiellement lié à des configurations d’études ne prenant pas en compte

la convection forcée (convection de Rayleigh-Bénard-Marangoni). Nield (1964) a

démontré que, dans ce cas, la convection dans le film est due à la somme de ces

deux mécanismes qui se renforcent l’un l’autre. Sur la base d’une étude numérique,

Nield a établi un diagramme de stabilité linéaire, qui représente le rapport du nom-

bre de Marangoni sur le nombre de Marangoni critique en fonction du rapport du

nombre de Rayleigh sur le nombre de Rayleigh critique. Il a obtenu une variation

pratiquement linéaire entre les deux rapports. En l’absence de variation de ten-

sion de surface ou d’effet de la gravité, les résultats confirment les conclusions déjà

obtenues par Rayleigh et Pearson. La théorie linéaire de Nield a été validée ensuite

par des mesures expérimentales de transfert de chaleur à travers des couches d’huile

de silicone (Palmer et Berg, 1971; Pantaloni et al., 1979).

Gumerman et Homsy (1974a,b) ont étendu l’analyse de stabilité linéaire du

problème de Rayleigh-Bénard-Marangoni au cas de deux phases en écoulement co-

courant avec un gradient de température vertical constant. Puisque les auteurs ont

supposé des profils de vitesse et de température linéaires, les paramètres critiques

obtenus sont identiques à ceux prédits par l’analyse linéaire d’une couche plane de

liquide stagnant.

La combinaison des effets de flottabilité et des effets thermocapillaires a aussi

été étudiée par Gershuni et al. (1992) et Parmentier et al. (1993) en prenant un

gradient de température horizontal. Dans le cas de surfaces horizontales conduc-

trices, Gershuni et al. (1992) ont obtenu des perturbations tridimensionnelles sous



✞

✝

☎

✆56 Chapitre I. Revue bibliographique

forme de rouleaux longitudinaux stationnaires pour Pr > 1. Dans le cas de surfaces

horizontales adiabatiques, Parmentier et al. (1993) ont trouvé des perturbations

instationnaires sous forme de vagues obliques. Mercier et Normand (1996) ont in-

troduit le nombre de Biot pour décrire le transfert de chaleur à la surface supérieure

libre. Ils ont montré l’existence d’une transition du mode oscillatoire au mode sta-

tionnaire lorsque le nombre de Bond (le rapport entre les nombres de Rayleigh et de

Marangoni) est augmenté. Un nombre de Bond nul correspond à un système étudié

en l’absence de gravité. Cette transition dépend du nombre de Biot. Une étude

expérimentale sur les instabilités thermocapillaires combinées aux effets de flotta-

bilités dans une couche de liquide soumise à un gradient horizontal de température

a été menée par Burguete et al. (2001). Ils ont constaté que l’écoulement peut se

déstabiliser sous la forme de différentes structures, en fonction de la différence de

température et de la profondeur H du liquide. Pour les petites valeurs de H , le

système présente des ondes hydrothermales, tandis que pour les grandes valeurs de

H , des rouleaux longitudinaux stationnaires sont observés.

Plusieurs études de la convection Rayleigh-Bénard-Marangoni ont été réalisées

dans des géométries cylindriques. Vrentas et al. (1981) ont considéré une approche

axisymétrique linéaire pour les problèmes de Marangoni pur et de Rayleigh pur. Ils

ont déterminé les nombres de Marangoni et de Rayleigh critiques d’apparition de la

convection dans des récipients cylindriques de différents rapports de forme. Dauby

et al. (1997) ont réalisé une étude numérique de stabilité linéaire afin d’analyser les

effets couplés de la flottabilité et de la thermocapillarité sur les seuils critiques. Ils

ont montré que l’augmentation du rapport de forme provoque un changement de

seuil, qui est dû à la fois au faible confinement et à une modification de l’instabilité

qui passe de l’instabilité induite par la flottabilité à l’instabilité induite par les

effets thermocapillaires. Kamotani et al. (1996) ont mesuré expérimentalement la

différence de température critique dans des récipients cylindriques de différentes
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tailles remplis par un liquide dont le nombre de Prandtl vaut Pr = 27. Ils ont

trouvé que l’écoulement est dominé par les effets thermocapillaires pour des faibles

nombres de Bond : Bo ≤ 0.24. Récemment, Touihri et al. (2011) ont étudié les

instabilités en cavité cylindrique chauffée par le bas avec la prise en compte des

échanges de chaleur convectifs à la surface libre. L’effet stabilisant de la tension de

surface (Ma > 0) induit une augmentation du seuil d’instabilité primaire, qui est

amplifiée pour les faibles valeurs de Bi, mais peut également modifier la structure

de l’écoulement en créant des rouleaux contrarotatifs à proximité de la surface libre.

Outre la détermination des seuils de transition, d’autres contributions portent no-

tamment sur la structure de l’écoulement et les motifs convectifs observés au voisi-

nage du seuil. Les cellules de Bénard hexagonales sont principalement la conséquence

des gradients de tension de surface qui ne sont pas concernés par la flottabilité,

tandis que les structures d’écoulement causées par des gradients de densité sont

des rouleaux (Koschmieder, 1993). L’analyse non linéaire menée par Parmentier

et al. (1996) a également conclu que lorsque la flottabilité est le moteur unique de

la convection, seuls les rouleaux seront observés, alors que la présence des effets

thermocapillaires, privilégie la formation de structures hexagonales. Cette étude a

montré aussi que pour Pr < 0.23 la direction de l’écoulement au centre des cel-

lules hexagonales est vers le bas quelle que soit la valeur de la force d’Archimède.

Koschmieder et Prahl (1990) ont montré expérimentalement les différentes struc-

tures convectives selon que la cavité est cylindrique ou carrée. Ces résultats ont

été retrouvés numériquement par Médale et Cerisier (2002) qui ont étendu l’étude

pour des cavités triangulaires et hexagonales. Lorsque la cavité permet d’observer

plusieurs rangées de cellules, les cellules internes ont une géométrie hexagonale.

Une analyse expérimentale et numérique de la convection Bénard-Marangoni est

également proposée par Pasquetti et al. (2002). Les auteurs mettent en évidence

l’influence de la forme de la perturbation initiale sur les structures stables obtenues.
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Sur la base des définitions des nombres de Rayleigh et de Marangoni (équations

I.1 et I.4) nous constatons que la longueur caractéristique H joue un rôle con-

sidérable dans l’importance des mécanismes mis en jeu. Les expériences ont montré

que la convection de Rayleigh domine l’effet Marangoni lorsque les couches de

fluide ont une épaisseur de l’ordre du centimètre. Par contre, lorsque le film a

une épaisseur inférieure au millimètre, celui-ci ne subit plus l’influence de la force

d’Archimède, mais bien les effets thermocapillaires. Dans les cas intermédiaires, les

deux mécanismes agissent simultanément.

I.6. Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire les principaux phénomènes physiques qui inter-

viennent dans l’étude qui nous intéresse. Même si cette revue n’est pas exhaustive,

elle permet de servir de base à la compréhension des phénomènes physiques mis

en jeu dans cette étude. Jusqu’à présent et à notre connaissance et comme con-

staté dans la revue bibliographie, il n’existe pas de travail théorique, numérique ou

expérimental qui traite le problème de la convection mixte combiné aux effets ther-

mocapillaires. En effet, lorsque les forces de flottabilité, les forces thermocapillaires

et les courants de convection forcée sont comparables, les instabilités se développent

sous forme de rouleaux convectifs longitudinaux semblables à ceux dans la config-

uration de Poiseuille-Rayleigh-Bénard. Pour cela nous avons choisi d’œuvrer pour

apporter une contribution à la compréhension du problème de la combinaison de

ces trois effets déjà bien étudiés séparément dans la littérature, sur la structure de

l’écoulement et les transferts thermiques.



CHAPITRE II

Modélisation physique et méthode

numérique

Pour atteindre les objectifs visés, il est nécessaire de définir un modèle physique

bien approprié afin d’établir un programme numérique valide qui permettra de

simuler tous les phénomènes mis en jeu. Nous présentons dans ce chapitre la for-

mulation mathématique du modèle physique simplifié du problème de l’écoulement

de convection mixte combiné aux effets thermocapillaires. Le comportement du flu-

ide est modélisé par les équations de Navier-Stokes, de l’énergie et les conditions

aux limites adéquates sont écrites. La méthode numérique de résolution utilisée est

décrite en détail. Le code de calcul utilisé est testé par comparaison de nos résultats

avec ceux de la littérature pour des phénomène similaires à ceux étudiés ici.



✞

✝

☎

✆60 Chapitre II. Modélisation physique et méthode numérique

II.1. Configuration de l’écoulement et hypothèses

simplificatrices

Nous considérons l’écoulement d’un liquide (pour un nombre de Prandtl Pr = 7)

confiné dans un canal rectangulaire horizontal de hauteur H , de largeur 10H , de

longueur 50H , et dont la surface supérieure est libre (Figure II.1). On définit le

rapport de forme transversal comme le rapport entre la largeur et la hauteur du

canal par Γ=largeur/hauteur (Γ = 10 pour la majorité des cas étudiés). Les parois

latérales du canal sont adiabatiques, la paroi horizontale du bas est adiabatique sur

une longueur 2H mesurée à partir de la section d’entrée du canal. Au delà, la paroi

est maintenue à une température uniforme Tc supérieure à la température d’entrée

du liquide T0 (Tc > T0). La température de l’air ambiant au-dessus de l’écoulement

de liquide est fixée à T0. L’origine du repère est placée à la distance 2H de la section

d’entrée du canal. Cette géométrie est inspirée de celle qui a fait l’objet d’études

récentes en configuration PRB (Nicolas et al., 2011; Rahli et al., 2011). La surface

rigide étant remplacée par une surface libre.

Figure II.1.: Géométrie de la configuration retenue et conditions aux limites.

Pour étudier les phénomènes complexes mis en jeu, nous avons pris en con-

sidération les hypothèses simplificatrices suivantes :
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– Le fluide est supposé newtonien, incompressible, en écoulement laminaire per-

manent.

– La dissipation d’énergie due au travail des forces visqueuses est négligée.

– Les propriétés thermophysiques sont considérées constantes à l’exception de la

masse volumique dans le terme de la flottabilité et de la tension de surface.

La variation de la masse volumique dans le terme de la flottabilité est donnée

par l’approximation de Boussinesq (Boussinesq, 1903). Cette approximation

est fondée sur l’hypothèse de considérer la masse volumique comme constante

sauf dans le terme de flottabilité. Elle fournit un modèle très utilisé, confirmé

par une littérature abondante rapportant d’excellents accords entre calculs et

expériences. La validité de cette approximation est justifiée néanmoins pour de

faibles différences de température (Gray et Giorgini, 1976). La masse volumique

est exprimée par la relation linéaire suivante :

ρ = ρ0(1− β(T − T0)) avec β = −
1

ρ0
(
∂ρ

∂T
)p (II.1)

où ρ0 et T0 représentent les valeurs de référence respectivement pour la masse

volumique et la température. β représente le coefficient d’expansion thermique.

La variation de la tension de surface est modélisée par le développement en série

de Taylor au premier ordre de la tension de surface autour de la température

de référence :

σ = σ0 − γ(T − T0) avec γ = −∂σ/∂T (II.2)

où σ0 est la tension de surface à la température T0. Pour la plupart des liquides

(γ > 0), la tension de surface décrôıt avec la température. En effet, un accroisse-

ment de la température engendre une augmentation de l’agitation moléculaire,

ce qui provoque une diminution de la cohésion entre les molécules et de ce fait,

la tension entre les particules liquides est réduite.

– La surface libre est supposée plane et indéformable. La déformation de la sur-
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face libre peut être négligée si le nombre de crispation Cr = ρνα/σH ≪ 1

(Davis, 1987) et le nombre de Galilée Ga = gH3/να ≫ 1 où ν, α et g sont re-

spectivement la viscosité cinématique, la diffusivité thermique et l’accélération

de pesanteur. La valeur élevée du nombre Galilée indique que la gravité stabilise

les perturbations de grande longueur d’onde qui provoquent la déformation de

la surface libre.

– Compte tenu de la faible viscosité dynamique liée au cisaillement de l’air au

niveau de la surface libre, nous nous limitons dans cette étude à un modèle

mono-couche (Nepomnyashchy et al., 2011), la phase gazeuse n’est pas modélisée

et les échanges avec le milieu extérieur sont décrits par un coefficient d’échange

thermique supposé connu et constant.

– L’épaisseur du film liquide est supposée constante. En effet, en considérant une

couche d’eau d’une profondeur H = 1 cm, pour laquelle nous avons calculé

analytiquement la différence de pression entre l’entrée et la sortie du canal de

50 cm de longueur, et en tenant compte des frottements sur les parois du canal

(un calcul similaire a également été réalisé par simulation numérique), nous

avons déduit que la variation de la hauteur de la couche d’eau entre l’entrée et

la sortie du canal est très faible et peut donc être négligée (∆H = 2.6.10−4cm

représentant 0.026 % de la hauteur de la couche d’eau). L’écoulement dans un

canal à surface libre (canal ouvert) a été étudié numériquement et expérimental-

ement dans la littérature mais sans la prise en compte des effets thermocapil-

laires. La variation de la profondeur de la couche de fluide est considérée comme

négligeable dans la plupart des études de ce type d’écoulement (Wang et al.,

1983; Komori et al., 1993; Taylor et al., 2005; Wang et Lu, 2005).
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II.2. Equations de l’écoulement

Compte tenu des hypothèses simplificatrices signalées au paragraphe précédent,

les équations régissant la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et

de l’énergie s’écrivent :

Equation de continuité :

~∇.~v = 0 (II.3)

Equation de la quantité de mouvement :

(~v.~∇)~v = −
1

ρ0
~∇p+ ν ~∇2~v + β~g(T − T0) (II.4)

Equation de l’énergie :

~v.~∇T = α ~∇2T (II.5)

où ~v est la vitesse de composantes (vx, vy, vz), T et p sont respectivement les champs

de la température et de la pression.

II.3. Conditions aux limites

Pour compléter le système d’équations (II.3-II.5), on lui associe les conditions aux

limites suivantes :

– A la paroi horizontale inférieure, la vitesse satisfait la condition de non-glissement.

La paroi est adiabatique pour x ∈ [−2H, 0[ et elle est parfaitement conductrice

pour x ∈ [0, 48H ].

~v = ~0,
∂T

∂z
= 0 pour x ∈ [−2H, 0[; T = Tc pour x ∈ [0, 48H ] à z = 0.

(II.6)
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– La vitesse satisfait également la condition de non-glissement pour les parois

latérales, qui sont supposées être adiabatiques :

~v = ~0,
∂T

∂y
= 0 à y = 0 et y = 10H. (II.7)

– A la surface libre (z = H), la vitesse verticale vz est nulle et l’équilibre entre les

forces de tension de surface et les contraintes visqueuses dans le fluide donnent

les conditions sur vx et vy :

µ
∂vx
∂z

= −
∂σ

∂T

∂T

∂x
(II.8)

µ
∂vy
∂z

= −
∂σ

∂T

∂T

∂y
(II.9)

vz = 0 (II.10)

– La condition à la limite thermique au niveau de la surface libre qui traduit la

conservation de l’énergie s’écrit :

−λ
∂T

∂z
= h(T − T0) à z = H. (II.11)

Le premier terme représente la conduction de la chaleur dans le liquide, où λ

désigne la conductivité thermique du fluide, tandis que le second terme exprime

le transfert convectif entre la surface libre et l’air ambiant considéré à T0. Le

coefficient d’échange convectif h entre la surface libre et l’air environnant est

pris constant pour toute la surface.

– A l’entrée du canal, nous considérons un profil de vitesse pleinement développé

maintenu par un gradient de pression constant. Ainsi, nous utilisons un profil

de vitesse de type demi-Poiseuille tridimensionnel comme celui calculé analy-

tiquement par Nicolas et al. (2000) pour le cas d’un canal rectangulaire avec des

parois rigides, ce qui correspond dans notre cas à la solution de Navier-Stokes
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avec une condition de glissement à la surface supérieure (∂vx
∂z

= 0, vz = 0) et

la condition de non-glissement au niveau des parois latérales. La température

d’entrée est fixée à T0.

vx = v 1

2
Pois(y,z); vy = vz = 0; T = T0 à x = −2H. (II.12)

II.4. Adimensionnement du modèle

Pour donner une formulation générale au problème étudié, nous allons écrire les

équations à résoudre et les conditions aux limites sous leur forme adimensionnelle

en adoptant les grandeurs sans dimensions suivantes pour :

les coordonnées spatiales (X, Y, Z) = (x,y,z)
H

la vitesse (Vx, Vy, Vz) =
vx,vy ,vz

Um

la pression P = p
ρU2

m

la température θ = (T − T0)/(Tc − T0)

où Um est la vitesse moyenne à l’entrée du canal ouvert et ρU2
m représente la

pression dynamique.

En introduisant ces nouvelles variables dans les équations du système (II.3-II.5),

nous obtenons les équations adimensionnelles suivantes à résoudre qui décrivent

respectivement, la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de

l’énergie :

~∇.~V = 0 (II.13)

(~V .~∇)~V = − ~∇P +
1

Re
~∇2~V +

Ra

PrRe2
θ~k (II.14)

~V .~∇θ =
1

PrRe
~∇2θ (II.15)
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Les nombres adimensionnels qui apparaissent dans les équations à résoudre sont

définis comme suit :

– Le nombre de Reynolds Re = UmH
ν

: il représente le rapport entre les forces

d’inertie et les forces de viscosité.

– Le nombre de Rayleigh Ra = gβ(Th−T0)H3

να
: c’est le rapport entre les forces

d’Archimède thermiques et les forces de viscosité.

– Le nombre de Prandtl Pr = ν
α
: il représente le rapport entre la diffusivité de

la quantité de mouvement et la diffusivité thermique.

Les conditions aux limites (II.6-II.12) sous forme adimensionnelle deviennent :

~V = ~0,
∂θ

∂Z
= 0 pour X ∈ [−2, 0[, θ = 1 for X ∈ [0, 48] à Z = 0. (II.16)

~V = ~0,
∂θ

∂Y
= 0 à Y = 0 and Y = 10. (II.17)

∂Vx

∂Z
= −

Ma

Pe

∂θ

∂X
,

∂Vy

∂Z
= −

Ma

Pe

∂θ

∂Y
, Vz = 0 à Z = 1. (II.18)

∂θ

∂Z
= −Bi θ à Z = 1. (II.19)

Vx = V 1

2
Pois(Y,Z), Vy = Vz = 0, θ = 0 à X = −2. (II.20)

Cette nouvelle écriture des conditions aux limites fait apparâıtre trois nouveaux

nombres adimensionnels qui sont définis comme suit :

– Le nombre de Marangoni Ma = ∂σ
∂T

∆TH
µα

: il représente le rapport des forces de

surfaces sur les forces visqueuses.

– Le nombre de Péclet Pe = UmH
α

: il représente le rapport entre le transfert par

convection et le transfert par conduction.

– Le nombre de Biot Bi = hH
λ

: il représente le rapport entre la résistance ther-

mique interne du film liquide et la résistance thermique entre la surface libre

et l’air ambiant.

Le problème à résoudre pour obtenir les champs de vitesse et de température de

l’écoulement, compte tenu des conditions aux limites choisies, est à six paramètres
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(Re, Ra, Pr, Bi, Ma, Γ). Comme nous avons choisi un fluide qui a un nombre de

Prandtl Pr = 7, le problème se réduit à cinq paramètres variables.

II.5. Méthode numérique

Pour un problème donné, les équations décrivant les transferts thermiques dans le

fluide forment un système aux dérivées partielles qui n’admettent pas de solution an-

alytique générale. Par conséquent, plusieurs méthodes numériques de résolution ont

été développées. On peut citer par exemple : les méthodes utilisant des différences

finies, des volumes finis, des éléments finis ou encore les méthodes spectrales. Ces

méthodes permettent de transformer le système d’équations aux dérivées partielles

en un système d’équations algébriques. La méthode des volumes finis présente des

avantages considérables en raison de sa simplicité et de mise en œuvre numérique,

et de son aptitude à traiter des géométries complexes. La caractéristique la plus

importante de cette méthode est qu’elle est conservatrice par construction, ce qui

signifie que tout le flux sortant d’un volume de contrôle entre dans les volumes

voisins.

La résolution numérique de notre problème est faite à l’aide du code TAMARIS,

développé au laboratoire SIAME par Kamal El Omari (El Omari et Le Guer, 2009;

El Omari et al., 2011), au sein duquel ont été implémentées les conditions aux limites

décrites à la section précédente. Le code Tamaris utilise la méthode des volumes finis

tridimensionnels (3D) non structurés à maillages hybrides. Le domaine de calcul est

divisé en un grand nombre de cellules élémentaires sur lesquelles les équations aux

dérivées partielles sont intégrées. Les cellules de calcul peuvent être de différentes

formes (tétraèdres, hexaèdres, prismes et pyramides), ce qui procure une grande

flexibilité pour la géométrie étudiée tout en permettant de raffiner facilement et

de manière régulière au voisinage des parois. Les variables (~v, p et T ) sont toutes
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stockées au centre des cellules de manière ≪non décalée≫.

Pour décrire la méthode numérique utilisée, nous pouvons écrire les Eqs. (II.4 et

II.5) sous leur forme générique de convection-diffusion d’une variable φ :

∫

S

ρ φ~U.~n dS =

∫

S

Λ~∇φ.~n dS +

∫

V

Sφ dV (II.21)

où ~U est le vecteur vitesse. Les trois termes de l’équation II.21 représentent respec-

tivement le taux de transport convectif de la variable φ à travers les frontières du

volume de contrôle, le taux de diffusion de φ caractérisé par le coefficient généralisé

de diffusion Λ et enfin le terme source de φ qui englobe tous les effets non inclus

dans les deux premiers termes.

Les schémas spatiaux utilisés pour approcher les flux convectifs et diffusifs sont

tous les deux du second ordre de précision. Le terme diffusif est approximé en

effectuant une somme sur toutes les faces f d’une cellule de calcul (Fig. II.2) :

∫

S

Λ~∇φ.~n dS =
∑

f

ΛfAf

(

~∇φ
)

f
.~nf (II.22)

où Af est l’aire de la face f . Pour traiter la non orthogonalité souvent inhérente

aux maillages non structurés, le gradient normal
(

~∇φ
)

f
.~nf est décomposé en une

contribution implicite qui utilise les valeurs de φ aux centres des cellules (la première

partie du terme de droite de l’Eq. II.23) et une contribution explicite traitée par

une approche de correction différée afin de préserver la précision du second ordre du

schéma centré. Une décomposition par sur-relaxation de coefficient
~d

~d.~nf

est utilisée,

comme proposée par Jasak (1996), pour améliorer les propriétés de convergence de

la discrétisation de ce terme diffusif. Ainsi :

(

~∇φ
)

f
.~nf =

φNb
− φC

‖~d‖

~d

~d.~nf

+ ~∇φ.

(

~nf −
~d

~d.~nf

)

(II.23)
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où ~d (dx, dy, dz) est le vecteur qui joint les centres de deux cellules voisines (voir

Fig. II.2). Le gradient moyen ~∇φ est calculé par interpolation entre deux cellules

voisines.

Figure II.2.: Une cellule de calcul C et une de ses cellules voisines Nb.

Les gradients des variables aux centres des cellules sont calculés par la méthode

des moindres carrés. Cette méthode permet d’élargir la molécule de calcul au-delà

des cellules voisines immédiates (celles partageant une face avec la cellule où le

gradient est calculé). Ainsi, pour chaque cellule de calcul, le système linéaire 3 × 3

suivant est résolu :

M · ~∇φ = ~H (II.24)

où les composantes de la matrice M et du vecteur ~H s’écrivent :

Mij =

Nb
∑

k=1

1

‖ ~dk‖2
dk,jdk,j etHi =

Nb
∑

k=1

1

‖ ~dk‖2
dk,j (φk − φC)

où Nb est le nombre de cellules environnantes.

Dans notre cas, nous choisissons d’inclure toutes les cellules qui partagent un

sommet avec la cellule C. Ainsi, dans le cas d’un maillage structuré formé par les

cellules hexaédriques, Nb peut atteindre 26. La contribution de chaque cellule est

pondérée par un facteur égal à l’inverse du carré de la distance entre les deux centres
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de cellules 1

‖ ~dk‖2
.

Le terme convectif de l’Eq. II.21 est approximé par une somme sur les faces f qui

constituent la surface S :

∫

S

ρφ~U.~n dS =
∑

f

(ρφA)f ~Uf .~nf (II.25)

Le calcul de la valeur à la face φf requiert une interpolation adéquate qui garantit

à la fois un schéma précis et borné. Pour ce faire, nous avons implémenté le schéma

non linéaire, haute résolution (HR) CUBISTA proposé par Alves et al. (2003) sous

sa formulation Υ donnée par Ng et al. (2007). Ainsi, φf est exprimée en fonction de

la valeur amont (UP) de φ et de sa valeur par différentiation centrée (CD) :

φHR
f = φUP +Υ

(

φCD
f − φUP

)

(II.26)

Le coefficient Υ est déterminé à chaque face en tenant compte localement du profil

de la solution, en utilisant l’approche NVD (Normalized Variable Diagram) et en

respectant le critère CBC (Convection Boundedness Criterion) (Gaskell et Lau,

1988). Le premier terme du membre de droite de l’Eq. (II.26) est pris en compte

implicitement, tandis que le second terme est pris en compte explicitement avec

l’approche de correction différée (Ferziger et Perić, 1999). Cette pratique renforce

le conditionnement de la matrice du système linéaire obtenu.

Le couplage vitesse-presssion est assuré par l’algorithme SIMPLE (Patankar,

1980), tandis que le flux massique aux faces des cellules est calculé par l’inter-

polation de Rhie-Chow (Rhie et Chow, 1983), afin d’éviter l’effet de damier dans le

champ de pression.

A chaque itération de l’algorithme SIMPLE, l’équation de l’énergie est résolue

après la résolution de l’équation du mouvement et l’équation de Poisson pour la
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correction de pression. La résolution de l’équation de l’énergie est intégrée dans

l’itération SIMPLE pour tenir compte du niveau élevé de son couplage avec l’équation

de la quantité de mouvement à travers le terme des forces de volume et le couplage

avec les conditions aux limites thermocapillaires.

L’implémentation du code Tamaris est faite en langage C++ avec une approche

orientée objets. Dans sa version séquentielle, le code utilise des solveurs de Krylov

(BiCGStab, GMRES), avec préconditionnement ILU à travers l’implémentation de

la librairie IML++ (Dongarra et al., 1994). La parallélisation du code est pour

sa part basée sur le concept de décomposition de maillage sans chevauchement.

La génération du maillage est réalisée généralement par le mailleur libre Gmsh

(Geuzaine et Remacle, 2009) et les décompositions sont effectuées par les outils

Metis (Karypis et Kumar, 1998) ou Chaco (Hendrickson et Leland, 1995). Le code

Tamaris utilise la librairie parallèle Petsc (Balay et al., 1997), qui offre une mul-

titude de solveurs optimisés pour le calcul parallèle utilisant l’interface d’échange

de données MPI. Chaque partition du maillage est confiée à un seul processeur qui

assemble une partie de la matrice distribuée du système linéaire avant qu’il ne soit

résolu par des méthodes itératives de type Krylov, comme la méthode GMRES. La

librairie Petsc fournit aussi une interface vers d’autres librairies, comme Hypre et

son solveur multigrilles algébrique Boomer AMG, et elle fait l’objet d’optimisations

et de développements continus. Afin de bénéficier des performances de Petsc, toutes

les procédures parallélisées du code ont été implémentées à l’aide des outils fournis

par cette librairie (les vecteurs distribués de stockage des variables et les appels de

mise à jour des valeurs ”ghost” par exemple). Toutes les tâches du code s’exécutent

donc en parallèle. De plus, pour ne pas ralentir les calculs, la sauvegarde périodique

des résultats intermédiaires est réalisée de façon fractionnée : chaque processeur

écrit dans un fichier propre la partie des résultats dont il a la charge. Les résultats

ne sont combinés que pendant la phase de post-traitement.
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II.6. Validation

Afin de vérifier la fiabilité et la précision du code de calcul, il est nécessaire de

le valider et de le tester en comparant les résultats obtenus en utilisant le code

avec des résultats disponibles dans la littérature. Plusieurs études de validation

du code dans différentes situations ont été précédemment menées (El Omari et Le

Guer, 2010a,b). Deux autres configurations physiques plus proches de notre étude

ont également servi à valider le code. Il s’agit du cas de l’écoulement de Poiseuille-

Rayleigh-Bénard (PRB) et de celui de la convection thermocapillaire qui permet

d’introduire les effets de la tension de surface.

II.6.1. Cas de l’écoulement Poiseuille-Rayleigh-Bénard

La première configuration test est celle d’un écoulement de type Poiseuille-Rayleigh-

Bénard (PRB). Une solution numérique tridimensionnelle de référence (benchmark)

pour ce type de configuration a été obtenue par Nicolas et al. (2011). Il s’agit d’un

écoulement tridimensionnel de convection mixte dans un canal horizontal rectan-

gulaire chauffé uniformément par le bas et refroidi par le haut. La géométrie du

domaine de calcul est définie par les rapports de forme longitudinal (A = 50) et

transversal (B = 10). Les paramètres de l’écoulement sont fixés par l’intensité de la

convection forcée (Re = 50) et naturelle (Ra = 5000), ainsi que les caractéristiques

du fluide (air : Pr = 0, 7). Ces valeurs des paramètres conduisent à une solution

stationnaire à dix rouleaux longitudinaux, présentée sur la Figure II.3.

Dans ce cas test, nous avons utilisé un maillage non uniforme de résolution

nx = 128, ny = 176 et nz = 50. Dans la direction de l’écoulement, le maillage

est raffiné au voisinage de la zone où l’on commence à chauffer et ensuite progresse

d’une manière régulière jusqu’à la zone convectivement développée où il devient uni-
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Figure II.3.: Solution numérique du problème. a) Champ de température dans le plan
médian horizontal. b) Champs de température et vecteurs vitesse dans la section
transversale à X = 30. (figure tirée de Nicolas et al. (2011))

forme. Nous présentons sur la Figure II.4 les profils longitudinaux des composantes

adimensionnées de la vitesse (Vx et Vz) et de la température réduite θ obtenues par

le code de calcul et les comparons aux résultats donnés par Nicolas et al. (2011).

Le tableau II.1 donne les valeurs de l’énergie cinétique du fluide en écoulement 2Ec

(multipliée par deux) et de la différence de pression entre les sections d’entrée et de

sortie ∆Pio qui sont des quantités qui représentent l’écoulement dans son ensemble.

2Ec ∆Pio

Résultats de Nicolas et al. (2011) 1.292453 14.40670
Nos résultats 1.2915 14.3101
Ecart relatif 0,074% 0,68%

Table II.1.: Résultats du cas test de l’écoulement de PRB comparés avec les solutions de
réference du Benchmark de Nicolas et al. (2011)

.

La Figure II.4 et le Tableau II.1 montrent que nos résultats sont en bon accord

avec les résultats de Nicolas et al. (2011) puisque l’écart relatif entre les valeurs de

2Ec et ∆Pio ne dépasse pas 1%. Nous constatons que la validité du code de calcul
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−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  10  20  30  40

V
 e

t 
θ

X

Présent, Tamaris θ
Vx
Vz

Nicolas et al. θ
Vx
Vz
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long de l’axe (Y = 5, Z = 0.5) comparés avec la solution de réference de Nicolas et al.
(2011) (symboles).

pour ce type d’écoulement tridimensionnel de convection mixte est bien assurée.

II.6.2. Cas de la convection thermocapillaire

Le deuxième cas test pour valider le code de calcul concerne la convection ther-

mocapillaire (ou convection de Marangoni). Nous considérons l’écoulement d’un

fluide dans une cavité carrée 2D avec surface libre et de rapport de forme Γ =

Largeur/hauteur = 1. La paroi horizontale du bas est supposée adiabatique et

les parois verticales sont différentiellement chauffées à température uniforme. La

gravité est perpendiculaire à la paroi horizontale. Les paramètres de contrôle du

cas test sont : le nombre de Reynolds thermocapillaire défini par : Reth = ∂σ
∂T

∆TH
ρν2

,

le nombre de Prandtl Pr, (le nombre de Marangoni étant Ma = RethPr) et le

nombre de Bond dynamique Bd = ρgH2

σ
, qui caractérise l’importance des forces de

flottabilité par rapport aux forces thermocapillaires.



II.6 Validation
✞

✝

☎

✆75

Nous avons effectué des simulations numériques pour différentes combinaisons des

paramètres de contrôle en utilisant un maillage uniforme de résolution 121 × 121.

Sur la Figure II.5, est représenté le profil de la température au niveau de la surface

libre (pour un fluide avec Pr = 1) pour deux nombres de Marangoni (Ma = 103

et Ma = 104). Nos résultats sont comparés à ceux donnés par Zebib et al. (1985).

Dans le Tableau II.2, nous présontons aussi les résultats des autres combinaisons

de paramètres de contrôle comparés avec les données publiées précédemment par

différents auteurs (Carpenter et Homsy, 1990; Kuhlmann et Albensoeder, 2008; Xu

et Zebib, 1998; Carpenter et Homsy, 1989).
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Figure II.5.: Profils de température au niveau de la surface libre d’une cavité carrée 2D
pour deux nombres de Marangoni (Ma = 103 et Ma = 104). Résultats comparés avec
ceux donnés par Zebib et al. (1985). Le nombre de Prandtl est fixé à Pr = 1.

La Figure II.5 et le Tableau II.2 montrent une bonne concordance entre les

résultats obtenus à l’aide du code de calcul TAMARIS et les résultats publiés dans la

littérature. La validité du code de calcul pour ce type d’écoulement thermocapillaire

est donc bien assurée.
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Parameters Author/Grid u(0,0.5) Nux=0.5 Nux=−0.5

Xu et Zebib (1998) -305 4.36 4.36
Reth = 10000 Carpenter et Homsy (1990) -296 4.33 4.36

Pr = 1 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -304.36 4.364 4.364
Ma = 10000 (115x115)

Bd = 0 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -304.27 4.363 4.363
(211x211)

Nos résultats (121x121) -301.99 4.358 4.361
Reth = 5000 Carpenter et Homsy (1989) -179 4.17 4.14

Pr = 1 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -175.90 4.546 4.545
Ma = 5000 (115x115)
Bd = 10 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -175.97 4.545 4.545

(211x211)
Nos résultas (121x121) -174.38 4.543 4.543
Xu et Zebib (1998) -29.8 6.61 6.61

Reth = 2000 Carpenter et Homsy (1990) -37.2 6.60 6.42
Pr = 30 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -24.22 6.26 6.26

Ma = 60000 (115x115)
Bd = 0 Kuhlmann et Albensoeder (2008) -23.98 6.234 6.234

(211x211)
Nos résultats (121x121) -24.64 6.135 6.235

Table II.2.: Résultats du cas test de validation pour un écoulement thermocapillaire dans
une cavité carrée 2D. Comparaison avec les résultats de la littérature (Carpenter et
Homsy, 1990; Kuhlmann et Albensoeder, 2008; Xu et Zebib, 1998; Carpenter et Homsy,
1989). u(0, 0.5) est la vitesse au centre de la surface libre, Nux=0.5 et Nux=−0.5 sont
les valeurs moyennes de nombre de Nusselt sur les deux parois latérales de la cavité.

II.7. Etude de l’influence du maillage

A fin de s’assurer que les résultats ne dépendent pas du maillage choisi, une étude

préliminaire du choix de maillage de calcul est nécessaire. Les maillages qui ne sont

pas suffisamment fins génèrent des erreurs, notamment dans les zones à forts gradi-

ents. Pour cette raison, nous avons mené un test avec plusieurs maillages de taille

différentes pour de faibles et grands nombres de Rayleigh. Les autres paramètres de

contrôle sont fixés à Pr=7, Re=15, Bi = 15 et Ma = 500.

Pour Ra = 5000, le Tableau II.3 montre les résultats de l’évolution du nombre de

Nusselt moyen calculé sur la surface inférieure du canal pour différentes résolutions

de maillage. La Figure II.6 montre le profil longitudinal de la température réduite le

long de l’axe (Y, Z) = (5, 0.5) pour les quatre maillages étudiés. Nous remarquons
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donc d’après le Tableau II.3 et la Figure II.6, un écart très important entre le mail-

lage le plus grossier et le suivant dans l’ordre de raffinement. Ces écarts deviennent

plus faibles (< 1%) à partir du maillage de résolution 128x176x50 mais avec des

temps de calcul qui ont nettement augmentés. Nous concluons que pour Ra = 5000

le maillage de résolution 128x176x50 constitue un bon compromis entre précision

du résultat et coût de calcul.

D’autres tests de maillage ont été faits pour de grands nombres de Rayleigh.

La Figure II.7 ainsi que les comparaisons quantitatives montrent que la résolution

de maillage optimale (compromis précision-temps de calcul) pour le nombre de

Rayleigh Ra = 12500 est 153x211x60. Cela correspond à un maillage plus fin que

dans le cas des nombres de Rayleigh plus petit.

Maillages Temps de calcul (24 processeurs) Num

102x140x40 2 h, 36min 2.41663
115x158x45 4 h, 41min 2.43877
128x176x50 12 h, 35min 2.47479
153x211x60 51 h, 20min 2.47639

Table II.3.: Comparaison du nombre de Nusselt moyen Num pour différentes résolutions
du maillage et un nombre de Rayleigh Ra = 5000.
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Figure II.6.: Profil longitudinal de la température réduite le long de l’axe (Y,Z) = (5, 0.5)
pour différents maillages et pour Ra = 5000.
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pour différents maillages et pour Ra = 12500.



CHAPITRE III

Résultats de la simulation numérique

tridimensionelle

Ce chapitre est dédié à la présentation des résultats numériques de l’étude de la

convection mixte combinée aux effets thermocapillaires dans un canal horizontal ou-

vert (à surface libre) tridimensionnel chauffé uniformément par le bas (écoulement

de Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni(PRBM)). Pour étudier l’influence des in-

stabilités thermiques sur la structure de l’écoulement et le transfert de chaleur,

nous examinons plusieurs résultats numériques pour différents paramètres adimen-

sionnels qui contrôlent la physique du problème. Ces paramètres sont le nombre de

Reynolds, le nombre de Rayleigh, le nombre de Biot, le nombre de Marangoni et le

rapport de forme. Le nombre de Prandtl sera fixé à Pr = 7 dans toute ce chapitre.

Nous limitons, également dans ce chapitre, l’étude au développement des rouleaux

longitudinaux stationnaires. Ainsi, la gamme couverte par les paramètres de contrôle

est (10 ≤ Re ≤ 20, 2500 ≤ Ra ≤ 12500, 0 ≤ Bi ≤ 20 et 0 ≤ Ma ≤ 3000). La

combinaison (Re, Ra) est choisie de manière à avoir une valeur modérée du nombre

de Richardson (Ri < 8) qui donne une solution de rouleaux longitudinaux station-

naires que l’on trouve également dans la configuration de PRB (Chang et al., 1997;
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Chang et Lin, 1998; Mergui et al., 2011).

Pour quantifier le transfert thermique, nous définissons les nombres de Nusselt

local, moyen et moyen transversal respectivement par :

Nul (X, Y ) = −

(

∂θ

∂Z

)

Z=0

(III.1)

Num =
1

S

∫

S

Nul dS (III.2)

Numt (X) =
1

10

∫ 10

0

Nul dY (III.3)

où S est la surface de la paroi inférieure chauffée du canal.

III.1. Formation et évolution spatiale des rouleaux

longitudinaux

Dans la gamme de nombres adimensionnels étudiée, les structures d’écoulement

dans le canal ouvert se présentent sous la forme de rouleaux longitudinaux station-

naires. Ces structures sont similaires à celles observées dans le cas de l’écoulement

de PRB (parois horizontales rigides). Nous présentons sur la Figure III.1, une vi-

sualisation de l’initiation et du développement des rouleaux longitudinaux pour

différentes sections du canal (selon la direction X). Les paramètres de contrôle

de l’écoulement sont fixés à Pr = 7, Ra = 5000, Re = 7, Bi = 15 et Ma = 500.

Pour ce cas, nous observons que les rouleaux longitudinaux sont d’abord initiés près

des parois latérales et se propagent progressivement vers le centre du canal pour

envahir finalement toute la section droite. En effet, le mécanisme de transfert de

chaleur prédominant au voisinage des parois latérales est la conduction thermique

conduisant à une augmentation locale de la température en raison de la faible vitesse
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de l’écoulement liée au frottement. Ce chauffage du fluide induit des courants de

convection naturelle à proximité de ces parois latérales, ce qui provoque l’appari-

tion des premiers rouleaux longitudinaux. Le transport transversal de la quantité de

mouvement provoque alors la formation progressive des autres rouleaux vers le cen-

tre du canal dans le sens de l’écoulement (les rouleaux longitudinaux forment un V

dans la zone d’établissement thermique). Le mécanisme de formation des rouleaux

longitudinaux dans ce cas d’étude est du même type que celui rencontré dans le

cas de la configuration de PRB, et cela est plus particulièrement vrai lorsque les

forces thermocapillaires sont faibles. Ce mécanisme d’initiation a été décrit pour le

cas de PRB par exemple par Benderradji et al. (2008) et Mergui et al. (2011). La

dimension des rouleaux est de même ordre de grandeur que celle de la hauteur du

canal. La région convectivement développée contient 10 rouleaux longitudinaux.

Figure III.1.: Visualisation de l’initiation et du développement des rouleaux longitudinaux
pour différentes sections transversales du canal (Re = 15, Ra = 5000, Bi = 15 et
Ma = 500).
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III.2. Compétition entre la flottabilité et

l’écoulement forcé

Pour mettre en évidence l’effet des nombres de Reynolds et de Rayleigh sur le

développement spatial des rouleaux longitudinaux, nous présentons sur la Figure

III.2 le champ de température au niveau de la surface libre pour différentes valeurs

du nombre de Reynolds 10 ≤ Re ≤ 20 et pour Ra = 5000 et sur la Figure III.3

le champ de température au niveau de la surface libre pour différentes valeurs du

nombre de Rayleigh 2500 ≤ Ra ≤ 12500 et pour Re = 15. Les autres paramètres

sont fixés (Bi = 15, Ra = 5000 et Ma = 0). Nous sommes dans le cas de la convec-

tion thermogravitaire avec surface libre mais sans prise en compte des effets liés à la

variation de la tension de surface en fonction de la température. Nous observons, sur

la Figure III.2, que l’augmentation du nombre de Reynolds provoque le déplacement

vers l’aval de la position à laquelle apparaissent les rouleaux longitudinaux. Cet effet

est particulièrement vrai pour les rouleaux centraux, qui apparaissent à la position

X = 17 pour Re = 10, alors qu’ils apparaissent à une positionX = 33 pourRe = 20.

Les rouleaux près des parois latérales se forment presque à la même position, quel

que soit le nombre de Reynolds. Par contre, nous pouvons observer sur la Figure

III.3, que l’augmentation du nombre de Rayleigh décale la position de l’apparition

des rouleaux longitudinaux centraux vers l’entrée du canal. Comme constaté pour le

cas de l’étude portant sur l’effet du nombre de Reynolds, la position de naissance des

rouleaux près des parois latérales n’est pas affectée par le changement du nombre

de Rayleigh et les rouleaux se forment presque à la même position longitudinale X .

On en conclue que l’évolution spatiale des rouleaux longitudinaux est régie par le

rapport des forces de flottabilité et d’inertie caractérisé par le nombre de Richardson

Ri = Ra/(PrRe2). Comme cela a déjà été observé dans la configuration de PRB,

augmenter Re ou diminuer Ra déplace en aval la région pleinement développée des
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rouleaux longitudinaux (Kamotani et Ostrach, 1976; Chang et al., 1997).
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Figure III.2.: Champ de la température réduite θ au niveau de la surface libre pour
différents nombres de Reynolds Re (Bi = 15, Ra = 5000, Ma = 0).
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Figure III.3.: Champ de la température réduite θ au niveau de la surface libre pour
différents nombres de Rayleigh Ra (Bi = 15, Re = 15, Ma = 0).

Le nombre de rouleaux n’est pas affecté par la variation du nombre de Reynolds

(10 rouleaux), alors qu’il est passé de 10 rouleaux pour les faibles valeurs du nombre
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de Rayleigh à 12 rouleaux pour Ra = 12500, puisque leur formation est liée à la

convection naturelle. Il est à noter que nous avons simulé le cas particulier de Ra =

2500 avec un canal de longueur X = 80 (cf. Figure III.4). En effet, dans ce cas de

faible nombre de Richardson, la longueur d’établissement pour obtenir les rouleaux

longitudinaux est plus grande. Sur la Figure III.3, les résulats correspondant au cas

Ra = 2500 ont été coupés à l’abscisse X = 50 pour les besoins de la comparaison.

�� � �� �� �� �� �� �� 	� 	


Figure III.4.: Champ de la température réduite θ au niveau de la surface libre dans un
canal de longueur X = 80 pour Ra = 2500 (Bi = 15, Re = 15, Ma = 0).

Pour évaluer l’influence des nombres de Reynolds et de Rayleigh sur le transfert

de chaleur, nous présentons sur les Figures III.5 et III.6 la variation le long du canal

du nombre de Nusselt moyen transversal (cf. Eq. III.3) respectivement en fonction

du nombre de Reynolds et du nombre de Rayleigh. L’évolution de Numt est simi-

laire à celle observée pour la configuration de PRB (Nicolas, 2002). Le nombre Numt

diminue d’abord dans la zone caractérisée par la convection forcée, puis augmente

pour atteindre une valeur maximale dans la zone caractérisée par le développement

de la convection mixte avant de diminuer à nouveau légèrement dans la zone où la

convection mixte est établie. Les positions pour lesquelles le nombre Numt est max-

imale, correspondent aux positions d’apparition des rouleaux centraux. A faibles

nombres de Reynolds (cf. Figure III.5), la convection naturelle améliore le transfert

de chaleur sur une courte distance après l’entrée du canal, ce qui provoque l’aug-

mentation de Numt pour atteindre un maximum au niveau de la section où tous

les rouleaux sont développés. Ce maximum a presque la même valeur pour tous les

nombres de Reynolds, mais il est obtenu pour des positions différentes. Nous con-

statons aussi sur la Figure III.5 que le transfert thermique dans la région pleinement
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développée est indépendant du nombre de Reynolds (même valeur asymptotique de

Numt : Numt = 2.3). Ce résultat est aussi trouvé dans la configuration de PRB

Nicolas (2002). Le Tableau III.1 présente l’évolution du nombre de Nusselt moyen

Num (cf. Eq. III.2) sur toute la paroi chauffée en fonction du nombre de Reynolds.

Le Num augmente légèrement avec l’augmentation de Re, ceci peut s’expliquer par

la transition vers le régime de convection forcée (l’importance relative de la convec-

tion naturelle devient négligeable pour Ri < 0.1), dans ce cas le transfert thermique

est assuré principalement par les flux convectifs. En effet, comme trouvé dans le

cas de la configuration PRB Nicolas (2002), le transfert de chaleur dans la région

pleinement développée est indépendant de Re (cf. Figure III.5). L’augmentation

du nombre du Reynolds augmente la longueur de la zone d’entrée pour laquelle la

convection forcée est dominante, ce qui affecte favorablement le transfert de chaleur.

Lorsque l’on augmente le nombre de Rayleigh, la valeur de Numt est significa-

tivement augmentée par rapport au cas de la convection forcée pure (cf. Figure

III.6). Cela est dû au renforcement de la convection naturelle, qui apparâıt près de

l’entrée pour les grands nombres de Rayleigh (Ra = 12500), et à l’augmentation de

l’énergie cinétique générée par l’existence d’un nombre plus important de rouleaux

longitudinaux. Les petites oscillations observées dans les évolutions de Numt sont

associées à des modulations longitudinales de la forme des rouleaux dans la zone où

ceux-ci commencent à se développer.

Nous notons que le nombre de Nusselt Numt pour la configuration de PRB reste

constant dans la zone pleinement établie (Nicolas, 2002), tandis que, le nombre

Numt diminue légèrement lorsque la surface supérieure est considérée libre. Cela

est dû au nombre de Biot considéré comme non infini. Nous allons discuter plus en

détail cet effet dans la section suivante.
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Figure III.5.: Variation longitudinale du nombre de Nusselt moyen transversal Numt pour
différents nombres de Reynolds Re (Bi = 15, Ra = 5000, Ma = 0).
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Figure III.6.: Variation longitudinale du nombre de Nusselt moyen transversal Numt pour
différents nombres de Rayleigh Ra (Bi = 15, Re = 15, Ma = 0).
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Re 10 15 20
Ri 7.14 3.17 1.78

Nuav 2.35 2.39 2.42

Table III.1.: Evolution du nombre de Nusselt moyen Num pour différents nombres de
Reynolds Re (Bi = 15, Ra = 5000, Ma = 0).

III.3. Effet du nombre de Biot

Nous présentons sur les Figures III.7 et III.8 la variation transversale du nombre

de Nusselt local Nul (cf. Eq. III.1) au niveau de la paroi inférieure pour différents

nombres de Biot respectivement à X = 25 (début du développement des rouleaux

longitudinaux) et à X = 40 (tous les rouleaux de la section transversale sont

complètement développés). Le nombre de Biot mesure le rapport de la résistance

thermique interne du film liquide à la résistance thermique entre la surface libre et

l’air ambiant. Un nombre de Biot nul correspond à une surface libre adiabatique

(aucun échange de chaleur à l’interface) et un grand nombre de Biot correspondra

à un fort échange de chaleur au niveau de l’interface. Nous avons fixé les autres

paramètres de l’écoulement à Re = 15, Ra = 5000 et Ma = 0. Nous observons sur

ces figures que le transfert de chaleur pariétal a une distribution sinusöıdale pour

tous les cas étudiés. La répartition et le nombre de sommets sont liés à la distri-

bution de la vitesse dans le liquide générée par la montée des panaches de fluide

chaud sous l’action des forces de flottabilité. Ils reflètent donc l’organisation des in-

stabilités thermiques en rouleaux longitudinaux. En comparaison, les résultats d’un

canal avec une paroi supérieure rigide refroidie à la température T0 sont également

donnés (écoulement de PRB). A la position X = 25 (Figure III.7), le nombre de

Nusselt local Nul du canal fermé présente six pics. Les deux pics au centre sont de

très faible amplitude, cela est dû au début de la formation des rouleaux centraux.

Pour le cas du canal avec surface libre, nous remarquons quatre pics pour Bi = 0

et cinq pics pour Bi ≥ 5. L’amplitude de ces pics est plus intense au centre et
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crôıt avec l’augmentation du nombre de Biot. Lorsque l’échange de chaleur sur la

surface supérieure est très faible (Bi ≃ 0), la température du film liquide augmente

d’une manière généralisée, ce qui réduit les gradients thermiques et réduit donc

sensiblement le transfert de chaleur à la paroi inférieure. Egalement, le nombre de

rouleaux convectifs est plus petit pour Bi = 0 en comparaison au nombre trouvé

pour d’autres valeurs de Bi.
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Figure III.7.: Variation transversale du nombre de Nusselt local Nul à la section droite
X = 25 pour différents nombres de Biot (Re = 15, Ra = 5000, Ma = 0).

Le champ hydrodynamique et la distribution de Nul sont liés. En effet, chaque

pic de la courbe de Nul correspond à une paire de rouleaux. Ainsi, 8 rouleaux

sont formés pour Bi = 0 et 10 rouleaux sont formés pour Bi ≥ 5. Pour Bi = 5,

les deux rouleaux centraux ont une intensité plus faible que celle des rouleaux

latéraux, indépendamment de la position X . A l’inverse les cas Bi = 10 et Bi =

20, présentent des pics réguliers à X = 40, avec des valeurs de Nul légèrement

supérieures pour Bi = 20 (cf. Figure III.8). La présence d’une paroi supérieure rigide

avec température imposée (cas du canal fermé) augmente le nombre de rouleaux à
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Figure III.8.: Variation transversale du nombre de Nusselt local Nul à la section droite
X = 40 pour différents nombres de Biot (Re = 15, Ra = 5000, Ma = 0).

12. La température T0 imposée au niveau de la paroi supérieure augmente le gradi-

ent thermique dans le film, ce qui devrait tendre à améliorer l’échange thermique.

Cependant, cet effet favorable est contrebalancé par les effets visqueux rencontrés

au voisinage de cette paroi qui diminuent la vitesse du fluide. Ainsi, les valeurs

du nombre de Nusselt pour le canal fermé sont inférieures à celles obtenues pour

Bi = 10 et Bi = 20. Nous observons également dans le cas d’un canal fermé que les

rouleaux sont réguliers (même longueur d’onde), tandis que dans le cas du canal à

surface libre, les rouleaux près des parois ont une longueur d’onde plus grande que

ceux du centre.

Sur la Figure III.8, nous remarquons aussi que la longueur d’onde des rouleaux

longitudinaux diminue avec l’augmentation du nombre de Biot, c’est à dire lorsque

la résistance thermique spécifique Rconv = 1/h diminue. Le même constat a été fait

par Mergui et al. (2011) pour un écoulement de PRB avec une paroi supérieure

conductrice. Il semble que lorsque le transfert de chaleur à la surface libre est aug-
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menté (valeurs élevées de Bi), le transport de chaleur dans la couche de fluide a

tendance à être assuré par des rouleaux stationnaires de petites longueurs d’onde.

En effet, la différence réelle de température verticale dans le fluide est augmentée,

car la température à la surface libre devient plus proche de T0.

Nous présentons sur la Figure III.9 la variation longitudinale du nombre de Nus-

selt moyen transversal Numt pour différentes valeurs du nombre de Biot. Nous

observons que pour le cas du canal avec surface libre, l’évolution de Numt décrôıt

dans un premier temps jusqu’à X = 10 puis augmente progressivement jusqu’à un

maximum situé entre X = 22 et X = 28, ce qui correspond à une position pour

laquelle tous les rouleaux sont développés dans la section droite de l’écoulement.

Pour le cas du canal fermé, le maximum n’est atteint que vers X = 37. En effet, la

présence de la paroi supérieure rigide stabilise l’écoulement engendrant ainsi un re-

tard au niveau du développement des rouleaux longitudinaux. Nous observons aussi,

comme mentionné dans le paragraphe précédent, que le nombre de Nusselt moyen

transversal Numt est constant dans la zone pleinement développée pour la configu-

ration de l’écoulement de PRB, alors qu’il diminue lorsque la surface supérieure est

considérée comme libre. Cette baisse est plus importante pour les faible valeurs du

nombre de Biot (Bi = 0 et Bi = 5) et elle est moins importante pour les grands

nombres de Biot (Bi = 10 et Bi = 20). Pour les valeurs faibles du nombre de Biot,

le nombre de Nusselt moyen transversal semble tendre vers une valeur asymptotique

pour une longueur de canal plus grande.

III.4. Effet du nombre de Marangoni

Les variations de la tension superficielle avec la température (effet Marangoni ou

effet thermocapillaire) génèrent des écoulements au niveau de la surface libre orientés

des zones chaudes vers les zones froides. Nous présentons sur la Figure III.10 l’in-
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Figure III.9.: Variation longitudinal du nombre de Nusselt moyen transversal Numt pour
différents nombres de Biot (Ra = 5000, Re = 15 et Ma = 0).

fluence de l’effet thermocapillaire sur le champ de température associé aux vecteurs

vitesse. Les résultats sont présentés pour la section droite (X = 40) pour laque-

lle l’écoulement est pleinement développé et pour différentes valeurs du nombre de

Marangoni. Pour bien analyser l’action des forces thermocapillaires sur l’écoulement

sans interaction avec les forces de flottabilité, nous avons choisi de négliger dans pre-

mier temps la convection naturelle en prenant Ra = 0. Nous observons que la vari-

ation de la tension superficielle avec la température induit des rouleaux similaires

à ceux créés par convection naturelle. Les résultats indiquent clairement que, pour

Ma = 500, l’écoulement est dominé par la convection forcée. Les premiers rouleaux

tourbillonnaires longitudinaux commencent à apparâıtre pour Ma = 1000 à partir

du moment où l’effet thermocapillaire sur l’écoulement de base devient important.

Plus le nombre de Marangoni augmente, plus le nombre de rouleaux tourbillonnaires

augmente pour atteindre une valeur de 8 rouleaux dans la section droite. Un état

symétrique complètement développé est obtenu pour Ma = 3000. La dimension des

rouleaux est du même ordre de grandeur que la hauteur du canal.
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Figure III.10.: Evolution des rouleaux longitudinaux dus aux effets Marangoni dans la
section transversale à la position X = 40 (Re = 15, Bi = 15 et Ra = 0).

Nous remarquons que le sens de rotation des rouleaux longitudinaux dû à la

convection thermocapillaire est inversé par rapport au sens de rotation des rouleaux

longitudinaux dû à la convection naturelle. En effet, l’écoulement est descendant vers

le bas le long des parois verticales alors que sous le seul effet de la flottabilité (section

précédente) et dans le cas de la configuration de PRB, l’écoulement est ascendant

vers le haut (Mergui et al., 2011). Pour expliquer l’origine de ce phénomène, nous

présentons sur la Figure III.11 le scénario d’apparition des rouleaux latéraux le long

du canal à différentes sections droites correspondant à X = 5, X = 8, X = 15 et

X = 40 et pour Ma = 3000. En l’absence de convection naturelle (ou pour une

flotabilité relativement faible), l’écoulement forcé dans le canal provoque d’abord

la déformation de la stratification de la température (section droite en X = 5 au

voisinage des parois latérales). Ainsi, près des parois verticales adiabatiques le fluide

ayant une vitesse plus faible voit sa température augmenter par rapport à celle du

fluide au milieu du canal. Ceci est vrai également au niveau de la surface libre. Il en

résulte un gradient de température surfacique qui est à l’origine de la création d’un

premier rouleau au voisinage de la paroi. L’écoulement au sein de ce premier rouleau,
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à cette section droite, est ascendant au voisinage de la paroi verticale. Le panache

de fluide chaud soulevé par ce premier rouleau atteint la surface libre à une position

décalée par rapport à la paroi latérale en raison du mouvement rotatif du fluide

imposé par ce rouleau. Ainsi, à des abscisses plus élevés (section droite en X = 8),

une zone de fluide plus froid apparâıt alors à la surface libre au voisinage immédiat

de la paroi latérale, ce qui crée de nouveau un petit rouleau orienté cette fois vers

la paroi et ce dernier continue à se développer jusqu’à occuper complètement la

hauteur de la section transversale (en X = 40). Ce rouleau est donc créé par les

forces thermocapillaires, il n’a donc pas d’équivalent en PRB. Dans l’écoulement de

PRB, quel que soit le rapport de forme, l’écoulement remonte toujours le long des

parois latérales.

Dans ce qui suit, nous considérons maintenant les effets des forces de flottabilité.

La Figure III.12 illustre les variations transversales, pour une section X = 30,

de la composante de vitesse transversale Vy, pour différentes valeurs du nombre

de Marangoni (Ma) et pour Re = 15 et Ra = 5000. Nous constatons que Vy

crôıt avec l’augmentation de Ma, ce qui confirme que l’effet Marangoni induit un

écoulement de surface superposé à l’écoulement de base. Nous avons aussi noté que

pour Ma ≥ 1200, il y a une inversion de signe de la vitesse qui est clairement visible

pour les rouleaux près des parois. Dans ce cas, les forces de tension superficielles

deviennent plus importantes que les forces de flottabilité thermique et le mouve-

ment de rotation du fluide est inversé pour le rouleau pariétal, suivant le même

mécanisme que celui décrit pour la Figure III.11. Nous présentons sur la Figure

III.13 des coupes transversales de l’écoulement à l’abscisse X = 30 qui montrent

l’effet Marangoni sur les rouleaux longitudinaux. Sous l’influence des forces ther-

mocapillaires, les rouleaux à proximité des parois latérales s’élargissent lorsque le

nombre de Marangoni augmente, ce qui induit pour Ma = 1200 la fusion des deux

rouleaux centraux dans les rouleaux adjacents et aussi la formation de deux autres
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Figure III.11.: Coupes transversales de l’écoulement à X = 5, X = 8, X = 15 et X = 40
(Ra = 0, Re = 15, Bi=15 et Ma = 3000). Les vecteurs vitesse sont représentés ainsi
que le champ de la température. Seulement les rouleaux au voisinage de la paroi verticale
sont représentés.

nouveaux rouleaux au bord du canal. A leur tour, ces deux nouveaux rouleaux

proches des parois latérales commencent à s’agrandir avec l’augmentation de Ma

en poussant les deux rouleaux du centre à fusionner. Ce phénomène est observable

pour le cas Ma = 1800. Le nombre de rouleaux a diminué, passant de 10 rouleaux

pour Ma = 1600 à 8 rouleaux pour Ma = 1800, mais la vitesse de rotation des

rouleaux a parallèlement fortement augmenté.
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Figure III.12.: Variation de la vitesse transversale Vy au niveau de la surface libre (Z = 1)
et à X = 30 pour différents nombres de Marangoni Ma (Re = 15, Ra = 5000 et
Bi = 15).

Pour étudier l’influence des forces thermocapillaires sur le transfert thermique,

nous présentons sur la Figure III.14 la variation du nombre de Nusselt moyen Num

au niveau de la paroi inférieure chauffée, en fonction du nombre de Marangoni.

Nous constatons que le nombre de Nusselt moyen Num crôıt avec l’augmentation

du nombre de Marangoni, en lien avec l’augmentation de la vitesse de rotation des

rouleaux sous l’effet des forces thermocapillaires (cf. Figure III.12). Pour Ma =

1100, nous remarquons une diminution du nombre de Nusselt, cette diminution est

due à la réorganisation de l’écoulement avec disparition des deux rouleaux au centre

du canal. Ce comportement est également retrouvé lorsque l’on suit l’évolution du

nombre de Nusselt moyen transversal Numt le long du canal (Figure III.15). En

effet, Numt décrôıt dans un premier temps puis augmente progressivement jusqu’à

un maximum qui indique l’apparition de tous les rouleaux dans la section droite,
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Figure III.13.: Coupe transversale de l’écoulement à X = 30 pour différents nombres de
Marangoni Ma (Ra = 5000, Re = 15 et Bi = 15).

ceci se produit vers X = 24 pour Ma = 800 et X = 28 pour Ma = 1100. Ainsi,

il y a un décalage vers l’aval de la position d’apparition des rouleaux centraux

lorsque Ma passe de 800 à 1100. Ce décalage se poursuit avec l’augmentation de

Ma jusqu’à la fusion des rouleaux centraux avec les rouleaux adjacents pour Ma =

1200 (cf. Figure III.13). Cette réorganisation des rouleaux est également confirmée

par l’évolution du profil de vitesse à la surface libre pour Ma = 1200 (cf. Figure

III.12). L’augmentation de la vitesse de rotation des rouleaux, sous l’action des

effets thermocapillaires, favorise les échanges thermiques et augmente le nombre de

Nusselt moyen jusqu’à une nouvelle baisse qui est due à la disparition des deux
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rouleaux du centre du canal à Ma = 1800. Ainsi les échanges thermiques dans

un canal à surface libre n’évoluent pas d’une façon monotone croissante lorsque le

nombre de Marangoni augmente.
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Figure III.14.: Variation du nombre de Nusselt moyen Num au niveau de la paroi inférieur
chauffée en fonction du nombre de Marangoni Ma (Ra = 5000, Re = 15 et Bi = 15).

III.5. Effet du rapport du forme du canal

Pour étudier l’effet du rapport de forme transversal Γ du canal sur les rouleaux

longitudinaux, nous présentons sur les Figures III.16, III.17 et III.18 les rouleaux

longitudinaux au niveau de la section droite située dans la région convectivement

développée pour différents rapports de forme et différents nombres de Marangoni.

Nous notons que les écoulements pour les rapports de forme Γ = 15 et Γ = 20

sont simulés respectivement dans des canaux de longueur X = 75 et X = 100

pour observer la region convectivement développée. Les paramètres de l’écoulement

sont fixés à Re = 15, Bi = 15 et Ra = 5000. Nous notons ici que pour changer
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Figure III.15.: Variation longitudinale du nombre de Nusselt moyen transversal pour
Ma = 800 et Ma = 1100 (Ra = 5000, Re = 15 et Bi = 15).

le rapport de forme nous agissons sur la hauteur du canal en gardant la largeur

constante. Tout d’abord, nous remarquons que le nombre de rouleaux dans le canal

est pair quel que soit le rapport de forme, en raison de la symétrie imposée par le

confinement latéral. Il apparâıt qu’en augmentant le rapport de forme Γ, le nombre

de rouleaux augmente. Cela est dû à la diminution de la taille des rouleaux, ce qui

laisse plus de place pour l’apparition de rouleaux supplémentaires. Nous constatons

aussi qu’en augmentant le rapport de forme, l’effet Marangoni sur les rouleaux

devient important. En effet, pour Γ = 10, on trouve 10 rouleaux pour Ma = 0 et

Ma = 500 alors que pour Ma = 2000 le nombre de rouleaux diminue (8 rouleaux)

du fait de la prédominance de l’effet Marangoni. Ainsi, les forces thermocapillaires

élargissent horizontalement les rouleaux qui finissent par fusionner. En revanche

pour Γ = 15 et Γ = 20, l’effet Marangoni sur les rouleaux longitudinaux se manifeste

dès Ma = 500 et la réduction du nombre du rouleaux pour Γ = 20 est forte,

puisqu’on passe de 22 rouleaux pour Ma = 0 à 14 pour Ma = 2000. Le tableau

III.2 donne l’évolution du nombre de rouleaux pour les valeurs de Γ et Ma étudiés.
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❍
❍
❍
❍
❍
❍

Γ
Ma

0 500 2000

10 10 10 8
15 16 14 10
20 22 20 14

Table III.2.: Evolution du nombre de rouleaux pour différentes valeurs du rapport de forme
Γ et du nombre de Marangoni Ma.

Figure III.16.: Lignes de courant au niveau de la section droite située dans la région
convectivement développée pour différents rapports de forme (Ma = 0, Re = 15, Ra =
5000 et Bi = 15).

Figure III.17.: Lignes de courant au niveau de la section droite située dans la région
convectivement développée pour différents rapports de forme (Ma = 500, Re = 15,
Ra = 5000 et Bi = 15).

Sur les Figures III.19 et III.20 nous représentons la variation longitudinale du

nombre de Nusselt transversal moyen Numt pour différents rapports de forme Γ

pour Ma = 0 et Ma = 2000. Nous constatons que cette quantité décrôıt d’abord le

long de la zone d’entrée et augmente ensuite vers un maximum avant de décrôıtre à

nouveau. Les positions des maximums des nombres de Nusselt correspondent bien

aux positions de développement complet des rouleaux dans toute la section droite.
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Figure III.18.: Lignes de courant au niveau de la section droite située dans la région
convectivement développée pour différents rapports de forme (Ma = 2000, Re = 15,
Ra = 5000 et Bi = 15).

Ainsi pour Ma = 0, l’augmentation du rapport de forme retarde le développement

des rouleaux au centre du canal. En effet, comme trouvé aussi pour l’écoulement de

PRB, le confinement stabilise l’écoulement de base. PourMa = 2000, les forces ther-

mocapillaires deviennent importantes ce qui perturbe le début du développement

des rouleaux du centre du canal. En général, le nombre de Nusselt crôıt avec Γ , ceci

est dû à l’augmentation du nombre de rouleaux qui favorise le transfert convectif

de la chaleur.
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Figure III.19.: Variation longitudinale du nombre de Nusselt moyen transversal pour
différents rapports de forme Γ et pour Ma = 0 (Re = 15, Ra = 5000 et Bi = 15).

Nous présentons dans la Figure III.21 l’évolution du nombre de Nusselt moyen en

fonction du nombre de Marangoni pour différents rapports de forme. Nous notons

que, pour Γ = 10, même si le nombre de rouleaux a diminué pour Ma = 2000,
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Figure III.20.: Variation longitudinale du nombre de Nusselt moyen transversal pour
différents rapports de forme Γ et pour Ma = 2000 (Re = 15, Ra = 5000 et Bi = 15).

le nombre de Nusselt moyen augmente avec le nombre de Marangoni Ma, cela est

dû à l’augmentation de la vitesse de rotation des rouleaux qui favorise l’échange

thermique. Cependant, pour Γ = 15 et Γ = 20, l’augmentation de la vitesse de rota-

tion n’est pas suffisante pour compenser la forte réduction du nombre de rouleaux

observée pour Ma = 2000, ce qui diminue l’échange thermique.
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Figure III.21.: Evolution du nombre de Nusselt moyen Nm en fonction du nombre de
Marangoni pour différents rapports de forme Γ (Re = 15, Ra = 5000 et Bi = 15).
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III.6. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté plusieurs résultats issus de la simulation

numérique tridimensionelle de l’écoulement de la convection mixte combinée aux ef-

fets thermocapillaires (écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni). Nous

avons choisi d’examiner l’influence des cinq paramètres adimensionnels contrôlant

la physique du problème à savoir, le nombre de Reynolds, le nombre de Rayleigh, le

nombre de Biot, le nombre de Marangoni et le rapport de forme. Les simulations 3D

directes nous ont permis de montrer l’influence de la variation de ces paramètres sur

la structure de l’écoulement et sur les transferts thermiques illustrés par l’évolution

du nombre de Nusselt.

Les résultats obtenus ont montré que le mécanisme de déclenchement des rouleaux

longitudinaux est similaire à celui rencontré dans le cas de l’écoulement de PRB. Les

rouleaux longitudinaux sont d’abord initiés près des parois latérales et se développent

progressivement vers le centre du canal. Les effets des nombres de Reynolds et de

Rayleigh sur la longueur d’établissement des rouleaux longitudinaux et les trans-

ferts thermiques ont été analysés et les résultats montrent une grande similitude

avec l’écoulement de PRB.

L’étude montre par ailleurs que la présence de la surface libre affecte la longueur

d’onde des rouleaux longitudinaux, celle-ci diminue lorsque la résistance thermique

à la surface libre Rconv = 1/h est réduite (augmentation du nombre de Biot). Ceci

est cohérent avec le cas de la présence d’une paroi purement conductrice supérieure

(cas de l’écoulement de PRB) qui augmente le nombre de rouleaux longitudinaux

par rapport au cas de la surface libre. Cependant, cet effet favorable de la présence

de la paroi supérieure rigide est contrebalancé par les effets visqueux rencontrés au

voisinage de cette paroi qui diminuent la vitesse du fluide et, par conséquent, en-

trâınent une réduction de l’échange thermique par rapport aux cas de la surface libre
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avec Bi = 15 et Bi = 20. Les résultats montrent aussi que la présence de la paroi

supérieure rigide augmente la longueur d’établissement des rouleaux longitudinaux

par rapport à l’écoulement à surface libre.

L’effet Marangoni a été étudié ainsi que son couplage avec les effets thermograv-

itaires. Les résultats montrent que le sens de rotation des rouleaux longitudinaux

dus à la convection Marangoni dans la région convectivement développée est in-

versé par rapport au sens de rotation de ceux induits par la convection naturelle.

En outre, l’augmentation du nombre de Marangoni a un effet favorable sur le trans-

fert thermique, mais il réduit le transfert thermique pour certaines valeurs de Ma

qui correspondent à la fusion des rouleaux présents au centre du canal avec leurs

voisins.

Finalement, nous avons terminé ce chapitre par l’étude de l’effet du rapport du

forme sur la distribution et le nombre des rouleaux longitudinaux ainsi que sur les

transferts thermiques.





CHAPITRE IV

Analyse de stabilité linéaire

Les simulations numériques du chapitre précédent nous ont permis d’étudier l’in-

fluence des paramètres de contrôle sur la structure de l’écoulement due aux insta-

bilités thermoconvectives ainsi que leur impact sur les transferts thermiques. Bien

qu’instructives à plusieurs égards, ces simulations numériques ne donnent pas d’in-

formations précises sur les seuils de perte de stabilité de l’écoulement et sur la

variation de ces seuils avec les paramètres de contrôle. Tirer profit d’une analyse de

stabilité linéaire de l’écoulement de base pour caractériser les seuils d’apparitions des

instabilités thermoconvectives de l’écoulement de convection mixte dans un canal

horizontal à surface libre est l’un des objectifs principaux de cette partie. L’étude

de stabilité linéaire d’un écoulement revient à chercher s’il existe une perturbation

susceptible d’initier la transition d’un état stable stationnaire vers un autre état

stable stationnaire ou non. Selon que cette perturbation sera amortie, amplifiée ou

inchangée, l’ écoulement sera alors, vis-à-vis de cette perturbation, respectivement

stable, instable ou marginalement stable. Tout au long de ce chapitre, nous abor-

derons l’analyse numérique de stabilité linéaire de l’écoulement de convection mixte

combinée aux effets thermocapillaires dans un canal horizontal d’extension transver-

sale infinie. Il s’agit de comprendre les mécanismes opérants et de déterminer les
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seuils des paramètres conduisant à cette instabilité thermoconvective et d’en car-

actériser les structures spatiales associées. Nous commençons dans ce chapitre par la

présentation des équations gouvernant le problème. Cela nous permettra d’aboutir

à la caractérisation de l’écoulement de base, à savoir, trouver les distributions de

vitesse et de température en régimes thermique et dynamique établis. Ensuite, nous

étudions l’évolution des perturbations infinitésimales de l’écoulement de base en

utilisant le formalisme classique de l’analyse linéaire de stabilité. La méthode de

résolution numérique du problème aux valeurs propres issue de l’analyse linéaire est

présentée. Enfin, nous présentons les résultats obtenus concernant cette instabilité

qui donne naissance à des rouleaux longitudinaux ou des rouleaux transversaux.

IV.1. Calcul de l’état de base

Comme dans l’étude numérique précédente, nous considèrons l’écoulement d’un

film liquide de hauteur H dans un canal horizontal mais d’extensions transversale et

longitudinale infinies. L’origine du système de coordonnées (x,y,z) est placée à mi-

hauteur de la couche liquide. La configuration étudiée est représentée sur la Figure

IV.1. Ce film liquide est chauffé par le bas (température maintenue à Tc) tandis que

la surface libre échange de la chaleur avec l’air ambiant à température T0 (coefficient

d’échange h supposé constant et uniforme). Comme dans le chapitre précédent,

−H/2

H/2

0

z

x

h
g

Tc > T0

Figure IV.1.: Représentation schématique de la configuration d’étude et des conditions
aux limites.
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le fluide est supposé être newtonien, incompressible et en écoulement laminaire.

Le système d’équations décrivant la conservation de la masse, de la quantité de

mouvement et de l’énergie prises en considérant l’approximation de Boussinesq est :

~∇.~v = 0 (IV.1)

∂v

∂t
+ (~v.~∇)~v = −

1

ρ0
~∇p+ ν∇2~v + β~g(T − T0) (IV.2)

∂T

∂t
+ ~v.~∇T = α∇2T (IV.3)

et les conditions aux limites sont :

(en z = −H/2)











~v = ~0

T = Tc

(IV.4)

(en z = H/2)







































µ∂vx
∂z

= γ ∂T
∂x

µ∂vy
∂z

= γ ∂T
∂y

vz = 0

−λ∂T
∂z

= h(T − T0)

(IV.5)

Pour étudier la stabilité du problème considéré, il est nécessaire de connâıtre les

champs de vitesse et de température qui définissent l’état de base pour un régime

pleinement établi et supposé purement conductif. Ces champs doivent vérifier les

équations de Navier-Stokes ainsi que les conditions aux limites associées. En régimes

dynamique et thermique établis, l’écoulement de l’état de base est unidirectionnel,

i.e. vy = vz = 0. La vitesse se réduit à la seule composante vx et le profil de la

température T est purement conductif. Les champs de vitesse et de température sont

uniformes le long des directions longitudinale x et transversale y et ne dépendent

que de la coordonnée verticale z. Ainsi, les profils de vitesse et de température de

l’écoulement de base sont suposés tels que :
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– Le profil de température est linéaire :

T (z) =
(2λ+ hH)Tc + hHT0

2(hH + λ)
−

h(Tc − T0)

hH + λ
z (IV.6)

La température de la surface libre étant déterminée au préalable compte tenue

des résistances thermiques de conduction et de convection (Ts = λTc+hHT0

hH+λ
).

Nous rappelons que T0 est la température du fluide à l’état initial et aussi la

température de l’air ambiant, Tc est la température de chauffage de la paroi

inférieure, λ est la conductivité thermique du fluide et h est le coefficient

d’échange thermique avec l’air ambiant.

– Le profil de vitesse à la forme d’un demi-Poiseuille :

vx(z) = −3Um(
z2

2H2
−

z

2H
−

3

8
) avec Um =

H2

3ρν

∂p

∂x
. (IV.7)

Um est la vitesse moyenne de l’écoulement demi-Poiseuille 2D obtenue pour un

gradient de pression axial ∂p
∂x

constant.

IV.2. Adimensionnement du modèle

En adoptant la demi-hauteur du film liquide H/2, la vitesse moyenne Um, la

pression dynamique ρU2
m, la différence de température Tc − T0, et H/2Um comme

échelles caractéristiques respectivement pour la longueur, la vitesse, la température

et le temps, les équations précédentes sont rendues sans dimension.

– Les équations de l’écoulement (IV.1-IV.3) sans dimension s’écrivent alors :

~∇.~V = 0 (IV.8)

∂V

∂t
+ (~V .~∇)~V = − ~∇P +

2

Re
~∇2~V +

Ra

2PrRe2
θ~k (IV.9)

∂θ

∂t
+ ~V .~∇θ =

2

PrRe
~∇2θ (IV.10)
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– Les conditions aux limites en utilisant des variables adimensionnées s’écrivent :

(Z = −1)











~V = ~0

θ = 1

(IV.11)

(Z = 1)







































∂Vx

∂Z
= −Ma

Pe
∂θ
∂X

∂Vy

∂Z
= −Ma

Pe
∂θ
∂Y

Vz = 0

∂θ
∂Z

= −Bi
2
θ

(IV.12)

– L’écoulement de base s’écrit en utilisant des variables adimensionnés :

θ(Z) =
2 +Bi

2(Bi+ 1)
−

Bi

2(Bi+ 1)
Z (IV.13)

Vx(Z) = −
3

8
(Z2 − 2Z − 3) (IV.14)

IV.3. Stabilité linéaire

L’analyse linéaire de stabilité considère des perturbations infinitésimales par rap-

port à l’écoulement de base, ce qui conduit à l’obtention d’équations linéarisées

pour l’évolution des perturbations, par opposition aux théories non-linéaires qui

considèrent des perturbations d’amplitudes finies. Autour de l’état de base, les

variables de l’écoulement total (vitesse, pression et champ de température) sont

décomposées en sommes de grandeurs de base non perturbées et de leurs perturba-

tions infinitésimales :

~V (X, Y, Z, t) = V̄ + ~V ′(X, Y, Z, t)

P (X, Y, Z, t) = P̄ + P ′(X, Y, Z, t)

θ(X, Y, Z, t) = θ̄ + θ′(X, Y, Z, t)

(IV.15)
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Les équations de perturbation linéarisées sont obtenues en remplaçant ~V , p et θ

par les expressions (IV.15) dans le système d’équations (IV.8-IV.10). Après avoir

négligé les termes du seconde ordre, on aboutit à :

∂V ′
x

∂X
+

∂V ′
y

∂Y
+

∂V ′
z

∂Z
= 0 (IV.16)

∂V ′
x

∂t
+ V̄x

∂V ′
x

∂X
+ V ′

z

∂V̄x

∂Z
= −

∂P ′

∂X
+

2

Re
(
∂2V ′

x

∂X2
+

∂2V ′
y

∂Y 2
+

∂2V ′
z

∂Z2
) (IV.17)

∂V ′
y

∂t
+ V̄x

∂V ′
y

∂X
= −

∂P ′

∂X
+

2

Re
(
∂2V ′

y

∂X2
+

∂2V ′
y

∂Y 2
+

∂2V ′
y

∂Z2
) (IV.18)

∂V ′
z

∂t
+ V̄x

∂V ′
z

∂X
= −

∂P ′

∂X
+

2

Re
(
∂2V ′

z

∂X2
+

∂2V ′
z

∂Y 2
+

∂2V ′
z

∂Z2
) +

Ra

2Re2Pr
θ′ (IV.19)

∂θ′

∂t
+ V̄x

∂θ′

∂X
+ V ′

z

∂θ̄

∂Z
=

2

PrRe
(
∂2θ′

∂X2
+

∂2θ′

∂Y 2
+

∂2θ′

∂Z2
) (IV.20)

Les conditions aux limites linéarisées sont :

(en Z = −1)

{

V ′
x = V ′

y = V ′
z = θ′ = 0 (IV.21)

(en Z = 1)







































∂V ′
x

∂Z
= −Ma

Pe
∂θ′

∂X

∂V ′
y

∂Z
= −Ma

Pe
∂θ′

∂Y

V ′
z = 0

∂θ′

∂Z
= −Bi

2
θ′

(IV.22)

Comme les équations qui gouvernent l’évolution de la perturbation sont linéaires,

il est possible de considérer une perturbation quelconque comme la superposi-

tion d’un nombre de modes possibles dont la forme dépend de la géométrie du

problème étudié. La solution du système d’équations linéaires (IV.16-IV.20) peut

être recherchée sous la forme d’une combinaison de modes normaux qui prennent

la forme suivante :

(V ′
x, V

′
y , V

′
z , P

′, θ′) = (V̂x, V̂y, V̂z, P̂ , θ̂)ei(kxX+kyY−σt) (IV.23)
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où kx et ky correspondent respectivement aux nombres d’onde longitudinal et transver-

sal. σ = σr + iσi est la pulsation complexe.

En substituant l’équation. (IV.23) dans les équations de perturbation linéarisées

(IV.16-IV.20) et les conditions aux limites linéarisées (IV.21-IV.22), nous obtenons

les équations de stabilité linéaire suivantes :

ikxV̂x + ikyV̂y +DV̂z = 0 (IV.24)

−iσV̂x + ikxV̄xV̂x + V̂zDV̄x = −ikxP̂ +
2

Re
(D2 − k2)V̂x (IV.25)

−iσV̂y + ikxV̄xV̂y = −ikyP̂ +
2

Re
(D2 − k2)V̂y (IV.26)

−iσV̂z + ikxV̄xV̂z = −DP̂ +
2

Re
(D2 − k2)V̂z +

Ra

2PrRe2
θ̂ (IV.27)

−iσθ̂ + ikxV̄xθ̂ + V̂zDθ̄ =
2

PrRe
(D2 − k2)θ̂ (IV.28)

Les conditions aux limites linéarisées sont :

(en Z = −1)

{

V̂x = V̂y = V̂z = θ̂ = 0 (IV.29)

(en Z = −1)







































V̂z = 0

DV̂x = −Ma
Pe

∂θ̂
∂X

DV̂y = −Ma
Pe

∂θ̂
∂Y

Dθ̂ = −Bi
2
θ̂

(IV.30)

avec k2 = k2
x + k2

y et D = ∂/∂Z.

Les équations (IV.24-IV.28) et les conditions aux limites IV.29 et IV.30 peuvent

être réécrites en fonction de deux variables, à savoir la perturbation de la vitesse

verticale V̂z et la perturbation de la température réduite θ̂, ce qui conduit à éliminer

les autres variables au profit des autres considérées (V̂x, V̂y et P̂ ).
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En combinant les équations (IV.24, IV.25 et IV.26), nous pouvons éliminer Vx et Vy

et nous obtenons :

σDV̂z − kxV̄xDV̂z + kxV̂zDV̄x = −ik2P̂ +
2i

Re
(D2 − k2)V̂z (IV.31)

La combinaison de cette dernière équation avec l’équation IV.27 nous donne :

2ikxV̂zDV̄x = (k2 −D2)P̂ +
Ra

2PrRe2
(D2 − k2)Dθ̂ (IV.32)

Enfin, en combinant l’équation IV.32 avec l’équation IV.27, nous pouvons éliminer

la pression P̂ et nous obtenons une équation différentielle linéaire d’ordre 4 qui se

réduit à l’équation classique de Orr-Sommerfield lorsque Ra = 0 (Drazin et Reid,

2004). Cette équation constitue avec l’équation IV.28 le système de stabilité linéaire

du problème à résoudre :

2

Re
(D2 − k2)2V̂z = i[(kxV̄x − σ)(D2 − k2)− kxD

2V̄xV̂z +
Ra

2PrRe2
k2θ̂ (IV.33)

−iσθ̂ + ikxV̄xθ̂ + V̂zDθ̄ =
2

PrRe
(D2 − k2)θ̂ (IV.34)

Les conditions aux limites associées aux équations (IV.33 et IV.34) sont :

V̂z = 0, DV̂z = 0, θ̂ = 0 à Z = −1 (IV.35)

V̂z = 0, D2V̂z + k2Ma

Pe
θ̂ = 0, Dθ̂ +

Bi

2
θ̂ = 0 à Z = 1 (IV.36)

Le système d’équations (IV.33-IV.34) et les conditions aux limites (IV.35 et

IV.36) ramènent l’analyse linéaire à un problème aux valeurs et vecteurs propres.

Ce système ne présente alors de solution que si k, σ et les paramètres de contrôle
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satisfont une relation de dispersion de la forme :

D(kx, ky, σ, Ra,Ma,Bi, Re, Pr) = 0 (IV.37)

La relation de dispersion IV.37 peut être considérée de deux manières différentes :

l’étude de la stabilité spatiale quand la fréquence σ est réelle et donnée (perturbation

harmonique en temps) et le nombre d’onde spatial k est une inconnue complexe,

ou l’étude de la stabilité temporelle quand le nombre d’onde k est réel et connu

(perturbation périodique spatialement) et la fréquence σ est complexe et inconnue.

Dans notre cas, seule l’étude temporelle est choisie, et par la suite, le nombre d’onde

k sera réel et la fréquence σ = σr + iσi complexe.

Le coefficient d’amplification temporel de la perturbation est donné par le facteur

eσit et l’étude de l’évolution de la perturbation revient donc à déterminer la valeur

de σi. Trois cas sont possibles :

– σi < 0 l’écoulement est stable.

– σi = 0 stabilité neutre.

– σi > 0 l’écoulement est instable.

Dans ce chapitre, deux types d’instabilité seront étudiés, l’instabilité sous forme

des rouleaux longitudinaux stationnaires (kx = 0 et ky 6= 0) et l’instabilité sous

forme des rouleaux transversaux instationnaires (kx 6= 0 et ky = 0).

IV.4. Méthode numérique

Le problème aux valeurs propres est obtenu en utilisant la méthode spectrale

de collocation Chebyshev (Canuto et al., 1988). Cette méthode est basée sur la

discrétisation spatiale des fonctions inconnues (V̂z et θ̂) selon Z par les polynômes

d’interpolation de Chebyshev, de telle sorte qu’ils sont localisés aux points de Gauss-
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Lobatto définis comme suit :

Zj = cos
πj

N
, j = 0, 1, ..., N. (IV.38)

L’équation IV.33 est évaluée aux nœuds j = 2, ..., N−2, l’équation IV.34 aux nœuds

j = 1, ..., N−1. Les premières conditions aux limites IV.35 sont évaluées aux noeuds

j = N et les secondes conditions aux limites IV.36 sont évaluées aux nœuds j = 0.

Après discrétisation, nous obtenons 2(N + 1) × 2(N + 1) équations algébriques

qui forment un problème aux valeurs propres généralisé associé aux conditions aux

limites (IV.35) et (IV.36) :

σAφ = Bφ (IV.39)

Les valeurs propres σ de ce système permettent alors d’avoir accès aux taux de

croissance tandis que les vecteurs propres φ donnent les fonctions propres des per-

turbations de vitesse et de température associées au taux de croissance σ.

Le vecteur colonne φ contient V̂z et θ̂.

φ =

















































































V̂z0

...

V̂zN

θ̂0

...

θ̂N

















































































.

Les V̂zi et θ̂i ; i = 0, ..., N sont les valeurs de la vitesse V̂z et de la température θ̂

aux points de collocation Zj.

Les matrices A et B dépendent de l’état de base et du nombre d’onde k. Elles sont

définies par :
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A =

(

D2 − k2I 0

0 I

)

B =

(

kxV̄x(D
2 − k2I)− kxD

2V̄x +
2i
Re
(D2 − k2I)2 −iRak2

2PrRe2
I

−iDθ̄ 2i
RePr

(D2 − k2I) + kxV̄x

)

où : V̄x = diag[V̄x(Zj)] et θ̄ = diag[θ̄(Zj)].

I est la matrice identité.

D est la matrice différentielle qui est calculée comme indiqué dans Trefethen (2000).

La matrice A est singulière, en raison des conditions aux limites qui ne contiennent

pas la valeur propre σ. Nous avons donc six lignes dans la matrice A qui sont nulles,

correspondant aux conditions aux limites. Par conséquent, nous obtenons six valeurs

propres infinies qui sont éliminées. Le code de calcul est mis en œuvre à l’aide de

MATLAB et le nombre de points de discrétisation est fixé à N = 131.

IV.5. Validation

La méthode de collocation spectrale explicitée ci-dessus est basée sur l’utilisation

des polynômes de Chebyshev aux points de collocation de Gauss-Lobatto. Elle a

été implémentée dans l’environnement MATLAB pour traiter la stabilité linéaire

du problème considéré. La précision du calcul dépend principalement du nombre

de discrétisations N . Le code de calcul a été validé en comparant les résultats

obtenus avec d’autres études analytiques et numériques de la littérature. Etant

donné l’originalité du problème sur lequel nous travaillons, nous n’avons pas trouvé

de précédents travaux similaires pour établir des comparaisons. Ainsi, nous avons

procédé en deux étapes. Pour la première étape, nous avons validé l’implémentation

des équations IV.33 et IV.34 pour un cas qui correspond à l’écoulement de PRB.
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Pour la deuxième étape, nous avons validé l’implémentation des conditions aux

limites IV.35 et IV.36 pour un cas qui correspond à la convection de Marangoni.

IV.5.1. Cas test Poiseuille-Rayleigh-Bénard (parois rigides)

.

La première validation concerne la stabilité de l’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-

Bénard dans un canal d’extension transversale infinie chauffé uniformément par le

bas et refroidi par le haut. Dans ce cas, nous avons les mêmes équations aux per-

turbations IV.33 et IV.34, mais avec des conditions aux limites rigides (Platten et

Legros, 1984). Les seuils de stabilité correspondant à l’apparition de rouleaux longi-

tudinaux sont obtenus et comparés à ceux publiés précédemment dans la littérature

(Platten et Legros, 1984; Nicolas, 2002). Nos résultats sont en bon accord avec

la littérature et montrent que l’écoulement de base devient instable vis-à-vis des

rouleaux longitudinaux quand le nombre de Rayleigh dépasse la valeur critique

Rac = 1707, 8. Le nombre d’onde critique correspondant est ky = 1, 558 (ky étant

adimensionné ici par H/2). Ces valeurs sont indépendantes du nombre de Reynolds.

Le code a été validé aussi vis-à-vis de l’instabilité sous forme de rouleaux transver-

saux. Les seuils d’instabilité obtenus à l’aide du présent code ont été comparés à

ceux obtenus par Nicolas et al. (2000) pour un écoulement de PRB dans un canal

d’extension transversale infinie. Nous présentons sur la Figure IV.2 les valeurs du

nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de Reynolds pour différentes

valeurs de Prandtl Pr. Les valeurs numériques sont données dans le Tableau IV.1.

La comparaison de nos résultats avec ceux obtenus par Nicolas et al. (2000) permet

de valider la précision de notre code de calcul vis-à-vis des instabilités sous forme

de rouleaux transversaux.
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Figure IV.2.: Evolution du nombre de Rayleigh critique Rac d’apparition des rouleaux
transversaux en fonction du nombre de Reynolds pour un écoulement de PRB. Com-
paraison avec les résultats numériques obtenus par Nicolas (2002) (Pr = 1).

Re Nicolas et al. (2000) Présent travail
Rac kc

x (adimensionné par H/2) Rac kc
x (adimensionné par H/2)

0.2 1707.81 1.558 1707.82 1.558
0.4 1707.97 1.558 1707.98 1.558
0.6 1708.24 1.558 1708.23 1.557
0.8 1708.61 1.558 1708.62 1.558
1 1709.08 1.558 1709.08 1.558
1.4 1710.35 1.559 1710.35 1.559
1.6 1711.15 1.559 1711.15 1.559
2 1713.05 1.559 1713.06 1.559
3 1719.67 1.559 1719.67 1.560
4 1728.95 1.559 1728.95 1.559
6 1755.51 1.560 1755.51 1.560
8 1792.83 1.562 1792.83 1.562
10 1841.05 1.563 1841.05 1.563
20 2252.38 1.578 2252.39 1.577

Table IV.1.: Valeurs numériques des nombres de Rayleigh critique en fonction du nombre
de Reynolds pour l’écoulement de PRB. Comparaison avec les résultats numériques
obtenus par Nicolas (2002) (Pr = 1).
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IV.5.2. Cas de la convection de Marangoni

La deuxième validation concerne la convection de Marangoni dans une couche de

fluide infinie chauffée uniformément par le bas. Un échange convectif de la chaleur

avec l’air ambiant est imposé à la surface libre. Cette validation a pour but de s’as-

surer de la bonne implémentation des conditions aux limites (IV.35 et IV.36) dans

le code de calcul, plus particulièrement celles qui concernent la surface libre. Dans

cette configuration d’étude choisie, nous avons les mêmes types de conditions aux

limites que celles du problème de Poiseuille-Rayleigh-Bénard-Marangoni à résoudre

mais avec un autre système d’équations pour décrire l’écoulement (absence de con-

vection forcée et naturelle). Les équations qui gouvernent l’écoulement sont plus

simples et données par Colinet et al. (2001).

(D2 − k2)2V̂z = σPr−1(D2 − k2)V̂z (IV.40)

(D2 − k2)θ̂ + V̂z = σθ̂ (IV.41)

Les conditions aux limites associées aux équations (IV.40 et IV.41) sont :

V̂z = 0, DV̂z = 0, θ̂ = 0 à Z = −1 (IV.42)

V̂z = 0, D2V̂z + k2Ma

2
θ̂ = 0, Dθ̂ +

Bi

2
θ̂ = 0 à Z = 1 (IV.43)

Nous représentons sur la Figure IV.3 la courbe de stabilité marginale de la con-

vection de Marangoni en fonction du nombre d’onde k pour un nombre de Biot

Bi = 2. Nos résultats sont en bon accord avec ceux donnés analytiquement par

Pearson (1958) et Colinet et al. (2001) pour lesquels nous avons la relation :

Ma =
16k(k cosh k +Bi sinh k)(2k − sinh 2k)

4k3 cosh k + 3 sinh k − sinh 3k
(IV.44)
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Figure IV.3.: Comparaison des résultats numériques obtenus pour la courbe de stabilité
marginale avec la solution analytique (Colinet et al. (2001)) pour Ra = 0, Bi = 2 et
Pr = 7.

IV.6. Résultats de l’analyse de stabilité

Dans cette section nous allons présenter quelques résultats de l’étude de la sta-

bilité linéaire de l’écoulement dans un canal ouvert horizontal d’extension latérale in-

finie. Les résultats sont présentés sous la forme de diagrammes de stabilité déterminant

les seuils des paramètres conduisant à l’instabilité thermoconvective (Rac et Mac)

en fonction des autres paramètres contrôlant l’écoulement. Les structures spatiales

des instabilités thermoconvectives près des paramètres seuils seront montrées et

analysés. Dans cette étude nous nous intéressons à deux types d’instabilité : insta-

bilité qui se développe sous la forme de rouleaux longitudinaux stationnaires (pour

kx = 0, ky 6= 0 et σr = 0) et instabilité qui se développe sous la forme de rouleaux

transversaux instationnaires (pour kx 6= 0, ky = 0 et σr 6= 0).
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IV.6.1. Instabilité donnant des rouleaux longitudinaux

Instabilité due aux effets thermogravitaire

Lorsque le nombre de Marangoni Ma = 0, les forces thermocapillaires sont nulles,

l’analyse de stabilité donne un système de valeurs propres toutes réelles et donc les

modes propres sont alors des rouleaux longitudinaux stationnaires purement in-

duits par les forces de flottabilité. Dans ce cas, nous présentons sur la Figure IV.4,

la courbe de stabilité marginale dans le plan (Ra − k) pour Re = 15, Pr = 7 et

pour différents nombres de Biot. Nous remarquons que toutes les courbes de sta-

bilité marginale présentent un minimum à une valeur non nulle du nombre d’onde k

pour tous les nombres de Biot. Ce minimum correspond au nombre de Rayleigh cri-

tique Rac qui définit le seuil d’instabilité primaire. Le nombre d’onde correspondant

représente le nombre d’onde critique kc (kc =
2π
λc
), λc étant la longueur d’onde cri-

tique que l’on trouve pour un motif répétitif périodique correspondant à deux cellules

convectives. Nous observons que le nombre critique diminue lorsque Bi augmente,

ce qui signifie que les grandes valeurs de Bi rendent le système plus instable (cela

correspond à un échange thermique plus fort au niveau de l’interface libre). Pour

clarifier l’effet du nombre de Biot sur la stabilité du système, nous traçons sur la

Figure IV.5 l’évolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction du nombre

de Biot Bi. Nous observons que pour Bi = 0, quel que soit le nombre de Rayleigh,

l’écoulement est toujours stable. En effet, pour Bi = 0 la surface libre est supposée

adiabatique, ainsi la température de l’état de base devient alors constante le long

l’axe vertical Z (θ(Z) = 1). Nous notons ici que nous avons choisi de dimensionner

la température par rapport à la différence de température entre la paroi inférieure

chauffée et l’air ambiant. Ce choix a été aussi utilisé par Vrentas et al. (1981). Il

facilite l’interprétation physique des paramètres seuils obtenus. Un autre choix de

dimensionnement est possible, qui utilise la différence de température entre la paroi
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inférieure et la surface libre (Nield, 1964; Dauby et al., 1997). Ce choix de dimen-

sionnement donne une valeur finie du nombre de Rayleigh R̄a propre à ce choix

quand Bi = 0 et il est lié à notre choix de dimensionnement par :

Ra =
1 +Bi

Bi
R̄a (IV.45)

Sur la Figure IV.5, nous observons que lorsque le nombre de Biot augmente, le

nombre de Rayleigh critique diminue fortement jusqu’au voisinage de Bi = 3, puis

continue à diminuer faiblement pour atteindre une valeur minimale critique Rac =

1087.1 au voisinage de Bi = 15, puis augmenter faiblement pour tendre vers une

valeur asymptotique égale à Rac = 1097. Cela peut s’expliquer par la condition à la

limite thermique de la surface libre qui affecte les perturbations de la température

dans l’ensemble du fluide. En effet, pour les petites valeurs du nombre de Biot Bi,

ces perturbations sont très sensibles à la variation d’échange de chaleur au niveau de

la surface libre. Pour les grandes valeurs du nombre de Biot, la condition à la limite

thermique à la surface libre peut se rapprocher d’une condition de température

constante imposée, ce qui fait que le nombre de Rayleigh critique tends vers cette

valeur asymptotique (Rac = 1097).

Nous présentons sur le Tableau IV.2, une comparaison des résultats de cette étude

avec les résultats obtenus par Nield (1964) pour une couche de fluide d’extensions

infinies sans convection forcée. Nous remarquons que la différence entre les valeurs

des nombres de Rayleigh critiques pour les deux cas d’étude est inférieure à 1%

quel que soit le nombre de Biot. Par conséquent, la convection forcée n’a pas d’effet

sur la valeur du nombre de Rayleigh critique Rac correspondant à l’apparition des

rouleaux longitudinaux. Cette constatation est confirmée aussi par le fait que la

valeur critique obtenue pour l’apparition des rouleaux longitudinaux stationnaires

est indépendante du nombre de Reynolds.
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Figure IV.4.: Courbes de stabilité marginale obtenues dans le plan (Ra − ky) pour le
développement des rouleaux longitudinaux en fonction de différents nombres de Biot
et pour Ma = 0, Pr = 7 and Re = 15.
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Figure IV.5.: Nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de Biot pour Ma = 0,
Pr = 7 et Re = 15.

La Figure IV.6 montre l’effet du nombre de Biot sur le nombre d’onde critique kc
y.

Nous observons que kc
y augmente progressivement en même temps que le nombre
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Bi Rac avec convection forcée Rac sans convection forcée Nield (1964)
0.1 7502.0 7505.9
0.2 4170.9 4168.7
0.5 2182.3 2182.3
1.0 1540.7 1541.2
2.0 1246.6 1246.9
5.0 1110.6 1110.6
10.0 1088.5 1088.4
20.0 1088.4 1088.1
50.0 1093.5 1093.6
100.0 1097.0 1096.8

Table IV.2.: Comparaison des nombres de Rayleigh critiques obtenus dans cette étude avec
ceux obtenus sans convection forcée par Nield (1964).

de Biot Bi jusqu’à atteindre une valeur asymptotique égale à kc
y = 1.34. Lorsque

l’échange convectif de chaleur à la surface libre est très faible (Bi ∼ 0), l’ensem-

ble du film liquide se réchauffe d’une manière générale, ce qui réduit les gradients

thermiques affectant ainsi le nombre de rouleaux convectifs qui est lié aux nombre

d’onde ky (ky représente le nombre de rouleaux par unité de longueur). Dans le cas

de grandes valeurs du nombre de Biot, le transport de chaleur dans la couche fluide

est assuré par des rouleaux plus nombreux de petites longueurs d’ondes. Ce résultat

a été aussi trouvé par simulation numérique dans la section (III.3) du chapitre

précédent dans laquelle nous avons remarqué que la longueur d’onde des rouleaux

longitudinaux λy = 2π/ky diminue lorsque le nombre de Biot augmente.

Nous présentons dans le Tableau IV.3 une comparaison du nombre de Rayleigh

critique et du nombre d’onde associé à l’apparition des rouleaux longitudinaux pour

l’écoulement de PRB et pour notre cas d’étude. Nous remarquons que le nom-

bre de Rayleigh critique Rac de l’écoulement de PRB est plus grand que celui de

l’écoulement de convection mixte avec surface libre. Ainsi, la surface supérieure

rigide stabilise l’écoulement en retardant l’apparition des rouleaux longitudinaux.

La présence d’une surface supérieure rigide augmente également le nombre d’onde

critique (kc
y(PRB) > kc

y) ce qui signifie que dans le cas de l’écoulement de PRB,
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Figure IV.6.: Nombre d’onde critique transversal en fonction du nombre de Biot pour
Ma = 0, Pr = 7 et Re = 15.

nous aurons un nombre plus important de rouleaux longitudinaux par rapport au

cas de l’écoulement à surface libre. Ce résultat, nous l’avons déjà remarqué lors

des simulations numériques (section (III.3) du chapitre précédent) pour un canal

de rapport de forme 10 et pour les mêmes conditions d’écoulement (Ra = 5000,

Pr = 7 et Re = 15), nous avons trouvé 10 rouleaux longitudinaux dans le cas de

l’écoulement à surface libre et 12 rouleaux dans le cas de l’écoulement de PRB.

Ecoulement PRB Notre cas d’étude Bi → ∞
Rac 1707.8 1097
kc
y 1.558 1.34

Table IV.3.: Comparaison des nombres de Rayleigh critique Rac et des nombres d’onde
associés kcy pour l’apparition des rouleaux longitudinaux obtenus dans le cadre de cette

étude avec ceux obtenus pour l’écoulement de PRB.

Sur les Figures IV.7 et IV.8, nous présentons les modes propres les plus instables

représentant les structures d’écoulement respectivement pour le cas de l’écoulement

à surface supérieure libre et pour l’écoulement à surface supérieure rigide (écoulement
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PRB). Les paramètres de contrôle de l’écoulement dans les deux cas sont fixés à

Pr = 7, Re = 15 (pour l’écoulement à surface libre nous avons en plus : Ma = 0

et Bi = 2). Les conditions critiques associées à l’apparition de ces structures

sont : (Rac = 1247, kc = 1.2) pour l’écoulement à surface libre et (Rac = 1707.8,

kc = 1.558) pour le cas de l’écoulement de PRB. Dans le cas de l’écoulement de

PRB (Figure IV.8), les perturbations sont sous forme de rouleaux longitudinaux

contra-rotatifs dont le centre est à Z = 0 et le diamètre des rouleaux est proche

de la hauteur du canal. Dans le cas d’un écoulement à surface libre, les perturba-

tions sont aussi des rouleaux longitudinaux contra-rotatifs de diamètre également

proche de la hauteur du canal, mais leurs centres sont décalées vers la surface libre

(Z ≃ 0.15). Nous remarquons aussi clairement sur les deux figures (IV.7 et IV.8)

que la longueur d’onde des rouleaux est plus grande dans le cas de l’écoulement

avec surface libre.
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Figure IV.7.: Composantes transversales de la vitesse (V̂y, V̂z) (flèches) et isothermes de

la température θ̂ (lignes) pour le mode propre des rouleaux longitudinaux le plus instable
(Rac = 1247, kc = 1.2, Ma = 0, Bi = 2, Pr = 7 et Re = 15).
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Figure IV.8.: Composantes transversales de la vitesse (V̂y, V̂z) (flèches) et isothermes de

la température θ̂ (lignes) pour le mode propre le plus instable des rouleaux longitudinaux
de Poiseuille-Rayleigh-Bénard (Rac = 1707.8, kc = 1.558, Pr = 7 et Re = 15).

Combinaison des effets thermogravitaires avec les effets thermocapillaires

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, les variations de la tension super-

ficielle avec la température (effet Marangoni ou effet thermocapillaire) génèrent des

écoulements au niveau de la surface libre, des zones chaudes vers les zones froides.

Pour analyser la combinaison des effets thermogravitaires et des effets thermocapil-

laires, nous commençons d’abord par étudier les seuils critiques d’apparition des

instabilités dues seulement aux effets thermocapillaires ainsi que leurs structures

spatiales. Les effets thermogravitaires seront donc négligés dans un premier temps

(Ra = 0). Nous présentons sur la Figure IV.9 l’évolution du nombre de Marangoni

critique Mac en fonction du nombre de Biot (Ra = 0, Pr = 7). Nous observons aussi

dans ce cas que, pour un nombre de Biot nul (Bi = 0), l’écoulement est toujours

stable. La surface libre est alors supposée adiabatique, ce qui empêche la création

des gradients de température responsables du développement des forces thermo-

capillaires. Pour des nombres de Biot modérés, le nombre de Marangoni critique

diminue fortement jusqu’au voisinage de Bi = 1.5, puis augmente linéairement avec
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Bi. En effet, pour les faibles valeurs du nombre de Biot, les gradients de température

à la surface supérieure sont augmentés, ce qui favorisent les effets thermocapillaires

et le déclenchement rapide d’instabilités thermoconvectives. Cependant, pour les

grandes valeurs de Bi, les gradients de température à la surface libre deviennent de

plus en plus faibles, ce qui a pour conséquence d’augmenter le nombre de Marangoni

critique linéairement avec Bi.
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Figure IV.9.: Evolution du nombre de Marangoni critique en fonction du nombre de Biot
pour Ra = 0, Pr = 7 et Re = 15.

Une comparaison des nombres de Marangoni critiques Mac de cette étude avec

ceux obtenus par Nield (1964) pour une couche de fluide infinie sans convection

forcée est donnée dans le Tableau IV.4. Nous notons également ici que le nombre

de Marangoni Ma que nous avons défini est lié au nombre de Marangoni M̄a utilisé

dans l’étude de Nield (1964) par la relation suivante :

Ma =
1 +Bi

Bi
M̄a (IV.46)

La comparaison donnée dans le Tableau IV.4 montre que la différence entre les
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valeurs obtenues pour les deux cas d’écoulement n’excède pas 1% quel que soit le

nombre de Biot. Par conséquent, ici non plus la convection forcée n’a pas d’effet

sur le nombre de Marangoni critique Mac d’apparition des rouleaux longitudin-

aux. Cette constatation est également confirmée par le fait que la valeur critique

obtenue pour l’apparition des rouleaux longitudinaux stationnaires est indépendante

du nombre de Reynolds. Nous présentons sur la Figure IV.10 l’effet du nombre

Bi Mac avec convection forcée Mac sans convection forcée Nield (1964)
0.1 918.1 917.7
1.0 232.2 232.3
10.0 455.1 454.8
100.0 3336.9 3336.9

Table IV.4.: Comparaison des nombres de Marangoni critiques obtenus dans cette étude
avec ceux obtenus sans convection forcée par Nield (1964).

de Biot sur le nombre d’onde critique kc
y d’apparition des rouleaux longitudinaux

dus aux effets thermocapillaires. Comme dans le cas des instabilités dues aux effets

thermogravitaires, nous observons aussi que kc
y augmente progressivement lorsque le

nombre de Biot augmente pour atteindre une valeur constante voisine de kc
y = 1.50.

Cette valeur est supérieure à celle atteinte dans le cas d’instabilités dues aux effets

thermogravitaires. Cela signifie que pour les grandes valeurs du nombre de Biot,

les forces thermocapillaires génèrent plus de rouleaux longitudinaux convectifs que

dans le cas d’un écoulement dominé par les forces thermogravitaires. La Figure IV.11

montre bien cette différence de nombre de rouleaux entre les deux cas. En fait, pour

de grandes valeurs du nombre de Biot, les gradients thermiques à la surface libre

sont faibles ce qui conduit les forces thermocapillaires à créer des rouleaux longi-

tudinaux de courte longueur d’onde λy à l’inverse des rouleaux longitudinaux de

la convection thermogravitaire qui sont dus aux gradients de température internes

dans le fluide et non pas aux gradients de température à la surface libre.

La structure de l’écoulement dans le cas de la convection de Marangoni pure
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Figure IV.10.: Nombre d’onde critique transversal en fonction du nombre de Biot pour
Ra = 0, Pr = 7 et Re = 15.

est présentée sur la Figure IV.12 pour les paramètres de contrôle fixés à Ra = 0,

Re = 15, Pr = 7 et pour différents nombres de Biot. Les conditions critiques sont

(Mac = 294.6, kc = 1.07) pour Bi = 0.5, (Mac = 226.2, kc = 1.18) pour Bi = 0.5

et (Mac = 3336.9, kc = 1.49 pour Bi = 0.5). Nous remarquons que les forces

thermocapillaires induisent des rouleaux longitudinaux contra-rotatifs similaires à

ceux induits par les forces thermogravitaires. Cependant, comme nous l’avons déjà

vu pour le cas avec Ma = 0, le centre des rouleaux convectifs est plus encore décalé

vers la surface libre (Z = 0.4) dans le cas de Ra = 0. Cette position du centre ne

dépend pas du nombre de Biot. La position des rouleaux dans la zone d’observation

((0 6 Y 6 6)) est fortement influencée par le nombre de Biot en raison du rôle

qu’il joue sur la modification des gradients thermiques au niveau de l’interface qui

est répercutée ensuite dans tout le fluide. Plus le nombre de Biot est petit, plus

les isothermes coupent perpendiculairement l’interface libre, ce qui confirme que

les gradients thermiques sont plus importants à ce niveau (Figure IV.12 (a)). Au

contraire lorsque le nombre de Biot est fort ((Figure IV.12 (c)) les isothermes sont
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(a) Ecoulement thermocapillaire pure (Bi = 100, Ra = 0, Mac = 3336.9,
kcy = 1.49)
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(b) Ecoulement thermogravitaire pue (Bi = 100, Ma = 0, Rac = 1097, kcy =
1.34)

Figure IV.11.: Composantes transversales de la vitesse (V̂y, V̂z) (flèches) et isothermes de

la température θ̂ (lignes) pour le mode propre le plus instable des rouleaux longitudinaux.

pratiquement parallèles à l’interface libre.

Nous considérons dans ce qui suit la combinaison des forces thermogravitaires et

des forces thermocapillaires sur l’instabilité de l’écoulement. Pour illustrer l’effet du

couplage de ces deux types de forces sur les seuils d’apparition des rouleaux longi-

tudinaux, nous présentons sur la Figure IV.13 l’évolution du nombre de Rayleigh

critique Rac en fonction du nombre de Biot pour différents nombres de Marangoni.

Nous observons que, pour toutes les valeurs du nombre de Biot Bi, augmenter le

nombre de Marangoni rend le système d’écoulement plus instable. Pour Ma < 40, la
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(a) Bi = 0.5, Mac = 294.6, kcy = 1.07
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(b) Bi = 2, Mac = 226.2, kcy = 1.18
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(c) Bi = 100, Mac = 3336.9, kcy = 1.49

Figure IV.12.: Composantes transversales de la vitesse (V̂y, V̂z) (flèches) et isothermes de

la température θ̂ (lignes) pour le mode propre le plus instable des rouleaux longitudinaux
induits par la convection de Marangoni seule pour différents nombres de Biot. (a) Bi =
0.5, (b) Bi = 2 et (c) Bi = 100.
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diminution du nombre de Rayleigh critique Rac pour atteindre la valeur asympto-

tique Ra = 1097 indique que les forces de flottabilité sont toujours prédominantes.

On est en présence d’un écoulement de convection mixte avec très peu d’effets ther-

mocapillaires. Pour Ma > 40, les courbes d’évolution du nombre de Rayleigh cri-

tique diminuent jusqu’à atteindre un minimum puis augmentent pour s’approcher

de la valeur asymptotique Rac = 1097 pour les grandes valeurs du nombre de

Biot. Dans ce cas, les forces thermocapillaires sont prédominantes pour les faibles

valeurs du nombre de Biot. Par contre les forces thermogravitaires deviennent

prédominantes pour les grandes valeurs du nombre de Biot pour lesquelles toutes

les courbes critiques tendent vers la valeur asymptotique Rac = 1097 imposée par

la convection naturelle. Pour le nombre de Marangoni Ma = 300, nous observons

une plage centrée autour du nombre de Biot égale à 1 (0.5 < Bi < 5), pour laque-

lle le nombre de Rayleigh critique est nul, donc l’écoulement est toujours instable.

Nous présentons sur la Figure IV.14 l’évolution du nombre de Rayleigh critique

d’apparition des rouleaux longitudinaux en fonction du nombre de Marangoni pour

différentes valeurs du nombre de Biot. Toutes les courbes critiques ont une évolution

décroissante lorsque le nombre de Marangoni Ma augmente. Cela signifie que les

forces thermogravitaires et les forces thermocapillaires se renforcent mutuellement

conduisant ainsi le système à devenir plus instable. La zone d’écoulement stable

est d’autant plus réduite que le nombre de Biot est petit. Ce résultat a été trouvé

aussi par Nield (1964) pour un écoulement sans convection forcée. Cette diminution

de la valeur du nombre de Rayleigh critique est forte pour les faibles valeurs du

nombre de Biot pour lesquels les gradients thermiques sont importants à la sur-

face libre (forces thermocapillaires importantes), tandis qu’elle est faible pour les

grandes valeurs du nombre de Biot pour lesquels la surface libre est pratiquement

à température uniforme, les forces thermocapillaires deviennent alors négligeables.

Les effets du nombre de Biot sur les seuils d’instabilités conduisant à l’apparition

des rouleaux longitudinaux sont donc très importants.
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Figure IV.13.: Evolution du nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de Biot
pour différents nombres de Marangoni (Pr = 7 et Re = 15).
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Figure IV.14.: Evolution du nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de
Marangoni pour différents nombres de Biot (Pr = 7 et Re = 15).
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IV.6.2. Instabilité donnant des rouleaux transversaux

Instabilité due aux effets thermogravitaires

Nous commençons comme dans la section précédente par étudier l’instabilité due

aux effets thermogravitaires sans interaction avec les effets thermocapillaires (Ma =

0). Nous présentons sur la Figure IV.15 le spectre des valeurs propres (σr, σi) pour

Re = 1, Pr = 7, Bi = 2, Ra = 1317 et kx = 1.2. Le mode le moins stable

est indiqué par une flèche. La partie imaginaire des valeurs propres σi est non

nulle contrairement au cas d’instabilité sous forme des rouleaux longitudinaux. Cela

indique le caractère instationnaire des rouleaux transversaux. Les mode propres ont

alors la forme d’une onde plane monochromatique.
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Figure IV.15.: Spectre des plus grandes valeurs propres dans le cas Re = 1, Pr = 7,
Bi = 2 et Ma = 0. La plus grande valeur est indiquée par une flèche.

Nous présentons sur la Figure IV.16 l’évolution du nombre de Rayleigh critique

Rac en fonction du nombre de Biot Bi pour les deux cas d’instabilité. Quelques

valeurs numériques des nombres de Rayleigh critiques sont données dans le Tableau
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IV.5. Nous observons que les valeurs du nombre de Rayleigh de l’instabilité sous

forme de rouleaux transversaux suivent la même évolution en fonction de Bi que

celles de l’instabilité sous forme des rouleaux longitudinaux. Le nombre de Rayleigh

critique diminue fortement pour les faibles valeurs du nombre de Biot jusqu’au

voisinage de Bi = 3 pour l’instabilité sous forme de rouleaux longitudinaux et

Bi = 4 pour l’instabilité sous forme de rouleaux transversaux, puis continue à

diminuer faiblement pour atteindre une valeur minimale Rac = 1087.1 au voisi-

nage de Bi = 15 pour le cas d’instabilité sous forme de rouleaux longitudinaux

et Rac = 1129 au voisinage de Bi = 17 pour le cas de l’instabilité sous forme de

rouleaux transversaux. Enfin, le nombre de Rayleigh critique augmente faiblement

vers une valeur asymptotique Rac = 1097 pour le cas de l’instabilité sous forme

de rouleaux longitudinaux et Rac = 1135 pour le cas de l’instabilité sous forme

de rouleaux transversaux. Ainsi, pour les deux modes d’instabilité, l’écoulement est

légèrement plus instable pour les valeurs de Bimodérées. Nous remarquons aussi que

les rouleaux transversaux sont plus stables par rapport au rouleaux longitudinaux

quel que soit le nombre de Biot. Le nombre de Rayleigh critique pour l’apparition

des rouleaux longitudinaux est toujours inférieur au nombre de Rayleigh critique

pour l’apparition des rouleaux transversaux. Cela a aussi été trouvé dans le cas de

l’écoulement de PRB (Nicolas, 2002).

La Figure IV.17 (valeurs numériques données au Tableau IV.5) montre l’effet du

nombre de Biot sur le nombre d’onde critique kc
x associé aux rouleaux transversaux.

Il apparâıt que le nombre de Biot influence kc
x de la même façon qu’il influence

sur le nombre d’onde kc
y associé aux rouleaux longitudinaux. Le nombre d’onde kc

x

augmente progressivement lorsque Bi augmente pour atteindre une valeur constante

kc
x = 1.32.

Nous présentons sur la Figure IV.18 l’évolution du nombre de Rayleigh critique

en fonction du nombre de Reynolds pour différentes valeurs de Bi et pour Pr = 7.
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 1000

 1200

 1400

 1600

 1800

 2000

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

R
a c

Bi

Rouleaux longitudinaux
Rouleaux transversaux

Figure IV.16.: Evolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction du nombre de
Biot Bi pour l’instabilité sous forme de rouleaux longitudinaux et pour l’instabilité sous
forme de rouleaux transversaux (Pr = 7, Re = 1 et Ma = 0).

Bi Rouleaux transversaux Rouleaux longitudinaux
Rac kc

x Rac kc
x

0.2 4465.5 1.06 4170.9 1.07
0.6 2096.5 1.10 1965.2 1.12
2 1317.2 1.18 1246.6 1.20
5 1162.8 1.26 1110.6 1.27
10 1133.1 1.27 1088.5 1.30
20 1128.5 1.30 1088.4 1.32
50 1131.5 1.32 1093.5 1.33
100 1133.6 1.32 1097.0 1.34

Table IV.5.: Valeurs numériques des nombres de Rayleigh critique en fonction du nombre
de Biot pour l’instabilité donnant des rouleaux transversaux et l’instabilité donnant des
rouleaux longitudinaux (Re = 1, Pr = 7 et Ma = 0).

Les résultats obtenus pour l’écoulement de PRB pour un nombre de Prandtl Pr = 7

sont aussi représentés sur cette figure. Dans tous les cas, l’augmentation du nombre

de Reynolds rend le système plus stable vis-à-vis des rouleaux transversaux. Nous

remarquons aussi que pour les nombres de Biot qui tendent vers zéro (Bi = 0.2 par

exemple) l’écoulement de PRB est toujours plus instable que l’écoulement à surface
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libre quel que soit le nombre de Reynolds. Cependant, pour des valeurs du nombre

de Biot modérées (Bi < 20), l’écoulement de PRB est plus stable par rapport

à l’écoulement à surface libre pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds. Il

devient plus instable par rapport à l’écoulement à surface libre pour les grandes

valeurs du nombre de Reynolds. Dans le cas des grandes valeurs de Biot (Bi = 100

par exemple) l’écoulement à surface libre est toujours plus instable par rapport à

l’écoulement de PRB quel que soit le nombre de Reynolds.
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Figure IV.17.: Evolution du nombre d’onde critique kcx associé aux rouleaux transversaux
en fonction du nombre de Biot Bi (Pr = 7, Re = 1 et Ma = 0).

Nous présentons dans le Tableau IV.6 une comparaison des nombres de Rayleigh

critique et des nombres d’onde associés à l’apparition de rouleaux transversaux

pour l’écoulement de PRB et pour notre cas d’étude (écoulement à surface libre).

La comparaison est faite pour différents nombres de Prandtl Pr et différents nom-

bre de Reynolds Re. Dans le cas de l’écoulement à surface libre nous avons choisi

Bi = 100 pour nous rapprocher de la condition thermique de la paroi supérieure

conductrice de l’écoulement de PRB. Nous remarquons que l’écoulement à surface
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Figure IV.18.: Evolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction du nombre de
Reynolds Re pour différentes valeurs de Bi (Pr = 7, Ma = 0). Comparaison au cas de
l’écoulement PRB.

libre est plus instable par rapport à l’écoulement de PRB pour les faibles valeurs du

nombres de Prandtl quel que soit le nombre de Reynolds (les nombres de Rayleigh

critiques obtenus pour l’écoulement à surface libre sont inférieurs à ceux obtenus

pour l’écoulement de PRB). Par contre, pour de grandes valeurs du nombre de

Prandtl (Pr = 200), l’écoulement de PRB devient plus rapidement instable par

rapport à l’écoulement à surface libre quel que soit le nombre de Reynolds. En ce qui

concerne le nombre d’onde kx, nous remarquons que kx dans le cas de l’écoulement

à surface libre est toujours inférieur à kx dans le cas de l’écoulement de PRB quels

que soient les nombres de Prandtl et de Reynolds. Ce qui signifie que dans le cas

de l’écoulement de PRB, nous aurons toujours plus de rouleaux transversaux par

rapport au cas de l’écoulement à surface libre.

Nous présentons sur les Figures IV.19 et IV.20 les structures d’écoulement respec-

tivement pour le cas de l’écoulement à surface supérieure libre et pour l’écoulement

de PRB. Les paramètres de contrôle de l’écoulement dans les deux cas sont fixés
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✞

✝

☎

✆139

Pr = 1 Pr = 7 Pr = 200
Re Bi = 100 PRB Bi = 100 PRB Bi = 100 PRB

Rac kc
x Rac kc

x Rac kc
x Rac kc

x Rac kc
x Rac kc

x

0.2 1098 1.3 1708 1.6 1100 1.3 1709 1.6 1885 1.3 1868 1.5
0.6 1099 1.3 1708 1.6 1111 1.3 1716 1.6 4046 1.2 2662 1.5
1 1099 1.3 1709 1.6 1135 1.3 1730 1.6 6343 1.2 3385 1.6
2 1103 1.3 1713 1.6 1240 1.3 1794 1.6 12686 1.1 4876 1.6
6 1137 1.3 1756 1.6 2022 1.2 2376 1.5 40502 1.1 10657 1.6
8 1168 1.3 1793 1.6 2489 1.2 2796 1.5 56109 1.1 14113 1.6
10 1207 1.3 1841 1.6 2982 1.1 3269 1.5 72953 1.1 18309 1.6
20 1521 1.2 2252 1.6 6134 1.1 6622 1.5 174752 0.9 57959 0.9

Table IV.6.: Comparaison des nombres de Rayleigh critiques obtenus pour l’écoulement à
surface libre avec rouleaux transversaux (Bi = 100) avec ceux obtenus pour l’écoulement
de PRB.

à Pr = 7, Re = 1 (pour l’écoulement à surface libre : Ma = 0 et Bi = 100). Les

conditions critiques associées à l’apparition de ces structures sont : Rac = 1133.9,

kc
x = 1.33 pour l’écoulement à surface libre et Rac = 1729.7, kc

x = 1.56 pour le

cas de l’écoulement de PRB. Dans les deux cas d’écoulement, les perturbations se

présentent sous forme de rouleaux transversaux contra-rotatifs d’axe perpendicu-

laire à l’écoulement principal dont le centre est à Z = 0 pour le cas de l’écoulement

de PRB et est un peu décalé vers le haut pour le cas de l’écoulement à surface libre.

Le diamètre des rouleaux transversaux est proche de la hauteur du canal pour les

deux cas d’écoulement. Les rouleaux sont un peu déformés dans le cas à surface

libre, ils ont perdu leur symétrie par rapport à l’axe Z.

Combinaison des effets thermogravitaires aux effets thermocapillaires

Nous allons étudier ici les effets de la variation de la tension superficielle avec la

température (effet Marangoni) sur l’initiation et la structure des rouleaux transver-

saux. Pour analyser la combinaison des effets thermogravitaires aux effets thermo-

capillaires sur les rouleaux transversaux, nous commençons d’abord par étudier les

seuils critiques d’apparition des instabilités dues seulement aux effets thermocapil-
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Figure IV.19.: Structure de l’écoulement représentée pour les modes critiques (V̂x, V̂z)
(vecteurs) et θ̂ (contours) dans le cas de l’écoulement à surface libre (Rac = 1133.9,
kcx = 1.33, Re = 1, Pr = 7, Bi = 100 et Ma = 0).
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Figure IV.20.: Structure de l’écoulement représentée pour les modes critiques (V̂x, V̂z)
(vecteurs) et θ̂ (contours) dans le cas de l’écoulement de PRB (Rac = 1729.7, kcx = 1.56,
Re = 1, Pr = 7 et Ma = 0).

laires ainsi que leurs structures spatiales. Les effets thermogravitaires sont négligés

dans un premier temps (Ra = 0). Nous présentons sur la Figure IV.21 l’évolution

du nombre de Marangoni critique Mac en fonction du nombre de Biot pour Re = 1

et Re = 15 comparée au cas d’instabilité donnant des rouleaux longitudinaux. Le

nombre de Prandtl est fixé à Pr = 7. Nous observons que les valeurs du nombre

de Marangoni critique de l’instabilité sous forme des rouleaux transversaux suiv-

ent la même évolution en fonction de Bi que celle de l’instabilité sous forme des
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rouleaux longitudinaux. Le nombre de Rayleigh critique diminue fortement pour les

faibles valeurs de Biot jusqu’au voisinage de Bi = 1.5, puis augmente linéairement

avec Bi. Pour les faibles valeurs de Re nous observons que le nombre de Marangoni

critique est presque le même pour les deux types d’instabilité alors que pour les

grandes valeurs du nombre de Reynolds, les rouleaux transversaux dus aux effets

thermocapillaires sont plus stables que les rouleaux longitudinaux dus aux effets

thermocapillaires surtout pour les grandes valeurs du nombre de Biot.
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Figure IV.21.: Evolution du nombre de Marangoni critique Mac d’apparition des rouleaux
transversaux en fonction du nombre pour Re = 1 et Re = 15. Comparaison avec le cas
de l’instabilité donnant des rouleaux longitudinaux.

Nous présentons sur la Figure IV.22 l’évolution du nombre de Marangoni cri-

tique en fonction du nombre de Reynolds pour Bi = 20, Pr = 7 et Ra = 0.

Nous remarquons que le nombre de Marangoni critique pour l’instabilité donnant

les rouleaux transversaux est linéairement dépendant du nombre de Reynolds con-

trairement au nombre de Marangoni critique pour l’instabilité donnant les rouleaux

longitudinaux. En ce qui concerne le nombre d’onde kc, la Figure IV.23 montre

l’évolution du nombre d’onde en fonction de Re comparé avec le cas des rouleaux
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transversaux dus seulement aux effets thermogravitaires. Nous remarquons que le

nombre d’onde associé aux rouleaux transversaux dus aux effets thermocapillaires

crôıt lorsque le nombre de Re augmente. Par contre le nombre d’onde associé aux

rouleaux transversaux dus seulement aux effets thermogravitaires diminue lorsque

le nombre de Reynolds augmente. Les effets thermocapillaires et thermogravitaires

agissent donc en sens contraire pour l’ établissement du nombre d’onde critique kc
x.
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Figure IV.22.: Evolution du nombre de Marangoni critique Mac d’apparition des rouleaux
transversaux en fonction du nombre de Reynolds pour Bi = 20, Pr = 7 et Ra = 0.

Nous présentons sur les Figures IV.24 et IV.25 respectivement l’évolution du nom-

bre de Marangoni critique et du nombre d’onde critique en fonction du nombre de

Prandtl pour Bi = 20 et Re = 1. D’après l’évolution du nombre de Marangoni

critique, l’écoulement devient plus stable vis-à-vis des rouleaux transversaux dus

aux effets thermocapillaires quand le nombre de Prandtl augmente. L’augmenta-

tion du nombre de Prandtl provoque une augmentation du nombre d’onde critique

associé aux rouleaux transversaux dus aux effets thermocapillaires et inversement
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Figure IV.23.: Evolution du nombre d’onde critique kcx en fonction du nombre de Reynolds
pour Bi = 20 et Pr = 7.

une diminution du nombre d’onde critique associé aux rouleaux transversaux dus

aux effets thermogravitaires.
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Figure IV.24.: Evolution du nombre de Marangoni critique Mac en fonction du nombre
de Prandtl pour Bi = 20, Re = 1 et Ra = 0.
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Figure IV.25.: Evolution du nombre d’onde critique kcx en fonction du nombre de Prandtl
pour Bi = 20 et Re = 1.

Le mode le plus instable qui montre la structure de l’écoulement dans le cas de la

convection de Marangoni pure est présenté sur la Figure IV.26 pour les paramètres

de contrôle fixés à Re = 16, Pr = 7, Ra = 0 et pour différents nombres de Biot. Nous

remarquons que les forces thermocapillaires induisent des rouleaux transversaux

contra-rotatifs similaires à ceux induits par les forces thermogravitaires. Cependant,

le centre de ces rouleaux convectifs est bien décalé vers la surface libre (Z = 0.4).

Cette position du centre ne dépend pas du nombre de Biot. La position des rouleaux

dans la zone d’observation est fortement influencée par le nombre de Biot en raison

de son impact sur les perturbations thermiques dans le fluide.

Pour illustrer l’effet du couplage des forces thermogravitaires et des forces ther-

mocapillaires sur les seuils d’apparition des rouleaux transversaux, nous présentons

sur la Figure IV.27 l’évolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction

du nombre de Biot pour différents nombres de Marangoni et pour un nombre de

Reynolds fixé à Re = 1. Nous observons que le couplage entre ces deux forces a le

même effet que celui observé dans le cas de l’instabilité donnant les rouleaux lon-
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Figure IV.26.: Structure de l’écoulement représentée pour les modes critiques (V̂x, V̂z)
(vecteurs) et θ̂ (contours) dans le cas de l’écoulement à surface libre pour différents
nombres de Biot (Ra = 0).
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gitudinaux, pour laquelle l’augmentation du nombre de Marangoni rend le système

plus instable pour tous les nombres de Biot. Cet effet de couplage est plus intense

pour les faibles nombres de Biot. Par contre, pour les grands nombres de Biot,

les forces thermogravitaires deviennent prédominantes. Toutes les courbes critiques

tendent alors vers la valeur asymptotique Rac = 1135 imposée par la convection na-

turelle. Pour savoir si cet effet reste le même quel que soit le nombre de Reynolds,

nous avons tracé sur la Figure IV.28 l’évolution du nombre de Rayleigh critique en

fonction du nombre de Reynolds pour différents nombres de Marangoni. Les nom-

bres de Biot et de Prandtl sont fixés à Bi = 5 et Pr = 7. Nous remarquons que

les forces thermogravitaires et les forces thermocapillaires se renforcent uniquement

pour les faibles valeurs du nombre de Reynolds. Par contre pour les grandes valeurs

du nombre de Reynolds, les forces thermogravitaires deviennent prédominantes.
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Figure IV.27.: Evolution du nombre de Rayleigh critique Rac en fonction du nombre de
Biot pour différents nombres de Marangoni (Re = 1, Pr=7).
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.

IV.7. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mené une analyse de stabilité linéaire de l’écoulement

de convection mixte combinée aux effets thermocapillaires dans un canal horizontal

ouvert d’extension latérale infinie. L’évolution des perturbations infinitésimales de

l’écoulement de base par le formalisme classique de l’analyse linéaire de stabilité

a été obtenue. Le code numérique basé sur la méthode spectrale de collocation

Chebyshev pour résoudre le problème aux valeurs propres issu de l’analyse linéaire

a été présenté, puis validé par des tests et des comparaisons avec des résultats

disponibles dans la littérature.

Les résultats issus de cette analyse de stabilité linéaire sont présentés sous forme

de diagrammes de stabilité marginale déterminant les seuils des paramètres con-

duisant à l’instabilité thermoconvective. Les modes les plus instables qui décrivent

la structure spatiale de l’écoulement sont aussi présentés et analysés.



✞

✝

☎

✆148 Chapitre IV. Analyse de stabilité linéaire

Dans la présentation des résultats, nous avons commencé par étudier l’insta-

bilité donnant des rouleaux longitudinaux stationnaires. Des comparaisons avec

d’autres types d’écoulements ont été réalisées, à savoir l’écoulement sans convec-

tion forcée et l’écoulement de PRB. Les résultats de la première comparaison mon-

trent bien que les paramètres critiques (Rac et Mac) correspondant à l’apparition

des rouleaux longitudinaux ne sont pas affectés par la convection forcée. Par com-

paraison avec l’écoulement de PRB, la présence de la surface supérieure rigide sta-

bilise l’écoulement en retardant l’apparition des rouleaux longitudinaux. La présence

d’une surface supérieure rigide augmente également le nombre d’onde critique des

rouleaux longitudinaux par rapport à celui dans le cas de l’écoulement à surface

libre. Les structures de l’écoulement à surface libre prennent la forme de rouleaux

longitudinaux contra-rotatifs dont le centre est plus décalé vers le haut (la surface

libre) par rapport à ceux observés dans l’écoulement de PRB. Cela est d’autant

plus vrai si les rouleaux sont induits par les effets thermocapillaires. L’effet du nom-

bre de Biot sur les paramètres critiques correspondant à l’apparition des rouleaux

longitudinaux a été présenté et analysé. Nous avons montré aussi que les forces ther-

mogravitaires et les forces thermocapillaires se renforcent mutuellement conduisant

ainsi le système à devenir plus instable.

Par la suite, nous avons étudié l’instabilité de l’écoulement vis-à-vis des rouleaux

transversaux. Les résultats ont montré que quel que soit le nombre de Biot, les

rouleaux transversaux sont toujours plus stables par rapport aux rouleaux longi-

tudinaux comme dans le cas de l’écoulement de PRB. Les diagrammes de stabilité

de l’écoulement vis-à-vis les rouleaux transversaux ont été obtenus et montrent une

forte dependence des paramètres critiques (Rac et Mac) vis-à-vis des nombres de

Reynolds et de Prandtl. Par comparaison avec l’écoulement de PRB, la présence

de la surface supérieure libre rend l’écoulement plus ou moins stable par rapport

à l’écoulement de PRB selon les nombres de Biot, de Reynolds et de Prandtl con-
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sidérés. Par contre le nombre d’onde kc
x dans le cas de l’écoulement à surface libre

est toujours inférieur à kc
x dans le cas de l’écoulement de PRB quels que soient les

nombres de Prandtl et de Reynolds. Les structures de l’écoulement à surface libre

prennent la forme de rouleaux transversaux contra-rotatifs de centre plus décalé

vers le haut et non symétriques par rapport à l’axe Z surtout s’ils sont induits par

les effets thermocapillaires. Les résultats ont montré que les forces thermogravi-

taires et les forces thermocapillaires se renforcent rendant le système plus instable

vis-à-vis les rouleaux transversaux uniquement pour les faibles valeurs du nombre

de Reynolds. Par contre, pour les grandes valeurs du nombre de Reynolds, les forces

thermogravitaires deviennent prédominantes.





Conclusion et perspectives

Tout au long de ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude des instabilités

thermoconvectives d’un écoulement laminaire tridimensionnel de convection mixte

dans un canal horizontal à surface libre en prenant en compte les variations de

la tension de surface avec la température (effet Marangoni). Dans cette configura-

tion plusieurs types de structures thermoconvectives sont susceptibles d’apparâıtre.

A notre connaissance, c’est la première fois que l’écoulement de convection de type

Poiseuille-Rayleigh-Bénard associé aux effets Marangoni est étudié. La modélisation

mathématique de ce problème physique est basée sur les équations de conservation

de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Des hypothèses simplifi-

catrices ont été introduites et justifiées. Les résultats présentés ici ont été obtenus à

partir de deux études menées conjointement : une simulation numérique tridimen-

sionnelle de l’écoulement dans un canal ouvert horizontal d’extension latérale finie

et une analyse de stabilité linéaire de l’écoulement dans un canal ouvert d’extension

latérale infinie. La première étude nous a permis de mettre en évidence l’influence

des paramètres contrôlant l’écoulement (nombres de Reynolds, de Rayleigh, de Biot,

de Marangoni et rapport de forme) sur la structure spatiale de l’écoulement et sur

les échanges thermiques. La combinaison des paramètres Re, Ra et Pr dans cette

étude est choisie de manière à avoir une valeur modérée du nombre de Richardson

(Ri < 8) qui donne une solution sous la forme de rouleaux longitudinaux sta-

tionnaires. Quant à la deuxième étude, complémentaire à la première, elle nous a
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permis d’obtenir des diagrammes de stabilité marginale déterminant les seuils des

paramètres conduisant à des instabilités thermoconvectives sous forme de rouleaux

longitudinaux et de rouleaux transversaux.

Les résultats obtenus dans ce travail de thèse ont montré beaucoup de simili-

tudes entre le cas étudié et le cas de l’écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard

(PRB) surtout en ce qui concerne le développement des rouleaux longitudinaux et

l’influence des nombres de Reynolds et de Rayleigh sur la longueur d’établissement

des rouleaux longitudinaux et sur les transferts thermiques. Par contre, la présence

de la surface libre, augmente la longueur d’onde des rouleaux par rapport à celle

des rouleaux de l’écoulement de PRB ce qui réduit le nombre de rouleaux longitu-

dinaux. Cependant, l’effet favorable, pour les transferts thermiques, de la présence

de la paroi supérieure rigide sur le nombre de rouleaux est contrebalancé par les

effets visqueux au voisinage de cette paroi. Par conséquent, dans le cas étudié,

l’échange thermique est amélioré par rapport au cas de l’écoulement de PRB, pour

de grandes valeurs du nombre de Biot (pour Bi = 15 et Bi = 20). L’introduction

des forces thermocapillaires affecte la réorganisation des rouleaux longitudinaux en

inversant le sens de rotation des rouleaux près des parois latérales. Les forces ther-

mocapillaires ont aussi un effet favorable sur le transfert thermique. A partir de

l’analyse de stabilité linéaire, nous avons montré aussi que les forces thermocapil-

laires déstabilisent l’écoulement pour conduire à une solution avec la présence de

rouleaux longitudinaux ou de rouleaux transversaux contra-rotatifs dont les cen-

tres sont décalés vers la surface libre. Par comparaison avec l’écoulement de PRB,

la présence de la surface supérieure libre rend l’écoulement toujours plus instable

vis-à-vis des rouleaux longitudinaux et plus ou moins stable vis-à-vis des rouleaux

transversaux selon les nombres de Biot, de Reynolds et de Prandtl considérés. Nous

avons aussi montré que les forces thermogravitaires et les forces thermocapillaires

se renforcent mutuellement pour rendre le système plus instable.
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A la lumière du travail de recherche réalisé, il est permis de dire que nous avons

apporté une contribution aidant à la compréhension des différents phénomènes

étudiés. Toutefois, dans l’optique de futurs travaux, les perspectives suivantes sont

envisagées :

– La mise en oeuvre d’un dispositif expérimental afin de valider les résultats

obtenus numériquement. Cette étude expérimentale peut par ailleurs mettre

en évidence les limites des hypothèses simplificatrices prises dans ce travail

(surface plane, variation de l’épaisseur de la couche liquide négligée).

– Etendre la résolution numérique tridimensionnelle pour étudier d’autres types

de structures thermoconvectives instationnaires telles que les rouleaux transver-

saux et les rouleaux longitudinaux oscillants ou sinueux.

– Poursuivre l’analyse de la stabilité linéaire pour étudier l’écoulement en canal

confiné. Cela va nous permettre d’analyser l’effet du rapport de forme sur les

seuils critiques d’apparition des instabilités thermoconvectives et d’établir une

meilleure comparaison avec les simulations numériques tridimensionnelles. Par

ailleurs, une autre étude introduisant les effets non-linéaires serait envisageable.

– A plus long terme, recourir à une modélisation d’écoulement diphasique fluide-

fluide. A l’aide de ce modèle, il serait intéressant de tenir compte de l’écoulement

de l’air, au-dessus de l’écoulement du liquide, et d’analyser l’impact de l’interac-

tion entre les deux écoulements sur la forme de la surface libre et les structures

thermoconvectives. Le phénomène d’évaporation pourra être abordé en tenant

compte du transfert massique entre les deux phases.
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a b s t r a c t

This paper presents a numerical study of three-dimensional laminar mixed convection within a liquid

flowing on a horizontal channel heated uniformly from below. The upper surface is free and assumed

to be flat. The coupled Navier–Stokes and energy equations are solved numerically by the finite volume

method taking into account the thermocapillary effects (Marangoni effect). When the strength of the

buoyancy, thermocapillary effects and forced convective currents are comparable (Ri w O(1) and

Bd = Ra/Ma w O(1)), the results show that the development of instabilities in the form of steady longitu-

dinal convective rolls is similar to those encountered in the Poiseuille–Rayleigh–Bénard flow. The number

and spatial distribution of these rolls along the channel depend on the flow conditions. The objective of

this work is to study the influence of parameters, such as the Reynolds, Rayleigh and Biot numbers, on the

flow patterns and heat transfer characteristics. The effects of variations in the surface tension with tem-

perature gradients (Marangoni effect) are also considered.

Ó 2013 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

The study of mixed convection in a horizontal channel with a

free upper surface is of considerable interest for many industrial

applications, such as heat exchangers, evaporative cooling devices,

and chemical vapor process. The parameter ranges considered in

this paper can be linked to the water film cooling or the drying

of a polymer/solvent solution.

In particular conditions, the resulting buoyancy forces induce

the development of longitudinal vortex rolls, which constitute

the first stage of transition to turbulence and contribute to an

enhancement of heat transfer (Imura et al., 1978).

Several analytical, numerical and experimental analyses involv-

ing mixed convection heat transfer in different channel geometries

have been reported in the literature. However, it is common prac-

tice to model a thin liquid film on a wetted wall as a boundary con-

dition for the heat and mass transfer in the adjacent gas flow. Thus,

laminar mixed convection heat and mass transfer in wetted verti-

cal ducts has been analyzed by Lin et al. (1988) and Tsay and Yan

(1991). They showed that the combined thermal and mass diffu-

sion buoyancy forces have a great effect for small Reynolds number

flows with high inlet temperatures. Oulaid et al. (2010) conducted

a similar study that analyzed the effect of flow reversal on inducing

flow instability. When the thickness of the liquid film is not negli-

gible, it became interesting to study the flow mechanisms inside

the film itself.

In this study, we consider the case of mixed convection inside a

liquid film with a free surface where thermocapillary effects are

present. When a free liquid surface is present, the surface tension

variations resulting from the temperature gradient along the sur-

face may induce motion within the fluid, called thermocapillary

flow (i.e. thermal Marangoni convection). To the best of our knowl-

edge, the combination of buoyancy, thermocapillary forces and

forced axial flow has not been addressed in the literature. How-

ever, this original flow situation is the combination of other flow

situations (of physical effects) that has been extensively studied.

One of these situations is the flow inside a horizontal channel with

the superposition of a forced axial flow and vertical natural convec-

tion currents. This unstable flow situation is known as the Poiseu-

ille–Rayleigh–Bénard (PRB) flow and has flow structures that are

similar to the flow along an open channel that we are interested

in studying.

Many studies, both theoretical and experimental, have been

conducted on mixed convection heat transfer in horizontal chan-

nels with rigid upper surface. The onset of a secondary flow, in

the form of longitudinal rolls, takes place around a critical Rayleigh
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number of Rac = 1708 (Akiyama et al., 1971; Yasuo and Yutaka,

1966) for which the roll diameter is nearly equal to the channel

height. Ostrach and Kamotani (1975) performed experiments for

fully developed air flow between isothermal plates and noted that

the vortex rolls become irregular for Re = 38 and Ra > 8000. Nicolas

et al. (2000) presented the linear stability analysis of a fully devel-

oped Poiseuille flow in a duct and established a stability diagram.

Bonnefoi et al. (2004) investigated the thermoconvective instabili-

ties for a mixed convection water flow in a horizontal rectangular

duct uniformly heated from below. The authors distinguish several

regimes of flow and, specifically, the domains of thermoconvective

instability. Luijkx et al. (1981) demonstrated the existence of un-

steady transverse thermoconvective rolls with the axis perpendic-

ular to the main flow for the flow of silicone oil (Pr = 450). For low

Reynolds numbers, the critical Rayleigh number corresponding to

the onset of the transverse rolls was found to be a function of

the aspect ratio and the Prandtl number. A transition from trans-

verse to longitudinal roll flow structure was found, and the corre-

sponding boundary in the (Re–Ra) plane was experimentally

established by Ouazzani et al. (1990), Ouazzani et al. (1993) and

numerically by Nicolas et al. (1997). A comprehensive literature re-

view dedicated to the Poiseuille–Rayleigh–Bénard flow structure

was presented by Nicolas (2002).

The development and the behavior of the steady longitudinal

rolls in the PRB flow are reported in several numerical and exper-

imental studies (Chang et al., 1997; Chang and Lin, 1998; Mergui

et al., 2011). The well known classical initiation mechanism for

longitudinal rolls is related to the situation where free convection

is triggered by a lateral wall effect (a finite spanwise effect). It first

induces two longitudinal rolls close to the lateral walls, which pro-

gressively promote by viscous effects a cascade of roll-pairs until

they invade the whole cross section. An other initiation mechanism

is observed in channels heated uniformly at high Rayleigh number

(Benderradji et al., 2008). This second initiation mechanism com-

bines the wall effect with the existence of high vertical tempera-

ture gradient in the boundary layer at the bottom of the channel,

which simultaneously triggers pairs of rolls in the whole zone be-

tween the two lateral rolls. In a recent study, Mergui et al. (2011)

have investigated experimentally and numerically the effects of

different parameters (the presence of lateral vertical walls, en-

trance temperature and adiabatic or conductive thermal boundary

conditions at the side and top walls of the channel) on the onset

and development of the steady longitudinal rolls.

Several authors have also studied specifically the thermal en-

trance region to determine the conditions for the spatial develop-

ment of instabilities (Hwang and Cheng, 1973; Cheng and Wu,

1976; Chiu and Rosenberger, 1987; Lee and Hwang, 1991). Indeed,

from the abscissa x = 0 (the beginning of heating), a hydrodynami-

cally fully developed flowneeds a certain distance to be thermocon-

vectively developed. The thermal entrance length for the full

development of steady longitudinal rolls increases with increasing

Reynolds number or decreasing Rayleigh number (Kamotani and

Ostrach, 1976; Kamotani et al., 1979). Most of these studies have

suggested correlations according to flow parameters giving the

growth length of the longitudinal rolls (Chiu and Rosenberger,

1987).

Heat transfer has been well studied in PRB flow by evaluating

the influence of convectives rolls on the Nusselt number (Kamotani

and Ostrach, 1976; Incropera et al., 1987; Tseng et al., 2000). In the

zone of fully developed PRB flow, the average Nusselt number does

not depend on the Reynolds number and increases with the Ray-

leigh number. This concerns longitudinal rolls flows whatever the

value of Re (Fukui et al., 1983; Narusawa, 1998) and transversal

rolls flow for small Re (Chen and Lavine, 1996; Nicolas et al.,

1997). Nicolas et al. (2012) have explained the discrepancies ob-

served between the experimental and numerical studies of litera-

ture in the averaged Nusselt numbers where the longitudinal

rolls are fully-established. In fact, the longitudinal rolls have been

considered stationary in these numerical studies while they bifur-

cate to oscillatory structures in the case of experimental studies.

A second flow situation, addressed in the literature, that is sim-

ilar to the one studied in this paper is the case of a horizontal chan-

nel whose upper surface is free but without thermocapillary forces

(open channel flow). The depth variation of the fluid layer is con-

sidered negligible in most of the studied concerning this flow type

(Komori et al., 1993; Taylor et al., 2005; Wang and Lu, 2005). An

experimental study was also performed by Wang et al. (1983) to

determine the hydrodynamic and thermal conditions of a water

flow in an open channel that is uniformly heated from below.

The authors used a two-dimensional boundary layer model to pre-

dict the flow behavior.

Flow situation studies where thermocapillary forces (Marangoni

convection) have been taken into account, are essentially related to

flowswithout forced convection. These flows have been extensively

studied in the literature (Goncharova and Kabov, 2010; Simanovskii

et al., 2008; Sadiq et al., 2010;Mao et al., 2008;Médale andCochelin,

2009). A pioneer study of thermocapillary instabilities was con-

ducted by Pearson (1958) who analyzed the stability of a horizontal

layer with a non-deformable free surface. The liquid phase is mod-

eled using the classical fluid mechanics equations, while the gas

phase is included in the model through a boundary condition at

the liquid–gas interface, which is characterized by a Biot number.

Through a linear stability analysis, Pearson identified the existence

of a critical threshold and determined a critical Marangoni number

fromwhich the liquid layer becomesunstabledue to the thermocap-

illary convective motion that appears spontaneously. Scriven and

Sternling (1964) extended Pearson’s study by considering a deform-

able liquid–gas interface. Unlike the situation addressed by Pearson,

they concluded that the liquid layer is still unstable and there is no

critical Marangoni number. More recently, the coupling between

thermocapillary and buoyancy has been considered through differ-

ent approaches. Toverify the influenceof buoyancy forces, Laure and

Roux (1989) conducted several studies for low Prandtl number (Pr)
fluids,while Parmentier et al. (1993) studied liquidswith Prup to10.

Burguete et al. (2001) found that thermocapillary-buoyancy convec-

tion could destabilize the flow into different patterns, depending on

the temperature difference DT and on the liquid pool depth d. For
small d values, the system exhibits hydrothermal waves, while for

largerd values, stationary longitudinal rolls are observed. The stabil-
ity of buoyant-thermocapillary instabilities has been analyzed by

Mercier and Normand (1996). They introduce a Biot number to de-

scribe the heat transfer at the top free surface and showed the exis-

tence of a transition from oscillatory to stationary modes when the

Bond number (the ratio between the Rayleigh and the Marangoni

numbers) is increased. This transition depends on the Biot number.

Other studies have examined a thin liquid film flowing over an

inclined heated plate, taking into account only the thermocapillary

effect (Sadiq and Usha, 2005; Thiele and Knobloch, 2004). In these

studies, most authors did not consider the thermoconvective insta-

bilities that occur within a liquid film uniformly heated from be-

low. Indeed, when the strength of buoyancy, thermocapillary and

forced convective currents are comparable, (Ri w O(1) and

Bd = Ra/Ma w O(1)), the instabilities develop in the form of longitu-

dinal convective rolls similar to those found in Poiseuille–Ray-

leigh–Bénard flow.

This study is dedicated to the numerical simulation of three-

dimensional laminar mixed convection of a liquid in a horizontal

channel uniformly heated from below with a free upper surface.

The objective is to study the influence of the control parameters

(i.e. Reynolds, Rayleigh and Biot numbers) on the heat transfer in

the liquid. The effects of the surface tension and their variations

with temperature gradients (Marangoni effect) are taken into
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account. In this paper, we limit the study to the development of the

steady longitudinal rolls. Thus, the ranges of the control parame-

ters considered are (10 6 Re 6 20, 2500 6 Ra 6 12,500 and

0 6Ma 6 3000). The (Re,Ra) combination is selected to have a

moderate Richardson number (Ri < 8) which gives a steady longitu-

dinal rolls flow as found in the case of PRB flow (Chang et al., 1997;

Chang and Lin, 1998; Mergui et al., 2011). The range of Marangoni

number studied has been found to give steady flows in the case of

Bénard–Marangoni configurations (Higuera, 2000; Carpenter and

Homsy, 1990; Kuhlmann and Albensoeder, 2008). Even if there is

no previous study similar to our case, the combination of all these

observations lead us to believe that the flow has a steady character.

The paper is organized as follows. The physical model and govern-

ing equations are first described, followed by a description of the

numerical resolution method and code validation. The effect of

the studied parameters on the longitudinal rolls and heat transfer

are then assessed. Finally, the impact of the coupled effects of nat-

ural convection and Marangoni convection is analyzed. Conclu-

sions are then drawn based on these results.

2. Physical model

We consider a liquid flow in a horizontal rectangular channel of

height H, width 10H and length 50H with a free upper surface

(Fig. 1). We define the transverse aspect ratio as C = width/

height = 10. The side walls of the channel are adiabatic. To avoid

the formation of the convective rolls immediately at the inlet sec-

tion, we consider an adiabatic entrance over a length of 2H. Beyond
this adiabatic entrance, the bottom-wall is kept at a constant and

uniform temperature Th, which is higher than that of the inlet li-

quid T0 (Th > T0). The temperature of the ambient air over the liquid

flow is fixed at T0.
The fluid is assumed to be Newtonian and incompressible and

undergoes steady laminar flow. The thermophysical properties

are assumed to be constant except for the density in the buoyancy

term and the surface tension. The Boussinesq assumption is as-

sumed, with q taken to be constant everywhere, except in the

buoyancy term, where a linear law is considered: q =

q0(1 ÿ b(T ÿ T0)), where b is the thermal expansion coefficient

and q0 and T0 are the reference values for the density and temper-

ature, respectively. This assumption is justified for a sufficiently

weak temperature difference across the fluid (Gray and Giorgini,

1976). The variation of the surface tension with temperature is

modeled by the following linear approximation: r = r0 ÿ c(T ÿ T0),
where r0 is the surface tension at temperature T0 and c = ÿ@r/@T.
The free surface is assumed to be flat and is subject to a convective

heat exchange with ambient air characterized by a heat transfer

coefficient h. The surface deformation can be neglected if the

Crispation number Cr = qma/rH� 1 (Davis, 1987), where q, m and

a denote the fluid density, kinematic viscosity and thermal

diffusivity, respectively. Moreover, the Galileo number

Ga = gH3/ma� 1 characterizes the relative importance of gravity

and diffusion (g is the gravity constant). A large value of the Galileo

number indicates that gravity stabilizes the long-wave mode of the

free surface deformation. Such conditions are shown to be satisfied

for the problem considered here. In fact, if we take the particular

case of a liquid film flow in a channel of 1 cm height, with fluid

characteristics taken at Pr = 7, Ra = 5000 and Ma = 500, we obtain

in these conditions Cr = 1.95 � 10ÿ7 and Ga = 7 � 107. Furthermore,

the assumptions concerning Cr and Ga numbers are valid for all the

parameter ranges considered in the study. Using these assump-

tions, the equations governing the conservation of mass, momen-

tum and energy are written as follows:

~r:~v ¼ 0; ð1Þ

ð~v :~rÞ~v ¼ ÿ
1

q0

~rpþ m ~r2~v þ b~gðT ÿ T0Þ; ð2Þ

~v:~rT ¼ a ~r2T; ð3Þ

where ~v denote the three-dimensional velocity field and T is the

temperature field.

At the bottom of the channel, the velocity satisfies the no-slip

condition, and the wall is assumed to be adiabatic for x 2 [ÿ2H,0[
and isothermal (T = Th) for x 2 [0,48H]:

~v ¼~0;
@T
@z

¼ 0 for x 2 ½ÿ2H;0½; T ¼ Th for x 2 ½0;48H� at z ¼ 0:

ð4Þ

The velocity satisfies also the no-slip condition for the side

walls, which are assumed to be adiabatic:

~v ¼~0;
@T
@y

¼ 0 at y ¼ 0 and y ¼ 10H: ð5Þ

By assuming a planar surface, a shear stress boundary condition

is imposed at the free surface, derived from the balance between

the surface tension forces and the viscous stresses in the fluid:

l
@vx

@z
¼ ÿ

@r
@T

@T
@x

; l
@vy

@z
¼ ÿ

@r
@T

@T
@y

; at z ¼ H: ð6Þ

The other boundary condition at the interface involves the ver-

tical component of the velocity vz (non-permeability condition):

vz ¼ 0 at z ¼ H: ð7Þ

The thermal boundary condition at the free surface is:

ÿk
@T
@z

¼ hðT ÿ T0Þ at z ¼ H: ð8Þ

The first term represents the heat conduction in the liquid,

with k denoting the fluid thermal conductivity, while the second

term expresses the heat flux density to the ambient air consid-

ered at T0.
We consider at the inlet of the channel a hydrodynamically fully

developed flow profile maintained for example by a constant pres-

sure gradient. Actually, this flow type is associated with a depth

variation of the film layer along the channel, but in our flow condi-

tions, this depth diminution is found to be very small and is ne-

glected here. Thus, we use a half three-dimensional Poiseuille

profile for velocity as computed analytically in Nicolas et al.

(2000) for the case of a rectangular channel with rigid walls. This

profile corresponds to the Navier–Stokes solution with a slip

boundary condition at the upper surface @vx
@z ¼ 0;vz ¼ 0
ÿ �

and a

no-slip boundary condition at the lateral and bottom walls. The in-

let temperature is fixed at T0:

vx ¼ v1
2
Poisðy;zÞ; vy ¼ vz ¼ 0; T ¼ T0 at x ¼ ÿ2H: ð9Þ

Fig. 1. The studied configuration and corresponding boundary conditions.
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Finally, for this steady model, the outlet boundary condition

considered is the zero gradient condition for both velocity an tem-

perature. To avoid the incompatibility problem of the outlet

boundary condition with the shear stress boundary condition at

the free surface (Eq. (6)), we have extended the computational do-

main with a length 6H in order to keep the possible outlet effect

away from the area of interest and then we have added a domain

extension (also 6H length) which has zero shear stress condition

at the free surface.

Using the channelheightH, themeanflowvelocityUm andqU2
m as

reference quantities for the lengths, velocities and pressure, respec-

tively, and using the reduced temperature h = (T ÿ T0)/(Th ÿ T0), the
governing equations take the following dimensionless form:

~r � ~V ¼ 0; ð10Þ

ð~V :~rÞ~V ¼ ÿ~rP þ
1

Re
~r2~V þ

Ra

PrRe2
h~k; ð11Þ

~V :~rh ¼
1

PrRe
~r2h; ð12Þ

Thus, the dimensionless parameters that appear in these equa-

tions are the Reynolds number Re ¼ UmH
m , the Rayleigh number

Ra ¼ gbðThÿT0ÞH
3

ma and the Prandtl number Pr ¼ m
a.

The boundary conditions (4)–(9) become:

~V ¼ ~0;
@h

@Z
¼ 0 for X 2 ½ÿ2;0½; h ¼ 1 for X 2 ½0;48� at Z ¼ 0: ð13Þ

~V ¼ ~0;
@h

@Y
¼ 0 at Y ¼ 0 and Y ¼ 10: ð14Þ

@VX

@Z
¼ ÿ

Ma
Pe

@h

@X
;
@VY

@Z
¼ ÿ

Ma
Pe

@h

@Y
; VZ ¼ 0 at Z ¼ 1: ð15Þ

@h

@Z
¼ ÿBi h at Z ¼ 1: ð16Þ

VX ¼ V 1
2
PoisðY ;ZÞ; VY ¼ VZ ¼ 0; h ¼ 0 at X ¼ ÿ2: ð17Þ

whereMa ¼ @r
@T

DTH
la ; Bi ¼ hH

k
and Pe ¼ UmH

a are the Marangoni, Biot and

Péclet numbers, respectively. To quantify the heat transfer at the

bottom wall, we define the local, the average and the transverse

average Nusselt numbers by:

NulðX;YÞ ¼ ÿ
@h

@Z

� �

Z¼0

; Nuav ¼
1

S

Z

S
Nul dS;

Nutav Xð Þ ¼
1

10

Z 10

0

Nul dY;

ð18Þ

with S is the bottom heated surface of the channel.

3. Numerical method

The governing Eqs. (1)–(3) are solved using an in-house code

called Tamaris. This code has a three-dimensional unstructured fi-

nite-volume framework that is applied to hybrid meshes. Variable

values (~v , p and T) are stored at cell centers in a collocated arrange-

ment. Cell shapes can be of different forms (tetrahedral, hexahe-

dral, prismatic or pyramidal). To describe the discretization

method used in the code, we can write Eqs. (2) and (3) in the gen-

eric convection–diffusion form with respect to a conserved vari-

able /:

@

@t

Z

V
q/ dV þ

Z

S
q /~U �~n dS ¼

Z

S
K~r/ �~n dSþ

Z

V
S/ dV ; ð19Þ

whereK is a diffusion coefficient and S/ is a source term. The spatial

schemes for approximating the diffusive and convective fluxes are

both second-order accurate. The diffusion term is discretized by

approximating the surface integrals with a sum over all cell faces f:

Z

S
K~r/:~n dS ¼

X

f

KfAf ð~r/Þf �~nf ; ð20Þ

where Af is the area of the face f. For unstructured meshes, orthog-

onality is an exception that needs to be handled correctly. Thus, the

normal gradient ð~r/Þf �~nf is decomposed into an implicit contribu-

tion that uses the values of / at the centers of the two cells sharing

face f (the first term on the RHS of Eq. (21)) and a non-orthogonality

correction term treated explicitly by a deferred approach to pre-

serve the second-order accuracy of the centered differencing. We

use the over-relaxed decomposition suggested by Jasak (1996) to

enhance the convergence properties of the discretization of the dif-

fusive term:

ð~r/Þf :~nf ¼
/Nb

ÿ /c

k~dk

~d
~d �~nf

þ ~r/ � ~nf ÿ
~d

~d �~nf

 !

; ð21Þ

~dðdx; dy;dzÞ is the vector joining the centers of the two adjacent cells

(see Fig. 2). The average gradient ~r/ is interpolated from the gradi-

ents of these neighboring cells. The gradients of the variables at the

cell centers are computed by a least-squares method where, for

each computational cell, the following 3 � 3 linear system is solved:

M � ~r/ ¼ ~H; ð22Þ

where the components of the matrixM and the vector ~H are written

as:

Mij ¼
X

Nv

k¼1

1

k~dkk
2
dk;jdk;j and Hi ¼

X

Nv

k¼1

1

k~dkk
2
dk;j; ð/k ÿ /CÞ

where Nv is the number of surrounding cells. In our case, we choose

to include all of the cells that share a vertex with cell C. Thus, in the

case of a mesh formed by structured hexahedral cells, Nv can reach

26. The contribution of each cell is weighted by a factor equal to the

inverse of the square of the distance between the two cell centers
1

k~dkk
2.

The convection terms in Eq. (19) are also transformed into a

sum over the cell faces f by decomposing the surface S:
Z

S
q/~U �~n dS ¼

X

f

ðq/AÞf~Uf �~nf ; ð23Þ

where the face values /f require appropriate interpolation to be

accurate and bounded. Thus, we use the non-linear high-resolution

(HR) bounded scheme CUBISTA by Alves et al. (2003) in the � for-

mulation of Ng et al. (2007), where they expressed /f as a function

of the upwind (UP) value of / and its centered differencing (CD)

value:

/HR
f ¼ /UP þ! /CD

f ÿ /UP
� �

; ð24Þ

The coefficient ! is determined for each face based on the local

shape of the flow solution using the normalized variable diagram

(NVD) framework and observing the convection boundedness

Fig. 2. A computational cell C and one of its neighbors Nb.
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criterion (CBC) (Gaskell and Lau, 1988). The first term of the RHS of

Eq. (24) is accounted for implicitly, while the second term is trea-

ted explicitly with the deferred-correction practice (Ferziger and

Perić, 1999). The pressure–velocity coupling is ensured by the SIM-

PLE algorithm (Patankar, 1980), whereas the mass fluxes at the cell

faces are evaluated using the Rhie-Chow interpolation (Rhie and

Chow, 1983) to avoid checker-boarding in the pressure field. With-

in each iteration of the SIMPLE algorithm, the energy equation is

solved after the resolution of the momentum equation and the

Poisson equation for the pressure correction, and then the next

SIMPLE iteration starts unless the convergence for ~v , p, and T is

achieved. The resolution of the energy equation is integrated in

the SIMPLE iteration to account for the high level of its coupling

with the momentum equation through the body forces term and

with the thermocapillary boundary conditions. This code is parall-

elized following a non-overlapping domain decomposition ap-

proach and using the Petsc (Balay et al., 1997) library.

4. Code validation

This code has been successfully validated in some situations

involving flow and heat transfer (El Omari and Le Guer, 2010; El

Omari et al., 2011). For this study, we conducted additional code

validations. The first supplementary validation concerns the flow

in a horizontal channel heated uniformly from below, which was

first presented by Nicolas et al. (2011) (steady Poiseuille–Ray-

leigh–Bénard flow). Quantitative comparisons have been per-

formed using a non-uniform mesh resolution nx = 128, ny = 176

and nz = 50. We note that the symmetry in the spanwise direction

is not used in this work. Furthermore, the mesh is non-uniform in

the streamwise direction and is refined near the beginning of the

heating region while it is uniform in the thermally developed

region.

Fig. 3 shows the longitudinal profiles of the rescaled compo-

nents of the velocity and reduced temperature along the axis for

the coordinates Y = 5 and Z = 0.5. Table 1 gives values of the mean

kinetic energy, 2Ec on the whole volume domain, the mean pres-

sure difference, DPio, between inlet and outlet and the mean tem-

perature, Tm on the whole domain, compared with those given by

Nicolas et al. (2011). As observed in Fig. 3 and Table 1, the present

calculations and those of Nicolas et al. agree well.

The second validation test case concerns the Marangoni convec-

tion. It is validated for different parameter combinations for a flow

in a 2D square cavity with a free surface. The aspect ratio is fixed at

C = 1, and the side walls are maintained at a constant temperature

differenceDT. The control parameters of the validation test case are

as follows: the thermocapillary Reynolds number, defined as:

Reth ¼
cDTH
qm2

, the Prandtl number Pr, (the Marangoni number being

Ma = RethPr) and thedynamical BondnumberBd ¼ qgbH2

c ,which char-

acterizes the gravity level. This last parameter has the advantage of

immediately giving the importance of the buoyancy force relative to

the thermocapillary force. We perform different numerical simula-

tions for the same conditions as those described in Table 2 using a

uniform121 � 121grid. In Fig. 4,weplot the temperatureprofile ob-

tained for Ma = 103 and Ma = 104. The results are compared with

those given in Ref. (Zebib et al., 1985) and exhibit a satisfactory cor-

respondence. Other comparisons with data previously published by

(Carpenter andHomsy, 1990; Kuhlmann and Albensoeder, 2008; Xu

and Zebib, 1998; Carpenter and Homsy, 1989) are made; these re-

sults are presented in Table 2. Our calculations are in good agree-

ment with the data from the literature.

5. Results and discussion

To study the influence of thermal instabilities on the patterns of

the flow and heat transfer characteristics in a horizontal channel

with a free surface and uniformly heated from below, we examine

several numerical results for different dimensionless parameters

that control the physics of the problem. These parameters are the

Reynolds number, the Rayleigh number, the Biot number and the

Marangoni number. The numerical results are obtained for a Pra-

ndtl number fixed at Pr = 7. We are interested in determining the

thermal instabilities that exhibit stationary longitudinal rolls when

the Rayleigh and the Reynolds numbers are between

2500 6 Ra 6 12,500 and 10 6 Re 6 20, respectively. As an example,

these (Ra,Ma, Pr) ranges may correspond to the flow of a water film

(i.e. film cooling applications) with a temperature difference rang-

ing from 0.5 K < DT < 5 K and a liquid layer thickness between

5 mm and 10 mm. After a grid size-dependence study (see Appen-

dix A), a mesh of resolution nx = 128, ny = 176 and nz = 50 was cho-

sen for this study except for Ra = 12,500 for which the appropriate

mesh resolution was found to be 153 � 211 � 60.

5.1. Formation and spatial evolution of the longitudinal rolls

Within the range of the dimensionless numbers investigated,

the flow patterns in the open channel are composed of steady lon-

gitudinal rolls. These patterns are similar to those observed in the

case of PRB flows and the initiation mechanisms involved in their

formation are also similar to those involved in the PRB flows, par-

ticularly when weak thermocapillary forces are concerned. These

mechanisms have been detailed for example by Mergui et al.

(2011) for the PRB flow case inside a channel with aspect ratio

4 6 C 6 12. As illustrated in Fig. 5, the longitudinal rolls are first

initiated near the side walls and grow gradually toward the center

of the channel in the downstream direction. Indeed, the predomi-

nant heat transfer mechanism in these zones is the thermal con-

duction leading to a local temperature increase because the

forced convection is weak in the vicinity of the lateral walls. This

fluid heating induces natural convection currents near these lateral
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Fig. 3. The longitudinal profiles of the rescaled variables VX, VX, VZ and h

(represented by lines) along the axis (Y = 5, Z = 0.5) compared with the reference

solution of Nicolas et al. (2011) (symbols).

Table 1

Results of the validation test case corresponding to PRB flow compared with the

benchmark reference solution of Nicolas et al. (2011). 2Ec is the mean kinetic energy,

DPio is the mean pressure difference between the inlet and the outlet of the channel

and Tm is the mean temperature on the whole domain.

2Ec DPio Tm

Nicolas et al. (2011) 1.29245 14.4067 0.44860

Present, Tamaris 1.2915 14.3101 0.44839
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walls, causing the onset of the first longitudinal rolls. This onset

happens near the flow inlet. The transverse momentum transport

causes the progressive formation of other rolls toward the center

of the channel as the fluid progress downstream. The rolls’ dimen-

sion is nearly the same as the channel height, and the fully devel-

oped section contains 10 rolls. This initiation mechanism of

longitudinal rolls has been also well discribed by Benderradji

et al. (2008) in the case of a channel heated from below by a con-

stant heat flux at low Rayleigh numbers.

The spatial evolution of the longitudinal rolls is governed by the

ratio of the buoyancy to inertia (characterized by the Richardson

number Ri = Ra/(PrRe2)). As it was early observed for PRB flow,

increasing Re or decreasing Ra displaces downstream the fully

developed central rolls (Kamotani and Ostrach, 1976; Chang

et al., 1997). We show in Figs. 6 and 7 this effect of the variation

of Re and Ra. The case of Ra = 2500 has been computed with a long-

er channel (X = 80) to capture the fully established longitudinal

rolls. Indeed, for this low Richardson number flow, the formation

of the rolls occurs far at the downstream of the channel. However,

in the Figs. 7 and 9 the results are cut at X = 50 for an easier com-

parison with the other cases. It is important to note that while the

central rolls are displaced towards the outlet (when increasing Re
for example), the initiation of the lateral rolls occurs sensibly at

the same position. The number of the rolls is not affected by Re,
while it is increased from 10 rolls for relatively low Ra values to

12 rolls for Ra = 12,500, since their formation is related to natural

convection.

We present in Figs. 8 and 9 the effect of longitudinal rolls on

heat transfer for different Reynolds and Rayleigh numbers and

for low thermocapillary effect. The evolution of the transversally

averaged Nusselt number Nutav (cf. Eq. (18)) is similar to the one

observed for PRB flow (Nicolas, 2002). Nutav first decreases in a

zone characterized by forced convection and then increases to

reach a maximum value before decreasing again slightly. At low

Reynolds numbers (cf. Fig. 8), the natural convection improves

the heat transfer for a short distance after the channel inlet, caus-

ing Nutav to show a peak at the position where all the rolls are

developed. This peak has almost the same value for all Re numbers,

but at different positions. As found in PRB flow (Nicolas, 2002), the

heat transfer in the fully developed region is independent of Re.
Increasing Re increases the length of the entrance region where

the forced convection is dominant, which affect favorably the heat

Table 2

The results for the validation test case corresponding to thermocapillary flow in a two-dimensional open square cavity compared with the results from the literature (Carpenter

and Homsy (1990), Kuhlmann and Albensoeder (2008), Xu and Zebib (1998), Carpenter and Homsy (1989)). u (0,0.5) is the velocity at the center of the free surface. Nux=0.5 and

Nux=ÿ0.5 are the mean Nusselt numbers over the two vertical walls of the cavity.

Parameters Author/grid u (0,0.5) Nux=0.5 Nux=ÿ0.5

Xu and Zebib (1998) ÿ305 4.36 4.36

Reth = 10,000 Carpenter and Homsy (1990) ÿ296 4.33 4.36

Pr = 1 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (115 � 115) ÿ304.36 4.364 4.364

Ma = 10,000 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (211 � 211) ÿ304.27 4.363 4.363

Bd = 0 Present, Tamaris (121 � 121) ÿ301.99 4.358 4.361

Reth = 5000 Carpenter and Homsy (1989) ÿ179 4.17 4.14

Pr = 1 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (115 � 115) ÿ175.90 4.546 4.545

Ma = 5000 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (211 � 211) ÿ175.97 4.545 4.545

Bd = 10 Present, Tamaris (121 � 121) ÿ174.38 4.543 4.543

Xu and Zebib (1998) ÿ29.8 6.61 6.61

Reth = 2000 Carpenter and Homsy (1990) ÿ37.2 6.60 6.42

Pr = 30 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (115 � 115) ÿ24.22 6.26 6.26

Ma = 60,000 Kuhlmann and Albensoeder (2008) (211 � 211) ÿ23.98 6.234 6.234

Bd = 0 Present, Tamaris (121 � 121) ÿ24.64 6.135 6.235
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Fig. 4. Comparison of the temperature profile obtained on the free surface of a two

dimensional square cavity for Marangoni number values of Ma = 103 and Ma = 104

with the results of Zebib et al. (1985) (Pr = 1).

Fig. 5. Visualization of the longitudinal rolls at selected cross sections (Temperature field and velocity vectors: Re = 15, Ra = 5000, Bi = 15 and Ma = 500).
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transfer as shown in Table 3 where the average Nusselt number

Nuav over the whole heated wall increases slightly with increasing

Re. When the Rayleigh number increases, Nutav is significantly in-

creased compared to the pure forced convection case (Fig. 9). This

is due to the onset of natural convection, which appears near the

entrance for large Rayleigh numbers (Ra = 12,500), and to the in-

crease in the kinetic energy generated by the existence of more

longitudinal rolls. The slight oscillations observed in Nutav evolu-

tions are associated with the longitudinal modulations in the shape

of the rolls where they start to develop. While the Nusselt number

in the fully established zone is constant in the PRB configuration

(Nicolas, 2002), we observe that it decreases slightly when the

upper surface is considered free. This is due to the non infinite Biot

number and this effect will be more discussed in the next section.

5.2. Biot number influence

In Figs. 10 and 11, we present the transverse variation of the lo-

cal Nusselt number at the bottom wall for various Biot numbers at

X = 25 (beginning of the rolls’ development in the cross-section)

and X = 40 (all of the rolls of the cross-section are completely

developed), respectively. The Biot number measures the ratio of

the internal thermal resistance of the liquid film to the thermal

resistance between the free surface and the surrounding air; a null

Biot number corresponds to an adiabatic free surface. The other

flow parameters are fixed at Re = 15, Ra = 5000 and Ma = 500. We

observe in these figures that the parietal heat transfer has a sinu-

soidal distribution for all of the studied cases. The distribution

and number of peaks are related to the velocity distribution in

the fluid generated by the ascent of hot fluid plumes under the ac-

tion of buoyancy forces. They, therefore, reflect the organization of

thermal instabilities into longitudinal rolls. In comparison, the re-

sults for a closed channel are also given (PRB flow). At X = 25

(Fig. 10), the Nusselt number evolution of the closed channel has

six peaks. The two central peaks are of very low amplitude due

to the beginning of the center rolls development. This is not the

case when considering solutions for the free surface, where we

see four peaks for Bi = 0 and five peaks for BiP 5 and whose ampli-

tude is higher in the center and grows with an increasing Biot

number. When the heat exchange on the upper surface is very

low (Bi w 0), the liquid film temperature increases in a generalized

way, which reduces the thermal gradients and noticeably

reduces the heat transfer at the bottom wall. Indeed, the convec-

tive roll number is lower for Bi = 0 compared to other values. The

Fig. 6. The reduced temperature field h on the free surface for different Reynolds

numbers Re (Bi = 15, Ra = 5000, Ma = 500).

Fig. 7. The reduced temperature fields h on the free surface for different Rayleigh

numbers Ra (Bi = 15, Re = 15, Ma = 500).
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Table 3

The evolution of the average Nusselt number Nuav for different Re (Bi = 15, Ra = 5000,

Ma = 500).

Re 10 15 20

Ri 7.14 3.17 1.78

Nuav 2.35 2.39 2.42
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hydrodynamic field and the Nul distribution are related; indeed,

every peak of the Nul curve corresponds to a pair of rolls. Thus, 8

rolls are formed for Bi = 0 and 10 rolls form for BiP 5. For Bi = 5,

the two central rolls have a lower intensity than the side rolls,

regardless of the X position, which is opposite to the behavior for

Bi = 10 or Bi = 20, which present similar distributions with regular

peaks from X = 40, but with slightly greater Nul values for Bi = 20

(Fig. 11). The presence of an upper wall (case of closed channel) in-

creases the number of rolls to 12. The imposed temperature T0 at

the top wall increases the thermal gradient in the film and should

tend to improve the heat exchange. However, this favorable effect

is counterbalanced by the viscous effects at this wall that decrease

the fluid velocity. Thus, the Nusselt number values for the closed

channel are lower than those obtained for Bi = 10 and Bi = 20. We

also observe that the rolls in the case of a closed channel are reg-

ular (same wavelength), while in the case of the channel with free

surface, the rolls close to the walls have a wavelength greater than

those in the center.

In Fig. 11, we can notice that the transverse wavelength of the

side rolls decreases as the Biot number increases, that is when

the specific thermal resistance Rconv = 1/h decreases. The same

observation was reported by Mergui et al. (2011) for a PRB flow

with a conducting upper wall. It appears that when the heat trans-

fer at the free surface is increased (i.e. larger Bi values), the heat

transport within the fluid layer tends to be assumed by steady rolls

having shorter wavelength. Indeed, the actual vertical temperature

difference in the fluid is increased, since the temperature at the

free surface is now closer to T0. Fig. 12 shows the longitudinal

variation of the transversally average Nusselt number Nutav for dif-
ferent Biot numbers. For the channel with the free surface, Nutav
decreases first until X = 10 and then increases gradually to a max-

imum located between X = 22 and X = 28, which corresponds to a

position where all of the rolls are developed in the cross section.

For the closed channel, the maximum is axially reached further

downstream, at X = 37. Indeed, the presence of the upper rigid wall

stabilizes the flow and delays the development of longitudinal

rolls. We observe also, as mentioned in the previous subsection,

that while the Nusselt number in the fully established zone is con-

stant in the PRB configuration, it decreases when the upper surface

is considered free. This drop is more significant for low Biot num-

bers (Bi = 0 and Bi = 5) and it is weak for large Biot number

(Bi = 20). For low Biot numbers, the transversally averaged Nusselt

number needs more channel length to reach the asymptotic value.

5.3. Marangoni effect

The variation of the surface tension with the temperature

(Marangoni effect or thermocapillary effect) generates flows at

the free surface from hot areas towards cold areas. Fig. 13 shows

the effect of different Marangoni numbers on the temperature

fields associated with the velocity vectors at the cross section

(X = 40) where the flow is fully developed by using different values

of Marangoni number for Ra = 0. Setting Ra = 0 enables us to ana-

lyze the Marangoni effect only, without the interaction with buoy-

ancy. We observe that the variation of the surface tension with

temperature induces rolls similar to those created by natural con-

vection. The results clearly indicate that, for Ma = 500, the flow is

dominated by forced convection. The first longitudinal vortex rolls

start to appear at Ma = 1000 where the thermocapillary effect on

the basic flow becomes important. As the Marangoni number in-

creases, more vortex rolls are induced and their number increases

to reach their fully symmetrically developed state at Ma = 3000.

For this Ma value, the maximum number of vortex rolls is 8. The

rolls’ dimension is nearly the same as the channel height. The rota-

tion direction of the rolls due to the Marangoni convection is re-

versed relative to the rotation direction of the rolls due to

natural convection. To explain this, we present in Fig. 14 the onset

of the first rolls at different cross-sections located at X = 5, X = 8,

X = 15 and X = 40 for Ma = 3000. In the absence of natural convec-

tion, the forced flow causes first the distortion of the temperature

stratification (cross-section at X = 5). Thus, the fluid having a lower

velocity near the adiabatic vertical walls increases its temperature

in comparison to that of the core flow region. This is also true at the

free surface. It results from this, the existence of a surface
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temperature gradient which is the source of the creation of the first

small upward roll in the vicinity of the walls. The hot fluid plume

lifted by the first roll reaches the free surface at a position stag-

gered from the side wall. Thus, for a position located slightly down-

stream (cross-section at X = 8), a cold fluid zone appears at the free

surface in the immediate vicinity of the lateral wall, which again

creates a small roll rotating in the opposite direction (towards

the wall) which continue to grow until the fully developed region

(X = 40). This downward roll created by thermocapillary forces has

not an equivalent in PRB flow.

In the following, we consider the effect of the superimposition

buoyancy thermal forces. Fig. 15 shows the transverse variation

at X = 30 of the transverse velocity component Vy for various values

of the Marangoni number Ma and for Re = 15 and Ra = 5000. We

observe that Vy increases with increasing Ma, which confirms that

the Marangoni effect induces a surface flow superimposed on the

base flow. We noted also that for MaP 1200, there is a sign inver-

sion of the velocity that is clearly visible for the rolls near the walls,

which is due to the Marangoni effect overcoming the dominance of

the buoyancy thermal forces. Fig. 16 presents a cross section of the

Fig. 13. The longitudinal vortex rolls due to Marangoni effect at cross section X = 40 (Temperature field and velocity vectors: Ra = 0, Re = 15 and Bi = 15).

Fig. 14. Cross sections of the flow at X = 5, X = 8, X = 15 and X = 40. (Temperature field and velocity vectors: Ra = 0, Re = 15, Ma = 3000).
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flow at X = 30 and shows the Marangoni effect on the longitudinal

rolls. Under the influences of thermocapillary forces, the rolls near

the side walls become larger when the Marangoni number in-

creases, which induces the merging of the two center rolls at

Ma = 1200 and generates two other rolls at the sides of the channel.

The two new rolls near the side walls then begin to grow with

increasing Ma, causing the two center rolls to merge at

Ma = 1800. While the number of rolls decreases from 10 rolls at

Ma = 1600 to 8 rolls at Ma = 1800, the rotational velocity of the

rolls greatly increases and the rolls rotate in the direction imposed

by the Marangoni effect. To study the influence of thermocapillary

forces on the heat transfer, Fig. 17 shows the variation in the aver-

age Nusselt number at the heated bottom wall with respect to the

Marangoni number. We note that the Nuav increases with increas-

ing Ma due to the increasing velocity of the rolls under the influ-

ence of thermocapillary forces (Fig. 15). At Ma = 1100, we
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Fig. 15. The transverse variation at X = 30 and Z = 1 of the velocity Vy for different

Marangoni numbers Ma (Re = 15, Ra = 5000, Bi = 15).

Fig. 16. Vertical cross-section at X = 30 for different Marangoni numbers Ma (Temperature field and velocity vectors: Ra = 5000, Re = 15 and Bi = 15).
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observe a decrease in the Nusselt number due to the beginning of

the merging of the two rolls in the channel center. This behavior is

also shown by the evolution of the transverse average Nusselt

number along the channel (Fig. 18). Indeed, the Nusselt number

decreases initially and then increases gradually to a maximum that

indicates the complete occupation of the cross section by the rolls,

which occurs at X = 24 for Ma = 800 and at X = 28 for Ma = 1100.

Thus, there is a downstream shift of the center rolls’ position with

respect to the outlet of the channel when Ma increases between

800 and 1100. This decline continues asMa increases until the cen-

ter rolls merge with their adjacent rolls at Ma = 1200 (Fig. 16). This

reorganization of the rolls is also confirmed by the evolution of the

velocity profile at the free surface for Ma = 1200 (Fig. 15). The in-

crease in the rolls’ velocity under the action of thermocapillary ef-

fects promotes the heat transfer and increases the Nusselt number

until a further decrease occurs due to the disappearance of the two

center rolls at Ma = 1800.

6. Conclusion

This work presents a numerical study of three-dimensional

laminar mixed convection within a liquid flowing in a horizontal

channel heated uniformly from below. The upper surface is free

and assumed to be flat. The side walls are thermally insulated. This

numerical work allows us to examine the numerical results corre-

sponding to a selected range of different characteristic non-dimen-

sional parameters. We focused on the thermal instabilities that

develop in the form of stationary longitudinal rolls. We investi-

gated the influence of the variation of parameters governing the

physics of the problem on the flow patterns and heat transfer

characteristics.

To our best knowledge, it is the first time that the Marangoni ef-

fect is studied together with the Poiseulle–Bénard mixed convec-

tion. The initiation mechanism of the longitudinal rolls is similar

to that encountered for PRB flow where the longitudinal rolls are

first initiated near the side walls and grow gradually toward the

center of the channel in the downstream direction. Increasing the

buoyancy forces or decreasing the forced convection have the same

effects: the shortening of the development length of the rolls and

the enhancement of heat transfer.

The thermal resistance at the free surface (Rconv = 1/h) has an ef-

fect on the longitudinal rolls by decreasing their wavelength when

Biot number increases. This is coherent with the case of the pres-

ence of a conductive upper wall (case of closed channel) that de-

creases the number of rolls compared with the thin upper

surface. The imposed temperature T0 at the top wall increases

the thermal gradient in the film, which should improve the heat

exchange. However, this favorable effect is counterbalanced by

the viscous effects at this wall that decrease the fluid velocity

and, consequently, decrease the heat exchange compared with

the cases of Bi = 15 and Bi = 20. The results also show that the pres-

ence of the upper rigid wall stabilizes the flow, delaying the devel-

opment of longitudinal rolls. Furthermore, the Marangoni effect

has been investigated, and the results show that the thermocapil-

lary effect on the basic flow becomes important at Ma = 1000. In

the presence of buoyancy effect, as the Marangoni number in-

creases, the number of rolls decrease to reach a minimum of 8 rolls.

The rotation direction of the rolls due to the Marangoni convection

is reversed relative to the rotation direction of the rolls due to nat-

ural convection. This phenomenon is related to the thermocapil-

lary effect and it occurs at a downstream position relative to the

PRB-like side rolls initiation. When we combine the Marangoni ef-

fect with the natural convection, we observe that the thermocapil-

lary forces start to overcome the dominance of the buoyancy

thermal forces at Ma = 1200 for Ra = 5000. Furthermore, increases

in the Marangoni number favorably affect the heat transfer, but

there are localized decreases in Nuav curve, which corresponds to

the disappearance of the center rolls.
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Appendix A. Mesh size-dependence study

Several grid sizes have been tested to determine the appropriate

mesh size, giving the best compromise between accuracy and cal-

culation cost to ensure that the results are grid-independent. The

results are presented below for the case in which the control

parameters are Re = 15, Ra = 5000, Bi = 15 and Ma = 500 for the

Reynolds, Rayleigh, Biot and Marangoni numbers, respectively. Ta-

ble 4 shows the average Nusselt numbers at the bottom surface of

the channel for increasing mesh sizes. We note that the difference

between the results of the last two meshes does not exceed 1 %.

Fig. 19 shows the longitudinal profile of the reduced tempera-

ture along the axis (Y,Z) = (5,0.5) for the four selected meshes.

We observe that the results remain stable and are not subjected

to any influence of mesh at a resolution of 128 � 176 � 50. Conse-

quently, the resolution of the mesh that meets the right compro-

mise between computational time and accuracy chosen for this

study is 128 � 176 � 50. Other mesh tests have been done for

higher Ra numbers and it appears that the appropriate mesh size

for Ra = 12,500 computations is 153 � 211 � 60. Thus the results

shown for this case are obtained using this appropriate mesh.

Table 4

A comparison of the average Nusselt number Nuav for various meshes (Ra = 5000).

Meshes Computation time (24 processors) Nuav

102 � 140 � 40 2 h, 36 min 2.41663

115 � 158 � 45 4 h, 41 min 2.43877

128 � 176 � 50 12 h, 35 min 2.47479

153 � 211 � 60 51 h, 20 min 2.47639
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Fig. 19. The longitudinal profile of reduced temperature along the axis

(Y,Z) = (5,0.5) for different meshes.
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