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Résumé

Cette these traite de la reconstruction d’hypersurfaces au sein de champs de normales en
dimension quelconque et trouve des applications dans I’analyse des empreintes digitales (lignes
dermiques), des images satellites météorologiques (lieux de turbulence) et astrophysiques (bras
de galaxies) ainsi que dans I’analyse stratigraphique des images sismiques (horizons). Les mé-
thodes développées s’appuient sur la minimisation d’une équation aux dérivées partielles non
linéaire reliant une hypersurface au pendage déduit d’un champ de normales. Elles prennent en
compte des contraintes diverses telles que des points de passages, des frontieres, des bornes et

des discontinuités.

La contribution principale de la these réside dans I'introduction d’un changement d’espace
du pendage qui permet de reconstruire aussi bien des hypersurfaces exprimées sous des formes
implicites dans les reperes de définition des champs de normales que des horizons sismiques de
maniere rapide et interactive. Deux schémas de reconstruction d’horizons sismiques unidimen-

sionnels présentant une discontinuité d’amplitude et de lieu inconnus sont également proposés.

Mots-clés : Reconstruction d’hypersurfaces, Equation aux dérivées partielles, Equation de

Poisson, Changements d’espace, Champ de normales, Analyse stratigraphique, Images sismiques.

Abstract

This thesis deals with the reconstruction of hypersurfaces from a finite-dimensional normal
vector field. Application scopes can be found in the analysis of fingerprints (epidermal ridges),
meteorological images (eddies and cyclones), astrophysical images (galaxy arms) and in the
stratigraphic analysis of seismic images (horizons). The hypersurfaces are obtained by solving
a non-linear partial derivative equation relied on the local dip deduced from a normal vector
field. Several constraints such as boundaries, bounds, points belonging to the hypersurface or

discontinuities can be considered.

The major contribution of this thesis consists in a local dip transformation which allows to
reconstruct implicit hypersurfaces as well as seismic horizons by a fast and interactive method.
Two schemes dedicated to the reconstruction of discontinuous one-dimensional seismic horizons

are also proposed when the discontinuity location and jump are unknown.

Keywords : Hypersurfaces reconstruction, Partial derivative equation, Poisson equation, Lo-

cal dip transformation, Normal vector field, Stratigraphic analysis, Seismic images.






Table des matieres

Introduction

1 Reconstruction d’hypersurfaces sous contraintes
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . e
1.2 Hypersurfaces explicites . . . . . . . . . . . . . e
1.2.1 Notion de pendage . . . . . . . . . ...
1.2.2 Equation de définition d’une hypersurface . . . . . . . . . ... ... ...
1.2.3 Reconstruction itérative par minimisation sous contraintes . . . . . . . . .
1.2.3.1 Contraintes de valeurs . . . . . . ... .. ... ... .......
1.2.3.1.1 Frontiere . . . . . . . . . . . ... ...
1.2.3.1.2 Points discrets . . . . . . . ... ...
1.2.3.2 Contraintes de bornes . . . . . . ... .. ... ... ... ....
1.2.4 Reconstruction numérique . . . . . . . . ... ..o
1.2.4.1 Contraintes de valeurs . . . . . . .. ... ... ... .......
1.2.4.1.1  Frontiere . . . . . . . . . . . ... ..
1.2.4.1.2 Points discrets . . . . . . . ... ... L.
1.2.4.2 Contraintes de bornes . . . . . . ... .. ... ... ... ....
1.2.5 Prise en compte d’un terme de pondération . . . . .. ... ... ... ..
1.2.6 Exemples dans un espace bidimensionnel . . . . . ... ...
1.3 Prise en compte de discontinuités dans un espace bidimensionnel . . . . .. . ..
1.3.1 Domaine continu . . . . . . . . . . ... e e e
1.3.2 Domaine discret . . . . . . . ...
1.3.3 Exemples . . . . . . e

1.4 Conclusion . . . . . . . s

2 Reconstruction par changement d’espace conjoint
2.1 Introduction . . . . . . . . ..
2.2 Hypersurfaces implicites . . . . . . . . . Lo
2.2.1 Equation de définition d’une hypersurface . . . . . . . . ... ... .. ..
2.2.2  Transformation du pendage . . . . . . . . ... ...

2.2.3 Reconstruction numérique . . . . . . . .. ..o

© o o O O

10
13
16
16
17
20
21
26
28
32
32
33
38
40
43
47
49



Table des matiéres

2.3 Changements d’espace usuels . . . . . . . . ... L Lo o 56
2.3.1 Translation . . . . . . . . . . . ... e Y4
2.3.2 Rotation. . . . . . . . . e 57

2.3.2.1 Bidimensionnelle . . . . . . ... ... ... ... .. ... 57
2.3.2.2 Tridimensionnelle . . . . .. ... ... ... ... ........ 58
2.3.3 Passage en coordonnées N-sphériques . . . . . . .. .. ... ... .... 59
2.3.3.1 Bidimensionnelles . . . . .. ... ... .. ... ... ... 59
2.3.3.2 Tridimensionnelles . . . . . . . . . . ... ... ... 60
2.3.4 Passage en coordonnées spiraliques . . . . . . . ..o 60

2.4 Applications dans un espace bidimensionnel . . . . . .. ... ... ... 62
2.4.1 TImages synthétiques . . . . . . . . . . ... L 62
2.4.2 Dactyloscopie . . . . . . .. 67
2.4.3 Météorologie . . . . . ... 72

2.4.3.1 Tourbillons océaniques . . . . . . . . . ... ... ... 72

2.4.3.2 Cyclones . . . . . .. . 74

2.4.4 Astrophysique . . . . ... 7

2.5 Applications dans un espace tridimensionnel . . . . . . ... ... L 79
2.6 Conclusion . . . .. . . . . . . e e 81

3 Application a I’analyse stratigraphique des images sismiques 83

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . e e e 84

3.2 Reconstruction d’horizons sismiques sous contraintes . . . . . . . . .. ... ... 86
3.2.1 Pointsde passage . . . . . . ... 87
3.2.2 A priori stratigraphiques. . . . . . . . ... 88
3.2.3 A priori structuraux . . . . .. ... 89

3.3 Reconstruction rapide et interactive par parties . . . . . .. ... ... 92
3.3.1 Subdivision rectangulaire . . . . . .. ... oL 95
3.3.2 Subdivision quadrangulaire . . . . .. ... L Lo 97

3.3.2.1 Construction du pavage . . . . . . . .. .. ... 97

3.3.2.2  Reconstruction rapide sur un pseudo-rectangle . . . . . . .. .. 99

3.3.2.3 Application au quadrangle . . . ... ... .. ... ... .... 100

3.3.2.4 Reconstruction de 'horizon complet . . . . . .. ... ... ... 101

3.3.3 Exemple. . . . . . 102
3.3.3.1 Cas bidimensionnel . . . .. ... ... ... ... ... ..... 103

3.3.3.2 Cas tridimensionnel . . . . . ... ... ... ... ........ 105
3.3.3.2.1  Reconstruction complete . . . .. ... ... ... ... 106

3.3.3.2.2  Reconstruction incrémentale . . . . . ... ... . ... 112

3.4 Détection automatique de discontinuités dans un espace bidimensionnel . . . . . 112
3.4.1 Principe . . . . . . 113
342 Exemple. . . . . ... 115



Table des matiéres

3.5 Conclusion . . . . . . . .. e

Conclusion

Annexes

A

B

Estimation d’un champ de normales

Minimisation sous contraintes d’une fonctionnelle

B.1 Absence de contraintes . . . . . . . . . ...
B.2 Contraintes de valeurs . . . . . . . . . . ... ...
B.3 Contraintes de bornes . . . . . . . .. ... ..

B.4 Dérivée fonctionnelle . . . . . . . . ..o

Résolution rapide de I’équation de Poisson

C.1 Conditions aux limites . . . . . .. .. ... ... ... .....
C.2 Conditions sur la moyenne . . . . . . . .. .. ... ... ...
C.2.1 Point d’application . . . . . .. .. .o

C.2.2 Point précédent ou suivant . . . . . . ... ... ...,

Acquisition d’images sismiques

Aplanissement d’images sismiques par 1’approche GeoTime

E.1 Principe . . . . . . . .
E.2 Approche GeoTime . . . . . . . . . . . . ... ... ...
E.3 Exemples . . . . . . .

Bibliographie

-ixX -

119

125

125

127

.......... 127
.......... 128
.......... 128
.......... 128

131

.......... 133
.......... 135
.......... 136
.......... 138

141

143

.......... 143
.......... 144
.......... 147

149






Acronymes et notations

EDP
RSB
BFGS

[a, ]
er(Q)

5l
[

div
<f>
TFD
TFD!

Equation aux Dérivées Partielles
Rapport Signal sur Bruit
Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

Intervalle d’entiers entre a et b

Ensemble des fonctions a valeurs dans R dont la classe de régularité sur 2
est au moins égale a k

Norme euclidienne sur R

Fonction partie entiére par exces

Opérateur de composition de fonctions

Opérateur gradient

Opérateur Laplacien

Opérateur divergence

Valeur moyenne de la fonction f

Transformée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier Discrete Inverse

Opérateur de convolution

Opérateur de convolution circulaire

Opérateur produit terme a terme (de vecteurs ou de matrices)
Opérateur produit vectoriel

Inverse de la matrice A

Transposée de la matrice A

-xi-






Introduction

Ce mémoire traite d’hypersurfaces orthogonales & un champ de normales d’un espace vectoriel
de dimension finie, c¢’est-a-dire de surfaces de codimension 1 ou de dimension « juste inférieure ».
Notre objectif est la reconstruction d’hypersurfaces sous des contraintes qui peuvent étre de va-
leurs ou de bornes. Les contraintes de valeurs consistent a fixer la valeur d’une hypersurface en un
nombre fini de points ou sur la frontiere de son domaine de définition tandis que les contraintes
de bornes consistent a délimiter le lieu d’évolution d’une hypersurface par deux hypersurfaces

connues.

La reconstruction d’hypersurfaces trouve de nombreuses applications dans des espaces de
dimension 2 et 3. Par exemple, les lignes dermiques sont les hypersurfaces des images d’em-
preintes digitales. Leur reconstruction sous des contraintes déduites de points singuliers locaux
est a la base de plusieurs méthodes d’extraction des caractéristiques d’une empreinte. Dans le
domaine météorologique, les lignes d’isovaleurs d’images satellites de cyclones ou représentant
la température a la surface de la mer peuvent étre vues comme des hypersurfaces. Leur esti-
mation contribue a la détection du lieu et au suivi au cours du temps de turbulences telles que
les tourbillons. En astrophysique, I’évolution temporelle des galaxies peut étre étudiée par la
reconstruction d’hypersurfaces décrivant le lieu des bras galactiques sur des photos satellites. La
reconstruction d’horizons sismiques, qui correspondent aux hypersurfaces d’images de dimension
2 ou 3, est en outre une étape essentielle de 'analyse stratigraphique de la Terre, i.e. de I’étude

de la succession de ses différentes couches géologiques.

Un champ de normales est estimable sur les images précédemment citées par différentes mé-
thodes classiques [Don99]. L’approche retenue dans ce mémoire est fondée sur une estimation du
gradient a 1’aide de filtres convolutifs suivie d’une « régularisation » par une analyse en compo-
santes principales. Paramétrée par les dimensions des supports d’estimation du gradient et de la
régularisation, elle conduit a un champ de normales régulier, lentement variable et généralement

faiblement bruité.

Plusieurs méthodes locales et globales de reconstruction d’'une hypersurface ont été dévelop-
pées dans la littérature. Les approches locales (suivi par mesure de similarité, « intégration » du

champ de normales, etc.) sont naturellement sensibles au bruit et un unique point peut étre im-
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Introduction

posé en tant que contrainte. Les approches globales classiques (contours actifs [Kas88|, ensembles
de niveaux [Osh88], etc.) sont généralement plus robustes au bruit mais présentent plusieurs in-
convénients. Par exemple, certaines ne permettent pas la prise en compte de contraintes tandis
que d’autres se limitent uniquement au cas de surfaces fermées. Nous nous intéressons dans ce
mémoire a une approche globale qui consiste a minimiser sous des contraintes de valeurs ou
de bornes une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire reliant une hypersurface au
champ de normales [Lom06b] [Lom06¢|. Dans le cas de contraintes de valeurs, des méthodes de
type Shape from Shading [Dur07] dont l'objectif est la reconstruction de reliefs tridimensionnels
reposent a premiere vue sur un lien analogue entre une surface et un champ de normales. Bien
qu’elles mettent également en ceuvre une équation de Poisson, elles se différencient de notre pro-
blématique dans laquelle la surface et le champ de normales sont de dimensionnalité distincte.
L’approche considérée dans ce mémoire, robuste au bruit et peu dépendante des parametres
d’estimation du champ de normales, permet de reconstruire une hypersurface continue qui est
exprimée sous une forme explicite dans le repere de définition du champ de normales. Dans le
cas d’une hypersurface exprimée sous une forme implicite, nous proposons une approche de re-
construction par minimisation d’une EDP fondée sur un changement d’espace de I'hypersurface.
Elle suppose 'existence d'un repere dans lequel 'hypersurface est exprimable sous une forme
explicite et s’appuie sur la connaissance des équations du changement d’espace entre ce repere

et le repere de définition du champ de normales.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre d’une collaboration contractuelle

entre le groupe Total et le laboratoire IMS sur le theme de I'analyse des images sismiques.

Ce document s’articule en trois parties.

Le premier chapitre traite des hypersurfaces exprimables sous une forme explicite. Les algo-
rithmes de reconstruction d’hypersurfaces continues sont décrits en détail selon les contraintes
considérées dans les domaines continu et discret. Les principales techniques permettant une re-
construction numérique par la méthode des éléments finis sont également introduites. Nous nous
intéressons plus particulierement aux approches rapides de reconstruction sous des contraintes
de valeurs. Dans un espace bidimensionnel, une approche développée pour les courbes continues

par morceaux est en outre proposée.

Le second chapitre concerne les hypersurfaces exprimables sous une forme implicite. Nous y
présentons notre approche de reconstruction par changement d’espace et son application aussi
bien a des images synthétiques de dimension 2 et 3 qu’a des images réelles provenant de do-
maines d’analyse des empreintes digitales, des turbulences météorologiques et des phénomenes

astrophysiques.

Le troisieme chapitre traite plus particulierement de ’application des approches de recons-
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Introduction

truction d’hypersurfaces explicites aux horizons des images sismiques. En présence de contraintes
définies par plusieurs points, notre contribution comprend une approche locale qui permet de
reconstruire un horizon par parties de maniere rapide et interactive et qui se substitue a une
reconstruction globale cotiteuse en temps de calcul. Fondée sur un pavage efficace du domaine
de reconstruction, la méthode met en ceuvre un changement de support considéré comme un
cas particulier d’'un changement d’espace introduit au chapitre précédent. Nous nous intéressons
également a la reconstruction d’horizons unidimensionnels segmentés en deux parties par une
discontinuité quasi-verticale dans les cas ou ’amplitude et le lieu de la discontinuité sont incon-

nus.

Cing annexes sont présentées a la fin de ce mémoire. La premiere annexe présente la technique
classique d’estimation d’un champ de normales retenue dans ce travail. La deuxiéme annexe in-
troduit des résultats théoriques sur la minimisation d’'une EDP non linéaire. La troisieme annexe
décrit les approches rapides de résolution d’une équation de Poisson en dimension 1, qui nous in-
téressent particulierement dans le troisieme chapitre. Les deux dernieres annexes sont dédiées aux
images sismiques. Elles présentent respectivement une méthode classique d’acquisition d’images
et 'approche GeoTime développée au sein du laboratoire IMS qui consiste en ’aplanissement

d’une donnée sismique par changement d’espace afin d’en favoriser la segmentation.
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Chapitre 1 - Reconstruction d’hypersurfaces sous contraintes

1.1 Introduction

La reconstruction d’hypersurfaces d’un espace vectoriel de dimension finie sous contraintes
a fait ’objet de nombreux travaux ces trente dernieres années. Les méthodes développées dans
la littérature se classent en deux catégories : les méthodes locales (suivi par mesure de simila-
rité, « intégration » d’un champ d’orientation, etc.) et les méthodes globales (contours actifs,
ensembles de niveaux, minimisation d’une équation aux dérivées partielles, etc.). Les approches
locales sont les plus intuitives et les plus simples a implémenter mais elles sont naturellement
sensibles au bruit. Elles consistent a reconstruire ’hypersurface point par point & partir d’'un
point initial. Les approches globales conduisent a une reconstruction via une optimisation glo-
bale, par essence plus robuste au bruit que les approches locales. Elles permettent de prendre

en compte plusieurs types de contraintes ainsi que d’éventuelles discontinuités.

La reconstruction par mesure de similarité (ou de corrélation) est la plus basique : considé-
rant une hypersurface comme un isocontour d’intensité d’une image, elle est fondée sur un critere
de similarité entre le voisinage des points candidats [Don99]. L’hypersurface obtenue est souvent
fidele a I'isocontour attendu mais est tres bruitée dans les zones localement inhomogenes. La re-
construction par « intégration » d’un champ d’orientation nécessite la connaissance d’un champ
de normales par définition orthogonal en tout point a 'hypersurface. Dans le cas bidimensionnel,
une hypersurface unique est ainsi calculée en « intégrant » selon les vecteurs tangents obtenus a
partir des vecteurs normaux, a l’aide d’intégrateurs d’Euler ou de Runge-Kutta [Sta95] [Lai05].
FEn dimension N supérieure, une infinité d’hypersurfaces peuvent étre engendrées en « intégrant »
dans les N-1 directions possibles [Hul92]. En pratique, '’hypersurface reconstruite dérive pro-
gressivement, plus ou moins rapidement selon la qualité de ’estimation du champ de normales,
et s’eloigne inéluctablement de ’hypersurface initialement suivie par 'accumulation des erreurs

successives.

Les contours actifs, aussi appelés snakes, sont des approches dites « contours ». Ils consistent
en un suivi explicite de ’hypersurface (ouverte ou fermée), représentée par un ensemble de
points discrets. Ils ont été introduits en dimension 2 par Kass et al. en 1988 [Kas88] puis déve-
loppés et étendus a des dimensions supérieures dans les années quatre-vingt dix [Coh93] [Cas97].
A partir d’'une position initiale, un ensemble de points évolue vers I'hypersurface jusqu’a en
épouser le contour. L’évolution résulte de I'action de trois types de contraintes. Les contraintes
« propres » sont des contraintes de régularité traduisant les parametres locaux le long du contour
(forme, élasticité, courbure, normale, etc.). Les contraintes « potentielles » sont des contraintes
d’attaches aux données mettant en jeu des informations sur le gradient et l'intensité de I'hy-
persurface. Enfin, les contraintes « externes » sont des contraintes spécifiques introduites par
I'utilisateur. Elles permettent par exemple d’imposer la distance minimale entre deux points
consécutifs ou encore la position des deux points extrémaux de la reconstruction [Fua96]. En

pratique, il s’agit de minimiser une fonctionnelle appelée « intégrale de contours » qui dépend
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des contraintes citées précédemment. Les méthodes de contours actifs présentent 1’inconvénient
d’une faible robustesse au bruit. L’ensemble initial de points doit également étre proche de la
solution cherchée pour éviter de converger vers un minimum local de la fonctionnelle, et ce mal-
gré les améliorations proposées par Cohen [Coh91]. De plus, les changements de topologie ne
sont pas pris en compte : une unique hypersurface est détectée, et d’éventuelles discontinuités ne
peuvent pas étre introduites. Les méthodes se révelent parfois instables numériquement car elles
nécessitent le calcul de dérivées jusqu’a l'ordre 4. Enfin, aucun point autre que les extrémités de

I’ensemble & reconstruire ne peut étre imposé dans les méthodes classiques.

Les ensembles de niveaux sont des approches dites « régions ». Elles reconstruisent unique-
ment des hypersurfaces fermées par un suivi global implicite. Les caractéristiques globales de
la région comprise a 'intérieur de I’hypersurface sont prises en compte en plus de parametres
locaux le long du contour. Formalisées par Osher et Sethian en 1988 [Osh88]|, plusieurs variantes
ont été développées par la suite [Sus94] [Enr02]. Dans un espace de dimension N, un ensemble de
niveaux est un contour actif de dimension N-1 correspondant & l’isovaleur nulle d’une fonction
appelée « level set ». A partir d’une position initiale, ’hypersurface est déterminée au cours du
temps par la localisation de I’ensemble pour lequel la fonction « level set » s’annule. Le caractere
global des méthodes basées sur les ensembles de niveaux leur confere une meilleure robustesse au
bruit que les méthodes de contours actifs. Les changements de topologie sont également gérés,
I’hypersurface pouvant se diviser en plusieurs parties ou bien fusionner. La stabilité numérique
est de plus assurée. Les méthodes se limitent cependant aux hypersurfaces fermées et nécessitent
I'introduction d’une dimension supplémentaire qui complexifie I'implémentation et requiert une

taille mémoire importante.

L’approche globale proposée par Lomask et al. [Lom06b] [Lom06¢] nous intéresse plus par-
ticulierement dans ce chapitre. Elle consiste & minimiser une équation aux dérivées partielles
non linéaire reliant une hypersurface au champ de normales. Robuste au bruit, elle permet de
reconstruire une hypersurface continue qui est exprimée sous une forme explicite dans le repere
de définition du champ de normales. Deux catégories de contraintes peuvent étre introduites :
les contraintes de valeurs, c’est-a-dire la connaissance de ’hypersurface en un nombre fini de
points ou sur la frontiere de son domaine de définition, et les contraintes de bornes, lorsque le

lieu d’évolution de I’hypersurface est bornée et que ses bornes sont connues.

Ce chapitre se scinde en deux parties. La premiere partie formalise I’approche de reconstruc-
tion d’une hypersurface par minimisation d’une EDP sous contraintes. Les variantes de 1’algo-
rithme itératif de reconstruction sont présentées selon les contraintes considérées. Les différentes
étapes sont exposées dans les domaines continu et discret. La reconstruction numérique d’une
hypersurface par la méthode des éléments finis est également introduite. La deuxiéme partie
présente notre contribution concernant la reconstruction sous contraintes de valeurs de courbes

continues par morceaux dans un espace bidimensionnel : les courbes sont ainsi décomposées en
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Chapitre 1 - Reconstruction d’hypersurfaces sous contraintes

une somme de courbes continue et discontinue.

1.2 Hypersurfaces explicites

Dans cette partie, nous nous intéressons a la reconstruction d’hypersurfaces explicites d'un
espace vectoriel E de dimension N sur R muni d’un repere orthonormé R défini par une base
orthonormée B = (&,, ..., &, ) et un centre O. Une hypersurface explicite est représentée (voir
figure 1.1) par une fonction explicite f définie sur un domaine compact (i.e. fermé borné) €2 de
RN par z, = f(x), ot x désigne la variable (x,, ...,7,_,). La classe de régularité de la fonction

f sur Q est ici considérée au moins égale a 2.

O
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Figure 1.1 — Hypersurface d’un champ de normales bidimensionnel exprimée sous une forme
explicite dans le repére (O, &, , &, ).

1.2.1 Notion de pendage

Le terme pendage est issu du vocabulaire géologique ou il désigne I'orientation locale d’une
structure géologique. Ainsi en dimension 2, il représente simplement ’'inclinaison de la structure
par rapport a I’horizontale. En dimension 3, il regroupe a la fois la direction de plus forte pente
de la structure ainsi que son inclinaison par rapport a I’horizontale dans cette direction. Dans
ce mémoire, la notion de pendage est étendue au cas d’hypersurfaces explicites dans un espace

vectoriel de dimension finie muni d’un repeére orthonormé.

Ainsi, pour un point X appartenant a Ey, le pendage exprimé dans le repeére R est un vecteur
® de dimension N-1 dont la i-ieme composante ©; correspond a ’angle orienté entre le i-ieme

vecteur &; de B et I'hyperplan P tangent a I'hypersurface (voir figure 1.2).
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1.2 - Hypersurfaces explicites

1.2.2 Equation de définition d’une hypersurface

Une hypersurface explicite vérifie une équation aux dérivées partielles non linéaire liant la
fonction f a la tangente p du pendage exprimé dans le repere R [Lom06¢]|. En effet, le gradient

de la fonction f est égal a la tangente du pendage le long de f :

VxeQ, Vf(x) =pf(x)), (1.1)

ou V désigne l'opérateur gradient. La classe de régularité de la fonction vectorielle p sur €2 est
considérée au moins égale a 1. Au point X, les N-1 composantes p; de p sont reliées au champ

de normales par la relation

Vie[l,N—-1], pi(X)=-—— (1.2)

ou n; est la ¢-ieme composante du vecteur normal n (voir figure 1.2).

8\

W\t

—

0 i

Figure 1.2 — Intersection de Uhypersurface f et du plan (Z;,&,) : représentation de la i-iéme

composante O; du pendage. Au point X = (x, f(x)), %(x) = — i,
z N

Démonstration. Au point X = (x, f(x)), considérons un déplacement infinitésimal positif 0x tel
que le point (x + %, f(x + 0x)) appartienne a I'hyperplan tangent P. En désignant par ox; le
déplacement le long du vecteur &; (voir figure 1.2), la i-ieme composante du gradient de la

fonction f au point x s’écrit :

8f ( f(X + 5$lfz) — f(X)
8.%,' X) N 53:,
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dxipi(X)
51‘@'

1.2.3 Reconstruction itérative par minimisation sous contraintes

La reconstruction d’une hypersurface s’obtient en minimisant sous contraintes ’erreur qua-
dratique moyenne sur {2 entre le gradient de la fonction f et la tangente du pendage. La fonction

f vérifie le probleme d’optimisation non linéaire suivant :

f = arg min J[g| sous la contrainte f € I, (1.3)
S()

ot €2 (Q) désigne 'ensemble des fonctions & valeurs dans R dont la classe de régularité sur

est au moins égale a 2. La fonctionnelle J est définie par :

J: C2(Q) — R (1.4)
g — / IVa(x) — p (x, g(x)) || Pdx,
Q

en désignant par ||-|| la norme euclidienne. Sa classe de régularité sur €2 (2) est au moins égale
a 1. Dans la littérature, la fonctionnelle J est couramment appelée fonction objectif ou critere.
L’ensemble I est un sous-ensemble de €2 () appelé ensemble des contraintes qui permet d’im-
poser des contraintes a I'hypersurface sur un sous-domaine {2, de Q. Les contraintes peuvent

étre classées en deux catégories :

e Contraintes de valeurs qui se subdivisent en deux types.

— Frontiere : la valeur de la fonction f est fixée sur la frontiere 92 du domaine (voir figure

1.3a) ; 'ensemble I s’écrit

I={ge€*(Q) |Vxe€dQ, g(x) fixé}. (1.5)

— Points discrets : la valeur de la fonction f est fixée en un nombre fini de points ap-

partenant a 2 (voir figure 1.3b); en désignant par €2, I’ensemble union de ces points,
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I’ensemble I s’écrit

(1.6)

I={geC(Q) |VxeQ,, g fixé}.

e Contraintes de bornes : la fonction f est bornée et ses bornes sont fixées (voir figures 1.3c

et 1.3d) ; ensemble I s’écrit

(1.7)

)

g(x) < fuzJ(X)}

<

Jiow (X)

{gec®(Q) |VxeQ,

I =

t des con-

éré

, 'int

). En pratique

(Q

une part, elles permettent d’imposer exactement le lieu

2

a C

fiow €t fup sont deux fonctions appartenant

ou

)

traintes de bornes est double. D

souhaité d'une hypersurface dans une région du domaine (2. Les fonctions fjo, et fu, sont

alors localement égales (voir figure 1.3c). D’autre part, elles permettent de fixer I’hyper-

surface en un nombre fini de points en plus d’imposer ses limites. Les fonctions fio, et fup

les (voir figure 1.3d).

éga

7

sont alors ponctuellement

= AN
Sy sk NN NNRNNRNN

NN S
Ay i
"

T TN
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NN

(a) frontiére; (b) 3 points; (c) bornes fizant 'hypersurface sur sa partie droite; (d) bornes fizant

Figure 1.3 — Hypersurface d’un champ de normales bidimensionnel sous contraintes (en rouge) :
Uhypersurface en un point.

Le probleme (1.3) admet au moins une solution globale au sens des moindres carrés sur les

trois ensembles I présentés ci-dessus en raison de leur compacité [Gil00] [Bre05]. La méthode

de résolution differe selon la catégorie de contraintes imposées a ’hypersurface. En ’absence

de contraintes, toute fonction f minimisant le critere (1.4) vérifie (voir annexe B) I’équation
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d’Euler-Lagrange [Gel64] [Aze97] [Gou03] :

dd
vxeq il =0 (1.8)

La dérivée fonctionnelle de J par rapport a la variable f s’exprime par

N-1

SN

V feei(Q),

(- f), (1.9)

| =

a3 - i
)= A+ div(p( ) + 5 1 ap

1=

~

ou A et div désignent respectivement 'opérateur Laplacien et 'opérateur divergence en dimen-
sion N-1:

0% f
i=1 i
N-1
Op;
i = . 1.11
div(p) 2 o, (1.11)

Pour des contraintes de valeurs, toute fonction f solution du probleme (1.3) vérifie égale-
ment I’équation (1.8) si le probléme est sous-déterminé ou admet une unique solution. Sinon, elle
minimise de maniere quadratique la dérivée fonctionnelle de J sur €2. La non-linéarité de cette
dérivée, qui se traduit par les deux derniers termes de I’équation (1.9), impose une résolution

itérative du probléme pour satisfaire les contraintes [Lom06b] [LomO6c].

Pour des contraintes de bornes, I’équation (1.8) n’est plus valable. L’ensemble I étant un
sous-ensemble convexe complet non vide de €2 (£2), toute fonction f solution du probleme (1.3)
vérifie

Vel VxeQ Sl - fx) =0 (1.12)

Une méthode itérative de minimisation du critére (1.4) adaptée aux contraintes de bornes et
mettant en jeu la dérivée (1.9), appelée méthode a direction de descente projetée, peut étre

appliquée pour satisfaire les contraintes [Aze97].

Pour les deux catégories de contraintes proposées, le caractere itératif de ’algorithme de
résolution implique une solution tributaire du choix d’initialisation. Cette solution peut ainsi

correspondre simplement & un minimum local de J sur I.
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1.2.3.1 Contraintes de valeurs

A partir d’une fonction d’initialisation f,, le procédé itératif proposé par Lomask et al.
[Lom06b] [Lom06¢] génere une suite d’itérés fi de telle sorte que l'itéré d’indice k + 1 vérifie
sous les contraintes (1.5) ou (1.6) une équation mettant en jeu le pendage le long de l'itéré
d’indice k :

fry1 = arg min/ HVg(X) - p(X, fk(x)) H2dx. (1.13)
geC2(Q) JQ

L’algorithme d’estimation de f comporte trois phases (voir figure 1.4) : une phase initiale, une
phase itérative et une phase finale. La phase itérative se décompose en trois étapes (le calcul
d’un résidu, le calcul d’un terme de mise a jour et une mise & jour) et le processus se poursuit

tant qu’'un critere d’arrét n’est pas vérifié.
e Phase initiale :

La fonction d’initialisation f, peut étre choisie dans I’ensemble des contraintes (1.5) ou (1.6) ou
étre quelconque mais ses valeurs sur le domaine €2, concerné par les contraintes (0€2 ou §2,) sont
supposées « proches » de celles imposées. En pratique, la fonction d’initialisation est générale-
ment une fonction constante, par exemple égale a la valeur moyenne de ’ensemble des valeurs

imposées par les contraintes.
e Calcul du résidu :

Le résidu est défini comme la différence entre le gradient de fj et la tangente du pendage :

VxeQ, rp(x)=V/i(x)—px fr(x). (1.14)

e Calcul du terme de mise a jour :

Le terme de mise a jour d f; s’obtient par la minimisation linéaire sous contrainte d’une erreur

quadratique moyenne sur {2 mettant en jeu 'opposé du résidu. Il vérifie :

Ofr = arg min/ HVQ(X) + rk(X)HZdX
gee2(Q) JQ (1.15)

sous la contrainte § fi € 1.
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Phase initiale

fo

Calcul du résidu

v, =V —p( fr)

Calcul du terme de mise a jour

A(éfk) = — div(rk)

avec contraintes sur €2,

Mise a jour

Jry1 = fr +0fk

<rrét 7
Non

Qui

Phase finale

Figure 1.4 — Reconstruction itérative sous contraintes de valeurs.
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L’ensemble 81, est un sous-ensemble de C2? () qui dépend des ensembles des contraintes (1.5)
ou (1.6) ainsi que de la fonction d’initialisation. Dans le cas ou f, appartient & ’ensemble des
contraintes (1.5) ou (1.6), il impose & chaque itération une mise a jour nulle sur €,. Dans le
cas contraire, il permet d’imposer la valeur de f sur €2, en un nombre fini d’itérations a définir.

Lorsque cette valeur est fixée en une itération, I’ensemble §1; s’écrit :

0, = {geC(Q) |VxeQ, gx)=Ffx-/fE}
(1.16)
et 6, = {ge€€*(Q) |[VxeQ,, g(x)=0} Vk>0.

En I'absence de contraintes, toute fonction 0 f; solution du probleme (1.15) vérifie (voir an-

nexe B) I'équation d’Euler-Lagrange

A(Sf3) = — div(ry). (1.17)

Cette équation aux dérivées partielles linéaire est une équation de Poisson. Pour des contraintes
de valeurs, elle est associée a des conditions concernant 0 f sur €2,. Lorsque la valeur de f sur

2, est fixée en une itération, ces conditions s’expriment par :

Vx€eQ,, Of(x) = fx)—fx

(1.18)
et (5fk(X) = 0 Vk>0.
e Mise a jour :
La fonction fx,1 est obtenue en sommant fj et d fx :
Vx€eQ, fr(x)= fe(x)+0fe(x). (1.19)

e Criteres d’arrét :

Deux criteres d’arrét de 1’algorithme sont proposés dans [Lom06c¢]. Ils considerent respectivement

le résidu et la différence normalisée entre les résidus estimés lors de deux itérations consécutives.

k—1—Tk
r

Le processus est arrété respectivement lorsque les quantités ||rg|| ou sont strictement
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inférieures & une constante positive € a fixer empiriquement. Afin de garantir ’arrét systématique
de l’algorithme, une alternative consiste a imposer un nombre d’itérations k,,,, maximal. Dans

ce mémoire, nous imposons systématiquement ce nombre k4.
e Phase finale :

La fonction f est finalement la fonction obtenue a la derniere itération.

1.2.3.1.1 Frontiere

Lorsque la valeur de f est fixée sur la frontiere du domaine €2, le probleme (1.17)-(1.18)
avec (), = 02, appelé probleme aux limites, est un probleme inverse « bien posé ». Il admet une

solution ¢ fr unique qui dépend des données de maniere continue.

1.2.3.1.2 Points discrets

Lorsque la valeur de f est fixée en un nombre fini de points du domaine €, le probléme (1.17)-
(1.18) avec Q, = Q,,, appelé probléme « intérieur », est un probléme inverse « mal posé ». Selon
la dimension de 2 et le nombre de points imposés, il admet une infinité de solutions (probleme
sous-déterminé), une solution unique (probléme « bien posé ») ou uniquement une solution au
sens des moindres carrés (probleme sur-déterminé). Dans le cas d’un probléme sous-déterminé,
le gradient de la fonction 6 fj le long du vecteur normal & 9 dirigé vers I'extérieur du domaine

doit étre fixé en un certain nombre de points afin de garantir une solution unique.

Prenons 'exemple du cas ou {2 est un domaine unidimensionnel. La fonction § f; est alors
définie a deux constantes additives pres. Le probleme est donc sous-déterminé si un unique point
est imposé, bien posé si deux points sont imposés et sur-déterminé si plus de deux points sont

imposés.

Cas particulier : point discret unique. Lorsque la valeur de f est fixée en un unique
point de coordonnées (XP  f(xP )), les conditions associées a 1’équation de Poisson (1.17) peuvent

étre modifiées. Au lieu d’une contrainte de valeur sur la fonction §f; au point x*, la valeur

moyenne de J f; peut étre imposée de maniere équivalente de telle sorte que fi(x7) = f(xF) &
chaque itération. L’équation (1.18) est alors remplacée par :
V=20, <dfi> = /5fk(x)dxﬁxée
Q
(1.20)
telle que fe(xP) = (D).
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Ce changement de contraintes permet une résolution numérique rapide du probléeme sur les
domaines unidimensionnels et sur certains domaines particuliers en dimension supérieure (voir
paragraphe 1.2.4). Il trouve un intérét pratique lorsque plusieurs points sont concernés par les
contraintes : l'algorithme de reconstruction peut alors étre initialisé avec une hypersurface ob-

tenue « rapidement » en particularisant un point.

Remarque : la détermination pratique de la valeur moyenne de § fi a imposer a chaque itération
n’est pas triviale; une variante possible est donc de la choisir nulle, le respect des contraintes
étant alors assuré par une modification de I’équation de mise a jour (1.19); la fonction fr11 est

obtenue de telle sorte que fi(x”) = f(xF) & chaque itération :

VX €Q,  frri(x) = filx) + 6 fu(x) — [fe(x") + 8 fu(x)] + f(xD). (1.21)

1.2.3.2 Contraintes de bornes

A partir d’une fonction initiale f, appartenant a I’ensemble I des contraintes (1.7), le procédé
itératif génere une suite d’itérés fi appartenant a I telle que le critere J vérifie J[frr1] < J[fx]-
L’algorithme & direction de descente projetée [Aze97] [Gou03] [Bon06] permettant d’estimer f
comporte également trois phases (voir figure 1.5) : une phase initiale, une phase itérative et une
phase finale. La phase itérative se décompose en trois étapes (le calcul d'un « pseudo-itéré »,
la projection de ce dernier sur l’ensemble des contraintes et le calcul de l'itéré suivant) et le

processus se poursuit tant qu’un critere d’arrét n’est pas vérifié.
e Phase initiale :

La fonction d’initialisation f, est choisie dans I'ensemble des contraintes (1.7). En pratique, elle

est généralement égale a la fonction fi,, ou fy, ou encore a la moyenne de ces deux fonctions.
e Calcul d'un « pseudo-itéré » :

Un « pseudo-itéré » f; = fi + s,.d) est calculé de telle sorte que J[f;] < J[fx], ol d}, est une

direction de descente pour J et sj un pas positif & effectuer dans cette direction.

Les directions de descente mettent en jeu le gradient du critere J, défini par 1’équation (1.9).
Un choix simple de direction de descente dj, est la direction dite « de plus forte descente »,
qui correspond a l'opposé du gradient de J. Néanmoins, la convergence de l'algortime est alors
relativement lente. D’autres possibilités généralement plus rapides sont la direction du gradient
conjugué et ses variantes, les directions de Fletcher-Reevers et Polak-Ribiere [Fle64] [Pol69]. Si

la classe de régularité de J est au moins égale a deux, des directions prenant en compte une
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Phase initiale

foel

Calcul d'un « pseudo-itéré »

7. tel que
VARSIV

Projection de f; sur I

Pr(fp)

Calcul de I'itéré suivant

fer1 = fi + s6(Pr(fL) — fr)

<rrét 7
Non

Qui

Phase finale

Figure 1.5 — Reconstruction itérative sous contraintes de bornes.
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information de courbure se révelent plus performantes. La direction dite « de Newton » dépend

ainsi de 'inverse du hessien de J :

dd
dy, = — ji;[fk] : (1.22)
a7z L]

En pratique, 'estimation d’une dérivée seconde est couteuse en calcul. Par conséquent, des mé-
thodes dites « de quasi-Newton » sont fondées sur une approximation plus ou moins précise de
I'inverse du hessien [Kel03]. Citons, parmi les algorithmes efficaces, ’algorithme de Davidson-
Fletcher-Powell [Fle63] et I'algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [Bro70]

qui ne nécessitent pas une réestimation du hessien a chaque itération.

Le pas s, s’il n'est pas fixé par l'algorithme d’estimation de la direction de descente choisie,
peut étre déterminé par une méthode de recherche linéaire via les critéere d’Armijo, de Goldstein
ou encore de Wolfe [Noc99).

e Projection du « pseudo-itéré » sur I’ensemble des contraintes :

La détermination du projeté P;(f;) vérifie le probleme d’optimisation :

Pr(fr) —argmm/Hg ]/c(X)H2dX
gee(Q
(1.23)

sous la contrainte P;(f}) € I.

L’ensemble I étant un sous-ensemble convexe complet non vide de €2 (), le théoréme de la

projection sur un convexe complet assure l’existence et 'unicité de Pr(f) :

flow si f}i;<flow
Pr(f) =94 fi st frel . (1.24)
jﬁp si fé >’jﬁp

e Calcul de l'itéré suivant :

Le point clé de lalgorithme est le fait que la fonction d = Pr(f;) — fi est une direction de
descente pour J [Aze97]. Un pas si est déterminé de telle sorte que J[fx + sidi] < I[fx] puis la

fonction fi + spdy est sélectionnée comme 'itéré suivant.
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e Criteres d’arrét :

Un critere d’arrét possible de I'algorithme considere la différence entre deux itérés consécutifs.
Le processus est arrété lorsque la quantité || fxr1 — fx|| est strictement inférieure & une constante
positive € a fixer empiriquement. Afin de garantir 'arrét systématique de I’algorithme, un nombre
d’itérations k.., maximal est généralement imposé. Dans ce mémoire, nous imposons systéma-

tiquement ce nombre k4.

e Phase finale :

La fonction f est finalement la fonction obtenue a la derniere itération.

1.2.4 Reconstruction numérique

Dans ce mémoire, le probleme (1.3) est résolu numériquement par la méthode des éléments fi-
nis [Str08] [Zie09], dans laquelle le domaine €2 est discrétisé par une grille composée de M, points
et I'hypersurface reconstruite correspond a une version échantillonnée d’un signal continu. Les
méthodes présentées dans ce paragraphe supposent un échantillonnage régulier de la direction
associée a chacune des N-1 dimensions de §2. La grille considérée coincide de plus avec la fron-
tiere 02 en un nombre M, de points et les coordonnées des points imposés par les contraintes

de valeurs appartiennent a la grille.

A chaque itération de 'algorithme de reconstruction, les étapes de calcul du résidu (1.14) et
de Pestimation de la dérivée fonctionnelle de J (1.9) requierent la détermination de la tangente
du pendage le long de I’hypersurface obtenue a l'itération précédente. Les valeurs de ’hyper-
surface n’étant pas entieres, une méthode d’interpolation (par exemple au plus proche voisin,
N-linéaire, ou par analyse en composantes principales) est nécessaire afin d’estimer les valeurs

utiles du champ de normales a partir d’'une donnée discrete.

Dans la méthode des éléments finis, les opérateurs différentiels sont approximés par des dif-
férences finies. Les dérivées premiere et seconde dans une direction donnée sont respectivement

estimées a l'aide de trois échantillons consécutifs par les filtres convolutifs discrets suivants :

2; 10 -1 (1.25)
et

1

2 -2 1], (1.26)
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ol h; désigne le pas d’échantillonnage dans la direction ¢. Ces filtres sont appliqués directement
aux points intérieurs du domaine mais requierent un échantillon supplémentaire lorsque le point
d’application appartient a la frontiere. Pour ’estimation d’une dérivée premiere, I’échantillon
supplémentaire est habituellement choisi égal soit a I'opposé de 1’échantillon du point d’appli-
cation, soit a I'opposé de ’échantillon du point précédent ou suivant. Pour ’estimation d’une
dérivée seconde, I’échantillon supplémentaire est habituellement choisi égal soit a I’échantillon
du point d’application (voir figure 1.6a), soit a I’échantillon du point précédent ou suivant (voir
figure 1.6b).

------ 17t 1

(a) (b)

Figure 1.6 — FEstimation d’une dérivée seconde dans une direction donnée sur la frontiére du
domaine : ajout d’un échantillon (en noir) auzr échantillons d’un signal (en orange). (a) Echan-
tillon du point d’application; (b) Echantillon du point précédent et suivant.

Dans la suite du paragraphe, nous passons en revue les méthodes de reconstruction selon
les contraintes considérées. En vue des applications présentées dans le troisieme chapitre, nous
nous intéressons plus particulierement a l'efficacité calculatoire des méthodes dans le cas de

contraintes de valeurs.

1.2.4.1 Contraintes de valeurs

Dans le cas de contraintes de valeurs, 'efficacité calculatoire de la reconstruction est déter-
minée par I'estimation du terme de mise & jour. La discrétisation de 1’équation de Poisson (1.17)
associée a des conditions aux limites ou « intérieures » conduit a la résolution d’un systeme

matriciel

Af = b, (1.27)

ol A est une matrice de rang r comportant m lignes et n colonnes, b est un vecteur de données
de taille m et f est un vecteur de taille n a déterminer, qui dépendent tous trois de la grille

d’échantillonnage et du type de contraintes considérés.

La solution du systeme (1.27) se note

f =A%, (1.28)
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ou A* désigne une matrice de taille n x m. En pratique, le calcul explicite de A* est tres coliteux.
Différentes approches de résolution permettant de ’éviter sont ainsi proposées dans la littéra-
ture. Le choix de I'approche est lié a la forme du domaine 2 et a la structure « peu couplée »
du systeme (1.27). En effet, chaque inconnue ne dépend que d’un faible nombre de données :
l'opérateur Laplacien étant une somme de dérivées secondes, sa détermination avec le filtre
(1.26) nécessite uniquement 2V 41 valeurs sur un domaine de dimension N. Par conséquent,
la proportion des coefficients non nuls de la matrice A est faible et elle est dite creuse. Pour
certains domaines particuliers, elle présente une structure partitionnée, par exemple tridiago-
nale par bloc. Les méthodes décrites ci-dessous sont plus ou moins adaptées au caractere creux
de A. Néanmoins, leurs performances peuvent étre améliorées au niveau de l’espace mémoire
occupé, du temps de transfert des données voire du nombre d’opérations effectué puisque que
seuls les éléments non nuls de la matrice nécessitent d’étre stockés [Meu99]. A titre d’exemple,
nous pouvons citer les bibliotheques scientifiques BLAS [Duf02] et CSPARSE [Dav06] offrant

des implémentations efficaces en langage C et C++.

Pour ’ensemble des domaines, deux types d’approches matricielles peuvent étre mis en
ceuvre : les approches directes et les approches itératives. Les approches directes fournissent,
en l'absence d’erreurs d’arrondi, la solution exacte en un nombre fini d’opérations, de 'ordre
de 73 ol r est le rang de la matrice A. Au contraire, les approches itératives construisent &
partir d’un vecteur initial une suite de vecteurs qui converge vers le vecteur solution. La solution
exacte n’est pas atteinte mais le colt calculatoire des approches itératives a chaque itération est
de l'ordre de 72 : une telle approche est ainsi compétitive si elle converge en un nombre d’ité-
rations indépendant de r ou croissant de maniere sous-linéaire avec r. Les approches directes
faisant appel a une décomposition de la matrice A, elles peuvent étre efficaces lors de la mise en
ceuvre de l'algorithme itératif de reconstruction d’hypersurfaces. En effet, le systeme matriciel
(1.27) est résolu a chaque itération avec la méme matrice A : une unique décomposition est donc
nécessaire. Cependant, les approches itératives s’averent plus rapides pour un faible nombre

d’itérations k.., dans le cas de données de grande taille.

Pour des domaines unidimensionnels et hyperrectangulaires, qui sont la généralisation de
domaines rectangulaires en dimension supérieure, des approches « rapides » se révelent tres effi-
caces pour des contraintes de type frontiere ou point discret unique. Similairement aux méthodes
directes, elles fournissent la solution exacte en un nombre fini d’opérations mais leur cott calcu-
latoire est plus faible, de 'ordre de rlogr. Ces approches nous intéressent plus particuliérement

dans cette these.

Enfin, pour des domaines difféomorphes & un hyperrectangle, une étape efficace préalable a
la résolution du systeme (1.27) est I'introduction d’un changement de support transformant le
domaine initial en hyperrectangle. L’application d’approches directes et itératives sur le domaine

transformé permet de réduire le temps de calcul par rapport a leur application sur le domaine
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initial. Les approches rapides ne sont pas utilisables, excepté pour des domaines de la forme
d’une hypersphere, qui est la généralisation d’un disque en dimension quelconque, dans le cas

de contraintes de type frontiere ou point discret unique.

Approches directes. Ces approches sont fondées sur les propriétés des matrices trian-
gulaires [Duf86]. Si le systeme (1.27) est triangulaire, i.e. si A est une matrice triangulaire
inversible, les composantes du vecteur f se déterminent séquentiellement en partant respective-
ment de la premiére composante (méthode de descente) lorsque A est triangulaire inférieure ou
de la derniere composante (méthode de remontée) lorsque A est triangulaire supérieure, avec un
nombre d’opérations de 'ordre de r. Cette technique de résolution s’étend aux matrices A de

rang complet qui sont de la forme

A ] (1.29)

lorsque m > n et de la forme

[ A 0 } (1.30)

lorsque m < n, ou A est une matrice triangulaire inversible de taille r x r et 0 désigne la ma-
trice nulle complémentaire. De telles matrices sont appelées matrices pseudo-triangulaires dans
ce mémoire. Les approches directes consistent donc en deux étapes. L’étape de factorisation
transforme tout d’abord le systeme (1.27) en un systéme équivalent, c’est-a-dire ayant la méme
solution, en décomposant la matrice A en produit de matrices unitaires et de matrices triangu-
laires ou pseudo-triangulaires. Cette étape requiert 7> opérations. Etant donné que les inverses
des matrices unitaires sont leurs transposées, I’étape de résolution résout ensuite ce systeme via

la résolution successive de plusieurs systemes triangulaires.

Approches itératives. Ces approches peuvent étre classées en deux catégories : les mé-

thodes stationnaires et les méthodes non-stationnaires [You71] [Saa02].

Les méthodes stationnaires correspondent en général a des méthodes de relaxation. La suite

de vecteurs est obtenue par une relation de récurrence de la forme

fio =B, +¢, (1.31)

ou B est une matrice appelée matrice d’itération et ¢ est un vecteur lié a A et b. La ma-
trice B et le vecteur ¢ ne dépendent pas de l'indice d’itération. L’itéré suivant est calculé par

la résolution d’un systeme linéaire de faible cotlit, mettant en jeu une matrice triangulaire ou
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pseudo-triangulaire.

Les méthodes non-stationnaires sont principalement des méthodes de direction de descente (aussi
appelées méthodes de projection). La suite de vecteurs est obtenue par une relation de récurrence

de la forme

il-i—l :il—i_sldla (132)

ou le scalaire s; et le vecteur d; désignent respectivement le pas de descente et la direction de
descente a l’itération [. La vitesse de convergence dépend du choix du pas et de la direction
de descente a chaque itération. La convergence des méthodes a direction de descente peut étre
accélerée par un préconditionnement du systéme (1.27). Ce dernier est remplacé par un systéme
équivalent plus rapide a résoudre. En pratique, les deux termes de 1’égalité (1.27) sont multipliés
a gauche et /ou a droite par une matrice appélée préconditionneur présentant des propriétés par-
ticulieres. Le choix du préconditionneur est un probleme délicat n’ayant pas de solution générale.

Le lecteur pourra consulter [Bru95] pour plus de détails.

Les criteres d’arrét d’une approche itérative sont similaires a ceux décrits au paragraphe 1.2.3.1
pour 'algorithme de reconstruction. En notant r; le résidu a l'itération [ défini par Af ;T b, le

r,_,—T . . s N
==—|| sont strictement inférieures & une

processus est arrété lorsque les quantités [|r;|| ou ‘

constante positive € a fixer empiriquement. Afin de garantir ’arrét systématique de ’algorithme,

une alternative consiste a imposer un nombre maximal d’itérations.

Dans la plupart des cas, les méthodes non-stationnaires convergent plus rapidement et sont
numériquement plus stables. Des algorithmes stationnaires sont parfois mis en ceuvre pour un

faible nombre d’itérations afin de préconditionner les algorithmes non-stationnaires.

Approches rapides. Ces approches sont fondées sur les propriétés de réversibilité, de pé-
riodicité et d’estimation rapide de la transformée de Fourier discrete [Hoc65] [Pol02] [Pin03].
Lorsqu’elles sont applicables, la résolution du systéme matriciel (1.27) s’opere dans le domaine
fréquentiel suite a un agrandissement des signaux et nécessite uniquement le calcul de deux
transformées de Fourier discrétes (une transformée directe et une transformée inverse), le cout

calculatoire d’une transformée étant de ’ordre de r log r opérations.

L’agrandissement des signaux consiste a appliquer un miroir discret périodique a I’ensemble
ou a une partie des composantes des vecteurs f et b. Les restrictions sur une période des signaux
obtenus apres application du miroir, respectivement notés f et b, sont alors liées par une convo-

lution circulaire :
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b=f®¢", (1.33)

ot ® désigne Popérateur de convolution circulaire et ott ¢* est un filtre représentant ’opérateur

Laplacien discret. Dans le domaine fréquentiel, I’équation (1.33) devient

TFD(b) = TFD(f) © TFD(¢), (1.34)

ou ® et TFD désignent respectivement le produit terme & terme (de vecteurs ou de matrices) et

la transformée de Fourier discréte. La restriction f est ainsi déterminée par la relation

f=TFD '[TFD(b) ® 2], (1.35)

ot TFD~! désigne la transformée de Fourier discréte inverse. Le filtre @2 correspond & l'inverse
de l'opérateur Laplacien dans le domaine fréquentiel. Ces approches rapides sont présentées en
détail pour un domaine unidimensionnel dans I'annexe C. Une bibliotheque tres performante

pour le calcul de transformées de Fourier discretes est la bibliotheque FFTW [Fri9sg].

Approches par changement de support. Deux domaines sont dit difféomorphes s’il
existe une application bijective différentiable appelée difféomorphisme transformant 'un en
l'autre. Les domaines difféomorphes & un hyperrectangle de dimension N sont appelés dans
ce mémoire pseudo-rectangles de dimension N. Par exemple en dimension 2, le disque et 1’en-

semble des quadrangles non croisés sont des pseudo-rectangles (voir figure 1.7).

Les problemes aux limites (respectivement « intérieurs ») décrits précédement sur un domaine
pseudo-rectangulaire peuvent étre transformés par un difféomorphisme en d’autres probléemes
aux limites (respectivement « intérieurs ») sur un domaine hyperrectangulaire [Bel71] [Zho98].
L’équation de Poisson est transformée en une équation aux dérivées partielles différente : 'opé-
rateur Laplacien qui ne prend en compte que les dérivées secondes avec des coefficients unitaires
est remplacé par un opérateur différentiel a coefficients variables mettant en jeu les dérivées
premieres et secondes. Le probleme sur un domaine hyperrectangulaire fait donc intervenir un
plus grand nombre de termes mais le cout calculatoire de sa résolution est néanmoins réduit en
raison de la structure de la matrice A associée qui est une matrice par bloc. Dans le cas d’un
domaine hypersphérique, le systéme peut étre résolu par une approche rapide dans le domaine
fréquentiel. Décrite par [Swa73] dans le cas d’un disque, cette méthode mettant en jeu des trans-
formées de Fourier se généralise en dimension quelconque. Dans les autres cas, le recours aux

approches directes ou itératives est indispensable.

Dans la suite, nous déclinons les approches directes, itératives et rapides aux contraintes de
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Figure 1.7 — Ezemples de domaines pseudo-rectangulaires en dimension 2.

type frontiére et points discrets.
1.2.4.1.1 Frontiére

Dans le cas de contraintes de type frontiére, la matrice A du systéeme (1.27) traduit appli-
cation de l'opérateur Laplacien sur les points d’échantillonnage a l'intérieur du domaine €. Il
s’agit d’une matrice inversible de taille n x n, ou n correspond au nombre de points situés a
I'intérieur du domaine, a savoir M, — M, . Le vecteur f contient les n inconnues tandis que le

vecteur b contient le terme de droite de 1’équation (1.17) ainsi que les valeurs de ¢ f sur 0.

Le systeme (1.27) admet une unique solution, qui se note

f=A"p, (1.36)

ol A~! désigne I'inverse de la matrice A.

Approches directes. Lorsque A est inversible, une méthode de factorisation classique est

la factorisation LU. La matrice A se décompose sous la forme d’un produit de matrices

A=pPTLUPT, (1.37)

ou T' désigne 'opérateur de transposition, P; et P> sont des matrices unitaires dites de permu-
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tations, L est une matrice triangulaire inférieure inversible et U est une matrice triangulaire
supérieure inversible. La méthode d’élimination de Gauss conduit, par exemple, a cette fac-
torisation par des opérations élémentaires sur les lignes de A déterminées a l'aide d’éléments
particuliers de A appelés pivots. Une stratégie appropriée de choix des pivots garantit la stabi-
lité numérique de la méthode. L’étape de résolution du systeme consiste a multiplier b par P;
avant de résoudre successivement deux systemes triangulaires : le systeme L f’ = P1b est traité
par une méthode de descente tandis que le systeme U f = f’ est résolu par une méthode de

remontée. La solution f s’obtient finalement en multipliant f par Ps.

Pour des matrices particulieres, d’autres types de factorisation moins cotiteuses existent. Lorsque
la matrice A est une matrice symétrique, elle peut se décomposer sous la forme d’un produit de

matrices

A=LDLT, (1.38)

ol L est une matrice triangulaire inférieure inversible et D est une matrice diagonale inversible
(factorisation de Crout). Dans le cas ou la matrice est définie positive, la matrice D est égale a la
matrice identité et la matrice L est unique en considérant ses éléments diagonaux strictements

positifs (factorisation de Cholesky).

Approches itératives. Les méthodes de relaxation sont fondées sur une décomposition

de la matrice A sous la forme

A=E—F, (1.39)

ou F est une matrice « facilement » inversible. Nous pouvons citer, par exemple, les méthodes
de Jacobi et de Gauss-Siedel ou E est respectivement choisie de sorte a étre diagonale inver-
sible et tridiagonale inférieure inversible. Ces méthodes se généralisent par l'introduction d’un
parametre de relaxation non nul noté w. Elles sont alors appelées respectivement méthode de
sur-relaxation de Jacobi (JOR) et méthode de sur-relaxation successive (SOR). Pour des valeurs
judicieuses de w, ces méthodes sont plus efficaces que les méthodes non-relaxées. En pratique,
la valeur optimale de w appartient & ]0,2[ mais n’est pas évidente & déterminer (tdtonnement,
dichotomie, etc.). Des conditions de convergence sur w voire des expressions exactes de sa valeur
optimale existent néanmoins pour des matrices A particulieres. Les méthodes de Jacobi et JOR
sont facilement parallélisables, chaque composante de L 1 bouvant étre calculée indépendam-
ment des autres alors que ce calcul ne peut se faire que séquentiellement dans les méthodes de
Gauss-Siedel et SOR. Cependant, le stockage de f ; West pas nécessaire dans ces dernieres, d’ou

un gain d’espace mémoire.
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De nombreuses méthodes de direction de descente sont décrites dans la littérature. Les plus
efficaces consistent a construire les vecteurs d; afin qu’ils forment une base orthonormée de R"
et a exprimer le vecteur solution dans cette base. A chaque itération, le vecteur d;,, est une
combinaison linéaire de d; et de la direction de plus forte descente, qui correspond a ’opposé du
résidu Af . b. La détermination du pas et de la direction de descente dépend de la structure
de la matrice A. Lorsque A est symétrique définie positive, la méthode la plus efficiente est
lalgorithme du gradient conjugué [Hes52] [Ash90] [Erh00]. Les directions vérifient diTAdj =0
si i # j. L’algorithme converge en r itérations au maximum. Dans les exemples de ce manuscrit,
nous privilégions cet algorithme dans les cas ou il est applicable. Lorsque A est symétrique mais
indéfinie, les méthodes de Lanczos, du résidu minimal (MINRES), LQ symétrique (SYMMLQ)
ou des résidus conjugés peuvent étre mises en ceuvre. Lorsque A est non symétrique, son pré-
conditionnement par sa matrice transposée conduit & une matrice symétrique définie positive
permettant 'application de la méthode du gradient conjugué. Une variante est la méthode du
résidu minimal généralisé (GMRES). Enfin, d’autres algorithmes adaptés sont ’algorithme du
gradient bi-conjugé et ses variantes CGS et QMR [Fre91].

Approches rapides. Pour des contraintes de type frontiére, un miroir périodique impair
est appliqué aux vecteurs f et b. Pour le miroir considéré, la transformée de Fourier du signal f

(respectivement b) est équivalente a la transformée en sinus de type I du signal f (respectivement

b), ce qui permet de diminuer encore le temps de calcul (voir annexe C).

1.2.4.1.2 Points discrets

Dans le cas de contraintes de type points discrets, les ¢ points fixés peuvent étre pris en
compte par deux approches différentes. La méthode présentée par Lomask [LomO06b] conduit a
une solution pour laquelle les valeurs des contraintes sont parfaitement respectées. En effet, les
échantillons connus du terme de mise a jour sont exclus du systéme matriciel (1.27) et seuls les
échantillons inconnus sont calculés. Cependant, la méthode présente deux inconvients majeurs.
Premierement, les termes de mise a jour de dimension 1 ne sont pas obtenus par une optimisation
globale : la solution du systéeme matriciel est calculée indépendamment sur chaque ensemble de
points délimité soit par une limite du domaine ) et I’abscisse d’une contrainte, soit par deux
contraintes d’abscisses consécutives. Deuxiemement, la méthode ne permet pas une résolution
du systeme par une approche rapide lorsqu’un unique point est imposé. La méthode alternative
que nous proposons dans ce paragraphe consiste en une optimisation globale sur I’ensemble des
points d’échantillonnage de 2. Les échantillons connus sont intégrés au systeme matriciel et ré-
estimés. Par conséquent, leurs valeurs finales bien que tres proches de leurs valeurs initiales ne

sont pas rigoureusement égales.

Considérons le vecteur f contenant les M, valeurs de d f sur la grille d’échantillonnage dont

M, —q sont inconnues, le vecteur b’ contenant le terme de droite de 1'’équation (1.17) et la matrice
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A’ traduisant I’application de I'opérateur Laplacien sur ’ensemble des points d’échantillonnage
du domaine Q. La matrice A’ est une matrice carrée singuliere de taille n x n, avec n = M. Dans
la méthode de Lomask, la matrice A du systeéme (1.27) est égale a la matrice A’ privée de ses ¢
lignes correspondant aux contraintes. Il s’agit d’une matrice rectangulaire de taille m x n avec
m = n— q et de rang complet (i.e. r = m). Le vecteur b est égal au vecteur b’ également privé de
ses ¢ composantes correspondant aux contraintes. Le systeme (1.27) est ainsi un systéme sous-
déterminé qui admet une infinité de solutions. La matrice A étant de rang complet, la solution de

norme minimale, appelée pseudo-solution du systéme (1.27) est solution de I'équation normale

ATAf = ATb. (1.40)

Son expression est donnée par I’équation (1.28) ou la matrice A* est la pseudo-inverse de Moore-

Penrose pour un systeme sous-déterminé [Ben03] :

A = AT (AAT) (1.41)

L’ensemble des solutions s’écrit alors

[=A+ (I, - A"A)f, (1.42)

ou I, est la matrice identité de taille n et i’ un vecteur arbitraire de taille n.

Dans la méthode alternative que nous proposons, la matrice A est une matrice rectangulaire

de taille m x n avec m = n + ¢ et de rang complet (i.e. r = n). Elle est de la forme

Al
D

A= , (1.43)

ol D est une matrice de taille ¢ X n. Pour chacune des lignes de D, toutes les composantes sont

nulles exceptée celle correspondant a la contrainte fixée par la ligne. Le vecteur b est de la forme

] : (1.44)

SIS

|
I
1

ou d est un vecteur de taille g contenant les valeurs des contraintes. Le systeme (1.27) est alors
un systeme sur-déterminé quelle que soit la valeur de g, bien que le probleme puisse étre sous-

déterminé dans le domaine continu. Le vecteur f recherché est donc le vecteur qui minimise

- 99 -



Chapitre 1 - Reconstruction d’hypersurfaces sous contraintes

HA [ QHQ. La matrice A étant de rang complet, ce vecteur, appelé pseudo-solution du systéme
(1.27), est unique. Il est solution de I’équation normale (1.40). Son expression est donnée par
Péquation (1.28) ou la matrice A* est la pseudo-inverse de Moore-Penrose pour un systéme
sur-déterminé [Ben03] :

1

A* = (ATA) AT (1.45)

Une technique naive de résolution de ’équation (1.40) revient a calculer explicitement la matrice
inversible AAT ou AT A puis & appliquer les méthodes de résolution présentées au paragraphe
1.2.4.1.1. Cependant, pour des raisons de complexité calculatoire, il est plus pertinent de s’ap-
puyer sur le caractere creux de A. Les approches présentées dans la suite permettent donc de
déterminer une pseudo-solution sans calculer explicitement A*. Elles concernent le cas d’un sys-
teme sur-déterminé. Les méthodes sont analogues dans le cas d’un systeme sous-déterminé en

permutant les roles de A et AT

Approches directes. Une méthode de factorisation classique est la décomposition de A

en valeurs singulieres. La matrice A peut se factoriser sous la forme

A=Vv,DV,T, (1.46)

ol V, et V, sont des matrices unitaires respectivement de taille m X m et n X n, et D une
matrice m x n dont les coefficients diagonaux positifs ou nuls sont les valeurs singulieres de A.

La décomposition en valeurs singulieres de A* s’obtient immédiatement & partir de celle de A :

A* =V,D*V, T, (1.47)

ou D* désigne la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice D. Elle s’obtient a partir de
D en inversant ses éléments diagonaux non nuls, en gardant tous ses éléments nuls, et en trans-
posant le résultat. Par conséquent, les n premieres lignes du produit DVQT J sont égales aux n
premieres lignes du produit VITQ : le vecteur f s’obtient par résolution d’un systéme diagonal.
Il est & noter que des travaux récents traitent de la décomposition en valeurs singulieres de ma-
trices creuses. Cependant, le gain espéré par ces approches en complexité calculatoire se heurte

en pratique a des difficultés de mise en ceuvre.

Une méthode alternative est la décomposition QR de A. La matrice peut se factoriser sous

la forme
A=QR, (1.48)
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ou () est une matrice unitaire orthogonale de taille mxm et R est une matrice pseudo-triangulaire

de taille m x n qui s’écrit

A
Bl o

ol A est une matrice triangulaire supérieure de taille n x n et 0 est la matrice nulle complémen-
taire. L’inverse d’une matrice orthogonale étant égale a sa transposée, la réécriture de I’équation

(1.40) sous la forme

RTRf = A"b, (1.50)

conduit alors a la résolution de deux systemes pseudo-triangulaires. Plusieurs méthodes de déter-
mination de la factorisation QR ont été développées, telles que celle de Householder, de Givens

ou encore de Schmidt.

Approches iteratives. Les approches itératives sont fondées sur le fait que la matrice
AT A est symétrique définie positive [Fle76]. Les méthodes décrites au paragraphe 1.2.4.1.1 sont
donc applicables et des modifications adaptées [Pai75] [Bjo79] évitent le calcul explicite du
produit AT A. Similairement au cas de contraintes de type frontiere, la méthode la plus efficace

est celle du gradient conjugué, que nous privilégions dans les exemples de ce mémoire.
Approches rapides. Pour une contrainte de type point discret unique, le systeme matri-
ciel (1.27) peut étre résolu par une approche rapide lorsqu’il est sur-déterminé. La matrice A et

le vecteur b sont alors respectivement de la forme (1.43) et (1.44), D est une matrice de taille

1 X n qui s’écrit
D=0 010 - 0] (1.51)

et 'unique composante de d contient la valeur de la contrainte fixée. En imposant la valeur

moyenne de Jf au lieu de la contrainte de valeur, la matrice D devient :
D=[1 - 1] (1.52)

tandis que la composante de d est remplacée par la valeur n < § f >. Bien que ce changement de

contraintes modifie le systeme numérique a résoudre, il permet une résolution dans le domaine
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fréquentiel. A cette fin, un miroir périodique pair est appliqué aux vecteurs f et V. Deux miroirs
différents existent, dépendant du choix de I’échantillon supplémentaire effectué pour le calcul des
dérivées secondes sur les points d’échantillonnage appartenant & la frontiere du domaine (voir
figure 1.6). Selon le miroir considéré, la transformée de Fourier du signal z (respectivement E)
est équivalente a la transformée en cosinus de type I ou II du signal f (respectivement v, ce

qui permet de diminuer sensiblement le temps de calcul (voir annexe C).

1.2.4.2 Contraintes de bornes

Dans le cas de contraintes de bornes, plusieurs optimisations numériques de méthodes itéra-
tives a direction de descente projetée ont été élaborées pour accélérer la convergence et diminuer
les ressources mémoires nécessaires [Ber82] [Con88]. Un algorithme & convergence rapide et & mé-
moire limitée est 'algorithme L-BFGS-B, adaptation de ’algorithme BFGS aux contraintes de
type bornes [Byr95] [Xia08]. La direction et le pas de descente conduisant au calcul du « pseudo-
itéré » sont déterminés par I’algorithme BFGS en approximant 'inverse du hessien discret de
d sur la grille d’échantillonnage par une matrice symétrique définie positive. Dans ce mémoire,
nous nous appuyons sur l'algorithme initialement développé en Fortran puis traduit en langage
C par Zhu et al. [Zhu97].

2
Remarque : le calcul des termes %Z;Z de la dérivée fonctionnelle de J (1.9) revient a dériver

les composantes d’une fonction vectorielle par rapport & une fonction ; en pratique, ’estimation
numérique de ces termes est complexe; similairement aux travaux de Lomask [LomO6¢c|, nous

négligeons ces termes dans la suite.

1.2.5 Prise en compte d’un terme de pondération

Dans le cas de contraintes de valeurs, un terme de pondération sur le résidu peut étre
introduit selon la confiance que nous accordons a certaines valeurs de ce résidu. Ainsi, dans
les régions ou le champ de normales est supposé fiable, la pondération du résidu associé est
choisie proche de 1. Au contraire, dans les régions ou le champ est bruité, mal estimé voire
incorrect, la pondération est choisie proche de 0. L’influence du champ de normales dans ces
régions est par conséquent affaiblie dans la méthode d’optimisation globale mise en ceuvre pour
reconstruire une hypersurface. L’équation de définition du résidu (1.14) est alors remplacée par

I’équation
Vxe, 1, (X) = w(x) [ka (X) — p(x, fk(x))] , (1.53)

ol w est une fonction dont la classe de régularité sur €2 est au moins égale a 1.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au cas d’une pondération binaire dans le cadre

d’une reconstruction numérique d’une hypersurface : le signal discret w correspondant a w
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contient alors uniquement des échantillons nuls ou égaux a 1. Le terme de pondération intervient
exclusivement dans la résolution de ’équation de Poisson. En supposant que le poids n’influe
par sur l'opérateur Laplacien (voir [Lom06al, pages 16 a 18), le vecteur b du systéme (1.27) est

multiplié terme a terme par le vecteur w :

Af =wob. (1.54)

Ce nouveau systeme peut alors étre résolu par les approches présentées au paragraphe 1.2.4.

1.2.6 Exemples dans un espace bidimensionnel

L’approche de reconstruction d’hypersurfaces sous contraintes par minimisation d’une équa-
tion aux dérivées partielles est évaluée sur des images synthétiques bidimensionnelles de taille
10241024 pixels construites a partir d’un modele mathématique. De maniere évidente, les hy-
persurfaces des images traitées sont leurs lignes d’isovaleurs. Afin de tester la robustesse de
I’approche par rapport a de rapides variations du pendage, le modele mathématique est choisi
de telle sorte que les lignes d’isovaleurs ne soient ni monotones, ni paralleles entre elles. Dans
lexemple présenté ci-dessous (voir figure 1.8), l'intensité I de 'image suit un modele sinusoidal

a fréquences variables dans les deux directions de I'image :

1
1+ (xz, —0,5)

I(x,,z,) = 127sin < 5 (27 fox, + 2masin (27 (fo, 2, + foxQ))]> : (1.55)

ou fs, a, fz, et fz, sont des constantes réelles respectivement égales a 17, i, 4 et 5.

Dans ce paragraphe, nous prenons en compte des contraintes de valeurs (point unique, 3
points et frontiere) et de bornes. L’équation de Poisson est résolue par une approche rapide dans
le cas de contraintes de type point discret unique ' ou frontiere et par une approche itérative du
gradient conjugué (300 itérations) en considérant un systéme matriciel sur-déterminé dans le cas
de contraintes de type points discrets multiples. Dans le cas de contraintes de bornes, les bornes
sont construites de sorte a imposer le passage de ’hypersurface par un point donné, choisi ici
égal au point considéré comme contrainte de type point discret unique. Le champ de normales
considéré est exact, c’est-a-dire calculé analytiquement a partir du modele mathématique de

I'image, ou estimé par une méthode fondée sur une analyse en composantes principales du

1. Il est & noter que le systéme matriciel est alors modifié (voir paragraphe 1.2.4.1.2) par rapport & une approche
directe ou itérative mais la différence entre les hypersurfaces reconstruites est insignifiante.
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champ de gradients (voir annexe A). Le champ exact (non normalisé) est défini par :

n,(z,,x,) % 27 fs + 2masin (27 (f}clav1 + fxzxz))]
471*2afng
W COS (27'(' (fxl xl + fo $2))
n,(z,,x,) = m [27rfs + 4772af:v2 Cos (27r (fw1371 + fx2x2))]
1 ’

tandis que la méthode d’estimation est paramétrée par deux écarts-types o4 et o,cp : le premier
concerne le support d’estimation du champ de gradient et le second concerne le support de calcul
de l'analyse en composantes principales. Afin d’éprouver la robustesse au bruit de I'algorithme,
I'image initiale est contaminée par un bruit blanc gaussien centré engendrant un rapport signal

sur bruit? (RSB) égal & 5 puis est définie sur 256 niveaux.

Une hypersurface reconstruite est comparée au modele mathématique associé via 'erreur de

norme L? et lerreur maximale, respectivement définies par

MQ
B, - Mi S £ (2(0)) = Frnoa (2(m))]? (1.56)
2 n=1
et Emaw - nerﬁ?}\)d(ﬂ]]‘f(x(n))_med(x(n))7 (157>

ou M,, désigne le nombre de points d’échantillonnage du domaine de reconstruction, f I’hypersur-
face reconstruite et fi,0q 'hypersurface théorique. Le modele mathématique d’une hypersurface
est déterminée a ’aide d’une méthode du point fixe, aucune expression analytique n’étant dis-
ponible en raison de la complexité du modele de I'image. En présence de bruit, une hypersurface
reconstruite est considérée comme étant égale a la moyenne des hypersurfaces estimées sur 1000
images. Dans ’exemple ci-dessous, le domaine de reconstruction est centré au milieu de I'image
afin de s’affranchir des effets de bords lors de I'estimation du champ de normales. Il est discrétisé
sur 924 points respectant I’échantillonnage naturel de la donnée. Pour I’ensemble des reconstruc-
tions, l'algorithme est initialisé avec une fonction correspondant a la moyenne des valeurs des
contraintes considérées et le nombre d’itérations maximal est fixé a 300. Les dérivées sur la fron-
tiere du domaine sont estimées en choisissant 1’échantillon du point d’application ou son opposé

comme échantillon supplémentaire .

Dans un premier temps, un unique point est pris en compte comme contrainte. L’hypersur-

face obtenue & partir du champ de normales exact est tres proche du modele, les erreurs de

2. Dans ce mémoire, le rapport signal sur bruit est défini comme le quotient de ’écart-type du signal et de
I’écart-type du bruit.
3. Le choix de I’échantillon précédent ou suivant conduit a des résultats similaires.
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Figure 1.8 — Reconstruction d’une hypersurface unidimensionnelle sous contraintes (en rouge) a
partir d’un champ de normales estimé. (a) Image bruitée (RSB = 5). Le rectangle bleu encadre la
zone présentée sur les autres images; (b) Modéle ; (¢) Point unique ; (d) 3 points; (e) Frontiére;
(f) Bornes.
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norme L? et maximale étant respectivement égales & 7,68.107° et 1,1.1072 pixel. L’approche
est ainsi tres précise malgré son caractere non linéaire. Le champ de normales est ensuite es-
timé. La figure 1.9 représente lerreur de norme L? en fonction des parametres d’estimation o,
et o4 en présence ou pas de bruit. Elle met en évidence la convergence de I’algorithme pour
des parametres dont les valeurs sont comprises entre 0,5 et 7. La méthode est par conséquent
peu sensible aux parametres d’estimation du champ de normales. Néanmoins, ’erreur est plus
importante pour certains couples de valeurs situés dans des zones perturbées. Dans la suite,
les valeurs des couples de parameétres sont choisies éloignées des zones perturbées de sorte a
éviter un lissage trop fort et a s’affranchir des erreurs de reconstructions locales. Le champ de
normales est par conséquent estimé avec les parametres oy = 04¢ = 1 sans bruit additif et
0g = Oacp = 2 avec un RSB de 5. Les erreurs de norme L? et maximales mesurées pour les
hypersurfaces reconstruites sont supérieures en présence de bruit mais restent néanmoins mar-
ginales (respectivement de I'ordre de 1072 et 1,5 pixels, voir la premiere ligne du tableau 1.1),
illustrant ainsi la précision de la méthode méme lorsque le champ de normales est peu fiable. La
différence entre les hypersurfaces reconstruites et le modele est représentée sur la figure 1.10. Il
est a noter que les différences les plus importantes sont relevées dans les zones ou le pendage
est le plus élevé et qu’elles sont plus marquées en présence de bruit. Ce phénomene peut s’expli-
quer en considérant que ’erreur intrinseque d’estimation du champ de normales est amplifié lors

du calcul du pendage par I'application de la fonction tangente qui est croissante et non linéaire.

Figure 1.9 — Erreur de norme L? selon les paramétres d’estimation du champ de normales. (a)
Cas non bruité; (b) Cas bruité (RSB = 5).

Dans un deuxieme temps, d’autres contraintes sont prises en compte : 3 points, des frontieres
et des bornes. Le champ de normales est estimé avec les mémes parametres que précédemment.
Les erreurs de norme L? et maximale sont consignées dans le tableau 1.1. Elles sont pour l’en-
semble des contraintes respectivement inférieures a 2,53.1072 et 1,45 pixels, confirmant ainsi

la précision et la robustesse au bruit de la méthode. Dans le cas ou trois points sont imposés,
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15 frec,mod_ fmod |
rec — Jmod
rec,noise Jmod

1 ® C(Contrainte .

) f\ 7

. A
05 \/ |
_1 .
- 100 200 300 400 500 600 700 800 900
n

Figure 1.10 — Différence entre les hypersurfaces reconstruites et le modéle frod. frec,mod - champ
de normales exact; frec : RSB = 0o, champ de normales estimé (04 = 0aqep = 1); frecmoise *
RSB = 5, champ de normales estimé (04 = 04cp = 2).

Contraintes RSB = oo RSB =5
E, E. .. E, L
Point unique 2.1073 0,15 1,64.1072 1,15
3 points 1,19.1072 0,412 1,77.1072 1,33
Frontiere 3,4.1073 0,166 2,53.1072 1,45
Bornes 3,64.1073 0,195 2,12.1072 1,26

Tableau 1.1 — Erreur de norme L? et mazimale selon le type de contraintes en présence ou pas
de bruit.

les valeurs finales des contraintes different trés 1égerement (de 'ordre de 10~° pixel) des valeurs
initiales en raison de la sur-détermination du systéme matriciel résolu & chaque itération (cf. pa-
ragraphe 1.2.4.1.2). L’hypersurface obtenue pour des contraintes de bornes est quasiment égale a

celle obtenue pour la contrainte de type point unique étant donné que le méme point est imposé.
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1.3 Prise en compte de discontinuités dans un espace bidimen-

sionnel

Dans ce paragraphe, nous considérons une courbe d’un espace vectoriel bidimensionnel définie
sur un segment {2 compris entre deux abscisses x, et x, et présentant une discontinuité a
Pabscisse z4 € |z ,,x,[. Elle peut étre représentée par une fonction explicite f caractérisée par

un saut d’amplitude

Co= lim f(z)— lim f(x). (1.58)

T—=TaT T—=Ta

La classe de régularité de f sur Q — {z,} est au moins égale a 2.

Afin de reconstruire cette courbe en suivant les procédés présentés au paragraphe 1.2.3, nous
proposons [Zinlla] [Zinl1b] de décomposer (voir figure 1.11) la fonction f en la somme d’une

fonction fdont la classe de régularité sur §2 est au moins égale a 2 et d’une fonction discontinue

~

f:

VaeeQ, flx)=f(x)+ f(x). (1.59)

La fonction fvériﬁe une équation aux dérivées partielles liant la courbe a la tangente du pendage

telle que

~ ~ ~

Ve, Vfx) :p(x,f(x)+f(:r)), (1.60)

tandis que la fonction fest définie par la somme de deux fonctions de Heaviside :

~

VeeQ, flx)=-BCch,(xq—1z)+ (1—p8)Ceh,(x—x4), (1.61)

ou 3 est un réel choisi entre 0 et 1 et h, désigne la fonction de Heaviside discontinue en 0 et

définie par

0 si <0

h,(z) = { : , (1.62)

1 si >0

Le parametre (3 assure la superposition (voir figure 1.12) de f et de fsoit a gauche de la dis-

continuité (8 = 0), soit & droite (5 = 1), ou tout autre positionnement intermédiaire (8 €]0,1]).
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29

Figure 1.11 — Décomposition de f en la somme f—l— f

La reconstruction de ’hypersurface s’obtient alors par la minimisation sous contraintes de 1’er-
reur quadratique moyenne sur €2 entre le gradient de la fonction fet la tangente du pendage le

long de f. La fonction fvériﬁe le probleme d’optimisation suivant :

f = arg min J[g] sous la contrainte f € I, (1.63)
9€€2(Q)

ou la fonctionnelle E]\ est définie par :
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f pour 8 €]0,1]

>
x, Ta Ty x, Za Ty
Figure 1.12 — Influence de la valeur de B8 sur la fonction f
J: €2(Q) — R (1.64)

g — /Qva(ﬂf)—p<x,g(x)+f(x))H2dx'

Les contraintes de valeurs prises en compte dans la suite de ce paragraphe ont été introduites

au paragraphe 1.2.3.

Remarque : I'approche présentée dans ce paragraphe se généralise a une courbe continue par
morceaux comportant un nombre fini d de discontinuités d’amplitudes C,, aux abscisses z,, ; la
fonction représentant cette courbe peut se décomposer en la somme d’une fonction continue et

d’une fonction discontinue qui s’écrit sous la forme

d
Vae fl@)= [-BiCchy(@a — )+ (1= B;)Cohy(x - xa))], (1.65)

i=1

ou les (; sont des réels non indépendants.

1.3.1 Domaine continu

L’algorithme d’estimation de f comporte les mémes phases que ’algorithme décrit au para-

graphe 1.2.3.1 avec des adaptations dues & 'hypothese de discontinuité (voir figure 1.13).

e Phase initiale :

La fonction d’initialisation f; peut étre choisie quelconque ou de telle sorte que f, appartienne a
I’ensemble des contraintes (1.5) ou (1.6). En pratique, la fonction d’initialisation est souvent une
fonction constante, notée E Dans le cas de contraintes de type frontiere, 5 peut étre comprise

entre f(z,) et f(z,) et controlée par [ :
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Phase initiale

Calcul du résidu

rk:v.ﬁc_p(mﬁ—i_ﬂ

Calcul du terme de mise a jour

A(8fy) = — div(ry)

avec contraintes sur €2,

Mise a jour

frrr = fu+ 8k

<rrét 7
Non

Phase finale

f= Foman + f

Figure 1.13 — Reconstruction itérative sous contraintes de valeurs en présence d’une discontinuité
(domaine continu,).
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VaeeQ, fz)=8=f(x,)+B(flxy)— flz,)). (1.66)

Pour des contraintes de type points discrets, 5 peut étre égale a la valeur moyenne des valeurs
de I'ensemble des points imposés. Si tous les points sont inférieurs (respectivement supérieurs)

a T,, le parametre (8 est généralement pris égal a 0 (respectivement a 1).
e Calcul du résidu :

Le résidu est défini comme la différence entre le gradient de fk et la tangente du pendage :

~

VaeQ, r(z)=Viiz) - p(z, filz)+ f(2)). (1.67)

e Calcul du terme de mise a jour :

Le terme de mise a jour ¢ f; s’obtient par la minimisation linéaire sous contrainte d’une erreur

quadratique moyenne sur §2 mettant en jeu 'opposé du résidu. Il vérifie :

5f, = arg min/ [Vg(x) + rk(x)H2d$
geex(0) Jo (1.68)

sous la contrainte (5J?k € 0l

L’ensemble 61), est un sous-ensemble de €2 (Q) qui dépend des ensembles des contraintes (1.5)
ou (1.6) ainsi que de la fonction d’initialisation. Dans le cas ou f, appartient a ’ensemble des
contraintes (1.5) ou (1.6), il impose & chaque itération une mise & jour nulle sur le domaine €2,.
Dans le cas contraire, il permet d’imposer la valeur de fsur 2, en un nombre fini d’itérations

a définir. Lorsque cette valeur est fixée en une itération, I’ensemble 01} s’écrit :

6, = {9 |VaeQ, g@)=f@) -l -f)}

(1.69)
et 6l = {geC(Q) |VzeQ,, gx)=0} VYk>O0.
Toute solution 5]7k du probleme (1.15) vérifie ’équation de Poisson
A(8fr) = — div(rp). (1.70)
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Cette équation est associée a des conditions sur 2,. Lorsque la valeur de f sur 2, est fixée en

une itération, ces conditions s’expriment par :

VeeQ, 6f@) = f@) @) - f@)

(1.71)
et Ofu(z) = 0 VEk>O0.
e Mise a jour :
La fonction ﬁﬂ est obtenue en sommant .]?k et (5]71C :
Ve fnl@) = ful@) + 0fu(a). (1.72)

e Criteres d’arrét :

Les criteres d’arrét possibles sont identiques a ceux présentés au paragraphe 1.2.3.1. Dans ce

mémoire, nous imposons un nombre d’itérations k., maximal.
e Phase finale :

La fonction f est finalement obtenue en sommant fet f

~

Vo e [(2)= fin.(@) + f(@). (1.73)

Le probleme aux limites (1.70)-(1.71) avec ©Q, = 0 est un probleme inverse « bien posé ».
Le probleme « intérieur » (1.70)-(1.71) avec ©, = Q, est un probleme inverse « mal posé ». Il
admet une infinité de solutions si un unique point est imposé, une unique solution si deux points

sont imposés, et une solution au sens des moindres carrées si plus de deux points sont imposés.

1.3.2 Domaine discret

La résolution numérique du probleme (1.63) nécessite d’échantillonner le segment €2 sur M,

points et de considérer une discontinuité « discrete » d’amplitude

Ca= f(z(na+1)) — f(z(na)), (1.74)
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ol z(ny) désigne le point d’échantillonnage juste inférieur a I’abscisse z, (voir figure 1.14). Les
termes de mise a jour 5f(x(na)) et 5f(ac(na + 1)) ayant a priori une valeur différente, la valeur
de J?sur le domaine €2, ne peut généralement pas étre fixée en un nombre fini d’itérations. L’al-
gorithme précédent est par conséquent modifié (voir figure 1.15) par I'introduction de conditions
incrémentales associées a 1’équation de Poisson. Ces conditions dépendent d’'une amplitude Cj
initialisée en fonction de Cy et ﬁ) puis mise a jour a chaque itération. Elles impliquent également

une mise a jour de la fonction discontinue f.

2 9
el ——
S

I I >
A T(na) o Tp

Figure 1.14 — Saut discret et saut continu.

e Phase d’initialisation :

La fonction f; dans le domaine discret est initialisée par la version échantillonnée de la fonction

dans le domaine continu. Le saut et la fonction discontinue vérifient :

Cy = Ca—[fy(z(na+1)) = fo(2(na))] (1.75)

Vnell,M), f(z(n) = —BC,h,(x(ne+1-n)) (1.76)
+(1 = B)Cohy (z(n — na)).

e Calcul du résidu :

~

Vnell,M,)], ri(z(n))=Vi(zn) —p(z®n), fi(zn) + fi(z(n))). (1.77)
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Phase initiale

Calcul du résidu

ry Zka—P(',ﬁ+ﬁ)

Calcul du terme de mise a jour

A(6fp) = — div(ry)

avec contraintes sur €2 I

Mise a jour

fror = fu+6fx
Crt1
Jrs1

<rrét 7
Non

Phase finale

f = fk’rnu,:L' + fk'maw

Figure 1.15 — Reconstruction itérative sous contraintes de valeurs en présence d’une discontinuité
(domaine discret).
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e Calcul du terme de mise a jour :

L’équation de Poisson (1.70) est associée a des conditions incrémentales :

VneQ, of(xm) = flem) - f(z(n) -], (2(0n) (1.78)

et 5ﬁ(z(n)) = fi-1(z(n)) — fk(x(n)) vV k> 0. (1.79)

Démonstration. Pour les points correspondant a des contraintes, la valeur de la fonction continue
féu Pitération k > 1 est égale par définition a la différence entre la valeur de la contrainte et la

valeur de la fonction discontinue ]? a l'itération précédente :
VneQ, fi(z(n)=7F(zmn) - fioi(z(n) Yk>1. (1.80)

Remplacer ﬁ+1 (x(n)) et ﬂ(w(n)) par cette définition dans I’équation du terme de mise a jour
(1.81) conduit bien a I’équation (1.79). O

e Mise a jour :

Vonel[l,M), firi(z(n) = fu(z(n)) +dfi(z(n)) (1.81)
Crr1 = Cy— [ﬁg+1 (z(na +1)) — Frt (z(na))] (1.82)

fkﬂ (az(n)) = —pCk+1h, (az(na +1-— n)) (1.83)
+(1 — B)Cry1hy, (:L'(n — na))

La convergence vers 0 de la différence Ci_1 — C}, qui entraine celle de 0 f; sur 2,, assure a

I’algorithme les mémes propriétés que dans le domaine continu.

e Phase finale :

Vne[LM,], f(#0) = frme (2(0) + frpa (2(n). (1.84)
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1.3.3 Exemples

L’approche de reconstruction prenant en compte des discontinuités est évaluée sur des images
synthétiques semblables a celles présentées au paragraphe 1.2.6 et construites a partir d’un
modele modifié comportant une discontinuité d’amplitude non entiere Cy = 28,3 a l’abscisse
ne = 600 (voir figure 1.16). Le champ de normales est estimé avec les mémes parametres que
dans I’exemple sans discontinuité. Le domaine de reconstruction est composé de M, = 924 points
d’échantillonnage. Pour des contraintes de type point(s) discret(s), la fonction ]?est initialisée par
une fonction correspondant & la moyenne des valeurs des contraintes. Pour des contraintes de type
frontiere, elle est initialisée par la fonction constante définie par 1’équation (1.66) avec 8 = 1\7;[7(;
L’équation de Poisson est résolue par une approche rapide tandis que le nombre d’itérations
maximal ke est fixé & 300. Les erreurs de norme L? et maximale sont consignées dans le
tableau 1.2. Elles sont pour I’ensemble des contraintes respectivement inférieures a 0,1 et 1,6
pixels, prouvant ainsi la précision et la robustesse au bruit de la méthode. Elles sont 1égérement

supérieures aux erreurs observées en 'absence de discontinuité, notamment en raison de la faible

fiabilité de I’estimation du champ de normales autour de la discontinuité.

(a) | (b)

Figure 1.16 — Reconstruction d’une hypersurface unidimensionnelle discontinue (Cq = 28,3 et
ne = 600) sous des contraintes de type frontiere (en rouge). (a) Modéle; (b) RSB = 5, champ
de normales estimé (0g = Ogep = 2).

Dans le cas de contraintes de type frontiere, la figure 1.17 montre 1’évolution selon le nombre
d’itérations de la moyenne de la fonction f estimée sur 1000 images pour un RSB de 5. La
convergence de I'approche est assurée par la convergence de la différence Cy_1 — C, vers 0 (voir
figure 1.18). Ces contraintes sont mises en application sur des images sismiques dans le troisieme

chapitre.
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850 T T
— kmam =0 :
800 B kmam — 10 : h
750 — kmaz = 30 : 1
kimaz = 300 1
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790 ® (Contrainte —9
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Figure 1.17 — Hypersurface reconstruite selon le nombre d’itérations.

0.2

0.15}
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Figure 1.18 — Différence Cy_1 — C), selon le nombre d’itération k.
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1.4 - Conclusion

Contraintes RSB = oo RSB =5
E, E. .. K, L.
Point unique 3,51.1073 0,238 1,93.1072 1,42
3 points 2,31.1072 0,622 4,94.1072 1,58
Frontiere 4,82.1073 0,22 2,46.1072 1,48

Tableau 1.2 — Erreur de norme L? et mazimale selon le type de contraintes en présence ou pas
de bruit.

1.4 Conclusion

L’approche globale de reconstruction d’hypersurfaces d’un espace de dimension finie pré-
sentée dans ce chapitre est fondée sur la minimisation d’une équation aux dérivées partielles
reliant 'hypersurface au champ de normales associé. Elle permet de reconstruire des hypersur-
faces continues en dimension quelconque ou présentant une discontinuité en dimension 2 qui sont
exprimées sous une forme explicite dans le repere de définition des normales. Deux catégories de
contraintes peuvent étre introduites : les contraintes de valeurs qui s’appuient sur la connaissance
de I'hypersurface en un nombre fini de points ou sur la frontiere de son domaine de définition
et les contraintes de bornes lorsque I'hypersurface est bornée et que ses bornes sont connues.
Les résultats obtenus sur des images synthétiques bidimensionnelles sont satisfaisants aussi bien
dans le cas d’'un champ de normales analytique ou estimé par des techniques classiques. Les
hypersurfaces reconstruites sont fideles aux modeles théoriques méme en présence d’un bruit

important.

- 49 -






Chapitre 2

Reconstruction par changement

d’espace conjoint

Sommaire

2.1 Introduction . .. ... .. . i e e e e 52
2.2 Hypersurfaces implicites . . . . . . .. ... L 00000l 52
2.2.1 Equation de définition d’une hypersurface . . . . . . .. ... ... ... 52
2.2.2  Transformation du pendage . . . . . . . ... ..o 54
2.2.3 Reconstruction numérique . . . . . . ... Lo 56

2.3 Changements d’espace usuels . . ... ... ... ... 000 56
2.3.1 Translation . . . . . . ... 57
2.3.2 Rotation. . . . . . .. . e 57
2.3.2.1 Bidimensionnelle . . . . . . .. ..o 57

2.3.2.2  Tridimensionnelle . . . . . .. .. ... oL 58

2.3.3 Passage en coordonnées N-sphériques . . . . .. ... ... ... .... 59
2.3.3.1 Bidimensionnelles . . . . ... .. ... 0oL 59

2.3.3.2 Tridimensionnelles . . . . . . . .. ... 60

2.3.4 Passage en coordonnées spiraliques . . . . . . .. ... oL 60

2.4 Applications dans un espace bidimensionnel . .. ... ... ... .. 62
2.4.1 Images synthétiques . . . . . . . .. ... ..o L. 62
2.4.2 Dactyloscopie . . . . . ... 67
2.4.3 Météorologie . . . . ... 72
2.4.3.1 Tourbillons océaniques . . . . . . ... .. ... L. 72

24.32 Cyclones . . ... ... 74

2.4.4  Astrophysique . . . .. .. 7

2.5 Applications dans un espace tridimensionnel . . . . . . ... ... .. 79
2.6 Conclusion . ... ... i e e e e e e e e e 81

- 51 -



Chapitre 2 - Reconstruction par changement d’espace conjoint

2.1 Introduction

La reconstruction d’hypersurfaces d’un champ de normales trouve de nombreuses applica-
tions dans des espaces de dimension 2 et 3. Outre ’analyse stratigraphique des images sismiques
(horizons) qui fait ’objet du troisieme chapitre, elle contribue a ’analyse des empreintes digitales
(lignes dermiques), des images météorologiques (lieux de turbulences) ou astrophysiques (bras
de galaxies). Dans de nombreux cas, les hypersurfaces considérées sont exprimées sous une forme
implicite, c¢’est-a-dire qu’elles ne peuvent pas étre représentées par une fonction explicite telle
que définie au premier chapitre. La méthode de reconstruction standard par minimisation d’une
équation aux dérivées partielles mettant en jeu le pendage n’est par conséquent pas directement

applicable.

Nous proposons dans ce chapitre une approche de reconstruction d’une hypersurface impli-
cite dont le point clé est le changement d’espace du pendage [Zinl12]. En supposant ’existence
d’un repere dans lequel I’hypersurface est exprimable sous une forme explicite, la reconstruction
est obtenue par minimisation d’une EDP faisant intervenir le pendage dans le nouveau repere.
L’approche nécessite de connaitre les équations de changement d’espace entre le repere dans

lequel est connu un champ de normales et le repere dans lequel I’hypersurface est explicite.

Ce chapitre est organisé en quatre parties. La premiere partie décrit la méthode de recons-
truction par transformation du pendage tandis que la deuxieme partie présente des changements
d’espace qui sont mis en ceuvre dans les applications en dimension 2 et 3 exposées dans les deux

dernieres parties.

2.2 Hypersurfaces implicites

Dans cette partie, nous nous intéressons a la reconstruction d’hypersurfaces implicites d’un
espace vectoriel Ey de dimension finie N sur R muni d’un repere orthonormé R, défini par une
base orthonormée B, = (&, , ..., &, ) et un centre O. Une hypersurface implicite (voir figure 2.1)
est représentée par une fonction implicite f, définie sur un domaine Q, de RY par f,(x, ~) =0,
ou x désigne la variable (z,,...,x,_,).

2.2.1 Equation de définition d’une hypersurface

Supposons l'existence d’un repere orthonormé R, de En dans lequel I'hypersurface est re-
présentée par une fonction explicite f, dont la classe de régularité sur un domaine compact {2,
de RV~! est considérée au moins égale a 2. Notons By, = (¥, ..., ) la base et O, le centre du

repere R,,.

Chaque point de E est alors défini dans les reperes R, et R, respectivement par ses coor-

données X = (z,,...,zy) et Y = (y,,...,yy). Le passage du repere R, au repere R, s’exprime
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Figure 2.1 — Hypersurface d’un champ de normales bidimensionnel exprimée sous une forme
implicite dans le repére (O, %, &, ).

par un difféomorphisme F. Il s’agit d’une application (ou transformation) bijective différentiable
dont 'application bijective réciproque est également différentiable. L’application directe est in-

tégralement caractérisée par son Jacobien (ou matrice jacobienne) Jy en tout point X :

X))
= ] (2.1)
) ()

En tout point Y, I’application réciproque est également caractérisée par son Jacobien Jy-1 , qui

est égal a l'inverse du Jacobien Jg de 'application directe :

FEY) - (Y)
Jr-1(Y) = S = [J5(X)] . (2.2)
SA(Y) e GE(Y)

Dans le repere Ry, I'hypersurface vérifie I’équation aux dérivées partielles non linéaire intro-

duite au chapitre 1. Le gradient de la fonction f, est ainsi égal a la tangente du pendage le long
de fy :

VyeQy, Vi) =py fy), (2.3)

ol y désigne la variable (y,,...,yy_,). La classe de régularité de la fonction vectorielle py est
considérée au moins égale a 1. La reconstruction de 'hypersurface s’obtient alors par la minimi-

sation sous contraintes de l’erreur quadratique moyenne sur €2, entre le gradient de la fonction
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fy et la tangente du pendage. La fonction f, vérifie le probleme d’optimisation non linéaire

f, = arg min / IV9(y) — py(y: 9())| 2y (2.4)
geELC2(Qy) JQy

sous des contraintes de valeurs ou de bornes (voir paragraphe 1.2.3).

2.2.2 Transformation du pendage

Pour un point Y de Ey, le pendage exprimé dans le repere R, est un vecteur de dimension
N-1 dont la i-ieme composante correspond a l’angle orienté entre le i-ieme vecteur y; de B, et
I'hyperplan P, tangent a I’hypersurface (voir figure 2.2). Les composantes p,; de sa tangente

py sont reliées au champ de normales et au Jacobien de ’application F ~1 par la relation

Viel[l,N—-1],

T
gF
=

3
<
—~

Lq

L
=
S—

py,i(Y) == ) (2'5)

M=
J®
=
§
<
=

.
l‘
z

ou n; est la j-ieme composante du vecteur normal n.

Démonstration. Au point Y = (y, fy(y)), considérons un vecteur py; appartenant a l'inter-
section entre 'hyperplan tangent P, et le plan (y;, ¥, ) (voir figure 2.2). D’apres un résultat
classique de géométrie différentielle [Ber92], la transformation réciproque F~1(p,, ;) de ce vec-
teur appartient a ’hyperplan tangent P, et est par conséquent orthogonale au vecteur normal
n'! estimé au point F~1(Y). La valeur Dy,i est donc obtenue en annulant le produit scalaire entre

les vecteurs F~1(py ;) et n.

Pour un déplacement infinitésimal positif éy; le long du vecteur ¥, le vecteur py; et sa

transformation réciproque sont exprimés respectivement dans les reperes R, et R, par

Pyi = O0Yi¥i+0yiby,iUy (2.6)
N

et T (pyi) = Y ox;E;. (2.7)
j=1

Les composantes du vecteur 3’_1(py7i) sont approximées par un développement limité a ’ordre
1 de la fonction 51 :

1. Il est & noter que dans le cas ou ’application F ne conserve pas les angles, elle ne conserve pas non plus les
vecteurs normaux.
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—

Oy Yi

Figure 2.2 — Transformation du pendage par changement d’espace : intersection de [’hypersurface
implicite f, et du plan (€, %), et intersection de Uhypersurface explicite f, et du plan (¥;, Y )-

dzj ~ Fi N (Y +pys) —F; (V)

)

Bij 8$]’
8yi (Y) + 5y1py,z%(Y)7 (2.8)

Q

0yi

ou fFj_l désigne la j-ieme composante de F~1.
Annuler le produit scalaire entre F~!(p,, ;) et n conduit alors & 1’équation

- 55 -



Chapitre 2 - Reconstruction par changement d’espace conjoint

dont la solution est exprimée par ’équation (2.5). O

2.2.3 Reconstruction numérique

Le probleme (2.4) est résolu numériquement dans le repere transformé R, par la méthode
des éléments finis présentée au paragraphe 1.2.4. Le domaine €, est discrétisé par une grille
composée de M, points, en supposant un échantillonnage régulier dans chacune des N-1 di-
mensions du domaine. Lorsque les contraintes sont définies dans le repéere initial R, leurs N-1
premieres coordonnées dans le repere R, ne coincident pas forcément avec un point de la grille.
Etant donné que la méthode des éléments finis requiert des contraintes de valeurs appartenant
a la grille, un ajustement de ces coordonnées est nécessaire. Généralement, les coordonnées sont
remplacées par les coordonnées du point de la grille le plus proche. Dans certains cas, le dis-
crétisation du domaine (), s’adapte cependant aux contraintes. Pour une contrainte de type
point unique, les coordonnées de la contrainte sont considérées comme un point de la grille et
le domaine est défini sur un nombre de points d’échantillonnage donné de part et d’autre de la
contrainte dans chaque dimension. Pour des contraintes de type frontiere en dimension 2, le pas
d’échantillonnage est choisi de telle sorte que les deux points frontieres appartiennent a la grille.

Ces choix de discrétisation sont appliqués dans la suite de ce chapitre.

Similairement au cas sans changement d’espace, la détermination de la tangente du pendage a
chaque itération de I’algorithme se fait « a la volée », pour chaque point de la grille. Etant donné
que la transformation inverse de chaque valeur de I’hypersurface ne coincide pas avec 1’échan-
tillonnage naturel du champ de normales, une méthode d’interpolation au plus proche voisin,
N-linéaire ou par analyse en composantes principales est mise en ceuvre. Cette derniére étant
la plus robuste au bruit, elle est retenue pour les applications présentées dans les paragraphes

suivants.

2.3 Changements d’espace usuels

Cette partie introduit des transformations usuelles de changement d’espace mises en applica-
tion en dimension 2 et 3 dans les parties suivantes pour reconstruire des hypersurfaces implicites.
Les matrices jacobiennes des transformations réciproques, utiles a la transformation du pendage,

sont également présentées.

Lorsque plusieurs transformations sont appliquées successivement, la matrice jacobienne de la
transformation composée réciproque est égale au produit des matrices jacobiennes des différentes

transformations réciproques dans ’ordre d’application des transformations directes. Considérons
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une transformation F définie comme la composée de n transformations :

F=F,0F ,0---0F, (2.10)

ou o désigne l'opérateur de composition. La transformation réciproque est alors définie comme

la composée suivante :

Fl=gF lo...0oF toF L (2.11)

Sa matrice jacobienne est donc égale en tout point Y au produit
n—1
Jr-1(Y) = | [[J5,-1(Fs P00 F,7HY)) | J5 (Y. (2.12)
i=1

2.3.1 Translation

La translation correspond a un glissement du repere R, le long des N vecteurs de la base
B,. En notant (2%, .., x(j\)fy) les coordonnées du centre O, du repere translaté R, dans le repere

initial R, les coordonnées X et Y sont liées par les relations

Vie[1,N], wi=mz—alr (2.13)

Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la matrice identité de taille

N :
1 0 0
0 . e
Jy1(Y)=In=| . (2.14)
. c. t. 0
0 0 1

2.3.2 Rotation
2.3.2.1 Bidimensionnelle

Dans un espace vectoriel bidimensionnel, la rotation est définie par un angle # dans le plan

(£,,4,). Les coordonnées X et Y sont liées par les relations

Y, x, cosf —z, sind

(2.15)
Yy, = x, sinf +x, cosf
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Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la matrice :

cos@ sinf
Jy-1(Y) =
—sinf cos6

2.3.2.2 Tridimensionnelle

(2.16)

Dans un espace vectoriel tridimensionnel, la rotation peut étre définie par un axe et un angle.

L’axe de rotation noté 7 est un vecteur unitaire qui engendre et oriente la droite des vecteurs

invariants par cette rotation. L’angle de rotation noté 6 est ’angle de la rotation plane associée,

c’est-a-dire I’angle de la restriction de la rotation au plan II orthogonal & 'axe 7 (voir figure 2.3

dans le cas particulier ou ¥ = &,). En notant (r,,r,,r,) les composantes du vecteur 7 dans le

repere R,, les coordonnées X et Y sont liées par les relations

Y = [T12 +(1- 7"12)0].@1 + [717”2(1 —c) - r3s]a:2 + [7"1T2(1 —c)+ 7“23]%
y, = [rr,(1—c)+rysja, + [r2+ (1 —r2)ca, + [ryr,(1—¢) —r;s]as
Y, = [r1r3(1 —c)— rzs]:cl + [r2r3(1 —c)+ rls]a:2 + [7’3 +(1- r?)c] 3

Figure 2.3 — Rotation tridimensionnelle d’axe ¥ et d’angle 6.

Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la matrice :

1"12 +(1- 1"12)6 rr,(1—c)+r,s rry(l—c)—r,s
Jy1(Y) = | rry(1 —c) —rys 7“3 + (1 - 7“3)0 rory(l—c) + ;s

rrs(l—c)—rys ryry(l—c)+rs rf—l—(l—rf)c
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2.3.3 Passage en coordonnées N-sphériques

Dans un espace vectoriel de dimension IV, chaque point peut étre défini par ses N coordonnées
sphériques qui sont constituées d’une coordonnée radiale et de N-1 coordonnées angulaires.
La coordonnée radiale, souvent appelée rayon et notée p, traduit la distance euclidienne du
point au centre O, (égal au centre O, du repere initial). Plusieurs conventions concernant la
définition des coordonnées angulaires existent dans la littérature, selon le domaine d’application
(mathématiques, physique, astronomie, etc.). Dans la convention adoptée dans ce mémoire,
les coordonnées angulaires sont définies de telle sorte que la premiere d’entre-elles et les N-2
suivantes appartiennent respectivement aux intervalles | — 7, 7] et [0, 7]. Nous présentons ici en

détail les coordonnées sphériques bidimensionnelles et tridimensionnelles.

2.3.3.1 Bidimensionnelles

Dans un espace vectoriel bidimensionnel, les coordonnées sphériques sont appelées coordon-
nées polaires. L’unique coordonnée angulaire, généralement appelée angle polaire et notée 6,
exprime la mesure dans le sens trigonométrique de I’angle entre ’axe polaire &, et le vecteur

joignant O, au point. Les coordonnées X et Y sont liées par les relations

y, = 0 = arctan(x,,x,)

o= p = JEEED

(2.19)

. N . x
La fonction arctan(x,,z,) correspond a I’arc tangente du quotient -2 en prenant notamment en
1

compte le quadrant du repere R, dans lequel se trouve le point (z,,x,). Le résultat appartient

a lintervalle | — 7, 7.
arctan (%) si z>0
arctan (%) +7m si <0 et y=0
arctan(z,,x,) = { arctan (%) —7m si <0 et y<O - (2.20)
5 si =0 e y>0
-5 si =0 et y<O0

Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la matrice :

cosf —psind
J5-1(Y) = . (2.21)
sinf  pcosf
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2.3.3.2 Tridimensionnelles

Dans un espace vectoriel tridimensionnel, les coordonnées angulaires sont généralement no-
tées 6 et ¢. L’angle 0 exprime la mesure dans le sens trigonométrique de I’angle entre I'axe &, et
le projeté orthogonal du point dans le plan (&, ,&,) tandis que 'angle ¢ exprime ’angle orienté

entre l'axe @, et le vecteur joignant O, au point (voir figure 2.4). Les coordonnées X et Y sont

liées par les relations

y, = 0 = arctan(z,,z,)
— — T3
Yy, = ¢ = arccos (\/‘W) . (2.22)

Yy, = p = Jrit+ai4a?

-

8
A\ 4

~
Q
3!

Z, .
Figure 2.4 — Passage en coordonnées sphériques.

Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la matrice :

—psinfsing pcosfcos¢p cosbsing
Jy-1(Y) = | pcos@sing psinfcosé sinfsing (2.23)

0 —psin @ cos ¢

2.3.4 Passage en coordonnées spiraliques

Dans un espace vectoriel bidimensionnel, les coordonnées spiraliques sont une alternative
aux coordonnées polaires. Une spirale est une courbe plane qui s’éloigne de plus en plus d’un

point appelé centre autour duquel elle décrit des révolutions. Il existe différents types de spirales,
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Figure 2.5 — Passage en coordonnées spiraliques. Deux exemples de spirales arithmétiques po-
sitives passant par un point X de coordonnées spiraliques (0,,a,) et (0,,a,). Les coordonnées
(0,,p,) sont les coordonnées polaires de X. (a) Dans le repére initial Ry ; (b) Dans le repeére
polaire.

les plus courantes étant la spirale arithmétique (ou d’Archimede), la spirale logarithmique et la
spirale hyperbolique. Nous nous concentrons ici sur la spirale arithmétique (voir figure 2.5). Dans

le repere polaire, une spirale arithmétique est une droite linéaire d’équation

p(6) = ab), (2.24)

ol a est un réel et § décrit soit un intervalle compris dans 'intervalle [0, +00], la spirale étant
alors dite positive, soit un intervalle compris dans 'intervalle | — oo, 0], la spirale étant alors dite
négative. Pour une valeur donnée de a, les spirales positive et négative associées ont la méme

forme mais tournent dans le sens contraire.

Les coordonnées spiraliques définissent un point par une coordonnée angulaire et une co-
ordonnée radiale. Pour tout point, il existe une infinité de coordonnées spiraliques possibles se
différentiant par le choix de la coordonnée angulaire. Cette derniére, notée 6, exprime un angle
qui correspond a ’angle polaire auquel il peut étre ajouté un multiple de 2. La coordonnée
radiale, notée a, correspond au coefficient directeur de la droite linéaire passant par le point

dans le repere polaire. Les coordonnées X et Y sont alors liées par les relations
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y, = 9 = arctan(%y%) + 271'19 (2 25)
Yy, = a = \/m%@-’_ixg | |

ou lg est un entier relatif. Le Jacobien de la transformation réciproque en tout point Y est la

matrice :

a(cos — 0sinf) Ocosb
Js1(Y) = . (2.26)
a(sinf + @ cosf) 6Osinfb

2.4 Applications dans un espace bidimensionnel

2.4.1 Images synthétiques

L’approche de reconstruction d’hypersurfaces par changement d’espace du pendage est éva-
luée sur une image synthétique bidimensionnelle de taille 256 x256 pixels (voir figure 2.6) cons-
truite a partir d’'un modele mathématique d’intensité I représentant une spirale logarithmique

positive :

I(x,,z,) = 127sin (cll In (%:Cg) — arctan(xl,x2)> , (2.27)
ol ¢, et ¢, sont deux constantes réelles respectivement égales a 0,05 et 20. De maniere évidente,
les hypersurfaces de I'image traitée sont ses lignes d’isovaleurs. Elles sont représentables par une
fonction explicite dans plusieurs reperes tels le repere polaire, le repere spiralique arithmétique
ou logarithmique positif, en choisissant le centre de ces repéres égal au centre de I'image. Nous
nous intéressons ici aux reperes polaire et spiralique arithmétique positif pour différents choix du
parametre lg, 'intérét du repere spiralique logarithmique étant moindre vu que les hypersurfaces
y sont représentées par des fonctions constantes. Dans le repere polaire, le modele mathématique

de ’hypersurface passant par un point de coordonnées polaires (0P ,pF ) est

fy,mod,pol(e) = pP el (6-67) s (228)

ou e désigne la fonction exponentielle. Dans le repere spiralique, le modele mathématique de

I'hypersurface passant par un point de coordonnées spiraliques (67, a’) est

(9P
fy,mod,spi(e) = GPW el (6-67) . (2.29)
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Figure 2.6 — Reconstruction d’une hypersurface unidimensionnelle sous la contrainte d’un point
(représenté par un disque rouge). La croix rouge correspond au centre Oy. (a) Modéle; (b)
Intégration du champ de normales ; (c) Initialisation (repére polaire) ; (d) Reconstruction (repére
polaire) ; (e) Initialisation (repére spiralique, lg = 4); (f) Reconstruction (repére spiralique, lg
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Dans ce paragraphe, nous prenons en compte des contraintes de valeurs (point unique, 3
points et frontiere) et de bornes. Dans le cas de contraintes de valeurs, I’équation de Poisson
est résolue avec les mémes approches que celles présentées au paragraphe 1.2.6. Dans le cas de
contraintes de bornes, les bornes sont construites de sorte a imposer le passage de 'hypersurface
par un point donné, choisi ici égal au point considéré comme contrainte de type point discret
unique. Le champ de normales considéré est exact ou estimé par une méthode fondée sur une
analyse en composantes principales du champ de gradients (voir annexe A). Le champ exact

(non normalisé) est défini par :

T, +c, T

_ 1759 s
nl(xlvxz) - ¢ 22 412
1 1772

To,—C, T

_ 2" %94
nz(xlvxz) - ¢ 22 12
1 1 2

La robustesse au bruit de ’algorithme est également évaluée en contaminant I’'image initiale par

un bruit blanc gaussien centré engendrant un RSB de 5 puis en la définissant sur 256 niveaux.

Une hypersurface reconstruite est comparée au modele dans le repere transformé (diffé-
rence, erreurs de norme L? et maximale) et dans le repére initial (moyenne, valeur maximale
et écart-type de la distance euclidienne). Similairement & Iexemple du paragraphe 1.2.6, une
hypersurface reconstruite en présence de bruit est considérée comme étant égale a la moyenne
des hypersurfaces estimées sur 1000 images. Dans ’exemple présenté ci-dessous, le domaine de
reconstruction €2, est un segment de longueur 127 choisi de sorte a s’affranchir des effets de
bords liés & une estimation du champ de normales. Pour ’ensemble des reconstructions, chaque
segment de longueur 27 du domaine de reconstruction est discrétisé sur 1000 points 2, le nombre
total de points d’échantillonnage M, étant ainsi égal a 6000. Lorsquun unique point est imposé
comme contrainte, un point d’échantillonnage supplémentaire est ajouté de sorte que M, soit
impair : la contrainte coincide alors avec le milieu de la grille d’échantillonnage et le domaine
est discrétisé sur 3000 points de part et d’autre de la contrainte. L’algorithme de reconstruc-
tion est initialisé avec une fonction égale a la moyenne des coordonnées radiales des contraintes
considérées et le nombre d’itérations maximal est fixé a 300. Les dérivées sur la frontiere du
domaine sont estimées en choisissant 1’échantillon du point d’application ou son opposé comme

échantillon supplémentaire.

Dans un premier temps, un unique point est pris en compte comme contrainte. L’hyper-
surface obtenue a partir du champ de normales exact est extrémement proche du modele, la

moyenne, ’écart-type et la valeur maximale de la distance euclidienne étant respectivement

2. Le choix de la grille d’échantillonnage du domaine de reconstruction dépend généralement de la forme des
hypersurfaces et du bruit additif. Il est & noter que les résultats obtenus en échantillonnant chaque segment de
longueur 27 par un nombre de points compris entre 250 et 2000 sont également satisfaisants.
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4

oy 8 o Cacp

Figure 2.7 — Distance euclidienne moyenne selon les parametres d’estimation du champ de
normales (reconstruction dans le domaine polaire).

égales & 1,69.1077, 3.1077 et 1,55.107% pixel. Le champ de normales est ensuite estimé en
présence de bruit. La figure 2.7 représente la distance euclidienne moyenne en fonction des pa-
rametres d’estimation du champ de normales o, et 04¢p. Elle met en évidence une convergence
de Tl'algorithme pour des couples o4, < 4 et 04¢ > 3,5 mais également une zone de valeurs
dans laquelle 'hypersurface reconstruite est aberrante. Dans la suite, le champ de normales est
estimé avec le couple oy = 2 et 04, = 6 éloigné de la zone de divergence. Les reconstructions
sont d’abord étudiées dans les reperes transformés (voir figure 2.8). Dans le repére polaire tout
comme dans les reperes spiraliques pour une valeur de ly respectivement égale a 4, 10 et 100, les
erreurs de norme L? et maximales (voir tableau 2.1) sont marginales (respectivement inférieures
4 2.1073 et 0,2 pixel). Ces erreurs sont plus faibles dans les repéres spiraliques que polaires, et
d’autant plus insignifiantes que le parametre [y augmente. Ce phénomeéne s’explique par la forme
des hypersurfaces selon le repere : I'erreur est d’autant plus faible que la fonction représentant
Ihypersurface est proche d’une fonction constante (voir figure 2.9 : 'intervalle de variation de la
fonction est de I'ordre de 80 dans le repere polaire tandis qu’il tend vers 0 lorsque ly augmente

dans le repere spiralique).

Polaire Spiralique
lo =4 lg =10 lo = 100
E, 1,06.1073 1,17.1074 2,27.107° 1,77.1076
E, .. 0,2 3,49.1072 4,83.1073 3,38.107%

Tableau 2.1 — Erreur de norme L? et mazimale selon le repére transformé.
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Figure 2.8 — Différence entre les hypersurfaces reconstruites et le modeéle selon le repére trans-
formé. Le disque rouge correspond a la contrainte. (a) Repére polaire; (b) Repére spiralique

(Spi).
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Figure 2.9 — Modéle des hypersurfaces selon le repére transformé. Le disque rouge correspond a
la contrainte. (a) Repére polaire; (b) Repére spiralique (Spi).
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Figure 2.10 — Distance euclidienne selon le repére transformé polaire (Pol) ou spiralique (Spi)
et la reconstruction par intégration du champ de normales (Int).

Les reconstructions sont ensuite observées dans le repere initial. Pour les quatre choix de
repere transformé, les moyennes, les valeurs maximales et les écarts-types des distances eucli-
diennes sont marginales (de I'ordre de 10~2 pixels, voir les premieres lignes des tableaux 2.2 et
2.3), illustrant la précision et la robustesse au bruit de approche de reconstruction. Les quatre
hypersurfaces sont quasiment superposées (voir figure 2.10) : aucun repere ne peut ainsi étre
privilégié par rapport aux autres. Le caractere localement chaotique des courbes représentant
les distances peut s’expliquer par les erreurs occasionnées lors de I'estimation du pendage par
interpolation, étant donné que deux points tres proches dans ’espace transformé ne le sont pas
nécessairement dans ’espace initial. Remarquons enfin que la reconstruction par intégration du
champ de normales dérive trés rapidement en s’éloignant de la contrainte (voir également figure
2.6b).

Dans un deuxieme temps, d’autres contraintes sont prises en compte : 3 points, des frontieres
et des bornes. Les résultats présentés par les tableaux 2.2 et 2.3 confirment la précision et la

robustesse au bruit de 'approche.

2.4.2 Dactyloscopie

La dactyloscopie est ’étude des dessins digitaux formés par une empreinte ou une trace
digitale, résultat de 'apposition d’un doigt sur un capteur (optique, en silicium, thermique,
ultrasonique, etc.). Les dessins digitaux sont composés de lignes noires ou claires représentant
respectivement les crétes et les plis dermiques (voir figure 2.11). Les empreintes digitales se
distinguent non seulement par les lignes dermiques mais également par deux autres catégories

de caractéristiques [Mie08] : les points singuliers locaux, généralement nommés minuties, et les
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Contraintes Polaire Spiralique
lg =4 lg =10 lg = 100
Poi . 6,41.1072 7,19.1072 6,95.1072 7,3.1072
olnt unique
(0,2) (0,248) (0,217) (0,234)
. 9,42.1072 9,52.1072 9,33.1072 9,42.1072
3 points
(0,145) (0,148) (0,132) (0,140)
Frontiore 4,33.1072 4,52.1072 4,23.1072 4,3.1072
(9,52.1072) (0,11) (9,65.1072) (9,64.1072)
B 5,23.1072 5,22.1072 5,33.1072 5,19.1072
ornes 9 9 9 9
(9,12.1072) (9,03.1072) (9,12.1072) (9,22.1072)

Tableau 2.2 — Distance euclidienne moyenne (et mazximale entre parenthéses) selon le repére
transformé.

Contraintes Polaire Spiralique
lo =4 lg =10 lo = 100
Point unique 5,19.1072 6,45.1072 5,68.1072 6,43.1072
3 points 8,32.1072 8,29.1072 8,34.1072 8,36.1072
Frontiere 3,65.1072 3,65.1072 3,71.1072 3,48.1072
Bornes 4,4.1072 4,42.1072 4,49.1072 4,46.1072

Tableau 2.3 — Ecart-type de la distance euclidienne selon le repére transformé.

formes tridimensionnelles. Les minuties sont des points d’irrégularité se trouvant sur les lignes
dermiques. Les deux types les plus courants sont les terminaisons et les bifurcations de lignes.
Les formes tridimensionnelles regroupent les crétes, les plis, les crevasses, les ruptures, les cica-

trices, etc.

La reconstruction de lignes dermiques est une composante essentielle de la dactyloscopie.
Premierement, elle est a la base de nombreuses approches de détection et d’extraction des carac-
téristiques sus-citées d’une empreinte, en particulier des minuties [Mal09], tres utiles notamment
en médecine légale et pour la police scientifique. En effet, le caractére quasi-unique et perma-
nent d’une empreinte digitale en fait un outil biométrique tres utilisé pour l’identification des

individus. Deuxiémement, & partir uniquement de la connaissance de minuties et d’'un champ
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Figure 2.11 — Exemples d’empreintes digitales de taille 438x 408 pizels. Les rectangles bleus
encadrent les zones agrandies présentées respectivement par les figures 2.12 et 2.13, tandis que
le rectangle jaune encadre une zone de « faible » qualité. Source : [Ros07].

d’orientation [Ros07] ou en présence d’images de faible qualité avec des zones fortement bruitées
durant leur acquisition [Rah07], la reconstruction de lignes est une étape de la reconstruction
complete de 'empreinte et de ’étude de sa structure. Plusieurs méthodes automatiques de re-
construction de lignes ont été développées dans la littérature. La plupart nécessitent une conver-
sion de I'empreinte digitale en image binaire, en réduisant la largeur des lignes a un seul pixel
[Rat95] [Mal09]. Dans un objectif de reconnaissance de minuties, la perte d’information suite a la
binarisation entraine cependant des probabilités de fausse détection non négligeables. D’autres
approches travaillent directement sur les images originales en niveaux de gris. Les lignes sont
reconstruites par intégration d’un champ de normales [Mai97] [Ros07], par un filtrage de Gabor
[Gaol0] ou encore par une technique multirésolution avec un pré-traitement afin de rehausser

I'image [Fro08].

Les lignes dermiques étant les hypersurfaces d’un dessin digital, nous proposons de les re-
construire par I’approche globale de minimisation d’une EDP, suite a ’estimation du champ de
normales. Cette méthode est robuste au bruit, ne requiert pas de rehaussement ou de binari-
sation de l'image, et permet un contréle a priori du domaine de reconstrution. De nombreuses
lignes étant des hypersurfaces implicites dans le repere cartésien d’estimation des normales, la
connaissance d’'un repere dans lequel la ligne est exprimée sous forme explicite est nécessaire.
Dans la majorité des cas, le repere polaire est adapté. Son centre associé peut étre choisi comme

le centre de 'empreinte, détectable directement & partir du champ de normales [Kek09].

La figure 2.12, agrandissement de taille 256 x256 pixels d’une partie de la figure 2.11a, pré-
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sente quatre exemples de reconstruction de lignes a partir de points contraintes. Le champ de
normales est estimé avec les parametres oy = 2 et 0, = 6. Les lignes sont reconstruites dans un
repere polaire sur un domaine de longueur 27 centré sur le point contrainte. L’algorithme est ini-
tialisé par une fonction constante égale a la valeur de la coordonnée radiale du point contrainte.
L’équation de Poisson est résolue par une approche rapide. La convergence est atteinte au bout
de 30 itérations pour 1001 points d’échantillonnage. Les lignes reconstruites semblent se super-

poser de maniere satisfaisante aux lignes observables.

Figure 2.12 — Reconstruction de lignes dermiques sous la contrainte d’un point (représenté par
un disque rouge). La croiz rouge correspond au centre du repére polaire de reconstruction.
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Figure 2.13 — Reconstruction de lignes dermiques sous des contraintes de type frontiére (re-
présentées par des disques rouges). La croix rouge correspond au centre du repére polaire de
reconstruction. Le rectangle jaune encadre une zone de « faible » qualité. (a)-(b) Intégration du
champ d’orientation ; (c) Approche globale avec prise en compte d’un terme de pondération.

- 71 -



Chapitre 2 - Reconstruction par changement d’espace conjoint

Certains travaux s’intéressent aux relations de voisinage entre les minuties en cherchant a
déterminer la ligne dermique qui les relie [Miel0]. L’application de notre méthode sous des con-
traintes de type frontiére se présente comme une alternative a ces travaux. La reconstruction
se révele cependant difficile dans les zones de 'image ou la qualité de I'empreinte est faible.
Ces zones fortement bruitées proviennent généralement d’un mauvais contact entre la surface
du doigt d’un utilisateur et le capteur d’empreintes digitale ou d’un défaut de ce dernier. Elles

conduisent a un champ de normales localement perturbé et peu fiable.

Considérons I’exemple de 'empreinte présentée figure 2.11b, dont une partie de taille 256 x 256
pixels est aggrandie figure 2.13, et qui présente une zone de faible qualité délimitée par un
rectangle jaune. Le champ de normales est également estimé avec les parametres oy = 2 et 04¢p =
6. Les deux lignes indépendantes obtenues par intégration du champ d’orientation en partant
des deux points frontieres semblent suivre les lignes observables dans la zone non perturbée mais
dérivent tres rapidement dans la zone bruitée (voir figures 2.13a et 2.13b). La reconstruction
de la ligne complete est donc impossible par cette approche. Au contraire, la reconstruction
par notre approche globale sous des contraintes de type frontiere permet d’obtenir un résultat
satisfaisant, y compris dans la zone bruitée (voir figure 2.13c). L’algorithme est ici initialisé
par une fonction constante égale a la moyenne des valeurs des coordonnées radiales des points
frontieres. A chaque itération, un terme de pondération binaire est affecté au terme de droite
de I’équation de Poisson afin d’annuler les valeurs du résidu dans la zone de faible qualité (voir
paragraphe 1.2.5). L’équation de Poisson est résolue par une approche rapide et la convergence

dans un repere polaire est atteinte au bout de 30 itérations pour 500 points d’échantillonnage.

2.4.3 Meétéorologie

La météorologie est la science qui étudie les phénomenes atmosphériques, notamment en
vue d’établir des prévisions de ’évolution du temps ou de la qualité de 'air a court comme
a long terme. Les phénomenes étudiés concernent la formation et I’évolution des nuages, des
précipitations et du vent en fonction de parametres mesurés tels que la pression, la température
et 'humidité. Nous nous concentrons ici sur une branche particuliere de la météorologie qui
consiste en la détection du lieu et le suivi dans le temps et dans I’espace de tourbillons océaniques
et de cyclones. Les images traitées sont issues de deux types d’images satellites, a savoir les
images représentant la température a la surface de ’eau, appelées images SST (Sea Surface

Temperature), et les images aériennes de cyclones.

2.4.3.1 Tourbillons océaniques

Un tourbillon (ou gyre) océanique est une masse d’eau océanique formée d'un ensemble de
courants marins qui tournoie rapidement avec violence sous 'effet de la force de Coriolis. Les
objectifs de ’étude des tourbillons océaniques sont multiples : le suivi des évolutions des cou-

rants marins, la localisation des phénomenes de remontée d’eau (upwelling), analyse des fronts
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thermiques, etc.

Les tourbillons océaniques sont généralement détectés sur des images SST obtenues par ther-
mographie satellitaire. L’émission infrarouge des premiers millimetres de la mer est captée par
le radiometre de satellites météorologiques tels METEOSAT ou NOAA. Reliée a la température
par la loi du corps noir, elle permet 'estimation de la température de surface de la mer. Les
images SST (voir figure 2.14) sont des images couleurs codées en format RVB. Une couleur est
associée a une plage de température donnée, les températures les plus faibles étant par conven-

tion associées au bleu et les plus fortes au rouge.

Les tourbillons correspondant a une zone de fortes températures apparaissent sous la forme
d’une zone rouge sur les images SST. Dans I’état de 'art, la détection du lieu des tourbillons
comprend souvent une phase de recherche du centre puis une approximation du lieu par un
cercle ou une ellipse [Fer09]. Les méthodes sont fondées sur des analyses de textures [Tur(09],
une information d’orientation provenant d’un champ de vélocité [Soo05], des mesures de flot
optique [Ima08], des techniques liées aux réseaux de neurones [Hai08] ou encore des approches
multirésolutions liées aux ondelettes [Karl0]. Le suivi temporel des tourbillons est ensuite assuré

par application de ces méthodes sur des relevés de température effectués a des instants successifs.

_
Figure 2.14 — Exemple d’image SST de taille 43/x 342 pixels représentant un tourbillon océa-
nique. Source : [Karl10)].

Sans nous limiter a une ellipse, nous proposons de reconstruire le lieu exact du contour d’un
tourbillon qui correspond a une ligne d’isovaleur d’une image SST. Le champ de normales est
estimé a partir de l'information de luminance RVB de I'image. Sur I'image représentée figure
2.14, de taille 434 x342 pixels, le tourbillon océanique se décompose en deux parties : une partie
principale, de forme spiralique, est située dans la zone rouge au centre de 'image et une partie
secondaire, semblable a une ellipse, est observable dans la partie droite de I'image. Le champ de

normales est estimé avec les parametres oy = 2 et 04¢ = 6. En supposant connus les centres
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Figure 2.15 — Reconstruction par parties du lieuw du tourbillon océanique. La croix rouge corres-
pond au centre du repére de reconstruction. (a) Partie secondaire sous la contrainte d’un point
(représenté par un disque rouge) ; (b) Partie principale sous la contrainte de points correspondant
auzx extrémités de la partie secondaire (représentés par des disques bleus).

respectifs des deux parties, le contour du tourbillon est reconstruit en deux étapes successives.
La partie secondaire est tout d’abord reconstruite dans un repere polaire sous la contrainte
d’un point (voir figure 2.15a). Les deux points aux extrémités de la courbe reconstruite sont
alors considérés comme des contraintes pour la reconstruction dans un repere spiralique des
deux courbes correspondant & la partie principale (voir figure 2.15b). Pour les trois reconstruc-
tions, l'algorithme est initialisé par une fonction constante égale a la valeur de la coordonnée
radiale de la contrainte. L’équation de Poisson est résolue par une approche itérative du gradient
conjugué (300 itérations). La convergence est atteinte au bout de 30 itérations pour 1001 points

d’échantillonnage. La similarité entre les lieux observés et reconstruits est satisfaisante.

2.4.3.2 Cyclones

Un cyclone (ou systéme cyclonique) est une zone de quelques centaines de kilometres carrés
au sein de laquelle I'air atmosphérique est en rotation autour d’un centre de basse pression locale.
Selon le lieu ou il se forme, sa source d’énergie et sa structure interne, un cyclone est dit de type
tropical, extratropical, subtropical ou polaire. Le centre du cyclone, appelé coeur ou ceil, est une
zone de quelques dizaines de kilometres carrés dans laquelle la pression atmosphérique est tres
basse et la température plus élevée que dans le reste du cyclone. [’anneau nuageux qui encercle
le cceur, appelé bras du cyclone, est un tourbillon (ou vortex) matérialisé par Ienroulement
spiralique d’une ou de plusieurs bandes de nuages autour d’un centre de rotation situé dans le
ceeur. A lintérieur du tourbillon soufflent des vents puissants, dont la vitesse augmente de la
périphérie vers le centre, pouvant atteindre les trois cent kilometres par heure. La direction du
vent détermine ’orientation de I’anneau nuageux : la rotation d’un cyclone se fait dans le sens

direct dans I’hémisphere nord et dans le sens indirect dans I’hémisphere sud.
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Le cyclone compte parmi les phénomenes météorologiques les plus violents. Lors de son pas-
sage, il cause généralement en mer une forte houle couplée & une augmentation du niveau de I'’eau
de plusieurs metres et s’accompagne souvent de pluies fortes et abondantes. Certains cyclones
se révelant dévastateurs, leur prévision est au centre des préocupations des météorologistes. La
plupart des travaux cherchent a prédire le lieu et la trajectoire des cyclones afin d’évaluer leur in-
tensité. La méthode de référence de Dvorak [Dvo75] se base sur des photos satellites des spectres
visibles et infrarouges d’un cyclone. Plusieurs travaux sur les images des spectres visibles [Hos99]

[Liu06] [Ho09] et infrarouges [Pinl0] ont ensuite amélioré cette méthode.

Figure 2.16 — Fxemple d’image satellite de taille 348x 302 pixels représentant un cyclone. Le
rectangle bleu encadre la zone agrandie présentée par la figure 2.17. Source : NASA - Satellite

Aqua MODIS, 04,/09/2008.

Nous proposons ici de reconstruire le lieu d’un cyclone sur une image codée en format RVB
(voir figure 2.16), provenant de satellites tels que QuickSCAT ou Aqua MODIS. 11 s’agit de re-
construire une famille de lignes d’isovaleurs de 'image décrivant ’extension du bras du cyclone.
Chaque ligne est une hypersurface générée par la méthode de minimisation d’'une EDP a partir
d’un point dans un repére spiralique dont le centre est situé dans le coeur du cyclone (identifiable
par exemple par des approches automatiques [Zha05]). L’ensemble des points est disposé a inter-
valle régulier sur une demi-droite ayant pour origine le centre du repere spiralique. Afin d’éviter
que les hypersurfaces obtenues ne s’intersectent, la reconstruction est séquentielle et prend éga-
lement en compte des contraintes de bornes. Sur I'image de taille 348 x 302 pixels considérée
dans ce paragraphe, cinq hypersurfaces (voir figure 2.17¢) sont ainsi générées successivement sur
un domaine €2, de longueur 47 centré sur les points considérés. Les deux hypersurfaces extrémes

sont tout d’abord générées indépendamment sous la contrainte d’un point (voir figure 2.17b).
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Figure 2.17 — Reconstruction du lieu du cyclone par extension progressive du domaine sous la
contrainte de points (représentés par des disques rouges). La croiz rouge correspond au centre du
repére spiralique de reconstruction. Reconstruction des hypersurfaces extrémes (a) sur le domaine
initial ; (b) sur le domaine complet. (¢) Reconstruction de 5 hypersurfaces non intersectantes.

Elles contribuent ensuite a la construction de contraintes de bornes utiles a la reconstruction de
I’hypersurface centrale : les bornes de 'hypersurface centrale correspondent aux hypersurfaces
extrémes auxquelles est ajoutée une fonction de Dirac de sorte a imposer le passage de I’hy-
persurface par le point central. Les trois hypersurfaces reconstruites permettent enfin de définir

similairement les bornes des deux derniéres hypersurfaces.

Le champ de normales est estimé avec les parametres o, = 4 et 04 = 8 a partir de I'in-
formation de luminance RVB de I'image. Le repere spiralique de reconstruction est paramétré

par une valeur lyg = 100. L’algorithme de reconstruction des hypersurfaces extrémes est initialisé
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par une fonction constante sur 2001 points d’échantillonnage égale a la valeur de la coordonnée
radiale des points contraintes tandis que I’équation de Poisson & chaque itération est résolue
par une approche rapide. Malgré un nombre important d’itérations (300), les hypersurfaces ob-
tenues sont erronées : elles ne convergent pas vers le lieu du bras du cyclone et ne respectent
pas sa structure. Cette instabilité de la méthode de reconstruction par minimisation d’une EDP
s’explique par un champ de normales extrémement peu fiable et un choix d’initialisation de
l’algorithme trop éloigné de ’hypersurface attendue. L’estimation du champ de normales est en
effet perturbée par I’épaisseur extrémement variable du bras et par la présence d’un fort bruit,

lié a la superposition des couches nuageuses et a ’effet du vent.

Aussi, afin d’obtenir des reconstructions satisfaisantes des deux hypersurfaces extrémes, nous
présentons une approche ad hoc d’extension itérative du domaine de reconstruction. Une par-
tie des deux hypersurfaces est tout d’abord reconstruite sur un domaine initial €2, de longueur
inférieur a €2, et centré sur le point contrainte avec une initialisation obtenue par intégration
des vecteurs tangents déduits des vecteurs normaux (voir figure 2.17a). A chaque itération,
une partie des hypersurfaces est ensuite reconstruite sur un domaine §); obtenu par extension
du domaine considéré a l'itération précédente, en initialisant ’algorithme par les hypersurfaces
précédemment estimées prolongées sur le domaine 2; par une valeur constante. L’innovation
apportée aux hypersurfaces lors d’une itération donnée est ainsi marginale par rapport a la par-
tie stable provenant des hypersurfaces générées précédemment. Au final, les hypersurfaces sont
reconstruites sur le domaine complet a partir d’une initialisation proche de I’hypersurface exacte
(voir figure 2.17b).

Pour 'exemple présenté, les hypersurfaces extrémes sont obtenues sur le domaine €2, & partir
d’un domaine initial €, de longueur 7 (discrétisé sur 501 points) étendu 6 fois consécutivement,
I'innovation correspondant a une longueur 5 a chaque extension. Les reconstructions obtenues
semblent correctement localisées au sein du bras du cyclone. Trois autres hypersurfaces sont
ensuite reconstruites en initialisant I’algorithme par la fonction moyenne des deux bornes et en
fixant le nombre d’itérations maximal a 300. Elles correspondent également au lieu observable

du bras.

2.4.4 Astrophysique

L’astrophysique est une branche de l'astronomie qui concerne principalement la physique
et ’étude des propriétés des objets de l'univers, telles que leur forme, leur luminosité, leur
densité, leur température et leur composition chimique. La discipline qui nous intéresse dans
ce paragraphe est ’étude des galaxies. Les galaxies sont des assemblages d’étoiles, de gaz, de
poussieres et de matiere noire. Elles sont généralement classées selon des criteres morphologiques
(séquence de Hubble) en trois catégories : elliptiques, spiraliques et irrégulieres. Nous nous
intéressons aux galaxies spirales qui consistent en un disque aplati constitué de bras de structure

spiralique formés d’étoiles qui encerclent un bulbe galactique central.
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Figure 2.18 — Image de taille 640x 44/ pixels représentant la galaxie spirale M51. Source : NASA
- Téléscope spatial Hubble, janvier 2005.

Figure 2.19 — Reconstruction du lieu des bras de la galazie sous la contrainte de 8 points (re-
présentés par des disques rouges). La croiz rouge correspond au centre du repére polaire de
reconstruction.
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Plusieurs travaux récents [Au06] [Davl2] portent sur I’étude morphologique des galaxies
dans le but d’étudier leur évolution au cours du temps. A partir d’'une information de texture
et d’orientation d’une image satellite, ils présentent des approches automatiques décrivant la
forme de la structure des galaxies (centre et rayon) ainsi que la géométrie de leur bras. Nous
suggérons de caractériser le lieu d’un bras galactique a partir de la connaissance de la position
d’un certain nombre d’amas d’étoiles appartenant a ce bras. En considérant un bras comme une
« pseudo-isovaleur » d’une image satellite, le lieu est reconstruit par la méthode de minimisation
d’EDP sous des contraintes de type points discrets dans un repere polaire ou spiralique. Il est a
noter que la méthode requiert la connaissance de la séquence de la position des contraintes sur

le domaine de définition dans le repere transformé.

L’approche est testée sur une photographie satellite (format RVB, 640x444 pixels) de la
galaxie spirale M51 observée en janvier 2005 par le téléscope spatial Hubble (voir figure 2.18).
Sa structure est constituée de deux bras spiraliques principaux composés de plusieurs milliards
d’amas d’étoiles, respectivement représentés par des lignes marrons et des taches rouges et
blanches. Les lignes étant fortement perturbées par du bruit, le champ de normales est estimé
avec des parametres relativement élevés (o, = 4 et 040 = 10) a partir de I'information de lumi-
nance RVB de 'image. Huit amas d’étoiles ordonnés sont considérés par bras. La reconstruction
est obtenue dans un repere polaire sur un domaine dont la longueur est comprise entre 27 et 47
et délimité par le premier et le dernier amas de chaque séquence. L’algorithme est initialisé par
une fonction constante égale a la moyenne des valeurs des coordonnées radiales des contraintes
tandis que I’équation de Poisson définie par un systéme matriciel sur-déterminé est résolu par
Papproche itérative (300 itérations) du gradient conjugué. La convergence est atteinte au bout
de 100 itérations pour 1500 points d’échantillonnage. Les bras reconstruits (voir figure 2.19)

semblent confondus avec les bras observables.

2.5 Applications dans un espace tridimensionnel

L’approche de reconstruction d’hypersurfaces par changement d’espace du pendage est éga-
lement évaluée sur une image synthétique tridimensionnelle de taille 128 x128x 128 pixels (voir
figure 2.20) construite a partir d’'un modele mathématique d’intensité représentant un ellipsoide.
Les hypersurfaces de I'image sont ses surfaces d’isovaleurs. Chaque hypersurface est représentable
par une fonction explicite dans un repére sphérique dont la base est obtenue par une rotation
tridimensionnelle R d’axe 7 et d’angle ¢ de la base cartésienne initiale et dont le centre est
placé a l'intérieur de ’hypersurface considérée. L’approche permettant le controle du domaine
de reconstruction, une hypersurface peut étre reconstruite intégralement (il s’agit alors d’une

surface fermée) ou partiellement.

Dans I'exemple présenté sur la figure 2.20, une partie d’un ellipsoide est reconstruite sous la

contrainte d’un point sur un domaine €, correspondant au rectangle | —m, ] x [0, 7 — ¢,] ot ¢,
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Figure 2.20 — Reconstruction d’une partie d’une hypersurface tridimensionnelle sous la

contrainte d’un point (représenté par une sphére rouge). Les images bidimensionnelles sont des
coupes délimitées par un rectangle bleu dans les images tridimensionnelles. (a) S = (64,29,60),
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2.6 - Conclusion

appartient a l'intervalle ]0, 7[. En choissant le centre du repere sphérique O, égal au centre de
Iellipsoide, le lieu de la partie non reconstruite de sommet S dépend uniquement du choix de la

rotation R, dont I’axe et ’angle sont respectivement définis par

e

7= 40U (2.30)
fidl

et ¢ = arcsin(||7]), (2.31)

ou 4 est le vecteur joignant Oy a S et A désigne l'opérateur produit vectoriel.

L’image est contaminée par un bruit blanc gaussien centré engendrant un rapport signal sur
bruit de 5 et définie sur 256 niveaux avant l’estimation du champ de normales tridimensionnel
avec les parametres oy = 2 et 0,4¢ = 6. L’algorithme de reconstruction est initialisé par une
fonction constante égale a la valeur de la coordonnée radiale de la contrainte tandis que ’équation
de Poisson est résolue par une approche rapide. La convergence est atteinte au bout de 300
itérations pour une grille d’échantillonnage composée de 501 x 251 points. La figure 2.20 montre
les reconstructions obtenues pour deux couples (S, ¢,). Elles sont superposées avec le modele

théorique, les distances euclidiennes moyenne et maximale étant de Iordre de 1072 pixel.

2.6 Conclusion

L’approche présentée dans ce chapitre permet de reconstruire une hypersurface d’'un champ
de normales de dimension finie qui est exprimée sous une forme implicite. Elle est fondée sur un
changement d’espace du pendage : en supposant la connaisance d’un repere dans lequel ’hyper-
surface est exprimée sous une forme explicite, elle consiste & minimiser ’équation aux dérivées
partielles présentée au premier chapitre et qui met en jeu le pendage dans le nouveau repere.
La méthode requiert les équations du changement de repére entre le repére initial dans lequel
est défini le champ de normales et le nouveau repere. Elle prend en compte des contraintes de
valeurs et de bornes. Le domaine de reconstruction étant controlé, une hypersurface peut étre

reconstruite intégralement ou partiellement.

Les résultats obtenus sur des images synthétiques bidimensionnelles et tridimensionnelles
démontrent la robustesse au bruit de I'approche dans les cas ou le champ de normales est peu
fiable. La qualité des reconstructions semble ne pas dépendre du changement d’espace considéré.
En dimension 2, la méthode trouve des applications dans la caractérisation des lignes dermiques
d’empreintes digitales et la détermination des lieux de turbulences météorologiques et de bras

galactiques.
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3.1 Introduction

Une production pétroliere optimale s’appuie sur une connaissance et une interprétation tres
précise du contexte géologique des régions prospectées, qui atteignent quelques fois plusieurs cen-
taines de kilometres de long et de large. Généralement, les rares éléments géologiques disponibles,
tels que ceux parfois visibles en surface, sont insuffisants a une compréhension satisfaisante du
sous-sol. L’exploration géophysique permet de s’affranchir de cette carence naturelle d’informa-
tion : des grandeurs physiques sont mesurées en surface ou dans des puits, puis interprétées en
termes géologiques. La méthode d’acquisition la plus répandue, nommée sismique par réflexion
(cf. annexe D), conduit a la formation d’images bidimensionnelles ou tridimensionnelles repré-
sentant la succession et les limites des couches géologiques (voir figure 3.1). Les images sont

formées de la juxtaposition de signaux unidimensionnels, appelés traces sismiques, représentés

en colonnes.

Figure 3.1 — Image sismique tridimensionnelle et coupe bidimensionnelle associée.

L’analyse des images sismiques a différents objectifs : la confirmation de modeles géolo-
giques du sous-sol [Don01], I’étude d’une chronozone ou d’une séquence lithologique particuliere,
ou encore la caractérisation de réservoirs potentiels d’hydrocarbure [Hoyl1]. Il s’agit souvent
d’identifier des roches meres ot des matieres organiques décomposées se sont transformées en
hydrocarbures, d’analyser les migrations possibles de ces hydrocarbures et de localiser les sites
susceptibles de les avoir piégés. L’analyse des images sismiques est un processus complexe com-

portant plusieurs volets parmi lesquels figure 'analyse stratigraphique.

L’analyse stratigraphique consiste a identifier des séquences de dépots sédimentaires. Une
séquence de dépots, ou séquence sismique, est une succession de couches délimitées par des
structures surfaciques fortement marquées, nommeées horizons sismiques, qui apparaissent sous

la forme de lignes sombres ou claires (voir figure 3.2a). Affaire de géologues, 'identification ma-
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(a)

Figure 3.2 — (a) Exemple d’image sismique et (b) son analyse par un expert. Sur l’image (b),
chaque couleur représente une époque de dépot différente et les lignes noires correspondent a des
horizons sismiques.

nuelle (voir figure 3.2b) se révele une tache fastidieuse, notamment sur des données de grande
taille, et sujette a des erreurs d’interprétation. La conjoncture actuelle, marquée par I'augmen-
tation de la demande pétroliere avec I’appauvrissement des gisements existants et la nécessité
d’examiner des zones stratigraphiques plus grandes et plus complexes, conduit a une automa-
tisation des méthodes d’interprétation. Le partenariat entre le groupe Total et le laboratoire
IMS ¢s’inscrit dans le cadre de cette automatisation, les méthodes se formalisant en termes de
traitement d’images. Les procédés développés sont intégrés au logiciel d’interprétation sismique

Sismage™ concu par Total.

-85 -



Chapitre 3 - Application a I’analyse stratigraphique des images sismiques

La reconstruction automatique d’horizons sismiques, qui constitue ’objet de ce chapitre, est
une étape clé de I'analyse stratigraphique. A titre d’exemple, elle joue un réle primordial dans
I’approche GeoTime qui consiste en ’aplanissement d’une donnée sismique par changement d’es-
pace afin d’en favoriser la segmentation. Cette technique classique d’identification de séquences
de dépots, présentée en détail dans 'annexe E, a fait I'objet de plusieurs travaux au sein du
laboratoire [Don99] [Don01] [Tou08]. Deux types d’approches sont généralement mis en ceuvre
pour reconstruire un horizon sismique. Le premier est fondé sur I’« intégration » du champ de
normales & partir d’un point initial [Lav93] [Bli05] tandis que le deuxiéme consiste & minimiser
sous des contraintes de valeurs ou de bornes 'EDP présentée au paragraphe 1.2.3 qui met en
jeu le pendage en considérant I’horizon comme une hypersurface explicite d’un espace de dimen-
sion 2 ou 3 [Lom06b] [Lom06¢|. Cette derniere approche suppose un horizon dont la classe de
régularité est au moins égale a 2. L’aspect généralement régulier des horizons (voir figure 3.2)

légitime cette hypothese.

Ce chapitre comprend trois parties. La premiere partie propose des exemples de reconstruc-
tion d’horizons sismiques par la méthode de minimisation d’une EDP sous différentes contraintes.
La deuxieme partie présente une méthode innovante de reconstruction rapide et interactive par
parties d’un horizon respectant un ensemble de points, qui peut se substituer a la méthode de
reconstruction globale cotiteuse en temps de calcul. Fondée sur un pavage efficace du domaine
de reconstruction, elle comprend un changement de support considéré comme un cas particu-
lier du changement d’espace introduit au deuxieéme chapitre. La troisieme partie décrit notre
contribution & la reconstruction d’horizons unidimensionnels présentant une discontinuité quasi-
verticale d’amplitude et de lieu inconnus. Dans ’ensemble du chapitre, les horizons reconstruits
sont confrontés aux horizons observables sur les images sismiques bien que la comparaison puisse

souflrir de ’absence de vérité terrain.

3.2 Reconstruction d’horizons sismiques sous contraintes

Dans cette partie, nous présentons des reconstructions d’horizons sismiques unidimensionnels
par minimisation d’une EDP sous contraintes. Le champ de normales est estimé sur les images
sismiques par la méthode classique présentée dans ’annexe A. Pour l'intégralité des images,
les valeurs des parametres considérées sont o, = 04 = 1,5 qui sont des valeurs générale-
ment adaptées a des données sismiques. La discrétisation du domaine de reconstruction respecte
I’échantillonnage naturel des données. Sauf indication contraire, ’algorithme de reconstruction
est initialisé par un horizon égal a la moyenne des valeurs des contraintes. L’équation de Poisson
discrete est résolue par une approche rapide dans le cas de contraintes de type point unique ou
frontiere et par une approche itérative du gradient conjugué pour 300 itérations en considérant
un systeme matriciel sur-déterminé dans le cas de contraintes de type points multiples. En rai-
son de la régularité des horizons sismiques, la convergence est atteinte rapidement : le nombre

d’itérations maximal de l'algorithme retenu dans la suite est par conséquent égal a 30.
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3.2.1 Points de passage

Toutes les approches de reconstruction présentées dans les deux premiers chapitres de ce
mémoire s’appuient sur la connaissance minimale d’une contrainte de type point discret. Celle-ci
peut étre vue comme un point de passage de I’horizon a reconstruire et est désignée par le terme
germe dans les travaux de Lomask [LomO6c¢|. A titre d’exemple, les horizons sont estimés dans
I’approche GeoTime a partir de germes situés de maniere réguliere sur ’ensemble de la donnée.
La figure 3.3 présente un exemple de reconstruction sur une image sismique de taille 401x151

pixels a partir d’'un germe. L’horizon reconstruit semble se confondre avec I’horizon observé.

Figure 3.3 — Reconstruction d’un horizon sismique sous contrainte d’un point (représenté par
un disque rouge).

Cependant, la connaissance d’un unique point de passage s’avere insuffisante pour assurer
une reconstruction satisfaisante pour des horizons de grande taille ou & géométrie complexe,
ou encore lorsque l'estimation du champ de normales est fortement bruitée (failles sismiques,
zones chaotiques, structures chenalisantes, diapirs de sel, etc). Les horizons reconstruits dans ces
différents contextes s’écartent sensiblement des lieux attendus et traversent les couches visibles.
L’ajout de points de passage supplémentaires [Lom06b], généralement pointés sur I'image par

des experts-géologues, permet d’y remédier.

Sur I'image sismique précédente, nous étudions la reconstruction d’un horizon situé a 'inter-
face de deux régions distinctes sous la contrainte de trois points. Les reconstructions obtenues
en considérant les points comme des germes indépendants correspondent & trois horizons tres
différents (voir figure 3.4a) qui ne coincident pas avec I’horizon attendu, au contraire de la re-

construction obtenue en prenant en compte les trois points simultanément (voir figure 3.4b).
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(b)

Figure 3.4 — Reconstruction d’un horizon sismique (représenté par une ligne en pointillé ma-
genta) situé a l'interface de deux régions sous contrainte de 3 points (représentés par des disques
rouges). (a) Reconstructions en considérant les points indépendamment ; (b) Reconstruction en
considérant les points simultanément.

3.2.2 A priori stratigraphiques

La connaissance de I'environnement stratigraphique d’un horizon peut également étre prise
en compte lors de sa reconstruction [Gui05]. Le lieu d’évolution de 1’horizon est alors borné par
deux horizons obtenus, par exemple, par le pointé manuel d’un expert ou par une reconstruction
préalable. L’intérét des contraintes de bornes est double. Premierement, elle permettent d’im-
poser exactement le lieu souhaité d’un horizon dans une région du domaine de reconstruction
en considérant deux bornes localement identiques. Deuxiemement, elle permettent d’imposer a
un horizon simultanément un nombre fini de points de passage et des limites. En pratique, les
points sont imposés en considérant deux bornes ponctuellement égales. Dans le cas de recons-
tructions séquentielles, la prise en compte de bornes conduit a des horizons non-intersectants

contrairement a des reconstructions obtenues de maniere parallele et sans contraintes de bornes.
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Sur I'image sismique de taille 604x270 pixels présentée par la figure 3.5, un horizon est
reconstruit en considérant son lieu d’évolution connu dans la partie gauche de I'image. Il se

confond également avec I’horizon attendu dans la partie droite.

Figure 3.5 — Reconstruction d’un horizon sismique sous contrainte de bornes (représentées par
des lignes rouges).

Sur la méme image sismique, un horizon différent est reconstruit sous la contrainte de deux
points (voir figure 3.6a). Etant donné qu’il semble s’écarter de I’horizon attendu dans une région
située entre les deux points, des contraintes de bornes sont introduites (voir figure 3.6b) afin
d’imposer également le lieu de I’horizon en plus des deux points. La qualité de I'horizon obtenu

est satisfaisante.

3.2.3 A priori structuraux

L’analyse stratigraphique d’une image sismique est parfois couplée a une analyse structu-
rale qui consiste en la localisation de failles correspondant & des glissements, essentiellements
verticaux, d’ensembles d’horizons (voir figure 3.7a). La cartographie des plans de failles permet
ainsi de construire un schéma structural indispensable a I'interprétation géologique d’une donnée
[Ger99] [Ran00] [Ber05] [Don07]. Lorsque ce schéma est binaire (voir figure 3.7b), indiquant les
régions faillées, il peut étre injecté dans 'algorithme de reconstruction d’horizons en tant que
terme de pondération (cf. paragraphe 1.2.5) afin d’accorder une confiance nulle au résidu dans

les régions faillées.

Sur 'image de taille 330 x 175 pixels présentée par la figure 3.7a, les deux horizons reconstruits
sous la contrainte de deux points et avec prise en compte d’une pondération semblent globalement
se superposer aux horizons attendus. Ils s’en écartent néanmoins dans certaines régions pres des

failles, ou ils subissent des ruptures de régularité marquées par de rapides variations.
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Figure 3.6 — Reconstruction d’un horizon sismique (représenté par une ligne en pointillé ma-
genta). (a) Reconstruction sous contrainte de 2 points (représentés par des disques rouges); (b)
Reconstruction sous contraintes de bornes (représentées par des lignes rouges) imposant les 2
points ainsi que le liew de I’horizon dans une région située entre ces 2 points.
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Figure 3.7 — Reconstruction d’horizons sismiques (a) sous contrainte de 2 points (représentés
par des disques rouges) avec prise en compte d’un terme de pondération correspondant a (b) un
schéma structural binaire.
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3.3 Reconstruction rapide et interactive par parties

Sous des contraintes définies par plusieurs points, la reconstruction d’un horizon par les mé-
thodes globales présentées dans le premier chapitre s’avere généralement cotiteuse en temps de
calcul. D’une part, les approches rapides de résolution de 1’équation de Poisson discrete ne sont
pas applicables. D’autre part, une réestimation complete de I’horizon est nécessaire en cas d’ajout
ou de déplacement d’une contrainte. Nous proposons dans ce paragraphe une méthode alterna-
tive locale qui consiste en une reconstruction par parties, c’est-a-dire en une juxtaposition ! de
reconstructions indépendantes sur des sous-domaines pavant le domaine de reconstruction. Par
essence sous-optimale, elle permet de reconstruire un horizon de maniére rapide et interactive.
Le caractere rapide de la méthode provient de la mise en ceuvre sur chaque sous-domaine d’une
approche efficiente de résolution de ’équation de Poisson discrete dans le domaine fréquentiel
tandis que son caractere interactif (ou supervisé) se traduit par une réestimation en temps réel
des seules parties de I'horizon « connectées » a la contrainte ajoutée ou déplacée. La continuité
nécessaire des différentes parties de ’horizon s’obtient dans notre cas en imposant des valeurs
identiques sur les frontieres communes aux sous-domaines voisins. Les reconstructions partielles
de I’horizon sur les sous-domaines mettent par conséquent en jeu des contraintes de type fron-
tiere. Il est a noter que la classe de régularité au moins égale a 1 du pendage traité assure une
concordance des dérivées de I’horizon sur les frontieres des sous-domaines bien que I'approche

ne permette pas d’imposer la valeur de ces dérivées.

Dans la suite, nous nous concentrons sur le cas d’un domaine de reconstruction bidimension-
nel I'. D’apres ’étude présentée dans le premier chapitre, une méthode de reconstruction rapide
sous des contraintes de type frontiere peut étre mise en ceuvre sur un domaine rectangulaire.
Conformément a 'approche décrite dans le deuxiéme chapitre, il en est de méme sur un domaine
difféomorphe a un rectangle, appelé domaine pseudo-rectangulaire. En effet, le difféomorphisme
bidimensionnel de changement de support transformant un pseudo-rectangle en rectangle peut
étre considéré comme un difféomorphisme tridimensionnel de changement d’espace dont la troi-
sieme composante est invariante. La transformation du pendage définie au paragraphe 2.2.2 au
lieu de la modification de l'opérateur Laplacien introduite au paragraphe 1.2.3 autorise alors
une résolution rapide de ’équation de Poisson. Nous proposons donc deux subdivisions (ou pa-
vages) possibles du domaine I' allant dans ce sens : une subdivision dite rectangulaire et une
subdivision dite quadrangulaire. Elles consistent a paver le domaine I' respectivement par des
sous-domaines rectangulaires dont les cotés sont paralleles aux vecteurs du repere naturel de
la donnée traitée et par des sous-domaines quadrangulaires non croisés. La valeur de 1'horizon
sur les segments correspondant aux frontieres des sous-domaines est déterminée a partir des
contraintes en considérant celles-ci comme des sommets des rectangles ou des quadrangles. Le
nombre de sommets étant généralement supérieur au nombre de contraintes, les autres sommets

sont des points générés (ou reconstruits) pour les besoin du pavage. Par conséquent, le fait

1. Par opposition a un recouvrement qui est une approche non traitée dans ce mémoire.
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(a) (b)

8.
N

®  Contrainte : Sommet ou segment reconstruit

HHL

—  Enveloppe convexe Domaine reconstructible

Figure 3.8 — Domaines reconstructibles par parties a partir d’un ensemble de contraintes : (a)
Subdivision rectangulaire ; (b) Subdivision quadrangulaire.

d’imposer les frontiéres des sous-domaines restreint le domaine maximal reconstructible I' au

domaine délimité par I’enveloppe convexe formée par les contraintes (voir figure 3.8).

Suite au choix du pavage, la reconstruction par parties d’un horizon se décompose en trois

étapes :

1. Reconstruction partielle de I’horizon sur les sommets et les segments formant les frontieres
des sous-domaines par une version rapide unidimensionnelle de I’algorithme de reconstruc-

tion.

2. Reconstruction partielle de I’horizon sur chaque sous-domaine par une version rapide bi-

dimensionnelle de I’algorithme.

3. Reconstruction de I’horizon complet par juxtaposition de ’ensemble des parties recons-

truites.

Concernant la méthode de reconstruction par subdivision rectangulaire (voir figure 3.8a), les
sommets des sous-domaines sont de maniere naturelle choisis parmi les intersections des lignes
horizontales et verticales (i.e. paralleles aux vecteurs du repeére naturel de la donnée traitée)
qui passent par les contraintes et qui sont incluses dans le domaine I'. Selon le nombre et la
position des contraintes, certaines intersections ne sont pas considérées comme des sommets car
elles n’appartiennent pas a un segment inclu dans I' et reconstructible sous des contraintes de

type frontiere. Par conséquent, le domaine reconstructible peut ne pas correspondre au domaine
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I" dans son intégralité (cf. 'exemple de la figure 3.8a) voire méme étre vide. Certains rectangles
obtenus peuvent également se caractériser par un rapport disproportionné entre leur longueur

et leur largeur qui entraine parfois une reconstruction partielle de faible qualité.

Le nombre de rectangles composant le domaine reconstructible peut étre augmenté, par
exemple en subdivisant chaque rectangle en quatre rectangles de méme proportion. Cette aug-
mentation se traduit théoriquement par une diminution du temps de calcul nécessaire a la
reconstruction d’un horizon car la méthode est fondée sur un calcul efficace des transformées de
Fourier discréte. Cependant, le temps nécessaire a la génération des frontieres supplémentaires

est en pratique non négligeable et ’horizon obtenu peut étre de plus faible qualité.

Concernant la méthode de reconstruction par subdivision quadrangulaire (voir figure 3.8b),
les contraintes sont tout d’abord associées par une triangulation, c’est-a-dire considérées comme
les sommets de triangles inclus dans le domaine I'. Les sous-domaines sont ensuite obtenus en
subdivisant chaque triangle en trois quadrangles en considérant son centre de gravité comme
sommet commun des quadrangles. Par conséquent, les sommets des sous-domaines sont les con-
traintes, les milieux des cotés et les centres de gravité des triangles tandis que leurs frontieres
sont les cotés et des parties des médianes des triangles. Le domaine reconstructible correspond
ainsi a l'intégralité du domaine I". Un choix de triangulation permettant de s’affranchir de qua-
drangles dégénérés est celle de Delaunay [Del34] qui maximise le plus petit des trois angles de
chaque triangle et évite ainsi des triangles « allongés ». Similairement au cas de la subdivision
rectangulaire, 'augmentation du nombre de quadrangles ne se traduit pas forcément par une
diminution du temps de calcul, d’autant plus que le nombre de difféomorphismes a estimer aug-

mente également.

Dans le cas d’une reconstruction numérique, le changement de support entraine une perte
d’information car les grilles d’échantillonnages des domaines initial et transformé ne coincident
pas. Afin de minimiser cette perte, le pendage transformé est estimé « a la volée » durant les
reconstructions, en chaque point de la grille d’échantillonnage du domaine transformé. L’horizon
complet est finalement reconstruit sur les grilles d’échantillonnages des différents domaines trans-

formés ou estimé sur la grille d’échantillonnage initiale par une méthode classique d’interpolation.

Dans les deux paragraphes suivants, nous nous intéressons en détail a la reconstruction par

parties d’un horizon selon le choix du pavage.

Remarques :
e la reconstruction d’un horizon par parties sur un domaine unidimensionnel est un cas sim-
plifié de ’approche présentée ci-dessus. Le domaine maximal reconstructible est alors le
segment délimité par les deux contraintes d’abscisses minimale et maximale tandis que les

sous-domaines sont des segments juxtaposés délimités par des contraintes d’abscisses crois-
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santes (voir figure 3.9). De maniére évidente, I’horizon peut étre reconstruit partiellement
sur chaque sous-domaine sous des contraintes de type frontiére par une approche rapide.
Lors de ’ajout ou du déplacement d’une contrainte, seuls les deux segments délimités par

cette contrainte sont réévalués.

R —

T \ J

2
I | |
Sous-domaine . Sous-domaine
Sous-domaine n° 2

N ne 1 Ilo 3
m1

® Contrainte

Figure 3.9 — Reconstruction par parties sur un domaine unidimensionnel.

e 'approche semble se généraliser & des domaines de dimension supérieure. Par exemple, un
domaine tridimensionnel peut étre pavé par des parallélépipedes rectangles. La triangu-
lation de Delaunay s’opere également en dimension 3 bien que la division des tétraedres
obtenus en hyperquadrangles ne soit pas évidente. Le changement de support transfor-
mant un hyperquadrangle en hyperrectangle se généralise également en dimension finie

quelconque.

3.3.1 Subdivision rectangulaire

Dans la méthode de reconstruction d’un horizon par subdivision rectangulaire, 1’identifica-
tion de ’ensemble des sommets et des segments formant les frontieres des sous-domaines peut
apparaitre évidente mais elle n’est en fait pas triviale car elle dépend du nombre et de la posi-
tion des contraintes. A titre d’exemple, cet ensemble, et a fortiori le domaine reconstructible, est
vide si aucun couple de contraintes n’appartient a une méme ligne horizontale ou verticale. Nous
avons ainsi recours a un algorithme hiérarchique qui reconstruit simultanément les sommets et
les segments. Le nombre d’itérations bien que non déterminé a prior: est cependant borné en
fonction du nombre de contraintes. La figure 3.10 présente la reconstruction des sommets et des
frontieres des sous-domaines correspondant a ’ensemble de contraintes introduit par la figure
3.8. La reconstruction comporte ici six itérations. Nous nous appuyons sur cette exemple dans

la description de l'algorithme ci-dessous.

L’algorithme est initialisé en considérant les contraintes comme des sommets. Chaque ité-

ration de l'algorithme comprend trois phases. La premiere phase consiste a reconstruire les
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(c) Itération 3 (d) Itération 4
® °
® ®
(e) Itération 5 (f) Itération 6
®  Contrainte @ Elément reconstruit lors de itération courante
Py Elément reconstruit lors Elément reconstruit lors de I'itération courante
d’une itération précédente " et remis en cause lors de l'itération suivante

Figure 3.10 — Reconstruction hiérarchique des sommets et des segments formant les frontiéres
des sous-domaines dans la méthode de subdivision rectangulaire.
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sommets qui appartiennent a un segment reconstruit lors d’une itération précédente et qui sont
situés sur la méme ligne horizontale ou verticale qu'un autre sommet n’appartenant pas au seg-
ment considéré. La deuxieme phase correspond a la reconstruction des segments délimités par
des couples de sommets situés sur la méme ligne horizontale ou verticale. Les segments délimitant
les couples considérés durant la premiere phase sont en particulier reconstruits. Des exemples
illustrant ces deux phases sont présentés sur les figures 3.10e et 3.10f. La troisiéme phase com-
prend la reconstruction des sommets qui sont les intersections de segments reconstruits durant la
deuxieme phase. Généralement, les deux valeurs correspondant & chacune des reconstructions ne
sont pas identiques en chacun de ces sommets. La valeur de ’horizon est donc fixée a leur valeur
moyenne. Les quatre segments délimités par un tel sommet sont remis en cause et réestimés
durant la deuxieme phase de I'itération suivante. Des exemples illustrant la troisieme phase sont
présentés sur les figures 3.10a et 3.10b. Le procédé est interrompu lorsque plus aucun sommet

et aucun segment ne sont reconstruits durant respectivement la premiere et la deuxieme phase.

3.3.2 Subdivision quadrangulaire
3.3.2.1 Construction du pavage

Dans la méthode de reconstruction d’un horizon par subdivision quadrangulaire, ’estimation
des sommets et des segments formant les frontieres des sous-domaines comporte quatre phases
(voir figure 3.11 qui présente le cas des contraintes introduites par la figure 3.8). La premiere
phase est la triangulation de Delaunay qui conduit & un ensemble de triangles constitués a par-
tir des contraintes et qui s’opere a ’aide d’un algorithme itératif a la complexité calculatoire
variable dont le nombre d’itérations est cependant borné. La deuxieme phase (voir figure 3.11a)
consiste a reconstruire les cotés des triangles et a en déterminer les milieux. Dans la troisieme
phase (voir figure 3.11b), il s’agit d’établir les centres de gravité de chaque triangle en calculant
I'intersection de leurs médianes qui sont préalablement reconstruites. Du fait de I'indépendance
de ces différentes reconstructions, les valeurs des intersections sont obtenues en moyennant les
trois valeurs correspondantes aux centres de gravité. Enfin, les segments des quadrangles formés
par les centres de gravité et les milieux des cotés des triangles ainsi que par les contraintes sont

reconstruits dans la quatrieéme phase (voir figure 3.11c).

Lors de la mise en ceuvre dans le domaine discret, les nombres de points d’échantillonnage
des différentes reconstructions ne peuvent pas étre choisis de maniére indépendante. Ainsi, les
longueurs discretes des médianes doivent étre déterminées de sorte qu’un point d’échantillonnage
corresponde exactement a leur intersection. En outre, le changement de support mis en ocuvre
pour reconstruire partiellement ’horizon sur chaque sous-domaine s’appuie sur une reconstruc-
tion préalable de cotés de quadrangles dont les longueurs discretes doivent nécessairement étre
identiques par paire. Les cOtés opposés de quadrangles étant généralement de longueur diffé-
rente, le nombre de points d’échantillonnage peut alors étre choisi comme étant égal a I'entier

le plus proche de la longueur du plus petit (Min) ou du plus grand (Max) c6té ou encore de
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Figure 3.11 — Reconstruction des sommets et des segments formant les frontiéres des sous-
domaines dans la méthode de subdivision quadrangulaire apres la phase de triangularisation.
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leur moyenne arithmétique (i) ou géométrique (ﬁ) Dans un objectif de diminution du temps
de calcul, chaque dimension considérée peut en outre étre remplacée par la dimension la plus
proche qui est optimale pour un algorithme rapide de calcul de transformée de Fourier discréete.
Par exemple, les dimensions optimales pour 1’algorithme de la bibliotheque FFTW [Fri98] sont

de la forme 2%3°5°7911°13/, oli e+ f est égal & 0 ou 1 et ol les autres exposants sont arbitraires.

Dans la suite, nous décrivons l'approche rapide de reconstruction dédiée aux domaines

pseudo-rectangulaires bidimensionnels et appliquée aux domaines quadrangulaires.

3.3.2.2 Reconstruction rapide sur un pseudo-rectangle

Ce paragraphe présente une approche rapide de reconstruction d’un horizon sismique sur un
domaine pseudo-rectangulaire a partir de la connaissance de I’horizon sur la frontiére du domaine
ou d’'un unique point de passage appartenant a I’horizon. Un difféomorphisme F est introduit
pour transformer le pseudo-rectangle €2, défini dans le repere (O,Z,,&,) en un rectangle 2,

défini dans un repere (O, vy, ,y,). Ses deux composantes sont définies par

Yy
Ya

V(x,,z,) € Qy, =F(x,,z,) = € Q,. (3.1)

Cette transformation de changement de support en dimension 2 est un cas particulier de la
transformation de changement d’espace introduite au paragraphe 2.2 en dimension 3. L’horizon
étant exprimable sous une forme explicite & la fois dans I’espace initial et dans I’espace trans-

formé, la troisieme composante du changement d’espace est invariante.

Sur le domaine rectangulaire, ’horizon est ainsi reconstruit par la résolution rapide du pro-
bleme d’optimisation non linéaire (2.4). La tangente du pendage transformé p, est liée a la

tangente du pendage initial p, par la relation

py = [J57] " Pe (3.2)

N -1 ,,. . , . s, . .
ou [JgT] désigne l'inverse de la transposée du Jacobien Jy du difféomorphisme F. Cet inverse

est défini au point y = (y,,y,) par

_ g%(y) %(Y) | 53)

9] 1o}
) GO

(@ ()]
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Démonstration. Considérons la transformation tridimensionnelle de changement d’espace dont
la transformation F est un cas particulier. L’inverse du Jacobien de cette transformation estimé

au point Y = (y, f(y)) appartenant a I’espace transformé est de la forme

Ox Ox

g () GH(Y) 0

Ox Ox

(V) gE(v) 0| (34)
0 0 1

ol gjf (Y) = gz? (y) et ou f désigne la fonction représentant I’horizon a reconstruire. D’apres
J J

I’équation (2.5), les deux composantes de la tangente du pendage transformé sont données par :

Viel[l,2],
9z, y) n, (X + 9% y) n, (X

ou le point X est 'image du point Y par la transformation tridimensionnelle inverse. D’apres la

relation (1.2) entre le pendage et le champ de normales, ces composantes deviennent

Pus(¥) = 5EH) P () + 5206 o (0, (3.

Une écriture matricielle équivalente est bien définie par I’équation (3.2). O

3.3.2.3 Application au quadrangle

Dans la méthode de reconstruction par subdivision quadrangulaire, le difféomorphisme F
permettant de transformer un support rectangulaire en un support quadrangulaire est une ho-
mographie, définie par une matrice réelle H = [hj;]| de taille 3 x 3 (voir figure 3.12). Il est défini

par :

hyyz +hipzy+hyg
9:1 (x17x2) hoix, +h,,x,+h
v 0 o 3121 TH3aTg T g3
(@), ,) € Qo, = . (3.7)
ho, 2, +hosx,+h
2121 THoo Ty T/og
352 (xl ’ 1‘2) hgy @y +hgo oy +hgg
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Les quatres termes du Jacobien Jg sont :

(h‘ll h32 _h31 h12 )xQ +h11 h’33 _h31 h13

Oz, (ml ) ‘732) = (hgy 2y +hgy @y +has)?
9y, (:L‘ T ) — (hgyhgy—hg by )y +hy hag —hyy hog
Ozy V1772 (hgy @y +hgymy+hyg)?
(3.8)
9y, (l‘ T ) — (hyghgy —hgyhyy )@y +hyyhag—hgyhyg
Ozy N2 (hgy @y +hgymy+hsg)?
9y, (w T ) — (hgphgy —hgyhyy )@y +hoyhag —hgyhog
(| Oz, N2 (hgy @y +hayy+hgs)?
xP
?(Xpl) ?(XPQ)
XP2 4 1 I 1 ®
F I I I
f\ === =l-=-1- - -
I 1 I
N
| 1 |
g1 Y NN R P
| | |
e ® 1 L .
x4 ff(xp“) ff(xP3)
Z, Qz Y, Qy
T, Ys

Figure 3.12 — Domaine quadrangulaire €, et domaine rectangulaire €}, obtenu par une homo-
graphie F.

3.3.2.4 Reconstruction de I’horizon complet

Lors d’une reconstruction numérique, I’horizon est exprimé sous la forme de reconstructions
partielles définies sur des grilles d’échantillonnages indépendantes de sous-domaines transformés
(voir figure 3.13a) qui sont, par essence, non parfaitement juxtaposables (voir agrandissement
de la figure 3.13a). Une représentation d’un seul tenant est obtenue en mettant en adéquation
les grilles de reconstruction ou en exprimant I’horizon sur la grille d’échantillonnage initiale de

I’ensemble du domaine de reconstruction (voir figure 3.13b).

Dans le premier cas, il s’agit de rééchantillonner les différentes reconstructions de sorte a
assurer des lieux d’échantillonnages identiques sur les frontieres communes aux quadrangles.

Les nouveaux nombres de points d’échantillonnage sont alors déterminés par un procédé itératif
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prenant en compte la connexité des quadrangles ainsi que la contrainte que les longueurs dis-
cretes des quadrangles sont nécessairement identiques par paire. Ces choix peuvent naturellement
s’opérer en amont lors de la phase de reconstruction partielle mais avec un cout calculatoire plus
élevé. Dans le second cas, il s’agit de mettre en oeuvre une technique d’interpolation classique,

par exemple bilinéaire (voir figure 3.13b).

FRRE
P e e
i i e e e
T o B e e e

RISE A TR RIRTIS
R O o ey v
B
R iy e s

~.

Figure 3.13 — Reconstruction d’un horizon sismique complet par subdivision quadrangulaire sous
la contrainte de 13 points (représentés par les sphéres rouges) (a) sur les grilles d’échantillon-
nages indépendantes des sous-domaines; (b) sur la grille d’échantillonnage initiale du domaine.
Le zoom représente des reconstructions indépendantes de frontiéres communes a 4 quadrangles.

3.3.3 Exemple

Les approches de reconstruction globale et locales sont évaluées sur des images sismiques

de dimension 2 et 3. Elles sont comparées qualitativement et en terme de temps de calcul .

2. Les temps de calcul sont estimés pour une implémentation en langage C.
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Les géométries complexes et les structures convergentes des données traitées conduisent a un
pendage trés bruité. Par conséquent, afin d’obtenir des reconstructions satisfaisantes, un certain
nombre de contraintes de type points discrets sont placées séquentiellement dans les régions
critiques des horizons a reconstruire (domes, bassins, etc.). L’algorithme de la méthode de re-
construction par parties est initialisé sur chaque sous-domaine par un horizon constant égal a
la valeur moyenne des valeurs des contraintes tandis que celui de la méthode par optimisation
globale est initialisé par un horizon « proche » de la solution afin d’accélérer sa convergence.
Nous choisisons ici ’horizon proposé par Lomask [Lom06b] et obtenu par une reconstruction
rapide sous la contrainte d’un unique point de passage particulier. La convergence de toutes les
approches est ainsi atteinte en fixant le nombre d’itérations de ’algorithme & 30. Concernant la
méthode de reconstruction par optimisation globale, ’équation de Poisson discrete est résolue
par I'approche itérative du gradient conjugé en considérant un systéeme matriciel sur-déterminé.
D’apres I'étude présentée dans le premier chapitre, elle correspond a l'approche itérative sans
préconditionnement la plus rapide. Elle est ici mise en ceuvre avec un nombre d’itérations empi-
riquement fixé a 300. Par ailleurs, les approches directes également présentées dans ce chapitre
permettraient vraisemblablement d’obtenir des temps de calculs plus faibles en s’appuyant sur

le caractere creux de la matrice considérée dans I’équation de Poisson.

3.3.3.1 Cas bidimensionnel

Dans un premier temps, les approches sont évaluées sur une image bidimensionnelle de taille
370x 151 pixels (voir figure 3.14). Six points sont placés séquentiellement a la suite de 2 points
initiaux, ’ajout incrémental de points permettant d’affiner ’horizon dans les régions critiques
(voir figures 3.14a et 3.14b). Pour 8 points, les reconstructions locale (voir figure 3.14c) et glo-
bale (voir figure 3.14d) sont satisfaisantes car proches de I’horizon attendu, mettant en évidence
la précision et la robustesse au bruit des deux approches. Les temps nécessaires a ces recons-
tructions étant respectivement de 9 ms et 79 ms, les deux approches peuvent étre considérées
comme temps-réel sur cet exemple. Le temps nécessaire a une reconstruction globale augmentant
de fagon linéaire avec le domaine de reconstruction, le gain obtenu par une reconstruction locale

peut s’avérer crucial sur une donnée plus grande.

Le choix du nombre et de la position des contraintes est un compromis entre la qualité locale
de I’horizon obtenu et le caractére optimal de la méthode de reconstruction par parties. En
effet, ’ajout d’un nombre important de points dans des régions a géométries complexes ou pour
lesquelles I’estimation du pendage est fortement bruitée permet d’obtenir une reconstruction de
bonne qualité et d’assurer a ’horizon une classe de régularité au moins égale a 2 par parties.
Cependant, de maniere évidente, la sous-optimalité de la méthode augmente avec le nombre de
contraintes et une forte densité de points peut conduire & des sous-domaines dégénérés. Dans
I’exemple présenté sur la figure 3.15, cinq contraintes sont considérées. Lorsqu’elles sont espacées
régulierement sur le domaine de reconstruction sans tenir compte des géométries (voir figure

3.15a), la méthode est opérée sur des sous-domaines par définition non-dégénérés mais ’horizon
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(d)

Figure 3.14 — Reconstruction d’un horizon sismique par une approche locale sous contrainte de
(a) 4 points, (b) 6 points, (c) 8 points et par (d) une approche globale sous contrainte de 8 points.
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Figure 3.15 — Reconstruction d’un horizon sismique par une approche locale sous contrainte de
5 points (a) espacés réguliérement sur le domaine de reconstruction ; (b) placés dans les régions
critiques.

reconstruit ne coincide pas avec ’horizon attendu dans les régions a géométries complexes.
Au contraire, lorsque les contraintes sont placées dans les régions critiques (voir figure 3.15b),
la qualité de la reconstruction est satisfaisante méme si certains sous-domaines sont définis
sur un faible nombre de points d’échantillonnage. Ce compromis concerne également le cas

tridimensionnel.

3.3.3.2 Cas tridimensionnel

Dans un deuxieme temps, les approches locales par subdivisions rectangulaire et quadran-
gulaire ainsi que ’approche globale sont testées sur une image tridimensionnelle de taille 1000
X 400 x 350 pixels (voir figure 3.17). Le domaine de reconstruction est rectangulaire et une
contrainte est fixée a chaque sommet afin d’obtenir un domaine reconstructible identique pour
les trois approches. Quatorze points sont placés séquentiellement a la suite de 13 points initiaux.
Concernant les méthodes de reconstruction par parties, les 27 points engendrent 288 rectangles
dont certains sont dégénérés (voir figure 3.16a) et 126 quadrangles (voir figure 3.16b). Dans la
méthode par subdivision quadrangulaire, le nombre de points d’échantillonnage des c6tés oppo-
sés des quadrangles est choisi égal a I’entier le plus proche de leur moyenne géométrique (ﬁ) et
I’horizon complet est finalement estimé sur la grille d’échantillonnage initiale par une méthode

d’interpolation bilinéaire.
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e Contrainte ®  Elément reconstruit
Figure 3.16 — Ensemble de rectangles (a) et de quadrangles (b) engendrés par 27 points.
3.3.3.2.1 Reconstruction compléete

Les reconstructions pour 27 points sont présentées sur l'intégralité de la donnée par les figures
3.17, 3.18 et 3.19. Elles sont comparées qualitativement sur une coupe bidimensionnelle. Les trois
reconstructions sont satisfaisantes (voir figure 3.21) car proches de 'horizon attendu. Les deux
reconstructions par parties et ’horizon attendu sont indistinguables. Quelques différences sont
cependant perceptibles avec la reconstruction par obtimisation globale. En effet, cette derniere
s’écarte de I’horizon attendu sur le dome central et se superpose partiellement a un horizon
différent dans la partie gauche de I'image (voir figures 3.21b et 3.21c). Les reconstructions par
parties conduisent ainsi localement a des horizons de meilleure qualité. La figure 3.22 est un
agrandissement de la coupe précédente autour du bassin central. Elle représente ’horizon re-
construit par subdivision quadrangulaire pour 13, 18, 23 et 27 points. Comme prévu, 1’horizon
reconstruit et I’horizon attendu sont de plus en plus proches & mesure que le nombre de points
pris en considération augmente.

Le gain en terme de temps de calcul des méthodes de reconstruction par parties est évident.
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Figure 3.17 — Reconstruction d’un horizon sismique par subdivision rectangulaire sous la
contrainte de 27 points (représentés par les spheéres rouges).

Figure 3.18 — Reconstruction d’un horizon sismique par subdivision quadrangulaire sous la
contrainte de 27 points (représentés par les spheéres rouges).
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Figure 3.19 — Reconstruction d’un horizon sismique par optimisation globale sous la contrainte
de 27 points (représentés par les sphéres rouges).

Figure 3.20 — Reconstruction partielle d’un horizon sismique par subdivision quadrangulaire sous
la contrainte de 27 points (représentés par les sphéres rouges) suite au déplacement d’un point
(en jaune) : seuls les quadrangles « connectés » a ce point (en orange) sont réestimés.
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Figure 3.21 — Coupe bidimensionnelle d’un horizon sismique reconstruit sous la contrainte de 27
points. (a) Subdivision quadrangulaire ; (b) Subdivision quadrangulaire (zoom) ; (c¢) Optimisation
globale (zoom).
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Figure 3.22 — Coupe bidimensionnelle d’un horizon sismique reconstruit par subdivision qua-
drangulaire sous la contrainte de (a) 13 points; (b) 18 points; (c) 23 points; (d) 27 points.

En effet, pour 27 points imposés, un peu plus de 79 secondes sont nécessaires a la reconstruction
de I’horizon par optimisation globale contre seulement 5,4 secondes par subdivision quadrangu-
laire et 2,95 secondes par subdivision rectangulaire. La méthode par subdivision rectangulaire
est ainsi environ 27 fois plus rapide sur cet exemple que la méthode par optimisation globale. Ce
gain s’explique principalement par deux raisons. Premierement, le temps de calcul requis pour
I’estimation de I’horizon d’initialisation de la reconstruction par optimisation globale est plus
important que le temps requis pour la reconstruction de I’horizon complet par les méthodes par
parties en faisant abstraction de ’étape de transformation du pendage. Deuxiémement, le terme
de mise a jour est estimé en une seule étape par une approche rapide dans les méthodes par
parties tandis qu’un nombre important d’itérations est nécessaire dans la méthode par optimi-

sation globale.

Dans la méthode par subdivision quadrangulaire, le temps nécessaire aux calculs des transfor-
mées de Fourier discrétes pour un nombre de points fixé est cependant variable car il dépend de
la dimension du domaine rectangulaire €),,. Le tableau 3.1 regroupe les temps de calculs mesurés
pour 27 points. Les deuxieme et troisieme colonnes concernent respectivement les performances
obtenues pour les dimensions Min, Max, i et ﬁ du domaine €2, et leurs dimensions optimales
associées au regard du calcul des transformées de Fourier (cf. paragraphe 3.3.2.1). L’horizon est
ainsi reconstructible en 2,7 secondes, soit quasiment trente fois plus rapidement qu’en utilisant

la méthode par optimisation globale.
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Dimension de Subdivision quadrangulajre Subdivision Optlmlsatlon

Qy rectangulaire globale
Dimension Dimension
normale optimale
Min 3,3 (1,41) 2,7 (0,561)
Max 9,98 (5,47) 6,43 (2,41)

2,95 (1,99) 79,1

f 5,82 (2,9) 4,26 (1,56)
ﬁ 5,4 (2,54) 3,78 (1,4)

Tableau 3.1 — Temps de calcul en secondes selon la dimension des domaines rectangulaires pour
27 points. Les temps entre parenthéses sont les temps dédiés aux calculs des transformées de

Fourier.
Nombre de Subdivision rectangulaire Subdivision quadrangulaire
contraintes
Reconstruction| Reconstruction|| Reconstruction| Reconstruction
complete incrementale complete incrementale

13 4,14 (2,72) - 3,8 (1,4) -
18 4,1 (3,23) 2,41 (1,97) 3,73 (1,4) 0,627 (0,219)
23 2,98 (2,1) 0,862 (0,619) 3,72 (1,38) 0,603 (0,233)
27 2,95 (1,99) 0,903 (0,588) 3,78 (1,4) 0,5 (0,184)

Tableau 3.2 — Temps de calcul en secondes selon le nombre de contraintes pour les méthodes
de reconstruction par parties. Les temps entre parentheses sont les temps dédiés aux calculs des

transformées de Fourier.
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3.3.3.2.2 Reconstruction incrémentale

L’ajout ou le déplacement d’une contrainte provoque une réestimation complete de 1’ho-
rizon par la méthode par optimisation globale. Le cout calculatoire de la méthode est donc
indépendant du nombre de contraintes. Au contraire, seuls les sous-domaines « connectés » a la
contrainte ajoutée ou déplacée sont recalculés avec un cout calculatoire réduit par les méthodes
par parties (voir figure 3.20). L’horizon est ainsi reconstruit de maniere incrémentale. Le tableau
3.2 présente les temps de calculs des reconstructions complete et incrémentale de 1'horizon par
les méthodes par parties en fonction d’un nombre croissant de contraintes. Pour un nombre de
contraintes ¢ donné, le temps de la reconstruction incrémentale correspond au temps nécessaire
a la reconstruction de ’horizon sous ¢ contraintes a partir de la connaissance de 1’horizon sous
q — 1 contraintes. La méthode de reconstruction complete la plus rapide varie selon le nombre
de contraintes. Comme attendu, les reconstructions incrémentales sont extrémement rapides par
rapport aux reconstructions completes, en particulier dans le cas d’une subdivision quadrangu-
laire ou elles sont de l'ordre de la demi-seconde. La reconstruction incrémentale d’un horizon
peut ainsi étre considérée comme une méthode temps-réel qui permet une reconstruction inter-

active de 'horizon.

3.4 Détection automatique de discontinuités dans un espace bi-

dimensionnel

Cette partie traite d’images sismiques bidimensionnelles formées d’horizons segmentés par
des failles quasi-verticales. A partir de la connaissance de I’amplitude et du lieu des disconti-
nuités, une reconstruction des horizons sous des contraintes de valeurs peut étre obtenue par la
méthode de minimisation d’une EDP présentée au paragraphe 1.3 et qui s’appuie sur la résolu-
tion d’une équation de Poisson associée a des conditions incrémentales. Cette méthode suppose
que la classe de régularité des horizons reconstruits soit au moins égale a 2 en ’absence de dis-
continuité. L’aspect généralement régulier des horizons aux abords des failles (voir figure 3.25a)

légitime cette hypothese.

En pratique, les parametres des discontinuités sont inconnus. Dans ce cas, leurs lieux peuvent
tout d’abord étre déterminés par la construction d’une carte des plans de failles similaire a celle
présentée au paragraphe 3.2.3. Les horizons peuvent ensuite étre reconstruits par la méthode
de minimisation d’'une EDP dédiée aux hypersurfaces continues en annulant la valeur du résidu
pour les abscisses des lieux de discontinuité (cf. paragraphe 1.2.5). Cependant, cette approche
peut conduire a des horizons localement peu réguliers qui s’écartent des horizons attendus pres

des failles (voir figure 3.7a).
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Pour un horizon segmenté en deux parties par une unique discontinuité et dont les deux points
frontiere sont connus, nous proposons [Zinlla] [Zinl1b] deux schémas ad hoc permettant de
détecter automatiquement ’amplitude et le lieu de la discontinuité. Le cas d’horizons segmentés

par plusieurs discontinuités peut alors étre traité séquentiellement par une approche par parties.

3.4.1 Principe

La démarche de détermination des parametres de la discontinuité retenue consiste a tester
plusieurs candidats d’amplitude et de lieu (Cy, nq) et & identifier le candidat optimal (C97, ng")
au sens d’un critére exprimant la pertinence de I’horizon obtenu. Une méthode naive et cotiteuse
en temps de calcul consiste en un crible exhaustif suffisamment fin de ’amplitude et du lieu, un
horizon étant alors reconstruit pour chaque candidat, par exemple pour 30 itérations. Le critere
de pertinence considéré est le désordre d’orientation le long de la discontinuité qui est mesuré par
un indicateur de cohérence. Décrit en détail dans [Ran00] [Don07], il est fondé sur une analyse

de la matrice de covariance du champ de gradient estimé sur ! points le long du segment

[(2(na), f(2(14))) s (x(na + 1), f (2(na +1)))]

ou f désigne la fonction représentant un horizon reconstruit. Pour le candidat (Cg, ny ), le critere

est défini par

c(Cyqyng) = 122 (3.9)

ol A\, et A\, sont les valeurs propres de la matrice de covariance dans ’ordre décroissant. Il tend
vers 0 en présence d’une faille, les deux valeurs propres étant tres proches 'une de ’autre, et vers
1 dans le cas contraire. En raison notamment de sources de chaotisme autres que les failles, le mi-
nimum global du critére peut étre atteint pour un candidat qui n’est pas le candidat idoine (voir
figure 3.23 qui représente la réponse du critere de cohérence pour 1’horizon supérieur de 'image
sismique traitée au paragraphe 3.4.2). Par conséquent, nous proposons deux méthodes robustes
de détermination du candidat optimal. Fondées sur des propriétés observées, elles consistent en

une détermination séquentielle des parametres de la discontinuité.

Une premiere méthode est fondée sur le fait que l'indicateur de cohérence est faible pour
une plage relativement large d’amplitudes lorsque le lieu considéré est exact. La démarche de
détermination du lieu optimal consiste donc & minimiser la moyenne ¢ sur I’amplitude du critere
de cohérence a n, constant. L’amplitude optimale est ensuite déterminée grace a une mesure
de ’homogénéité de I'amplitude sismique a travers I’écart-type o de 'amplitude le long d’un
horizon qui est d’autant plus faible que le candidat Cy; évalué est proche de la valeur exacte.

Ainsi les parametres du candidat optimal vérifient successivement
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-16 16

Cq Ner

Figure 3.23 — Réponse du critére de cohérence correspondant a [’horizon supérieur de la figure
3.25.

n%' = arg min &(ng) (3.10)
Na

et CP' = arg min o4(Cy,no"). (3.11)
Cq

La deuxieme méthode proposée ne nécessite pas de crible exhaustif de ’amplitude et du lieu
contrairement a la méthode précédente, et exploite une propriété différente : connaissant le lieu
N, les conditions incrémentales, définies par les équations (1.78) et (1.79), tendent d’autant plus
vite vers 0 que ’hypothese C,; évaluée est proche de la valeur exacte. Dans le cas de contraintes

de type frontiere, les conditions incrémentales s’écrivent V & > 0 :

Sfu(z(1)) = —B(Cr1 — Ck)
, (3.12)

Sfu(2(My)) = (1= B)(Cr1—Cy)

ou M,, désigne le nombre de points d’échantillonnage compris entre les abscisses des points qui
délimitent I’horizon, le saut C} est défini par I’équation (1.82) et /3 est une constante réelle
paramétrant la partie discontinue de I’horizon. A titre d’exemple, la figure 3.24 représente la
quantité |Cy_1 — C| selon k pour I'horizon reconstruit sur I'image synthétique 1.16 en considé-

rant plusieurs valeurs d’amplitude Cy et un lieu n, exact.
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Figure 3.24 — Différence |Cx_1 — Ci| selon le nombre d’itérations k pour ’horizon reconstruit
sur limage synthétique 1.16 (CF" = 28,3 et nd* = 600).

Cette méthode consiste donc en deux phases : le parametre optimal C’gp " est tout d’abord
identifié pour toutes les valeurs possibles du lieu n,, tandis que ’hypotheése optimale ng’ " corres-
pondant & 'amplitude C} " est ensuite déterminée. Concernant la premiére phase, un algorithme
itératif de recherche du parametre C7” " peut étre mis en ceuvre. L’approche retenue ici est di-
chotomique. Il s’agit de considérer trois hypotheses d’amplitude centrées sur une valeur a priori
C’g et régulierement espacées d'un pas h,,. L’algorithme de reconstruction d’horizons est mis en
ceuvre pour un faible nombre d’itérations kp,q. (10 ou 11). L’amplitude pour laquelle la diffé-
Ck

divisant le pas h, par 2 de sorte a atteindre une précision satisfaisante. Concernant la deuxieme

rence |Cy, | est minimale est alors substituée a Cg et le procédé est répété m fois en

max -1 max

phase, le lieu optimal minimise le critere de cohérence décrit par I’équation (3.9) :

opt

noP" = arg min c(Cspt(na),na). (3.13)

Na

Une fois le candidat optimal identifié, une reconstruction de meilleure qualité est finalement

obtenue par une mise en ceuvre de ’algorithme de reconstruction pour 30 itérations.

3.4.2 Exemple

Les deux méthodes sont appliquées a de nombreuses images sismiques pour lesquelles I’am-
plitude et le lieu de la faille sont inconnues. La figure 3.25a représente un exemple d’image
traitée (140x76 pixels) ainsi que les points délimitant deux horizons & reconstruire. L’étude ci-
dessous concerne ’horizon supérieur. Les hypotheses de lieu sont choisies dans I'intervalle discret

[2, M, — 1] en respectant I’échantillonnage naturel de la donnée. Le parametre [ est fixé a 10.
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Figure 3.25 — Image sismique composée d’une faille quasi-verticale (a) Points délimitant deux
horizons (représentés par des disques rouges); (b) Horizons reconstruits suite a une détection
automatique des parametres de discontinuité.

Pour la méthode fondée sur la moyenne du critere de cohérence, les hypotheses d’amplitudes
sont choisies dans l'intervalle discret [—17,—2] avec un pas de 0,5. Le critere de la moyenne
sur 'amplitude du critere de cohérence a n, constant est tres discriminant. Il est a noter que
I’augmentation de la valeur de [ n’affecte que tres faiblement la réponse du critére de cohérence
(voir figure 3.26a). Une fois le lieu optimal fixé, le critére d’homogénéité de 'amplitude sismique

(voir figure 3.26b) permet une estimation précise de 'amplitude de la discontinuité.

Pour la méthode fondée sur I’exploitation des conditions incrémentales, les parametres uti-
lisés sont C’g =0, hy =10, kpmaz = 11 et m = 5. La figure 3.27a fait apparaitre que les valeurs
d’amplitude Cgp t correspondant a chacun des lieux de discontinuité possibles sont variables tout
en restant néanmoins proches de la valeur observable sur I'image sismique (autour de -10). Le
choix m = 5 implique un pas h, terminal inférieur au pixel. Enfin, le critere de cohérence (voir
figure 3.27b) permettant d’identifier le lieu optimal ng’ " est particulierement discriminant (pour

des valeurs de [ comprises entre 5 et 20).
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Figure 3.26 — (a) Moyenne du critére de cohérence selon ny ; (b) Ecart-type de 'amplitude
sismique le long des horizons testés selon Cy.
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Figure 3.27 — (a) Amplitude optimale pour chaque lieu ny, testé; (b) Critére de cohérence selon
Ne.

Au final, 'amplitude et le lieu de la discontinuité semblent parfaitement identifiées par
les deux méthodes et les deux horizons reconstruits sont visuellement indistinguables et se
confondent avec ’horizon observable. La figure figure 3.25b représente les deux horizons recons-

truits sur I'exemple figure 3.25a par la méthode fondée sur la moyenne du critere de cohérence.

3.5 Conclusion

La méthode de reconstruction d’hypersurfaces par minimisation d’une EDP se révele parfai-
tement adaptée a I’estimation d’horizons sismiques dans un objectif d’analyse stratigraphique en
dimension 2 et 3. En présence de contraintes définies par plusieurs points, nous proposons une

méthode de reconstruction rapide et interactive par parties d’un horizon fondée sur une subdivi-
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sion efficace du domaine de reconstruction en sous-domaines difféomorphes a des rectangles. Le
point clé de 'approche est le changement d’espace du pendage qui permet la résolution d’une
équation de Poisson par une approche rapide. Sur les exemples de données sismiques réelles
traitées, les résultats observés mettent en valeur la précision et la robustesse au bruit de ’ap-
proche. Le gain en terme de temps de calcul par rapport a une reconstruction de 1’horizon par
une méthode globale peut atteindre 30. L’approche permet en outre une reconstruction interac-
tive « quasi temps-réel » d’un horizon lors de ’ajout ou du déplacement d’une contrainte, seuls
les sous-domaines connectés au point ajouté ou déplacé étant alors recalculés. Enfin, la mé-
thode proposée de reconstruction d’horizons sismiques segmentés en deux parties par une faille

quasi-verticale s’avere efficace lorsque 'amplitude et le lieu de la discontinuité sont inconnus.
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Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux hypersurfaces orthogonales & un champ
de normales d’un espace vectoriel de dimension finie. Notre objectif est la reconstruction d’hy-
persurfaces sous des contraintes de valeurs ou de bornes. Les contraintes de valeurs consistent a
fixer la valeur d’une hypersurface en un nombre fini de points ou sur la frontiere de son domaine
de définition tandis que les contraintes de bornes consistent a délimiter le lieu d’évolution d’une
hypersurface par deux hypersurfaces connues : elles permettent, par exemple, de fixer le lieu
exact d’'une hypersurface dans une région d’intérét. Les applications abordées dans ce travail
concernent des données bidimensionnelles et tridimensionnelles représentant des photos satel-
lites de cyclones et de galaxies ainsi que des images sismiques, d’empreintes digitales et SST.
Un champ de normales est estimé sur les données traitées par une méthode classique fondée sur
une estimation du gradient suivi d’une « régularisation ». L’approche de reconstruction retenue
est une approche globale qui consiste en la minimisation d’une équation aux dérivées partielles
non linéaire reliant une hypersurface au champ de normales. Elle permet de reconstruire des
hypersurfaces continues qui sont exprimées sous une forme explicite dans le repere de définition

du champ de normales.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les modalités de la reconstruction d’hyper-
surfaces explicites selon les contraintes imposées. La notion de pendage a été introduite a cet
effet. Les hypersurfaces sont obtenues par un algorithme itératif qui s’appuie sur la résolution
d’une équation de Poisson associée a des conditions aux limites ou « intérieures » dans le cas de
contraintes de valeurs et sur une projection de la solution dans ’ensemble des contraintes dans
le cas de contraintes de bornes. La reconstruction numérique d’une hypersurface par la méthode
des éléments finis a également été explicitée. Nous nous sommes particulierement focalisés sur les
contraintes de valeurs en présentant des approches directes, itératives et rapides de résolution de
I’équation de Poisson discrete. La prise en compte d’un terme de pondération binaire permettant
de neutraliser I'influence du champ de normales dans des régions peu fiables a en outre été expli-
citée. L’approche de reconstruction a été évaluée sur des images synthétiques. Pour ’ensemble
des contraintes considérées, elle s’avere robuste au bruit et peu dépendante des parametres d’es-
timation du champ de normales. Des régions ou la tangente a ’hypersurface possede une forte
pente entrainent toutefois une différence observée plus importante entre les reconstructions et

le modele et peuvent mettre en défaut la convergence de ’approche. Sous des contraintes de
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valeurs, une extension de 'approche au cas de courbes continues par morceaux a été proposée.
Elle possede les mémes propriétés de convergence que ’approche dédiée aux courbes continues

et s’appuie sur une équation de Poisson associée a des conditions incrémentales.

Le deuxieme chapitre est dédié a la reconstruction d’hypersurfaces exprimées sous une forme
implicite. En supposant 'existence d’un repere dans lequel une hypersurface est exprimable sous
une forme explicite, nous avons proposé une approche de reconstruction dont le point clé est
le changement d’espace du pendage. Fondée sur une propriété de conservation des hyperplans
tangents par changement d’espace bijectif, elle consiste en la minimisation sous des contraintes
de valeurs ou de bornes d’une EDP faisant intervenir le pendage dans le nouveau repere. Elle
nécessite la connaissance des équations de changement d’espace entre le repere dans lequel est
défini le champ de normales et le repere dans lequel I’hypersurface est explicite. L’approche a
tout d’abord évaluée sur des images synthétiques. Similairement a ’approche sans changement
d’espace, elle se révele généralement robuste au bruit méme si un champ de normales peu fiable
peut conduire a une divergence. Nous avons en outre mis en évidence empiriquement que la qua-
lité de la reconstruction ne dépend pas du choix du changement d’espace considéré. L’approche
a ensuite été appliquée a des images réelles. Sous des contraintes déduites de points singuliers
locaux, des lignes dermiques ont été reconstruites sur des images d’empreintes digitales parfois
fortement bruitées. Les lieux de turbulences météorologiques ont également été estimés par des
schémas ad hoc sur des images satellites de cyclones ou représentant la température a la surface
de la mer, tout comme les lieux des bras de galaxies sur des photos satellites. Les courbes recons-
truites sur I’ensemble des images considérées semblent se superposer aux courbes observables

bien que la comparaison puisse souffrir de ’absence de vérité terrain.

Dans le troisieme chapitre, nous avons présenté ’application de I’approche de reconstruction
d’hypersurfaces a I'analyse stratigraphique d’images sismiques de dimension 2 et 3. L’approche
permet en effet de reconstruire des horizons qui délimitent les différentes couches géologiques
composant ces images. Les contraintes de valeurs et de bornes peuvent étre considérées respecti-
vement comme des points de passage et des a prior: stratigraphiques des horizons a reconstruire.
Un champ binaire indiquant la localisation de failles sismiques peut également étre pris en consi-
dération comme terme de pondération. Dans le cas de contraintes définies par un ensemble de
points, notre contribution consiste en une approche locale qui permet de reconstruire un horizon
par parties de maniére rapide et interactive. La méthode est fondée sur une subdivision du do-
maine de reconstruction en sous-domaines difféomorphes a des rectangles sur lesquels I’horizon
est reconstruit partiellement par une approche rapide via un changement de support considéré
comme un cas particulier du changement d’espace introduit au deuxieme chapitre. Elle permet
en outre une reconstruction interactive en temps réel d’un horizon, qui est d’un intérét majeur
vu les dimensions parfois importantes des données traitées. Les résultats obtenus sont satisfai-
sants qualitativement et en terme de temps de calcul par rapport a I’approche de reconstruction

globale. Nous avons également mis a profit l'algorithme présenté dans le premier chapitre afin
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de reconstruire des horizons unidimensionnels perturbés par des discontinuités quasi-verticales.
Deux schémas permettant la détection des parametres de discontinuités d’amplitudes et de lieux

inconnus ont été proposés.

Parmi les suites envisagées au travail présenté dans ce mémoire, deux perspectives principales
se dégagent. Un premier point concerne la reconstruction conjointe de plusieurs hypersurfaces
non intersectantes en tenant compte d’éventuelles contraintes de distances. L’approche envisagée
ici est fondée sur une extension des systemes matriciels présentés dans le premier chapitre et
s’appuie sur des prémices déja existantes [Lom06a]. Un second point concerne la reconstruction
d’une hypersurface bidimensionnelle implicite sous la contrainte de plusieurs points par une
approche rapide. Il s’agit de la mise en cascade de changements d’espace permettant le passage
de formes implicites a des formes explicites couplés a la prise en considération des contraintes
sous une forme optimale en temps de calcul. Selon I'application envisagée, la mise en ceuvre de
la premiere partie de cette approche se heurte a 'utilisation de plusieurs changements d’espace

se recouvrant partiellement.
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Annexe A

Estimation d’un champ de normales

Une reconstruction d’hypersurfaces par les différentes méthodes décrites au premier chapitre
est tres souvent précédée d’une estimation du champ de normales d’une image. Les approches
d’estimation se répartissent en plusieurs catégories [Don99|. Certaines méthodes, fondées sur
la modélisation de textures par des modeles markoviens, fournissent une estimation directe.
D’autres approches mettant en jeu la transformée de Fourier ou de Hough pour une image bi-
naire procedent par changement d’espace de représentation : la détermination de ’orientation
nécessite alors la recherche d’un pic d’accumulation ou d’énergie. Enfin, les méthodes les plus
populaires consistent a appliquer un filtre directionnel spécifique dans un nombre prédéfini de
directions et d’estimer 'orientation par une recherche de la réponse extrémale ou par une combi-
naison des réponses obtenues : matrices de cooccurences, méthodes projectives (transformée de
Radon), approches morphologiques, méthodes basées sur 'orientation locale des contours (filtres

du gradient, filtres orientables), etc.

L’approche retenue dans ce manuscrit est basée sur des techniques désormais bien connues
mettant en ceuvre des filtres convolutifs estimant le gradient ainsi qu’une analyse en composantes
principales [Don99] [Fom02] [Mar06]. Elle permet une réduction de l’effet du bruit contenu dans
les images considérées ainsi qu’une « régularisation » du champ de normales. L’estimation com-
porte deux étapes. Une orientation locale orthogonale aux structures de l'image est d’abord
estimée en chaque point par le calcul du champ des vecteurs gradients. Cette orientation étant
généralement bruitée, une orientation moyenne est ensuite affectée a chaque point a partir d’une

analyse en composantes principales des orientations locales des points situés dans son voisinage.

Chacune des deux étapes met en jeu un opérateur gaussien isotrope paramétré par un écart-
type, repectivement noté o4 et o4¢p, qui controle la taille du voisinage pris en considération
dans les calculs. Sachant que 99% de I'information d’une gaussienne d’écart-type o appartient a
I'intervalle [—30, 30], ce voisinage est centré sur le point considéré et comprend 2 [30|+1 points
dans chaque direction, ou [-| désigne la fonction partie entiere par exces. Concernant la pre-

miere étape, le choix du parametre o, est adapté a la structure de I'image. Si le voisinage est
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trop vaste, il englobe des pixels appartenant a des structures différentes et inhomogenes. Au
contraire, s’il est trop étroit, I'opérateur de dérivation correspond & un opérateur local sur les
voisins immédiats d’un point et conduit a une estimation tres bruitée. Concernant la deuxieéme
étape, plus la valeur de o, est faible, plus 'estimation du champ de normales est sensible a des
détails ponctuels. Au fur et & mesure qu’elle augmente, le champ fait de plus en plus abstraction

de perturbations locales.

Considérons une image I de dimension finie N. Le champ G des gradients G; est estimé
selon les NV directions associées aux dimensions de 'image par des filtres convolutifs gaussiens
normalisés a caractere dérivatif selon la direction ¢ considérée et a caracteére « lisseur » selon les

autres directions :

Vi€ [1,N], Gi:I*thg, (A.1)
ou * désigne 'opérateur de convolution et ou
v~k 5o
Bouy () = — e 7HiE (A2)
g
en désignant par x la variable (x,,...,z,). Il est régularisé par une technique non linéaire qui

consiste en pratique a étudier sa matrice de covariance C,. En effet, I'orientation moyenne ou
dominante de G est caractérisée par le vecteur propre associé¢ a la valeur propre de €, la plus

élevée. La composante d’indice (4, j) de C, est définie au point x par :

YV (i,§) € [N, €7 (x) =D .. ) w)G, (x+1u)..Gy(x + 1), (A.3)

ou u désigne la variable discrete (u,, ..., u, ) parcourant la voisinage considéré et ot w(u) est une

pondération gaussienne normalisée :
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Minimisation sous contraintes d’une

fonctionnelle

Cette annexe présente quelques résultats théoriques consacrés a la minimisation d’une fonc-

tionnelle. Leurs démonstrations sont présentées dans [Gel64] [Aze97] [Gou03].

Soient N un entier naturel non nul et Q un domaine compact de RY. Considérons :
e une fonction f : Q) — R dépendant d’une variable x et dont la classe de régularité est au
moins égale a 2.
e une fonction L : Q2 x R x RV — R dépendant de trois variables indépendantes x, f(x) et

V f(x) et dont la classe de régularité est au moins égale a 1.

Définissons alors la fonctionnelle

J: €2(Q) — R (B.1)
foes / L(x £(x), V£(x))dx,
Q

ot €2 (Q) désigne 'ensemble des fonctions & valeurs dans R dont la classe de régularité sur

est au moins égale a 2. Nous nous intéressons dans ce manuscrit au probleme d’optimisation :

f = arg min J[g| sous la contrainte f € I, (B.2)
9eC? ()

ou I est ’ensemble des contraintes.

B.1 Absence de contraintes

En I’absence de contraintes, une condition suffisante d’optimalité locale existe pour une fonc-

tionnelle dont la classe de régularité est au moins égale a 2. Si une fonction f* vérifie
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VxeQ j?ﬁﬂ@ _— (B.3)
d?g . ..
et chg[f J(x) > 0, (B.4)
alors f* est un minimum local de J.
Les opérateurs a7 et 3 f2 dénotent respectivement la dérivée premiere et seconde de J par

rapport a f. La condltlon du second ordre (B.4), qui traduit une convexité locale de g, est
difficile a vérifier en pratique. Par conséquent, nous nous appuyons sur une condition nécessaire
d’optimalité locale du premier ordre valable pour une fonctionnelle dont la classe de régularité

est au moins égale a 1 : si une fonction f* est un minimum local de J, alors

VxeQ, S90f(x) =o. (B.5)

La résolution de I’équation (B.5), appelée équation d’Euler-Lagrange, permet de sélectionner un

certain nombre de fonctions candidates & la minimisation de J.

B.2 Contraintes de valeurs

Pour des contraintes de type frontiere ou points discrets, ’ensemble I est défini respective-
ment par les équations (1.5) ou (1.6). Dans le cas ou le probleme (B.2) est sous-déterminé ou

admet une solution unique, la condition d’optimalité précédente reste valable.

B.3 Contraintes de bornes

Pour des contraintes de bornes, ’ensemble I défini par I’équation (1.7) est un sous-ensemble
convexe complet non vide de €2 (Q). Une condition nécessaire d’optimalité locale du premier

ordre existe : si une fonction f* appartenant a I est un minimum local de J, alors

Viel ¥xeQ SSFIE(FE - ) >0 (B.6)

B.4 Dérivée fonctionnelle

La dérivée fonctionnelle de J par rapport a la variable f, appelée dérivée de Fréchet, vérifie :

N

) dg d OL
viee @), lf Zaxiafﬁ, (B.7)
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ou x; désigne la i-ieme composante de x et f,, est I'opérateur de dérivation partielle de f par

rapport a x;, noté %.
3

Lorsque la fonction L est de la forme

L: OxRxRY — R
(%, f(x),Vf(x) — [V - p f&)?

alors

49
df

™

2
V feer (), of

Lorsque la fonction L est de la forme

L: OxRY — R
(x,Vf(x) — V) +r®)]?,

alors

V fee*()), jfc[f] = —Af —div(r).
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Annexe C

Résolution rapide de I’équation de

Poisson

Sur un domaine compact € RY, ott N est un entier naturel, soit & déterminer une fonction
f:Q — R dont la classe de régularité sur €2 est au moins égale a 2 et vérifiant I’équation aux

dérivées partielles suivante :
Af=u sur €, (C.1)

ou A désigne 'opérateur Laplacien et ou u : 2 — R est une fonction continue donnée. L’équation
(C.1) est une équation de Poisson, généralement associée a des conditions sur f. Dans cette an-
nexe, nous nous intéressons aux approches « rapides » de résolution numérique de cette équation
[Hoc65] [Pol02] [Pin03]. Ces approches sont applicables sur des domaines unidimensionnels et
des domaines hyperrectangulaires en dimension supérieure. Elles nécessitent soit la connaissance
de la valeur de f sur la frontiere 9Q2 du domaine (conditions aux limites), soit la connaissance

de la valeur moyenne de f sur {2 (condition sur la moyenne).

Dans le cadre d’une résolution numérique du probleme par la méthode des éléments finis, le
domaine €2 est discrétisé par une grille composée de M, points. Les approches présentées sup-
posent un échantillonnage régulier de la direction associée a chacune des N dimensions de ().
La grille considérée coincide de plus avec la frontiere 0§2 en un nombre M, de points. Dans la
méthode des éléments finis, 'opérateur Laplacien est approximé par des différences finies (voir
paragraphe 1.2.4). La dérivée seconde dans une direction donnée est ainsi estimée & I'aide de

trois échantillons consécutifs par le filtre convolutif discret suivant :

[ -2 1, (C.2)
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ol h; désigne le pas d’échantillonnage dans la direction . Ce filtre est appliqué directement
aux points intérieurs du domaine mais requiert un échantillon supplémentaire lorsque le point
d’application appartient a la frontiere. L’échantillon supplémentaire est habituellement choisi
égal soit a I’échantillon du point d’application, soit a I’échantillon du point précédent ou suivant

(voir figure 1.6).

La discrétisation de I’équation de Poisson associée a des conditions aux limites ou sur la

moyenne conduit a la résolution d’un systeme matriciel

Af =b, (C.3)

ou A est une matrice de rang r comportant m lignes et n colonnes, b est un vecteur de données
de taille m et f est un vecteur de taille n a déterminer, qui dépendent tous trois de la grille
de d’échantillonnage et du type de conditions considéré. La solution exacte du systeme (C.3)
s’obtient par la multiplication matricielle

f =A%, (C.4)

olt A* désigne une matrice de taille n x m dépendant de la matrice A. La détermination de f

nécessite envirion r3 opérations (voir paragraphe 1.2.4).

Cette solution s’obtient de maniere équivalente en rlogr opérations par un passage dans le
domaine fréquentiel dans lequel est calculé I'inverse de 'opérateur Laplacien. Pour ce faire, un
miroir discret périodique adapté aux conditions est appliqué a ’ensemble ou a une partie des
composantes des vecteurs f et b. Les restrictions sur une période des signaux obtenus apres ap-

plication du miroir, respectivement notés f et b, sont alors liés par une convolution circulaire :

b=f®¢", (C.5)

ot ® désigne Popérateur de convolution circulaire et ott ¢* est un filtre représentant 'opérateur

Laplacien discret. Dans le domaine fréquentiel, I'équation (C.5) devient

TFD(b) = TFD(f) ® TFD(¢), (C.6)

ou ® et TFD désignent respectivement le produit terme a terme (de vecteurs ou de matrices) et

la transformée de Fourier discrete. Le signal E est ainsi déterminé par la relation
f=TFD![TFD(b) © &4, (C.7)
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ou TFD ! désigne la transformée de Fourier discréte inverse. Le filtre @ correspond & l'inverse
de l'opérateur Laplacien dans le domaine fréquentiel. Sa premiere composante correspond au
rapport entre les valeurs moyennes des signaux f et b. Selon le miroir considéré, la transformée

de Fourier discrete est équivalente a une transformée en sinus ou en cosinus discrete.

Dans la suite, nous présentons en détail les approches rapides pour des domaines unidimen-
sionnels, ) étant alors un segment de R. L’extension a des domaines hyperrectangulaires en

dimension supérieure se fait sans difficulté. En dimension 1, I’équation de Poisson s’écrit :

0% f

Ve, 922

(z) = u(z). (C.8)

Le segment (2 est discrétisé par une grille de M, points espacés par un pas d’échantillonnage h.
La frontiere 92 est composée de 2 points (voir figure C.1). Les échantillons des fonctions f et u

sont alors estimés en ces M, points.

4i>
+ + 4+ + + +
\ J
|
M, points

Figure C.1 — Grille d’échantillonnage sur M, points. Les deux points en rouge composent la
frontiére du domaine.

C.1 Conditions aux limites

Le probleme composé de 1'équation (C.8) discrétisée et associée a des conditions aux limites
possede n inconnues, qui correspondent aux M, — 2 échantillons de f sur les points intérieurs

au domaine 2. Ces inconnues sont déterminées par les équations :
) 1 . . . )
Viel[2,M,—1], 72 [f(z(i— 1)) = 2f(z(0)) + f(z(i +1))] = u(z(3)), (C.9)

ou f(z(1)) et f(z(M,)) sont imposés par les conditions. La matrice A traduit donc I'application
de 'opérateur Laplacien sur les points intérieurs au domaine €. Il s’agit d’'une matrice carrée de

taille n x n inversible (i.e. de rang n). Elle s’écrit :
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A= : (C.10)

Le vecteur f contient les n échantillons inconnus de f tandis que le vecteur b contient les échan-

tillons de u ainsi que les valeurs de f sur 0f2, qui passent donc a droite de I’égalité (C.3) :

f= : et b= : (C.11)

u(aj(MQ - 2))

La solution du systeme (C.3) vérifie alors :

f=A"'="TSD, ' [TSD,(b) ® '], (C.12)

ou TSD, et TSD;1 désignent respectivement la transformée en sinus discrete de type I et sa

transformée inverse. Le filtre ®2' est de taille n.

En effet, le miroir discret appliqué aux vecteurs f et b est un miroir impair de période 2n + 2
(voir figure C.2).

Les restrictions sur une période des signaux obtenus apres application du miroir sont donc

de la forme suivante :

:[Q(D ~ogn) 0 —g(n) -+ —g(1) 0}, (C.13)

(SSH

ol g désigne indifféremment f et b et ot g(i) correspond au i-ieme échantillon de g. Le filtre o™
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Q! —

Figure C.2 — Miroir impair de période 2n + 2 appliqué a un signal g de n=35 échantillons (en
orange). Le signal g est la restriction sur une période du signal périodique.

est lul aussi de taille 2n + 2 :

1
¢A:ﬁ 210 -~ 0 1]. (C.14)

Concernant le filtre ®2, 1a valeur de sa premiére composante n’a aucune importance, étant donné

que f et b sont impairs donc de valeur moyenne nulle. Ses autres composantes sont données par :

h2

2 cos (27T 23;-12) — 2‘

Vie[2,2n+2], ®2(i)= (C.15)

Pour le miroir considéré, la transformée de Fourier discrete du signal g est équivalente a la
transformée en sinus discrete de type I du signal g. Cette équivalence justifie I'équation (C.12)

X ’ PN s
ot 2" est le filtre 2 réduit & ses n premiéres composantes.

C.2 Conditions sur la moyenne

Le probléme composé de 1'équation (C.8) discrétisée et associée a une condition sur la
moyenne posséde n inconnues, qui correspondent aux M, échantillons de f sur ’ensemble des

points du domaine (2. Ces inconnues sont déterminées par les équations :

Vie [, M,], &[f(z@i—1))=2f(2(@) + f(=z@+1)] =  u(z@))
" (C.16)
;f(:c(i)) = M, <[>,

ou < f > désigne la valeur moyenne de f. Les échantillons f(x(())) et f(;zc(MQ + 1)) dépendent
du choix de I’échantillon supplémentaire considéré pour estimer 'opérateur Laplacien sur la

frontiere (voir figure 1.6). La matrice A est une matrice rectangulaire de taille (n 4+ 1) x n et de
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rang n. Elle est de la forme

A/
D

A= (C.17)

La matrice A’ est une matrice carrée singuliere de taille n x n. Elle traduit 1’application de
Popérateur Laplacien sur ’ensemble des points du domaine (). La matrice D une matrice de
taille 1 x n dont toutes les composantes sont égales a 1. Elle permet de fixer la valeur moyenne

de f. Le vecteur f contient les n échantillons de f :

f= : . (C.18)

Le vecteur b, de taille n + 1, est de la forme :

b= [ ¥ ] (C.19)
M, < f>

Le vecteur V', de taille n, contient les échantillons de w :

v = : . (C.20)

C.2.1 Point d’application

Dans le cas ou I’échantillon supplémentaire est choisi égal a celui du point d’application du

Laplacien, ce dernier s’écrit sur la frontiere :

e[ (2(2) = f(2(D)] = u(z(1))
(C.21)

e [f(a(M, = 1)) = f(a(M,,))] = u(z(M,))

Par conséquent, la matrice A’ s’écrit :

- 136 -



C.2 - Conditions sur la moyenne

-1 1
1 -2 1
1
Al:ﬁ . (C.22)
1 -2 1
La solution du systeme (C.3) vérifie alors :
f=(ATA)" ATy = TCD, [ TCD, () ® 2], (C.23)

ott TCD, et TCD, ! désignent respectivement la transformée en cosinus discréte de type I et sa

transformée inverse. Le filtre ®2' est de taille n.

En effet, le miroir discret appliqué aux vecteurs f et b’ est un miroir pair de période 2n (voir
figure C.3).

------ A IARAES AN AR AR

g

Figure C.3 — Miroir pair de période 2n appliqué a un signal g de n="7 échantillons (en orange).
Le signal g est la restriction sur une période du signal périodique.

Les restrictions sur une période des signaux obtenus apres application du miroir sont donc

de la forme suivante :

g=|o) g gn) - g(1) ], (C.24)
ol g désigne indifféremment f et b Le filtre ¢ est lui aussi de taille 2n :

1
qﬁA:ﬁ -2 10 --- 0 1]. (C.25)
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Le signal z étant pair, sa valeur moyenne est égale a celle de f. La valeur de la premiere

composante du filtre @2 doit ainsi étre choisie de telle sorte que < z >=< f >. Les autres

composantes sont données par :

h2
Viel[2,2n], ®234) =

= . . C.26
2 cos (271%) -2 ( )

Pour le miroir considéré, la transformée de Fourier discrete du signal g est équivalente a la
transformée en cosinus discrete de type I du signal g. Cette équivalence justifie I'équation (C.23)

. / PETTEN s
ot 2" est le filtre &2 réduit & ses n premieres composantes.

C.2.2 Point précédent ou suivant

Dans le cas ou I’échantillon supplémentaire est choisi égal a celui du point précédent ou

suivant le point d’application du Laplacien, ce dernier s’écrit sur la frontiere :

elf@@) - f)] = u)

(C.27)
Par conséquent, la matrice A’ s’écrit :
S -
1 -2 1
1
A= . (C.28)
1 -2 1
- 2 _2 -
La solution du systeme (C.3) vérifie alors :
f=(ATA4)" ATy = TCD, [ TCD, () ® &*'], (C.29)

ott TCD,, et TCD,, ! désignent respectivement la transformée en cosinus discrete de type II et

sa transformée inverse. Le filtre ®2' est de taille n.

En effet, le miroir discret appliqué aux vecteurs f et V' est alors un miroir pair de période
2n — 2 (voir figure C.4).
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AAARRRRAARRARARANARARARARS

g

Figure C.4 — Miroir pair de période 2n — 2 appliqué a un signal g de n=7 échantillons (en
orange). Le signal g est la restriction sur une période du signal périodique.

Les restrictions sur une période des signaux obtenus apres application du miroir sont donc

de la forme suivante :

9= [ g(1) - gln=1) g(n) gn—=1) - g(2) |, (C.30)
ol g désigne indifféremment f et b'. Le filtre ¢* est lui aussi de taille 2n — 2 :

1
¢A:ﬁ 210 -0 1]. (C.31)

Le signal E étant pair, sa valeur moyenne est égale a celle de f. La valeur de la premiere

composante du filtre ®2 doit ainsi étre choisie de telle sorte que < z >=< f >. Les autres

composantes sont données par :

h2

Vie[2,2n—2], ®2(i)= , .
2 cos (27r 2’7:_12> -2

(C.32)

Pour le miroir considéré, la transformée de Fourier discrete du signal g est équivalente a la
transformée en cosinus discrete de type II du signal g. Cette équivalence justifie I’équation

(C.29) ou 2 est le filtre ®2 réduit & ses n premieres composantes.
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Annexe D
Acquisition d’images sismiques

La méthode d’acquisition d’images sismiques la plus répandue est nommée sismique par ré-
flexion. Elle consiste a recueillir et a étudier les réflexions d’ondes acoustiques qui sont produites
artificiellement en surface (sur terre ou en mer) et qui se propagent a travers les diverses couches

géologiques formant le sous-sol [Gra90].

Sur terre, les ondes initiales sont générées par des charges explosives, enterrées et mises a feu
sur commande, ou par des vibreurs posés a la surface du sol. Les ondes réfléchies sont recueillies
a l'aide de capteurs nommés (géophones) qui convertissent les vibrations du sol en signal élec-
trique. Les acquisitions sont réalisées le long d’une ligne préalablement définie et conduisent,
par conséquent, a la formation de données ou d’images sismiques bidimensionnelles. En mer, les
sources d’ondes sont des canons a air comprimé, actionnés régulierement, tandis que les signaux
sismiques sont recus par des capteurs nommés hydrophones. L’ensemble des sources et des cap-
teurs, repéré a 'aide de satellites (GPS), est remorqué a vitesse constante par un navire. Les

mesures ainsi obtenues conduisent & la formation d’images tridimensionnelles.

vibreur

surface

) N

1

1
! discontinuité
1

) /

Figure D.1 — Propagation des ondes sismiques.

Pa

Les ondes produites artificiellement en surface se propagent dans le sous-sol. Les différentes
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couches géologiques rencontrées sont des milieux homogenes ayant des propriétés acoustiques
différentes. Leurs limites consituent donc des discontinuités qui donnent naissance a des ondes
transmises, traversant les couches rencontrées, ainsi qu’a des ondes réfléchies remontant vers la
surface (voir figure D.1) et recueillies par les capteurs décrits précédemment. L’ensemble des
signaux recus subit un traitement informatique qui prend en considération des phénomenes phy-
siques complexes d’interférences, de convolutions et qui nécessite une importante puissance de
clacul et de stockage. Les signaux monodimensionnels résultants sont appelés traces sismiques :

représentés verticalement et juxtaposés, ils forment des images sismiques (voir figure D.2).

Figure D.2 — Image sismique.

Les pixels correspondant aux extrema locaux des traces sismiques forment des ensembles
connexes désignés par les termes horizons sismiques (voire figure D.3). Il est important de noter
que la composante verticale de ces images représente une information temporelle qu’il est possible
de relier a une dimension spatiale par la connaissance des vitesses moyennes de propagation des

ondes, généralement comprises entre 2000 et 4000 m/s.

(a) (b)

Figure D.3 — Données sismiques : (a) traces, (b) image correspondante.
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Annexe E

Aplanissement d’images sismiques

par approche GeoTirme

E.1 Principe

L’aplanissement d’une image sismique bidimensionnelle ou tridimensionnelle est fondée sur
un changement d’espace. La donnée est représentée dans I’espace de Wheeler [Whe58] : les dépots
sédimentaires apparaissent en couches, empilés les uns sur les autres le long d’un axe vertical
qui traduit un pseudo-temps géologique, séparés par des frontieres horizontales et latéralement

arrétés par des zones de non-dépots ou d’érosion appelées hiatus (voir figure E.1).

Région indéfinie (@)

Transformation T .

Unité de temps géologique

Temps de propagation

Région indéfinie

I
I
I
I

Figure E.1 — Changement d’espace de représentation d’une donnée sismique.

Plusieurs méthodes d’aplanissement sont proposées dans la littérature [Hoyll]. Les plus
anciennes proposent des approches quasi-manuelles [Zen98] [Lee01] tandis que les méthodes
plus récentes ne sont pas supervisées [Sta04] [Lig06] [Bru07] [LomO07] [Tou08] [Pau09]. Elles
requierent toutes une reconstruction d’horizons sismiques afin de déterminer la transformation
de changement d’espace. Certains travaux s’appuient sur une information estimée de pendage.
Lomask et Guitton [Lom06¢] [Lom07], suite aux travaux de Bienati [Bie98], génerent des horizons

a partir de points (nommés germes) disposés le long d’une trace de référence (voir figure E.2a).
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Il s’agit d’une solution locale dépendant du choix de la trace de référence et ne conduisant qu’a
une représentation partielle de la donnée aplanie. Au contraire, I’approche GeoTime [Don99|
[Don01] [Tou08], dévelopée dans le cadre du partenariat industriel entre Total et le laboratoire
IMS,est fondée sur des germes situés sur I’ensemble de la donnée (voir figure E.2b) et offre une

solution globale plus semblable a la représentation de Wheeler de la figure E.1.

Figure E.2 — Reconstruction d’horizons sismiques a partir de germes (a) disposés le long d’une
trace de référence; (b) situés sur l’ensemble de la donnée.

E.2 Approche GeoTime

Dans 'approche GeoTime, le changement d’espace est caractérisé par une transformation
réversible T correspondant a une translation mettant en jeu un champ dense de déplacement f

défini dans 'espace de Wheeler :

t:tg+f($17x2’tg)’ (El)

ou t désigne I'axe temporel de 'espace initial de représentation de la donnée et ¢, l'axe du

pseudo-temps géologique dans I'espace de Wheeler (voir figure E.3). Le calcul de la transfor-
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mation, dont le synoptique est présenté par la figure E.4, s’articule en trois étapes : génération
et accumulation des horizons sismiques, intégration verticale de ’accumulateur et calcul de la

position des isovaleurs.

Espace initial Espace de Wheeler

Figure E.3 — Espaces de représentation d’une donnée sismique.

Dans la premiere étape, les horizons sismiques sont générés a partir de germes. Les germes
peuvent étre choisis ponctuellement, par exemple en fonction de la qualité supposé de ’horizon
construit, et obtenus par détection et sélection de maxima locaux de ’amplitude sismique. Ils
peuvent également étre définis selon une grille échantillonnée de maniére grossiere ou tres fine,
allant jusqu’a ’ensemble des points de I'image. Les horizons sont construits itérativement a par-
tir du champ de pendage © estimé sur I'image I par la résolution de I’équation aux dérivées
partielles présentée au paragraphe 1.2.3. L’addition de ’ensemble des horizons générés constitue
un accumulateur (ou stack) S qui met en évidence des lieux de convergence sous la forme de
focalisations tres marquées. Lors de cette étape, tous les horizons contribuent & chaque trace de

l’accumulateur.

La deuxieme étape consiste a intégrer I’accumulateur obtenu selon une verticale pointant vers
le bas de la donnée. Il s’agit en fait de dénombrer en tout point le nombre de réflecteurs générés
et empilés depuis 'origine du temps d’acquisition. L’intégrale ST ainsi obtenue a la propriété
d’étre maximale et constante pour le dernier point de chaque trace : la valeur résultante est égale
au nombre d’horizons générés lors de la premiere étape. Le lieu des points caractérisés par une
valeur d’intégration particuliere correspond alors a un pseudo-temps géologique. Les différents
dépots sédimentaires, bien que non véritablement segmentés ou isolés, apparaissent sous une

forme continue.

Dans la troisieme étape, le champ de déplacement f est obtenu en recherchant le lieu exact

des isovaleurs dans chaque trace de ’accumulateur intégré. La démarche peut alors étre vue
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Etape 1

Etape 2

Etape 3

SIL

f

Figure E.4 — Synoptique du calcul de la transformation.
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comme une comparaison de ’accumulateur intégré avec un accumulateur uniforme et intégré
verticallement STL : la translation f retenue est donnée par la différence d’ordonnée entre les

points présentant la méme valeur dans les deux accumulateurs intégrés.

E.3 Exemples

Les méthodes d’applanissement de Lomask et GeoTime sont appliquées et comparées sur
I'image sismique présentée figure E.5a. L’approche de Lomask (voir figure E.5b) n’offre quune
représentation partielle de la donnée aplanie : la trace de référence étant placée a gauche de
I'image, de nombreux horizons sont absents dans la partie droite. De plus, I’horizontalisation
est tres dissymétrique car la qualité des horizons semble se dégrader dans les zones situées loin
des germes. Un choix de germes dans une autre trace conduit également a un résultat différent.
Au contraire, ’approche GeoTime (voir figure E.5c) reconstruit la totalité des horizons qui
sont d’une maniere générale correctement aplanis et empilés bien que perturbés dans certaines

régions. Les hiatus sont également représentés par les zones blanches.
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Figure E.5 — Image sismique (a) et applanissement associé (a) par la méthode de Lomask; (b)
par l'approche GeoTime.
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