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Introduction

A la fin du XVIIéme siécle, Isaac Newton constate que lorsqu’une source lu-
mineuse blanche traverse un prisme et que 1’on place un écran devant, il apparait
toute une palette de couleurs, semblable aux arc-en-ciel : la lumiére apparait comme
un mélange de ces couleurs, que le prisme parvient a séparer, permettant ainsi de
les distinguer et méme de mesurer I'importance relative de chacune. C’est I'acte de
naissance de la spectroscopie.

Thomas Young, un siécle plus tard, démontre avec sa célébre expérience des
franges d’interférence que la lumiére a un comportement ondulatoire, et que chaque
couleur correspond a une longueur d’onde bien précise. Puis, au début du XIXeéme
siecle, William Wollaston s’apercoit qu’il existe des “absences” dans la lumiére prove-
nant du soleil, dont Joseph Fraunhofer étudie le spectre a son tour aussi précisément
que possible a son époque, et de quelques autres étoiles. Il remarque qu’une double
raie bien déterminée est présente a la fois dans le rayonnement solaire et dans la
flamme du sodium : il semble possible d’identifier la matiére a la source d'un rayon-
nement. Il constatera ainsi que de nombreuses raies sont communes avec le fer, et
on croira un temps que le soleil est principalement constitué de fer en fusion.

Le 18 aotut 1868, a l'occasion d’'une éclipse solaire, de nombreux astronomes,
dont surtout le francais Jules Janssen, découvrent dans son rayonnement des raies
ne correspondant a aucun élément chimique connu sur Terre : en référence au mot
grec “helios” (soleil), 'astronome Normal Lockyer et le chimiste Edward Frankland,
tous deux anglais, le baptisent du nom d’hélium, dont Luigi Palmieri prouvera en
1882 qu’il existe bel et bien sur Terre aussi.

La grande idée de Max Planck, selon laquelle I'énergie était quantifiée, ne pouvant
prendre que des valeurs discrétes et non continues, et qui finit rapidement par donner

naissance a la mécanique quantique, permettra enfin de comprendre que ce sont les



propriétés atomiques, et leurs perturbations, qui engendrent la lumiére que nous
observons. La lumiére est alors devenue un instrument de compréhension de I’atome,
au moment méme ol la démonstration de I'existence de ce dernier fut définitivement
établie, avec les rayons cathodiques de Joseph John Thomson (preuve de I'existence
des électrons) et le bombardement alpha de feuilles d’or par Ernest Rutherford
(preuve de l'existence des noyaux positifs).

Mais la lumiére n’a bien str pas seulement permis d’identifier les éléments de
matiére dans les milieux chauds, et surtout les plasmas, permettant d’en connaitre les
variables thermodynamiques intensives (pression, densité, température, etc.). Elle a
aussi permis, en observant tres attentivement le rayonnement émis par le plus simple
des atomes, ’hydrogéne, de comprendre autant qu’il est possible les phénoménes
dont il est le siége, et que seule la mécanique quantique a pu décrire convenablement.
De nos jours, les raies spectroscopiques ayant une certaine largeur et une forme qui
renseignent sur les conditions physiques des atomes émetteurs, leur mesure et leur
modélisation sont devenues des enjeux majeurs de la compréhension des phénoménes
physiques.

L’existence de I’atome, inaccessible directement a l'oeil, n’a pu étre découverte
que par I’acharnement intellectuel de I’étre humain a vouloir comprendre la Nature.
Sa structure intime a exigé davantage d’efforts encore, puisque seule la construction
d’une théorie abstraite, trés loin de 'intuition que nous procure le monde macrosco-
pique, a permis de le décrire si bien qu’on est devenu capable de prédire valablement
son comportement physique. Comment pouvons-nous confirmer et nous persuader
de la validité de nos prévisions 7 Essentiellement par I’examen minutieux de la langue
de 'atome : la lumiére qu’il émet. Pour interpréter celle-ci, un modéle fut introduit
par Erwin Schrodinger en 1925, une équation d’onde qui porte son nom, et qui dé-
crit I'évolution dans le temps de 1’état de atome. La résolution de cette équation
conduit a la détermination des différents niveaux d’énergie possibles pour le systéme
atomique de I’hydrogéne, un proton en interaction avec un électron. Lorsque, pour
une raison quelconque, I'atome évolue depuis un certain état d’énergie plus élevée
que celle dite fondamentale (minimale, en fait), vers un état d’énergie moins élevée,
il émet, un photon qui correspond remarquablement bien aux prévisions obtenues par
la résolution de I’équation de Schrédinger, ce qui rend ce modéle trés convaincant,

et a permis sa reconnaissance universelle.



Que se passe-t-il précisément dans l'intimité d'un changement d’état d’énergie
atomique ? La mécanique classique nous conduirait a penser que l'électron, étant
soumis a l'accélération centripéte de son orbite autour du proton, devrait rayonner
de I'énergie, et consécutivement voir sa quantité diminuer, pour finir par rejoindre
le proton attracteur, ce qui ne se produit pourtant jamais. De plus, les photons émis
par un atome d’hydrogéne et effectivement observés sont conformes au spectre dis-
continu prévu par 1’équation de Schrédinger : I'énergie émise est quantifiée. D’autre
part, seul un atome excité, c’est-a-dire dans un état d’énergie supérieure a celle de son
état fondamental, est susceptible d’émettre un photon. L’atome en état fondamental
ne rayonne pas, ce qui est contradictoire avec la mécanique classique. On considére
cependant ’atome comme un oscillateur électromagnétique, qui rayonne continuel-
lement mais a une fréquence déterminée, en assimilant le systéme proton-électron a
un dipole oscillant. Loin de ce systéme par rapport a ses dimensions, tout se passe
comme si effectivement le mouvement de 1’électron était purement longitudinal, et le
dipole oscillant correspondant rayonne alors dans tout I’espace environnant. La mé-
canique quantique, quant a elle, ne nous permet que trés difficilement de percevoir
directement et expérimentalement le détail de la transition atomique, méme si de
récentes recherches commencent a fournir des espoirs en ce sens. Il existe un aspect
de la réalité physique qui ne sera pas considéré dans le cadre du travail présenté :
la “structure fine”. Il s’agit de groupes de raies trés proches entre elles, pour les
transitions, qui sont principalement le résultat des interactions entre les différents
moments magnétiques, et qui leur procurent une explication satisfaisante.

Alors que la théorie prévoit, dans un milieu trés dilué et froid, des raies d’une
trés grande finesse (dispersion infime autour de la fréquence centrale), cependant non
nulle compte-tenu de la largeur dite naturelle, les spectres expérimentaux montrent
une largeur réelle beaucoup plus importante. Parmi les causes de ces élargissements,
on trouve en premier lieu 'effet Doppler : le mouvement désordonné des atomes
dans leur milieu provoque des variations de fréquence en relation directe avec leurs
vitesses. La mesure de cet élargissement permet d’ailleurs une trés bonne estimation
de la température du milieu. Il existe d’autres sources d’élargissement des raies
spectrales que l'effet Doppler, ce qui est trés utile dans le cadre de la spectroscopie
des plasmas.

Dans de nombreux plasmas, la principale autre cause d’élargissement est la preé-



sence du champ électrique engendré par les perturbateurs, ions et électrons, qui
entraine un couplage entre niveaux d’énergie qu’on appelle effet Stark [1]. D’autre
part, il régne dans certains plasmas un champ magnétique trés intense, comme en
particulier dans les machines expérimentales destinées a la fusion thermonucléaire
controlée. Le programme ITER en particulier prévoit la construction d’un réacteur
dans lequel l'intensité du champ magnétique atteindra une dizaine de teslas. Or
quelque soit son intensité, un champ magnétique perturbe lui aussi I'atome, c’est
Ieffet Zeeman, qui n’est pas étudié dans le travail présenté. Dans un dispositif tel
qu'ITER cependant, le diagnostic est tout a fait essentiel pour en permettre le
controle, ce que permet la spectroscopie des profils de raie des plasmas.

Les étoiles étant constituées principalement d’atomes d’hydrogéne, 'étude de
leurs profils de raies revét un intérét évident pour déduire de leur observation les
caractéristiques physiques de ces objets stellaires. Ainsi, bien plus loin de nous que les
plasmas de laboratoire, les mesures des profils de raies spectroscopiques conduisent
constamment a de nouvelles découvertes. Par exemple, récemment un nouveau type
de naine blanche a été détecté, dont I'atmosphére contient des traces de carbone et
d’oxygéne|2|, et dont les spectres vont nécessiter une analyse spécifique.

Les modélisations théoriques des raies spectrales procurent des prédictions trés
satisfaisantes des formes de celles-ci. Ceci a permis dans de nombreux cas la réali-
sation précise du diagnostic en densité et en température du plasma. Toutefois, il
reste quelques désaccords entre les différents modéles, d'une part, et entre les obser-
vations et les prédictions des modéles, d’autre part. Ceux-ci concernent par exemple
les effets de dynamique des particules, en particulier quand plusieurs d’entre elles
agissent simultanément sur I’émetteur. Peut-on expliquer ces différences par des in-
suffisances qui seraient intrinséques aux formalismes employés ? Doit-on choisir un
formalisme prenant en compte la totalité de la réalité quantique comme le propose
la démarche de Feynman par intégrale de chemin? Quel est le role de la chrono-
logie (non commutation de I'opérateur d’évolution a deux instants distincts) et de
sa prise en compte ou non? Existe-t-il un moyen de mieux représenter 1’évolution
du microchamp électrique en rendant possible I’emploi de distributions statistiques
quelconques décrivant les temps d’attentes entre deux valeurs distinctes du micro-
champ 7 Cette thése est une exploration des réponses a ces questions, dans le cadre

de Teffet Stark pour la raie Lyman-« de I’hydrogéne, et recherche dans les diffé-



rentes approches théoriques examinées les éventuelles sources de désaccord entre les

élargissements de raies.






Chapitre 1

Raies spectrales des plasmas avec
effet Stark

1.1 Un peu d’Histoire

Les premiéres tentatives de modélisation des élargissements de profils de raies
sont dues & H.A. Lorentz 3|, dont approche, a 'aune de la mécanique classique,
consistait a envisager des collisions inélastiques comme responsables d’une inter-
ruption soudaine du rayonnement d’un atome émetteur Ce modéle montrait déja
une relation claire entre la fréquence de ces collisions et la largeur de la raie obser-
vée, permettant le diagnostic de la densité du milieu. Ces premiers développements
conviennent pour des plasmas & faible densité, cinétiques, ou le temps entre deux
collisions est grand devant celui que dure la perturbation de 'une d’elles. A cette
époque, on montre que le spectre de I’émission, qui détermine le profil de raie, s’ob-
tient par la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de I'onde. En

effet, considérant une fonction d’onde classique du type :

f(w,7) =exp (Ef—l— wt) (1.1)

oll w est la pulsation, k le vecteur d’onde, on peut écrire sa fonction d’autocorrélation

telle que :
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6(s) = lim = [ F(0)f(t + s)dt (1.2)

Or, I'intensité lumineuse correspondant a une fréquence prise isolément, s’écrit :

2

et (1.3)

Le carré de la norme de la fonction, c¢’est aussi le produit de la fonction par son

conjugué, on peut alors récrire :

I(w) = Tlgrolo ﬁ {/ [t “"tdt} { _i f(t')e_i“’t/dt’} (1.4)

On procéde maintenant & un changement de variable, avec : ¢’ =t + s. L’expres-
sion de I(w) devient :

2

1 7 . 3 .
f<w):%££lom{ Tf*<t>ez“dt}{ Tf<t+s>e—w<t+s>ds} (1.5)

En remarquant que : e’ = 1 en écrivant le produit des intégrales comme

une intégrale double, on obtient :

N
N

I(w) = lim —— FE) f(t + s)e ™*dtds (1.6)

On sépare de nouveau les intégrations :

(@) = lim _W/ PO F(E + 5)dt (1.7)

T—o0 27TT

Ce qui fait apparaitre en fin de compte une transformée de Fourier de la fonction

d’autocorrélation ¢(s) :

oo
(W) = ~ / e~ dsg(5) (1.8)

—0o0
Par la suite, la contribution des collisions élastiques a été mise en évidence, consi-

dérant cette fois qu'une particule perturbatrice pouvait entrainer un déphasage du
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train d’onde, enrichissant ainsi le spectre de 1’émission, comme 1’ont montré Lenz
[4] et Weisskopf [5]. Mais une trentaine d’années plus tard, afin d’améliorer la pré-
cision des prédictions des formes de raies, de nouveaux modéles prenant en compte
le caractére quantique de 'atome émetteur, tout en conservant pour les perturba-
teurs la notion de trajectoire (approche semi-classique), voient le jour, établis par
les travaux d’Alan Kolb et Hans Griem [6]. Peu aprés, Michel Baranger apporte ses
propres contributions a cette démarche, et ajoute un traitement quantique pour les

perturbateurs également |7, 8, 9|.

1.2 Elargissement du profil de raie et diagnostic

Le plasma, ce “quatrieme” état de la matieére, que ’on n’observe sur Terre que
lorsque de hautes températures le rendent possible, est le constituant des étoiles, et la
matiére condensée ne représente qu'une infime proportion de la quantité de matiére
recensée dans l'univers visible. Par I’étude attentive du rayonnement stellaire, on a
pu apprendre une quantité impressionnante d’informations sur leur constitution, leur
dynamique, leur évolution, et bien d’autres propriétés. Sur Terre, les plasmas sont
toujours artificiels, a 'exception de rares phénoménes naturels, comme la foudre,
ol la haute atmosphére. Cependant, les plasmas trouvent chaque jour des applica-
tions dans tous les domaines, industriel, énergétique, médical, etc. C’est notamment
le cas dans la tentative internationale ITER de produire et controler une réaction
de fusion thermonucléaire pour remplacer la production électrique obtenue par les
centrales thermiques classiques, par de futurs réacteurs consommant un mélange
d’hélium et de tritium, isotope de I'hydrogéne. L’hélium est disponible en abon-
dance, et le tritium s’obtient & volonté, en quantités virtuellement inépuisables sur
Terre, d’ou I'intérét pour réussir a pallier I’épuisement des ressources pétroliéres.
Afin de contréler les premiers réacteurs expérimentaux, il est devenu essentiel de
pouvoir interpréter le plus correctement possible la lumiére émise par les plasmas
qu’ils contiennent, afin d’établir précisément le diagnostic des conditions physiques
(notamment la température et la densité), et ainsi pouvoir controler I’évolution du
systéme et son efficacité. En effet, ’étude fine d’un profil de raie, a partir de modéles
appropriés, fournit les renseignements nécessaires, par 'interprétation judicieuse des

causes d’élargissement.
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1.2.1 La largeur naturelle

En I'absence de toute perturbation, un atome excité retourne a son état fon-
damental lorsque la durée de vie de son excitation s’achéve “naturellement”, cet
événement pouvant survenir selon une certaine dispersion statistique en temps, et
donc en longueur d’onde également, de sorte que la raie d’émission correspondante
posséde une largeur, trés fine comparée a d’autres sources d’élargissement, mais bien
déterminée : la largeur naturelle. Celle-ci trouve sa source dans la relation d’incer-
titude de Werner Heisenberg, qui lie le sort de la durée de vie de 1'état excité avec

son énergie :

AE.AT > g (1.9)

ou AT représente la durée de vie de I'état excité, dont la valeur n’est pas absolument
fixe, et varie avec une certaine amplitude. Ces trés légéres variations entrainent
de part la relation d’incertitude une certaine largeur également en énergie AFE,
au moment de la désexcitation (et donc en nombre d’onde, en longueur d’onde,
etc). Cela étant, 'élargissement que ce phénoméne apporte a la raie spectrale est
généralement infime devant les autres causes que nous allons aborder plus loin (en
particulier I'effet Doppler), et demeure de l'ordre du dix milliéme d’angstrom, pour
les premiéres raies permises de I’hydrogéne. La contribution de la largeur naturelle
s’exprime sous une forme lorentzienne (conséquence d’un processus d’extinction dont
le temps d’attente suit une loi exponentielle), mais demeure presque imperceptible
pour les instruments de mesure, du fait de son extréme finesse et de son masquage

par les autres sources d’élargissement.

1.2.2 L’effet Doppler

Le mouvement des atomes se compose avec la longueur d’onde des photons qu’ils
émettent, qui sont donc soumis a l’effet Doppler. De la méme facon qu’un véhicule
émettant une fréquence sonore fixe et bien déterminée nous semble avancer vers
nous avec un son plus aigii, alors que lorsqu’il s’¢loigne le méme son parait plus
grave (ce qui est effectivement le cas : sa longueur d’onde s’allonge réellement pour

I'observateur se trouvant dans un référentiel fixe), les atomes émetteurs, selon le
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module et la direction de leurs vitesses, donnent a percevoir des photons a longueur
d’onde considérablement distribuée. Lorsqu’un photon provient d’'un atome dont le
mouvement est dirigé vers 'instrument de mesure, sa longueur d’onde est raccourcie,
et sa fréquence est décalée dans le sens supérieur : vers le bleu, lorsque le photon
appartient au domaine visible. En revanche, si I'atome s’éloigne, la longueur d’onde
d’un photon émis s’allonge, et la fréquence est décalée dans le sens inférieur : vers
le rouge, pour un photon visible (ainsi on sait que les galaxies s’éloignent les unes
des autres : plus on observe loin, plus leur lumiére est décalée vers le rouge, ce qui
conduit les cosmologistes & concevoir notre univers comme un modéle en constante
expansion). Les effets de 1’élargissement Doppler sur les profils de raie sont le plus
souvent dominants, ce qui géne l'interprétation des mesures concernant les autres
effets, mais sont cependant d’un secours précieux pour estimer la température d’'un
milieu. Ceci provient de la relation directe entre la température (donc la distri-
bution des vitesses) et la largeur Doppler, comme le montre I'expression de cette

contribution au profil :
I (Aw) 1 1 Aw\?
A — == 1.10
IO ﬁ Awo P (AWQ) ( )

ot Iy est I'intensité maximale de la raie, wg est la fréquence centrale de celle-ci

(transition), et ou :

v
Awpy = wy— (1.11)

c
est la largeur Doppler. La vitesse moyenne v, est telle que v2 = % avec 1" la

température, m la masse des atomes considérés, et k la constante de Boltzmann, ¢
étant la vitesse de la lumiére. La mesure de I'élargissement Doppler procure donc
un bon diagnostic de la température du milieu, puisque les autres grandeurs sont

des constantes, et sont connues.

1.2.3 L’élargissement collisionnel

Dans les premiers temps de la modélisation des profils de raie, Lorentz [3] a
proposé un modéle dans lequel les atomes sont considérés comme des oscillateurs

émettant des trains d’ondes, qu’'une particule passant dans son voisinage interrompt
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par une collision. Adoptant une approche statistique, faisant intervenir un intervalle
de temps moyen entre collisions, et considérant que celles-ci sont statistiquement
indépendantes, on aboutit & une loi de probabilité de collision en loi exponentielle,

telle que :

wwo::%ema(—é) (1.12)

ou 7 est le temps moyen entre deux collisions. Pour un train d’onde d’une durée T',
apreés transformée de Fourier, on en déduit le spectre pour un oscillateur unique, en

intégrant de 0 a T :

lexpi(wo —w)T]—1

Fw,T) = 1.13
(0.7) = SR (113
puis le spectre d’énergie :
1 1 —i(wo—w)T __ 1 t(wo—w)T __ 1
E@ﬂ——*@ﬂF@ﬂ:—k H% ] (1.14)
2 2T (WO — w)

qu’il faut maintenant moyenner, 7" appartenant a la distribution dont la loi est 1.12

que I'on utilise pour calculer cette moyenne, et finalement, il vient :

1
m (1.15)
avec ) = w—uwy. Ce type de profil, qui varie comme I'inverse d’un carré prend le nom
de lorentzienne, en hommage au travail du physicien. Les ailes d'un tel profil sont
nettement plus larges (les pentes de décroissance sont bien plus douces) que celles
d’une gaussienne. L’interprétation de leur contribution au profil complet d’une raie
spectrale permet d’apprécier la densité du milieu, car il existe une relation entre la
section efficace de perturbation, et la durée de I’émission du train d’onde (puisqu’il
est interrompu par une perturbation) [10].

Un élargissement de profil de raie résultant de la combinaison d’un profil de type
gaussien (par exemple un effet Doppler) avec un profil de type lorentzien (collision-

nel) aboutit a une forme caractéristique qu’on appelle profil de Voigt.
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1.2.4 Perturbations électrique et magnétique

Constitués de charges électriques en mouvement, noyau positif et électrons, les
atomes sont le siege de moments dipolaires électriques et magnétiques. Dés lors,
en présence d'un champ électrique ou magnétique, ces moments sont soumis a des
forces de Coulomb et de Lorentz, avec qui I'interaction va avoir pour conséquence
de perturber I’équilibre énergétique des atomes : les niveaux d’énergie sont modifiés,
et les émissions de photons vont avoir lieu selon des fréquences également modifiées.
Lorsque l'on considére la seule influence d’un champ électrique, on qualifie le phé-
nomeéne d’effet Stark, et c’est le cadre de travail de cette thése, car les intensités
de ce type de champ sont couramment fortes dans les plasmas de laboratoire, en
particulier ceux obtenus par décharge électrique provoquant 'ionisation des atomes
du milieu soumis a la différence de potentiel.

Quand le type de champ a 'oeuvre est magnétique, comme c’est le cas des dis-
positifs a confinement destinés a explorer les possibilités de fusion thermonucléaire,
controlée ou non, 'effet sur 'atome prend le nom de Zeeman. Ce dernier n’est pas
considéré dans I’ensemble des travaux présentés ici, non plus que la structure fine
dont la présence s’explique par les interactions entre les moments magnétiques ca-

ractérisant ’atome et son noyau.

1.3 Le modéle quantique du profil de raie

Comme déja évoqué, les premiers développements de la spectroscopie des plasmas
ont été formalisés initialement par Lorentz [3], en se fondant sur des considérations
de physique classique faisant intervenir des collisions uniquement binaires dans des
milieux trés dilués, donnant son nom a l’équation de profil qui porte son nom et
décrivant déja avec une bonne approximation un profil de raie élargi.

Par la suite, soit un peu plus d’un demi-siécle plus tard, Baranger 7], Griem, Kolb
et Shen |6] ont établi des descriptions beaucoup plus fines de la réalité en se fondant
sur I'exploitation de la description quantique d’'un atome émetteur, mais aussi en
affinant la modélisation de la statistique décrivant un grand nombre de particules
en interaction. En effet, comme il ne serait pas raisonnable d’espérer décrire le

comportement individuel de chacun des atomes, ions, et électrons constituant un
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milieu plasma, il est nécessaire de disposer d’'un modéle statistique aussi réaliste que
possible.

Les spécialistes qui se sont penchés sur les profils de raies avec une approche
totalement quantique, en particulier Baranger, abordent tous le formalisme suivant
un modéle global. Il ne serait pas raisonnable de considérer chacun des corps pré-
sents dans un plasma, en nombre bien trop grand. L’approche adoptée consiste par
conséquent a considérer un atome émetteur comme plongé dans un milieu représenté
par des grandeurs statistiques qui le caractérisent, émetteur et milieu ambiant for-
mant un systéme quantique unique, avec ses états propres et leurs niveaux d’énergies
correspondants, des transitions entre eux étant la source des rayonnements que 1’on
peut mesurer. Pour une raie d’émission correspondant a une transition entre un état

a et un état 3, on montre que la puissance émise s’écrit :

4

dw;, -
Poz—>ﬁ = gcgﬁl < /B|d|a > |2 (116)

Dans cette expression, d représente le moment dipolaire du systéme quantique,

Eoa—Ep
h

correspondant a I’ensemble des transitions possibles, est la somme des contributions

et la fréquence wqp = est celle de la transition envisagée. La puissance totale,

de chacune, en faisant la moyenne sur tous les états initiaux, ce qui s’écrit :

4 .
P(w) =35> @l < Bldla > [*0 (w = wap) pa
ap

ot § est la distribution de Dirac, et p, est la matrice densité de probabilité pour

I’état initial «. Le profil de la raie d’émission est donné par la sommation telle que :

Lw) =1 < Bldla > %8 (w - was) pa (L.17)
af

La transformée de Fourier de ce spectre de fréquences s’écrit :

Ct) = /_ L () exp (—iwt) duo (1.18)

o
En substituant L (w)par son expression telle qu’en 1.17, cette transformée s’écrit

maintenant :
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C(t) =31 < Bldla > P exp (~iwast) pa (1.19)
af

La connaissance de cette fonction C' (t) permet donc de revenir au profil de raie,

en prenant sa transformée de Fourier :

“+o00

L) =10 [ C@ ewp(ivt)dt (1.20)

™ 0

On peut transformer I'expression de C (t) de la fagon suivante :

=  Egt - —1Et
C(t) = Z < ald|f > exp (ng) < Bldla > exp < Zha ) Do (1.21)
af

A ce stade, on introduit I'opérateur d’évolution U (¢) = exp (—“) du systéme
quantique, dont ’hamiltonien est H, et on obtient :
C(t)=Tr [CZUT () d.U (t) p] (1.22)

En remarquant que U' (¢) d.U (t) = d (t), opérateur moment dipolaire, on aboutit

C(t)=Tr [ci‘ (0).d (1) p} (1.23)

La fonction C'(t) est donc la fonction d’autocorrélation dipolaire de l'intensité

de émission lumineuse.

1.4 Elargissement par effet Stark

On choisit de supposer que l'interaction entre le champ électrique dans lequel
baigne 'atome émetteur, et le moment dipolaire de ce dernier peut étre considérée
comme une perturbation de son état énergétique. I.’approximation dipolaire est jus-
tifiée tant que I'on estime que la grande majorité des variations du champ électrique
a pour origine des “collisions” avec des particules chargées dont les trajectoires se

situent a des distances grandes vis-a-vis de la longueur d’onde de De Broglie, ce
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qui justifie de traiter ces perturbateurs selon des trajectoires au sens classique. En
revanche, on conserve un traitement quantique pour I’évolution de I’atome perturbé.
L’énergie de I'atome d’hydrogéne isolé peut étre modélisée par un hamiltonien formé
d’une contribution cinétique (classiquement, liée a la quantité de mouvement de
’électron), et d’une contribution potentielle (force de Coulomb d’attraction entre le
noyau positif, et I’électron, de charge négative). En présence d’un champ électrique,

la perturbation induite V' s’écrit telle que :

V=—dE (1.24)

soit I'interaction entre le moment dipolaire de I'atome (en se plagant suffisamment
loin de 'atome par rapport au rayon de Bohr, I’ensemble noyau plus électron peut
valablement, étre vu comme un dipole oscillant) et le champ électrique ambiant.
Ce dernier est la résultante de toutes les contributions externes a ’atome, ions et
électrons, du plasma dans lequel il baigne :

= qi i

E = 1.25
— 4meg r3 (1.25)

%

ol ¢; représente la charge électrique d’une particule chargée participant a la pertur-
bation, et 7; est 'opérateur position qui lui correspond.

Debye a montré que seules les particules contenues dans un espace proche ont une
influence significative, un effet d’écran se produisant au-dela d'une certaine distance
qui définit une sphére autour de 'atome a l'intérieur de laquelle seul contribuent
vraiment les perturbateurs qui s’y trouvent. Le rayon de cette sphére est la longueur
de Debye :

eokT

An = 1.26
b ne? ( )

ou n est la densité, et k la constante de Boltzmann.
L’opérateur d’évolution atomique obéit a ’équation de Schrédinger, de sorte que

I’on peut écrire :

dU (t)

i
T

=(Ho+V (1)U (t) (1.27)
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Cet opérateur s’insére dans la fonction d’autocorrélation dipolaire, qui s’écrit

alors :

C(t) = {Tr (pcifUT (t) dU (t))} (1.28)

moy
ou p est 'opérateur densité des états de ’atome, supposé diagonal. La moyenne
est faite sur les positions des perturbateurs considérés classiquement, en partant
du principe qu’ils sont suffisamment éloignés de ’atome pour que le traitement
quantique qui devrait s’appliquer en toute rigueur, puisse étre remplacé par le modéle
classique de trajectoire.

Le profil de raie s’obtient par la transformée de Fourier de la fonction d’autocor-
rélation, qui permet donc de passer au domaine spectral. Comme I’énergie est une
grandeur uniquement réelle, C' (—t) = C* (¢), et l'intensité en fonction de la pulsa-
tion peut s’exprimer comme le double de I'intégration réalisée sur les seuls temps

positifs, soit :

L(w)= %?R/JFOOC'(t) exp (iwt) dt (1.29)

[’essentiel du formalisme repose donc sur 'obtention de la fonction d’autocor-
rélation, dont se déduit le profil de raie. Celui-ci est la résultante des diverses tran-
sitions d’états | > , | >, initiaux vers des états |3 >, |5’ >, finaux. Pour les
raies qui nous intéressent ici, les écarts entre deux sous-niveaux initiaux ou deux
sous-niveaux finaux sont petits devant les énergies des transitions | >— |3 >, de
sorte que ces derniéres peuvent étre négligées et que les éléments de matrice du type
< a|U (t)|p > seront pris comme nuls. Dans ces conditions, I’équation 1.28 peut

étre récrite tel que :

Ct)=> paa-as-dag {Uacr (t) Ups ()} (1.30)

aa’Bp’
avec Jaﬁ =< 04|(ﬂﬁ >, etc., pour les différents éléments de matrice. Cette expres-
sion requiert la connaissance de 'opérateur d’évolution tel qu’en 1.27 dans les deux
espaces d’états, initial et final. L’espace de Liouville £ mis a contribution par Fano

[11], produit tensoriel entre un espace H d’états et son dual H*, permet de contour-
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ner la difficulté d’un double calcul. Cet espace permet de considérer les opérateurs de
I’espace de Hilbert comme des vecteurs, sur lesquels agissent des super-opérateurs,

tel que U (t) qui agit sur opérateur densité dans #, pris comme vecteur dans L :

o (t) >=U (t)[p(0) > (1.31)

qui obéit au correspondant de I’équation de Schrédinger dans 'espace de Liouville,
pour lequel L est le liouvillien, correspondant de ’hamiltonien, et ou 1% (t) = —d.E

est formé avec le super-opérateur moment dipolaire d :

AU ()
dt

—(L+V @)U (1.32)

C’est I’équation de Liouville. Un super-opérateur L agit ainsi sur un opérateur

|A >

. 1
LA >= ﬁ' [H, A] >

d(t) = %| @), 4] > (1.33)

La correspondance entre les éléments de matrice du super-opérateur U (t) et

l'opérateur U (t) de H dont il est issu se fait selon 1'expression :

< dBNU (t) |aB >= Une (t) Usy (1) (1.34)

Avec ces nouveaux outils algébriques, la fonction d’autocorrélation s’exprime avec

le super-opérateur d’évolution ainsi :

C(t)= Y paadasduy {< /B0 ()08 >} (1.35)
aa’ BB’

L’espace de Liouville permet donc de n’avoir qu’'une seule équation différentielle
a résoudre, ce qui est de nature a procurer un gain de temps appréciable lors de
calculs effectués par simulation sur ordinateur. Il reste a calibrer le temps pendant
lequel les calculs doivent étre menés pour étre pertinents, autrement dit il faut encore

déterminer le temps d’intérét.
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En vue d’y parvenir, et partant du principe que ce temps serait logiquement lié a
la largeur du profil s’agissant de grandeurs conjuguées, on souhaite faire apparaitre
dans les expressions utiles la quantité Aw = w — wy, écart a la pulsation centrale,

au lieu d’une fonction de la pulsation sans référence. Dans ce but, on écrit :

U (1) = exp (z’ﬁt) U (1) (1.36)

Ce nouveau super-opérateur d’évolution en représentation d’interaction obéit a

I’équation de Liouville, telle que :

— V(1)U @) (1.37)

L (Aw) = l%/+m C (t) exp (iAwt) dt (1.38)

la fonction d’autocorrélation C (t) s’écrivant quant a elle :

C(t)= Y paatapdivy {< /810 ()]0 >} (1.39)
aa’ BB’

Dans la nouvelle expression du profil telle qu’en 1.38 on voit que le produit de la

fonction de corrélation par le terme oscillant ne sera significatif que pour des temps

21
[Aw]?

calculs numériques :

plus petits que ce qui permet de définir le temps d’intérét pour la conduite des

2

= A (1.40)

T;

1.5 Approximation statique

L’un des deux principaux cas physiques auxquels on s’intéresse dans ce travail
est 'approximation statique. Elle consiste a considérer que, durant le temps carac-
téristique d’intérét, le champ électrique environnant I’atome demeure pratiquement

constant. Dans ce modéle, le temps d’intérét est sensiblement plus long que celui
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d’une collision, et c¢’est le comportement des ions perturbateurs qui détermine les ef-
fets constatés sur le profil. Avec un microchamp qui ne varie pas en fonction du temps
dans I’équation de Liouville, on obtient les éléments de matrice du super-opérateur
d’évolution avec I'expression :

< oAU (1) |aB >=< /B exp (id.ﬁt) B > (1.41)

Pour en calculer la moyenne statistique, il convient d’insérer la distribution de la
probabilité W <E> des valeurs prises par le champ initialement, puis moyenner sur

I’ensemble de ses valeurs possibles :

{<< o B|U (t) |aB >>} - /W (E) < o' exp (z‘é.ﬁt) af > d*E  (1.42)

La fonction de distribution des valeurs prises par le champ s’exprime :

AN - _’_ Qin' 3 =
W(E)_/P(rl,...)5<E i 47T60T3>dr1... (1.43)

i
ou P désigne la fonction de distribution des positions des particules. La détermi-
nation de la fonction de distribution des valeurs prises par le champ électrique est
un élément essentiel de la modélisation, et de nombreux travaux en ont proposé
différentes, dont en particulier Holtsmark [12] et Hooper [13, 14], et c’est cette der-
niére qui a été retenue pour les modélisations numériques fondées sur les processus

stochastiques présentés plus loin.

1.6 Approximation d’impact

De I'autre coté du temps d’intérét, on peut au contraire considérer des événe-
ments si rapides qu’il s’en produit un grand nombre pendant son écoulement, et
que le champ électrique y varie trés souvent. C’est notamment le cas lorsqu’au lieu
de considérer les contributions des ions, on s’intéresse aux électrons, généralement
beaucoup plus véloces puisque de masse beaucoup plus faible, de trois ordres de

grandeur. Dans ce modéle, la durée des collisions (chaque fois complétement dérou-
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lées) est assimilée & une perturbation trés bréve de durée ¢, devant le temps qui

sépare deux collisions successives, avec donc : t. < t; . qui s’écrit telle que :
bl C T 9

To
t. = — 1.44
Vo ( )

ol 7y est la distance moyenne entre particules, et vy la vitesse thermique. Un travail
devenu aujourd’hui une référence a été accompli par Griem, Kolb et Shen, et aboutit
a ’établissement d'un opérateur de collision en deux contributions, I’'une pour les
collisions dites faibles, et la seconde pour les collisions fortes.

On procéde en recherchant pour U () une équation d’évolution portant sur une
échelle de temps intermédiaire, trés grande devant le temps d’intérét défini plus
haut, mais cependant qui demeure petite devant le temps entre deux collisions. Il
s’agit de trouver un équivalent de I'équation de Liouville plus simple que I'original.
Pour cela, on exprime la variation de U (t) sur un intervalle en principe conforme &

I'exigence d’échelle de temps intermédiaire :

~

AU (8) = U (t+ At) — U (t) = [ff (t+At1) -1]T (1) (1.45)

~ ~

en exploitant : U (t + At) = U (t+ At t) U (t). Le super-opérateur ainsi défini per-

mettant de faire passer U (t) a U (t + At) peut étre remplacé par le suivant, consi-

dérant que toutes les fois qu’elles ont lieu les collisions sont totalement achevées :

S—1lim0U (f —f) (1.46)

En calculant la moyenne de la variation AU (t) et considérant que les collisions

sont indépendantes les unes des autres, on parvient a ’expression :

ATV = loml A (1.47)
{av0)} {vof,,

moy

avec comme “opérateur de collision” :

o=3v (1-9)) (1.48)

J

qui prend en compte tous les types de collisions binaires de fréquences v;. Pour le
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moment, on ne s’est intéressé qu'au cas d’une collision unique, il faut donc main-
tenant prendre en compte une durée beaucoup plus grande que celle qui sépare
deux collisions, afin de toutes les prendre en compte. En assimilant {AU (t)} a un

accroissement différentiel, autrement dit en posant que :

{A(}(t)} — d{ijl—t(t)}m (1.49)

et en reportant cette expression dans celle de I'opérateur pour la collision unique
1.47, on obtient :

0y {Zt(t)} =-o {0} (1.50)

équation différentielle dont la solution immédiate est :

{[:J (t)} = exp (—&Dt) (1.51)

La suite du calcul conduit & une inversion matricielle qui fournit le profil de raie :

I(w)=-—

3| =

- - =\ 1
) Z Paal-ap-do g {<< o'f (Aw + Zgb) laf >>} (1.52)
oo’ BB’

Lorsque la base (|af >>) est une base propre de I'opérateur de collision d, il en
résulte que I'inversion de matrice conduit a un profil qui apparait comme une somme

de fonctions lorentziennes :
o 1
[(Aw) =3 Cop ™~ (1.53)

ol Yop =< a6|(:1>|a5 > est la largeur de chaque fonction, et Cyp = paa|cfa5|2 son
intensité.

Suivant les situations physiques et les types d’atomes et ions en présence, il
existe différentes expressions pour l'opérateur de collision. Pour 'hydrogéne, objet
du travail présenté, le calcul se poursuit avec comme modéle de collision des trajec-

toires droites de perturbateurs |6], classées en deux catégories selon que le paramétre
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d’impact est grand (collision dite faible), ou petit (collision forte). Pour un électron

perturbateur, le résultat est un opérateur somme de deux contributions :

KR

b=0d,+d, (1.54)

Les collisions fortes sont représentées par la contribution ®, (indice s pour I'an-

glais strong), a termes uniquement diagonaux et identiques, dont I’expression est :

Cis = 2/ TN Py Ve (1.55)

alors que les collisions faibles sont représentées par la contribution o, (indice w

pour I’anglais weak), et s’écrit :

~ 2
Y hdnn’ > -
cbw:2ﬁnep'€v€ue< > / S Y gy (1.56)
Ymin

n2eayg Y

Dans ces deux contributions, n. est la densité en électrons, et v, leur vitesse
thermique, pendant que py . est le rayon de Weisskopf électronique, qui détermine

la frontiére entre les paramétres d’impact correspondant aux collisions faibles ou

2 hn?
PWe = \/;m v (157)

dans laquelle n est le nombre quantique principal du niveau supérieur de la transi-

fortes. Cette quantité s’exprime :

tion, et m, la masse de I’électron.

Ce formalisme, qui permet des modélisations efficaces dans de nombreux cas,
repose néanmoins sur des limitations dont on peut penser légitimement qu’elles oc-
cultent des phénomeénes importants, qui peuvent expliquer des divergences entre les
observations expérimentales, et les prévisions théoriques. En particulier, on n’a consi-
déré jusqu’ici que le cas de collisions binaires, or, méme si elles sont statistiquement
majoritaires, il existe nécessairement des collisions a trois corps, voire davantage,
qu’il ne convient peut-étre pas d’écarter, et dont il faudrait tenir compte. On peut
également souligner le caractére réducteur de la dichotomie entre collisions fortes
d’une part, et faibles d’autre part. Celle-ci a bien str le mérite de fournir des mo-

délisations efficaces pour établir des calculs fondés sur la prise en compte de I'une
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ou l'autre catégorie, mais la encore, il n’est pas certain que ce choix n’entraine pas
une simplification excessive de la réalité physique. En particulier les collisions fortes
peuvent se dérouler dans des conditions ot la distance séparant émetteur et pertur-
bateur devient de l'ordre de la longueur d’onde de De Broglie, de sorte que pour
décrire convenablement l’évolution du systéme un traitement quantique s’impose
Il est donc légitime de rechercher une approche qui, intrinséquement, contienne po-
tentiellement tous les cas de figures : c’est précisément le fondement de la démarche
par intégrale de chemin, due & Richard Feymann, que nous allons appliquer a 'effet

Stark.
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Chapitre 2

Formalisme de l'intégrale de chemin

appliqué a effet Stark

2.1 Intégrale de chemin en mécanique quantique

C’est a Richard Feynman [15] que 'on doit cette variante de ’approche quantique
des phénoménes atomiques, transposition de la mécanique lagrangienne : I'intégrale

de chemin.

2.1.1 Justification physique de I’approche par intégrale de

chemin

En mécanique quantique, on considére que la probabilité de réalisation d'un
événement posséde un caractére intrinséquement ondulatoire. Par conséquent, pour
évaluer la probabilité de la réalisation de deux événements distincts, on est amené a
faire la somme des amplitudes de ces probabilités, et non pas de leurs modules. Ceci
explique les phénoménes d’interférence observés avec des électrons dans 'expérience
des fentes de Young. Par exemple, quand un électron a deux trajets possibles pour
aller de A vers B, 'amplitude de probabilité ¢, de I’événement réalisant I'un ou

I’autre trajet est :

¢ap = ¢a(l) + ¢5(2) (2.1)
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et par suite, la probabilité de réalisation de I’événement est :

Pag = |¢asl* = |oas (1) > + |6ap (2) | + 2R (¢a5 (1) ¢lp (2)) (2.2)

Le dernier terme de cette expression, soit 2R (pap (1) ¢% 5 (2)), est le terme d’in-
terférence. Le principe de superposition permet de procéder exactement de la méme
maniére pour trois chemins possibles, quatre, cing, etc. Les termes d’interférences
deviennent alors de plus en plus nombreux. Les amplitudes de probabilités obéissent
également au principe dit de I'état intermédiaire. Ainsi, dés lors qu’un trajet entre
A et B peut passer par un troisiéme point C, 'amplitude de probabilité du trajet

de A vers B est le produit des amplitudes de A vers C, et de C vers B, soit :

baBlc = dacPcn (2.3)

L’approche élaborée par Feynman, inspirée de la mécanique lagrangienne et qui
s’en rapproche fortement, s’appuie sur la prise en compte de ces deux principes, et
d’'une remarque dont il avait fait part a Dirac en 1946, a laquelle ce dernier n’a
gueére accordé de considération, au contraire de son confrére, anecdote racontée par
Schweber [16|. La remarque de Dirac portait sur le fait que, entre deux instants trés
voisins ¢ et t + €, 'amplitude de transition < o (t 4 €) |q1 (£) > est “analogue” a
exp (45 [q]) /h, et ceci conduisit Feyman & conclure et démontrer qu’il existait une
relation de proportionnalité entre deux états quantiques trés voisins dans le temps,
en relation avec l'action au sens de Lagrange entre ces deux points. Ainsi, pour
une particule non relativiste de masse m, et pour laquelle le lagrangien s’écrit :
L(q,q) = %4> — V(q), on peut écrire :

U(gqa,t +€) = C/dq1 exp <z@) (g, t) (2.4)

ou S[q(t)] est I'action classique, et C' une constante intervenant dans la fameuse

. o , . T , o
proportionnalité, égale dans le cas présent a : /5. L’exploitation de cette pro-
priété de proportionnalité a permis a Feynman, qui a établi la forme précise de son
expression, d’édifier un formalisme pour la mécanique quantique qui ne nécessite
pas l'usage de son arsenal mathématique habituel (opérateurs qui souvent ne com-

mutent pas, etc.), mais qui repose plutot sur le concept d’une infinité de trajectoires
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spatio-temporelles possibles, & la maniére de la mécanique classique : le formalisme
par intégrale de chemin. Nous allons maintenant voir comment s’y prendre pour
établir 'expression du correspondant, dans ce cadre, de I'opérateur d’évolution : le

propagateur de Feynman.

2.1.2 La construction du propagateur

Le postulat de base consiste a supposer que la probabilité pour aboutir d'un
point spatio-temporel & un autre est simplement la somme des probabilités de chaque

chemin possible entre les deux points. Ce que I'on peut écrire comme :

K(ba)= 3 6[x(®) (2.5)

chemins

Il reste a déterminer la contribution de chaque chemin. Pour cela, en vue d’ex-
ploiter la propriété suggérée par Dirac et établie par Feynman, on découpe le temps
en NN intervalles suffisamment fins pour qu’elle soit effectivement valable, et on asso-
cie a chacune des dates de ces intervalles les points correspondants du chemin suivi.
Ainsi, aux instants (¢; = to,t1,...,ty = ts) existant entre les deux bornes temporelles
de début et de fin, [¢;,tf], il correspond les points suivants du chemin emprunté :
(x; = 2o, 21, ...,xn = ). La probabilité de la totalité du chemin est donc, en vertu

du principe de I'état intermédiaire, le produit de chacune des contributions, soit :

N

o (xo, T1,y .0y Ty) = Hqﬁ(xk,:vk_l) (2.6)

k=1

Or, la propriété de proportionnalité nous permet d’écrire, entre deux instants
séparés par un ordre élémentaire :

1

¢ (zj,xj_1) = Mexp {ﬁS (xj, xj_l)} (2.7)

Autrement dit, une série de probabilités dont 'amplitude est toujours la méme,

et qui ne différent entre elles que par leurs phases. .La somme des probabilités cor-

respondant & chacun des chemins possibles permet donc d’écrire le propagateur de

la facon suivante :
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. N
K (g, tyx,t) = /dacl...deMN exp {% ZS(xj,xj_l)} (2.8)
j=1

L’action (au sens classique) entre les deux points z; et z;_; s’écrit quant a
elle comme le produit de l'intervalle de temps avec la différence entre les énergies

cinétiques et potentielles, soit pour une particule matérielle de masse m :

S (), wj-1) = [% (M)z —V(z;)

ti — 1t 2.9
tj_tj—l (] J 1) ( )

Dans cette expression, T; représente la position moyenne entre zjet x;_;. Si N

est trés grand, on peut récrire le propagateur en passant a la limite :

N N
K (xp,tpot;) = A}i_r)rloo/dekMN exp {% ZS(xk,xk_l)} (2.10)
k=1

k=1

On peut remarquer que, muni de cette expression, on peut alors écrire :

(o, 1) = / dyK (2,15, 1) 0y, 1) (2.11)

Et, au niveau élémentaire, de point spatio-temporel en point spatio-temporel, il est

justifié de qualifier également de propagateur 'expression suivante :

Y(x, t+€) = /dyK (x,t+ €y, t)U(y,t) (2.12)

Lorsque € — 0, K (z,t+ €;y,t)— d(x — y). Ceci suggére, comme 'a démontré
Dyson, que le propagateur est en fait une fonction de Green. En exploitant cette
limite, on parvient a déterminer la constante M = (#%)1/2. L’ensemble de ces
résultats permet maintenant d’écrire le propagateur tel que :
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N N m 1/2
K (wy,ty;i,t;) = N@;/Hdmkn (mnmj)

k=1 k=1

X exp {;.L >[5 @ = aa)? = Vi@m)] } (2.13)

2.2 Fonction d’autocorrélation dipolaire

Dans le cas Lyman-a, le formalisme de Liouville n’a pas d’intérét particulier, et

la fonction d’autocorrélation du moment dipolaire atomique s’écrit :

C(s) = exp(—iseg) Z 7&[3 {< a|T,(s,0)|a > }moy (2.14)
afa’
ou :
— 7(15 est la matrice moment dipolaire
T, est I'opérateur d’évolution dont les seuls éléments non nuls existent pour
les transitions entre sous-états a,a’,
— € est I'énergie du niveau inférieur non perturbé
On néglige les perturbations entre sous-niveaux inférieurs car on s’intéresse au cas
Lyman-« sans structure fine.
En exploitant le théoréme de Wigner-Eckart, la fonction d’autocorrélation dipo-

laire peut s’écrire, dans la base |n,l,m > :

C(s) = exp(—ises)| < 21 d[10 > | ({< 210T[210 >},,,,, + 2 {< 211[T}211 >}, )
(2.15)

Afin de parvenir a exprimer la fonction d’autocorrélation en faisant intervenir

moy

I'intégrale de chemin, on commence par écrire 'opérateur d’évolution dans la base
spatiale {|y >} :

Posons les égalités :
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[ 17 =< Tl =1
- 17
ly >< y'|dy’ =1 (2.16)

Introduisons I'expression de I’évolution de 1'état o vers I'état «. Il vient :

< a|T,(s,0)]a" >= // < aly >< y|T.(s,0)|y >< ¢/ | > dydy’ (2.17)

La notation <...|...> représente un produit scalaire, de sorte qu’on peut écrire

< aly >= pa(y) et la fonction d’autocorrélation devient :

C(s) = exp(—ises) x 3 drars d s / / eaW)ot () < | {Tu(s, 0|y’ > dydy/

afa’

(2.18)
Les éléments de matrice < y| {T,(s,0})|y’ > de Popérateur d’évolution écrit dans
la base spatiale représentent en fait ce qu'on appelle le propagateur de Feynman

K(y,s;y’,0) dont I’établissement est présenté au paragraphe précédent.

K(y,5:9/,0) = /y(s):ymy( >1exp{' | (meﬁ " +eyﬁ ) }

y(0)=y’
(2.19)
Ce propagateur décrit 'atome soumis & une perturbation électrique de son mo-
ment dipolaire ey, o B(T) est le champ électrique di & 'ensemble des constituants
du plasma agissant sur I’émetteur, e est la charge de 1’électron, m, sa masse, et £
est la charge nucléique de I'ion hydrogénoide.

Pour ’élément de matrice {< 211|T|211 >} on peut alors écrire :

moy’

(carin =), = [ [enwen0) K@y 0, @0
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A partir de I'expression du propagateur initial, correspondant a 1’atome hydro-

génoide non perturbé :

y(s)=y

Kafs/0) = [ " Dljteless L (57 Hiﬂ) rf e

il est possible d’écrire un développement en série du propagateur K(y,s;y’,0) :

s s — —
< ) k|/ dﬁ.../ di/dgf.../d@z(eE@)...(eEk@Z)
+JO 0

< 5T 750095, 7)) (2.22)

K(y,s;y',0) =

= ||M8

ol ka 7 Yo = y L’expression de K est connue [17] et s’écrit avec les fonctions

d’ondes de I'hydrogeéne :

Ko(V i1 T i Yo 73) = O Wi )en(yy) exp [—ien (01 — 73)] (2.23)

En introduisant cette expression de Ky et en intégrant sur les y et les 3/ en
exploitant I'orthogonalité des fonctions d’onde, on obtient un développement de
{< 2117|211 >0y} -

k=0 ALy, Opy 1

{<20UTR211 >}, =Y Y (%) k—/ dr.. /di/dyl /dyk
_>

kyk)} ©a11(Yk)

moy

X exp {—6211] 6 1Y 1

X5, (k) - - Pan (Y1) 511 (41) (2.24)

Il va étre intéressant d’examiner la forme des premiers termes de ce dévelop-

pement, qui seront repérés selon leur rang k par U* . Les quatre premiers termes
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s’écrivent :

U’ =1 (2.25)

pour le premier terme, de rang k = 0. Le second terme, de rang k = 1, est nul, du

fait des régles de sélection :

e

= [anE @) | [ @@t dienin|} =0 @

Pour le troisiéme terme, de rang k = 2, son expression s’écrit dans un premier

temps :

{Z {E (72)/dﬁwn(y*z).y*zsozz(yé)} : {E (71)/dﬁ%g(yﬁ).yﬁwén(?ﬁ)}}
(2.27)

Puis, considérant que seul 'état ap = |200 > contribue dans la somme, il vient :

- (Y { [[arE @) [ a7 o)) }m (229

Enfin, le quatriéme terme, de rang k = 3, a pour expression dans un premier

temps :

J
> 0 E (1) [ dys e, (93) 4k, (1) | X (2.29)

Mais en appliquant les régles de sélection, qui imposent que seul contribue a la
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somme les états : ap = a3 = |200 >, il apparait que ce quatriéme terme est nul :

U? =0 (2.30)

Il apparait rapidement, en poursuivant I’examen des termes successifs, que tous
ceux de rang impair sont nuls, et que seul les termes de rang pair contribuent a la
fonction d’autocorrélation. Dans le but de rendre possible la poursuite du calcul, une
approximation est appliquée au champ électrique : on considére que 'on peut faire
I’hypothése que le champ ne varie que de paires en paires successives. Ceci entraine
la perte de la prise en compte de corrélations d’ordre supérieur a deux, et que celles
de second ordre sont d’importance faible. Dans ces conditions, les termes pairs du
propagateur peuvent faire 'objet d’une resommation, qui conduit, pour I’'élément
de matrice {< 211|7|211 >} au résultat :

moy’

1 i\ D} fos dt fos dr’ {E (1) E (T’)} .
211|T'|1211 = [1+= E - oy
{< | | >}moy +3 (h) (Qp)l
p=1

X exp <%62) (2.31)

ou apparait le carré de I’élément de matrice réduite :

Di = | < 21]|ef]]10 > |? (2.32)

Dans le méme esprit, on s’intéresse maintenant a 1’élément de matrice {< 210|7|210 >}

et on aboutit cette fois au résultat suivant pour son expression :

L& N | DBy dr [y dr’ {E(T)E(T/)} p
B 1 i moy
{< 2107210 >}, = |1+ 3 > <h> (2p)!
p=1

X exp (962) (2.33)
h
A partir de I'expression des deux éléments de matrice {< 211|T|211 >} et

moy
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{< 210|T|210 >}

fonction d’autocorrélation dipolaire, telle que :

moy: 11 est maintenant possible de déterminer I'expression de la

1s/\€

)| < 21| [10 > [2x

DO S S , . o .
2—1—008?\//0 dT/O dr {E(T)E(T)}moy

avec Ae = €] — €. Il est possible de faire apparaitre dans 'expression de C/(s) celle

C(s) = exp(

(2.34)

de la fonction d’autocorrélation du microchamp électrique Crg(7), et on aboutit en

intégrant sur 7/, a ’équation :

O(s) = exp(%)y < 21[d]10 > [2x

D(] 9 s T
2+COS@\/QS<E >/0 dT(l—g)CEE(T)] (2.35)

Dans cette expression, I'unité de temps est I'inverse de la fréquence plasma, w! =
) ) p

(meeo/nee2)1/2, exprimée en unités CGS. Les effets dynamiques du microchamp sur
les propriétés radiatives des émetteurs sont inclus dans la fonction Crg(T).

La fonction d’autocorrélation dipolaire obtenue en 2.35 est indépendante du type
de particules chargées perturbatrices. Il est donc possible de I'appliquer, selon le do-
maine auquel on s’intéresse, aussi bien aux ions qu’aux électrons. Dans la suite,
nous allons examiner trois situations concernant les ions : 'approximation d’impact
(temps de collision court devant celui entre deux collisions), 1'approximation sta-
tique (microchamp considéré comme quasiment constant dans le temps), et le cas

intermédiaire entre les deux premiers.

2.3 Application a trois régimes d’effet Stark

Cette démarche peut étre exploitée valablement en s’intéressant aux perturba-

teurs ioniques dans différents régimes : limite impact, approximation statique et
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dynamique des ions. On s’intéresse ici au cas de la raie Lyman-a de I’hydrogéne.

2.3.1 Approximation d’impact

Dans les plasmas peu denses, il est possible de considérer que les collisions, per-
turbation d’'un atome émetteur par le passage a proximité d’une particule chargée
en trajectoire droite, se déroulent dans un temps caractéristique 7, faible devant
Ay, celui qui sépare deux événements de ce genre : en faisant le choix d’ignorer les
autres collisions, au motif qu’elles sont beaucoup plus rares, on effectue donc une
approximation, dite d’impact. L’ordre de grandeur de l'intervalle A, correspond a
I'inverse de la largeur de la raie spectroscopique, exprimé en unités de fréquence
angulaire. Cela revient & dire que les collisions les plus fréquentes sont faibles, soit
que le produit de l'interaction par le temps de collision doit rester petit devant A.
Ceci justifie un traitement perturbatif dans la mesure ot I'on considére que I'émet-
teur n’est jamais fortement affecté par la particule chargée. L’argument du cosinus
de I'équation 2.35 représente un changement de phase cumulé de la radiation entre
les instants 0 et s. Dans la mesure ol on s’intéresse a des conditions dans lequelles
I’approximation d’impact est valide, on considére que ce changement de phase est
petit, et nous pouvons développer le cosinus jusqu’au terme de second ordre. Pre-
nant en compte le fait que 2 + cos (X) = 3 (1 — X?/6) on peut écrire la fonction

d’autocorrélation dipolaire en utilisant 1’expression de f (s) telle qu’en 2.35 :

C(s) = | < 21| d |10 > exp(7 Ac)

x [1—3(%)23<E2>/05d7 (1—2) Crr (T)] (2.36)

Puisque le temps de collision est petit devant celui séparant deux collisions suc-
cessives, nous substituons la borne supérieure s de l'intégrale par oo, ce qui conduit

a la transformation :
S T o
/ dr (1 - —) Cpp () — / drCpp (7) (2.37)
0 S 0
On introduit un opérateur d’impact ionique ¢; et la fonction d’autocorrélation
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dipolaire s’écrit alors :

is
h

Par identification avec I'expression 2.36, et en tenant compte du développement

C(s) = | < 21[d |10 > |? exp(2 Ac) exp(sdy) (2.38)

au premier ordre de I'exponentielle, on obtient pour ce modéle un opérateur d’impact

pour la limite des collisions faibles tel que :

1D\ . [T

Cette expression est semblable aux autres opérateurs d’impact que l'on trouve
dans la littérature |18 pour I’émetteur hydrogéne, lorsque 1'on considére une ap-

proximation au second ordre pour le potentiel d’interaction.

2.3.2 Approximation statique

L’approche du cas statique consiste & supposer que le microchamp électrique
varie trés lentement, de sorte que E (1) = E (0). Dans cette logique, la fonction
d’autocorrélation du microchamp peut étre considérée comme constante, autrement
dit : Cgg (1) = Cgg (0). Ceci conduit alors a écrire la fonction d’autocorrélation

dipolaire dans le cas limite telle que :

YA D
C(s)=|< 21|j|10 > |2 exp(%)s 2 + cos ﬂov< E? > (2.40)
p

Cette expression est comparable aux calculs obtenus lors de calculs antérieurs |19]
pour la raie Lyman alpha dans le cas statique. Pour un champ électrique moyen, cette
forme de le fonction d’autocorrélation dipolaire C'(s) est semblable aux résultats de

la référence évoquée (voir équation 3.2 de celle-ci).

2.3.3 Dynamique des ions

Pour les raies de I’hydrogéne & petit nombre quantique principal, la dynamique
des ions peut affecter les profils de raie avec des densités telles que celles des plasmas
de laboratoire, ou de la périphérie des plasmas de fusion par confinement magné-

tique (plasmas de bord). Ces conditions correspondent a des plasmas essentiellement
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cinétiques, faiblement couplés [20]. Afin d’étudier les propriétés dynamiques, nous
utilisons une expression théorique de la fonction d’autocorrélation du microchamp
dérivée du travail réalisé par Rosenbluth et Rostoker [21]| pour les plasmas faiblement

couplés :

3 To 1 3
Cpp(t)=—=—=|1+72 = ar |72+ = ) exp (=7} erfe(r 2.41
EE() \/EADT[ \/_ 9 P( ) f() ( )
ou T représente le temps en unités de fréquence plasma, et Ap est la longueur de
Debye électronique. Afin d’obtenir le profil de raie, il est nécessaire de commencer
par insérer cette expression de Crg (7) dans la fonction d’autocorrélation dipolaire.
Le profil de raie dans le référentiel de I’'atome en fonction de la fréquence w est fourni

par la transformée de Fourier :

I (w) = %3?/000 dsC' (s) exp (iws) (2.42)

On compare maintenant cette approche par intégrale de chemin avec les résul-
tats obtenus par une technique ab initio qui consiste a effectuer une simulation
numérique des mouvements d’un grand nombre de particules chargées, au cours de
laquelle I'opérateur d’évolution est résolu par une discrétisation de 1’équation de
Schrédinger. De nombreuses répétitions fournissent une collection d’histoires qu’il
faut ensuite moyenner pour obtenir un résultat statistique. Durant ces trois derniéres
décennies, de nombreuses équipes ont exploité de telles simulations par ordinateur
[22, 23, 24, 25|, ce qui a fourni de nombreuses références permettant de confronter les
modéles aux expériences. Dans les conditions qui correspondent aux plasmas faible-
ment couplés, nous procédons a une simulation mettant en oeuvre un ensemble d’ions
suivant des trajectoires droites a I'intérieur d’un cube dont le coté est suffisamment
grand devant la longueur de Debye, et dont la population en ions perturbateurs est
maintenue constante afin que la densité le demeure également. La figure 2.1 montre
la comparaison entre un profil obtenu avec le formalisme par intégrale de chemin
présenté ici, avec une simulation numérique. Les conditions physiques pour la compa-

3

raison ont été choisies telles que la densité soit N, = 10%cm =3 avec une température

de 10°K. I.observation des deux courbes montre un accroissement de I'ordre de 15%
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de la largeur de la raie calculée par intégrale de chemin par rapport a la simulation.
A noter que pour des densités plus élevées, la simulation est en bon accord avec les
expériences. Une explication de cette différence réside possiblement dans le fait que
I’approximation adoptée a consisté a factoriser des expressions contenant un grand
nombre de valeurs de champ dans un produit de moyennes qui ne contiennent que
des paires de valeurs de champ. A noter aussi que dans ces mémes conditions, une
approximation statique conduirait a un profil plus étroit d’'un ordre de grandeur.
L’intégrale de chemin semble donc permettre de prendre en compte 'essentiel de
I’élargissement di a la dynamique des ions. Ce résultat, dont il semble peu probable
de pouvoir en prolonger les calculs compte-tenu des difficultés formelles qu’il im-
plique, montre donc que 'approche semi-classique est assez bien justifiée, puisque
I'intégrale de chemin, totalement quantique, aboutit a des profils de raie similaires.
Les aspects purement quantiques semblent donc avoir une importance limitée dans
la compréhension des élargissements. On est donc conduit a rechercher dans d’autres
causes ’écart entre résultats expérimentaux et prévisions théoriques. Des travaux
antérieurs sur la dynamique des ions ont déja montré que la prise en compte des
effets de rotations du microchamp n’est pas négligeable [26], et qu’il convient de
prendre en compte convenablement la chronologie : 'opérateur d’évolution ne com-
mute pas a deux instants différents, méme trés proches. Il convient donc maintenant
d’examiner plus précisément comment les variations de champ agissent sur la fonc-
tion d’autocorrélation dipolaire, et les conséquences de la prise en compte, ou non,

de l'existence de l'opérateur de chronologie.

42



0.7 4
1 Our madel

pen 0,64 = = = Bimulation line
= T=10° K
=059  N=10"%m?
E ¥
3 04-
] d
£ 0,34
]
2 0,2
2 )
= 014

0,0

Freguency (units of hmpf2n )

FIGURE 2.1: Comparaison des intensités spectrales obtenues par le calcul par inté-
grale de chemin (trait continu) avec celle obtenue par simulation numérique (trait
interrompu) pour la raie Lyman-a pour une densité électronique N, = 10%cm ™ et
une température de T = 10°K.
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Chapitre 3

Calcul numérique et étude du role de

la chronologie

La perturbation engendrée par le champ électrique, entre deux instants successifs
trés proches, n’a pas les mémes effets selon qu’ils se produisent I'un aprés l'autre,
ou le contraire : I'ordre chronologique compte. Ainsi, 'opérateur d’évolution cor-
respondant ne commute pas pour ces deux instants, et conduit a I'apparition d’un
opérateur de chronologie issu de la série de Dyson, qui s’établit par un calcul récursif,
et que I'on peut choisir ensuite d’ignorer, ou non, afin d’établir des comparaisons,
et tenter de comprendre le role exact de I'ordre chronologique, et comment celui-ci

s’exerce, dans le cadre de la raie Lyman-a [27].

3.1 Opérateur d’évolution et série de Dyson

L’opérateur d’évolution concernant une perturbation de type effet Stark, solution

de I’équation de Schrodinger, est donc donné par la série de Dyson :

1 t 1 t t
_ 1 - / / / / ” 7
Ut =1+ [ devie)+ (m>2/0 dtV(t)/O AWV +

ou V(t) = cfﬁ(t) décrit V'effet Stark di au champ électrique créé par les perturba-
teurs.

On établit la forme de cette série par un calcul récursif. Pour I’établir, on procéde
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comme suit.
L’équation de Schrédinger pour la perturbation, en représentation d’évolution,

s’écrit :

oU(t,0) -
S = VDU(t,0) (3.1)

En intégrant de part et d’autre, et en considérant que : U(0,0) = 1, on obtient :

oh

ih[U(t,0) —1] = /t VU, 0)dt! (3.2)

Soit finalement la forme générale exacte :

U(t,0) =1+ %1 /t VU, 0)dt’ (3.3)

Dans cette expression, 'opérateur d’évolution U(¢,0) est défini en apparaissant

encore sous le signe intégral. Or, U(t',0) s’écrit a son tour comme :

1 Y-
U0 =1+ / VU, 0)dt” (3.4)
th Jo
En substituant U(#',0) dans U(t,0), on obtient :

1 [t 1
Ut,0)=1+— [ V(1 + = / V(E"U(t",0)dt")dt’ (3.5)
th J, vh J,

Soit :

t

1 -
Ut,0)=1+— [ V(thdt' +
th J,

(i71i)2/0 f/(t’)(/O V(U (", 0)dt"ydt  (3.6)

A son tour, il est possible de substituer U(t”,0) par son expression selon la forme
générale de U(t,0) mais en prenant une troisiéme variable temporelle t”’. On obtient
ainsi :

U(t,0) =1+ Zih / t V(t)dt' + ﬁ / t V(t)( / ' V" adt")dt
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R P S
+(m)3/0 V(t)(/o Vit )(/0 VU (", 0)dt")dt")dt

L’expression de U (t,0) prend la forme d’un développement en série dont le terme

d’ordre n est donc :

—1

(Z-,;n /0 V() /0 V({t")(... /O V(U (", 0)dt™)dt")dt’ (3.7)

La série de Dyson s’écrit donc finalement comme une exponentielle “avec chro-

nologie”, c’est-a-dire qui prend la forme suivante :
U(t) = Qi Jo V()

ou O est I'opérateur de chronologie (“time ordering operator”) et tient compte du
fait que les opérateurs V (t) ne commutent pas a priori a deux instants différents;

il vérifie la propriété suivante :

/ /
vy -4’ O 59
0 stnon

Pour quantifier 'effet de la chronologie sur un profil de raie, on peut examiner

la différence entre le résultat exact, c¢’est-a-dire basé sur 'utilisation de la série de
Dyson, et un résultat négligeant la chronologie : on remplace alors 'opérateur par
I'unité. Dans ce dernier cas, en renoncant a tenir compte du fait que 'opérateur
d’évolution ne commute pas a deux instants différents, 'expression de I'opérateur

d’évolution devient :

U(t) = e Jo &V (3.9)

Dans ce cas, il devient possible d’obtenir pour certaines formes de la matrice
perturbative V' (t) une solution analytique pour la fonction d’autocorrélation, que
I’'on peut alors comparer avec une simulation numérique, pour une méme histoire
de champ électrique, afin de découvrir comment la prise en compte ou non de la

chronologie agit sur le calcul du profil de raie.
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3.2 Discrétisation de I’équation de Schrodinger

En représentation d’interaction, dans le cas d’une perturbation par effet Stark,
Popérateur d’évolution obéit a ’équation de Schrodinger, ce qui s’écrit :
du(t) _

ih—= = V(HU(1) (3.10)

ot U(t) est Popérateur d’évolution, et V(t) = —d.E la perturbation due a I'in-
teraction entre le moment dipolaire de I'atome, d = —er, et le champ électrique
perturbateur du plasma a I'endroit de 'atome. Le temps est découpé en pas At
égaux entre eux qui séparent deux instants successifs trés voisins. Afin de construire
la discrétisation de 1’équation de Schrédinger, on va considérer des accroissements
supposés trés faibles tels que AU(t) = U(t+At)—U(t) de sorte que I'on peut écrire :
e G AAti —U®) _ V(U (3.11)

Aprés de simples manipulations algébriques on aboutit a la formule :

U(t + At) = (1 - %mw) U(t) (3.12)

En considérant enfin qu’au temps ¢ = 0, U(0) = 1, on calcule par itérations suc-

cessives selon nAt = t la valeur numériquement approchée de U(t) par I'expression :

1
Upi1 = (1 — %VHAIS> U, (3.13)

Le pas de temps At doit étre choisi suffisamment fin pour que 1'évolution de la
fonction d’autocorrélation obtenue au fur et & mesure a chaque pas de temps soit
suffisamment détaillée pour pouvoir représenter convenablement la réalité simulée.
At étant choisi, il reste a déterminer les éléments de la matrice perturbative pour

pouvoir effectuer les calculs itératifs.

3.3 Matrice de la perturbation V(t)

Dans les conditions de 'approximation dipolaire, on obtient les différents élé-

ments de la matrice perturbative pour Lyman-« V (t) = —d.E a partir des compo-
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santes de l'opérateur moment dipolaire de ’atome, exprimées dans la base des états

propres liés a leffet Stark, pris dans cet ordre : |200 >, |210 >, |211 > |21 — 1 >, et

des composantes du champ électrique perturbateur. A partir de la fonction d’état de

I’électron dans 'atome d’hydrogéne, et de ses projections selon les composantes de

I'opérateur position exprimées dans la base sphérique telles que ry; = $\/L§(;1: + iy)

et rg = z, on obtient, en unités atomiques, les éléments de matrice de d_q, dy; et

dy. Les termes non nuls sont donnés par :

z,

n/l+1m _ (l + 1)2 - m2 Rn’l+1
nim (204+3)204+1)" ™

’ l2 — m2 ’
n'l—1m __ n’'l—1
Fnim = \/(25 =)

avec :

/ / 3
R = R = e
d’on : < 210|2|200 >= —3 et : < 200|2|210 >= —3
car RVl =Ry = 33

puis :

nlm

(x + iy)n/l+1m+1 _ \/(l +m+2)(+m+1) 0,

(2l+3)(20+1)

nl

nlm

(2l+1)(2l—1)

(z + dy)mb it = —\/ (L= m) =m = 1) gy

nl

d’ott = < 211|2]200 >= —3v/2 et < 200|2|21 — 1 >= 3/2

ainsi que :

n'l+1m—1 _ _\/(l —m+2)(l-m+1) R+

(20+3)(20 + 1)

C\nl—1m—1 _ (I+m)(l+m—1)
(& =iy, " = \/ 20+ 1)(20 — 1)
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n'l—1
Rnl

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



d'ott : < 21 — 1]2]200 >= 3v/2 et < 200|2|211 >= —3/2

De sorte qu’on obtient pour chacune des composantes de d :

0 0 —=3v2 0
; +1 0 0 0 0
1 = T—=€a
R 0 0 000
3v2 0 0 0
0 -3 00
-3 0 00
dy = ea
T 0 0 00
0 0 00
0 00 3v2
1 0 00 0
d ——eaq 3.21
T2 32 00 0 (3:21)
0 00 0

Finalement, aprés calcul du produit tensoriel de ces grandeurs, tel que : d.E =
(=1)"*d_1.Ey1 + (=1)%y.E, + (—1)*d,.E_, on aboutit a :

—E.(t) En(t) Ea()
—E.(t)
—E_1 t)

d.E = 3eag (
—E4 (1)

(3.22)

Avec e, la charge de I’électron, aq le rayon de Bohr, et le champ électrique étant
décomposé selon la base sphérique en E, , et £y = F(E, £1iE,) /V2.

Finalement, ’énergie potentielle de la perturbation s’écrit :

E.(t) —Eua(t) —E()

2(1)
Bt
Eya(t)

V(t) = —d.E = 3eay (3.23)

On dispose maintenant de toutes les informations requises pour procéder au cal-
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cul de la fonction d’autocorrélation dipolaire, seul I’allure du microchamp électrique
restant & choisir parmi une série de modéles qui vont étre testés dans la suite :
champ a orientation fixe variant en module dans le temps, champ constant en mo-
dule mais dont la direction tourne uniformément au cours du temps, et enfin champ
produit par une collision avec un perturbateur. Les calculs numériques, qui résolvent
I’équation de Schrodinger de proche en proche et respectent la chronologie de ma-
niére intrinséque, vont étre comparés avec la fonction d’autocorrélation obtenue par
un calcul purement analytique, les champs électriques étudiés étant délibérément

choisis pour qu’un tel calcul soit possible.

3.4 Calcul de autocorrélation sans chronologie

En considérant que les sous-niveaux sont, statistiquement, équi-peuplés, la fonc-
tion d’autocorrélation s’écrit comme la trace de la matrice dipolaire pour tout instant

t (avec comme condition initiale C'(t =0) =1 :

C(t) = é(< 210|U(t)|210 > + < 211|U(t)]211 > + < 21 = 1|{U(¢)[21 — 1 >) (3.24)
L’évolution de U(t) permet donc a chaque pas de temps de déterminer ampli-
tude de la fonction d’autocorrélation, et ainsi d’en obtenir la courbe en fonction de
la précision de calcul que I'on choisit de se donner.
Afin de comparer les allures respectives de la fonction d’autocorrélation selon
que I'on tient compte correctement de la chronologie par une simulation numérique,
ou que 'on procéede a une intégration analytique en ignorant le role de 'opérateur de

chronologie, il est nécessaire d’obtenir I'expression de ’exponentielle de la matrice

_ i

h
lisible I'introduction des grandeurs intervenant dans la matrice, on ignore dans un

(t). Le logiciel de calcul formel Maple est mis a contribution. Pour rendre plus

3eag
h

FE_, par des ¢éléments tels que : a = E, et b = —F, . Cette matrice de travail prend

premier temps la constante en facteur et on remplace les éléments E,, F, et

la forme :

ol



0 la 310vV2 —1Ibv2

Ia 0 0 0 (3.25)
1v2 0 0 0 '
~imv2 0 0 0

ou I représente I'unité imaginaire. L’exponentiation par Maple, fournit le résultat
suivant, dont seul les termes diagonaux sont d’intérét, et donc reproduits ici, pour

obtenir ensuite la trace :

D1y
b2+a2D11
a?+b2
a2+ 1624102y, (3.26)
a?+b?
a2+%bz+%sz11
a?+b?
avec la quantité D = cos (\/ a’? + b2). La moyenne des éléments diagonaux, sauf le

premier, conduit au résultat :

2 1
3 + 3 008 (\/ a? + 62) (3.27)

I faut intégrer cette expression instantanée sur toute la durée de temps considéré
pour le calcul de C (), ce qui conduit a 'expression suivante pour la fonction d’auto-

corrélation sans chronologie, obtenue analytiquement, en réintroduisant la constante

3eaq .
0
t 2 t 2 t 212
C(t):%—l—gcos 367;0 /Ex(T)dT + /Ey(T)dT + /EZ(T)dT
0 0 0
(3.28)
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3.5 Calculs avec champ constant en module et en

direction

Un champ électrique apparaissant soudainement, puis disparaissant, n’est bien
sir pas tres réaliste, mais permet de voir comment “agit” la chronologie dans ces
circonstances. Plus précisémént, on utilise dans un premier temps un champ constant
en module pendant une durée limitée, a la maniére d’une fonction porte. Le champ
que nous considérons est dans une direction fixe que nous choisissons dans le plan
x,y. La fonction de corrélation du dipole est invariante si on refait le calcul pour une
autre direction du champ fixe. Nous avons vérifié numériquement que la fonction
de corrélation du dipole ne dépend pas du choix de la direction de ce champ. Pour
un champ fixe unique appliqué sous la forme d’un créneau, les calculs ne sont pas
affectés par la chronologie, et nous pouvons utiliser la solution donnée par I’équation
3.28. Sur la figure 3.1, on a reporté 'effet sur la fonction de corrélation du dipole
d’un champ appliqué pendant un intervalle de temps A7 (entre 7 = 5 et 7 = 25
dans nos unités arbitraires) pour un champ unité (courbe en trait continu) et un
champ doublé en module (courbe en tirets).

On peut voir sur la figure que la fonction de corrélation subit une oscillation
harmonique pendant I'application du champ, et qu’a la fin de cette application, la
fonction de corrélation conserve la valeur prise au dernier temps d’application. La
fréquence wg de l'oscillation est proportionnelle & la valeur du module du champ. On
voit sur la figure 'effet d’un doublement du module du champ qui est un doublement

de la fréquence d’oscillation (courbe en tirets).

3.6 Calculs avec champ tournant

De telles situations existent réellement dans les dispositifs de confinement magné-
tique de plasmas (particuliérement dans les Tokamak qui étudient la possibilité de
fusion thermonucléaire controlée), ot constamment les particules chargées sont sus-
ceptibles de générer des champs tournant a vitesse constante, du fait de la présence
du champ magnétique de confinement, intense (quelques teslas), et constant.

La figure 3.2 montre la fonction d’autocorrélation dipolaire obtenue par calcul
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FIGURE 3.1: Fonction de corrélation obtenue avec un champ électrique fixe en mo-
dule et en direction. La courbe bleue en trait plein montre l’oscillation obtenue
durant le temps A7 = 20 en données arbitraires, avec pour le méme intervalle de
temps la courbe rouge en tirets qui montre qu’avec un doublement de I'intensité du
champ, on double la fréquence de 'oscillation.
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FIGURE 3.2: Fonction de corrélation obtenue avec des champs tournants, lorsque le
calcul ne tient pas compte de la chronologie.

numérique avec des champs tournants dont les pulsations sont constantes, lorsque
I’on ne tient pas compte de la chronologie.

On a maintenant deux fréquences, la fréquence wg liée a la valeur du champ
électrique qui provoque l'oscillation avec un champ fixe (cette fréquence est propor-
tionnelle au module du champ électrique), et la fréquence de rotation wg . Dans
le cas sans chronologie, la fonction de corrélation du dipole répond par une oscil-
lation périodique avec une fréquence unique proportionnelle a la fréquence wgr de
rotation du champ excitateur, dans les cas ol wgr > wg. Dans les cas contraires,
’oscillation comprend plusieurs fréquences. La forme de cette oscillation dépend des
valeurs respectives du champ électrique et de la fréquence de rotation 3.2.

Si maintenant on effectue les calculs en prenant convenablement en compte la
chronologie, on obtient des résultats sensiblement différents.

Dans le cas ol wr > wg, on peut observer des oscillations avec un caractére
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quasi-périodique. On observe sur la figure 3.3 la superposition des deux fréquences
d’oscillation avec des amplitudes différentes. Dans le cas ot wgr < wg, on peut
observer des oscillations plus complexes, mais toujours avec un caractére quasi-
périodique. Il est intéressant de comparer les cas avec et sans chronologie portés
sur la figure 3.4.0n constate que retenir la chronologie résulte en un comportement
plus complexe, avec en particulier des périodes de temps ou la décorrélation est
fortement amplifiée si on la compare au cas sans chronologie, en alternance avec
d’autres périodes ou les oscillations sont similaires.

Quand les deux fréquences sont du méme ordre, on peut observer des oscillations
non périodiques de la fonction de corrélation du dipole 3.5 avec des fréquences qui
sont des combinaisons de wg et wgr. On peut aussi remarquer que pour certains
domaines de paramétres on observe un phénoméne de battement, comme sur la
figure 3.6, avec une oscillation rapide a la fréquence (wg + wgr) /2, et une fréquence
lente | (wg — wgr)|/2.

[’observation de ces figures montre que le spectre des fréquences contenues dans
la fonction d’autocorrélation, lorsqu’on prend en compte la chronologie, est plus
riche et plus complexe que lorsqu’on ignore celle-ci. Les effets de rotation du champ
électrique contribuent donc, a travers la chronologie, a 1'élargissement du profil.
L’enrichissement fréquentiel dépend manifestement, non seulement de la fréquence
de rotation du champ, mais aussi de I'intensité de ce dernier, selon des modalités qui
paraissent difficiles & déterminer de prime abord, et qu’il conviendrait d’examiner
plus précisément si 'on souhaitait connaitre le détail du role de la chronologie. La
conclusion générale qui nous intéresse a ce stade, c’est que la chronologie semble
bien ne pas devoir étre ignorée pour que la fonction de corrélation puisse représenter
convenablement I’évolution de I'atome en présence du champ électrique.

Ces premiéres constatations conduisent maintenant tout naturellement a exami-
ner le cas réaliste du champ électrique produit par une particule chargée passant a
proximité de I’atome émetteur selon une trajectoire droite, et qui va automatique-
ment induire des composantes de rotation, tout spécialement lorsque la particule est

la plus proche de I'atome dans son mouvement.
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FI1GURE 3.3: Fonction de corrélation obtenue avec des champs tournants, lorsque le
calcul prend bien en compte la chronologie. Le trait pointillé correspond au calcul
sans chronologie.
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trait en tirets correspond au calcul sans chronologie.
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FI1GURE 3.5: Comparaison des fonctions d’autocorrélation lorsque la fréquence du
champ tournant est proche de 'oscillation liée a 'intensité du champ électrique. Le
trait en tirets correspond au calcul sans chronologie.
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FIGURE 3.6: Mise en évidence d’un phénoméne de battement entre la fréquence
d’oscillation liée a I'intensité du champ, et celle de la vitesse de rotation du champ
(calcul tenant compte de la chronologie).
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3.7 Calculs avec champ produit par une collision

Sur le fondement des observations des calculs effectués avec des champs simples,
qui ont le mérite d’apporter des éléments de connaissance, mais a partir de situa-
tions plus académiques que réalistes, I’analyse d’une collision s’annonce quant a elle
intéressante.

Pour des raisons de commodités de calcul qui n’enlévent aucune généralité aux
résultats, on choisit d’écrire I'équation de Schrodinger de I'atome émetteur dans
un référentiel ou 'axe z tourne avec le champ électrique, & I'endroit ou se trouve
I’atome hydrogéne émetteur. On suppose que ce dernier est excité a I'état n = 2
avant le passage de I'ion perturbateur, et on méne les calculs comme précédemment,
sans prise en compte de la structure fine. On constate que la force de la collision
(proximité de la trajectoire de 'ion avec le lieu de 'atome) entraine des formes
de fonctions d’autocorrélation dipolaire de plus en plus oscillantes. Comme critére
permettant de qualifier 'importance de la collision, on détermine un angle de phase
a tel que :

1 [*ee

a=—7 [ Vy@)dt (3.29)

—o0
ot Vj; est un élément de matrice typique de la matrice perturbative V' (t).

Lorsque cet angle est de I'ordre de 7, on observe sur la figure 3.7 une décorrélation
plus rapide, dans une proportion de l'ordre de 40%, lorsque le calcul tient compte
de la chronologie, juste aprés le passage de I'ion devant I’atome lorsqu’il en est le
plus proche.

Pour obtenir une perturbation sensiblement plus intense, on rapproche la tra-
jectoire de l'ion de sorte que I'angle de perturbation soit cette fois de I'ordre de
107. Dans cette situation que ’on peut observer sur la figure 3.8 on constate qu'une
oscillation importante prend naissance, a ’approche de 'ion, et se poursuit ensuite
dans des proportions semblables, la décorrélation étant beaucoup plus significative
lorsque la chronologie est prise en compte. On peut interpréter ce phénoméne comme
étant lié a la non-adiabaticité de la transition, dont on sait qu’elle contribue de fagon
significative a la décorrélation. On peut maintenant s’intéresser & un grand nombre

de collisions pour en prendre la moyenne et déterminer le profil Lyman-« pour un
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FIGURE 3.7: Fonction d’autocorrélation dipolaire (et raie correspondante) obtenue
avec (trait continu) et sans (trait interrompu) prise en compte de la chronologie
pour une perturbation modérée (critére oo = 7).
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FIGURE 3.8: Fonction d’autocorrélation dipolaire (et raie correspondante) obtenue

avec (trait continu) et sans (trait en tirets) prise en compte de la chronologie pour
une perturbation forte (critére aw = 107).
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FIGURE 3.9: Profils Lyman-a calculés pour une densité N = 10"%em ™3, et une

température T'= 1 eV, obtenus par simulation numeérique (trait continu), sans prise
en compte de la chronologie (cercles), en appoximation impact pour les électrons
seuls (trait en tirets) et en approximation impact pour les ions et les électrons
(pointillés).

plasma dans lequel la densité N = 10cm ™3 et la température T = 1¢eV.

La figure 3.9 montre les résultats des calculs obtenus avec et sans chronologie,
et dans la limite impact avec les électrons seuls d'une part, et avec électrons et
ions d’autre part. On constate que manifestement I’élargissement de la raie prenant
en compte la chronologie est beaucoup plus important, ce qui entraine la nécessité
de la respecter pour obtenir un profil réaliste pour Lyman-« . Si 'on n’en tient pas
compte, on voit également que le profil devient similaire a celui qu’on obtient avec la
composante impact électronique seule. Dans les conditions physiques du modéle de
plasma considéré, la solution exacte est en fait plus proche d’un profil obtenu pour
les ions et les électrons a la fois, la raie obtenue étant plus large qu’avec les électrons
seuls dans une proportion de l'ordre de la racine carré du rapport des masses entre
ion et électron.

Le respect de la chronologie dans toute modélisation est donc un impératif a

prendre bien en compte dans un formalisme afin d’éviter de perdre une information
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significative, responsable d'une part de I’élargissement. La succession des collisions
subies par un émetteur dans le temps, si elle est aléatoire en direction et en impor-
tance, n’en obéit pas moins cependant a des propriétés statistiques, et on est fondé
a envisager un formalisme qui puisse contenir le respect de la chronologie de fagon
intrinséque, tout en mettant a profit des représentations fondées sur des considéra-
tions physiques, des propriétés statistiques de I’évolution du microchamp électrique.
Celui-ci, a condition de le considérer constant par intervalles de temps suffisam-
ment petits, permet dans ce cas de résoudre I'équation de Schrodinger simplement,
et d’envisager, a travers une modélisation stochastique, d’en tirer des équations ci-
nétiques fournissant des outils nouveaux de nature a enrichir la connaissance des
causes d’élargissement. Une telle approche n’est d’ailleurs pas sans rappeler celle de
I'intégrale de chemin, mise & contribution au début de ce travail, fondée sur une
succession d’opérateurs d’évolution trés proches les uns des autres dans le temps,
car concernant des intervalles de temps suffisamment courts. A partir du moment
ou 'on ne considére plus des intervalles de temps d’attente entre deux valeurs dif-
férentes du microchamp de durées identiques, et que ceux-ci obéissent a une loi de

probabilité, une modélisation par processus stochastique devient possible.
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Chapitre 4

Modélisation stochastique du

microchamp

Une approche statistique et probabiliste de I’évolution dans le temps du micro-
champ électrique généré par les ions d’un plasma, et permettant de modéliser et
calculer 'effet Stark, a été initiée en 1970 par Frisch et Brissaud. Cette méthode
(MMM : Méthode du Microchamp Modéle) se fonde sur une série d’approximations,
au premier rang desquelles on trouve celle considérant les positions des ions comme
quasiment statiques, entre deux perturbations subies par un atome émetteur. On
assimile le mouvement des ions perturbateurs qui environnent l’atome dans leur
globalité a une variation subite du microchamp qu’il percoit, qui demeure constant
durant un intervalle, jusqu’a ce qu'une autre configuration rende cette intensité de
champ électrique différente, mais cependant toujours considérée constante, et ainsi
de suite, au fur et & mesure de la succession de ces perturbations. Les temps d’attente
entre deux valeurs distinctes du champ appartiennent & une fonction de distribu-
tion stable et définie. Une autre fonction de distribution fournit quant a elle les
valeurs prises par I'intensité du champ électrique, au cours des différents paliers qui
se succedent, et provient de modélisations qui ont permis d’en définir les propriétés

statistiques, suivant les conditions physiques considérées [13, 14].
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4.1 Modélisation stochastique

Une série de dates t; au nombre total de N détermine des intervalles de temps
durant lesquels, pour chacun d’entre eux, la valeur du vecteur champ électrique FE;
(ainsi noté dans toute la suite a la maniére d’un scalaire pour simplifier I'écriture)
appartient a une certaine distribution. La probabilité pour que la série des valeurs

de champ FE; se réalise durant les intervalles de temps [t; 1 — t;] s’écrit :

PN(El,tl;EQ,tQ;...;EN,tN) (41)

Puisque les E; peuvent prendre au cours du temps des valeurs appartenant a
une certaine distribution, I’ensemble de toutes les réalisations possibles impose la

normalisation :

/dEldEg...dENPN(El,tl;Eg,tg; -'-;ENatN) =1 (42)

La probabilité conditionnée qui examine celle d’une réalisation s’arrétant a I'in-
tervalle antérieur, sachant les N intervalles réalisés, et appelée | Py_1, s’exprime telle

que :

1Py (Enstn|Erty s Enoaytvey) = Py /Py (4.3)

La densité de probabilité de la réalisation a partir de I’événement de rang S
juqu’au rang N, appelée densité réduite Pg s’écrit quant a elle :
Ps (Ey,t; .. B, ts) = /PN(Elafd;E27t2;---§EN7tN)dES+1---dEN (4.4)

En tenant compte de cette écriture, on peut alors exprimer P, comme le produit
de la probabilité P (Fi,t;) par la probabilité que le rang 2 soit réalisé, sachant le

rang 1 réalisé :

Py (B, t1; Ba,ty) =1 Py (B, to| By, t1) Pi(EL ) (4.5)

puis :
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P (Eyts) = /1P1 (Ea, ta| By, ty) Pr(Er, th)dE, (4.6)

avec bien sir :

/ \Py (B, to| By, 1) dEs = 1 (4.7)

Dans le méme esprit, on construit la probabilité réduite de rang 2 sur le méme
principe, et exprimant d’abord la probabilité correspondant aux trois premiers évé-

nements telle que :

Ps (En,t1; Eo, to; B3, t3) =1 Pa (Es, t3|Ea, to; By ) Py (Eq, ty; Eo, t) (4.8)

Ce qui permet d’écrire P, de la facon suivante :

Py (Ey, ty; B, t3) = /1P2 (E3,t3|Ea to; By ty) Py (Bt By ty) dEs (4.9)

A partir de la définition de la probabilité conditionnée, et en substituant I'ex-
pression de P, obtenue en 4.5, on obtient finalement pour la probabilité du troisiéme

événement, sachant le premier réalisé :

1Py (Es, t3| B ty) = /P2 (Es,t3|Eg, to; Eq,t1), Pr (Ea, ta| By, t1) dEy (4.10)
1

Et ainsi de suite, de proche en proche, on établit la probabilité conditionnée de
parvenir a I’événement final étant supposé réalisé 1’événement initial, selon toute
I’histoire pour y parvenir. Cependant, on peut introduire a ce stade une approxima-
tion, due a Markov, qui consiste a considérer qu’'un événement de rang N ne dépend

que de I’événement de rang antérieur N — 1. Cela revient a écrire que :

1PL(ENtN| Bt s Enorytne1) = 1P (Eny | Enot, tv-) (4.11)

Pour N = 3, I’équation 4.10 devient ’équation de Chapman-Kolmogorov ou de
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Bachelier :

1Py (Es, t3| B ty) = / 1Py (B3, t3|Ea, ta) 1Py (Ea, to| By, ty) dEs (4.12)

Cette fois, a ’aide de cette équation, on peut déterminer, de proche en proche,
a la maniére des maillons d’une chaine constituée des probabilités conditionnées

successives, 'expression :

1P (EN,ty| B t) = / 1P (En,tN|En-1,tn-1) .1 P (B2, ta| By, t)

X dENfldEN,Q...dEQ (413)

Au-dessus du temps microscopique, il est possible d’obtenir une sorte de vue
d’ensemble évoluant dans une échelle de temps sensiblement moins fine, décrite par
une équation dite cinétique. On considére alors des intervalles de temps At contenant
eux-mémes un grand nombre d’intervalles microscopiques 0t séparant deux sauts,
autrement dit : 0t = t;,; — t;. Pour accéder a une telle équation faisant intervenir
At, ¢’est-a-dire deux événements éloignés par un grand nombre d’autres, il suffit de

reproduire I’équation 4.6 de t; jusqu’a ty :

1P (En,ty) = / 1PL(ENtn|En-1tv-1) 1P (Enoy, tno1|En—o, tn—2) ...

X P1 (El, tl) dEN_ldEN_Q...dEl (414)

En utilisant 1’équation de Chapman-Kolmogorov telle qu’en I'équation 4.12, on

parvient pour un intervalle At séparant ¢; de ty a I’équation :

Py (Enstn) = / Py (B, ty|Erst) PL(E 1) (4.15)

Considérant At comme 'écart entre t = t; et ty = t; + At, on suppose que
At/ot > 1 lorsque At est suffisamment grand. La statistique étant stationnaire,
la probabilité conditionnée Py (E,t + At|E} t1) ne dépend que de At, et peut étre
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notée de maniére abrégée : Pa, (E, E}), avec également :

Py (E,t+ At) :/dElPAt (E,Ey) Py (Ey, 1) (4.16)

Pour un At suffisamment petit, on peut décomposer Pa; (E, E7) selon deux

contributions dépendant du taux de transition W (E, Ey) :

Prni (E Ey) = A(E) (E — Ey) + AtW (B, Ey) (4.17)
avec, grace a la condition de normalisation 4.2 :
AE)=1- At/W (E, Ey)dE, (4.18)

La quantité mésoscopique Pa; (F, F1) peut étre exprimée sous la forme d’une
équation d’évolution. En vue de parvenir a une telle expression, on utilise I’équation

de Chapman-Kolmogorov telle qu'en 4.10, ce qui permet d’écrire :

Poysy (B ) = / Prysy (B3, Es) Poy_y, (Es, ) dE,s (4.19)

On insére ensuite dans cette nouvelle expression le développement 4.17 en posant
t =1ty —t; et At =t3 — t9 et on obtient :

Pt+At (Eg, El) = <1 - At/W (E/,El) dl‘l) Pt (Eg, El)

+At/W(E3>E2)Re(E2,E1) (4.20)
Il est maintenant possible de former le taux d’accroissement :

[Proai (B, Er) — Py (Ey, Ey)] /At (4.21)

qui lorsque At — 0 permet d’établir une équation différentielle appelée équation

maitresse et qui s’écrit :
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dP, (Z, Ey) /W(E,EQ)Pt(Eg,El)dEQ —/W(EQ,E)Pt(E, E))dE, (4.22)

avec la condition initiale :

P (E, El) =0 (E - El) (4-23)

Cette équation intégro-différentielle peut étre résolue avec la connaissance de la
quantitée W (E, Ey) : il s’agit de celle qu’on appelle une équation maitresse. En l'inté-
grant sur le temps, on parvient a une équation maitresse intégrale dont I’expression

est la suivante :

P, (E,E)=6(E— E1)®E(t)+/t dt’/dE’@E(t—t’)W(E,E’) Py (E' Ey) (4.24)

avec !

Bp(t) = 1 — / " (4.25)

ou @g(t) suit une loi exponentielle, telle que :

vp(t)=v(E)exp—v (E)t (4.26)

avec pour v (E) lintégrale sur tous les champs de W (E, E’), en moyenne, soit :
v(E) = [dE'W (E',E). Quant & ¢g(t), on peut l'interpréter comme la densité
de probabilité pour que l'intervalle de temps séparant deux valeurs différentes du
champ E soit égal a ¢, pendant que ®g(¢) représente la probabilité pour qu’il ne se
produise aucun saut durant l'intervalle de temps t. La moyenne des intervalles de
temps séparant deux valeurs distinctes du champ F, autrement dit la durée moyenne

d’un palier, est donnée par :

< At >p= / top(t)dt = v (B) (4.27)

La forme intégrale de I’équation maitresse, dont I’allure générale est fondée sur les
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probabilités ¢p(t) et Pr(t), suggere une généralisation a des distributions du temps
d’attente non exponentielles, ce qui va faire I’'objet d’une discussion ultérieure. On
peut également & partir des équations 4.15 et 4.24 établir une équation intégrale
pour P, (E,t) :

P (E,t) = P(E)¢p(t) + /0 Lt / dE'¢p (t— )W (E,E')P(E,t)  (4.28)

4.2 Le processus “kangourou” au sens de Frisch et

Brissaud

Lorsque le taux de transition, W (F, E’), peut s’écrire sous la forme d’un produit
de deux fonctions dépendant séparément de E et de E’, le processus markovien
est appelé processus kangourou par Van Kampen, et cette définition correspond
également a celle utilisée par Frisch et Brissaud. En écrivant le taux de transition

sous la forme :

W (E,E') = q(E)v(E") (4.29)

On fait apparaitre une densité de probabilité ¢(F) pour que le champ prenne la
valeur F immédiatement aprés le saut suivant. Pour déterminer ¢ (E), on impose
que le processus stochastique doit étre stationnaire a chaque instant, ¢’est-a-dire que
Py (E,t) = P(FE), on P (E) correspond a la densité de probabilité stationnaire du
champ. On peut montrer que I’équation d’évolution de P, (F,t) admet une solution

stationnaire & chaque instant si q(E) est liée & P (E) par la relation suivante :

__V(E)P(E)
a(B) = [v(E)P (E)dE

(4.30)

Lorsque v(FE) est une constante, comme c’est le cas pour le processus de Kubo-

Anderson, la relation précédente se réduit a :

q(E)=P(F). (4.31)

L’avantage de 'hypothese 4.29 est de conduire a une solution analytique pour la

73



probabilité conditionnée P, (E, E’). On obtient en effet :

t
P(E, By) = 8 (E — By) Op(t) + / ar / AE'D(t —)g(E)v(E') P, (E, ) (4.32)
0
En vue de résoudre cette équation, on calcule d’abord la quantité :

/ dEV(E)P, (. By) (4.33)

puis on multiplie chaque membre de I’égalité par v(E), et on intégre sur E. Une
transformée de Laplace effectuée sur le temps permet d’aboutir a 'expression sui-

vante :

/ dEV(E)P, (E,E,) = IR0 (4.34)

1— [dEv(E)®g(s)
Pour y parvenir, on a utilis¢é comme définition de la transformée de Laplace

I’expression :

F(s) = /0OO dtF(t) exp —st (4.35)

et par conséquent :

P, (E,E,) = / dtP, (E, Ey) exp —st (4.36)
0

Lorsque @g(t) suit une exponentielle :

~ 1
P S 4.37
5() s+ v(E) (4.37)
et finalement la solution de I’équation maitresse intégrale s’écrit :
~ 1 Eyw(E
(B By = ——— |6 (E— B1) + AL 1)/Sq(E) (4.38)
s+ v(E) [s + v(EV)] [ dE {5

Cette solution permet de calculer la fonction d’autocorrélation du champ <
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E(t) E (t') > qui ne dépend que de la différence ¢ — ¢’ pour un milieu stationnaire :

<EW)E(t) >= / AEAE'E.E'Py (Bt E'.t)

= / dEAE'E.E'P,_y (E,E') P (E') (4.39)

En considérant que v (E) et ¢ (E) sont des fonctions paires, seul le premier terme
de I’équation maitresse 4.38 contribue, et aprés inversion de la transformée de La-

place, on obtient :

< E(t)E(0) >= /dE.EzP (E)exp—v(E)t (4.40)

Différentes fonctions v (F) peuvent étre envisagées, ainsi que I’a fait Brissaud,

pour déterminer les fonctions d’autocorrélations correspondantes.

4.3 Processus CTRW (marche au hasard en temps

continu)

La notion traditionnelle de marche au hasard concerne au départ des événements
qui se succédent a intervalles réguliers. On a vu précédemment que les équations
4.24 ou 4.32 décrivent en fait un processus de marche au hasard temporel ou la
distribution du temps d’attente entre deux événements suit une loi exponentielle.
Dans ce cas, la marche au hasard est continue en temps puisque l'intervalle entre
deux événements n’est plus fixé, mais peut prendre toute valeur compatible avec la
loi de probabilité. Avec la théorie de la marche au hasard en temps continu, CTRW
pour Continuous Time Random Walk, due a Montroll et Weiss [28], on cherche
a étendre le modéle de marche au hasard a des distributions de temps d’attente
quelconques. On a vu que les équations 4.24 et 4.32 reposent sur ’hypothése de
Markov 4.11. L’approche de Montroll et Weiss permet, en partie, de s’affranchir de
cette hypothése.

Dans le cadre du CTRW nous présentons maintenant un calcul de la probabilité

conditionnée P, (E, E’) a partir du formalisme développé par Haus et Kehr [29]. Ce
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méme formalisme sera utilisé plus loin pour calculer 'opérateur d’évolution atomique
moyen dans le cadre de l'effet Stark.

En appelant ¢, (E, E’) la densité de probabilité pour que, juste aprés un saut
ayant lieu a la date ¢, le champ qui avait pris une valeur £’ lors d’un saut antérieur

prenne la valeur F, on peut écrire :

/ dE /O ", (E,E') =1 (4.41)

La densité de probabilité du temps d’attente entre deux sauts, ¢g (t) est donnée

par la relation :

o (1) = / dE", (B, ) (4.42)

On cherche a établir une équation cinétique pour P; (F, E’), densité de probabi-
lité pour atteindre a la date ¢t un champ d’intensité F, cette date ne coincidant pas
nécessairement avec celle d’un saut, en un nombre de sauts arbitraire, alors qu’ini-
tialement le champ valait E’. Cependant, il faut considérer que la nouvelle valeur du
champ pourrait aussi bien avoir été atteinte lors d’un saut se produisant exactement
a la date ¢, ou bien lors d’un saut qui s’est produit avant.

Appelons E (t) la variable stochastique pour que le champ électrique passe de la
valeur E’ a la valeur E, au saut se produisant a la date t. Appelons Q,, (E, E',t)
la densité de probabilité pour qu'en m sauts E’ devienne E. Pour que 'action se
réalise en m + 1 sauts plutot qu’en m, connaissant la probabilité pour celle-ci, on

peut écrire :

Qm—H (E7 El? t) - /dEl /0 dTQm <E7 Elat - T) % (Ela El) (443)

Ce qui revient a dire que le champ commence par prendre la valeur E; aprés un
premier saut ayant lieu & 'instant 7 avec pour cela la probabilité ¢, (F, E'), puis,
en m sauts atteint la valeur £ a la date ¢, avec la densité de probabilité (),,. Cette
maniére de procéder introduit donc une relation de récurrence.

Le nombre de sauts pouvant varier, depuis aucun jusque l'infini a la limite,
pour que le champ atteigne la valeur E a I'instant ¢, on peut définir la densité de

probabilité totale pour cet événement en écrivant la somme :

76



Q(E,Et)= i O (B, E',t) (4.44)
m=0

On aboutit & une équation intégrale permettant d’exprimer @ (F, E',t) telle que :

Q(B,E't)=Qy(E,E' 1)+ / dE, /0 Ar.Qm (B, E1,t — 1) 0y (B, ') (4.45)

ot Qo (E,E',t)= 6 (E — E') 0 (t) est la condition initiale.
En définitive, la probabilité conditionnée P; (E, E’) prend la forme :

P (E,E) = / dr @ (t— 1) QBB ) (4.46)

ol g est toujours le complémentaire intégré de la densité g, a savoir la probabilité
pour qu’il n’y ait pas de saut jusqu’a la date t.

Il serait possible également, au lieu de considérer une valeur intermédiaire de
champ aprés un premier saut, puis un nombre variable de sauts pour atteindre la
valeur finale, de renverser le point de vue. En considérant plutot d’abord un nombre
variable de sauts pour atteindre la valeur intermédiaire F;, puis le dernier saut
faisant prendre au champ la valeur F, on parvient alors a une expression pour la

probabilité ) de forme légérement différente a la précédente :

t
Q (E) Elv t) = QO (E7 Elv t) + /dEl / dT-%—r (E7 El) Q (Ela El? 7_) (447)
0

Ces deux expressions couplées avec celle de la probabilité conditionnée P, (E, E’)
peuvent étre résolues grace a ’hypothése de stationnarité, par transformée de La-

place, ce qui conduit pour chaque point de vue a une équation intégrale :

Ps(E,E)=6(E — E')®g (s) + /dEJDVS (E, E) b, (Ey, E) (4.48)

pour le premier, et :
Ps(E,E)=6(E—E)®p(s) + /dElf?;; ()P, (B, E')  (4.49)
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pour le second, avec :

Ki (s) = O () b (5) B (5) (4.50)
Ces deux équations intégrales conduisent aux mémes développements, et si ces
derniers convergent elles sont identiques [30]. Elles permettent d’étendre I’équation
maitresse pour P; (F, E’), établie pour des processus markoviens, a d’autres qui ne
le sont pas, avec une loi de probabilité quelconque, pour le temps d’attente entre
deux sauts g (t).
Dans le cas du processus Kangourou, on retrouve I’équation 4.32 en utilisant
dans 4.49 pour la probabilité de transition i, (E, E’') de passer de £’ & E en un
temps ¢ :

Ui (B, E) = g (t) ¢ (E) v (E') = ¢ (E) pp (1) (4.51)

ol g (t) suit une loi exponentielle, et ot ¢ (E) est la densité de probabilité d’obtenir
le champ F juste aprés un saut. ¢, (E, E’) apparait donc comme un produit de deux
densité de probabilités : celle de sauter au temps t, le champ valant initialement
E’, par celle d’atteindre la valeur E aprés un saut. Cette factorisation peut étre
exploitée pour étendre les processus Kangourou et CTRW a des distributions de
temps d’attente non exponentielles, introduisant ainsi la prise en compte d’un effet
mémoire dont on peut explorer les implications sur I'élargissement du profil de raie.

Toutefois lorsque la distribution du temps d’attente dépend du champ, on peut
montrer que le processus stochastique n’est pas stationnaire. En d’autres termes, il
n’est pas possible de déterminer une fonction ¢ (E) qui rende P (E,t) indépendant
du temps et donc d’exprimer ¢ (E) en termes de la probabilité stationnaire P (F).
Une telle relation ne peut étre obtenue que dans la limite asymptotique des temps
plus grands que la durée moyenne du temps d’attente entre deux sauts.

Pour rendre le processus rigoureusement stationnaire, une possibilité consiste a
modifier la distribution du temps d’attente pour le premier saut [31],[30]. Ce cas
ne sera pas traité dans la suite car nous allons nous restreindre ici au cas ou la
distribution du temps d’attente reste indépendante du champ. On peut parler d’un
modéle CTRW séparable en temps et en champ. Dans ce cas, ¢ (E) est identique a
P(E).
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4.4 FEffet Stark et CTRW

Afin d’exploiter la modélisation CTRW pour le champ électrique perturbateur
d’un atome d’hydrogéne plongé dans un plasma et d’obtenir le profil correspondant
pour la raie Lyman-«, on simplifie I’évolution du champ percu par ’atome sous la
forme d’une succession de paliers constants. En effet, durant chaque palier la solution
de I’équation de Schrédinger s’obtient facilement, la perturbation étant constante,
et on suppose d’autre part que les propriétés statistiques de I’évolution du champ en
fonction du temps sont stationnaires. Les dates de chacun des sauts de la succession
ne sont pas fixés a ’avance, mais obéissent a une loi de probabilité conditionnée.

Celle-ci respecte la normalisation :

a8 [ (B ) =1 (4.52)
fe ]

Ainsi qu’elles ont été précédemment définies, pg (f) et g () désignent respec-
tivement la densité de probabilité d’avoir un saut et la probabilité de n’en avoir
pas durant le temps t. Pour établir 'expression de 'opérateur d’évolution atomique,
il convient de le moyenner sur toutes les histoires possibles du champ électrique,
représenté par la variable stochastique F (t), continue et constante par intervalles

de temps. L’opérateur d’évolution, solution de I’équation :

dU (1)
dt

= —i(Hy—d.E®)U (1) (4.53)

s’exprime tel que :

Ug(t) =exp—i(Hy—d.E)t (4.54)

pour chaque palier durant lequel le champ prend une valeur E constante. En respec-
tant 'ordre chronologique de la succession des paliers numérotés par ’ensemble des

entiers naturels, I'opérateur d’évolution pour une histoire compléte peut s’écrire :

i=m

Ut) =[] Us (t: — ticr) (4.55)

i=1

produit ordonné avec les indices les plus petits placés a droite, avec t,, = t, et ¢
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prenant toutes les valeurs de 0 & m, nombre de sauts effectués pendant la totalité du
temps t. Si la valeur initiale du champ électrique est Ej, et vaut E,,,; juste apreés
le dernier saut, 'opérateur d’évolution atomique moyen par unité de champ et de

temps a pour expression :

t t t
Tm (Em—i-ly El, t) = / dtl / dtQ e / dtm_l / dE2 Ce dEm
0 t1 tm—2

x [ Ue. (ti = ti1) Yo, (B, Ei) - (4.56)

i=1

Naturellement, la chronologie doit étre respectée ainsi que cela a été montré
précédemment, puisque les opérateurs Ug, (ti — Yfi—1) ne commutent pas entre eux.
Les différents éléments doivent donc étre pris en compte successivement depuis la
gauche de I'expression. Pour les premiers sauts, pour lesquels m prend les valeurs 0,

1, 2 et 3, on obtient ainsi les quatre premiéres relations :

To(E =By, Ey,t)=6(E—E)é(t)] (4.57)

T\ (Ey, Ey,t) = Ug, (t) ¥y (Ey, E) (4.58)

T, (s, Br, t) = / dt, / AEUs, (t — 1) tn, (Es, Ex) o, (Es Es)  (4.59)
0

t t
T3 <E4, El, t) - / dtl/ dtz/dEg/dEgUEl (t1> UE2 (tz - tl) UE3 (t - tl)
0 t1

X wtl (E27 El) ¢t2—t1 (E37 EQ) wt—tz (E47 E3> (4'60)

avec [ opérateur identité. En faisant apparaitre U'opérateur T, (Ey, F5,t — t1) au sein

de T3 (Ey4, Ey,t), cette derniére peut étre récrite de la fagon suivante :
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t
T3 <E4, El, t) - / dtl /dEQUEl (tl) ¢t1 (EQ, El) T2 (E4, Ez,t — t1> (461)
0

En raisonnant par récurrence, on aboutit a la relation ordonnée suivante :

t
T (E, By t) = /dE'/ driy . (E',E\)Ug, (t —7) T, (E, E',T) (4.62)
0

Ainsi formulée, cet opérateur peut étre vu comme une décomposition en deux
parties, la premiére permettant de réaliser d’abord la valeur E’ avec la densité de
probabilité ¢, (E', Ey) Ug, a l'instant ¢t — 7, puis la seconde permettant d’atteindre
la valeur E avec m sauts et selon I'opérateur T,, (E, E', 7). Pour tous les nombres
de sauts possibles, 'opérateur moyen 7' (E, E',t) permettant de passer de la valeur
initiale £ & la valeur E a I'instant ¢ juste aprés un saut doit tenir compte de toutes

les valeurs de m, y compris la valeur m =0 :

T(E,E t)=Y T,(E Et) (4.63)
m=0

En sommant la relation de récurrence 4.62 sur le nombre de sauts, on établit une

équation intégrale pour T (E, E',t) :

t
T(E,E't)=T,(E,E't)+ /dEl/ driy_r (B, EYUg (t — 7)T (E, Ey, T)

’ (4.64)

Finalement, cet opérateur T; (F, E’) sur un intervalle de temps t quelconque,

tenant compte du fait que 'atome qui vient de subir un dernier saut de champ a

I'instant 7, peut rester tout le temps restant ¢ — 7 sans subir une autre variation de

champ, s’écrit :

T, (B, F') = / T (B E 1) U (t — 1) p (1 — 7) (4.65)

En reportant l'expression de T (E, E',t) dans celle de T; (E, E'), on aboutit a
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I’équation intégrale :

T, (E,E") =6(E - E')®p (t) U (1)

+ / ar / dE Y (B, E) U (t — 1) T, (B, E;) (4.66)
0

Pour obtenir I'opérateur d’évolution atomique final, a partir duquel on calcule
le profil de raie, il reste & moyenner cette expression sur E et E’ en se donnant la

probabilité P; (E’) du champ électrique initial E’. Finalement, il vient :

T(t) = / dE / dE'P, (BT, (E, E') (4.67)

[’équation 4.66 peut étre résolue analytiquement si on utilise I’hypothése 4.51.
Supposons que l'on puisse définir la probabilité ¢ (E) en terme de la distribution
statique du champ P (E), ce qui est effectivement le cas si la distribution du temps
d’attente est exponentielle, ou méme quelconque, mais en tous cas indépendante du

champ. En reportant 4.51 dans 4.66, on obtient I’équation intégrale suivante :

Ty (E,E')=0(F — E')®g (t) Ug (t)

+ / dr / AEvq (By) g (L= 1) Upr (t = 7) To (B, ) (4.68)

Pour résoudre cette équation, on introduit les quantités :

Y (1) = @p (1) Up (1) (4.69)

Aprés avoir effectué une transformeée de Laplace de la nouvelle forme de T; (E, E’)
telle qu’en 4.68 on calcule la quantité auxiliaire [ dE’q (E) Ts(E,E') :
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Jara e T = |1~ [ () 3e ) i@ @)

ce qui conduit, en l'injectant dans I’équation intégrale de T, (E, E’), a la solution

suivante :

To(B8) =8 (5~ B)Vo () + Ko (9) |1 [dBa(£) Ko (0)] a(E)Ta ()
(4.71)

Finalement en reportant ce résultat dans 4.67 on obtient I'opérateur recherché :
T (s) = /dEP1 (E) Y (s)

+ / dEP, (E) X (s) []— / dEq (E) X (s)] B / dEq(E)Ve(s)  (472)

avec les quantités :

Xp(s) = / dtpp (t) exp — (s + iHy — id.E) t
0

Vi (s) = /000 dt®g (t) exp — (s +iHy —id.E)t (4.73)

Dans le cas du processus Kangourou standard (selon hypothése 4.51), ou la

densité de probabilité du temps d’attente suit une loi exponentielle, telle que :

vp(t)=v(E)exp—v (E)t (4.74)

on vérifie les relations suivantes :

Xp(s)=v(E)Ugls+ v (E)]

Y (s) = Ugls + v (E)] (4.75)
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avec !

Ug (s) = (s +iHy — id.E) ™" (4.76)

En reprenant I'équation 4.71 avec ces expressions, celle-ci devient :

Ts (B, E') = 0(E = EUg[s +v (E)] + v (E) Up [s + v (E)

« {1— / dEq(E) v (E) Up [s+u(E)]] ¢(E)Usls+v(B)] (477)

et la transformée de Laplace de Popérateur T (t) devient quant a elle :

T (s) = / dEP, (E)Ug s+ v (E)] + / dE'P, (B v (E) Ug [s + v (E')]
« {1_ / iEq (E) v (E) U [s—i—y(E)]]_ / dEq(E) Ug[s + v (E)] (4.78)

avec ¢ (E) = v(E) P (E)/ [v(E) P, (E)dE. Cette solution est identique a celle

présentée par Brissaud [32].

4.5 Processus CTRW séparable

On s’intéresse a un cas particulier de la factorisation de la densité de probabilité
de transition ¢, (E, E’), celui ou la distribution du temps d’attente est totalement
indépendante de la valeur du champ électrique, les densités ¢ (E) et ¢ (t) sont alors
séparables I'une de l'autre, et la derniére peut étre choisie selon une loi différente

d’une loi exponentielle. Dans ce cas, I'expression du profil de raie devient :

7= | [aB.p(E)Te(9)
+ { / dE.P(E)Xp (3)] [[— / dE.q(E)Xg (s)} [ / dE.q(E)Y g (3)] (4.79)
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avec !

Xg(s)= /000 dt.p(t)exp— (s +iHy —id.E)t (4.80)

et :

Y (s) = /000 dt.® (t)exp — (s +iHy — id.E)t (4.81)

ou ®(t) =1-— fooo dt'p (t), autrement dit la probabilité pour qu’aucun saut n’ait
lieu.
Dans ce cadre, ¢ (E) = P (E), et 'expression du profil peut alors se simplifier de

la facon suivante :

T (s)= {1— / dE.P(E) X (5)1_1 { / dE.P(E)Yg (5)1 (4.82)

avec !

Yo (s) = Ug (s) (1 ~ X (s)> (4.83)

En vue de rendre la fonction de distribution du temps d’attente plus large sur
les durées longues, on peut introduire une fonction Gamma [33] du type T (a) =
fooo te=le~tdt, de sorte que :

e (t) = ﬁ (vt)* " exp —ut (4.84)

ot le paramétre a > 1. Les transformées de Laplace correspondantes sont :

1

p(t) = (EEN (4.85)

et :

~ 1 1
On a :
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Xpg(s)=[1+ (s+iHy —id.E) Jv] ™ (4.87)

et ?E (s) s’obtient en exploitant 4.83. On remarque que si le paramétre a est choisi

égal a I'unité, on revient a la loi exponentielle.

4.6 Calcul numérique de l'effet Stark avec loi ex-
ponentielle pour le temps d’attente entre deux

sauts

Les travaux de Frisch et Brissaud [34, 32] pour la raie Lyman-a peuvent étre re-
visités par simulation numérique, en particulier lorsque la fonction d’attente suit une
loi exponentielle, dans le cas quasi-statique. En vue d’y parvenir, un certain nombre
de choix et de calculs analytiques sont nécessaires. L.e modéle de champ électrique
utilisé est celui conforme & la fonction de distribution de Hooper [13]. Celle-ci étant
tabulée, une interpolation s’avére indispensable pour fournir des valeurs de champ
en dehors des points de la tabulation. La méthode retenue est celle des “spline”, qui
a l'avantage d’éviter le phénomeéne de Runge (qui entraine que I'augmentation du
nombre de points d’interpolation, dans une approximation polynomiale, ne consti-
tue pas nécessairement a une amélioration de I'approximation, mais au contraire sa
dégradation). A l'intérieur de chaque palier de temps, I'opérateur d’évolution ato-
mique moyen s’obtient aisément, puisque le champ électrique est considéré constant

pendant toute la durée de I'intervalle, et s’exprime :

U (t)gs =< Us (t) >qs= / Up (t) P (E) dE (4.88)

ou l'indice Q.S rappelle la condition quasi-statique pour les ions du plasma dans
lequel baigne 'atome émetteur considéré, et P (FE) est la fonction de distribution
du champ électrique de Hooper. La connaissance des éléments de cet opérateur est
nécessaire pour poursuivre. Avant de s’y atteler, il convient de constater que la
moyenne angulaire de ses éléments de matrice est nulle ailleurs que sur la diagonale,
ce que nous allons démontrer.

Il est possible, a I'aide d'un changement de base judicieux proposé par Frerichs
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[35] dans le cadre d’un travail menant & une simulation compléte des conditions
physiques, de manipuler une matrice perturbative a coefficients tous réels, ce qui
facilite grandement les calculs.

On choisit un ensemble de vecteurs d’état |0 >, |1 >, |2 > et |3 >, définis ainsi :

|0 >= |200 >,

1>= 5 (211 > —[21 — 1 >),

2 >= 5 (1211 > +[21 = 1 >),

|3 >= 210 >.

Ceci permet de construire la matrice de passage P suivante :

pP= . (4.89)

SIL S
S

avec (transposée conjuguée) :

(4.90)

S-Sl
S-Sk

On obtient, en appliquant le changement de base a la matrice V (t) :

L (~Ba—E) A (Ba+Ey) —iE.

= (E ,—FE
PV (t)P = 3eaq \{5 (B +)
- (B + Ey)

2
—iF,

S

(4.91)
Puis, en tenant compte de E.; = F (E, £ iE,) /v/2 on aboutit & la matrice qui,
multipliée par % donne :
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_ 3eaq E,
PV(HP = 4.92
mr==2 (4.92)

_Ez

N’apparaissent dans cette expression matricielle que des coefficients réels : les
coordonnées du champ électrique.

Compte-tenu de la symétrie sphérique du systéme, il est naturel de changer de
systéme de coordonnées en exprimant les composantes du champ électrique suivant
son module E et ses angles ¢ dans le plan z,y et 6 selon 'axe z, propres aux

coordonnées sphériques. La matrice de la perturbation devient :

—FEsinfcosp —FEsinfsing FEsinf

3eag | Esinfcosp

Vs = (4.93)

h Esinfsing
—FEsinf

Dans l'intervalle de temps ol le champ électrique est considéré constant, la réso-
lution de I'équation de Schrédinger pour 'opérateur d’évolution nécessite la connais-
sance de I'exponentielle Fy g de la matrice Vg.At. De six termes non nuls on aboutit
4 une matrice dont plus aucun terme n’est nul, et dont il faut alors déterminer la

moyenne angulaire. Celle-ci s’obtient en intégrant chacun des termes selon le mo-
déle :

3deag 1 T ) 2
< EVSij >0,p= TE ; dfsind ; dQOEVSijAt (494)

On constate alors que tous les termes < Eyg;; >, sont nuls pour ¢ # j, et que
seul les termes diagonaux ne le sont pas. Le terme < Eyg11 >4 ,= cos (%%EAt), et

les trois autres sont identiques, avec :

1 3ea
< Fyg99 >0,0=< Eyg33 >0,0=< Eyvsa >0,0= 5 lQ + cos (TOEAt>:| (4.95)

88



La trace réduite aux éléments pour lesquels [ = 1 est donc égale a : 24-cos (%%EAt).

4.7 Tranformée de Laplace de P'opérateur d’évolu-
tion

La fonction de temps d’attente entre deux sauts faisant intervenir une loi expo-

nentielle, qui s’écrit :

¢ (t) =vexp—vt (4.96)

fait intervenir une fréquence de saut v est supposée constante, et indépendante de la
valeur du champ. L’opérateur d’évolution moyenné sur toutes les histoires possibles

de champ s’écrit alors :

< U (t,0) >psp=exp (—vt) Ugs (t)

t
+/ verp — v (t — tl) UQS (t — tl) < U (t1, O) >psp dtl (497)
0

Dans cette expression, 'indice PSP rappelle a la maniére de Frisch et Brissaud
que 'on a choisi une fonction d’attente suivant une loi exponentielle, et dont la
répartition des dates de sauts est distribuée selon une loi de Poisson (Poisson Step
Process). Le premier terme représente la contribution du cas ou aucun saut n’a
eu lieu durant le temps ¢, et le second fait la somme des contributions de tous
les instants t; possibles auxquels le dernier saut a eu lieu, en tenant compte de
I'évolution moyenne jusqu’a tq, avec< U (t1,0) >pgp.

Pour transposer < U (t,0) >pgp dans le domaine spectral en vue d’obtenir le

profil de raie, on effectue une transformée de Laplace, et on obtient :

< U (w) >psp= {] - VﬁQS (w+ il/)}_l ﬁQS (w+iv) (4.98)

La matrice de Ugg est relativement simple, & moitié creuse, et se présente sous la
forme suivante, en considérant un champ électrique colinéaire a ’axe z du référentiel

de I'atome, ce qui n’affecte en rien la généralité des calculs :
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11 T2

12 Ta2

(4.99)
733
33
avec donc quatre termes différents seulement, tels que :
(o1 +v) +iw]
1=
Ay
—3eapE,
T =
12 A
(¢ +v) +iw]
oo =
Ay
1
r3z = :
B (fy + v) + iw]
Ay = (iw + ¢o) (iw + ¢1) + (3eaoE,)” (4.100)
On en déduit I'expression de celle de < U (w) >pgp qui s'écrit :
(1—117'22)7‘114-117"%2 (1—UT22)T12+V7‘127‘22
A A
vriirie+(1—vri1)riz vr2,+(1—vri1)rae
A A (4.101)
733
1—vrss3
33
1—vrss
et avec la quantité A telle que :
A= (1—vry) (1 —uvry) — v, (4.102)

Le profil de raie correspondant est donné par la partie réelle de la trace de
<U (w) >pgp réduite aux élements pour lesquels le nombre atomique quantique
m = 0, soit les trois derniers, et s’exprime donc, puisque les deux derniers sont

identiques :

[(w)=%R [(3@*1 (< U () >pspy, +2 < U (w) >psp33)} (4.103)
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La quantité (37)”" normalise le profil obtenu. Il ne reste plus qu’a programmer
les calculs en langage FORTRAN qui vont permettre les intégrations progressives
a chaque pas de temps, et établir les profils de raie correspondant a différentes

conditions physiques du plasma, pour pouvoir comparer avec les profils de référence.

4.8 Profils obtenus par calcul numérique

Le code produit en FORTRAN 90 utilise un paramétre réduit, g = Eﬁo, dans
lequel Ey = % est, en unités CGS, le champ électrique moyen de la distribution
de Hooper, afin de simplifier 'obtention des intégrations. L’équation 4.103 permet
de déterminer pas a pas les valeurs prises par l'intensité de la raie en fonction de
la fréquence, puis de tracer le profil, et le comparer, dans différentes conditions
physiques, a la limite statique, d’une part en utilisant un temps d’attente suivant
une loi exponentielle conduisant a des dates de sauts distribuées selon une loi de
Poisson, et d’autre part un temps d’attente mettant en scéne une fonction gamma,
comme évoqué plus haut, qui permet de favoriser les temps d’attente dont la moyenne
est au-dessus de celle d’une loi exponentielle. Dans le cas étudié, nous avons choisi
d’étudier le cas du paramétre a = 2.

La figure 4.1 montre les résultats obtenus pour une température 7" = 10000 K
et une densité élevée n, = 10'7cm 3. On prend en référence la limite statique (trait
pointillé). On constate que les deux types de temps d’attente, qui prennent en compte
la dynamique des ions, conduisent & un élargissement supérieur de 'ordre de 40%.
Le role de la dynamique des ions est établi de longue date sur ce type de profil, et son
importance est confirmée par ces calculs. Entre les deux profils avec loi exponentielle
d’une part et avec fonction gamma d’autre part, on note un écart de 'ordre de 15%
qui semble accréditer la présence d’effets non markoviens. Avec la densité envisagée
dans ce calcul, on constate que le profil obtenu avec loi exponentielle est plus élargi
qu’avec la fonction d’attente utilisant une gamma, ce qui suggére que les effets de
mémoire tendraient & se rapprocher d’un comportement plus proche de la limite
statique.

Sans changer de température, on peut effectuer de nouveaux calculs avec cette
fois une densité beaucoup plus faible, de quatre ordres de grandeur, soit n., =

103em™3. Dans cette situation, le plasma est beaucoup plus cinétique, et assez
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FIGURE 4.1: Profils Lyman-a pour une densité n, = 107cm ™3 et une température
T = 10000 K. Le trait pointillé montre le profil de la limite statique, choisi en
référence. Les deux autres, qui tiennent compte de la dynamique des ions, montrent
les résultats numériques obtenus pour un temps d’attente entre deux sauts du champ
électrique suivant une loi exponentielle (trait en tirets), ainsi que pour un temps
d’attente dirigé par une fonction gamma (trait continu), avec comme valeur de
paramétre a = 2.
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FIGURE 4.2: Profils Lyman-a pour une densité n, = 10®cm ™3 et une température
T = 10000 K. Le trait pointillé montre le profil de la limite statique, choisi en
référence. Les deux autres, qui tiennent compte de la dynamique des ions, montrent
les résultats numériques obtenus pour un temps d’attente entre deux sauts du champ
électrique suivant une loi de exponentielle (trait en tirets), ainsi que pour un temps
d’attente dirigé par une fonction gamma (trait continu), avec comme valeur de
paramétre a = 2.

éloigné de la limite statique. On est alors trés proche des hypothéses de la limite im-
pact pour les ions. Ceci explique la différence trés importante observée entre celle-ci
et la limite statique, comme le montre la figure 4.2. La légére différence entres les
deux profils prenant en compte la dynamique des ions suggére a nouveau la présence
d’effets non markoviens, avec cette différence que cette fois, a basse densité, c’est la
profil obtenu avec un temps d’attente selon une fonction gamma qui est plus large
que celui obtenu avec une loi exponentielle.

On constate en observant ces calculs que la loi régissant le temps d’attente entre
deux sauts du microchamp électrique a une influence non négligeable sur 1’élargisse-
ment du profil Stark de la raie Lyman-q. Ils sont cependant fondés sur une fréquence

de saut moyenne constante, et il resterait a déterminer 'influence qu’aurait sur les
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profils une fréquence non constante. Mais déja, avec une fréquence constante, les
différences sont significatives entre les deux modéles mettant en scéne I'approche
CTRW, celle utilisant un temps d’attente conforme a une loi exponentielle, et celle
exploitant une fonction gamma. Il reste a étendre le travail accompli a d’autres lois
de temps d’attente, pour mieux établir 'importance de celles-ci et leur role dans

I’élargissement du profil.
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Chapitre 5

Simulation de processus

stochastiques

Une alternative existe au calcul du profil de raie fondé sur les grandeurs sta-
tistiques des processus stochastiques modélisant I’évolution du champ électrique :
c’est la simulation elle-méme de ces processus, par tirage aléatoire, comme I'ont fait
Seidel [31] ou Frerichs [35]. Dans une telle approche, qui fait dans ce travail 'objet a
nouveau d’'un calcul numérique, les dates auxquelles un saut intervient sont obtenues
par tirage aléatoire en vérifiant que le temps d’attente obtenu est chaque fois bien
conforme a la loi exponentielle. De la méme facon, chaque valeur de champ électrique
obtenue aprés un saut est tirée aléatoirement, et on s’assure qu’elle appartient bien
a la distribution de Hooper, a I’exception du premier pas du temps. En effet, lorsque
I’on démarre une histoire de champ, la valeur initiale n’a aucune raison particuliére
de coincider avec un saut a la date zéro, ce qui, pour tenir compte de ce fait demande

de considérer une fonction de distribution différente pour les conditions initiales.

5.1 Construction d’une histoire de champ électrique

On considére que le champ ne varie ni en module ni en direction entre deux sauts
successifs, mais seulement & 'instant d’un saut. Dans ces conditions, les éléments de
matrice de 'opérateur d’évolution demeurent constants également entre deux sauts.

A Tinstant t,, la valeur de 'opérateur d’évolution est ainsi simplement le produit
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ordonné de ses valeurs successives aux instants antérieurs depuis l'instant zéro, soit :

U (t0,0) = U (tn,tn1) U (tpi,tns) ... U (t1,0) (5.1)

Pour chaque histoire de champ faisant I’'objet d’'une simulation, aux dates succes-
sives qui rythment les valeurs constantes de ses paliers, correspondent parallélement
les plages temporelles pendant lesquelles 'opérateur d’évolution prend également
des valeurs constantes. Ceci conduit a une valeur approximative de I’évolution d’une
certaine histoire, avec une résolution moyenne sur le temps égale a 'inverse de la
fréquence moyenne de saut. En appliquant cette méthode a la raie Lyman- «, on peut
voir sur la figure 5.1 comment s’ajoutent pour deux histoires de champ distinctes les
fonctions d’autocorrélation dipolaires correspondantes. On constate sur cette figure
que la somme induit 'accroissement du nombre de dates auxquelles le champ change
de valeur, autrement dit le nombre de sauts. Avec un nombre suffisant d’histoires
conduisant a autant de fonctions d’autocorrélations ajoutées les unes aux autres,
on parvient & une somme lissée suffisamment réguliére pour qu’une transformation
de Fourier-Laplace soit pertinente afin d’obtenir le profil de raie correspondant. La
figure 5.2 montre un profil résultant de la somme des fonctions d’autocorrélation de
5000 histoires de champ.

Le principal intérét de cette méthode réside d’une part en sa vitesse de calcul,
rapide, et dans le fait qu’il est tres aisé de changer de processus stochastique, une
fois le code bien établi, d’autre part. Si les conditions de stationnarité sont vérifiées,
différentes combinaisons de processus stochastiques et de fonctions de distribution du
champ eléctrique peuvent étre examinées. En particulier, il est possible d’envisager
de mener les calculs pour des plasmas hors d’équilibre, comme par exemple dans les
turbulences qui prennent naissance dans les plasmas des machines expérimentales

de fusion.

5.2 Reésultats et comparaisons

Les premiers essais ont été menés dans le cadre de la raie Lyman- « de I’hydrogéne,
comme pour le reste de ce travail. Cette raie est trés sensible & la dynamique du

microchamp, et son calcul est rendu plus rapide par le fait que ’état fondamental de
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Two histories of the dipole
autocorrelation function
and their sum

Dipole correlation function

Time (sec)

FIGURE 5.1: Somme des fonctions d’autocorrélation dipolaire correspondant a deux
histoires de champ distinctes.

I’atome n’est pas affecté par I'élargissement Stark dominant. Toujours en négligeant
la structure fine, on utilise la base sphérique |n, [, m > dans le sous-espace de nombre
quantique principal n = 2. Le potentiel d’interaction est alors représenté par une
matrice 4x4, de méme que l'opérateur d’évolution. Dans les calculs qui suivent,
on compare donc pour la raie Lyman-a de I’hydrogéne deux méthodes pour un
cas simple. La figure 5.2 présente une comparaison de la fonction d’autocorrélation
dipolaire obtenue par la méthode de simulation, avec deux calculs issus de 'approche
MMM, pour une densité N, = 107em ™3 et une température 77 = 10000 K. On
observe une décorrélation nettement plus marquée dans le cas du calcul obtenu par
la simulation par rapport a celui provenant du MMM effectué avec la fréquence de
saut originale. Dans I'espoir de mieux se rapprocher de cette référence, un second
résultat est présenté en employant une fréquence de saut augmentée d’un facteur
constant de 2.2. Cependant, une telle démarche échoue a se rapprocher davantage
de la simulation, il conviendrait donc plutot d’agir plutdt sur les caractéristiques
du processus stochastique pour mieux s’accorder avec la simulation. Le processus

kangourou utilise pour la distribution du temps d’attente entre deux sauts une forme
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FIGURE 5.2: Fonction d’autocorrélation dipolaire pour les ions uniquement. Le trait
plein correspond & la simulation, que I'on compare avec les résultats du calcul MMM

correspondant & la fréquence de saut originale (tirets) ainsi qu’avec une fréquence
multipliée par 2.2 (courbe pointillée).
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FIGURE 5.3: Profile de raie pour les ions et les électrons. Le trait plein correspond
a la simulation, les tirets aux résultats du calcul MMM.

exponentielle, qui est un cas limite d'un processus de renouvellement markovien. Il
existe beaucoup d’autres modéles possibles, et le prolongement de cette recherche
pourrait se faire en direction de processus intégrant des effets mémoire. On peut tout
de méme noter que les résultats MMM s’accordent, en général, & 20% prés avec ceux
de la simulation. Par exemple, la figure 5.3 montre une comparaison entre calculs
obtenus pour un élargissement de raie dia a la fois aux ions et aux électrons. On
peut observer que le profil obtenu par simulation est de I'ordre de 15% plus large

que celui provenant du calcul MMM.
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Conclusions et perspectives

Au cours de ce travail, nous avons d’abord tenté de détecter, & travers une
approche prenant en compte de facon globale toute la réalité quantique d’un atome
plongé dans un bain de perturbateurs, dans quelle mesure on pouvait disposer d'un
modéle complet permettant de restituer convenablement 1’élargissement du profil de
la raie Lyman-q, par le formalisme par intégrale de chemin de Feynman. Les courbes
obtenues ont permis de voir que le régime ou la dynamique des ions est importante
est trés bien représenté, puisque l'accord avec les résultats des travaux antérieurs
est trés cohérent, I’écart avec eux demeurant faible, de I'ordre de 15%. Cependant,
il faut tenir compte du fait que de nombreuses approximations ont été acceptées,
et peuvent par conséquent expliquer une partie de ces écarts. Il parait cependant
trés difficile de prolonger ces calculs plus avant, car on se heurte a des difficultés
mathématiques importantes inhérentes au formalisme par intégrale de chemin lui-
méme.

En résolvant numériquement I'équation de Schrodinger, nous avons pu constater
que la chronologie joue un role si important qu’il ne serait pas fondé de tenter de
simplifier les calculs en ignorant l'opérateur qui lui correspond (c’est-a-dire en le
remplagant par une matrice unité). Le respect de la chronologie montre que les com-
posantes de rotation dans les variations du champ électrique perturbant 1’émetteur
ont une influence significative sur I'élargissement du profil de raie, en introduisant
dans le spectre d’émission des fréquences notamment issues de battements entre les
fréquences en présence, celle liée a la présence du champ électrique et a son intensité,
et celle de la rotation de celui-ci.

Par une modélisation par processus stochastiques de I’évolution du champ élec-
trique perturbateur, nous avons pu voir que le choix du type de processus déter-

minant le temps d’attente entre deux variations soudaines, le champ demeurant
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constant de 'une a la suivante, n’est pas sans conséquences. Ainsi, en tempérant la
loi exponentielle du temps d’attente, qui conduit a une distribution de sauts du type
loi de Poisson, par une fonction gamma, qui favorise les temps d’attente plus longs
en enrichissant les valeurs de la fonction de distribution vers les temps longs, nous
avons pu observer que ce choix entraine une modification de la largeur du profil
de raie : parfois elle entraine une augmentation de 1’élargissement constaté, mais
d’autres fois c’est un rétrécissement qu’on constate.

Enfin, par une simulation du type Monte-Carlo, reproduisant par tirages aléa-
toires les modéles de processus stochastiques dont les caractéristiques d’ensemble
avaient auparavant permis de mener des calculs analytiques, nous avons pu retrouver
des résultats trés proches de ceux obtenus avec la technique MMM (en moyennant
les calculs sur un grand nombre d’histoires de champ électrique), ce qui permet de
valider la démarche. Comme la méthode de simulation autorise le choix, a priori, de
n’importe quelle fonction de distribution pour le temps d’attente entre deux sauts,
ces résultats ouvrent des perspectives particuliérement intéressantes. En effet, on
peut légitimement s’attendre a pouvoir déterminer par ce moyen les caractéristiques
statistiques effectivement conformes au processus qui se rapproche le mieux des
réalités expérimentales observées, et ainsi d’en extraire les éléments de diagnostic
des paramétres physiques caractérisant des milieux pour lesquels on ne dispose pas

jusqu’a présent de modéles suffisamment précis.
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