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❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳❱■■*♠❡ -✐*❝❧❡✱ ■-❛❛❝ ◆❡✇3♦♥ ❝♦♥-3❛3❡ 5✉❡ ❧♦6-5✉✬✉♥❡ -♦✉6❝❡ ❧✉✲

♠✐♥❡✉-❡ ❜❧❛♥❝❤❡ 36❛✈❡6-❡ ✉♥ ♣6✐-♠❡ ❡3 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ =❝6❛♥ ❞❡✈❛♥3✱ ✐❧ ❛♣♣❛6❛>3

3♦✉3❡ ✉♥❡ ♣❛❧❡33❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉6-✱ -❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ❛6❝✲❡♥✲❝✐❡❧ ✿ ❧❛ ❧✉♠✐*6❡ ❛♣♣❛6❛>3 ❝♦♠♠❡

✉♥ ♠=❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝❡- ❝♦✉❧❡✉6-✱ 5✉❡ ❧❡ ♣6✐-♠❡ ♣❛6✈✐❡♥3 B -=♣❛6❡6✱ ♣❡6♠❡33❛♥3 ❛✐♥-✐ ❞❡

❧❡- ❞✐-3✐♥❣✉❡6 ❡3 ♠C♠❡ ❞❡ ♠❡-✉6❡6 ❧✬✐♠♣♦63❛♥❝❡ 6❡❧❛3✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡✳ ❈✬❡-3 ❧✬❛❝3❡ ❞❡

♥❛✐--❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -♣❡❝36♦-❝♦♣✐❡✳

❚❤♦♠❛- ❨♦✉♥❣✱ ✉♥ -✐*❝❧❡ ♣❧✉- 3❛6❞✱ ❞=♠♦♥36❡ ❛✈❡❝ -❛ ❝=❧*❜6❡ ❡①♣=6✐❡♥❝❡ ❞❡-

❢6❛♥❣❡- ❞✬✐♥3❡6❢=6❡♥❝❡ 5✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐*6❡ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦63❡♠❡♥3 ♦♥❞✉❧❛3♦✐6❡✱ ❡3 5✉❡ ❝❤❛5✉❡

❝♦✉❧❡✉6 ❝♦66❡-♣♦♥❞ B ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉6 ❞✬♦♥❞❡ ❜✐❡♥ ♣6=❝✐-❡✳ I✉✐-✱ ❛✉ ❞=❜✉3 ❞✉ ❳■❳*♠❡

-✐*❝❧❡✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❲♦❧❧❛-3♦♥ -✬❛♣❡6K♦✐3 5✉✬✐❧ ❡①✐-3❡ ❞❡- ✏❛❜-❡♥❝❡-✑ ❞❛♥- ❧❛ ❧✉♠✐*6❡ ♣6♦✈❡✲
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6❛✐❡ ❜✐❡♥ ❞=3❡6♠✐♥=❡ ❡-3 ♣6=-❡♥3❡ B ❧❛ ❢♦✐- ❞❛♥- ❧❡ 6❛②♦♥♥❡♠❡♥3 -♦❧❛✐6❡ ❡3 ❞❛♥- ❧❛
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❞♦♥3 -✉63♦✉3 ❧❡ ❢6❛♥K❛✐- ❏✉❧❡- ❏❛♥--❡♥✱ ❞=❝♦✉✈6❡♥3 ❞❛♥- -♦♥ 6❛②♦♥♥❡♠❡♥3 ❞❡- 6❛✐❡-

♥❡ ❝♦66❡-♣♦♥❞❛♥3 B ❛✉❝✉♥ =❧=♠❡♥3 ❝❤✐♠✐5✉❡ ❝♦♥♥✉ -✉6 ❚❡66❡ ✿ ❡♥ 6=❢=6❡♥❝❡ ❛✉ ♠♦3

❣6❡❝ ✏❤❡❧✐♦-✑ ✭-♦❧❡✐❧✮✱ ❧✬❛-36♦♥♦♠❡ ◆♦6♠❛❧ ▲♦❝❦②❡6 ❡3 ❧❡ ❝❤✐♠✐-3❡ ❊❞✇❛6❞ ❋6❛♥❦❧❛♥❞✱

3♦✉- ❞❡✉① ❛♥❣❧❛✐-✱ ❧❡ ❜❛♣3✐-❡♥3 ❞✉ ♥♦♠ ❞✬❤=❧✐✉♠✱ ❞♦♥3 ▲✉✐❣✐ I❛❧♠✐❡6✐ ♣6♦✉✈❡6❛ ❡♥

✶✽✽✷ 5✉✬✐❧ ❡①✐-3❡ ❜❡❧ ❡3 ❜✐❡♥ -✉6 ❚❡66❡ ❛✉--✐✳

▲❛ ❣6❛♥❞❡ ✐❞=❡ ❞❡ ▼❛① I❧❛♥❝❦✱ -❡❧♦♥ ❧❛5✉❡❧❧❡ ❧✬=♥❡6❣✐❡ =3❛✐3 5✉❛♥3✐✜=❡✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥3

♣6❡♥❞6❡ 5✉❡ ❞❡- ✈❛❧❡✉6- ❞✐-❝6*3❡- ❡3 ♥♦♥ ❝♦♥3✐♥✉❡-✱ ❡3 5✉✐ ✜♥✐3 6❛♣✐❞❡♠❡♥3 ♣❛6 ❞♦♥♥❡6

♥❛✐--❛♥❝❡ B ❧❛ ♠=❝❛♥✐5✉❡ 5✉❛♥3✐5✉❡✱ ♣❡6♠❡336❛ ❡♥✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣6❡♥❞6❡ 5✉❡ ❝❡ -♦♥3 ❧❡-
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❞✐*❡❝'❡♠❡♥' ❡' ❡①♣+*✐♠❡♥'❛❧❡♠❡♥' ❧❡ ❞+'❛✐❧ ❞❡ ❧❛ '*❛♥#✐'✐♦♥ ❛'♦♠✐4✉❡✱ ♠J♠❡ #✐ ❞❡

*+❝❡♥'❡# *❡❝❤❡*❝❤❡# ❝♦♠♠❡♥❝❡♥' 7 ❢♦✉*♥✐* ❞❡# ❡#♣♦✐*# ❡♥ ❝❡ #❡♥#✳ ■❧ ❡①✐#'❡ ✉♥ ❛#♣❡❝'

❞❡ ❧❛ *+❛❧✐'+ ♣❤②#✐4✉❡ 4✉✐ ♥❡ #❡*❛ ♣❛# ❝♦♥#✐❞+*+ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✉ '*❛✈❛✐❧ ♣*+#❡♥'+ ✿

❧❛ ✏#'*✉❝'✉*❡ ✜♥❡✑✳ ■❧ #✬❛❣✐' ❞❡ ❣*♦✉♣❡# ❞❡ *❛✐❡# '*9# ♣*♦❝❤❡# ❡♥'*❡ ❡❧❧❡#✱ ♣♦✉* ❧❡#

'*❛♥#✐'✐♦♥#✱ 4✉✐ #♦♥' ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❧❡ *+#✉❧'❛' ❞❡# ✐♥'❡*❛❝'✐♦♥# ❡♥'*❡ ❧❡# ❞✐✛+*❡♥'#

♠♦♠❡♥'# ♠❛❣♥+'✐4✉❡#✱ ❡' 4✉✐ ❧❡✉* ♣*♦❝✉*❡♥' ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛'✐♦♥ #❛'✐#❢❛✐#❛♥'❡✳

❆❧♦*# 4✉❡ ❧❛ '❤+♦*✐❡ ♣*+✈♦✐'✱ ❞❛♥# ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ '*9# ❞✐❧✉+ ❡' ❢*♦✐❞✱ ❞❡# *❛✐❡# ❞✬✉♥❡

'*9# ❣*❛♥❞❡ ✜♥❡##❡ ✭❞✐#♣❡*#✐♦♥ ✐♥✜♠❡ ❛✉'♦✉* ❞❡ ❧❛ ❢*+4✉❡♥❝❡ ❝❡♥'*❛❧❡✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥' ♥♦♥

♥✉❧❧❡ ❝♦♠♣'❡✲'❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❧❛*❣❡✉* ❞✐'❡ ♥❛'✉*❡❧❧❡✱ ❧❡# #♣❡❝'*❡# ❡①♣+*✐♠❡♥'❛✉① ♠♦♥'*❡♥'

✉♥❡ ❧❛*❣❡✉* *+❡❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# ✐♠♣♦*'❛♥'❡✳ Q❛*♠✐ ❧❡# ❝❛✉#❡# ❞❡ ❝❡# +❧❛*❣✐##❡♠❡♥'#✱

♦♥ '*♦✉✈❡ ❡♥ ♣*❡♠✐❡* ❧✐❡✉ ❧✬❡✛❡' ❉♦♣♣❧❡* ✿ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞+#♦*❞♦♥♥+ ❞❡# ❛'♦♠❡#

❞❛♥# ❧❡✉* ♠✐❧✐❡✉ ♣*♦✈♦4✉❡ ❞❡# ✈❛*✐❛'✐♦♥# ❞❡ ❢*+4✉❡♥❝❡ ❡♥ *❡❧❛'✐♦♥ ❞✐*❡❝'❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉*#

✈✐'❡##❡#✳ ▲❛ ♠❡#✉*❡ ❞❡ ❝❡' +❧❛*❣✐##❡♠❡♥' ♣❡*♠❡' ❞✬❛✐❧❧❡✉*# ✉♥❡ '*9# ❜♦♥♥❡ ❡#'✐♠❛'✐♦♥

❞❡ ❧❛ '❡♠♣+*❛'✉*❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ■❧ ❡①✐#'❡ ❞✬❛✉'*❡# #♦✉*❝❡# ❞✬+❧❛*❣✐##❡♠❡♥' ❞❡# *❛✐❡#

#♣❡❝'*❛❧❡# 4✉❡ ❧✬❡✛❡' ❉♦♣♣❧❡*✱ ❝❡ 4✉✐ ❡#' '*9# ✉'✐❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ ❧❛ #♣❡❝'*♦#❝♦♣✐❡

❞❡# ♣❧❛#♠❛#✳

❉❛♥# ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉① ♣❧❛#♠❛#✱ ❧❛ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✉'*❡ ❝❛✉#❡ ❞✬+❧❛*❣✐##❡♠❡♥' ❡#' ❧❛ ♣*+✲
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 ❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ *❧❡❝,-✐/✉❡ ❡♥❣❡♥❞-* ♣❛- ❧❡ ♣❡-,✉-❜❛,❡✉- ✱ ✐♦♥ ❡, *❧❡❝,-♦♥ ✱ /✉✐

❡♥,-❛4♥❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥,-❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬*♥❡-❣✐❡ /✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡✛❡, ❙,❛-❦ ❬✶❪✳ ❉✬❛✉,-❡

♣❛-,✱ ✐❧ -@❣♥❡ ❞❛♥ ❝❡-,❛✐♥ ♣❧❛ ♠❛ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*,✐/✉❡ ,-@ ✐♥,❡♥ ❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥

♣❛-,✐❝✉❧✐❡- ❞❛♥ ❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡①♣*-✐♠❡♥,❛❧❡ ❞❡ ,✐♥*❡ A ❧❛ ❢✉ ✐♦♥ ,❤❡-♠♦♥✉❝❧*❛✐-❡

❝♦♥,-C❧*❡✳ ▲❡ ♣-♦❣-❛♠♠❡ ■❚❊❘ ❡♥ ♣❛-,✐❝✉❧✐❡- ♣-*✈♦✐, ❧❛ ❝♦♥ ,-✉❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ -*❛❝,❡✉-

❞❛♥ ❧❡/✉❡❧ ❧✬✐♥,❡♥ ✐,* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*,✐/✉❡ ❛,,❡✐♥❞-❛ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ,❡ ❧❛ ✳ ❖-

/✉❡❧/✉❡  ♦✐,  ♦♥ ✐♥,❡♥ ✐,*✱ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*,✐/✉❡ ♣❡-,✉-❜❡ ❧✉✐ ❛✉  ✐ ❧✬❛,♦♠❡✱ ❝✬❡ ,

❧✬❡✛❡, ❩❡❡♠❛♥✱ /✉✐ ♥✬❡ , ♣❛ *,✉❞✐* ❞❛♥ ❧❡ ,-❛✈❛✐❧ ♣-* ❡♥,*✳ ❉❛♥ ✉♥ ❞✐ ♣♦ ✐,✐❢ ,❡❧

/✉✬■❚❊❘ ❝❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦ ,✐❝ ❡ , ,♦✉, A ❢❛✐, ❡  ❡♥,✐❡❧ ♣♦✉- ❡♥ ♣❡-♠❡,,-❡ ❧❡

❝♦♥,-C❧❡✱ ❝❡ /✉❡ ♣❡-♠❡, ❧❛  ♣❡❝,-♦ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣-♦✜❧ ❞❡ -❛✐❡ ❞❡ ♣❧❛ ♠❛ ✳

▲❡ *,♦✐❧❡ *,❛♥, ❝♦♥ ,✐,✉*❡ ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥, ❞✬❛,♦♠❡ ❞✬❤②❞-♦❣@♥❡✱ ❧✬*,✉❞❡ ❞❡

❧❡✉- ♣-♦✜❧ ❞❡ -❛✐❡ -❡✈N, ✉♥ ✐♥,*-N, *✈✐❞❡♥, ♣♦✉- ❞*❞✉✐-❡ ❞❡ ❧❡✉- ♦❜ ❡-✈❛,✐♦♥ ❧❡ 

❝❛-❛❝,*-✐ ,✐/✉❡ ♣❤② ✐/✉❡ ❞❡ ❝❡ ♦❜❥❡,  ,❡❧❧❛✐-❡ ✳ ❆✐♥ ✐✱ ❜✐❡♥ ♣❧✉ ❧♦✐♥ ❞❡ ♥♦✉ /✉❡ ❧❡ 

♣❧❛ ♠❛ ❞❡ ❧❛❜♦-❛,♦✐-❡✱ ❧❡ ♠❡ ✉-❡ ❞❡ ♣-♦✜❧ ❞❡ -❛✐❡  ♣❡❝,-♦ ❝♦♣✐/✉❡ ❝♦♥❞✉✐ ❡♥,

❝♦♥ ,❛♠♠❡♥, A ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞*❝♦✉✈❡-,❡ ✳ Q❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ -*❝❡♠♠❡♥, ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ,②♣❡

❞❡ ♥❛✐♥❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❛ *,* ❞*,❡❝,*✱ ❞♦♥, ❧✬❛,♠♦ ♣❤@-❡ ❝♦♥,✐❡♥, ❞❡ ,-❛❝❡ ❞❡ ❝❛-❜♦♥❡ ❡,

❞✬♦①②❣@♥❡❬✷❪✱ ❡, ❞♦♥, ❧❡  ♣❡❝,-❡ ✈♦♥, ♥*❝❡  ✐,❡- ✉♥❡ ❛♥❛❧② ❡  ♣*❝✐✜/✉❡✳

▲❡ ♠♦❞*❧✐ ❛,✐♦♥ ,❤*♦-✐/✉❡ ❞❡ -❛✐❡  ♣❡❝,-❛❧❡ ♣-♦❝✉-❡♥, ❞❡ ♣-*❞✐❝,✐♦♥ ,-@ 

 ❛,✐ ❢❛✐ ❛♥,❡ ❞❡ ❢♦-♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✲❝✐✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❡-♠✐ ❞❛♥ ❞❡ ♥♦♠❜-❡✉① ❝❛ ❧❛ -*❛❧✐✲

 ❛,✐♦♥ ♣-*❝✐ ❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦ ,✐❝ ❡♥ ❞❡♥ ✐,* ❡, ❡♥ ,❡♠♣*-❛,✉-❡ ❞✉ ♣❧❛ ♠❛✳ ❚♦✉,❡❢♦✐ ✱ ✐❧

-❡ ,❡ /✉❡❧/✉❡ ❞* ❛❝❝♦-❞ ❡♥,-❡ ❧❡ ❞✐✛*-❡♥, ♠♦❞@❧❡ ✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛-,✱ ❡, ❡♥,-❡ ❧❡ ♦❜ ❡-✲

✈❛,✐♦♥ ❡, ❧❡ ♣-*❞✐❝,✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞@❧❡ ✱ ❞✬❛✉,-❡ ♣❛-,✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦♥❝❡-♥❡♥, ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡

❧❡ ❡✛❡, ❞❡ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ♣❛-,✐❝✉❧❡ ✱ ❡♥ ♣❛-,✐❝✉❧✐❡- /✉❛♥❞ ♣❧✉ ✐❡✉- ❞✬❡♥,-❡ ❡❧❧❡ 

❛❣✐  ❡♥,  ✐♠✉❧,❛♥*♠❡♥,  ✉- ❧✬*♠❡,,❡✉-✳ Q❡✉,✲♦♥ ❡①♣❧✐/✉❡- ❝❡ ❞✐✛*-❡♥❝❡ ♣❛- ❞❡ ✐♥✲

 ✉✣ ❛♥❝❡ /✉✐  ❡-❛✐❡♥, ✐♥,-✐♥ @/✉❡ ❛✉① ❢♦-♠❛❧✐ ♠❡ ❡♠♣❧♦②* ❄ ❉♦✐,✲♦♥ ❝❤♦✐ ✐- ✉♥

❢♦-♠❛❧✐ ♠❡ ♣-❡♥❛♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❛ ,♦,❛❧✐,* ❞❡ ❧❛ -*❛❧✐,* /✉❛♥,✐/✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣-♦♣♦ ❡

❧❛ ❞*♠❛-❝❤❡ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥ ♣❛- ✐♥,*❣-❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❄ ◗✉❡❧ ❡ , ❧❡ -C❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤-♦♥♦✲

❧♦❣✐❡ ✭♥♦♥ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣*-❛,❡✉- ❞✬*✈♦❧✉,✐♦♥ A ❞❡✉① ✐♥ ,❛♥, ❞✐ ,✐♥❝, ✮ ❡, ❞❡

 ❛ ♣-✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ♦✉ ♥♦♥ ❄ ❊①✐ ,❡✲,✲✐❧ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠✐❡✉① -❡♣-* ❡♥,❡- ❧✬*✈♦❧✉,✐♦♥

❞✉ ♠✐❝-♦❝❤❛♠♣ *❧❡❝,-✐/✉❡ ❡♥ -❡♥❞❛♥, ♣♦  ✐❜❧❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❞✐ ,-✐❜✉,✐♦♥  ,❛,✐ ,✐/✉❡ 

/✉❡❧❝♦♥/✉❡ ❞*❝-✐✈❛♥, ❧❡ ,❡♠♣ ❞✬❛,,❡♥,❡ ❡♥,-❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉- ❞✐ ,✐♥❝,❡ ❞✉ ♠✐❝-♦✲

❝❤❛♠♣ ❄ ❈❡,,❡ ,❤@ ❡ ❡ , ✉♥❡ ❡①♣❧♦-❛,✐♦♥ ❞❡ -*♣♦♥ ❡ A ❝❡ /✉❡ ,✐♦♥ ✱ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞-❡

❞❡ ❧✬❡✛❡, ❙,❛-❦ ♣♦✉- ❧❛ -❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ❞❡ ❧✬❤②❞-♦❣@♥❡✱ ❡, -❡❝❤❡-❝❤❡ ❞❛♥ ❧❡ ❞✐✛*✲

✽
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✭♥♦ ❛♠♠❡♥ ❧❛  ❡♠♣/!❛ ✉!❡ ❡ ❧❛ ❞❡♥,✐ /✮✱ ❡ ❛✐♥,✐ ♣♦✉✈♦✐! ❝♦♥ !]❧❡! ❧✬/✈♦❧✉ ✐♦♥ ❞✉

,②, A♠❡ ❡ ,♦♥ ❡✣❝❛❝✐ /✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱ ❧✬/ ✉❞❡ ✜♥❡ ❞✬✉♥ ♣!♦✜❧ ❞❡ !❛✐❡✱ O ♣❛! ✐! ❞❡ ♠♦❞A❧❡,

❛♣♣!♦♣!✐/,✱ ❢♦✉!♥✐ ❧❡, !❡♥,❡✐❣♥❡♠❡♥ , ♥/❝❡,,❛✐!❡,✱ ♣❛! ❧✬✐♥ ❡!♣!/ ❛ ✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉,❡ ❞❡,

❝❛✉,❡, ❞✬/❧❛!❣✐,,❡♠❡♥ ✳
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❊♥ ❧✬❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ *♦✉*❡ ♣❡.*✉.❜❛*✐♦♥✱ ✉♥ ❛*♦♠❡ ❡①❝✐*3 .❡*♦✉.♥❡ 4 &♦♥ 3*❛* ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥*❛❧ ❧♦.&7✉❡ ❧❛ ❞✉.3❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ &♦♥ ❡①❝✐*❛*✐♦♥ &✬❛❝❤:✈❡ ✏♥❛*✉.❡❧❧❡♠❡♥*✑✱ ❝❡*

3✈3♥❡♠❡♥* ♣♦✉✈❛♥* &✉.✈❡♥✐. &❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝❡.*❛✐♥❡ ❞✐&♣❡.&✐♦♥ &*❛*✐&*✐7✉❡ ❡♥ *❡♠♣&✱ ❡*

❞♦♥❝ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡ 3❣❛❧❡♠❡♥*✱ ❞❡ &♦.*❡ 7✉❡ ❧❛ .❛✐❡ ❞✬3♠✐&&✐♦♥ ❝♦..❡&♣♦♥❞❛♥*❡

♣♦&&:❞❡ ✉♥❡ ❧❛.❣❡✉.✱ *.:& ✜♥❡ ❝♦♠♣❛.3❡ 4 ❞✬❛✉*.❡& &♦✉.❝❡& ❞✬3❧❛.❣✐&&❡♠❡♥*✱ ♠❛✐& ❜✐❡♥

❞3*❡.♠✐♥3❡ ✿ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. ♥❛*✉.❡❧❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ *.♦✉✈❡ &❛ &♦✉.❝❡ ❞❛♥& ❧❛ .❡❧❛*✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡.✲

*✐*✉❞❡ ❞❡ ❲❡.♥❡. ❍❡✐&❡♥❜❡.❣✱ 7✉✐ ❧✐❡ ❧❡ &♦.* ❞❡ ❧❛ ❞✉.3❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬3*❛* ❡①❝✐*3 ❛✈❡❝

&♦♥ 3♥❡.❣✐❡ ✿

∆E.∆τ ≥ ~

2
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♦H△τ .❡♣.3&❡♥*❡ ❧❛ ❞✉.3❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬3*❛* ❡①❝✐*3✱ ❞♦♥* ❧❛ ✈❛❧❡✉. ♥✬❡&* ♣❛& ❛❜&♦❧✉♠❡♥*
✜①❡✱ ❡* ✈❛.✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡.*❛✐♥❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡✳ ❈❡& *.:& ❧3❣:.❡& ✈❛.✐❛*✐♦♥& ❡♥*.❛I♥❡♥*

❞❡ ♣❛.* ❧❛ .❡❧❛*✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡.*✐*✉❞❡ ✉♥❡ ❝❡.*❛✐♥❡ ❧❛.❣❡✉. 3❣❛❧❡♠❡♥* ❡♥ 3♥❡.❣✐❡ ∆E✱

❛✉ ♠♦♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❞3&❡①❝✐*❛*✐♦♥ ✭❡* ❞♦♥❝ ❡♥ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡✱

❡*❝✮✳ ❈❡❧❛ 3*❛♥*✱ ❧✬3❧❛.❣✐&&❡♠❡♥* 7✉❡ ❝❡ ♣❤3♥♦♠:♥❡ ❛♣♣♦.*❡ 4 ❧❛ .❛✐❡ &♣❡❝*.❛❧❡ ❡&*

❣3♥3.❛❧❡♠❡♥* ✐♥✜♠❡ ❞❡✈❛♥* ❧❡& ❛✉*.❡& ❝❛✉&❡& 7✉❡ ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❛❜♦.❞❡. ♣❧✉& ❧♦✐♥ ✭❡♥

♣❛.*✐❝✉❧✐❡. ❧✬❡✛❡* ❉♦♣♣❧❡.✮✱ ❡* ❞❡♠❡✉.❡ ❞❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞✉ ❞✐① ♠✐❧❧✐:♠❡ ❞✬❛♥❣&*.L♠✱ ♣♦✉.

❧❡& ♣.❡♠✐:.❡& .❛✐❡& ♣❡.♠✐&❡& ❞❡ ❧✬❤②❞.♦❣:♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥*.✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. ♥❛*✉.❡❧❧❡

&✬❡①♣.✐♠❡ &♦✉& ✉♥❡ ❢♦.♠❡ ❧♦.❡♥*③✐❡♥♥❡ ✭❝♦♥&37✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣.♦❝❡&&✉& ❞✬❡①*✐♥❝*✐♦♥ ❞♦♥*

❧❡ *❡♠♣& ❞✬❛**❡♥*❡ &✉✐* ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧❧❡✮✱ ♠❛✐& ❞❡♠❡✉.❡ ♣.❡&7✉❡ ✐♠♣❡.❝❡♣*✐❜❧❡

♣♦✉. ❧❡& ✐♥&*.✉♠❡♥*& ❞❡ ♠❡&✉.❡✱ ❞✉ ❢❛✐* ❞❡ &♦♥ ❡①*.P♠❡ ✜♥❡&&❡ ❡* ❞❡ &♦♥ ♠❛&7✉❛❣❡

♣❛. ❧❡& ❛✉*.❡& &♦✉.❝❡& ❞✬3❧❛.❣✐&&❡♠❡♥*✳

✶✳✷✳✷ ▲✬❡✛❡+ ❉♦♣♣❧❡&

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❞❡& ❛*♦♠❡& &❡ ❝♦♠♣♦&❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡ ❞❡& ♣❤♦*♦♥& 7✉✬✐❧&

3♠❡**❡♥*✱ 7✉✐ &♦♥* ❞♦♥❝ &♦✉♠✐& 4 ❧✬❡✛❡* ❉♦♣♣❧❡.✳ ❉❡ ❧❛ ♠P♠❡ ❢❛Q♦♥ 7✉✬✉♥ ✈3❤✐❝✉❧❡

3♠❡**❛♥* ✉♥❡ ❢.37✉❡♥❝❡ &♦♥♦.❡ ✜①❡ ❡* ❜✐❡♥ ❞3*❡.♠✐♥3❡ ♥♦✉& &❡♠❜❧❡ ❛✈❛♥❝❡. ✈❡.&

♥♦✉& ❛✈❡❝ ✉♥ &♦♥ ♣❧✉& ❛✐❣R✱ ❛❧♦.& 7✉❡ ❧♦.&7✉✬✐❧ &✬3❧♦✐❣♥❡ ❧❡ ♠P♠❡ &♦♥ ♣❛.❛I* ♣❧✉&

❣.❛✈❡ ✭❝❡ 7✉✐ ❡&* ❡✛❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❡ ❝❛& ✿ &❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✬♦♥❞❡ &✬❛❧❧♦♥❣❡ .3❡❧❧❡♠❡♥* ♣♦✉.

❧✬♦❜&❡.✈❛*❡✉. &❡ *.♦✉✈❛♥* ❞❛♥& ✉♥ .3❢3.❡♥*✐❡❧ ✜①❡✮✱ ❧❡& ❛*♦♠❡& 3♠❡**❡✉.&✱ &❡❧♦♥ ❧❡
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❞✬✉♥ ♣❤♦&♦♥ 4♠✐, ,✬❛❧❧♦♥❣❡✱ ❡& ❧❛ ❢)48✉❡♥❝❡ ❡,& ❞4❝❛❧4❡ ❞❛♥, ❧❡ ,❡♥, ✐♥❢4)✐❡✉) ✿ ✈❡),

❧❡ )♦✉❣❡✱ ♣♦✉) ✉♥ ♣❤♦&♦♥ ✈✐,✐❜❧❡ ✭❛✐♥,✐ ♦♥ ,❛✐& 8✉❡ ❧❡, ❣❛❧❛①✐❡, ,✬4❧♦✐❣♥❡♥& ❧❡, ✉♥❡,

❞❡, ❛✉&)❡, ✿ ♣❧✉, ♦♥ ♦❜,❡)✈❡ ❧♦✐♥✱ ♣❧✉, ❧❡✉) ❧✉♠✐>)❡ ❡,& ❞4❝❛❧4❡ ✈❡), ❧❡ )♦✉❣❡✱ ❝❡ 8✉✐

❝♦♥❞✉✐& ❧❡, ❝♦,♠♦❧♦❣✐,&❡, / ❝♦♥❝❡✈♦✐) ♥♦&)❡ ✉♥✐✈❡), ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❡♥ ❝♦♥,&❛♥&❡

❡①♣❛♥,✐♦♥✮✳ ▲❡, ❡✛❡&, ❞❡ ❧✬4❧❛)❣✐,,❡♠❡♥& ❉♦♣♣❧❡) ,✉) ❧❡, ♣)♦✜❧, ❞❡ )❛✐❡ ,♦♥& ❧❡ ♣❧✉,

,♦✉✈❡♥& ❞♦♠✐♥❛♥&,✱ ❝❡ 8✉✐ ❣C♥❡ ❧✬✐♥&❡)♣)4&❛&✐♦♥ ❞❡, ♠❡,✉)❡, ❝♦♥❝❡)♥❛♥& ❧❡, ❛✉&)❡,

❡✛❡&,✱ ♠❛✐, ,♦♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❞✬✉♥ ,❡❝♦✉), ♣)4❝✐❡✉① ♣♦✉) ❡,&✐♠❡) ❧❛ &❡♠♣4)❛&✉)❡ ❞✬✉♥

♠✐❧✐❡✉✳ ❈❡❝✐ ♣)♦✈✐❡♥& ❞❡ ❧❛ )❡❧❛&✐♦♥ ❞✐)❡❝&❡ ❡♥&)❡ ❧❛ &❡♠♣4)❛&✉)❡ ✭❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐,&)✐✲

❜✉&✐♦♥ ❞❡, ✈✐&❡,,❡,✮ ❡& ❧❛ ❧❛)❣❡✉) ❉♦♣♣❧❡)✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥&)❡ ❧✬❡①♣)❡,,✐♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡

❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ ❛✉ ♣)♦✜❧ ✿
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∆ω0
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♦H I0 ❡,& ❧✬✐♥&❡♥,✐&4 ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ )❛✐❡✱ ω0 ❡,& ❧❛ ❢)48✉❡♥❝❡ ❝❡♥&)❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐

✭&)❛♥,✐&✐♦♥✮✱ ❡& ♦H ✿

∆ω0 = ω0
v0
c
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❡,& ❧❛ ❧❛)❣❡✉) ❉♦♣♣❧❡)✳ ▲❛ ✈✐&❡,,❡ ♠♦②❡♥♥❡ v0 ❡,& &❡❧❧❡ 8✉❡ v
2
0 = 2kT

m
❛✈❡❝ T ❧❛

&❡♠♣4)❛&✉)❡✱ m ❧❛ ♠❛,,❡ ❞❡, ❛&♦♠❡, ❝♦♥,✐❞4)4,✱ ❡& k ❧❛ ❝♦♥,&❛♥&❡ ❞❡ ❇♦❧&③♠❛♥♥✱ c

4&❛♥& ❧❛ ✈✐&❡,,❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐>)❡✳ ▲❛ ♠❡,✉)❡ ❞❡ ❧✬4❧❛)❣✐,,❡♠❡♥& ❉♦♣♣❧❡) ♣)♦❝✉)❡ ❞♦♥❝

✉♥ ❜♦♥ ❞✐❛❣♥♦,&✐❝ ❞❡ ❧❛ &❡♠♣4)❛&✉)❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ♣✉✐,8✉❡ ❧❡, ❛✉&)❡, ❣)❛♥❞❡✉), ,♦♥&

❞❡, ❝♦♥,&❛♥&❡,✱ ❡& ,♦♥& ❝♦♥♥✉❡,✳

✶✳✷✳✸ ▲✬&❧❛)❣✐,,❡♠❡♥0 ❝♦❧❧✐,✐♦♥♥❡❧

❉❛♥, ❧❡, ♣)❡♠✐❡), &❡♠♣, ❞❡ ❧❛ ♠♦❞4❧✐,❛&✐♦♥ ❞❡, ♣)♦✜❧, ❞❡ )❛✐❡✱ ▲♦)❡♥&③ ❬✸❪ ❛

♣)♦♣♦,4 ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❛♥, ❧❡8✉❡❧ ❧❡, ❛&♦♠❡, ,♦♥& ❝♦♥,✐❞4)4, ❝♦♠♠❡ ❞❡, ♦,❝✐❧❧❛&❡✉),

4♠❡&&❛♥& ❞❡, &)❛✐♥, ❞✬♦♥❞❡,✱ 8✉✬✉♥❡ ♣❛)&✐❝✉❧❡ ♣❛,,❛♥& ❞❛♥, ,♦♥ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ✐♥&❡))♦♠♣&
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♣❛" ✉♥❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✳ ❆❞♦♣.❛♥. ✉♥❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ *.❛.✐*.✐0✉❡✱ ❢❛✐*❛♥. ✐♥.❡"✈❡♥✐" ✉♥ ✐♥.❡"✈❛❧❧❡

❞❡ .❡♠♣* ♠♦②❡♥ ❡♥."❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥*✱ ❡. ❝♦♥*✐❞6"❛♥. 0✉❡ ❝❡❧❧❡*✲❝✐ *♦♥. *.❛.✐*.✐0✉❡♠❡♥.

✐♥❞6♣❡♥❞❛♥.❡*✱ ♦♥ ❛❜♦✉.✐. 9 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.6 ❞❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❡♥ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡✱

.❡❧❧❡ 0✉❡ ✿

W (t) =
1

τ
exp

(
− t
τ

)
✭✶✳✶✷✮

♦@ τ ❡*. ❧❡ .❡♠♣* ♠♦②❡♥ ❡♥."❡ ❞❡✉① ❝♦❧❧✐*✐♦♥*✳ A♦✉" ✉♥ ."❛✐♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✉"6❡ T ✱

❛♣"C* ."❛♥*❢♦"♠6❡ ❞❡ ❋♦✉"✐❡"✱ ♦♥ ❡♥ ❞6❞✉✐. ❧❡ *♣❡❝."❡ ♣♦✉" ✉♥ ♦*❝✐❧❧❛.❡✉" ✉♥✐0✉❡✱ ❡♥

✐♥.6❣"❛♥. ❞❡ 0 9 T ✿

F (ω, T ) =
[exp i (ω0 − ω)T ]− 1

i (ω0 − ω)
✭✶✳✶✸✮

♣✉✐* ❧❡ *♣❡❝."❡ ❞✬6♥❡"❣✐❡ ✿

E (ω, T ) =
1

2π
F ∗ (ω, T )F (ω, T ) =

1

2π

[
e−i(ω0−ω)T − 1

] [
ei(ω0−ω)T − 1

]

(ω0 − ω)2
✭✶✳✶✹✮

0✉✬✐❧ ❢❛✉. ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ♠♦②❡♥♥❡"✱ T ❛♣♣❛".❡♥❛♥. 9 ❧❛ ❞✐*."✐❜✉.✐♦♥ ❞♦♥. ❧❛ ❧♦✐ ❡*. ✶✳✶✷

0✉❡ ❧✬♦♥ ✉.✐❧✐*❡ ♣♦✉" ❝❛❧❝✉❧❡" ❝❡..❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡. ✜♥❛❧❡♠❡♥.✱ ✐❧ ✈✐❡♥. ✿

I (ω) =
1

π

1
τ

1
τ2
+ Ω2

✭✶✳✶✺✮

❛✈❡❝ Ω = ω−ω0✳ ❈❡ .②♣❡ ❞❡ ♣"♦✜❧✱ 0✉✐ ✈❛"✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡"*❡ ❞✬✉♥ ❝❛""6 ♣"❡♥❞ ❧❡ ♥♦♠

❞❡ ❧♦"❡♥.③✐❡♥♥❡✱ ❡♥ ❤♦♠♠❛❣❡ ❛✉ ."❛✈❛✐❧ ❞✉ ♣❤②*✐❝✐❡♥✳ ▲❡* ❛✐❧❡* ❞✬✉♥ .❡❧ ♣"♦✜❧ *♦♥.

♥❡..❡♠❡♥. ♣❧✉* ❧❛"❣❡* ✭❧❡* ♣❡♥.❡* ❞❡ ❞6❝"♦✐**❛♥❝❡ *♦♥. ❜✐❡♥ ♣❧✉* ❞♦✉❝❡*✮ 0✉❡ ❝❡❧❧❡*

❞✬✉♥❡ ❣❛✉**✐❡♥♥❡✳ ▲✬✐♥.❡"♣"6.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉" ❝♦♥."✐❜✉.✐♦♥ ❛✉ ♣"♦✜❧ ❝♦♠♣❧❡. ❞✬✉♥❡ "❛✐❡

*♣❡❝."❛❧❡ ♣❡"♠❡. ❞✬❛♣♣"6❝✐❡" ❧❛ ❞❡♥*✐.6 ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❝❛" ✐❧ ❡①✐*.❡ ✉♥❡ "❡❧❛.✐♦♥ ❡♥."❡ ❧❛

*❡❝.✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣❡".✉"❜❛.✐♦♥✱ ❡. ❧❛ ❞✉"6❡ ❞❡ ❧✬6♠✐**✐♦♥ ❞✉ ."❛✐♥ ❞✬♦♥❞❡ ✭♣✉✐*0✉✬✐❧

❡*. ✐♥.❡""♦♠♣✉ ♣❛" ✉♥❡ ♣❡".✉"❜❛.✐♦♥✮ ❬✶✵❪✳

❯♥ 6❧❛"❣✐**❡♠❡♥. ❞❡ ♣"♦✜❧ ❞❡ "❛✐❡ "6*✉❧.❛♥. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥ ❞✬✉♥ ♣"♦✜❧ ❞❡ .②♣❡

❣❛✉**✐❡♥ ✭♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡✛❡. ❉♦♣♣❧❡"✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣"♦✜❧ ❞❡ .②♣❡ ❧♦"❡♥.③✐❡♥ ✭❝♦❧❧✐*✐♦♥✲

♥❡❧✮ ❛❜♦✉.✐. ❛ ✉♥❡ ❢♦"♠❡ ❝❛"❛❝.6"✐*.✐0✉❡ 0✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣"♦✜❧ ❞❡ ❱♦✐❣.✳
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✶✳✷✳✹ $❡&'✉&❜❛'✐♦♥. /❧❡❝'&✐2✉❡ ❡' ♠❛❣♥/'✐2✉❡

❈♦♥#$✐$✉'# ❞❡ ❝❤❛-❣❡# '❧❡❝$-✐0✉❡# ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥$✱ ♥♦②❛✉ ♣♦#✐$✐❢ ❡$ '❧❡❝$-♦♥#✱ ❧❡#

❛$♦♠❡# #♦♥$ ❧❡ #✐7❣❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥$# ❞✐♣♦❧❛✐-❡# '❧❡❝$-✐0✉❡# ❡$ ♠❛❣♥'$✐0✉❡#✳ ❉7# ❧♦-#✱

❡♥ ♣-'#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ '❧❡❝$-✐0✉❡ ♦✉ ♠❛❣♥'$✐0✉❡✱ ❝❡# ♠♦♠❡♥$# #♦♥$ #♦✉♠✐# ; ❞❡#

❢♦-❝❡# ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡$ ❞❡ ▲♦-❡♥$③✱ ❛✈❡❝ 0✉✐ ❧✬✐♥$❡-❛❝$✐♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐- ♣♦✉- ❝♦♥#'0✉❡♥❝❡

❞❡ ♣❡-$✉-❜❡- ❧✬'0✉✐❧✐❜-❡ '♥❡-❣'$✐0✉❡ ❞❡# ❛$♦♠❡# ✿ ❧❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞✬'♥❡-❣✐❡ #♦♥$ ♠♦❞✐✜'#✱

❡$ ❧❡# '♠✐##✐♦♥# ❞❡ ♣❤♦$♦♥# ✈♦♥$ ❛✈♦✐- ❧✐❡✉ #❡❧♦♥ ❞❡# ❢-'0✉❡♥❝❡# '❣❛❧❡♠❡♥$ ♠♦❞✐✜'❡#✳

▲♦-#0✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥#✐❞7-❡ ❧❛ #❡✉❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ '❧❡❝$-✐0✉❡✱ ♦♥ 0✉❛❧✐✜❡ ❧❡ ♣❤'✲

♥♦♠7♥❡ ❞✬❡✛❡$ ❙$❛-❦✱ ❡$ ❝✬❡#$ ❧❡ ❝❛❞-❡ ❞❡ $-❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡$$❡ $❤7#❡✱ ❝❛- ❧❡# ✐♥$❡♥#✐$'#

❞❡ ❝❡ $②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ #♦♥$ ❝♦✉-❛♠♠❡♥$ ❢♦-$❡# ❞❛♥# ❧❡# ♣❧❛#♠❛# ❞❡ ❧❛❜♦-❛$♦✐-❡✱ ❡♥

♣❛-$✐❝✉❧✐❡- ❝❡✉① ♦❜$❡♥✉# ♣❛- ❞'❝❤❛-❣❡ '❧❡❝$-✐0✉❡ ♣-♦✈♦0✉❛♥$ ❧✬✐♦♥✐#❛$✐♦♥ ❞❡# ❛$♦♠❡#

❞✉ ♠✐❧✐❡✉ #♦✉♠✐# ; ❧❛ ❞✐✛'-❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ $②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ; ❧✬♦❡✉✈-❡ ❡#$ ♠❛❣♥'$✐0✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡#$ ❧❡ ❝❛# ❞❡# ❞✐#✲

♣♦#✐$✐❢# ; ❝♦♥✜♥❡♠❡♥$ ❞❡#$✐♥'# ; ❡①♣❧♦-❡- ❧❡# ♣♦##✐❜✐❧✐$'# ❞❡ ❢✉#✐♦♥ $❤❡-♠♦♥✉❝❧'❛✐-❡✱

❝♦♥$-H❧'❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧✬❡✛❡$ #✉- ❧✬❛$♦♠❡ ♣-❡♥❞ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❩❡❡♠❛♥✳ ❈❡ ❞❡-♥✐❡- ♥✬❡#$ ♣❛#

❝♦♥#✐❞'-' ❞❛♥# ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# $-❛✈❛✉① ♣-'#❡♥$'# ✐❝✐✱ ♥♦♥ ♣❧✉# 0✉❡ ❧❛ #$-✉❝$✉-❡ ✜♥❡

❞♦♥$ ❧❛ ♣-'#❡♥❝❡ #✬❡①♣❧✐0✉❡ ♣❛- ❧❡# ✐♥$❡-❛❝$✐♦♥# ❡♥$-❡ ❧❡# ♠♦♠❡♥$# ♠❛❣♥'$✐0✉❡# ❝❛✲

-❛❝$'-✐#❛♥$ ❧✬❛$♦♠❡ ❡$ #♦♥ ♥♦②❛✉✳

✶✳✸ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ *✉❛♥.✐*✉❡ ❞✉ ♣1♦✜❧ ❞❡ 1❛✐❡

❈♦♠♠❡ ❞'❥; '✈♦0✉'✱ ❧❡# ♣-❡♠✐❡-# ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$# ❞❡ ❧❛ #♣❡❝$-♦#❝♦♣✐❡ ❞❡# ♣❧❛#♠❛#

♦♥$ '$' ❢♦-♠❛❧✐#'# ✐♥✐$✐❛❧❡♠❡♥$ ♣❛- ▲♦-❡♥$③ ❬✸❪✱ ❡♥ #❡ ❢♦♥❞❛♥$ #✉- ❞❡# ❝♦♥#✐❞'-❛$✐♦♥#

❞❡ ♣❤②#✐0✉❡ ❝❧❛##✐0✉❡ ❢❛✐#❛♥$ ✐♥$❡-✈❡♥✐- ❞❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥# ✉♥✐0✉❡♠❡♥$ ❜✐♥❛✐-❡# ❞❛♥# ❞❡#

♠✐❧✐❡✉① $-7# ❞✐❧✉'#✱ ❞♦♥♥❛♥$ #♦♥ ♥♦♠ ; ❧✬'0✉❛$✐♦♥ ❞❡ ♣-♦✜❧ 0✉✐ ♣♦-$❡ #♦♥ ♥♦♠ ❡$

❞'❝-✐✈❛♥$ ❞'❥; ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣-♦①✐♠❛$✐♦♥ ✉♥ ♣-♦✜❧ ❞❡ -❛✐❡ '❧❛-❣✐✳

N❛- ❧❛ #✉✐$❡✱ #♦✐$ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉# ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲#✐7❝❧❡ ♣❧✉# $❛-❞✱ ❇❛-❛♥❣❡- ❬✼❪✱ ●-✐❡♠✱ ❑♦❧❜

❡$ ❙❤❡♥ ❬✻❪ ♦♥$ '$❛❜❧✐ ❞❡# ❞❡#❝-✐♣$✐♦♥# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# ✜♥❡# ❞❡ ❧❛ -'❛❧✐$' ❡♥ #❡ ❢♦♥❞❛♥$

#✉- ❧✬❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡#❝-✐♣$✐♦♥ 0✉❛♥$✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❛$♦♠❡ '♠❡$$❡✉-✱ ♠❛✐# ❛✉##✐ ❡♥

❛✣♥❛♥$ ❧❛ ♠♦❞'❧✐#❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #$❛$✐#$✐0✉❡ ❞'❝-✐✈❛♥$ ✉♥ ❣-❛♥❞ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♣❛-$✐❝✉❧❡#

❡♥ ✐♥$❡-❛❝$✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ #❡-❛✐$ ♣❛# -❛✐#♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❡#♣'-❡- ❞'❝-✐-❡ ❧❡

❝♦♠♣♦-$❡♠❡♥$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ❛$♦♠❡#✱ ✐♦♥#✱ ❡$ '❧❡❝$-♦♥# ❝♦♥#$✐$✉❛♥$ ✉♥

✶✼



♠✐❧✐❡✉ ♣❧❛'♠❛✱ ✐❧ ❡') ♥+❝❡''❛✐-❡ ❞❡ ❞✐'♣♦'❡- ❞✬✉♥ ♠♦❞1❧❡ ')❛)✐')✐2✉❡ ❛✉''✐ -+❛❧✐')❡ 2✉❡

♣♦''✐❜❧❡✳

▲❡' '♣+❝✐❛❧✐')❡' 2✉✐ '❡ '♦♥) ♣❡♥❝❤+' '✉- ❧❡' ♣-♦✜❧' ❞❡ -❛✐❡' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣-♦❝❤❡

)♦)❛❧❡♠❡♥) 2✉❛♥)✐2✉❡✱ ❡♥ ♣❛-)✐❝✉❧✐❡- ❇❛-❛♥❣❡-✱ ❛❜♦-❞❡♥) )♦✉' ❧❡ ❢♦-♠❛❧✐'♠❡ '✉✐✈❛♥)

✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ■❧ ♥❡ '❡-❛✐) ♣❛' -❛✐'♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥'✐❞+-❡- ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' ❝♦-♣' ♣-+✲

'❡♥)' ❞❛♥' ✉♥ ♣❧❛'♠❛✱ ❡♥ ♥♦♠❜-❡ ❜✐❡♥ )-♦♣ ❣-❛♥❞✳ ▲✬❛♣♣-♦❝❤❡ ❛❞♦♣)+❡ ❝♦♥'✐')❡ ♣❛-

❝♦♥'+2✉❡♥) > ❝♦♥'✐❞+-❡- ✉♥ ❛)♦♠❡ +♠❡))❡✉- ❝♦♠♠❡ ♣❧♦♥❣+ ❞❛♥' ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ -❡♣-+'❡♥)+

♣❛- ❞❡' ❣-❛♥❞❡✉-' ')❛)✐')✐2✉❡' 2✉✐ ❧❡ ❝❛-❛❝)+-✐'❡♥)✱ +♠❡))❡✉- ❡) ♠✐❧✐❡✉ ❛♠❜✐❛♥) ❢♦-✲

♠❛♥) ✉♥ '②')1♠❡ 2✉❛♥)✐2✉❡ ✉♥✐2✉❡✱ ❛✈❡❝ '❡' +)❛)' ♣-♦♣-❡' ❡) ❧❡✉-' ♥✐✈❡❛✉① ❞✬+♥❡-❣✐❡'

❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥)'✱ ❞❡' )-❛♥'✐)✐♦♥' ❡♥)-❡ ❡✉① +)❛♥) ❧❛ '♦✉-❝❡ ❞❡' -❛②♦♥♥❡♠❡♥)' 2✉❡ ❧✬♦♥

♣❡✉) ♠❡'✉-❡-✳ A♦✉- ✉♥❡ -❛✐❡ ❞✬+♠✐''✐♦♥ ❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥) > ✉♥❡ )-❛♥'✐)✐♦♥ ❡♥)-❡ ✉♥ +)❛)

α ❡) ✉♥ +)❛) β✱ ♦♥ ♠♦♥)-❡ 2✉❡ ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ +♠✐'❡ '✬+❝-✐) ✿

Pα→β =
4ω4

αβ

3c3
| < β|~d|α > |2 ✭✶✳✶✻✮

❉❛♥' ❝❡))❡ ❡①♣-❡''✐♦♥✱

~d -❡♣-+'❡♥)❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥) ❞✐♣♦❧❛✐-❡ ❞✉ '②')1♠❡ 2✉❛♥)✐2✉❡✱

❡) ❧❛ ❢-+2✉❡♥❝❡ ωαβ =
Eα−Eβ

~
❡') ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ )-❛♥'✐)✐♦♥ ❡♥✈✐'❛❣+❡✳ ▲❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ )♦)❛❧❡✱

❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥) > ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' )-❛♥'✐)✐♦♥' ♣♦''✐❜❧❡'✱ ❡') ❧❛ '♦♠♠❡ ❞❡' ❝♦♥)-✐❜✉)✐♦♥'

❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡✱ ❡♥ ❢❛✐'❛♥) ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ '✉- )♦✉' ❧❡' +)❛)' ✐♥✐)✐❛✉①✱ ❝❡ 2✉✐ '✬+❝-✐) ✿

P (ω) =
4

3c3

∑

αβ

ω4
αβ| < β|~d|α > |2δ (ω − ωαβ) ρα

♦H δ ❡') ❧❛ ❞✐')-✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ ❉✐-❛❝✱ ❡) ρα ❡') ❧❛ ♠❛)-✐❝❡ ❞❡♥'✐)+ ❞❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐)+ ♣♦✉-

❧✬+)❛) ✐♥✐)✐❛❧ α✳ ▲❡ ♣-♦✜❧ ❞❡ ❧❛ -❛✐❡ ❞✬+♠✐''✐♦♥ ❡') ❞♦♥♥+ ♣❛- ❧❛ '♦♠♠❛)✐♦♥ )❡❧❧❡ 2✉❡ ✿

L (ω) =
∑

αβ

| < β|~d|α > |2δ (ω − ωαβ) ρα ✭✶✳✶✼✮

▲❛ )-❛♥'❢♦-♠+❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞❡ ❝❡ '♣❡❝)-❡ ❞❡ ❢-+2✉❡♥❝❡' '✬+❝-✐) ✿

C (t) =

ˆ +∞

−∞
L (ω) exp (−iωt) dω ✭✶✳✶✽✮

❊♥ '✉❜')✐)✉❛♥) L (ω)♣❛- '♦♥ ❡①♣-❡''✐♦♥ )❡❧❧❡ 2✉✬❡♥ ✶✳✶✼✱ ❝❡))❡ )-❛♥'❢♦-♠+❡ '✬+❝-✐)

♠❛✐♥)❡♥❛♥) ✿

✶✽



C (t) =
∑

αβ

| < β|~d|α > |2 exp (−iωαβt) ρα ✭✶✳✶✾✮

▲❛ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ C (t) ♣❡1♠❡. ❞♦♥❝ ❞❡ 1❡✈❡♥✐1 ❛✉ ♣1♦✜❧ ❞❡ 1❛✐❡✱

❡♥ ♣1❡♥❛♥. +❛ .1❛♥+❢♦1♠8❡ ❞❡ ❋♦✉1✐❡1 ✿

L (ω) =
1

π
ℜ
ˆ +∞

0

C (t) exp (iωt) dt ✭✶✳✷✵✮

❖♥ ♣❡✉. .1❛♥+❢♦1♠❡1 ❧✬❡①♣1❡++✐♦♥ ❞❡ C (t) ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥ +✉✐✈❛♥.❡ ✿

C (t) =
∑

αβ

< α|~d|β > exp

(
iEβt

~

)
< β|~d|α > exp

(−iEαt

~

)
ρα ✭✶✳✷✶✮

❆ ❝❡ +.❛❞❡✱ ♦♥ ✐♥.1♦❞✉✐. ❧✬♦♣81❛.❡✉1 ❞✬8✈♦❧✉.✐♦♥ U (t) = exp
(
− iHt

~

)
❞✉ +②+.C♠❡

D✉❛♥.✐D✉❡✱ ❞♦♥. ❧✬❤❛♠✐❧.♦♥✐❡♥ ❡+. H✱ ❡. ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ✿

C (t) = Tr
[
~d.U † (t) ~d.U (t) ρ

]
✭✶✳✷✷✮

❊♥ 1❡♠❛1D✉❛♥. D✉❡ U † (t) ~d.U (t) = ~d (t)✱ ♦♣81❛.❡✉1 ♠♦♠❡♥. ❞✐♣♦❧❛✐1❡✱ ♦♥ ❛❜♦✉.✐.

H ✿

C (t) = Tr
[
~d (0) .~d (t) ρ

]
✭✶✳✷✸✮

▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ C (t) ❡+. ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬❛✉.♦❝♦118❧❛.✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐1❡ ❞❡ ❧✬✐♥.❡♥+✐.8

❞❡ ❧✬8♠✐++✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉+❡✳

✶✳✹ ❊❧❛&❣✐))❡♠❡♥- ♣❛& ❡✛❡- ❙-❛&❦

❖♥ ❝❤♦✐+✐. ❞❡ +✉♣♣♦+❡1 D✉❡ ❧✬✐♥.❡1❛❝.✐♦♥ ❡♥.1❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 8❧❡❝.1✐D✉❡ ❞❛♥+ ❧❡D✉❡❧

❜❛✐❣♥❡ ❧✬❛.♦♠❡ 8♠❡..❡✉1✱ ❡. ❧❡ ♠♦♠❡♥. ❞✐♣♦❧❛✐1❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡1♥✐❡1 ♣❡✉. K.1❡ ❝♦♥+✐❞818❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡1.✉1❜❛.✐♦♥ ❞❡ +♦♥ 8.❛. 8♥❡1❣8.✐D✉❡✳ ▲✬❛♣♣1♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐1❡ ❡+. ❥✉+✲

.✐✜8❡ .❛♥. D✉❡ ❧✬♦♥ ❡+.✐♠❡ D✉❡ ❧❛ ❣1❛♥❞❡ ♠❛❥♦1✐.8 ❞❡+ ✈❛1✐❛.✐♦♥+ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 8❧❡❝.1✐D✉❡

❛ ♣♦✉1 ♦1✐❣✐♥❡ ❞❡+ ✏❝♦❧❧✐+✐♦♥+✑ ❛✈❡❝ ❞❡+ ♣❛1.✐❝✉❧❡+ ❝❤❛1❣8❡+ ❞♦♥. ❧❡+ .1❛❥❡❝.♦✐1❡+ +❡

+✐.✉❡♥. H ❞❡+ ❞✐+.❛♥❝❡+ ❣1❛♥❞❡+ ✈✐+✲H✲✈✐+ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉1 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❉❡ ❇1♦❣❧✐❡✱ ❝❡

✶✾



 ✉✐ ❥✉$%✐✜❡ ❞❡ %)❛✐%❡) ❝❡$ ♣❡)%✉)❜❛%❡✉)$ $❡❧♦♥ ❞❡$ %)❛❥❡❝%♦✐)❡$ ❛✉ $❡♥$ ❝❧❛$$✐ ✉❡✳ ❊♥

)❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥$❡)✈❡ ✉♥ %)❛✐%❡♠❡♥%  ✉❛♥%✐ ✉❡ ♣♦✉) ❧✬8✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ♣❡)%✉)❜8✳

▲✬8♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ❞✬❤②❞)♦❣<♥❡ ✐$♦❧8 ♣❡✉% =%)❡ ♠♦❞8❧✐$8❡ ♣❛) ✉♥ ❤❛♠✐❧%♦♥✐❡♥ ❢♦)♠8

❞✬✉♥❡ ❝♦♥%)✐❜✉%✐♦♥ ❝✐♥8%✐ ✉❡ ✭❝❧❛$$✐ ✉❡♠❡♥%✱ ❧✐8❡ @ ❧❛  ✉❛♥%✐%8 ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡

❧✬8❧❡❝%)♦♥✮✱ ❡% ❞✬✉♥❡ ❝♦♥%)✐❜✉%✐♦♥ ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡ ✭❢♦)❝❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞✬❛%%)❛❝%✐♦♥ ❡♥%)❡ ❧❡

♥♦②❛✉ ♣♦$✐%✐❢✱ ❡% ❧✬8❧❡❝%)♦♥✱ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ♥8❣❛%✐✈❡✮✳ ❊♥ ♣)8$❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ 8❧❡❝%)✐ ✉❡✱

❧❛ ♣❡)%✉)❜❛%✐♦♥ ✐♥❞✉✐%❡ V $✬8❝)✐% %❡❧❧❡  ✉❡ ✿

V = −~d. ~E ✭✶✳✷✹✮

$♦✐% ❧✬✐♥%❡)❛❝%✐♦♥ ❡♥%)❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥% ❞✐♣♦❧❛✐)❡ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ✭❡♥ $❡ ♣❧❛G❛♥% $✉✣$❛♠♠❡♥%

❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ ♣❛) )❛♣♣♦)% ❛✉ )❛②♦♥ ❞❡ ❇♦❤)✱ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❧✉$ 8❧❡❝%)♦♥ ♣❡✉%

✈❛❧❛❜❧❡♠❡♥% =%)❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞✐♣J❧❡ ♦$❝✐❧❧❛♥%✮ ❡% ❧❡ ❝❤❛♠♣ 8❧❡❝%)✐ ✉❡ ❛♠❜✐❛♥%✳

❈❡ ❞❡)♥✐❡) ❡$% ❧❛ )8$✉❧%❛♥%❡ ❞❡ %♦✉%❡$ ❧❡$ ❝♦♥%)✐❜✉%✐♦♥$ ❡①%❡)♥❡$ @ ❧✬❛%♦♠❡✱ ✐♦♥$ ❡%

8❧❡❝%)♦♥$✱ ❞✉ ♣❧❛$♠❛ ❞❛♥$ ❧❡ ✉❡❧ ✐❧ ❜❛✐❣♥❡ ✿

~E =
∑

i

qi
4πǫ0

~ri
r3i

✭✶✳✷✺✮

♦M qi )❡♣)8$❡♥%❡ ❧❛ ❝❤❛)❣❡ 8❧❡❝%)✐ ✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛)%✐❝✉❧❡ ❝❤❛)❣8❡ ♣❛)%✐❝✐♣❛♥% @ ❧❛ ♣❡)%✉)✲

❜❛%✐♦♥✱ ❡% ~ri ❡$% ❧✬♦♣8)❛%❡✉) ♣♦$✐%✐♦♥  ✉✐ ❧✉✐ ❝♦))❡$♣♦♥❞✳

❉❡❜②❡ ❛ ♠♦♥%)8  ✉❡ $❡✉❧❡$ ❧❡$ ♣❛)%✐❝✉❧❡$ ❝♦♥%❡♥✉❡$ ❞❛♥$ ✉♥ ❡$♣❛❝❡ ♣)♦❝❤❡ ♦♥% ✉♥❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ $✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❡✱ ✉♥ ❡✛❡% ❞✬8❝)❛♥ $❡ ♣)♦❞✉✐$❛♥% ❛✉✲❞❡❧@ ❞✬✉♥❡ ❝❡)%❛✐♥❡ ❞✐$%❛♥❝❡

 ✉✐ ❞8✜♥✐% ✉♥❡ $♣❤<)❡ ❛✉%♦✉) ❞❡ ❧✬❛%♦♠❡ @ ❧✬✐♥%8)✐❡✉) ❞❡ ❧❛ ✉❡❧❧❡ $❡✉❧ ❝♦♥%)✐❜✉❡♥%

✈)❛✐♠❡♥% ❧❡$ ♣❡)%✉)❜❛%❡✉)$  ✉✐ $✬② %)♦✉✈❡♥%✳ ▲❡ )❛②♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ $♣❤<)❡ ❡$% ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉)

❞❡ ❉❡❜②❡ ✿

λD =

√
ǫ0kT

ne2
✭✶✳✷✻✮

♦M n ❡$% ❧❛ ❞❡♥$✐%8✱ ❡% k ❧❛ ❝♦♥$%❛♥%❡ ❞❡ ❇♦❧%③♠❛♥♥✳

▲✬♦♣8)❛%❡✉) ❞✬8✈♦❧✉%✐♦♥ ❛%♦♠✐ ✉❡ ♦❜8✐% @ ❧✬8 ✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤)U❞✐♥❣❡)✱ ❞❡ $♦)%❡  ✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉% 8❝)✐)❡ ✿

i~
dU (t)

dt
= (H0 + V (t))U (t) ✭✶✳✷✼✮

✷✵



❈❡" ♦♣%&❛"❡✉& )✬✐♥)-&❡ ❞❛♥) ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬❛✉"♦❝♦&&%❧❛"✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐&❡✱ 3✉✐ )✬%❝&✐"

❛❧♦&) ✿

C (t) =
{
Tr

(
ρ~d.U † (t) ~dU (t)

)}
moy

✭✶✳✷✽✮

♦; ρ ❡)" ❧✬♦♣%&❛"❡✉& ❞❡♥)✐"% ❞❡) %"❛") ❞❡ ❧✬❛"♦♠❡✱ )✉♣♣♦)% ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡

❡)" ❢❛✐"❡ )✉& ❧❡) ♣♦)✐"✐♦♥) ❞❡) ♣❡&"✉&❜❛"❡✉&) ❝♦♥)✐❞%&%) ❝❧❛))✐3✉❡♠❡♥"✱ ❡♥ ♣❛&"❛♥"

❞✉ ♣&✐♥❝✐♣❡ 3✉✬✐❧) )♦♥" )✉✣)❛♠♠❡♥" %❧♦✐❣♥%) ❞❡ ❧✬❛"♦♠❡ ♣♦✉& 3✉❡ ❧❡ "&❛✐"❡♠❡♥"

3✉❛♥"✐3✉❡ 3✉✐ ❞❡✈&❛✐" )✬❛♣♣❧✐3✉❡& ❡♥ "♦✉"❡ &✐❣✉❡✉&✱ ♣✉✐))❡ C"&❡ &❡♠♣❧❛❝% ♣❛& ❧❡ ♠♦❞-❧❡

❝❧❛))✐3✉❡ ❞❡ "&❛❥❡❝"♦✐&❡✳

▲❡ ♣&♦✜❧ ❞❡ &❛✐❡ )✬♦❜"✐❡♥" ♣❛& ❧❛ "&❛♥)❢♦&♠%❡ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬❛✉"♦❝♦&✲

&%❧❛"✐♦♥✱ 3✉✐ ♣❡&♠❡" ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❛))❡& ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ )♣❡❝"&❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬%♥❡&❣✐❡ ❡)" ✉♥❡

❣&❛♥❞❡✉& ✉♥✐3✉❡♠❡♥" &%❡❧❧❡✱ C (−t) = C∗ (t)✱ ❡" ❧✬✐♥"❡♥)✐"% ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧)❛✲

"✐♦♥ ♣❡✉" )✬❡①♣&✐♠❡& ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥"%❣&❛"✐♦♥ &%❛❧✐)%❡ )✉& ❧❡) )❡✉❧) "❡♠♣)

♣♦)✐"✐❢)✱ )♦✐" ✿

L (ω) =
1

π
ℜ
ˆ +∞

0

C (t) exp (iωt) dt ✭✶✳✷✾✮

▲✬❡))❡♥"✐❡❧ ❞✉ ❢♦&♠❛❧✐)♠❡ &❡♣♦)❡ ❞♦♥❝ )✉& ❧✬♦❜"❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬❛✉"♦❝♦&✲

&%❧❛"✐♦♥✱ ❞♦♥" )❡ ❞%❞✉✐" ❧❡ ♣&♦✜❧ ❞❡ &❛✐❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡)" ❧❛ &%)✉❧"❛♥"❡ ❞❡) ❞✐✈❡&)❡) "&❛♥✲

)✐"✐♦♥) ❞✬%"❛") |α > ✱ |α′ >✱ ✐♥✐"✐❛✉① ✈❡&) ❞❡) %"❛") |β >✱ |β′ >✱ ✜♥❛✉①✳ J♦✉& ❧❡)
&❛✐❡) 3✉✐ ♥♦✉) ✐♥"%&❡))❡♥" ✐❝✐✱ ❧❡) %❝❛&") ❡♥"&❡ ❞❡✉① )♦✉)✲♥✐✈❡❛✉① ✐♥✐"✐❛✉① ♦✉ ❞❡✉①

)♦✉)✲♥✐✈❡❛✉① ✜♥❛✉① )♦♥" ♣❡"✐") ❞❡✈❛♥" ❧❡) %♥❡&❣✐❡) ❞❡) "&❛♥)✐"✐♦♥) |α >→ |β >✱ ❞❡
)♦&"❡ 3✉❡ ❝❡) ❞❡&♥✐-&❡) ♣❡✉✈❡♥" C"&❡ ♥%❣❧✐❣%❡) ❡" 3✉❡ ❧❡) %❧%♠❡♥") ❞❡ ♠❛"&✐❝❡ ❞✉ "②♣❡

< α|U (t) |β > )❡&♦♥" ♣&✐) ❝♦♠♠❡ ♥✉❧)✳ ❉❛♥) ❝❡) ❝♦♥❞✐"✐♦♥)✱ ❧✬%3✉❛"✐♦♥ ✶✳✷✽ ♣❡✉"

C"&❡ &%❝&✐"❡ "❡❧ 3✉❡ ✿

C (t) =
∑

αα′ββ′

ραα~d.αβ.~d
∗
α′β′

{
Uαα′ (t)U

∗
ββ′ (t)

}
✭✶✳✸✵✮

❛✈❡❝

~dαβ =< α|~d|β >✱ ❡"❝✳✱ ♣♦✉& ❧❡) ❞✐✛%&❡♥") %❧%♠❡♥") ❞❡ ♠❛"&✐❝❡✳ ❈❡""❡ ❡①♣&❡)✲
)✐♦♥ &❡3✉✐❡&" ❧❛ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣%&❛"❡✉& ❞✬%✈♦❧✉"✐♦♥ "❡❧ 3✉✬❡♥ ✶✳✷✼ ❞❛♥) ❧❡) ❞❡✉①

❡)♣❛❝❡) ❞✬%"❛")✱ ✐♥✐"✐❛❧ ❡" ✜♥❛❧✳ ▲✬❡)♣❛❝❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ L ♠✐) P ❝♦♥"&✐❜✉"✐♦♥ ♣❛& ❋❛♥♦
❬✶✶❪✱ ♣&♦❞✉✐" "❡♥)♦&✐❡❧ ❡♥"&❡ ✉♥ ❡)♣❛❝❡ H ❞✬%"❛") ❡" )♦♥ ❞✉❛❧ H∗✱ ♣❡&♠❡" ❞❡ ❝♦♥"♦✉&✲

✷✶



♥❡" ❧❛ ❞✐✣❝✉❧*+ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡* ❡1♣❛❝❡ ♣❡"♠❡* ❞❡ ❝♦♥1✐❞+"❡" ❧❡1 ♦♣+"❛*❡✉"1 ❞❡

❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡"* ❝♦♠♠❡ ❞❡1 ✈❡❝*❡✉"1✱ 1✉" ❧❡17✉❡❧1 ❛❣✐11❡♥* ❞❡1 1✉♣❡"✲♦♣+"❛*❡✉"1✱

*❡❧ 7✉❡ Û (t) 7✉✐ ❛❣✐* 1✉" ❧✬♦♣+"❛*❡✉" ❞❡♥1✐*+ ❞❛♥1 H✱ ♣"✐1 ❝♦♠♠❡ ✈❡❝*❡✉" ❞❛♥1 L ✿

|ρ (t)≫= Û (t) |ρ (0)≫ ✭✶✳✸✶✮

7✉✐ ♦❜+✐* ❛✉ ❝♦""❡1♣♦♥❞❛♥* ❞❡ ❧✬+7✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤"A❞✐♥❣❡" ❞❛♥1 ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱

♣♦✉" ❧❡7✉❡❧ L̂ ❡1* ❧❡ ❧✐♦✉✈✐❧❧✐❡♥✱ ❝♦""❡1♣♦♥❞❛♥* ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧*♦♥✐❡♥✱ ❡* ♦C V̂ (t) = − ~̂d. ~E
❡1* ❢♦"♠+ ❛✈❡❝ ❧❡ 1✉♣❡"✲♦♣+"❛*❡✉" ♠♦♠❡♥* ❞✐♣♦❧❛✐"❡

~̂d ✿

i
dÛ (t)

dt
=

(
L̂+ V̂ (t)

)
Û (t) ✭✶✳✸✷✮

❈✬❡1* ❧✬+7✉❛*✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✳ ❯♥ 1✉♣❡"✲♦♣+"❛*❡✉" L̂ ❛❣✐* ❛✐♥1✐ 1✉" ✉♥ ♦♣+"❛*❡✉"

|A≫ ✿

L̂|A≫=
1

~
| [H,A]≫

~̂d (t) =
1

~
|
[
~d (t) , A

]
≫ ✭✶✳✸✸✮

▲❛ ❝♦""❡1♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥*"❡ ❧❡1 +❧+♠❡♥*1 ❞❡ ♠❛*"✐❝❡ ❞✉ 1✉♣❡"✲♦♣+"❛*❡✉" Û (t) ❡*

❧✬♦♣+"❛*❡✉" U (t) ❞❡ H ❞♦♥* ✐❧ ❡1* ✐11✉ 1❡ ❢❛✐* 1❡❧♦♥ ❧✬❡①♣"❡11✐♦♥ ✿

≪ α′β′|Û (t) |αβ ≫= Uαα′ (t)U
∗
ββ′ (t) ✭✶✳✸✹✮

❆✈❡❝ ❝❡1 ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉*✐❧1 ❛❧❣+❜"✐7✉❡1✱ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬❛✉*♦❝♦""+❧❛*✐♦♥ 1✬❡①♣"✐♠❡ ❛✈❡❝

❧❡ 1✉♣❡"✲♦♣+"❛*❡✉" ❞✬+✈♦❧✉*✐♦♥ ❛✐♥1✐ ✿

C (t) =
∑

αα′ββ′

ραα~d.αβ.~d
∗
α′β′

{
≪ α′β′|Û (t) |αβ ≫

}
✭✶✳✸✺✮

▲✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣❡"♠❡* ❞♦♥❝ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐" 7✉✬✉♥❡ 1❡✉❧❡ +7✉❛*✐♦♥ ❞✐✛+"❡♥*✐❡❧❧❡

L "+1♦✉❞"❡✱ ❝❡ 7✉✐ ❡1* ❞❡ ♥❛*✉"❡ L ♣"♦❝✉"❡" ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ *❡♠♣1 ❛♣♣"+❝✐❛❜❧❡ ❧♦"1 ❞❡

❝❛❧❝✉❧1 ❡✛❡❝*✉+1 ♣❛" 1✐♠✉❧❛*✐♦♥ 1✉" ♦"❞✐♥❛*❡✉"✳ ■❧ "❡1*❡ L ❝❛❧✐❜"❡" ❧❡ *❡♠♣1 ♣❡♥❞❛♥*

❧❡7✉❡❧ ❧❡1 ❝❛❧❝✉❧1 ❞♦✐✈❡♥* N*"❡ ♠❡♥+1 ♣♦✉" N*"❡ ♣❡"*✐♥❡♥*1✱ ❛✉*"❡♠❡♥* ❞✐* ✐❧ ❢❛✉* ❡♥❝♦"❡

❞+*❡"♠✐♥❡" ❧❡ *❡♠♣1 ❞✬✐♥*+"N*✳

✷✷



❊♥ ✈✉❡ ❞✬② ♣❛*✈❡♥✐*✱ ❡- ♣❛*-❛♥- ❞✉ ♣*✐♥❝✐♣❡ /✉❡ ❝❡ -❡♠♣1 1❡*❛✐- ❧♦❣✐/✉❡♠❡♥- ❧✐5 6

❧❛ ❧❛*❣❡✉* ❞✉ ♣*♦✜❧ 1✬❛❣✐11❛♥- ❞❡ ❣*❛♥❞❡✉*1 ❝♦♥❥✉❣✉5❡1✱ ♦♥ 1♦✉❤❛✐-❡ ❢❛✐*❡ ❛♣♣❛*❛;-*❡

❞❛♥1 ❧❡1 ❡①♣*❡11✐♦♥1 ✉-✐❧❡1 ❧❛ /✉❛♥-✐-5 ∆ω = ω − ω0✱ 5❝❛*- 6 ❧❛ ♣✉❧1❛-✐♦♥ ❝❡♥-*❛❧❡✱

❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧1❛-✐♦♥ 1❛♥1 *5❢5*❡♥❝❡✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❜✉-✱ ♦♥ 5❝*✐- ✿

˜̂
U (t) = exp

(
iL̂t

)
Û (t) ✭✶✳✸✻✮

❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ 1✉♣❡*✲♦♣5*❛-❡✉* ❞✬5✈♦❧✉-✐♦♥ ❡♥ *❡♣*51❡♥-❛-✐♦♥ ❞✬✐♥-❡*❛❝-✐♦♥ ♦❜5✐- 6

❧✬5/✉❛-✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ -❡❧❧❡ /✉❡ ✿

i
d
˜̂
U (t)

dt
=
˜̂
V (t)

˜̂
U (t) ✭✶✳✸✼✮

❛✈❡❝

˜̂
V (t) = exp

(
iL̂t

)
V̂ (t) exp

(
−iL̂t

)
✳ ▲❡ ♣*♦✜❧ ❞❡ *❛✐❡ 1✬5❝*✐- ❛❧♦*1 ✿

L (∆ω) =
1

π
ℜ
ˆ +∞

0

C̃ (t) exp (i∆ωt) dt ✭✶✳✸✽✮

❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬❛✉-♦❝♦**5❧❛-✐♦♥ C̃ (t) 1✬5❝*✐✈❛♥- /✉❛♥- 6 ❡❧❧❡ ✿

C̃ (t) =
∑

αα′ββ′

ραα~d.αβ.~d
∗
α′β′

{
≪ α′β′| ˜̂U (t) |αβ ≫

}
✭✶✳✸✾✮

❉❛♥1 ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣*❡11✐♦♥ ❞✉ ♣*♦✜❧ -❡❧❧❡ /✉✬❡♥ 1.38 ♦♥ ✈♦✐- /✉❡ ❧❡ ♣*♦❞✉✐- ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦**5❧❛-✐♦♥ ♣❛* ❧❡ -❡*♠❡ ♦1❝✐❧❧❛♥- ♥❡ 1❡*❛ 1✐❣♥✐✜❝❛-✐❢ /✉❡ ♣♦✉* ❞❡1 -❡♠♣1

♣❧✉1 ♣❡-✐-1 /✉❡

2π
|∆ω| ✱ ❝❡ /✉✐ ♣❡*♠❡- ❞❡ ❞5✜♥✐* ❧❡ -❡♠♣1 ❞✬✐♥-5*L- ♣♦✉* ❧❛ ❝♦♥❞✉✐-❡ ❞❡1

❝❛❧❝✉❧1 ♥✉♠5*✐/✉❡1 ✿

τi =
2π

|∆ω| ✭✶✳✹✵✮

✶✳✺ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ -+❛+✐.✉❡

▲✬✉♥ ❞❡1 ❞❡✉① ♣*✐♥❝✐♣❛✉① ❝❛1 ♣❤②1✐/✉❡1 ❛✉①/✉❡❧1 ♦♥ 1✬✐♥-5*❡11❡ ❞❛♥1 ❝❡ -*❛✈❛✐❧

❡1- ❧✬❛♣♣*♦①✐♠❛-✐♦♥ 1-❛-✐/✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥1✐1-❡ 6 ❝♦♥1✐❞5*❡* /✉❡✱ ❞✉*❛♥- ❧❡ -❡♠♣1 ❝❛*❛❝✲

-5*✐1-✐/✉❡ ❞✬✐♥-5*L-✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 5❧❡❝-*✐/✉❡ ❡♥✈✐*♦♥♥❛♥- ❧✬❛-♦♠❡ ❞❡♠❡✉*❡ ♣*❛-✐/✉❡♠❡♥-

❝♦♥1-❛♥-✳ ❉❛♥1 ❝❡ ♠♦❞O❧❡✱ ❧❡ -❡♠♣1 ❞✬✐♥-5*L- ❡1- 1❡♥1✐❜❧❡♠❡♥- ♣❧✉1 ❧♦♥❣ /✉❡ ❝❡❧✉✐

✷✸



❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥✱ ❡+ ❝✬❡)+ ❧❡ ❝♦♠♣♦.+❡♠❡♥+ ❞❡) ✐♦♥) ♣❡.+✉.❜❛+❡✉.) 1✉✐ ❞2+❡.♠✐♥❡ ❧❡) ❡❢✲

❢❡+) ❝♦♥)+❛+2) )✉. ❧❡ ♣.♦✜❧✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ♠✐❝.♦❝❤❛♠♣ 1✉✐ ♥❡ ✈❛.✐❡ ♣❛) ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ +❡♠♣)

❞❛♥) ❧✬21✉❛+✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ❧❡) 2❧2♠❡♥+) ❞❡ ♠❛+.✐❝❡ ❞✉ )✉♣❡.✲♦♣2.❛+❡✉.

❞✬2✈♦❧✉+✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣.❡))✐♦♥ ✿

≪ α′β′| ˜̂U (t) |αβ ≫=≪ α′β′| exp
(
i
˜̂
d. ~Et

)
|αβ ≫ ✭✶✳✹✶✮

A♦✉. ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ )+❛+✐)+✐1✉❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥+ ❞✬✐♥)2.❡. ❧❛ ❞✐)+.✐❜✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣.♦❜❛❜✐❧✐+2 W
(
~E
)
❞❡) ✈❛❧❡✉.) ♣.✐)❡) ♣❛. ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥✐+✐❛❧❡♠❡♥+✱ ♣✉✐) ♠♦②❡♥♥❡. )✉.

❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ )❡) ✈❛❧❡✉.) ♣♦))✐❜❧❡) ✿

{
≪ α′β′| ˜̂U (t) |αβ ≫

}
=

ˆ

W
(
~E
)
≪ α′β′| exp

(
i
˜̂
d. ~Et

)
|αβ ≫ d3 ~E ✭✶✳✹✷✮

▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞✐)+.✐❜✉+✐♦♥ ❞❡) ✈❛❧❡✉.) ♣.✐)❡) ♣❛. ❧❡ ❝❤❛♠♣ )✬❡①♣.✐♠❡ ✿

W
(
~E
)
=

ˆ

P (~r1, . . .) δ
(
~E −

∑

i

qi~ri
4πǫ0r3i

)
d3~r1 . . . ✭✶✳✹✸✮

♦E P ❞2)✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞✐)+.✐❜✉+✐♦♥ ❞❡) ♣♦)✐+✐♦♥) ❞❡) ♣❛.+✐❝✉❧❡)✳ ▲❛ ❞2+❡.♠✐✲

♥❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞✐)+.✐❜✉+✐♦♥ ❞❡) ✈❛❧❡✉.) ♣.✐)❡) ♣❛. ❧❡ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝+.✐1✉❡ ❡)+

✉♥ 2❧2♠❡♥+ ❡))❡♥+✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞2❧✐)❛+✐♦♥✱ ❡+ ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉① +.❛✈❛✉① ❡♥ ♦♥+ ♣.♦♣♦)2

❞✐✛2.❡♥+❡)✱ ❞♦♥+ ❡♥ ♣❛.+✐❝✉❧✐❡. ❍♦❧+)♠❛.❦ ❬✶✷❪ ❡+ ❍♦♦♣❡. ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ ❡+ ❝✬❡)+ ❝❡++❡ ❞❡.✲

♥✐L.❡ 1✉✐ ❛ 2+2 .❡+❡♥✉❡ ♣♦✉. ❧❡) ♠♦❞2❧✐)❛+✐♦♥) ♥✉♠2.✐1✉❡) ❢♦♥❞2❡) )✉. ❧❡) ♣.♦❝❡))✉)

)+♦❝❤❛)+✐1✉❡) ♣.2)❡♥+2) ♣❧✉) ❧♦✐♥✳

✶✳✻ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ ❞✬✐♠♣❛❝+

❉❡ ❧✬❛✉+.❡ ❝N+2 ❞✉ +❡♠♣) ❞✬✐♥+2.O+✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❛✉ ❝♦♥+.❛✐.❡ ❝♦♥)✐❞2.❡. ❞❡) 2✈2♥❡✲

♠❡♥+) )✐ .❛♣✐❞❡) 1✉✬✐❧ )✬❡♥ ♣.♦❞✉✐+ ✉♥ ❣.❛♥❞ ♥♦♠❜.❡ ♣❡♥❞❛♥+ )♦♥ 2❝♦✉❧❡♠❡♥+✱ ❡+

1✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝+.✐1✉❡ ② ✈❛.✐❡ +.L) )♦✉✈❡♥+✳ ❈✬❡)+ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❧❡ ❝❛) ❧♦.)1✉✬❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ ❝♦♥)✐❞2.❡. ❧❡) ❝♦♥+.✐❜✉+✐♦♥) ❞❡) ✐♦♥)✱ ♦♥ )✬✐♥+2.❡))❡ ❛✉① 2❧❡❝+.♦♥)✱ ❣2♥2.❛❧❡♠❡♥+

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) ✈2❧♦❝❡) ♣✉✐)1✉❡ ❞❡ ♠❛))❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ +.♦✐) ♦.❞.❡) ❞❡

❣.❛♥❞❡✉.✳ ❉❛♥) ❝❡ ♠♦❞L❧❡✱ ❧❛ ❞✉.2❡ ❞❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ✭❝❤❛1✉❡ ❢♦✐) ❝♦♠♣❧L+❡♠❡♥+ ❞2.♦✉✲

✷✹



❧!❡#✮ ❡#% ❛##✐♠✐❧!❡ ) ✉♥❡ ♣❡-%✉-❜❛%✐♦♥ %-0# ❜-0✈❡ ❞❡ ❞✉-!❡ tc ❞❡✈❛♥% ❧❡ %❡♠♣# 3✉✐

#!♣❛-❡ ❞❡✉① ❝♦❧❧✐#✐♦♥# #✉❝❝❡##✐✈❡#✱ ❛✈❡❝ ❞♦♥❝ ✿ tc ≪ ti ✱ 3✉✐ #✬!❝-✐% %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿

tc =
r0
v0

✭✶✳✹✹✮

♦= r0 ❡#% ❧❛ ❞✐#%❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥%-❡ ♣❛-%✐❝✉❧❡#✱ ❡% v0 ❧❛ ✈✐%❡##❡ %❤❡-♠✐3✉❡✳ ❯♥ %-❛✈❛✐❧

❞❡✈❡♥✉ ❛✉❥♦✉-❞✬❤✉✐ ✉♥❡ -!❢!-❡♥❝❡ ❛ !%! ❛❝❝♦♠♣❧✐ ♣❛- ●-✐❡♠✱ ❑♦❧❜ ❡% ❙❤❡♥✱ ❡% ❛❜♦✉%✐%

) ❧✬!%❛❜❧✐##❡♠❡♥% ❞✬✉♥ ♦♣!-❛%❡✉- ❞❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♥%-✐❜✉%✐♦♥#✱ ❧✬✉♥❡ ♣♦✉- ❧❡#

❝♦❧❧✐#✐♦♥# ❞✐%❡# ❢❛✐❜❧❡#✱ ❡% ❧❛ #❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉- ❧❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥# ❢♦-%❡#✳

❖♥ ♣-♦❝0❞❡ ❡♥ -❡❝❤❡-❝❤❛♥% ♣♦✉-

˜̂
U (t) ✉♥❡ !3✉❛%✐♦♥ ❞✬!✈♦❧✉%✐♦♥ ♣♦-%❛♥% #✉- ✉♥❡

!❝❤❡❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣# ✐♥%❡-♠!❞✐❛✐-❡✱ %-0# ❣-❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥% ❧❡ %❡♠♣# ❞✬✐♥%!-H% ❞!✜♥✐ ♣❧✉#

❤❛✉%✱ ♠❛✐# ❝❡♣❡♥❞❛♥% 3✉✐ ❞❡♠❡✉-❡ ♣❡%✐%❡ ❞❡✈❛♥% ❧❡ %❡♠♣# ❡♥%-❡ ❞❡✉① ❝♦❧❧✐#✐♦♥#✳ ■❧

#✬❛❣✐% ❞❡ %-♦✉✈❡- ✉♥ !3✉✐✈❛❧❡♥% ❞❡ ❧✬!3✉❛%✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣❧✉# #✐♠♣❧❡ 3✉❡ ❧✬♦-✐❣✐♥❛❧✳

L♦✉- ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❡①♣-✐♠❡ ❧❛ ✈❛-✐❛%✐♦♥ ❞❡

˜̂
U (t) #✉- ✉♥ ✐♥%❡-✈❛❧❧❡ ❡♥ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥❢♦-♠❡ )

❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣# ✐♥%❡-♠!❞✐❛✐-❡ ✿

∆
˜̂
U (t) =

˜̂
U (t+∆t)− ˜̂

U (t) =
[
˜̂
U (t+∆t, t)− 1

]
˜̂
U (t) ✭✶✳✹✺✮

❡♥ ❡①♣❧♦✐%❛♥% ✿

˜̂
U (t+∆t) =

˜̂
U (t+∆t, t)

˜̂
U (t)✳ ▲❡ #✉♣❡-✲♦♣!-❛%❡✉- ❛✐♥#✐ ❞!✜♥✐ ♣❡-✲

♠❡%%❛♥% ❞❡ ❢❛✐-❡ ♣❛##❡-

˜̂
U (t) )

˜̂
U (t+∆t) ♣❡✉% H%-❡ -❡♠♣❧❛❝! ♣❛- ❧❡ #✉✐✈❛♥%✱ ❝♦♥#✐✲

❞!-❛♥% 3✉❡ %♦✉%❡# ❧❡# ❢♦✐# 3✉✬❡❧❧❡# ♦♥% ❧✐❡✉ ❧❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥# #♦♥% %♦%❛❧❡♠❡♥% ❛❝❤❡✈!❡# ✿

˜̂
S = lim

t→∞
˜̂
U

(
t

2
,− t

2

)
✭✶✳✹✻✮

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥% ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛-✐❛%✐♦♥ ∆
˜̂
U (t) ❡% ❝♦♥#✐❞!-❛♥% 3✉❡ ❧❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥#

#♦♥% ✐♥❞!♣❡♥❞❛♥%❡# ❧❡# ✉♥❡# ❞❡# ❛✉%-❡#✱ ♦♥ ♣❛-✈✐❡♥% ) ❧✬❡①♣-❡##✐♦♥ ✿

{
∆
˜̂
U (t)

}
moy

= − ˜̂Φ
{
˜̂
U (t)

}
moy

∆t ✭✶✳✹✼✮

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✏♦♣!-❛%❡✉- ❞❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥✑ ✿

˜̂
Φ =

∑

j

νj

(
1− ˜̂

Sj

)
✭✶✳✹✽✮

3✉✐ ♣-❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ %♦✉# ❧❡# %②♣❡# ❞❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥# ❜✐♥❛✐-❡# ❞❡ ❢-!3✉❡♥❝❡# νj✳ L♦✉- ❧❡

✷✺



♠♦♠❡♥$✱ ♦♥ ♥❡ &✬❡&$ ✐♥$)*❡&&) +✉✬❛✉ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ✉♥✐+✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉$ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥✲

$❡♥❛♥$ ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ✉♥❡ ❞✉*)❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❣*❛♥❞❡ +✉❡ ❝❡❧❧❡ +✉✐ &)♣❛*❡

❞❡✉① ❝♦❧❧✐&✐♦♥&✱ ❛✜♥ ❞❡ $♦✉$❡& ❧❡& ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡✳ ❊♥ ❛&&✐♠✐❧❛♥$

{
∆
˜̂
U (t)

}
: ✉♥

❛❝❝*♦✐&&❡♠❡♥$ ❞✐✛)*❡♥$✐❡❧✱ ❛✉$*❡♠❡♥$ ❞✐$ ❡♥ ♣♦&❛♥$ +✉❡ ✿

{
∆
˜̂
U (t)

}
=
d
{
˜̂
U (t)

}

dt
∆t ✭✶✳✹✾✮

❡$ ❡♥ *❡♣♦*$❛♥$ ❝❡$$❡ ❡①♣*❡&&✐♦♥ ❞❛♥& ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣)*❛$❡✉* ♣♦✉* ❧❛ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ✉♥✐+✉❡

✶✳✹✼✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ✿

d
{
˜̂
U (t)

}

dt
= − ˜̂Φ

{
˜̂
U (t)

}
✭✶✳✺✵✮

)+✉❛$✐♦♥ ❞✐✛)*❡♥$✐❡❧❧❡ ❞♦♥$ ❧❛ &♦❧✉$✐♦♥ ✐♠♠)❞✐❛$❡ ❡&$ ✿

{
˜̂
U (t)

}
= exp

(
− ˜̂Φt

)
✭✶✳✺✶✮

▲❛ &✉✐$❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥❞✉✐$ : ✉♥❡ ✐♥✈❡*&✐♦♥ ♠❛$*✐❝✐❡❧❧❡ +✉✐ ❢♦✉*♥✐$ ❧❡ ♣*♦✜❧ ❞❡ *❛✐❡ ✿

I (ω) = − 1
π
ℑ

∑

αα′ββ′

ραα~d.αβ.~d
∗
α′β′

{
≪ α′β′|

(
∆ω + i

˜̂
φ
)−1

|αβ ≫
}

✭✶✳✺✷✮

▲♦*&+✉❡ ❧❛ ❜❛&❡ (|αβ ≫) ❡&$ ✉♥❡ ❜❛&❡ ♣*♦♣*❡ ❞❡ ❧✬♦♣)*❛$❡✉* ❞❡ ❝♦❧❧✐&✐♦♥
˜̂
Φ✱ ✐❧ ❡♥

*)&✉❧$❡ +✉❡ ❧✬✐♥✈❡*&✐♦♥ ❞❡ ♠❛$*✐❝❡ ❝♦♥❞✉✐$ : ✉♥ ♣*♦✜❧ +✉✐ ❛♣♣❛*❛H$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &♦♠♠❡

❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥& ❧♦*❡♥$③✐❡♥♥❡& ✿

I (∆ω) =
∑

αβ

Cαβ
γαβ
π

1

∆ω2 + γ2αβ
✭✶✳✺✸✮

♦K γαβ =≪ αβ| ˜̂Φ|αβ ≫ ❡&$ ❧❛ ❧❛*❣❡✉* ❞❡ ❝❤❛+✉❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✱ ❡$ Cαβ = ραα|~dαβ|2 &♦♥
✐♥$❡♥&✐$)✳

❙✉✐✈❛♥$ ❧❡& &✐$✉❛$✐♦♥& ♣❤②&✐+✉❡& ❡$ ❧❡& $②♣❡& ❞✬❛$♦♠❡& ❡$ ✐♦♥& ❡♥ ♣*)&❡♥❝❡✱ ✐❧

❡①✐&$❡ ❞✐✛)*❡♥$❡& ❡①♣*❡&&✐♦♥& ♣♦✉* ❧✬♦♣)*❛$❡✉* ❞❡ ❝♦❧❧✐&✐♦♥✳ O♦✉* ❧✬❤②❞*♦❣P♥❡✱ ♦❜❥❡$

❞✉ $*❛✈❛✐❧ ♣*)&❡♥$)✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ &❡ ♣♦✉*&✉✐$ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞P❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ❞❡& $*❛❥❡❝✲

$♦✐*❡& ❞*♦✐$❡& ❞❡ ♣❡*$✉*❜❛$❡✉*& ❬✻❪✱ ❝❧❛&&)❡& ❡♥ ❞❡✉① ❝❛$)❣♦*✐❡& &❡❧♦♥ +✉❡ ❧❡ ♣❛*❛♠P$*❡
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❞✬✐♠♣❛❝' ❡)' ❣+❛♥❞ ✭❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❞✐'❡ ❢❛✐❜❧❡✮✱ ♦✉ ♣❡'✐' ✭❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❢♦+'❡✮✳ 6♦✉+ ✉♥ 7❧❡❝'+♦♥

♣❡+'✉+❜❛'❡✉+✱ ❧❡ +7)✉❧'❛' ❡)' ✉♥ ♦♣7+❛'❡✉+ )♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥) ✿

˜̂
Φ =

˜̂
Φs +

˜̂
Φw ✭✶✳✺✹✮

▲❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❢♦+'❡) )♦♥' +❡♣+7)❡♥'7❡) ♣❛+ ❧❛ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥

˜̂
Φs ✭✐♥❞✐❝❡ s ♣♦✉+ ❧✬❛♥✲

❣❧❛✐) )'+♦♥❣✮✱ ? '❡+♠❡) ✉♥✐@✉❡♠❡♥' ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❡' ✐❞❡♥'✐@✉❡)✱ ❞♦♥' ❧✬❡①♣+❡))✐♦♥ ❡)' ✿

˜̂
Φs = 2

√
πneρ

2
Weυe ✭✶✳✺✺✮

❛❧♦+) @✉❡ ❧❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❢❛✐❜❧❡) )♦♥' +❡♣+7)❡♥'7❡) ♣❛+ ❧❛ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥

˜̂
Φw ✭✐♥❞✐❝❡ w

♣♦✉+ ❧✬❛♥❣❧❛✐) ✇❡❛❦✮✱ ❡' )✬7❝+✐' ✿

˜̂
Φw = 2

√
πneρ

2
Weυe

(
~
ˆ̃dnn′

n2ea0

)2
ˆ ∞

ymin

exp−y
y

dy ✭✶✳✺✻✮

❉❛♥) ❝❡) ❞❡✉① ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥)✱ ne ❡)' ❧❛ ❞❡♥)✐'7 ❡♥ 7❧❡❝'+♦♥)✱ ❡' υe ❧❡✉+ ✈✐'❡))❡

'❤❡+♠✐@✉❡✱ ♣❡♥❞❛♥' @✉❡ ρWe ❡)' ❧❡ +❛②♦♥ ❞❡ ❲❡✐))❦♦♣❢ 7❧❡❝'+♦♥✐@✉❡✱ @✉✐ ❞7'❡+♠✐♥❡

❧❛ ❢+♦♥'✐I+❡ ❡♥'+❡ ❧❡) ♣❛+❛♠I'+❡) ❞✬✐♠♣❛❝' ❝♦++❡)♣♦♥❞❛♥' ❛✉① ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❢❛✐❜❧❡) ♦✉

❢♦+'❡)✳ ❈❡''❡ @✉❛♥'✐'7 )✬❡①♣+✐♠❡ ✿

ρWe =

√
2

3

~n2

meυe
✭✶✳✺✼✮

❞❛♥) ❧❛@✉❡❧❧❡ n ❡)' ❧❡ ♥♦♠❜+❡ @✉❛♥'✐@✉❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ )✉♣7+✐❡✉+ ❞❡ ❧❛ '+❛♥)✐✲

'✐♦♥✱ ❡' me ❧❛ ♠❛))❡ ❞❡ ❧✬7❧❡❝'+♦♥✳

❈❡ ❢♦+♠❛❧✐)♠❡✱ @✉✐ ♣❡+♠❡' ❞❡) ♠♦❞7❧✐)❛'✐♦♥) ❡✣❝❛❝❡) ❞❛♥) ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ❝❛)✱

+❡♣♦)❡ ♥7❛♥♠♦✐♥) )✉+ ❞❡) ❧✐♠✐'❛'✐♦♥) ❞♦♥' ♦♥ ♣❡✉' ♣❡♥)❡+ ❧7❣✐'✐♠❡♠❡♥' @✉✬❡❧❧❡) ♦❝✲

❝✉❧'❡♥' ❞❡) ♣❤7♥♦♠I♥❡) ✐♠♣♦+'❛♥')✱ @✉✐ ♣❡✉✈❡♥' ❡①♣❧✐@✉❡+ ❞❡) ❞✐✈❡+❣❡♥❝❡) ❡♥'+❡ ❧❡)

♦❜)❡+✈❛'✐♦♥) ❡①♣7+✐♠❡♥'❛❧❡)✱ ❡' ❧❡) ♣+7✈✐)✐♦♥) '❤7♦+✐@✉❡)✳ ❊♥ ♣❛+'✐❝✉❧✐❡+✱ ♦♥ ♥✬❛ ❝♦♥)✐✲

❞7+7 ❥✉)@✉✬✐❝✐ @✉❡ ❧❡ ❝❛) ❞❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❜✐♥❛✐+❡)✱ ♦+✱ ♠O♠❡ )✐ ❡❧❧❡) )♦♥' )'❛'✐)'✐@✉❡♠❡♥'

♠❛❥♦+✐'❛✐+❡)✱ ✐❧ ❡①✐)'❡ ♥7❝❡))❛✐+❡♠❡♥' ❞❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ? '+♦✐) ❝♦+♣)✱ ✈♦✐+❡ ❞❛✈❛♥'❛❣❡✱

@✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥' ♣❡✉'✲O'+❡ ♣❛) ❞✬7❝❛+'❡+✱ ❡' ❞♦♥' ✐❧ ❢❛✉❞+❛✐' '❡♥✐+ ❝♦♠♣'❡✳ ❖♥ ♣❡✉'

7❣❛❧❡♠❡♥' )♦✉❧✐❣♥❡+ ❧❡ ❝❛+❛❝'I+❡ +7❞✉❝'❡✉+ ❞❡ ❧❛ ❞✐❝❤♦'♦♠✐❡ ❡♥'+❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❢♦+'❡)

❞✬✉♥❡ ♣❛+'✱ ❡' ❢❛✐❜❧❡) ❞✬❛✉'+❡ ♣❛+'✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ❜✐❡♥ )Q+ ❧❡ ♠7+✐'❡ ❞❡ ❢♦✉+♥✐+ ❞❡) ♠♦✲

❞7❧✐)❛'✐♦♥) ❡✣❝❛❝❡) ♣♦✉+ 7'❛❜❧✐+ ❞❡) ❝❛❧❝✉❧) ❢♦♥❞7) )✉+ ❧❛ ♣+✐)❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡

✷✼
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✉♥❡ .✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❡①❝❡..✐✈❡ ❞❡ ❧❛ &)❛❧✐%) ♣❤②.✐2✉❡✳ ❊♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ❧❡. ❝♦❧❧✐.✐♦♥. ❢♦&%❡.

♣❡✉✈❡♥% .❡ ❞)&♦✉❧❡& ❞❛♥. ❞❡. ❝♦♥❞✐%✐♦♥. ♦= ❧❛ ❞✐.%❛♥❝❡ .)♣❛&❛♥% )♠❡%%❡✉& ❡% ♣❡&%✉&✲

❜❛%❡✉& ❞❡✈✐❡♥% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❉❡ ❇&♦❣❧✐❡✱ ❞❡ .♦&%❡ 2✉❡ ♣♦✉&
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%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% %♦✉. ❧❡. ❝❛. ❞❡ ✜❣✉&❡. ✿ ❝✬❡.% ♣&)❝✐.)♠❡♥% ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❞)♠❛&❝❤❡
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

❋♦&♠❛❧✐-♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥%1❣&❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

❛♣♣❧✐4✉1 6 ❧✬❡✛❡% ❙%❛&❦

✷✳✶ ■♥%&❣(❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ♠&❝❛♥✐1✉❡ 1✉❛♥%✐1✉❡
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❞❡ ❝❤❡♠✐♥✳

✷✳✶✳✶ ❏✉%&✐✜❝❛&✐♦♥ ♣❤②%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡ ♣❛5 ✐♥&6❣5❛❧❡ ❞❡

❝❤❡♠✐♥

❊♥ ♠;❝❛♥✐5✉❡ 5✉❛♥$✐5✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥#✐❞<+❡ 5✉❡ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐$; ❞❡ +;❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬✉♥

;✈;♥❡♠❡♥$ ♣♦##<❞❡ ✉♥ ❝❛+❛❝$<+❡ ✐♥$+✐♥#<5✉❡♠❡♥$ ♦♥❞✉❧❛$♦✐+❡✳ C❛+ ❝♦♥#;5✉❡♥$✱ ♣♦✉+

;✈❛❧✉❡+ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐$; ❞❡ ❧❛ +;❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ;✈;♥❡♠❡♥$# ❞✐#$✐♥❝$#✱ ♦♥ ❡#$ ❛♠❡♥; %

❢❛✐+❡ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❛♠♣❧✐$✉❞❡# ❞❡ ❝❡# ♣+♦❜❛❜✐❧✐$;#✱ ❡$ ♥♦♥ ♣❛# ❞❡ ❧❡✉+# ♠♦❞✉❧❡#✳ ❈❡❝✐

❡①♣❧✐5✉❡ ❧❡# ♣❤;♥♦♠<♥❡# ❞✬✐♥$❡+❢;+❡♥❝❡ ♦❜#❡+✈;# ❛✈❡❝ ❞❡# ;❧❡❝$+♦♥# ❞❛♥# ❧✬❡①♣;+✐❡♥❝❡

❞❡# ❢❡♥$❡# ❞❡ ❨♦✉♥❣✳ C❛+ ❡①❡♠♣❧❡✱ 5✉❛♥❞ ✉♥ ;❧❡❝$+♦♥ ❛ ❞❡✉① $+❛❥❡$# ♣♦##✐❜❧❡# ♣♦✉+

❛❧❧❡+ ❞❡ ❆ ✈❡+# ❇✱ ❧✬❛♠♣❧✐$✉❞❡ ❞❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐$; φAB ❞❡ ❧✬;✈;♥❡♠❡♥$ +;❛❧✐#❛♥$ ❧✬✉♥ ♦✉

❧✬❛✉$+❡ $+❛❥❡$ ❡#$ ✿

φAB = φA(1) + φB(2) ✭✷✳✶✮

✷✾



❡! ♣❛$ %✉✐!❡✱ ❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐!, ❞❡ $,❛❧✐%❛!✐♦♥ ❞❡ ❧✬,✈,♥❡♠❡♥! ❡%! ✿

PAB = |φAB|2 = |φAB (1) |2 + |φAB (2) |2 + 2ℜ (φAB (1)φ
∗
AB (2)) ✭✷✳✷✮

▲❡ ❞❡$♥✐❡$ !❡$♠❡ ❞❡ ❝❡!!❡ ❡①♣$❡%%✐♦♥✱ %♦✐! 2ℜ (φAB (1)φ
∗
AB (2))✱ ❡%! ❧❡ !❡$♠❡ ❞✬✐♥✲

!❡$❢,$❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ %✉♣❡$♣♦%✐!✐♦♥ ♣❡$♠❡! ❞❡ ♣$♦❝,❞❡$ ❡①❛❝!❡♠❡♥! ❞❡ ❧❛ ♠<♠❡

♠❛♥✐=$❡ ♣♦✉$ !$♦✐% ❝❤❡♠✐♥% ♣♦%%✐❜❧❡%✱ ?✉❛!$❡✱ ❝✐♥?✱ ❡!❝✳ ▲❡% !❡$♠❡% ❞✬✐♥!❡$❢,$❡♥❝❡%

❞❡✈✐❡♥♥❡♥! ❛❧♦$% ❞❡ ♣❧✉% ❡♥ ♣❧✉% ♥♦♠❜$❡✉①✳ ▲❡% ❛♠♣❧✐!✉❞❡% ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐!,% ♦❜,✐%%❡♥!

,❣❛❧❡♠❡♥! ❛✉ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❞✐! ❞❡ ❧✬,!❛! ✐♥!❡$♠,❞✐❛✐$❡✳ ❆✐♥%✐✱ ❞=% ❧♦$% ?✉✬✉♥ !$❛❥❡! ❡♥!$❡

❆ ❡! ❇ ♣❡✉! ♣❛%%❡$ ♣❛$ ✉♥ !$♦✐%✐=♠❡ ♣♦✐♥! ❈✱ ❧✬❛♠♣❧✐!✉❞❡ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐!, ❞✉ !$❛❥❡!

❞❡ ❆ ✈❡$% ❇ ❡%! ❧❡ ♣$♦❞✉✐! ❞❡% ❛♠♣❧✐!✉❞❡% ❞❡ ❆ ✈❡$% ❈✱ ❡! ❞❡ ❈ ✈❡$% ❇✱ %♦✐! ✿

φAB|C = φACφCB ✭✷✳✸✮

▲✬❛♣♣$♦❝❤❡ ,❧❛❜♦$,❡ ♣❛$ ❋❡②♥♠❛♥✱ ✐♥%♣✐$,❡ ❞❡ ❧❛ ♠,❝❛♥✐?✉❡ ❧❛❣$❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡! ?✉✐

%✬❡♥ $❛♣♣$♦❝❤❡ ❢♦$!❡♠❡♥!✱ %✬❛♣♣✉✐❡ %✉$ ❧❛ ♣$✐%❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ♣$✐♥❝✐♣❡%✱ ❡!

❞✬✉♥❡ $❡♠❛$?✉❡ ❞♦♥! ✐❧ ❛✈❛✐! ❢❛✐! ♣❛$! H ❉✐$❛❝ ❡♥ ✶✾✹✻✱ H ❧❛?✉❡❧❧❡ ❝❡ ❞❡$♥✐❡$ ♥✬❛

❣✉=$❡ ❛❝❝♦$❞, ❞❡ ❝♦♥%✐❞,$❛!✐♦♥✱ ❛✉ ❝♦♥!$❛✐$❡ ❞❡ %♦♥ ❝♦♥❢$=$❡✱ ❛♥❡❝❞♦!❡ $❛❝♦♥!,❡ ♣❛$

❙❝❤✇❡❜❡$ ❬✶✻❪✳ ▲❛ $❡♠❛$?✉❡ ❞❡ ❉✐$❛❝ ♣♦$!❛✐! %✉$ ❧❡ ❢❛✐! ?✉❡✱ ❡♥!$❡ ❞❡✉① ✐♥%!❛♥!% !$=%

✈♦✐%✐♥% t ❡! t + ǫ✱ ❧✬❛♠♣❧✐!✉❞❡ ❞❡ !$❛♥%✐!✐♦♥ < q2 (t+ ǫ) |q1 (t) > ❡%! ✏❛♥❛❧♦❣✉❡✑ H

exp (iS [q]) /~✱ ❡! ❝❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐%✐! ❋❡②♠❛♥ H ❝♦♥❝❧✉$❡ ❡! ❞,♠♦♥!$❡$ ?✉✬✐❧ ❡①✐%!❛✐! ✉♥❡

$❡❧❛!✐♦♥ ❞❡ ♣$♦♣♦$!✐♦♥♥❛❧✐!, ❡♥!$❡ ❞❡✉① ,!❛!% ?✉❛♥!✐?✉❡% !$=% ✈♦✐%✐♥% ❞❛♥% ❧❡ !❡♠♣%✱

❡♥ $❡❧❛!✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝!✐♦♥ ❛✉ %❡♥% ❞❡ ▲❛❣$❛♥❣❡ ❡♥!$❡ ❝❡% ❞❡✉① ♣♦✐♥!%✳ ❆✐♥%✐✱ ♣♦✉$

✉♥❡ ♣❛$!✐❝✉❧❡ ♥♦♥ $❡❧❛!✐✈✐%!❡ ❞❡ ♠❛%%❡ m✱ ❡! ♣♦✉$ ❧❛?✉❡❧❧❡ ❧❡ ❧❛❣$❛♥❣✐❡♥ %✬,❝$✐! ✿

L(q, q̇) = m
2
q̇2 − V (q)✱ ♦♥ ♣❡✉! ,❝$✐$❡ ✿

ψ(q2, t+ ǫ) = C

ˆ

dq1 exp

(
i
S [q (t)]

~

)
ψ(q1, t) ✭✷✳✹✮

♦T S [q (t)] ❡%! ❧✬❛❝!✐♦♥ ❝❧❛%%✐?✉❡✱ ❡! C ✉♥❡ ❝♦♥%!❛♥!❡ ✐♥!❡$✈❡♥❛♥! ❞❛♥% ❧❛ ❢❛♠❡✉%❡

♣$♦♣♦$!✐♦♥♥❛❧✐!,✱ ,❣❛❧❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ♣$,%❡♥! H ✿

√
m

2π~it
✳ ▲✬❡①♣❧♦✐!❛!✐♦♥ ❞❡ ❝❡!!❡ ♣$♦✲

♣$✐,!, ❞❡ ♣$♦♣♦$!✐♦♥♥❛❧✐!, ❛ ♣❡$♠✐% H ❋❡②♥♠❛♥✱ ?✉✐ ❛ ,!❛❜❧✐ ❧❛ ❢♦$♠❡ ♣$,❝✐%❡ ❞❡ %♦♥

❡①♣$❡%%✐♦♥✱ ❞✬,❞✐✜❡$ ✉♥ ❢♦$♠❛❧✐%♠❡ ♣♦✉$ ❧❛ ♠,❝❛♥✐?✉❡ ?✉❛♥!✐?✉❡ ?✉✐ ♥❡ ♥,❝❡%%✐!❡

♣❛% ❧✬✉%❛❣❡ ❞❡ %♦♥ ❛$%❡♥❛❧ ♠❛!❤,♠❛!✐?✉❡ ❤❛❜✐!✉❡❧ ✭♦♣,$❛!❡✉$% ?✉✐ %♦✉✈❡♥! ♥❡ ❝♦♠✲

♠✉!❡♥! ♣❛%✱ ❡!❝✳✮✱ ♠❛✐% ?✉✐ $❡♣♦%❡ ♣❧✉!V! %✉$ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣! ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐!, ❞❡ !$❛❥❡❝!♦✐$❡%

✸✵



 ♣❛#✐♦✲#❡♠♣♦)❡❧❧❡ ♣♦  ✐❜❧❡ ✱ - ❧❛ ♠❛♥✐/)❡ ❞❡ ❧❛ ♠1❝❛♥✐3✉❡ ❝❧❛  ✐3✉❡ ✿ ❧❡ ❢♦)♠❛❧✐ ♠❡

♣❛) ✐♥#1❣)❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ◆♦✉ ❛❧❧♦♥ ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ✈♦✐) ❝♦♠♠❡♥#  ✬② ♣)❡♥❞)❡ ♣♦✉)

1#❛❜❧✐) ❧✬❡①♣)❡  ✐♦♥ ❞✉ ❝♦))❡ ♣♦♥❞❛♥#✱ ❞❛♥ ❝❡ ❝❛❞)❡✱ ❞❡ ❧✬♦♣1)❛#❡✉) ❞✬1✈♦❧✉#✐♦♥ ✿ ❧❡

♣)♦♣❛❣❛#❡✉) ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✳

✷✳✶✳✷ ▲❛ ❝♦♥()*✉❝)✐♦♥ ❞✉ ♣*♦♣❛❣❛)❡✉*

▲❡ ♣♦ #✉❧❛# ❞❡ ❜❛ ❡ ❝♦♥ ✐ #❡ -  ✉♣♣♦ ❡) 3✉❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#1 ♣♦✉) ❛❜♦✉#✐) ❞✬✉♥

♣♦✐♥#  ♣❛#✐♦✲#❡♠♣♦)❡❧ - ✉♥ ❛✉#)❡ ❡ #  ✐♠♣❧❡♠❡♥# ❧❛  ♦♠♠❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#1 ❞❡ ❝❤❛3✉❡

❝❤❡♠✐♥ ♣♦  ✐❜❧❡ ❡♥#)❡ ❧❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥# ✳ ❈❡ 3✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉# 1❝)✐)❡ ❝♦♠♠❡ ✿

K(b, a) =
∑

chemins

φ [x (t)] ✭✷✳✺✮

■❧ )❡ #❡ - ❞1#❡)♠✐♥❡) ❧❛ ❝♦♥#)✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❝❤❡♠✐♥✳ G♦✉) ❝❡❧❛✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡①✲

♣❧♦✐#❡) ❧❛ ♣)♦♣)✐1#1  ✉❣❣1)1❡ ♣❛) ❉✐)❛❝ ❡# 1#❛❜❧✐❡ ♣❛) ❋❡②♥♠❛♥✱ ♦♥ ❞1❝♦✉♣❡ ❧❡ #❡♠♣ 

❡♥ N ✐♥#❡)✈❛❧❧❡  ✉✣ ❛♠♠❡♥# ✜♥ ♣♦✉) 3✉✬❡❧❧❡  ♦✐# ❡✛❡❝#✐✈❡♠❡♥# ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❡# ♦♥ ❛  ♦✲

❝✐❡ - ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❞❛#❡ ❞❡ ❝❡ ✐♥#❡)✈❛❧❧❡ ❧❡ ♣♦✐♥# ❝♦))❡ ♣♦♥❞❛♥# ❞✉ ❝❤❡♠✐♥  ✉✐✈✐✳

❆✐♥ ✐✱ ❛✉① ✐♥ #❛♥# (ti = t0, t1, ..., tN = tf ) ❡①✐ #❛♥# ❡♥#)❡ ❧❡ ❞❡✉① ❜♦)♥❡ #❡♠♣♦)❡❧❧❡ 

❞❡ ❞1❜✉# ❡# ❞❡ ✜♥✱ [ti, tf ]✱ ✐❧ ❝♦))❡ ♣♦♥❞ ❧❡ ♣♦✐♥#  ✉✐✈❛♥# ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣)✉♥#1 ✿

(xi = x0, x1, ..., xN = xf )✳ ▲❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#1 ❞❡ ❧❛ #♦#❛❧✐#1 ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡ # ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✈❡)#✉

❞✉ ♣)✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬1#❛# ✐♥#❡)♠1❞✐❛✐)❡✱ ❧❡ ♣)♦❞✉✐# ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝♦♥#)✐❜✉#✐♦♥ ✱  ♦✐# ✿

φ (x0, x1, ..., xN) =
N∏

k=1

φ (xk, xk−1) ✭✷✳✻✮

❖)✱ ❧❛ ♣)♦♣)✐1#1 ❞❡ ♣)♦♣♦)#✐♦♥♥❛❧✐#1 ♥♦✉ ♣❡)♠❡# ❞✬1❝)✐)❡✱ ❡♥#)❡ ❞❡✉① ✐♥ #❛♥# 

 1♣❛)1 ♣❛) ✉♥ ♦)❞)❡ 1❧1♠❡♥#❛✐)❡ ✿

φ (xj, xj−1) =M exp

{
i

~
S (xj, xj−1)

}
✭✷✳✼✮

❆✉#)❡♠❡♥# ❞✐#✱ ✉♥❡  1)✐❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#1 ❞♦♥# ❧✬❛♠♣❧✐#✉❞❡ ❡ # #♦✉❥♦✉) ❧❛ ♠Q♠❡✱

❡# 3✉✐ ♥❡ ❞✐✛/)❡♥# ❡♥#)❡ ❡❧❧❡ 3✉❡ ♣❛) ❧❡✉) ♣❤❛ ❡ ✳ ▲❛  ♦♠♠❡ ❞❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐#1 ❝♦)✲

)❡ ♣♦♥❞❛♥# - ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦  ✐❜❧❡ ♣❡)♠❡# ❞♦♥❝ ❞✬1❝)✐)❡ ❧❡ ♣)♦♣❛❣❛#❡✉) ❞❡

❧❛ ❢❛R♦♥  ✉✐✈❛♥#❡ ✿

✸✶



K (xf , tf ; xi, ti) =

ˆ

dx1...dxNM
N exp

{
i

~

N∑

j=1

S (xj, xj−1)

}
✭✷✳✽✮

▲✬❛❝)✐♦♥ ✭❛✉ .❡♥. ❝❧❛..✐1✉❡✮ ❡♥)2❡ ❧❡. ❞❡✉① ♣♦✐♥). xj ❡) xj−1 .✬6❝2✐) 1✉❛♥) 7

❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣2♦❞✉✐) ❞❡ ❧✬✐♥)❡2✈❛❧❧❡ ❞❡ )❡♠♣. ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛62❡♥❝❡ ❡♥)2❡ ❧❡. 6♥❡2❣✐❡.

❝✐♥6)✐1✉❡. ❡) ♣♦)❡♥)✐❡❧❧❡.✱ .♦✐) ♣♦✉2 ✉♥❡ ♣❛2)✐❝✉❧❡ ♠❛)62✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛..❡ m ✿

S (xj, xj−1) =

[
m

2

(
xj − xj−1
tj − tj−1

)2

− V (xj)

]
(tj − tj−1) ✭✷✳✾✮

❉❛♥. ❝❡))❡ ❡①♣2❡..✐♦♥✱ xj 2❡♣26.❡♥)❡ ❧❛ ♣♦.✐)✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥)2❡ xj❡) xj−1✳ ❙✐ N

❡.) )2B. ❣2❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉) 26❝2✐2❡ ❧❡ ♣2♦♣❛❣❛)❡✉2 ❡♥ ♣❛..❛♥) 7 ❧❛ ❧✐♠✐)❡ ✿

K (xf , tf ; xi, ti) = lim
N→∞

ˆ N∏

k=1

dxkM
N exp

{
i

~

N∑

k=1

S (xk, xk−1)

}
✭✷✳✶✵✮

❖♥ ♣❡✉) 2❡♠❛21✉❡2 1✉❡✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡))❡ ❡①♣2❡..✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉) ❛❧♦2. 6❝2✐2❡ ✿

ψ(x, t) =

ˆ

dyK (x, t; y, t′)ψ(y, t′) ✭✷✳✶✶✮

❊)✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 6❧6♠❡♥)❛✐2❡✱ ❞❡ ♣♦✐♥) .♣❛)✐♦✲)❡♠♣♦2❡❧ ❡♥ ♣♦✐♥) .♣❛)✐♦✲)❡♠♣♦2❡❧✱ ✐❧ ❡.)

❥✉.)✐✜6 ❞❡ 1✉❛❧✐✜❡2 6❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡ ♣2♦♣❛❣❛)❡✉2 ❧✬❡①♣2❡..✐♦♥ .✉✐✈❛♥)❡ ✿

ψ(x, t+ ǫ) =

ˆ

dyK (x, t+ ǫ; y, t)ψ(y, t) ✭✷✳✶✷✮

▲♦2.1✉❡ ǫ → 0✱ K (x, t+ ǫ; y, t)→ δ(x − y)✳ ❈❡❝✐ .✉❣❣B2❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❞6♠♦♥)26

❉②.♦♥✱ 1✉❡ ❧❡ ♣2♦♣❛❣❛)❡✉2 ❡.) ❡♥ ❢❛✐) ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ●2❡❡♥✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐)❛♥) ❝❡))❡

❧✐♠✐)❡✱ ♦♥ ♣❛2✈✐❡♥) 7 ❞6)❡2♠✐♥❡2 ❧❛ ❝♦♥.)❛♥)❡ M =
(

m
2πi~∆tj

)1/2

✳ ▲✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡.

26.✉❧)❛). ♣❡2♠❡) ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❞✬6❝2✐2❡ ❧❡ ♣2♦♣❛❣❛)❡✉2 )❡❧ 1✉❡ ✿

✸✷



K (xf , tf ; xi, ti) = lim
N→∞

ˆ N∏

k=1

dxk

N∏

k=1

(
m

2πi~∆tj

)1/2

× exp

{
i

~

N∑

k=1

[m
2ǫ
(xk − xk−1)

2 − ǫV (xk)
]}

✭✷✳✶✸✮

✷✳✷ ❋♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛✉&♦❝♦,,-❧❛&✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐,❡

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ▲②♠❛♥✲α✱ ❧❡ ❢♦4♠❛❧✐)♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛) ❞✬✐♥;<4=; ♣❛4;✐❝✉❧✐❡4✱ ❡;

❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞✬❛✉;♦❝♦44<❧❛;✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥; ❞✐♣♦❧❛✐4❡ ❛;♦♠✐>✉❡ )✬<❝4✐; ✿

C(s) = exp(−isǫβ)×
∑

αβα′

−→
d αβ {< α|Tα(s, 0)|α′ >∗}moy

~d∗α′β ✭✷✳✶✹✮

♦A ✿

✕

−→
d αβ ❡); ❧❛ ♠❛;4✐❝❡ ♠♦♠❡♥; ❞✐♣♦❧❛✐4❡

✕ Ta ❡); ❧✬♦♣<4❛;❡✉4 ❞✬<✈♦❧✉;✐♦♥ ❞♦♥; ❧❡) )❡✉❧) <❧<♠❡♥;) ♥♦♥ ♥✉❧) ❡①✐);❡♥; ♣♦✉4

❧❡) ;4❛♥)✐;✐♦♥) ❡♥;4❡ )♦✉)✲<;❛;) α✱α′✱ ✳✳✳

✕ ǫβ ❡); ❧✬<♥❡4❣✐❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢<4✐❡✉4 ♥♦♥ ♣❡4;✉4❜<

❖♥ ♥<❣❧✐❣❡ ❧❡) ♣❡4;✉4❜❛;✐♦♥) ❡♥;4❡ )♦✉)✲♥✐✈❡❛✉① ✐♥❢<4✐❡✉4) ❝❛4 ♦♥ )✬✐♥;<4❡))❡ ❛✉ ❝❛)

▲②♠❛♥✲α )❛♥) );4✉❝;✉4❡ ✜♥❡✳

❊♥ ❡①♣❧♦✐;❛♥; ❧❡ ;❤<♦4J♠❡ ❞❡ ❲✐❣♥❡4✲❊❝❦❛4;✱ ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞✬❛✉;♦❝♦44<❧❛;✐♦♥ ❞✐♣♦✲

❧❛✐4❡ ♣❡✉; )✬<❝4✐4❡✱ ❞❛♥) ❧❛ ❜❛)❡ |n, l,m > ✿

C(s) = exp(−isǫβ)| < 21|−→d |10 > |2
(
{< 210|T |210 >}moy + 2 {< 211|T |211 >}moy

)

✭✷✳✶✺✮

❆✜♥ ❞❡ ♣❛4✈❡♥✐4 O ❡①♣4✐♠❡4 ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞✬❛✉;♦❝♦44<❧❛;✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐)❛♥; ✐♥;❡4✈❡♥✐4

❧✬✐♥;<❣4❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛4 <❝4✐4❡ ❧✬♦♣<4❛;❡✉4 ❞✬<✈♦❧✉;✐♦♥ ❞❛♥) ❧❛ ❜❛)❡

)♣❛;✐❛❧❡ {|~y >} ✿

P♦)♦♥) ❧❡) <❣❛❧✐;<) ✿

✸✸



ˆ

|−→y >< −→y |d~y = 1
ˆ

|
−→
y′ ><

−→
y′ |d~y′ = 1 ✭✷✳✶✻✮

■♥()♦❞✉✐.♦♥. ❧✬❡①♣)❡..✐♦♥ ❞❡ ❧✬4✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬4(❛( α′ ✈❡). ❧✬4(❛( α✳ ■❧ ✈✐❡♥( ✿

< α|Ta(s, 0)|α′ >=
ˆ ˆ

< α|y >< y|Ta(s, 0)|y′ >< y′|α′ > dydy′ ✭✷✳✶✼✮

▲❛ ♥♦(❛(✐♦♥ ❁✳✳✳⑤✳✳✳❃ )❡♣)4.❡♥(❡ ✉♥ ♣)♦❞✉✐( .❝❛❧❛✐)❡✱ ❞❡ .♦)(❡ ?✉✬♦♥ ♣❡✉( 4❝)✐)❡

< α|y >= ϕα(y) ❡( ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬❛✉(♦❝♦))4❧❛(✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥( ✿

C(s) = exp(−isǫβ)×
∑

αβα′

~d∗α′β
−→
d αβ

ˆ ˆ

ϕα(y)ϕ
∗
α′(y

′) < y| {Ta(s, 0})|y′ > dydy′

✭✷✳✶✽✮

▲❡. 4❧4♠❡♥(. ❞❡ ♠❛()✐❝❡ < y| {Ta(s, 0})|y′ > ❞❡ ❧✬♦♣4)❛(❡✉) ❞✬4✈♦❧✉(✐♦♥ 4❝)✐( ❞❛♥.

❧❛ ❜❛.❡ .♣❛(✐❛❧❡ )❡♣)4.❡♥(❡♥( ❡♥ ❢❛✐( ❝❡ ?✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣)♦♣❛❣❛(❡✉) ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥

K(y, s; y′, 0) ❞♦♥( ❧✬4(❛❜❧✐..❡♠❡♥( ❡.( ♣)4.❡♥(4 ❛✉ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ♣)4❝4❞❡♥(✳

K(y, s; y′, 0) =

ˆ y(s)=y

y(0)=y′
D [y(s)] exp

{
i

~

ˆ s

0

(
me

2
−̇→y 2 +

Ze2

||−→y || + e~y
−→
E (τ)

)
dτ

}

✭✷✳✶✾✮

❈❡ ♣)♦♣❛❣❛(❡✉) ❞4❝)✐( ❧✬❛(♦♠❡ .♦✉♠✐. J ✉♥❡ ♣❡)(✉)❜❛(✐♦♥ 4❧❡❝()✐?✉❡ ❞❡ .♦♥ ♠♦✲

♠❡♥( ❞✐♣♦❧❛✐)❡ e~y✱ ♦L
−→
E (τ) ❡.( ❧❡ ❝❤❛♠♣ 4❧❡❝()✐?✉❡ ❞M J ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ❝♦♥.(✐(✉❛♥(.

❞✉ ♣❧❛.♠❛ ❛❣✐..❛♥( .✉) ❧✬4♠❡((❡✉)✱ e ❡.( ❧❛ ❝❤❛)❣❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝()♦♥✱ me .❛ ♠❛..❡✱ ❡( Z

❡.( ❧❛ ❝❤❛)❣❡ ♥✉❝❧4✐?✉❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❤②❞)♦❣4♥♦N❞❡✳

O♦✉) ❧✬4❧4♠❡♥( ❞❡ ♠❛()✐❝❡ {< 211|T |211 >}moy✱ ♦♥ ♣❡✉( ❛❧♦). 4❝)✐)❡ ✿

{< 211|T |211 >}moy =

ˆ ˆ

ϕ211(y)ϕ
∗
211(y

′) {K(y, s; y′, 0)}moy ✭✷✳✷✵✮

✸✹



❆ ♣❛#$✐# ❞❡ ❧✬❡①♣#❡++✐♦♥ ❞✉ ♣#♦♣❛❣❛$❡✉# ✐♥✐$✐❛❧✱ ❝♦##❡+♣♦♥❞❛♥$ 2 ❧✬❛$♦♠❡ ❤②❞#♦✲

❣7♥♦8❞❡ ♥♦♥ ♣❡#$✉#❜7 ✿

K0(y, s; y
′, 0) =

ˆ y(s)=y

y(0)=y′
D [~y(s)] exp

{
i

~

ˆ s

0

(
m

2
−̇→y 2 +

Ze2

||−→y ||

)
dτ

}
✭✷✳✷✶✮

✐❧ ❡+$ ♣♦++✐❜❧❡ ❞✬7❝#✐#❡ ✉♥ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❡♥ +7#✐❡ ❞✉ ♣#♦♣❛❣❛$❡✉# K(y, s; y′, 0) ✿

K(y, s; y′, 0) =
∞∑

n=0

(
i

~

)k
1

k!

ˆ s

0

dτ1...

ˆ s

0

dτk

ˆ

d−→y1 ...
ˆ

d−→yk(e
−→
E1
−→y1)...(e

−→
Ek
−→yk)

×
k∏

j=0

K0(
−→y j+1,

−→τ j+1;
−→y j,

−→τ j) ✭✷✳✷✷✮

♦A

−−→yk+1 =
−→y ,−→y0 =

−→
y′ ✳ ▲✬❡①♣#❡++✐♦♥ ❞❡ K0 ❡+$ ❝♦♥♥✉❡ ❬✶✼❪ ❡$ +✬7❝#✐$ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❢♦♥❝$✐♦♥+

❞✬♦♥❞❡+ ❞❡ ❧✬❤②❞#♦❣G♥❡ ✿

K0(
−→y j+1,

−→τ j+1;
−→y j,

−→τ j) =
∑

n

ϕ∗n(yj+1)ϕn(yj) exp [−iǫn (τj+1 − τj)] ✭✷✳✷✸✮

❊♥ ✐♥$#♦❞✉✐+❛♥$ ❝❡$$❡ ❡①♣#❡++✐♦♥ ❞❡ K0 ❡$ ❡♥ ✐♥$7❣#❛♥$ +✉# ❧❡+ y ❡$ ❧❡+ y
′
❡♥

❡①♣❧♦✐$❛♥$ ❧✬♦#$❤♦❣♦♥❛❧✐$7 ❞❡+ ❢♦♥❝$✐♦♥+ ❞✬♦♥❞❡✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ✉♥ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❞❡

{< 211|T |211 >moy} ✿

{< 211|T |211 >}moy =
∞∑

k=0

∑

α1,...,αk+1

(
i

~

)k
1

k!

ˆ s

0

dτ1...

ˆ s

0

dτk

ˆ

d−→y1 . . .
ˆ

d−→yk

× exp
[
is

~
ǫ211

]{
(e
−→
E1
−→y1)...(e

−→
Ek
−→yk)

}
moy

ϕ211(~yk)

×ϕ∗αk
(~yk) . . . ϕα2

(~y1)ϕ
∗
211(~y1) ✭✷✳✷✹✮

■❧ ✈❛ L$#❡ ✐♥$7#❡++❛♥$ ❞✬❡①❛♠✐♥❡# ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞❡+ ♣#❡♠✐❡#+ $❡#♠❡+ ❞❡ ❝❡ ❞7✈❡❧♦♣✲

♣❡♠❡♥$✱ M✉✐ +❡#♦♥$ #❡♣7#7+ +❡❧♦♥ ❧❡✉# #❛♥❣ k ♣❛# Uk
✳ ▲❡+ M✉❛$#❡ ♣#❡♠✐❡#+ $❡#♠❡+

✸✺



 ✬"❝$✐✈❡♥) ✿

U0 = 1 ✭✷✳✷✺✮

♣♦✉$ ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ )❡$♠❡✱ ❞❡ $❛♥❣ k = 0✳ ▲❡  ❡❝♦♥❞ )❡$♠❡✱ ❞❡ $❛♥❣ k = 1✱ ❡ ) ♥✉❧✱ ❞✉

❢❛✐) ❞❡ $;❣❧❡ ❞❡  "❧❡❝)✐♦♥ ✿

U1 =
ie

~

{
ˆ s

0

dτ1 ~E (τ1)

[
ˆ

d−→y1ϕ211(~y1). ~y1ϕ
∗
211(~y1)

]}
= 0 ✭✷✳✷✻✮

=♦✉$ ❧❡ )$♦✐ ✐;♠❡ )❡$♠❡✱ ❞❡ $❛♥❣ k = 2✱  ♦♥ ❡①♣$❡  ✐♦♥  ✬"❝$✐) ❞❛♥ ✉♥ ♣$❡♠✐❡$

)❡♠♣ ✿

U2 =
1

2!

(
ie

~

)2 ˆ s

0

dτ1

ˆ s

0

dτ2×
{
∑

α2

[
~E (τ2)

ˆ

d−→y2ϕ211(~y2). ~y2ϕ
∗
α2
(~y2)

]
.

[
~E (τ1)

ˆ

d−→y1ϕα2
(~y1). ~y1ϕ

∗
211(~y1)

]}

moy
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=✉✐ ✱ ❝♦♥ ✐❞"$❛♥) @✉❡  ❡✉❧ ❧✬")❛) α2 = |200 > ❝♦♥)$✐❜✉❡ ❞❛♥ ❧❛  ♦♠♠❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥) ✿

U2 =
1

2!

(
ie

~

)2
{[
ˆ s

0

dτ ~E (τ)

ˆ

d−→y ϕ200(~y).~yϕ
∗
211(~y)

]2}

moy

✭✷✳✷✽✮

❊♥✜♥✱ ❧❡ @✉❛)$✐;♠❡ )❡$♠❡✱ ❞❡ $❛♥❣ k = 3✱ ❛ ♣♦✉$ ❡①♣$❡  ✐♦♥ ❞❛♥ ✉♥ ♣$❡♠✐❡$

)❡♠♣ ✿

U3 =
1

3!

(
ie

~

)3 ˆ s

0

dτ1

ˆ s

0

dτ2

ˆ s

0

dτ3×

∑

α3





[
~E (τ3)

´

d−→y3ϕ211(~y3). ~y3ϕ
∗
α3
(~y3)

]
×[

~E (τ2)
´

d−→y2ϕα3
(~y2). ~y2ϕ

∗
α2
(~y2)

]
×[

~E (τ1)
´

d−→y1ϕα2
(~y1). ~y1ϕ

∗
211(~y1)

]





moy
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 ♦♠♠❡ ❧❡ %&❛& ✿ α2 = α3 = |200 >✱ ✐❧ ❛♣♣❛,❛-& .✉❡ ❝❡ .✉❛&,✐1♠❡ &❡,♠❡ ❡ & ♥✉❧ ✿

U3 = 0 ✭✷✳✸✵✮
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❛♣♣,♦①✐♠❛&✐♦♥ ❡ & ❛♣♣❧✐.✉%❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ %❧❡❝&,✐.✉❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥ ✐❞1,❡ .✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& ❢❛✐,❡

❧✬❤②♣♦&❤1 ❡ .✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ ✈❛,✐❡ .✉❡ ❞❡ ♣❛✐,❡ ❡♥ ♣❛✐,❡  ✉❝❝❡  ✐✈❡ ✳ ❈❡❝✐ ❡♥&,❛-♥❡

❧❛ ♣❡,&❡ ❞❡ ❧❛ ♣,✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❝♦,,%❧❛&✐♦♥ ❞✬♦,❞,❡  ✉♣%,✐❡✉, A ❞❡✉①✱ ❡& .✉❡ ❝❡❧❧❡ 

❞❡  ❡❝♦♥❞ ♦,❞,❡  ♦♥& ❞✬✐♠♣♦,&❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥ ❝❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✱ ❧❡ &❡,♠❡ ♣❛✐, ❞✉

♣,♦♣❛❣❛&❡✉, ♣❡✉✈❡♥& ❢❛✐,❡ ❧✬♦❜❥❡& ❞✬✉♥❡ ,❡ ♦♠♠❛&✐♦♥✱ .✉✐ ❝♦♥❞✉✐&✱ ♣♦✉, ❧✬%❧%♠❡♥&
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{< 211|T |211 >}moy =


1 +

1

3

∞∑

p=1

(
i

~

)2p



D2

0

´ s

0
dτ
´ s

0
dτ ′

{
~E (τ) ~E (τ ′)

}
moy

(2p)!




p


× exp

(
is

~
ǫ2

)
✭✷✳✸✶✮

♦H ❛♣♣❛,❛-& ❧❡ ❝❛,,% ❞❡ ❧✬%❧%♠❡♥& ❞❡ ♠❛&,✐❝❡ ,%❞✉✐&❡ ✿

D2
0 = | < 21||e~r||10 > |2 ✭✷✳✸✷✮

❉❛♥ ❧❡ ♠I♠❡ ❡ ♣,✐&✱ ♦♥  ✬✐♥&%,❡  ❡ ♠❛✐♥&❡♥❛♥& A ❧✬%❧%♠❡♥& ❞❡ ♠❛&,✐❝❡ {< 210|T |210 >}moy✱

❡& ♦♥ ❛❜♦✉&✐& ❝❡&&❡ ❢♦✐ ❛✉ ,% ✉❧&❛&  ✉✐✈❛♥& ♣♦✉,  ♦♥ ❡①♣,❡  ✐♦♥ ✿

{< 210|T |210 >}moy =


1 +

1

3

∞∑

p=1

(
i

~

)2p



D2

0

´ s

0
dτ
´ s

0
dτ ′

{
~E (τ) ~E (τ ′)

}
moy

(2p)!




p

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(
is

~
ǫ2

)
✭✷✳✸✸✮
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{< 210|T |210 >}moy✱ ✐❧ ❡$% ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❞-%❡.♠✐♥❡. ❧✬❡①♣.❡$$✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬❛✉%♦❝♦..-❧❛%✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐.❡✱ %❡❧❧❡ 4✉❡ ✿

C(s) = exp(
is∆ǫ

~
)| < 21|−→d |10 > |2×

[
2 + cos

D0

~

√
ˆ s

0

dτ

ˆ s

0

dτ ′
{
~E (τ) ~E (τ ′)

}
moy

]
✭✷✳✸✹✮

❛✈❡❝ ∆ǫ = ǫ1 − ǫ2✳ ■❧ ❡$% ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐.❡ ❛♣♣❛.❛>%.❡ ❞❛♥$ ❧✬❡①♣.❡$$✐♦♥ ❞❡ C(s) ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬❛✉%♦❝♦..-❧❛%✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝.♦❝❤❛♠♣ -❧❡❝%.✐4✉❡ CEE(τ)✱ ❡% ♦♥ ❛❜♦✉%✐% ❡♥

✐♥%-❣.❛♥% $✉. τ ′✱ A ❧✬-4✉❛%✐♦♥ ✿

C(s) = exp(
is∆ǫ

~
)| < 21|−→d |10 > |2×

[
2 + cos

D0

~ωp

√
2s < E2 >

ˆ s

0

dτ
(
1− τ

s

)
CEE(τ)

]
✭✷✳✸✺✮

❉❛♥$ ❝❡%%❡ ❡①♣.❡$$✐♦♥✱ ❧✬✉♥✐%- ❞❡ %❡♠♣$ ❡$% ❧✬✐♥✈❡.$❡ ❞❡ ❧❛ ❢.-4✉❡♥❝❡ ♣❧❛$♠❛✱ ω−1p =

(meǫ0/nee
2)

1/2
✱ ❡①♣.✐♠-❡ ❡♥ ✉♥✐%-$ ❈●❙✳ ▲❡$ ❡✛❡%$ ❞②♥❛♠✐4✉❡$ ❞✉ ♠✐❝.♦❝❤❛♠♣ $✉.

❧❡$ ♣.♦♣.✐-%-$ .❛❞✐❛%✐✈❡$ ❞❡$ -♠❡%%❡✉.$ $♦♥% ✐♥❝❧✉$ ❞❛♥$ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ CEE(τ)✳

▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬❛✉%♦❝♦..-❧❛%✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐.❡ ♦❜%❡♥✉❡ ❡♥ ✷✳✸✺ ❡$% ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥%❡ ❞✉ %②♣❡

❞❡ ♣❛.%✐❝✉❧❡$ ❝❤❛.❣-❡$ ♣❡.%✉.❜❛%.✐❝❡$✳ ■❧ ❡$% ❞♦♥❝ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐4✉❡.✱ $❡❧♦♥ ❧❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❛✉4✉❡❧ ♦♥ $✬✐♥%-.❡$$❡✱ ❛✉$$✐ ❜✐❡♥ ❛✉① ✐♦♥$ 4✉✬❛✉① -❧❡❝%.♦♥$✳ ❉❛♥$ ❧❛ $✉✐%❡✱

♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❡①❛♠✐♥❡. %.♦✐$ $✐%✉❛%✐♦♥$ ❝♦♥❝❡.♥❛♥% ❧❡$ ✐♦♥$ ✿ ❧✬❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞✬✐♠♣❛❝%

✭%❡♠♣$ ❞❡ ❝♦❧❧✐$✐♦♥ ❝♦✉.% ❞❡✈❛♥% ❝❡❧✉✐ ❡♥%.❡ ❞❡✉① ❝♦❧❧✐$✐♦♥$✮✱ ❧✬❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ $%❛✲

%✐4✉❡ ✭♠✐❝.♦❝❤❛♠♣ ❝♦♥$✐❞-.- ❝♦♠♠❡ 4✉❛$✐♠❡♥% ❝♦♥$%❛♥% ❞❛♥$ ❧❡ %❡♠♣$✮✱ ❡% ❧❡ ❝❛$

✐♥%❡.♠-❞✐❛✐.❡ ❡♥%.❡ ❧❡$ ❞❡✉① ♣.❡♠✐❡.$✳

✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ , )-♦✐. -/❣✐♠❡. ❞✬❡✛❡) ❙)❛-❦

❈❡%%❡ ❞-♠❛.❝❤❡ ♣❡✉% K%.❡ ❡①♣❧♦✐%-❡ ✈❛❧❛❜❧❡♠❡♥% ❡♥ $✬✐♥%-.❡$$❛♥% ❛✉① ♣❡.%✉.❜❛✲

%❡✉.$ ✐♦♥✐4✉❡$ ❞❛♥$ ❞✐✛-.❡♥%$ .-❣✐♠❡$ ✿ ❧✐♠✐%❡ ✐♠♣❛❝%✱ ❛♣♣.♦①✐♠❛%✐♦♥ $%❛%✐4✉❡ ❡%
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❞②♥❛♠✐&✉❡ ❞❡) ✐♦♥)✳ ❖♥ )✬✐♥./0❡))❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛) ❞❡ ❧❛ 0❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ❞❡ ❧✬❤②❞0♦❣7♥❡✳

✷✳✸✳✶ ❆♣♣&♦①✐♠❛,✐♦♥ ❞✬✐♠♣❛❝,

❉❛♥) ❧❡) ♣❧❛)♠❛) ♣❡✉ ❞❡♥)❡)✱ ✐❧ ❡). ♣♦))✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥)✐❞/0❡0 &✉❡ ❧❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥)✱ ♣❡0✲

.✉0❜❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛.♦♠❡ /♠❡..❡✉0 ♣❛0 ❧❡ ♣❛))❛❣❡ < ♣0♦①✐♠✐./ ❞✬✉♥❡ ♣❛0.✐❝✉❧❡ ❝❤❛0❣/❡

❡♥ .0❛❥❡❝.♦✐0❡ ❞0♦✐.❡✱ )❡ ❞/0♦✉❧❡♥. ❞❛♥) ✉♥ .❡♠♣) ❝❛0❛❝./0✐).✐&✉❡ τc ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥.

∆s✱ ❝❡❧✉✐ &✉✐ )/♣❛0❡ ❞❡✉① /✈/♥❡♠❡♥.) ❞❡ ❝❡ ❣❡♥0❡ ✿ ❡♥ ❢❛✐)❛♥. ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐❣♥♦0❡0 ❧❡)

❛✉.0❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥)✱ ❛✉ ♠♦.✐❢ &✉✬❡❧❧❡) )♦♥. ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) 0❛0❡)✱ ♦♥ ❡✛❡❝.✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡

❛♣♣0♦①✐♠❛.✐♦♥✱ ❞✐.❡ ❞✬✐♠♣❛❝.✳ ▲✬♦0❞0❡ ❞❡ ❣0❛♥❞❡✉0 ❞❡ ❧✬✐♥.❡0✈❛❧❧❡ ∆s ❝♦00❡)♣♦♥❞ <

❧✬✐♥✈❡0)❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛0❣❡✉0 ❞❡ ❧❛ 0❛✐❡ )♣❡❝.0♦)❝♦♣✐&✉❡✱ ❡①♣0✐♠/ ❡♥ ✉♥✐./) ❞❡ ❢0/&✉❡♥❝❡

❛♥❣✉❧❛✐0❡✳ ❈❡❧❛ 0❡✈✐❡♥. < ❞✐0❡ &✉❡ ❧❡) ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ❧❡) ♣❧✉) ❢0/&✉❡♥.❡) )♦♥. ❢❛✐❜❧❡)✱ )♦✐.

&✉❡ ❧❡ ♣0♦❞✉✐. ❞❡ ❧✬✐♥.❡0❛❝.✐♦♥ ♣❛0 ❧❡ .❡♠♣) ❞❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❞♦✐. 0❡).❡0 ♣❡.✐. ❞❡✈❛♥. ~✳

❈❡❝✐ ❥✉).✐✜❡ ✉♥ .0❛✐.❡♠❡♥. ♣❡0.✉0❜❛.✐❢ ❞❛♥) ❧❛ ♠❡)✉0❡ ♦E ❧✬♦♥ ❝♦♥)✐❞70❡ &✉❡ ❧✬/♠❡.✲

.❡✉0 ♥✬❡). ❥❛♠❛✐) ❢♦0.❡♠❡♥. ❛✛❡❝./ ♣❛0 ❧❛ ♣❛0.✐❝✉❧❡ ❝❤❛0❣/❡✳ ▲✬❛0❣✉♠❡♥. ❞✉ ❝♦)✐♥✉)

❞❡ ❧✬/&✉❛.✐♦♥ ✷✳✸✺ 0❡♣0/)❡♥.❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ♣❤❛)❡ ❝✉♠✉❧/ ❞❡ ❧❛ 0❛❞✐❛.✐♦♥ ❡♥.0❡

❧❡) ✐♥).❛♥.) 0 ❡. s✳ ❉❛♥) ❧❛ ♠❡)✉0❡ ♦E ♦♥ )✬✐♥./0❡))❡ < ❞❡) ❝♦♥❞✐.✐♦♥) ❞❛♥) ❧❡&✉❡❧❧❡)

❧✬❛♣♣0♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞✬✐♠♣❛❝. ❡). ✈❛❧✐❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥)✐❞70❡ &✉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ♣❤❛)❡ ❡).

♣❡.✐.✱ ❡. ♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) ❞/✈❡❧♦♣♣❡0 ❧❡ ❝♦)✐♥✉) ❥✉)&✉✬❛✉ .❡0♠❡ ❞❡ )❡❝♦♥❞ ♦0❞0❡✳ I0❡✲

♥❛♥. ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧❡ ❢❛✐. &✉❡ 2 + cos (X) ∼= 3 (1−X2/6) ♦♥ ♣❡✉. /❝0✐0❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥

❞✬❛✉.♦❝♦00/❧❛.✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐0❡ ❡♥ ✉.✐❧✐)❛♥. ❧✬❡①♣0❡))✐♦♥ ❞❡ f (s) .❡❧❧❡ &✉✬❡♥ ✷✳✸✺ ✿

C(s) = | < 21|−→d |10 > |2 exp( is
~
∆ε)

×
[
1− 3

(
D0

~ωp

)2

s < E2 >

ˆ s

0

dτ
(
1− τ

s

)
CEE (τ)

]
✭✷✳✸✻✮

I✉✐)&✉❡ ❧❡ .❡♠♣) ❞❡ ❝♦❧❧✐)✐♦♥ ❡). ♣❡.✐. ❞❡✈❛♥. ❝❡❧✉✐ )/♣❛0❛♥. ❞❡✉① ❝♦❧❧✐)✐♦♥) )✉❝✲

❝❡))✐✈❡)✱ ♥♦✉) )✉❜).✐.✉♦♥) ❧❛ ❜♦0♥❡ )✉♣/0✐❡✉0❡ s ❞❡ ❧✬✐♥./❣0❛❧❡ ♣❛0 ∞✱ ❝❡ &✉✐ ❝♦♥❞✉✐.

< ❧❛ .0❛♥)❢♦0♠❛.✐♦♥ ✿

ˆ s

0

dτ
(
1− τ

s

)
CEE (τ)→

ˆ ∞

0

dτCEE (τ) ✭✷✳✸✼✮

❖♥ ✐♥.0♦❞✉✐. ✉♥ ♦♣/0❛.❡✉0 ❞✬✐♠♣❛❝. ✐♦♥✐&✉❡ φi ❡. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬❛✉.♦❝♦00/❧❛.✐♦♥
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❞✐♣♦❧❛✐&❡ (✬*❝&✐, ❛❧♦&( ✿

C(s) = | < 21|−→d |10 > |2 exp( is
~
∆ε) exp(sφi) ✭✷✳✸✽✮

4❛& ✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣&❡((✐♦♥ ✷✳✸✻✱ ❡, ❡♥ ,❡♥❛♥, ❝♦♠♣,❡ ❞✉ ❞*✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥,

❛✉ ♣&❡♠✐❡& ♦&❞&❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥, ♣♦✉& ❝❡ ♠♦❞>❧❡ ✉♥ ♦♣*&❛,❡✉& ❞✬✐♠♣❛❝,

♣♦✉& ❧❛ ❧✐♠✐,❡ ❞❡( ❝♦❧❧✐(✐♦♥( ❢❛✐❜❧❡( ,❡❧ @✉❡ ✿

φi = −
1

3

(
D0

~ωp

)2

< E2 >

ˆ ∞

0

dτCEE (τ) ✭✷✳✸✾✮

❈❡,,❡ ❡①♣&❡((✐♦♥ ❡(, (❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ❛✉,&❡( ♦♣*&❛,❡✉&( ❞✬✐♠♣❛❝, @✉❡ ❧✬♦♥ ,&♦✉✈❡

❞❛♥( ❧❛ ❧✐,,*&❛,✉&❡ ❬✶✽❪ ♣♦✉& ❧✬*♠❡,,❡✉& ❤②❞&♦❣>♥❡✱ ❧♦&(@✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞>&❡ ✉♥❡ ❛♣✲

♣&♦①✐♠❛,✐♦♥ ❛✉ (❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡ ♣♦✉& ❧❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❞✬✐♥,❡&❛❝,✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ -+❛+✐.✉❡

▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❞✉ ❝❛( (,❛,✐@✉❡ ❝♦♥(✐(,❡ K (✉♣♣♦(❡& @✉❡ ❧❡ ♠✐❝&♦❝❤❛♠♣ *❧❡❝,&✐@✉❡

✈❛&✐❡ ,&>( ❧❡♥,❡♠❡♥,✱ ❞❡ (♦&,❡ @✉❡

−→
E (τ) ∼= −→

E (0)✳ ❉❛♥( ❝❡,,❡ ❧♦❣✐@✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞✬❛✉,♦❝♦&&*❧❛,✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝&♦❝❤❛♠♣ ♣❡✉, M,&❡ ❝♦♥(✐❞*&*❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥(,❛♥,❡✱ ❛✉,&❡♠❡♥,

❞✐, ✿ CEE (τ) = CEE (0)✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐, ❛❧♦&( K *❝&✐&❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬❛✉,♦❝♦&&*❧❛,✐♦♥

❞✐♣♦❧❛✐&❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❧✐♠✐,❡ ,❡❧❧❡ @✉❡ ✿

C(s) = | < 21|−→d |10 > |2 exp( i∆ε
~
)s

[
2 + cos

D0

~ωp

√
< E2 >

]
✭✷✳✹✵✮

❈❡,,❡ ❡①♣&❡((✐♦♥ ❡(, ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧( ♦❜,❡♥✉( ❧♦&( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧( ❛♥,*&✐❡✉&( ❬✶✾❪

♣♦✉& ❧❛ &❛✐❡ ▲②♠❛♥ ❛❧♣❤❛ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( (,❛,✐@✉❡✳ 4♦✉& ✉♥ ❝❤❛♠♣ *❧❡❝,&✐@✉❡ ♠♦②❡♥✱ ❝❡,,❡

❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬❛✉,♦❝♦&&*❧❛,✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐&❡ C(s) ❡(, (❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① &*(✉❧,❛,( ❞❡

❧❛ &*❢*&❡♥❝❡ *✈♦@✉*❡ ✭✈♦✐& *@✉❛,✐♦♥ ✸✳✷ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮✳

✷✳✸✳✸ ❉②♥❛♠✐.✉❡ ❞❡- ✐♦♥-

4♦✉& ❧❡( &❛✐❡( ❞❡ ❧✬❤②❞&♦❣>♥❡ K ♣❡,✐, ♥♦♠❜&❡ @✉❛♥,✐@✉❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐@✉❡

❞❡( ✐♦♥( ♣❡✉, ❛✛❡❝,❡& ❧❡( ♣&♦✜❧( ❞❡ &❛✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡( ❞❡♥(✐,*( ,❡❧❧❡( @✉❡ ❝❡❧❧❡( ❞❡( ♣❧❛(♠❛(

❞❡ ❧❛❜♦&❛,♦✐&❡✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣*&✐♣❤*&✐❡ ❞❡( ♣❧❛(♠❛( ❞❡ ❢✉(✐♦♥ ♣❛& ❝♦♥✜♥❡♠❡♥, ♠❛❣♥*✲

,✐@✉❡ ✭♣❧❛(♠❛( ❞❡ ❜♦&❞✮✳ ❈❡( ❝♦♥❞✐,✐♦♥( ❝♦&&❡(♣♦♥❞❡♥, K ❞❡( ♣❧❛(♠❛( ❡((❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥,
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❝✐♥#$✐%✉❡(✱ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥$ ❝♦✉♣❧#( ❬✷✵❪✳ ❆✜♥ ❞✬#$✉❞✐❡: ❧❡( ♣:♦♣:✐#$#( ❞②♥❛♠✐%✉❡(✱ ♥♦✉(

✉$✐❧✐(♦♥( ✉♥❡ ❡①♣:❡((✐♦♥ $❤#♦:✐%✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬❛✉$♦❝♦::#❧❛$✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝:♦❝❤❛♠♣

❞#:✐✈#❡ ❞✉ $:❛✈❛✐❧ :#❛❧✐(# ♣❛: ❘♦(❡♥❜❧✉$❤ ❡$ ❘♦($♦❦❡: ❬✷✶❪ ♣♦✉: ❧❡( ♣❧❛(♠❛( ❢❛✐❜❧❡♠❡♥$

❝♦✉♣❧#( ✿

CEE (τ) =
3√
π

r0
λD

1

τ

[
1 + τ 2 −

√
πτ

(
τ 2 +

3

2

)
exp

(
−τ 2

)
erfc (τ)

]
✭✷✳✹✶✮

♦F τ :❡♣:#(❡♥$❡ ❧❡ $❡♠♣( ❡♥ ✉♥✐$#( ❞❡ ❢:#%✉❡♥❝❡ ♣❧❛(♠❛✱ ❡$ λD ❡($ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉: ❞❡

❉❡❜②❡ #❧❡❝$:♦♥✐%✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐: ❧❡ ♣:♦✜❧ ❞❡ :❛✐❡✱ ✐❧ ❡($ ♥#❝❡((❛✐:❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡:

♣❛: ✐♥(#:❡: ❝❡$$❡ ❡①♣:❡((✐♦♥ ❞❡ CEE (τ) ❞❛♥( ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✬❛✉$♦❝♦::#❧❛$✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐:❡✳

▲❡ ♣:♦✜❧ ❞❡ :❛✐❡ ❞❛♥( ❧❡ :#❢#:❡♥$✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢:#%✉❡♥❝❡ ω ❡($ ❢♦✉:♥✐

♣❛: ❧❛ $:❛♥(❢♦:♠#❡ ❞❡ ❋♦✉:✐❡: ✿

I (ω) =
1

π
ℜ
ˆ ∞

0

dsC (s) exp (iωs) ✭✷✳✹✷✮

❖♥ ❝♦♠♣❛:❡ ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ ❝❡$$❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ♣❛: ✐♥$#❣:❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❧❡( :#(✉❧✲

$❛$( ♦❜$❡♥✉( ♣❛: ✉♥❡ $❡❝❤♥✐%✉❡ ❛❜ ✐♥✐$✐♦ %✉✐ ❝♦♥(✐($❡ M ❡✛❡❝$✉❡: ✉♥❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥

♥✉♠#:✐%✉❡ ❞❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$( ❞✬✉♥ ❣:❛♥❞ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ♣❛:$✐❝✉❧❡( ❝❤❛:❣#❡(✱ ❛✉ ❝♦✉:( ❞❡

❧❛%✉❡❧❧❡ ❧✬♦♣#:❛$❡✉: ❞✬#✈♦❧✉$✐♦♥ ❡($ :#(♦❧✉ ♣❛: ✉♥❡ ❞✐(❝:#$✐(❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬#%✉❛$✐♦♥ ❞❡

❙❝❤:P❞✐♥❣❡:✳ ❉❡ ♥♦♠❜:❡✉(❡( :#♣#$✐$✐♦♥( ❢♦✉:♥✐((❡♥$ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝$✐♦♥ ❞✬❤✐($♦✐:❡( %✉✬✐❧

❢❛✉$ ❡♥(✉✐$❡ ♠♦②❡♥♥❡: ♣♦✉: ♦❜$❡♥✐: ✉♥ :#(✉❧$❛$ ($❛$✐($✐%✉❡✳ ❉✉:❛♥$ ❝❡( $:♦✐( ❞❡:♥✐Q:❡(

❞#❝❡♥♥✐❡(✱ ❞❡ ♥♦♠❜:❡✉(❡( #%✉✐♣❡( ♦♥$ ❡①♣❧♦✐$# ❞❡ $❡❧❧❡( (✐♠✉❧❛$✐♦♥( ♣❛: ♦:❞✐♥❛$❡✉:

❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✱ ❝❡ %✉✐ ❛ ❢♦✉:♥✐ ❞❡ ♥♦♠❜:❡✉(❡( :#❢#:❡♥❝❡( ♣❡:♠❡$$❛♥$ ❞❡ ❝♦♥❢:♦♥$❡: ❧❡(

♠♦❞Q❧❡( ❛✉① ❡①♣#:✐❡♥❝❡(✳ ❉❛♥( ❧❡( ❝♦♥❞✐$✐♦♥( %✉✐ ❝♦::❡(♣♦♥❞❡♥$ ❛✉① ♣❧❛(♠❛( ❢❛✐❜❧❡✲

♠❡♥$ ❝♦✉♣❧#(✱ ♥♦✉( ♣:♦❝#❞♦♥( M ✉♥❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♠❡$$❛♥$ ❡♥ ♦❡✉✈:❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞✬✐♦♥(

(✉✐✈❛♥$ ❞❡( $:❛❥❡❝$♦✐:❡( ❞:♦✐$❡( M ❧✬✐♥$#:✐❡✉: ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❞♦♥$ ❧❡ ❝U$# ❡($ (✉✣(❛♠♠❡♥$

❣:❛♥❞ ❞❡✈❛♥$ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉: ❞❡ ❉❡❜②❡✱ ❡$ ❞♦♥$ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❡♥ ✐♦♥( ♣❡:$✉:❜❛$❡✉:( ❡($

♠❛✐♥$❡♥✉❡ ❝♦♥($❛♥$❡ ❛✜♥ %✉❡ ❧❛ ❞❡♥(✐$# ❧❡ ❞❡♠❡✉:❡ #❣❛❧❡♠❡♥$✳ ▲❛ ✜❣✉:❡ ✷✳✶ ♠♦♥$:❡

❧❛ ❝♦♠♣❛:❛✐(♦♥ ❡♥$:❡ ✉♥ ♣:♦✜❧ ♦❜$❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦:♠❛❧✐(♠❡ ♣❛: ✐♥$#❣:❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

♣:#(❡♥$# ✐❝✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♥✉♠#:✐%✉❡✳ ▲❡( ❝♦♥❞✐$✐♦♥( ♣❤②(✐%✉❡( ♣♦✉: ❧❛ ❝♦♠♣❛✲

:❛✐(♦♥ ♦♥$ #$# ❝❤♦✐(✐❡( $❡❧❧❡( %✉❡ ❧❛ ❞❡♥(✐$# (♦✐$ Ne = 1015cm−3
❛✈❡❝ ✉♥❡ $❡♠♣#:❛$✉:❡

❞❡ 105K. ▲✬♦❜(❡:✈❛$✐♦♥ ❞❡( ❞❡✉① ❝♦✉:❜❡( ♠♦♥$:❡ ✉♥ ❛❝❝:♦✐((❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬♦:❞:❡ ❞❡ ✶✺✪

✹✶



❞❡ ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ❧❛ $❛✐❡ ❝❛❧❝✉❧)❡ ♣❛$ ✐♥,)❣$❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛$ $❛♣♣♦$, 0 ❧❛ 1✐♠✉❧❛,✐♦♥✳

❆ ♥♦,❡$ 4✉❡ ♣♦✉$ ❞❡1 ❞❡♥1✐,)1 ♣❧✉1 )❧❡✈)❡1✱ ❧❛ 1✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❡1, ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❡1

❡①♣)$✐❡♥❝❡1✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ ❞✐✛)$❡♥❝❡ $)1✐❞❡ ♣♦11✐❜❧❡♠❡♥, ❞❛♥1 ❧❡ ❢❛✐, 4✉❡

❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥ ❛❞♦♣,)❡ ❛ ❝♦♥1✐1,) 0 ❢❛❝,♦$✐1❡$ ❞❡1 ❡①♣$❡11✐♦♥1 ❝♦♥,❡♥❛♥, ✉♥ ❣$❛♥❞

♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉$1 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥1 ✉♥ ♣$♦❞✉✐, ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡1 4✉✐ ♥❡ ❝♦♥,✐❡♥♥❡♥, 4✉❡

❞❡1 ♣❛✐$❡1 ❞❡ ✈❛❧❡✉$1 ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❆ ♥♦,❡$ ❛✉11✐ 4✉❡ ❞❛♥1 ❝❡1 ♠>♠❡1 ❝♦♥❞✐,✐♦♥1✱ ✉♥❡

❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥ 1,❛,✐4✉❡ ❝♦♥❞✉✐$❛✐, 0 ✉♥ ♣$♦✜❧ ♣❧✉1 ),$♦✐, ❞✬✉♥ ♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$✳

▲✬✐♥,)❣$❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ 1❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❡$♠❡,,$❡ ❞❡ ♣$❡♥❞$❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧✬❡11❡♥,✐❡❧ ❞❡

❧✬)❧❛$❣✐11❡♠❡♥, ❞A 0 ❧❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡1 ✐♦♥1✳ ❈❡ $)1✉❧,❛,✱ ❞♦♥, ✐❧ 1❡♠❜❧❡ ♣❡✉ ♣$♦❜❛❜❧❡

❞❡ ♣♦✉✈♦✐$ ❡♥ ♣$♦❧♦♥❣❡$ ❧❡1 ❝❛❧❝✉❧1 ❝♦♠♣,❡✲,❡♥✉ ❞❡1 ❞✐✣❝✉❧,)1 ❢♦$♠❡❧❧❡1 4✉✬✐❧ ✐♠✲

♣❧✐4✉❡✱ ♠♦♥,$❡ ❞♦♥❝ 4✉❡ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ 1❡♠✐✲❝❧❛11✐4✉❡ ❡1, ❛11❡③ ❜✐❡♥ ❥✉1,✐✜)❡✱ ♣✉✐14✉❡

❧✬✐♥,)❣$❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ,♦,❛❧❡♠❡♥, 4✉❛♥,✐4✉❡✱ ❛❜♦✉,✐, 0 ❞❡1 ♣$♦✜❧1 ❞❡ $❛✐❡ 1✐♠✐❧❛✐$❡1✳

▲❡1 ❛1♣❡❝,1 ♣✉$❡♠❡♥, 4✉❛♥,✐4✉❡1 1❡♠❜❧❡♥, ❞♦♥❝ ❛✈♦✐$ ✉♥❡ ✐♠♣♦$,❛♥❝❡ ❧✐♠✐,)❡ ❞❛♥1

❧❛ ❝♦♠♣$)❤❡♥1✐♦♥ ❞❡1 )❧❛$❣✐11❡♠❡♥,1✳ ❖♥ ❡1, ❞♦♥❝ ❝♦♥❞✉✐, 0 $❡❝❤❡$❝❤❡$ ❞❛♥1 ❞✬❛✉,$❡1

❝❛✉1❡1 ❧✬)❝❛$, ❡♥,$❡ $)1✉❧,❛,1 ❡①♣)$✐♠❡♥,❛✉① ❡, ♣$)✈✐1✐♦♥1 ,❤)♦$✐4✉❡1✳ ❉❡1 ,$❛✈❛✉①

❛♥,)$✐❡✉$1 1✉$ ❧❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡1 ✐♦♥1 ♦♥, ❞)❥0 ♠♦♥,$) 4✉❡ ❧❛ ♣$✐1❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡1

❡✛❡,1 ❞❡ $♦,❛,✐♦♥1 ❞✉ ♠✐❝$♦❝❤❛♠♣ ♥✬❡1, ♣❛1 ♥)❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❬✷✻❪✱ ❡, 4✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞❡

♣$❡♥❞$❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥, ❧❛ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐❡ ✿ ❧✬♦♣)$❛,❡✉$ ❞✬)✈♦❧✉,✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠✲

♠✉,❡ ♣❛1 0 ❞❡✉① ✐♥1,❛♥,1 ❞✐✛)$❡♥,1✱ ♠>♠❡ ,$N1 ♣$♦❝❤❡1✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞♦♥❝ ♠❛✐♥,❡♥❛♥,

❞✬❡①❛♠✐♥❡$ ♣❧✉1 ♣$)❝✐1)♠❡♥, ❝♦♠♠❡♥, ❧❡1 ✈❛$✐❛,✐♦♥1 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛❣✐11❡♥, 1✉$ ❧❛ ❢♦♥❝✲

,✐♦♥ ❞✬❛✉,♦❝♦$$)❧❛,✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐$❡✱ ❡, ❧❡1 ❝♦♥1)4✉❡♥❝❡1 ❞❡ ❧❛ ♣$✐1❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡✱ ♦✉ ♥♦♥✱

❞❡ ❧✬❡①✐1,❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣)$❛,❡✉$ ❞❡ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐❡✳

✹✷



❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ✐♥/❡♥+✐/0+ +♣❡❝/)❛❧❡+ ♦❜/❡♥✉❡+ ♣❛) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛) ✐♥/0✲

❣)❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭/)❛✐/ ❝♦♥/✐♥✉✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜/❡♥✉❡ ♣❛) +✐♠✉❧❛/✐♦♥ ♥✉♠0)✐;✉❡ ✭/)❛✐/

✐♥/❡))♦♠♣✉✮ ♣♦✉) ❧❛ )❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ♣♦✉) ✉♥❡ ❞❡♥+✐/0 0❧❡❝/)♦♥✐;✉❡ Ne = 1015cm−3
❡/

✉♥❡ /❡♠♣0)❛/✉)❡ ❞❡ T = 105K✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠.&✐/✉❡ ❡% .%✉❞❡ ❞✉ &1❧❡ ❞❡

❧❛ ❝❤&♦♥♦❧♦❣✐❡

▲❛ ♣❡$%✉$❜❛%✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞$-❡ ♣❛$ ❧❡ ❝❤❛♠♣ -❧❡❝%$✐2✉❡✱ ❡♥%$❡ ❞❡✉① ✐♥5%❛♥%5 5✉❝❝❡55✐❢5

%$75 ♣$♦❝❤❡5✱ ♥✬❛ ♣❛5 ❧❡5 ♠9♠❡5 ❡✛❡%5 5❡❧♦♥ 2✉✬✐❧5 5❡ ♣$♦❞✉✐5❡♥% ❧✬✉♥ ❛♣$75 ❧✬❛✉%$❡✱

♦✉ ❧❡ ❝♦♥%$❛✐$❡ ✿ ❧✬♦$❞$❡ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐2✉❡ ❝♦♠♣%❡✳ ❆✐♥5✐✱ ❧✬♦♣-$❛%❡✉$ ❞✬-✈♦❧✉%✐♦♥ ❝♦$✲

$❡5♣♦♥❞❛♥% ♥❡ ❝♦♠♠✉%❡ ♣❛5 ♣♦✉$ ❝❡5 ❞❡✉① ✐♥5%❛♥%5✱ ❡% ❝♦♥❞✉✐% @ ❧✬❛♣♣❛$✐%✐♦♥ ❞✬✉♥

♦♣-$❛%❡✉$ ❞❡ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐❡ ✐55✉ ❞❡ ❧❛ 5-$✐❡ ❞❡ ❉②5♦♥✱ 2✉✐ 5✬-%❛❜❧✐% ♣❛$ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ $-❝✉$5✐❢✱

❡% 2✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❝❤♦✐5✐$ ❡♥5✉✐%❡ ❞✬✐❣♥♦$❡$✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬-%❛❜❧✐$ ❞❡5 ❝♦♠♣❛$❛✐5♦♥5✱

❡% %❡♥%❡$ ❞❡ ❝♦♠♣$❡♥❞$❡ ❧❡ $D❧❡ ❡①❛❝% ❞❡ ❧✬♦$❞$❡ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐2✉❡✱ ❡% ❝♦♠♠❡♥% ❝❡❧✉✐✲❝✐

5✬❡①❡$❝❡✱ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞❡ ❧❛ $❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ❬✷✼❪✳

✸✳✶ ❖♣%&❛(❡✉& ❞✬%✈♦❧✉(✐♦♥ ❡( 2%&✐❡ ❞❡ ❉②2♦♥

▲✬♦♣-$❛%❡✉$ ❞✬-✈♦❧✉%✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥❛♥% ✉♥❡ ♣❡$%✉$❜❛%✐♦♥ ❞❡ %②♣❡ ❡✛❡% ❙%❛$❦✱ 5♦❧✉%✐♦♥

❞❡ ❧✬-2✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤$K❞✐♥❣❡$✱ ❡5% ❞♦♥❝ ❞♦♥♥- ♣❛$ ❧❛ 5-$✐❡ ❞❡ ❉②5♦♥ ✿

U(t) = 1 +
1

i~

ˆ t

0

dt′V (t′) +
1

(i~)2

ˆ t

0

dt′V (t′)

ˆ t

0

dt”V (t”) + ...

♦L V (t) = ~d.
−→
E (t) ❞-❝$✐% ❧✬❡✛❡% ❙%❛$❦ ❞M ❛✉ ❝❤❛♠♣ -❧❡❝%$✐2✉❡ ❝$-- ♣❛$ ❧❡5 ♣❡$%✉$❜❛✲

%❡✉$5✳

❖♥ -%❛❜❧✐% ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❝❡%%❡ 5-$✐❡ ♣❛$ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ $-❝✉$5✐❢✳ O♦✉$ ❧✬-%❛❜❧✐$✱ ♦♥ ♣$♦❝7❞❡

✹✺



❝♦♠♠❡ $✉✐'✳

▲✬+,✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤23❞✐♥❣❡2 ♣♦✉2 ❧❛ ♣❡2'✉2❜❛'✐♦♥✱ ❡♥ 2❡♣2+$❡♥'❛'✐♦♥ ❞✬+✈♦❧✉'✐♦♥✱

$✬+❝2✐' ✿

i~
∂U(t, 0)

∂t
= ˜V (t)U(t, 0) ✭✸✳✶✮

❊♥ ✐♥'+❣2❛♥' ❞❡ ♣❛2' ❡' ❞✬❛✉'2❡✱ ❡' ❡♥ ❝♦♥$✐❞+2❛♥' ,✉❡ ✿ U(0, 0) = 1✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ✿

i~ [U(t, 0)− 1] =

ˆ t

0

Ṽ (t′)U(t′, 0)dt′ ✭✸✳✷✮

❙♦✐' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ❢♦2♠❡ ❣+♥+2❛❧❡ ❡①❛❝'❡ ✿

U(t, 0) = 1 +
1

i~

ˆ t

0

Ṽ (t′)U(t′, 0)dt′ ✭✸✳✸✮

❉❛♥$ ❝❡''❡ ❡①♣2❡$$✐♦♥✱ ❧✬♦♣+2❛'❡✉2 ❞✬+✈♦❧✉'✐♦♥ U(t, 0) ❡$' ❞+✜♥✐ ❡♥ ❛♣♣❛2❛✐$$❛♥'

❡♥❝♦2❡ $♦✉$ ❧❡ $✐❣♥❡ ✐♥'+❣2❛❧✳ ❖2✱ U(t′, 0) $✬+❝2✐' F $♦♥ '♦✉2 ❝♦♠♠❡ ✿

U(t′, 0) = 1 +
1

i~

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)U(t′′, 0)dt′′ ✭✸✳✹✮

❊♥ $✉❜$'✐'✉❛♥' U(t′, 0) ❞❛♥$ U(t, 0)✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ✿

U(t, 0) = 1 +
1

i~

ˆ t

0

Ṽ (t′)(1 +
1

i~

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)U(t′′, 0)dt′′)dt′ ✭✸✳✺✮

❙♦✐' ✿

U(t, 0) = 1 +
1

i~

ˆ t

0

Ṽ (t′)dt′ +
1

(i~)2

ˆ t

0

Ṽ (t′)(

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)U(t′′, 0)dt′′)dt′ ✭✸✳✻✮

❆ $♦♥ '♦✉2✱ ✐❧ ❡$' ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ $✉❜$'✐'✉❡2 U(t′′, 0) ♣❛2 $♦♥ ❡①♣2❡$$✐♦♥ $❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦2♠❡

❣+♥+2❛❧❡ ❞❡ U(t, 0) ♠❛✐$ ❡♥ ♣2❡♥❛♥' ✉♥❡ '2♦✐$✐K♠❡ ✈❛2✐❛❜❧❡ '❡♠♣♦2❡❧❧❡ '✑ ✬✳ ❖♥ ♦❜'✐❡♥'

❛✐♥$✐ ✿

U(t, 0) = 1 +
1

i~

ˆ t

0

Ṽ (t′)dt′ +
1

(i~)2

ˆ t

0

Ṽ (t′)(

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)dt′′)dt′

✹✻



+
1

(i~)3

ˆ t

0

Ṽ (t′)(

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)(

ˆ t′′

0

Ṽ (t′′′)U(t′′′, 0)dt′′′)dt′′)dt′

▲✬❡①♣%❡&&✐♦♥ ❞❡ U(t, 0) ♣%❡♥❞ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞✬✉♥ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥2 ❡♥ &0%✐❡ ❞♦♥2 ❧❡ 2❡%♠❡

❞✬♦%❞%❡ n ❡&2 ❞♦♥❝ ✿

1

(i~)n

ˆ t

0

Ṽ (t′)(

ˆ t′

0

Ṽ (t′′)(...

ˆ tn−1

0

Ṽ (tn)U(tn, 0)dtn)dt′′)dt′ ✭✸✳✼✮

▲❛ &0%✐❡ ❞❡ ❉②&♦♥ &✬0❝%✐2 ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥2 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥2✐❡❧❧❡ ✏❛✈❡❝ ❝❤%♦✲

♥♦❧♦❣✐❡✑✱ ❝✬❡&2✲C✲❞✐%❡ D✉✐ ♣%❡♥❞ ❧❛ ❢♦%♠❡ &✉✐✈❛♥2❡ ✿

U(t) = Oe 1

i~

´ t

0
dt′V (t′)

♦E O ❡&2 ❧✬♦♣0%❛2❡✉% ❞❡ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ✭✏2✐♠❡ ♦%❞❡%✐♥❣ ♦♣❡%❛2♦%✑✮ ❡2 2✐❡♥2 ❝♦♠♣2❡ ❞✉

❢❛✐2 D✉❡ ❧❡& ♦♣0%❛2❡✉%& V (t) ♥❡ ❝♦♠♠✉2❡♥2 ♣❛& C ♣%✐♦%✐ C ❞❡✉① ✐♥&2❛♥2& ❞✐✛0%❡♥2& ❀

✐❧ ✈0%✐✜❡ ❧❛ ♣%♦♣%✐020 &✉✐✈❛♥2❡ ✿

O [V (t)V (t′)] =




V (t)V (t′) t > t′

0 sinon
✭✸✳✽✮

I♦✉% D✉❛♥2✐✜❡% ❧✬❡✛❡2 ❞❡ ❧❛ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ &✉% ✉♥ ♣%♦✜❧ ❞❡ %❛✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❡①❛♠✐♥❡%

❧❛ ❞✐✛0%❡♥❝❡ ❡♥2%❡ ❧❡ %0&✉❧2❛2 ❡①❛❝2✱ ❝✬❡&2✲C✲❞✐%❡ ❜❛&0 &✉% ❧✬✉2✐❧✐&❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &0%✐❡ ❞❡

❉②&♦♥✱ ❡2 ✉♥ %0&✉❧2❛2 ♥0❣❧✐❣❡❛♥2 ❧❛ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ✿ ♦♥ %❡♠♣❧❛❝❡ ❛❧♦%& ❧✬♦♣0%❛2❡✉% ♣❛%

❧✬✉♥✐20✳ ❉❛♥& ❝❡ ❞❡%♥✐❡% ❝❛&✱ ❡♥ %❡♥♦♥K❛♥2 C 2❡♥✐% ❝♦♠♣2❡ ❞✉ ❢❛✐2 D✉❡ ❧✬♦♣0%❛2❡✉%

❞✬0✈♦❧✉2✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♠✉2❡ ♣❛& C ❞❡✉① ✐♥&2❛♥2& ❞✐✛0%❡♥2&✱ ❧✬❡①♣%❡&&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣0%❛2❡✉%

❞✬0✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥2 ✿

U(t) = e
1

i~

´ t

0
dt′V (t′)

✭✸✳✾✮

❉❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥2 ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬♦❜2❡♥✐% ♣♦✉% ❝❡%2❛✐♥❡& ❢♦%♠❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛2%✐❝❡

♣❡%2✉%❜❛2✐✈❡ V (t) ✉♥❡ &♦❧✉2✐♦♥ ❛♥❛❧②2✐D✉❡ ♣♦✉% ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✬❛✉2♦❝♦%%0❧❛2✐♦♥✱ D✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉2 ❛❧♦%& ❝♦♠♣❛%❡% ❛✈❡❝ ✉♥❡ &✐♠✉❧❛2✐♦♥ ♥✉♠0%✐D✉❡✱ ♣♦✉% ✉♥❡ ♠M♠❡ ❤✐&2♦✐%❡

❞❡ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝2%✐D✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞0❝♦✉✈%✐% ❝♦♠♠❡♥2 ❧❛ ♣%✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛

❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ❛❣✐2 &✉% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣%♦✜❧ ❞❡ %❛✐❡✳

✹✼



✸✳✷ ❉✐%❝'()✐%❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬(1✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤'5❞✐♥❣❡'

❊♥ "❡♣"%&❡♥'❛'✐♦♥ ❞✬✐♥'❡"❛❝'✐♦♥✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ♣❡"'✉"❜❛'✐♦♥ ♣❛" ❡✛❡' ❙'❛"❦✱

❧✬♦♣%"❛'❡✉" ❞✬%✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❜%✐' 6 ❧✬%7✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤"9❞✐♥❣❡"✱ ❝❡ 7✉✐ &✬%❝"✐' ✿

i~
dU(t)

dt
= V (t)U(t) ✭✸✳✶✵✮

♦B U(t) ❡&' ❧✬♦♣%"❛'❡✉" ❞✬%✈♦❧✉'✐♦♥✱ ❡' V (t) = −~d. ~E ❧❛ ♣❡"'✉"❜❛'✐♦♥ ❞✉❡ 6 ❧✬✐♥✲

'❡"❛❝'✐♦♥ ❡♥'"❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥' ❞✐♣♦❧❛✐"❡ ❞❡ ❧✬❛'♦♠❡✱

~d = −e~r, ❡' ❧❡ ❝❤❛♠♣ %❧❡❝'"✐7✉❡
♣❡"'✉"❜❛'❡✉" ❞✉ ♣❧❛&♠❛ 6 ❧✬❡♥❞"♦✐' ❞❡ ❧✬❛'♦♠❡✳ ▲❡ '❡♠♣& ❡&' ❞%❝♦✉♣% ❡♥ ♣❛& ∆t

%❣❛✉① ❡♥'"❡ ❡✉① 7✉✐ &%♣❛"❡♥' ❞❡✉① ✐♥&'❛♥'& &✉❝❝❡&&✐❢& '"H& ✈♦✐&✐♥&✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥&'"✉✐"❡

❧❛ ❞✐&❝"%'✐&❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬%7✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤"9❞✐♥❣❡"✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥&✐❞%"❡" ❞❡& ❛❝❝"♦✐&&❡♠❡♥'&

&✉♣♣♦&%& '"H& ❢❛✐❜❧❡& '❡❧& 7✉❡ ∆U(t) = U(t+∆t)−U(t) ❞❡ &♦"'❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' %❝"✐"❡ ✿

i~
U(t+∆t)− U(t)

∆t
= V (t)U(t) ✭✸✳✶✶✮

❆♣"H& ❞❡ &✐♠♣❧❡& ♠❛♥✐♣✉❧❛'✐♦♥& ❛❧❣%❜"✐7✉❡& ♦♥ ❛❜♦✉'✐' 6 ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ✿

U(t+∆t) =

(
1− i

~
V (t)∆t

)
U(t) ✭✸✳✶✷✮

❊♥ ❝♦♥&✐❞%"❛♥' ❡♥✜♥ 7✉✬❛✉ '❡♠♣& t = 0, U(0) = 1✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛" ✐'%"❛'✐♦♥& &✉❝✲

❝❡&&✐✈❡& &❡❧♦♥ n∆t = t ❧❛ ✈❛❧❡✉" ♥✉♠%"✐7✉❡♠❡♥' ❛♣♣"♦❝❤%❡ ❞❡ U(t) ♣❛" ❧✬❡①♣"❡&&✐♦♥ ✿

Un+1 =

(
1− i

~
Vn∆t

)
Un ✭✸✳✶✸✮

▲❡ ♣❛& ❞❡ '❡♠♣& ∆t ❞♦✐' L'"❡ ❝❤♦✐&✐ &✉✣&❛♠♠❡♥' ✜♥ ♣♦✉" 7✉❡ ❧✬%✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛✉'♦❝♦""%❧❛'✐♦♥ ♦❜'❡♥✉❡ ❛✉ ❢✉" ❡' 6 ♠❡&✉"❡ 6 ❝❤❛7✉❡ ♣❛& ❞❡ '❡♠♣& &♦✐'

&✉✣&❛♠♠❡♥' ❞%'❛✐❧❧%❡ ♣♦✉" ♣♦✉✈♦✐" "❡♣"%&❡♥'❡" ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥' ❧❛ "%❛❧✐'% &✐♠✉❧%❡✳

∆t %'❛♥' ❝❤♦✐&✐✱ ✐❧ "❡&'❡ 6 ❞%'❡"♠✐♥❡" ❧❡& %❧%♠❡♥'& ❞❡ ❧❛ ♠❛'"✐❝❡ ♣❡"'✉"❜❛'✐✈❡ ♣♦✉"

♣♦✉✈♦✐" ❡✛❡❝'✉❡" ❧❡& ❝❛❧❝✉❧& ✐'%"❛'✐❢&✳

✸✳✸ ▼❛)'✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡')✉'❜❛)✐♦♥ ❱✭)✮

❉❛♥& ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ❞❡ ❧✬❛♣♣"♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐"❡✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ❧❡& ❞✐✛%"❡♥'& %❧%✲

♠❡♥'& ❞❡ ❧❛ ♠❛'"✐❝❡ ♣❡"'✉"❜❛'✐✈❡ ♣♦✉" ▲②♠❛♥✲α V (t) = −~d. ~E 6 ♣❛"'✐" ❞❡& ❝♦♠♣♦✲

✹✽



 ❛♥#❡ ❞❡ ❧✬♦♣*+❛#❡✉+ ♠♦♠❡♥# ❞✐♣♦❧❛✐+❡ ❞❡ ❧✬❛#♦♠❡✱ ❡①♣+✐♠*❡ ❞❛♥ ❧❛ ❜❛ ❡ ❞❡ *#❛# 

♣+♦♣+❡ ❧✐* 2 ❧✬❡✛❡# ❙#❛+❦✱ ♣+✐ ❞❛♥ ❝❡# ♦+❞+❡ ✿ |200 >, |210 >, |211 >, |21− 1 >✱ ❡#

❞❡ ❝♦♠♣♦ ❛♥#❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ *❧❡❝#+✐9✉❡ ♣❡+#✉+❜❛#❡✉+✳ ❆ ♣❛+#✐+ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬*#❛# ❞❡

❧✬*❧❡❝#+♦♥ ❞❛♥ ❧✬❛#♦♠❡ ❞✬❤②❞+♦❣?♥❡✱ ❡# ❞❡  ❡ ♣+♦❥❡❝#✐♦♥  ❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦ ❛♥#❡ ❞❡

❧✬♦♣*+❛#❡✉+ ♣♦ ✐#✐♦♥ ❡①♣+✐♠*❡ ❞❛♥ ❧❛ ❜❛ ❡  ♣❤*+✐9✉❡ #❡❧❧❡ 9✉❡ r±1 = ∓ 1√
2
(x± iy)

❡# r0 = z✱ ♦♥ ♦❜#✐❡♥#✱ ❡♥ ✉♥✐#* ❛#♦♠✐9✉❡ ✱ ❧❡ *❧*♠❡♥# ❞❡ ♠❛#+✐❝❡ ❞❡ d−1, d+1 ❡#

d0✳ ▲❡ #❡+♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧  ♦♥# ❞♦♥♥* ♣❛+ ✿

zn
′l+1m

nlm =

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 3)(2l + 1)
Rn′l+1

nl ✭✸✳✶✹✮

zn
′l−1m

nlm =

√
l2 −m2

(2l + 1)(2l − 1)
Rn′l−1

nl ✭✸✳✶✺✮

❛✈❡❝ ✿

Rn′l
n,l−1 = Rn′,l−1

nl = −3
2
n
√
n2 − l2 ✭✸✳✶✻✮
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√
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√
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√
2

❛✐♥ ✐ 9✉❡ ✿
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√
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❞✬♦# ✿ < 21− 1|z|200 >= 3
√
2 ❡& < 200|z|211 >= −3

√
2

❉❡ (♦)&❡ *✉✬♦♥ ♦❜&✐❡♥& ♣♦✉) ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡( ❝♦♠♣♦(❛♥&❡( ❞❡

~d ✿

d−1 = +
1√
2
ea0
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√
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√
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√
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✭✸✳✷✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ❛♣)=( ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣)♦❞✉✐& &❡♥(♦)✐❡❧ ❞❡ ❝❡( ❣)❛♥❞❡✉)(✱ &❡❧ *✉❡ ✿

~d. ~E =

(−1)−1d−1.E+1 + (−1)0d0.Ez + (−1)1d+.E−✱ ♦♥ ❛❜♦✉&✐& ( ✿

~d. ~E = 3ea0
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✭✸✳✷✷✮
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√
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V (t) = −~d. ~E = 3ea0
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3
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-✉❡ ♥♦✉/ ❝♦♥/✐❞'+♦♥/ ❡/* ❞❛♥/ ✉♥❡ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ✜①❡ -✉❡ ♥♦✉/ ❝❤♦✐/✐//♦♥/ ❞❛♥/ ❧❡ ♣❧❛♥

①✱②✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦++'❧❛*✐♦♥ ❞✉ ❞✐♣C❧❡ ❡/* ✐♥✈❛+✐❛♥*❡ /✐ ♦♥ +❡❢❛✐* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉+ ✉♥❡

❛✉*+❡ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✜①❡✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ✈'+✐✜' ♥✉♠'+✐-✉❡♠❡♥* -✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥

❞❡ ❝♦++'❧❛*✐♦♥ ❞✉ ❞✐♣C❧❡ ♥❡ ❞'♣❡♥❞ ♣❛/ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣✳ <♦✉+

✉♥ ❝❤❛♠♣ ✜①❡ ✉♥✐-✉❡ ❛♣♣❧✐-✉' /♦✉/ ❧❛ ❢♦+♠❡ ❞✬✉♥ ❝+'♥❡❛✉✱ ❧❡/ ❝❛❧❝✉❧/ ♥❡ /♦♥* ♣❛/

❛✛❡❝*'/ ♣❛+ ❧❛ ❝❤+♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ❡* ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ✉*✐❧✐/❡+ ❧❛ /♦❧✉*✐♦♥ ❞♦♥♥'❡ ♣❛+ ❧✬'-✉❛*✐♦♥

✸✳✷✽✳ ❙✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✶✱ ♦♥ ❛ +❡♣♦+*' ❧✬❡✛❡* /✉+ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦++'❧❛*✐♦♥ ❞✉ ❞✐♣C❧❡

❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐-✉' ♣❡♥❞❛♥* ✉♥ ✐♥*❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ *❡♠♣/ ∆τ ✭❡♥*+❡ τ = 5 ❡* τ = 25

❞❛♥/ ♥♦/ ✉♥✐*'/ ❛+❜✐*+❛✐+❡/✮ ♣♦✉+ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✉♥✐*' ✭❝♦✉+❜❡ ❡♥ *+❛✐* ❝♦♥*✐♥✉✮ ❡* ✉♥

❝❤❛♠♣ ❞♦✉❜❧' ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❝♦✉+❜❡ ❡♥ *✐+❡*/✮✳

❖♥ ♣❡✉* ✈♦✐+ /✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ -✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦++'❧❛*✐♦♥ /✉❜✐* ✉♥❡ ♦/❝✐❧❧❛*✐♦♥

❤❛+♠♦♥✐-✉❡ ♣❡♥❞❛♥* ❧✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ❡* -✉✬= ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡**❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥✱ ❧❛

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦++'❧❛*✐♦♥ ❝♦♥/❡+✈❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ♣+✐/❡ ❛✉ ❞❡+♥✐❡+ *❡♠♣/ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥✳ ▲❛

❢+'-✉❡♥❝❡ ωE ❞❡ ❧✬♦/❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❡/* ♣+♦♣♦+*✐♦♥♥❡❧❧❡ = ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❖♥

✈♦✐* /✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ❧✬❡✛❡* ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥* ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ -✉✐ ❡/* ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥*

❞❡ ❧❛ ❢+'-✉❡♥❝❡ ❞✬♦/❝✐❧❧❛*✐♦♥ ✭❝♦✉+❜❡ ❡♥ *✐+❡*/✮✳

✸✳✻ ❈❛❧❝✉❧( ❛✈❡❝ ❝❤❛♠♣ 0♦✉3♥❛♥0

❉❡ *❡❧❧❡/ /✐*✉❛*✐♦♥/ ❡①✐/*❡♥* +'❡❧❧❡♠❡♥* ❞❛♥/ ❧❡/ ❞✐/♣♦/✐*✐❢/ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥* ♠❛❣♥'✲

*✐-✉❡ ❞❡ ♣❧❛/♠❛/ ✭♣❛+*✐❝✉❧✐6+❡♠❡♥* ❞❛♥/ ❧❡/ ❚♦❦❛♠❛❦ -✉✐ '*✉❞✐❡♥* ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐*' ❞❡

❢✉/✐♦♥ *❤❡+♠♦♥✉❝❧'❛✐+❡ ❝♦♥*+C❧'❡✮✱ ♦R ❝♦♥/*❛♠♠❡♥* ❧❡/ ♣❛+*✐❝✉❧❡/ ❝❤❛+❣'❡/ /♦♥* /✉/✲

❝❡♣*✐❜❧❡/ ❞❡ ❣'♥'+❡+ ❞❡/ ❝❤❛♠♣/ *♦✉+♥❛♥* = ✈✐*❡//❡ ❝♦♥/*❛♥*❡✱ ❞✉ ❢❛✐* ❞❡ ❧❛ ♣+'/❡♥❝❡

❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥'*✐-✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥*✱ ✐♥*❡♥/❡ ✭-✉❡❧-✉❡/ *❡/❧❛/✮✱ ❡* ❝♦♥/*❛♥*✳

▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✷ ♠♦♥*+❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✬❛✉*♦❝♦++'❧❛*✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐+❡ ♦❜*❡♥✉❡ ♣❛+ ❝❛❧❝✉❧
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❞✉❧❡ ❡( ❡♥ ❞✐,❡❝(✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉,❜❡ ❜❧❡✉❡ ❡♥ (,❛✐( ♣❧❡✐♥ ♠♦♥(,❡ ❧✬♦<❝✐❧❧❛(✐♦♥ ♦❜(❡♥✉❡

❞✉,❛♥( ❧❡ (❡♠♣< ∆τ = 20 ❡♥ ❞♦♥♥-❡< ❛,❜✐(,❛✐,❡<✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉, ❧❡ ♠>♠❡ ✐♥(❡,✈❛❧❧❡ ❞❡

(❡♠♣< ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ,♦✉❣❡ ❡♥ (✐,❡(< 6✉✐ ♠♦♥(,❡ 6✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬✐♥(❡♥<✐(- ❞✉

❝❤❛♠♣✱ ♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛ ❢,-6✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦<❝✐❧❧❛(✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ❋♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❝♦,,-❧❛(✐♦♥ ♦❜(❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡3 ❝❤❛♠♣3 (♦✉,♥❛♥(3✱ ❧♦,38✉❡ ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ♥❡ (✐❡♥( ♣❛3 ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤,♦♥♦❧♦❣✐❡✳

♥✉♠-,✐8✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡3 ❝❤❛♠♣3 (♦✉,♥❛♥(3 ❞♦♥( ❧❡3 ♣✉❧3❛(✐♦♥3 3♦♥( ❝♦♥3(❛♥(❡3✱ ❧♦,38✉❡

❧✬♦♥ ♥❡ (✐❡♥( ♣❛3 ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤,♦♥♦❧♦❣✐❡✳

❖♥ ❛ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❞❡✉① ❢,-8✉❡♥❝❡3✱ ❧❛ ❢,-8✉❡♥❝❡ ωE ❧✐-❡ > ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞✉ ❝❤❛♠♣

-❧❡❝(,✐8✉❡ 8✉✐ ♣,♦✈♦8✉❡ ❧✬♦3❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✜①❡ ✭❝❡((❡ ❢,-8✉❡♥❝❡ ❡3( ♣,♦♣♦,✲

(✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ -❧❡❝(,✐8✉❡✮✱ ❡( ❧❛ ❢,-8✉❡♥❝❡ ❞❡ ,♦(❛(✐♦♥ ωR ✳ ❉❛♥3

❧❡ ❝❛3 3❛♥3 ❝❤,♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❝♦,,-❧❛(✐♦♥ ❞✉ ❞✐♣D❧❡ ,-♣♦♥❞ ♣❛, ✉♥❡ ♦3❝✐❧✲

❧❛(✐♦♥ ♣-,✐♦❞✐8✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢,-8✉❡♥❝❡ ✉♥✐8✉❡ ♣,♦♣♦,(✐♦♥♥❡❧❧❡ > ❧❛ ❢,-8✉❡♥❝❡ ωR ❞❡

,♦(❛(✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①❝✐(❛(❡✉,✱ ❞❛♥3 ❧❡3 ❝❛3 ♦E ωR > ωE✳ ❉❛♥3 ❧❡3 ❝❛3 ❝♦♥(,❛✐,❡3✱

❧✬♦3❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❝♦♠♣,❡♥❞ ♣❧✉3✐❡✉,3 ❢,-8✉❡♥❝❡3✳ ▲❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❝❡((❡ ♦3❝✐❧❧❛(✐♦♥ ❞-♣❡♥❞ ❞❡3

✈❛❧❡✉,3 ,❡3♣❡❝(✐✈❡3 ❞✉ ❝❤❛♠♣ -❧❡❝(,✐8✉❡ ❡( ❞❡ ❧❛ ❢,-8✉❡♥❝❡ ❞❡ ,♦(❛(✐♦♥ ✸✳✷✳

❙✐ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ♦♥ ❡✛❡❝(✉❡ ❧❡3 ❝❛❧❝✉❧3 ❡♥ ♣,❡♥❛♥( ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥( ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❧❛

❝❤,♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ❞❡3 ,-3✉❧(❛(3 3❡♥3✐❜❧❡♠❡♥( ❞✐✛-,❡♥(3✳

❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ♦E ωR > ωE✱ ♦♥ ♣❡✉( ♦❜3❡,✈❡, ❞❡3 ♦3❝✐❧❧❛(✐♦♥3 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛,❛❝(I,❡
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 ✉❛#✐✲♣'(✐♦❞✐ ✉❡✳ ❖♥ ♦❜#❡(✈❡ #✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✸ ❧❛ #✉♣❡(♣♦#✐5✐♦♥ ❞❡# ❞❡✉① ❢(' ✉❡♥❝❡#

❞✬♦#❝✐❧❧❛5✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡# ❛♠♣❧✐5✉❞❡# ❞✐✛'(❡♥5❡#✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ♦= ωR < ωE✱ ♦♥ ♣❡✉5

♦❜#❡(✈❡( ❞❡# ♦#❝✐❧❧❛5✐♦♥# ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡#✱ ♠❛✐# 5♦✉❥♦✉(# ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛(❛❝5@(❡  ✉❛#✐✲

♣'(✐♦❞✐ ✉❡✳ ■❧ ❡#5 ✐♥5'(❡##❛♥5 ❞❡ ❝♦♠♣❛(❡( ❧❡# ❝❛# ❛✈❡❝ ❡5 #❛♥# ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦(5'#

#✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✹✳❖♥ ❝♦♥#5❛5❡  ✉❡ (❡5❡♥✐( ❧❛ ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡ ('#✉❧5❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♠♣♦(5❡♠❡♥5

♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛(5✐❝✉❧✐❡( ❞❡# ♣'(✐♦❞❡# ❞❡ 5❡♠♣# ♦= ❧❛ ❞'❝♦(('❧❛5✐♦♥ ❡#5

❢♦(5❡♠❡♥5 ❛♠♣❧✐✜'❡ #✐ ♦♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛(❡ ❛✉ ❝❛# #❛♥# ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ❛❧5❡(♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝
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♥♦♥ ♣'(✐♦❞✐ ✉❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦(('❧❛5✐♦♥ ❞✉ ❞✐♣F❧❡ ✸✳✺ ❛✈❡❝ ❞❡# ❢(' ✉❡♥❝❡#  ✉✐

#♦♥5 ❞❡# ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥# ❞❡ ωE ❡5 ωR✳ ❖♥ ♣❡✉5 ❛✉##✐ (❡♠❛( ✉❡(  ✉❡ ♣♦✉( ❝❡(5❛✐♥#

❞♦♠❛✐♥❡# ❞❡ ♣❛(❛♠@5(❡# ♦♥ ♦❜#❡(✈❡ ✉♥ ♣❤'♥♦♠@♥❡ ❞❡ ❜❛55❡♠❡♥5✱ ❝♦♠♠❡ #✉( ❧❛

✜❣✉(❡ ✸✳✻✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦#❝✐❧❧❛5✐♦♥ (❛♣✐❞❡ I ❧❛ ❢(' ✉❡♥❝❡ (ωE + ωR) /2✱ ❡5 ✉♥❡ ❢(' ✉❡♥❝❡

❧❡♥5❡ | (ωE − ωR) |/2✳
▲✬♦❜#❡(✈❛5✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ✜❣✉(❡# ♠♦♥5(❡  ✉❡ ❧❡ #♣❡❝5(❡ ❞❡# ❢(' ✉❡♥❝❡# ❝♦♥5❡♥✉❡# ❞❛♥#

❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✬❛✉5♦❝♦(('❧❛5✐♦♥✱ ❧♦(# ✉✬♦♥ ♣(❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣5❡ ❧❛ ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ❡#5 ♣❧✉#

(✐❝❤❡ ❡5 ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡  ✉❡ ❧♦(# ✉✬♦♥ ✐❣♥♦(❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡# ❡✛❡5# ❞❡ (♦5❛5✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣

'❧❡❝5(✐ ✉❡ ❝♦♥5(✐❜✉❡♥5 ❞♦♥❝✱ I 5(❛✈❡(# ❧❛ ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡✱ I ❧✬'❧❛(❣✐##❡♠❡♥5 ❞✉ ♣(♦✜❧✳

▲✬❡♥(✐❝❤✐##❡♠❡♥5 ❢(' ✉❡♥5✐❡❧ ❞'♣❡♥❞ ♠❛♥✐❢❡#5❡♠❡♥5✱ ♥♦♥ #❡✉❧❡♠❡♥5 ❞❡ ❧❛ ❢(' ✉❡♥❝❡

❞❡ (♦5❛5✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ♠❛✐# ❛✉##✐ ❞❡ ❧✬✐♥5❡♥#✐5' ❞❡ ❝❡ ❞❡(♥✐❡(✱ #❡❧♦♥ ❞❡# ♠♦❞❛❧✐5'#  ✉✐

♣❛(❛✐##❡♥5 ❞✐✣❝✐❧❡# I ❞'5❡(♠✐♥❡( ❞❡ ♣(✐♠❡ ❛❜♦(❞✱ ❡5  ✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞(❛✐5 ❞✬❡①❛♠✐♥❡(

♣❧✉# ♣('❝✐#'♠❡♥5 #✐ ❧✬♦♥ #♦✉❤❛✐5❛✐5 ❝♦♥♥❛L5(❡ ❧❡ ❞'5❛✐❧ ❞✉ (F❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛

❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❣'♥'(❛❧❡  ✉✐ ♥♦✉# ✐♥5'(❡##❡ I ❝❡ #5❛❞❡✱ ❝✬❡#5  ✉❡ ❧❛ ❝❤(♦♥♦❧♦❣✐❡ #❡♠❜❧❡

❜✐❡♥ ♥❡ ♣❛# ❞❡✈♦✐( E5(❡ ✐❣♥♦('❡ ♣♦✉(  ✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦(('❧❛5✐♦♥ ♣✉✐##❡ (❡♣('#❡♥5❡(

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥5 ❧✬'✈♦❧✉5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛5♦♠❡ ❡♥ ♣('#❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ '❧❡❝5(✐ ✉❡✳

❈❡# ♣(❡♠✐@(❡# ❝♦♥#5❛5❛5✐♦♥# ❝♦♥❞✉✐#❡♥5 ♠❛✐♥5❡♥❛♥5 5♦✉5 ♥❛5✉(❡❧❧❡♠❡♥5 I ❡①❛♠✐✲

♥❡( ❧❡ ❝❛# ('❛❧✐#5❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ '❧❡❝5(✐ ✉❡ ♣(♦❞✉✐5 ♣❛( ✉♥❡ ♣❛(5✐❝✉❧❡ ❝❤❛(❣'❡ ♣❛##❛♥5 I

♣(♦①✐♠✐5' ❞❡ ❧✬❛5♦♠❡ '♠❡55❡✉( #❡❧♦♥ ✉♥❡ 5(❛❥❡❝5♦✐(❡ ❞(♦✐5❡✱ ❡5  ✉✐ ✈❛ ❛✉5♦♠❛5✐ ✉❡✲

♠❡♥5 ✐♥❞✉✐(❡ ❞❡# ❝♦♠♣♦#❛♥5❡# ❞❡ (♦5❛5✐♦♥✱ 5♦✉5 #♣'❝✐❛❧❡♠❡♥5 ❧♦(# ✉❡ ❧❛ ♣❛(5✐❝✉❧❡ ❡#5

❧❛ ♣❧✉# ♣(♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛5♦♠❡ ❞❛♥# #♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥5✳
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❝❤❛♠♣ 1♦✉)♥❛♥1 ❡+1 ♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦+❝✐❧❧❛1✐♦♥ ❧✐4❡ 8 ❧✬✐♥1❡♥+✐14 ❞✉ ❝❤❛♠♣ 4❧❡❝1)✐6✉❡✳ ▲❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ▼✐&❡ ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❤)♥♦♠3♥❡ ❞❡ ❜❛66❡♠❡♥6 ❡♥67❡ ❧❛ ❢7):✉❡♥❝❡

❞✬♦&❝✐❧❧❛6✐♦♥ ❧✐)❡ ; ❧✬✐♥6❡♥&✐6) ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ❡6 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐6❡&&❡ ❞❡ 7♦6❛6✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣

✭❝❛❧❝✉❧ 6❡♥❛♥6 ❝♦♠♣6❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤7♦♥♦❧♦❣✐❡✮✳
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✸✳✼ ❈❛❧❝✉❧( ❛✈❡❝ ❝❤❛♠♣ ♣.♦❞✉✐2 ♣❛. ✉♥❡ ❝♦❧❧✐(✐♦♥

❙✉" ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥* ❞❡+ ♦❜+❡"✈❛*✐♦♥+ ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❡✛❡❝*✉2+ ❛✈❡❝ ❞❡+ ❝❤❛♠♣+ +✐♠♣❧❡+✱

6✉✐ ♦♥* ❧❡ ♠2"✐*❡ ❞✬❛♣♣♦"*❡" ❞❡+ 2❧2♠❡♥*+ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡✱ ♠❛✐+ 8 ♣❛"*✐" ❞❡ +✐*✉❛✲

*✐♦♥+ ♣❧✉+ ❛❝❛❞2♠✐6✉❡+ 6✉❡ "2❛❧✐+*❡+✱ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐+✐♦♥ +✬❛♥♥♦♥❝❡ 6✉❛♥* 8 ❡❧❧❡

✐♥*2"❡++❛♥*❡✳

<♦✉" ❞❡+ "❛✐+♦♥+ ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐*2+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 6✉✐ ♥✬❡♥❧=✈❡♥* ❛✉❝✉♥❡ ❣2♥2"❛❧✐*2 ❛✉①

"2+✉❧*❛*+✱ ♦♥ ❝❤♦✐+✐* ❞✬2❝"✐"❡ ❧✬26✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤"@❞✐♥❣❡" ❞❡ ❧✬❛*♦♠❡ 2♠❡**❡✉" ❞❛♥+

✉♥ "2❢2"❡♥*✐❡❧ ♦A ❧✬❛①❡ z *♦✉"♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝*"✐6✉❡✱ 8 ❧✬❡♥❞"♦✐* ♦A +❡ *"♦✉✈❡

❧✬❛*♦♠❡ ❤②❞"♦❣=♥❡ 2♠❡**❡✉"✳ ❖♥ +✉♣♣♦+❡ 6✉❡ ❝❡ ❞❡"♥✐❡" ❡+* ❡①❝✐*2 8 ❧✬2*❛* n = 2

❛✈❛♥* ❧❡ ♣❛++❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ♣❡"*✉"❜❛*❡✉"✱ ❡* ♦♥ ♠=♥❡ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❝♦♠♠❡ ♣"2❝2❞❡♠♠❡♥*✱

+❛♥+ ♣"✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❧❛ +*"✉❝*✉"❡ ✜♥❡✳ ❖♥ ❝♦♥+*❛*❡ 6✉❡ ❧❛ ❢♦"❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐+✐♦♥

✭♣"♦①✐♠✐*2 ❞❡ ❧❛ *"❛❥❡❝*♦✐"❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❛*♦♠❡✮ ❡♥*"❛G♥❡ ❞❡+ ❢♦"♠❡+

❞❡ ❢♦♥❝*✐♦♥+ ❞✬❛✉*♦❝♦""2❧❛*✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐"❡ ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥ ♣❧✉+ ♦+❝✐❧❧❛♥*❡+✳ ❈♦♠♠❡ ❝"✐*="❡

♣❡"♠❡**❛♥* ❞❡ 6✉❛❧✐✜❡" ❧✬✐♠♣♦"*❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐+✐♦♥✱ ♦♥ ❞2*❡"♠✐♥❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣❤❛+❡

α *❡❧ 6✉❡ ✿

α = −1
~

ˆ +∞

−∞
Vij (t

′) dt′ ✭✸✳✷✾✮

♦A Vij ❡+* ✉♥ 2❧2♠❡♥* ❞❡ ♠❛*"✐❝❡ *②♣✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛*"✐❝❡ ♣❡"*✉"❜❛*✐✈❡ V (t)✳

▲♦"+6✉❡ ❝❡* ❛♥❣❧❡ ❡+* ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞❡ π✱ ♦♥ ♦❜+❡"✈❡ +✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✼ ✉♥❡ ❞2❝♦""2❧❛*✐♦♥

♣❧✉+ "❛♣✐❞❡✱ ❞❛♥+ ✉♥❡ ♣"♦♣♦"*✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞❡ ✹✵✪✱ ❧♦"+6✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ *✐❡♥* ❝♦♠♣*❡

❞❡ ❧❛ ❝❤"♦♥♦❧♦❣✐❡✱ ❥✉+*❡ ❛♣"=+ ❧❡ ♣❛++❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❞❡✈❛♥* ❧✬❛*♦♠❡ ❧♦"+6✉✬✐❧ ❡♥ ❡+* ❧❡

♣❧✉+ ♣"♦❝❤❡✳

<♦✉" ♦❜*❡♥✐" ✉♥❡ ♣❡"*✉"❜❛*✐♦♥ +❡♥+✐❜❧❡♠❡♥* ♣❧✉+ ✐♥*❡♥+❡✱ ♦♥ "❛♣♣"♦❝❤❡ ❧❛ *"❛✲

❥❡❝*♦✐"❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❞❡ +♦"*❡ 6✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣❡"*✉"❜❛*✐♦♥ +♦✐* ❝❡**❡ ❢♦✐+ ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞❡

10π✳ ❉❛♥+ ❝❡**❡ +✐*✉❛*✐♦♥ 6✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉* ♦❜+❡"✈❡" +✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✽ ♦♥ ❝♦♥+*❛*❡ 6✉✬✉♥❡

♦+❝✐❧❧❛*✐♦♥ ✐♠♣♦"*❛♥*❡ ♣"❡♥❞ ♥❛✐++❛♥❝❡✱ 8 ❧✬❛♣♣"♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥✱ ❡* +❡ ♣♦✉"+✉✐* ❡♥+✉✐*❡

❞❛♥+ ❞❡+ ♣"♦♣♦"*✐♦♥+ +❡♠❜❧❛❜❧❡+✱ ❧❛ ❞2❝♦""2❧❛*✐♦♥ 2*❛♥* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉+ +✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡

❧♦"+6✉❡ ❧❛ ❝❤"♦♥♦❧♦❣✐❡ ❡+* ♣"✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡✳ ❖♥ ♣❡✉* ✐♥*❡"♣"2*❡" ❝❡ ♣❤2♥♦♠=♥❡ ❝♦♠♠❡

2*❛♥* ❧✐2 8 ❧❛ ♥♦♥✲❛❞✐❛❜❛*✐❝✐*2 ❞❡ ❧❛ *"❛♥+✐*✐♦♥✱ ❞♦♥* ♦♥ +❛✐* 6✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥*"✐❜✉❡ ❞❡ ❢❛T♦♥

+✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡ 8 ❧❛ ❞2❝♦""2❧❛*✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉* ♠❛✐♥*❡♥❛♥* +✬✐♥*2"❡++❡" 8 ✉♥ ❣"❛♥❞ ♥♦♠❜"❡

❞❡ ❝♦❧❧✐+✐♦♥+ ♣♦✉" ❡♥ ♣"❡♥❞"❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡* ❞2*❡"♠✐♥❡" ❧❡ ♣"♦✜❧ ▲②♠❛♥✲α ♣♦✉" ✉♥
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♣♦✉. ✉♥❡ ♣❡.(✉.❜❛(✐♦♥ ♠♦❞/./❡ ✭❝.✐(;.❡ α = π✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ $%♦✜❧) ▲②♠❛♥✲α ❝❛❧❝✉❧2) ♣♦✉% ✉♥❡ ❞❡♥)✐72 N = 1014cm−3, ❡7 ✉♥❡

7❡♠♣2%❛7✉%❡ T = 1 eV ✱ ♦❜7❡♥✉) ♣❛% )✐♠✉❧❛7✐♦♥ ♥✉♠2%✐:✉❡ ✭7%❛✐7 ❝♦♥7✐♥✉✮✱ )❛♥) ♣%✐)❡

❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ✭❝❡%❝❧❡)✮✱ ❡♥ ❛♣♣♦①✐♠❛7✐♦♥ ✐♠♣❛❝7 ♣♦✉% ❧❡) 2❧❡❝7%♦♥)

)❡✉❧) ✭7%❛✐7 ❡♥ 7✐%❡7)✮ ❡7 ❡♥ ❛♣♣%♦①✐♠❛7✐♦♥ ✐♠♣❛❝7 ♣♦✉% ❧❡) ✐♦♥) ❡7 ❧❡) 2❧❡❝7%♦♥)

✭♣♦✐♥7✐❧❧2)✮✳

♣❧❛)♠❛ ❞❛♥) ❧❡:✉❡❧ ❧❛ ❞❡♥)✐72 N = 1014cm−3
❡7 ❧❛ 7❡♠♣2%❛7✉%❡ T = 1 eV ✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✾ ♠♦♥7%❡ ❧❡) %2)✉❧7❛7) ❞❡) ❝❛❧❝✉❧) ♦❜7❡♥✉) ❛✈❡❝ ❡7 )❛♥) ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡✱

❡7 ❞❛♥) ❧❛ ❧✐♠✐7❡ ✐♠♣❛❝7 ❛✈❡❝ ❧❡) 2❧❡❝7%♦♥) )❡✉❧) ❞✬✉♥❡ ♣❛%7✱ ❡7 ❛✈❡❝ 2❧❡❝7%♦♥) ❡7

✐♦♥) ❞✬❛✉7%❡ ♣❛%7✳ ❖♥ ❝♦♥)7❛7❡ :✉❡ ♠❛♥✐❢❡)7❡♠❡♥7 ❧✬2❧❛%❣✐))❡♠❡♥7 ❞❡ ❧❛ %❛✐❡ ♣%❡♥❛♥7

❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❧❛ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ❡)7 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉) ✐♠♣♦%7❛♥7✱ ❝❡ :✉✐ ❡♥7%❛D♥❡ ❧❛ ♥2❝❡))✐72

❞❡ ❧❛ %❡)♣❡❝7❡% ♣♦✉% ♦❜7❡♥✐% ✉♥ ♣%♦✜❧ %2❛❧✐)7❡ ♣♦✉% ▲②♠❛♥✲α ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥✬❡♥ 7✐❡♥7 ♣❛)

❝♦♠♣7❡✱ ♦♥ ✈♦✐7 2❣❛❧❡♠❡♥7 :✉❡ ❧❡ ♣%♦✜❧ ❞❡✈✐❡♥7 )✐♠✐❧❛✐%❡ F ❝❡❧✉✐ :✉✬♦♥ ♦❜7✐❡♥7 ❛✈❡❝ ❧❛

❝♦♠♣♦)❛♥7❡ ✐♠♣❛❝7 2❧❡❝7%♦♥✐:✉❡ )❡✉❧❡✳ ❉❛♥) ❧❡) ❝♦♥❞✐7✐♦♥) ♣❤②)✐:✉❡) ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❞❡

♣❧❛)♠❛ ❝♦♥)✐❞2%2✱ ❧❛ )♦❧✉7✐♦♥ ❡①❛❝7❡ ❡)7 ❡♥ ❢❛✐7 ♣❧✉) ♣%♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣%♦✜❧ ♦❜7❡♥✉ ♣♦✉%

❧❡) ✐♦♥) ❡7 ❧❡) 2❧❡❝7%♦♥) F ❧❛ ❢♦✐)✱ ❧❛ %❛✐❡ ♦❜7❡♥✉❡ 27❛♥7 ♣❧✉) ❧❛%❣❡ :✉✬❛✈❡❝ ❧❡) 2❧❡❝7%♦♥)

)❡✉❧) ❞❛♥) ✉♥❡ ♣%♦♣♦%7✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❧❛ %❛❝✐♥❡ ❝❛%%2 ❞✉ %❛♣♣♦%7 ❞❡) ♠❛))❡) ❡♥7%❡

✐♦♥ ❡7 2❧❡❝7%♦♥✳

▲❡ %❡)♣❡❝7 ❞❡ ❧❛ ❝❤%♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥) 7♦✉7❡ ♠♦❞2❧✐)❛7✐♦♥ ❡)7 ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♠♣2%❛7✐❢ F

♣%❡♥❞%❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❞❛♥) ✉♥ ❢♦%♠❛❧✐)♠❡ ❛✜♥ ❞✬2✈✐7❡% ❞❡ ♣❡%❞%❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦%♠❛7✐♦♥
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 ✉❜✐❡ ♣❛+ ✉♥ 3♠❡''❡✉+ ❞❛♥ ❧❡ '❡♠♣ ✱  ✐ ❡❧❧❡ ❡ ' ❛❧3❛'♦✐+❡ ❡♥ ❞✐+❡❝'✐♦♥ ❡' ❡♥ ✐♠♣♦+✲

'❛♥❝❡✱ ♥✬❡♥ ♦❜3✐' ♣❛ ♠♦✐♥ ❝❡♣❡♥❞❛♥' 8 ❞❡ ♣+♦♣+✐3'3  '❛'✐ '✐9✉❡ ✱ ❡' ♦♥ ❡ ' ❢♦♥❞3

8 ❡♥✈✐ ❛❣❡+ ✉♥ ❢♦+♠❛❧✐ ♠❡ 9✉✐ ♣✉✐  ❡ ❝♦♥'❡♥✐+ ❧❡ +❡ ♣❡❝' ❞❡ ❧❛ ❝❤+♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❢❛<♦♥

✐♥'+✐♥ =9✉❡✱ '♦✉' ❡♥ ♠❡''❛♥' 8 ♣+♦✜' ❞❡ +❡♣+3 ❡♥'❛'✐♦♥ ❢♦♥❞3❡  ✉+ ❞❡ ❝♦♥ ✐❞3+❛✲

'✐♦♥ ♣❤② ✐9✉❡ ✱ ❞❡ ♣+♦♣+✐3'3  '❛'✐ '✐9✉❡ ❞❡ ❧✬3✈♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝+♦❝❤❛♠♣ 3❧❡❝'+✐9✉❡✳

❈❡❧✉✐✲❝✐✱ 8 ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥ ✐❞3+❡+ ❝♦♥ '❛♥' ♣❛+ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ '❡♠♣  ✉✣ ❛♠✲

♠❡♥' ♣❡'✐' ✱ ♣❡+♠❡' ❞❛♥ ❝❡ ❝❛ ❞❡ +3 ♦✉❞+❡ ❧✬39✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤+B❞✐♥❣❡+  ✐♠♣❧❡♠❡♥'✱

❡' ❞✬❡♥✈✐ ❛❣❡+✱ 8 '+❛✈❡+ ✉♥❡ ♠♦❞3❧✐ ❛'✐♦♥  '♦❝❤❛ '✐9✉❡✱ ❞✬❡♥ '✐+❡+ ❞❡ 39✉❛'✐♦♥ ❝✐✲

♥3'✐9✉❡ ❢♦✉+♥✐  ❛♥' ❞❡ ♦✉'✐❧ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡ ♥❛'✉+❡ 8 ❡♥+✐❝❤✐+ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐  ❛♥❝❡ ❞❡ 

❝❛✉ ❡ ❞✬3❧❛+❣✐  ❡♠❡♥'✳ ❯♥❡ '❡❧❧❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♥✬❡ ' ❞✬❛✐❧❧❡✉+ ♣❛  ❛♥ +❛♣♣❡❧❡+ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❧✬✐♥'3❣+❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♠✐ ❡ 8 ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥ ❛✉ ❞3❜✉' ❞❡ ❝❡ '+❛✈❛✐❧✱ ❢♦♥❞3❡  ✉+ ✉♥❡

 ✉❝❝❡  ✐♦♥ ❞✬♦♣3+❛'❡✉+ ❞✬3✈♦❧✉'✐♦♥ '+= ♣+♦❝❤❡ ❧❡ ✉♥ ❞❡ ❛✉'+❡ ❞❛♥ ❧❡ '❡♠♣ ✱

❝❛+ ❝♦♥❝❡+♥❛♥' ❞❡ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ '❡♠♣  ✉✣ ❛♠♠❡♥' ❝♦✉+' ✳ ❆ ♣❛+'✐+ ❞✉ ♠♦♠❡♥'

♦F ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥ ✐❞=+❡ ♣❧✉ ❞❡ ✐♥'❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ '❡♠♣ ❞✬❛''❡♥'❡ ❡♥'+❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉+ ❞✐❢✲

❢3+❡♥'❡ ❞✉ ♠✐❝+♦❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞✉+3❡ ✐❞❡♥'✐9✉❡ ✱ ❡' 9✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♦❜3✐  ❡♥' 8 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

♣+♦❜❛❜✐❧✐'3✱ ✉♥❡ ♠♦❞3❧✐ ❛'✐♦♥ ♣❛+ ♣+♦❝❡  ✉  '♦❝❤❛ '✐9✉❡ ❞❡✈✐❡♥' ♣♦  ✐❜❧❡✳
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♠✐❝&♦❝❤❛♠♣

❯♥❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ )*❛*✐)*✐,✉❡ ❡* ♣%♦❜❛❜✐❧✐)*❡ ❞❡ ❧✬2✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❛♥) ❧❡ *❡♠♣) ❞✉ ♠✐❝%♦✲

❝❤❛♠♣ 2❧❡❝*%✐,✉❡ ❣2♥2%2 ♣❛% ❧❡) ✐♦♥) ❞✬✉♥ ♣❧❛)♠❛✱ ❡* ♣❡%♠❡**❛♥* ❞❡ ♠♦❞2❧✐)❡% ❡*

❝❛❧❝✉❧❡% ❧✬❡✛❡* ❙*❛%❦✱ ❛ 2*2 ✐♥✐*✐2❡ ❡♥ ✶✾✼✵ ♣❛% ❋%✐)❝❤ ❡* ❇%✐))❛✉❞✳ ❈❡**❡ ♠2*❤♦❞❡

✭▼▼▼ ✿ ▼2*❤♦❞❡ ❞✉ ▼✐❝%♦❝❤❛♠♣ ▼♦❞F❧❡✮ )❡ ❢♦♥❞❡ )✉% ✉♥❡ )2%✐❡ ❞✬❛♣♣%♦①✐♠❛*✐♦♥)✱

❛✉ ♣%❡♠✐❡% %❛♥❣ ❞❡),✉❡❧❧❡) ♦♥ *%♦✉✈❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥)✐❞2%❛♥* ❧❡) ♣♦)✐*✐♦♥) ❞❡) ✐♦♥) ❝♦♠♠❡

,✉❛)✐♠❡♥* )*❛*✐,✉❡)✱ ❡♥*%❡ ❞❡✉① ♣❡%*✉%❜❛*✐♦♥) )✉❜✐❡) ♣❛% ✉♥ ❛*♦♠❡ 2♠❡**❡✉%✳ ❖♥

❛))✐♠✐❧❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❞❡) ✐♦♥) ♣❡%*✉%❜❛*❡✉%) ,✉✐ ❡♥✈✐%♦♥♥❡♥* ❧✬❛*♦♠❡ ❞❛♥) ❧❡✉%

❣❧♦❜❛❧✐*2 ❛ ✉♥❡ ✈❛%✐❛*✐♦♥ )✉❜✐*❡ ❞✉ ♠✐❝%♦❝❤❛♠♣ ,✉✬✐❧ ♣❡%K♦✐*✱ ,✉✐ ❞❡♠❡✉%❡ ❝♦♥)*❛♥*

❞✉%❛♥* ✉♥ ✐♥*❡%✈❛❧❧❡✱ ❥✉),✉✬M ❝❡ ,✉✬✉♥❡ ❛✉*%❡ ❝♦♥✜❣✉%❛*✐♦♥ %❡♥❞❡ ❝❡**❡ ✐♥*❡♥)✐*2 ❞❡

❝❤❛♠♣ 2❧❡❝*%✐,✉❡ ❞✐✛2%❡♥*❡✱ ♠❛✐) ❝❡♣❡♥❞❛♥* *♦✉❥♦✉%) ❝♦♥)✐❞2%2❡ ❝♦♥)*❛♥*❡✱ ❡* ❛✐♥)✐

❞❡ )✉✐*❡✱ ❛✉ ❢✉% ❡* M ♠❡)✉%❡ ❞❡ ❧❛ )✉❝❝❡))✐♦♥ ❞❡ ❝❡) ♣❡%*✉%❜❛*✐♦♥)✳ ▲❡) *❡♠♣) ❞✬❛**❡♥*❡

❡♥*%❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉%) ❞✐)*✐♥❝*❡) ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❛%*✐❡♥♥❡♥* M ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❞✐)*%✐❜✉✲

*✐♦♥ )*❛❜❧❡ ❡* ❞2✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ❛✉*%❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❞✐)*%✐❜✉*✐♦♥ ❢♦✉%♥✐* ,✉❛♥* M ❡❧❧❡ ❧❡)

✈❛❧❡✉%) ♣%✐)❡) ♣❛% ❧✬✐♥*❡♥)✐*2 ❞✉ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝*%✐,✉❡✱ ❛✉ ❝♦✉%) ❞❡) ❞✐✛2%❡♥*) ♣❛❧✐❡%) ,✉✐

)❡ )✉❝❝F❞❡♥*✱ ❡* ♣%♦✈✐❡♥* ❞❡ ♠♦❞2❧✐)❛*✐♦♥) ,✉✐ ♦♥* ♣❡%♠✐) ❞✬❡♥ ❞2✜♥✐% ❧❡) ♣%♦♣%✐2*2)

)*❛*✐)*✐,✉❡)✱ )✉✐✈❛♥* ❧❡) ❝♦♥❞✐*✐♦♥) ♣❤②)✐,✉❡) ❝♦♥)✐❞2%2❡) ❬✶✸✱ ✶✹❪✳
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✹✳✶ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ )+♦❝❤❛)+✐/✉❡

❯♥❡ #$%✐❡ ❞❡ ❞❛)❡# ti ❛✉ ♥♦♠❜%❡ )♦)❛❧ ❞❡ N ❞$)❡%♠✐♥❡ ❞❡# ✐♥)❡%✈❛❧❧❡# ❞❡ )❡♠♣#

❞✉%❛♥) ❧❡#1✉❡❧#✱ ♣♦✉% ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥)%❡ ❡✉①✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞✉ ✈❡❝)❡✉% ❝❤❛♠♣ $❧❡❝)%✐1✉❡ Ei

✭❛✐♥#✐ ♥♦)$ ❞❛♥# )♦✉)❡ ❧❛ #✉✐)❡ 8 ❧❛ ♠❛♥✐9%❡ ❞✬✉♥ #❝❛❧❛✐%❡ ♣♦✉% #✐♠♣❧✐✜❡% ❧✬$❝%✐)✉%❡✮

❛♣♣❛%)✐❡♥) 8 ✉♥❡ ❝❡%)❛✐♥❡ ❞✐#)%✐❜✉)✐♦♥✳ ▲❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)$ ♣♦✉% 1✉❡ ❧❛ #$%✐❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉%#

❞❡ ❝❤❛♠♣ Ei #❡ %$❛❧✐#❡ ❞✉%❛♥) ❧❡# ✐♥)❡%✈❛❧❧❡# ❞❡ )❡♠♣# [ti+1 − ti] #✬$❝%✐) ✿

PN(E1, t1;E2, t2; ...;EN , tN) ✭✹✳✶✮

A✉✐#1✉❡ ❧❡# Ei ♣❡✉✈❡♥) ♣%❡♥❞%❡ ❛✉ ❝♦✉%# ❞✉ )❡♠♣# ❞❡# ✈❛❧❡✉%# ❛♣♣❛%)❡♥❛♥) 8

✉♥❡ ❝❡%)❛✐♥❡ ❞✐#)%✐❜✉)✐♦♥✱ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ )♦✉)❡# ❧❡# %$❛❧✐#❛)✐♦♥# ♣♦##✐❜❧❡# ✐♠♣♦#❡ ❧❛

♥♦%♠❛❧✐#❛)✐♦♥ ✿

ˆ

dE1dE2...dENPN(E1, t1;E2, t2; ...;EN , tN) = 1 ✭✹✳✷✮

▲❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)$ ❝♦♥❞✐)✐♦♥♥$❡ 1✉✐ ❡①❛♠✐♥❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ %$❛❧✐#❛)✐♦♥ #✬❛%%C)❛♥) 8 ❧✬✐♥✲

)❡%✈❛❧❧❡ ❛♥)$%✐❡✉%✱ #❛❝❤❛♥) ❧❡# N ✐♥)❡%✈❛❧❧❡# %$❛❧✐#$#✱ ❡) ❛♣♣❡❧$❡ 1PN−1✱ #✬❡①♣%✐♠❡ )❡❧❧❡

1✉❡ ✿

1PN−1 (EN , tN |E1, t1; ...;EN−1, tN−1) = PN/PN−1 ✭✹✳✸✮

▲❛ ❞❡♥#✐)$ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)$ ❞❡ ❧❛ %$❛❧✐#❛)✐♦♥ 8 ♣❛%)✐% ❞❡ ❧✬$✈$♥❡♠❡♥) ❞❡ %❛♥❣ S

❥✉1✉✬❛✉ %❛♥❣ N ✱ ❛♣♣❡❧$❡ ❞❡♥#✐)$ %$❞✉✐)❡ PS #✬$❝%✐) 1✉❛♥) 8 ❡❧❧❡ ✿

PS (E1, t1; ...;ES, tS) =

ˆ

PN(E1, t1;E2, t2; ...;EN , tN)dES+1...dEN ✭✹✳✹✮

❊♥ )❡♥❛♥) ❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❝❡))❡ $❝%✐)✉%❡✱ ♦♥ ♣❡✉) ❛❧♦%# ❡①♣%✐♠❡% P2 ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣%♦❞✉✐)

❞❡ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)$ P1(E1, t1) ♣❛% ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐)$ 1✉❡ ❧❡ %❛♥❣ 2 #♦✐) %$❛❧✐#$✱ #❛❝❤❛♥) ❧❡

%❛♥❣ 1 %$❛❧✐#$ ✿

P2 (E1, t1;E2, t2) =1 P1 (E2, t2|E1, t1)P1(E1, t1) ✭✹✳✺✮

♣✉✐# ✿

✻✽



P1 (E2,t2) =

ˆ

1P1 (E2, t2|E1, t1)P1(E1, t1)dE1 ✭✹✳✻✮

❛✈❡❝ ❜✐❡♥ ,-. ✿

ˆ

1P1 (E2, t2|E1, t1) dE2 = 1 ✭✹✳✼✮

❉❛♥, ❧❡ ♠4♠❡ ❡,♣.✐6✱ ♦♥ ❝♦♥,6.✉✐6 ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐6: .:❞✉✐6❡ ❞❡ .❛♥❣ 2 ,✉. ❧❡ ♠4♠❡

♣.✐♥❝✐♣❡✱ ❡6 ❡①♣.✐♠❛♥6 ❞✬❛❜♦.❞ ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐6: ❝♦..❡,♣♦♥❞❛♥6 ❛✉① 6.♦✐, ♣.❡♠✐❡., :✈:✲

♥❡♠❡♥6, 6❡❧❧❡ @✉❡ ✿

P3 (E1, t1;E2, t2;E3, t3) =1 P2 (E3, t3|E2, t2;E1, t1)P2 (E1, t1;E2, t2) ✭✹✳✽✮

❈❡ @✉✐ ♣❡.♠❡6 ❞✬:❝.✐.❡ P2 ❞❡ ❧❛ ❢❛D♦♥ ,✉✐✈❛♥6❡ ✿

P2 (E1, t1;E3, t3) =

ˆ

1P2 (E3, t3|E2, t2;E1, t1)P2 (E1, t1;E2, t2) dE2 ✭✹✳✾✮

❆ ♣❛.6✐. ❞❡ ❧❛ ❞:✜♥✐6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐6: ❝♦♥❞✐6✐♦♥♥:❡✱ ❡6 ❡♥ ,✉❜,6✐6✉❛♥6 ❧✬❡①✲

♣.❡,,✐♦♥ ❞❡ P2 ♦❜6❡♥✉❡ ❡♥ ✹✳✺✱ ♦♥ ♦❜6✐❡♥6 ✜♥❛❧❡♠❡♥6 ♣♦✉. ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐6: ❞✉ 6.♦✐,✐I♠❡

:✈:♥❡♠❡♥6✱ ,❛❝❤❛♥6 ❧❡ ♣.❡♠✐❡. .:❛❧✐,: ✿

1P1 (E3, t3|E1, t1) =

ˆ

1

P2 (E3, t3|E2, t2;E1, t1)1 P1 (E2, t2|E1, t1) dE2 ✭✹✳✶✵✮

❊6 ❛✐♥,✐ ❞❡ ,✉✐6❡✱ ❞❡ ♣.♦❝❤❡ ❡♥ ♣.♦❝❤❡✱ ♦♥ :6❛❜❧✐6 ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐6: ❝♦♥❞✐6✐♦♥♥:❡ ❞❡

♣❛.✈❡♥✐. N ❧✬:✈:♥❡♠❡♥6 ✜♥❛❧ :6❛♥6 ,✉♣♣♦,: .:❛❧✐,: ❧✬:✈:♥❡♠❡♥6 ✐♥✐6✐❛❧✱ ,❡❧♦♥ 6♦✉6❡

❧✬❤✐,6♦✐.❡ ♣♦✉. ② ♣❛.✈❡♥✐.✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥6✱ ♦♥ ♣❡✉6 ✐♥6.♦❞✉✐.❡ N ❝❡ ,6❛❞❡ ✉♥❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛✲

6✐♦♥✱ ❞✉❡ N ▼❛.❦♦✈✱ @✉✐ ❝♦♥,✐,6❡ N ❝♦♥,✐❞:.❡. @✉✬✉♥ :✈:♥❡♠❡♥6 ❞❡ .❛♥❣ N ♥❡ ❞:♣❡♥❞

@✉❡ ❞❡ ❧✬:✈:♥❡♠❡♥6 ❞❡ .❛♥❣ ❛♥6:.✐❡✉. N − 1✳ ❈❡❧❛ .❡✈✐❡♥6 N :❝.✐.❡ @✉❡ ✿

1P1 (EN , tN |E1, t1; ...;EN−1, tN−1) = 1P1 (EN , tN |EN−1, tN−1) ✭✹✳✶✶✮

R♦✉. N = 3✱ ❧✬:@✉❛6✐♦♥ ✹✳✶✵ ❞❡✈✐❡♥6 ❧✬:@✉❛6✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦.♦✈ ♦✉ ❞❡
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❇❛❝❤❡❧✐❡' ✿

1P1 (E3, t3|E1, t1) =

ˆ

1P1 (E3, t3|E2, t2) 1P1 (E2, t2|E1, t1) dE2 ✭✹✳✶✷✮

❈❡00❡ ❢♦✐3✱ 5 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡00❡ 89✉❛0✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉0 ❞80❡'♠✐♥❡'✱ ❞❡ ♣'♦❝❤❡ ❡♥ ♣'♦❝❤❡✱

5 ❧❛ ♠❛♥✐>'❡ ❞❡3 ♠❛✐❧❧♦♥3 ❞✬✉♥❡ ❝❤❛?♥❡ ❝♦♥30✐0✉8❡ ❞❡3 ♣'♦❜❛❜✐❧✐083 ❝♦♥❞✐0✐♦♥♥8❡3

3✉❝❝❡33✐✈❡3✱ ❧✬❡①♣'❡33✐♦♥ ✿

1P1 (EN , tN |E1, t1) =

ˆ

1P1 (EN , tN |EN−1, tN−1) ...1P1 (E2, t2|E1, t1)

× dEN−1dEN−2...dE2 ✭✹✳✶✸✮

❆✉✲❞❡33✉3 ❞✉ 0❡♠♣3 ♠✐❝'♦3❝♦♣✐9✉❡✱ ✐❧ ❡30 ♣♦33✐❜❧❡ ❞✬♦❜0❡♥✐' ✉♥❡ 3♦'0❡ ❞❡ ✈✉❡

❞✬❡♥3❡♠❜❧❡ 8✈♦❧✉❛♥0 ❞❛♥3 ✉♥❡ 8❝❤❡❧❧❡ ❞❡ 0❡♠♣3 3❡♥3✐❜❧❡♠❡♥0 ♠♦✐♥3 ✜♥❡✱ ❞8❝'✐0❡ ♣❛'

✉♥❡ 89✉❛0✐♦♥ ❞✐0❡ ❝✐♥80✐9✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥3✐❞>'❡ ❛❧♦'3 ❞❡3 ✐♥0❡'✈❛❧❧❡3 ❞❡ 0❡♠♣3 ∆t ❝♦♥0❡♥❛♥0

❡✉①✲♠H♠❡3 ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐♥0❡'✈❛❧❧❡3 ♠✐❝'♦3❝♦♣✐9✉❡3 δt 38♣❛'❛♥0 ❞❡✉① 3❛✉03✱

❛✉0'❡♠❡♥0 ❞✐0 ✿ δt = ti+1 − ti. J♦✉' ❛❝❝8❞❡' 5 ✉♥❡ 0❡❧❧❡ 89✉❛0✐♦♥ ❢❛✐3❛♥0 ✐♥0❡'✈❡♥✐'

∆t✱ ❝✬❡30✲5✲❞✐'❡ ❞❡✉① 8✈8♥❡♠❡♥03 8❧♦✐❣♥83 ♣❛' ✉♥ ❣'❛♥❞ ♥♦♠❜'❡ ❞✬❛✉0'❡3✱ ✐❧ 3✉✣0 ❞❡

'❡♣'♦❞✉✐'❡ ❧✬89✉❛0✐♦♥ ✹✳✻ ❞❡ t1 ❥✉39✉✬5 tN ✿

1P1 (EN , tN) =

ˆ

1P1 (EN , tN |EN−1, tN−1) 1P1 (EN−1, tN−1|EN−2, tN−2) ...

× P1 (E1, t1) dEN−1dEN−2...dE1 ✭✹✳✶✹✮

❊♥ ✉0✐❧✐3❛♥0 ❧✬89✉❛0✐♦♥ ❞❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦'♦✈ 0❡❧❧❡ 9✉✬❡♥ ❧✬89✉❛0✐♦♥ ✹✳✶✷✱ ♦♥

♣❛'✈✐❡♥0 ♣♦✉' ✉♥ ✐♥0❡'✈❛❧❧❡ ∆t 38♣❛'❛♥0 t1 ❞❡ tN 5 ❧✬89✉❛0✐♦♥ ✿

P1 (EN , tN) =

ˆ

1P1 (EN , tN |E1, t1)P1 (E1, t1) ✭✹✳✶✺✮

❈♦♥3✐❞8'❛♥0 ∆t ❝♦♠♠❡ ❧✬8❝❛'0 ❡♥0'❡ t = t1 ❡0 tN = t1 + ∆t✱ ♦♥ 3✉♣♣♦3❡ 9✉❡

∆t/δt ≫ 1 ❧♦'39✉❡ ∆t ❡30 3✉✣3❛♠♠❡♥0 ❣'❛♥❞✳ ▲❛ 30❛0✐30✐9✉❡ 80❛♥0 30❛0✐♦♥♥❛✐'❡✱

❧❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐08 ❝♦♥❞✐0✐♦♥♥8❡ 1P1 (E, t+∆t|E1,t1) ♥❡ ❞8♣❡♥❞ 9✉❡ ❞❡ ∆t✱ ❡0 ♣❡✉0 H0'❡

✼✵



♥♦"#❡ ❞❡ ♠❛♥✐)*❡ ❛❜*#❣#❡ ✿ P∆t (E,E1)✱ ❛✈❡❝ #❣❛❧❡♠❡♥" ✿

P1 (E, t+∆t) =

ˆ

dE1P∆t (E,E1)P1 (E1, t1) ✭✹✳✶✻✮

8♦✉* ✉♥ ∆t :✉✣:❛♠♠❡♥" ♣❡"✐"✱ ♦♥ ♣❡✉" ❞#❝♦♠♣♦:❡* P∆t (E,E1) :❡❧♦♥ ❞❡✉①

❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥: ❞#♣❡♥❞❛♥" ❞✉ "❛✉① ❞❡ "*❛♥:✐"✐♦♥ W (E,E1) ✿

P∆t (E,E1) = A(E)δ (E − E1) + ∆tW (E,E1) ✭✹✳✶✼✮

❛✈❡❝✱ ❣*?❝❡ @ ❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❞❡ ♥♦*♠❛❧✐:❛"✐♦♥ ✹✳✷ ✿

A(E) = 1−∆t

ˆ

W (E,E1) dE1 ✭✹✳✶✽✮

▲❛ D✉❛♥"✐"# ♠#:♦:❝♦♣✐D✉❡ P∆t (E,E1) ♣❡✉" E"*❡ ❡①♣*✐♠#❡ :♦✉: ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥❡

#D✉❛"✐♦♥ ❞✬#✈♦❧✉"✐♦♥✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ♣❛*✈❡♥✐* @ ✉♥❡ "❡❧❧❡ ❡①♣*❡::✐♦♥✱ ♦♥ ✉"✐❧✐:❡ ❧✬#D✉❛"✐♦♥

❞❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦*♦✈ "❡❧❧❡ D✉✬❡♥ ✹✳✶✵✱ ❝❡ D✉✐ ♣❡*♠❡" ❞✬#❝*✐*❡ ✿

Pt3−t1 (E3, E1) =

ˆ

Pt3−t2 (E3, E2)Pt2−t1 (E2, E1) dE2 ✭✹✳✶✾✮

❖♥ ✐♥:)*❡ ❡♥:✉✐"❡ ❞❛♥: ❝❡""❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣*❡::✐♦♥ ❧❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" ✹✳✶✼ ❡♥ ♣♦:❛♥"

t = t2 − t1 ❡" ∆t = t3 − t2 ❡" ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ✿

Pt+∆t (E3, E1) =

(
1−∆t

ˆ

W (E ′, E1) dx
′
)
Pt (E3, E1)

+ ∆t

ˆ

W (E3, E2)Pt (E2, E1) ✭✹✳✷✵✮

■❧ ❡:" ♠❛✐♥"❡♥❛♥" ♣♦::✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦*♠❡* ❧❡ "❛✉① ❞✬❛❝❝*♦✐::❡♠❡♥" ✿

[Pt+∆t (E3, E1)− Pt (E3, E1)] /∆t ✭✹✳✷✶✮

D✉✐ ❧♦*:D✉❡ ∆t → 0 ♣❡*♠❡" ❞✬#"❛❜❧✐* ✉♥❡ #D✉❛"✐♦♥ ❞✐✛#*❡♥"✐❡❧❧❡ ❛♣♣❡❧#❡ #D✉❛"✐♦♥

♠❛R"*❡::❡ ❡" D✉✐ :✬#❝*✐" ✿
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dPt (E,E1)

dt
=

ˆ

W (E,E2)Pt (E2, E1) dE2 −
ˆ

W (E2, E)Pt (E,E1) dE2 ✭✹✳✷✷✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✐♥✐.✐❛❧❡ ✿

Pt=0 (E,E1) = δ (E − E1) ✭✹✳✷✸✮

❈❡..❡ 23✉❛.✐♦♥ ✐♥.2❣6♦✲❞✐✛26❡♥.✐❡❧❧❡ ♣❡✉. :.6❡ 62;♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐;;❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

3✉❛♥.✐.2 W (E,E1) ✿ ✐❧ ;✬❛❣✐. ❞❡ ❝❡❧❧❡ 3✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ 23✉❛.✐♦♥ ♠❛>.6❡;;❡✳ ❊♥ ❧✬✐♥.2✲

❣6❛♥. ;✉6 ❧❡ .❡♠♣;✱ ♦♥ ♣❛6✈✐❡♥. A ✉♥❡ 23✉❛.✐♦♥ ♠❛>.6❡;;❡ ✐♥.2❣6❛❧❡ ❞♦♥. ❧✬❡①♣6❡;;✐♦♥

❡;. ❧❛ ;✉✐✈❛♥.❡ ✿

Pt (E,E1) = δ (E − E1) ΦE(t)+

ˆ t

0

dt′
ˆ

dE ′ΦE(t−t′)W (E,E ′)Pt′ (E
′, E1) ✭✹✳✷✹✮

❛✈❡❝ ✿

ΦE(t) = 1−
ˆ t

0

dt′ϕE(t
′) ✭✹✳✷✺✮

♦D ϕE(t) ;✉✐. ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡✱ .❡❧❧❡ 3✉❡ ✿

ϕE(t) = ν (E) exp−ν (E) t ✭✹✳✷✻✮

❛✈❡❝ ♣♦✉6 ν (E) ❧✬✐♥.2❣6❛❧❡ ;✉6 .♦✉; ❧❡; ❝❤❛♠♣; ❞❡ W (E,E ′)✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ;♦✐. ✿

ν(E) =
´

dE ′W (E ′, E)✳ ◗✉❛♥. A ϕE(t)✱ ♦♥ ♣❡✉. ❧✬✐♥.❡6♣62.❡6 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡♥;✐.2

❞❡ ♣6♦❜❛❜✐❧✐.2 ♣♦✉6 3✉❡ ❧✬✐♥.❡6✈❛❧❧❡ ❞❡ .❡♠♣; ;2♣❛6❛♥. ❞❡✉① ✈❛❧❡✉6; ❞✐✛26❡♥.❡; ❞✉

❝❤❛♠♣ E ;♦✐. 2❣❛❧ A t✱ ♣❡♥❞❛♥. 3✉❡ ΦE(t) 6❡♣62;❡♥.❡ ❧❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐.2 ♣♦✉6 3✉✬✐❧ ♥❡ ;❡

♣6♦❞✉✐;❡ ❛✉❝✉♥ ;❛✉. ❞✉6❛♥. ❧✬✐♥.❡6✈❛❧❧❡ ❞❡ .❡♠♣; t✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡; ✐♥.❡6✈❛❧❧❡; ❞❡

.❡♠♣; ;2♣❛6❛♥. ❞❡✉① ✈❛❧❡✉6; ❞✐;.✐♥❝.❡; ❞✉ ❝❤❛♠♣ E✱ ❛✉.6❡♠❡♥. ❞✐. ❧❛ ❞✉62❡ ♠♦②❡♥♥❡

❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡6✱ ❡;. ❞♦♥♥2❡ ♣❛6 ✿

< ∆t >E=

ˆ

tϕE(t)dt = ν (E)−1 ✭✹✳✷✼✮

▲❛ ❢♦6♠❡ ✐♥.2❣6❛❧❡ ❞❡ ❧✬23✉❛.✐♦♥ ♠❛>.6❡;;❡✱ ❞♦♥. ❧✬❛❧❧✉6❡ ❣2♥26❛❧❡ ❡;. ❢♦♥❞2❡ ;✉6 ❧❡;
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♣!♦❜❛❜✐❧✐'() ϕE(t) ❡' ΦE(t)✱ )✉❣❣.!❡ ✉♥❡ ❣(♥(!❛❧✐)❛'✐♦♥ 0 ❞❡) ❞✐)'!✐❜✉'✐♦♥) ❞✉ '❡♠♣)

❞✬❛''❡♥'❡ ♥♦♥ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡)✱ ❝❡ 6✉✐ ✈❛ ❢❛✐!❡ ❧✬♦❜❥❡' ❞✬✉♥❡ ❞✐)❝✉))✐♦♥ ✉❧'(!✐❡✉!❡✳ ❖♥

♣❡✉' (❣❛❧❡♠❡♥' 0 ♣❛!'✐! ❞❡) (6✉❛'✐♦♥) ✹✳✶✺ ❡' ✹✳✷✹ ('❛❜❧✐! ✉♥❡ (6✉❛'✐♦♥ ✐♥'(❣!❛❧❡

♣♦✉! P1 (E, t) ✿

P1 (E, t) = P (E)φE (t) +

ˆ t

0

dt′
ˆ

dE ′φE (t− t′)W (E,E ′)P (E, t′) ✭✹✳✷✽✮

✹✳✷ ▲❡ ♣&♦❝❡))✉) ✏❦❛♥❣♦✉&♦✉✑ ❛✉ )❡♥) ❞❡ ❋&✐)❝❤ ❡5

❇&✐))❛✉❞

▲♦!)6✉❡ ❧❡ '❛✉① ❞❡ '!❛♥)✐'✐♦♥✱ W (E,E ′)✱ ♣❡✉' )✬(❝!✐!❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦!♠❡ ❞✬✉♥ ♣!♦❞✉✐'

❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝'✐♦♥) ❞(♣❡♥❞❛♥' )(♣❛!(♠❡♥' ❞❡ E ❡' ❞❡ E ′✱ ❧❡ ♣!♦❝❡))✉) ♠❛!❦♦✈✐❡♥

❡)' ❛♣♣❡❧( ♣!♦❝❡))✉) ❦❛♥❣♦✉!♦✉ ♣❛! ❱❛♥ ❑❛♠♣❡♥✱ ❡' ❝❡''❡ ❞(✜♥✐'✐♦♥ ❝♦!!❡)♣♦♥❞

(❣❛❧❡♠❡♥' 0 ❝❡❧❧❡ ✉'✐❧✐)(❡ ♣❛! ❋!✐)❝❤ ❡' ❇!✐))❛✉❞✳ ❊♥ (❝!✐✈❛♥' ❧❡ '❛✉① ❞❡ '!❛♥)✐'✐♦♥

)♦✉) ❧❛ ❢♦!♠❡ ✿

W (E,E ′) = q(E)ν(E ′) ✭✹✳✷✾✮

❖♥ ❢❛✐' ❛♣♣❛!❛N'!❡ ✉♥❡ ❞❡♥)✐'( ❞❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'( q(E) ♣♦✉! 6✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣!❡♥♥❡ ❧❛

✈❛❧❡✉! E ✐♠♠(❞✐❛'❡♠❡♥' ❛♣!.) ❧❡ )❛✉' )✉✐✈❛♥'✳ O♦✉! ❞('❡!♠✐♥❡! q (E)✱ ♦♥ ✐♠♣♦)❡

6✉❡ ❧❡ ♣!♦❝❡))✉) )'♦❝❤❛)'✐6✉❡ ❞♦✐' P'!❡ )'❛'✐♦♥♥❛✐!❡ 0 ❝❤❛6✉❡ ✐♥)'❛♥'✱ ❝✬❡)'✲0✲❞✐!❡ 6✉❡

P1 (E, t) = P (E)✱ ♦R P (E) ❝♦!!❡)♣♦♥❞ 0 ❧❛ ❞❡♥)✐'( ❞❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐'( )'❛'✐♦♥♥❛✐!❡ ❞✉

❝❤❛♠♣✳ ❖♥ ♣❡✉' ♠♦♥'!❡! 6✉❡ ❧✬(6✉❛'✐♦♥ ❞✬(✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ P1 (E, t) ❛❞♠❡' ✉♥❡ )♦❧✉'✐♦♥

)'❛'✐♦♥♥❛✐!❡ 0 ❝❤❛6✉❡ ✐♥)'❛♥' )✐ q(E) ❡)' ❧✐(❡ 0 P (E) ♣❛! ❧❛ !❡❧❛'✐♦♥ )✉✐✈❛♥'❡ ✿

q(E) =
ν(E)P (E)

´

ν(E)P (E) dE
✭✹✳✸✵✮

▲♦!)6✉❡ ν(E) ❡)' ✉♥❡ ❝♦♥)'❛♥'❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡)' ❧❡ ❝❛) ♣♦✉! ❧❡ ♣!♦❝❡))✉) ❞❡ ❑✉❜♦✲

❆♥❞❡!)♦♥✱ ❧❛ !❡❧❛'✐♦♥ ♣!(❝(❞❡♥'❡ )❡ !(❞✉✐' 0 ✿

q(E) = P (E) . ✭✹✳✸✶✮

▲✬❛✈❛♥'❛❣❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦'❤.)❡ ✹✳✷✾ ❡)' ❞❡ ❝♦♥❞✉✐!❡ 0 ✉♥❡ )♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❛❧②'✐6✉❡ ♣♦✉! ❧❛

✼✸



♣!♦❜❛❜✐❧✐'( ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥(❡ Pt (E,E
′) . ❖♥ ♦❜'✐❡♥' ❡♥ ❡✛❡' ✿

Pt (E,E1) = δ (E − E1) ΦE(t) +

ˆ t

0

dt′
ˆ

dE ′ΦE(t− t′)q(E)ν(E ′)Pt (E
′, E) ✭✹✳✸✷✮

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ !(9♦✉❞!❡ ❝❡''❡ (:✉❛'✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✬❛❜♦!❞ ❧❛ :✉❛♥'✐'( ✿

ˆ

dEν(E)Pt (E,E1) ✭✹✳✸✸✮

♣✉✐9 ♦♥ ♠✉❧'✐♣❧✐❡ ❝❤❛:✉❡ ♠❡♠❜!❡ ❞❡ ❧✬(❣❛❧✐'( ♣❛! ν(E)✱ ❡' ♦♥ ✐♥'@❣!❡ 9✉! E✳ ❯♥❡

'!❛♥9❢♦!♠(❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡✛❡❝'✉(❡ 9✉! ❧❡ '❡♠♣9 ♣❡!♠❡' ❞✬❛❜♦✉'✐! D ❧✬❡①♣!❡99✐♦♥ 9✉✐✲

✈❛♥'❡ ✿

ˆ

dEν(E)P̃s (E,E1) =
ν(E1)Φ̃E1

(s)

1−
´

dEν(E)Φ̃E(s)
✭✹✳✸✹✮

G♦✉! ② ♣❛!✈❡♥✐!✱ ♦♥ ❛ ✉'✐❧✐9( ❝♦♠♠❡ ❞(✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '!❛♥9❢♦!♠(❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❧✬❡①♣!❡99✐♦♥ ✿

F̃ (s) =

ˆ ∞

0

dtF (t) exp−st ✭✹✳✸✺✮

❡' ♣❛! ❝♦♥9(:✉❡♥' ✿

P̃s (E,E1) =

ˆ ∞

0

dtPt (E,E1) exp−st ✭✹✳✸✻✮

▲♦!9:✉❡ ϕE(t) 9✉✐' ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡ ✿

Φ̃E(s) =
1

s+ ν(E)
✭✹✳✸✼✮

❡' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ❧❛ 9♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧✬(:✉❛'✐♦♥ ♠❛M'!❡99❡ ✐♥'(❣!❛❧❡ 9✬(❝!✐' ✿

P̃s (E,E1) =
1

s+ ν(E)

[
δ (E − E1) +

q(E)ν(E1)/s

[s+ ν(E1)]
´

dE q(E)
s+ν(E)

]
✭✹✳✸✽✮

❈❡''❡ 9♦❧✉'✐♦♥ ♣❡!♠❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛✉'♦❝♦!!(❧❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ <
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E (t)E (t′) >  ✉✐ ♥❡ ❞&♣❡♥❞  ✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛&+❡♥❝❡ t− t′ ♣♦✉+ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ /0❛0✐♦♥♥❛✐+❡ ✿

< E (t)E (t′) >=

ˆ

dEdE ′E.E ′P2 (E, t, E
′, t′)

≡
ˆ

dEdE ′E.E ′Pt−t′ (E,E
′)P (E ′) ✭✹✳✸✾✮

❊♥ ❝♦♥/✐❞&+❛♥0  ✉❡ ν (E) ❡0 q (E) /♦♥0 ❞❡/ ❢♦♥❝0✐♦♥/ ♣❛✐+❡/✱ /❡✉❧ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ 0❡+♠❡

❞❡ ❧✬& ✉❛0✐♦♥ ♠❛<0+❡//❡ ✹✳✸✽ ❝♦♥0+✐❜✉❡✱ ❡0 ❛♣+?/ ✐♥✈❡+/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 0+❛♥/❢♦+♠&❡ ❞❡ ▲❛✲

♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ✿

< E (t)E (0) >=

ˆ

dE.E2P (E) exp−ν (E) t ✭✹✳✹✵✮

❉✐✛&+❡♥0❡/ ❢♦♥❝0✐♦♥/ ν (E) ♣❡✉✈❡♥0 E0+❡ ❡♥✈✐/❛❣&❡/✱ ❛✐♥/✐  ✉❡ ❧✬❛ ❢❛✐0 ❇+✐//❛✉❞✱

♣♦✉+ ❞&0❡+♠✐♥❡+ ❧❡/ ❢♦♥❝0✐♦♥/ ❞✬❛✉0♦❝♦++&❧❛0✐♦♥/ ❝♦++❡/♣♦♥❞❛♥0❡/✳

✹✳✸ #$♦❝❡((✉( ❈❚❘❲ ✭♠❛$❝❤❡ ❛✉ ❤❛(❛$❞ ❡♥ 4❡♠♣(

❝♦♥4✐♥✉✮

▲❛ ♥♦0✐♦♥ 0+❛❞✐0✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛+❝❤❡ ❛✉ ❤❛/❛+❞ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❛✉ ❞&♣❛+0 ❞❡/ &✈&♥❡♠❡♥0/

 ✉✐ /❡ /✉❝❝?❞❡♥0 I ✐♥0❡+✈❛❧❧❡/ +&❣✉❧✐❡+/✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ♣+&❝&❞❡♠♠❡♥0  ✉❡ ❧❡/ & ✉❛0✐♦♥/

✹✳✷✹ ♦✉ ✹✳✸✷ ❞&❝+✐✈❡♥0 ❡♥ ❢❛✐0 ✉♥ ♣+♦❝❡//✉/ ❞❡ ♠❛+❝❤❡ ❛✉ ❤❛/❛+❞ 0❡♠♣♦+❡❧ ♦L ❧❛

❞✐/0+✐❜✉0✐♦♥ ❞✉ 0❡♠♣/ ❞✬❛00❡♥0❡ ❡♥0+❡ ❞❡✉① &✈&♥❡♠❡♥0/ /✉✐0 ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥0✐❡❧❧❡✳

❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ❧❛ ♠❛+❝❤❡ ❛✉ ❤❛/❛+❞ ❡/0 ❝♦♥0✐♥✉❡ ❡♥ 0❡♠♣/ ♣✉✐/ ✉❡ ❧✬✐♥0❡+✈❛❧❧❡ ❡♥0+❡

❞❡✉① &✈&♥❡♠❡♥0/ ♥✬❡/0 ♣❧✉/ ✜①&✱ ♠❛✐/ ♣❡✉0 ♣+❡♥❞+❡ 0♦✉0❡ ✈❛❧❡✉+ ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐0&✳ ❆✈❡❝ ❧❛ 0❤&♦+✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛+❝❤❡ ❛✉ ❤❛/❛+❞ ❡♥ 0❡♠♣/ ❝♦♥0✐♥✉✱ ❈❚❘❲

♣♦✉+ ❈♦♥0✐♥✉♦✉/ ❚✐♠❡ ❘❛♥❞♦♠ ❲❛❧❦✱ ❞✉❡ I ▼♦♥0+♦❧❧ ❡0 ❲❡✐// ❬✷✽❪✱ ♦♥ ❝❤❡+❝❤❡

I &0❡♥❞+❡ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ♠❛+❝❤❡ ❛✉ ❤❛/❛+❞ I ❞❡/ ❞✐/0+✐❜✉0✐♦♥/ ❞❡ 0❡♠♣/ ❞✬❛00❡♥0❡

 ✉❡❧❝♦♥ ✉❡/✳ ❖♥ ❛ ✈✉  ✉❡ ❧❡/ & ✉❛0✐♦♥/ ✹✳✷✹ ❡0 ✹✳✸✷ +❡♣♦/❡♥0 /✉+ ❧✬❤②♣♦0❤?/❡ ❞❡

▼❛+❦♦✈ ✹✳✶✶✳ ▲✬❛♣♣+♦❝❤❡ ❞❡ ▼♦♥0+♦❧❧ ❡0 ❲❡✐// ♣❡+♠❡0✱ ❡♥ ♣❛+0✐❡✱ ❞❡ /✬❛✛+❛♥❝❤✐+ ❞❡

❝❡00❡ ❤②♣♦0❤?/❡✳

❉❛♥/ ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞✉ ❈❚❘❲ ♥♦✉/ ♣+&/❡♥0♦♥/ ♠❛✐♥0❡♥❛♥0 ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐0&

❝♦♥❞✐0✐♦♥♥&❡ Pt (E,E
′) I ♣❛+0✐+ ❞✉ ❢♦+♠❛❧✐/♠❡ ❞&✈❡❧♦♣♣& ♣❛+ ❍❛✉/ ❡0 ❑❡❤+ ❬✷✾❪✳ ❈❡
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♠!♠❡ ❢♦%♠❛❧✐)♠❡ )❡%❛ ✉+✐❧✐), ♣❧✉) ❧♦✐♥ ♣♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧✬♦♣,%❛+❡✉% ❞✬,✈♦❧✉+✐♦♥ ❛+♦♠✐3✉❡

♠♦②❡♥ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡+ ❙+❛%❦✳

❊♥ ❛♣♣❡❧❛♥+ ψt (E,E
′) ❧❛ ❞❡♥)✐+, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, ♣♦✉% 3✉❡✱ ❥✉)+❡ ❛♣%=) ✉♥ )❛✉+

❛②❛♥+ ❧✐❡✉ > ❧❛ ❞❛+❡ t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 3✉✐ ❛✈❛✐+ ♣%✐) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% E ′ ❧♦%) ❞✬✉♥ )❛✉+ ❛♥+,%✐❡✉%

♣%❡♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% E✱ ♦♥ ♣❡✉+ ,❝%✐%❡ ✿

ˆ

dE

ˆ ∞

0

dtψt (E,E
′) = 1 ✭✹✳✹✶✮

▲❛ ❞❡♥)✐+, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, ❞✉ +❡♠♣) ❞✬❛++❡♥+❡ ❡♥+%❡ ❞❡✉① )❛✉+)✱ ϕE (t) ❡)+ ❞♦♥♥,❡

♣❛% ❧❛ %❡❧❛+✐♦♥ ✿

ϕE (t) =

ˆ

dE ′ψt (E,E
′) ✭✹✳✹✷✮

❖♥ ❝❤❡%❝❤❡ > ,+❛❜❧✐% ✉♥❡ ,3✉❛+✐♦♥ ❝✐♥,+✐3✉❡ ♣♦✉% Pt (E,E
′)✱ ❞❡♥)✐+, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐✲

❧✐+, ♣♦✉% ❛++❡✐♥❞%❡ > ❧❛ ❞❛+❡ t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥+❡♥)✐+, E, ❝❡++❡ ❞❛+❡ ♥❡ ❝♦J♥❝✐❞❛♥+ ♣❛)

♥,❝❡))❛✐%❡♠❡♥+ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ )❛✉+✱ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ )❛✉+) ❛%❜✐+%❛✐%❡✱ ❛❧♦%) 3✉✬✐♥✐✲

+✐❛❧❡♠❡♥+ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❛❧❛✐+ E ′✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ✐❧ ❢❛✉+ ❝♦♥)✐❞,%❡% 3✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉% ❞✉

❝❤❛♠♣ ♣♦✉%%❛✐+ ❛✉))✐ ❜✐❡♥ ❛✈♦✐% ,+, ❛++❡✐♥+❡ ❧♦%) ❞✬✉♥ )❛✉+ )❡ ♣%♦❞✉✐)❛♥+ ❡①❛❝+❡♠❡♥+

> ❧❛ ❞❛+❡ t✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧♦%) ❞✬✉♥ )❛✉+ 3✉✐ )✬❡)+ ♣%♦❞✉✐+ ❛✈❛♥+✳

❆♣♣❡❧♦♥) E (t) ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ )+♦❝❤❛)+✐3✉❡ ♣♦✉% 3✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ,❧❡❝+%✐3✉❡ ♣❛))❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉% E ′ > ❧❛ ✈❛❧❡✉% E, ❛✉ )❛✉+ )❡ ♣%♦❞✉✐)❛♥+ > ❧❛ ❞❛+❡ t. ❆♣♣❡❧♦♥) Qm (E,E
′, t)

❧❛ ❞❡♥)✐+, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, ♣♦✉% 3✉✬❡♥ m )❛✉+) E ′ ❞❡✈✐❡♥♥❡ E✳ M♦✉% 3✉❡ ❧✬❛❝+✐♦♥ )❡

%,❛❧✐)❡ ❡♥ m + 1 )❛✉+) ♣❧✉+N+ 3✉✬❡♥ m✱ ❝♦♥♥❛✐))❛♥+ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, ♣♦✉% ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♦♥

♣❡✉+ ,❝%✐%❡ ✿

Qm+1 (E,E
′, t) =

ˆ

dE1

ˆ t

0

dτ.Qm (E,E1, t− τ)ψτ (E1, E
′) ✭✹✳✹✸✮

❈❡ 3✉✐ %❡✈✐❡♥+ > ❞✐%❡ 3✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛% ♣%❡♥❞%❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% E1 ❛♣%=) ✉♥

♣%❡♠✐❡% )❛✉+ ❛②❛♥+ ❧✐❡✉ > ❧✬✐♥)+❛♥+ τ ❛✈❡❝ ♣♦✉% ❝❡❧❛ ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, ψτ (E1, E
′)✱ ♣✉✐)✱

❡♥ m )❛✉+) ❛++❡✐♥+ ❧❛ ✈❛❧❡✉% E > ❧❛ ❞❛+❡ t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥)✐+, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+, Qm✳ ❈❡++❡

♠❛♥✐=%❡ ❞❡ ♣%♦❝,❞❡% ✐♥+%♦❞✉✐+ ❞♦♥❝ ✉♥❡ %❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ %,❝✉%%❡♥❝❡✳

▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ )❛✉+) ♣♦✉✈❛♥+ ✈❛%✐❡%✱ ❞❡♣✉✐) ❛✉❝✉♥ ❥✉)3✉❡ ❧✬✐♥✜♥✐ > ❧❛ ❧✐♠✐+❡✱

♣♦✉% 3✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛++❡✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% E > ❧✬✐♥)+❛♥+ t✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞,✜♥✐% ❧❛ ❞❡♥)✐+, ❞❡

♣%♦❜❛❜✐❧✐+, +♦+❛❧❡ ♣♦✉% ❝❡+ ,✈,♥❡♠❡♥+ ❡♥ ,❝%✐✈❛♥+ ❧❛ )♦♠♠❡ ✿

✼✻



Q (E,E ′, t) =
∞∑

m=0

Qm (E,E
′, t) ✭✹✳✹✹✮

❖♥ ❛❜♦✉*✐* , ✉♥❡ ./✉❛*✐♦♥ ✐♥*.❣1❛❧❡ ♣❡1♠❡**❛♥* ❞✬❡①♣1✐♠❡1 Q (E,E ′, t) *❡❧❧❡ /✉❡ ✿

Q (E,E ′, t) = Q0 (E,E
′, t) +

ˆ

dE1

ˆ t

0

dτ.Qm (E,E1, t− τ)ψτ (E1, E
′) ✭✹✳✹✺✮

♦: Q0 (E,E
′, t)❂ δ (E − E ′) δ (t) ❡<* ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ✐♥✐*✐❛❧❡✳

❊♥ ❞.✜♥✐*✐✈❡✱ ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐*. ❝♦♥❞✐*✐♦♥♥.❡ Pt (E,E
′) ♣1❡♥❞ ❧❛ ❢♦1♠❡ ✿

Pt (E,E
′) =

ˆ t

0

dτ.ΦE (t− τ)Q (E,E ′, τ) ✭✹✳✹✻✮

♦: ΦE ❡<* *♦✉❥♦✉1< ❧❡ ❝♦♠♣❧.♠❡♥*❛✐1❡ ✐♥*.❣1. ❞❡ ❧❛ ❞❡♥<✐*. ϕE✱ , <❛✈♦✐1 ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐*.

♣♦✉1 /✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐* ♣❛< ❞❡ <❛✉* ❥✉</✉✬, ❧❛ ❞❛*❡ t✳

■❧ <❡1❛✐* ♣♦<<✐❜❧❡ .❣❛❧❡♠❡♥*✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥<✐❞.1❡1 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ✐♥*❡1♠.❞✐❛✐1❡ ❞❡

❝❤❛♠♣ ❛♣1H< ✉♥ ♣1❡♠✐❡1 <❛✉*✱ ♣✉✐< ✉♥ ♥♦♠❜1❡ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❞❡ <❛✉*< ♣♦✉1 ❛**❡✐♥❞1❡ ❧❛

✈❛❧❡✉1 ✜♥❛❧❡✱ ❞❡ 1❡♥✈❡1<❡1 ❧❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥<✐❞.1❛♥* ♣❧✉*I* ❞✬❛❜♦1❞ ✉♥ ♥♦♠❜1❡

✈❛1✐❛❜❧❡ ❞❡ <❛✉*< ♣♦✉1 ❛**❡✐♥❞1❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ✐♥*❡1♠.❞✐❛✐1❡ E1✱ ♣✉✐< ❧❡ ❞❡1♥✐❡1 <❛✉*

❢❛✐<❛♥* ♣1❡♥❞1❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 E✱ ♦♥ ♣❛1✈✐❡♥* ❛❧♦1< , ✉♥❡ ❡①♣1❡<<✐♦♥ ♣♦✉1 ❧❛

♣1♦❜❛❜✐❧✐*. Q ❞❡ ❢♦1♠❡ ❧.❣H1❡♠❡♥* ❞✐✛.1❡♥*❡ , ❧❛ ♣1.❝.❞❡♥*❡ ✿

Q (E,E ′, t) = Q0 (E,E
′, t) +

ˆ

dE1

ˆ t

0

dτ.ψt−τ (E,E1)Q (E1, E
′, τ) ✭✹✳✹✼✮

❈❡< ❞❡✉① ❡①♣1❡<<✐♦♥< ❝♦✉♣❧.❡< ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐*. ❝♦♥❞✐*✐♦♥♥.❡ Pt (E,E
′)

♣❡✉✈❡♥* M*1❡ 1.<♦❧✉❡< ❣1N❝❡ , ❧✬❤②♣♦*❤H<❡ ❞❡ <*❛*✐♦♥♥❛1✐*.✱ ♣❛1 *1❛♥<❢♦1♠.❡ ❞❡ ▲❛✲

♣❧❛❝❡✱ ❝❡ /✉✐ ❝♦♥❞✉✐* ♣♦✉1 ❝❤❛/✉❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡ , ✉♥❡ ./✉❛*✐♦♥ ✐♥*.❣1❛❧❡ ✿

P̃S (E,E
′) = δ (E − E ′) Φ̃E (s) +

ˆ

dE1P̃S (E,E1) ψ̃s (E1, E
′) ✭✹✳✹✽✮

♣♦✉1 ❧❡ ♣1❡♠✐❡1✱ ❡* ✿

P̃S (E,E
′) = δ (E − E ′) Φ̃E (s) +

ˆ

dE1K̃E,E1
(s) P̃s (E1, E

′) ✭✹✳✹✾✮

✼✼



♣♦✉# ❧❡ &❡❝♦♥❞✱ ❛✈❡❝ ✿

K̃E,E′ (s) = Φ̃E (s) ψ̃E,E′ (s) Φ̃E′
−1
(s) ✭✹✳✺✵✮

❈❡& ❞❡✉① 67✉❛8✐♦♥& ✐♥86❣#❛❧❡& ❝♦♥❞✉✐&❡♥8 ❛✉① ♠<♠❡& ❞6✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥8&✱ ❡8 &✐ ❝❡&

❞❡#♥✐❡#& ❝♦♥✈❡#❣❡♥8 ❡❧❧❡& &♦♥8 ✐❞❡♥8✐7✉❡& ❬✸✵❪✳ ❊❧❧❡& ♣❡#♠❡88❡♥8 ❞✬68❡♥❞#❡ ❧✬67✉❛8✐♦♥

♠❛B8#❡&&❡ ♣♦✉# Pt (E,E
′)✱ 68❛❜❧✐❡ ♣♦✉# ❞❡& ♣#♦❝❡&&✉& ♠❛#❦♦✈✐❡♥&✱ E ❞✬❛✉8#❡& 7✉✐ ♥❡

❧❡ &♦♥8 ♣❛&✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐86 7✉❡❧❝♦♥7✉❡✱ ♣♦✉# ❧❡ 8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ ❡♥8#❡

❞❡✉① &❛✉8& ϕE (t)✳

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✉ ♣#♦❝❡&&✉& ❑❛♥❣♦✉#♦✉✱ ♦♥ #❡8#♦✉✈❡ ❧✬67✉❛8✐♦♥ ✹✳✸✷ ❡♥ ✉8✐❧✐&❛♥8

❞❛♥& ✹✳✹✾ ♣♦✉# ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐86 ❞❡ 8#❛♥&✐8✐♦♥ ψt (E,E
′) ❞❡ ♣❛&&❡# ❞❡ E ′ E E ❡♥ ✉♥

8❡♠♣& t ✿

ψt (E,E
′) = ΦE′ (t) q (E) ν (E

′) ≡ q (E)ϕE′ (t) ✭✹✳✺✶✮

♦K ϕE (t) &✉✐8 ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥8✐❡❧❧❡✱ ❡8 ♦K q (E) ❡&8 ❧❛ ❞❡♥&✐86 ❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐86 ❞✬♦❜8❡♥✐#

❧❡ ❝❤❛♠♣ E ❥✉&8❡ ❛♣#N& ✉♥ &❛✉8✳ ψt (E,E
′) ❛♣♣❛#❛B8 ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣#♦❞✉✐8 ❞❡ ❞❡✉①

❞❡♥&✐86 ❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐86& ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ &❛✉8❡# ❛✉ 8❡♠♣& t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❛❧❛♥8 ✐♥✐8✐❛❧❡♠❡♥8

E ′✱ ♣❛# ❝❡❧❧❡ ❞✬❛88❡✐♥❞#❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# E ❛♣#N& ✉♥ &❛✉8✳ ❈❡88❡ ❢❛❝8♦#✐&❛8✐♦♥ ♣❡✉8 <8#❡

❡①♣❧♦✐86❡ ♣♦✉# 68❡♥❞#❡ ❧❡& ♣#♦❝❡&&✉& ❑❛♥❣♦✉#♦✉ ❡8 ❈❚❘❲ E ❞❡& ❞✐&8#✐❜✉8✐♦♥& ❞❡

8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ ♥♦♥ ❡①♣♦♥❡♥8✐❡❧❧❡&✱ ✐♥8#♦❞✉✐&❛♥8 ❛✐♥&✐ ❧❛ ♣#✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣8❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡8

♠6♠♦✐#❡ ❞♦♥8 ♦♥ ♣❡✉8 ❡①♣❧♦#❡# ❧❡& ✐♠♣❧✐❝❛8✐♦♥& &✉# ❧✬6❧❛#❣✐&&❡♠❡♥8 ❞✉ ♣#♦✜❧ ❞❡ #❛✐❡✳

❚♦✉8❡❢♦✐& ❧♦#&7✉❡ ❧❛ ❞✐&8#✐❜✉8✐♦♥ ❞✉ 8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ ❞6♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ♦♥ ♣❡✉8

♠♦♥8#❡# 7✉❡ ❧❡ ♣#♦❝❡&&✉& &8♦❝❤❛&8✐7✉❡ ♥✬❡&8 ♣❛& &8❛8✐♦♥♥❛✐#❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉8#❡& 8❡#♠❡&✱ ✐❧

♥✬❡&8 ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❞68❡#♠✐♥❡# ✉♥❡ ❢♦♥❝8✐♦♥ q (E) 7✉✐ #❡♥❞❡ P (E, t) ✐♥❞6♣❡♥❞❛♥8

❞✉ 8❡♠♣& ❡8 ❞♦♥❝ ❞✬❡①♣#✐♠❡# q (E) ❡♥ 8❡#♠❡& ❞❡ ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐86 &8❛8✐♦♥♥❛✐#❡ P (E)✳

❯♥❡ 8❡❧❧❡ #❡❧❛8✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉8 <8#❡ ♦❜8❡♥✉❡ 7✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ❧✐♠✐8❡ ❛&②♠♣8♦8✐7✉❡ ❞❡& 8❡♠♣&

♣❧✉& ❣#❛♥❞& 7✉❡ ❧❛ ❞✉#6❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ 8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ ❡♥8#❡ ❞❡✉① &❛✉8&✳

W♦✉# #❡♥❞#❡ ❧❡ ♣#♦❝❡&&✉& #✐❣♦✉#❡✉&❡♠❡♥8 &8❛8✐♦♥♥❛✐#❡✱ ✉♥❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐86 ❝♦♥&✐&8❡ E

♠♦❞✐✜❡# ❧❛ ❞✐&8#✐❜✉8✐♦♥ ❞✉ 8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ ♣♦✉# ❧❡ ♣#❡♠✐❡# &❛✉8 ❬✸✶❪✱❬✸✵❪✳ ❈❡ ❝❛&

♥❡ &❡#❛ ♣❛& 8#❛✐86 ❞❛♥& ❧❛ &✉✐8❡ ❝❛# ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ♥♦✉& #❡&8#❡✐♥❞#❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛& ♦K ❧❛

❞✐&8#✐❜✉8✐♦♥ ❞✉ 8❡♠♣& ❞✬❛88❡♥8❡ #❡&8❡ ✐♥❞6♣❡♥❞❛♥8❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❖♥ ♣❡✉8 ♣❛#❧❡# ❞✬✉♥

♠♦❞N❧❡ ❈❚❘❲ &6♣❛#❛❜❧❡ ❡♥ 8❡♠♣& ❡8 ❡♥ ❝❤❛♠♣✳ ❉❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ q (E) ❡&8 ✐❞❡♥8✐7✉❡ E

P (E)✳
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✹✳✹ ❊✛❡% ❙%❛(❦ ❡% ❈❚❘❲

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐+❡, ❧❛ ♠♦❞/❧✐0❛+✐♦♥ ❈❚❘❲ ♣♦✉, ❧❡ ❝❤❛♠♣ /❧❡❝+,✐8✉❡ ♣❡,+✉,❜❛+❡✉,

❞✬✉♥ ❛+♦♠❡ ❞✬❤②❞,♦❣<♥❡ ♣❧♦♥❣/ ❞❛♥0 ✉♥ ♣❧❛0♠❛ ❡+ ❞✬♦❜+❡♥✐, ❧❡ ♣,♦✜❧ ❝♦,,❡0♣♦♥❞❛♥+

♣♦✉, ❧❛ ,❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α✱ ♦♥ 0✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬/✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣❡,A✉ ♣❛, ❧✬❛+♦♠❡ 0♦✉0 ❧❛

❢♦,♠❡ ❞✬✉♥❡ 0✉❝❝❡00✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡,0 ❝♦♥0+❛♥+0✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ❞✉,❛♥+ ❝❤❛8✉❡ ♣❛❧✐❡, ❧❛ 0♦❧✉+✐♦♥

❞❡ ❧✬/8✉❛+✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤,G❞✐♥❣❡, 0✬♦❜+✐❡♥+ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+✱ ❧❛ ♣❡,+✉,❜❛+✐♦♥ /+❛♥+ ❝♦♥0+❛♥+❡✱

❡+ ♦♥ 0✉♣♣♦0❡ ❞✬❛✉+,❡ ♣❛,+ 8✉❡ ❧❡0 ♣,♦♣,✐/+/0 0+❛+✐0+✐8✉❡0 ❞❡ ❧✬/✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡♥

❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ +❡♠♣0 0♦♥+ 0+❛+✐♦♥♥❛✐,❡0✳ ▲❡0 ❞❛+❡0 ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡0 0❛✉+0 ❞❡ ❧❛ 0✉❝❝❡00✐♦♥

♥❡ 0♦♥+ ♣❛0 ✜①/0 H ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ♠❛✐0 ♦❜/✐00❡♥+ H ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐+/ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥/❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ,❡0♣❡❝+❡ ❧❛ ♥♦,♠❛❧✐0❛+✐♦♥ ✿

ˆ

dE

ˆ ∞

0

ψt (E,E
′) = 1 ✭✹✳✺✷✮

❆✐♥0✐ 8✉✬❡❧❧❡0 ♦♥+ /+/ ♣,/❝/❞❡♠♠❡♥+ ❞/✜♥✐❡0✱ ϕE (t) ❡+ ΦE (t) ❞/0✐❣♥❡♥+ ,❡0♣❡❝✲

+✐✈❡♠❡♥+ ❧❛ ❞❡♥0✐+/ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐+/ ❞✬❛✈♦✐, ✉♥ 0❛✉+ ❡+ ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐+/ ❞❡ ♥✬❡♥ ❛✈♦✐,

♣❛0 ❞✉,❛♥+ ❧❡ +❡♠♣0 t✳ O♦✉, /+❛❜❧✐, ❧✬❡①♣,❡00✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣/,❛+❡✉, ❞✬/✈♦❧✉+✐♦♥ ❛+♦♠✐8✉❡✱

✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥+ ❞❡ ❧❡ ♠♦②❡♥♥❡, 0✉, +♦✉+❡0 ❧❡0 ❤✐0+♦✐,❡0 ♣♦00✐❜❧❡0 ❞✉ ❝❤❛♠♣ /❧❡❝+,✐8✉❡✱

,❡♣,/0❡♥+/ ♣❛, ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ 0+♦❝❤❛0+✐8✉❡ E (t)✱ ❝♦♥+✐♥✉❡ ❡+ ❝♦♥0+❛♥+❡ ♣❛, ✐♥+❡,✈❛❧❧❡0

❞❡ +❡♠♣0✳ ▲✬♦♣/,❛+❡✉, ❞✬/✈♦❧✉+✐♦♥✱ 0♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧✬/8✉❛+✐♦♥ ✿

dU (t)

dt
= −i (H0 − d.E (t))U (t) ✭✹✳✺✸✮

0✬❡①♣,✐♠❡ +❡❧ 8✉❡ ✿

UE (t) = exp−i (H0 − d.E) t ✭✹✳✺✹✮

♣♦✉, ❝❤❛8✉❡ ♣❛❧✐❡, ❞✉,❛♥+ ❧❡8✉❡❧ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣,❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉, E ❝♦♥0+❛♥+❡✳ ❊♥ ,❡0♣❡❝✲

+❛♥+ ❧✬♦,❞,❡ ❝❤,♦♥♦❧♦❣✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ 0✉❝❝❡00✐♦♥ ❞❡0 ♣❛❧✐❡,0 ♥✉♠/,♦+/0 ♣❛, ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0

❡♥+✐❡,0 ♥❛+✉,❡❧0✱ ❧✬♦♣/,❛+❡✉, ❞✬/✈♦❧✉+✐♦♥ ♣♦✉, ✉♥❡ ❤✐0+♦✐,❡ ❝♦♠♣❧<+❡ ♣❡✉+ 0✬/❝,✐,❡ ✿

U (t) =
i=m∏

i=1

UEi
(ti − ti−1) ✭✹✳✺✺✮

♣,♦❞✉✐+ ♦,❞♦♥♥/ ❛✈❡❝ ❧❡0 ✐♥❞✐❝❡0 ❧❡0 ♣❧✉0 ♣❡+✐+0 ♣❧❛❝/0 H ❞,♦✐+❡✱ ❛✈❡❝ tm = t✱ ❡+ i

✼✾



♣!❡♥❛♥% %♦✉%❡( ❧❡( ✈❛❧❡✉!( ❞❡ 0 , m✱ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ (❛✉%( ❡✛❡❝%✉2( ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ %♦%❛❧✐%2 ❞✉

%❡♠♣( t✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝%!✐7✉❡ ❡(% E1✱ ❡% ✈❛✉% Em+1 ❥✉(%❡ ❛♣!9(

❧❡ ❞❡!♥✐❡! (❛✉%✱ ❧✬♦♣2!❛%❡✉! ❞✬2✈♦❧✉%✐♦♥ ❛%♦♠✐7✉❡ ♠♦②❡♥ ♣❛! ✉♥✐%2 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡% ❞❡

%❡♠♣( ❛ ♣♦✉! ❡①♣!❡((✐♦♥ ✿

Tm (Em+1, E1, t) =

ˆ t

0

dt1

ˆ t

t1

dt2 . . .

ˆ t

tm−2

dtm−1

ˆ

dE2 . . . dEm

×
m∏

i=1

UEi
(ti − ti−1)ψti−ti−1

(Ei+1, Ei) ✭✹✳✺✻✮

◆❛%✉!❡❧❧❡♠❡♥%✱ ❧❛ ❝❤!♦♥♦❧♦❣✐❡ ❞♦✐% E%!❡ !❡(♣❡❝%2❡ ❛✐♥(✐ 7✉❡ ❝❡❧❛ ❛ 2%2 ♠♦♥%!2

♣!2❝2❞❡♠♠❡♥%✱ ♣✉✐(7✉❡ ❧❡( ♦♣2!❛%❡✉!( UEi
(ti − ti−1) ♥❡ ❝♦♠♠✉%❡♥% ♣❛( ❡♥%!❡ ❡✉①✳

▲❡( ❞✐✛2!❡♥%( 2❧2♠❡♥%( ❞♦✐✈❡♥% ❞♦♥❝ E%!❡ ♣!✐( ❡♥ ❝♦♠♣%❡ (✉❝❝❡((✐✈❡♠❡♥% ❞❡♣✉✐( ❧❛

❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡①♣!❡((✐♦♥✳ G♦✉! ❧❡( ♣!❡♠✐❡!( (❛✉%(✱ ♣♦✉! ❧❡(7✉❡❧( m ♣!❡♥❞ ❧❡( ✈❛❧❡✉!( ✵✱

✶✱ ✷ ❡% ✸✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❛✐♥(✐ ❧❡( 7✉❛%!❡ ♣!❡♠✐9!❡( !❡❧❛%✐♦♥( ✿

T0 (E = E1, E1, t) = δ (E − E1) δ (t) I ✭✹✳✺✼✮

T1 (E2, E1, t) = UE1
(t)ψt (E2, E1) ✭✹✳✺✽✮

T2 (E3, E1, t) =

ˆ t

0

dt1

ˆ

dE2UE2
(t− t1)ψt1 (E2, E1)ψt−t1 (E3, E2) ✭✹✳✺✾✮

T3 (E4, E1, t) =

ˆ t

0

dt1

ˆ t

t1

dt2

ˆ

dE2

ˆ

dE3UE1
(t1)UE2

(t2 − t1)UE3
(t− t1)

× ψt1 (E2, E1)ψt2−t1 (E3, E2)ψt−t2 (E4, E3) ✭✹✳✻✵✮

❛✈❡❝ I ♦♣2!❛%❡✉! ✐❞❡♥%✐%2✳ ❊♥ ❢❛✐(❛♥% ❛♣♣❛!❛Q%!❡ ❧✬♦♣2!❛%❡✉! T2 (E4, E2, t− t1) ❛✉ (❡✐♥

❞❡ T3 (E4, E1, t)✱ ❝❡%%❡ ❞❡!♥✐9!❡ ♣❡✉% E%!❡ !2❝!✐%❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛R♦♥ (✉✐✈❛♥%❡ ✿
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T3 (E4, E1, t) =

ˆ t

0

dt1

ˆ

dE2UE1
(t1)ψt1 (E2, E1)T2 (E4, E2, t− t1) ✭✹✳✻✶✮

❊♥ (❛✐+♦♥♥❛♥- ♣❛( (/❝✉((❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛❜♦✉-✐- 5 ❧❛ (❡❧❛-✐♦♥ ♦(❞♦♥♥/❡ +✉✐✈❛♥-❡ ✿

Tm+1 (E,E1, t) =

ˆ

dE ′
ˆ t

0

dτψt−τ (E
′, E1)UE1

(t− τ)Tm (E,E
′, τ) ✭✹✳✻✷✮

❆✐♥+✐ ❢♦(♠✉❧/❡✱ ❝❡- ♦♣/(❛-❡✉( ♣❡✉- >-(❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞/❝♦♠♣♦+✐-✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉①

♣❛(-✐❡+✱ ❧❛ ♣(❡♠✐@(❡ ♣❡(♠❡--❛♥- ❞❡ (/❛❧✐+❡( ❞✬❛❜♦(❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉( E ′ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥+✐-/ ❞❡

♣(♦❜❛❜✐❧✐-/ ψt−τ (E
′, E1)UE1

5 ❧✬✐♥+-❛♥- t−τ ✱ ♣✉✐+ ❧❛ +❡❝♦♥❞❡ ♣❡(♠❡--❛♥- ❞✬❛--❡✐♥❞(❡

❧❛ ✈❛❧❡✉( E ❛✈❡❝ m +❛✉-+ ❡- +❡❧♦♥ ❧✬♦♣/(❛-❡✉( Tm (E,E
′, τ)✳ B♦✉( -♦✉+ ❧❡+ ♥♦♠❜(❡+

❞❡ +❛✉-+ ♣♦++✐❜❧❡+✱ ❧✬♦♣/(❛-❡✉( ♠♦②❡♥ T (E,E ′, t) ♣❡(♠❡--❛♥- ❞❡ ♣❛++❡( ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉(

✐♥✐-✐❛❧❡ E ′ 5 ❧❛ ✈❛❧❡✉( E 5 ❧✬✐♥+-❛♥- t ❥✉+-❡ ❛♣(@+ ✉♥ +❛✉- ❞♦✐- -❡♥✐( ❝♦♠♣-❡ ❞❡ -♦✉-❡+

❧❡+ ✈❛❧❡✉(+ ❞❡ m✱ ② ❝♦♠♣(✐+ ❧❛ ✈❛❧❡✉( m = 0 ✿

T (E,E ′, t) =
∞∑

m=0

Tm (E,E
′, t) ✭✹✳✻✸✮

❊♥ +♦♠♠❛♥- ❧❛ (❡❧❛-✐♦♥ ❞❡ (/❝✉((❡♥❝❡ ✹✳✻✷ +✉( ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ +❛✉-+✱ ♦♥ /-❛❜❧✐- ✉♥❡

/F✉❛-✐♦♥ ✐♥-/❣(❛❧❡ ♣♦✉( T (E,E ′, t) ✿

T (E,E ′, t) = T0 (E,E
′, t) +

ˆ

dE1

ˆ t

0

dτψt−τ (E1, E
′)UE′ (t− τ)T (E,E1, τ)

✭✹✳✻✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❝❡- ♦♣/(❛-❡✉( Tt (E,E
′) +✉( ✉♥ ✐♥-❡(✈❛❧❧❡ ❞❡ -❡♠♣+ t F✉❡❧❝♦♥F✉❡✱

-❡♥❛♥- ❝♦♠♣-❡ ❞✉ ❢❛✐- F✉❡ ❧✬❛-♦♠❡ F✉✐ ✈✐❡♥- ❞❡ +✉❜✐( ✉♥ ❞❡(♥✐❡( +❛✉- ❞❡ ❝❤❛♠♣ 5

❧✬✐♥+-❛♥- τ ✱ ♣❡✉- (❡+-❡( -♦✉- ❧❡ -❡♠♣+ (❡+-❛♥- t− τ +❛♥+ +✉❜✐( ✉♥❡ ❛✉-(❡ ✈❛(✐❛-✐♦♥ ❞❡

❝❤❛♠♣✱ +✬/❝(✐- ✿

Tt (E,E
′) =

ˆ t

0

dτT (E,E ′, τ)UE (t− τ) ΦE (t− τ) ✭✹✳✻✺✮

❊♥ (❡♣♦(-❛♥- ❧✬❡①♣(❡++✐♦♥ ❞❡ T (E,E ′, t) ❞❛♥+ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Tt (E,E
′)✱ ♦♥ ❛❜♦✉-✐- 5
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❧✬"#✉❛&✐♦♥ ✐♥&"❣+❛❧❡ ✿

Tt (E,E
′) = δ (E − E ′) ΦE (t)UE (t)

+

ˆ t

0

dτ

ˆ

dE1ψt−τ (E1, E
′)UE′ (t− τ)Tτ (E,E1) ✭✹✳✻✻✮

3♦✉+ ♦❜&❡♥✐+ ❧✬♦♣"+❛&❡✉+ ❞✬"✈♦❧✉&✐♦♥ ❛&♦♠✐#✉❡ ✜♥❛❧✱ ; ♣❛+&✐+ ❞✉#✉❡❧ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

❧❡ ♣+♦✜❧ ❞❡ +❛✐❡✱ ✐❧ +❡=&❡ ; ♠♦②❡♥♥❡+ ❝❡&&❡ ❡①♣+❡==✐♦♥ =✉+ E ❡& E ′ ❡♥ =❡ ❞♦♥♥❛♥& ❧❛

♣+♦❜❛❜✐❧✐&" P1 (E
′) ❞✉ ❝❤❛♠♣ "❧❡❝&+✐#✉❡ ✐♥✐&✐❛❧ E ′✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ✐❧ ✈✐❡♥& ✿

T (t) =

ˆ

dE

ˆ

dE ′P1 (E
′)Tt (E,E

′) ✭✹✳✻✼✮

▲✬"#✉❛&✐♦♥ ✹✳✻✻ ♣❡✉& D&+❡ +"=♦❧✉❡ ❛♥❛❧②&✐#✉❡♠❡♥& =✐ ♦♥ ✉&✐❧✐=❡ ❧✬❤②♣♦&❤E=❡ ✹✳✺✶✳

❙✉♣♣♦=♦♥= #✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐==❡ ❞"✜♥✐+ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐&" q (E) ❡♥ &❡+♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐=&+✐❜✉&✐♦♥

=&❛&✐#✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ P (E)✱ ❝❡ #✉✐ ❡=& ❡✛❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❡ ❝❛= =✐ ❧❛ ❞✐=&+✐❜✉&✐♦♥ ❞✉ &❡♠♣=

❞✬❛&&❡♥&❡ ❡=& ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡✱ ♦✉ ♠D♠❡ #✉❡❧❝♦♥#✉❡✱ ♠❛✐= ❡♥ &♦✉= ❝❛= ✐♥❞"♣❡♥❞❛♥&❡ ❞✉

❝❤❛♠♣✳ ❊♥ +❡♣♦+&❛♥& ✹✳✺✶ ❞❛♥= ✹✳✻✻✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❧✬"#✉❛&✐♦♥ ✐♥&"❣+❛❧❡ =✉✐✈❛♥&❡ ✿

Tt (E,E
′) = δ (E − E ′) ΦE (t)UE (t)

+

ˆ t

0

dτ

ˆ

dE1q (E1)ϕE′ (t− τ)UE′ (t− τ)Tτ (E,E1) ✭✹✳✻✽✮

3♦✉+ +"=♦✉❞+❡ ❝❡&&❡ "#✉❛&✐♦♥✱ ♦♥ ✐♥&+♦❞✉✐& ❧❡= #✉❛♥&✐&"= ✿

XE (t) = ϕE (t)UE (t)

YE (t) = ΦE (t)UE (t) ✭✹✳✻✾✮

❆♣+E= ❛✈♦✐+ ❡✛❡❝&✉" ✉♥❡ &+❛♥=❢♦+♠"❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦+♠❡ ❞❡ Tt (E,E
′)

&❡❧❧❡ #✉✬❡♥ ✹✳✻✽ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ #✉❛♥&✐&" ❛✉①✐❧✐❛✐+❡

´

dE ′q (E ′) T̃S (E,E
′) ✿

✽✷



ˆ

dE ′q (E ′) T̃S (E,E
′) =

[
I −
ˆ

dEq (E) X̃E (s)

]−1
q (E) ỸE (s) ✭✹✳✼✵✮

❝❡ (✉✐ ❝♦♥❞✉✐.✱ ❡♥ ❧✬✐♥❥❡❝.❛♥. ❞❛♥4 ❧✬5(✉❛.✐♦♥ ✐♥.5❣7❛❧❡ ❞❡ Tt (E,E
′)✱ 8 ❧❛ 4♦❧✉.✐♦♥

4✉✐✈❛♥.❡ ✿

T̃S (E,E
′) = δ (E − E ′) ỸE (s) + X̃E′ (s)

[
I −
ˆ

dEq (E) X̃E (s)

]−1
q (E) ỸE (s)

✭✹✳✼✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥. ❡♥ 7❡♣♦7.❛♥. ❝❡ 754✉❧.❛. ❞❛♥4 ✹✳✻✼ ♦♥ ♦❜.✐❡♥. ❧✬♦♣57❛.❡✉7 7❡❝❤❡7❝❤5 ✿

T̃ (s) =

ˆ

dEP1 (E) ỸE (s)

+

ˆ

dEP1 (E) X̃E (s)

[
I −
ˆ

dEq (E) X̃E (s)

]−1 ˆ
dEq (E) ỸE (s) ✭✹✳✼✷✮

❛✈❡❝ ❧❡4 (✉❛♥.✐.54 ✿

X̃E (s) =

ˆ ∞

0

dtϕE (t) exp− (s+ iH0 − id.E) t

ỸE (s) =

ˆ ∞

0

dtΦE (t) exp− (s+ iH0 − id.E) t ✭✹✳✼✸✮

❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞✉ ♣7♦❝❡44✉4 ❑❛♥❣♦✉7♦✉ 4.❛♥❞❛7❞ ✭4❡❧♦♥ ❤②♣♦.❤G4❡ ✹✳✺✶✮✱ ♦I ❧❛

❞❡♥4✐.5 ❞❡ ♣7♦❜❛❜✐❧✐.5 ❞✉ .❡♠♣4 ❞✬❛..❡♥.❡ 4✉✐. ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡✱ .❡❧❧❡ (✉❡ ✿

ϕE (t) = ν (E) exp−ν (E) t ✭✹✳✼✹✮

♦♥ ✈57✐✜❡ ❧❡4 7❡❧❛.✐♦♥4 4✉✐✈❛♥.❡4 ✿

X̃E (s) = ν (E) ŨE [s+ ν (E)]

ỸE (s) = ŨE [s+ ν (E)] ✭✹✳✼✺✮

✽✸



❛✈❡❝ ✿

ŨE (s) = (s+ iH0 − id.E)−1 ✭✹✳✼✻✮

❊♥ -❡♣-❡♥❛♥/ ❧✬23✉❛/✐♦♥ ✹✳✼✶ ❛✈❡❝ ❝❡8 ❡①♣-❡88✐♦♥8✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥/ ✿

T̃S (E,E
′) = δ (E − E ′) ŨE [s+ ν (E)] + ν (E ′) ŨE′ [s+ ν (E ′)]

×
[
I −
ˆ

dEq (E) ν (E) ŨE [s+ ν (E)]

]−1
q (E) ŨE [s+ ν (E)] ✭✹✳✼✼✮

❡/ ❧❛ /-❛♥8❢♦-♠2❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣2-❛/❡✉- T̃ (t) ❞❡✈✐❡♥/ 3✉❛♥/ @ ❡❧❧❡ ✿

T̃ (s) =

ˆ

dEP1 (E) ŨE [s+ ν (E)] +

ˆ

dE ′P1 (E
′) ν (E ′) ŨE′ [s+ ν (E ′)]

×
[
I −
ˆ

dEq (E) ν (E) ŨE [s+ ν (E)]

]−1 ˆ
dEq (E) ŨE [s+ ν (E)] ✭✹✳✼✽✮

❛✈❡❝ q (E) = ν (E)P1 (E) /
´

ν (E)P1 (E) dE✳ ❈❡//❡ 8♦❧✉/✐♦♥ ❡8/ ✐❞❡♥/✐3✉❡ @ ❝❡❧❧❡

♣-28❡♥/2❡ ♣❛- ❇-✐88❛✉❞ ❬✸✷❪✳

✹✳✺ #$♦❝❡((✉( ❈❚❘❲ (.♣❛$❛❜❧❡

❖♥ 8✬✐♥/2-❡88❡ @ ✉♥ ❝❛8 ♣❛-/✐❝✉❧✐❡- ❞❡ ❧❛ ❢❛❝/♦-✐8❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥8✐/2 ❞❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐/2

❞❡ /-❛♥8✐/✐♦♥ ψt (E,E
′)✱ ❝❡❧✉✐ ♦J ❧❛ ❞✐8/-✐❜✉/✐♦♥ ❞✉ /❡♠♣8 ❞✬❛//❡♥/❡ ❡8/ /♦/❛❧❡♠❡♥/

✐♥❞2♣❡♥❞❛♥/❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞✉ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝/-✐3✉❡✱ ❧❡8 ❞❡♥8✐/28 q (E) ❡/ ϕ (t) 8♦♥/ ❛❧♦-8

82♣❛-❛❜❧❡8 ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉/-❡✱ ❡/ ❧❛ ❞❡-♥✐L-❡ ♣❡✉/ M/-❡ ❝❤♦✐8✐❡ 8❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐✛2-❡♥/❡

❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥8 ❝❡ ❝❛8✱ ❧✬❡①♣-❡88✐♦♥ ❞✉ ♣-♦✜❧ ❞❡ -❛✐❡ ❞❡✈✐❡♥/ ✿

T̃ (s) =

[
ˆ

dE.P (E) ỸE (s)

]

+

[
ˆ

dE.P (E) X̃E (s)

] [
I −
ˆ

dE.q (E) X̃E (s)

] [
ˆ

dE.q (E) Ỹ E (s)

]
✭✹✳✼✾✮

✽✹



❛✈❡❝ ✿

X̃E (s) =

ˆ ∞

0

dt.ϕ (t) exp− (s+ iH0 − id.E) t ✭✹✳✽✵✮

❡+ ✿

Ỹ E (s) =

ˆ ∞

0

dt.Φ (t) exp− (s+ iH0 − id.E) t ✭✹✳✽✶✮

♦. Φ (t) = 1 −
´∞
0
dt′ϕ (t)✱ ❛✉+1❡♠❡♥+ ❞✐+ ❧❛ ♣1♦❜❛❜✐❧✐+9 ♣♦✉1 :✉✬❛✉❝✉♥ <❛✉+ ♥✬❛✐+

❧✐❡✉✳

❉❛♥< ❝❡ ❝❛❞1❡✱ q (E) = P (E)✱ ❡+ ❧✬❡①♣1❡<<✐♦♥ ❞✉ ♣1♦✜❧ ♣❡✉+ ❛❧♦1< <❡ <✐♠♣❧✐✜❡1 ❞❡

❧❛ ❢❛A♦♥ <✉✐✈❛♥+❡ ✿

T̃ (s) =

[
I −
ˆ

dE.P (E) X̃E (s)

]−1 [ˆ
dE.P (E) ỸE (s)

]
✭✹✳✽✷✮

❛✈❡❝ ✿

Ỹ E (s) = ŨE (s)
(
I − X̃E (s)

)
✭✹✳✽✸✮

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ 1❡♥❞1❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❞✐<+1✐❜✉+✐♦♥ ❞✉ +❡♠♣< ❞✬❛++❡♥+❡ ♣❧✉< ❧❛1❣❡ <✉1

❧❡< ❞✉19❡< ❧♦♥❣✉❡<✱ ♦♥ ♣❡✉+ ✐♥+1♦❞✉✐1❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❬✸✸❪ ❞✉ +②♣❡ Γ (a) =
´∞
0
ta−1e−tdt✱ ❞❡ <♦1+❡ :✉❡ ✿

ϕ (t) =
ν

Γ (a)
(νt)a−1 exp−νt ✭✹✳✽✹✮

♦. ❧❡ ♣❛1❛♠J+1❡ a ≥ 1✳ ▲❡< +1❛♥<❢♦1♠9❡< ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦11❡<♣♦♥❞❛♥+❡< <♦♥+ ✿

ϕ̃ (t) =
1(

1 + s
ν

)a ✭✹✳✽✺✮

❡+ ✿

Φ̃ (t) =
1

s

(
1− 1(

1 + s
ν

)a

)
✭✹✳✽✻✮

❖♥ ❛ ✿

✽✺



X̃E (s) = [1 + (s+ iH0 − id.E) /ν]−a ✭✹✳✽✼✮

❡' Ỹ E (s) (✬♦❜'✐❡♥' ❡♥ ❡①♣❧♦✐'❛♥' ✹✳✽✸✳ ❖♥ 4❡♠❛46✉❡ 6✉❡ (✐ ❧❡ ♣❛4❛♠8'4❡ a ❡(' ❝❤♦✐(✐

;❣❛❧ = ❧✬✉♥✐';✱ ♦♥ 4❡✈✐❡♥' = ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡✳

✹✳✻ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠*+✐-✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡2 ❙2❛+❦ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❡①✲

♣♦♥❡♥2✐❡❧❧❡ ♣♦✉+ ❧❡ 2❡♠♣: ❞✬❛22❡♥2❡ ❡♥2+❡ ❞❡✉①

:❛✉2:

▲❡( '4❛✈❛✉① ❞❡ ❋4✐(❝❤ ❡' ❇4✐((❛✉❞ ❬✸✹✱ ✸✷❪ ♣♦✉4 ❧❛ 4❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ♣❡✉✈❡♥' I'4❡ 4❡✲

✈✐(✐';( ♣❛4 (✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♥✉♠;4✐6✉❡✱ ❡♥ ♣❛4'✐❝✉❧✐❡4 ❧♦4(6✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛''❡♥'❡ (✉✐' ✉♥❡

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧❧❡✱ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( 6✉❛(✐✲('❛'✐6✉❡✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞✬② ♣❛4✈❡♥✐4✱ ✉♥ ❝❡4'❛✐♥ ♥♦♠❜4❡

❞❡ ❝❤♦✐① ❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧( ❛♥❛❧②'✐6✉❡( (♦♥' ♥;❝❡((❛✐4❡(✳ ▲❡ ♠♦❞8❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ;❧❡❝'4✐6✉❡

✉'✐❧✐(; ❡(' ❝❡❧✉✐ ❝♦♥❢♦4♠❡ = ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❞✐('4✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❍♦♦♣❡4 ❬✶✸❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ;'❛♥'

'❛❜✉❧;❡✱ ✉♥❡ ✐♥'❡4♣♦❧❛'✐♦♥ (✬❛✈84❡ ✐♥❞✐(♣❡♥(❛❜❧❡ ♣♦✉4 ❢♦✉4♥✐4 ❞❡( ✈❛❧❡✉4( ❞❡ ❝❤❛♠♣

❡♥ ❞❡❤♦4( ❞❡( ♣♦✐♥'( ❞❡ ❧❛ '❛❜✉❧❛'✐♦♥✳ ▲❛ ♠;'❤♦❞❡ 4❡'❡♥✉❡ ❡(' ❝❡❧❧❡ ❞❡( ✏(♣❧✐♥❡✑✱ 6✉✐

❛ ❧✬❛✈❛♥'❛❣❡ ❞✬;✈✐'❡4 ❧❡ ♣❤;♥♦♠8♥❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡ ✭6✉✐ ❡♥'4❛R♥❡ 6✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉

♥♦♠❜4❡ ❞❡ ♣♦✐♥'( ❞✬✐♥'❡4♣♦❧❛'✐♦♥✱ ❞❛♥( ✉♥❡ ❛♣♣4♦①✐♠❛'✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ♥❡ ❝♦♥('✐✲

'✉❡ ♣❛( ♥;❝❡((❛✐4❡♠❡♥' = ✉♥❡ ❛♠;❧✐♦4❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣4♦①✐♠❛'✐♦♥✱ ♠❛✐( ❛✉ ❝♦♥'4❛✐4❡ (❛

❞;❣4❛❞❛'✐♦♥✮✳ ❆ ❧✬✐♥';4✐❡✉4 ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ♣❛❧✐❡4 ❞❡ '❡♠♣(✱ ❧✬♦♣;4❛'❡✉4 ❞✬;✈♦❧✉'✐♦♥ ❛'♦✲

♠✐6✉❡ ♠♦②❡♥ (✬♦❜'✐❡♥' ❛✐(;♠❡♥'✱ ♣✉✐(6✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ;❧❡❝'4✐6✉❡ ❡(' ❝♦♥(✐❞;4; ❝♦♥('❛♥'

♣❡♥❞❛♥' '♦✉'❡ ❧❛ ❞✉4;❡ ❞❡ ❧✬✐♥'❡4✈❛❧❧❡✱ ❡' (✬❡①♣4✐♠❡ ✿

U (t)QS =< UE (t) >QS=

ˆ

UE (t)P (E) dE ✭✹✳✽✽✮

♦U ❧✬✐♥❞✐❝❡ QS 4❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ 6✉❛(✐✲('❛'✐6✉❡ ♣♦✉4 ❧❡( ✐♦♥( ❞✉ ♣❧❛(♠❛ ❞❛♥(

❧❡6✉❡❧ ❜❛✐❣♥❡ ❧✬❛'♦♠❡ ;♠❡''❡✉4 ❝♦♥(✐❞;4;✱ ❡' P (E) ❡(' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❞✐('4✐❜✉'✐♦♥

❞✉ ❝❤❛♠♣ ;❧❡❝'4✐6✉❡ ❞❡ ❍♦♦♣❡4✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ ❞❡( ;❧;♠❡♥'( ❞❡ ❝❡' ♦♣;4❛'❡✉4 ❡('

♥;❝❡((❛✐4❡ ♣♦✉4 ♣♦✉4(✉✐✈4❡✳ ❆✈❛♥' ❞❡ (✬② ❛''❡❧❡4✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥' ❞❡ ❝♦♥('❛'❡4 6✉❡ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❛♥❣✉❧❛✐4❡ ❞❡ (❡( ;❧;♠❡♥'( ❞❡ ♠❛'4✐❝❡ ❡(' ♥✉❧❧❡ ❛✐❧❧❡✉4( 6✉❡ (✉4 ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱

❝❡ 6✉❡ ♥♦✉( ❛❧❧♦♥( ❞;♠♦♥'4❡4✳

■❧ ❡(' ♣♦((✐❜❧❡✱ = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ❜❛(❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ♣4♦♣♦(; ♣❛4 ❋4❡4✐❝❤(

✽✻



❬✸✺❪ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞✬✉♥ .+❛✈❛✐❧ ♠❡♥❛♥. 2 ✉♥❡ '✐♠✉❧❛.✐♦♥ ❝♦♠♣❧5.❡ ❞❡' ❝♦♥❞✐.✐♦♥'

♣❤②'✐8✉❡'✱ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡+ ✉♥❡ ♠❛.+✐❝❡ ♣❡+.✉+❜❛.✐✈❡ 2 ❝♦❡✣❝✐❡♥.' .♦✉' +<❡❧'✱ ❝❡ 8✉✐

❢❛❝✐❧✐.❡ ❣+❛♥❞❡♠❡♥. ❧❡' ❝❛❧❝✉❧'✳

❖♥ ❝❤♦✐'✐. ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝.❡✉+' ❞✬<.❛. |0 >✱ |1 >✱ |2 > ❡. |3 >✱ ❞<✜♥✐' ❛✐♥'✐ ✿

|0 >= |200 >✱

|1 >= i√
2
(|211 > −|21− 1 >)✱

|2 >= 1√
2
(|211 > +|21− 1 >)✱

|3 >= |210 >✳

❈❡❝✐ ♣❡+♠❡. ❞❡ ❝♦♥'.+✉✐+❡ ❧❛ ♠❛.+✐❝❡ ❞❡ ♣❛''❛❣❡ P '✉✐✈❛♥.❡ ✿

P =




1

−i
i√
2

1√
2

−i√
2

1√
2




✭✹✳✽✾✮

❛✈❡❝ ✭.+❛♥'♣♦'<❡ ❝♦♥❥✉❣✉<❡✮ ✿

P−1 =




1
−i√
2

i√
2

1√
2

1√
2

i




✭✹✳✾✵✮

❖♥ ♦❜.✐❡♥.✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐8✉❛♥. ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ❜❛'❡ 2 ❧❛ ♠❛.+✐❝❡ V (t) ✿

P−1V (t)P = 3ea0




i√
2
(−E+1 − E−1)

−1√
2
(E+1 + E−1) −iEz

−i√
2
(E−1 − E+1)

1√
2
(E−1 + E+1)

−iEz




✭✹✳✾✶✮

L✉✐'✱ ❡♥ .❡♥❛♥. ❝♦♠♣.❡ ❞❡ E±1 = ∓ (Ex ± iEy) /
√
2 ♦♥ ❛❜♦✉.✐. 2 ❧❛ ♠❛.+✐❝❡ 8✉✐✱

♠✉❧.✐♣❧✐<❡ ♣❛+

i
~

❞♦♥♥❡ ✿

✽✼



P−1V (t)P =
3ea0
~




−Ex −Ey Ez

Ex

Ey

−Ez




✭✹✳✾✷✮

◆✬❛♣♣❛*❛✐,,❡♥/ ❞❛♥, ❝❡//❡ ❡①♣*❡,,✐♦♥ ♠❛/*✐❝✐❡❧❧❡ 6✉❡ ❞❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥/, *9❡❧, ✿ ❧❡,

❝♦♦*❞♦♥♥9❡, ❞✉ ❝❤❛♠♣ 9❧❡❝/*✐6✉❡✳

❈♦♠♣/❡✲/❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ,②♠9/*✐❡ ,♣❤9*✐6✉❡ ❞✉ ,②,/?♠❡✱ ✐❧ ❡,/ ♥❛/✉*❡❧ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡* ❞❡

,②,/?♠❡ ❞❡ ❝♦♦*❞♦♥♥9❡, ❡♥ ❡①♣*✐♠❛♥/ ❧❡, ❝♦♠♣♦,❛♥/❡, ❞✉ ❝❤❛♠♣ 9❧❡❝/*✐6✉❡ ,✉✐✈❛♥/

,♦♥ ♠♦❞✉❧❡ E ❡/ ,❡, ❛♥❣❧❡, ϕ ❞❛♥, ❧❡ ♣❧❛♥ x, y ❡/ θ ,❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ z✱ ♣*♦♣*❡, ❛✉①

❝♦♦*❞♦♥♥9❡, ,♣❤9*✐6✉❡,✳ ▲❛ ♠❛/*✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡*/✉*❜❛/✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥/ ✿

VS =
3ea0
~




−Esinθcosϕ −Esinθsinϕ Esinθ

Esinθcosϕ

Esinθsinϕ

−Esinθ




✭✹✳✾✸✮

❉❛♥, ❧✬✐♥/❡*✈❛❧❧❡ ❞❡ /❡♠♣, ♦G ❧❡ ❝❤❛♠♣ 9❧❡❝/*✐6✉❡ ❡,/ ❝♦♥,✐❞9*9 ❝♦♥,/❛♥/✱ ❧❛ *9,♦✲

❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧✬96✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤*I❞✐♥❣❡* ♣♦✉* ❧✬♦♣9*❛/❡✉* ❞✬9✈♦❧✉/✐♦♥ ♥9❝❡,,✐/❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐,✲

,❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡ EV S ❞❡ ❧❛ ♠❛/*✐❝❡ VS.∆t✳ ❉❡ ,✐① /❡*♠❡, ♥♦♥ ♥✉❧, ♦♥ ❛❜♦✉/✐/

J ✉♥❡ ♠❛/*✐❝❡ ❞♦♥/ ♣❧✉, ❛✉❝✉♥ /❡*♠❡ ♥✬❡,/ ♥✉❧✱ ❡/ ❞♦♥/ ✐❧ ❢❛✉/ ❛❧♦*, ❞9/❡*♠✐♥❡* ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❛♥❣✉❧❛✐*❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ,✬♦❜/✐❡♥/ ❡♥ ✐♥/9❣*❛♥/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡, /❡*♠❡, ,❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦✲

❞?❧❡ ✿

< EV Sij >θ,ϕ=
3ea0
~

1

4π

ˆ π

0

dθsinθ

ˆ 2π

0

dϕEV Sij∆t ✭✹✳✾✹✮

❖♥ ❝♦♥,/❛/❡ ❛❧♦*, 6✉❡ /♦✉, ❧❡, /❡*♠❡, < EV Sij >θ,ϕ ,♦♥/ ♥✉❧, ♣♦✉* i 6= j✱ ❡/ 6✉❡

,❡✉❧ ❧❡, /❡*♠❡, ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♥❡ ❧❡ ,♦♥/ ♣❛,✳ ▲❡ /❡*♠❡ < EV S11 >θ,ϕ= cos
(
3ea0
~
E∆t

)
✱ ❡/

❧❡, /*♦✐, ❛✉/*❡, ,♦♥/ ✐❞❡♥/✐6✉❡,✱ ❛✈❡❝ ✿

< EV S22 >θ,ϕ=< EV S33 >θ,ϕ=< EV S44 >θ,ϕ=
1

3

[
2 + cos

(
3ea0
~

E∆t

)]
✭✹✳✾✺✮

✽✽



▲❛ "#❛❝❡ #&❞✉✐"❡ ❛✉① &❧&♠❡♥". ♣♦✉# ❧❡.1✉❡❧. l = 1 ❡." ❞♦♥❝ &❣❛❧❡ 3 ✿ 2+cos
(
3ea0
~
E∆t

)
✳

✹✳✼ ❚$❛♥❢♦$♠*❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣*$❛2❡✉$ ❞✬*✈♦❧✉✲

2✐♦♥

▲❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ "❡♠♣. ❞✬❛""❡♥"❡ ❡♥"#❡ ❞❡✉① .❛✉". ❢❛✐.❛♥" ✐♥"❡#✈❡♥✐# ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦✲

♥❡♥"✐❡❧❧❡✱ 1✉✐ .✬&❝#✐" ✿

ϕ (t) = ν exp−νt ✭✹✳✾✻✮

❢❛✐" ✐♥"❡#✈❡♥✐# ✉♥❡ ❢#&1✉❡♥❝❡ ❞❡ .❛✉" ν ❡." .✉♣♣♦.&❡ ❝♦♥."❛♥"❡✱ ❡" ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥"❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❧❡✉# ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲✬♦♣&#❛"❡✉# ❞✬&✈♦❧✉"✐♦♥ ♠♦②❡♥♥& .✉# "♦✉"❡. ❧❡. ❤✐."♦✐#❡. ♣♦..✐❜❧❡.

❞❡ ❝❤❛♠♣ .✬&❝#✐" ❛❧♦#. ✿

< U (t, 0) >PSP= exp (−νt)UQS (t)

+

ˆ t

0

νexp− ν (t− t1)UQS (t− t1) < U (t1, 0) >PSP dt1 ✭✹✳✾✼✮

❉❛♥. ❝❡""❡ ❡①♣#❡..✐♦♥✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ PSP #❛♣♣❡❧❧❡ 3 ❧❛ ♠❛♥✐E#❡ ❞❡ ❋#✐.❝❤ ❡" ❇#✐..❛✉❞

1✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐.✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬❛""❡♥"❡ .✉✐✈❛♥" ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥"✐❡❧❧❡✱ ❡" ❞♦♥" ❧❛

#&♣❛#"✐"✐♦♥ ❞❡. ❞❛"❡. ❞❡ .❛✉". ❡." ❞✐."#✐❜✉&❡ .❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ H♦✐..♦♥ ✭H♦✐..♦♥ ❙"❡♣

H#♦❝❡..✮✳ ▲❡ ♣#❡♠✐❡# "❡#♠❡ #❡♣#&.❡♥"❡ ❧❛ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ ❞✉ ❝❛. ♦J ❛✉❝✉♥ .❛✉" ♥✬❛

❡✉ ❧✐❡✉ ❞✉#❛♥" ❧❡ "❡♠♣. t✱ ❡" ❧❡ .❡❝♦♥❞ ❢❛✐" ❧❛ .♦♠♠❡ ❞❡. ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥. ❞❡ "♦✉.

❧❡. ✐♥."❛♥". t1 ♣♦..✐❜❧❡. ❛✉①1✉❡❧. ❧❡ ❞❡#♥✐❡# .❛✉" ❛ ❡✉ ❧✐❡✉✱ ❡♥ "❡♥❛♥" ❝♦♠♣"❡ ❞❡

❧✬&✈♦❧✉"✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❥✉.1✉✬3 t1✱ ❛✈❡❝< U (t1, 0) >PSP ✳

H♦✉# "#❛♥.♣♦.❡# < U (t, 0) >PSP ❞❛♥. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ .♣❡❝"#❛❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬♦❜"❡♥✐# ❧❡

♣#♦✜❧ ❞❡ #❛✐❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝"✉❡ ✉♥❡ "#❛♥.❢♦#♠&❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❡" ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ✿

< Ũ (ω) >PSP=
{
I − νŨQS (ω + iν)

}−1
ŨQS (ω + iν) ✭✹✳✾✽✮

▲❛ ♠❛"#✐❝❡ ❞❡ ŨQS ❡." #❡❧❛"✐✈❡♠❡♥" .✐♠♣❧❡✱ 3 ♠♦✐"✐& ❝#❡✉.❡✱ ❡" .❡ ♣#&.❡♥"❡ .♦✉. ❧❛

❢♦#♠❡ .✉✐✈❛♥"❡✱ ❡♥ ❝♦♥.✐❞&#❛♥" ✉♥ ❝❤❛♠♣ &❧❡❝"#✐1✉❡ ❝♦❧✐♥&❛✐#❡ 3 ❧✬❛①❡ z ❞✉ #&❢&#❡♥"✐❡❧

❞❡ ❧✬❛"♦♠❡✱ ❝❡ 1✉✐ ♥✬❛✛❡❝"❡ ❡♥ #✐❡♥ ❧❛ ❣&♥&#❛❧✐"& ❞❡. ❝❛❧❝✉❧. ✿

✽✾






r11 r12

r12 r22

r33

r33




✭✹✳✾✾✮

❛✈❡❝ ❞♦♥❝ ,✉❛./❡ .❡/♠❡1 ❞✐✛4/❡♥.1 1❡✉❧❡♠❡♥.✱ .❡❧1 ,✉❡ ✿

r11 =
[(φ1 + ν) + iω]

∆1

r12 =
−3ea0Ez

∆1

r22 =
[(φ0 + ν) + iω]

∆1

r33 =
1

[(φ1 + ν) + iω]

∆1 = (iω + φ0) (iω + φ1) + (3ea0Ez)
2

✭✹✳✶✵✵✮

❖♥ ❡♥ ❞4❞✉✐. ❧✬❡①♣/❡11✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ < Ũ (ω) >PSP ,✉✐ 1✬4❝/✐. ✿




(1−νr22)r11+νr2
12

∆
(1−νr22)r12+νr12r22

∆
νr11r12+(1−νr11)r12

∆

νr2
12
+(1−νr11)r22

∆
r33

1−νr33
r33

1−νr33




✭✹✳✶✵✶✮

❡. ❛✈❡❝ ❧❛ ,✉❛♥.✐.4 ∆ .❡❧❧❡ ,✉❡ ✿

∆ = (1− νr11) (1− νr22)− ν2r212 ✭✹✳✶✵✷✮

▲❡ ♣/♦✜❧ ❞❡ /❛✐❡ ❝♦//❡1♣♦♥❞❛♥. ❡1. ❞♦♥♥4 ♣❛/ ❧❛ ♣❛/.✐❡ /4❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ./❛❝❡ ❞❡

< Ũ (ω) >PSP /4❞✉✐.❡ ❛✉① 4❧❡♠❡♥.1 ♣♦✉/ ❧❡1,✉❡❧1 ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❛.♦♠✐,✉❡ ,✉❛♥.✐,✉❡

m = 0✱ 1♦✐. ❧❡1 ./♦✐1 ❞❡/♥✐❡/1✱ ❡. 1✬❡①♣/✐♠❡ ❞♦♥❝✱ ♣✉✐1,✉❡ ❧❡1 ❞❡✉① ❞❡/♥✐❡/1 1♦♥.

✐❞❡♥.✐,✉❡1 ✿

I (ω) = ℜ
[
(3π)−1

(
< Ũ (ω) >PSP22

+2 < Ũ (ω) >PSP33

)]
✭✹✳✶✵✸✮

✾✵
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✹✳✽ #$♦✜❧( ♦❜*❡♥✉( ♣❛$ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠2$✐4✉❡
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E0
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❧❡"✉❡❧ E0 =
e
r2
0
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❞❡ )❛✉5 ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥)5❛♥5❡✱ ❡5 ✐❧ %❡)5❡%❛✐5 G ❞65❡%♠✐♥❡% ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ 7✉✬❛✉%❛✐5 )✉% ❧❡)
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♣!♦✜❧% ✉♥❡ ❢!*+✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥%-❛♥-❡✳ ▼❛✐% ❞*❥4✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢!*+✉❡♥❝❡ ❝♦♥%-❛♥-❡✱ ❧❡%

❞✐✛*!❡♥❝❡% %♦♥- %✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❡% ❡♥-!❡ ❧❡% ❞❡✉① ♠♦❞;❧❡% ♠❡--❛♥- ❡♥ %❝;♥❡ ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡

❈❚❘❲✱ ❝❡❧❧❡ ✉-✐❧✐%❛♥- ✉♥ -❡♠♣% ❞✬❛--❡♥-❡ ❝♦♥❢♦!♠❡ 4 ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥-✐❡❧❧❡✱ ❡- ❝❡❧❧❡

❡①♣❧♦✐-❛♥- ✉♥❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❣❛♠♠❛✳ ■❧ !❡%-❡ 4 *-❡♥❞!❡ ❧❡ -!❛✈❛✐❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐ 4 ❞✬❛✉-!❡% ❧♦✐%

❞❡ -❡♠♣% ❞✬❛--❡♥-❡✱ ♣♦✉! ♠✐❡✉① *-❛❜❧✐! ❧✬✐♠♣♦!-❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡%✲❝✐ ❡- ❧❡✉! !E❧❡ ❞❛♥%

❧✬*❧❛!❣✐%%❡♠❡♥- ❞✉ ♣!♦✜❧✳

✾✹



❈❤❛♣✐%&❡ ✺

❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ♣&♦❝❡11✉1

1%♦❝❤❛1%✐2✉❡1

❯♥❡ ❛❧%❡&♥❛%✐✈❡ ❡①✐*%❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣&♦✜❧ ❞❡ &❛✐❡ ❢♦♥❞2 *✉& ❧❡* ❣&❛♥❞❡✉&* *%❛✲

%✐*%✐5✉❡* ❞❡* ♣&♦❝❡**✉* *%♦❝❤❛*%✐5✉❡* ♠♦❞2❧✐*❛♥% ❧✬2✈♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝%&✐5✉❡ ✿

❝✬❡*% ❧❛ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠:♠❡ ❞❡ ❝❡* ♣&♦❝❡**✉*✱ ♣❛& %✐&❛❣❡ ❛❧2❛%♦✐&❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥% ❢❛✐%

❙❡✐❞❡❧ ❬✸✶❪ ♦✉ ❋&❡&✐❝❤* ❬✸✺❪✳ ❉❛♥* ✉♥❡ %❡❧❧❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱ 5✉✐ ❢❛✐% ❞❛♥* ❝❡ %&❛✈❛✐❧ ❧✬♦❜❥❡% G

♥♦✉✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠2&✐5✉❡✱ ❧❡* ❞❛%❡* ❛✉①5✉❡❧❧❡* ✉♥ *❛✉% ✐♥%❡&✈✐❡♥% *♦♥% ♦❜%❡♥✉❡*

♣❛& %✐&❛❣❡ ❛❧2❛%♦✐&❡ ❡♥ ✈2&✐✜❛♥% 5✉❡ ❧❡ %❡♠♣* ❞✬❛%%❡♥%❡ ♦❜%❡♥✉ ❡*% ❝❤❛5✉❡ ❢♦✐* ❜✐❡♥

❝♦♥❢♦&♠❡ G ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠:♠❡ ❢❛H♦♥✱ ❝❤❛5✉❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❝❤❛♠♣ 2❧❡❝%&✐5✉❡

♦❜%❡♥✉❡ ❛♣&I* ✉♥ *❛✉% ❡*% %✐&2❡ ❛❧2❛%♦✐&❡♠❡♥%✱ ❡% ♦♥ *✬❛**✉&❡ 5✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛&%✐❡♥% ❜✐❡♥

G ❧❛ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❍♦♦♣❡&✱ G ❧✬❡①❝❡♣%✐♦♥ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ♣❛* ❞✉ %❡♠♣*✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧♦&*5✉❡

❧✬♦♥ ❞2♠❛&&❡ ✉♥❡ ❤✐*%♦✐&❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ✐♥✐%✐❛❧❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ &❛✐*♦♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐I&❡

❞❡ ❝♦M♥❝✐❞❡& ❛✈❡❝ ✉♥ *❛✉% G ❧❛ ❞❛%❡ ③2&♦✱ ❝❡ 5✉✐✱ ♣♦✉& %❡♥✐& ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐% ❞❡♠❛♥❞❡

❞❡ ❝♦♥*✐❞2&❡& ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥ ❞✐✛2&❡♥%❡ ♣♦✉& ❧❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ✐♥✐%✐❛❧❡*✳

✺✳✶ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐&'♦✐(❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝'(✐5✉❡

❖♥ ❝♦♥*✐❞I&❡ 5✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ ✈❛&✐❡ ♥✐ ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ♥✐ ❡♥ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❞❡✉① *❛✉%*

*✉❝❝❡**✐❢*✱ ♠❛✐* *❡✉❧❡♠❡♥% G ❧✬✐♥*%❛♥% ❞✬✉♥ *❛✉%✳ ❉❛♥* ❝❡* ❝♦♥❞✐%✐♦♥*✱ ❧❡* 2❧2♠❡♥%* ❞❡

♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣2&❛%❡✉& ❞✬2✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡♠❡✉&❡♥% ❝♦♥*%❛♥%* 2❣❛❧❡♠❡♥% ❡♥%&❡ ❞❡✉① *❛✉%*✳

❆ ❧✬✐♥*%❛♥% tn✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧✬♦♣2&❛%❡✉& ❞✬2✈♦❧✉%✐♦♥ ❡*% ❛✐♥*✐ *✐♠♣❧❡♠❡♥% ❧❡ ♣&♦❞✉✐%

✾✺



♦!❞♦♥♥$ ❞❡ &❡& ✈❛❧❡✉!& &✉❝❝❡&&✐✈❡& ❛✉① ✐♥&.❛♥.& ❛♥.$!✐❡✉!& ❞❡♣✉✐& ❧✬✐♥&.❛♥. ③$!♦✱ &♦✐. ✿

U (tn, 0) = U (tn, tn−1)U (tn−1, tn−2) . . . U (t1, 0) ✭✺✳✶✮

9♦✉! ❝❤❛;✉❡ ❤✐&.♦✐!❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❢❛✐&❛♥. ❧✬♦❜❥❡. ❞✬✉♥❡ &✐♠✉❧❛.✐♦♥✱ ❛✉① ❞❛.❡& &✉❝❝❡&✲

&✐✈❡& ;✉✐ !②.❤♠❡♥. ❧❡& ✈❛❧❡✉!& ❝♦♥&.❛♥.❡& ❞❡ &❡& ♣❛❧✐❡!&✱ ❝♦!!❡&♣♦♥❞❡♥. ♣❛!❛❧❧B❧❡♠❡♥.

❧❡& ♣❧❛❣❡& .❡♠♣♦!❡❧❧❡& ♣❡♥❞❛♥. ❧❡&;✉❡❧❧❡& ❧✬♦♣$!❛.❡✉! ❞✬$✈♦❧✉.✐♦♥ ♣!❡♥❞ $❣❛❧❡♠❡♥.

❞❡& ✈❛❧❡✉!& ❝♦♥&.❛♥.❡&✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐. E ✉♥❡ ✈❛❧❡✉! ❛♣♣!♦①✐♠❛.✐✈❡ ❞❡ ❧✬$✈♦❧✉.✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝❡!.❛✐♥❡ ❤✐&.♦✐!❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ !$&♦❧✉.✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ &✉! ❧❡ .❡♠♣& $❣❛❧❡ E ❧✬✐♥✈❡!&❡ ❞❡ ❧❛

❢!$;✉❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ &❛✉.✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐;✉❛♥. ❝❡..❡ ♠$.❤♦❞❡ E ❧❛ !❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α✱ ♦♥ ♣❡✉.

✈♦✐! &✉! ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✶ ❝♦♠♠❡♥. &✬❛❥♦✉.❡♥. ♣♦✉! ❞❡✉① ❤✐&.♦✐!❡& ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐&.✐♥❝.❡& ❧❡&

❢♦♥❝.✐♦♥& ❞✬❛✉.♦❝♦!!$❧❛.✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐!❡& ❝♦!!❡&♣♦♥❞❛♥.❡&✳ ❖♥ ❝♦♥&.❛.❡ &✉! ❝❡..❡ ✜❣✉!❡

;✉❡ ❧❛ &♦♠♠❡ ✐♥❞✉✐. ❧✬❛❝❝!♦✐&&❡♠❡♥. ❞✉ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ❞❛.❡& ❛✉①;✉❡❧❧❡& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝❤❛♥❣❡

❞❡ ✈❛❧❡✉!✱ ❛✉.!❡♠❡♥. ❞✐. ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ &❛✉.&✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜!❡ &✉✣&❛♥. ❞✬❤✐&.♦✐!❡&

❝♦♥❞✉✐&❛♥. E ❛✉.❛♥. ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥& ❞✬❛✉.♦❝♦!!$❧❛.✐♦♥& ❛❥♦✉.$❡& ❧❡& ✉♥❡& ❛✉① ❛✉.!❡&✱

♦♥ ♣❛!✈✐❡♥. E ✉♥❡ &♦♠♠❡ ❧✐&&$❡ &✉✣&❛♠♠❡♥. !$❣✉❧✐B!❡ ♣♦✉! ;✉✬✉♥❡ .!❛♥&❢♦!♠❛.✐♦♥

❞❡ ❋♦✉!✐❡!✲▲❛♣❧❛❝❡ &♦✐. ♣❡!.✐♥❡♥.❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜.❡♥✐! ❧❡ ♣!♦✜❧ ❞❡ !❛✐❡ ❝♦!!❡&♣♦♥❞❛♥.✳ ▲❛

✜❣✉!❡ ✺✳✷ ♠♦♥.!❡ ✉♥ ♣!♦✜❧ !$&✉❧.❛♥. ❞❡ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ❢♦♥❝.✐♦♥& ❞✬❛✉.♦❝♦!!$❧❛.✐♦♥ ❞❡

✺✵✵✵ ❤✐&.♦✐!❡& ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

▲❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥.$!O. ❞❡ ❝❡..❡ ♠$.❤♦❞❡ !$&✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛!. ❡♥ &❛ ✈✐.❡&&❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱

!❛♣✐❞❡✱ ❡. ❞❛♥& ❧❡ ❢❛✐. ;✉✬✐❧ ❡&. .!B& ❛✐&$ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡! ❞❡ ♣!♦❝❡&&✉& &.♦❝❤❛&.✐;✉❡✱ ✉♥❡

❢♦✐& ❧❡ ❝♦❞❡ ❜✐❡♥ $.❛❜❧✐✱ ❞✬❛✉.!❡ ♣❛!.✳ ❙✐ ❧❡& ❝♦♥❞✐.✐♦♥& ❞❡ &.❛.✐♦♥♥❛!✐.$ &♦♥. ✈$!✐✜$❡&✱

❞✐✛$!❡♥.❡& ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥& ❞❡ ♣!♦❝❡&&✉& &.♦❝❤❛&.✐;✉❡& ❡. ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥& ❞❡ ❞✐&.!✐❜✉.✐♦♥ ❞✉

❝❤❛♠♣ ❡❧$❝.!✐;✉❡ ♣❡✉✈❡♥. O.!❡ ❡①❛♠✐♥$❡&✳ ❊♥ ♣❛!.✐❝✉❧✐❡!✱ ✐❧ ❡&. ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐&❛❣❡!

❞❡ ♠❡♥❡! ❧❡& ❝❛❧❝✉❧& ♣♦✉! ❞❡& ♣❧❛&♠❛& ❤♦!& ❞✬$;✉✐❧✐❜!❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛! ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥& ❧❡&

.✉!❜✉❧❡♥❝❡& ;✉✐ ♣!❡♥♥❡♥. ♥❛✐&&❛♥❝❡ ❞❛♥& ❧❡& ♣❧❛&♠❛& ❞❡& ♠❛❝❤✐♥❡& ❡①♣$!✐♠❡♥.❛❧❡&

❞❡ ❢✉&✐♦♥✳

✺✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❡( ❝♦♠♣❛/❛✐%♦♥%

▲❡& ♣!❡♠✐❡!& ❡&&❛✐& ♦♥. $.$ ♠❡♥$& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞❡ ❧❛ !❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ❞❡ ❧✬❤②❞!♦❣B♥❡✱

❝♦♠♠❡ ♣♦✉! ❧❡ !❡&.❡ ❞❡ ❝❡ .!❛✈❛✐❧✳ ❈❡..❡ !❛✐❡ ❡&. .!B& &❡♥&✐❜❧❡ E ❧❛ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✉

♠✐❝!♦❝❤❛♠♣✱ ❡. &♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡&. !❡♥❞✉ ♣❧✉& !❛♣✐❞❡ ♣❛! ❧❡ ❢❛✐. ;✉❡ ❧✬$.❛. ❢♦♥❞❛♠❡♥.❛❧ ❞❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✿ ❙♦♠♠❡ ❞❡) ❢♦♥❝-✐♦♥) ❞✬❛✉-♦❝♦223❧❛-✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐2❡ ❝♦22❡)♣♦♥❞❛♥- 6 ❞❡✉①

❤✐)-♦✐2❡) ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐)-✐♥❝-❡)✳

❧✬❛-♦♠❡ ♥✬❡)- ♣❛) ❛✛❡❝-3 ♣❛2 ❧✬3❧❛2❣✐))❡♠❡♥- ❙-❛2❦ ❞♦♠✐♥❛♥-✳ ❚♦✉❥♦✉2) ❡♥ ♥3❣❧✐❣❡❛♥-

❧❛ )-2✉❝-✉2❡ ✜♥❡✱ ♦♥ ✉-✐❧✐)❡ ❧❛ ❜❛)❡ )♣❤32✐A✉❡ |n, l,m > ❞❛♥) ❧❡ )♦✉)✲❡)♣❛❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜2❡

A✉❛♥-✐A✉❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧ n = 2✳ ▲❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧ ❞✬✐♥-❡2❛❝-✐♦♥ ❡)- ❛❧♦2) 2❡♣23)❡♥-3 ♣❛2 ✉♥❡

♠❛-2✐❝❡ ✹①✹✱ ❞❡ ♠E♠❡ A✉❡ ❧✬♦♣32❛-❡✉2 ❞✬3✈♦❧✉-✐♦♥✳ ❉❛♥) ❧❡) ❝❛❧❝✉❧) A✉✐ )✉✐✈❡♥-✱

♦♥ ❝♦♠♣❛2❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉2 ❧❛ 2❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α ❞❡ ❧✬❤②❞2♦❣I♥❡ ❞❡✉① ♠3-❤♦❞❡) ♣♦✉2 ✉♥

❝❛) )✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉2❡ ✺✳✷ ♣23)❡♥-❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛2❛✐)♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬❛✉-♦❝♦223❧❛-✐♦♥

❞✐♣♦❧❛✐2❡ ♦❜-❡♥✉❡ ♣❛2 ❧❛ ♠3-❤♦❞❡ ❞❡ )✐♠✉❧❛-✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧) ✐))✉) ❞❡ ❧✬❛♣♣2♦❝❤❡

▼▼▼✱ ♣♦✉2 ✉♥❡ ❞❡♥)✐-3 Ne = 1017cm−3
❡- ✉♥❡ -❡♠♣32❛-✉2❡ T = 10000K✳ ❖♥

♦❜)❡2✈❡ ✉♥❡ ❞3❝♦223❧❛-✐♦♥ ♥❡--❡♠❡♥- ♣❧✉) ♠❛2A✉3❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜-❡♥✉ ♣❛2

❧❛ )✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♣❛2 2❛♣♣♦2- 6 ❝❡❧✉✐ ♣2♦✈❡♥❛♥- ❞✉ ▼▼▼ ❡✛❡❝-✉3 ❛✈❡❝ ❧❛ ❢23A✉❡♥❝❡ ❞❡

)❛✉- ♦2✐❣✐♥❛❧❡✳ ❉❛♥) ❧✬❡)♣♦✐2 ❞❡ ♠✐❡✉① )❡ 2❛♣♣2♦❝❤❡2 ❞❡ ❝❡--❡ 23❢32❡♥❝❡✱ ✉♥ )❡❝♦♥❞

23)✉❧-❛- ❡)- ♣23)❡♥-3 ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥- ✉♥❡ ❢23A✉❡♥❝❡ ❞❡ )❛✉- ❛✉❣♠❡♥-3❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝-❡✉2

❝♦♥)-❛♥- ❞❡ ✷✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ✉♥❡ -❡❧❧❡ ❞3♠❛2❝❤❡ 3❝❤♦✉❡ 6 )❡ 2❛♣♣2♦❝❤❡2 ❞❛✈❛♥-❛❣❡

❞❡ ❧❛ )✐♠✉❧❛-✐♦♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞2❛✐- ❞♦♥❝ ♣❧✉-N- ❞✬❛❣✐2 ♣❧✉-N- )✉2 ❧❡) ❝❛2❛❝-32✐)-✐A✉❡)

❞✉ ♣2♦❝❡))✉) )-♦❝❤❛)-✐A✉❡ ♣♦✉2 ♠✐❡✉① )✬❛❝❝♦2❞❡2 ❛✈❡❝ ❧❛ )✐♠✉❧❛-✐♦♥✳ ▲❡ ♣2♦❝❡))✉)

❦❛♥❣♦✉2♦✉ ✉-✐❧✐)❡ ♣♦✉2 ❧❛ ❞✐)-2✐❜✉-✐♦♥ ❞✉ -❡♠♣) ❞✬❛--❡♥-❡ ❡♥-2❡ ❞❡✉① )❛✉-) ✉♥❡ ❢♦2♠❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✿ ❋♦♥❝(✐♦♥ ❞✬❛✉(♦❝♦../❧❛(✐♦♥ ❞✐♣♦❧❛✐.❡ ♣♦✉. ❧❡3 ✐♦♥3 ✉♥✐4✉❡♠❡♥(✳ ▲❡ (.❛✐(

♣❧❡✐♥ ❝♦..❡3♣♦♥❞ 7 ❧❛ 3✐♠✉❧❛(✐♦♥✱ 4✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛.❡ ❛✈❡❝ ❧❡3 ./3✉❧(❛(3 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▼▼▼

❝♦..❡3♣♦♥❞❛♥( 7 ❧❛ ❢./4✉❡♥❝❡ ❞❡ 3❛✉( ♦.✐❣✐♥❛❧❡ ✭(✐.❡(3✮ ❛✐♥3✐ 4✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢./4✉❡♥❝❡

♠✉❧(✐♣❧✐/❡ ♣❛. ✷✳✷ ✭❝♦✉.❜❡ ♣♦✐♥(✐❧❧/❡✮✳
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 84&9:;

 .9<3+,#:,=:#4<>$?+<>$3 >$:!

 .9<3+,#:,=:#4<>$?+<>$3 #$@+&:&,45>$3

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✿ $%♦✜❧❡ ❞❡ %❛✐❡ ♣♦✉% ❧❡/ ✐♦♥/ ❡1 ❧❡/ 2❧❡❝1%♦♥/✳ ▲❡ 1%❛✐1 ♣❧❡✐♥ ❝♦%%❡/♣♦♥❞

5 ❧❛ /✐♠✉❧❛1✐♦♥✱ ❧❡/ 1✐%❡1/ ❛✉① %2/✉❧1❛1/ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▼▼▼✳

❡①♣♦♥❡♥1✐❡❧❧❡✱ :✉✐ ❡/1 ✉♥ ❝❛/ ❧✐♠✐1❡ ❞✬✉♥ ♣%♦❝❡//✉/ ❞❡ %❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥1 ♠❛%❦♦✈✐❡♥✳ ■❧

❡①✐/1❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉1%❡/ ♠♦❞@❧❡/ ♣♦//✐❜❧❡/✱ ❡1 ❧❡ ♣%♦❧♦♥❣❡♠❡♥1 ❞❡ ❝❡11❡ %❡❝❤❡%❝❤❡

♣♦✉%%❛✐1 /❡ ❢❛✐%❡ ❡♥ ❞✐%❡❝1✐♦♥ ❞❡ ♣%♦❝❡//✉/ ✐♥12❣%❛♥1 ❞❡/ ❡✛❡1/ ♠2♠♦✐%❡✳ ❖♥ ♣❡✉1 1♦✉1

❞❡ ♠F♠❡ ♥♦1❡% :✉❡ ❧❡/ %2/✉❧1❛1/ ▼▼▼ /✬❛❝❝♦%❞❡♥1✱ ❡♥ ❣2♥2%❛❧✱ 5 ✷✵✪ ♣%@/ ❛✈❡❝ ❝❡✉①

❞❡ ❧❛ /✐♠✉❧❛1✐♦♥✳ $❛% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✸ ♠♦♥1%❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐/♦♥ ❡♥1%❡ ❝❛❧❝✉❧/

♦❜1❡♥✉/ ♣♦✉% ✉♥ 2❧❛%❣✐//❡♠❡♥1 ❞❡ %❛✐❡ ❞J 5 ❧❛ ❢♦✐/ ❛✉① ✐♦♥/ ❡1 ❛✉① 2❧❡❝1%♦♥/✳ ❖♥

♣❡✉1 ♦❜/❡%✈❡% :✉❡ ❧❡ ♣%♦✜❧ ♦❜1❡♥✉ ♣❛% /✐♠✉❧❛1✐♦♥ ❡/1 ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✶✺✪ ♣❧✉/ ❧❛%❣❡

:✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣%♦✈❡♥❛♥1 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▼▼▼✳

✾✾



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡&

❆✉ ❝♦✉$% ❞❡ ❝❡ ($❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❞✬❛❜♦$❞ (❡♥(1 ❞❡ ❞1(❡❝(❡$✱ 2 ($❛✈❡$% ✉♥❡

❛♣♣$♦❝❤❡ ♣$❡♥❛♥( ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❢❛7♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ (♦✉(❡ ❧❛ $1❛❧✐(1 9✉❛♥(✐9✉❡ ❞✬✉♥ ❛(♦♠❡

♣❧♦♥❣1 ❞❛♥% ✉♥ ❜❛✐♥ ❞❡ ♣❡$(✉$❜❛(❡✉$%✱ ❞❛♥% 9✉❡❧❧❡ ♠❡%✉$❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐( ❞✐%♣♦%❡$ ❞✬✉♥

♠♦❞:❧❡ ❝♦♠♣❧❡( ♣❡$♠❡((❛♥( ❞❡ $❡%(✐(✉❡$ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥( ❧✬1❧❛$❣✐%%❡♠❡♥( ❞✉ ♣$♦✜❧ ❞❡

❧❛ $❛✐❡ ▲②♠❛♥✲α✱ ♣❛$ ❧❡ ❢♦$♠❛❧✐%♠❡ ♣❛$ ✐♥(1❣$❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✳ ▲❡% ❝♦✉$❜❡%

♦❜(❡♥✉❡% ♦♥( ♣❡$♠✐% ❞❡ ✈♦✐$ 9✉❡ ❧❡ $1❣✐♠❡ ♦A ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡% ✐♦♥% ❡%( ✐♠♣♦$(❛♥(❡

❡%( ($:% ❜✐❡♥ $❡♣$1%❡♥(1✱ ♣✉✐%9✉❡ ❧✬❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❡% $1%✉❧(❛(% ❞❡% ($❛✈❛✉① ❛♥(1$✐❡✉$%

❡%( ($:% ❝♦❤1$❡♥(✱ ❧✬1❝❛$( ❛✈❡❝ ❡✉① ❞❡♠❡✉$❛♥( ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡ ✶✺✪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱

✐❧ ❢❛✉( (❡♥✐$ ❝♦♠♣(❡ ❞✉ ❢❛✐( 9✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉%❡% ❛♣♣$♦①✐♠❛(✐♦♥% ♦♥( 1(1 ❛❝❝❡♣(1❡%✱

❡( ♣❡✉✈❡♥( ♣❛$ ❝♦♥%19✉❡♥( ❡①♣❧✐9✉❡$ ✉♥❡ ♣❛$(✐❡ ❞❡ ❝❡% 1❝❛$(%✳ ■❧ ♣❛$❛H( ❝❡♣❡♥❞❛♥(

($:% ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣$♦❧♦♥❣❡$ ❝❡% ❝❛❧❝✉❧% ♣❧✉% ❛✈❛♥(✱ ❝❛$ ♦♥ %❡ ❤❡✉$(❡ 2 ❞❡% ❞✐✣❝✉❧(1%

♠❛(❤1♠❛(✐9✉❡% ✐♠♣♦$(❛♥(❡% ✐♥❤1$❡♥(❡% ❛✉ ❢♦$♠❛❧✐%♠❡ ♣❛$ ✐♥(1❣$❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧✉✐✲

♠J♠❡✳

❊♥ $1%♦❧✈❛♥( ♥✉♠1$✐9✉❡♠❡♥( ❧✬19✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤$M❞✐♥❣❡$✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣✉ ❝♦♥%(❛(❡$

9✉❡ ❧❛ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐❡ ❥♦✉❡ ✉♥ $O❧❡ %✐ ✐♠♣♦$(❛♥( 9✉✬✐❧ ♥❡ %❡$❛✐( ♣❛% ❢♦♥❞1 ❞❡ (❡♥(❡$ ❞❡

%✐♠♣❧✐✜❡$ ❧❡% ❝❛❧❝✉❧% ❡♥ ✐❣♥♦$❛♥( ❧✬♦♣1$❛(❡✉$ 9✉✐ ❧✉✐ ❝♦$$❡%♣♦♥❞ ✭❝✬❡%(✲2✲❞✐$❡ ❡♥ ❧❡

$❡♠♣❧❛7❛♥( ♣❛$ ✉♥❡ ♠❛($✐❝❡ ✉♥✐(1✮✳ ▲❡ $❡%♣❡❝( ❞❡ ❧❛ ❝❤$♦♥♦❧♦❣✐❡ ♠♦♥($❡ 9✉❡ ❧❡% ❝♦♠✲

♣♦%❛♥(❡% ❞❡ $♦(❛(✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡% ✈❛$✐❛(✐♦♥% ❞✉ ❝❤❛♠♣ 1❧❡❝($✐9✉❡ ♣❡$(✉$❜❛♥( ❧✬1♠❡((❡✉$

♦♥( ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❡ %✉$ ❧✬1❧❛$❣✐%%❡♠❡♥( ❞✉ ♣$♦✜❧ ❞❡ $❛✐❡✱ ❡♥ ✐♥($♦❞✉✐%❛♥(

❞❛♥% ❧❡ %♣❡❝($❡ ❞✬1♠✐%%✐♦♥ ❞❡% ❢$19✉❡♥❝❡% ♥♦(❛♠♠❡♥( ✐%%✉❡% ❞❡ ❜❛((❡♠❡♥(% ❡♥($❡ ❧❡%

❢$19✉❡♥❝❡% ❡♥ ♣$1%❡♥❝❡✱ ❝❡❧❧❡ ❧✐1❡ 2 ❧❛ ♣$1%❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 1❧❡❝($✐9✉❡ ❡( 2 %♦♥ ✐♥(❡♥%✐(1✱

❡( ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ $♦(❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

S❛$ ✉♥❡ ♠♦❞1❧✐%❛(✐♦♥ ♣❛$ ♣$♦❝❡%%✉% %(♦❝❤❛%(✐9✉❡% ❞❡ ❧✬1✈♦❧✉(✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 1❧❡❝✲

($✐9✉❡ ♣❡$(✉$❜❛(❡✉$✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣✉ ✈♦✐$ 9✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ (②♣❡ ❞❡ ♣$♦❝❡%%✉% ❞1(❡$✲

♠✐♥❛♥( ❧❡ (❡♠♣% ❞✬❛((❡♥(❡ ❡♥($❡ ❞❡✉① ✈❛$✐❛(✐♦♥% %♦✉❞❛✐♥❡%✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡♠❡✉$❛♥(
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❝♦♥#$❛♥$ ❞❡ ❧✬✉♥❡ + ❧❛ #✉✐✈❛♥$❡✱ ♥✬❡#$ ♣❛# #❛♥# ❝♦♥#01✉❡♥❝❡#✳ ❆✐♥#✐✱ ❡♥ $❡♠♣05❛♥$ ❧❛

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ❞✉ $❡♠♣# ❞✬❛$$❡♥$❡✱ 1✉✐ ❝♦♥❞✉✐$ + ✉♥❡ ❞✐#$5✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ #❛✉$# ❞✉ $②♣❡

❧♦✐ ❞❡ 9♦✐##♦♥✱ ♣❛5 ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❣❛♠♠❛✱ 1✉✐ ❢❛✈♦5✐#❡ ❧❡# $❡♠♣# ❞✬❛$$❡♥$❡ ♣❧✉# ❧♦♥❣#

❡♥ ❡♥5✐❝❤✐##❛♥$ ❧❡# ✈❛❧❡✉5# ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❞✐#$5✐❜✉$✐♦♥ ✈❡5# ❧❡# $❡♠♣# ❧♦♥❣#✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ♣✉ ♦❜#❡5✈❡5 1✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡♥$5❛=♥❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛5❣❡✉5 ❞✉ ♣5♦✜❧

❞❡ 5❛✐❡ ✿ ♣❛5❢♦✐# ❡❧❧❡ ❡♥$5❛=♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬0❧❛5❣✐##❡♠❡♥$ ❝♦♥#$❛$0✱ ♠❛✐#

❞✬❛✉$5❡# ❢♦✐# ❝✬❡#$ ✉♥ 50$50❝✐##❡♠❡♥$ 1✉✬♦♥ ❝♦♥#$❛$❡✳

❊♥✜♥✱ ♣❛5 ✉♥❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❞✉ $②♣❡ ▼♦♥$❡✲❈❛5❧♦✱ 5❡♣5♦❞✉✐#❛♥$ ♣❛5 $✐5❛❣❡# ❛❧0❛✲

$♦✐5❡# ❧❡# ♠♦❞D❧❡# ❞❡ ♣5♦❝❡##✉# #$♦❝❤❛#$✐1✉❡# ❞♦♥$ ❧❡# ❝❛5❛❝$05✐#$✐1✉❡# ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡

❛✈❛✐❡♥$ ❛✉♣❛5❛✈❛♥$ ♣❡5♠✐# ❞❡ ♠❡♥❡5 ❞❡# ❝❛❧❝✉❧# ❛♥❛❧②$✐1✉❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ 5❡$5♦✉✈❡5

❞❡# 50#✉❧$❛$# $5D# ♣5♦❝❤❡# ❞❡ ❝❡✉① ♦❜$❡♥✉# ❛✈❡❝ ❧❛ $❡❝❤♥✐1✉❡ ▼▼▼ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥$

❧❡# ❝❛❧❝✉❧# #✉5 ✉♥ ❣5❛♥❞ ♥♦♠❜5❡ ❞✬❤✐#$♦✐5❡# ❞❡ ❝❤❛♠♣ 0❧❡❝$5✐1✉❡✮✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡5♠❡$ ❞❡

✈❛❧✐❞❡5 ❧❛ ❞0♠❛5❝❤❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠0$❤♦❞❡ ❞❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❛✉$♦5✐#❡ ❧❡ ❝❤♦✐①✱ + ♣5✐♦5✐✱ ❞❡

♥✬✐♠♣♦5$❡ 1✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❞✐#$5✐❜✉$✐♦♥ ♣♦✉5 ❧❡ $❡♠♣# ❞✬❛$$❡♥$❡ ❡♥$5❡ ❞❡✉① #❛✉$#✱

❝❡# 50#✉❧$❛$# ♦✉✈5❡♥$ ❞❡# ♣❡5#♣❡❝$✐✈❡# ♣❛5$✐❝✉❧✐D5❡♠❡♥$ ✐♥$05❡##❛♥$❡#✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♦♥

♣❡✉$ ❧0❣✐$✐♠❡♠❡♥$ #✬❛$$❡♥❞5❡ + ♣♦✉✈♦✐5 ❞0$❡5♠✐♥❡5 ♣❛5 ❝❡ ♠♦②❡♥ ❧❡# ❝❛5❛❝$05✐#$✐1✉❡#

#$❛$✐#$✐1✉❡# ❡✛❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❝♦♥❢♦5♠❡# ❛✉ ♣5♦❝❡##✉# 1✉✐ #❡ 5❛♣♣5♦❝❤❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❞❡#

50❛❧✐$0# ❡①♣05✐♠❡♥$❛❧❡# ♦❜#❡5✈0❡#✱ ❡$ ❛✐♥#✐ ❞✬❡♥ ❡①$5❛✐5❡ ❧❡# 0❧0♠❡♥$# ❞❡ ❞✐❛❣♥♦#$✐❝

❞❡# ♣❛5❛♠D$5❡# ♣❤②#✐1✉❡# ❝❛5❛❝$05✐#❛♥$ ❞❡# ♠✐❧✐❡✉① ♣♦✉5 ❧❡#1✉❡❧# ♦♥ ♥❡ ❞✐#♣♦#❡ ♣❛#

❥✉#1✉✬+ ♣50#❡♥$ ❞❡ ♠♦❞D❧❡# #✉✣#❛♠♠❡♥$ ♣50❝✐#✳
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❬✺❪ ❲❡✐44❦♦♣❢✱ ❱✳ ❩✳ 0❤②$✐❦ ✼✺✱ ✷✽✼ ✭✶✾✸✷✮✳
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