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��������� �� ��� �� ������ ������ ��������� ���� ���� �� ��� ��������� �� ��� ��������
����������� ��� ���� ��������� �������� �� ��� ����������������� �������� ��� �����
������ ������ �� ��� �������� ������������ �������� ��� ����������� �������� �� ���� ����
����� ������� 10 keV ���� �� ����� 108 K� ��������� �� ����� �� ���� ���� ���� ��� ������
��� ���� ��� ������� ������� ������ �������� ����� ��� ���� �� ������� ������� ���������
������������ ��� ������� ���� ���� ��������� ��� ����� ����������

������� ��������� ���� �� ������ �������� ���� ������ � ������ ��������� ��������
���� � �������� ���� �� ������� �� � ������ ��� ��� ���� �������� �� ��� �������� ����
��� ���� ������ ���� ��� ���������� ����� �� ����������� �� ��� �������� ������������
�� ���� ���� ��� �������� ���� ����� �� ��� ��������� ��� ������� ������� ������ ���
������ ��������� �������� �� ����� ���� ����� ������ �� ���������� ��� ���� ������
�������� ������������ ����������� �������� �� ��� ������� ������������� �� ��������
�� ���������� �������� ���� �� ��������� �� ��� �������� ������ �� �������� ����� ���
������� ������� �� ��� ������ ������� ���� �������� ������������ ��� �� ����������� ��
������ ���� ��� �������� �� ����� ��� �������� ���� ����� ���� ������ ��

�� ���� ����� �� ��� ���� �� ��� ������� ������ ������� ��� �������� ���� �����
����������� ��������� ��� ������ ���� ������ ������ ����� ��� �������� ���� ����� ���
������ �� ������ ��������� ����� ������ ��� ���� ������ ��� ������� ������ �����������
��� ��������� ������� ��� ������� ������ ��� ��� ���� �������� �������� ����������
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������ �� ������� ������������ ��� �������� ����������� ���������� �ϕ, θ, ψ� ������ ���
��������� �������� ������ ��� ��� ������� ������ �������������

��� ����������� �� ������� ����������� ������������ �� ��� ������� ������������ ����
������ ����� � ���������� ����� ������� ���������� ��� ������ ���� ��� ��������� �������
��� ���� ������ ���� ������� �������� ����� ��� ������� ������ ��� ���� �� �������� ��
���� ����� ���� ������ �� ��� �������� ������������ ���� ������ ����� � ��������� ����
������� � �������� �������� ���� �� ����� �� ������ ��� �������� �������� ���� ���������
�� ��� ������ �������� ��� �������� ���� �� ���� �� ��� ������� ��� ��� ���� ��� �
�������� �� ���� ������������� ��� ���� �������� ���� ����� ��������� ��� ����� �� � ������
������ ��� �������� ������ ����� �� ��� �������� �� ������� ���� ��� ������� ������� ����
������������ �� ���� ����� �� ������� ������ �����������

�� ��

������ �� �������� ���� ������ �������������� �� ������� ������������� �� ��������
������������

��� ���� ������ �� ������ �� ��� ������ ��������� ��� ��������� ����� ��� ��� ��������
���� ������ �������� ��� ����� ���� ������ �� ���� ������� �� ��� ���������� �������
������ ��� ���� ���� ���� ������� ��� ������� ��� �������������� ������������� ��� ����
������ �� ���� ����� �� ���� � ����� ���� �� ������ ���������� ����� ��������� ��������
��� ������������� ����� ���� ��� ����� �� ����������� � ���� ���������� ���� ��������
������������� �� � ����������� ��� ������� �������� ��������� �� ��� ���� �� �������� ���
���� ������ ���� ���������� ��������� �������� �� �������� ������������ ��� ��� ���� ����
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������ �� ������ ������� �� ��� �������� ����������� ���� ���� ������ ������� ����������
���� ���������� ��� ����������� ��� �������� ��������� �������� ����� ���������� ������
��� ��� ����������� ���� ������ ��� ��� �������� ������� ���� ���� ������ �������
���������� �� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ������ ����� ��� ����� ������ ������
���� ���

�������� ��� ������� ����� ��� ��� �� ���� ����� �������� ������� ��� ����������� �������
������ ��� ����� ������ ���������� �� ������ ��� ������� �� ������ �� ��� ����������
�� ��� ������ �� ����� �������� ��� ����� ������ �� �������

�� ��� ����� ���� �� ������� �������� ��� ������ �� ��� ���� ������ �� ��� ���� ����
����������� ������ ��� ���� ����� ��������������� ��� ���� ����� ��� �� ����������
���� ������ ������������� ��� ���������� �� ��� ���� ������� �� ��� ������ ����������
��� ������ ������� ��� ������� ��� ���� ������ ���� �� �������� ��� ���� ������ ����
��� ����� ��� ���� ������������ ��� ��� ���������� �� �� ���� ���������� �� ��� ����
������� ������� ���������� ��� ���� � ���� �� ��� ��������� �������� ���� �� ��������
������������� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� ��� ����������� ����� ������ ��� �� �����
������� �������� ����� ��� �� ��������� �� ����������� �� �������� ��������� �� ���������
���������� ��� ���� ���������� �� ���� ������ ������� �������� ��������� �� ���������
������������ ��� ����� ��������� �� ���� ������ ��������� �������� �� �� ������������� ���
������� ��� ��������� ���������� �������� ���� ����������� ��� �������������� ��������
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�������� ��� ������ ����� ������ �� ��� ������� ������� �� ����������� �� ��� ����� ��
���� ������� � ������� ���� �� ����� �� ���������� ��� ���������� �� ��� �������� ����
���������� ������� ��� �������� ���� �� ��������� �� ������� ��� ������ ��� ���������
��� ���������� ������ ��� ������ �� ���������� �� ��� ������� ������� ������ �� �������
������� �� ��� ������ ������ ��� ��� ����� ������������ ��� �������� �� ��� ��������
��� ������ ������ ���������� ����� � ����� ���� ��� ������� �� ��������� ����� ���
�������� ���������� ��� ����� ������� ���� ������ �� ��������� ���������� ������� ��
���� �������� �� ���� �������� ������� ����� ����� �� ���� �������� ���� ���� ������
���� �� ��� ������ ��������� ���� �� ������� ���������� ����� ������ �� �������
��� ������� ������� ������ ������ �� ��� ������ �������� �������� ������ �����
���� �� ���������� � �� ������������� ���� ���� �� �������� ���� ������ �� ��������� ���
������� ���� ������� ������� ��� ����� ���� ������ ������� ���������� ������ �������
����������� ������ ��� ���� ����������� ��������� ������ ������ �������������

���� ������ ����� ��� ���� �������� �� ���� ������������ �� ��� ��������� ������� ������
������� ��� ������������� ���� ��������� ���� ���� ������� �� ��� ���� ����������� �� �
���� ����� ��������� �������� ���� ���� ���� ������� ��������� ��� �������� ��� ������
��������� �� ��� ���� ������ ������ ������� ��� ��������� �� ����������� � ������������

��������� �������� ��� ��� ���� ��������� �� ����� ����������� ����������� �� ���� ����
���� ���������� ���� �� �� ����� ��������� ����� �� ��������� ��� ������ ���� ��� ����
������� ���� ��� ����������� ������� ���� ������ ���� ���������� ��� ������� ���
����� ��� ��������� �� �������� ������ ��� ������ �������� ���� ���� ��������� ����� ��
�������� �������� ��� ������ ����� ������� ����������� ���� ��� ������ ����� ���������
�� ������� ���� �� ����������� ������� ������������ �� ���� ������� ���������� ��������
��������� �� ��� ������� ������ ��� �������� �������� �� ������� ������ ���� ������������
��� ����������� �� ��� �������� �� ��� ���� ������ �� ���� ���������� ���������

����������� ���� ��� �������� ����������� � ����� ����� �� ������ ������������� �����
���������� ���� ������ �� ��� ������������ ������ �������� ��� �� ��� �������� ���������
��� ���� �� �������� �� ������� �� ������� ����� ����������� ��� ���� ������� �� ��������

�� ����� ������� �� ���� ���������� �� ��� ����������� ����� �� ��� ���� �����������
���� �� �� ������� �� ���� ������ �������� ��������� ��� ��� ���� ���� ������� ������
��� ��������� ������� �� ���� ������ ������������ ��� ������ �� ��� �������� ���� ����
L�� ������������ �� ��� �������� ���� �� ��� ������� ������ ������ �� ��� ������� R0� ��
���������� ���� ��� �������� ���������� ��� ������ ������ ρL� ���������� ���� ��� �������
���� �� ������� ��������� �� � �������� ���� �� ��� ������� ������ ���������� ���� ���������
���������� ���������� ��� �������� ���� ���� ���� λc �� ���������� �� �������������� ����
���� ��� �� ���������� ���������� ������� ������ ���������� �������� ��� ����� ������
λD �� ���������� �� ������ ���������� ������� �� ����������� ������ ���������� ������ ����
��� ����� ����� ������������� ������ ��������� �� ��� ���� �� �������� �� ��������� ���
�������� ������ ������� ����� ������� ����� ������� ��� ������ ������� ����� ��

��� ������� λD � ρL � L� � λc ���

���� ������� λD � ρL ∼ λc � L�
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��� ���� �������� ����� �������� ��� ������ ���� ������� ���� ��� ����������� ���� ����
���� �������� ��� �������� � ����� ���� ��� ���� �������� �� ���� ����� ��� ���� ������
�λc/L � 1�� ��� ���� ������ �� �� ��� ���������� ������� ���� ��� ��� ������� ���
����� ���� �� ���������� ��������� ���� � ���� ������� ����� �������� ���� ��������
������� ����������� ����������� ��� ����������� ��� �� ��� ����������� �� �������� ���
���� ��������� ������� �� ��� ����� ������ ��� ���� �������� ���� ��������� ���� ��
��� ���������� ������������ ���� ����������� ��� ��������� ���� �������� ��� ��������
�������� ���� �� ���� ��� ����� �� ���� �������������� ���� �������� �� ���� ������������
� ��������� ���� ��� ���� �������� �� ������������� ���� ��������� ���������� �� ��� ���
��� �� ��� ���������� �� �������� ������� �� ������� � �� ���������� ����� ������ ����
������� �������������� �� ���� �������� ����������� ��������� ������������ ��� ���� ���
���� ���� ��������� ���� � ����������� ������� ���� ����� ���� ������� ���������������
������ ������ ���� � ���������� ��������� �������

����������� ���� ����������� ����������� ���� �� ������ ��������� ��������� ���
�������� ���������� ��� ������ �� ������� ��
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���� �������� ������� �� ������ ������� ��� �������� �� ���� ��������

� ������� ��������� �� ������� �� ��� ���� ����� ����������� �� ���

���� ������ ���� ���������� ��� ���� ����� �� ������� ��� �� ��

��������� �� ��� ������ �� ���� ��������� ��� ������ �� ������� ��

������ �� ��� �������� ���������� �� ��� ������� ��� �� �� �� �� ���

���� ��������

���� ������� ������ ���� ��� ����������� �� ������� �������� ������� �� ������� ������
��� �������� ���������� �� �� ���������������� ���� �� ��������� ������� ����� ���� ���
������� ��� ���������� ��������������������� ������� ��� ������� ���������� ���� ���
������ �������� ������������ ��� ������� ����������� ��� ���� �� ��� ���� ����������� ���
������������ �������� ��� ���� �������� ��� ��������� �� ������ �� ��� ��������� �����
������ ��������� ��� ��� ���������� ����������� �� ������� ������ ��� ���� �������� ���
��������� ���������� �� ����� ����������� ��� �� ��������� �� � �������� ���� ���� ����
�������� ��� ����� ������� ��� ����� ���� ���������� �� ����� ������ ��������� ������
����� ������� �������� ����� ���� ����� ������� �� ������ ���������� �� ��� ��������������
����������� ��� ����������

��� ������� ��������� ������������ ��� ������������

���� �� ��������������� ���� �� ������� �� �� ������� ���� ��� ������� ��������� ���������
�� ������ �� ��� ����������� ������ ��� �� �������� ��������������� ������ ��� �������
������ ��� �� ��� ���� ������������� ������������ ����� ��� ��������� ���������� ��� ���
������� �� ���������� �����������
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����� ��������� ������������

��� �� �������� �� ����������� ������ ����� (�ex, �ey, �ez)� �� � ���� t� ��� �������� ��
������������� �� ��� �������� �x� �������� �v� ���� m ��� ������ q�

�� �������� ����������

��� ��������� �� ������� �������� �� �������� �� �� �������� �E ��� �������� ���� �B ���
�� ��������� �� ��� ������� ��������

m
∂�v

∂t
= q
�
�E(�x, t) + �v × �B(�x, t)

�
�����

��� ��� �FB = q�v× �B� ��� �� �������� ���� ��� ����� ������� �� �FB ���� ��� ����� ������
�������� ���� ������ �� ���� �� �������� �������� ������� �������

WB = �FB · �v = q[�v, �B,�v] = 0 �����

��� ����� �� �������� ���� �� ��� ����� ������������� �� �B �� ��� ����������� ���
������ ��� �������� ���� ����������� �B = B�ez� ������� �������� �������

m
d�v

dt
= q�v × �B

m
d

dt




vx
vy
vz


 = q




vx
vy
vz


×




0

0

B


 = qB




vy
−vx
0




��� �������� ���� �B ��� �� ����� �� ��� �������� �������� ����� dvz/dt = 0� ��� ���
������������� ��������� ��� ��������� ������ ������ �� ������� ��������� �� �����������





dvx
dt

=
qB

m
vy

dvy
dt

= −qB
m
vx

�����

��� ����������� ��������� ωc �� ������ ��

ωc = qB/m �����

��������� ��� ������ �������� �� ��� ���� ��� ������ ��� �������� ����������� ��������

d2vx
dt

+ ω2
cvx = 0 �����

���� �������� ������ ��������� �� ��� ������� ���� vx = v0 sin(ωct + ϕ)� ����������� ���
�������� ��� vy� ��� ������� vy = v0 cos(ωct+ϕ)� ���� ���� ����������� ��� �������� ������

��



���� ������� ��������� ������������ ��� ������������

�� �������� �� �� ���������� ���������� ������� ������ ��� �������� ���� ����� ���� ������
���� ���� �� �� ���� 




x = −ρL cos(ωct+ ϕ)

y = ρL sin(ωct+ ϕ)

z = vzt

�����

���� ρL = v0/ωc ��� ������ ������� �� T ������� ��� �������������� ����������� ����
���� ��� ������� �������� v0 �� ��� ������������� ����� �� ����� �� v0 =

�
2kBT/m� ���

������ ������ ���������� �������

ρL =

�
2kBT

m

1

ωc
=

√
2kBTm

qB
�����

������ ���� ����������� ��������� �������������� �� ���������� ���������� ����� � ��������
���� �����

���� ������� ��������� ��� ������ �� � �������� ����� ���� ���� �� ������ ��������
���� ������ �� ����� �� ���� ������� ��������� �� � ������� ������� ������ ���� ����� ��
���� ��������� ������ �������� �������� ��� ����� ���� �� ��� ����� ��������� �� ��������
����������� ��� �������� ���� �������� ���� ���������� ��� ������������� ��������
���� ����� �� ������ ���������� � ����� ������� ��������� ������ β ��������� ����
������� ������� �������� �������� ���� ������� ������ ��� ������������� ��������
���� ����� �� ���������������

β =
p

pmag.
=

p

B2/2µ0

�����

��� ��� ������ �� �� �������� β < 1 �� ��������� �� ��������� ������ ������ ��� ��������
���� β ≈ 0.1� ��� ����������� ���� �� �������� β ��������� ���������� ��� �� ����
��������� ��� ���� ����� ���������� �B �������� ������ ��������� �� ������� ����� ��������
���� ���������� ���������� ��� � ���������� ���� ��� �� ������

�� �B �� ��� ������������ �������� ��� ���� ��� ����� ��������� ���������� ���������
�������� ��� ������ ���������� ������� � ������������ ��������� ��� �� ���� ���� ������

��



�� ������� ��������

�� ����� ��� ������ ���� � ���� ����������� ������ ������� ��������� ����� �� �� �������
����� �������� ����� ��� ������ ��� �� ����� ���������������� ���� ��������� ����� ��
��� ��������� ������ �� ����� �� ���� ��

��������� ������� ρL �
�
��∇B�
B

�−1

�����

��� �� ���� �� ��� ���������� �� �������� ��� �������� ����� ����� �� � ������ ���� �����
�� ��� �����������

�� ����� ����������

��� ���������� ��� �������� ϕ = {�v, �B, �E} �� ϕ = �ϕ�+ ϕ̃ ���� �ϕ̃� = 0� ��� ���������
�������� �·� �� ������ �� ��� ������� ���� ��� ����������� �������� ��� ����� ���

m
∂

∂t

�
��v�+ ṽ

�
= q
�
� �E�+ Ẽ +

�
��v�+ ṽ

�
×
�
� �B�+ B̃

��
������

��������� �������� ���� ����� ���

m
∂��v�
∂t

= q
�
� �E�+ ��v� × � �B�+ �ṽ × B̃�

�
������

��� ������������ ���� ���� ����� �� ������ ��� ��������� �������� ��� ��� ������������

m
∂ṽ

∂t
= q
�
Ẽ + ṽ × � �B�+ ��v� × B̃ + ṽ × B̃ − �ṽ × B̃�

�
������

��������� ��� ��������� ������� ��� ���������� �������� �� ������� �� �� ����� �� ���
����������� ������ �������� �������� �� ��� ����� ��������� ��� ������ �������� ����
������ ��������� ��

m
∂ṽ

∂t
= q
�
ṽ × � �B�

�
������

���� ���������� �������� �� ���������� �� ��� ������ ������ ρL ����� �� �������� ����
��� ����������� ����� ��� ���� ���������� �� ��� �������� ���� ��� ������� ������� ��
�������� ����� ��� ���� �ṽ × B̃� ��� �� �� ���������� �� ����������� ��� ����������� �� �B
������ ��� ����������� ��� ��������� ����� B̃ = (�ρL · �∇)� �B�� ��� ��� ����� ��������� ��
�������� ����

�ṽ × B̃� =
�
(�ρL × �ωc)× (�ρL · �∇)� �B�

�

=
��

�ρL · (�ρL · �∇)� �B�
�
�ωc −

�
�ωc · (�ρL · �∇)� �B�

�
�ρL

�

= �ρkρp∂pBkωi�ei − ωjρk∂kBjρi�ei�

���� �������� �� ��������� ���� �� � �������� �� ������ ρL ������ ��� ����������� ��� ������� �� ���
��� ���������� �� ������ ��� ��� �������� �� ���� ����������

��



���� ������� ��������� ������������ ��� ������������

����� �ρL = ρL(cosϕc�ei + sinϕc�ej)� �� ������� ���� �ρiρj� = 1
2
ρ2
Lδij �� ���� ������� i ��� j

���������� �� ���������� ����������� �ρiρj� = 0 ���������� ��� ������������ �������� ����
�� ���������� �� ��� ����������� ��� �������� ��� ������������� ����������� ��� ���� ����
������� �� ��� ������ �b = � �B�/�B�� ����� �ṽ × B̃� ��������� ���

�ṽ × B̃� =
1

2
ρ2
Lωc

�
�b(�∇⊥ · �B⊥)− �∇⊥B

�

����� �∇ · �B = 0� ��� ��� �∇⊥ · �B⊥ = −∇�B� = −∇�B� �������� ��� ���

�ṽ × B̃� = −1

2
ρ2
Lωc

�∇B = −µ
q
�∇B ������

���� ��� �������� ������ µ = 1
2
q��r × �v� = 1

2
qωcρ

2
L� �������� ���� ������� �

m
d��v�
dt

= q
�
�E + ��v� × �B

�
− µ�∇B ������

���������� ���� ���� ��� ���������� ����� ������

m
d�v⊥
dt

����
⊥
+m

d(v��b)

dt

�����
⊥
= q
�
�E⊥ + �v × �B

�
− µ�∇⊥B ������

�� ���� ������ ��� ���� ���� �� ��� ��� �� ���������� ��� ��� ������ �����

d(v��b)

dt

�����
⊥
=

✚
✚

✚✚dv�
dt
�b|⊥ + v�

d�b

dt
= v2

�∇��b

����������� �������� ���� �� × �B �� ��� �v�

(mv2
�∇��b)× �B = q

�
�E × �B +B2(v��b− �v)

�
− µ�∇B × �B ������

�������

�v⊥ =
�E × �B

B2
+

�B

qB2
×
�
µ�∇B +mv2

�∇��b
�

������

��� ���� ������������ �vE = �E × �B/B2 ������ ��� �������� �� �� ����� � � ����� ���� ���
������ �� ��� �������� �������� ������������� �� ���� ��� ������� ��� �������� ��� ������
������������ �� � ����������� �� ��������� ������ ��� ��������� ������� ���� �������� ��
������ �������� �� �������� ��� �������� ������ ����������� ��������� ��� ���� ��������
�� �������� ����������� ���� �������� ��� �� ��������� �� ��� ��� β ������ �������

∇��b = �b · �∇�b = 1

2
�∇(�b ·�b)−�b× (�∇×�b)

= (�∇× �B − �∇B ×�b)×�b/B
= (�∇× �B)×�b/B + �∇⊥B/B

��



�� ������� ��������

�������������� ��� �∇× �B = µ0
�j ��� ��� ����������� �j × �B = �∇p ��� ���� �� ������

��� ��������

∇��b−
�∇⊥B

B
= (�∇× �B)× �B/B2 =

�∇p
µ0B2

≈ 1

2
�∇β

�������� ���� �� ��������� ��

�v⊥ =
�E × �B

B2
+
µB +mv2

�
qB3

�B × �∇B +
mv2

�
qµ0B4

�B × �∇p ������

����� ��� ���� ���� �� ���������� �� ��� ����β ������

���������� ��� �������� �������� ���������� �������� ���� ���� ��� �������� ���������
������

m
d(v��b)

dt
·�b+m

d�v⊥
dt
·�b = q �E� − µ∇�B ������

��� ���� ���� �� ��� ��� ������� �� mdv�/dt ����� ��� ������ �����

d�v⊥
dt
·�b =

�
�v · �∇�v⊥

�
·�b =

��
�v⊥ · �∇⊥ + v�∇�

�
�v⊥
�
·�b

��� ���� ���� �� ��� ��� �� ������������ �� v2
⊥ ��� ��� �� ����������

v�
�
∇��v⊥

�
·�b = v�

�
(�b · �∇)�v⊥

�
·�b

= v�
�
�∇(✟✟✟�b · �v⊥)− �v⊥ × (�∇×�b)−�b× (�∇× �v⊥)− (�v⊥ · �∇)�b

�
·�b

= −v�
�
�v⊥ ×

�
�∇×

�B

B

��
·�b− v�✘✘✘✘✘✘

(�v⊥ · �∇)b2

=
v�
B

�
�v⊥ ×

�
�∇B ×�b− �∇× �B

��
·�b

�� ��� ����β ������ �v⊥ × (�∇B ×�b) ������� �� �vE × (�∇B ×�b)� ������

v�
�
∇��v⊥

�
·�b =

v�
B

�
�vE × (�∇B ×�b)− �v⊥ × µ0

�j
�
·�b

=
v�
B

��
(✟✟✟
�vE ·�b

�
�∇B −

�
�vE · �∇B

�
�b
�
·�b− v��v⊥ ·

�∇⊥p

B2/µ0

��� ���� ���� �� ��� ��� ����� ������������ �� β� �� ��� �� ��������� ��� ��� ����
�������� ��� v� �� ����� ��

m
dv�
dt

= qE� − µ∇�B +mv��vE ·
�∇B
B

������

���� �������� ���������� ��� ������ ���������� �� � ������ �������� ������ ����� ���
�������� ���� ����� �� �����������

��



���� ������� ��������� ������������ ��� ������������

• �������� ���� ���� � ��� ���� �������� ���������� ���� ���� ��� �� ���� �� ��������
������ ��������

• �������� �������� �� �������� ����� ��� �� ��� 1/R ��������� �� ��� �������� �����
���� ���� ��������� �������� �������� ��� ��������� ������ �������

����� ���������� �����������

���� ������� �� ������� �� ������ ����� ��������������� �� ��� ���������� ����������� ����
�� ��������� ���� ��� �������� ���� ���� �����

��� ���������� ����������� ������� ��� ��������� �� ������ q1 ��� q2 �� ����� �� ���
������� ������ �����

�F1→2 =
q1q2
4π�20

�r

r3
������

����� �r ������� ��� �������� ������� ����������� ���������� �r = �x2−�x1� ���� ������� �����

������ ���� ������ �� ��� ���������� ����������� ������� ��� ��������� �� ���� ���
������ (m1, q1) ��� (m2, q2)�

������� �� � ��������� �� ���������� �� ������ ���� ��� ����� ���������� �� ��� ��������
�������� ��� ��� ��������� ������ ���������� ������������ ���� ��� �� ��� ���� ������ �� �v1

��� �v2 ������� ��������� �������� ������ ������������ ��� ��� ������� ��� ���������� �v�1 ���
�v�2 ����� ������������ ���� �������� �� ��������� �� ��� ������ �� ���� ����� ����������� ��
������ ���� �� ����������� ��� ������ ��������� b �� ������ �� � �������� �� ��x1, �x2, �v1, �v2��

b = �r · �ey = �r · (�r × �v12)× �v12

rv2
12

= �r · (�v12 · �r)�v12 − v2
12�r

rv2
12

=
(�v12 · �r)2 − v2

12r
2

rv2
12

b(�x1, �x2, �v1, �v2) =
[(�v2 − �v1) · (�x2 − �x1)]

2 − ��v2 − �v1�2��x2 − �x1�2

��x2 − �x1� · ��v2 − �v1�2

���� ����������� ��������� ���������� ��� ��������� �� ��� ��������� ������� ��� ���
������� ���� ��������� ��� ��������� ����� χ �� ������ �� ��� ������ ������ �� ��� ���������
�������� ����� ���� ��� ������� �����

tan
�χ
2

�
= −b0

b
������

��



�� ������� ��������

M1(m1, q1, v1)

M2(m2, q2, v2)

b θ

χ

�er

�ex

�eθ
�ey

�ez

�

χ

������ ���� ������ �� ��� ��������� ��������� �� ��� �������� ������ b ������� ��� ������
������ ��� χ ������� ��� ��������� ������

����� b0 ������� ��� ������ ������ ����� ����� ��� ��������� �� ������� ���� 90 ��������

b0 =
q1q2

4πε2
0µv

2
12

���� µ =
m1m2

m1 +m2

������

�� ���� ��� ������� ��� ���� ������� �� ��� ����� ���������� ��� �������� �������������

χ
b0

σ0

�

������ ���� ������ �� ��� ����������� ����� ������� σ0 ��� ��������� ����� χ = 90o� ���
��������� ������� �� ������������ ��� � �� �� ����� ���������� ������ ��� �������� �����

��� �� ������� �� ����������� ��� ��� ����� � �� ���������� �� �������� ��� �����������

��



���� ������� ��������� ������������ ��� ������������

������� ����� ��� ���������� ����������� ����� ������� σ0 ��� ����� ��������� ����� ����
�� ������� �� ������ �� ���� ������� m1 = m2 ��� q1 = q2��

σ0 = πb20 =
q4

16πε4
0E2

���� E =
1

2
mv2

12 ������

��� �������� �������� ����� ��������� ��� ��� �� ��������� �� �v1� ������� ��� �������� ��
�������� 1 �� ��� �������� ����� ������ ���������� ��� �������� ����� ��������� �� ��������� ��
�v�1�

= Rχ · �v1� ����� Rχ ������� ��� �������� ������ �ez �� ����� χ� ���� ��������� ��vG
������� ��� �������� �� ������ �� �����

�v�1 = �vG + �v�1�

= �vG + Rχ · (�v1 − �vG)

= (�−Rχ) ·
m1�v1 +m2�v2

m1 +m2

+ Rχ · �v1 ������

��� ���� ���������� ������ ��� �v�2� ����� �x1 ��� �x2 �� b ��� �� � ����� ������ (�v1, �v2)

�� ���������� �� � ������ ������ (�v�1, �v
�
2)� C ������� ��� ��������� �������� ������� ���

���������� ������ ��� ����� ��� ���������� ���� ��������� �������� ��� ��������������� �� ���
���������� ����������� ������� ��� ����������

�� �� �������� ��� �� �������� ��� ��������� �� �������� ��� �������� �� ���� 1 �� ���
�������� ������ �v1� �� ���������� ������� ���� �ex� ����� ���������� ��� �������� �v�1�

��� �
��������� ����� �ex ��� � ��������� ����� �ey� �� ��� ���� ��������� ������ ���� ��� ������
��������� b� ��� �� ��������� ��� ������� ��������� ��v�1�

· �ey� = 0� ���������� ��� x�
���������� ��� ��������� �� �������� �� ��������� ������ ���� δt ���� ������ �� �����������
��������� �� ����������� �� ������ ���� n ������� �������� ��������

δ��v�1�
· �ex� =

�� ∞

0

v1�(1− cosχ)2πbdb

�
× nv1starδt

= nv2
1�
δtπ

� ∞

0

v1�

2 tan2(χ/2)

1 + tan2(χ/2)
2bdb

= nv2
1�
δtπ

� ∞

0

v1�

2b20
b2 + b20

2bdb

= 2πnv2
1�
δtb20[ln(b

2 + b20)]
∞
0

������ ���� ���������� ������ �� ��������� ���� ��������� ������ ���� δt ���� ��� ��������
�� �������� �v1 ��� ���� ��� ������ ������ b�

��� �������� �������� ���� b → ∞ �� � ������ ����� ��� b ���� �� ������ ��� �����
������ �� ���� �� ����� ����������� ����� ����� �� �� ��� �������������� ������ ��� �����
���������� ����������� �� ��������� ������

δ��v�1�
· �ex�

δt
= 2πnv2

1�
b20 ln

�
1 +

�
λD
b0

�2
�

= 2nσ0v
2
1�
ln Λ ������

��



�� ������� ��������

���� ���� ����������� ��� �������������� ��������� ���� �� ������ �� ��� ���� �������� ��
������ ��� ������� �������� ���������

τc =
v1�

δ��v�1�
· �ex�

=
1

2nσ0v1� ln Λ
������

��������� ��� ������ ��� ��������� ���� ���� ���� �� λc = v1� · τc�

λc =
1

2nσ0 ln Λ
������

�� �������� ����� σ0 �� ������ �� �� ��������� ������������ �� ��� ������ �� �������� ������
�� ��� �������� ������ ���� ������ ��� �� ������ �� ������ ����������� ����� E ∼ 3/2kBT �
������ ��� ��������� ����������� ��� ���� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ���������

λc ∝
T 2

n
��� τc ∝

T 3/2

n
������

��� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

����� ������� �����������

��� ���� ��������� ����������� �� ��� ������ �������� �� ���������� ��� �������� ��� ������
��� �� ���� ��� ��� �������� ����������� ��� ������� ��� ������ ������� ��� �� ��������
�� ��������� ����� �������� ���������� ����� ������� �������� ���� ���� ����������� ���
��������� ��� �� ������ �� ������������� ����������� �� ��� ������ ��� ����� ��� ������ �
����������� �������� ���������� ��� ����������� ��������� �� ��� ��� ��������� �� ��� �����
������ �������� �� �� ��������� ��� ��������� ���� ��� ��� ��������� ������� ��� ����
���������� �� ������� ������� ������� ���� ���� 1020 ��������� ������ �� ���������� ��
���� �� ��� ������������ ������� ����� ��������� ���� �� �� ��� 1040 �������������

� ��������� ��������� �� ���� �������� ��� ����������� ��� ������� ����������� �� ���
������� ������� �� � ������ �������� �� ��������� �� ��� ���� t �� ��� �������� �x ��� ���
�������� �v� �� �� �������� �� ����� ��� ����������� ������� �������� �������� �� ��� ��������
f(�x,�v, t) ���� �� f(�x,�v, t)d3�xd3�v �� ��� ������� ������ �� ��������� �� ��� ����� ������
d3�x ����� �x ��� ���� � �������� ������ ��� ����� ������ d3�v ����� �v �� ��� ��������
������ ��� ������ ����������� �� ����� �� ��������� ���� ������� ����������� ������������ ��
������������� ������� �� ��� ������ ����� �� ���������� ��������� �� �� �������� �� �����������
����������� ����� ��� ������� ��� ������

�� ����� �� ����� ��� ��������� �� ��� ������ �� ����� ��� ����������� ��� ������������
��������

∂f

∂t
+ �∇ · (f �V ) = 0 ������

����� �V ���������� ��� �������� �� ��� ����� ������ �������� ����� �∇ · �V = 0 �� ��� �����

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

������ �������� ���� ��� �� ���������

∂f

∂t
+ �V · �∇f = 0 ������

�������������� �������� ����� ��� �������� ������ ��� ������� ��������� ���������

∂f

∂t
+ �v · �∇xf + �a · �∇vf = 0 ������

����� �v ������� �������� �� �������� ����� ��� �a ������� �������� ������������� ��� �
������� ��������� ���� ������������ �� ����� �� ��� ������� ������ �������� ��� ���� ���
������ ���� ��� ������� ����������� �� ����� �� �� ��������� ������� ���� ��� �����������
������� ������ ��� ����� �� ��� ������ �������� ��� �������� ���� ��� ��� ����� �� ��������
��� �������� ���� �� ��� ����������� ������ ���� �� �������������� ��� ������ �������
������ �� ����� ������� �� ��������� ������������ ����� ���� �� ����� �� �� ������ ���������
������� ������ ���������� ��� ������� ����� �� ������� ����������� ������������ �������
������� ��������� ����� ������������ ���� ��� ����������������� ������� �������������� ��
��� ������� ������ �� ��������� ����������� ������� ������� ����������� ��� ��������� �����
���� �� ������� �� �� ������������� ��������

∂f

∂t
+ �v · �∇xf +

q

m
( �E + �v × �B) · �∇vf =

�
∂f

∂t

�

c

������

����� (∂f/∂t)c ������� ��� ����� �� ������������� ��� ���� �� ������ �� ������� ����
���� ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� ���� ���� ������� �� � ����������������� �� ���
�������� ����� ��� �� ��� �������� ���� ��� ���� ������� ��� ��� ����������� �������
���������� ���� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� ������� ���������� �� ������� ����
�������� ���� ���� ������� ������������ ��� ������������� �������� ��� �� ���������
�� ������ ��������

∂f

∂t
+ �v · �∇xf +

q

m
( �E + �v × �B) · �∇vf = 0 ������

��� ���� ������� ��� ����������� ���� �� ��� �������� ��� ��� ������������� ��������
������� �� �

∂f

∂t

�

c

= 0 ������

��� �������� �� ���� �������� �� ��� ���������� ���������� ������������� � ������������
��������� ������ ���� ����������� ������������ �� ���� ��������� ������� �� ��� ����
��������� ���� ���� �� ��������� �� ��� ��������� ���������� ����� ���� ��������� ���
���� ���������

��
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����� ���� ������� �� ���� ���������

���� ��� ������� ��������� �� �� �������� �� ������ ��������� ��� ��� ������ �� ��� �������
������ �������� f � ��� ������ �� ����� k �� ������ ��

Mk(�x) =

�

Vv

�vkf(�x,�v)d�v ������

����� �vk =
�k
i=1 �v�

��� ������ ���� ������������� ��������

∂f

∂t
+ �v · �∇xf +

�F

m
· �∇vf =

�
∂f

∂t

�

C

������

����� �F ������� ������� ����� �F = q( �E+�v× �B)� ������� ���������� ���� ���� ����������
�� ������� ��� ����������� ���� �� ��� ��������� ����������� �� �vk ��� ����������� ��������
���� ���� �v� ��� ��������

�

Vv

∂f

∂t
�vkd�v +

�

Vv

�
�v · �∇xf

�
�vkd�v +

�

Vv

�
�F

m
· �∇vf

�
�vkd�v =

�

Vv

�
∂f

∂t

�

C

�vkd�v

���� �� ���������� ��

∂

∂t

��

Vv

f�vkd�v

�
+

�

Vv

�
�∇x · (�vf)−✟✟✟✟

f �∇x�v
�
�vkd�v

· · ·+
�

Vv




�∇v ·

�
�F

m
f

�
−

✚
✚

✚
✚

✚✚

f �∇v
�
�F

m

�
�vkd�v =

�

Vv

�
∂f

∂t

�

C

�vkd�v

��� ���� �∇x ·�v ������� ��� ����� ��������� ��� ������������ ��� ���������� �� ��� �������
����� �� ��� �������� ����� ��������� ��

�∇v ·
�
�F

m

�
=

1

m
�∇v · q

�
�E + �v × �B

�

=
q

m
�∇v ·

�
�v × �B

�
��� q ��� �E �� ��� ������ �� �v

=
q

m

�
�B · �∇v × �v − �v · �∇v × �B

�

= 0 ��� �B ���� ��� ������ �� �v ��� �∇v × �v = 0

��
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����� ���� �� ������ ���������

∂

∂t

��

Vv

f�vkd�v

�
+

�

Vv

�
�∇x · (f�vk+1)−✘✘✘✘✘✘

(f�v · �∇x)�vk
�
d�v

· · ·+
�

Vv

�
�∇v ·

�
f
�F

m
⊗ �vk

�
−
�
f
�F

m
· �∇v
�
⊗ �vk

�
d�v =

�

Vv

�
∂f

∂t

�

C

�vkd�v

����� ����� �∇v ⊗ �vk = k�⊗ �vk−1�

∂

∂t

��

Vv

f�vkd�v

�
+ �∇x ·

�

Vv

f�vk+1d�v +
✘✘✘✘✘✘✘✘✘�

∂Vv

f
�F

m
⊗ �vkd2�v

· · · −
�

Vv

kf
�F

m
⊗ �vk−1d�v =

�

Vv

�
∂f

∂t

�

C

�vkd�v

f�vk �������� �� ��� �������� ����� �������� �������� f ��� � ������ ����� ���� ��v�
����� �� �������� ���� �������� �� ������� ��� ��� ��������� ������������ ��� ����� f ∼
exp(−��v�2) ��� � �������� ����� ���� ��� ����� ���� �������� ��� ������ ��������
�������

∂Mk

∂t
+ �∇x · Mk+1 − k

�F

m
⊗Mk−1 = Ck ������

����� ��� ����������� ��������� ���� ����� �� ��� �������� ����� ��� �������� �∇x �� ��������
�� �∇� ��� ������������ ������ �� ���������� �� ������� Ck ��� �� ������ �� �������� �����

Ck =
�

Vv

�
∂f

∂t

�

C

�vkd�v ������

�������� ��� ���� �������� ��������� ������� �� �� ��� ������ ������ ��� ������
�� ����� 0 ����� ���������� ��������� ��� ������ �� ����� 1 ����� �������� �������� ���
��� ������ �� ����� 2 ����� ��� �������� �� ������ ��������� �� ���� �� ������� ����
��� kth������ ������ �������� �������� ���������� �� ��� (k+1)th������ ������� �� ���
�������� �� ��� 2nd������ ������� �� �� ���� ��������� �� ��� � ������� �������� �� �������
��� ������ �� ����� 3 ����� ���� �� � �������� �� ����� ����� �������� ���� �������
�������� ����� ������ �� ����� ������������ ��������� ������ ����������� ��� �� ���������
���� ���� ������� �� ������� ������

�� ���������� ��������

��� ������� n �� ������ �� ������ �� ����� � ��� ��� ���� �������� �u �� ������ �� �����
��

n =M0 =

�

Vv

f(�v)d�v ; �u =
M1

n
=

1

n

�

Vv

�vf(�v)d�v ������

��



�� ������� ��������

���� �������� ����� ��� ��������� �������� ��� ������� �� ���������

∂n

∂t
+ �∇ · n�u = C0 ������

��� ���������� �� ��� ������ �� ������� ���������� ����� C0 = 0� ���������� �������� ������
��������

∂n

∂t
+ �∇ · n�u = 0 ������

�� �������� ��������

��� �������� ��� ��� ������ �� ����� � ���� �� ��� �������� ��� Γ = n�u �� ��� ��������
���� �������� �������� ��� ������ ����� ������ M2� ��� ������ �� ���������� ���

M2 =
�

Vv

�v ⊗ �vf(�v)d�v

=
�

Vv�
(�u+ �v�)⊗ (�u+ �v�)f(�u+ �v�)d�v�

= n�u⊗ �u+ �u⊗
✘✘✘✘✘✘✘✘✘�

Vv�
�v�f(�u+ �v�)d�v� +

✘✘✘✘✘✘✘✘✘�

Vv�
�v�f(�u+ �v�)d�v� ⊗ �u+

�

Vv�
�v� ⊗ �v�f(�u+ �v�)d�v�

M2 = n�u⊗ �u+
Π
m

������

����� �v� ������� ��� ������������ ���� ��� ���� �������� �u� �v� = �v − �u� ��� ��������
������ Π �� ������ ��

Π = m

�

Vv

(�v − �u)⊗ (�v − �u)f(�v)d�v ������

��� ��������� �������� p �� ����� �� p = Tr(Π)/3 ���� ���� Π = p�+ Ξ ���� Tr(Ξ) = 0�
����� ����� ���������� ����������� �� �� ������� �������� �� ��������� �������� ��������
�� �������� ����� C1 = �0� ����� �������� ����� ��� ��������� �������� �� �������� ��� ����
���������

∂n�u

∂t
+ �∇ ·

�
n�u⊗ �u+

Π

m

�
− n

�F

m
= �0 ������

��� ���������� ��� Π �� ��������� �� ��� ������� ����� �������� ������

�� ������ ��������

��� ����� ������ Et �� ��� ���� �� ������ �� ��� �������� �� ��� ������� ������ �� ���
���������� ��� ����� ������ �� ���� ����� �� ��� ���������

Et =

�

Vv

1

2
m�v · �vf(�v)d�v ������

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

��� ��������� �� ����� ������ �� ������ �� ��� ������ ������ ����� �v · �v = Tr (�v ⊗ �v)�
��� �������

Et =
1

2
mTr (M2)

=
1

2
mTr

�
�u⊗ �u+

Π

m

�

=
1

2
m�u · �u+

1

2
Tr (p�+ Ξ)

Et =
1

2
mu2 +

3

2
p ������

��� ����� ������ �� ���� �������� �����

• ��� ���� ������� ������ Ec = 1
2
mu2

• ��� �������� ������ U = 3
2
p

����� �������� ����� ��� ��������� �������� ��� ����� ������ �� ��������

∂Et
∂t

+
1

2
mTr

�
�∇ ·M3

�
− n�u · �F = C2 ������

����

M3 =

�

Vv

�v3f(�v)d�v =

�

Vv�
(�u+ �v�)3f(�u+ �v�)d�v�

= n(�u⊗ �u⊗ �u) + �u⊗ Π

m
+

Π

m
⊗ �u

· · ·+
�

Vv�
�v� ⊗ �u⊗ �v�f(�u+ �v�)d�v� +

�

Vv�
�v� ⊗ �v� ⊗ �v�f(�u+ �v�)d�v�

��� ���������� �� ���������� �����

Tr
�
�∇ · �a⊗�b⊗ �c

�
= Tr (∂iaibjck)

= ∂iaibjcj

= �∇ ·
�
�a�b · �c

�
������

��������

Tr
�
�∇ ·M3

�
= �∇ ·

�
nu2�u

�
+ �∇ ·

�
Tr(Π)

m
�u

�
+ 2�∇ ·

�
�u · Π

m

�
+

2

m
�∇ · �q ������

���� ���� ��� ������ ������ ��

�q =
1

2
m

�

Vv

��v − �u�2(�v − �u)f(�v)d�v ������

��



�� ������� ��������

��� ���� ��� �q ���� �� � ����� ����� ������ ���� �� ��������� �� � �������� �� �����
����� ������� �� ��� ���� ������� ����� ���� ��������� �������� ��� ��������� ���������
�������� �� �������� ��� ����� ������ ����� ��� ��������� ��������� �� ������� ���� ��
�������� ������ ��� ���� �� �������� �������

∂Et
∂t

+ �∇ · (Et�u) + �∇ · (�u ·Π) + �∇ · �q − n�u · �F = C2 ������

��� ������� ������ �������� �� �������� �� ����������� �������� �������� ������ �� m�u�

m�u · ∂n�u
∂t

+m�u · �∇ ·
�
n�u⊗ �u+

Π

m

�
− n�u · �F = 0

∂Ec
∂t

+ �∇ · (Ec�u) + �u · �∇ ·Π− n�u · �F = 0 ������

������������ �������� ���� ���� �������� ���� ������ ��� �������� ��� �������� �������

∂U

∂t
+ �∇ · (U�u) + Π :

�
�∇⊗ �u

�
+ �∇ · �q = C2 ������

����� ��� ��������� ��������

�� ��� ����� ���������� ��� ������ �������� Π� ��� ���� ��� �q ��� ��� ������������ C∈ ���
�� ��������� ���� ���������� ����������� ��� ������� ��������� �� ���� ��������� �� ��������
�� ��� ���� ���� �� �������� ������ ��� ������� ���������� �� ��� ��������� ���� ���
������ �� ������� �� ������ �� ��� ������������ ��� ������� ������������ ���� �����������
���� ������� �������� ��� ������� ���� ���� ����� �������� �� ������ � ���� ������� �����
� ������������ ��������� �� ��� ������� ��������� � ������� ���� �� ����� �� ��������� ���
������ �� ���� �������

��� ���� ���� �� �� ������� �� ����������� ����������� ����������� �� ��� ����������
������������ ���� ��� ����� ��� ���������� �� ��������� �� ������� ������ ��� ���� �������
���� ������������ ��� �� ��������� �� ������� �����������

�� ���� ������������ ��� ��������� ���� ��������� �� ��� ��� �� ������������� �����
���� ���� �� ��������� �� � ����������� �����

�
∂f

∂t

�

c

δtd�xd�v =





������ �� ��������� ��

��� ������ d�x ������ �x

���� �������� �� ���

������ d�v ������ �v

�������� �� ����������

������ ���� δt





−





������ �� ��������� ��

��� ������ d�x ������ �x

���� �������� �� ���

������ d�v ������ �v

����������� ��

���������� ������ ���� δt





������

��� ���� �� ��������� ���� �������� �v ��� �� ���������� �� ��������� �� �������� ��� ����
���������� ����� ������� ��������� �� �������� �v ���� ����� ��������� ������ ���� δt� ����
���� ���������� ��� ����� ���� �������� ��� ������ �� ���������� ������� ���� ���� ���
��������� ����� ���������� ����������� �� ��������� �� ������� ������ � �������� ���������
��� �� �������� ��������� �� ��� ������ ������ b� ��� ����� � ���� ������ ���� ��� ���

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

�������� �������� ������� ��� ��� ��������� ��������� �g = �v−�v� �� ��������� �� ��� ���������
�������� �� ����� ����� �� b ��� ��� ����� �� � ��������� �������� C ���� ����� ��� ��������
���������� ������ ��������� ��v ��� �v�� ��� ��� �������� ���������� ����� ������ ��v� ��� �v����
���� �������� ��� �� ���������� ����������� �� ���� ��� ���������� ����������� �� �������
������

C :
������ ������ ����� ������

(�v,�v�) ↔ (�v�, �v��)
������

������ ��������� �������� ���������

������ ���� �������� ��� ����������� �� ��������� �� �������� �v �� ��������� ���� � ��������
�� �������� �v�� ����� ������ ��������� ��������� � �������� �� �������� �v�� ������ �������
��������� �������� � �������� �� �������� �v�

��� ���� ��� �� ���������� �� �� �������� �� ��������� � ������ �� ��� �������� �����
�� ����� ��� ��������� �������� �� ���� 2 ���� ���� �� �������� ������ ���� δt� ���� ������
����������� �� ������ ��� �� ����� �� dv = gδtbdbd�� ��� ������ �� ���������� ��� ����
�� ���������� ���� ��� ��������

dN−
enc. =

�
������ �� ���������

���� �������� �v

�
×
�

������ �� ��������� ��������� ����

��� ������� ���� �������� �� �������� �v

�

= fd�vd�x× f�d�v�gδtbdbd� ������

��� �������� ��� ������� ����� �� ���� ����

dN−
enc. = ff�kd�kd�vd�v�d�xδt ������

����� gbdbd� = kd�k�
��������� �� ����� �� �������� ��� ������ �� ���������� ������� �� ��� �������� �� ����

������ ���� �������� �v� ��� ���� ��������� ��� �� ���� �� ����������� ���� �������
��� ������� ���� ������� ����������� ��� ��������� ������� �������� ��� ��� ������ ��
��������� ������� �� ���������

dN+
enc. = f �f ��kd�kd�vd�v�d�xδt ������

����� f � ��� f �� ������� ��� ��� �� ��������� ��������� ������� �� ��� �������� �� � ��������
��� χ ������� ��� �������� ���������� �� ��� ��������� ��������� �� ��� ������� ��������� χ� ������� ���

���� �������� ��� ���������� �� ��� ��������� ���� ����� ��� ������� �������� ��� ��� ������� �� ���������
��� �������� ��� ���� �������� �������� ��� ���� ���� ��� ���� �� ����������� ��������� �� �����������
��� ��� ������ ����������

��



�� ������� ��������

b
db

d�

�g12dt

�g12

������ ���� ������ �� �������� ��� � ��� �������� ���������� � ������� ��� ����� �� ������
���� b ������� ��� ������ ������ ��� �g12 = �v1−�v2 ��� �������� �������� ������� ��� ����������

���� �������� �v� ��� �� ��� ���������� �� ��� ��������� ����� �� �� �������� �� ���������
������ ��� ���� �� ��������� ���������� (�v�, �v��) ������� �� ������������ ���������� (�v,�v�)�
������������� ��� ��� ����� �� � ������� ���� f �f �� = ff�(C(�v,�v�))�

�������� ��� ��������� ������� �� �������� ��� ��� ��������� �����
�
∂f

∂t

�

c2

δtd�xd�v = N+
enc. −N−

enc. ������

������� �� �
∂f

∂t

�

c2

=

��
(f �f �� − ff�)kd�kd�v� ������

���� �������� �� ����� ������� �� �� ��������� ���� �� ��� ��������� ����� �� ����������
�� ������� ������ ���� �������� �� ��� ������ �� ����� ���������� ����������� ��� ��� ��������
���� ��� �������� ���� ����������� b ���� R+� ���� ����������� ���� �� ���� �� ������
��� �������� ��� ���� ���� ����� ���������� ���� ��������

�� ��� ���������� ������������

���� �������� ����� �� �� �������� �� ������� f �� ������������ �� ����������� ��� �����
���������� ��� ��� ���� ��������� �������� ����� �� ����������� ��� ���������H���������
�� ������ ���

H =

�
f ln fd�v ������

����� ��� ������ �� ����������� �� ������ H ���� ������� �� ����� �� �����������

∂H

∂t
=

�
∂

∂t
(f ln f)d�v =

�
(1 + ln f)

∂f

∂t
d�v ������

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

��������� �������� ���� ��� ����� ���� ������� ��������� �� ����

∂H

∂t
=

���
(1 + ln f)(f �f �� − ff�)k�d�kd�v�d�v

=
1

4

���
ln(ff�/f

�f ��)(f
�f �� − ff�)k�d�kd�v�d�v ������

�� ���� ����������� ������ ff� ≤ f �f �� �� ff� ≥ f �f ��� ��� ��� �� �������� ���� �� ������
��������� ��� ������ ��������� ��������� ���� ������ ∂tH ≤ 0� ��������� ����� H
������ ���� �� −∞ ��� ��������� �� ������� H ���� �������� �� � ����� ����� ������� ��
∂tH = 0� ���� ������ ����� �� ������������� �� ��������� ����� ������� ���� �� ff� = f �f ���
���� ��� �� ��������� ��

ln f + ln f� = ln f � + ln f �� ������

������ ln f �� � ��������� ��������� �� ��� �������� �� � ������������ ���� ��������� ����
������� �� � ������ ����������� �� ��� ����� � ����������� ������������� ���������� ����
���� ����� �������� ��� �������

ln f = α1 + �α2 ·m�v + α3
1

2
mv2 ������

��� ��������� αi ��� ����� �� ����� ��� ��� ���� ������� ���� ��� �������� �������� ���
������� ��� ��� �� ����� �� ��� ���������� ������������ fM � �� ���� ����������� ������
��� ����������� �� ������ �� U = 3/2kBT �

fM = n

�
m

2πkBT

�3/2

exp

�
−m��v − �u�2

2kBT

�
������

���� ���������� ����� ��� ��������� ��������

• �������� n =
�
fM(�v)d�v

• ��������� �u =
�
�vfM(�v)d�v

• ��������� Π =
�
(�v − �u)⊗ (�v − �u)fM(�v)d�v = kBnT �

������� ��� ��������� �������� p = 1/3Tr(Π)� ��� �������� ������� ��� ����� ����

p = kBnT ������

• ����� ������� Et =
�
1/2miv

2fM(�v)d�v = 1/2minu
2 + 3/2kBnT

��� ���������� ���������� ��� ���������� ��� �������� ������ �� ���� ����������

U =
3

2
kBnT ������

• ���� ���� �q =
�
��v − �u�2(�v − �u)fM(�v)d�v = �0

��



�� ������� ��������

����� �������������� ���� ��������

�� �������������� ��������

�� ��� ���� ��������� ������� �� ������� ������ ������� ����� ���� ��� ���� ��������� ����
����� ����� ��� ��� �������� ������ Π� ��� ���� ��� �q ��� ��� ����������� �������������
Ci� ��� ���� ������� �������� �� ������ �� ���������� ��� ����� ������ ��������� ���� ����
������� �� ��� ���� ��������� n� �u ��� T � ����� ����������� ��� �� ����� ����������� ��
����� � ������������ ������ �� ����� ������� ��������� ��� ��������� ������� �� �������
��� ������ �������� �� ��� �� ��� �� ����� ������������ ������� ��� �� �������� ��� ��
������

��� ������� ������������� �������� ���� ��� �� ������� �� ξ(f) = 0 ����

ξ(f) = J(ff�) +Df ������

����� J �� ��� ��������� �������� ��� D �� ��� ��������� ��������

Df =
∂f

∂t
+ �v · �∇f + �a · �∇vf ������

�� ������ �� �������� �����

J(ff�) =

��
(ff� − f �f ��)kd�kd�v� ������

��� ��������� ���� �� ������ ������� ��� ����������� ���� �� �������� �� f ��� f�� ���
�������� �� ������� � ������ �� �� ������� ��� ������� �������� ��

f =
1

ε
f (0) + f (1) + εf (2) + . . . ������

����� ε �� � ����� ����������

��� ����������� �� ��� ��������� �������� �������

J(f, f�) = J

�
1

ε
f (0) + f (1) + εf (2) + . . . ,

1

ε
f (0)
� + f (1)

� + εf (2)
� + . . .

�

=
1

ε2
J(f (0), f (0)

� ) +
1

ε

�
J(f (0), f (1)

� ) + J(f (1), f (0)
� )
�
+ . . .

=
1

ε2
J (0)(f (0), f (0)

� ) +
1

ε
J (1)(f (0), f (1), f (0)

� , f (1)
� ) + . . .

����� ��� ��������� �������� ��� ���� �� ���������� ��������� �� ������ �� ε� �� �������
����� ��� ��� J (0)(f, f�) = J(f, f�)� ��� ������ �������

J (r)(f (0), . . . , f (r), f (0)
� , . . . , f (r)

� ) =
r�

k=0

J(f (k)f (r−k)
� ) ������

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

���������� ��� ��������� �������� D� ��� ��������� �����

Df = D
�
1

ε
f (0) + f (1) + εf (2)

�

=
1

ε
D(1)(f (0)) +D(2)(f (0), f (1)) + . . . ������

D(r) ������� ���� �� f (k) ���� k ≤ r − 1� ��� ������� �������� ξ(f) = 0 ��� ���� ��
���������� ��

ξ(f) = J(ff�) +Df
=

1

ε2
J (0)(f (0), f (0)

� ) +
1

ε

�
J (1)(f (0), f (1), . . . ) +D(1)(f (0))

�

+
�
J (2)(f (0), f (1), f (2), . . . ) +D(2)(f (0), f (1))

�
+ . . .

=
1

ε2
ξ(0)(f (0)) +

1

ε
ξ(1)(f (0), f (1)) + ξ(2)(f (0), f (1), f (2)) + . . . ������

������� ξ(f) = 0 �� ���� �������� �� ������� ��� ������ �� ���������

ξ(0)(f (0)) = 0 ������

ξ(1)(f (0), f (1)) = 0 ������

ξ(2)(f (0), f (1), f (2)) = 0 ������

. . .

��� ���� ������� �� ���� ������������ ������ ����� �� ��� ������� ��� ��� ���� �������� ���
� ���� ������ �������� ����� ξ(0)(f (0)) = J(f (0)f

(0)
� ) �� ����� �� ���� �� f (0) �� � ����������

������������ ���� ��������� ���������� �� ���� ����� ��� ��� ��� ������� n� �������� �u ���
����������� T �� ��� �����

f (0)(�v) = nε

�
m

2πkBT

�3/2

exp

�
−m��v − �u�2

2kBT

�
������

����� ��� ���� ������� ��� ��� �� f (0)� ��� ���

∀k ≥ 1, ∀n ∈ {0, 1, 2},
�
�vnf (k)(�v)d�v = 0

��� ���������� ����� f (1)� f (2)���� ����� ���� �� �� ����������� ���� ���� ������� �������
������ ����� ��� ����������� ������������ ������� �� ��������������� ��� ������ �����
����� ��� ������� �� ������� ��������� ��������������� �������������

�� ����������� �� �������� ������ ��� ���� ��� � ���� �������

�� �u = 1/n
�
�vf(�v)d�v ������� ��� ���� �������� ��� �V = (�v−�u)� ��� ���� ��� �� ������ ��

�q =
�
�V V 2f(�v)d�v ��� �� ��� �������� ������ �� Π =

�
�V ⊗ �V f(�v)d�v� ���� ��� 0th������

��



�� ������� ��������

�� �������������� ������������ f (0) �� ����� �� ��� ���������� ������������ ����� ���
0th ����� ������������ ��� �q ��� Π �� ���� ����� ��

�q(0) =
1

2
m

�
�V V 2f

(0)

ε
d�v = �0 ��� Π(0) = m

�
�V ⊗ �V

f (0)

ε
d�v = p� ������

����� p = kBnT � �� �������� ��� �� ����������� ������������� ��� ���� ��� �� ����� ��
����� �� ��� � ��� ���� ���� �� �� ��������� �� ������� ��� f (1) �� ������ ��������������
��� ������ ������� ��� ������� ����� ������������� �� ��� ������������ ������� �� ���
�������������� �� ����� ��� ������������ �� ��� �������� �� ������ ���� ���� ��� ����������
������������ ����� ��� ����� ��������� ε �� ��� ����������� �� ����� ������ �� ������� f (k)

������������� ��� k ≥ 2� ���� ��� �������������� ���� �������� ����� ������������� ������
�� ��������� ��� �������������� ����������� �� �� ������ ��������� �������������

��� ��������� ����������� �������� ���� �������������� ����������� ��� ���� ��� ���

�������� ������ ���� ����� �� �������������� �� ����� ���� �� �D(f)� � �J(ff�)� ����� ���
�� ��������� ���

���� �������������� ���������� ν� =
τD
τc

=
λD
λc
� 1 ������

����� ν� �� ��� ��������������� τc ������ λc� �� ��� �������������� ��������� ���� ������ ����
���� ����� ��� τD ������ λD� �� ��� �������������� ���� ������ ������� ���������� �� ��������
������ ��� ������ ���������

�� ����� �� ��� f (1) ��� �� ����� �������� �����

D(1)(f (0)) + J (1)(f (0), f (1)) = 0 ������

�� ��� ���������� ��� J (1) �� ����� �� �������� ����� �� ���������� ��� D(1) ����� ��� �� ��
����������� ��� ����� ���������� �������� �� ������ �� ����� �� ��� �������� ���������
�� ���� ����������� � ��������� �������� �� ��������� ��� �� ������ D(1)(f (0)) ≈ D(f (0))�

D(1)(f (0)) =
∂f (0)

∂t
+ �v · �∇f (0) + �a · �∇vf (0) ������

��

D(1)(f (0)) =
Df (0)

Dt
+ �V · �∇f (0) +

�
�a− D�u

Dt

�
· �∇V f (0) − (�∇V f (0) ⊗ �V ) : (�∇⊗ �u) ������

����� �V = �v−�u ������� ��� �������� �������� ��� ����� ��� ���� ���������� �� ��� ��������
����� �� ����� ��

D

Dt
=

∂

∂t
+ �u · �∇ ������

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

����� f (0) �� � �������� �� n� �u ��� T � ��� ���� ���������� �� ����������� ������

∂f (0)

∂t
=
∂f (0)

∂n

∂n

∂t
+
∂f (0)

∂�u
· ∂�u
∂t

+
∂f (0)

∂T

∂T

∂t
������

��� ���� ���������� ��� �������� ���� ���� ��������� ����� ��� ������� ����������
�q� Π ��� Ci ��� ����� �������� ���� f (0)� ���� ���������� �� ���������� ���� ���� �����
Ci(f (0)) = 0� �q(f (0)) = �0 ��� Π(f (0)) = p�� ��� ���� ������ �� �������� �� ���� ����
��������� �� ������� �������

∂n

∂t
+ �∇ · (n�u) = 0 ������

∂�u

∂t
+ (�u · �∇)�u− �a+

�∇p
mn

= 0 ������

∂T

∂t
+ �u · �∇T +

2

3
T �∇ · �u = 0 ������

�������� ���� ������ �a − D�u/Dt = �∇p/mn� ��������� �� �������� ���� ��� ����� �
����������� ������������ ��� ���

D(1)(f (0)) = f (0)

�
D ln f (0)

Dt
+ �V · �∇ ln f (0) +

�∇p
mn

· �∇V ln f (0) − (�∇V ln f (0) ⊗ �V ) : (�∇⊗ �u)
�

������

����� f (0) �� ����� �� ��� ���������� �������������

ln f (0) = ������+ ln
� n

T 3/2

�
− m�V 2

2kBT
������

����
�∇V ln f (0) = −m�V

kBT
������

�����

D ln f (0)

Dt
=

1

n

Dn

Dt
− 3

2T

DT

Dt
+

m�V 2

2kBT 2

DT

Dt

=
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

−n
�∇ · �u
n

+
3

2T

�
2

3
T �∇ · �u

�
+

m�V 2

2kBT 2

DT

Dt

= −m�V 2

3kBT
�∇ · �u

��



�� ������� ��������

��� ��������� ������������� ��� �� �����

�V · �∇ ln f (0) +
�∇p
mn

· �∇V ln f (0) = �V ·
�
�∇ ln f (0) −

�∇p
p

�

= �V · �∇ ln

�
f (0)

kBnT

�

= �V ·
�
mV 2

2kBT
− 5

2

�
�∇ lnT

��� ���� ���������� ��� D(1) �� ������ ����� �� �������� �����

D(1)(f (0)) = f (0)

��
mV 2

2kBT
− 5

2

�
�V · �∇ lnT +

m

kBT

�
�V ⊗ �V − 1

3
V 2

�

�
: (�∇⊗ �u)

�
������

��� ���������� ��� D(1 �� ��� �������� �� �������� ����� ����� ��� ���������� �� ���
�������� �������� J (1)� ��� ������� ��� ��������� ������� �������� ��� f (1) ���� ��� ��������
��������

f (1) = −f
(0)

n

��
2kBT

m
�A · �∇ lnT + B : (�∇⊗ �u)

�
������

����� �A ��� B ��� ��� ���������� ��������� �� n� T ��� �V � �������� �A �� �� ���
�������� �� �V ���������� � �A ∼ �V 2k+1� ������� B �� �� ���� �������� �� �V �B ∼ �V 2k��
����� ��� ������������� �� �A ��������� �� ����������� �� ���� ������� ���� �� ��������
������ ������� ��� ������������� �� B ��������� �� ��� ������� ���� �� ���� ����

�� �� ��� �������� �� ������� ��� ���� ��� �q = �q(1)�

�q =
1

2
m

�
V 2�V f (1)(�V )d�V

����� B �� �� ���� �������� �� �V

�q = −1

2
m

�
V 2�V

f (0)

n

�
2kBT

m
�A · �∇ lnTd�V

= − 1

n

�
mkB
2T

��
V 2�V f (0) �Ad�V

�
· �∇T

�������� ��� ���������� �� ��� ����������� ��� ���� ��� ��������� ��������� �� ��� ����
����� ��������� ��� �

�q = −κ · �∇T ������

����� ��� ���� ������������ ������ κ ������� �� ��� ������ �� ���������� ����� ����������
������� ������� ��� ��������� �A�

��



���� ���� ������������� �������� �� ���� ���������

��������� ��� ��������� ���������� �� �������� ��� ��� �������� �������

Π = p�+ Ξ

= m

�
�V ⊗ �V

�
f (0)

ε
+ f (1)

�
d�V

= p�+m

�
�V ⊗ �V f (1)(�V )d�V

��� ��������� ���������� ��� Ξ �� ����� �� �������� �����

Ξ = −m
�

�V ⊗ �V f (0) 1

n

�
2kBT

m
B : (�∇⊗ �u)d�V

= − 1

n

�
2mkBT

��
�V ⊗ �V f (0)B

�
: (�∇⊗ �u)

��� �������� ������ ��� �� ��������� �� ���� �� ������� ������ ��

Ξ = −ν : (�∇⊗ �u) ������

����� ��� ��������� ������ ν ������� �� ��� ���������� ���������� ������� B�

����� ������������ ��� ���������� ��������

�� ��� �������� ���������� �� ��� ���� ������ ���� �� ������ ����������� ������� ��� ����
��� �� ������ �� ��� ����������� �������� �� � ������ ����������� ����� �� ��� ����
������������ ������ κ� ��� ���������� ��� κ ������� �� ��� ���������� �� ��� ����������
������������ ������ ��� ����� �� ������� ��� �� ���� ���� �� ����� ������������ ��
�������� ���� ������������ �� ������� ��� ���� ���� ����� ���� ������ ���� ��� ��������

������ ������ �� ��� ��� ��� ���������� �������������� ����������� �� �������� �������
��� �������� ����������� ���������� �� �������������� ����������� ����������� �������
�� � ����� b ���� ������� ���� ������������� �������� d� ��� ���������� ������������ �� ��
��������� �� ���� ���� ������� ���������� ��� ����� b > d� ��� ������ �������� �� ��������
��� b ����� ��� ����� ������� ��� �������� ��������� ������� ����� �� �������� ����
�� �� ������ ������ ���� b > d ������� ��� ��������� �������� ���� ���� ����� ���������
�� ��� ���� ����� ����� ���� ������������ ������������ ��� ������ ��������� ���� ��
�������������� �������� ���� ������� �� ���� ��������� �� ��� ������������� ����������
���� ��������� ���������� �� � ����������������� ������� �� ��� �������� ����� ���� �������
������ ���������� ��� ���������� �� �������� ����� �� ���� ������������ ������� � ����

������������ �������������� ��������� ����� ���� �������� ��� ��������� ���� J ���� �
����� ��������� ������������ ���� �� ��������� �� ��� �������� ��������� ���� ���� �� ����
��� � ��� ��������� ������������ ��������� �� ������������� ����������

�������������� ������������

J(ff�) −→ Jb0(ff�) +K(ff�)
������

��



�� ������� ��������

����� Jb0 �� ����� �� ��� ���� ���������� �� J ��������� ����� ��� �������� b �� [0, b0]

������� �� R+�

Jb0(ff�) =

�

�v�

� 2π

�=0

� b0
b=0

(f �f �� − ff�)gbdbd�d�v� �������

���������� K� �� �� ����� �� ������������ ���������� ����� ������� �������� ��������� ���
�������� ��� ���������� ���� ������ ������ ������� ���� b0�

K(ff�) = −
�

i

∂

∂vi
(f�Δvi,2�)−

1

2

�

i,j

∂2

∂vi∂vj
(f�Δvi,2Δvj,2�) �������

���� ��� ��� �������� x�

�x�� =
�

�v�

� 2π

�=0

� λD

b=b0

gf�xbdbd�d�v�

����� λD ������� ����� �������

����� ���� � ������������ ������� � ���� ��������� ��� ����������� ����� �� �����
���� ����� ���� ����������� ��� �� � ������������ ����� �� ��� ���� ���������� �� ����
��������������� ��� �������� ���������� ����� �� ������� � ���� �� ���� ���������� ���
���������� ���� ��� ������ ��� ����������� �� �������������� ����������� ���� �����
���� ��� ���� ����������� ��������� ��������� ����� ��������� ������������ �� �����������
������ ������� � ���� �������� ��� ��������� ���������� ��� �������� ���� ��� �� �������
�������

�qSHe = −3.16nTeτe
me

�∇Te = −3.16
3.5 · 104

Z(lnΛ/10)

T
5/2
e

me
�∇Te �������

��� ��� ����

�qSHi
= −3.9nTiτi

mi
�∇Ti = −3.9

1.5 · 106

Z3(lnΛ/10)

T
5/2
i

mp
�∇Ti �������

����� ln Λ �� ��� ������� ���������� ��� ��������� ����������� ��� ����� ���� ���� �����
T ���� �� ��������� �� eV � ��� T 5/2����������� �� ���� ������������ ���� �����������
�� �������������� �� ������� ���� ����� ��� �� ��� ������ �� ������� ��� ��� κe/κi ≈�
mi/me ≈ 40� ��� ���� ���� �� ������������ ���� ��� ���� ��� ������ �� ��������

���� ���� �������� ����� ��������� ����������� ������ �� ���� �� �������� ���� ��� ��
��� ��������� ������������� �� ��� �������� ���� ��� ����� �������� ������� �� ����� ��
����������� ������� �������� ������������ ��������� ����� �� ��� ��������� �������� �� ���
�������� ����� ��������� ��� ����� ������� ����� ��� �� ������ ���� ��� ���� ���������
������� � ���� �������� � ������� ���������� ��� ������ �������������

��� ����������� ���������� ���� ��� �������� ���� ������������ ��� �� ��������� ��
����� ��� ��������� ������ ��������� ��������� ��� ���� ��� ����� ����� �� �q� = −κ�∇�T �

��



���� ������������ ��������� �� ��� ���������� ��������� ���������

������ �������� �� � �������� �������� ��������

3

2
kB

∂nT

∂t
=

∂

∂s

�
κ
∂T

∂s

�
�������

����� s ������� ��� �������� ��������� ����������� κ �� ���� ����������� �� n × λ2/τ

����� λ �� ��� �������������� ������ �� ��� �������� ������� ��� τ ��� �������������� �����
�� ��� ����� τ �� ����� �� ��� ��������� ���� τc ��� λ �� ����� �� ��� ��������� ���� ����
���� λc ���� �������� ������ ������

κ� =
nλ2

τ
∝
�

1

m
T 5/2 �������

�� ����������� ������ ���� ������� �� ������� ���� �� �������� ���� �� �������� �� �
������ �������� ���� �������� ��� ������� ������ �� ����� ���������� ��������� ������ ��
�� ������ ��� ��������� ���� ���� ���� ��� ��� ������ ������� �� ���� ����� ��� ���������
���������� �� �������� ��� ������������� ���� �������������

κ⊥ =
nρ2
c

τ
∝
�

1

m

n2

B2
√
T

�������

������ ��� ����� �� ���������� ���� �������� ��� ���� ���� ������� � ���� ��� ����
������ � �������� ������� �� �������� �� ���� �������� ��� �������� ������ ��� ����������
�������� �� ���������� ��� κ⊥ �� ���������� ���� ��� ����� ������ ����������� �������

���� ���� �������� � �������� ���������� ��� ��� �������� ������� �������� ����� ������ ��
� ���������� ���������� ������� ���� �������� �������� ����� ������� ���� ��� ���������
��������� ��� �� ���������� ����� ��� �������� �������� ��� ���������� �������� �� ����
������� ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� �� ���� ��� ������� ���� ���� ������ ��� ��������
�� ������������ ������� �� ������������� ������� �� ���� ����������� �������

��� ������������ ��������� �� ��� ���������� ���������

���������

���� ������� �������� ��� ����� ���� �������� �������� ��������� ���������� ��������� ��
�������� �������� ������ �� �� ������� �� ���� ��������� ������ �� �������� ��������
������������� ������� ���� �������� ������� �� �� ������������ ��������� �� ��������
������� �� ��������� ������ �� ����������� �� �� ��� ��� ���� �� ��������� �������� ����

����� ��������� ���������� ��������

�� ������� �������� ���������� ������������ ���� ����� �� ����� ����� ���������� ���������
���� �� ������ ����������� ��� ��������� ���������� ��� ���������� �������� �� �����������
��� ���������� ��������� �� �������� �������� ��� ��� ������ ���������� �� ���� ������

��



�� ������� ��������

���������� �� ���������� ���������� ���� ��������� ��������� ��� ���������� ��� �� �����
���� ������� �� � ��������� ����� �� ���� ������� ��������� ��� ���������� ������ �� ������
���� ����������� ���� ������ �� ����� ������� �� ������������ ���������� ������� �� ��������
��������� ������������ �����������

��� �� ����� ���� ���������� �������� ��������� ������

∂n

∂t
+ �∇ · n�u = 0 �������

��� �������� �� ��������� �� ��� ��������� ������������� ��� �������� �� ��� ��������
����� ��������� �� ��� ��������� ������ ���� ������� ���������� ��� �������� ���������� ��
�u = u��b+ �u⊥ ����� �u⊥ �� ��� ����� �������� ����� ���� ��� �������� ����� �� ���������� ����
�������� �����

�u⊥ =
�E × �B

B2
�������

��� ���� ��������� ����� �� ���� ���� ��� ����� ����� ������������� ��� ���� �������
������� ���� ��� ������ ��� ������� �������� ��� ������������� ���� �� ����� ���� ���
���������� �������� ��������� �E = −kBTe�∇φ/e ��� �������� ����� �� ���������

∂n

∂t
+ �∇ · (nu��b) + �∇ ·

�
nDBohm�b× �∇φ

�
= 0 �������

���� DBohm = kBTe/(eB)� ��� ������������� ���������� ��� ���� �� ����������

�∇ ·
�
nDBohm�b× �∇φ

�
=

�
nDBohm

B
�∇φ
�
· (�∇× �B)− �B ·

�
�∇
�
nDBohm

B

�
× �∇φ

�

=
βe
e
�∇φ ·�j +DBohm �B ·

�
�∇
�
φ

B

�
× �∇n

�

����� ��� ��� ����������� ��� ������������� ��������� ��� ����� ��������� ������
�∇B/B ≈ �0 ��� ���������� ����� �� ��� ����β ������ ��� ���������� ��������� �����

�∇ ·
�
nDBohm�b× �∇φ

�
= DBohm�b ·

�
�∇φ× �∇n

�
�������

��� ���������� �������� ����� ������� ��

∂n

∂t
+∇�(nu�) +DBohm {φ, n} = −νK(n− n0) �������

����� ��� ������� ������� �� ������ �� {F,G} = �b ·
�
�∇F × �∇G

�
� � ������ ���� �� ����

����� �� ��� ��� �� ����� ��� ������ �� �� ����������� ������� n0� � ����� ��������
�� ������ �� �� �� ���� � ��������� ����� ��������� νK � �� ������� �� ����������� ���
������ ������� ������������� �� ��� ����������� ������� ���� � �������������� ����� ����
τK = 1/νK

��



���� ������������ ��������� �� ��� ���������� ��������� ���������

����� ���������� ���������

�� ����� �� �������� ��� ���� ���� ���� ��� ��������� ������������ ��� ������� �� �����
����������� �� ���� ������������ ��� ���� ���� ��������� �� �������� �� ���� ���� ���
����� ������ ������� ���������� �� ���� ��� �������� �� ������� ������� ��� ���� ��������
�� ���� ���������� ���� ��� ����������� ��������� t0 ��� t1 ���������� �� ��� ���� ����
����� τ0 ��� �� ��� ���� ��������� ���� ����� τ1� ������������� ��� ��� t = τ0t0 + τ1t1� ���
����� ��������� εs = τ1/τ0 → 0 ������ ��� ����� ����������� ��� ���� ���������� �� ����
��������� ��

∂

∂t
=

1

τ0

�
∂

∂t0
+
τ0
τ1

∂

∂t1

�
=

1

τ0

�
∂

∂t0
+

1

εs

∂

∂t1

�
�������

��� ���� ��������� �� ��� ���� �� ��������� ��� �������� ����� ������� ��� �������� �����
������ s �� ��������� �� z = L�(z0 + εsz1) ������

∇� =
1

L�

�
∂

∂z0

+
1

εs

∂

∂z1

�
�������

��� ������� �������� �·� �� ���� ������ �� ���� � ��� ���� ��� ��� ���� F � �F1� = 0 ���
�F � = F0� �������� ��� ���� ���� F0 �� �������� �� ������ ���� �� ����� ���������������
������ �z0 ��� t0� ������� ��� ����������� ���� ������� �� ���� ����� ��� ����� �������
�� � ������������ ��� ��� ���� �������� x1� ��� ��� ���� F � ��� ��������� �������� ��������

∂F0

∂x1

= 0 �������

��� ����� ��������� εf → 0 �� ���������� �� ������ ����������� ���������� ��� �������
���� ��� �������� ��������� ����� ��� �������� ������� ��� ���� ���� ��� ��� ���������
���� ���� ���� n = n0 + εfn1 ��� φ = φ0 + εfφ1� �������� �������� �������� ���� ������
�� ����� ������ u� = u0� �������� ������� �������� ����� �� ���������� ���

− (νKτ0)n1 =
∂n0

∂t0
+
εf
εs

∂n1

∂t1
+ εf

∂n1

∂t0
�������

+
τ0
L�

�
∂

∂z0

(n0u0) +
εf
εs
u0
∂n1

∂z1

+ εf
∂

∂z0

(n1u0)

�

+τ0DBohm
�
{φ0, n0}+ εf [{φ0, n1}+ {φ1, n0}] + ε2

f{φ1, n1}
�

�������� ��� ������� ��������� ��� ���� ���� �������� ��� ������� �� ���������

∂n0

∂t0
+

τ0
L�

∂

∂z0

(n0u0) + τ0DBohm

�
{φ0, n0}+ ε2

f

�
{φ1, n1}

��
= 0 �������

��� ����� �� ����������� �� ��� ���� ���� �������� �� ����� �� ��� ����������� ����

�{φ1, n1}�� ��� ������������ ��������� �������� �� ������ �� ���������� ��� ���� ���� ����
���� ������� �� ��� ���� ���� ���������� ������������ �������� ����� ���� ��������
����� ��� ������� ��� ����� ��������� νK = εf/τ0 ����� ��� �������� ��� ��� ����������

��



�� ������� ��������

�������

∂n1

∂t1
+ εs

∂n1

∂t0
+

τ0
L�

�
u0
∂n1

∂z1

+ εs
∂

∂z0

(n1u0)

�

+ εsτ0DBohm ({φ0, n1}+ {φ1, n0})
+ εfεsτ0DBohm

�
{φ1, n1} −

�
{φ1, n1}

��
= −εsn1 �������

����� ���������� ��� ��� ������� �������

��� �� ������ ��� �������� ���� �� ������ ��������� ������ �b ≈ R0
�∇ϕ� �� ��� (ϕ, θ, ψ)

����������� ������� ��� ������� ������� �� ����� ���

{F,G} = �b ·
�
�∇F × �∇G

�

= R0
�∇ϕ ·

��
∂F

∂ψ
�∇ψ +

∂F

∂θ
�∇θ + ∂F

∂ϕ
�∇ϕ
�
×
�
∂G

∂ψ
�∇ψ +

∂G

∂θ
�∇θ + ∂G

∂ϕ
�∇ϕ
��

= R0
�∇ϕ ·

�
∂F

∂ψ

∂G

∂θ
�∇ψ × �∇θ + ∂F

∂θ

∂G

∂ψ
�∇θ × �∇ψ

�

= R0J

�
∂F

∂ψ

∂G

∂θ
− ∂F

∂θ

∂G

∂ψ

�

����� J ������� ��� �������� J = �∇ϕ · (�∇ψ × �∇θ)� ��� ���� ���������� ��� �������
������� ��� ���� �� ��������� ��

{F,G} = R0J

�
∂

∂ψ

�
F
∂G

∂θ

�
− ∂

∂θ

�
F
∂G

∂ψ

��
�������

���� ������ ��� ����� ���������� ����� ψ = ψ0 + εsψ1 ��� θ = θ0 + εsθ1� ��������� �� ���
������� ������� �����������

{F,G} = {F,G}0,0 +
1

εs
({F,G}1,0 + {F,G}0,1) +

1

ε2
s

{F,G}1,1 �������

����� ��� ��� ����������

{F,G}i,j = R0J

�
∂

∂ψi

�
F
∂G

∂θj

�
− ∂

∂θj

�
F
∂G

∂ψj

��
�������

������������ ���������� ��� ������� ������� ����� ���� ���� ���� �������� ������ ��� �����
���� ��� ������� ������� ��������

∂n0

∂t0
+

τ0
L�

∂

∂z0

(n0u0) + v�⊥{φ0, n0}0,0 + . . . �������

v�⊥
ε2
f

ε2
s

��
{φ1, n1}1,1

�
+ εs

��
{φ1, n1}1,0

�
+
�
{φ1, n1}0,1

��
+ ε2

s

�
{φ1, n1}0,0

��
= 0

��



���� ������������ ��������� �� ��� ���������� ��������� ���������

���� v�⊥ = τ0DBohmR0J � �� ����� �� ���� ����������� ���� ������� �� ���� ���� ���������

• ��� ���� ���� �� �������� �� �������� ����� �� �{φ1, n1}1,1�� ���� ���� ������� ���
��� �� ����������� ��� ��������� ���������� �� ���������� ����� �

• ��� ������ ���� (�{φ1, n1}1,0�+�{φ1, n1}0,1�) �� ��� ��� ���������� �� ��� �����������
������ ���� ���� ��������� ��

�
{φ1, n1}1,0�+ �{φ1, n1}0,1

�
= −

�
∂

∂θ0

�
φ1
∂n1

∂ψ1

��
+

�
∂

∂ψ0

�
φ1
∂n1

∂θ1

��

=
∂

∂θ0

�
n1
∂φ1

∂ψ1

�
− ∂

∂ψ0

�
n1
∂φ1

∂θ1

�
�������

�� ����������� �n1∂θ1φ1� ��� �n1∂ψ1φ1� ���� �� �� ����������

• ��� ����� ���� �� ���������

�� ������� ����� ������ εf/εs → 0 ���� �� �� ��� ����� ����������� ��� � ����� �����
����������� ��� ��������� �������� ��� ��� ����������� �� ���������

∂n1

∂t1
+
τ0u0

L�

∂n1

∂z1

+ v�⊥

�
{φ0, n1}0,1 + {φ1, n0}0,1

�
+ v�⊥

�
{φ0, n1}1,0 + {φ1, n0}0,1

�
= −εsn1

�������
������ ��������� ��� ���������� ��� (�{φ1, n1}1,0�+�{φ1, n1}0,1�) �� ��� ���� ���� ���������
�������� ����� ���� �� ������ �� ��� �� ���������� ��� n1 ��� φ�

����� ������� ���������� �� ������� ���������������������

���������

����� ∂θ1F0 = 0 ��� ∂ψ1F0 = 0� �������� ����� ��� �� ���������

∂n1

∂t1
+ v��

∂n1

∂z1

+ v�⊥

�
∂φ0

∂ψ0

∂

∂θ1

− ∂φ0

∂θ0

∂

∂ψ1

�
n1 − v�⊥

�
∂n0

∂ψ0

∂

∂θ1

− ∂n0

∂θ0

∂

∂ψ1

�
φ1 + εsn1 = 0

�������
����� v�� ������� ��� ������������� �������� v�� = τ0u0/L�� ��� �� ������� ��� �������
��������� ���� ��� ���� ��������� t1� z1� θ1 ��� ψ1� ��� ��� �������� f

f

�
t0, z0, ψ0, θ0,

t1, z1, ψ1, θ1

�
=

+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ e

i(k�z1+kψψ1+kθθ1−ωt1)f̂ω,k�,kψ ,kθ(t0, z0, θ0, ψ0)

�������

����� ���������� �∂θ1X� = 0 ��� �∂ψ1X� = 0� ��� ������� �������� �� �� �������� ���� ��� ����
���������� �������� ����� ������� �� ��� ��������� ���������� ����� �� �������� ��� �������� X �� ���
�������� �� ��� ���� �������� ������� ��� �� ����������� �� ��������� ����������� ����� ����� ������
������ ����

��



�� ������� ��������

��� ������ �������� ����� ��� ���� �� ��������� ��
�
−iω + ik�v

�
� + iv�⊥

�
kθ
∂φ0

∂ψ0

− kψ
∂φ0

∂θ0

�
+ εs

�
n̂1 − iv�⊥

�
kθ
∂n0

∂ψ0

− kψ
∂n0

∂θ0

�
φ̂1 = 0

�������
������� k⊥ = kθ

∂φ0
∂ψ0
− kψ

∂φ0
∂θ0

� ��� ��� n̂1 = R · φ̂1 ����

R = − k⊥v�⊥
ω − k�v�� − k⊥v�⊥ + iεs

�
kθ
k⊥

∂n0

∂ψ0

− kψ
k⊥

∂n0

∂θ0

�

= −k⊥v�⊥
ω − k�v�� − k⊥v�⊥ − iεs

�
ω − k�v�� − k⊥v�⊥

�2

+ (εs)
2

�
kθ
k⊥

∂n0

∂ψ0

− kψ
k⊥

∂n0

∂θ0

�
�������

����� ����������� ����������� �������� ���

��������� �������� ����� ���� ��� ���� ���� ���������� �������� ����� �����

∂n0

∂t0
+

τ0
L�

∂

∂z0

(n0u0) + v�⊥{φ0, n0}0,0 +
ε2
f

εs
v�⊥

�
∂

∂θ0

�
n1
∂φ1

∂ψ1

�
− ∂

∂ψ0

�
n1
∂φ1

∂θ1

��
= 0

�������
��� ����������� ����� ��� ������ ��

Gθ =
�
n1
∂φ1

∂ψ1

�
��� Gψ = −

�
n1
∂φ1

∂θ1

�
�������

����� ������� ��������� �� n1 ��� φ1�

n1
∂φ1

∂ψ1

=
+∞�

k�θ=−∞

�
dω�
�
dk��

�
dk�ψ

+∞�

k��=−∞θ

�
dω��
�
dk���

�
dk��ψ

. . . ei(−(ω�+ω��)t1+(k��+k
��
� )z1+(k�ψ+k��ψ)ψ1+(k�θ+k��θ )θ1)ik��ψn̂1ω�,k��,k�

ψ
,k�

θ

φ̂1ω��,k��� ,k��
ψ

,k��
θ

��������� ���� ��� ���� ��������� t1� z1� θ1 ��� ψ1 ��������� �� ��� ����������� ���� �����
�� � ������� ��� ����� ����� δ(ω� + ω��)� δ(k�� + k���)� δ(k

�
θ + k��θ ) ��� δ(k�ψ + k��ψ)� ��������

��� ����������� ����� ������ ��

�
n1
∂φ1

∂ψ1

�
=

+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ (−ikψ)n̂1ω,k�,kψ,kθ

φ̂∗1ω,k�,kψ,kθ
�������

����� z∗ ������� ��� ������� ��������� �� z� ��� �������� φ̂∗1ω,k�,kψ,kθ
= φ̂1−ω,−k�,−kψ,−kθ

����� ����� φ1 �� � ���� ����� ���������

�
n1
∂φ1

∂θ1

�
=

+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ (−ikθ)n̂1ω,k�,kψ,kθ

φ̂∗1ω,k�,kψ,kθ
�������

��



���� ������������ ��������� �� ��� ���������� ��������� ���������

����� n̂1 = R · φ̂1 ��� φ̂1φ̂
∗
1 = |φ̂1|2� ��� ����

Gθ =
+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ (−ikψR)|φ̂1|2

Gψ =
+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ (ikθR)|φ̂1|2

��������� �������� ����� ��� R� � �������� ���������� �� �������� ��� ��� ��������� ������

Gθ = −
�
Dθ,ψ

∂n0

∂ψ0

+Dθ,θ
∂n0

∂θ0

�
�������

Gψ = −
�
Dψ,ψ

∂n0

∂ψ0

+Dψ,θ
∂n0

∂ψ0

�
�������

����

Di,j = �ij

+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ v

�
⊥kikj|φ̂1|2

i(ω − k�v�� − k⊥v�⊥) + εs
�
ω − k�v�� − k⊥v�⊥

�2

+ (εs)
2

�������

����� �ij = 1 �� i = j� −1 ���������� �� ��� ����� ��� �������� ���������� ���� ��� ����

Di,j =
�
dX|φ̂1|2

iX + εs
X2 + ε2

s

����� ��� �������� ��������� ��� ����� ��� ��� ���� �� ��� �������� �������� ������

Di,j =
�
dX|φ̂1|2

εs
X2 + ε2

s

−−−→
εs→0

�
dX|φ̂1|2πδ(X)

����� ��� ���� ���� f�(x) = 1
π

�
x2+�2

����� �� ��� ����� ������������ ��� �→ 0� �������� ���
�������� ��������� ��� ����� ��

Di,j = �ij

+∞�

kθ=−∞

�
dω

�
dk�

�
dkψ v

�
⊥kikj|φ̂1|2πδ(ω − ωr) �������

����� ��� ��������� ��������� �� ���������� �� ωr = k�v�� + k⊥v�⊥�

��� ����������� �������� ����� �� � �������� ���������� ��� ��� �������� ����������
�� ����������� ���� ��� ����� ��������� �������� ������������ ��������� ��� ����������

��
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�������� �������

∂n0

∂t0
+

τ0
L�

∂

∂z0

(n0u0) + v�⊥

�
φ0, n0

�
0,0

=
ε2
f

εs
v�⊥

∂

∂θ0

�
Dθ,ψ

∂n

∂ψ
+Dθ,θ

∂n

∂θ

�

+
ε2
f

εs
v�⊥

∂

∂ψ0

�
Dψ,ψ

∂n0

∂ψ0

+Dψ,θ
∂n0

∂θ0

�

���� �������� ��� �� ������� �� � ���� ������� ����� ��� ����� 0 ��� ������� ���
������� ����������� ����� ���� ���� ���� ��������� ��� �����������

∂n

∂t
+ �∇ · (nu��b) +DBohmR0J

�
φ, n
�
= �∇ ·

�
D · �∇⊥n

�
�������

�����

D =
ε2
f

εs
DBohmJR0

� Dθ,θ Dθ,ψ
Dψ,θ Dψ,ψ

�
��� �∇⊥ =

�
∂
∂θ
∂
∂ψ

�
�������

��� ����� ���������� ��� ��������

�� ���� �������� �� ��� ���� ���������� ���� ����� ���� ����������� ��������� ��� ��
����� ���� ������� ������� � �������� �������� ��� ���� ���� ��� ���� ����������� ��
������� ����� ����� ��� ��������� �� �������� ��� ������ ��� �� ���������� ��� ���� ������ ��
��� ���� �� ��� �������� ����� ��� ������� ������ ��� ��� ��������� ���� �������� � �������
��������� ���� �� ���� �� ����� ���� ����� ������������ ���� ���� �������� �� ��� ����
���������� ����� ����� � ������ �������� �� ������� ������� ��� ����� ���� �������������
���������� ��� ��� ������ ���� �� �������� ������ ��� ������ ���� ���� ���� ��������� ��
������� ��� ����� �� ��� ���� ������ ���� ��� ���������� ��������� ��������� ��� ���� ��
��������� �� � �������� �������� ���� ������ ���� �������� ����������� ������� ���� ���
����������� ��������� ������� � ����� ���������� ������� � ����� ����� ���������� ����
��� ��������� ���������� ��� ��� ���� ���� �������� ������ ���� ��� ������� �� �� ����
�������

��� ��� ����������� ���������� ����� ��� ����� �� ��� ���� ���� �� ��������
������� � ���������� �������� �� ����� ������ ����������� �� ��� ���� ����� ��������� ������
���������� ��� ��� ������ ����� ��� � ���� ���� ������������� �� ������ ��� ���� ����
�������� �� ������ ������� ����� ������� ��� �� ������� �� � ��������� ����� �� ���
������������� ��������� ����� ��� �� �������� ���� P (x, t) ������������� ��� �����������
������������ �������� �� ��� �������� �� �������� ���������� �������� ����������� ��� ������
������ ���������� ������� ��� �� ��������� �� � ������ ������� ����� ��� ����������� ��
���������� ���� ��� �������� x �� ��� �������� x� �� ����� �� ��� ������ K(x → x�)� ���

��



���� ����� ���������� ��� ��������

������ �������� ������ ��� ��������� �� P (x, t) �� ����� ��

dP (x, t) =




����������� �� ������ �� x

���� x� ��������� ������
��� ���� �������� dt



−




����������� �� ����� x
�� x� ��������� ������
��� ���� �������� dt





=

� ∞

−∞
dx�K(x� → x)dtP (x�, t)−

� ∞

−∞
dx�K(x→ x�)dtP (x, t)

������ ��� ������ ��������

∂P

∂t
(x, t) =

� ∞

−∞
dx�K(x� → x)P (x�, t)−

� ∞

−∞
dx�K(x→ x�)P (x, t) �������

�� ���� ������ ��� ���������� �� ����� ���������� �� ����� �� ���� ������ ��� ������
������ ���������� ������� �� �������� �� �� ������������� �� � ����� ����� �������� ��
��� �������� ����� �� ��� ���� P (x, t)� ��� ����� �� ��� ����������� ������� �� ��� �����
������ �� ��� ������ K(x → x�)� ��� �� ������� ���� ���� ���� ����� ��� �� ������� ����
���������� �� ��������� �� ���� ���������� ��� ����� ����������� �� ��� ����� ����������
�� ���� � ������ ��������� ��� �� ��������� ����� x �� �� �� ������� ��� ���� ���� ��
�������� ����������

P (x�, t) = P (x, t) + (x� − x)
∂P

∂x
(x, t) +

1

2
(x� − x)2

∂2P

∂x2
(x, t) �������

�������� ������ ��������� ���� �� K(x→ x�) = K(x� → x) ≡ K(x� ↔ x) ��������� ����
��� ������������ ������ ��� �� �������� ���������� ��������� �������� ����� ���� ��������
����� �����

∂P

∂t
(x, t) =

∂P

∂x
(x, t)

� ∞

−∞
dx�K(x� ↔ x)(x� − x)− ∂2P

∂x2
(x, t)

1

2

� ∞

−∞
dx�K(x� ↔ x)(x� − x)2

�������
��� �� �������� ��� ���� ���� �������� ������ ��� �������� �������� �������� ��� P

∂P

∂t
(x, t) = D

∂2P

∂x2
(x, t) ���� D =

1

2

� ∞

−∞
dx�K(x� ↔ x)(x� − x)2 �������

��� �������� ��������� �� ����� �� ��� ������� ����������� �������������� �� ��� �����������
�������� ������� ����������� ��� ���� ��� �������� ��������� ���� �������� �����������
������� �� ��� ���������� ��������� �����

������� ����� ������ �� ��� ����������� �� ��� �������� ����� �� �������� ������ �������
�� ��� ����������� ������ ����� �� ��� ������ ������� ��� ����� ���������� ���������� ���
��� �������� ��������� ����� �� ������� ������� �� ���� ������ �� ������������ ��� ��������
��������� ��� ��� �������� ����������� �� ��������� ����������� �� ��� ������ �� �����������
��� �������� �������� ��� �� �������� ����������� ��� �� ����� ��� ��������� �� ���� ����
��� �� ��������� �� �������������� ��������� ���� ���� ���� ���� ������� �� ��� ����������

��
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����� ��� ���������� ����������� ������� �� ��������� �� ���� ������ ����� ��� �����
����� ������ ������������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ������������ ������ ���� �� ���
��������� ���� �� ��� ����������� �� ���������� ������ ���� ��� �������� ������� ������ �
����� ��� ����� �� ��� ������ ������ ��� ��� ������� ������ �� � ���� �� �������� ���
����� �� ���������� �� ����� � ����� ���� ���� ���� ��� ���� ��������

�� �� �������� ��� �� �������� ��� ������� ���� ����������� ��������� ����� ��� ���
��������� �� ��������� ��� ���� ��������� ���� ������������ ���� ����� �� ����� �� ���
����������� �� ��� ������������ ��������� �� � ������ ������ ��� �� ������������� ��������
����� � ��������� ����������� �� ���� ����� �� ���� �� ����������� ��� �� ���� �������
���� �� ��� ������������ ������� � ����������� ��� �� ���� ������� ��������� ����
������ �� ��� �������� ����� ��� ������� ���������� ���� ������ �� ��� �������� ����� ����
��� �������� �� �� ���� ������� ����� ���� ����� ���������� ����������� ��� ����� ���
������ �� ������������� ������ � ���� ������ �� ���������� �� ���� ������� ���� ��� ��
��������� ������� �� �� ���� ��������� �� ��������������� ��� ��������� � ������ �� ����
�� � ������� �� ������� ��������� �� ��� �������� ��������� φ� �������� ��������� µ� ��������
p ��� ����������� T � �� ������������ ����� ��������� ��� ������� ��� ����� ��� �����
�� ��� ������ �� �������� ��� �� ������������ ��� ����� ������� �� � ������ �����������
�� ��� ������ ��������� ���������� ��������� ������ ������������� ������� �� ��� �������
�q ��� ���� ���� �Γ ��� ����� ������� ���� ���� �J ��� �������� ������� ��� �γ ��� �����
���� ������ �������� ���� ���� ��� ��� ��� ������ �� ��� ������ ��������� �� ����� ����
��� ������� ������ ���� �� ���������� ��� �������� ������������ �� ��������� �� ������

�∇T �∇P �∇φ �∇µ
�q ��������� ��� ������������� ����� ������� ����� ������ �����
�Γ �������������� ������� ��� ��������������� �������
�J ������� ����� ���� ������� ����� ��� ���������������
�γ ����� ����� ��������������� ��������������� ������ ���

����� ���� ������� ��������� ������� ����� ��� ������������� ������ ��� �������� ��� ��
����������� �������

����������� ��� ����� �������� �� ����������� ��� ������� �������� �� ��� �������� �����
�������� ������������ ��������� �� ��� �������� ������ ������� ������� ������ ���� ��
������ ������������� ������������ ����������� �������� �������� ������ ���� �� ���� ����
���� �������� �� ��� ����� ����������� ��� ������ ������� ����� ����� �� �����������
���� ���� �����������

• ���������� ����������� ������ ����� ��� ����������� ������ �� ��������� �� �������
���� ������������ ��� ����� ��� �������� ���� �� ���������� ����������� ���� �������
�������

• ������������� ������ ����� ����������� ������ ������ �� ��������� ������ �� �������
������� �������� ����� ���� ��������� �� ��� ������� �� ���� �����������
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• ��������� ��������� ������ ����� ��� ����������� ������ ������� �� ��������� ������
���������� ��� �� �������� ��� �������� ���� ����������� ���� ������� �����

�� � ���������� �� ���� ������ �� ��� ���� ������ ���� ����� ��� ���������� �� � �����
���������� ������� ��� ���������� ������� ��� ��� ���� ���� ������������ ��� ���������
��� �� ��������� ���� � �������������� �������� ���� ��� �������� ����������� ����� �� ���
���������� ������� ���� ���� ���� �� ������ ���� ���� ���� �������� ������� ��� �����
����� ��� ���� ���� ���� �� ������� ���� �� �� ��� ���� ����� ������� ��� ���� ��������� ���
��������� ������������� ���� �� ��� ����������� ���������� ��� �������� ��������� ���������
������� ��� ���� ������ ���� ��� ���� ���� ���� �� ��� ���������� ���������� ������� ��
������� ���� �������� ������ �� ����� � �������� ���������� ������� �� ������� �� ����
���� ����� ��� ����������� ������� �������� � ����� ���� ���� ���� ��� ����� ��� ������ ��
������ ���� ������ �������� ������� ��� �� ���� ���������� ���� ��������� ��� ������� ����
��������� �� ���� ������� �� ������ � ������������ ������� ��� ������ ����������� ��������

��� ����������� ����������� � ���� �������� ������

�����

���� ��� ������ ��������� ���� � ������ ������������� ��������� ������ �� ���� ��������
����� ��� ����� ���� �� � ���� ��� ��� ������� ���� ���� �������� ������ ����� ���� ��
��� ���� ��� ��������� ���� ��������� �� ��� ���� ���� ������ �� ���������� ���� ��� ������
�� ��������� ��� ���� ������� ������� ��� ������ �� ���� ��� ��������� ��� ��� �����
�� �������� �� ����� ������� �� �� ������ ������������ �������� ��� ��������� ������� ��
��� ������������� ��� � �������� ����� �� ����������������� �� ��������� ������ ���� ���
������ ���� ��� ����� ��� �� �� ���� �����

������ ���� ��� ��������� ���������� ���� ��� ��������� ��������� ��� ���� ��� ����������
�� ������� ��� ������ �� ��� ������ ���� ��� ������� �� ���������� �� ��� ������ ������
�� ����� �� �����������

��� �� ��� ��������� �� �������� ������� ����� ���� ��� ����� ���������� ��� ���
������� ��� ��� ����������� �� ��� ���� ������ ���� ��� ������ ��� ����� ����� ������ ���
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��������������� ��� � ��� ������ ������ �� �������� �� � ���� ����� ����������� ��� �����
������ ������� �������� ��� ������� ��������� �� ��� ������ �� ����� �� ��� ����� ������
λD� ��� �� ��� ������ �������� �� ���������� ��� ����� ������� ����������� ��� ������
������ �� ���� ������� ���������� �� ������ ��� ������������ ������ ���� ��� �������� �����
�� ����� �������� �� ��� ������ ���� ����� �� �� �������� �� ���� ����� �� �� �� ����� �����
���� �� ���� ������� �� ������� �� �������� ����������� ��� ����� �������������� ��
��� ������ ������� ����� ���� ������� ���� �������� �� ����������� ������ �� ��� ������
���������� �����
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������ ���� ������ �� ��� ���� ���� ������ ������� ��������� �� ������ ���� ����� ��������

��� ������ �������� ���� ��� ���� �� ����������� �� ������ ���� ����� ��� �����
������ �� ���� ������� ���� ��� ��������� ���� ���� ����� ��� ������ ��� �� �������� ��
�������������� �� ���������� �� ��� ����� ���������� ��� �� ���� �������� �� ����������
��� ���� �� ������� ������� ����������� ������ ���� �� ��� ��������� ��� �������� ���� ���
���� �������� ���� ���� ��� ���� ���� �� ��������� ����� ��� ����� �������� �� ����� ��
������ ��������������� �� ������ ������ ����� ���� �� �� ���� ���� �� ��������� ������� ���
������������ ������� ����� �� ���� ���� �� ��������� �������� ��� ������� ��� ��������
������������ �� �������� �� �� ������ ������� �� ���� �������

��� �� ������ ��������� ���� ��������� �� ��� ���� �� ���� ��� ������� ���� Ti � Te�
���� ����������� ��� �� ����� �� ��� ������� ��� φ ������� ��� ������������� ����������
φse ����� ��� ����� �� ������������� ��������� �� ������ ��������� ������ ���� ����������
��� ������������� ��������� �� � �������� ���������� ������� ��������

��� ���� ����������� �� �������� �� ����� ��� ��������� ��� ���� ����� ������� ��� ��
���������� �� ���� ����� �������� ���� �������� ��� ��������� �������� ������� ��������
������� ��� ������������� ���������

∇�pe = −neeE� �������

kB∇�neTe = nee∇�φ �������
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������ ��� ��������� ��������� ���������

ne = ne0 exp

�
e(φ− φ0)

kBTe

�
�������

��� ��������� ��������� �� φ = 0 ����� ��� ��� ������ �� ������� ��� �������� ���� ���
����� ��� ���� ��� ����������� ��� �� ��� ��������� ��������� ������� ��� �������� �����
��� ��� ������ ��������� �������� Ti = 0 ��� ���� ��� ������������ �� ��������������
������������ �� ��� ������ �����

1

2
miv

2 = −eφ �������

�������� ��� ��� �������� ��� �� �������� ����� ����� �� �� ��� ������ ������� ��� ��������
�������� ��� ��� �����

niv = ������ = nse

�
φse
φ

�������

�� ��� ������������ ������� ��� ��� ne = ni ������� �� ��� ������� ��� �������� �������
�������� ��� ��� ������� �� ����� �� ������������� ��������

�∇ · �E =
ρ

ε0

�������

���� ��� �� ��������� �� ��������� ��������

d2φ

dx2
= − q

ε0

(ni − ne) �������

��������� �������� ����� ��� ������

d2φ

dx2
= − q

ε0

��
φse
φ
− exp

�
e(φ− φse)

kBTe
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�������� Δ = φse − φ > 0� �� ��� ������
�
φse
φ
≈ 1 +

1

2

Δ

φse
= 1− 1

2

Δ

|ψse|

exp

�
φ− φse
kBTe

�
≈ 1− eΔ

kBTe

������
d2Δ

dx2
≈ enseΔ

ε0

�
e

kBTe
− 1

2|φse|

�
�������

���� �������� ������ ��������������� ��������� ���� ��

e

kBTe
− 1

2|φse|
≥ 0

��������� �� �������� ������ ���� ��������� ��� ���� �������� �� ������ �������� �� ���
�������

vse ≥ cs ���� cs =

�
kBTe
mi

�������

����� cs ������� ��� ����� ����� ������ �� ���������������� ������� ���� ������ ��� ��
����������� ��� ��� ������� ����� Ti ≈ Te� �� ���� ����� ��� ���������� ��� ����� ����� ��
����� ��

cs =

�
kB(Te + γTi)

mi
�������

����� γ �� � ���������� ������ �� ����������� γ = 1 �� ��� ������ �� ���������� ��� γ = 5/3

�� ��� ������ �� ��������� ���� ��������� ���������

� ���������� ��� ���� ���� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ���� ���������
���� ������� �� ���� ������ ��� �������� �� � ������ ���� ������ � ����� �� ���������� ���
�� ��� �������� ����� ��� ������������ �� ��� ���� �� ��� ����� ����� �� ������ ��������
�� ��� �� ��� ��������� �� ������������� ��������� ������� ��� ���������� ����� ����� ���
��� ������ �� ������� �φ = 0� ��� ��� ������ �������� �φ = φse�� ��� ������ ����� ���
������������ ����� ����� �� ����� ������� �� �� ������������ �������

���� ���� �������� �� ������ ����������� ��� ������ ������ �� ������ �������� �� ���
������

Γse = nvse ≥ ncs ≈ n

�
kB(Te + Ti)

mi
�������

�� ��� �������� ������ �� ������ ��� ������ ������ ��� ����� �� �� ����������� ����� ���
������ �� �������������� ��� �������� ���� ��� �� ����������� ���������� ��� ���� ���������
��

qe = γekBneTeΓse ��� qi = γikBniTiΓse �������

����� γe ��� γi ��� ������ ������ ������������ ����������� � ������� �������� ���� ��
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���� �� ���������� ����� ������������ ����������� ������� ����������� ��� �� ����� ��
��� ����������� ��� ��������� ����������� ��� �� ����� �� ��� ������� ����

γi ≈ 2.5
Ti
Te
− ∼ 0.5 �������

���

γe ≈
2

1− δe
− 0.5 ln

��
2π

me
mi

��
1 +

Ti
Te

�
(1− δe)

−2

�
+ ∼ 0.5 �������

����� δe �� ��� ��������� �������� ���������� �� ������ ���� ��� ����������� ��� ������
�� γ �� � �������� �� Ti/Te� ��� ����������� ��� ��������� ����� ��� ���������� �� ����

������ ����� ������ ������������ ���������� ��� �������� ������ �� � �������� �� τ =
Ti/Te ��� ��������� �������� �������� �����������

�����������
γi = 2.5 ��� γe = 4.5 �������
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• ����� ���� ��������� ��� �������� �������� ��� ����� ������ ��� ���

����� ���� ��� ��������� ���������

• �������� ���� ��������������� ������� ��������� ��� �������� ��� �����

���� ������ ��� ���� ���� ����� ������� ����������� ���� ��� ���� ��

�������� ����� ���� �� ������� ��� ����� ��� ���� ������������ �� �����

�� ������������ ���������

�q = −κ0T
5/2�∇T

• �������� ����� ���������� ����������� ��� ��������� ��������� ��� ����

�� ��������� �� �������� �������� ����������

• ���� �������� ���������� ����� ��� ����������� ������� ��� ������

��� ��� ������ �� ����������� �� ������ ���� ������ ��� ��� �� ����� ��

���������� �� ������ ���������

|Mse| ≥ 1
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��� ���� ��������� ���� ��������� ��������� ������ ���� ������

�� ����������� ��� ���������� ���� ��������� �� ���� ��������� ���

������� ������������ ��������� ��� n� v� T �������� ���� �����������

�������� ����������� ��� ����������� ��������� ������������� ���

������������ ��������� ���� �� ����� ����������� ������������ �� ����

���������� �������� ���� ������������ ����������� �� ����������� ��� ��

����� ������������ ��� �����������

���� ����������� ��� ��������� �����������

����������� ��� ������� ��� ������� ��� ������������� �� �������� ���������� ���������
��������� �� ��� ����� ��� ���������� �� ��������� ��� ���� ����� �� ��� ����� ��� �����
��� ���������� �� ���� �� ��� ����������� �� � ���� ��� ���� �� ������� �������� ���������
������� �� ��� ���� �� ���������� �� ��������� ���� ���� ������������� ��� ���������
��� ������������� �� ������ ��������� ������� ���� �������� ����� ���� ���������� �����
��� ���� ������� �� ���� ��������� ���� ������ ������������ ���� �� �������� ���� ���
������� ��� ���������� �������������� ��� ����� ���� ��������� ����������������� �������
������� ��� ��������� ������� ����������

�� ��� ����� �� ��������� ������ ������ ����������� �� ��������� ����� �� ����
�� �������� ��������� ������ �������� ����� �� ��� ���� �� ��� ������� �������� ����
���� �� ������� ����� ���������� ������ �� �� ��� ���� �� �������� �� �������� ����������
��� �� ����������� ������������ ���� ���� �� ����������� ���� ���� �������� �� �� �����
������������ �� ����� ���� ������ ����� ��� ����� �� ��������������������� �����������
���� ��� ��� ������ �� ����� ��� ������� �������� �� ��� ������� ����� �������������
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���������� ���� ����� ��� �� ����� �� ��� ���������� ��� ��� ���� ���� �� ������� ���
����������� ���� ��� ���� ���� ��������� ���� ���� �� ������ �� ����� �� ���� ���� ����
����� ������� ��������� �� ���� ��������� ���� ��� ����� �������� ������������ ���������
��� ���� ���� �� ��� ��������� ���� ��������� �� ��������� �������� ����������� ����
�������� ��������� ������ �� ����� �������� ���������� �� � ������ ���������������������
���� ��������� ���� ��� ������ ���� ��� ����� ������ �� � ���� ��������� ���������
������� ���� ���� ���� � ��������� �� ���� �� ������� ����������� �������� ���������� ��
������������ ��������� ����� �� ���������� ��� ���� �������� ���������� ���� � ���������
����� ��� ����������� �� ��������� ��� ���� �������� ����������� �� �������� ��� ���
�������� �� � ����� ������� ��� ������� �� � ������� ����� �� ����� ��� ���� ���� ���
���� ����� ���� ���������� �� ���� ���� ������� ����� �� ������������ ������ ��� ���������
���������� �������������

�� ���� �������� ��� ���� ��������� ��� ��������� �� ���� �� ��� ������������ ���������
���� �� ������ �������� ����������� ��� ���� ������� ���� ������� �� ��� ��������� ���
���� ������� �� ������� �����������

���� ��� ��������� ���� �����

��� ����� ��������� ��� �� ��������� ��� �� ������� ���� ��� ���� ��������� ���������
�� ������� �� ����� ���� ��������� ��� ���������� ��� ������� ������� ���� �� �����������
�������� ��� �������� �������� ��� ������������

������ ���������� ��������

��� �� ����� ���� ��� � ��������� ��� ������� ���� �������� ������

∂ne
∂t

+ �∇ · (ne�ue) = Sne ������

∂ni
∂t

+ �∇ · (ni�ui) = Sni ������

Snα ������� ��� ������� ������ �� ������� �������� ���������������� ����� ��� ��������
������� �� � ������ �������� ��� ������ ������� n ���� �� ����� �� �� ����� �� ���� ��������

n = ni = Zne ������

Z ����� ��� ������ �� ������� ��� ���� ��� ���������� �� �� �������� ������� �� ����
������� �� ��� ������������� ue ≈ ui = u ����� u ������� ��� ��������� ������ ���������
��������� ��� ��������� ���������� ��������� �� ����� ���� ������� �� � �������� ����
��������� �� ��� ������������ �������� ��������� �� ������� ���� ���������� ���� ����
������� ��� �� ������ ���� �������� ������

∂n

∂t
+ �∇ ·

�
nu��b

�
= �∇ ·

�
D�∇⊥n

�
+ Sn ������

��



����� ��� ��������� ���� �����

������ �������� ��������

���������� �������� ��������� �������� ���� �����

me
∂ne�ue
∂t

+ �∇ · (mene�ue ⊗ �ue + Πe) = −nee �E + SΓe ������

mi
∂ni�ui
∂t

+ �∇ · (mini�ui ⊗ �ui + Πi) = niZe�E + SΓi ������

���������� ����������� ������� �������� � ������� ���������� ��� ��� �������� ������ Π� ��
���������� ��� �������� ������ �� ������������ �� ��� ��������� ���� �������� Π = p��
����� ��� ���� �� ��������� �� ���������� ������ ���������� ���� ��������� ����� ���
�������� �����

∇�pe = −neeE� ������

mi
∂niu�
∂t

+�b · �∇ · (mini�ui ⊗ �ui) +∇�pi = niZeE� + SΓi ������

�������� ���� ����� ��������� ��������� �������� ��� ���������� ��������� ����� E� =

−∇�φ�

∇� lnne =
e∇�φ

kBTe
−∇� lnTe ������

��� �������� ����� ��� ��������� ���� �������� ���

�b · �∇ · (mini�ui ⊗ �ui) = �b · �∇ ·
�
miniu

2
��b⊗�b

�

+2�b · �∇ ·
�
miniu��b⊗ �v⊥

�

+�b · �∇ · (mini�v⊥ ⊗ �v⊥)

• ��� ���� ���� ����� �∇ ·
�
miniu

2
�
�b
�

• ��� ������ ��� �� ������� ���� ��� ����������� �������� ��� ������ � �������� ����
��������� −mi�∇ ·

�
ν �∇⊥(niu�)

�

• ��� ����� ���� �� v2
⊥ �� ��������� �������� v⊥ � u�

�������� ��� ���� �������� �������� �������

mi
∂niu�
∂t

+ �∇ ·
�
miniu

2
��b
�
+∇�pi = mi�∇ ·

�
ν �∇⊥(niu�)

�
+ niZeE� + SΓi �������

������ �������� ���� ��� ����� ��� ���� ��� �� �������� ���� ��� ������� ���������
�������� ��� �������� ���������

mi
∂nu�
∂t

+ �∇ ·
�
minu

2
��b
�
+∇�(pe + pi) = mi�∇ ·

�
ν �∇⊥(nu�)

�
+ SΓi �������

��



��� ���� ������ ����������� ���� ��� ���� ���� ���������

���� ��� ����� ��������� �������� ������

pe = kBneTe = kBZnTe ��� pi = kBniTi = kBnTi �������

������ ������ ���������

�� ������� ������ ��������

����� ��� �������� ��������� �� ��� ���� ��� ���������� ��� ��������� ��� �������� �������
������ ��������� �� Ec = 1

2
minu

2
� ������ ��� ���� �� ��������� �� ���������� �� �� �����

������� �������� ��� �������� ��� ������� ������ �� ���� �������� ���� �������� ��������
����������� �� �� u��

miu�
∂nu�
∂t

+ u��∇ ·
�
minu

2
��b
�

+ u�∇�(pe + pi) = miu��∇ ·
�
ν �∇⊥(nu�)

�
+ u�S

Γi

∂Ec

∂t
+ �∇ ·

�
Ecu��b

�
+

1
2
miu

2
�

�
∂n

∂t
+ �∇ · (nu��b)

�
+ u�∇�(pe + pi) = miu��∇ ·

�
ν �∇⊥(nu�)

�
+ u�S

Γi

��������� ���������� ��������

∂Ec

∂t
+ �∇ ·

�
Ecu��b

�
+u�∇�(pe + pi) = −1

2
miu

2
��∇ ·

�
D�∇⊥n

�
+miu��∇ ·

�
ν �∇⊥(nu�)

�
+u�S

Γi − 1
2
miu

2
�S

n

�������

�� �������� ������ ��������

����� ��� �� �������� ��� �������� ��� ����� ������ ���� �������� �����

∂Etα
∂t

+ �∇ · (Etα�uα) + �∇ · (pα�uα) + �∇ · �qα − nαqα�uα · �E = C2α + SEtα �������

���� Ete = 3
2
kBneTe ��� Eti = 3

2
kBniTi +

1
2
miniu

2
i � ��� ��� ���������� ���������� ���

������������ �������� ����������� �� ���� ���� ������ �� �Φ⊥(Ete) �� ��� ���������� ��������
������ ���� ��� ������

�Φ⊥(Ete) = −D�∇⊥

�
3

2
kBneTe

�

= −3

2
kB

�
TeD�∇⊥ne + neχe�∇⊥Te

�
�������

���� ��� �� �������� �� �� �� ����������� ��� ���������� ���

�Φconv(Ete) = −
3

2
kBZTeD�∇n =

3

2
kBTe�Φ⊥(ne)

����� �Φ⊥(n) ������� ��� ����� ���� �������� ��� ���� �������� ����� ���� ��� ����������
���

�Φcond(Ete) = −
3

2
kBZnχe�∇Te = −αe�∇Te

��



����� ��� ��������� ���� �����

����� ��� �������� ��������� ��� �� ���������� �������� ��������� ��������� �������� ���
�������� ����� �������� ������ �������� ������

∂

∂t

�
3
2
kBZnTe

�
+ �∇ ·

�
3
2
kBZnTeu��b

�
+ kBZnTe

�∇ · (u��b) =
3
2
kBZ�∇ ·

�
TeD�∇⊥n+ nχe

�∇⊥Te

�

−�∇ ·
�
q�e
�b
�

+ C2e
+ SUe �������

��� ��� �������� ���� ���� ������������ ����������� ������� �� ���� ���� ������� ������

q�e = −κ0
eT

5/2
e ∇�Te �������

� �������������� ���� ������� ��� ������� ��� �� �������������� ���������� ���� ���� ��
������ ���� ���������� ���� ���� �������� ������� ���� ���� �����

C2e = −C2i
= Qc =

3me
mi

ne
τe
(Ti − Te) �������

����� ��� �������� ��������� ���� �������� �� ���������� �� ����� �������� ������

τe =
3
√
meT

3/2
e

4
√
2πe4Zne ln Λ

�������

��� �������� Qc = αn2T
−3/2
e (Ti − Te) ����

α =

√
me
mi

4
√
2πe4Z2 ln Λ �������

��� ���� ���� ��� �������� ����������� ��������

∂

∂t

�
3
2
kBZnTe

�
+ �∇ ·

�
3
2
kBZnTeu��b

�
+ kBZnTe�∇ · (u��b) =

3
2
kBZ�∇ ·

�
TeD�∇⊥n+ nχe�∇⊥Te

�

+�∇ ·
�
κ0
eT

5/2
e ∇�Te

�
+ α

n2

T
3/2
e

(Ti − Te) + SUe �������

�� ����� �� ������ ��� �������� ������ �������� ��� ����� ������� ������ �������� ��
����������� ���� ���� ����� ������ ��������� ��� ���� ����� ������ ���������� ��� �� �����
��

�Φ⊥(Eti) = −D�∇⊥
�

3
2
kBnTi +

1
2
minu

2
�

�

= −3
2
kB

�
TiD�∇⊥n+ nχi�∇⊥Ti

�
+

1
2
miu

2
�D�∇⊥n−miu�ν �∇⊥(nu�) �������

���� ����������� � ����������� �������� Eti = Ui + Ec�

∂Ui

∂t
+ �∇ · (Uiu��b) + �∇ · (piu��b)− nZneE� − u�∇�(pe + pi) =

3
2
kB
�∇ ·
�
TiD�∇⊥n+ nχi

�∇⊥Ti

�

+�∇ · (κ0
iT

5/2
i ∇�Ti

�b)− α n

T
3/2
e

(Ti − Te) + SEti − u�SΓi +
1
2
miu

2
�S

n +Ki

��



��� ���� ������ ����������� ���� ��� ���� ���� ���������

����� ��� ���������� ���� Ki �� ����� ��

Ki = �∇ ·
�
−1

2
miu

2
�D�∇⊥n+miu�ν �∇⊥(nu�)

�
+

1
2
miu

2
��∇ ·

�
D�∇⊥n

�
−miu��∇ ·

�
ν �∇⊥(nu�)

�

�������

����� ��������� ��

Ki = −miu�
�
�∇⊥u�

�
·
�
D�∇⊥n

�
+miν

�
�∇⊥u�

�
·
�
�∇⊥(nu�)

�
�������

�������� ��������

SUi = SEti − u�S
Γi +

1

2
miu

2
�S
n �������

��� ��������� �������� �� �������� ��� ���� �������� �������

∂

∂t

�
3
2
kBnTi

�
+ �∇ ·

�
3
2
kBnTiu��b

�
+ kBnTi�∇ · (u��b) =

3
2
kB �∇ ·

�
TiD�∇⊥n+ nχi�∇⊥Ti

�

+�∇ ·
�
κ0
iT

5/2
i ∇�Ti

�
− α n2

T
3/2
e

(Ti − Te) + SUi +Ki �������

���� ������������� ������ ��� �������� ����������

������ ��������� �����������

��� ��������� ��������� ��� ������ ���� ���������������� ������ �� � �������� ����
������� ����� ���� ���������� ��� ������� ��� �� ��������� �� ��� �������� �����������
(ψ, θ, ϕ)� ��� ������ ������ ����� ψ ������ ��� ��������� θ ������� � ����������� ��������
����� ��� ϕ ��� �������� ������ ��������� ������� �������� �������� ����� ∂ϕ = 0�
��� ��������� ���� �� ���� ��������� �� ��� ��������� �������� ����������� (ψ, θ)� ���

������ ����� �������� �������� ��� ��������� �� �������� ������������ �ϕ, θ, ψ� ������ ���
��������� �������� ������ ��� ��� ������� ������ �������������

��



����� ������������� ������ ��� �������� ����������

��������� ���� �� ���� ����������� �� � ���������� (ψ, θ) ����� ���� ����� �� ��� �������
�� ����� �� ��� ���� ����������� (i, j) ���� i ∈ �1, Nψ� ��� j ∈ �1, Nθ� ����� Nψ ������
Nθ� ������� ��� ���� ���������� �� ��� ������ ������ ��������� ���������� ��� ��������
����������� (ψi)i∈�1,Nψ� ��� (θj)j∈�1,Nθ� ����� ������������ ��� ��������� �������� ����
���� ����� (ψi, θj) �� ���� ���������� �� ����������� �� ��� �������� ����� (Ri,j, Zi,j)� �� �
������������ ��� ����������� �������� �∇ �� ��������� �� ��� (ψ, θ) ����� ��

�∇ =
∂

∂ψ
�eψ +

∂

∂θ
�eθ +

�
�

��∂

∂ϕ
�eϕ �������

����� (�eψ, �eθ, �eϕ) �� ��� ������������� ���� ���������� �� ��� (ψ, θ, ϕ) ������������ �����
������� ��� ������ ��

�eψ = �∇ψ =
∂ψ

∂R
êR +

∂ψ

∂Z
êZ ��� �eθ = �∇θ =

∂θ

∂R
êR +

∂θ

∂Z
êZ �������

����� (êR, êZ) �� ��� ��������� ����������� ���� �� ��� �������� ������ ��� ��������
������� ����������� ���� ∂R/∂ψ ��� ������� �� ��� �������� �������� ��� ���������� ���
������ ������ ����������� ��� ���� ������� �� ��� �������� ��� �������� ��

�� ����� ���� �� ����������� �� ������� �� ��������� ����� �� ���� ����� ��� ����
����� ������������ �� ���� �� �������� ������ ����� �� ��� ������ �� ��� ������� �� �������
��� ������� ���� ������ ���

������ ����� ������� �� ���� ��� � �������� ���� ���� � ������� �� ��� ������� ����� ����
�� ��� �������� ������ ������ ���� �� ��� (ψ, θ) ����� � �� ���� ������ ���� ψ = r ����� r
������� ��� ����� ������� �������� ���������� ��� ������ �� ������ ���� ���� ��������
���������� ������ ���� �������� ���������� ������� ������ ���� �������� ���������

��� ��������� ������ ���� �� ��������� �� �������� �� �������� ��

��
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������ ������������ ���������

������� ���������� ���� �� �������� ������������� ��� ������ ���� � ��������� �����
�ψ, θ� ����� � ������������ ���������� �� ����� �������� ��� �������� �� ��� ��������
������������� �� ��� �� ��������� �� � ��� �� ���������� ���������� ������ � ������
����������� ��������� � ������ �� ������������ ���� �������� ��� ����� ����������
�������� ��� ��������� �� ���� ������ ���� �������� �� ���� ������� ��� ��������������� ��
��������� ���� ��������� �� ��� ��������� ������ ����� ������ ��������

�������� ��� ������� ������� ��� �������� �� ��������� �� ������ ���� ��� ���� �������
�������

������ ����� �������� ������������� ������� �� ��������� �������������� ���� � ������
�������� �� ���� ������ �� ��������� ���� ������ ���� ���� ������ ������������ ���� ���
�������� ������ ����� �� ���� ������� �� ��� �������� ��� ������ � � ��� ��� ��������
��� ������� ����������� ���� ���������� � ��� � ���� ��������� ��� ������� ��� ������
�������

������ ����� ������� ������������� ������������� ���� ���� ���������� ��� ������������
����� ��� ������� �� ��������� ����� ��� �������� ��������� �� ��������� �� θ� ��� ����������
���� ��������� �� ��������� �� ψ�

���� ��������� �� �������� ���� ������ ���������� ���� ����� ��� ������� ����� ������
����������� ������ ��������� ���� ��������� ���� ��������� �� ���������� �� ������ �����
���� ����� ��� ��������� ����������� �� ��� ����������� ����������� ����� ����� �����
��� ����������� �� ������ ���� ����� � ������� ������������� �� ������ ��� ����� ����
�� �����������
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������ ����� ������ �� ��� ��������� ������������� ��� ��������� �� ��� �������� ���
����� �� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ��� ����������� �������� ������ ���
�������������

�� ��� ����� ��� ����������� �� ����� ���� ������ �� �������� ��������� �������� �
������������� ���� ������� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ���� ����������

��� ��������� �� �������� �� ������ ����� ������ � ������������� ����� ����� �����
������� ��� ������� �� ��������� ��������� ����������� ������� ����� ��� ���������
��� ������� ��� �������� ��� ������ ����� �� �������� ���� ��������������� �������� ���
����������� ��������� ���� �������� �������� �������� ����� ���� ��� ������ �����������
���� ���� ����� �������� ��������� ��� ���������� ��������� �� ��� �������� ��������� ����
��������� �������� ������
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Load subdomains data

Compute neighboring
values

Compute explicit source
terms

Invert density and
momentum equations

Compute matrix coefficients

Concatenate matrix
coefficients

Apply boundary conditions

Invert temperature sets of
equations

Update domain fields
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������ ��� ���� �������� ���� �� �������� �� �������� ��� ���� ��������� �������� ���
�������� ����������� ��� ������ ���� ���� �������� �������� �������� ������� ���������� ��
� ������������ ������ ��������� �� ��������� �� �������� ��� ���� �������� ���� �������� ��
���������� ��������� �� ��� �������� �����������
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�� ��� �������� ��� �� �������� �������� ����������� ��� ����� ���������� ������ ������
����������� ��� ���������� ��� ����� ����� ������ ����� �� ������ ��� ����������� ��
������ �����
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������� �� ������ ��������� ��� ���������� ��������� ���������� ��� �������� �θ� ����������
��� �������� ��������� ���������� ������ �ψ� ����������
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��������� �� ���� �������� ���������� ���� ���� �������� �� ������ �������� ����
�� ������� �� ����� �� ����� ������ ��� ���� �������� ��������� �� ���� ��������
|u�| ≥ cs �� ������ ���

�� |u�upstream| < cs ����

|u�| = cs
����

∇2
�u� = 0

���

���������� ���� ���� ������ ������������ ���������� ��� ���� ��������� ������ ����
������ ������������ ���������� γe = 4.5 ��� γi = 2.5� ��� �������� ����� ���� ���
�� ��� ������ �������� �� ����� ��

ΦUα

� =
5

2
kBnu�Tα − κ0

αT
5/2
α ∇�Tα �������
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���� ��� �� ��� �� �� ����� �� ��� ������ ��� ����� �� ������ ������������ �����
������� �������� �� ������ ��������

5

2
kBnu�Tα − κ0

αT
5/2
α ∇�Tα = γαkBnu�Tα �������

������� �� ������������ �������� �� ������ �������� �� ��� ������ ��� ����� ������
����� ���� ���� �� �������� �������� �����������

������� �������� Te Ti

���� ∇2
�n = 0 |u�| ≥ cs ∇�Te = −2kBnu�

κ0eT
3/2
e

∇�Ti = 0

����� ����� �������� �������� ���������� �� � ����� ���� ����� � ������ ������������
��� �������

• ���� ������������� �������� ����������

�� ��� ���� ����� ����� �������� ��������� �� ��� ����� ��� ������� nBC = 0� TiBC
= 0

��� TeBC
= 0� ���� ������� � ��� �������� ��� �� ��������� ��� ������ ��������

������ ��� ������ ��� ��������� � ���� �������� ��������� �� �����

������� �������� Te Ti

���� n = 0 ∇⊥u� = 0 Te = 0 Ti = 0

����� ����� ���� ������������� �������� ����������

������ ������������ ��������� ��� ����������� �����������

������� �� ����� ����� ������ ��� �������������� ������������������� �� �������� ������
��� ��������� ��������� ������ ������������ ���� ��� ��� ��� ��� ���� ������������ �������
��� ���������� ������ ��������� �� ��� ����� ��������� �������� �� ����� ��� ���� �� ���
�������� �� ��� ���� ���� ������ ������ �� ���� ������ �� ���������� ��� ������ ����������
���� �� ������ �������� ���������� ������� ���������� �� ���� ���� ������� ������������
��� ������������ ��������� ������� ��� ������ ���� ���� ��� ������ ���� ��� ������ �
���� �������� χ ������������� ��� ���� ������ �� ��� ������ ��� �� ��� ������ ��� ���������
�� �� ������ ��� ���� ��������� �� ��� ��������� ������ �� ���� � ��� �� ������� �������
�������� ���������� �� ��� ��������� ������� ��� ������ ��� ��� ������

� ���� ���� ��� ���� �� ��� ���� �������� ���������� �� ���������� ������ ����� ��
���� ������������� ��� ������������ ��������� �� �������� �� ��� ������� ��� ��� ���� ����
����� �������� �� ������ ��� �� � ������ ������ ����� ��� ���� ����� �� ����������� ����
�������� ���������� ��� �� �������� �� ��� ���������� �� ��� ���� ���� ��������� ����
������� �� ���� ����������� ��� ������� �� ������� ����� ������� �������� ���������� ��
��� ���� �� ��������� ������� ���� ���� �� ��� ����� ������� ��� ��������� ���������
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������ ��� n ��� Γ = nu� �� ������������

∂n

∂t
+ �∇ · (nu��b) +

χ

η
(n− nε) = �∇ ·

�
D�∇⊥n

�
�������

∂Γ

∂t
+ �∇ ·

�
Γ2

n
�b

�
+∇�

�
kB(Te + Ti)

mi

�
+
χ

η
Γ = �∇ ·

�
D�∇⊥Γ

�
�������

����� η �� � ����� ��������� ��� ��� ���� �������� χ �� ������ ���

χ =

�
0 �� ��� ������
1 �� ��� �����

�������

�� ��� ������� χ = 0 ��� ��� ������� ���� ��������� ��� ���������� �� ��� ������ ����� η
�� � ����� ���������� ��� ��������� ��������� ���� �� ������� ����� n = nε ��� Γ = 0� nε
�� ���� ��� �������� ������ ������� ������ ��� ������� ���� ��������� �� ������ �� �� ����
������ ��������� nε �� ������ �� �� ��� �������� ����� ���� ���� ������� ������ �������� ��
�� ������ ���� ���� ��� ������������ ��������� �� ���� �� ������ � ���� ����� ���� ������
�� ��� ����������� ��������� ���������� ���� �������� ���������� ��� �� ����� ����

��� ����������� �� ��� ��������� ���������� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ��� �����
���� ��� ��������� ��� ���� ��������� ��� �� ���� ������������� ��� �������� ����� ���
�������� ��� Γ ��� ����� �������� ��� ����� ��

Γ = nu�
= ncsM

���
Π = minu

2
� + pe + pi

= minc
2
s(1 +M2)

����� pα = kBnTα ��� cs =
�
kB(Te + Ti)/mi� �� ���� ����� �������������� ��� ������

�� ���������� ����������� �� ������ ����� �� ��� ������ ������� ��� ��������� ������ ��
��������� ����� ��� �� ������ ��������� ��

∂Γ

∂s
= Sn⊥ ���

∂Π

∂s
= SΓ

⊥ �������

������ �� ��� ��� ������� ��� �������� �������� ������ ��� Γ �� ����� �� ��� ������� ������
LS ���������� �� ������������� ������� ������� �� � ���� ����������� ��� ���� �� ��������
�� ��� ��� ��� �� ��� ������������� ������ �� �������� ��� �� ���������� ��� �����
�������� �� ���� �������� ����� ��� ���� ���� ���������

L�
Γ

�
∂Γ

∂s

�

plasma

=
L�
LS

���
L�
Π

�
∂Π

∂s

�

plasma

= 0 �������

�� ��� ����� ������� ��� ������������ ����� ���� �� � ���� ����� �� ��� ��� �������� �����

������������ ��� ������ ������ nη ��� u�η
��� ��������� �� ��� ��������� ������ �� �������� ��� �����

���� ����� ��������� ��������� �������� �� ���� ��� ������� n ��� �������� u� �� ��� ����� η → 0� �����
η���������� ��� ��� ���� �� ��� ���������� ��� ������� ����������� ��� ��������
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∂sn

n
= − 2M2

1−M2

∂sΓ

Γ
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1 +M2

1−M2

∂sΠ

Π
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∂sA
A =

∂sΓ

Γ
− ∂sΠ

Π
�������

����

A =
2M

1 +M2
�������

��� �������� A �� ������� �� ������ ������� ��� ���������� ��� �������� �� ������� �� ���
�� �������� �������� ������ �� �������� ��� ��� ��� �� �������� ����� ∂sΠ ≈ 0 ���
∂sΓ = Sn⊥ > 0� ����� ∂sA > 0 ��� �������� ���� ��� �������� ���������� ������ A ��
������������ �������� ��� � ���������� ���� ������ ��������� ���� �������� �� ��������
���� �� ��� ������� �� ��� �������� ������ ����������� ��� �������������� ��������� ���
����������� �� ������ ��������

�� ��

������ ����� �� A �� � �������� �� ���� ������ M � �� �������� ���� ���������� �������
���������� ������ ������ ��� ������������ ��������� ������� ����� ��� ∂sA > 0� ��� �����
�������� �������� ������ ���� ������ �����������

���������� ������� �������� ������ ��������� ����������� ��� Γ ��� Π �������� ������
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�������� ���������� �� �������� ������� ���������� ��� ��� ����� ����������� ���� ����
��� ���� ������� �������� ������ Ln �� ������������ ��������� ���� ��
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LS

=
LΠ
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�
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LΓ

− 1

�
�������

����� ��� ���� ���� LS �� � ���� ����� �� ��� ����� L� ��� ���� � ������ ������� ������
��������� ���� �� �������� �� ��� ����������� ���� �� Ln � LS ������ LΠ � LS�� ��������
����� ����� LΠ ≈ LΓ� ��� ���� ������ �� ��� ���������� �� ����� �� �������� ������

Mpen =

�
1

1 + 2Ln

LS

�������

��� ���� ������ ������� �������� ����������� �� ��� ����� Ln/LS → 0� ��� �������
� ���� ����� ���� ������ �� ��� ���������� ����� �� ���������� ���� ���� ��������
���������� ���� �������� �� ����� �� ��� ���� ������ �� �������� �� ��� ������� �� �������
�� ��� ���������� ���� �� ���������� ��� ����� ������ �� ������� �� ��� ��������� ������
�� ����� �� ��� ������������ ��������� η� ��� ������� Ln ≈ η� ��� ���������� �� ����
������ �� ��� η ��������� �� ������� �� ���������� � ��� �� �� ������������ ��� ������
������ �� ��� �� � �������� ����� �� Sn⊥ = S� �� ��� ����� ������ ������ LS = L�� ���
��� ���� ���������� �� ��� �� ���� ������� ��� ��������� ������ ���������� ��� ������ ��
��� ������ �� ��� ������� SΓ

⊥ �� ��� �� ����� ���������� ������� ��� ����� �� ������ �����
��� ��������� ��������� ��� �������� ���� ��� ���������� �������� ���� ������� ��������

�������� ��� �������� ��������� ����� �� ����������� ���������� �� ��� ��������� �����
�� ����� ����� ���������� ���� �� ���� ���� ��� ��������� ������ ��� ���� � ���� �� ���
���� ����� ��� ���� ������ �� ��� �����������
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��



��� ���� ������ ����������� ���� ��� ���� ���� ���������

������ ����� ������� ��� ���� ������� ������� ��� ����� �������� �� � �� ��������� �������
��� �������� ������ Sn �� ��� �� � �������� ����� ��� ��� ���������� �������� �� ������� ���
���� ������� ������� ��� �������� ������ �� ��� ������������ ��������� η ��� ������ ���
�������� �� ��� ������ �� ������� �� ��� ��� ��� �������� �� ��� ������� �� ������� �� �����

���������� ������ ���������� �� �������� ��� ������� �� �� ����� �� ��� ������ ���
������� �������� ������� ���� ��� ������ �������� ��� �� ������ �������� ������ ��� ������
��� ����� ����������� ��� �������� ��������� ���� �������� ���� ���� ��������� �����
�������� ���� ������� ��������� ��� ����� �������� ��� ������ ��������� ���������� �������
���� ������������ �� ����� ��������� ���� ������ ��� �� ������ �������� ������ ��� �����
��� �� ������ ��� ��� ��� �� ��� ������

���������� ��� �������� ��������� ��� ����������� ���� ���� ��� ��� �� ��� ��� ��������
����������� ��������� ���� �� ���� �� ������ ������� ����� �� ��� ����� �������� ������
��� ������� ����� ��� ������� ����� �� ������� �� ��� ������ ����� ������� ��� �����������
��������� ��� ��� ���� �� ��� ����� �������� ���� �� � ������� ������� ���� ������������
�� ���� �� ������ ����������� �������� �������� ������������ ��������� ������������
����� χ1 ��� χ2 ��� ����� ������ ��� ���� ���� χ� ��� χ1 ��� χ2 �������� ������ ��
���� �� ���� ����� ��� ���� ����� ������ ��� ���� ������������ ���� ���� ������ ������� ��
���� ������ ��� ���� ����� ����� ��� �������� �� ��������� �� �� ��� ������ ��� ��� �� ���
������ ����� ��� ��������� ����� ������� ��� ���� ���� �� � �� � ���� ������� ��� ���
���� ������ ��� ���� χ3 = χ\(χ1 ∪ χ2)�
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����� ��� ��� ��� ������ ��� ���� ���� ���� ��� ����� ���� ���� ����� �� ��������� �����
��� ������ ∇L� ��� ∇R� ������ ���� ��� ����� ����� �������� ���������� ���� χ1 = 1 ������
χ2 = 1� ��� �������� ���� �� ����������� �������� ����� ∇L�T = NLBC ������ ∇R� = NRBC�
�������� ��� ������� �������� ���������� �� �� ��������� �� ��� ���������� ����������
��� ��������� �� ��������� ���� �� ����������� ������� ���� ��� ����� �� ��� ������� ���
���� ������������ ���� ������ ��� ����������� �� �� ����� �� Tε �� ��� ���� �� ��� ������
������� �� ����� �� ������ ������ ��� ������ ���� �� ��� ����� ��� �� �������� ���������
���� ��� ������� � ��������� ����������� �� ��� ����� ����� ������� � ��� ������ ��������
��� �������� ������ ��� ������

�� ��

������ ������ ������� �� ������������ ����� ��� � �������� ��� �������� ������������ ����
� ��� ������ �������� �� ���� ������ �� (ψ, θ) ������ �������� ��� ������������� ���� ���
����������� �� ���� �� ����� ������ ������������� ��� ������� ���� ������ ���� ��� ��������
������� ��� ������ ��� ��� ��������

���� ������������ ����������� �� ������� ��� �������� ����
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��� ������� ���� �������� �� ��� ������� �� ���������� ������� �� ��������� ����
�������� ����� ������������ ���������� ��� �������� ������������ �� ��� ��� ���� �� ��
���� �� ����� ����� ���� ��������� ��������������� ����� ���� ��������� ����� ���� ����
�� ������� �� ���� ���������� �� ������� ���� ����� �������� �� ��������� �������� ����
��������� �� ������ ����������� ������� ����� ��������� ��� ������ �� ������������ ��
������� ���� ������ ���� �������� ������� �������� ��� �������� ������� ��������� ���
�������� ������������� ��� ����������� �� ������ ����� ����� ���� �����

������ ������ ���� ���� �� ����� ����� ���� ������ ���� ��� �������� ������������� ����
�� ��� ����������� ���� ��� ���� ��� ��� ��� ������� �� ����� 1/e �� ��� ���� �������
��� �������� �� ���� ���� ��� ����� ���� ������� ��� ���� ����� �� ��� �������� ������
���� ��� ����� �� �� ��������� ����� �� ��� ������ ������ ��� ��������� �� ������� ���
���� �� ��� �������� ��� �� ������ �� �� �������� ���� ��� �������� ���������� �� �������� ��
��� �������� �������� ��������� ���������� �� ��� ��� ������� �� ��� ����� �������� ��������
��� �� �������� ���� ��� ���� ���� ���� ������� ��� ��� ���� ����� ���� �������� ������

��� �� ��� ����������� �� ��������� ��������� �� ��� �������� ��� ���� ���� ������
��������� ����� �������� ���� ��� ������ ������� ����� �� �� ��� ������� ������� ������
���� ���� ��� ������� ����� �� �� ��� �������� �������� ������ �� ��� ��������� ���
���������� �������� �� ������ ������ �������� ������ ��� ������������� ������ ��� �� ������
��

�∇ · (nu��b) = �∇ · (D�∇⊥n)
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����� ��������� � ���� ���� ����������� ��� ��� ���� ������� �� ��� ������ �� ��� ���� ���
������� ���� �� �� ��� ��� ������������� ��� ����������� �� ��� ��������� ��������� ��
��� ��� ��� �� ���������� ���� ������� �������������� ������ ���� �������� �� �� ����
���������� �� � ���� ����� �� ��� ��� �� ��� �������� ��� ������ �� ������ �����
��������� ��� ����������� �� ��� �����

��� ���������� ��� ���� ���������� ���� ���������� ��� ���������� ���������
����������� �� ��� ��� ��� ���� ����� ���� ������� ����� � ������ ���������� ������
�������� �� ��� �������� ��������� ��� ���������� �� ����������� �� ������ ������

������ ������ ��� ���������� ������ �� � �������� �� ��� �������� ����� �� ����� �� � 30o�
���� �������� ����� �������� �� ��� �������� ���������� ��� ������� ���������� �D� ��
1 m2s−1 ��� ��� �������� ������� �� ���� �� Dmax/Dmin = 20

��� ���������� ������� ��� ����������� �� ������ ������ ��� ���� ������ ���� ��

������ ������ ���������� ������� ��� ��� � �������� �������������� ����� �����������
���� ������� ��� ��� ��������� �� ����������� ���� ���� ������

����������� �� ����� ��� ��� ������� ����� �� ����������� ���� ������� ������� ��� ����
����� �� �� ��� ���������� �� ���������� �� ����� ������������ ������� ��� ���� ������
�� ����� �������� ��� ����� �� ������ ������ ��� ����������� ���� ��� ���� �����������
��� ����������� � ����������� ��������� ���������� ��� ������� ����� ������ �� ����
����� ���������� ���������� ���� ������� ��� ����������� ������ �� ��� ������������
������� ����� �� ��� ����������� � ��� ��������� �� ������ �������� �� ��� ��� ���� ���
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����� ����������� �� ������� �� ��� ������ �� ����� ���������� ����� ��� ��� ������������
����� ��� ������ �� ���������� ��������� �� ��� ��� ��� �� �������� ��� ���� ��������� ��
��� ������ �������� ���� ���� �� ��������� ���������� ��� �� ������ ������ ���� �����
���������� ���� ��� ���� ��������� ����� ���� ������� �� ������������
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������ ������ ���� ������ �� ����� �������� ���� �� ��� �������� ��� ��� �������� ����
����� �������������� �� ������������ ����� �� ���������� ������� � ������� �� ����� �����
����� �� ������������ ����� �� ���������� �������

������ �������� �����������

�������� ����������� ���� ���� ��������� ��� ������� ��������� ����� �� �� ������� ��
������ ������� ������������ �� ��� ��������� ��� ���� ������ ��� ��������� �������
����� ��� ������������ ��� ��������� �������� �� ��� ���� �� ���� ����� ���� ������� �����
��� ������������ ���������� ��� ������� ���� ���� ��� ���� ���� �� ���������� �� ��� ������
�� ��� ������ ��������� ��� ��� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ���������� ���� �� ��
��� ����� �� �� ����� �� � ���������� �� ����� ������ ������
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���� ����������� ���� ���� ���� �� ��� ���� ����� � ���� ��������� ���� ����
�� � ����������� ������������� ��� ���������� ������ ���� �� ������� �� ����� �� ��
���������� �� �������� ���� �������� ������������� �� ������ ����� �� ����������� ���
���� �������� ���� �������� ��� ������� ��������� �� ��������� ����������� ���
������� ��� ��������� ����� �� ��� ������ (ψ, θ) �����������

�� �� ��

������ ������ ���� ��������� �� ��� ��������� ����������� �������������� �� ��������
����� ������� �� ��� ����� ������ �� �������� ����� ������� �� ��� (ψ, θ) ������ �������
���� �� ����������� �� ����� �����������

���� �� ��������

��������� ���� �� ������� �� ������� �� ��� �� �� ������������ ����� ������ ��������
����� ���������� ���� �� �������� ���� �� ����� ���� ������������� �������� ��� �����

������ ���� ������ �� ����� �� ���� ��� ���� ������ �� ���� � ��������� ��������� ��� ����
��������� �� ���� �� ������������� �������� ����� ����� ����� � �������� �� ��� ���������
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������������ � ��������� ���������� �� ����� ��� ��� �������������� ��

��� ��������� ���� ��������� �� ����������

�� ������� ������ �� ��� ���� �������� ���� ��� ������ ����������� �������� ��� �����������
������� �������� �� ��������� �������� �� ����� �� ��� ���������� ������������ f0� ��� ��
������������ ��� ���������� ��� ���� ��� �� �������� ����� �������������� �����������
����� ��� ����������� �� ����������� ���� �������� ���� ���� ���� �� ���� ������� ����
������ ����� ��� ���� ��� �� ����� �� �� ������������ �� ����������� �������� ��� ���������
��������� �� ��������� ����

q = −κ∇T �������

�� ��� �� ��� ���������� ����������� �� ����������� ��� ���� ���� ���� ���������
������� ���� ����������� ��������� ������

λc = τc · v ≈ 1.2 · 1016T
2
e

n
[m] ���� Te �� eV ��� n �� m−3 �������

�� ��� ����� ����� ����� ��� ����� ���� ���� ���� ������ ��� ������� ������ ����������
�� ��� ���� ��� ���� ������� ��� ���� ������ ��� ���� ���� ���� ��� ������ ��� �����
��� ������ ���������� �� ��� �������� ���������� ��� ���� ������ ������ �� �������� ��
��������� ������������ ��� ��� ��������� ����� ��� �� ���� �� ������������ �����������
�������������� ����� ���� ��� ���������� ����� ��� ������ ����������� ������� ��������
eV � ��� ���������� �� ���� �������������� ���� ����� ��� ��� ������� �� ���� ��� �������
��� �� �� ��������� �� ���� ��� �������������� ������ ���� ��������
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������� �m−3� ����������� �eV � λc �m� ν�

���� ������ 1021 10000 ���� ����
���� ������ 1019 500 ��� ���
��� �������� 2 · 1018 100 ��� �

��� ��� 1017 10 �� �

����� ������ ������� ���� ���� ���� ������ ��� ����������������� ��� ��� ������ ������
���� L� = 60 m�

����� ������� �������� ������ �� ������ ����������� ����

�����

��� ������� ���� ��� ���� ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� �������� ���� ���� �v� = �v−�u�

q� =
1

2
m

�

Vv

��v��2v��f(�v)d�v �������

���� ��� ���� ���������� � ������� �� ��� ����������� ����� �� ��� ����� ����� ������
������ ��������� �� ��� ����������� ����� ����� ����������� ��� ����� ��� ��� �� ������ ��
��� ����������� ��������� ���� �� �������� ��� �� ���������� ���� ���� �������� ���������� ��
��� �������� ���� ����������� ������� ��������������� �� ��� ����������� ������� �� ���
������� ����� �� �� �������� ���� ���� � ������� �������

������� ���� ��������

�� ��� ����� ��� � ���������� ������������� ��� ����� ����� ��� ��� ���� ��� �� ��������
�� ��� ��������� ��� ���� ������ ���������������� ��� qFS ���� ���������� ��� ��� �� ������
������� �� ��� ��������� ���� � �������� ���������

qFS =
1

2
m

�

Vv ,v��>0

��v��2v��f(�v)d�v �������

���� ��� ��������� ��� ���������� ��� ��� ���������� ������������

qFS =

�
2

π
nkBTcs ���� cs =

�
kBT

m
�������

�� ���� ������ �� ���������� ��� ��� ���������� ���� ��� ������� ����������� ���������
���� ����� �� ���������� ������������� ��� �������� ���� ��������� ��� q−FS ����� ����
���� ������ ����������� ��������� ���������� �� ��� �������� ���������� ��� � ����������
������������ ���� �� ��������� ���������� ��� ���� �� ������ qMw = qFS + q−FS = 0� �����
������������ ���������� ��� ���� ��� �� ����� �� ���� �������������� ����������� �� �� ���
������ �� ���� �� ���� ����������� �� ��� �������� ���� �������� ���� ���� ���� �� ����
������ ���� ������ ����� ������������ ���������� ���� ������� �������� ������������ �����
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���� �� �� � ��������� ���������� ������������ �� �� ��� ����� ������������ ���� ���
���� �� ���� ���� ���� ��������� ������ �� ����� ������ ����� �� ��� ��������� �� �����
������� ������������ ������������ ���������� ������� ��� ����������� �� �����������
��������� �� ������ ����������� ������ ���� ����������� ���� ���� �����

�������� �� ���� ������� �������������� ������� ����������� ��� ������������ ����
��������� ���� ���� ������������� ��������� ��� ������� �� ��� ������� ������ ���� ����
�� ���� ���� �� ������� ���� ��������� ���� ���� ����� �� ������� ������������ ����������
����� �� �������� ���� ��������� ����� �������������� ����� ��� ����� ������� �� ������ ���
����� �������� �� �� ���������� �� ��� ��� ���� ������������� ���� �������� �� ��� ��������
������ �� ��� ����� ������� �������� ��� ������� �� ���� ����� ��� ������� �� ��������
���� ���������� ������� ���� ������������ ���������� �� ������� �� ����� ������������
��������� ���� ��� ������ ������� ���� ��� ��������� ���� ��������� ����� ����� ���
��������� �� ��� ����� �� ������� ���� ���������� ��� �� ������ ��

κeff =
q

∇T ∼ kBnλ∇T cs �������

������������ ���������� ������� λ∇T ≈ λc ����� λc �� ��� ����������� ���� ���� �����
�� ���� ������������� ���� ���������� �� ��� ����� ���������� ������������� ����� ν� ∼
λ∇T/λc � 1�

������� �������� ���� ���� ���� �� ������� ������������ ���������� �� ����� �����
��� ν� ����������� ��� �������� ��� �������� �� ����� ��������� ������������� ������� ��
������������ ������������� ��� ��� ��� �������� ��� ����� ����� ����� ����� ���������
�������� ��� ����������� ���������� �� ������ �� ��� �������� �������� ������� �������
������������ ���� ��� ��� ���� ��������� ���� ����

qFL =

�
1

qSH
+

1

αeqFS

�−1

�������

��� ��� �������������� ������ qSH � qFS ��� ��� ���� qFL = qSH � ����������� ��� ���
��������������� ������������ ���������� ������������� ���� ��� ���� �� qFS � qSH ���
qFL = αeqFS� �� ������� ���� ���������� �� ������� ��������� ��� ���� ������ ������������
��� ���� ��� �� ��� ������������� ������ �� ������������� ������� ���� ���� ��� ����� �� ���
���������� ���� ��������� ����� �� ��� ��� �������������� ����� �� ���� ������ ���� �������
���� ������ �� ��� ���������� ������������ ���� �� �� �� ������ ��������� ���� ����������
����� �� ��� ������������� ���� �� ���� ���������� ��� ����� �� � ���������� ��������� ��
������������ ����� ��� ���������� ���� ��� ������������ �� ��� ��� �������������� �������
���� �� ���� ���������� �� ��� ������� �� ������������ ���������� �� ����� ���� ����������
������������� ���������� ������ ���������� ���� ������� ����������� ��� ��������� ���
�������� ������ ���������� �� �������� ��� ������ αe� ��� ������ �� ����� �� ���� �������
0.03 ��� 3� �������� �� � ���� ���������� �� ���� ������� ������ ���� ������� ������
������� �������� ��� ��� ������������ ������������� ���� ����������� �� ����� ����������
��� ������ �������� �� ������ ��� ���������� ���������� �� ��� ν� ≤ 1 ������ ������� ���
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�������� ����������� ��� ������������ ������� ���� �� ��� ���� ���� ���� �� ���� ��� ������
αe ���� ������ ���������� �� ������ ������� ��� ��� ������� ����������� ���� ��������
�� ��� �������� ���� ��� �������� ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� ��� ��� ���� ������
����� ����� ���� ��� ������ ����� ���������� ���������� �������� ����������� ������� ���
�������� ����������������� ���� ��� ������� ��� ������� ������������ ������������ ��� ���
������� ����������� ������ ����� ��� ���� ����������������� �ν� = 40� ��� ����� ���� ��� ���
����������������� �ν� = 2.5� ����� ���� ������� ������ ��� ����������� �������� ��� �����
������������� ����� ��� ������������ ���������������� ����� ��� ����������� ��������� ���
������� ���� ��� ������� ������������

������ ������ ����������� ������� ���������� �� �������� ����������� Tu ��� ��������
������ �� ��������������� ���� ��� ������� � ���� �������� ��� ��������� αe ��������� ������
�������� ��� ������� ���������� �� �� ����� ���� ��� ����� �� ���� ���� ������� �� �������� ���
������������ ���������������

���� ���������� ������� ��� ����������� ��� ������������� ������ ���� ��� ����� �� ν� = 1 ��� ��� ������
ν� ������� ������������ ��������� v ≈ 3cs ���� � ����� ���� �� ���� ��� ������ ����� ���� ���� ����
������ �� λc ∝ v4� ��� ������������ ��������� ��� �� ���������� ������ ����������� ��� ν� < 100
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������� ��������� ������������

� ���� ����������� ���� ��� ���� ������� ��� �� ��� ����� ���� �� ����� ���� ���� ���
���� �������� ��� ��������� ���������� �����

������� ������ ������ ��� ������� ������

�� ����� ����� ��� ���� ���� �� �������� ��� ������� ���� �� ����� ���� ��� ����������
�� ����������� ������� ����� ���������� �� ��� ���� �� �� ������ ���� �� ������ ������ ���
��� �� ���� ��������� �� ������ ��� � ��� ����� ����� ��� �� �� ������ ����� ������� � ����
��������� ���� � ������������� ������������ �� ������� �� ����� ��� ������� ��������
������ ��� ���� ���� �� ������ �������� ��� ������������ ��������� �� ���� ������ ��� ���
�� ����������� �� � ����� �� Nw ���� ��������� ����� ������ ��� ������ ��� �������� ��
��� �������� ������ �� ��������� ����� ��������� ��� �� ��� ���� �����

����� ���������� �� ����� ��� ������ ����������� �����

���

� ��� ����� �� ������������ ����������� ��������� �� �� ���������� ��� ��������� �� ����
���� �������� ���� ��� �� ������������ �� ������� �� ���� ������� �� ����������� ����
��������� �� ������ ����������� ������� ���� � ������ ���������� ����� ���� ������� ���
��� �������������� ������� �� ��� ���� �� ����� ���������������

������� � ������������ ������� �� ��� ������ �� �������������� ������ ������ ��� ����
�������� �� ����������� ������ ���������� ������ ���� �������� ����������� ����� �����
������� �� ��� ���������� ������ ���� ����� �� ������� ��� ��� ���������� ��������� ��
����� ������ ��������������� �� �������� �� ����������� ���� �� ������� ���� �� ����
������ �� ����� ��� �� ���������� ��������� ����� �� ������� ���������� �� ��� �������������
������ ��������� ���� ������� ���������� �� �������������� ������ ��� �������� �� ����
��������� ������ ���� ������� ��� ��� �� ������� �������� ��� ���������� ���� ���� ���
���� ���������� ������������ ��� ���� ��� �������� ����� �� �������� ������� �� ��������
����� �������� �� ������ ��������� �� � ������� ����� �� ���� �������� � ����� ���� ��� ��
���������� ������ �� ��� ������������������������� ����� ������� ������ �� ����� ��������
��� ���������� ��� ��� ������ �� ����������� ���������� ���������� ��� ����� ������ �����
���� ����� �� ������ �� ������� ��������� ��� ���� ��� �� ������� ���� ��� �������� ������
����� �������� � ������ ����������� ������� ������ ���������� ���������� ����� ��� ����
���� ���� �� ������� ����� �������� �� ������� ��������������� �� ��� ��� �� ��� ������
��������� ������� ����� �� ��� ���� ������������ ������� �� ������� ����������� ������� ��
������ ��� �������� ���������� ����� ���� ���� ���� ��������� �� �������� ���������
���� ���������� �������� ��� ��� ���������� ������������ ������������ ���������� ���� ����

�� ��� ������ ��� �������� �������� �� ��� ����� ��������� ��� ����� ���� �� ����
��������� �� ����������� ����� ���������� �� �������� ��� ������� �������� �� ����������
����������� ��� �� ��������� �� ���������������� �������������� ���� ���� �����
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������� ����������� �� ��� �����

�� ��� �� �������������� ������ ���� ��������� ���� � ������������� ������ ���� �����
�� �������� �� ������ ������ �� ���� ������� ���� i = 1, . . . , N �� ���� � ���� �� ��������� ��
�������� E+

i ��� E−
i � ��� ���� ��� ��� ����� ���� ��������� ��������� ������ �� ��������

���������� ���� �������� ��������� ����� ������������� �������� �������� �� ��� ������ ��
���� ���� t� �� ���� ������� � ���� ���������� �� �������

E±
i (t) −→ E±

i±1(t
�) �������

�� ������ �������� �������� ���������� ������� �� ��� � ���� ��������� ������ ������
������ ���� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ������ �������� ��������� �������
��������� ������ �� ���� ������� ���� i �� ��� ���� t ��� ������� �� � ������ ��������������
�� ��� ����� ������ �� ��� ���������� �� ���������





E+
i (t+ 1) = r[E+

i (t
�) + E−

i (t
�)]

= 2rEi(t
�)

E−
i (t+ 1) = (1− r)[E+

i (t
�) + E−

i (t
�)]

= 2(1− r)Ei(t
�)

�������

����� �� ���� ������ ��� ������ �� ��� ���� i �� Ei(t) = [E+
i (t) +E−

i (t)]/2 ��� ���� r �
������ ������ ��������� ����������� �� [0, 1]�

�� ����� �� ������� �� ��������� ���������� ������ ���� ��� ������� �� ��� ������
������� ����� ������ ���������� �� ����� �� �������� ������������ ����� ������� ����
������� ������ �� �������� ���� ��� ������ �������� ��� ����� ���� � ���� P ���������
������������ �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ����������� ���������� ������������

P =
C

1 + (Ei/E���)2
��������

����� E��� �� �� ������ ������ 0 < Ei < +∞� ��� C �� � �������� ��������� ��� Ei � E����
��� ����������� ����������� �� ������������������ ������� ���� ���������� ��������� ���
�������� ������������ �� ���� ���������� ������ �������� �������� �� �������� �� �����
� �������� �������� ���������� �� ��� ����� ����� ��� Ei � E��� ��� ��������� ����
�������� ��� ���� ��������� ������ ������ ��������������

������ ������ ������ �� ��� �� �������� ������ ��� ������� ���� �� ����������� �� ��� ���
��� ����������� ���� �� ������

��
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�� ��������� ������ ��������� �������� ���� ��� ��� ���� ��������� ������� ����� ����
�������� ������ ������� �������� ��������� ����������� ������� ���� ��� ����������� ��
�������� ����������� �� ��� ��������� ��� ���� ������� ������� �� ��� ������� ����� ih ���
ic ���������� ih ∼ N/4 ��� ih ∼ 3N/4 � ��� ���� ������� ������������ βh, βc� �������������
�� ���� ��� ����������� ���� �� ������ �� �������� ��� �� ������� ���� ����� ������ ��
���� ����� ���� �� ������ � ������ �������� ���� ��� �������� �� ���� ���� ����� ��������
E±
i � �� ��� ������ ����� i = ih, ic ��� �������� ��� ������ ������ ����� ���� ��� ��������

��������� ������������� βh exp(−βh�) ��� βc exp(−βc�) �������������
�� ��� ���������� ������ ���������� ��� ������ �� ����������� �� ��� ������� ������ ���

����� ���� �� ���������� �� �������� �������� ������ ����� ���� � ������ �������������
��� �� �� ��� ������ ���������� ������������ ������ ��� ����������� �����

� ������� ��������� ����� �� ��������� �� �������� ��

������� ����� �� ��� ����������� ����������� �������������� �����

���������� �����

�� ���������� �� �����������

�� ����� �� ����� ��� ������������ �� �������� � ������ ������� ������� ��� ��� ��� ������
������ �������� ���� �� ��������� ������ ������ ��� �� ������ �� f(E, t) ��� ������������
�������� �� �������� �� ��� ��������� �� ���� t� �� �� �������� �� �������� ��� ���� ���� ����
��� �������� �� ��� ��������� ��� ����������� ���� f(E, 0) ����� � ���� ������������ ��������
�������� �� ��� ������� ������ E0 ���� ��� ����� ������� t = 0 �� ������ ������� ��
��������� ����� � ������� ������ �� ���� ������ f(E, t) ���������� � �����������������
������������ f0(E) = β exp(−βE) ����� β = 1/T = 1/E0� ��� ������ ������� �� �������
���� ����������� �� ����������� �� ���������� ��� �������� d(t) = ��f(E, t) − f0(E)���
��� � · � ������� L1 ���� ����� �·� ����� �� ������� ���� ������� ������������� �� ����
������ ������ ���� �������� ������ ������������� �� ���� d = F exp(−t/τr)� ��� ������
������� ��������� � ������ ���������� �� ��� ���� �������� ���� ������������� ������� ������
�� ��� ������� ���������� ���� � ������ ����������� ��� �� ��� ����� ���� ��� ����
���� ����� �� ���������� �� ���� ��������� ������������� ���� ��� ������ �� ��� ������
������� ����������� ���� �������� ������� ��� ���������� �������� �� ��� ���������� ��
����������� �� ��� ���� ����� ������������� �� � ���� ����� ���� �� ������ τr� ���������
�������� �������� ���� ��� ������ ���� ����� �� ������������ �� ��� ������ �� ��� �������
������� τr ∝ E2

0 � ��� ��� ����� ���� �� ������ ������ � ���� �� � ����������� �� ��� ������ ��
��� ����������� ���� P �� �������� ��������� ���� ���������� ��� ���������� ���� τr ��� ��
���� �� ��� ������ �� ������ �������� ��� ����������� �� ������ ���������� �� �� �� �����
1� ���� �� ��� ����������� ������ τrP = 1�

�� ������������ ������ �����������

�� ��� ������ �� ������ �������� ������� ���������� �� ��� ����������� �� ����������� ��������
����� ����������� �� ��������� ����������� �� ��� ������� ������� �� ��� ���������� �� ���
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�� ��

������ ������ ���������� �� ����������� ��� N = 1000 �������� ������ E0 = 10 ��� E��� = 5�
�� ������� ������� ��������� ����� ��� ����������� ������� ������������ �� ������� �� ��������
�� ����������� ������������ ������ ����� ����� ���������� ������� � ���� �� ���� �����������
����� ���� ����� ���� τr � ������ ���� ��������� ���������� �� ������� �����������

������ ������ �������������� ����� �� ��� ����������� �� � �������� �� ������ ������� ����
�������� E0� ���� ����� ���������� ���� �� ������������ ��� ������� �� � ��� ��������
������ ����� �� τ �� �������� ������ � ����� ��������� ������� ���� τ� = 1/ω�� �����
����� ��� ���

����������� �������� �� ��� ���� ������� J � cJ(τ) = �J(t)J(t − τ)� ����� ���� �������� ��
������� �� ��� ������� ���������� �� ��� ���������� ������� ����

D =
1

kBT 2N

� ∞

0

cJ(τ)dτ ��������

����� T �� ��� ����������� ����������� �� ��� ������ ������ ����� ��� N ��� ������ ��
������ ������� ��� ������ �� ��� ������ �� ������ ���� ��� ��������� ������� ����������
��� ������������ ����� ���� ���� ����� �� � ��������������� ��������� ���� ����������
��� ���� �������� �� cJ ������ ����������� �� ���������� ��������� ��� ���� �� �������
������� ������ ���������� �� ���������������� �������� ���� ����������� �� ����������
�� ����������� ��� ����� �������� Sp[J ](ω) = F [cJ(τ)] ����� F ������� ��� �������
����������
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�� ��� ������ ��� ���� ��� �� ���� i �� ������ �� ji(t) = E+
i−1(t) − E−

i (t) �� ��� ��
����� �� ������� ��� ������� ���������� �������� Ei(t+ 1)−Ei(t) = −ji+1 + ji� ��� �����
���� ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� ��� �� ��� ��� ����� ������������� J(t) =

�
i ji(t)�

��� ����������� �� ���������� ������� ��� ����� ����� ������� �� ����� ������ �� ������
����� �� �� �� �������� �� ������� � ���������� ������� �������� ����������� ���������� ��
� ���� ������ �� ������������ �� ���������� ��� �������������� ������ ���� �� ���� ���
������� ������ ��� �� ������ ������� �� ���� ��� ����� ������� �� J ��� �������� ������
�� ��� ������ ������ E0� ��� ���� ��� ����� ���� � ���������� ������ ���� Sp[J ](ω) ≈
C/(ω2 + τ−2

c ) �������� ���� ��� ���� ����������� �������� cJ ������ ������������� ���� �
������� �������������� ���������� τc� ���� ��� ���� �� ����� ���� τc ∼ E2

0 � ��� ��� �����
���� �� ������ ������ ������ ��� ���� ���������� �� ��� �������������� ���� τr�

��� ���� τc ������ � �������������� ������ λc ����� ���������� � �������� ���� ����
����� ������� �� � �������� ����� �� � ������ ������� ���� λc ��� �� � ���� ������� ����
τc�� ��� ����������� ����������� �� ���� ����� ��� ��� ��������� �� ������ ��� �� ����������
�� ���������� �� ��� ��������� �� ������ ������ ���� λc� �� �� ������ ���� � �������� ���������
������� ����������� ������ ����� �������� ��� ����������� ���� ��� ��������� ����������� ���
�������� ����������� ��� ��� ������ ��������� ��� �� ������� ��������� �� � ��������
�������� ��������

���� ����������� �� ������ �� ��������� ��� ���� ��� ��� ��������� ���� �� ����� ��� ����
��� ��������� ���� ��� ������� ���� ������ ��� ���� ������������ βh = βc �������������
�� �� ������� ������ ������ ����� �� ��� ����� E0 �������� �� ��� �������������� ��������
��� ���� ��� ����� ������� ��� �������� ������ �� E0 ��� �������� �� ������ ��������

�� ����� ������ �������� λc � N �������������� ��� ��������� ������� ��� ������ ���
���� �������� ��� ����������� ������ �� ������ ������� ����������� ��� ������ E0 �λc ∼ N�
���������� ��� ����������� �� ���������� �� ��� �������� �� ������� ��� ������� �������
������������� ���� �� � ����������� �� ��� �������� �� ��������� ������� ������� �� ���
�������� ���� ���������� ��� �������� ������� ���� τs ������� ��� ������� ����������� �� ���
�������������� ���� �� ��� ������������ �� ��� �������� ������� ���� ����������� ��������� ���
�������� �� ��� ����� �� E0 � ��� ������ �� ��� ������� ��� ����� ������������ ω < 1/τs�
���� �� ��� �� ��� ���� ���� ��������� ����� ������ ���� ����������� ���� ��� ������� ���
�� ����������� ��� �� �������� ��� ����� ������ ���� τsources�

������� ��������� ������� ��� �������������� ��� ��� ��������� ����� �� ����� ��
������ ������ ��� ��� �������� ���� ��� ���������� �������� �������� ��������� �� �����
��� ��������� ������ ��� ���� ������ ���� ��� ����� ������ ��������� ��� ���� �����
�� E0� � ����� ��������� ������ ����� D ����� �������������� �� E2

0 �� �������� ��� ���
�������������� ����� ����� ��� ��������� ���� ������� � ���������� �� ��� ��������� ������
��� D ������ �� �� ���� �� ��� ������ ������ N/2� ���� ����� ����� �� ������� �������
��� �������� ���� �� ����� �������� ���� ��� �������� ����� ������� ��� �� ����� ��������

������������ ��� ���������� �� �� ��� ���� �������� ��� ωτc ∼ 1� � �������� ����������� �����
�� �� �������� � ������������� ������ ���� ��� �������������� ������������ ������� ���� ���� ��� ���
���������� ����� ����������� �� ������ ������ ��� ����������� �� ������� ���� ��������� �����������
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�� ��

������ ������ ����� �������� �� ����� ���� ��� ��� �������� ������� �������� E0� �������
���� ����������� N = 1000 ��� E��� = 5� ��� ����� ���� ���������� ��� ω−2 ����������
��������� �� ������� ������� ������� ��� ��� ���� ����������� ��� �������� ����� ������
������ �� ��� ���������� ������� ��������� ωc �� ������� ���� �������� ��� �������� ������
���� ��������� ��� �������������� ��������� ���������� ���� ������ ���� ω������� ����� ��
��� �������� ���� ��� ����������

���� ��� ��������� ������� �� ���������� ��������

D =
1

NT 2

� ∞

0

cJ(τ)dτ =
1

NT 2
�J2�τcor

����� τcor �� ������ �� ��� �������������� ����������� ����� ���� ����������� ������������
�� ������� ��� ����� ���� ��� ji ��� �� ��������� �� � ������ ��� �������� �� 0 ��� ����
� �������� ��������� ��

√
2T ��� ������������� ��� ����� ���� ��� �J2� = ��Ni=1 ji� =

2NT 2� ���������� ��� ����������� ����� ��� ��� ����������� ������� ����� ������ ���
����� ������ ������������ ���� ���� �������� ���� ���� ���� �� ������� ���� ��� ��������
������� ��� �������� ��� ����������� ���� �� ��������� ������������ �� ��� ����������� ���� ��
����������� τcor = 1/P� ��� ���� �������� E0� ��� ���� ���� ���� ������� ������ ���� ���
�������� ������� ������� ��� ��� ����������� ���� �� ���� ��� ������� ���� τs = N/2� ���
��������� ������� ����������� ��� ��������� ������ �� ������� ��� E0 >

�
N/2Eint = Eball�

��� ������ �������

D ≈





1 �� E0 � Eint�
E0

Eint

�2

�� Eint < E0 < Eball
N
2

�� Eball < E0

��������

��� ����������� �� ������ ����� �� ������ ���� ��� ������ �� D �������� �� ��������
������� ������������ ����� ��� �������� �� ��������� ��� ������� ���� ������� �������
�� ��� ������� �������� 2(β−1

c −β−1
h )/N � ��� ����������� ��������� �� ���� �� ��� �� ���

�������� �� ������ ���� ��� �������� �� ����� ��� ��� ���������� ������ ��� ������� ��� ��
��������� �� ��������� ������ ��� �������� ��������� ���� ��� ������� �� ��� ����� ������
�������� J � �������� �� ���� ��� ���������� ������� ����������� ������������ �� ������� ��

��
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������ ���� ��� ������ ����� �� �������� �� ��� ���� ����� �� ��� ��������� �����������
���������� 105 ���� ������� �� �� ���������� ���� ��� ��������� ���������� ���� ��������
���� ���������� ��� ��� �������������� ������������� �� ��� ����� �������

������ ������ ���������� �� ���� ������������ �������� �� �������������� ����������� ���
����� �������� ������� ����� ��������� ������� ��� ���������� ��� ���� ���������� �������
�N = 1000� E��� = 5�� ����� ��� ������� ���������� �� ��� ���� ���� ��� ������� �������
������������� ��� ���������� ����� ���� ��� ��� ���������� ������ D ≈ 1 ��� D ≈ N/2�
��� ���������� �� ���� � ���� ������������� �� D ∼ E2

0 ��������������

������� ����������� ������� ���

��� ���� ���� �� ������� ��� ��������� ���������� �� ��� ���������� ����� �� �� ���������
������� ��� ������ ��� ��� �� ��������� ����� ��� ��������������� ��������� �� � ������
������ ������ ��� ���� ��� ���� ������� ������ �������� ������� ��� ������ ������� J ���
��� ����� ����������� ��������� ���������� ��� ��� ������� ��� ���� ��� ���� � �����������
������� ��� ����� J ����� ��� ���� �� ��� ��������������� ����������� �� ��� �����������
�������� ���� � ������ ������ K ����

J(x, t) = −
� ∞

−∞
dx�
� t

−∞
dt�K(x− x�, t− t�)

∂T

∂x
(x�, t�) ��������

��� �������� ��������� �� ��� ����������� ���� �� ����� ��� �� ���� ����������� ���������
�� ��� ���� ���������

∂T

∂t
(x, t) = −∂J

∂x
(x, t) ��������

������ ��� �� ��� ��������������� ���������

Ỹ (k, ω) =

� ∞

−∞
dx

� ∞

0

dtY (x, t)ei(kx−ωt)

��
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��������� ������ ��� ������ ����� ��� ��������

T̃ (k, ω) =
F [T (x, 0)](k)

iω − k2K̃(k, ω)
��������

��� �������� ���������������� ���� �� ��� ������ �� ��� ��� �� ����� ������ ������
������������� �� ���� ���� ��� ������

K(x, t) =
D

2λτ
exp

�
− t

τ

�
exp

�
−|x|
λ

�
��������

����� �� τ ��� λ ��� �������������� ���� ��� ����� ������ ����� ����� ��� ���� ��������
��� �� ��������� �� � �������� �������� �� ��� ��������� �� ������ ��� ���������� ��
���� � ��� ���� ��� ����� ������� ��� J = −D ∂T

∂x
�� ��������� ��� � �������� ��� �����

����������� ����������� ��������� ��� ��������������� ��������� �� K �� ���� �����
��

K̃(k, ω) =
D

(1− iτω)(1 + λ2k2)
. ��������

���� ����� ���� T̃ (k, ω) ��� ���� ����� �� ������� ����������� ��� ���� ���� ����������
��� ����� �� ��� ���� �� ������ ���� ����� ����� �� ����� �� ������ ���� ������� �� ����
�� ������ ���� ��� ������ ��� �� ��� ��� ������ ���� ��� ����� �� λ� ��� ���������������
��������� �� ��� ���� �������� ���� ������� ��

T̃ (k, ω) =
F [T (x, 0)](k) (−iω + 1/τ)

−ω2 − iω/τ + Ak2
��������

����� ��������� ∂tT (x, t) = 0 ��� t = 0� �� ���� ��� ��������������� ��������� �� ���
������������ �������� �����

∂2T

∂t2
+

1

τ

∂T

∂t
= A

∂2T

∂x2
��������

��� τ � 1� ���� �� �� ��� � ����� ���� ���� ����� ��� ������������ �������� �������
��� �������� �� �������� ���� � �������� ��������� Aτ � ��� τ � 1� ��� ���� ����������
�������� ��� ��� ���� ��� ���������������� �������� ���� � ���� �������� v =

√
A�

������� ��������� ��������� �� ������ ������

�� ���� �������� �� ������� ��������� ����������� ���� ��� ���������� ����� �� �����������
�� ��� �������� ��� �� ��������� �� ���� �������� ������������

�� ����������� �����������

�� ���� ����� �� ����� ��� ��������������� ��������� �� ��� ����������� ������ ��������
����� �� ������� ���� ��� ����� ������������ ��������� �� ������� ����������� ���
��������� ��������� ������ �|Ẽ(k, ω)|�� ����� Ẽ(k, ω) �� ��� ��� ��������������� �������
��������� �� ��� ������ ���� Ei(t)� �� ������ �·� ������� ��� ������� ���� ������� ��������

��
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������ ��� ����� �� �� ��� ������� �������� ����������� ���� ��� ������� ����� ������������
��� ��� ���� ��� ����� ����������� ������ ������� ��������� �� ��������� ������ ���
������ ��� �������

�|Ẽ(k, ω)|2� = T 2
0 (ω

2 + 1/τ 2)

(ω2 − ω2
0)

2 + (ω/τ)2
��������

����

ω2
0 =

D

τ

k2

1 + λ2k2
��������

�� ������ �������� ���� ������ ���� ������ �� ���

�|Ẽ(k, ω)|2� = �|T̃ (k, ω)|2�

��� ������ ���� ������� ���� ��� ������� ������ ���������� �� F [T (x, 0)] ������ � ��������
������� �� T0�

��� ��������� ������� ��� ��� ��� ������� �� ������ ����� �� ��� ���� E0 = Eint = 5� ���
���� ������ �� k �k = 0.1�� ���� �� ����� ������� �� ������� � ���� �� ����� ��������� ����
��������� ���� ���� �� ����������� ��������� ���� �� ��� ����������� �� ������ �����������
������ �� ��� ��������� �� ����� ������ �k = 0.01�� ��� ���� ���������� ��� ��� ��������
����� � ��������� ����� ���� ������� ��� ����� �� � �������� ��������� �� ���� ����
�������� ���� ��� ����� ������� ������ �� E0� ���� �� ��� ������ ������������ ��� ��������
�� �������� ����������� ��� ��� ������ �� k�

������ ������ ��������� ��������� ������ ��� E0 = 5� ��� ������� ��� ��������� ��� ����
������ �� k �������� � ��������� ��������� �� ����� ������ ���� ������ ���� ��� ��������
��������� �� ����� ������ ������������� ��� ��� ����� �� k�� ��� ������������� ���� �� ���
���� ���� ���� ����� ���� ��� �������� B/[(ω2−ω2

0)
2+(ω/τ)2] ������� �� ������ ����� ���

������������� ω � 1/τ ����� ��� ��������� ��������� �� � ���������

��������� �� ���� ���� ω0 �� ������������� ������������ �� k� ���� ��������� �� ���
������� ���� ������� ����� λk � 1� ��� ���� τ �� ��������� ��� ���� ���� �� ������ ��

��
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τ ∼ E2
0 � ����� �� ���������� ���� ��� ���� ����� �� ������ ������

�� ��������� �� �������������

��� �������� �� ������������ �� � ������� ������������� ���� ���������� ������� ���� ����
���� �������� �������� �� �� �������� ���� ����� ����������� ����� ������� � ����������
���� � �������� �� � ��������� ����������� �������� ���� ���������� ��� ������� ���������
������� ���� ���� ��������� �� �������������� ��� ������� �� ������ E0 ��������� �� �
����������������� ������������ ��� ���� ������� � ����� ������ �� ��� ������� �� ���
������ 1.5E0� ������ ����� ����� ���� ����� ��������� ������������ ���������� �� �����
��� ���� ��� �������� ������ �� E0�

�� �� ��

������ ������ ��������� �� � ������������ ��� �������� ������������ �� ��� �����������
E0/Eint = 0.2 ��������� ���������� � �� ������������ ����������� E0/Eint = 1 � �� ����
����������� E0/Eint = 4 ���������� ����������

�� ��� �� �������� ���� ��� ����� ������ �� E0 ��� ������������ �������� �������
��� E0/Eint � 1 ��� �������� ��� ��������� ����������� �� ��� ����������� ������� ��
����������� ��������� ���� ��� ������������ �������� ���������

�� ����������� ������� �� ������������

�� ������ ����� �� ������� ����� ����������� ������� �� ������������ ��� �������� ������
�� ��� ������� ������� ����������� �� ��� ������ E0� ��� ���� ����� ��� ������������ ��
��� ������ ��� ������ �� E���/E0 = 105% ��� E����/E0 = 95%� ��� ����� ��� �������
����������� Ei �� ���� �� ��� ������������� ��� �������������� ��������� �����������
�E±
i �� ��� ������� ���� ��� ��� ������ �� ������������ ��� ��� Ei ≈ E+

i ≈ E−
i ���

��� �������� � ������������ ������ ������������� ������� ��� ��� ������� ������������
���� �� ������� �� ��� ����������� ������ ���� ����� �� ����� ����������� ��� ������� ���
J = −κ∇T � �� ��� ���������� ���� ��� ����������� �� ������� ��� �������� � ���������

��
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������� E+
i ��� E−

i ���� �� � ����������� �� ��� �������� �� ��� ����������� ��� ����
������������� ���� ��������� ������� Ei� E+

i ��� E−
i ��� �� ���� �� ��� ������� ��

����� ������� �������� �� ���� ����� ��� ���� ��������� ������� ��� ������� �� ���������
���������� ���� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ������� ������������ ��� ������� � ������
������ ������ �� ��� ������ ������� ��� �������� �������� ��� �������� ����� �����������
��������� ����� �� ��� �������� ���� �������� �� ��������� �� � �������� ����� ������
������� ���������

�� �� ��

������ ������ ����������� ������� �� ������������� ���� ������� ��� �������� ������ �� E0

��� E0 = 0.1� �� E0 = 2� �� E0 = 10�� ��� ��� ������ E��� = 0.5� �� ��� ������ ����� ��
���� ������� �� ������ ���� ��� �������� �� ��� ���� �������� ����� ��� ���������� ����� ��
�������� ������

� �������� ����������� ��� �� ����� �� ������� �������� �������� ���� ��� ������ ��
�������� ���������

J(x) = −D

2λ

� ∞

−∞
dx� exp

�
−|x− x�|

λ

�
∂T

∂x
(x�) ��������

���� ���������� �� ����� ������� �� ��� ��� �������� �� ������� ���� �� �������� ���� ���
��� ����� ����������� ��������� �� ������� ��� ������� �������� �� ����� ���� ���� ���
������������ �������� �� ��� ���������� ����� ���� ������ ������� ������ ���� ��� ��������
��������� ���������� ��� ����������� ����� �� ��� �������� ���� ����� ��� �� ������ ��
��� �������� ������� ���� ���� ���������� ��� ������� ��������� �� ��� ���� �������� �����
��������� �� �������� ������

Dk2

1 + λ2k2
T̃ = S̃ ��������

����� S̃ ������� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ��� ������� ���� ���� �������� ���
�� ��������� ��

T (x) = T (0) +
1

D

� x

0

dx�
� x�

0

dx��S(x��) +
λ2

D
S(x) ��������

����� S(x) = S0(δ(x−xh)−δ(x−xc)) �� ��� ���� �� �������� ����� ��� ���� ������������
��������� �������� �� ��� �������� �������� ���� �� �� ��� �������� ���� �� λ2 � D� ���
������ ���� ���� ������� �������� �� λ �� ��������� �������� ��� ����� ������ ��� ������
��� ������ ��������� ��������� ���� ��������

��
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������� ������� ������������ �� ��� �������������� ������ �����

�� ���� �������� �� �������� ��� ������ �������������� ����� ���� ���� ������� �� ���������
�������������

����������� �� ���� ����� �� ����� ���������� ��� ������������� ������ ���� ��� ����
�� ������ ��� ����� �� � �������� ���� ��� �� �� ������������� �� ���������� �������
������������� �� ��� ��� ������ ������������ ��� ����� �� ��� ���������� ���� �����

Cxij =





(T1−T0)2

N+1
i
N

�
1− j

N

�

�� 0 ≤ i < j ≤ N

�Ei�2 + 2 (T1−T0)2

N+1
i
N

�
1− i

N

�
+ (T1−T0)2

N(N+1)

�� 0 ≤ i = j ≤ N

��������

����� ��� ������� ��������������� �������� Cxij �� ������ ��

Cxij = �EiEj� − �Ei��Ej� ��������

��� �Ei� ������� ��� ����� �� ��� ���� ������ �� ���� i�

�Ei� = T0 + (T1 − T0)
i

N
��������

�� ���� �������� ����������� Cxij ��� ��� ������ ��� ��� ������ �� E0 ���������
������� ���� ������ ���� ����������� ����������� ����� ��� ����������� ���������� �� ���
��� ������� ����� ��� ����� ������ �� E − 0 ���������� ������� �� ������� ����������� ��
������� ���� ������ ��������

�� ��

������ ������� ������� ����������� �������� ����� �� ��� ���� ������ ��� �������� ����� �� ���
��������� ����������� ��� E��� = 0.001� �� E��� = 1000�� ������� ���� ������� ������������
�� ��� ����������� ������ �� ���� ��������� ���� ���������� ����� ���������� �� ���������
���� ������� ���� ����� ��� �������� ������ ���� N � �� ���� ����������� �������� ��� �������
������������ ����������� �� ����� ������������ ��� ��� T1 = 10 ��� T0 = 0.1�

��
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������� ���������� ��� ���� ��� ����������

��� ���������� ����� ��������� �� ���� ������� ���� ���������� ��� ���������� ���� ������
������ �� ��������� ���������� �� ��� ����� ��� ���� ��� ��� �� ��������� ��������� �� ���
����������� ������� ���

q = −
� ∞

−∞
dx�
� t

−∞
dt�K(x− x�, t− t�)∇T = −K ∗ ∇T ��������

����� ��� ������ �� ����� ��

K(x− x�, t− t�) = K0 exp

�
−|x− x�|

λ

��
−t− t�

τ

�
��������

����� λ �� ��� ��������� ���� ���� ���� ��� τ ��� ��������� ����� ���� ����������� ��
���������� ���� ��� ��������� ����������� �� �������� ��� �������� ����������� ����������
�� ����� ��������� ��� ����������� �� ����� ���� ���� ����������� �� ���� �� ��� �������
��� ������ �� ���� �� ���������� ��� ���� ��� �� �� ������� ��� �� ��������� �� ���
����������

����� ������������ �� ��������� ����������� ��

���������

��� ��������� ���������� ��� ���� ��� �� ����������� �� ���������� ��� ������� ����
��� ������ ��� ��� ���� ��� ��� ������ ��

q(x) = −
�
dx�

K0

λ
exp

�
−|x− x�|

λ

�
∂T

∂x
(x�) ��������

��� �������� ������ ������ ������� ��� ��������� ���� �� ������ ���� ������ ��� ��������
���� ������� ��� ����������� �� ������ ������� ��� � ������ ���� ����� ��� �������� ������
����������� �� ��� ������ ����� ��� ���� ���� ��������� ��� ������ ��� ���� ��� �� �����
�� ���� ���� �� �������� �������

������������ ����� q(x) =

� L�
0

dx�K(x�) ��������

����������� �� ��� ��������� ���� ���� ����� ��� ������ �� �������� ��� �������� L� ���
�������� ���� ���� ������� ��� ���� ��� ��������� ��

�������� ����� q(x) =

� x+L�/2

x−L�/2
dx�K(x�) ��������

��
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������ ������� ������ �� ��� ����������� ������ ���� �� ������� ��������� ���� ��� �� ���
������ ��� ���� ���� ���� �����

� ��������� ���� �������� �� �����������

n
∂T

∂t
+
∂q

∂x
= S ��������

���� ������� �������� �� ���� �� ����� ��� ��������� �������������� �� ��� ��������� ����
���� ���� �������� ����� ����������� ��� ���

∂q

∂x
=

qRi+1 − qLi−1

xi+1 − xi−1

���� ��� �������� ����������

qRi+1 =
N�

j=0

K(i+ 1, j + 1) (Tj+1 − Tj) ��������

qLi−1 =
N�

j=0

K(i− 1, j) (Tj+1 − Tj) ��������

����� N ������� ��� ������ �� ���� ������ �� ��� �������� ���������� ��������� �� ���
������ ���������

K(i, j) = −K0

λ
exp

�
d(xi, xj)

λ

�
��������

d(xi, xj) ������� ��� �������� ������� ��� ����� xi ��� xj� ��� ��� ������ ���� ���� �����
���� �������� �� ����� �� d(xi, xj) = |xi − xj|� ��� ��� ���� ���� ���� ����� ��� �������� ��
����� �� ��� ���������

d(xi, xj)← xi − xj mod L�
�� d(xi, xj) >

L�
2

����
d(xi, xj)← |d(xi, xj)− L�| mod

L�
2

���

��
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��� �������� ���� �������� ������ �� ��������� ����� ��� ����� ������������

ni
∂Ti

∂t
− Si =

1
xi+1 − xi−1

N�

j=0

K(i+ 1, j + 1) (Tj+1 − Tj)−K(i− 1, j) (Tj+1 − Tj)

=
1

xi+1 − xi−1




N�

j=0

(K(i− 1, j)−K(i+ 1, j + 1))Tj +
N+1�

j=1

(K(i+ 1, j)−K(i− 1, j − 1))Tj




=
1

xi+1 − xi−1

N�

j=1

[K(i− 1, j)−K(i+ 1, j + 1) +K(i+ 1, j)−K(i− 1, j − 1)]Tj ��������

+
1

xi+1 − xi−1
[K(i− 1, 0)−K(i+ 1, 1)]T0

+
1

xi+1 − xi−1
[K(i+ 1, N + 1)−K(i− 1, N)]TN+1

�� ��� ������������ ����� ��� ������ T0 ��� TN+1 ��� ���������� ����� �������� ������
������ �� ��� �������� ����� T0 = TN ��� TN+1 = T1� ���� ������ �� �������� �� ������
����������� ��

�ni
δt

�−Dij

�
· T t+1
j =

niT
t
i

δt
+ Si ��������

����� �� ��� ������ ����� ��� ������ (Dij) �� ����� ��

Dij =
1

xi+1 − xi−1

[K(i− 1, j)−K(i+ 1, j + 1) +K(i+ 1, j)−K(i− 1, j − 1)]

��������
��� ������ ���������� ��� �� ������� �� �������� �����������

• ��� ��� �������� �����
����� T0 = TN ��� TN+1 = T1� ��� ����� ���������� �� ������� �� j �= 1 ��� j �= N �
����������

Di1 =
1

xi+1 − xi−1
[K(i− 1, 1)−K(i+ 1, 2) +K(i+ 1, 1)− 2K(i− 1, N) +K(i+ 1, 1)]

DiN =
1

xi+1 − xi−1
[2K(i− 1, N)−K(i+ 1, 1) +K(i+ 1, N)−K(i− 1, N − 1)−K(i+ 1, 1)]

• ��� ��� ������������ �����

��� ������ ������������ �������� ��� ��������

qcond =

�
γα −

5

2

�
kBnTαu�

���

� L�
0

dx�K(x− x�, t− t�)∇Tα(x�) =

�
γα −

5

2

�
kBnTαu�

��
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��������� ��� ����������� ��� ��� ���� ����� ���������� ������ � ��������

qL
0 =

N�

j=0

K(0, j) (Tj+1 − Tj)

=
�
γα −

5
2

�
kBnTαu�

T0 = T1 +
1

K(0, 0)





N�

j=1

K(0, j) (Tj+1 − Tj)−
��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

L





��������

qR
N+1 =

N�

j=0

K(N + 1, j + 1) (Tj+1 − Tj)

=
�
γα −

5
2

�
kBnTαu�

TN+1 = TN −
1

K(N + 1, N + 1)





N−1�

j=0

K(N + 1, j + 1) (Tj+1 − Tj)−
��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

R





��� ���������� ��� TN+1 ���� �� �������� �� T0 ����������� �������� ��� �������

T0 = T1 + β0

N−1�

j=2

�
Kj−1

0 −Kj
0 −

KN
0 (Kj

N+1 −Kj+1
N+1)

KN+1
N+1

�
Tj

+β0

�
KN−1

0 − KN
0 K

N
N+1

KN+1
N+1

�
TN − β0

�
K1

0 −
KN

0 K
2
N+1

KN+1
N+1

�
T1

+β0
KN

0

KN+1
N+1

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

R

− β0

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

L

TN+1 = TN − βN

N−1�

j=2

�
Kj

N+1 −Kj+1
N+1 −

K1
N+1(K

j−1
0 −Kj

0)
K0

0

�
Tj

−βN

�
KN

N+1 −
K1

N+1K
N−1
0

K0
0

�
TN + βN

�
K2

N+1 −
K1

N+1K
1
0

K0
0

�
T1

−βN

K1
N+1

K0
0

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

L

+ βN

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

R

����

β0 =
KN+1
N+1

K0
0K

N+1
N+1 −KN0 K

1
N+1

��� βN =
K0

0

K0
0K

N+1
N+1 −KN0 K

1
N+1

��������� ���� �������� ������ ����� ��� ���������� ��� ��� ������ D�
ij ��������� ��������

��
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����������

D�
i1 = Di1 +

K0
i−1 −K1

i+1

xi+1 − xi−1

�
1− β0

�
K1

0 −
KN

0 K
2
N+1

KN+1
N+1

��
��������

+
KN+1

i+1 −KN
i−1

xi+1 − xi−1
βN

�
K2

N+1 −
K1

N+1K
1
0

K0
0

�

D�
ij = Dij +

K0
i−1 −K1

i+1

xi+1 − xi−1
β0

�
Kj−1

0 −Kj
0 −

KN
0 (Kj

N+1 −Kj+1
N+1)

KN+1
N+1

�
��������

−K
N+1
i+1 −KN

i−1

xi+1 − xi−1
βN

�
Kj

N+1 −Kj+1
N+1 −

K1
N+1(K

j−1
0 −Kj

0)
K0

0

�

D�
iN = DiN +

K0
i−1 −K1

i+1

xi+1 − xi−1
β0

�
KN−1

0 − KN
0 K

N
N+1

KN+1
N+1

�
��������

+
KN+1

i+1 −KN
i−1

xi+1 − xi−1

�
1− βN

�
KN

N+1 −
K1

N+1K
N−1
0

K0
0

��

��� ������ ���� �������

S �i = Si +
K0

i−1 −K1
i+1

xi+1 − xi−1
β0

�
KN

0

KN+1
N+1

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

R

−
��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

L

�
��������

−K
N+1
i+1 −KN

i−1

xi+1 − xi−1
βN

�
K1

N+1

K0
0

��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

L

−
��
γα −

5
2

�
kBnTαu�

�

R

�

��� �� �������� � ������� ���� ���� N = 20� ��� ���� ������ �� δx = L�/20� ���
������ (Dij) �� ����������� �� ������ ������ ��� λ = L/100 ��� λ = L� �� ��� ���� �����

�� ��

������ ������� ������������ ����� �� ��� ���������� �������� ������ D ��� � ���������
����� �� λ = L/100 �������� �������� ����� �� λ = L ������ ��� ����� �������

��� ���� ���� ���� �� ���� ������� ���� ���� ���������� ��� ��� ������� ������������
������ �������������� �� �������� �������� �� ��������� ������� �������

�������� � ������������� D
∂2T

∂x2
= S ⇔ Ti+1 − 2Ti + Ti−1

2δx2
=
Si
D

��������

��
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����������� �� ��� ���� ���� ���� �� ���� ������ ���� ���� ���� ������� ������ ��� �������
�������� ������ �� ����������� ���������� ��� ���������� ������������ ��� �������������

������������ ��� ���������� ������ �� �������� ����� ��� ������ �������� ���������
���������� �� ����� ��� ��������� ������� ��� �������� �� ��� ���������� ���� ��� ���� ���
������ ��������� ����� ��� ���� ������������ ������������ �� ��� ����������� ��������
������� ���� ���� �� ��������� �� �������� ��������� ���� ��������� ���� �� ���������
��� ������ � ������ �������� ��� ��� ������������

�� � ����������� �������� �������� ������ �� ������

∂T

∂t
+
∂q

∂x
= S0 ��������

����� ��� ���� ��� �� ����� ��

q = −K
�
dx� exp

�
−|x− x�|

λ

�
∂T

∂x
(x�)

�� � �������� ����������� �������� �� ����������� ��� ��� q = −Kλ∇T � ��� ����������
�������� ��������� �� ���� ������������ �� λ� ��� ������ S0 �� �������� �� ��� ������
���������� ������ ��� ��� �������� ��������� q = AT 3/2 ��� ����������� ���� ��������
��������� �� ������� �� ��� ��� �������� ���� ������ ������������ ���������� ��������
���������� ���� ������ �� ������ ��� �������� λ ������ ��� ������� ��� ����� �� ������
������� �� λ ���������� ��� ����������� ������� ��� ������ ����� ��� ���������� ��������
��������� �� ������� ����� �� ��� ���� ���� ���� λ �� ���������� ���� ������ ���� L�
����� ����������� ��������� ��� ��������� �� ��� ������ ��������� ���� �������� �����
������������� �� ��� ���� �� ��� ��� �������� �� ��� ���������� ����� ������ ����� ������
�������� ��� �� ��� ������������ �� ��������� ����� �� ����� ���������������� � �������������
�������� ������� ��� ������ ������ ��� ��� ���� ���� �� ����� �� �������� ��������
�����������

����� ���������� �� ���������������� �������� ������

����� ��� �������� ������

�� ��� �������� ���������� ��������������� ���� �� ������ �� ��� ���� �������� �������� ��
��������� ��������� ��� ����������� ��� ������������ ������� ����� ��������������� ���� �
�������� ������� �� ��� ���� �������� ������ ��� �� �� ��� ���������� ���������� ��� ����
����

��� �� ������ ����� ��� ������������� �������� �� ��������� ����������� �� ����������
�������� ��� ��� ���� �������� ��� ���� ����� �� ��� �������� ����� �� ��� ������ ������
�� ����� �� S(x)� ��� ����������� ������� �������� �� ��� ���� �������� ���� � ���������

��
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�

������ ������� ��������� ������� ��� �������� ����������������� ��� ������ �� ���� �����
�� ��� ������ �� ������� ���� �������� ������� ���� ��� ���� �� ������� ��� ��� ������
���������� ������ ��� ��� ����������� ������ ���� ���� ����������� ���� �� ��� ���������
��� ���� ��������������� ��� ���� � ���������� ����������� ���� ������� ������������� ��
��� ��������

����������� ������ ���� ��� �� ����� �� �������� ������ ���� ��

T (x) = T (0) +
1

D

� x

0

dx�
� x�

0

dx��S(x��) +
λ2

D
S(x) ��������

��� ���������� �� ��� ����������� ���� �� ���� ������������ �� ��� ���������� �� ���
�������� ���� ���������� �� ������������� ������� ��� ����������� ��� ���� ���� �� ��� �����
�������� ������ ���� ��� ����������� ������ ���� �� ������������� �� ����� ��� �����
�� ��� ���������� ���������� ����� ������� �� ������� ��� �������� ���������� �������
�� ���� �������������� ��� ���� ����������� ���� ������ �� � ������������� �� ��� ������
������� ������ ����������� ��� �������������� ��������� ������� ��� ������ ���������
���� ��� ������� ���� �� �������� ���� ��� �������������� ��������� ������� ��� ���������
����������� ���� ��� �� ��������� �� ���� �� �������������� ������� �� ����������� ���
�������������� ����� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ���� ����� �� ��� ����������
����� ��������� �� ��������� ����������� ��� �������� ���� ��� ������ �� ��������� �������
��� ��� �������������� ������ ���� ��� ������ �� ����� �� ���� �� ��� ��������� ����
���� ���� �� ��������� � ������������� ������� ���� ��� ������ ��� �������� �� ��������
�������� �� ��� ���� ���� ���� �� ����� ��� �������� � ���������� �������� ��� ������������
���� �� ��� ������ �� ��������������

�� ��� ���� ����� ������� ��� ������� ��� �� ��� ��� �� ������� �� �������� ���������
�������� ��������������� ��� ���� �������� �� ��� ��������� ���� ���� �� ��������� ����� �� ��
��� ��� ����������� �� ��� ��� ����� ��� ������ ��� �� ������ �������� �� ���������� ��
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������ ����������� ��� ��������� ��� �� �������� ���� ��� ���� �������� �� ������ ��������
���� ������ ������ �� ��� �������� ��� �� �������� ��� ������ x ∈ [0, 1] ����� ����
�������� ������ �� ������ �����

∂
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�� 1

0

exp

�
−|x− x�|

λ

�
∂T

∂x
(x�)dx�

�
= S(x) ��������

��� �������� �� ��� ������ �� ���� �� ����� �� ��� � ������ ����� ��������� ����������� ����
x ��� ����� q(0) = 0� ��� ����������� �������� �� ��� �������� �� ��� �������� ��������
�� ��� ���� ����� � 1

0

exp

�
−|x− x�|

λ

�
∂T

∂x
(x�)dx� = Q(x) ��������

���� Q(x) =
� x

0
S(x�)dx�� �� �� ������� ������� ���� �������� ������ ���������� �����

������ ������� �������������� �� �������� �������� ���������� ���� �� ���� �� ���� ������
��������� ������� ��� ��������� ��� � ���� ��� ��� ������������� ���� �� ������ �������
�������� ��� ���������� �� ��� ��������� ����� � ������������� �������� �� ��� ��� ������
��������� ���� �� ��� ������ ��������� �� ���� ������ �� ���� ������������ ��������� ����
������������� ����� ���� ���� �������� ��� ������� ����� �� ������� ������� � ���������
���� ��� ���� ���� �������� �� ��� ����������� �������� ���������� ��� ���� ���� ��
������� �����

��� �� �� ���� �� ��� ������� ������������ �� �� �������� ���� ��������� �������� ����
��������� �������� f �� ������������� �� ������ ��������� ���� �� ���� ��� ���� �����
���������� ������� �� � �������� �������� �� ��� �������� ����� �������� ���������� �� ���
�������� ������ �������������� ��������� �������� ���� ���������� ���� ��� �������� ������
����� ����������� ������ ��� �� ���� �� ��� ����������� �� ��� ������������� �����������
�� ���������� ������� �� ���������� �� ������ ������� �� �����

����������� ������� ������ �� ��� ��������� ���������� ���� ��� ��� ��

���� �� �� ���� ��������� ���� �� ��� �� ������� �� � ���������� �� ����

����� ��� ��� �������� �������� ���� �� �������� f � �� ��� �� ���� �� ��

������������� �� ��� ���� ������� �� ��� ��� �� ����� ����� ��� � �����

����� �� ���� ������ ���� ��� ������� �������� ������� ����������� �� ��

��� ������ ��� ���� �� ��������� �� ��� ���� ��������� �� �����������

�� ��� ����� �� ��� ������������ �������� �� ����������� �� ��� ��� ������� ��� ���� ����
�������� ���� ������� �� ������ ����� ������ ��� ��� �� ��� ������ �������������
����������� �� ������������� ��� ������������� �������� ���� ��� ��������� ����� �����
��� �� �� ���������� ��������� ���������� ������� ���� ������� ���� ������������ ����
��� ��� ������� ����������� ���� �� ���������� ���� ���� �� �������� �� �� �����������
����������� �� ���� �����������
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������ ������� ��������� ������� ��� �������� �������� ������ ������� ���� �������� ����
� ��������� ����������� ������� ��� ���� ��� �� ������ �������� �� ��� �� ����� ���
���������� ����������� ����������� ����� ��� ������� ����������� �δT = T − �T �� ���
������� �� � �������� �� ��� ������� ���������� x� ��� ������ S(x) �� ����� �� S(x) =
−S0 cos(2πx)� ����������� ��� ��������� ��� �������� ���������������� ν� = L/λ ����� L
������ λ� ������� ������ ���� ������ ������ ���� ���� ������ �� ����������� ν� = 100 � ��
������������ ν� = 10 � �� ������ ����������� ν� = 1� � ������������� ������ �� ������
���������� ���� �������������� ������ ��� ��� ����������� ����� ��������� �� ��������� ����
��� ���� ��� ������� ��� �� ������� ����������� �������� �� ������ qBC = −κ∇T = 0�
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• �� ��� �������������� ��� �������� ����������� ��� ��� ����������� ������

���� ������

• ������� ����������� �� ��� �������� ��� ��� �� ����� �� ��� ����������

��������� ��� ������� �������������

• � ������ ���������� ����� ��� ����������� ��������� ��� ���� �����������

��� ����� �� ��������� ���������� ��������� �������� ��� ������� ����

��������� ��� ��������� ���������� ��� ��� �� � ��������� �����������

��������� ��� ����� ��� ����������� ������ ��������� �������� ��� ����

���� ������ �������

q(x, t) =

� t

−∞
dt� exp

�
−t− t�

τ

�� b

a

dx� exp

�
−|x− x�|

λ

�
∇T (x�, t�)
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���� ����� ������� �� �� ������ ����������� ��� �������� ������� ��
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��� ������������ �� ���������� ��� ��������� ������� ������� ����

������ �������� ��� ����� �� �������� ������������ �������� ���� �����

���� ���� ���� �� �� ��� ����� �� ��� ������� ����� ����� ���������

������������� � ���� ����������� �� ������������ �� �������� ��������

���������� ���� ���������� � ����������� �������� ��� �� �����������

�� ���������� �������� �� ������ � ��������������� ����������� �� ���

������� ������� ��������� ��� ���� ������� ���� ��� �����������

������� ���� �������

���� �������� �� ������

�� ������� ���� ��� ��������� ������ ����� ���� ��� ��������� ������ �������� ���� � �����
��������� ��� ���� ������� ���������� ���� ������ ���� ��������� ��� ����� � ��������
���������� �� ��� ����� ��� ��� �� ������ ��������� �� ��� ������ �� ������� ����� ��
���������� �� ������ ������ �� �� ��� �� ��� ������ ��� ��� �� ����������� �� ��� ������
�� ��������� ��� ��������� �� �������� �� �������� �� ���������� �� ��� ������������ ���
��������������� ����������� ��� ��������� ���� ���������� ������� ������������ ����� ���
�������� ������� �������� �� ������������� �� ��� �������� �������� ������� ��������� ��
��� �������� ������������� ������ ���� ���������� ��� ������� ���� �� � D2 �������� �� ���
�������

������� ��������� ������� ��� �� ���� �� �������� ����� �������� ���������� �� �
���� �������� � ������ ���� ����� ��� �������� �� ���������� ���� ����� ���� �� ���������
��� ������� ������ �� �������� �� ������ ���� �� ���� ������ ���� ��� ������� ������� ��
���������� ��� �� ����������� ���� ��� ���� ���� �� ��������� ��������� ����������� ��
����� ����� ��� ���� ��� �� ��� �������� �������� ��������� ��� ���������� ��� �������
���� ������ ���������� �� ������ ���� ����� ��������� ������� ���������� ��� ���������
����� ����������� ����������
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������ ����� ������� �� ������� ������� ���� �� ��� ������ ���� �������� �������� �� ����
�����������

������ ��� ������ ������� ������� � ���������� �����

��� �� ��� ����� ������� �� ���� ������ ������� �������� �� ���������� ���� ���� �������
��� ������ ������ ����������� ��� �� �������� ��� ��� ������ ������ ��� ���� ����� �����
������� �������� ���� ��� ���� �� ��� ���������� ������ ��� ������ ����� ����� �� ������
�������� ��� ��� �������� nu ��� Tu ������ nt ��� Tt� ������ ��� ������� ��� �����������
�� ��� �������� ����� ������ �� ��� �������� q� ������� ��� ������ ��� ������ ����� ���
���� ����� ��� ������ ������ �� ���������� �� �� ������� �� ��� �������� ������ ����� q�
�� ��������� ��� ����� ��� ���� ��� ������������ �� ����������� �� ������ �����

������ ����� �������� ����� ������������� ��� �������� ����� �� ������� �� ��� ����������
������ ��� ��������� ���� ���� ��� ����� ������������� ���� ��� ������ ��� ������ ���
��� �� ��� ���������� ������

��� ��� ����������� ���� nu ��� ������������� ��� ������� �� �������� ��� Tu� nt
��� Tt�

��� ���� ��� ������ �������� ���������� ����� ����� �� ��� ����� �� ��� ������� �����
�� ���� ������� ��� ����������� ����� �� �� ����� ���� �� ��� ��� �� ����� ��� ���� ���
��� ���������� ��� ��� �������� �� ���� ����� ��� �� ���� �������� ���� ������������� ���
���� ���� ��� ������ ����������� ������ Tu = Tt� �� ��� ��������� �� ���������� ��� �����
�������� �� ��������� �� ��� ���� ������ �������� ���� ��������� ������� �� ��� ��������
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���� �� ��� ������� ��� ���
2ntTt = nuTu ������

�� ��� ����� ��� ���� ��� �� ��� ���� �� ����� �� ������ ������������ ���������� ���� ����
��

q� = γkBntTtcst = αntT
3/2
t ���� α =

γk
3/2
B√
mi

������

��������� ��������� ����� ���� ���� Tt = Tu� ��� �������

Tt = Tu =
�

2q�
αnu

�2/3

nt =
nu
2

������

�� ���� ������� ��� � ����� ����������� ��� ���� ��� �� �������� �� ��� ������ ������������
����������� ���� ������ �� ���� ������� �� ��� ���������� �� ������ ������� �������

���� ���������� ����� ����� �� ��� ���� ��� ���������� ������� �� �������� �� ������
������� ����� �� ��� ���� ��� ���� ������ ����������� ��� � ����� ������ ���� �� ����
������������� ��� ������ ������ �� ����� �� ��� ���� ������� ��� �������� ������ �� �������
���� ��� �������� �� ���� ��� ������ ������ ��� �������� �� ���������� �� �������� ��
������ ����������� �� ���������� ��� ������� ������������ �� ���� ���� �������� �� �
�������� ������ ����� �� ��� ������� ���� ������ ������ �� ��� ������ �������� �� ���

������ ����� �������� ����� ������������� ��� �������� ����� �� ������� �� ��� ����������
������ ��� ������ ������ �� ������� �� ��� �������� ����� ������� ��� ���� ������ ��� ��
��������� �� ������� ���� ��� ����

���������� ������� ��� �������� ��� �� ����� �� ���� ��� ��� �������� ���� ��� ������� ��
��� ���������� �������������

q� =
✟✟✟✟✟✟5

2
kBnTu� − κ0T

5/2∇�T = qcond. ������

��� �������� ������� �������� ��� ������ ����������� �� ���� ����� ��

T
7/2
t = T 7/2

u − 2
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�� Tq � Tt� ��� ���� Tt = Tu ��� �������� ��� ������ ������� ������� ����������� ��
Tt � Tq� �������� ���� ��������� ��
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�� �� �������� �� ������� � ��������� �� ����� ��� ���������� ������� ���� �� Tt � Tq�
��������� ��� ���������� ��� Tt� ��� �������

4

α2

�
q�
Tqnu

�2

� Tq

nu � α2

4q2
�

�
2

7

q�L�
κ0

�6/7

��� � ���� ����� �� q�� ��� ������ ��� Tt ��� nt ��� ����������� �� ������ ����� ��� ����
������ ����� �� nu ��� �������� ���� ��� �� �������� �� ���� �� ��� ������� ������ �� ������
��������� �� ��������� �� ��� ������� ������ ���� �� ��� �������� ������ ������ �����
������� ��������� �� ��� ������ �� nu ���������� ���� ��������� �� ����������� �� ���� ��
��� �������

����� ������ ��� ����� �������������� ��� ������� �� ������ ������ ����� ����������
��� ������� �������� ��� �� ����������� �������� ������������ �� ����� ��� ������������
����� ������� ������� ��� ������ ������� ��� ��� ���� ��������� �� ��� ������� ��������
������������ �� ���� ����� ����� ������ �������

���
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�� ��

������ ����� ������� �������� ���������� ��� ������ ������� ��� ��� ������ �����������
��� �� � �������� �� �������� ������ �������� ��� ���� ��� �� ���� ��� ��� ����� �� �����
�� ��������� ����� ���� ��� ������

�� ��

������ ����� �� ������ ����� ������� �� ��� �������� ����������� ��� ������� ��������
�� � �������� ������ ��� ��� ��� ����������� ������� ���� ����������������� ���� ���
������� �� ��� ����� �������� ������ ���� ��� ���� ������ �������� ��� �������� ��
ned ≈ nt �� ��� ������� ������� ������ ������ �� ���������� �� �������� ����������� �������
���� ���� ����� �� ������� ���� ��������� �� ��� ������� �������� ������������ �� ����
������ ��� �������� ��� ��� ������� ������ ������� ������� �������� �� ��� ���� ���������
������ ����� ��� ������� �������� �� ��� �������� ������� Te ≤ 10 eV � ������� ���� ������

������ ���������� ���������

�� ���� ���������� ������ ����� ���� ��� �� ������ ������������ ��� ���������� ��� ����
������ ������� ��� ���� ��������� �������� ���� ��� ��������� �������� ��� ���������������
�� ��� ��� ������� ��� ������ �� ��� �����������

���



��� ��������� �� ��������

�� ������ ������� ������

��� ��������� ��� ������ ������������ ����� ��� ���� ����� ��� ������ �������� ������ ��
�������� �� �� ��������� Sn⊥ = S0� �� ��� ������ ������� ������� ��� ����������� ��
�������� ����� ��� ���� ����� ����� �� ��� �������� ���� ��� �� ��� ����� �� ���������� ���
��������� ��������� ����� ���� ���������� ��� ������� ������ ���� �� �� �������

∂Γ

∂s
= S0 ,

∂Π

∂s
= 0 �������

����������� ���� ���������� ����� �s = 0� �� ��� ������ �s = L��� ��� ��������

Γ = ncsM = S0s �������

Π = nmic
2
s(1 +M2) = cst. �������

�������� ���� �������� ���������� �M = 1 ��� s = L�� �����

nt =
S0L�
cs

nu = 2nt �������

�������� ��������� ����� ��� ����� �����

2M

1 +M2
=

s

L�
�������

����� ������

M =
L�
s


1−

�
1−
�
s

L�

�2

 ��� n =

S0

cs

s2

L� −
�
L2
� − s2

�������

��� ���� ��� ������� ������� ��� ������� �� ������ �����

�� ���� ��������� ������

�� ��� ���������� ��������� �� ��� ���� ��������� ������� �� ����������� ����� ��� ��� ����
������� ������ �� ����������� ��� ������ ������ �� ��������� �� ��� �� ����� ��� �����������
������ �� ����� �� �������� ���� ������

T (s) = Tu

�
1−
�
Tq
Tu

�7/2
s

L�
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���� ��� ���� ��������� �� �� ��� �������� ��������� ��������� ������ ���� ����������
��������� ��� �������� ��� �� ����� ��

Γ(s) =

� s

0

Sizds
� = S0

�
exp

�
−L� − s

λiz

�
− exp

�
−L�
λiz

��
�������

����� �� ���������� ����� ��� ���� ������ ��� ��� ���������� ������ ������� �� �����������
��� ����

q� = γkBΓtTt = γkBS0

�
1− exp

�
−L�
λiz

��
Tt

���� �������� ����� ��� ����������� �� ��� ������ ����� ����� ��� ����������� ����������
����� �������� ������ ��� ���� ���� ������� �� ��� ������ ����� ���� �������� ���������
��� �������� Te = Ti�

Γt = S0

�
1− exp

�
−L�
λiz

��
= nt

�
2kBTt
mi

��� ������������ �� ��� ����� �������� ����� ��� ������� �������

mi
Γ2

n
+ 2kBnT = mi

Γ2
t

nt
+ 2kBntTt = Πt

��������

n =
Π+

√
Π2 − 8mikBTΓ2

4kBT
�������

�� ���������� ��� �������

��� ������� ��������� ��� �������� ����������� ��� ���� ������ ��� ������� ��� ��� ����
������ ������� ������� ����� �� ��� ����� ��������� ����������

��� ���� ��������������� �� ��� ��� ������� ��� ������ �� �� ����� ����� ��� �������
�� ���������� ���� ���� ��������� ������ �� ������������� �� � ������ �������� �� �������
���� ��� �������� � ������ ����������� ���� ��� ���� �� ���������� �� ��� ����������

������������ ��������� �������

������ ������� ���� ���������

�������
��������� �����

nt = nu/2
����� ��������

���� ��� �������

���� ������
���������� ���

����� ��� ���� ����

���� ������ ����������
�������� �� ���� �

��������� ���� ��� ������

����������� �������� ������ ��������

����� ����� ������� ������ ��������������� ���������
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��

������ ����� �� ���������� �������� ������� ����� ����������� ���� ��� ���� ������
���� ������� ��� ��� ������ ������� ����� ��� �������������� ������ ������� ��� ������� ���
���������� �� ��� �������� ������ ��� �������� �������� ����� ������� �� s = 0 ��� ���
������ �� s = 1� s ����� ��� ���������� �������� �����������

���� �������������� �� � ��������� ���� ����� ��� ����

����� �� ���������

�� ����� �� ����� ��� ������ �� �������� �� ��� ������ ����� �� �� �������� �� ��� �
���� ������ ����� ��� ��������� �� ���� ������ ��� �������� ��� ����������� ���� ��
��������� �������� �������� ���� ��������� ����������� ������� �� ���������� �����������
�������� ������ ����� ��� �������� ���� ���� ���� �� ������� ���� ��� ������� ������
���������� �� ��������� ������������ ���� ���������� �� ������ ����� �� ������� �������
��� ��� ��������� �� �������� ���� ����� �������� ������ �� ��� ����� ����� ���� ������
�� ����� ������ ��������� �� �� ��������� ��������� ������� �� ���� ������������ � ����
����� ����������� �������� ��� ���� �� ���� �� ���� ������������������� ���� ������� �� ��
������� ���� ������� ��� ������� ����������� ��� �������� ����� ��� �������� ����� � ����
������� �� ��� ������� ���������� ��� ������� ���������� �� ��������� ������� ������� ��
����� ������ ��� �� ����� �� ��� ���������� ���� ����
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������ ��� ���� ����� ���������

�� ��� ����� ���������� ����� ��� ������� �� �������� ��� ������� �� ��� ������� �� ������
������ ����������� �� ���� ���� ����� ��� ���� ��������� ���� ���� �� ������� ����
��� ����� ��� ������ �� ������ �� �������� ��� � ���������� �� ���� ������ �� ����������
�� � ������� ������ �� ��������� ��� ���������� �� ����������� �� �������� �� ��� ���������
��������� R�� ��� ��������� ������� R� = 95%� ���� ��� �������� ��� ����������� ����
��� ����������� ���� ��� ��� ��������� ���������� ������ ����� ��������� �� �������� ��
��� ���������� ������������� �σv�iz� ��� �������� ��� �������� ������� �� ��� ����������

∂nn
∂t

− �∇ · �Γn = −Siz + Swall �������

����� ��� ���������� ������ �� ����� �� �������� ��������

Siz(nN , n, Te) = nnn�σv�iz �������

����� ��������� �� ����� �σv�iz �� ����� �� �������� ����� �Te �� eV � ��� �� ������� ��
������ �����

�σv�iz = 10−5

�
Te/E∞

(E∞)3/2(6.0 + Te/E∞)
exp

�
−E∞
Te

�
cm3/s ���� E∞ = 13.6 eV

�������

������ ����� �σv� �� � �������� �� Te ��� �������� ���� �������� ������

���
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��� ������� ��� �� ����� �� ����������� ���� ���

�Γn = −
�

V
d�x�
� t

−∞
dt�K(�x− �x�, t− t�)�∇nn(�x�, t�) = −K ∗ �∇nn �������

���� ��� ������ ����������

K(�x− �x�, t− t�) = K0 exp

�
−��x− �x��

λ

�
exp

�
−t− t�

τ

�
�������

����� λ ��� τ ������� ����� ��� ���� ����������� �������
������ ���� ��� ���������� ������ Siz ������� �� �������� ����� ����� ��� ������� ����

��������� ������� �� �������� ���� �� Sn �Sn = Siz�� ��� ������� ���������� ������ �� �
���� ��������� ���� �� ��� �� ������ �������� ����������� ������ ��� �������� �� ��� �������
���� ��������� ���� �� ������ �� ������� �������� ������ ������ �� ��� ������������

�� ������ ���� ��� ���� ��� ��������� ���� ��������� ������� �� ���� ��������
��� ��� ������ ������� ��� ���� ��������� ������ ��� ���������� ���������� ��� ����� ��
����� ����� �� ����� ������ ������������ ��� �������������� ����������� ���� ��� ������ ���
������ ����� ������ ��� ��� ��������� ������� �� �� ��������� ��� ���� ���� �� ��� ������
�� ��� ������ ��������� ��� ��� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ����������� ���� ��
����� � ��� �� � �����������

������ ������� ���� ���������

���� ������� 2.5 · 1018 m−3 1020 m−3

���� ����������� 200 eV 200 eV
����� ����
������������

1 m2s−1 1 m2s−1

�������� ���������� 1000 m2s−1 1000 m2s−1

����� ����� ���������� ���������� ��� ��� ������ ������� ��� ���� ��������� ����������
���� ��� ���� ����� ��� ���������

��� ���� ��������������� �� ��� ��� ������� ��� ���������� �� ����������� � ��� ����
�������� ������ �� ����� �� ��� ������ ������� ������ �� ���� �� � ������ �����������
���� �� ��� ���� ��������� ������� �� ��� ���� ����� � �������� ������� ������ �� ��������
������ ��� ������ ���� ����� ��� ������ ������� �� ������ ���� ��� �������� ����� ���
������� ��� �������� ���������� ��� �� ��� ������ ������� ���� ���� ������� �������� ��� ���
��������� ������� �� ���������� ���� �� ��������� ���
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������ ����� ��������� ������ ������� ���������� ������� �������� ���� ��� ���� �����
��� ��������
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������ ����� ��������� ���� ��������� ���������� ������� �������� ���� ��� ���� �����
��� ��������
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���� �������������� �� �������� ���� ��� �����������

���� ������

������ � ����� ������������ �� ������

��� ���� ������ ��� ���� ���������� �� ����������������� �� ������� ����� �� � ������
����� ��������� ���� �� ����� �� �� ���� �������� �� �������� ������� ���������� ��������
����������� ������� ���� ��� ����� ��������� �� ������ � ������� ����������� �� �������
�� ������� �������� �������������� ��� ����������� ��������� �������� �� ����������
��� ��� ��������� �������� �� � ���������� �������� �� ����������� ���� ��������� �����
�������� �� ���������� �� ��� ����� ���������� ���������� ������� ��� �������� ��� ���
������� ���������� �� ��� ���� ��������� ���������� ���� ��� ������� ���������� ���������
���������� ������ ����� �� ���� ������ ��� ������������ �������� �� ��� �������� ���������
��� ��������� �������� ����� ������ �� ���� ������� ������ ��� ����� ������� ������ ����
�������� �� ��� ������ ���������� ��� �������� �� ���� ������ �� ��� ���������� �����
���� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��� ������ �� ���� ���������� � ������������ ������
�� ���� ��������� ��� ���� � ����� ������ �� ����������� ���� ��� ���� �� �������� ��
����� � ������������ ��� ����� �� ������

��� ������ ���� ����� ����� ������ ���������� ���� ��� �������� ���� ��
���������� ������ ��� ���� ���� ������� ���� ���� ����� ������ ����� ���� �� ��
���� ��� ���� ������ ���� ��� ��� ���� ����� ���� ��� �� ���� ����� �� ��� ���� �����
������� ��� ��������� ������� ������ ���� �� ������ ���������� ��� ���� �������������
��� ������ �� ������ ������� �� ����� �� ������ ������������� ���� ��� ����

��� �� �� ���� �� ��������� ��������� �� �������� ������ ��� ����� ���� �������� ���
���� ��������� ���������� ���� � ���������� ������� ����� ������������ �������� �� �������
f� ��� ��� ����� ��� ���������� ����� ������� �� ������� σ� ���� ��������� ���������� ���
���������� ��������� �����

∂f(�x,�v, t)

∂t
+ �v · �∇f(�x,�v, t) =

���
σ(�v�, �V �;�v, �V )��v� − �V ��f(�v�)f�(�V �)d�v�d�V �d�V

−
���

σ(�v, �V ;�v�, �V �)��v − �V �f(�v)f�(�V )d�v�d�V �d�V +Q(�x,�v, t) �������

�� ���� ����������� Q(�x,�v, t) �� ��� ��� ������ �� ���������� �� ��� ���������� ������������
�������� f� �� ������ ��� ����� �������� ��� �� ���������� ��

∂f(�x,�v, t)

∂t
+ �v · �∇f(�x,�v, t) =

�
C(�v� ↔ �v)f(�v�)d�v� − νcf(�v) +Q(�x,�v, t) �������

����� ��� ��� ������ ��� ��������� ���������

νc =

���
σ(�v, �V ;�v�, �V �)��v − �V �f�(�V )d�v�d�V �d�V �������
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C(�v� ↔ �v) =

��
σ(�v�, �V �;�v, �V )��v� − �V ��f�(�V �)d�V �d�V �������

��� �������� ��� �� ����� �������� ����� �� �� ��������� ��� �������� ������� �� �� ���
������ � ���������� ������� ���� ����� ��� ���� ��������� �� ����������� �� ��� ���������
���� ���������� ��� �� ��������� �� �������� ������ �� ����� ��� ����� � ���������� �������
���� ���������� ���� ��������� ������ ����� ���� �� ������ ������� �� �������� ������
���� ��������� ���� �������� �v ��� ������� ���� ��� ������ Q(�x,�v, t) ��� ���� ������ �
��������� ������ ������� ��������� ������� ����� ���������� ������ ��� ��������� �� ��� ����
���� �� ��������� −νcf(�v) ���� �� ������������� �� ��� ��������� νc� ��� ������ �� ���
�������� ����� ��� ��������� �� ���������� �� ��� ��������� ������ ���� ����� ��� ������ ��
��������� �� �������� �v� ������� ���� ��������� �� �������� �v ������ ���� ��������� ����� ���
���� ������ �� ����������� � ������������ �������� ��� �� �������� ���� ��� ������ ��

c(�v� ↔ �v) =
C(�v� ↔ �v)�
C(�v� ↔ �v)d�v�

�������

�� ��� �� ��� � �������� ��������� �� ���� �� �������� ���� ��������� ����� ��� ������
Q(�x,�v, t)� ����� ��������� ������� ������������� ����� � ��������� ����� �������� ��� ������
����������� �� ���������� ���� ��� ��������� ��������� νc� ����� � ���������� ��� ��������
�� ��� �������� ������� ��������� �� ��� ������������ �������� c(�v� ↔ �v)� ���� ���������
������� ����� ��� �������� �� ��������� ������� �� ���� ������ �������� ��� ��� ���� ����
������� ������� ���������� ���� ������ �������� �������� ��� ����� ��������� ������ ���� ��
���������� ��� �� ���������� �� �������� �� ����� � ����� �� ������� �� ���������� ����
����� ������� ���� �� ���� ��� ���������� ������� �� ��� ������� �� �� ������� �� ������
��������� ������������ ��� �������� �������� ��������� ���� ���� �� ����������� ���������
���������� �� ��� ���������� ������ �� ������ �� ���� ����������� ����� ��� �� �����
���� �� ��� ������������� ������ �� ������� � ������� ���� ���� �� ���� ����������
��� ����������� �� ��������� ���� νc ��� ��� �������� �� ��� ������ ��� �� ��� ����������
������ c� ���� ���� ����������� ��� ���������� ������ �� ������� �� ������ �� ������
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����������� ��� ����� �� ��������� �������� ����� ��� ��� ������� ��� ���� �� �����
����� ������������� �� ��� �������� ������������� ������ �� ���� � ���� ������� ����
�� ��� ����������� ����� �� ����� �� ����� �� ������ ��������� ���� ������� ����
��������� ���� ���� �� � ����������� ����� �� �������� ���� ��� ��������� �� ��������
������ ����� ����� ��������� ��������� �������� ���� ���������� �� ������� ������ ���
�������� ��� ����� �������� �� ��������� �� ����� ��� ������ ��� ���� ���������
�������� ��� ������ ������� �������� �� ������ ���� ���� ��������� ���� �������
�������� �� ������� �� ������ �������� ���������� �� ���� ����� � ���� ������������
�� ����� �� ������ ������ ��� ������� ��� �������� �� H2� H+

2 ��� H ���������� ���
���������� ������ ����� ���� �� H+ ����� �� ���� ������ ��� ���� ������� ���� ��������
��� ������ �� ���� ���� �������� �� ��� ������� ������� ����������� ��� ���� ���� ����
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������� ����������
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��������� �� ����������� ���� ��� ������������ ���������� ��� ����� ������������ ���������
�������� �� ��� ���� ������ ���� ���������� ������ ���� ���������� ���� ��� ��������� ��
������� ������� ��� ��������� ���� ������ ����� ��� ���� �������� χ �������� ����
0 �� 1�
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��������� �� ������� ���� ���� ������� ��������� ������������� ���������� �� ������� ����
������������ ���� ���� ��� ���� ���������

��� ���������� �� ��� ������ �� �� ��� ���� ������� ���� �������� �� �������� ���
������ �� ���������� �� ��� ������� ������� �� ����� ��� ���������� ��� �������� ���
����� �� ����������� ����� ����� �� ��� ������ ���������� �� ��� ���� ������� ���� ���
��������� ��� ���������� ������ ���� ��� ���� ������� ��� �� ����������� �� �� ���
�������� ������ ����� ���� ��� ������ ��� �������� ��������� ���������� ��� ���������� ��
���� ������� ��� ���������� ��� �� ���������� ������ �� ���� �������� ���� ���������� ���
�� �������� ���� ������� ����� ���������� ��� ���� �������� �� ����� �� �������� �����
���������� ��� ���� ������ ���������������� ���� �� �������� �����

������� ����������

• ��� ����� �� ��������� ������� ������� ����� ���� ��� ������ ��������

�� ���� ��������� �� ��� �������� �� ��� ���������� �������

• �� � ������������ �� �� ��������� ��������� �� �������� �������� ����

����� ���������� ��� �������� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ��� ����

������� �� ������ ����� � ������������ �������� �� �����

• � ������ ����� ����� ��� ����������� �������� ��� ��������� �� �������

��� �� ���� ������������

• �� ��� �������� ����� ���� �� �������� ���� �������������� ��� ���������

��� �������������� ��� �������������� ������ ���������� ��� ����������

��� ������������ ������� ��� ����� �� �� �������������

• � ������� ����������� ��������� ��� ���� �� ���� ��� ���������� ����

����� ���������� ���� �� ���� �� ��� ������� ���� ������ ���� ��� ����

������� ���� ���������� ��� ����� �� �������� ���������� �������� ���

������������ ���������� ��� ������� �������� ���� ������ ���� ����

�� �� �������� ���� ��� ������� �������� ���� ��� ����������� ��������

���� ��� ���������� �� �������� ������������ ����� ���� �� ���� �� �������

��� ����� �� ��� ��������� ������ ��� ������� �� ���� ��� ����������
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������� ������������� ������� �� �������������� ���������� ��� ���

������ �� ������������ ������� �� ����������� ��� ����� �� ��� ��������

�������� �� ������ ���� �� ���������� ��� ���������� ������ �� ����

��������� �� �������� �� ������ ����������� ��������� ���� ��� ������

������ ���������� ��� �������� ���� ����������������

��� ������� �� ���� ������� �� �� ����������� ��� ���������� �������� �� ������ � ���
�������� ���������� �� ��� ������������� ������� ���� ���� �� ����� �� ���������� �������
���� ��� ���� ��������� ���� ���������� ����� ���������� ������� ������ �����������
���� �� �� ���������� ����� ���������� �� ����� ���� ���� ���������� ������ ��� �����
����������� �������� �� ������� � ���������� ���������� ��� ����������� ������ ��� ����
������ �� ��� ������ ��������� ��� ���������� ���� ��������� ����������� ��� ��������
���� �� ���� ����������

�� ���������� �� ������� ���� ��� ���� ���� �� � ������ ���� ��� ��� ������ ��� ������
��� ������ ��� �� �� � ���� ������ ������� ���� � �� ��� ������ ��������� ���� �� ���
��������� ���� ���������� ��� ��� ���������� �� ������ ���� ��������� ��� ���� ���� �������
�� ����� �� � ��� �� ������ ��������� ����� � ���������� ���������� �� ��� �������� ���
������ �� ��������� �� �� �������� ��� �������� �� ���� ��������� �� ��� �������� ���� ����
�� ��������� �� ���� �������� ������� ���� ����������� ���� �� �������� ������ ��� ��� ���
�������� �������� ���� �� ���� ��������� �� ������� ������� �� ����������� ������������
���� �� ���������� ��������� �� ��� ������������� ������ ��� ����� �� ����� ������������

���



�� ���������� ���� �������� �� ���������� ������� �� ��� ���

��� �������� ������ ����������

��� ��������� ������������� ��� �������� ��� ���� �� ���� �� ��������� ����� �� �������
� ����������� ����� ���� ��������� ���������� ���������� ������������� ��� ���� �������
�� �� ����� �������� ������������ �� ���� ��������� ��� ������ ��� �� � ��������� �������
������������ ����� �� ����������� ������� ��������� ��� ����������� ��� ��� �������
�������� ��� �� ���� ������������ �Te ≈ Ti ≈ 200 eV �� ��� ���� �������� �� ���� �����
��� ������� �������� ���� ��� ������� ���� ��� ����������� �� ������ �������� �� ����
�������� ��� ��������

����� ���������� ���������� �� �������� ������������

������������ �� ����� �������� ������������ �� ���������� ����� ��� �������� �������� ���
�������� ���� �������� ����� ��������� ���� ������������ ����� ��� ��������� ��
������ �� ��� ����������� ������ ������ ��� ��������� ��������� ��������� ������ ������
��� ������ ����� ������ ������

∂n

∂t
+ �∇ ·

�
nu��b

�
= �∇ ·

�
D�∇⊥n

�

mi
∂nu�
∂t

+ �∇ ·
�
minu

2
��b
�
+ kB∇�n(Te + Ti) = mi�∇ ·

�
ν �∇⊥(nu�)

�

��� ���� ������ �� ������ ����� �� ������� �� ������ ������ ��� ���� ������ �� ���
������ �� �� ���������� �� ��� �������� ������� ��� ���������� ���� �������� �� ����������
��� ����� ������� �� ������� ��������� �� ���� ����������� �������� ���������� ��� ���

�� ��

������ ���� ��������� ���������� ��� �� ����� ���� �������� ������������� �� ����
������ ����������� �� ��� ����� �������� �������� ������������ ����� ������� ����������
|M�| = 1� �� ���� ������ �������� ������ �� ��� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ���
��� ���� ��� ���������� ���������� �� ���� ������� �� ��� ������� ����

���



���� ����������� ����� ��� ���������� ����������

����� �������� �� ��� ��������������� ������� ������� ����� ������������ ���������� ���
���� ���������� ��� ���� �������� ����������� �� ��� ��� ���� ���������� ���� ����

����� ���������� ���������� �� ������� ������������

��� ��������� ���� � ���������� �� ����������� ������� ��������� ��� �������� ����
��������� ����������� �� ��� ����� ������ ��� ��� ������� �������� �� ��� ������� ��
����� ���� ������� ����� ������������ ���������� �� ���� ����� � ���������� ���� ��������
�� ���������� ��� �� �������� �� ��� ������ ������� ����� ������ �������� ��� �������
���� ���� ������ ����������� �� ������ ��� �� ��� �������� ��������� ���� ��� ���������
���� �������

������ ���� ��������� ���������� �� ����������� ������������� ���� ������ ������ ����
������� ���������� |M�| = 1

��� ����������� ����� ��� ���������� ����������

��� ����� �� ��� A���������� ���������� �� ��� �������� ���� �������� ���� ��������
�� ��� ���������� ���������� ����������� ��� ���� �� �� ��� � ������� ���������� ���
��� �������� ��� ���� ������� ���� �� ��� ���� ������� ��� ������ ���� ����������
��� �������� �������� ��� �� Γ� = nv� = nMcs� ����� ��� ��������� ��� ����� ��������
Π = p + 1/2minv

2
� = nc2s(1 +M2)� ��������� ncs �� ��� ���������� ��� ��� �������� ���

��� ����������� ��� ����� ���� �� ��� ��������� ���������� ��� A�

A =
2M

1 +M2
=

2Γ�cs
Π/mi
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�� ���������� ���� �������� �� ���������� ������� �� ��� ���

��� ��������� A �� ������� �� ������ ���� ��� ��� ����������� ������� ��� ��������
������ ����� dA/dM > 0 ��� ��� ���������� ������ ����� dA/dM < 0� � ����������

������ ���� ����� �� �������� A �� � �������� �� ��� ���� ������

���� �������� �� ���������� ������ ����� �������� � ������ �� A ���������� ����� �� ���
����� ��� �� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ������ ����� � �������� ���� ����� ���
���������� ����� �������� ���� ���� �� ������� z ��� ��� �������� ∇� �� ������� �� ���
���������� d/dz� ��� ��� ������� A ���������� �� dA/dM = (dA/dz)/(dM/dz)� �� ���
��� � ���������� ���� �������� �� ���������� ��� ����� ��� ���� ���� ���� �������� ��� ��
�������� ���� ��� ��� �� �������� ��� z < z0 ��� ���������� ��� z > z0�� ��� ���� �� dM/dz

���� ��� ������ ��� ��� ���� �� ���� �� �� �������� dM/dz|z=z0 > 0�� ������������� �
���������� ������ �� ��� ���� �� dA/dz �������� �������� �� ���� ��������� �� ���������� �� ��
��� ��������� ������ � ������ �� ��� ���� �� dA/dz ��� �� ����������� ���� � ������ ��
��� ���� �� dM/dz� ���� ��������� ��� ���������� �� ������� �� ��� ��� ����������� �� ����
��������� �� � �������������������� ������ ����� �� ���� ���� �������� ��� ������ ������
���������� �� ��� ����� ����� ��� ���� �� dA/dz �������� ��� �� �������� �� ������������
�������� ��� �� ��� ���������� ����� ��� ����� ��� ��������� ������ ��� ������ ������ ��
������ ��� ��� ��� ������ ���������� �� ��� ��������� ���� �� ��� ������ �� ��� ������
������ �� ��� ������ ��� ��� ��� ������� �������� ��� ������������ �� ��� ��������� �����
�� ���� �������� �� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������� �� ��� ������ ���� ����������
������� ��� ������ ������ �� ������ �� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���� �� ���� �������
�� ��� ���� ���� �������� ���������� �� ��� �������� ������� ��� �����������

��� �� ������� ��� ���������� dA/dz ���� ���������� ����� �� �������� ����

dzA
A =

dzΓ�
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+
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Π
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��� ������� ���� ���������� �� �������� ���� ����� �������� ��� ����������� ����� ���
���� ���� ������� ���� ���� ����� ��� �� �� ����� ������� �� ������� ����� � ���������� ���
����� �� ��� ������� ����� �������� ��� ��� ����� �� ���� ���������� ����� �� ���������
��� ������� �� ��� ����������� ��� ��������� �� ��� ����� ��������� ��� ����������� �� ����
������ �� �������� ���� ���� ������������ ����� ����������� �������� ����� ��������
���� ������ ������ ��� ���� dzcs ��������� ����� �� ��� �������� ����� �� ����� ��� ��
������� �� ������ �������� ���� ��������� �������� �������� �������� ����� ����� ��������
������������ ����� ��� ���� ����� ����� ��� ���� dzΠ ��� �� ��������� ���� ��������� ���
����� �� ���� ������ ����� �������� ��� ���� ������� �� dzA = (2mics/Π)dzΓ�� �����
�� ������ ������ ���������� �������� ����� dzΓ� = dr(Ddrn) + Sn� �������� �������� ���
��������

dA
dz

=
2cs

Π/mi

�
�∇ · (D�∇⊥n) + Sn

�
=

2cs
Π/mi

Sn �����

��� ������� ���� ��� ���������� ���������� ������ �� dA/dz ���� �������� �������������
��� ������� ���� � ������ �� ��� ���� �� ��� �������� ������ Sn ��� ������� � ����������
����������� �� �� ���� �������� �� ����������� ������� ���� ��������� �� �������� �� ��� �����
������������ ��� ������� ���� ����� �� �� ������� ������������ �� ����� ��������� ������

�� ��� �������� ����� ��� ��� ������� �� ��� ��� ��������� �� ����� ������� ���������
�������� ��� ������ ���� � ���������� ��� ����� �� ��� ���� �� �∇ · (D�∇⊥n) ������� �����
��� ���� ����� ���� �� ���� ������� ������� ���� �������� ��� ������� �� ��� ����������
������� ������������ ��� ������ ������� ��� �������� z ��������� ����� ��� ���� ���� ���
������� �� ������ ���������� ���� ���������� �� ���� ��������� ��� ��� Sn = �∇·(D�∇⊥n) =

D∂2
ψn� �� ��� ���� ����� ��� ��� �� ��������� ���� ��� ���� �z < zx�� ��� �������� �������

�������� � �������� ������ �� �������� ���� ��� ���� �Sn > 0� ��� ��� ������ ������� �������
��� ������� �������� ���� �� ����������� ����� ����� ����� �� ���� �� ��� ��� ���������
λn�� �� ��� ��������� �� ��� �������� ������ ����� ��� ��� �� ��������� ���� ��� �������
������ ������ �z > zx�� ����� �� �� ���� ������� ���� ��� ���� ��� ��� ������ �������
������� ���� ��� ���� �� � ������ ����������� ������ ���� �� ��� ��� ��� �� ��� �������
������� ���� � ������� �� ������� ����� �� ��� ����������� ����� � ��� ��������� ������
��� �������� ������� ��� ���������� �������� ���� ���� ��� ��� ������� ������ ������ ���
Sn < 0� � ���������� ���������� �� ���� ��������� ��� ���� ������� ������� ��� ����������
�������� ������� ��� ������� ��� �� ������� ���� ������� �� �� ���� �� ���� ������� �� ���
���������� ���� ��� ������ ��� �� ������ Ax ������ At� ��� ����� �� A �� ������� ������
������� ��������� �� ��� �������� ������� ��� ��� dA/dz < 0 ��������� �� �������� ����
����� At < Ax� ����� �� ��� �� ��� �������� ������ �� A ���� ������ ����� ���� �������
Mt < Mx ≤ 1 ����� �� ��� ���������� ���� ���� �������� ��������� �Mt ≥ 1�� �����
��� �������� �� ����������� ���������� �� ��� �������� ������� ��� ���������� ������ ����� ��
������� �������� ��� ��� ���� ������ �� ��� ������ ����� �������� �����������

�� ��� ������� ����� ��� ���� ������� �������� ���� �� ����� �� �� �������� ��� �������� �
���������� ���������� �� ������ ��������� ������� ������ ���� ������� ����� ��� ��������
������ ������� �� ��� �������� ��������� ���� ��� ����� �� ����� ��� ���� ���� �� ���

���



�� ���������� ���� �������� �� ���������� ������� �� ��� ���

������ ���� ���������� ���������� ���� ν = 0� ���� ������ �� ��� ����������� �����
������� ��������� ������� ���� �������� �R� = 0.9�� ������ ������ ������� ������� �� ���
���� ��������� ������ ��� �� ��� ������� ������ ��������� ������

�������� ������ �� ��� �������� ��������� ��� ���� �������� ��� �� ���� ��� � ����������
������ ����� ���� ���� ���� ������� ���� � ���� ��������� ������ �� � ���������� �������
��� ���� ������ ���� �� ���� ����� ��� �������� ���� ��������� ����� ���� ���� ����� ��
��� ����������� ��� ������� ����

����� ��� ����� �� ��������

� ������ �� ��������� ��� �� �������� ��� ���������� ��� ���� �� ��������� ��� �� ���
������������� ��������� ��� ���� ����� � ����������� �� ����� ������ ��� ��� �� ������
���� ���� �� �∇ · (D�∇⊥n) �� ��������� �∇ · (D�∇⊥n) + Sn �� ��������� �� ����������� ����
����������� ��� ������� ��� ����� ���� �������� ���������� ��� ���� ��� ���� ������� �����
������ �� �������� �������� ��� ��������� ��������� �� ��� �� R� = 0.8� ��� ���� ������
����� ��� ���������� �� ������� �� ������ ���������� ���� ��� ������� ���������

�� ��������� ��� ������� ���� ���� � ���� ������ ������� ������� ��� ���������� �����
������ ���� ��� ����� ��� ��� ���� ������ ����� Mt = 1 �� ������ ������� ���� ���
���������� ������ ������� �� ��� ������� �� ��� ������� ������ ���� �� ���� ���� �����
��� �������� ��� ������� �� ��� ������ �� � ������ �������� �� ������� �������

��� ����������� ������ �����������

�� ��� ����� �������� ��� ���������� ���������� ��� ������ �� � ������ �� �������� �� ���
�������� ������������� �� ����� �� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������� ��� ���
���� ������� �� ��������� ������������� ����� ��� ����������� ��� ����� �������� ���
�������� ����� ���� ������ ��� ��� �������� ���� �� ��� ������ ����� ��� ���������� ��� ����
����� ��� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ����� ��� ������� �� ��� ����� �� ������������
������� ���� ��� ����������� �� ��� ��� �� �������� ������ ����������� ��������� ���
���� ������ ��� ���� ���� ����� ��������� ���� ������� ��� ���� �� ����� ������������ ��
��� �����������

��� ��������� ���������� �� ��������� ������� ��������� ��� ������� �� �������� ���
��� ����������� �� ��� �������� ��� ��� ���� ���� �� ������ ��� ����������� �� �������
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���� ��� �� ����� ����������� ���������� ��������� ��� �������� �� �������� ����� ����
���������� �� ���������� ����������� �������� �� �������� �� ��������� ��� ����������
����� �� ���� � ����������� ������� �������� ������ ����� ���� ���� �� �������� ��� ���
�������� ���� ������� ������ ��� ��� ����������� ��������� ���� ���� �� ���� ��� ���
����������� � ��� �������� �� ���� ����������� ���� �������� �� ��� �������� �� ��� ���
������� ����� ���� �� ���� ����� �� ��� ��� �������� ���������� ��� ����� �� �����������
��������� ������� ���������

��� �� �������� ��� ������ �� ����������� ��������� �� ��� ��������� A� �� ���
�������� ��� ��������� �� ����� ��������� ��� ���������� �� A ����� ��� ���� ���� �� ����� ��
�������� ���

dA

dz
=

2cs
Π/mi

Sn + Γ�
csΠ/mi

�
dTe
dz

+
dTi
dz

�
�����

������ ��� ������� ���� dzA ��� ������ �������� �� ��� ��� � ������ ���� �� ������������
���� �� ���� �������� ������ ���� ��� ������ ������ ��� ��� ����������� ������� ��������
���� ���������� ���� ��� ������� ���� ��� ���� �� Sn ������� ����� ���� ���������� ������ ��
�������� �� � ������ ����� ������� ������������ �� ��� ������ ������������� ����������
������� ��� ������� �� ������ ��� ����� ���� ������ ��� ����������� ��� ������������

������ ���� ���������� ���������� ��� �� ����� ����������� ���������� �� ���� ������
�� ��� ���� ������� ������������� ��� ����� ���� ������� ���������� |M | = 1� �� ����
�������� ������ �� ��� ��������� � ���������� ��� ���� ��� �������� �� �������� �����������
������ ������� ��������� ����������� ����������

�� ������ ���� ��� �������� �� �������� � ���������� �� ���������� ��� ���� ���
��������

��� �������� ���� ������ �����������

��� ����� �� �������� ���� ��� �� ����������� �� � ������ ������������� ���� ������ ���
��������� � ������� �������� ��� ������� ���� �������������� ��� ��� ���� �����������
������� � ���� �������� ���� ���� ����� ��� � ��� �������� ���� ���� ������ �� ��� �����
��� �������� ���� ���� �������� �� ��� ���������� ��������� ��� ���������� �� ��� ��������
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�∇ · Γ��b = B
∂

∂z

�
Γ�
B

�
=
∂Γ�
∂z

− Γ�
∂ logB

∂z
�����

= Sn ����������� ���������

������ �� ��� ����� ������������ ������� ����������� ���������� ��� ��������� �� A ���
�� ��������� �� �������� ��� ��� �������� ��� ���� ������

dA
dz

=
2cs

Π/mi

�
Sn + Γ�
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dz

�
�����

������ � ���������� ��� ����� �� Γ�d logB/dz < 0� ���� �������� �������� ��� ����������
�������� �� � ������� ����������� ����� ��� ������� �� ������������ ������ �� ��� ������ ��
��� ������� ��� �� ��� ��� � ��� ���� ������ ������� �� ������ ���� ���� ��� �������
�� �� ��� ������ �� ��� �������� ��� ��� ������� ���������� �� ��� ������� ���� ���� ��
������� �� ��� ��� ������� �� ����� ���� ������������ ���� ��� ����� �������� ���������
�� ��� �������� ���� �� ������� ��� ����������� ���� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������� ��
������ �� ��� ��� �� ��� ��������

�� ��

������ ���� ���� ������ ��� � �������� ������� �������������� ��� ����� ������� ����
���������� |M | = 1� �� ������� �� ��� ��� ������� �� ������� �� ��� ������� ����
��� ������� �� �� ��� ������� �� ��� ���� ����� ��� �������� ���� ��������� �� ����������
��� �������� � ���������� ���������� �� ��������� ���� �� ��� ��� ���� �� ��� ��� �����
����������� ��� �������� ���� ��������� �� ����������� ��� �������� ���� ��� ������� ��
������� �� ��� ������� ���������� �� ���� ���� ��� �������� ���� ��������� �� ���������
��� �������� ��� ���������� ����� ���� ��� ������
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������� ����������

• ��� ������������ ���������� �� ��� ������ ���� ���������� ���� ����

����� �� ���������� ��� �� ��� ������������ ������ ���������

• ��� ������������������� ��������� A ������� ��� ������������ �����

��� ���� ���������� �� ��������� �� ��� ����� �� ������ �� dA/dz = 0�

A =
2M

1 +M2
=

2Γcs
Π/mi
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• �� ��� ����� ��� ���������� �� ������ �� ��� ���� �������� ���������

���� ������� |M | ≥ 1 �� ��� �����
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��� ��������� ���� ����������� ��� ���� ��������� �� ������� �������� ���� ���
������������� �� �������� ���������� ��������� ��������� �� ��� ���� �� ��� ����������
�� ��������� ��� ���� ����� �� ��� ����� ��� ������� ����������� �� ���� �� ��� �����������
�� � ���� ��� ���� �� ������� �������� ��������� ������� �� ��� ���� �� ���������� ��
��������� ���� ���� ������������� �������� ��������� ������� ���� �� ��� ������������
��������� ���� ������ ����������� ����������� ��� ������� ���������� ���� ���� ����������
��� ������������ ������ ������� �� ���������� �� ��� � ������� ���������� ���� �� �� ���
���� ������� ���� ��������� � ����� ���������� �� ������ ��� ��������� �������� ���������
������� �������������� ��� ������������ �� ������� ��� �� ��� ������� ������������ ����
���� ��������� �� ����� ���������� �������� ������ ������������ ��������� �������������
���� �� �������������� ��� ��� ���������� ��� �������� �� ���� ����������� ������
��� ���� ������������ � ������� ��������� ��� ���� ���� �� ��������� ��������� ���������
��� ��������� ���� ������ ������������� ���� �� ��� ���� ������� ��� ���� ��������
��� ����� ���������� ���� ��� �� ���� ���� ���� ���� �� �������� ��� ���� ���������
�� ����������� � ������� ���� ��� ���� ����� �� ���������� ��� ���� ���������� �����
����������� ���������� ����������� ���� ����� �� ��� ������������ ������� � ��������
����������� �� ��� ��� ���������� ������� �� ���������� �������� ��� ���� ��������� �� ���
���������� ���� ���� ����� � ������������� ���� ��� ���� �������� ���� ���������������� ��
���������� ��� ������ �� ���������� ���������� �� ������ ���� �� ��� ���� ������ ���� ����
������� �� ��� ��������� ���� ���� ��� �������� ������� ������������ �� ��� ���������� ����
����� ���� ��������� ����� ��� �� �� ��� �������� ������������ �� ������� ����������� ���
������� ��� �������� ����������� ��� �������������� �� ������������ �����

���������� ��� ������ �� �� ��� ���� �� � ��� ����� �� �������� �������� ����� ���
���� ���� �� ��������� �� ���� �� ����� ��� ��������� ���������� ���� ������ ��� ����
��� ���� ������� ��� ������� �� ������ ���������� �� ��� ����������� ������� ��� ������
��� ��� ��������� �� ��� ����������� �� ������������� ��� ��� ������ �������� ��� ����
������� ��������� ��� ���� ������� ���� ������� ������� ������� ������ � ���� �����
����� �������� ��������� �� ����� �� � �������� ��� ��� ��������� ���������� ��� ��������
������� �������� �� �� �������� ��� ������� ����������� ���� ������ ��� ���� ���� ��
�������� ������� �������� ��������� ��� ������� ����������� ���� ��� ������� ��������
���� ��� ������������ ���������� ��� ������� ���� ������ ����� �������� �� �������� ���
���� �� ��� ���� ������� ���� ��������� �� ��� �������� �������� ����� ������� ���� ����
��������� �� �������� ���������� �� ������ ����� ��� ���� ���� ��������� ���������� ��
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�� ����� ������� ����� �� ����� ������ ��� �������������� ������������ �������� �� ����
���������� ��� ���� ��� ������� ������� �� ��� ����� �� � ������ ������������� �� ��� ����
������� �������� �� ��� ������� ������������ ��� ���������������� ���� ������ ��
������� ���� �� �������� ����� �� �� ������ ��������� �� ���������� �������� ��� ������
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������ ��������� ����������� ���� ���� ��� �������� ���������� � � � � � � � � � ��

���� ������� �� ������� ������� ���� �� ��� ������ ���� �������� �������� ��
���� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ������� �������� ���������� ����� ������������ ������� �������� ������� ���
���� ������� �������� �������� ����� ������������ ���� �������� ������� � � � ���

���



���� �� �������

���� ������� �������� ���������� ��� ������ ������� ��� ������ ����������� ��
� �������� �� �������� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ������� �������� ������������ ������� �� ����� ��� ���� ������ � � � � ���
���� ��������� ���������� ������� �� ������ ������� ��� ���� ��������� ����������
���� �σv� �� � �������� �� Te ��� �������� ���� �������� ������ � � � � � � � � ���
���� ��������� ������ ������� ���������� ������� �������� ���� ��� ����

����� ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ��������� ���� ��������� ���������� ������� �������� ���� ��� ����

����� ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������� �� ������ ������� ������� ������������ �� ���� ���������

��� ������� ���������� ��� �������� ������ ����������� �� �������� ��
����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��������� �� ��� ������ ���� ���� ��� ��������� ���� ��� ������� �����
��� ��� ������ ������ � ��� ���� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ������ ���� ��������� ���� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ���������������� ���������� ������� �� ��� ��������� � � � � � � � � ���

��� ��������� ���������� ��� �� ����� ���� �������� ������������� � � � � � ���
��� ��������� ���������� �� ����������� ������������� � � � � � � � � � � � � ���
��� ����� �� �������� A �� � �������� �� ��� ���� ������ � � � � � � � � � � ���
��� ���������� ���������� ���� ν = 0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ���������� ���������� ��� �� ����� ����������� ���������� �� ���� ����

��� �� ��� ���� ������� ������������� ��� ����� ���� ������� ����������
|M | = 1� �� ���� �������� ������ �� ��� ��������� � ���������� ��� ����
��� �������� �� �������� ����������� ������ ������� ��������� ��������
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���� ������ ��� � �������� ������� �������������� ���������� ����������
��� �� � ���������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� �� ��������� ��� ������������� ������� � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������ �� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ����������� ��������� ���� �������� �������� ��� �������� ������ �� α� � � ���
��� ���������� ������� ���� α ∝ max(E+, E−)2� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������� ���������� �� ��� ����������� ������������� ��� ������������ ���

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������ ������� �� ��� ������������ �������� ���� ��� r = 2� � � � � � � � � ���
��� ����������� �������� ���������� ���� ����������� �� ��������� ������ � � � � ���
��� ���� ������������ �� � �������� �� ����������� ��� ��� ��� ������� ��

�������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���



���� �� �������

���



���� �� ������

��� ������� ��������� ������� ����� ��� ������������� ������ ��� ��������
��� �� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� �������� ���� �� �������� ���������� �� ���� ����� ��� �������� ����
������� �� ���� ���� ������� �������� ��� ������ �������� ��� ���� ���
������� ������ ��� ����� �� ��� ��� ��� ���� ���������� � � � � � � � � � � ��

���� �������� �������� ���������� �� � ����� ���� ����� � ������ ������������
��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� ������������� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ���� ���� ���� ������ ��� ����������������� ��� ��� ������ ������
���� L� = 60 m� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ������� ������ ��������������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ���������� ���������� ��� ��� ������ ������� ��� ���� ��������� �������

���� ���� ��� ���� ����� ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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��� ������������� ���������� ��� ����������� ����

��� ����������� ���� ����� ��� ���� �� ���������� ����� �������� ������� ���� �v� �� �v �������
�� ����������� �

∂f

∂t

�

c

=
f(�x,�v, t+ dt)− f(�x,�v, t)

dt

�� ����� �� �������� ��� �� ��� �� ������ �� ��������� ��� �������� ψ(�v, �Δv) ���� ����� ���
����������� ���� � ��������� �� �������� �v ��� � �Δv �������� ��������� ������ � ���� �����
������ ��� ���������� �� df(�x,�v, t)�

f(�x,�v, t+ dt) =

���

V
f(�x,�v − �Δv, t)ψ(�v − �Δv, �Δv) �dΔv

3
�����

��� ��� ����������� ���� ���� ����� � ������ ������ ��� �� ��� ������ ������

f(�x,�v − �Δv, t)ψ(�v − �Δv, �Δv) = f(�x,�v, t)ψ(�v, �Δv)

−
�

α

∂

∂vα
(fψ)Δvα +

1

2

�

α,β

∂2

∂vα∂vβ
(fψ)ΔvαΔvβ + o(Δv2)

�� �� ��� �������� �� ������� ��� ����������� ���� �� �������
�
∂f

∂t

�

c

= −
�

α

∂

∂vα

�
f(�x,�v, t)

���

V
ψ(�v, �Δv)

Δvα
Δt

�dΔv
3
�

+
1

2

�

α,β

∂2

∂vα∂vβ

�
f(�x,�v, t)

���

V
ψ(�v, �Δv)

ΔvαΔvβ
Δt

�dΔv
3
�

�����

��� ��� ������ ���� ��� ��������� ��� �� ��������� ������ �� ��� ������� ��������� ����
��� ��������� �������������� ���� ���������� �� ����

�Δvα� =
���

V
ψ
Δvα
Δt

�dΔv
3
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���
�ΔvαΔvβ� =

���

V
ψ
ΔvαΔvβ

Δt
�dΔv

3

���� ����� �� ��� ������������� ���������� �� ��� ��������� �����

�
∂f

∂t

�

c

= −
�

α

∂

∂vα
(�Δvα�f) +

1

2

�

α,β

∂2

∂vα∂vβ
(�ΔvαΔvβ�f) �����

��� ��������� �Δvα� ��� ��� ��������� �ΔvαΔvβ� ��� ������ ��� ������������� �����
������� ��� ��� ������ ���� ��� ����� �� �ΔvαΔvβ� ���� ��� ���� �� �������� ����������
�� ��� �������� ������

���



�������� �

��������� ������

�� ���� ��������� ��� ��������� ��� ��������� ������ ���� �� ���� �� ����� ���������
����������

∂n

∂t
+ �∇ · Γ��b = �∇ ·

�
D�∇⊥n

�
�����

∂Γ�
∂t

+ �∇ ·
�
Γ2
�
n

+ n
Te + Ti
mi

�
�b+

�
n
Te + Ti
mi

�
�∇ ·�b = �∇ ·

�
ν �∇⊥Γ�

�
�����

∂

∂t

�
3

2
nTα

�
+ �∇ ·

�
3

2
Γ�Tα�b

�
+ nTα�∇ ·

�
Γ�
n
�b

�
= �∇ ·

�
κ0
αT

5/2
α ∇�Tα�b

�

+�∇ ·
�
3

2
DTα�∇⊥n+

3

2
ξαn�∇⊥Tα

�
�����

��� ��������� ������ �� ����� �� ����� ��������� ������� ��� ������� ��������������
���� �� ��������� ������� �������� �� ��� ���� ���������������

��� ������� ��������������

����� ��������� �����

�� ���� �������� ��� ��������� ��� ��������� ���� �� ��� ���������� ��� ������ ����������
�� ��� ���������� 




∂tn+ �∇ · Γ�b = 0

∂tΓ + �∇ ·
�

Γ2

n
+ n(Te+Ti)

mi

�
�b = 0

∂tnTe + �∇ ·
�
ΓTe�b

�
+ γnTe�∇ ·

�
Γ
n
�b
�
= 0

∂tnTi + �∇ ·
�
ΓTiv�b

�
+ γnTi�∇ ·

�
Γ
n
�b
�
= 0

�����

�� ���������� �� � ������������ ����

���� ��� �� �������� ����������� �� ����� ��������� ��� �� ��������� ���� �� ��� ����������
��� ���� ��� �������� γ = 2/3 ��� ��� ���������� ��� ��������� ������������� �� ���������

���
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Se ��� Si ��� ����� ��������� ������

Se =
pe
nγ

=
Te
nγ−1

Si =
pi
nγ

=
Ti
nγ−1

�����

����������� ��� ������������ �� ��� ������� ��� ������� ������� ��������� �� �� ������
��������� �� � ������������ ����� �� ����� ��� ����� ��������� ��� �� ��������� �� � ���
����� 




∂tn+ �∇ · Γ�b = 0

∂tΓ + �∇ ·
�

Γ2

n
+ nγ(Se+Si)

mi

�
�b = 0

∂tSe + �∇ ·
�

ΓSe

n
�b
�
= 0

∂tSi + �∇ ·
�

ΓSi

n
�b
�
= 0

�����

�������� �� ��� ���������� ��� ���������� �� ��� ���������� ���� �������� � �� ����������
�� ����������� �����������

�∇ ·X�b = BG ∂

∂θ

�
X

B

�

��� ����� ������ ��� �� ��������� ��

∂t�U + ∂θ �F = 0 �����

�����

�U =
1

BG




n

Γ

Se
Si


 ��� �F =

1

B




Γ
Γ2

n
+ nγ(Se+Si)

mi

Se
Γ
n

Si
Γ
n


 �����

���� ��������� ������� ���� ���� ��������� �� ����� �� ��������� �� ��� ���� �����
�� �������� ���� ����� ��� ���� ���� ��� �� ��� ������ ��������� ��������� �� �������� ���
������� ����� �� ��� ����������� ������� ��� ������ ��� ����� ��������� �� �� ��������� �� ���
� ��������� ������ ���� �� ������ ���������������� ��� ��� ������������ ����������������
������ ���������� �� ���� ��� ���� ��������� ����������� ��� ������������ ������
���������� �� ���� ��� ���� ������ �� ���� ���� �� �������� � ������� ������� �� �����
������� ���������� �� ���� ���� ���� ���� ����������� �� ����������

�� ���������������� �����������

�� ���� ����� ��� ���� ��� ������� ������ ����������� ��� ������� �������� ����� �� ���
����� ���������� ��� ���� ������ ��� ��������� ����������� �� ��� ����� ��� ���������
������ ��������� �� ���� ��� �� ������ �� �� ������� ��� ����� ��������� ��������������
�� �������� ��� �����
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2
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2
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2
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2
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����� ��� ���� ����� ��� ���������� �������� ���������� ��� ��� ����

�FM
i+ 1

2
= �FM(�U l

i+ 1
2
, �U r
i+ 1

2
) ������

�FM
i− 1

2
= �FM(�U l

i− 1
2
, �U r
i− 1

2
) ������

��� ��������� �U r,l
i+ 1

2

��� �U r,l
i− 1

2

��� �������� ��������� �� ��� ���� ��������� ����

������ �� �������� ���

���� ��� ���������� �� ��� ��� �FM �� ����� �� �������� ����� ����� ���������� �� ���
������ ������ �� ��������� ����

∂�U + ∂θ �F (�U) = 0

��� �������� ��� �������� �� ��� ��� A(�U) = ∂ �F/∂�U �

A(�U) = G




0 1 0 0

−Γ2
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n


 ������

��� ����������� �� ���� ������ ��� �λ(�U) = G[v, v, v+cs, v−cs] ����� cs �� ��� ����� �����
�� ��������� ��� ��� v = Γ/n�

cs =

�
(γ + 1)

(Te + Ti)

mi
������

���� ��� ��������� ���� ��� ����� �������������

L(�U) =
1

α+ β + δ




δ 0 δ
α

−1− β
α

β 0 −1− δ
α

β
α

α
2
− v(α+β+δ)

2cs
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1/2 1/2
α
2
+ v(α+β+δ)

2cs
−α+β+δ

2cs
1/2 1/2


 ������

���

R(�U) =




1 1 1 1

v v v + cs v − cs
0 −α β β

−α 0 δ δ


 ������

����� 



α = γ Te+Ti

nγ

β = Te

nγ

δ = Ti

nγ

������

���



�� ��������� ������

��� �������� ��� ������� ����� ���������
�

�Ωl = L(�U l) · �U l
�Ωr = L(�U r) · �U r ������

��� ��� ������� ����� �����
�

�φl = L(�U l) · �F (�U l)
�φr = L(�U r) · �F (�U r)

������

����� ��� �������� ��� �������� ������ ����� ���� � ����������� ��� �������
��� k = 1, . . . , 4

�� λk(�U l)× λk(�U
r) > 0 ����

�� λk(�U l) > 0 ����
φ+
k = φlk
φ−k = 0

����
φ−k = 0

φ+
k = φrk

�����
����

αk = max{|λk(�U l)|, |λk(�U r)|}
φ+
k = 0.5(φlk + αkΩ

l
k)

φ−k = 0.5(φrk − αkΩ
r
k)

�����
������

�������� ��� �������� ��� �������� ����� ���� �� ��� �� �������� ���

�FM( �U l, �U r) = �φ+ ·R( �U l) + �φ− ·R( �U r) ������

�� ���� ������

��� ���� ������ ���� �� ��������� ���� �� ���� �� ���� ���� ����������� �����
��� ����������� ���� �� �������� ���� ���� ���� ��� ����� ������ �� �������� �������

U l
i+ 1

2
= ωi0(θi+ 1

2
)pi0(θi+ 1

2
) + ωi1(θi+ 1

2
)pi1(θi+ 1

2
) ������

���
U r
i+ 1

2
= ωi+1

0 (θi+ 1
2
)pi+1

0 (θi+ 1
2
) + ωi+1

1 (θi+ 1
2
)pi+1

1 (θi+ 1
2
) ������

��� ������������� �������� ����� ������ ��� s = {0, 1} ��

pis(θ) = bis,0 + bis,1(θ − θi+ 1
2
) ������

���



���� ������� ��������������

����

bi0,0 = Ui−1 + (2θi+ 1
2
− θi− 3

2
− θi− 1

2
)
Ui − Ui−1

θi+ 1
2
− θi− 3

2

; bi0,1 = 2
Ui − Ui−1

θi+ 1
2
− θi− 3

2

bi1,0 = Ui + (θi+ 1
2
− θi− 1

2
)
Ui+1 − Ui
θi+ 3

2
− θi− 1

2

; bi1,1 = 2
Ui+1 − Ui
θi+ 3

2
− θi− 1

2

��� ������� ω0(θ) ��� ω1(θ) ��� �������� ����� ��� s = {0, 1}

ωis =
αis(θ)

αi0(θ) + αi1(θ)
������

����

αis(θ) =
Cis(θ)

(�+ ISis)
2

������

��� �������� � �� � ����� ������ �������� � = 10−6� �������� �������� �� ����� ���
��������� ISis �������� ������������� �������� ��������� ��� ��� �������� ���� ��������
�������

ISis = (bis,1)
2(θi+ 1

2
− θi− 1

2
)2 ������

��� ������� Cis(θ) ������� �� ��� ����� ��� ��������� ����������� ��� ���� �� �������
����� �� ��� ����� θi+ 1

2
�

Ci0(θi+ 1
2
) =

θi+ 3
2
− θi+ 1

2

θi+ 3
2
− θi− 3

2

; Ci1(θi+ 1
2
) =

θi+ 1
2
− θi− 3

2

θi+ 3
2
− θi− 3

2

Ci+1
0 (θi+ 1

2
) =

θi+ 5
2
− θi+ 1

2

θi+ 5
2
− θi− 1

2

; Ci+1
1 (θi+ 1

2
) =

θi+ 1
2
− θi− 1

2

θi+ 5
2
− θi− 1

2

����� �������� �����

��� �������� ����� ���� ��� ���� ������ �� ��� ������������� ��������� ����� �� �� ���
�������� ���� ��������� ���� ��� ����������� ���� � �������� ������ ����� ����� ���������
������� ��� �������� ���������� ��� ��������� �� ������� �������������� ������ ���
����� ∂θD∂θU �� ∂ψD∂ψU ��� �������� �� ��� ��������� �������� �x ���������� ������ θ
�� ψ��

∂

∂x

�
D
∂U

∂x

�
= Ui+1

Di+1 +Di
2

xi − xi−1

dx3

−Ui
�
Di+1 +Di

2

xi − xi−1

dx3
+
Di +Di−1

2

xi+1 − xi
dx3

�

+Ui−1
Di +Di−1

2

xi+1 − xi
dx3

������

����
dx3 = 0.5(xi+1 − xi−1)(xi+1 − xi)(xi − xi−1) ������

���



�� ��������� ������

��� �������������� ������ ��� ���� ��� �� ������� ���������������� ����� ���� �� ���
���� ∂θD∂ψU �� ∂ψD∂θU � ����� ����� ��� ��������� ���� � ������ �������� ������� ���
���������

∂

∂θ

�
D
∂U

∂ψ

�
=

1

θj+1 − θj−1

��
D
∂U

∂ψ

�

j+1

−
�
D
∂U

∂ψ

�

j+1

�
������

=
1

θj+1 − θj−1

�
Dij+1

U i+1
j+1 − U i−1

j+1

ψi+1 − ψi−1
−Dij−1

U i+1
j−1 − U i−1

j−1

ψi+1 − ψi−1

�

��� �������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ������ �� � �������������� ���� ���
��� ����� ������ ������������ �������� ��� ���� ������� ���� �� ��� ��� ���� �������
���� ��� �������������� �� �������������� ����� ��������� ������������ ��� ��������� ��
��� ���������

��� ���� ��������������

��� �� �������� �������������� ����� ���������� �� ��� �������� ������������� �� ���������
����������

• ��������� ������ ��� �������������� ����� �� ��������� �� ��� ���������� �γ = 0

�� �������� ����� ����� ����� cs =
�

(Te + Ti)/mi� ��� �������������� ���� ���
��������� �� ���� �Nz ������� ���� ��� ������ �� ������ �� ��� θ������������

τadv =
Δs

cs
≈ R0qΔθ

cs
=

2πR0q

Nzcs

��� ��������� ����� �� ����������� �Te = Ti = 200 eV �� ����� ������ �R0 = 3 m��
������ ������ �q = 4� ��� ��� ��� ��� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ������� �
������� ��������� ���� τadv ≈ 10−6 s�

• ������������� ���������� ��� �������������� ���� ���������� ���� ��� �������
�������� ��������� ��� �� ��������� ��

τ⊥ =
ΔL2

⊥
D

=
L2
⊥

N2
xD

��� ��������� ������ �� D = 1 m2/s� L⊥ = 0.1 m ��� ��� ��� ������ �� ��� ������
��������� ��� ������� τ⊥ = 10−6 s�

• �������� ���� ���������� ��� �������������� ���� ���������� ���� ��� �������� ����
���������� ��

τq =
3

2
kBn

Δs2

κ0T 5/2
≈ 3

2
kBn

q2R2
04π

2

N2
z κ0T 5/2

��� ������� ������ n = 1019 m−3� κ0 = 10−11 Wm−1K−7/2� T = 200 eV = 1.73E6 K�
��� ������� τq ≈ 10−9 s�

���



���� ���� ��������������

��� ��������� ��� ������������� ��������� ����� ���������� �� ������ ������� �������
������� ���� ���� �� ������ ������������ ����������� ��� �������� ���� ��������� �� ����
����� ������ ��� ���� �� ������ ������������ ��� ������������ ����� ��� ���� ���� �����
���� ��� ������ ������������ ��� ���� ������ ��� ������ ����� �� �������� ���� ����� E
������� ����������� ������ �������������� D ������� �������� ���� ��������� ����� ��� P
��� ������������ ������

∂X

∂t
= E +D + P ������

��� ���� ������ �� ����� �� �� ������ ���� ������ ���� ��� ��� ���� ���� �� ����������
��������� ��� ��������� ��� ������� ��������� ������ �������� ��� �������� ���������� ���
�������� ������ �������� �� ����� �� � ������������ ���� ������ ���� ���� ������
��������� ������ ��� �������� ����� ��� �������������� ������ ��� ���� ��������� ������
����� ��� ������� ����� ������ ����� �� ����� �������� �� ����� �� ������ ��� ����������
�� ��� ��������� ��� ������������ ����� ���� �� �� ������ ���� �������� ����� ��������
������ ���� �� ���� ���� ����� �� ����� ��� �������� ������ �� ����� �� �������� �����

Xn+1 −Xn

Δt
=

3

2
En − 1

2
En−1

� �� �
���������������

+
1

2

�
Dn+1 +Dn

�
� �� �

��������������

+Pn+1 ������

���
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���



�������� �

������ ���������� �� ���������

��� ��������� ��� ����������� ����

��� ��� ��� �� �� ����������� (u1, u2, u3) �� �� �������� �� ����� � ��������� ���� (e1, e2, e3)�
�� ��� ������� R ��� �������� ������ �� ��� �� ������ ��� ��������� ���� �� ������ ���

e1 =
∂R

∂u1
, e2 =

∂R

∂u2
, e3 =

∂R

∂u3
�����

���� ���� �� ��� ������������ ���������� ��� ��� ������� gij = ei · ej ��� hi = gii� ���
������ X ��� �� ��������� �� ��� ��������� ���� ��������� �� �������� ����

X = X1e1 +X2e2 +X3e3 �����

��� ��� ���� ����� ��� ������������� ���� (e1, e2, e3) ���� �� ei ·ej = δij� ��� ��� ������
���� ��� ������������� ���� �� ����� �� ��� ��������

e1 = ∇u1 , e2 = ∇u2 , e3 = ∇u3 �����

��� ���� ������� ��� ������ ������� gij = ei · ej ��� hi = gii� ��������� ��� ������ X ���
�� ��������� �� ��� ������������� ���� ��

X = X1e
1 +X2e

2 +X3e
3 �����

����� ��� ��������� ei · ej = δij� ��� ������� ���� Xi = X · ei ��� X i = X · ei�

��� ����������� ����������� �� ��

��� ��������� ��� ����������� ����������� (R, z, ϕ) ���������� �� ��� ��������� ����
(eR, ez, eϕ) ��� �� ��� ������������� ���� (eR, ez, eϕ)� ���� ���� �� ������ �� ��� ���
��������� ���� (êR, êz, êϕ) �� ��� �������� (eR, ez, eϕ) = (∇R,∇z,∇ϕ) = (êR, êz, êϕ/R)�
���� ����� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ����������� (R, z, ϕ) ��� ��� ���� ������ ��� ��������

���



�� ������ ���������� �� ���������

���� �� ����� ���
B = BRêR +Bz êz +Bϕêϕ

��� ��������� ��� ����������� ����������� (ψ, θ, ϕ)� ��� ������� ���� ��� ����ψ ��������
��� ���������� �� ��� ������� ����� ����� B · ∇ψ = 0� ��� ���

B = Bψeψ +Bθeθ +Bϕeϕ

= Bψ∇ψ +Bθ∇θ +Bϕ∇ϕ

����� B · ∇ψ = 0� ��� ��� Bψ = 0�

������ ���� ��������� �� ��������� ��� ������������� �������

��� ��������

��� �������� �� ������ �� �������

∇X =

�
∂X

∂ui

�
ei

����� ��� ��� ������� u1 = ψ� u2 = θ ��� u3 = ϕ� ��� �������� ��� �������� ��������
����� ��� �������� ���� ��� ���� ��� ��������� ��������� �� �������� ��� �������������
�����������

∀A, A = A⊥ + bA�

���� b2 = 1 ��� b ·A⊥ = 0� ����� A� = b · A� �������� �� ∇� ��� ���

∇X = ∇⊥X + b∇�X

���



���� ����������

����

∇�X = b · ∇X

=
1

B
Bi(∇X)i

=
1

B
Bi
∂X

∂ui

=
1

B
B · ∇ui∂X

∂ui

����� �� ������ ϕ������������� ��� ��� ∂ϕ = 0� ���� �� ���������� ������ B · ∇ψ = 0�
��� ���� ��������� ����� �� �������� �������� ���������� �� �����

∇�X =
B · ∇θ
B

∂X

∂θ

��� ��� ������� ��� ����� ���������� ����� ���������� �� �������� ���� ����� ��� ������
������ ���� ����� ��� ����� ����

∇θ =
∂θ

∂R
∇R +

∂θ

∂z
∇z

=
∂θ

∂R
êR +

∂θ

∂z
êz

����� ��� ����������

∇�X =
1

B

�
∂θ

∂R
BR +

∂θ

∂z
Bz

�
∂X

∂θ

��� ����������

����� ���������� �� � �������� ���� ������� ������

������ ��� �� �������� ��� ������������� ��� �������� ����� �����

∇ ·A = ∇ · (A⊥ +
B

B
A�)

= ∇ ·A⊥ +
A�
B
∇ ·B + B · ∇

�
A�
B

�

∇ ·A = ∇ ·A⊥ +B∇�

�
A�
B

�

����� ��� ����

∇ ·
�
A�b
�
= B∇�

�
A�
B

�

���



�� ������ ���������� �� ���������

����� ������������� �����

�� ��������� ���������� A⊥ �� ������� � �������� ������������� ��� ���� ��� �� ���������
��

A⊥ = −D∇⊥X = −D(∇X − b∇�X)

��� ���� �� ������� ∇ ·A⊥ = −∇ · (D(∇X − b∇�X))� ��� �� ���� �� ��� ����������
��������� ��� ���� �� ������ ��� �� ������� ��������� ���� �� � �������� �� �������������
�����

ei =
ej × ek

ei · (ej × ek)
=
∇uj ×∇ui

J
�����

J = ei · (ej × ek) = [ei · (ej × ek)]
−1 = J−1

������
ei
J

= ∇uj ×∇uk = ∇× (uj∇uk)

��� ������ ���������� �� A ��

∇ ·A = ∇ · (Aiei)
= ∇ ·

�
JAi

ei
J

�

= JAi∇(∇× (uj∇uk)) + ei
J
· ∇(JAi)

∇ ·A = J−1ei · ∇(JAi)

����� ∇ = ei∂ui � ��� ���

∇ ·A =
1

J

∂JAi

∂ui

�� A = −D∇⊥X� ��� ��� �� ������� (∇⊥X)i� ��� ����� ���� (∇X)i = ∂uiX� �����

∇⊥X = ∇X − b∇�X

=
∂X

∂ui
ei − biei∇�X

��

(∇⊥X)i = ei · ∇⊥X

=

�
∂X

∂uj

�
ej · ei − bi∇�X

�����
ej · ei = ∇ui · ∇uj

bi = b · ∇ui

���



���� ����������

��� ��� ��� ���� ��� ���������� �� ��� ����������� ������ ���� ���� �∂ϕ = 0 ��� bψ = 0��
��� ����������� ��� ���

∇ ·A =
1

J

�
∂JAθ

∂θ
+
∂JAψ

∂ψ

�

��� ��� ������������� ���������
�

(∇⊥X)θ = ∂X
∂θ
∇θ2 + ∂X

∂ψ
∇θ · ∇ψ − B·∇θ

B
∇�X

(∇⊥X)ψ = ∂X
∂ψ
∇ψ2 + ∂X

∂θ
∇θ · ∇ψ

����� ��� ��������� 



∇θ2 =
�
∂θ
∂R

�2
+
�
∂θ
∂z

�2

∇ψ2 =
�
∂ψ
∂R

�2
+
�
∂ψ
∂z

�2

∇θ · ∇ψ = ∂θ
∂R
∂ψ
∂R

+ ∂θ
∂z
∂ψ
∂z

���

1

J
= ∇ψ · ∇θ ×∇ϕ =

������

∂Rψ ∂Rθ 0

∂zψ ∂zθ 0

0 0 1/R

������
=

1

R

�
∂ψ

∂R

∂θ

∂z
− ∂ψ

∂z

∂θ

∂R

�

1

J
= ∇ψ · ∇θ ×∇ϕ =

1

R

�
∂ψ

∂R

∂θ

∂z
− ∂ψ

∂z

∂θ

∂R

�

��� ��� ����������� ������������� �������� ����������� ����������� ��� ���� ���� ����
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(∇⊥X)i =
∂X

∂ui
− B · ∇θ

B
(eθ · ei)∇�X

���



���� ����������� ��������

�����

SUi
= mi

„
−νψgθψ∂ψΓ� −

„
νθ(hθ − G2) + (νψ − νθ)

(gθψ)2

hψ

«
∂θΓ�

«
×
„
∂

∂θ

„
Γ�
n

«
− B · ∇θ

B
hθ∇�

„
Γ�
n

««

+mi

“
−νψ

“
hψ∂ψΓ� + gθψ∂θΓ�

””
×
„
∂

∂ψ

„
Γ�
n

«
− B · ∇θ

B
gθψ∇�

„
Γ�
n

««

−mi

Γ�
n

„
−Dψgθψ∂ψn−

„
Dθ(hθ − G2) + (Dψ −Dθ)

(gθψ)2

hψ

«
∂θn

«
×
„
∂

∂θ

„
Γ�
n

«
− B · ∇θ

B
hθ∇�

„
Γ�
n

««

−mi

Γ�
n

“
−Dψ

“
hψ∂ψX + gθψ∂θX

””
×
„
∂

∂ψ

„
Γ�
n

«
− B · ∇θ

B
gθψ∇�

„
Γ�
n

««

��� �� ��� ����� ����� ������������������� ���������� ��� ����

SUi
� =

2πR0

kBn0c0T0
SUi

=
2πR0

kBn0c0T0
mi

(
−νψ 2πΔψ0

a2
gθψ� n0c0

Δψ0
∂ψ�Γ� −

 
νθ

„
2π

a

«2
 
hθ� −

„
a

2πR0

«2

G�2

!
+

„
2π

a

«2

(νψ − νθ)
gθψ�2

hψ�

!

×n0c0
2π
∂θ�Γ�

o
×
(
c0

2π

 
1−

„
a

2πR0

«2

G�2hθ
�

!
∂θ�

„
Γ�

n�

«)

+
2πR0

kBn0c0T0
mi

(
−νψ

 „
Δψ0

a

«2

hψ� n0c0

Δψ0
∂ψ�Γ� +

2πΔψ0

a2
gθψ� n0c0

2π
∂θ�Γ�

!)

×
(
c0

Δψ0

 
∂ψ�

„
Γ�

n�

«
−
„
a

2πR0

«2

G�2gθψ
�∂θ�

„
Γ�

n�

«!)

− 2πR0c0

kBn0c0T0
mi

Γ�

n�

(
−Dψ 2πΔψ0

a2
gθψ� n0

Δψ0
∂ψ�n� −

 
Dθ

„
2π

a

«2
 
hθ� −

„
a

2πR0

«2

G�2

!

+

„
2π

a

«2

(Dψ −Dθ)
gθψ�2

hψ�

!
× n0

2π
∂θ�n�

)
×
(
c0

2π

 
1−

„
a

2πR0

«2

G�2hθ
�

!
∂θ�

„
Γ�

n�

«)

− 2πR0c0

kBn0c0T0
mi

Γ�

n�

(
−Dψ

 „
Δψ0

a

«2

hψ� n0

Δψ0
∂ψ�n� +

2πΔψ0

a2
gθψ� n0

2π
∂θ�n�

!)

×
(
c0

Δψ0

 
∂ψ�

„
Γ�

n�

«
−
„
a

2πR0

«2

G�2gθψ
�∂θ�

„
Γ�

n�

«!)

= 3

(
− A

Reψ
gθψ�

∂ψ�Γ� −
 

A

Reθ

„
hθ� − 1

A2
G�2

«
+

„
A

Reψ
− A

Reθ

«
gθψ�2

hψ�

!
∂θ�Γ�

)

×
„

1− 1

A2
G�2hθ

�

«
∂θ�

„
Γ�

n�

«
+ 3


− A

Reψ

“
hψ�
∂ψ�Γ� + gθψ�

∂θ�Γ�
”ff

×
„
∂ψ�

„
Γ�

n�

«
− 1

A2
G�2gθψ

�∂θ�

„
Γ�

n�

««

−3
Γ�

n�

(
− A

Peψ
gθψ�

∂ψ�n� −
 

A

Peθ

„
hθ� − 1

A2
G�2

«
+

„
A

Peψ
− A

Peθ

«
gθψ�2

hψ�

!
∂θ�n�

)

×
„

1− 1

A2
G�2hθ

�

«
∂θ�

„
Γ�

n�

«
− 3

Γ�

n�


− A

Peψ

“
hψ�
∂ψ�n� + gθψ�

∂θ�n�
”ff

×
„
∂ψ�

„
Γ�

n�

«
− 1

A2
G�2gθψ

�∂θ�

„
Γ�

n�

««

SUi

� = 3
�
φΓ

θ

� − Γθ
�
��

1− 1
A2
G�2hθ

�

�
∂θ�

�
Γ�

n�

�
+ 3
�
φΓ

ψ

� − Γψ
�
��

∂ψ�

�
Γ�

n�

�
− 1
A2
G�2gθψ

�∂θ�

�
Γ�

n�

��

��� ������� ��� �������� �� ������� eθ ·ei ��� ��� ���� eθ = a/2πeθ
� ��� eψ = a/Δψ0eψ

��




hθ gθψ

gθψ hψ


 =




hθ gθψ

gθψ hψ



−1

���



�� ������ ���������� �� ���������

���



�������� �

��������������� �������� ����� ���

���� ��� ��������

��� ������������

���� ��������� �� ��� �������� �� � ����������� �������� ������� �� ���� ���������� �� �
��������� ������� �� ��� ������� �� �������� ���� ��� ���� ������� ���� ������� �� ��������
����������� �� ����� �� ������� ���� �������� �������� �� ������ ����������� ������� ���
����������� �� �� ������ ���� ������� �� �� � ����� ��������� ����� ������ ���� ���
���� �� �������� ��� ������������ �� �������� ������� �� ���� �������� �� ��� �������� ����
�� ���� ������ �� ����� �� ���� �������� �� ��� ��������� �������� �� ��� �������� ����
�� ������� ������� ����� ������� ��� ����� �� �� ������ ������������ �������� ���
����������� �� ��� ���� ��� �� ����� ������ ����� ������ �� ������������ ���������� ����
�� ��� ���� ��� ���� �� ����� �� � ������ �������������� ����������� �� ����� ���� �������
�������� �� ���� �� ��� ���� ������������� ����� ����� ������� ������ �� �������� ��
����� �� ������� ��� ��� ��������� ���� ����� ������� �� ���� ������������ ��� ��������
���� ����������� �� �������� ��������� ���� �������� �� ����� ��� ������� �����������
��������� ��� ��� ���������� �� ���� �� ��� ���������������� ��� �� ����� �� ��� ����������
���� ���� �� ���� ���������� �� ��� �� ���������� ���� ������� �� ����������� ���� ������
������ ���� ��������� ��� ������� ����������� ��� ����������� ���� ������� ����������
���� ��� ����� �� ������������ ��� �������� �� ���� �� ��� ��������� ������� ������� �� ����
�������� �� ��������

��� ���� � ������� ������� ���������� ��� ������ ���� �� ��������� ���� ���� �����
� ������ �������� ���� ���� ��� ���� �������� ������ ���� ���� ������ ���� ��� ����
�������� ���� ���� �������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ��� ������� ��������
���� ���� ��� ��������� ��� �� �������� ���� ��� �������� ���� �� �������� �� ��� ����
����� �� ���������� ���� � �������� ��� ��� �������� ���� ��� ��� ��������� ��� �������
��� ������� ��������� ��� ��� ����������� ��� ������ ����������� �� ���� ���� ��� ��
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������ ���� �������� ���������� ��� ������ �� ����� ���������� ������ ��������� ��� ��������

���



�� ��������������� �������� ����� ��� ���� ��� ��������

v = A
√
E� �� ������� ���� ���� ����� ��� ������ ��� �� ������� ��� �� ������� �� �

�������� ���������
���� �������� ������ ����� �� ������� �� �������� ���� ��� ������� ��������� ���������

��� ������� ��� �� ����� ���������� ���� �������� ����������� �� ������������� ������ ���� ����

��� ������ ���� �������� �������� ��������

��� ������ ���������� �� ��� ��������� ����� �� � �������� ���� �� ������ L ����� � ����
������ �� ������ Es1 �� ������� �� xs1 ��� ������� ��� �� ������ Es2 �� ������� �� xs2 � ��
���� ����� 2 × N ��������� ��� ��������� ������ �� ��� ���� {xi}i∈�1,N�� ���� xi = iL/N �
������ �� ���� ���� �� ��� ���� xi ��� ������� ��� ���������� ��� �� ���������� ������� ����
�������� v+� ��� �� ���������� �������� ���� �������� v− ���� |v+| = |v−| = v� E+

i ��� E−
i

������ ��� ������� �+� ��� �������� �−� ������ �������� ������� ��������� �������������
��� ������ E �� � �������� �� ����� �� ��� �������� E = VE = SδxE� ����� V = Sδx

�� ��� ������ �� � ��������� S �� ��� ��������� ������� �� ��� �������� ������������ �� ���
��������� ���������� �� ��� ��� δx �� ��� �������������� ������ �� � �������� ����� �� ���
���� ������ δx = L/N �

������ ���� ������ �� ��� ������

��� ��������� ��� �� ��� ������ ������ �� ��� ������ � ������� ���� �t → t + 1/2�
���� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� �� ��� ������� ����������� ���� ��������� �� ���
���� �� ����� ��������� ��� �� ����������� ���� �t+1/2→ t+1� ������ ����� ��� + ��� −
��������� ���� ��� ������� �� ��� ���� ���� �������� ���� �� ����� ������� ��� ���������
�� ����� �� ��������� ��� ����� ��� t + 1/2 ���� �� ������� ���� � ����� ��� ��� t + 1

���� �� ������� ���� ��� �������

������� ���� ����������� ����
�
E+�
i = E+

i−1

E−�
i = E−

i+1

�
E+��
i = E+�

i +
E−�i −E+�

i

α

E−��
i = E−�

i +
E+�

i −E−�i

α

�����

α �� � ������ ���� �������� ��� ��������� ������ �� ������ ������� ��� ���������� ��
α = 2� ��� ������ �� ��� ��� ��������� ����� ��� ����������� �� ��� ����� �� ���� �����
��� ��� ��� ���� ��� ����������� �� ������ ��������� ���� ��� ��������� ���� ������� ���
����� xis1 ��� xis2 ����� ��� ���� ������� ��� �������� ���� ���� ��� ������ �� ��� �������
�� ���������� ����������� �� ���� ��� ��� i� E±��

i = E±
i � ������ ����� ��������� ������

���
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��� �������� ��� �� �������� �� ��������� ��������� ����� ���� ��� ��������� �����������
E±
is1

= Es1 ��� E±
is2

= Es2�

�
E+
i = E+

i−1 +ΔEi
E−
i = E−

i+1 −ΔEi
���� ΔEi =

E−i+1−E
+
i−1

α
�����

���� ��������� ����� ��������� ��� ��� ����� ���� ��� �������� ����� ��� ���� E+
i = ai+b

��� E−
i = ci + d� ��������� ����� ����������� �� ��������� ��� ��� ����������� ���

�������� ����������� ��� ������� ��� ����� �� a� b� c ��� d�
�

E+
i = Es1−Es2

is1−is2+(2−α) · i+
Es2·is1−Es1·is2+Es1·(2−α)

is1−is2+(2−α)
E−
i = Es1−Es2

is1−is2+(2−α) · i+
Es2·is1−Es1·is2+Es2·(2−α)

is1−is2+(2−α)
��� i ∈ �is1, is2� �����

�� �� ���� �������� �� ������� ��� ������ ��������� ���� ��� ������ �� ���� ���� �����
��� ��������� ��� ������ s1� ���� ������ ��������� �� ����� �� ��� ��������

δE = V ·
�
2Es1 − E+�

is1
− E−�

is1

�
= V

�
2Es1 − E+

is1−1 − E−
is1+1

�
�����

����� ����� Es1 = E−
is1

= E+
is1
� ��� ���������� �� ��� δE ��� �� ��������� ��

δE = V ·
�
(E−
is1
− E+

is1−1) + (E+
is1
− E−

is1+1)
�

�����

��� ������� ���� �������� ��� ���� ��� �������� ξi = E+
i−1 − E−

i ������� ξi+1 = ξi = ξ�
���� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������� ���� ���� ����� ��� �� ���
�������� ���� ��� �������� ����� ���������� ��� ������� ���� ��� ������ A ��� B ��
������ ���� ������������� ��� ������ ��������� ���� ��� ������ s1 ��� ���� �� �������
�� δE = V(−ξA + ξB)� �� �� ������ ���� ������ �� ��� ���� ���� δt = δx/v ��� �� ���
������� S� ��� ��� ��������� ��� ���� ��� q ��

q =
δE
S · δt = v(−ξA + ξB) = qA + qB �����

����� ��������� ��� ����� ��� ��������� ���������� ��� qB

qB = v · ξB = v(E+
is1
− E−

is1+1) = v · (Es1 − Es2) (1− α)

is1 − is2 + (2− α)
�����

�������� ��� ��� ��������� ��� ������ ����������

∇E± =
E±
i+1 − E±

i

xi+1 − xi
=

1

δx
· Es1 − Es2
is1 − is2 + (2− α)

�����

��������� �������� ��� ���� �������� ��� �����

qB = −(α− 1) · δx · v · ∇E± �����

�� ������� ����������� ��� ���� ����� α = 2 �� �� ���������� �������� ����� �� ������� � �����
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���������� ������� ��� + ��� − ���������� ���� ��������� ���������� ����� ������������
���� E+

i = E−
i � ���� ������� ����� �� ������� ��� ����������� �� T ∼ E±� ��� ���� ��� ��

���� ��������� �� ��� �������� ������� ��� ��� ���� ���������� � q = −vδx∇T = −κ∇T �
��������� ���� ���������� �� ���������� ���� ��� �������� ���������� �� ���� ������������
����

κ = kBnλvth ������

����� λ �� ��� ���� ���� ����� vth �� ��� ������� ������ kB �� ��������� �������� ��� n

�� ��� ������ �������� �� ��� ���� ����� α = 2� ��� ���������� ���� ���� ���� �� δx �����
�������������� ������ �� ��� ������� ������ v ����� ��� ���� �� ��� ������� ������

��� α �= 2� E+
i �= E−

i ��� �� �� ��� �������� �� ����� ����� ������� �� ��� ���� ������
�������� �� �� ����� Ē = (E+ + E−)/2� �� ���� � ��������� ���� ���������� ��� ��� ����
��� ���� �� q = −v(α − 1)δx ∇Ē� �� ���� ����� �� ���� κ = v(α − 1)δx� �� �� ��������
���� ��� ����� ���������� �� ���� ��������� ��� ������ ��� ���� ��� ���������� ���� ����
���� �� ���� ���� �� λ = (α− 1)δx� �� ����� ��� ����������� ���� ���������� �� �����������
����� �� ����������� ����� � �������������� ������ �� ������������ n = α − 1 ��� ���� �
�������������� ����� ������ ���������� ���� ��� ����� ���������� ��� ��� ���� ���� �����

��� α ����� �� �������� ��� + ��� − ��������� ������ �� ��� �������� ���� ���� ������
� �������� ������������� ������ �� ���� ��������� ������� ����� ��������� ���� ��� ���
��� �������� ���� ∇E± → 0� ������ �� ��� ������ B �� ������ ��� ��� ��������� �� ����
Es1 = E+ �= E− = Es2 ��� ����� �� �� ����� ������������ �� ��������� ��� ���� ����
���� ����� �� ������� ��� ��� �������� �������� �� ���������� ��������� ������ α→∞ ��
�������� ��� ����� q = v(Es1 − Es2) ����� �� ���������� ���� ��� ��������� ���������� ��
���� ����

�� ������ ��� ��� ������� ������� ��� α = 2 ��� α = 30� �� ��� ���� ����� ��� ���
������ ���� E+ = E− = Ē ���� ������ ����� ������������

����������� �α = 2� ������������ �α = 15� ��������� �α = 103�

������ ���� ����������� ��������� ���� �������� �������� ��� �������� ������ �� α� E+

���������� E− ����������� ��� Ē ������ ����� ������ ��� ������� ��� ������� �� x = 5 ���
x = 15� ����� ���������� �������� ��� 3 ��� 1� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ���
������ �� ��������� �� 2× 50

�� �� �������� ����� ��� �������� λ = (α − 1)δx ����� ��� ���� �� ���� ���� ����� ��
��� �� ����������� �� ��������� ���� � ���������� �� α �� ��� ������� ���� �� ���� ��

���



���� ������ ���� �������� �������� ��������

����������� ��� ��������� ��� ��� α�

αi = 2 ·
�
max(E+

i , E
−
i )

E���

�r
������

�� ���� ����������� E��� �� ������ ����� ������ �� ������ ���� ��� ������ ����� �� ������
������ ���� ��� ���� ���� α > 2� r �� � �������� ���� ������� ��� ���� �� �� �������� ���
���� ����� α� 1 �������� ��� ������������� λ = δx(α−1) ≈ 2δx

�
max(E+

i , E
−
i )/E���

�r ∝
Ei
r� ��� ������ �������� ��� ���� ����� r = 2 �� �� ���������� �������� ����� ����������

������������ ������� ������ ��������� ���� � ���� ���� ���� ������������ �� ��� ������
������� ��� ���������� α � 1 ���� ��� ����� ���� ������������� ����� ��� ��� ���� ����
����������� ������� �� ���� �� λ � L ⇔ (α − 1) � N ����� L �� ��� ������ ������ ���
N ��� ������ �� ������������ ��������� �� � �������� �� �� ������� ������� ��� �������
��� ����� ��� �� �������� �� �� ������������

�� ��� ���������� �� ������ ���������� ��������� ��� ���� ������� �� ���� ����� �� ��
��� ������ B �� ������ ��� ����� E+ > E−� ��� ������ �� ����� �� ����





E+
i = E+

i−1 +
E−i+1−E

+
i−1

2·(E+
i−1/E���)r = E+

i−1 + ε · (E−
i+1 − E+

i−1)

E−
i = E−

i+1 −
E−i+1−E

+
i−1

2·(E+
i−1/E���)r = E−

i+1 − ε · (E−
i+1 − E+

i−1)
������

����� ε = 1/α � 1� ��� ���� ������ ���� ��� ��������� �� ��� �������� ���� ��� ��
���������� ��

E−
i+1 − E+

i−1 = E−
i+1 − E+

i + (E+
i − E+

i−1)

= E−
i+1 − E+

i + ε · (E−
i+1 − E+

i−1)

≈ E−
i+1 − E+

i = ξ = ��������

������ ��� ������� �� ������� �� ������� ��������� �������� ���� ��� E+
i �

E+
i = E+

i−1 +
B

(E+
i−1)

r
���� B = ξ · Er

���
/2 ������

�� ����������� �������� ��

E+
i =

�
E1+r
s1 + (i− is1) ·B · (1 + r)

� 1
1+r ������

��� ������� B �� ���������� ����� ξ = E−
i −E+

i−1 = 2B/Er
���

��� E−
is2

= Es2� ���������
�� �������� ���� ��� i = is2 − 1� ��� ���

2B/Er
���

= Es2 −
�
E1+r
s1 + (is2 − 1− is1) ·B · (1 + r)

� 1
1+r ������

������� �������� ���� ����� B� ξ ��� ������ ��� ���� ��� q� ��� ���������� �������
��� �������� ���� ��� ���������� �������� �� ������ ���� ��� ������� �� ��� � ����

���



�� ��������������� �������� ����� ��� ���� ��� ��������

��������� ������� ��� ���������� ������� ��� ��� ���������� �������� �� ��� ����� �����
α � 1� ��� ��� ���� ����� �� ���� ������ E��� = 0.5� E ∈ [2, 5] ��� r = 2 �����
α ∈ [16, 100] � 1� ��� ������� ��������� ���� ���� ������� ����� 100 ������������ ��
����������� ��� ������ �� ��������� ���� �� ��� ���������� �� N = 2×3000� �������������
���� �������� ��������� 3000 ������������ ���� �� ������ ��� ������� ����� 3000 � 100�
���� ���� ��� ���� �� ���������� �� � ����������� ����� ���� �� λ � L� �� ����� �� ������
������ ��� ��� ������ ���� ��� ��� i� E+

i ≈ E−
i � �� ��� ������ ����� �� ������ ��� ����

���������� ������ ���� �� ����� ��� ������ �� ��������� �� 300� ����� ��� �������� λ ∼ L

������� ��� ��� ���� �� ��� ������������ ��� ��� ������ ��� ��������� ������� E+ ��� E−

�� ������ �����

��� ���

������ ���� ���������� ������� ���� α ∝ max(E+, E−)2� Es1 = 5 ��� Es2 = 2� ����
������ ������� �������� ���� ��� ���������� �� ��������� ���� 2 × 3000 ��������� ���
��������� ���� ��� ��� i� 1/α � 1 ��� λ � L� ���� ��� ���������� �� ��������� ����
2× 300 ��������� ��� λ ∼ L� ����������� ������� ��� ������� ���� �������� E+ ������������
E− ��������� ��� Ē ���������� ���������� ����������� ������������� �� �������� ������
��� ������� ���� ������

��� ������ ���� ������������ ��������

������ ��� �������� ������ ����� ��� �������� �� ��������� �� ��������� � ���������� ��
�������� �� ��� ������ �� ����� ���� ���� v± = A

√
E±� ��� �������� ������ ��� ���

�� ���� �� ��� ���������� ������� ������� �� ��� ��������� ������������ �� �������� ���
���� ������ �� ��������� �� ������ ���� ��������� ��� �������� ������ �� ��� ������
���� � ����� ������� ������� ��� ���� �� ������ ������� ��� ��� ���� �� ������ ���������
��� ��������� ������� ���� ��� ��������� ���� �� ���� ���� ���� ��� �������� �� ����
����� ��������� �������� ���� �� ����� ������ ���� ��� ���� ����� �� ����� ��������� �� ���
�������� �������� ��� ���������� �������� ������� ��� ������������ ��� ����� �������� ���� ��
���������� ����� ��� ���� �� �������� �� ���������� ��������� �������� ������ ���� ��� ���
������ �������������� ��� ������ �� ��� ������� ����� ������ ��� ��� ��������� ����������
������� �������� ����� ���� �� ������� �� ��������� ����� ������������ �� � ������������
���� ����������� ������ ��� ���� �� ����������� ���� ��� ��� ������� �� ��� ����� ����
����������� ���� �� ���� �������������� �� ��� ���� ���� ����� ��������� �������� ���� ����

���



���� ������ ���� ������������ ��������

������ ���������� ��������� ��� ���� ������� �� ������ ��� ���� ���� �� ����� ����� ����� ��
�� ���� ������ ������� ��� ������� ��� ��������� ���������� �������� �� ��� ����������� ����
����� E+ ≈ E−� �� ����������� �������� ��� �� ����� �� ������� ��������� ����������
�� ��� �������� {x+

i } ��� {x−i }� ��� ������ ���� �����
�
|x+
i+1 − x+

i | = |δt · v+
i | = δt · A

�
E+
i

|x−i − x−i−1| = |δt · v−i | = δt · A
�
E−
i

������

����� E+
i ≈ E−

i � ��� ��� ∀i, Δx+
i ≈ Δx−i−1 ��� ��� ��� ����� ��� ������� xi ∼ x+

i ∼ x−i �
��� ������ ���� �� ��������� ��� ������ �� xi ��� ��� �� ��� ��� �� ����� Δxi = Aδt

√
Ei

����������� ��
�
N Δxi = L ����� ��� ������ �� Ei ��� ����� �� ��� ��������� ����� �� ���

�������� �������� ��� ��� �� �������� ���� ���� �������� �� ���� ����� ��� ��� �����������
������

������ ���� ������� ����������
�� ��� ����������� �������������
��� ������������ ��������

������ ���� ������ ������� �� ��� ������������
�������� ���� ��� r = 2� ���������� �������� E+

������������ E− ��������� ��� Ē ���������� �����
���������� ����������� ������ �� ���������� 2 ×
500�

�� ����������� ��� ���� {xi} �� ��� ���� ����� ��� ���� ���� ���� ������� �� ���
������� ���� �������� ����� ��� ������ �� ����� �� ��� ��������

Ei = (a+ b · i)1/(1+r) ������

����� a = E1+r
s1

− Bis1(1 + r) ��� b = B(1 + r)� �� ��� ���������� �� ���� ����� ��
��� ������ � ������ �� ������ ���� �� ����� �� ��������� ��� ����� �� xi� �� ��� ���
������������� Δxi/Δi ≈ dx/di� ������

dx = Aδt(a+ b · i) 1
2(1+r)di

xi − xs1 = Aδt
� i
is1
(a+ b · i) 1

2(1+r)di

xs2 − xs1 = Aδt
� is2
is1

(a+ b · i) 1
2(1+r)di

������

���



�� ��������������� �������� ����� ��� ���� ��� ��������

��� �������� �� ����� ��������� ��

�
xi = c+ d(a+ b · i)

3+2r
2(1+r)

i = 1
b

�
xi−c
d

� 2(1+r)
3+2r − a

b

������

c ��� d ��� �� ���������� ����� xis1 = xs1 ��� xis2 = xs2 � ��������� ��� ���������� �� i
�� �������� ���� �����

Ei =

�
xi − c

d

� 2
3+2r

������

����� �� ��� ����������� ����� ��� ��� E(xs1) = Es1 ��� E(xs2) = Es2� ��� �������� ��� ��
���������� ��� ��� ������ �� ������ ����� �� �������� �����

E =

�
E

1/β
s1 +

E
1/β
s2 − E

1/β
s1

xs2 − xs1
(x− xs1)

�β
���� β =

2

3 + 2r
������

�� ���� ����������� ���� ����� � ������� ��� ���� ����������� ��� ���� ��� ��� ��
���������� �� �� ��� �������� �������� ��� �������� ���� ��� �������� �� ��� � �������� ��
��� ������������

q =
V·(E+

i −E
−
i+1)

S·δt = � · A√Ei E
+
i −E

−
i

xi+1−xi

= −A · � · (α− 1)
√
Ē∇Ē

������

�� ������ ���� � ���������� ������� ���������� ������� �� ��� ����������� ���� ���
r = 2 ��� ��� ����� ���������� ���������� �� �������� ��� + ��� − ��������� ������ ���
������ ��� ������� ���� ����� ��� ��������� ��� ������ ����� ����� �������� ��� �����
���������������

�� ���� ����� ��� ���������� �� ��� ���� ��� �� ��� ������ �� ��� ���� r = 2� ��
�� ��� ��� ������ �� ��������� �� ���� �������� ����� �� 500� ��� ������ �� ��� ������ ��
������ �� Es1 = 1.05 × E0 ��� Es2 = 0.95 × E0 ����� E0 �� � ��������� ���� ���������
��� ������ �� ��� ������� �� ������ E��� = 0.8 ��� ����������� ��� ��������� ��� ������
�� E0 ������� 2 ��� 200� � �������� ��������� ������������� N����� = 500 ������������
�� �� ������� ���� ��� ������ �� ��� ������ ����� α ���������� ��� ������ �� ������������
��������� �� ����������� ��� ������ �� �������� �� �� ����������� ��� α = 2(E0/E���)

2 < 500�
�� ���� �� �������� �� ����� ��� �������������� ν∗ �� ν∗ = N�����/α� �� ��� �� � �����������
������ �� ν∗ > 1 ���� �� E0 < 13� ��� E0 > 13� ��� ������ �� ���������� ��� ��������
������� ��� ������ �� ������� L� ��� ���� ����� ��� �������� ��� ������� �������� �� Ē�
�� ������ ����� �� ������� ��� ���������� ���� ������������ κ = q/Ē �� � �������� �� E0�
�� ������ ����� �� ������� qL/(Es1 − Es2)�

�� ������ ����� �� ������ ���� ��� ��� �������� �� ���� q ∝ E
5/2
0 (Es2 − Es1)/L�

�������� ��� ��� ��������� �� ���� ∇T ≈ (Es2 − Es1)/L ���� q ∝ E
5/2
0 ∇T � ����

�������������� �� ��� ����������� ������������ ������� ��� ���� ������� �� ���� q ∝√
E0(Es2 − Es2)/L ∼ vth(Es2 − Es2)� ���� �� �������������� �� ��� ��������� ������� ���

��������� ������ ��� ν∗ = 1� �� ��������� �� ������ ����� �� ������ ���� ���� ��� ������

���
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��� ���

������ ���� ���� q/{(Es1−Es2)/L} �� � �������� �� ��� ������ �� ��� ������ E0� �������
���� ������� ��������� ���������� ��� ���������� ���� ���������� �� ��������� ������� �����
��� ������� ��� ����������� ���� ������ ���� �������� ���� ������������ κ = q/∇Ē �� �
�������� �� ��� ������ �� ��� ������ E0� ���������� ������� ���������� ����� ��� ������

������ ���������� κ ∝ E
5/2
0 � ��� �������������� �� ������� ���� ���������

���� �� Ē = (E+ +E−)/2� �� ������� ��� ������������ ���� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ��
��� ������������� ���� �ν∗ < 1��

��� ������ ���� ��� �������� �������

��� ��������� ��� ���� ����� ��� ��� ��� ��������� �� ������� �� ������ ������� ��
������ ���� ��������� ������ � ���� ������� ��� � ���� ��������� ��� ���� ��������������
��������� ����� ���� ��� ���� ������� ��� �������� �� ���� ���� ����� ��� ������ ���������
����� ������ ����� ������ �� ��� �������� ����� ��� ������� ����� ��� ������ �� �������������
�� ���� ������� ���� ��������� �� ��� ���

E ← (1− α)E + αĒ ������

�����
Ē =

1

4

�
E+ + E− + E2+ + E2−� ������

����� E2+ ��� E2− ������� ��� ������ �� ������������ ���������� ����� ��� ��� ���������
�� ��� ���� ��� ���� ��������� ��� ��� ��� ����� �� ��������� ����� �� ��� ���� ��� ����
��������������� ��� ������� ���� ��� ����� ������� �������� ���� � ������ ����� �� ��������
���� ��� ����� �� ��� ����� �� α ��� ����� ��� ���� ��������� ��� ����������� ��� ��� ���� ���
��� ���������� ������� ��� ���������� ��� ���� ���������� �� �� ������� ��� ��� ����� ����
������������ κ = q/∇E �� � �������� �� E� ��� ������� ��� ����������� �� ������ ����
��� ������� ���� �� ��� ����� ���������� ����� ��� ����� ��� ��� ����� �� ��������� ��
��� ���� ��� ���� ����������� ��������� ��� ���� ������������ ����� ��� �� ��� ������ ���
���� ��� �� ��� ����� ����������� ����� �� �� ��� ������ ����� ����� �� �� ���� ��� ��������
�� ������ � ������ ���������� q = κ∇Ē ���� κ ∝ Ēγ� ���� ������� ���� ��� ������� ��
��������� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ����������� �����
������������� �� ��� ���������� ���� ����������� ������ �� ��������� �������

���



�� ��������������� �������� ����� ��� ���� ��� ��������

������ ���� ���� ������������ �� � �������� �� ����������� ��� ��� ��� ������� �� ��������
������� ��� ���� �� ���� ������������ �� ��� ������������ ����� �� ����������� �� �������
�������� �� ��� ��� ������� ������� ��� ���������� ��� �������������� �� ��� ��� ������� ��
���������� ��� ��� ������� ������ ����������� �� ν�2 < 1 ��� ν� > 1�

��� �����������

��� �������� �� ������ ������ ����� ������ �������� ����� ����� �������� ��� ����������
������������ �������� �������� �� ��� ����������� ������� ����� ��� ���������� ���� ������
������ �� ��������� �������� ��� �������� �� ��� ���������� ���� ���� ���� �� ��� ���������
���������� ���� ���������� ��� �� �������� ���� ��� ��� �������� ���� � ������� ���������
������� �� ����������� � ������� �� ��� ������������ �������� ���� ���� �� ��� ������� �����
������� �� ����������� �� ���� ������� ������� ��� ������������ ���������� � �����������
�� ���� ���� ����� �� �� ��������� ���� ���������� �� ����������� ����������� ������������
���� ��� ���� ���� ������� ��������� ��� ����������� ��� ������������ ��������� ��� �������
����
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