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Introduction

La méthode des orbites est un moyen de construire des représentations unitaires irré-
ductibles d’un groupe de Lie G & partir d’une orbite coadjointe de G. Cela correspond &
un probléme de quantification d’une variété symplectique munie d’un groupe de symétrie
qui agit transitivement.

Réciproquement, partant d’une représentation unitaire irréductible 7 d’un groupe de
Lie G dans un espace de Hilbert 3, on peut construire une application moment équivariante
qui associe, a chaque vecteur C*° ¢ non nul de H, une forme ¢(£) du dual de I'algébre de
Lie g de G. L’image de I'application v est en général ’enveloppe convexe fermée de I'orbite
coadjointe associée a la représentation 7. Cette opération consiste donc a déquantifier
I’espace H.

Une question naturelle se pose : Deux représentations unitaires irréductibles inéquiva-
lentes donnent-elles lieu 4 deux ensembles moments différents ?

Malheureusement, la réponse est négative : plusieurs orbites coadjointes peuvent avoir
la méme enveloppe convexe |Wil|, la déquantification ci-dessus n’aboutit donc pas a une
application réciproque de la méthode des orbites.

Notre but ici consiste & remplacer G' par un groupe G© plus grand et a étendre les
représentations unitaires irréductibles génériques m de GG en des représentations unitaires
irréductibles 7" de G, de facon qu’en séparant les orbites coadjointes de G* par leurs
enveloppes convexes, on puisse séparer les orbites coadjointes de G.

Soient G un groupe de Lie réel d’algébre de Lie g, (7, H) une représentation unitaire de
G et H™ le sous espace des vecteurs de classe C* de H. Soit g* I'espace vectoriel dual de
g. Dans [Wi] en 1992, Wildberger a introduit ’application moment 1, d’une représentation
unitaire m de dimension finie de G. Il s’agit de ’application moment naturelle de ’action
fortement hamiltonienne de G sur la variété symplectique (et banachique) PH de Pespace
H de la représentation 7. Il étend alors cette notion au cas ot dim H est infinie en posant :



Définition A :

— L’application moment est définie de PH™ dans g*, pour tout & € H> \ {0}, par :

1 (dr(X)€[E)
Tr X)=-——"2 VX
w0 = 1) g
ot (|) désigne le produit scalaire sur H. On notera simplement V(&) I’élément V- ([€])

de g*.
— L’ensemble moment I, de la représentation m est l'adhérence dans g* de l'image de
Uapplication moment :
I, = ¢ (PH>).

Dans [Wil] et [Wild], Wildberger a alors donné une description explicite de I’ensemble
moment I, dans le cadre des groupes de Lie compacts puis celui des groupes de Lie nilpo-
tents connexes et simplement connexes. Plus précisément, il a démontré qu’alors I; est la
fermeture de I'enveloppe convexe de l'orbite coadjointe O, associée a m par la théorie de
Kirillov c’est-a-dire

I = Conv(0O,).

Rappelons que le dual unitaire G dun groupe de Lie G nilpotent, connexe et simple-
ment connexe est en bijection avec 'ensemble g*/G des orbites coadjointes de G.

Plus tard, ce résultat a été généralisé par D. Arnal et J. Ludwig |A-L] pour les groupes
de Lie résolubles connexes et ils ont montré que ce résultat est vrai pour la plupart des
représentations m € G, quel que soit G.

Notons de méme que les mémes auteurs montrent que si 7 est une représentation unitaire
quelconque d’un groupe de Lie résoluble, I’ensemble moment [, est toujours une partie
convexe de g*.

Par ailleurs, M. Selmi donne dans [S| un critére de la non convexité de I’ensemble mo-
ment d’une représentation de la série discréte holomorphe.

Dans le but de caractériser les représentations unitaires irréductibles de G nilpotent, les
auteurs, dans |Ba-L-S|, définissent une extension de 'application moment :

Définition B :

On appelle application moment généralisée 'application sz\; définie de H™ \ {0} dans
A(g)" par :

5o = (TR, v e agg) e € 90\ (o)



ot A(g) est l'algébre enveloppante de g.

L’ensemble moment généralisé est 2//1\;(3{00 \ {0}) qui est une partie faiblement fermée
du dual A(g)* de A(g).

Remarquons que cette extension fait perdre a l'application moment ¢, son interpré-
tation géométrique initiale qui vient d’une action fortement hamiltonienne de G sur une
variété symplectique de dimension infinie comme nous le verrons dans le troisiéme chapitre
de cette thése.

Supposons G nilpotent, connexe et simplement connexe.

Notons o : S(g) — 2(g) la bijection :
o(Xi.. . Xp) =Y Xy Xory) € Ag),

TES

elle permet de définir la filtration usuelle de 2A(g) : 2,(g) = Z o(S*(g)).
k<n

Enfin, si {0} = go C ... C g, = g est une suite de Jordan Hoélder de g, on sait que cette
suite définit un ouvert de Zariski {2 C g*, invariant, union d’orbites de dimension maximale
(voir [Puk].)
Nous dirons que les orbites de §2 sont les orbites génériques de g* et que les représentations
associées sont les représentations génériques de G.

Les auteurs dans [Ba-L-S| démontrent alors le théoréme suivant :

Théoréme A : Pour chaque groupe de Lie nilpotent, il existe un entier n tel que %Imn(g)
caractérise .

En se restreignant aux représentations m génériques, leur méthode donne explicitement
n = Mazx {degré(Py)} o Py est un systéme de générateurs polynomiauz des fonctions
rationnelles invariantes.

En outre, la méthode des orbites décrit aussi trés bien le dual unitaire G dun groupe
de Lie G exponentiel : on a, ici aussi, G =~ g*/G. On a une notion semblable d’orbites
génériques dans ce cas la, mais les fonctions invariantes qui les caractérisent peuvent étre
transcendantes.

Le théoréme A a été généralisé en 2000 au cas exponentiel par [A-Ba-L-S| en :

Théoréme B : S5i G est un groupe de Lie exponentiel, alors Yy caractérise la repré-
sentation ™ ou, ce qui revient au méme, ['orbite O.



Finalement, en utilisant la notion de vecteurs analytiques d’une représentation unitaire
irréductible © d’un groupe de Lie quelconque, les auteurs de [A-A-L-S] étendent le théoréme
2 a tous les groupes :

Théoréme C : St G est un groupe de Lie quelconque alors {Z}vﬂﬂ(g) caractérise .

Revenant sur le théoréme A, on cherche une extension d’une autre nature, plus géo-
métrique, de 1. Par exemple, si G est nilpotent connexe et simplement connexe, si n est
I'entier de I'énoncé du théoréme A et Z(g) le centre de 2(g), on peut prendre le groupe G
dont I'algeébre de Lie est g© = g x (Z(g) N2A,(g)). On voit que {/};m@(z(g)mn(g)) est applica-
tion moment 1 d’une représentation 7* de G, extension naturelle de 7. Les ensembles
moments [+ de ces extensions séparent les représentations génériques w de G.

Le but ici est de montrer que I'on peut séparer les représentations unitaires irréductibles
d’un groupe de Lie G en restant dans le cadre de 'application moment géométrique usuelle.

En 2007, dans [A-S], les auteurs supposent G' exponentiel et définissent :
Définition C :

On appelle surgroupe séparant d’un groupe de Lie exponentiel G la donnée de :

— un G-module V de dimension finie qui définit le surgroupe de Lie Gt = G x V,

— une application non linéaire ¢ de g* dans (g*)*, telle que GT.0(€) = p(G.£) et
sépare les représentations de G au sens suivant.

Notons m" la représentation associée i p(0), si O est Uorbite de w. On impose que :

]ﬁr = Iﬂ; st et seulement st m ~ o

ou, ce qui revient au méme
Conv(01) = Conv(0y)  implique 07 = Os.

On notera (G, ) ce surgroupe séparant.
Les auteurs montrent qu'un tel surgroupe séparant existe toujours, mais avec une fonc-
tion ¢ trés irréguliére.



Dans le premier chapitre de cette thése, on va généraliser la définition C & un groupe
de Lie quelconque.

Méme si la méthode des orbites s’applique pour les représentations génériques de G, elle
associe en général plusieurs représentations unitaires irréductibles a une orbite O donnée.
Dans ce chapitre, on cherche d’abord a séparer les orbites génériques de g* au moyen d’un
surgroupe (G, ), mais avec ¢ polynomiale de degré au plus 2. On dira alors que G est
un surgroupe quadratique de GG. On cherche donc les conditions suffisantes pour 'existence
d’un tel surgroupe.

Dans un second temps, on sépare les représentations unitaires irréductibles de G grace
a une extension G*" de G et en définissant, a partir de ¢, une application injective
d:.G— G,

Par exemple, si G est nilpotent et si ’algébre des fonctions polynomiales invariantes sur
g" est engendrée par les fonctions de degré au plus 2, une telle application quadratique ¢
peut étre définie & valeurs dans le dual de I'algébre de Lie gt = g x (Z(g) N 2Ax(g)).

Donc l'existence d’un tel surgroupe quadratique semble étre une limitation trés forte sur

la structure du groupe G. Dans le chapitre 1, on montre que les surgroupes quadratiques
existent pour un grand nombre de groupes. Plus précisément, on commence par la preuve
d’un lemme de stricte convexité : une application quadratique permet essentiellement de
retrouver un sous ensemble fermé A de R", & partir de 'enveloppe convexe de ¢(A) ou ¢
est une application quadratique.
Si G est un groupe de Lie exponentiel spécial (I'algébre de Lie g de G contient un idéal
abélien a de codimension la moitié de la dimension des orbites coadjointes génériques dans
g"), on utilise ce lemme pour I’ensemble moment d’une représentation irréductible géné-
rique 7 de G et pour le dual d'une algébre de Lie d’'un surgroupe G construit a partir de
a. Ceci prouve D'existence d’un surgroupe quadratique Gt et une application ® séparant
les représentations génériques de G pour les groupes spéciaux.

Grace a ces deux propriétés, on montre alors que tous les groupes de Lie nilpotents G
connexes et simplement connexes de dimension inférieure ou égale & 6 a ’exception d’un
seul groupe dont lalgébre de Lie est notée g 20 admettent un surgroupe quadratique G et
une application séparante ®. Pour g 29, on construit un surgroupe quadratique faiblement
séparant (G, ), c’est a dire tel que

Conv(p(0;)) = Conv(p(0s)) = 01 = O,.

On étudie ensuite les groupes de Lie résolubles de petite dimension dimG < 4 :
— Si G est exponentiel alors on sépare les orbites et donc les représentations.



— Parmi les G non exponentiels, il y a deux groupes de Lie tels que leurs stabilisateurs
génériques ne sont pas connexes, on généralise alors la définition C et on sépare les
représentations par une application ®.

— Parmi les groupes de dimension 5, on a ’exemple du groupe de Mautner qui n’ad-
met pas de surgroupe quadratique. On sait d’ailleurs que la méthode des orbites ne
s’applique pas directement & ce groupe.

Ainsi, si G est un groupe de Lie résoluble de dimension inférieure ou égale a 4, alors G

admet un surgroupe quadratique et une application séparante ®.

Ensuite, on étudie le cas de SL(2,R) et de son revétement universel pour lesquels le
méme raisonnement s’applique et on peut séparer ses représentations génériques avec un
surgroupe quadratique (G, ) et une application ®. On termine le premier chapitre par
un exemple d'un groupe ni résoluble ni semi simple, le produit semi direct G = SO(4) x R*
qui n’est pas spécial et dont 'un des invariants est de degré 4. On construit cependant
explicitement pour ce groupe un surgroupe quadratique et une application séparante .

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le cas des groupes de Lie semi simples déployés,

pour lesquels I’algébre des fonctions polynomiales invariantes est une algébre R[Ty, ..., T}
trés bien décrite, en particulier on connait le degré maximal n des fonctions 7}.
On montre ici que, contrairement au cas nilpotent, on ne peut probablement pas trouver de
surgroupe (G, @) séparant les orbites génériques avec ¢ polynomiale de degré p < n. Plus
précisément, on considére le cas G = SL(n,R), pour lequel le degré maximal des fonctions
Ty est n et on étudie la séparation de ses orbites :

1. On décrit 'ensemble 2 des & génériques de g*. Les fonctions polynomiales invariantes
T Tr(xk), k =2, ...,n séparent presque les orbites O de ). D’autre part :

Conv(0) =g¢*, VO C Q.

On en déduit que SL(n,R) admet un surgroupe de degré n séparant presque les
orbites génériques.

2. Si (Gt = G x V, ) est un surgroupe quadratique séparant les orbites de 2, alors il
existe un surgroupe quadratique de la forme (G x (g+5%(g)), ¢) séparant presque les
orbites génériques. Par I'étude du G-module S*(g), on montre que ceci est impossible
sin > 2.

3. Sin = 4, on montre de méme que SL(4, R) n’admet pas de surgroupe cubique (G, ¢)
séparant presque les orbites génériques (¢ de degré 3.)

Dans le dernier chapitre, on revient a une étude géométrique et explicite du probléme :
on utilise la notion de variété de Fréchet pour interpréter v, comme une vraie application



moment et au lieu des représentations d’un surgroupe, on utilise des actions hamiltoniennes
naturelles de ce surgroupe. On montre ici :

1. pour toute représentation unitaire (m, H) d'un groupe de Lie G, PH est une variété
de Fréchet ‘symplectique’ naturelle et 7 définit une action fortement hamiltonienne
sur PH*, d’application moment C'* ¢, donc 'ensemble moment I, a une définition
géométrique claire.

2. pour toute représentation (m, H), Hg® est une variété de Fréchet symplectique, G x Hg’
est un groupe de Lie Fréchet qui agit naturellement de fagon hamiltonienne sur J(3’.
Notons A cette action. L’ensemble moment I, correspondant se projette dans g* en
q(Iy). On a q(I) = C(I,) on C(I,) est le cone s’appuyant sur I.

3. En prenant H = & __sH,, on peut étendre chaque représentation 7 € G de G en une

action 7 hamiltonienne de G = G x Hy sur (H °)g.
En posant ®(7) = 7, on montre que (é, ®) est un surgroupe séparant universel,
c’est-a-dire :

Iz = Iz siet seulement si 7 ~ 7.
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Chapitre 0

Préliminaires et généralités

0.1 Représentations d’un groupe de Lie

Définition 0.1.1

Sotent G un groupe de Lie et V un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie
ou infinie. On appelle représentation de G dans V un homomorphisme de groupes w, continu
de G dans GL(V') pour la topologie de la convergence simple. On notera la représentation
par (m,V). La dimension de V' s’appelle dimension de 7.

On dit qu’un sous espace W de V est stable par m ou un sous espace invariant si

m(gW C W, Vg e€QG.

Dans la suite on ne considére que les deux cas suivants :
1. dim V est finie, on dira aussi que V' est un G-module.

2. V est un espace de Hilbert de dimension finie ou infinie et 7 est unitaire : 7(g) est
un opérateur unitaire pour tout g € G.

Définition 0.1.2
Soit H un espace de Hilbert compleze. On dit qu’une représentation (w, H) de G est
unitaire si elle vérifie :

Vge G < (n(g)v|r(g)v) = (v|v), Vge G, Yve H.

Pour une représentation unitaire, si U est un sous espace fermé invariant alors son ortho-
gonal UL est aussi fermé et invariant.

11



12 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES

Définition 0.1.3

1. Soit (7w, V') une représentation réelle ou complexe de dimension finie ou infinie de G.
Alors (m, V') est dite irréductible si les seuls sous espaces fermés invariants sont V

et {0}.

2. Soient (w1, V1) et (ma, Vi) deux représentations de dimension finie (resp. unitaires)
de G. Une application linéaire T : Vi —> V5 est dite un opérateur d’entrelacement
St :

T(m(g)v) = me(g)T(v), Vge€ G,veV.

Si m et my sont unitaires, on ne considére que des entrelacements T préservant les
produits scalaires :

(T'(v1)|T(v2)) = (v1]va), Vui, v € V1.

3. Si de plus Uopérateur d’entrelacement T : Vi — Vy est bijectif (resp. unitaire) alors
les deuz représentations (w1, V1) et (ma, V) sont dites équivalentes. C’est la une rela-
tion d’équivalence, d’ot la notion de classe d’équivalence de représentations.

Notation :

Les classes d’équivalences des représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie
G forment un ensemble appelé le dual unitaire de G et noté GG. On se permettra parfois
d’écrire m € G pour désigner un représentant d’une classe [7] de G.

Définition 0.1.4
Soit (7, H) une représentation unitaire d’un groupe de Lie G. Un vecteur v de H est
dit un vecteur C*° si l'application

G —- H
g = 7w(gv

est C°. L’ensemble des vecteurs C'™ est un sous espace vectoriel invariant, noté H™, de
H. On notera que si H est de dimension finie, Uapplication g — 7(g)v est analytique quel
que soit v.

Si H est de dimension infinie, ’ensemble H> est dense dans H, en dérivant I’application
ci-dessus, on définit, pour tout v € H™ les vecteurs

d
' (X)v m(lexptX)v, Xeg, 7(Xi...Xp)v=— mw(exptXy)(7(Xz...X,n)v).

- E\t:o dt |t=0
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On peut alors munir H> d’une famille de semi-normes. L’espace H™ est alors un espace
de Fréchet pour sa topologie naturelle définie par la famille de semi-normes, telle que, si
(X1,..., X)) est une base de g,

v pu(v) = sup |7(Xy) .7 (X))
T1yeenyin,
Il est facile de voir que si T" est un entrelacement unitaire entre deux représentations
unitaires (71, H;) et (mq, Hy) de g, alors T(HT®) C H® et T est continu pour les topologies
d’espaces de Fréchet sur JH7° et F(5°.

0.2 Variété symplectique

Définition 0.2.1
Soit M une variété différentiable de classe C™. On dit que le couple (M,w) est une
variété symplectique si w est une 2-forme différentielle sur M, qui vérifie :
1) w est non dégénérée, c’est a dire, pour tout X de M, la forme bilinéaire w(z) (définie
sur T, M) est non dégénérée
2) dw =0 c’est a dire w est fermée.

Exemple :

Soit (m, H) une représentation unitaire de dimension finie d’un groupe de Lie G. Alors
si (| ) est le produit scalaire sur H, la 2 forme w définie par :

wy (w1, we) = TJm(wy|ws)

est une forme symplectique : I’espace sous-jacent Hg est un espace symplectique.
Notons (PH)g la variété réelle (de dimension 2 dim H — 2) sous-jacente a 1’espace projectif
PH. Siv e H\ {0}, v définit une carte locale naturelle ¢, de (PH)g, centrée en [v] :

wollw]) = [loll” € ().

(v |w)

Avec ces cartes, on peut définir une forme w sur (PH)g, en posant :

m(dp,(Wh)|dp,(W2))
(v]v)

On vérifie que w est fermée et non dégénérée : (PH)g est une variété symplectique (cf.
[Wild]).

J
Wi (W1, Wa) =
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Définition 0.2.2
Soit (M,w) une variété symplectique. Alors pour tout f € C(M), il existe un unique
champ de vecteurs Xy € X(M) appelé champ de vecteurs hamiltonien associé & f vérifiant :

iI(Xy)w = —df.
On définit alors le crochet de Poisson sur C*(M) par :
Vfig e CR(M), {f.g) = w(Xp, X,) = (X w(X,).
On a noté i le produit intérieur, si o est une p-forme, i(v)a est la (p-1)-forme :
i(v)aur, ..., up-1) = a(v,ur, ..., up-1),

pour tout champ de vecteurs v sur M. L’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens est

noté H(M).
Exemple :

n
Soit M = R*", avec des coordonnées (21, ..., Tn, Y1, .-, Yn). La forme wy = Z dx; \dy;

est symplectique, alors pour tout f,g € C*(R*")

of o of 9f Og af 9y
Z ouor. 2 ar,0y O Vo= Z ;O zi:@xi oy

Un champ de vecteur hamiltonien préserve la forme w : Ly, w = 0. En effet :

Lx,w = (ix; od+doix,)w = —d(df) = 0.
Cependant il existe des champs de vecteurs X qui préservent w mais qui ne sont pas
hamiltoniens. Par exemple, prenons M = (R/27Z) x R, si on note ([z],y) un point de
M, la forme dx est une 1-forme fermée bien définie sur M. On munit M de la forme

0
symplectique w = dx A dy. Le champ de vecteurs X = 5’_y vérifie i(X)w = —dz, il préserve

donc w mais il n’est pas hamiltonien. Sur le tore, il n’existe pas de fonction f telle que
df = dx.
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0.3 Action hamiltonienne

Définition 0.3.1

1. Une action (& gauche) d’un groupe de Lie G sur une variélé différentiable M est
la donnée d’une application de classe C, X : G x M — M qui a (g,z) associe
Mg, z) = A\y(2) = g.x vérifiant :

1) ANg1;M(g2,2)) = A(g192, T)
2) Me,z) = x, avec e est I’élément neutre de G.

2. On appelle orbite de x de Daction de G sur M, le sous ensemble :
0. ={\g,z), Vg e G} =G.x.

3. On appelle stabilisateur de G en x, le sous groupe fermé de G défini par :
G(z)={9€ G, Mg,z) = x}.

Définition 0.3.2

Soit G un groupe de Lie ayant une action & gauche X\ sur une variété M et X € g.
On appelle champ de vecteurs fondamental associé a X le champ de vecteurs

d
Xup(x) = E/\(exp —tX,x)

lt=0"
L’application X — X, est un homomorphisme d’algébre de Lie, pour tout X et Y de g,
(X, Y])ay = [Xar, Yad] -

Définition 0.3.3
Soit G un groupe de Lie ayant une action & gauche sur une variété symplectique (M, w).

1. On dit que l'action est symplectique si, pour tout g de G :
Aw=w  On dil aussi que Ng est un symplectomorphisme de M.

2. On dit que laction est hamiltonienne si, pour tout X de g,
i) X\ est symplectique (ceci implique que Xy préserve w.)
i) Xy € H(M) c’est a dire pour chaque X de g, il existe une fonction C* sur M,
f, telle que Xy = Xy.

Proposition 0.3.1 Soit A\ une action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur (M,w),
alors :
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1. Il existe une application linéaire de g dans C°(M) qui & X associe Jx tel que pour
tout X € g, Xy est le champ hamiltonien associé a Jx c’est a dire Xy = X,

2. 1l existe une application 1 : M — g* définie par ¥(x)X = Jx(x).

L’application 1 est appelée 'application moment associée @ \.

L’application 1 n’est pas unique, mais si xy est un point de M, il y a une seule appli-
cation moment 1 telle que ¥ (xy) = 0.

Définition 0.3.4
On dit que laction \ est fortement hamiltonienne si elle est hamiltonienne et si pour

tout X, Y €g, ona:
{Jx, Iy} = Jix -

Exemple :

Soit, (7, H) une représentation unitaire de dimension finie d’un groupe de Lie G, G agit
naturellement sur les variétés symplectiques (Hg,w) et (PHg,w) par :

Mglv=m(g)(v), veH geG (resp. Ag)lv] = I[r(9)(v)], veH\{0},g€q)
Un calcul direct montre que la premiére action est hamiltonienne, puisque la fonction

1
Jx(v) = =Im(7'(X)v|v) est une fonction hamiltonienne pour le champ Xy, , cette action

est fortement hamiltonienne, 'application moment ) s’annule en v = 0.

De méme laction sur PHg est fortement hamiltonienne, d’application moment (voir
[Wild]) :
1 Im(a'(X)vlv)
I Ry —

$([e]) () o

0.4 Le cas des groupes de Lie résolubles

Définition 0.4.1

1. Une algebre de Lie réelle g est dite nilpotente si sa suite centrale descendante, définie
par : ‘ 4
Clg=g, Cg=[gg], ....C"g=[g,Cy

vérifie CPg = {0}, pour un certain entier p.
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2. Une algébre de Lie réelle g est dite résoluble si sa suile dérivée
D’g=g, D'g=[g,9], ...,D'"'g=[D'g. Dy

vérifie DPg = {0}, pour un certain entier p.

Si g est nilpotente, il existe une suite d’idéaux go =0 C g1 C ... C g, = g tels que
dim g, = k pour tout k, de plus on a [g, gx] C gx_1. On dit que (gx) est une suite de Jordan
Holder pour g.

Si g est résoluble, sa complexifiée gc = s admet aussi une suite de Jordan Holder
s9 C 51 C ... C 5, = s. Mais cette suite n’est en général pas réelle et pour tout k, il existe
une racine f € s* telle que si X}, appartient a s \ 551, alors pour tout X de s, il existe
Ui_1 dans s,_1 tel que :

(X, Xi] = fe(X) Xk + Up_1.

Définition 0.4.2

1. Soit g une algeébre de Lie réelle, G son groupe de Lie conneze et simplement connexe
et soit exp : g — G lapplication exponentielle. Le groupe de Lie G est dit groupe de
Lie exponentiel si ['application exp est un difféomorphisme global. Cette condition est
équivalente a la suivante :

g est résoluble et ses racines fr sont presque réelles c’est a dire pour tout k, il existe
ar € R et g € g* tels que fr, = (1 + ioy) gy

2. Un groupe de Lie exponentiel G est dit spécial st son algébre de Lie g contient un idéal

abélien a de codimension la moitié de la dimension des orbites coadjointes génériques
dans g*.

Il est bien connu que si G est exponentiel, chaque représentation unitaire irréductible m
de G est associée a une orbite coadjointe O, de g* par la construction suivante(voir |Ber]) :
soit £ € g*. On prend une polarisation en £, c’est & dire une sous algébre réelle b telle que
(¢,[h,b]) est de dimension maximale. Parmi ces polarisations, on peut en trouver une qui
satisfait la condition de Pukanszky : H.0 = ¢ + b*, avec H = exp(h).

Pour une telle polarisation de Pukanszky, on définit 7, par :

a
7Tg7b = IndHXg
ol Yy est le caractére unitaire de H :

yelexp X) = X vX ep.
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On montre alors que my est irréductible et sa classe ™ € G dépend uniquement de 'orbite
coadjointe de £. De plus ¢ — [m] définit une bijection K, dite bijection de Kirillov, entre

a*/G et G.

Si G est résoluble connexe et simplement connexe non exponentiel alors, si G est de
type I c’est a dire les orbites coadjointes sont entiéres et ouvertes dans leurs adhérences,
ses représentations unitaires irréductibles sont données par la théorie d’ Auslander-Kostant
(cf. [A-K]) qui est une généralisation de ce qui précéde. En général, a une orbite, on associe
plusieurs représentations inéquivalentes.

Le premier groupe de Lie résoluble qui n’est pas de type I est le groupe de Mautner de
dimension 5 et pour lequel la méthode des orbites ne s’applique pas directement.

Supposons d’abord G nilpotent. On montre dans le premier chapitre que si GG est spé-
cial, alors il existe une application quadratique ¢ qui sépare les orbites génériques de g*.
De méme, si l'algébre des fonctions polynomiales invariantes sur g* est engendrée par des
fonctions de degré au plus 2, une telle application quadratique séparante existe. On donne
ici un exemple d’une algeébre de Lie nilpotente de dimension 5 qui n’est pas spéciale mais
telle que les invariants qui caractérisent ses orbites sont au plus quadratiques, en utilisant
la méthode de M.Vergne ([Ver|) pour déterminer ces invariants.

Exemple :
Soit I'algébre de Lie g = g5 4 de dimension 5, définie par les relations de commutations :

(X1, Xo] = X3, [X1,X3] =Xy, [Xo, X3] = X5,

On pose gs_ = Vect(Xgi1,...,X5). Cela définit une suite de Jordan Hélder de g. L’idéal
g3 = Vect( X5, Xy, X3) est abélien, mais g4 n’est pas abélien puisque [Xo, X3] = X5 # 0 (on
dit que les indices 3 = 6 — 3 et 4 = 6 — 2 sont des indices de saut de g.) On peut paramétrer
I'union des orbites coadjointes génériques de g4, (A5 # 0) en posant :

€:($57---,$2), Ts = A5, Ty = N4, T3 = \sq, Ta = P.

Les fonctions A5 et A4 sont invariantes, caractérisées comme les coordonnées du point d’in-
tersection de l'orbite de ¢ avec le plan x3 = x4 = 0 . Les variables réelles p et ¢ sont
canoniques, elles vérifient (¢, [dpy, dg,]) = 1, elles paramétrent 'orbite de /.

Les relations restantes apparaissent pour g = gs. Elles ne font intervenir que X et les
Xe_j ou j est un indice de saut. Ceci implique que la dimension des orbites coadjointes
génériques de g est toujours 2. Il n’y a pas d’autres indices de saut que 3 et 4. En particulier,
si £ = (x5,...,21) est un point de g* avec x5 # 0, les fonctions p et ¢ paramétrent 'orbite
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de ¢ et x1 s’écrit avec ce paramétrage :
Ty = )\1 + f(pa q)> avec f(Oa O) = 0.

Les relations de commutation deviennent des équations différentielles sur f, dont I'unique
solution est :

Ay ¢
T =M+ —Dp— As—.
1 1 A p 5 9

Le corps des fonctions rationnelles invariantes sur g* est alors le corps des fonctions ration-

2

T4 x

nellesen A, A\yjet \s. Ona Ay =5, Ay =x4 et A\ =21 — 472 2—3 On peut remplacer

Ty Ty

1
A1 par = M5 = 2105 — T4xo + 51’% Ainsi les fonctions polynomiales invariantes sont

engendrées par des fonctions de degré < 2.

On voit alors qu’il reste une seule algébre nilpotente qui n’est pas spéciale et telle qu’un
de ses invariants génériques est de degré 3. On construit directement une application ¢
pour cette algébre telle que pour deux orbites génériques O et Oy

Conv(0;) = Conv(0,) implique  O; = O,.

Ces méthodes s’appliquent aussi dans le cas d’un groupe G résoluble de type I. Si G est
connexe et simplement connexe, de type I exponentiel ou non exponentiel, de dimension
inférieure ou égale & 4, on sépare les représentations unitaires irréductibles génériques de
G en définissant une extension ® : G — G+ injective, a partir de .

0.5 Algébre de Lie semi simple déployée

Définition 0.5.1 /D/

On appelle algébre de Lie semi simple déployée un couple (g,h) ot g est une algébre de
Lie semi simple et by une sous algébre de Cartan déployante de g c’est a dire que pour tout X
dans by, ady X est trigonalisable. Ces applications sont alors simultanément diagonalisables.
Les éléments \ non nuls de h* tels que le sous-espace propre correspondant g* n’est pas nul
s’appellent les racines de g relativement a b.

Dans le chapitre 2, on étudie lalgébre de Lie g = sl(n,R). C’est une algébre de Lie
réelle semi simple déployée, pour la sous algébre de Cartan b, donnée par I’ensemble des
matrices diagonales H = D(cy,...,¢,). Pour tout H € h,on note L;(H) = ¢;, les L; sont
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des formes de b*, vérifiant L +---+ L, = 0. On choisie le systéme usuel de racines simples,
c’est a dire les formes o = L; — Liy1 (1 < @ < n —1). Cela forme une base de h*. Le
systéme des racines positives est 'ensemble des formes L; — L;, avec i < j. Si e;; = (%,5)
est la matrice n x n telle que x,; = d,;05;, alors pour tout H dans b,

— (04 +a;_1)(H) ey, sii>j.
Les modules réels de dimension finie sont semi simples : ce sont des sommes directes de
modules irréductibles. Chaque module irréductible (7,V") est un module a poids, c’est a
dire qu’on peut diagonaliser simultanément tous les w(H). Les valeurs propres sont alors
des formes sur fh qu’on appelle poids. Chaque module irréductible est caractérisé par son
plus haut poids A : tous les poids A de V sont tels que A — X est une somme & coefficients
entiers naturels des racines simples.

Décrire les classes d’équivalence de modules simples réels, revient donc & décrire I'en-
semble des plus haut poids. On appelle poids fondamental w;, (1 < i < n — 1), la forme
w; = L1+ -+ L;. L’ensemble des plus haut poids A est exactement ’ensemble des combi-
naisons ajwi + - - - + ap_1Wy—_1, ol les a; sont des entiers naturels. On notera donc I'y, 4,
le module irréductible correspondant (pour tout ceci, voir [F-HJ.)

Dans le cas de sl(n,R), on sait réaliser explicitement ces modules irréductibles. En
particulier, on peut indexer une base de I'y, .., par les tableaux de Young semi standards
de forme (ay,...,a,-1).

Un tableau de forme (aq,...,a, 1) est un tableau ayant a,_; colonnes formées de (n — 1)
cases vides (colonnes de hauteur n — 1), a,_» colonnes de hauteur n — 2 etc...a; colonnes
de hauteur 1.

On remplit ensuite le tableau de forme (as,...,a,_1) par des nombres entiers ¢;; de facon
semi standard, c’est a dire avec les conditions :

— t;; est dans la case a la ligne 7 et la colonne j et 1 <t;; <n.

— ti; < tigj41) siles cases (7,7) et (4,7 + 1) existent.

— ti; < taugn); siles cases (7,7) et (i + 1, 7) existent.

Le résultat est appelé un tableau de Young semi standard.

On montre que ensemble de ces tableaux de Young de forme (ay, ..., a,_1) indexe une base
naturelle du module I';, .. ,. On montre aussi, par exemple en dénombrant les tableaux
ci-dessus, la formule de Weyl :

.....

(ai+...—|—aj_1)—|—j—i
j—i |

dim(ral...an71) = H

1<i<j<n
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Dans le chapitre 2, on est amené a étudier le module S*(sl(n,R)), c’est a dire I'espace
des fonctions polynomiales homogénes de degré k sur sl(n, R)* sur lequel sl(n,R) agit par
I’action adjointe ad définie par :

adx (X, .- X)) =Y Xi o [X X ] X

P

On a immédiatement S'(sl(n,R) = T'jg_o1, c’est un module simple. On déduit de ce qui
précéde la décomposition explicite de S?(sl(n, R)). Enfin on détermine la décomposition de
S3(sl(4,R)) en utilisant la méthode de Littelwood-Richardson pour déterminer la décom-
position du produit tensoriel :

Fa1a2a3 ® o1 = @blvb27b37b4Nai7bj F1)11721731)4 = @b17b27b37b4Nai7by‘Fb1b2ba'

Na, »; est le nombre d’extensions strictes d'un tableau de forme (a1, as, a3) par un tableau
de forme (1,0, 1) de fagon a obtenir un tableau de forme (by, by, b3, by). Pour définir une ex-
tension stricte, on ajoute & droite des lignes du tableau de forme (a1, as, ag) successivement
les cases du tableau :

1[1]

3

lues de gauche a droite et de haut en bas de facon & obtenir & chaque étape la forme d’un
tableau de Young et avec la condition suivante : pour chaque j, on lit les nombres des j
premiéres cases du tableau ci-dessus, dans un nouveau tableau, de forme (b{, b%, bfg;, bi), de
droite a gauche et de haut en bas. Lorsqu’on arrive sur la case , il faut avoir lu au moins
une case | 1| avant, lorsqu’on arrive sur la case , il faut avoir lu avant la case (et donc
au moins une case ) avant. Enfin, on pose (b, by, b3) = (b3, b3, b3), c’est & dire, si by > 0,
on identifie Fb1b2b3b4 avec Fb1b2b3.

Exemple :
La décomposition de I'1g; ® I'1p1 est

ot ® Tior = ooz @ a0 @ Lotz @ 2601 @ To20 @ Tooo-

|

Ce qui correspond aux extensions suivantes de
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1
1 | 1 ‘ L 112 1
[a02 : 2 Loio 11]2 Logo : Looo :
5 3 113
1]1] 1 1
2 1 2
Lo : Lior: 5 ['io1 : 3
3 3 1

0.6 Calcul différentiel dans les Fréchet

Définition 0.6.1 [H]

1. Soient V., W deux espaces de Fréchet. Soit f : U C V. — W wune application
continue. On dit que [ est dérivable dans la direction de h € V' s7il existe :

1 _ _/of
fim L {f(u-+ 1h) — F(u)] == Df(u)(h) = <@ h> |
2. f est C sur U si elle est dérivable en tout point de U et dans toutes les directions,
et si (u,h) — Df(u)(h) est continu sur U x V,
f est C* siYhy, u — Df(u)(hy) est continu, dérivable dans toute direction hy et
(u, hy, hy) = D*f(u)(hy, hy) est continu, etc. ..

3. Une variété de Fréchet est un espace topologique M séparé avec des cartes p; : Uy —>
E, ou p; est un homéomorphisme de U; sur un ouvert du Fréchet E, telles que pour
tout @, j, pj o @; ! est un homéomorphisme O™ entre deuz ouverts de E. On peut
définir les espaces tangents, les fonctions C™ et les champs de vecteurs sur M, en les
exprimant dans les cartes locales.

4. Un groupe de Lie-Fréchet G est une variété de Fréchet et un groupe tel que (g1, g2) —
G192 et g— g " sont C.

5. 51 G est un groupe de Lie Fréchet, on peut définir son algébre de Lie g, ¢’ est ['espace
tangent a l’origine et le crochet est celui des champs de vecteurs invariants a gauche.
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L’exemple suivant montre que le théoréme des fonctions implicites n’est plus vrai dans
le cadre du calcul différentiel dans les Fréchet.
Exemple
Prenons V = C°(R), I'espace des fonctions u réelles de la variable réelle qui sont C'™
et 1-périodiques. Avec les semi-normes p,(u) = sup [u™ ()|, V est un espace de Fréchet.
eR

Considérons 'application F': R x V — V définie par :

F(t,u)(x) = /o u(zx + ts) ds.

On vérifie que cette application est C*°. On a F(0,u) = Idy la dérivée de F' en (0,0)
dans les directions de h € V est h +— h, elle est continument inversible. Si le théoréme
des fonctions implicites était vrai, il existerait une fonction locale ¢ : R — V telle que
F(t,u) = 0 est équivalent a u = p(t).

1
Mais, si on fixe n et on pose ug(x) = sin(2nknx), k € Z, on a F(—,ux) = 0, pour tout
n

k, donc il n’existe pas de ¢ locale.

Remarque 0.6.1 Une conséquence de ce qui précede est qu’il n’y a pas de lien naturel
entre sous-algébre et sous-groupe de Lie pour les groupes de Lie-Fréchet.

Cependant, dans le chapitre 3, on construira des groupes de Lie-Fréchet, produit semi-
direct G x V' ou G est un groupe de Lie et V [’espace des vecteurs C'°° d’une représentation
unitaire de G. G est un sous-groupe de Lie-Fréchet naturel de G x V.

Soit M une variété de Fréchet. Une fonction f, un champ de vecteur X une k-forme
a sont O si leur expression dans les cartes locales sont C'°°. Ainsi, si (m, H) est une
représentation unitaire d’un groupe G, l'espace V = Hy est un espace de Fréchet réel sur
lequel G agit de fagon C*°.

C’est aussi un espace symplectique pour la forme bilinéaire, continue, antisymétrique
w définie ci-dessus. w est non dégénérée et il existe donc une application linéaire injective
(bjiective si dim H est finie), § : V' — V™, telle que pour tout v € V, on a: <v“, w> = w(v,w),
quel que soit w € V.

4]
On dit qu’une fonction f : V — R est hamiltonienne si elle est C™ et si 5—f est C°

u
de V dans V.
Notons # I’application —f~* : V¥ — V. Un champ de vecteurs W est hamiltonien s'il
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5 #
existe f telle que W = (—f X
ou

Une fonction f peut étre C°° mais pas hamiltonienne, en effet, on considére 'exemple sui-
vant :

Exemple :

Soit (7, H) la représentation usuelle du groupe de Heisenberg dans 3 = L*(R), alors
I'espace des vecteurs C™ est espace de Schwartz §(R). On a :

w(u,v) = ’Jm/RWt)v(t)dt, u,v € §(R).

On pose ¢(u) = /gp(t)u(t)dt o p(t) = 0 sur | — oo,0[ et 1 sur [0, +00[. ¢ est une forme
R

)
linéaire continue sur 8$(R) donc ¢’est une fonction de classe C* et pour tout u, 5—¢(v) = ¢(v).
u

Mais ¢ n’est pas une fonction hamiltonienne puisqu’il n’existe pas de w € 8(R) tel que,
pour tout v de 8(R),

/Rgp(t)v(t)dt = i—i(v) = (w*,v) = w(w,v) = ’Jm/Rmv(t)dt.

Enfin, dans le chapitre 3, on vérifiera que M = (PH>)g est une variété de Fréchet, que
G agit de fagcon C™° sur M, on construira une 2-forme w sur M, en la définissant dans les
cartes, comme plus haut. On vérifiera que cette 2-forme est C°°, fermée et partout non
dégénérée.

On pourra alors dire que M est une variété symplectique. La encore, une fonction C*°
n’est pas nécessairement hamiltonienne. Cependant on vérifiera que le moment :

Jm(7'(X)v|v)

Ix([v]) = o)

est une fonction hamiltonienne.



Chapitre 1

Séparation des représentations par des
surgroupes quadratiques

Résumé

Toute représentation unitaire irréductible 7 d’un groupe de Lie G définit un ensemble moment I, partie
du dual g* de ’algébre de Lie g de G. Malheureusement, cet ensemble I, ne caractérise pas la représentation
7. Si G est exponentiel, il existe un surgroupe G de G, construit en utilisant les fonctions analytiques
réelles sur g*, et des extensions 7 de toute représentation générique m & G tel que I+ caractérise 7.
Dans ce chapitre, on prouve que, pour des classes variées de groupe GG, G admet un surgroupe quadratique
séparant ses représentations : un tel surgroupe est construit par l'utilisation des fonctions linéaires ou
quadratiques uniquement.

1.1 Une propriété de stricte convexité
Le but de ce paragraphe est la preuve de :
Lemme 1.1.1 Soit ¢ la fonction définie par :
0 :R* = R, o(x1,29,...,7,) = (T1, T, ..., Tp, T3, 73, ..., T2)
et p la projection canonique p : R** — R",
P(T1, T2y ooy Ty Y1, Y2y ooy Yn ) = (T1, Ty ooy Tpy)-
Soit A C R", alors si Conv(B) désigne I'enveloppe convere fermée de la partie B de R*",

p(Conv(p(A)) Np(R")) = A.

25
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Preuve : Notons p(X) = (X, X?). Soit ¢(X) € Conv(p(A)) N (R™).
q
Pour tout € > 0, il existe ¢, X', ..., X9 € A et ty, .., tg > 0 tels que th =1let
j=1
q . .
10X, X%) = > (X7, (X5, < .
j=1

oil ||[|2n est la norme euclidienne usuelle sur R*".

On a alors :
n q n q
J |2 2 V212 2
E |2k — E i)+ E |z} — E ()P < e, (%)
k=1 j=1 k=1 j=1
Pour chaque k = 1,2, ...,n, on considére les vecteurs suivants de R? :

Vi Vi

v = : et w, = :
Vet Vig

La borne inférieure de ||vg + swk||3, (s € R) est atteinte au point

sk = — (g, W) E t; ifk,

elle vaut . .
a; = inf ||vy, + swll2 =Y ()’ = O _tmh)> ()
j=1 j=1
S1
On pose Y = : € R™. La relation (x) s’écrit :
Sn
q .
IX + Y5+ X% =Y (XI5 < &2
j=1
Donc
n q ‘
dlap = Ol = Z| %) — (s1) !—Z|$k—8k||l’k+8k|
k=1 j=1 k=1

IN

25(2|xk| +e) <24 2vn| X e
k=1
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Par suite
0 < a = (Zt xk Zt:pk >
k=1 k=1
< (€2 4 2v/n|| X ||ne) +ZZ 222y <+ vne2| X |+ 1).
k=1 j=1
Mais
q .
ap = [Joe + sewill] =Y ti(ad + si),
on a donc :
q n ) q A
0<Y 65> (wh+s)> =Y 11X + Y2 <&+ Vne(2)| X[l + 1).
j=1 k=1 Jj=1

Choisissons jj tel que || X7° + Y|, = min || X7 + Y|, on a :
j

q
1% + Y[ < 341X + YL < ele + ValX ] +1) =

J=1

Donc
X — X7, <2 et X €A
D’ou X appartient & A. Ce qui prouve le lemme, puisque la réciproque est évidente (chaque

X de A est la limite d’une suite (X*) de points de 4, X* = p(X*, (X*)?), et (X%, (X*)?)
appartient a Conv(p(A))).

1.2 Les groupes de Lie exponentiels spéciaux

Définition 1.2.1 (Algébre spéciale)

Une algébre de Lie résoluble g est dite spéciale si elle admet un idéal abélien a dont la
codimension est la moitié de la dimension des orbites coadjointes génériques.
Un groupe de Lie connexe G est dit spécial si son algébre de Lie est spéciale.
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Soit GG un groupe de Lie résoluble spécial, alors 'idéal a est unique et ¢’est une polarisation
pour tous les points ¢ de g* tels que :

1

3 dim G.¢ = codim a.
En effet, ¢ définit un caractére de a, et a/a N g(¢) est un sous espace maximal totalement
isotrope de g/g(¢). En fait, a est une des polarisations construites par M.Vergne dans |Ber],
a partir d’une base bien choisi.

Soit alors

Gpen = 14, 1/2dim G.£ = codim a},
c’est un ouvert de Zariski, G-invariant, non vide de g*.
On note par Gge, 'ensemble des représentations irréductibles de G associées aux orbites
de g;en.
Supposons maintenant que G est exponentiel et spécial. Donc, dans ce cas, G posséde un
surgroupe quadratique (cf. [A-S]).

Théoréme 1.2.1 Soit G un groupe de Lie exponentiel et spécial, a ['idéal abélien de g de
1
codimension §max(dim G.0) et m l'espace vectoriel S*(a), vu comme un groupe additif.

Legr
On définit :
- G* =G xm, avec laction Ady(XY) = Ad,X Ad,Y, pour tout X etY dans a,
— lapplication quadratique

pigt = (gF) =g xm", (e (6,(4,)%),
oty (0. (XY) = ((X)e(Y).

- d: Cz;n — C/ﬁ, ot ®(m) est l'unique extension irréductible de m a G™.
Donc, G est un surgroupe quadratique de G et ® sépare les représentations génériques de

G.

On dira simplement que G admet un surgroupe quadratique séparant (G, ). On rap-
pelle ici rapidement la preuve de [A-S| pour étre complet :

Preuve : D’abord le dual unitaire G d’un groupe exponentiel est homéomorphe avec I'en-
semble g*/G de ses orbites coadjointes (voir [L-L|). L’ensemble G, est donc dense dans

G pour sa topologie naturelle. De plus on sait (cf. [A-L]) que 'ensemble moment de la
représentation 7 associée a l'orbite O, est

I, = Conv(Oy,).
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On montre alors que (cf. [A-S]), pour tout ¢ de g,
G () = (G.0).

Si p est la restriction canonique p : (g7)" — g*, on déduit de p o ¢ = idy, que p est un
diffeomorphisme de 1'orbite coadjointe de p(¢) sur celle de ¢, pour tout ¢ de Ogen-
G

exp

Soit w € ng;, il existe donc £ € gy, tel que si f =/, 7 =Ind
Posons

(a)eif.
+ i 2
O(m) = Indg(p(a)xme (£,

(ici on a noté (f, f?) la restriction de ¢(¢) & a © m).

La représentation ®(m) se réalise sur le méme espace de Hilbert que 7 et ®(7) est une
extension de 7. On en déduit que ®(7) est irréductible, de plus ®(7) est une représentation
induite, son ensemble moment est d’aprés [A-L] :

L) = Conv(GT.((f, f*) + (a @ m)™)).
Mais a @ m est un idéal de g*, et puisque G est connexe :
g ((aem)t)=(adm)t, Vgt Gt

(Remarquons que G est un groupe de Lie résoluble mais il peut ne pas étre exponentiel),
alors :

Loimy = Conv (GT.((f, f) + (adm)").
Maintenant, dans g*, ¢ 4+ a* = f +a* C G.¢ donc, dans (g7)*, (a @ m)* est inclus dans
G*.(¢, f*). On a donc :

Logr) = Conv(G* (¢, f2)) = Conv(G*(£)) = Conv(p(G.0).

Si 7 et 7’ sont deux représentations de G telles que

gen
Iy = Lo

alors, si 7’ est associée a 'orbite G.¢' :

Loy N p(g") = Lo N (g7
c’est-a-dire
(Conv(p(G.0))) Np(g*) = (Conv(p(G-£))) N p(g”)
et le lemme de stricte convexité donne G.0 = G.0'.
Comme G est exponentiel, ses orbites sont ouvertes dans leurs adhérences donc G.£ = G ./
et m=7'.

OJ
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1.3 Les groupes de Lie nilpotents de petite dimension

CHAPITRE 1. SURGROUPES QUADRATIQUES

1.3.1 Algébres de Lie spéciales

Dans cette partie, G est nilpotent, connexe et simplement connexe. Si son algébre de
Lie g est spéciale, on vient de voir que G admet un surgroupe quadratique. Une algébre de
Lie est dite indécomposable si elle n’est pas la somme directe de deux idéaux. Les algébres
nilpotentes indécomposables réelles g telles que dimg < 6 sont connues (cf. [Mag, Gonl).

Nous prenons ici la notation de [Mag].

La majorité de ces algébres sont spéciales. A un isomorphisme complexe prés, avec les no-
tations de [Mag], les algébres indécomposables spéciales de dimension inférieure ou égale a

6 sont :
Algeébre | Relations de commutations Idéal a

g1 g1 est abélienne g1

93 (X1, Xo] = X3 vect(Xo, X3)

g4 (X1, Xo] = X3, [ X1, X5] = Xy vect( Xy, X3, Xy)

05,1 (X1, X3] = X5, [Xo, Xu] = X5 vect (X3, Xy, X5)

95,2 [X1,X2] :X47 [Xl,Xg] :X5 V€Ct(X2,X3,X4,X5)

95,3 [Xl, XQ] = X4, [Xl, X4] = X5, VeCt<X3, X4, X5)
(X2, X3] = X5

95,5 [Xl,XQ] :Xg,[Xl,Xg] —X4, VeCt(ngXg,X4,X5)
(X1, X4] = X5

95,6 [Xl, XQ] = Xg, [Xl, Xg] = X4, VeCt(Xg, X4, X5)
(X1, Xa] = X5, [Xo, Xp] = X5

96,1 [X1,X2] :X5,[X1,X4] X67 VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X2, X3] = X

96,2 [Xl,XQ] :X57[X1,X5] —X67 V€Ct(X2,X4,X5,X6)
(X3, X4] = X

9674 [Xl,XQ] :X47 [Xl,Xs] —X6, V€Ct(X3,X4,X5,X6)
(X2, X4] = X5

96,5 [Xl,XQ] :X4, [Xl,X4] )(57 VGCt(Xg,X4,X5,X6)
(X2, X3] = Xe, [Xo, Xu4] = X

96,6 (X1, Xo] = Xy, [Xo, X3] = X, | vect(Xy, X3, X4, X5, Xo)
(X2, Xu] = X5

J6,7 (X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X5, | vect(X3, X4, X5, Xo)
(X1, Xu] = Xe, [X2, X3] = — X
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Algébre | Relations de commutations Idéal a

96,8 [X1,XQ] = X4, [Xl,X4] = X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X2, X3] = X5, [ Xy, Xy] = X

96,9 [Xl,XQ] = X4, [Xl,Xg] = X5, VeCt(Xl,X4,X5,X6)
(X, X5] = X6, [ X3, Xy] = X

96,10 (X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X5, | vect(Xy, Xy, X5, Xo)
(X1, Xy] = X6, [ X3, X5] = X

96,11 [Xl,XQ] = X4, [Xl,X4] = X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, X5] = X6, [ Xo, X3] = X

96,12 [Xl,XQ] = X4, [Xl, X4] = X5, VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, X5] = X6, [ Xo, X3] = X,
(X2, Xu] = Xs

06,13 (X1, Xo| = Xy, [ X1, Xu] = X5, | vect(Xa, Xy, X5, X¢)
(X1, X5] = X6, [Xo, X3] = X5,
(X3, Xu] = =X

96,14 [X1,X2] = Xg, [Xl,Xg] = )(47 VeCt(Xg,X4,X5,X6)
(X1, Xu] = X5, [ Xy, X3] = X

96,15 (X1, Xo] = X3, [X1, X3] = Xy, | vect(X3, Xy, X5, Xo)
(X1, X5] = X6, [Xo, X3] = X5,
[Xo, Xu] = Xe

96,16 (X1, Xo] = X3, [X1, X3] = Xy, | vect(Xy, X3, Xy, X5, X6)
(X1, Xa] = X5, [ X1, X5] = X

96,17 (X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, | vect(X3, Xy, X5, Xo)
(X1, X4] = X5, [ Xy, X5] = Xo,
(X5, X3] = X¢

96,19 [Xl,XQ] = Xg, [Xl,Xg] = X4, VeCt(X37X4,X5,X6)
(X1, Xy] = X5, [ X1, X5] = X,
(X, Xs] = X5, [Xo, Xy] = X

31

Il existe de plus quatre algébres nilpotentes réelles de dimension inférieure ou égale a 6
qui sont isomorphes sur C a une de ces algébres, mais pas sur R. Ces quatre algébres sont
toutes spéciales :
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Algébre | Relations de commutations Idéal a

96,5(1 [Xl,XQ] :X37[X1,X3] 2)(57 VGCt(X37X47X57X6)
(X1, Xy] = X6, [Xo, X3] = — X,
(X2, Xy] = X5

96,60 (X1, X3] = X5, [Xo, Xy] = X, vect( X3, X4, X5, Xo)
(X1, Xu] = X, [Xo, X3] = — X

06,90 (X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X, vect (X7, X4, X5, Xo)
(X, Xy] = X6, [ X3, X5] = X

06,154 (X1, Xo] = X3, [ X1, X5] = Xy, vect( X3, X4, X5, Xo)
(X1, Xy] = =X, [Xo, X3] = X5
(X0, X5] = — X

Remarque 1.3.1 Parmi ces algébres, quelques unes ont des fonctions polynomiales in-
variantes naturelles de degré supérieure a 2. Par exemple, pour gss5, si on note par { =
(x1,...,25) un élément générique dans g* de coordonnés x; = ((, X;) (v5 # 0), alors les
fonctions invariantes génératrices sont

x2

4 2 1 3
Ts, T5T3 — 5 el xoxwy + §$4 — T3T4T5.
Donc, si on utilise la méthode de [Ba-L-S| pour gs5, pour séparer les orbites coadjointes
génériques, on doit au moins étendre l'application moment auzx éléments centraur dans
A(gs5), de degré au plus 3.

De méme, citons l'exemple donné dans [Wil], noté gs 13, ot l’application moment usuelle
ne sépare pas les orbites coadjointes et pour lequel une telle fonction invariante est :

1
2 3
TaZg + §x5 — T4T5T6,

de degré 3.
Puisque ces algébres sont spéciales, on est capable maintenant de séparer leurs orbites
génériques (ou leurs représentations), en utilisant uniquement des fonctions quadratiques.

1.3.2 Invariants quadratiques

On sait que l'algébre J(g) des fonctions rationnelles sur g invariantes sous l'action de G
est de la forme J(g) = R(p1, pio, ..., f1r), ot les g1 sont des fonctions polynomiales invariantes
sur g* (cf. [Ver]).
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Lemme 1.3.1 Si g est telle qu’on peut choisir les j; tous de degré au plus 2, alors G
admet un surgroupe quadratique séparant.

Preuve : On pose GT =G x R" et

p: g = (g")
ﬁ — (ﬁ,ul(f),#z(@,...,lur(f))

Les représentations génériques de G sont en bijection avec les orbites génériques O de
g, qui sont caractérisées par la valeur des pu; sur O (cf. [Ver]). Le groupe de Lie G* est
nilpotent, connexe et simplement connexe. Si 7 est la représentation de G associée a une
orbite générique G.¢ de g*, on pose :

d(n) =7 X et (11 (0)sn2(6),..our (€))

Par construction, g est :

Loy = Ir X {(Nl(@vﬁ@(f)a e 7ﬂr(€))}'

Cet ensemble caractérise donc bien G.¢ et donc 7. Par suite G est un surgroupe quadra-
tique pour G.
O

Parmi les algébres non spéciales celles dont les invariants sont engendrés par des po-
lynémes au plus quadratiques sont les suivantes, on note ici £ = (z1, s, ....,Zg) un point
quelconque de g*.

Algébre | Relations de commutation Invariants
95,4 (X1, Xo] = X3, [ X0, Xs] = Xy, | @5, 24, X
[Xo, X3] = X5 U1 = T1T5 — T4To + 590%
96,3 (X1, Xo] = Xy, [ X1, X5] = X5, | @6, x5, 24,
[Xs, X3] = X 1 = Ty — T5To + T4Ts
96,18 [Xl, XQ] = X3, [Xl, X3] = Xy, | s, ,
T
(X1, Xy] = X5, [Xo, X5] = Xi, | p1 = w671 + 375 — ?4
(X5, Xu] = — X
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1.3.3 L’Algébre de Lie gg 2

Il reste une seule algébre de Lie nilpotente indécomposable qui n’est pas spéciale et dont
un des invariants est cubique.
Cette algebre est gg 29, définie par les relations de commutations :

[X17X2] = X3, [X17X3] = X4, [X17X4] — XS;
[X2, X3] = X5, [Xo, X5] = X6, [X3, Xu] = —Xo.

Pour ¢ = (r1,7y,....,76) appartenant & gg,, et générique (v¢ # 0), Uorbite G.¢ est de
dimension 4, elle contient un seul point 5 = (A1,0,...,0, ). On paramétre cette orbite
par :
Y A6 A6
G.ly = {()\1 —P1g2 — qug + ?C]f,pQ,pl + qui, — 641, A6q2; )\6)}

avec (p1, P2, q1,q2) € R*. Le polyndéme invariant p; associé & A\; est donc cubique :

1 1
= )\1)\2 = xlxg + z3x506 — gmg - 5934211:6.

Un calcul direct semblable & celui de [A-S| montre que les deux orbites génériques
, 2
0=G.(0,0.0,0,0.1) et 0'=G.(5,0,0,0,0,1)
ont méme enveloppe convexe. En effet :

¢, =(0,0,1,0,0,1) et £5 = (0,0,1,0, V3, 1) sont des points de O et

1
_)EQ = (07 07 17 Oa 1a ]-)

1
U= —0+(1-
! ( \/§

V3

2 1
est dans O’. De méme, 5, = (0,0,1,0,—2,1) est dans O et ¢, = §€’1 + 55'2 est dans O.

Un surgroupe (G, ¢), quadratique (¢ : g* — (g7)* est polynomiale de degré inférieure
ou égale & deux) est faiblement séparant si :

*

1. Pour toute orbite générique O dans g*, ©(O) est une G -orbite dans (g*)*.
2. Si O et O sont deux orbites génériques Conv(p(0)) = Conv(e(0')) implique O = O'.
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Lemme 1.3.2 Le groupe de Lie G = exp (ge.20) admet un surgroupe quadratique faiblement
séparant.

Preuve : Puisque l'idéal a = Vect(Xy, X5, Xg) est abélien, on peut donc construire le
groupe nilpotent :

Gt =Gx S*(a) =G xm

comme ci-dessus. L’application ¢ : g* — (g")* définie, comme ci-dessus, par :

90<€) = (éa fQ)a s1 f = €|a

est quadratique, vérifie po ¢ = idjg- et p(G.0) = G (p(()) pour tout ¢ dans g, (¢ tel que
Posons donc ®(7) = 7", ot 71 est la représentation de G+ associée a l'orbite o(G.0), 7
est irréductible, c’est en fait une extension de 7, réalisée dans le méme espace.

Soient maintenant £y = (A1,0,0,0,0, A¢)dans g,.,. On note :

90(6) = ((xlv .Tg,ng), (fv f2)) = ((xlvx?v :133), @(f))

)" — a* @ m* la projection obtenue par restriction.

et g (g
On a:

G*(p(lo)) € Conv G*(p(l)) Na™ ($(a")).
Réciproquement, soit ¢ un élément de Conv G (p(4)) Nq ' (H(a*)). 11 existe des t; > 0

tels que th =1 et g; dans G tel que :
J

€+ = ((m1’x27$3)7(fa f2)> = th(gjem(gjfoy)
= th(l’u,%zj,l’:sj, (fj:ff)),
J

avec fj = (45,25, Te;). Par stricte convexité de u + u?, on en déduit que si
)
g;p(ly ) = (215, T2j, T35, Taj, Tsj, Tej)
alors zg; = w6 et

(Z tiws;)? = Z tjxs; = a3.
j j

Donc, pour tout j, x5; = x5. Le méme argument donne x4; = x4, pour tout j.
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On peut maintenant calculer py o p(¢) :

1 1
mp(th) = 2O tiwn) + wswe(D_ tywsy) — (§x§ + 5373566)

th:ul(ngO) = thﬂl(éo) = 1 (4o).

Ceci prouve que (T = ¢(p(¢§)) appartient & GT.¢({p).

Cependant, ce groupe n’admet pas de surgroupe quadratique séparant "naturel”.
Rappelons que gg 20 est une variété de Poisson pour le crochet de Kostant-Souriau :

{f,93(0) = (£, [df, dg]) -

Si V est un sous espace vectoriel de S*(g) (un espace de fonctions polynomes de degré 2
sur g*) tel que :

— V est un sous module de S*(g), ce qui s’écrit {g,V} C V,

N {V7 V}:O,
alors on peut faire le produit semi direct

G+ = G6720 x V.

L’algebre de Lie g* de G* apparait comme une sous algébre de 1'algébre de Poisson S(g).
Si on pose :
©: Beo0 — (g7) = G620 X V*

A U O)
ou ¥(f) est la forme de V dans R définie par (¢(¢),v) = v(¢) pour tout v de V. Par

construction, ¢ est G g0-covariante :
(p(g.0), X +v) = (9.6, X) +v(g.0) = (g.¢(£), X +v).

En particulier,
¢<G6720.€) C G+90(€)

De plus, si u = Z a;; X;X; est un élément de V, alors un calcul direct donne :

(expu.p(€), X +v) = (p(0), X +v) + Y ay ({6, X;) X + (£, X;) X;) £, X) .
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En différenciant, on obtient :

wp(l) = () ay({t,X;) Xi+ (6, X:) X;).£,0)
= (D ai((6X5) Xi + (6, X3) X;)) 0(0)

On en déduit, puisque G est nilpotent, connexe et simplement connexe que :

GJFQD(g) C G6’20.g0(€) = QO(G&Q()[)
et donc on a l'égalité :
GT.o(0) = ¢(Go20.0).
On pose donc :
Définition 1.3.1

Les surgroupes G de la forme GT = G0 X V ou V' est un sous module de 52(96,20)
tel que {V,V'} =0 s’appellent des surgroupes quadratiques naturels de G a.

Proposition 1.3.1 Gg9 n'admet pas de surgroupe quadratique naturel G séparant c’est-
a-dire tel que

Conv (p(0)) = Conv (p(Q"))  impliqgue O = O’

Preuve :
— Etape 1 : Montrons d’abord qu’un sous module V de S?(gg20) tel que {V,V} = 0 est
un sous espace de :

W = Vect (X2, X4 X5, X4 X6, X2, X5 X6, X2, X1 X6 + X3X5).

Comme V' est un ggoo-module nilpotent, si V' # {0}, par le théoréme d’Engel, il

contient un vecteur annulé par ge 20, le seul vecteur de 52(96720) qui a cette propriété

est X¢.

SiV # Vect (X3), le module V/Vect (X§) contient un vecteur annulé par ge o9, ¢’est-a-

dire V contient Vect (X7, X5X¢) et V est inclus dans le commutant de Vect (X2, X5X),
c’est-a-dire :

Vect (X2, X5Xg) C V

C  Vect (X7, X1 X3, X1X4, X1 X5, X1 X6, X3, X3Xu, X3X5, X3Xg,
X37X4X57X4X67X§7X5X6>Xg) = G(X5X67X§)

En fait {X>X,, X5 X6} = (a + 1) X2 ou 2(a + 1) XZ.
Si V # Vect (X2, X5X¢), alors V/Vect (X7, X5Xg) contient un vecteur annulé par
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96,20 C'est-a-dire au moins un vecteur de Vect (X2, X, X).
On vérifie que {Xg, G(X5X6,Xg)} =0 et que :

(X2 X, X6} = 2X, X5 X6 (X1 X5, X4 X} = — X1 X7 + X3X5 X6
{X1 Xy, X4 X6} = XuX5 X6 {X1 X5, X4 X6} = X2 X,

{X1 X6, X4 X6} = X5 X7 (X2 X, X6} = —2X3X¢

{X3Xy, X4 Xe} = — X4 X§ {X3X5, X4 X6} = — X5 X7

{X3X6, XaXo} = —X¢

On a donc deux cas :

Cas 1 : 1l existe a tel que aX52 + X4 Xg € V, dans ce cas :
V C ClaX? + X4 X, X5X6, X2) = W.

Cas 2 : Il n’existe pas de tel a, mais X52 € V. Dans ce cas, X, Xg ¢ V. On voit que ce
vecteur n’apparait pas dans la décomposition des {X;, X, X} si j = 5 ou 6. On calcule
tous les {X;, X, X} pour j = 1,2,3,4 et X, X, € C(X5X, Xg) = C(XZ, X5X¢, X3).
Explicitement, on trouve des compositions linéaires de vecteurs ne contenant pas le
vecteur X, Xg et :

{X), X4 X5} = X2 { X5, X4 X5} = X, X, { X3, X4 X5} = — X5 X
(X1, X7} = 2X,X;5 {X5, X2} =0 {X5, X3} = —2X, X6
{X1, X5 X} = X4 X, { X5, X3 X6} = X5 X5 { X5, X3X6} =0

(X1, Xs Xy} = Xs X5+ X7 {Xo, Xa Xy} = Xu X5 { X3, X3 X4} = — X3 X
{X1, X1 X6} =0 (X0, X1 X6} = —X3Xs  {X3, X1 X} = —X4Xs
(X4, Xu X5} =0 (X, X2} =0 {Xy, X3 X6} = X2

{ X4, X1 X6} = — X5 X6 { X4, X5 X4} = Xy X

On en déduit que X, X5, X3X,; et X35Xg n'appartiennent pas & V et que V peut
contenir 2X; Xs — X;. Donc :

V C Vect (X%,X1X37X1X4,X1X5, 2X1X6 — XZ,X%,X3X5,X§,X5X6,X§)

On calcule les crochets {X;, X, X} et on cherche ceux dans lequel X, X5 apparait.
On trouve :

{Xl,X1X4} == X1X5 {X2,X1X4} == —X3X4 {Xg,X1X4} == —X1X6 — Xf
{X1, X1 X5} =0 {Xo, X1 X5} = X1 X — X3X5 {X5, X1 X5} = — Xy X5

(X1, X3X5}) = Xu X5 {Xo, X3X5} = X3X6 + X2 {X3, X3X5} =0
{X4, X1 Xa} = = Xu X5 { X4, X1 X5} = — X7 { Xy, X5 X5} = X5 X,
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et
{X1,2X1XG — Xf} = —2X4X5 {XQ,QXIXG — Xf} = —2X3X6

{X5,2X, X — X3} =0 {X4,2X, X — X2} = —2X5X.
On en déduit :

V C Vect (X7, X1 X5,2X1 X6 + 2X3X5 — X7, X2, X2, X5 X, X2).

On répéte le raisonnement pour les vecteurs X; X, et X3X, qui ne sont pas dans V,

on trouve :
(X1, X7} =0 {X5, X7} = —2X1 X3 {X5, X7} = —2X1 X4
{X1, X1 X5} = X1 Xy { X5, X1 X3} = X1 X5 — X3 {X5, X1 X5} = —-X3X,
{Xl,Xg} = 2X3X4 {XQ, Xg} = X3X5 {Xg, Xg} - 0

(X4, X7} = —2X, X5 {Xy, Xi X5} = X1 X6 — X3X5 {Xy, X3} = 2X3 X,
Finalement, V' C Vect (2(X1Xs + X3X5) — X7, X7, X5 X6, X7) C W.

~ Etape 2 : Si le groupe G = G0 X V, équipé de ¢ : g550 — (97)", ©(£) = (€,9(())
est séparant, alors il en est de méme du groupe G'" = Gg9 X W équipé de la méme
application. Montrons que ce dernier groupe n’est pas séparant.
Rappelons que la paramétrisation des orbites génériques de gg 5 est donnée par :

2 A A
= (z6,...,71) = (A, Mig2, —\1qu, p1 + )‘1(]5271927 A6 — Elqg + é@ﬁ — ¢2p1)

L’orbite G.¢ contient un seul point ° € Vect (X}, X7) :
° = (A1,0,0,0,0, Ag).
Les nombres \; et \g caractérisent G.£° : on notera G./° = Oxxg- On a

¢(£) = (xéa955%;$§,$6$47$5$47$27$1$6+$3l‘5) )

A A2
= (AL, A1@2, AG3, —Niq1, —Alqige, A1gi, Ade + glc.é’ + 3161?)

En particulier,
(60)+ = 90(60) = (€07 (/\%7 07 07 Oa 07 07 /\1>\6))
Soit @ un nombre réel, pour tout entier n, on définit le point £ = ¢(¢,) de 'orbite

©(G.£°) comme le point des coordonnées py = q; = 0, g; = an et p; = —?1@2712.
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Ensuite , on pose :

1 1
= (1-— +—
¢, (1— =) + =6
TL 2 )\ )\2 /\2 2 )\20,3
Aa A
= (A, 2 ,o,—lna,AG 13“ A%, 20,75 0,0, 17

En faisant tendre n vers 'infini, ¢, tend vers le point :
(£°)F = o(£°) = (A1,0,0,0, X5, A2,0,0,0,0, A\ Aj)

)\1&
3

avec \g = \g +

Donc Conv ¢(0y, ) D ©(0x,,x,) pour tout \g, autrement dit, pour tout g :
Conv ¢(0y, ») = Conv p(0y, 0)-
Ceci veut dire que Gg oo X W n’est pas séparant pour Gg 2.

4

1.3.4 Les algébres de Lie nilpotentes de dimension inférieure ou
égale 4 6

Soit maintenant une algébre nilpotente réelle g décomposable, de dimension inférieure
ou égale a 6, c’est-a-dire g est le produit direct g = g; X go X .... X g d’algébres de Lie
indécomposables. Alors :

Lemme 1.3.3 Si g est décomposable réelle de dimension inférieure ou égale a 6, alors
G = exp g admetl un surgroupe quadratique et une application séparante .

Preuve : On fait cette preuve pour k = 2, le cas général est similaire.
En identifiant g* & g7 x g3, on pose gy, = @1,en X Fogen €t
G =exp(g) = G1 X Gy = exp(g1) x exp(ga).

Notons G (resp G ) un surgroupe quadratique pour G (resp Gs).
Pour tout £ = ({1, () de g}, on a :

Gl =Gl x Goly et G=0Ch x Gy
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En gardant les notations ci-dessus, on pose :
GT =G xG3, @=(p1.p2) et &= (D, D).

On vérifie immédiatement que G est un surgroupe quadratique pour G d’application
séparante .
0

On a finalement prouvé :

Théoréme 1.3.1 Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe de
dimension inférieure ou égale a 6, alors si G # Gga9, G admet un surgroupe quadratique
séparant et st G = G20, G admet un surgroupe quadratique faiblement séparant.

1.4 Les groupes de Lie résolubles de petite dimension

1.4.1 Les groupes de Lie exponentiels

Les algébres de Lie résolubles réelles de dimension au plus 4 ont été classées par J.
Dozias (cf. [Doz| et [Ber]|, chapitre 8). Une telle algébre g est exponentielle si ses racines
sont de la forme p(1+ia), avec p € g*, a réel. Les algébres exponentielles, indécomposables,
non nilpotentes de dimension au plus 4 sont toutes spéciales, sauf une g49(0). On donne
ci-dessous leurs liste et 'idéal a correspondant :

Algébre | Relations de commutations Idéal a
g2 (X1, Xo] = X5 vect(X7)
gs2(@), | [X1, Xo] = Xo, [ X1, X5] = aXs | vect(Xa, X3)
o > 1
033 (X1, Xo] = Xo + X, vect(Xs, X3)
(X, X3] = X3
gsa(), | [X1, Xo] = aXy — X5, vect(Xs, X3)
a>0 | [X, X5 =Xo+ aX;
g1 | X1, X3 = X3, [X1, Xa] = Xa, | vect(Xs, Xa)
[XQ, Xg] = X4
g1 | (X1, X = X3, [X1, Xa] = X4 | vect(Xa, X3, Xaq)
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L’algébre de Lie g49(0) n’est pas spéciale mais ses orbites génériques (x4 # 0) contiennent
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Algébre Relations de commutations Idéal a
9475(04, ﬁ), [Xl,XQ] = XQ, [Xl,Xg] = OéXg, VeCt(XQ, Xg, X4)
—1<OZSB<0 [X17X4]25X4
ou
0<a<p<l1
ou
0<p<let
—1<a<0)
9476(06), [Xl,XQ] = OéXg, [Xl, Xg] = X3 + X4, VeCt(XQ, Xg, X4)
Oé7é0 [X17X4] :X4
g4,7 [Xl,XQ] = X2 + Xg, VeCt(XQ, Xg, X4)
(X1, Xa] = X5+ Xy, [X0, Xy] = Xy
9478(06, ﬁ), [Xl,XQ] = OéXQ, [Xl, X3] = ﬁXg — X4, VeCt(XQ, X3, X4)
Oé>0,57é0 [X17X4]:X3+6X4
9479(Oé>, [XQ,Xg] = X4, [Xl,XQ] = (a — ].)XQ, vect(X3,X4)
a#1,0<a<2| X, X3 = X;,[X1, Xy] =aXy
g4710 [XQ,X3] = X4, [Xl,XQ] = X2 —+ Xg, VeCt<X3, X4)
(X1, X3] = X5, [ Xy, Xy] = 2Xy
94’11(04), [XQ,Xg] = X4, [Xl,XQ] = OéXQ — Xg, VeCt<X3, X4)
a >0 [Xl,XJ] :X2+CMX3,[X1,X4} =2aX,

un unique point (Ay, 0,0, \). Elles peuvent étre paramétrées comme suit :

0= (M +pg,p, g, M) = (M1 +

Tol3

Xyq

, L2, X3, )\4)

Donc ces orbites sont caractérisées par les valeurs de fonctions invariantes :

Ay =Ty, [l1 = T\ = T4T1 — ToT3.

Le degré de ces fonctions polynomiales est inférieure ou égale a 2. Il existe donc un surgroupe
quadratique et une application séparante ® pour le groupe de Lie exp(g4,9(0)).

Si g est une algébre de Lie exponentielle décomposable, de dimension inférieure ou égale
a 4, le méme argument que dans le cas nilpotent nous fournit un surgroupe quadratique
séparant. Par conséquent :

Proposition 1.4.1 Tout groupe de Lie G exponentiel de dimension inférieure ou égale a
4 admet un surgroupe quadratique séparant.
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1.4.2 Les groupes de Lie résolubles non exponentiels

Si GG est résoluble, connexe et simplement connexe, de dimension au plus 4, non expo-
nentiel alors G est de type I (les orbites coadjointes sont ouvertes dans leurs adhérence), ses
représentations unitaires irréductibles m sont données par la théorie d’Auslander-Kostant
(cf. [A-K]). Elles sont associées & une orbite coadjointe G.£ et d’aprés [A-L] : I, = Conv G /.

Cependant, en général, plusieurs représentations inéquivalentes sont associées a la méme
orbite. L’objet géométrique naturellement associé a la représentation est un fibré au dessus
de l'orbite. Si de plus la dimension de G est inférieure ou égale a 4, 'ensemble de ces fibrés
pour les orbites génériques peut étre représenté comme une partie M de g, x R.

Dans ce qui suit, nous construirons donc un surgroupe de Lie résoluble Gt de G, une
application polynomiale o™ : M — (gt)* de degre et une application @ : G — G+
telles que si p(£*) est la restriction de ¢ € (g")" ag:

po gp'H' = idg* et G'H_QO—H_(E, E) = ¢++(G.(€,5))7 V(E, 6) eM

Sim = ({,e) de M caractérise I’élément 7 de G alors ® () est un prolongement canonique
de ma G™". Si 7 et 7 dans Cj;n sont tels que Ig(r) = Ip(my alors m =7,

En généralisant nos définitions, on dira alors que GG admet un surgroupe quadratique
et une application séparante P.

En fait, il y a 4 algébres résolubles non exponentielles, de dimension inférieure ou égale
a 4 dont 3 sont spéciales.

Algebre | Relations de commutations Idéal a
g34(0) | [X1, Xo] = = X5, [X1, X3] = Xy | vect(Xy, X3)
042 X1, Xo) = X3, [ Xy, Xu] = Xy, vect(Xs, Xy)

ga8(a, 0),

X17X2 = aXQ) [X17X3] = _X4a VeCt(X27X37X4)
a>0 :

[

[ | =

(X2, Xs] = — Xy, [Xp, Xu] = X,
[ ]

[ ]

La derniére, g411(0) admet un invariant quadratique :

Algebre | Relations de commutations Invariants
g411(0) | [ X2, Xa] = Xy, [X3, Xo] = = X3, | 24,
(X1, X3] = Xo p = 22,24 — T35 — T3
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Avec les mémes raisonnements que ci-dessus pour chacune de ces algébres, on construit une
suralgebre g et une application de degré 2, % : g* — (g*)*, telle que po o' = idy et
P (G.L) = GTo(0).

Par exemple, pour I'algébre de Lie g = gys(a, 0), on considére gt = g x S%(a) et p(¢) =
(¢, (£]4)?). Maintenant, comme ci-dessus, Conv(G™".ip(¢)) = Conv(G*.o(¢')) implique G.£ =
G.l', (L et ¢ dans g;,,). On a alors séparation des orbites. Mais nous n’avons toujours pas
séparation des représentations associées a 'orbite G./.

Pour cela, on détermine d’abord le stabilisateur d’un point £y de chaque orbite coadjointe
générique.

Par exemple, les orbites coadjointes génériques pour I'algébre de Lie gy (e, 0) sont les
orbites des points :

ly=(0,+1,rcosf,rsinf), r>0 et 0€cR/21Z

Le stabilisateur G4 5({p) au point ¢, est connexe :
1 )
Gug(ly) = exp {j:—jm(rew(atg +ix4)) Xo + 23 X3 + a:4X4} ~ R%
a

Avec les mémes calculs, on obtient le tableau suivant :

Algébre | Point de base ¢y pour I'orbite générique | G(¢p)

934(0) | 4o =(0,7,0),7>0 exp RX, x exp 277X,
94,2 ly=(0,0,1,0) exp 27 Z.X5

9411(0) | fo = (M\,0,0, ) expRX, x expRX;

Pour les groupes connexes et simplement connexes d’algébres de Lie g4 g(c, 0) et g4.11(0),
les orbites génériques sont simplement connexes. On associe a chaque orbite une seule re-
présentation unitaire irréductible. Donc, il n’est pas nécessaire de considérer de fibré M et
les constructions précédentes s’appliquent directement : chacun de ces groupes admet un
surgroupe quadratique séparant.

D’autre part, pour les groupes de Lie connexes et simplement connexes d’algébres de Lie
03.4(0) et gy, les orbites coadjointes génériques ne sont pas simplement connexes. Il y a
plusieurs représentations associées a une de ces orbites.
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Plus exactement, pour g = g34(0), la sous algébre h = RX, + RX; est une polarisa-
tion en ¢y = (0,r,0), le caractére e’ défini sur exp b admet les prolongements suivants
G(ly).exph :

2k X1 612X2+I3X3>

X€078(€ — €2i7rk:6+1‘2’r” c E [07 1[

Pour chaque ¢, la représentation irréductible 7. = Indg(go)
G.ly. D’aprés [A-L], son ensemble moment est :

s
Lexph Xlo.e €St associée a lorbite

I.. = ConvG.{,

qui ne dépend pas de ¢.
On construit alors I’ensemble

M=g,,xR={(e), (g, ccR}

et on considére cet ensemble comme une partie de (g x R)*. Maintenant, puisque les orbites
génériques sont caractérisées par I'invariant quadratique ¢ — 72, on pose :

gr=gxR, g'"=g"xR

On définit les fonctions :

et gt — (g%
{ — (6,7’2)

(r2:x§+x§) et
ettt M (g7

—
(le) — (¢, r2,€)
alors
90++(G‘(€0a 6)) = G++'90++(€075)7 \V/(f()’g) € (g*)gen x R.
Et on définit A .
Ot (7)) = 7. x el % et
donc, on obtient

Iot+(ny = In. x {(r%,2)}.

Cet ensemble moment caractérise clairement la représentation ..

Si maintenant, G est le groupe de Lie simplement connexe d’algébre de Lie g, o, il admet
une seule orbite ouverte (et dense) G0y = g;.,,. A cette orbite est associée comme ci-dessus
une famille de représentations 7. de la forme Indg(zo)_exphx& ou

h = Vect(Xs3, X,) et yo(e?™X2) = g2k,
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On pose alors
M =g, xR=(gxR),, gt =gxR

et
0t (g.(0o, ) = (g.ly,€), @ (7m.) = m x e,

Ainsi I, = g* x {e} caratérise clairement 7..

Si G est résoluble, de dimension inférieure ou égale & 4 et décomposable, le méme
argument que dans le cas nilpotent permet de construire le surgroupe G, I'application
quadratique ™" et I'application ®**. Finalement :

Proposition 1.4.2 Soit G un groupe de Lie résoluble, connexe et simplement connexe,
de dimension inférieure ou égale a 4. Alors G admet un surgroupe quadratique et une
application séparante P.

1.4.3 Le groupe de Mautner

Si G est un groupe de Lie résoluble de dimension 5, G peut ne pas étre de type [.
L’exemple le plus simple est donné par le groupe de Mautner G, connexe et simplement
connexe, d’algébre de Lie g = vect(X7, Xo, X3, Xy, X5) vérifiant les relations de commuta-
tion suivantes :

(X1, Xo] = = X5, [ X1, Xu] = —aXy, [Xi, X5] = Xo, [ X1, X5] = aXs,

avec « irrationnel.
L’algébre de Lie g est spéciale, avec 'idéal abélien a = Vect(Xs, X3, Xy). Une orbite
générique est un cylindre de base une ficelle sur un tore T? :

G.ly = G.(0,7,0,Rcosf, Rsin0)
= {(p,rcosq,rsing, Rcos(aq + 0), Rsin(ag + 0))}

A cette orbite, on peut associer les représentations 7y, = Indg(p aewo. [’ensemble moment
de 7y, est :

ConvG.£
= {E = (01, T2, T3, T4, T5), T5+x5 <77, 2] +ai < RQ}
= R x Conv(T?).

7T[0

qui ne dépend pas de 0 : Ir,, = I, si lo et £y sont deux points sur le méme tore, défini par
0
ret R.



1.5. LE GROUPE SL(2,R) A7

Supposons maintenant qu’il existe une suralgébre g*, une application de degré au plus
2,0 Gpen — (87)" telle que pop = idg, , et o(G.ly) = GT.¢(ly). Alors cette application
¢ ne peut pas séparer deux orbites G0 et G.0), si £, et £, sont sur le méme tore TZ.

En effet, soit ¢,, I'application

Py <x27 X3, Ty, .I'5) = QO(.Tl, Lo, T3, T4, l’5).

L’application ¢,, est polynomiale de degré inférieure ou égale a 2. On considére le compact
K., = ¢, (T?). Pour tout ¢, dans T?, et tout réel x1, G.€y N ({z;} x R*) est dense dans
{21} x T?. De plus, l'orbite est un cylindre, alors p(G.fy) = U K,,.
zr1€ER
Si 4y et £ sont deux points du tore, les adhérences de I'image par ¢ de leurs orbites
coadjointes coincident :

p(G.lo) = (G ).
Donc on ne peut pas séparer ces orbites par les enveloppes convexes fermées de leurs images

par .
Le groupe de Mautner n’admet alors pas de surgroupe quadratique séparant.

1.5 Le groupe de Lie G = SL(2,R)

Le premier exemple de groupe non résoluble et non compact est le groupe SL(2,R) ou
son revétement universel SL(2,R). L’algebre de Lie sl(2,R) a pour base :

1/1 0 1/0 1 1/ 0 1
X1_§<0 —1)’ X2_§<1 0)’ X3_§(—1 o)

avec les relations de commutations :

[XlaXQ] = X3a [X27X3] = _X17 [XlaXS] = X2'
1.5.1 Orbites coadjointes et représentations associées

On ne s’intéresse ici qu’aux représentations génériques appelées depuis |Barg|, repré-
sentations de la série principale et de la série discréte.
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Série principale

On note m,., p > 0, e = 0,1, les représentations de la série principale associées a
lorbite :
O, =1/ = 2 2 2 _ 2
p={0=(v1,72,23), 27 +a5—235=p"}

L’orbite O, est I’hyperboloide a une nappe. Ces représentations sont réalisées dans I’espace
L*([0,4r[) dont la base orthogonale est

on(0) = e™2 n pair (si e=0), n impair (si e=1).
L’action de s[(2,R) est :

mn

WL,&(Xi%)QDn = 59071
1 , .

WL,E(XQ)SDTZ = E((l + 3% + n)(pn-‘rQ - (]- + e — n)(pn—Q)
1 , .

e (X1)on = (L4 in 4 n)pnys + (14 ipp = n)pn-2)

L’ensemble moment est, pour tout u et tout ¢ :

I

Tu,e

=g" = Conv(0,).

Série discréte holomorphe

1 1 . L . .
On note m,,, m € §N, m > 5 la représentation de la série discréte associée a 'orbite

O = {0 = (71, m9,73), 2] +25—25=—m" et 13 <0}.

Pour tout m > 0, O,,, est une nappe de I’hyperboloide & deux nappes et O,, est associée

a une représentation seulement si elle est entiére, c’est a dire si 2m est entier et m > 7

Cette représentation est réalisée dans ’espace wal(]D), i) des fonctions holomorphes sur
le disque unité

D={w=u+iv, |w*<1}
de carré intégrable pour la mesure p,, du disque unitaire ) donnée par

4

= 4—m(1 — |w*)*™ 2dudv.

Hm
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Une base orthogonale de cet espace est donnée par :

T (2m —2)In!
n = w", €N, eD t n 2= )
n(w) = w", n v et llenl” = o 2m+n—1)!

L’action de s[(2,R) est la suivante :

o (X3)w" = —i(n +m)w"
7 (Xo)w™ = (_;) i((n+2m)w™t + nw™ )
o (X)w" = (_;)m (n +2m)w™*" — nw™ )

L’ensemble moment permet de retrouver m, en effet, cet ensemble moment est :
L, = Conv(0,,) = {{ = (1,29, 23), 27+ 23— 25 < -—m? et 23 <O0}.
Donc
m? = sup{x? + a3 — 13, (= (x1,20,73) € I, } et sign(m)= —sign(xs).

On remarque que ’ensemble moment de la représentation 7, est I’enveloppe convexe d’une
unique orbite coadjointe : 'orbite O,,,. Pour étre compatible avec les formules de caractéres,
plusieurs auteurs préférent définir ici ’orbite correspondante autrement.

Série discréte antiholomorphe

Il suffit de remplacer dans la série discréte holomorphe m par —m et w par w. L’ensemble
moment de m_,, est :

L., = Conv(0_,,) = {{ = (13,19, 73), 2]+ a5 — 125 <-—m> et x3>0}.
Ici aussi, on retrouve m :
m? = sup{at + a5 — a3, = (x1,29,23) € I;,,} et sign(m)= —sign(z3).

En plus de ces représentations, il y a la représentation triviale, les représentations limites
de la série discréte, limite de la série principale et celles de la série complémentaire. Ici nous
ne considérerons pas ces représentations "non génériques".
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1.5.2 Définition de G et séparation des orbites

Soient
gt =sI2,R)&R et GT=SL(2,R)xR.

Le sous groupe R est central dans G* donc toute représentation unitaire irréductible 7+
de G est scalaire sur ce sous groupe. Par conséquent, sa restriction a SL(2,R) : TEL(QVR)
est irréductible.

Réciproquement, toute représentation irréductible 7 de SL(2,R) se prolonge en des
représentations m, = 7 x €'* de G*. Dans ce cas, on a [+ = I x {a}.

On se donne aussi 'application non linéaire de degré 2 :

*

@ g — (g")
(x1,22,23) > ((951@2,533),93% + $§ - x%) = (¢, MQ(E))

*

Soit p: (g7)* — g* la projection canonique, transposée de l'injection canonique de g dans
g, alors p o ¢ = idy et puisque la fonction 1? est invariante , alors :

2

0(Gl) =GTp(l) et O(7,e) = Tpe X ei“Q, D (i) = T X e

On notera : R
Gyen = {ﬂ'u,a} U {Wim}-

Proposition 1.5.1 Soient 7 et @ dans (A;gen telles que :
Iory = Lo

alors :
1) Les orbites coadjointes associées o w et @ coincident.
2) Ou bien 7 et " sont toutes deux dans la série principale et

/ / /
T=Tpe, T =T, (E=¢ ou e#¢).
3) Ou bien w et © sont toutes les deuzr dans la série discrete et m = 7.

Remarque 1.5.1 Comme dans le cas résoluble non exponentiel, on sait associer & une
représentation une orbite, mais & certaines orbites on associe deux représentations et a
d’autres on n’associe aucune représentation. On a maintenant séparé les orbites mais pas
les représentations. On les sépare dans la section suivante, en appliquant une méthode
stmilaire a celle des sections précédentes.
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1.5.3 Définition de G et séparation des représentations

On va généraliser la notion de I’ensemble moment pour les représentations génériques
de G. Puisque il y a deux représentations dans la série principale, associées & 'orbite O,
on pose g, = {¢ € g, p*({) # 0}, alors on définit le nouvel ensemble

- . B 1 si ,LL2<0
M—{(ff), geggen’ 5_{00111 si M2>0 }

Le groupe G agit naturellement sur M par g.(¢,e) = (g.¢,¢) et les représentations géné-
riques de GG sont caractérisées par une orbite intégrale dans M. Pour une généralisation de
I’ensemble moment, on définit :

Jr,. ={le), Lely, } =1, x{c},

et
Je ={(0,1), tel,} =1, x{1}.

Maintenant, on définit
Gt =SL(2,R) x R x Z/27.

Un élément de G a la forme (g,t,s), avec g dans SL(2,R), t réel et s = &1.

L’algébre de Lie de G est :
gt =g =5l(2,R) x R.
Comme ci-dessus, on pose
prg —
0 ().
Mais, on peut aussi définir 'ensemble

M ={((te), Le(g7)i,, €=0,1}.

gen)

Comme pour G, une représentation générique de G est caractérisée par une G*-orbite
dans M*T, laction de G* étant définie par

(9, u,v).(0,t,€) = (9.4, ¢,€).
On étend I'application ¢ 4 0™ : M — M+ par

90++<€7 €) = (67 M2<€)7 6)'
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Donc si p™" : M*T — M est application restriction, p™*(¢,t,¢) = (¢,¢), on a toujours
pTrop™ =Tdy, et ¢t (G.(Le)=G .o (L e).
Finalement, on définit les représentations de G par :

++ — ot N ++ _ & itu?
O (M) = T,e, ou m,; (g,t,8) = s%€"" .,

et
Ot (m,) =7t on wh(g.t,s) = ¢ mn(g).

Avec ces notations, on obtient immeédiatement :

Proposition 1.5.2 On a :
1) o' est une application quadratique et

prog™ =1Idy, ¢ (G.(Le) =G (Le),
2) L’ensemble moment est

Iott(nye) = Lot (n,e) = I, X {17}

et

]q>++(7rm) = Lp+(7rm) =1 x {m2}

TTm

3) L’ensemble moment généralisée est

J(I)++(7T[,L,S) = Jﬂ',u,s X {ILLQ} = I®+(7T[,L,E) X {(ILL27€)}

et
Jort () = Jrp X {m?} = Ia+(r,,) X {(m* 1)}.

4) Sim et deuzx éléments de Cj;n alors
Jo++(m) = Jot+(r) St et seulement si mw=m'.

Avec nos généralisations, on peut dire que SL(2,R) admet un surgroupe quadratique (non
connexe) G* et une application séparante ®*.

Cependant, dans cette construction, l'algébre de Lie g™ coiincide avec l'algébre de
Lie g*. Notre définition du surgroupe quadratique G et de Iapplication @™ utilise la
nouvelle variable €. Mais la valeur de cette variable n’est pas déterminée a partir d’une ap-
plication moment usuelle. Par conséquent, notre construction n’a pas exactement la méme
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nature que la construction dans les sections précédentes, appliquée pour les groupes de Lie
résolubles. De plus, cette construction ne s’applique pas au cas du revétement universel
SL(2,R) de SL(2,R).

Pour toutes ces raisons, on considére maintenant un autre surgroupe quadratique (connexe)

de SL(2,R). On définit :

GtT =SL(2,R) xR, et "t (l,e) = (L, %(0),¢).

Et
O () = T X € x € V() = X €™
Donc
Iyt (mey = ¢ (In, . x {e}) = In, . x {(1*, )}
et

](D++(7Tm) - ]ﬂ'm X {<m27 O)}

Alors, G™* est un surgroupe quadratique de SL(2,R), et ®* est une application séparante.

Proposition 1.5.3 On a :

Iott(m,) = Lot (x, ) st et seulement st T,c = Ty e
1.5.4 Le revétement universel de SL(2,R)

Notons ﬁ(Q,]R%) le revétement universel de SL(2,R). Les représentations 7, ., avec
e € [0,2[ de la série principale de SL(2,R) se réalisent dans L*([0,4r[), mais au lieu de
considérer une base (¢,) telle que :

0n(27) = £0,(0) = ™, (0), e=0,1,
on considérera une base (p,) de fonctions telles que :
on(27) = ™, (0), €€10,2[

Par exemple :
on(0) = "3 p e N.
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L’action de sl(2,R) s’écrira alors :

- . 3

W:L,E(X?))Spn = Z(n + 5)90n

iy 1 , 3 _ €
O (P R A
- 1 . € , €

T (X1)pon = 1(“ +ip+n+ §)¢n+2 + (1 4ip—n — 5)%_2).

Son ensemble moment est toujours :

I,. = Conv(0,) = g".

e

Pour la série discréte holomorphe 7, et antiholomorphe 7_,,, elles se réalisent dans ’espace
L*(D, ft,,) des fonctions holomorphes sur le disque unité D, pour la mesure

4 1
o = — (1 — |w[*)*™*~2  mais pour tous les m > 3

Les formules sont les mémes que pour la série discréte de SL(2,R), ’ensemble moment est :

Li,,, = Conv(04,,) = {€ = (21, 22,23), 2} +a3—a5 <-m? +3<0}

(Il n’y a plus de condition d’intégralité sur m).
Posons donc : 3 -
Gt = SL(2,R) x R?

et définissons :

et

On obtient alors :

Proposition 1.5.4 C~?++A@éﬁm't un surgroupe quadratique, conneze et simplement connere
du revétement universel SL(2,R) de SL(2,R) et ®*F est une application séparante.

Remarque 1.5.2 Les orbites coadjointes du groupe SU(2) sont des sphéres, leurs enve-
loppes convexes sont les boules correspondantes. On montre que [’ensemble moment d’une
représentation unitaire irréductible de SU(2), méme s’il n’est pas conveze, caractérise cetle
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représentation (cf. [Kir, Wil, A-L]).

En outre, on sait que toute algebre de Lie g de dimension inférieure ou égale a 4 est, soit
résoluble, soit le produit direct d’une algébre de Lie semi simple par un idéal résoluble. Dans
ce dernier cas, les seules possibilités sont :

sl(2,R), su(2), sl(2,R)xR  ou su(2) xR.
On a finalement prouvé :

Corollaire 1.5.1 St G est un groupe de Lie connexe et simplement connexe de dimension
inférieure ou égale a 4, alors G admet un surgroupe quadratique et une application sépa-
rante O.

1.6 Le groupe de Lie G = SO(4) x R*

Dans cette section, on étudie le cas d’un groupe produit semi direct d’'un compact par
un sous groupe normal abélien, tel que les invariants repérant les orbites génériques ne sont
pas quadratiques mais pour lequel nos méthodes donnent un surgroupe quadratique.

Soit
G = S0(4) x R,
Paction de SO(4) sur R* étant donnée par I'action usuelle. Son algébre de Lie g est de
dimension 10 et est définie par :

g:Vect(Ti 1<i<4, Ry 1§z’<j§4>,

ot (T;) est la base canonique de R*, et R;; la matrice E;; — E;; de so(4).
Les éléments de g vérifient :

[Rij, Rit] = 0 Ris + 6aRji — 0 Rir — iRy
et
[Rija Tk] = jk:T% — 51]{}1—37 [T;, T‘]] = 0, avec la convention Rji = —RZ]
L’idéal abélien de g est a = Vect(7;). Pour tout ¢ € g*, on note { = (t,7) = (t;, k)
[’action coadjointe est donnée par les champs de vecteurs :

1 0 0 0
Rz] 9 k%él (5]/€T’Ll + 5’Llrjk‘ 5jlrlk‘ 5zk7a]l)0rkl + zatj j 8752-’

Tji = —Tij
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et

0
T~ = (5‘ktl — 5'ltk>_'
On note | | la norme euclidienne de R* et w.v le produit scalaire des vecteurs u et v. Si

0= (t,r) est tel que [t|* = Zt? # 0, on peut, par I'action de SO(4), trouver dans l'orbite
de ¢ un vecteur de la forme ((0,0,0, |t]), 7).

L’action du sous groupe exp(Vect(711, 75, T3)) permet de se ramener & un point
((07 07 07 M)? (T/1/27 7NI1/37 T/2/37 07 07 0))
de lorbite de ¢. De plus, 'action du sous groupe SO(3) de SO(4) qui laisse stable (0,0, 0, |¢|)

permet de se ramener au point :

" 2 " 2

lo = (to,m0) = ((0,0,0, |t]), (R,0,0,0,0,0)), R?>= 7“'1’22 + i T a3

Dong, les orbites génériques sont celles des points ¢, tels que [t| > 0 et R > 0. Elles sont
repérées par les nombres a = |t| et b = aR, et sont de dimension 8 (cf. [Raw|). L’algébre
de Lie du stabilisateur de ¢; est :

g(fo) = Vect(ng, T4)

La fonction (polynomiale quadratique) (¢,r) — |t|* est clairement invariante et donne la
valeur de a. Posons alors :

1
(rAt); = 5 Z EijkiT ikl
ikl

(€iji est nul sauf si {7, 7, k, 1} = {1,2, 3,4}, et dans ce cas, c’est la signature de la permu-

tation ( 1 j Z ZZL )) On définit ainsi un vecteur de R*, orthogonal a t et tel que, par

exemple :

Ri(rAt)y = —(r At)s, T (rAt); =0
R (r At)e = (r At)y, T (rAt), =0
R(rAt)s =0, Ty (rAt); =0
RL(rAt)y =0, Ty (rAt)y=0

Par conséquent, la fonction polynomiale de degré 4, (t,r) — |r A t|* est invariante et sa
valeur sur orbite de (t,70) est a>R? = b*. On a prouvé que l'orbite de £, est (si a > 0 et
b>0):

Oup = Gly = {(t,7), telsque [t|* =a? |rAt]?=0b%}).
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b
Cette orbite est associée a une représentation si elle est entiére, c’est-a-dire si — est un
a
entier naturel.

En /g, une polarisation (complexe) positive est donnée par :

p=ac + VectC(ng, ng — iRgg).

On associe donc & G.¢, I'induite holomorphe du caractére e :
Tab = Indg(ppewo“’.

I1 est plus simple d’effectuer une induction par étage et de réaliser m,; comme l'induite
unitaire de la représentation p,/q X v du groupe SO(3) x a, oil Pv/a est la représentation

b
unitaire de dimension 2— 4 1 de SO(3).
a

De plus, puisque 7, est une représentation induite unitaire, on a (cf. [A-L]) :
Ir,, = Conv(G.ly) C {(t,r), tels que [t| <a},

car la fonction (¢,7) +— [t|* est convexe.

Réciproquement, soient R; et Ry deux nombres positifs. Pour tout s de |0, 1], les points
E = ((07 Oa 07 CL), (07 R17 07 Oa 07 0))

et
Ry — Ry
1—s
sont sur la méme orbite, O, g, 4, caractérisée par a et I;. Le point
l(s)=sl+(1—s)
= ((0,0,(1 — s)a, sa), (1 — s)Ry, Ry — (1 — $)R1,0,0,0,0))

¢ =1((0,0,a,0), (Ry, ,0,0,0,0))

appartient a ’enveloppe convexe de O, r,,. En faisant tendre s vers 1, on en déduit que le
point
E(l) - ((07 07 07 CL), (07 R27 07 07 07 0))

qui est dans lorbite O, g, caractérisée par a et Ry, appartient & Conv(OQg g,q)-
En particulier, I, , contient 'adhérence de I'union de toutes les orbites O, 4. Cette réunion
est 'ensemble {(¢,r), tels que [t| = a}. Par convexité, pour tout b :

Ir,, = Conv(Oup) = {(t,7), tels que [t| < a}.
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Les représentations génériques du groupe G ne sont pas séparées par leurs ensembles mo-
ments.

Posons alors
gt =gxR'=gxb et G"=GxR?

L’action de G sur I'idéal abélien R* est 'action usuelle de SO(4) sur R*. On note (W;) la
base de I'idéal b et (¢,7,w) un point de (g*)*. On a alors par exemple :

0 0 0 0

2= 7’136)723 — T3 D13 + g Drar T24 8r14+
+ tli — tzi + @Uli - wzi
Ot ot, Ows ow,’
o =t 0 9 4,0
0rig ori3 Or4
0 0 0
Wi = MQ% - wgaﬁS * w487"14'

On en déduit immédiatement que les fonctions polynomiales suivantes sont invariantes sous
I'action de G :
(t,r,w) — [t?, |w]? tw, (rAt)w.
Maintenant, par action de SO(4), une orbite coadjointe générique de G* contient un
c
point de la forme (to, 7, wg) avec to = (0,0,0,a) (a > 0) et wy = (0,0, w3, —) (w3 > 0). On
a

a donc, sur cette orbite, |t| = a, w.t = c et

2 292 _ 2

c va*h? —c

lw|=1/wi4+—==b ou w3=-———>0.
30 g2 a

En agissant avec 'idéal a + b, on peut enfin se ramener a ¢y = (to, ro,wp) tel que ro =
(R,0,0,0,0,0) (R quelconque). On pose donc

d
V=&

Les orbites coadjointes génériques de GT sont donc les orbites

d=(rAt)w= Raws ou R=

Ot pea =1t w), telque [t|=a, [w][=0b, tw=c, (rAt)w=d},

pour a > 0, b > 0, ab > c. Elles sont de dimension 10, le stabilisateur de (o, 79, wp) ayant
pour algébre de Lie :

Va2? — 2
a" ((to, o, wo)) = Vect (Rua, T, —

T3 + CLW4, ETS - CLWg) .
a
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Définissons maintenant la fonction ¢ : g* — g**, polynomiale de degré 2, par p(t,7) =
(t,r,r At). Si Oup est une orbite coadjointe générique de G, alors O, = G.(to, 7o) et
G .p((to, m0)) = O, 4- Done, on n’a pas G*.p(fy) = (G Ly). Cependant :

00 Ne(a") = GTp((to,m0)) Nep(g”)
={(t,r,w), |t|=a, |w =0, w=(rAt)}
= @(Oa,b)'

—_ n o . b . . .
L’orbite O, . est entiére si et seulement si — est un entier naturel, a cette orbite on
Iy My a

associe la représentation :

+ _ Gt i% it0| i(To/\to)‘h
Tobob? = Ind§o(2)xaxp €@ X €701 X € .

b
Cette représentation est l'induite du caractére exp(i— X itg|ls X i(rg A to)|p) du groupe
a

SO(2) x a x b, d’algébre de Lie la polarisation so0(2) x a x b en (g, ro, wp).
On note cette représentation par ®(m,p), son ensemble moment est :

Iq)(ﬂa,b) = m(olbp,b?)'
Par convexité des fonctions ¢ +— [t|* et w +— |w|?, on a immédiatement :
Io(r, ) C{t,mw), [t <a, |w] <b}.
Comme l'égalité est atteinte sur ¢(O,y), alors :
a=sup{l|t|, (t,7,w) € lp(x, )}, et b=sup{lw|, (t,r,w) € loe,,)}-

Les ensembles moments Ig caractérisent donc les représentations 7, .

7Ta,,b)

Proposition 1.6.1 Le groupe G = SO(4) x R* admet un surgroupe quadratique et une
application séparante P.
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Chapitre 2

Séparation des orbites et surgroupes de
SL(n,R)

Résumé

Nous revenons 4 la question d’existence de produit semi-direct g™ = g x V pour une algébre de Lie g,
avec une application non linéaire ® du dual de g dans le dual de g™ telle que, pour un élément générique
&, les orbites coadjointes de ®(£) admettent des enveloppes convexes distinctes. Dans le cas de groupes de
Lie résolubles, il existe plusieurs exemples d’une telle construction, ou ® est polynomiale, de degré 2.

Pour le cas de l’algébre de Lie sl(n,R), on donne au début une telle construction avec ¢ polynomiale,
de degré n, puis, si n > 2, on prouve qu’une telle construction n’existe pas avec ® polynomiale, de degré
2, et, pour sl(4,R), cette construction n’existe pas non plus avec ® polynomiale, de degré 3.

2.1 Orbites coadjointes génériques de sl(n,R)

2.1.1 Fonctions invariantes et éléments génériques de sl(n, R)*

Ceci est bien connu, on présente ces notions ici juste pour étre complet et pour fixer
nos notations.

Puisque I'algébre de Lie sl(n, R) est simple, on peut identifier 'action adjointe et I’action
coadjointe du groupe de Lie G = SL(n,R), en utilisant la forme bilinéaire, invariante non
dégénérée sur sl(n, R) définie par :

(X,Y) =Tr(XY).
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Cependant, on utilisera les lettres grecques comme & pour les éléments de sl(n, R)* et les
lettres majuscules, comme X pour les éléments de sl(n,R). Ces objets sont tous des ma-
trices réelles n x n de trace nulle.

Maintenant, sl(n,R) est déployée, donc la théorie des sl(n, R)-modules de dimension
finie coincide avec la théorie usuelle sur les corps algébriquement clos (voir [D]). Par consé-
quent, les fonctions polynomiales invariantes sur sl(n, R)*, sont les usuelles, c¢’est & dire les

fonctions trace :
Ti(&) =Tr(€"), 2<k<n.
Plus précisément, 'anneau des fonctions polynomiales invariantes sur R est exactement

R[Ty, ..., T, (cf. [W]).

Pour toute matrice n x n, &, de trace nulle, on note C¢ son polynéme caractéristique,
Ce(t) = det (& —tI).

On met & sous forme de Jordan, en utilisant une base complexe de C", et on note zq,..., 2,
les termes diagonaux de cette forme de Jordan. Alors :

Ce(t) = det(€ —tI) = (=1)"(t — z1) ... (t — 2,)
=" — (Z A"+ Ozt ()

1<j
=" — "y ot (1) .

Puisque C¢ est une fonction polynomiale invariante, les oy sont polynomiales en T3(&), en
fait, une formule de Newton (cf. [W]), donne explicitement, pour tout k,

(_1>k+1an—k = Tr(gk) - an—lT’r(g) + an—QT’r(gk_l) +oet (_1)k_1a/k—1Tr(€)'

Cette formule permet d’exprimer tous les oy, comme fonctions des nombres T;(§), et réci-
proquement, d’exprimer tous les 7;(¢) comme fonctions des nombres ay.

Autrement dit, deux matrices £ et &' vérifient C¢ = Cy si et seulement si T;(¢) = T;(&')
pour tout j =1,...,n.

Posons maintenant £ une matrice réelle n x n de trace nulle et notons Sp(§) le spectre
de &, vue comme une matrice complexe. On dira que £ est générique si le cardinal de Sp(€)
est n.
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Notons 2 'ensemble des & génériques dans sl(n, R)*. Cet ensemble est clairement inva-
riant sous 'action (co)-adjointe de SL(n,R). Si £ est dans €,

Sp(€) ={c1,...,crya1 £ by, ... as £ibs, avec ¢j, ag, by €R, by >0, r+2s=n}.
Pour de telles données, on pose :

8]

a; b

D(Cj, ap + Zbk) = —bl ay

as by
_bs s

Fixons r et s telle que r + 2s = n. Si r > 0, posons :
Er,s = {D(cj,ak —f-lbk), < Cp < -0 < G, bk > 07 (al,bl) < (ag,bg) < e K (CLS,bS)}
ou (a,b) < (a’,') est Vordre lexicographique :

a<a

(a,b) < (d',V') <= < ou
a=ada et b<b.

Sir =0, on note :

E(J)r,s = {D(ar +ibg), bp >0, (a,b) < (az,bz) <--- < (asbs)}

et
Za,s = {D_(ak +Zbk‘)7 bk > 07 (ahbl) < <a2762> << (asabs)}a
ou
a; —b
by a
az by
D™ (ay +iby) = —by as

Qg bs
- bs Qg
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On pose finalement,

U Zr,s U (ZS—’Q U Eag> si n est pair
2 2
r>0, r+2s=n
3N =
U Xrs si n est impair.
r>0, r+2s=n

2.1.2 Orbites adjointes dans (2

Lemme 2.1.1 ¥ est une section pour l'action de SL(n,R) dans Q, c’est a dire chaque
orbite de Q) contient exzactement un point dans 3.

Preuve : Soit £ une matrice de €2, on diagonalise ¢ sur C. Avec nos notations, il existe des
vecteurs E; € C" et F), € C" tels que £E; = ¢;Ej et {F), = (ay + iby) Fj,. On choisit E; réel
et on pose Fy = E, 911 + iE. 1o ( les E,.;; sont réels), alors on obtient une base réelle
(Es) de R™. Notons P la matrice de changement de bases, donc :

PEP™ = D(cj, ay + iby).

a. Si det P > 0, alors il existe g = P, tel que £ = g&g~' et g appartient a

Vdet P
SL(n,R). L’orbite adjointe SL(n,R) - £ contient le point D(c;, ay + iby) de 2.

b. Sidet P < 0etr > 0, on remplace E; par E] = —FE,. Ainsi PEP™' = P'¢P'™! ou
P’ est la nouvelle matrice de changement de bases et det(P’) > 0. Comme ci-dessus,
I'orbite adjointe SL(n,R) - £ contient le point D(c;, aj + iby) de X.

c. Sidet P <0 et r =0, on remplace E; par E] = E, et Fy par Ey = E;. Dans cette
nouvelle base, P'¢P'™' = D~ (ay + iby,) et det(P") > 0. L’orbite adjointe SL(n,R) - &
contient le point D™ (ay + iby) de X.

Soit maintenant &y un élément de > et O son orbite. Les seules possibilités sont
ONE={&}, ou ONE ={D(ay +iby), D™ (ax + iby)} (uniquement si r = 0).
Mais si on est dans ce dernier cas, il existe g dans SL(n,R) tel que

D™ (ax + iby) = gD (ay + ibx)g .
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En considérant les espaces propres complexes, on obtient les nombres complexes z; tels
que :

g(El + ’LEQ) = Zl(El — iEQ), et g(Equ + ZEQk) = Zk(Egk,1 + iEgk), k > 1.

Par conséquent det(g) = — H |z1]? < 0, ce qui est impossible. Ceci prouve que ¥ est
k

une section pour l'action de SL(n,R) sur €.
O

Corollaire 2.1.1
Notons Q,, = SL(n,R) - X, ;. Soit & € (1, 5.
1. Sir >0, {¢, tel que Ce = C¢,} est exactement l'orbite SL(n,R) - &.
2. Sir =0, {¢, tel que C¢ = C¢,} est l'union de deux orbites SL(n,R)-{USL(n, R) &,
avec
{&, &} = {D(ax +ibr), D™ (ar + iby)} .

Ce qui suit justifiera notre notion d’élément générique.
Lemme 2.1.2 Q est un ensemble dense et ouvert de sl(n,R)*.

Preuve : Soit £ une matrice arbitraire n X n, de trace nulle. On peut réduire £ sous forme
de Jordan, en utilisant une base complexe de C". Revenant comme ci-dessus & une base

b 10 .
réelle, on pose, pour tout k, D, = ( Uk k) et I, = ( ), on peut donc écrire :
—bk ag 0 1

1 W

¢ = PPl =

Ds_1 vs1ly
D,

ici la valeur des nombres réels u; et v, est 0 ou 1, et P est une matrice réelle.
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Considérons maintenant des nombres réels tels que
<<, <y < <ys, ety +-o- 4+ 2y + -+ 2y, = 0.
Pour tout € > 0, on pose :
& =64+ eP'D(xy, .., 20, Y1, Y1y - -5 Yss Ys) P € sl(n, R).

Si € est suffisamment petit, £ admet n valeurs propres distinctes, donc &. appartient a €2
et, pour toute norme, || — & || = €| P~ D(z;, y) P||. Ceci prouve que Q est dense.

Pour prouver que €2 est ouvert, on utilise le théoréme des fonctions implicites. Soit
& une matrice de €. Le polynoéme caractéristique Cg, de {, admet n racines simples. Si
Ceo (@) = 0, alors C¢ (a) # 0.

Si a = ¢; est une valeur propre réelle de &, on définit 'application F} : sl(n,R) xR —
R, par

Fy(§, x) = Ce(x).

Si a = ay, + ibs est une valeur propre non réelle de &, on note
Ce(x +1y) = Ae(x,y) +iBe(x,y), avec Ag, Be réels,
et on définit
Fy :sl(n,R) x R? — R*  par Fi(&,2,y) = (Ae(z,y), Be(w,y)).

DEF,
D(x,y)

Un calcul direct montre que le Jacobien (&o, ax, by) ne s’annule pas.

Dongc, il existe des sous ensembles ouverts U; (resp. Uy) dans sl(n,R), contenant &,
des sous-ensembles ouverts V; de R contenant ¢; (resp. V; de R? contenant (ay, by)), et des
applications f; (resp. fi) définie sur U; (resp. Uy), tels que :

Ren=0  _ [e=10
(§7I>€ij‘/j ger

respectivement

{ (§»$7y>€Uk><‘/k - { e U .
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Choisissons V,. suffisamment petit, afin d’obtenir
V}ﬂ(UV}/)Z@, Vi N (RX{O} UVk/>—®,
J'#i Kk
puis posons U = ﬂUr. U est un sous ensemble ouvert contenant &, et, pour tout & de

T
U, Ce admet n racines distinctes (réelle ou complexe), par suite U C €2 et € est un sous
ensemble ouvert de sl(n, R)*.

En résumé, nous obtenons :
Proposition 2.1.1 Sur le sous ensemble (ouvert et dense) Q des éléments & génériques de
sl(n,R), les fonctions invariantes Ty, séparent presque les SL(n,R)-orbites.

Plus précisément, on écrit comme ci-dessus () = U,q95=,$ 5, €t on pose & € (2, ;.

1. Sir >0, {¢, tel que Tr(§) = Ti(&) pour tout k =2,...,n } est exactement l'orbite
adjointe SL(n,R) - & de &,

2. Sir =0, {¢ tel que T,(§) = Tr(&) pour tout k = 2,...,n } est lunion de deuz
orbites adjointes SL(n,R) - & LU SL(n,R) - &.

2.2 Suralgébres presque séparantes de degré n

2.2.1 Enveloppe convexe des orbites dans ()

Revenons a notre probléme, on considére d’abord 1’enveloppe convexe d’une orbite gé-
nérique dans sl(n, R)*. On garde les notations précédentes.

Proposition 2.2.1 Pour tout n > 2, l'enveloppe convezxe des orbites (co)adjointes géné-
riques (orbites dans ) est dense, plus précisément, pour tout n > 2 et & de (,

Q C Conv(SL(n,R)-&).
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Preuve :
Le cas général est une conséquence des cas de petite dimension (2 <n < 4).

Lecasn=2

Pour n = 2, les enveloppes convexes des orbites dans €2 sont bien connues (voir [A-S-Z|
ou le chapitre 1). On a :

sl(2,R)* = Conv(SL(2,R) - D(—c,¢)) (c :
= Conv(SL(2,R) - D(ib) U SL(2,R) - D~ (ib)) (b>0
Le cas n=3
Pour n = 3, on suppose & = D(cy,ca,c3), avec ¢; < ¢y < c3, et on prouve ) C

Conv(SL(3,R) - D(cy, ca,¢3)).

: / / / / / ! : /
En effet, si ¢} < ¢, < ¢3 sont tels que ¢} + ¢5 + ¢ = 0, alors Oi bien ¢; # —2c3, ou
€1 T C2

/A /
et ¢g = —c —cs.

1
(01 ) _ 5(61 —03) ) N c1 + ¢y (1 )
Co 5(62 . Cl) 2 1

ainsi, il existe ¢ dans [0, 1] et g € SL(2,R) tels que :

/ i
& [ cqtc (1
(") - ¢ g

¢y # —2c3. Supposons par exemple ¢j # —2c3, prenons ¢ = ¢] —

On écrit :

C1 — Co C1 — Co
_1 c1+ceo (1
=t ? o tO=tg T g Ty ( 1)
2 2
= t(cl ) +(1—-1t)g (Cl )g_l
Co
‘1

Par conséquent, ’enveloppe convexe de SL(3,R) - D(cy, ¢a, ¢3) contient Cy avec

C3

/
€y = —C; — C3 # C3.
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Le méme argument sur les indices 2 et 3 montre que cette enveloppe convexe contient
/ / /
D(cy, cy, c3).

. . . 1 .
Considérons maintenant D(c',a’ + it'), avec a' = —50’, et b’ > 0, choisissons ¢y, ¢ tels
que D(d,cy, ¢3) € Q, donc :
/

1
/ = 1 +a 1 )
“ 5(0' — )

3

comme ci-dessus, I'enveloppe convexe de SL(3,R) - D(cy, co,c3) contient aussi
d 0
D(d,d +it') = 0 V| +d 1
- 0 1
On a ainsi montré
Q2 C ConvSL(3,R) - D(cy,ca,c¢3).

Considérons maintenant le cas

c
£ =D(c,a+1ib) = a b,
—b a
c
on a vu que a —b | appartient & SL(3,R) - D(c,a + ib).

b a
Supposons d’abord a # 0, alors Conv(SL(3,R) - D(c,a + ib)) contient la matrice
c
a , avec ¢ = —2a # a. Comme ci-dessus, cette enveloppe convexe contient une
a
matrice D(c}, ¢y, a), telle que ¢] < ¢, ¢ # a, ¢y # a. Donc D(¢}, ¢, a) appartient a Q, et
par le raisonnement précédent,

Q2 C Conv(SL(3,R) - D(c,a +ib)).
Supposons, maintenant a = 0, Conv(SL(3,R)-D(0, b)) contient les matrices (0 D*(ib))
0
et ( D_(ib))' Comme, dans sl(2,R),

D(1,-1) € Conv (SL(2,R) - D(ib) U SL(2,R) D (ib)) ,
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ainsi, Conv(SL(3,R) - D(0,b)) contient la matrice D(0, 1, —1), par conséquent contient §2,
Q C Conv(SL(3,R) - D(0,1ib)).
Lecas n=4

Sin=4,s1&=D(cy,...,cq4) €, on obtient comme plus haut
Q C Conv(SL(4,R) - D(cy,...,cq)).

Par ailleurs, si & = D(¢q, ¢2,a + ib), a Paide du cas de sl(3,R) , nous avons, pour tout
/ /
627 .. ’C4’

D(eq, dy, c5,¢)) € Conv(SL(4,R) - D(ey, ca,a + ib))

ainsi

Q2 C Conv(SL(4,R) - D(cy,ca,a + ib)).

Finalement, si £ = D(a; + iby, as + iby), a; # 0, on a vu que

a; —b

by a
as —by
by ay

S SL(4,R) . D(CLl + ibl, as + ibg),

d’ou
D(a1, a1, a9,as) € Conv(SL(4,R) - D(ay + iby, as + b)) et ay # as.

En appliquant le cas n = 2, on montre que D(ay,z,y,ays) appartient a Conv(SL(4,R) -
D(ay + by, as 4 iby)), pour tout x et y tels que a; + = + y + a4 = 0. Par conséquent,

Q C Conv(SL(4,R) - D(ay + iby, ag + ibs)).

Pour le dernier cas, £ = D(iby,iby), on a vu que, dans sl(2,R)*, I'orbite de D(ib) est
I’ensemble des matrices (y f ; y_—l—xz) avec 22 — 2% —y? = b% et z > 0. Ainsi, SL(4,R) -
D(iby,iby) contient une matrice comme suit :

xr oz

-z -

L avec 0 < b <z
2

—by 0
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01
. . . . 1 0 .
En utilisant 'action adjointe de o 1l on obtient :
1 0
—r —z
z T o
C = € SL(4,R) . D(Zbl,lbg).

0 —by
by O

Sit=

, la matrice
zZ+ b1

D(—tz,tx,i(1 — 2t)by) = t{ + (1 — t)D(iby, iby)
appartient a Conv(SL(4,R) - D(iby,ibs)), par suite
2 C Conv(SL(4,R) - D(iby,1iby)).

Le cas n >4
Par récurrence sur n > 4, on suppose que, pour tout 2 < p < n, la proposition est vraie.
On considére D(cj, ax + iby) € X, 5, avec 7 + 25 = n.

Sir > 2, on écrit :

. D(d,, ¢
Dles as +ibe) = < o D(cy,....coay+ib)) T ? Gte, ’
YA A & n—2

T n—2

En utilisant le fait que s[(2,R)* = Conv(SL(2,R) - D(c}, &)) et 'hypothése de récurrence
pour p = n — 2, on obtient

Q2 C Conv(SL(n,R) - D(cj, ay + iby)).
Si r =1, on décompose D(cy, ay + iby) comme :

c1+ 2a1[
3
D(Ch ay + Zbk’) = D(CII’ a';i‘ + Zb;c) + 3 c1 + 2@1
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Ainsi, en utilisant le cas n = 3, une matrice D(c}, cy, c5, as +ibo, ..., a, +ib,) appartient a
Conv(SL(n,R) - D(cy,ax + ibg)), et le cas r > 1 donne le résultat :

Q C Conv(SL(n,R) - D(cy,ar + iby)).

Sir =0, alors s > 2, on décompose D(ay + iby) comme :

261,1 + 2&2]
—0 1
D(ay, + iby,) = D(d}, + ib},) + 4 2, + 2ay
14
n—4
Donc une matrice D(cf, ..., ], a3+ ibs, ..., a, + ib,) appartient a

Conv(SL(n,R) - D(ay + iby)).

D’ou, le premier cas s’applique, et ceci achéve la preuve de notre proposition.

Corollaire 2.2.1

Considérons Uapplication ¢ de lensemble Q/SL(n,R) des orbites génériques vers l’en-
semble C des sous ensembles fermés de sl(n,R)*, définie par

¥(0) = Conv(0).

L’application ¢ est constante (loin d’étre injective) : 1(Q) = sl(n,R)* pour tout O.

Cependant, on a :

Proposition 2.2.2 L’algébre de Lie sl(n,R) admet une suralgébre presque séparante de
degré n.

C’est o dire, il existe une suralgebre de Lie g*, contenant sl(n,R) et une application ®,
polynomiale de degré n, du dual de sl(n,R) dans celui de g*, telle que pour tout & de €,
Uensemble des orbites O dans Q telles que Conv(Q) = Conv(G - €) est fini.
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Preuve : L’algébre de Lie g = sl(n,R) admet une suralgébre de degré n, donnée par le
produit direct :
gt =sl(n,R) x R"!
d:g-— g, O(X)=(X,0(X)) = (X, T2(X), T5(X), ..., T,(X)).

En effet, ¢ est polynomiale, de degré n, et ¢(g - &) = ¢(&) pour tout g de SL(n,R).

Donc, pour chaque orbite O = SL(n,R) - £ dans €,

Conv (2(0)) = Conv(0) x {(T2(§), .-, Tu(&))}
= sl(n,R)" x {(T2(¢), ... . Tn(8))} -

Posons 1 (9) = Conv (®(0)).
Donc O’ = SL(n,R)- & est une orbite dans € telle que ¢ (OQ') = ™ (0) si et seulement
si Ty, (€') = T (&) pour tout k.
On a vu que si n est impair, ou n est pair et £ dans €, 5, avec r > 0, ceci implique
O = O, et si n est pair, et  dans Qg , alors il existe des nombres non réels ay + iby tel
que :
{0,0'y € {SL(n,R) - D(ay, +iby), SL(n,R)- D™ (ay + iby)} .

Ceci prouve que (g*, ®) est une suralgébre presque séparante de degré n pour sl(n, R).
]

2.3 Suralgébre presque séparante de degré p d’une al-
gébre de Lie

Définition 2.3.1
Soit G un groupe de Lie réel, et (m,V') une représentation de dimension finie de G. On
note par G = G x V la structure de groupe de Lie définie sur G <V par la multiplication :

(9,0).(¢",v") = (99", v +7w(g)V).

Si X — 7'(X) est la représentation de g, dérivée de w, alors lalgébre de Lie g™ = gx V
de G est l'espace g &V muni du crochet :

[(Xv u)? (X/’u,)] = ([Xv X,]’W/(X)ul - 71J(*X/)u)'
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Pour chaque u de V, on note ¥, I'application linéaire ¢, : g — V, définie par
¥, (X) = 7'(X)u. Donc, en identifiant (g7)* avec g* x V*, 'action coadjointe de G* est :

(g,v) - (& ) =(g- &+ Y ('m(g™) ) w(g™)f)-

On notera 7*(g) =" 7(g™").
Soit ® : g* — g' " une application telle que p o ® = id, alors ®(¢) = (£, ¢(¢)). On ne
suppose pas ¢ linéaire.

Supposons que ®(G - &) = Gt - ®(&), alors, pour tout g dans G, et tout v dans V, il
existe ¢ dans G tel que

™(9)0(§) = (9" - €),
g- &+ (hyorm(9)d(€) =g - E=g-E+ hyod(g - ).

Si v = 0, la derniére relation est exactement g-& = ¢'- &, par suite 7(g)o(&) = ¢(g - ).
Ainsi :

Lemme 2.3.1 ¢ est un opérateur d’entrelacement non linéaire entre la représentation co-
adjointe et la représentation m*.

A partir de maintenant, on suppose que ¢ est une application polynomiale de degré p,
d’ou ¢ s’écrit :
&) =b1(E) +ba(E- &) + -+ 4+ by(E- ...+ €),

oil by est une application linéaire de S*(g*) dans V*. Maintenant, le lemme précédent
implique que chaque application by est un opérateur d’entrelacement entre les actions na-
turelles de G :

be(g-(§r- o &) =be(g- &g &) =7 (g)(be(&r - - &k))-
Posons alors :
Sp(g") = ¢" @ S*(g") © - @ S”(g"),
et
b: Sy(g") — V¥, bloy+wva+---+v,) =bi(v1) + -+ by(vy).

Notons U le sous module U = b(S,(g*)) de V*. Posons W = V/U*, W est un module
quotient de V et W* ~ U.
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Lemme 2.3.2 Si (gx V,¢) est une suralgébre presque séparante de g, alors (g x W, b), ou

P&) =bE+E-E+--+E-...-8)

est ausst une suralgebre presque séparante de g.

Preuve : On identifie W* avec U, on note ¢ I'injection canonique de U dans V*, et on pose
Jj(& v) = (& t(v)). Alors ¢(§) = 1o ¢(§) et on remplace I'application ® par & = j o . Par
conséquent

Conv (®(G+€)) = j (Conv ((G - €))) .

et Conv (i)(G : g)) — Conv <<f>(G : g’)) si et seulement si Conv (&(G - €)) = Conv (B(G - £')).

Cela signifie que (g x W, é) est une suralgébre presque séparante de g.
OJ
Supposons maintenant g semi-simple déployée, tous ses modules de dimension finie sont
semi simples. Par conséquent W*, isomorphe a S,(g*)/ ker b est isomorphe a un sous module
de S,(g*). On considére donc W comme un sous module de S,(g) ~ (S,(g"))", b est vu
comme un opérateur d’entrelacement linéaire de S,(g*) dans lui méme. Finalement, si 7
est application canonique 7(&) = £ +£-&+ ... +&-...- & ¢ devient

PE) = br(&) + -+ (€. - §) = b(7(E))-

Corollaire 2.3.1

St g est une algébre de Lie semi-simple déployée, admettant une suralgébre presque
séparante de degré p, alors il existe un opérateur d’entrelacement b pour S,(g*) tel que
(g X Sp(g),boT) est une suralgébre presque séparante de g.

2.4 Lecas g=slnR) et p=2

2.4.1 Le cas g =sl(n,R)

On suppose maintenant g = sl(n, R). Rappelons les notations usuelles (cf. [F-H]).

L’algébre de Lie sl(n,R) est une algébre réelle simple, déployée pour la sous algébre
de Cartan b, donnée par 'ensemble des matrices diagonales H = D(cq,...,c,). Pour ces
H € b, on note L;(H) = ¢;, les L; sont dans h*, ils satisfont L; + --- + L, = 0. On choisit
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le systéme usuel des racines simples, i.e. les formes o; = L; — Liyq (1 < i <n—1). Le
systéme des racines positives est 'ensemble des formes L; — L;, avec i < j. Si e;; = (2,5)
est la matrice n x n telle que x,; = d,;05;, alors pour tout H dans b,

ad(H)e;; = (i 4o Faja)(Heiy = (L — Li)(H)ey, S.i .i = ]

— (o + - +aia)(H)ey = —(Li — L) (H)ey,  sti> .
Les poids fondamentaux sont wy = Ly + -+ + L (1 < k < n — 1) et les modules simples
sont exactement les modules notés I',, , _, de plus haut poids aqwy + -+ + ap_1wp—1, ai
entier naturel. De plus, le module dual de T, .. _, est le module T',, _, ... (cf. [F-H|).

On considére maintenant le module S*(s[(n, R)) i.e. 'espace engendré par les X, -. . .- X;
sur lequel sl(n, R) agit par action adjointe ad définie par :

k

adx(Xi, .- Xi) =) Xip o [X X ] X

L
Lemme 2.4.1 L’espace S*(sl(n,R)) est auto-dual i.e. (Sk(s[(n,R)))* ~ S*(sl(n,R)).

Preuve : Soit X — X? 'opération de symétrie par rapport a la deuxiéme diagonale donnée
par X* = (xj;) avec xj; = T(ny1-j)(nt1-4) Si X est la matrice X = (). Cette opération s
laisse b invariante. Pour tout poids w, on pose w’®(H) = w(H?®). En particulier, L; = L, 1,
et w; = —Wnp_j.

Par ailleurs, s permute les espaces radiciels, puisque €, = €@ 11-j)(nt1-i), OU, si H
appartient a h et 7 < 7,

[H, e} = (L] — L) (H)el;.

On étend s a S*(sl(n,R)), en posant (X, -...- X;,)P = X; -...- Xj . Maintenant, I'appli-
cation v — v*® est une involution.

Supposons maintenant que le module I'y, . , apparaisse dans la décomposition de
S*(sl(n,R)). Donc, il existe un vecteur non nul Vay .. tel que, pour tout H dans b, et
pour tout ¢ < 7,

+an—1

adH(Ua1...an_1> = (&10.)1 + -+ anflwnfl)<H)'Ua1...an_17 adeij (Ual...an_l) = 0.
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Le vecteur non nul v, vérifie, pour tout H dans b, et tout 7 < j,

An—1

adp(vy, o )= —(a1w + -+ ap_wp1)*(H) v o,
= (ap_1w1 + -+ ayw,_1)(H) v}

ay...an—1"
S —
a’deij (Ual...an,1> =0.

Autrement dit,

S *

(Fal...an_l) =~ Fan_l...al = (Fal...an_l) .

apparait aussi dans S*(sl(n,R)). Ceci prouve le lemme.

2.4.2 Lecasp=2

Regardons, pour k = 1 et k = 2, les opérateurs d’entrelacement de S*(sl(n,R)*) et
(S*(sl(n,R)))".

Pour k = 1, S'(sl(n,R)) est simple, isomorphe & I'1o o1, I'espace de ces opérateurs
d’entrelacement est unidimensionnel et engendré par ’application F, définie par :

(Po(§), X) = Tr(£X).

Par conséquent, un opérateur d’entrelacement b, est by = agFy, avec ag réel.

Pour k = 2, le module S%(g) est la somme de trois ou quatre modules irréductibles,
tous de types différents. Avec nos notations :

— Le vecteur de plus haut poids dans S?(sl(n, R)) est

V20...02 = €1n * €1n-

Le poids de ce vecteur est 2w; +2w,,_1 = 2L, —2L,,. Il existe un module simple I'yq_ o2
de dimension (cf. [F-H]) :

4+n—1ﬁ2+n—j2+j—1_nQ(n—l)(n+3)
n—j j—1 4 '

dim 'y g2 =
n—1 4
Jj=2

— Parmi les vecteurs poids de poids wo +w,,—9 = L4 — L, + Lo — L,,_1, et sin > 3, il en
existe un qui est annulé par l'action de e;;41), 1 <7 < (n—1). Ce vecteur poids est :

V010...010 = €2n * €1(n—1) — €2(n—1) * €1n-
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Il existe un module simple I'g10.. 010 de dimension :

. n—l—l -1+ -2)14+4(n—-1)—jl+n—
dlmF01o...om=4 H (U U—2)1+n-1)—j J
(n— Pl j—2 n—1l-j n—j
_nQ(n+1)( —3)
- ; ,

Si n = 3, ey n’est pas dans sl(3), et cette dimension est 0. Le sous module corres-
pondant n’apparait pas.

— Parmi les vecteurs poids de poids wy + w,,—1 = L1 — L, il en existe un qui est annulé
par l'action de €41y, 1 <7 < (n —1). Ce vecteur poids est :

n n

2
V10..01 = E €1i " €in — o g €jj * Cin-

i=1 j=1

Donc, il existe un module simple I'1g_o; de dimension :

2+n—1ﬁ1+n—j1+j—1
n—1

dim FIO...OI = = n2 — 1.

s N Jg—1
— Parmi les vecteurs poids de poids 0, il en existe un qui est annulé par 'action de
€i(i+1); 1 <1 < (n—1). Ce vecteur poids est :

V00...00 — =2n E © €44 + E 6“ ejj 6“ ejj)

1<i<j<n 1<i<j<n

Il existe un module simple trivial 'y o9, de dimension 1.

n’(n® — 1) = dim(5*(sl(n,R))),

Par conséquent, puisque la somme de ces dimensions est,

alors .
I'20..02 @ I'1o...01 @ Loto..010 @ o0, sin>3

S?(sl(n,R)) ~
[oo @ I'11 & Lo, sin=3.

Maintenant, on définit explicitement les opérateurs d’entrelacement P, P, P3 et Py,
de S?(sl(n,R)*) dans (S?*(sl(n,R)))* par : pour tout &, n € sl(n,R)* et X, Y € sl(n,R) :
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(P ), X Y) =Tr(EXnY) + Tr(EYnX),
— (R(§-m), X -Y) =Tr(EX)Tr(nY) + Tr(sY)Tr(nX),
(P& ), X Y) =Tr(EnXY) + Tr(EnY X) + Tr(néXY) + Tr(ngY X),
— (Py&-m), X -Y) = Tr(En)Tr(XY).
Un calcul direct donne :
= P3(v20..02) = Ps(v20..02) = Pa(v20..02) = 0, et (P1(v20..02), €n1 - €n1) =1 # 0,
— P3(vo10..010) = Pa(vo10..010) = 0, et (P2(v010..010); €n2 - €m—1y1) =4 # 0 (n > 3),
— Py(v10..01) =0, et (P3(v10..01), €n2 - €21) # 0,
~ Py(voo..00) # 0.

Alinsi, si n > 3, tout opérateur d’entrelacement b, est de la forme :
by = a1 Py + as Py + a3Ps + a4 Py, ol a; sont des constantes réelles.
Sin = 3, on peut écrire :
bo = a1 Py + asPs + a4 Py, ou a; sont des constantes réelles.
Remarque 2.4.1 D’abord, nous rappelons que pour gl(n,R), les formes
(A1, .. An) = Tr(A;, .. A

sont des fonctions invariantes qui engendrent K[End(V)™S*Y) (voir [H-C)).

Remarquons qu’il y a 24 produits possibles de 4 matrices, qui dépendent de la position
des matrices dans le produit. Si on prend la trace de ces produits, alors il y a uniquement
6 formes distinctes, puisque, pour tout Ay, Ay, As, Ay € sl(n,R) :

TT(A1A2A3A4) = TT(A2A3A4A1) = TT(A3A4A1A2) = TT(A4A1A2A3).

Puisqu’on cherche ici a construire des formes symétriques en &, n et X, Y, il y a unique-
ment 4 formes symétriques obtenues comme produit de traces de produit de matrices. Ces
formes sont les 4 formes décrites ci-dessus.
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2.4.3 Non existence de suralgébre presque séparante de degré 2
pour sl(n,R)

Supposons que sl(n,R) admette une suralgébre presque séparante de degré 2, alors
d’aprés le corollaire 2.3.1, on peut supposer que cette suralgébre est

gt = (sl(n,R) & Sy(sl(n, R)),bo7),
avec b:a0P0+a1P1+---+a4P4.

Pour tout £ dans sl(n, R)* et tout v € Sy(sl(n,R)), posons ¢ = & +' 1, (bo 7(£)).

Lemme 2.4.2 Si gt est une suralgébre presque séparante pour sl(n,R), alors pour tout &
de sl(n,R) et tout v de Sa(sl(n,R)), les polyndmes caractéristiques de & et ¢ coincident :
Ce = C¢, en particulier, § et ¢ ont les mémes valeurs propres.

Preuve : Pour toute matrice £ de sl(n,R)*, et tout ¢ > 0, il existe & dans Q tel que
1€ — &l <e.

Puisque (g*,b o 7) est presque séparante, & est dans €, et (. = & +' 1, (bo 7(&))
appartient a la projection de la G -orbit de ®(&,), il appartient donc a la SL(n, R)-orbite
de &, et

det(¢. — tI) = det(&. — tI),  Vt.

Si e tend vers 0, alors, pour tout t, C¢(t) = Ce(1).
]

Théoréme 2.4.1 Pour n > 2, sl(n,R) n’admet aucune suralgébre presque séparante de
degré 2

Preuve :
Supposons qu’il existe une suralgébre presque séparante comme ci-dessus pour sl(n, R),
et on garde nos notations, en particulier :

bo7(§) = agFo(§) + (P + -+ asPy)(§ - €).

Par conséquent, pour tout £ de sl(n,R), et tout v de Sy(sl(n,R)), £ et ( = f—{— w ( (€))
ont les mémes valeurs propres. On montrera que ceci implique ag = a3 = -+- = ag = 0,
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donc boT1(§) = asPy(€-£), mais cette fonction ne sépare pas les orbites coadjointes dans (2.

Choisissons d’abord v = U € sl(n,R). Ainsi ( = £ + ao[U,&]. Mais, en choisissant
U = en1 + €e@mn_1)2 et § = e1, + ez(,—1), on obtient alors

Ce(t) = det(C —tI) = (—t)"H(t* — a5)” = Ce(t) = (=1)",
Ceci implique ag = 0.
Maintenant on pose v = X - X, donc un calcul direct donne :

dai[X, EXE] + 4asTr(EX)[X, €] + das[ X2, €%, sin> 3,

t¢X~X(bO 7(§)) = {4&1[)(, EXE] + 4a3[X2,§2], sin=23.

Choisissons £ = e, et X = ¢e,;. Donc X% = 52 =0et:

t¢ (b o T(f)) B { (4(11 + 4&2)(—611 — €92 -+ e(n—l)(n—l) + Gnn), sin > 3,
XX -

4ay(es3 — €22), sin=3.
Par conséquent

()" = Clt) = Celt) = { e g A

sin = 3.
On obtient a1 +ay=0sin >3 et gy =0sin=3.
Supposons maintenant n > 3, et choisissons § = ey, + en_1) et
X ="¢=¢epn +emr)
Ces matrices sont nilpotentes, et on obtient

“Wx.x(9(€)) = (4ar + Baz)(—e11 — ean + €(n—1)(n—1) + €nn)

et
(=1)" = Ce(t) = Cc(t) = ()" V(* — (4a1 + 8as)?)?,

donc a; 4+ 2a; = 0. Finalement, a; = ay = 0.
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Maintenant on choisit § = e1(,—1) + €(nr_1)n €t X =t ¢ = €(n-1)1 *+ €n(n—1), donc
X2 = €n1, 52 = €1n, [X27£2] = —e11 + Eun.

D’ou
t?/JX-X(b o7(§)) = 4das(—e11 + enn)

et
(=) = Ce(t) = Cc(t) = (=)D (? — (4a3)?), a3 =0.

Maintenant, la suralgébre g* est (sl(n,R) x Sy(sl(n,R)),as Py 0 7).

Mais cette suralgébre n’est pas séparante, en effet, pour tout ¢ dans [0, 1/\/3], et toute
matrice M = D(cy,...,c,) € sl(n — 3,R), avec |¢x| > 2, on pose

%(t + V=38
6 = St —VI—3P)

-1
M

Pour tout ¢, & est dans , et (Py(& - &), X -Y) = (2+ Zci)Tr(XY). Cela signifie que,
k

si O; = SL(n,R) - &,

Y(0,) = Conv (B(0,)) = sl(n,R)* x {U+ X Y = as(2+ D> _ ) Tr(XY)} =™ (0y).

D’autre part, det(&;) = t(1—1) H ¢k, et la fonction ¢ — ¢(1—1t2) est bijective sur [0, 1/v/3],
k

donc pour tout t # t', O; # Op.
O

Si m = 2, on a vu dans le chapitre 1 (voir aussi [A-S-Z|) que la suralgebre (sl(2,R) x
R, [¢ — Tr(£?)]) est une suralgébre presque séparante de degré 2 pour sl(2,R).

De méme, s[(3, R) n’admet aucune suralgébre presque séparante de degré 2 mais sl(3, R)
admet une suralgeébre presque séparante de degré 3.

Dans la section suivante, on montrera que s[(4,R) n’admet aucune suralgébre presque
séparante de degré 2 ou 3, mais elle admet une suralgebre presque séparante de degré 4.
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2.5 Lecasn=4etp=3

Dans cette section, on utilise le méme genre d’arguments que dans la section précédente.
Cependant, on présente ici uniquement le résultat de ces calculs fastidieux.

2.5.1 Décomposition de S*(sl(4,R))

Le module S*(s[(4,R)) est un sous module auto-dual de S*(sl(4,R)) ® sl(4,R). La
décomposition de S?(sl(4,R)) ® sl(4,R) est donnée par la régle de Littlewood-Richardson
(cf. [F-H]), comme suit :

52(5[<47 R)) ® sl(4,R) = (I'303 + I'121 + T'a02 + T1o1) + (T'21 + Too2 + Tior + T's11 + Tias)
+ 3(F210 + To12) + 2L020 + 3101 + Togo
=U+V+W,

en posant :
U = I'303 + T'121 + 202 + 1o,
V =T121 +T'a02 + T'1o1 + I'311 + 113,
W = 3(La10 4 Lo12) + 2020 + 3101 + Looo-

Il y a 4 vecteurs de plus haut poids naturels dans S®(sl(4,R)) qui sont, avec nos nota-
tions, wsp3 = 202 - €14, Wi21 = Voo - €14, Wan2 = Vi1 - €14 €t Wig1 = Vgoo - €14. Ces vecteurs
sont les vecteurs de plus haut poids pour les modules simples I'3p3, I'121, I'a92 et I'191. On
déduit I'inclusion :

U C S%(sl(4,R)).

Dans S?(s[(4,R)) ® sl(4,R), les vecteurs de plus haut poids vgy ® e1q — Vozo - €14,
V101 @ €14 — V101 - €14 €t Voo ® €14 — Voo - €14 apparaissent aussi. Les modules simples cor-
respondants de ces vecteurs sont, respectivement, I'191, I'ogs et I'191. Puisque ces vecteurs
sont non symétriques, alors leurs modules correspondants ne sont pas des sous modules de

S3(sl(4,R)).

De méme, le vecteur de plus haut poids de I's;; est e14 ® €13 ® €14 — €14 - €13 * €14 qui
n’est pas symétrique, alors I's;; n’apparait pas dans S°(sl(4,R)), et I';13 n’apparait pas non
plus.
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On a alors :

U C S*(sl(4,R)) C S%(sl(4,R)) ® sl(4,R)/ V.

De plus,
— A laide de I'argument de dimension, on obtient :

dim(S3(s1(4))) — dim U = 680 — 574 = 106

— L’espace invariant supplémentaire W’ dans S®(s((4)) a4 U est un sous-module de .
Il a une décomposition (par symétrie) :

W' = a(Ta10 + To12) 4+ blo20 + cL'101 + dlooo C W,

avec a <3,b<2,¢<3,d<1.
— En calculant les dimensions, on a I’équation :

20 x 45+ b x 20+ cx 15+d x 1 =106,
avec les contraintes sur a, b, ¢, et d, la seule solution est : a =1, b =0, ¢c = 1, et

d=1.
On obtient finalement :

S%(sl(4)) = U + W' = T's303 + [121 4 Ta02 4+ C1o1 4 Cio1 + D210 + Lotz + Looo-

Les vecteurs de plus haut poids correspondants wsgz, w21, Wage €t wig; sont connus.
Recherchons maintenant les vecteurs de plus haut poids des quatre autres modules simples,
nous trouvons d’abord

Wa1g = €12 - €24 - €13 — €12 - €23 - €14 — €14 * €43 * €14 + €13 - €34 * €13 + (644 - 633) © €13+ €14,

S
et Wo12 = Wayg-
Pour les deux derniers modules, posons

/
€ij = 2 (eil “€15 + €0 €5 + €3 €35 + €4 64]') — (611 + €99 + €33 + 644) - €4
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Alors on obtient les vecteurs de plus haut poids wj,; et wooo (wooo n'est pas développé) :

Wigy = 2 (€11 - €y + €12 - €hy + €13 - €y + €1q - €ly) — (€11 + e + €33 + eas) - €y
= 2eqy - (26’23 €34 + 2€91 - €14 + (622 - 611) c €24 — (633 - 644) : 624)+

+ 2e13 - (2e32 - €24 + 2€31 - €14 + (€33 — €11) - €34 + (€4q — €22) - €34)+

+ (e11 — €22) - (2e12 - €24 + 2€13 - €34 + (€11 — €22) - €14—

- (633 - 644) : 614) - (633 - 644) : (2612 €4 + 2e13 - €34 + (611 - 622) " €14 — (633 - 644) : 614),
wopo = 4(e12 - €y + €y - €21 +e13 - €31 + €y - ez ey €y ey et

+ €93+ €50 + € - €30 + o4+ €y + €5y - €49 + €34+ €3 + €5y - €43)F

+ (€11 — ea2) - (€} — €39) + (e11 — €33) - (€17 — €33) + (€11 — eas) - (€ — €y)+

+ (€22 — €33) - (€hy — €hg) + (€22 — €aa) - (€ — €y) + (€33 — €as) - (€33 — €ly).
2.5.2 Les formes trace et opérateurs d’entrelacement pour S°(s[(4,R))

Comme ci-dessus, on a 12 formes trace. Notons par &, 1 et ¢ les éléments de (s[(4,R))",
et X, Y, Z les éléments de s[(4,R). Les formes trace sont les suivantes :

Ty =Tr(ncXY2), T, =Tr(nXcY2), Ty =Tr(EnXY(2),

T, =Tr(XnY(Z), Ts =TrEnCX)Tr(YZ), Ts =Tr(EnXY)Tr((Z),

T =Tr(EXYZ)Tr(n¢), Ts =Tr(XnY)Ir(CZ), Ty =Tr(EnO)Tr(XY Z),
Tio =Tr(nX)Tr(CYZ), T =TrEn)Tr(X)Tr(YZ), Ty, =Tr(EX)Tr(nY)Tr((Z).

Pour chaque 7, on pose

Si(&1.82.83, X1.X5.X3) = Z Ti(&0(1): €0 (2): Eo(3), Xr(1), Xr(2) Xr(3))-

c€G3,7€G3

Rappelons que, dans la section précédente, on a trouvé 8 vecteurs de plus haut poids de la
décomposition de S*(sl(4,R)), i.e. le systéme libre

1 8 /
(w yeee, W ) = (w303,w121,w202,wzlo,w012,w101,w101,w000).

t . . .
Notons (€;,j, * €injs * €igjs) 1€ VECtEUT €, - €4y, * €jgis, SOt M la matrice avec 8 lignes et 12
colonnes dont les entrées sont les nombres
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A Taide d’un programme informatique, on obtient :

00036 00036 000 36
000 0 O0O0O0O 4 000 12
0113 010 4 010 6
M- 004 0 040 4 000 6
06010 0 010 2 0O0O0 6
112 0 232 2 004 6
100 0 0200 0O0O0 6
3300 0 030 0 900 6

Le rang de cette matrice est 8, et on obtient la base suivante des opérateurs d’entrelacement :

(Pi(§-m-CQ), XY Z)=Sym(Tr(EnC XY 2)),
(Po(§-m-C), XY - Z) = Sym(Tr(EnXCY Z)),
(P3(§-m- ), XY - Z) =Sym(Tr(EnXY(Z)),
(Pa(§-n-C), XY - Z) =Sym(Tr(EXnY(Z)),
(Ps(§-m- ), XY - Z) = Sym(Tr(En¢X)Tr(Y Z)),
(Ps(§-m- ), XY - Z) =Sym(Tr(§XnY)Tr(CZ)),
(Pr(§-m-¢), XY - Z) = Sym(Tr(EnX)Tr(CY Z)),
(Ps(§-m-C), XY - Z) =Sym(Tr(EnQ)Tr(XY Z)).

La notation ’Sym’ signifie que I'expression est symétrisée d’une part en &, 7, ¢ et d’autre
part en X, Y, Z.

Lemme 2.5.1 Les applications P; : S*(sl(4,R)*) — (S*(sl(4,R)))" définies ci-dessus,
forment une base de l’espace des opérateurs d’entrelacement pour le module S*(sl(4,R)).

2.5.3 sl(4,R) n’admet aucune suralgébre presque séparante de de-
gré 3

Théoréme 2.5.1 L’algebre sl(4,R) n’admet aucune suralgébre presque séparante de degré
3.
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Preuve : Si sl(4,R) admet une suralgébre presque séparante de degré 3, alors s[(4,R) en
admet une de la forme

(s1(4,R) % Sy(sl(4,R)), (b + by + bs) 0 7).

Les calculs des sections précédentes donnent by = 0, (bo(£.1), X.Y) = ayTr({n)Tr(XY) et
b3 est :

bs(§m-¢) = ch (€-n-0).

Ainsi, on choisit v = X - X - X dans S3(sl(4,R)) et on calcule "), (P;(¢ - € - €)). Explici-
tement :

o(PLE- € €)) = [X°, €7,

u(Po(€ - € €)) = [XEX, €] + [XEXP, €7,
(5§ € €)) = [XPEX, €] + [X X7, ¢,

"y (Py(§ - €+ §)) = B[XEXEX, €],

u(Ps(€ € €)) = Tr(X?)[X, &7,

Pu(Ps(€ - €+ €)) = 2Tr(EX)[XEX, ] + Tr(EXEX)[X, £,
o (Pr(§ - € €)) = Tr(X?)[X, & + Tr(¢X)[X?,¢],
Wo(Ps(§- € €)) =0.

Soit & = ey, alors £ =0 et ", (P;(£-€-€)) =0, pour j =1,2,3,5, 7.
Soit maintenant X = ey + €41, alors

"o (Py(§-§-€)) = —3(en —eas) et "y (Ps(§-€-€)) = 3(enr — eas).
Donc, avec les notations ci-dessus,
=&+ Yu(boT(§)) = 3(cs — ca)(en — eas) + e,

et
Ce(t) = det(¢ — tI) = t2(t* = 9(cs — ca)®) = Ce(t) = ¢*.

On obtient la relation ¢ — ¢4 = 0.

Soit maintenant X = ey — €41, on obtient

hy(Ps(€-€-€)) = 3(er1 —ean) et “Py(Py(§-€-€)) = 3(en — eaa).
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Par conséquent
Ce(t) = 2(t* — I(c + c1)?) = t* = Ce(1),

donc ¢g + ¢4 = 0. Ceci montre que ¢g = ¢4 = 0.

Choisissons maintenant £ = ej5 + esq, et X =" €. Donc
t%(%(& £-8)) =en +ez3— 2eq et t%(Ps(f £+ 8)) = 2e11 — €33 — e
Par conséquent,
Ce(t) = —t(ea + 2c3 — t)(ca — c3 — t)(—2co — c3 — t) = Ce(t) = t*.

Ceci implique ¢y = ¢35 = 0.

Maintenant, soit & = ey3 + €14 + €34 et X =" £, alors
Ce(t) = —t(—t* + t(5¢5 + ¢7) + 263 + &3 + 2¢7) = Ce(t) =t

Par conséquent c; = 0.

Choisissons maintenant & = ey + eag + €34 et X =" &, alors,
Ce(t) =121 — ) = Ce(t) = t*.

Ainsi ¢; = 0.

Finalement, on choisit £ = ej5 4 €23 + €34 et X = e14 + €41, d’ou
Ce(t) = 2(t* — 4ck) = Ce(t) =t

Par suite ¢c5 = 0.

On obtient finalement :
bor(&),U+X -Y+ XY -Z)=a,Tr(Tr(XY) + csTr()Tr(X'Y'Z").
Mais alors on considére, pour 0 < ¢ < 1/2, les matrices

V1+t
—Vv1+t
1—t
—V1-t
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Pour tout ¢, & est un élément de €, et Tr(&2) = 4 et Tr(&}) = 0. Posons
O; = SL(4,R) - &,

avec nos notations, on obtient comme ci-dessus ¢ (0;) = " (0y), pour tout ¢.
Par ailleurs, det(&;) = (1 — t?)% et t — (1 — #*)? est bijective sur [0,1/2], donc O; # Op
sit#t.

Ainsi, s[(4,R) n’admet aucune suralgébre presque séparante de degré 3.

Bien siir, on peut formuler la conjecture suivante :

Conjecture 2.5.2 Pour tout n, sl(n,R) n‘admet aucune suralgébre presque séparante de
degré n — 1, mais elle admet une suralgebre presque séparante de degré n.

Plus généralement, si g est une algébre de Lie réelle semi simple et déployée, si k est le plus
haut degré des générateurs de l’algébre des fonctions polynomiales invariantes sur g, alors
g admet une suralgébre presque séparante de degré k, mais elle n’admet aucune suralgébre
presque séparante de degré k — 1.

L’hypothése ‘g déployée’ est nécessaire. En effet, on remarque que sl(2,R) n’admet
aucune suralgébre presque séparante de degré 1, mais l'algébre de Lie su(2) admet une
suralgébre presque séparante de degré 1, puisque ses orbites adjointes sont des sphéres qui
sont caractérisées par la fermeture de leurs enveloppes convexes.
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Chapitre 3

Surgroupe universel

Résumé

Dans les chapitres précédents, pour séparer les représentations unitaires irréductibles 7 d’un groupe
de Lie G par les ensembles moments on construit un surgroupe de Lie G et des extensions de chaque
représentation 7 en une représentation 7 de G, de telle sorte que I’ensemble moment de 7" caractérise
. _

Dans ce chapitre, nous construisons un surgroupe universel G, qui est un groupe de Lie Fréchet de
dimension infinie. On étend chaque 7 en une action hamiltonienne 7 de G. L’ensemble moment de 7
caractérise la représentation .

3.1 Le cas d’un espace vectoriel de dimension finie

3.1.1 Généralités

Dans cette section, soient G un groupe de Lie et (7, H) une représentation unitaire de
G sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie H.

Ainsi Paction de G sur la variété réelle Hg (I’espace vectoriel H vu comme un espace
réel), (g,v) — m(g)(v) est de classe C™. Si (v|w) est le produit scalaire sur H (le produit
scalaire (u|v) est C-linéaire par rapport & la variable v et antilinéaire par rapport a la
variable u), Hg est un espace de Hilbert réel complet pour le produit scalaire réel :

(u|v)r = Re(ulv).

Donc, on peut identifier 'espace Hy des formes linéaires réelles continues de Hy avec Hg
lui méme : 'application b : Hg — Hp définie par

(u”,0) = (ulv)z

91
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est un isomorphisme d’espaces de Hilbert réels.

Définition 3.1.1
On définit sur Hg une forme bilinéaire antisymétrique, en posant :

wH(wl, wy) = Jm(w|ws).

Cette forme est non dégénérée puisque w (wy,iw;) = ||wyi]|* > 0 si w; # 0. Alors
(Hg,w™) est une variété C™ symplectique.

Sur (HR,wH ), les notions de champ de vecteurs hamiltonien, et de crochet de Poisson
sont bien définies.

Le champ de vecteurs hamiltonien w; défini par f est I'unique champ de vecteur tel
que :

—df (u)(w) = w" (wy, w),

et le crochet de Poisson de deux fonctions C™° f et g est :

{f.9}(w) = dg(u)(wy) = w" (wy, wy).

Puisque, pour tout w; de H, 'application wy + w (wy,w,) est une forme linéaire réelle,
alors il existe un unique vecteur wi dans Hy tel que

wH(wl,wg) = (wﬁ,u@).

Puisque w” (iwy,wy) = —(w;|ws)r, Papplication § est, comme I’application b, un isomor-
phisme d’espaces réels. Dans la suite, on note par § Uapplication —i~'. Ainsi :

Définition 3.1.2
L’isomorphisme § de Hy dans Hy est l'unique application linéaire réelle définie par :
H

Wi (a*,w) = —(a,w) (a € Hy, w € Hg).

Si f est une fonction réelle C™° sur Hg, on note sa différentielle par :

of b

dw)h) = (5

).
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Lemme 3.1.1 Sur la variété symplectique (HR,wH), le champ de vecteur hamiltonien as-
socié a la fonction f est,
_ (1Y
wr = (@) .

Le crochet de Poisson de deux fonctions C™ f et g est
TCIAN
#
Avec nos notations, le champ de vecteur hamiltonien w; définie par f est (—) , en

ou
effet : ﬂ
—df (u)(w) = —(%,w) =l ((%) ,w) = wH(wf,w).

Le crochet de Poisson sur Hr est donc

Preuve :

#
{19300 = dgfu)(ag) = " 0p) = 52, (32 ) )

3.1.2 Application moment pour une action linéaire

En dérivant I'application ¢t — 7(exp(t§)), pour tout £ dans g, on définit la représentation
7' de Ialgébre de Lie :

7(€)(0) = T ocar(exp(t€))(v).
Rappelons que 7(exp(t€)) = '™ © et 7'([¢,n]) = [7'(€), 7' (n)].

Remarquons qu’on obtient, avec ces notations :

' (€) _ Id
expt(&,u) = (exp t€, eeru)

Maintenant GG X Hg est un groupe de Lie de dimension finie, d’ algébre de Lie g x Hp :
I’espace vectoriel g x Hg muni du crochet

[(&1,01), (§2, w2)] = ([&1, o], 7' (§1)wa — 7' (E2)wn ) -



94 CHAPITRE 3. SURGROUPE UNIVERSEL

Rappelons que 'action d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique M est ha-
miltonienne si pour tout { dans 'algébre de Lie g de G, il existe une application C*, J¢
telle que § — J¢ est linéaire et le champ de vecteurs hamiltonien de J¢ est le champ de
vecteurs infinitésimal de Paction : (g, z) — g.z tel que :

d
dfz(wy,) = wy fle = d_t|t:0f(eXp —té.x).

Si c’est le cas, on appelle application moment, "application ¢ : M — g*, définie par

(¥(2),€) = Je(x).

Remarque 3.1.1

Supposons M conneze. Etant donné l’action de G sur M, chaque fonction hamiltonienne
est unique & une constante pres, donc lapplication moment est unique & une forme firzée ¢
pres dans le dual g* de g. Autrement dit, si xo est un point fixé dans M, on peut choisir
une unique application moment 1, en imposant 1 (xqy) = 0.

On considére maintenant le cas M = Hg. Le groupe G x Hy agit sur Hg par :

Mg, u)(v) = m(g)v + u.

On vérifie que c’est une action et que w” est préservée :
Mg, u)(Ag', W) (v)) = m(g)(m(g)v+u)+u
L m(g9")v + (m(g)u’ + u) = AMgg', m(g)u’ + u)(v),
= d(A(g, w))o(w) = —lizoA(g, w)(v + tw) = m(g)w,
= W(d(M(g,w))o(wr), d(N(g, u))o(w2)) = Tm(m(g)wr, 7(g)ws) = W (wr, ws).

Lemme 3.1.2 L’action de G x Hg sur Hgr est hamiltonienne, son application moment qui
s’annule a I’ origine est :

(o), (€ w) = 5Im( (€)olv) + Tm(ul)

Preuve : Posons

Tiew(v) = Som(z'(E)efo) + Im(ulo).

Jie.)(0) = 0 et le champ de vecteur hamiltonien associé est défini par

0Jiem d ~
wH(wJ<§7,u),w) = — <%,w> = —%|t:0J(§7u)(v + tw) = =JIm(7"(§)v + ulw)
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donc wy v = —7'(§)v — u,
D’autre part, pour toute fonction f de classe C* :

e—tv'(©) _
o Nexp € )(0) = oo (wlexp —16)(0) = =)

™ (&)
d / 2\ _ 0f
= E\tzof (v —tr'(§v — tu+ o(t?)) = — <g,

= df (v)(wye,).

' (&v + u>

Ceci prouve que wy, = est le champ de vecteur infinitésimal associé & (&,u) via la G x Hg-
action sur Hp. O

Remarque 3.1.2
Une action hamiltonienne d’application moment Je est fortement hamiltonienne si l’ap-
plication moment vérifie la relation

{J§> Jn} = Jigy)
pour tout &, n dans l'algebre de Lie g. Etant donnée une application moment J, l'action est

fortement hamiltonienne s’il existe b € g*, tel que {Je + (&), J,, +b(n)} = Jie.n + b([€, 1),
ou

db(§,m) = b([&,n]) = {Je, Iy} — Jie = (&)

L’action de G x Hg n’est pas fortement hamiltonienne, puisqu’un calcul direct donne :

{J(&,m)’ J(fz,Uz)} (U) - J[(§17U1)7(€27U2)] (U> - jI’n<u1|u2)

En outre le cocycle c((&1,u1), (&2, u2)) = Im(uy|ug) n'est pas un cobord puisque, s’il existait
b:gx Vg — R tel que

C((gla u1)7 (§2a UQ)) = b([(gb U1)7 (527 UQ)D?

nous aurions, pour tout ui, Us,

0= b([(O, u1>, (O7u2)]) = C((O’ ul)? (07 UQ)) = jm(u1|u2)
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3.1.3 Application moment associée & I’action projective

Par définition, I'espace projectif complexe PH est le quotient de H* = H \ {0} par la
relation v ~ w si et seulement si il existe un nombre complexe z (z # 0) tel que w = zv.
On note par [v] la classe d’équivalence de v € H”.

On considére PH comme une variété C* réelle. Pour tout v dans H™, Papplication
¢, : PH — (v')g, donnée par

w

(v]w)

est une carte locale pour PH définie sur le voisinage ouvert U, de [v], composé des [w] dans
PH tel que (v|jw) # 0, on a

po([w]) = [[o]f*

— v

SOU([UD =0, O = 20y €t 90;1<U) = [U + U]
Cette famille de cartes définit la structure d’une variété réelle sur PH.

On définit une 2-forme w]ﬁf sur PH par :

Jm(de,(W1)|de,(W3)) .

o2

wﬁ?(Wla W2) =

Puisque dy., o de, ' (w) = zw, cette quantité dépend seulement de la classe [v] de v, donc
ceci définit une forme sur PH, non-dégénérée en tout point. Un calcul fastidieux prouve
que la forme w™ est fermée. Il est plus simple de considérer la sphére unité S dans H
comme une sous variété de Hg ( on note par i U'injection canonique) et si p : S — PH
est Iapplication v + [v], alors i*w” = p*w™. En effet, pour tout v dans S et w; dans
T,S = (v )r (i=1,2),0ona:

wily (di(v)(wy), di(v)(w)) = wfl (w1, ws) = Im(wy|w,)
Wy (dp(v) (w1), dp(v)(wa)) = wif (de,  (0)(wr), de, ' (0)(w2)) = Tm(wy |wy).

Puisque p est surjective, p* est une application injective, d’ott dw! = 0 implique dw®™ = 0.

L’action de G sur H est linéaire, elle induit une action sur PH par
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Soient W; (i = 1,2) deux vecteurs dans T},jPH, posons w; = d,([v])(W;) (w; € (vF)g), un
calcul direct donne la relation :

dpy([0])(Wi) = d@;(lg)(v) (m(g)(ws)),

donc :

OV, () (3)) = LD _ oy,

L’action de G sur PH préserve la 2-forme w*".

On cherche une application moment associée a cette action, on pose alors :

_ LIm(x'(§vfv) _ 1 (7' (§)v]v)
2 ol 20 ol -

Je([v])

puisque 7'(€) est anti-adjoint. Comme ci-dessus, on fixe W = dy,"(0)(w) dans T},PH
(w € (vH)gr), on obtient :

AT W) = S |oe(fo + )

1@+ ) + )
a2 o+ tuwl?
_ Jm(r(©)(v)|w)
ol

= o (47 (0) (' (©)(v)), ).

On a donc wy, = —dp, ' (0)(7'(£)(v)). D’autre part,

d d

g O O) = ol — T (OW)] = umole™ O] = | ppenpiigle]

Ceci prouve que 'action de G sur PH est hamiltonienne, d’application moment J.
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Finalement, 'action est fortement hamiltonienne, puisque, avec nos notations,

(es Ty} (1) = (s 7 (0))
= Zleodol [ OW))
00 O)
dt'" "2 le=tm'©v ]2
1 (PO + (K@l (E))
2 G
_ L@@ orm) ~ wm)or@)e)l)
2 [
= Jiean([v]).

On a donc prouvé : {J¢, J,} = Jie ), 'action est fortement hamiltonienne.
La fonction J¢ est appelée I'application moment de la représentation .

Proposition 3.1.1 Si (w, H) est une représentation unitaire de dimension finie du groupe
de Lie G, alors

P

~ PH muni de la 2-forme W™ est une variété symplectique réelle,

— G agit naturellement sur PH, et cette action préserve w1,

— laction est fortement hamiltonienne, d’application moment :

Sl = 5t

3.2 Calcul différentiel dans les Fréchets

Dans cette section, on rappelle le calcul différentiel défini par R. S. Hamilton (voir [H]
pour une présentation détaillée).

Soient V', W deux espaces vectoriels de Fréchet, U un sous ensemble ouvert de V et
f U — W une application continue.
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On définit la dérivée de f en un point v dans U et dans la direction de A dans V' comme
la limite, si elle existe :

D f(u)(h) = limy [+ 1) — F(u)] = <5—f, h> |

t0 ou

Définition 3.2.1
On dit que f est de classe C* sur U si Df(u)(h) existe pour tout (u,h) dans U x V et
st application
(u, h) = Df(u)(h)

est continue de U x V dans W.

Si f est ' sur U, u+ Df(u)(h) est continue pour tout h dans V. Si sa dérivée dans
la direction £ existe, on I'écrit :

D2 (u) (h, k) = lim (D (u + th)(1) — Df () (h)].

Et on dit que f est de classe C* sur U si I'application (u, h, k) — D*f(u)(h, k) est continue
de U xV x V dans W.

R. S. Hamilton a prouvé dans [H| que si f est C? sur U, alors D*f est symétrique et
bilinéaire. Continuant dans cette voie, on définit récursivement DP f(u)(hy, ..., h,) et on
dit que f est C? si 'application

(w, hay .o hy) > DPF(w) (R, ..., hy)

est continue de U x VP dans W. Si c’est le cas, DPf est complétement symétrique et p-
linéaire. On dit que f est de classe C* si f est C* pour tout p.

Evidemment, si V et W sont de dimension finie, f est C* ou C'* sur U si et seulement
si f est C? ou C'* dans le sens usuel.

Rappelons le résultat utile (Corollaire 3.4.4 dans [H|)

Lemme 3.2.1 Si Vi, Vi, W sont des espaces de Fréchet, et f(u,v) est une application
continue de Uy X Vo dans W (U est un sous ensemble ouvert dans Vi), séparément Clen
u et linéaire en v, alors f est C' globalement en u et v et

D f(u,v)(h, k) = Dfo(u)(h) + f(u, k),
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st fy est Uapplication u — f(u,v).

Maintenant on peut définir une variété de Fréchet (voir|H]).

Définition 3.2.2

Une variété de Fréchet M est un espace topologique de Hausdorff muni d’une famille
de cartes locales @; : U; — E, chaque carte est un homéomorphisme d’un sous ensemble
ouvert U; de M a valeurs dans un sous ensemble ouvert d’un espace de Fréchet E, tel que
;0 @' est un homéomorphisme C™ entre deus sous ensembles ouverts de E.

Ainsi, une variété C* usuelle de dimension finie, un groupe de Lie G et un espace
vectoriel de Fréchet sont des variétés de Fréchet. Si M, N sont deux variétés de Fréchet,
avec les cartes locales ; : U; — U/ C E et ¢; : V; — V! C F, le produit M x N avec les
cartes locales

D; = (@i, ) Uy x V; — U x V] C ExF,

est aussi une variété de Fréchet, puisque les applications

(2, y) = (95 007 (2), ¢ 007 (y))

sont C°.

Les champs de vecteurs, les formes sur une variété de Fréchet M sont définis par leur
expression locale dans les cartes de M (voir le chapitre 0).

Un groupe de Lie Fréchet est une variété de Fréchet et un groupe pour lequel les deux
applications

(91,92) V> g192 et g g !

sont C°.

L’algébre de Lie g d’un groupe de Lie Fréchet G est I'espace tangent & l'origine. Tout
vecteur ¢ de g engendre un unique champ de vecteur invariant a gauche é sur G. Si et n
sont dans g, le commutateur de deux champs de vecteurs f et 7 est un champ de vecteur
invariant & gauche, sa valeur a l'origine définit le crochet [£, 7] sur g.
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Malheureusement, il n’existe pas une relation directe entre les sous algébres fermées de g
et les sous groupes de Lie de G, comme un exemple donné par H. Omori dans [O] le montre.
Dans cet exemple, Omori étudie le groupe de Lie Fréchet Diff(T) des difféomorphismes du
tore a une dimension.

I1 montre que 'on peut construire des éléments ¢ de Diff(T) dans n’importe quel voisi-
nage de l'identité tels qu’il n’existe pas d’élément X dans I'algébre de Lie X(T) de Diff(T)
tel que ¥ = exp X.(X(T) peut étre identifiée a 'algébre des champs de vecteurs sur T et si
X € X(T), exp X est l'instant 1 du flot de X). Contrairement au cas d'un groupe de Lie,
on n’obtient donc pas un voisinage de I'identité dans Diff(T) en considérant 1’ensemble des
exp X, X € X(T).

3.3 Application moment associée 4 une action linéaire
de dimension infinie

3.3.1 Préliminaires

Dans cette section, on a : un groupe de Lie G, d’algébre de Lie g, et une représentation
unitaire m de G dans un espace de Hilbert complexe H. Notons par V = H le sous espace
des vecteurs C™ de 7. Si € est un vecteur de g, on définit 7'(&) sur V par :

WO = SHlimgrle(t6)) (o).

La topologie de H est donnée par la norme ||u|| = 1/ (u|u), 'espace V' est un espace de
Fréchet, pour sa topologie définie par la famille de seminormes suivantes : si (&1, ...,&;) est
une base de g,

v pu(v) = sup [|7(&) (& )vll-

On considére ces espaces comme des variétés réelles. Pour H, comme ci-dessus, ’espace
vectoriel sous-jacent Hg est un espace de Hilbert réel complet pour le produit scalaire réel
(u|v)r = Re(ulv).

D’ot, on identifie I'espace Hg des formes linéaires réelles continues sur Hg avec Hg lui
méme grace a l'application b : Hg — Hp définie par

(u”,v) = (ulv)e.
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Les mémes formules définissent un produit scalaire réel sur 'espace vectoriel réel Vg,
mais cet espace n’est plus complet pour la norme associée.

D’aprés le théoreme de Hahn-Banach, 'espace Vg de formes linéaires réelles sur Vi,
continues par rapport a la norme de H est isomorphe & Hg, donc application b de Vi dans
Vi est maintenant une application non-surjective.

Sion munit Vg de sa topologie naturelle d’espace de Fréchet, le dual continu Vg contient
(en général strictement) Hyg et b reste continue et non-surjective, de Vg dans Vg. On note
par V° I'image de cette application b.

3.3.2 Formes symplectiques

Définition 3.3.1
Sur Hy (resp. Vi), on définit une forme bilinéaire antisymétrique, par

W (wy,wy) = Tm(w |wy), WY (w1, wy) = Jm(w:|w,).
Ces formes sont non-dégénérées puisque w®(wy, iw1) = ||wi||* > 0 si wy # 0.

Alors, (Hg,w™) est une variété de Hilbert C™ symplectique. De méme, comme toute
forme bilinéaire continue sur un espace de Fréchet est C*° ([H]), on dira que (Vg,w") est
une variété de Fréchet symplectique.

Sur (Hg,w™), les notions des champs de vecteurs hamiltoniens, et de crochet de Poisson
sont bien définies.

Puisque, pour tout w; € H, lapplication wy + w(wi,w;) est une forme linéaire
continue réelle, il existe un unique vecteur w? de Hy tel que

W (w1, wy) = (Wh,w,).

Puisque w” (iwy,wy) = —(w;|ws)r, Papplication § est, comme I’application b, un isomor-
phisme d’espaces de Hilbert réels. Dans la suite, on notera par  Papplication —f~*. Donc

Définition 3.3.2
L’isomorphisme § de Hy dans Hp est l'unique application linéaire réelle définie par :
H

wf (a*,w) = —(a,w) (a € Hy, w € Hg).
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Si f est une fonction réelle C™ sur Hg, on note sa différentielle par :

0 f

& () () = (3. h).

Lemme 3.3.1 Sur la variété symplectique (HR,wH), le chamyp de vecteur hamiltonien as-

socié a la fonction f est
o= (Y

Le crochet de Poisson de deux fonctions C™ f et g est

69 (61
{f7 g} = < oo\ o .
ou’ \ du
Preuve : Tl s’agit d’une répétition du calcul correspondant aux espaces de dimension finie.
O
Le groupe G agit sur Hg, et préserve la forme symplectique w”. En effet 7(g) est une

application linéaire continue, donc C*° de Hr dans Hg, sa différentielle est elle méme et on
a immeédiatement pour tout wy, ws :

w ((dm(g))(w)(wn), (dm(g))(w) (w2)) = TJm(m(g)(wi)|7(g) (w2)) = w (wy, ws).

Malheureusement, cette action n’est pas C'°°, on ne peut pas différentier I'application
g — m(g)(u) pour tout u dans H, donc on ne peut pas considérer cette action comme une
action fortement hamiltonienne. Par conséquent, on se restreint maintenant a ’espace Vx.

Sur la variété de Fréchet symplectique Vg, on peut définir des fonctions hamiltoniennes
et des champs de vecteurs. On a vu que b est une application continue bijective de V' dans
V®, on a toujours :

"

WY (iwy, wo) = —(wy|wa)r = (w1, ws).

Par conséquent, f est maintenant, comme 'application b, un isomorphisme de V dans %8
On note par # I'application —g~!.

Définition 3.3.3

)
Une fonction C™ réelle f sur Vg est une fonction hamiltonienne si sa différentielle —f

ou

est une application de classe C* de Vi dans V.
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Un champ de vecteur W est un champ de vecteurs hamiltonien s’il existe une fonction

. JAY
hamiltonienne f telle que W = 50

Le crochet de Poisson de deux fonctions hamiltoniennes f et g est défini par :

_ [0 (oY
3.3.3 Application moment associée a ’action projective

Comme dans le cas de dimension finie, 'espace complexe projectif PH est le quotient
de H* = H \ {0} par la relation : v ~ w si et seulement s’il existe un nombre complexe z
tel que w = zv.

On note par [v] la classe d’équivalence de v. Maintenant, PH est une variété C' réelle
de dimension infinie avec les cartes locales (U,, ¢,) :

Uo={[w], (lw)£0}, et wulfw]) = [0l —— —v € ()~
(v]w)

En effet, puisque ¢, est une application continue bijective du sous ensemble ouvert U,
de PH dans 'espace vectoriel v*, d’application inverse (¢,)~! : w — [w + v], , est un
homéomorphisme et

_ w + U1
Pog © (901)1) 1(11)) = ”UQHQ(

— 0
Vo|w + v1) 2

est C™ de @, (Uy, NU,,) dans ¢,, (U, NU,,). Ces cartes définissent une structure de variété
de Hilbert sur PH.

De plus, exactement comme dans le cas d’un espace de dimension finie, on définit une
2-forme sur PH par :

Im(dipy (W1)|dipu(Wa))

o]

WE}?(Wl, Wg) -

Avec cette forme, PH est une variété de Hilbert symplectique.
Le groupe G agit sur PH par p(g)([v]) = [7(g)v]. Mais maintenant cette fonction n’est
pas C™ et on ne peut plus avoir d’application moment.
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On considére alors PV comme le quotient de V™ par la relation : v ~ w si et seulement,
s’il existe un nombre complexe z tel que w = zv. L’ensemble PV est un espace topologique
de Hausdorff en effet, si [v;] et [v2] sont deux points distincts de PV, alors la relation de
Cauchy Schwartz donne : |(vi|ve)| < ||v1]|]|va]| et les deux sous ensembles disjoints :

U, = {[w] cpy, @l !(v1|w)|}’ U, — {[w] cpy, @l \(vz\w)\}

[[va]] [[oa] [[oa] [ 2]

sont ouverts et contiennent respectivement [vq] et [vg].

Comme ci-dessus, on définit les cartes locales (U, ¢,) :

w
Uy = {[w] € PV, (v[w) # 0}, et @u(w]) = HUHQW —v € (V)" NTk.

@, est une application continue, bijective du sous ensemble ouvert U, de PV dans I’espace

de Fréchet réel v N Vg(le noyau dans Vi de la forme continue w +— (v|w)r) d’application

inverse (¢,) " 1w~ [w + v], alors ¢, est un homéomorphisme et

_ w + vy
Pus © (p0,) " H(w) = ||Uz\|2( — 3

vo|w + v1)

est C* de ¢, (U,, NU,,) dans ¢,,(U,, NU,,). Ces cartes définissent une structure de variété
de Fréchet sur PV.

En outre, comme ci-dessus, on définit une 2-forme sur PV par :

BV (1, 17y = I (1) (1)
th EE |

Avec cette forme, PV est une variété de Fréchet symplectique..
Le groupe G agit sur PV par p(g)([v]) = [7(g)v]. Maintenant, on va montrer que cette
fonction est C™ et on pourra chercher une application moment.

Lemme 3.3.2 L’application (g,v) — 7(g)(v) de G x Vg dans Vg est C*°.

Preuve :
On fixe un produit scalaire réel sur g tel que la base (&;) est une base orthonormale, on

écrit
Ady-1(&) = Z a5
J
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alors, si d = dim(G),

7' (&) - 7' (&) m(gv]| = 17" (Adg-1&i,) - - . 7' (Ady—1&;, ) (0) |
= Z |@iyjy - @ 17 (&) -7 (€5) ()]

jl ----- In

< d"[|[Adg- 5,17 (&) - 7 (&) (W),

puisque :
> lal < dllAdy- o,
J

Ceci prouve directement la continuité de notre application au point (e, 0), si e est I’élément
neutre dans G. En utilisant la continuité de g — 7(g)vy (voir [War|) et

m(g)(v) — 7(g0)(v0) = 7(go) [7(g5 " 9)(v — vo) + (7(gy 'g)vo — v0)] ,

on obtient alors la continuité de notre application.

Maintenant, 1’application g — m(g)(v) est C* et I'application v — m(g)(v) est linéaire
et continue. Alors, d’aprés le Corollaire 3.4.4 de Hamilton ([H]) appliqué p fois, ’application
(g,v) — m(g)(v) est C?, pour tout p.

O

Si [w] est dans le domaine U, de la carte locale ¢, et g est au voisinage de Porigine
dans G alors w(g)(w) reste dans U, et application (g, w) — 7(g)(w) devient C*°. Ainsi,
I'application (g, w) — @, ([7(g)(w)]) est C* et le groupe G agit d’une maniére C* sur la
variété de Fréchet PV par p(g)([w]) = [7(g)(w)]. Comme dans le cas de PH, cette action
préserve la forme symplectique w®".

Vue dans la carte locale (U,, ¢, ), la différentielle de cette action est un vecteur dans le
sous espace v N Vi donné par

Dlv o P)E)(0) = el (olexp 1)([]) = (ol o TN

PN CI LGN

Proposition 3.3.1 L’action de G est hamiltonienne, son application moment est la fonc-
tion hamiltonienne : )
1 (7'(§)v|v)

‘]ﬁ([v]) = z Hv”g
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Preuve :
La fonction J¢ est bien définie sur PV. Dans une carte locale ¢,, J¢ sécrit :

L (7"(&)(v+u)|v+u)
vEN VR DU — )
20 ol + Jlul?

Donc J¢ est une fonction C réelle et, pour tout w dans vt N Vg, sa dérivée au point v,
dans la direction Dy, *(0)(w), est :

1 (7'(&) (v + tw)|v + tw)

D(Je 02, ) 0)(w) = oo

20 ol + 2wl
_ 1 (@@ w)lv) + (7'(§) (v)|w)
2i o]

Jm (W'(f)(v) - Wﬂw)

= B (D)), Dy (0)w).

Ceci prouve que le champ de vecteur D(p)(§)([v]) est un champ de vecteurs hamiltonien,
de fonction hamiltonienne Jg.

O

Cette fonction Je apparait pour la premiére fois dans [Wil]. Puisqu’elle est appelée
I’application moment de la représentation 7. On appellera, dans la section suivante, I'image
de cette application ’ensemble moment J,. de la représentation  :

I ={&— Je(v]), veVr}.
3.3.4 Le groupe de Lie Fréchet G x Vg

On a vu que G et Vi sont des variétés de Fréchet, donc G x Vi est une variété de
Fréchet. Maintenant, ’espace G x Vi peut étre équipé d’une structure de groupe produit
semi-direct par

(91,v1)(g2,v2) = (9192, 7(91) (v2) + v1),

On note ce groupe G X V.
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Proposition 3.3.2 Le groupe G x Vg est un groupe de Lie Fréchet. Son algébre de Lie,
notée g X Vg est l’espace vectoriel de Fréchet g x Vg muni du crochet :

[(§,w), (n,0)] = ([§ n], 7'(€) (v) — 7' (1) ().

Preuve :

On doit prouver que I'application produit et I'application (g,v) +— (g,v)~" sont C.
Pour la premiére, c’est une simple conséquence du lemme 3.3.2. Pour la deuxiéme applica-
tion, elle est de la forme :

(gv U) = (g_lv —7'{'(9_1)(1))).
Donc elle est aussi C°.

L’algébre de Lie de G x Vg est vue comme l'espace vectoriel g X Vg. Chaque élément
(&, u) dans 'algébre de Lie donne un champ de vecteur invariant a gauche (£, @). En effet,
on pose, avec des notations évidentes :

(€ Wigr = G 7(0) (1) = Tlolgexpt, v + tr(g)(u),
On obtient :

(€, 8)(ggur+n(e)0) = (Egrgr T(9'9) (1))
= Loy expte, ! + (o)) + tr(g)(w)
_d
= Zleo

Maintenant, le crochet de deux tels champs de vecteurs, qui agissent sur une fonction C°
réelle f est :

(1€ @), (€)1 ) (g.0) =

(9", v') (g exp €, v + tm(g)(u)).

= %’ (€. @) f(gexpte, v+ tn(g)(w) — (&) f(gexpte,v+ tr(g) () )

d d

= ol Fg expte exp s&' v+ tr(g) () + sm(g exp 1) ())) -

—flgexp s¢’ expté,v +tr(g) () + sm(gexpte’)(u) )

= (€8], (PO W) — 7(€)w) 7)) (g.0)
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O
Dans le cas de la dimension finie, Vg = Hg et I'application exponentielle de g x Vi dans
G x Vg est :
O _ g 1
exp(€.) = (exp &, ) = (exn, | wlexpre)(u) dr).
0

Dans notre cas Vg est un espace de Fréchet, I'application s +— m(exp s€)(u) est une
fonction C*° de R dans Vg. Donc, d’aprés [H|, section 1.2, pour tout u dans Vi, on peut
définir le vecteur

HE) () = / r(exp 7€) (u) dr

dans Vg. L’application u — (&) (u) est linéaire et continue, on peut écrire, pour tout ¢,

WY(t&)(tu) :/0 m(exptT€)(tu) dr :/0 m(exp 7&)(u) dr.

Par conséquent, ¥(€)(u) est la valeur a t = 1 de 'unique solution C' g de I'équation
différentielle ¢'(t) = w(exp t€)(u) avec la valeur initiale ¢g(0) = 0.
On obtient immédiatement

(exp SEVU(EE) (tu) + (s ) (su) = / r(exp(s + 7)6)(u) dr + / "r(exprE)(u) dr

— /0 +s7r(exp75)(U) dr = ¢((s + )& ((s + t)u).

Ceci prouve que la courbe définie dans notre groupe G x Vg par v(t) = (exp t&, ¥ (t€)(tu))
est un groupe a un parameétre : y(0) = (e, 0), et

7(8)v(t) = (exp s, P(sE) (su)) (exp t€, Y () (tu)) = (exp(t+5)E, Y((s+1)E) ((s+t)u) = (s +1).

Finalement « est C' et sa dérivée est

7(0) = (G hesexp s wlexpt ) = € D

Supposons maintenant que ¢ — () est une autre courbe C*° dans notre groupe de Lie
Fréchet telle que 7, est un sous groupe & un paramétre et v, (t) = (£, @), (t) & L'origine. Donc
11 (t) = (expt,v(t)), avec v(0) = 0 et v'(t) = w(exptf)(u) pour tout ¢t. Par conséquent,
71(t) = v(t) d’ott 'unicité du sous groupe a un paramétre et de 'application exponentielle
du groupe de Lie Fréchet G x Vg.

On pose donc

exp(§,u) = (exp &, ¥(§)(u)).
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Définition 3.3.4
L’application exponentielle de g x Vg dans G x Vi est définie par :

exp (&, u) = (exp&, (&) (u)).

C’est l'unique applicalion telle que t — exp t(&,u) est un sous groupe G un parameétre tan-
gent a Uorigine a (€, u).

Remarque 3.3.1
Pour toute représentation unitaire ™ de G, lopérateur linéaire 7' (£) définie sur V est
essentiellement anti autoadjoint. Si

7€) = /R iINE)

est sa décomposition spectrale, on peut définir un opérateur borné sur H par

w0 = [ B

A

est C™ et bornée sur R, alors ¥(§)(a) est bien définie

)
pour tout a dans H et a — (&)(a) est un opérateur linéaire continu sur H.

Il est possible de prouver que cet opérateur (&) est lunique extension ¢ H de notre
opérateur linéaire V(&) défini ci-dessus sur Vig.

Puisque la fonction \ —

Finalement, par définition, on a, pour tout g dans G
1
¥(Ady(8))(u) = /0 m(g)m(expE)m(g~") () dr = (m(g) 0 (§) o m(9)™") (u).
3.3.5 Action hamiltonienne sur Vx et ensemble moment

On dit que Vi, muni de w" est une variété de Fréchet symplectique. De plus :

Lemme 3.3.3 L’action \ de G x Vg sur la variété Vg, définie par

Mg, u)(v) = (g9,u) - v =m(g)(v) + u

est C°, elle préserve la forme symplectique w" .
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Preuve :
La formule

Ag,u)(v) =m(g)(v) +u
définit une action \ de G x Vi dans Vg, cette action est aussi C'™°. Si w est un vecteur dans
Vi, on a D[A(g,u)|(v)(w) = 7(g)(w), d'on

wy (wi,wy) = TIm(wi|wsy) = Im(mw(g)(wr)|w(g)(w2))

Wx(ga ) (PIN(g, w)](0) (w1), DM(g, )] (v) (w2)).

]
Considérons maintenant la différentielle de A, pour tout (£, u) dans l'algébre de Lie
g X Vg, c’est le champ de vecteur sur Vi défini par

(DA)(E e = oM (exp 16, 1))(0) = “lo(m(exp 1€)(v) + Y(E) (1) = ¥(E) ) + 1.

En fait, ce champ de vecteur est un champ de vecteur hamiltonien, plus précisément,

Proposition 3.3.3 L’action A de G x Vi sur la variété symplectique (Vr,w") est hamil-
tonienne, d’application moment :

T () = S9m(E@ (€)0)]e) + Im(ulo).

Preuve :
Comme dans le cas de la dimension finie, on pose :

]‘/'v ~
Teaw (v) = Im(@ (E)v|v) + Im(ulv).
Je,)(0) = 0. En outre, puisque v — 7'(§)v et (w, v) — Jm(w|v) sont C* alors, puisque la

composée de fonctions C™ est C™ (voir [H]), Ji¢,u) est C™ en v. De plus, sa dérivée est le
vecteur

(DJiem) (W) (w) = %!t:oJ@,u)(v +tw) = Jm(w'(§)v + ulw) = w" (DA u)y, w).

0Jien
Dot —& ost dans V” et la fonction J(ew) est une fonction hamiltonienne. Son champ de

v
vecteur hamiltonien est
wJ(&u) ‘v = _D)\(€> u)v-
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Ceci prouve notre proposition.
U
Puisque 'action de G x Vg est hamiltonienne, on définit I'application moment v — W(v)
de Vi dans le dual de 'algébre de Lie (g x Vg)* = g* x V§ de G x Vk. On écrit

U(v) = (0(v), u(v)) € 8" x Vg

O(v): & — %Jm(ﬁ’(f)vh)) et pu(w):u Im(ufv) = — (0% u).

Définition 3.3.5

Soit U lapplication moment associée & 'action hamiltonienne d’un groupe de Lie ou
d’un groupe de Lie Fréchet G sur une variété ou une variété de Fréchet M. L’ensemble
moment J de cette action est l'image de 'application moment ¥ dans [’espace dual g* de

l’algébre de Lie g de G.

On note par p la projection canonique de g* x Vi dans Vg, définie par p(«, f) = f.
Puisque p (¥(v)) = p(v) = —o” réalise une identification entre Vi et le sous espace V” dans
Vi, Papplication

Y(v) = (0(v), u(v)) — (v, 0(v))
est clairement bijective.
Par cette identification, ’ensemble J est le graphe de I'application 0 : v — 6(v).

D’autre part, si ¢ est 'application projection de g* x Vi dans g* définie par ¢(«, f) = «,
alors

1
0(9) = {600 € Va) = {Gamr (@) 0 € Vi |
Rappelons que I’ensemble moment usuel de la représentation 7 est le sous ensemble :

Jm(r' (§)v|v)

= {5 =)

, U € VR \ {0}} .
Im(7'(§)v|v)

. On note par C(J,) le come positif de support I, :
2(v|v)

Posons ¢, (v)(§) =

C(I,) = {tx(v), t >0, v € Vg}.

Alors 6(v) € q(J). Siv =10, ¥(v) =0et siv #0, 0v) = (v|v):(v), avec (v]v) > 0.
Dans tous les cas, 6(v) € C(J,).
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Réciproquement, pour tout t¢,(v) dans C(J,), on a

(o)) = g = am (16 (Vi ) Wiy ) =0 (Vi)

2(v|v) o]l
Proposition 3.3.4 L’ensemble moment J est le graphe de 'application
0: Vg — g, v (€= TJm(r' (v|v)).

La projection de l’ensemble moment J sur le dual g* est le cone positif de support l’en-
semble moment usuel associé a la représentation m :

3.3.6 Surgroupe universel de Fréchet

Revenons a la séparation des représentations unitaires de G par des surgroupes et ex-
tensions de représentations. On cherche une construction générale de ce surgroupe qui est
bien définie et s’applique pour tout groupe de Lie G.

On note par G le dual unitaire de G. On considére tout élément 7w de G comme une
action hamiltonienne (linéaire) sur l'espace Vg . de vecteurs C* de 7 (a une équivalence
unitaire pres).

Définition 3.3.6 N

Un surgroupe universel de Fréchet est un foncteur G — G de la catégorie des groupes
de Lie a la catégorie des groupes de Lie Fréchet, avec extensions canoniques © v+ T de
chaque action w dans G en une action hamiltonienne 7 de G sur Vi.x, tel que les ensembles
moment de ces actions séparent les représentations .

On dit simplement que G est un surgroupe universel.

Dans cette section, on propose la définition d’un tel surgroupe universel G' pour tout groupe
de Lie GG avec extensions 7 — 7, tel que ’ensemble moment de 7 caractérise la représenta-
tion elle méme :

jﬂ—’”l:jﬁg < T~ To.
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On note H = &__sH, la somme directe orthogonale des espaces H, pour toutes les
classes de représentations unitaires irréductibles 7. C’est I'espace portant de la représenta-
tion p = @ __a7. Soient V Pespace des vecteurs C™ de p et 7y dans G.

Puisque la projection orthogonale p,, : H — H,, est un entrelacement continu entre p

et 7o, alors p,, est une application continue surjective de V' dans V. On écrit p,, (V) = V.

On définit maintenant 'extension 7y comme l'action de G sur I’espace vectoriel réel
V., défini par :
7%(97?])(11)0) - (gu U) cWo = 7TO(g)U)U +p7r0<v)'
Théoréme 3.3.1 La correspondance G +—> G avec les extensions T — 7 est un surgroupe
universel de Fréchet de G.

Plus précisément,
1. L’action m est hamiltonienne, son ensemble moment est le graphe de [’application

* e . ]‘/v
Oro - VRry — 97, définie par 0,,(v)(§) = §Jm(7r[’)(£)v|v).
2. L’ensemble moment de cette action est relié a ['ensemble moment de my par la relation

4(J75) = €(Jx)-

3. Deux représentalions non-équivalentes m, et my donnent lieu ¢ deux ensembles mo-
ment distincts Iz et J=;.

Preuve :
Le méme argument que dans les sections précédentes prouve que l’ensemble moment
J= associé & 7, est

3?6 = {w@}) = (9ﬂ0<v)aﬂﬂo(v>>77} € Vﬂ’o} - g* x V™.
Ol fimy (V) (w) = IM(pr, (v)|w) (w € Vi)

Donc, comme dans la section précédente, on peut identifier I’ensemble moment de ’ac-
tion 7y avec le graphe de I'application 6.

En outre, si p et ¢ sont les projections définies dans la section précédente, alors ¢(J=) =
C(J,,) est le cone positif de support I'ensemble moment usuel de la représentation .

Finalement, puisque p(Jz) = pry(VR) = Vi xy, le point 3. est vrai.
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Résumé

Si (m,H) est une représentation unitaire irréductible d’un groupe de Lie G, on sait lui associer
son application moment V.. La fermeture de 'image de U, s’appelle I’ensemble moment de .
Généralement, cet ensemble est Conv(O), si O, est l'orbite coadjointe associée & . Mais il ne
caractérise pas 7 : deux orbites distinctes peuvent avoir la méme enveloppe convexe fermée.

On peut contourner cette non séparation en considérant un surgroupe G" de G et une appli-
cation non linéaire ¢ de g* dans (g7)* telle que, pour les orbites générique, ¢(O) est une orbite et
Conv(¢(0)) caractérise O.

Dans cette thése, on montre que 1'on peut choisir le couple (G, ¢), avec ¢ de degré < 2 pour
tous les groupes nilpotents de dimension < 6, & une exception prés, tous les groupes résolubles de
dimension < 4, et pour un exemple de groupe de déplacements.

Ensuite, on étudie le cas des groupes G = SL(n,R). Pour ces groupes, il existe un tel couple
avec ¢ de degré n, mais il n’en existe pas avec ¢ de degré 2 si n > 2, il n’en existe pas avec ¢ de
degré 3 si n = 4.

Enfin, on montre que application moment ¥, est celle d’une action fortement hamiltonienne
de G sur la variété de Fréchet symplectique PH®. On construit un foncteur qui associe & tout G
un surgroupe de Lie Fréchet é, de dimension infinie et, a tout m de G, une action 7 fortement
hamiltonienne, dont ’ensemble moment caractérise .

Abstract

To a unitary irreducible representation (7, H) of a Lie group G, is associated a moment map
VU,.. The closure of the range of ¥ is the moment set of 7. Generally, this set is Conv(O,), if O
is the corresponding coadjoint orbit. Unfortunately, it does not characterize 7 : 2 distincts orbits
can have the same closed convex hull.

We can overpass this difficulty, by considering an overgroup G for G and a non linear map ¢
from g* into (g*)* such that, for generic orbits, ¢(9) is an orbit and Conv(¢(0O)) charcterizes O.

In the present thesis, we show that we can choose the pair (G, ¢), with deg ¢ < 2 for all the
nilpotent groups with dimension < 6, except one, for all solvable groups with diemnsion < 4, and
for an example of motion group.

Then we study the G = SL(n,R) case. For these groups, there exists ¢ with deg¢ = n, if
n > 2, there is no such ¢ with deg¢ = 2, if n = 4, there is no such ¢ with deg¢ = 3.

Finally, we show that the moment map W, is coming from a stronly Hamiltonian G-action on
the Frécht symplectic manifold PH*. We build a functor, which associates to each G an infinite
diemnsional Fréchet-Lie overgroup G ,and, to each 7 a strongly Hamiltonian action, whose moment
set characterizes .
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