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Introduction

Contexte et motivation

Les méthodes numériques sont devenues un enjeu majeur dans le monde industriel. Elles
sont le reflet d’une volonté d’idéalisation mathématique des phénomeénes, traduisent le besoin
croissant de prédiction et entrent en parfaite adéquation avec une société de service et de conseil
qui recherche la valeur ajoutée dans I'optimisation de I'existant.

Mathématiquement, elles sont un paradis de diversité. Elles nous font traverser les méthodes
d’approximation, les équations aux dérivées partielles, la topologie, la géométrie différentielle,
I’étude des systémes dynamiques, ’algébre linéaire et la résolution des systémes qui en dé-
coulent... Mais elles seraient encore balbutiements sans l'informatique et les mathématiques
discrétes, I’algebre de Boole, 1a théorie des graphes, les interpréteurs, les compilateurs, la théorie
des réseaux... Enfin elles resteraient vide de sens si les multiples problémes & résoudre ne ger-
maient pas dans le terreau fertile des domaines comme la biologie, la physique, la finance, ou
plus anecdotiquement la sociologie ou I’archéologie.

Les équations différentielles trouvent un cadre d’étude théorique dans la théorie des distribu-
tions et des espaces de Sobolev. Ces théories permettent de statuer quant & I’appartenance des
fonctions solutions de I’équation & certains espaces. Ce décors étant posé, la problématique de
I'obtention de la fonction solution reste entiére.

La recherche de méthodes permettant la résolution des équations aux dérivées partielles a créé
deux grandes classes : la méthode des éléments finis et celle des volumes finis. Ces méth-
odes reposent sur un socle commun : la discrétisation d’une fonction grace & un nombre fini
d’"informations" que nous nommons de fagon générale les degrés de liberté. Elles se distinguent
alors par des "schémas numériques" différents.

De maniére générale on nomme "schéma numérique" la formulation algébrique d’un probléme
discret. Cette formulation algébrique n’est donc évidemment pas unique et chaque schéma com-
porte des propriétés variées (décentré, positivité, stabilité, linéarité,...) qu’il est nécessaire de
connaitre avant d’aborder la résolution d’un probléme.

Cette thése se focalise sur la discrétisation des équations d’Fuler, de Nawvier-Stokes ainsi
que sur de multiples équations de modélisation de la turbulence. Ces équations différentielles
ont des structures analogues & savoir qu’elles contiennent toutes des termes d’advection, de
diffusion, de réaction et parfois des termes sources. Elles sont, de plus, toutes non-linéaires, ce
qui implique un processus itératif coliteux et par extension des temps de calcul prohibitifs. Or,
dans le contexte industriel la problématique principale est d’obtenir des solutions qui sont dans
un intervalle de confiance suffisant pour étre exploitées et dans un temps en accord avec les
demandes dun projet.

De ce constat on en déduit qu’il est nécessaire de chercher les critéres et les méthodes per-
mettant d’obtenir le meilleur ratio qualité/temps. Cette démarche touche des problématiques
extrémement variées, il en va du placement des degrés de liberté ainsi qu’a leur quantité, a la
discrétisation des modéles géométriques en passant par les schémas numériques employés. En
gardant a l’esprit ces composantes, l'attention peut étre portée sur la possibilité de discrétiser



10 Introduction

I'information continue par des fonctions élémentaires polynémiales de degré plus grand que 1.

Cadre de la thése

L’idée de I'amélioration de I'approximation d’une fonction par projection sur une base
polynomiale de degré croissant est ancienne et elle trouve toute sa justification dans le domaine
de la simulation numérique. En effet, on cherche & approximer au mieux la solution d’une équa-
tion différentielle en la cherchant dans des espaces de fonctions polynomiales par morceaux.
Toute 1’alchimie de ce processus consiste a trouver ’équilibre entre complexité d’application,
mise en place numérique, efficacité, tout en gardant en mémoire qu’une solution linéaire ne sera
jamais mieux approximée que par un polynome de degré 1.

De plus I'application de méthodes d’ordre élevé ainsi que 1'utilisation d’éléments de Lagrange,
d’Hermite et Argyris a été largement appliquée dans le domaine des structures.

En revanche, dans le cadre de la mécanique des fluides leur essort reste encore timide. Une
des raisons est la dominance des méthodes de type volume fini dont I'avantage principale est
l’aspect conservatif de la méthode. Or ces méthodes, tels les méthodes MUSCL ( [Lax54], [vL79],
[Lev02]), impliquent des schémas qui sont de moins en moins local & la cellule, la mise en oeuvre
de l'ordre élevé passant dans ce cas par une interpolation des flux, ce qui sous-tend le besoin
d’interaction avec les cellules de plus en plus éloignées.

La difficulté de mise en oeuvre de ces méthodes est aussi liée au théoreme de Godunov ( [God54],
[God59]|) qui implique qu’il ne peut y avoir de schéma numérique linéaire monotone et positif
d’ordre élevé. Ainsi on peut uniquement espérer avoir des méthodes d’ordre élevé avec des sché-
mas non-linéaires, ce que sont les méthodes MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes
for Conservation Laws) par exemple, le corollaire étant que ces schémas ne peuvent aboutir a
un systéme linéaire d’équations et donc la résolution de la solution s’en trouve complexifiée.
Néanmoins cette problématique est, en un sens, peu importante puisque les équations de la
mécanique des fluides (Euler, Navier-Stokes) sont elles-memes des équations différentielles non-
linéaires.

L’utilisation de méthodes telles que la méthode des éléments finis permet la construction de sché-
mas d’ordre élevé se faisant en restant local & 1’élément. Cette caractéristique est intéressante
et fondamentale pour des méthodes qui veulent tirer I'avantage de la parallélisation massive.
Cet aspect est d’autant plus crucial que la tendance actuelle d’augmentation de puissance de
calcul passe surtout par ’augmentation du nombre de coeurs plutot que par des ruptures tech-
nologiques en terme de taille de gravure et de fréquence d’horloge.

La méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin) utilisée dans le code industriel AETHER
de Dassault Aviation permet une bonne paralleélisation et une facilité d’implémentation des
méthodes d’ordre élevé. Néanmoins cette méthode n’est pas monotone et positive.

D’autres méthodes se sont développées de type RDS (Residual Distribution Scheme). Cette
méthode est quant & elle utilisée dans le cas de la résolution des équations de la turbulence
dans le code AETHER. Le travail d’implémentation des schémas d’ordre élevé dans le cas des
méthodes RDS est en cours dans travaux suivants ( [Abg01|, [AAMO05], [ARO03], [AMO07]).
Enfin la méthode DG (Discontinuous Galerkin), qui a pour but de résoudre un probléme local
par élément et de préserver la continuité des flux aux interfaces, I'idée sous-jacente étant d’avoir
éventuellement des solutions non continues aux interfaces entre éléments et des propriétés trés
locales ( [BCMO05], [BBCT09], [BCFT09], [HHLP09]). La contrepartie étant un nombre de de-
grés de liberté bien plus grand.

Comme pour les méthodes éléments finis continues, il est facile d’implémenter des méthodes
d’ordre élevé en DG, on peut facilement imaginer des méthodes de raffinement et de montée en
ordre localement. Pour des raisons de temps, d’évaluation de couts des méthodes, I'investigation
des méthodes DG, dans le cadre de cette thése, n’a pas été menée.
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La publication [KBD'09] est un recueil de I’ensemble de ces méthodes qui sont disponibles pour
le monde de I'ingénierie. Cette publivation contient une compilation des travaux effectués dans
le cadre du projet européen ADIGMA qui a débuté en 2006.
Cette thése a démarré dans le cadre du projet ADIGMA. Ce projet a pour objectif de factoriser
les technologies disponibles pour I'amélioration de la précision des simulations numériques.
Il regroupe deux aspects :

— Méthodes d’ordre élevé

— Adaptation de maillages
De maniére plus général, il s’attache a présenter les méthodes disponibles et montrer les points
difficiles & surmonter.
La thése démarre donc dans le contexte d’'un code industriel, AETHER, utilisé par Dassault
Awiation et de technologie de maillage comprenant uniquement des éléments simplexes linéaires.
En terme d’étapes & accomplir afin de mener cette étude a bien les majeurs étaient :

— Adapter le code pour prendre en compte des éléments d’ordre élevé en 2D

— Vérifier la précision des régles d’intégration en fonction des équations & résoudre

— Créer des maillages d’ordre élevé non déformé en 2D

— Créer des maillages d’ordre élevé déformé en 2D

— Créer des maillages d’ordre élevé déformé en 2D pour maillage de type Nawvier-Stokes

— Effectuer des tests pour les équations d’Euler en 2D

— Effectuer des tests pour les équations de Nawvier-Stokes en 2D

— Adapter le code pour prendre en compte des éléments d’ordre élevé en 3D

— Créer des maillages d’ordre élevé non déformé en 3D

— Créer des maillages d’ordre élevé déformé en 3D

— Créer des maillages d’ordre élevé déformé en 3D pour maillage de type Navier-Stokes

— Effectuer des tests pour les équations d’Euler en 3D

— Effectuer des tests pour les équations de Nawvier-Stokes en 3D

— Implémenter les méthodes RDS d’ordre élevé pour la turbulence en 2D

— Effectuer des tests pour les équations de Nawvier-Stokes en 2D avec modeéle de turbulence

— Effectuer des tests instationnaires en 2D et 3D

— Trouver des critéres permettant une évaluation de la qualité des solutions et conclure.
L’ensemble de ces étapes ont été accomplies avec des conclusions variées sur la faisabilité et
I'efficacité. Le processus ainsi que des discussions concernant ces étapes sont détaillés dans cette
these.

Objectifs de I’étude

Le but est ainsi d’élaborer des méthodes permettant d’obtenir une meilleure précision pour
un nombre de degrés de liberté constant en utilisant des fonctions d’interpolation élémentaires
polyndmiales de degré plus grand que 1. Ces méthodes devraient impacter deux composantes
dans la problématique de I’étude numérique :

— La discrétisation des géométries

— La précision de la méthode numérique
Cette attente est motivée par les études théoriques dont les résultats principaux seront redonnés
dans le premier chapitre. Le plus important d’entre eux permet d’affirmer que I’approximation
dépend du degré du polynéme d’approximation, d’une taille caractéristique de 1’élément et de la
régularité de la fonction. Cette propriété est l'idée centrale derriére les méthodes d’ordre élevé.
Elle consiste & penser que pour des fonctions réguliéres il est plus précis et par extension moins
couteux d’évaluer une valeur intégrale & l’aide d’une interpolation sur une base de fonctions
polynomiales de degré plus élevé.

Nous introduirons dans cette thése la notion d’efficacité numérique, vue comme la comparaison
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entre ’erreur et le temps de calcul.

gk — ghozd— (k+1)

On a le comportement suivant lorsque h — 0 avec h une taille de barre, k le degré de I'approx-
imation polynomiale et o € [1,2] :

Ek—0 k<ad—-1
Ek— &k k=ad-1
EF— o0 k>ad-1

Théoriquement, plus le degré est grand plus lefficacité augmente.

Ces méthodes ont été appliquées avec succés sur des problémes elliptiques. Elles restent plus
problématiques & mettre en oeuvre pour des équations d’advection-diffusion-réaction. La rai-
son principale étant la nécessité de traiter les termes d’advection en utilisant des schémas qui
tendent & décentrer la distribution de I'information alors que la diffusion est mieux approximée
par des schémas centrés. Il est alors nécessaire de discriminer les zones et d’utiliser des schémas
qui se comportent différemment selon la prépondérance des termes tout en restant consistants.
Nous considérerons dans cette étude une approximation continue de la discrétisation. Cette
approche sera discutée briévement dans le premier chapitre. Nous nous appliquerons, dans
ce contexte, & 'implémentation des méthodes d’ordre élevé pour les schémas de type SUPG
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin) ainsi que pour les schémas de type RDS (Residual Distri-
bution Scheme). Ces schémas apportent des visions différentes sur la maniére d’approximer les
équations et comportent ainsi des problématiques diverses qui seront abordées dans le premier
chapitre et discutées dans le quatriéme chapitre en abordant les résultats obtenus.

Les configurations aérodynamiques que I'on cherche & modéliser nécéssitent 1'utilisation
de modeéles de turbulence. Ces modéles, ainsi que les équations fondamentales de 'aérody-
namiques, seront rappelées dans le deuxiéme chapitre. La discrétisation de ces équations ainsi
que I'implémentation seront explicitées dans ce méme chapitre.

Une composante importante de ’étude reste ’obtention de maillages composés d’éléments
courbes. Le troisiéme chapitre regroupera un rappel de la topologie des éléments finis pour ’or-
dre élevé. Il sera aussi I'occasion d’une discussion concernant 1’obtention de maillages courbes
a partir d’outils générant des maillages composés d’éléments linéaires. En effet cette prob-
lématique est encore aujourd’hui un sujet largement ouvert. L’utilisation d’éléments courbes
complexifie les algorithmes qui rentrent en jeu dans la création d’'un maillage complet. Les in-
grédients principaux seront rappelés et les challenges dans ce domaine seront explicités.

Le quatriéme chapitre présentera les résultats obtenus pour des cas tests variés et tentera
de conclure sur "apport de ces méthodes sur les problémes industriels.



Chapitre 1

Méthodes numériques

La résolution des problémes numériques nécessite un certain nombre d’outils et de con-
naissances que 1’on classe sous le nom de “méthodes numériques”.
Ces méthodes ont pour objectif de rendre disponible la théorie mathématique sous forme d’outils
de calcul informatique. Nous nous intéresserons plus particuliérement aux problématiques liées
a la résolution d’équations aux dérivées partielles (E.D.P.).
Pour ce faire nous rappelerons dans un premier temps les outils fondamentaux nécessaires a
la formulation des E.D.P. . Nous introduirons la notion de discrétisation, puis d’interpolation
pour enfin donner des estimateurs d’erreur a priori.
Dans un deuxiéme temps nous introduirons les schémas numériques qui ont fait 'objet d’une
tentative d’extrapolation a l'ordre élevé.
Les schémas sur lesquels nous nous attarderons plus longuement sont les éléments finis de type
Galerkin, SUPG, puis aux schémas de type Residual Distribution Scheme (R.D.S.).
Dans un dernier temps nous verrons les méthodes employées pour le calcul intégral. Nous
expliciterons les termes que l'on rencontre dans les schémas numériques pour donner une esti-
mation de leur degré polyndmial afin d’utiliser les régles d’intégration appropriée.

1.1 Probléme général

Notons ||| une norme sur I'espace RY, d € N*, et aussi la norme associ¢e sur £(RY), oil
L(R%) est 'espace des endomorphismes sur R?.
Définissons By (x,7), avec K un domaine borné sur R%, comme By (z,7) = {y € K | |z —y| < r}
Soit k& € N*. Pour tout fermé K sur R? considérons I'espace C*(K) des restrictions & K de toutes
les fonctions aux dérivées d’ordre k continues sur R?, et Pespace Py(K) des restrictions a K des
polynémes de degré inférieur ou égal a k sur R?.
Soit D(K) Pespace des fonctions sur £(K) = C®(K) a support compact sur K. D' (K) =
L(D(K),R)

1.1.1 Définitions

On généralise les problémes rencontrés dans le cadre des équations différentielles partielles.
Les définitions et les notations suivantes sont extraites de [DL84]

Définition 1 (Opérateur différentiel) Soit P un opérateur différentiel de D(Q) sur D' ()
ot Q est un sous-espace de RY :

(1.1)
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Cet opérateur peut étre écrit, avec ao appartenant a E(Q) :

9 §on
_ a pa_ 1.2
{ P=YaD* D= g g (1.2)

Définition 2 (H™(2)) Pour m € N :
H™(Q) = {u e D (Q); D e L*Q) |a| <m} (1.3)

H™(Q) hérite du produit scalaire suivant et de sa norme associée

(u,v),, o = Z /DauDO‘vdx
’ Q

la|<m
; (1.4)

1

il = (@ 0n0)* = | 3 [ Dol

la|<m

Notons (u,v)q = (u,v), ¢ la norme associée sur L?(Q)

Définition 3 (Probléme mathématique) On cherche 4 résoudre le probléme général, P et
C; étant des opérateurs différentiels sur respectivement € et I'; tel que UFZ' =0Q et ;NI =

)

or; N T

{ r(u) = Plu)—f =0 feD(Q) (1.5)

e (W) = Cilu)—gi = 0 geD(Iy)

Toute supposition quant a 1’aspect de probléme “bien-posé” ne sera pas, bien sur, abordée ici.
Ce probleme mathématique peut toujours étre vu comme ’équivalent d’un probléme physique
avec conditions aux limites.

1.1.2 Swubdivision continue de {2

Considérons un ouvert 2 avec une frontiére I' = 9 telle que Q = QT

Le domaine  est divisé tel que UKk = Q ainsi que sa frontiére I' tel que UKFJf =T,

k k
Kr = KT # 0, avec les propriétés suivantes K, et K j sont respectivement des fermeés

connexes de Q et I'.

— Krj( Kr,; = 0Ky ;[ OKr;

- K;NK; = 0K, 0K,

~ Vi 3¢; : RT — R? tel que ¢Z(Kl) = K; avec ¢; un C* diffeomorphisme (de plus, le
jacobien de ¢;, Jy, = det(D¢;) > 0 sur K;).

- ¢2](Kz ﬂKJ) = gbz [¢] gb;l(Kl ﬂKJ) = gbj [¢] QS;l(KZ ﬂKJ) et ¢ij soit une application Cr

~ VidA; € M(RY) T; € R y; : R — R? tel que pour = € K; alors oi(x) = Ajz+ T+ (x)
avec Ck, = sup |Dy;(z)A; '] < 1, det(A;) > 0, det(¢;) > 0,

rzeK;

Le but de cette discrétisation est 1’évaluation des intégrales sur un domaine en créant une
cartographie locale sur des petites portions de ce domaine et en associant une application pour
laquelle I'image du domaine de référence est une partie de la partition de €, voir (Fig. 1.1). Avec
I’hypothése que 'application est un difféeomorphisme, il y a toujours un moyen de représenter
toute géométrie, plus ou moins réguliére, comme I'image de plusieurs domaines de référence.

Nommons Kj; les éléments de référence. Il est a noter qu’aucune hypothese n’a été faite sur les
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FIGURE 1.1 — Ouvert € avec sa frontiére I' et leurs subdivisions €, et 'y,

propriétés géométriques de I’élément de référence. Le but d’une telle formulation est de pouvoir
considérer chaque élément K; séparément sans se préoccuper de la propriété de I'image K;.
La derniére propriété est une conséquence directe de ’analyse numérique faite dans [Ber89|. Elle
peut étre interprétée comme une condition pour que 'application ¢; préserve grossiérement la
forme de I'élément et une perturbation non linéaire afin de coller & la géométrie désirée, voir
(Fig. 1.2).

@il

FIGURE 1.2 — Application ¢;

Lemme 1 (Intégrale sur Q) Pour u et v dans D(Q2). u(§) = u(¢;(§)) |J¢i\1/2

(u,v)g = Z (u,0) &, (1.6)
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Lemme 2 voir [CR72]

sup,ei, [Doi(@)|| < (1 + Ck,) [| Al :
(1= Cr,) |14l < sup, e, I1Ddi(z)]| < (1+ Ck,) [ Adl (1.8)
Vo € Ky, (1 — Cx,)Adet(A;) < det(Day(x)) < (1 + Crc, )idet (A;) (1.9)

Preuve : On peut écrire De; () = (I + Dy;(z)A; 1) A; et Doy ' (x) = A7 NI + Dyi(2)A; )7L =
Z(—D%(aﬂ)A;l)". Sachant que Ck, = sup |Dvi(x) At < 1 Alors [|A] = ||A(D¢)"1Dg|| <
neN zeK;

1D6]l || ADS) 1| < 1Dl [ AA-L(T + DyA=) 1| < 1D | Spen(=Dr(@)A7)|| < Do) (1—
Ck,)~! On obtient les résultats voulus. La derniére équation est obtenue en notant que le déter-
minant est une forme continue d-linéaire sur £(R%). O

On cherche maintenant une dimension caractéristique du sous-domaine £2; que ’on obtient en
appliquant la transformation ¢;. L'intuition nous améne a penser que la dimension caractéris-
tique du sous-domaine serait le diamétre de ’ensemble convexe KZ/ tel que K; C KZ/

Mais cette définition ne prend pas en compte la non-linéarité de ¢;. Ainsi la dimension carac-
téristique est mieux décrite comme le plus grand ratio entre une longueur sur un segment de
I’espace de référence appartenant a K; et son image dans Kj;. Ceci n’est rien d’autre que la
constante de Lipschitz de ¢;.

Définition 4 (Dimensions caractéristiques)

(z,9)eK |2y I =yl zeK;
i, = [ Adl (1.11)
pr; = sup (r | Bg,(z,r) C Kj) (1.12)
reR

Théoréme 1 (Householder) Soit P € L(RY). Avec p(P) = mazx{|\| | A € Sp(P)}
p(P) = infLPI |-} (1.13)
Lemme 3 (Déterminant et norme) Soit P € L(RY)
det(P) < p(P)! < |IP| (1.14)
Preuve : Conséquence directe de (Thm. 1) 0.

Lemme 4 (Estimation et dimensions caractéristiques) 3C; > 0,Cs > 0

Cihk, < hk, < Cahg, (1.15)
det(Dey) = Jy, < hi, (1.16)
det(A;) < Ry, (1.17)

Preuve : Conséquence directe de (Def. 4), (Lem. 2) et (Lem. 3) OJ.

Définition 5 (Dimensions caractéristiques de la subdivision) N, € N le nombre de sub-
divisions de 2

hmin = mm{th}, h = hmaz = max{hK,} (118)

mes(Q):/de, NeV:ZmBS(Ki) (1.19)
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A partir de (Lem. 1) et (Lem. 4) on obtient

Lemme 5 (Nombre de subdivisions)

3c, fomin_ <0<l

BonanV -V

N, = Cmes(Q)h ™4 (1.20)

1.1.3 Probléme discret et estimation d’erreur a priori

Dans la section précédente nous avons donné une subdivision de §2. Pour résoudre numérique-
ment le probléme posé, il faut passer en dimension finie. L’idée de base a toujours été la méme
depuis D'existence des problématiques de représentation de fonctions. Afin de représenter toute
fonction on évalue ses valeurs en un nombre fini de points et on interpole continuement gréce a
une base de fonctions choisie arbitrairement. On peut se référer a [Lor66]| pour plus de détails
sur ’approximation de fonction. Bien sur ce domaine est extrémement vaste mais dans tous les
cas (que nous connaissons) il n’y a que trois types de fonctions interpolantes :

— Polynomiales

— Polynémiales trigonométriques

— Polynomiales rationnelles

On espére que le plus de points d’interpolation on a, le mieux on représente la fonction. Ceci peut
étre vu comme ’approche standard de h-raffinement. De méme si les fonctions d’interpolation
choisies ont des propriétés de régularité similaires a la fonction que I'on désire interpoler alors
14 encore on représente mieux la fonction. Ceci peut étre vu comme ’approche k-raffinement
ou k est 'ordre de régularité de la fonction.
Notre objectif est de discuter a priori I’erreur générée par ’approximation. Ceci a été fait dans
un cadre trés général pour les polynomes en estimant la différence entre la fonction et 'opérateur
d’interpolation de la fonction. Les résultats les plus importants sont extraits de [Cia78|, [CR71]
et [Ber89].

Définition 6 (Elément fini (K, Px,Yx)) Avec D = dordre dutenseur,
— K est un ensemble fermé R?
— Px est un espace de fonctions de dimension finie sur K
~ Y est un ensemble de formes linéaires continues sur {D(R?)P+ Py}, avec leur support
sur K
— L’ensemble X est Py -unisolvant, i.e., pour tout p dans X il existe une unique fonc-
tion p € Py telle que p(p) =1 et V' € Sge, ' # p, 1’ (p) =0

Lemme 6 (Condition d’unisolvance) Yx est Px-unisolvant si et seulement si
— Il existe N, fonctions ¢; linéairement indépendantes telles que p1j(¢;) = d;5
- N, =dim(P) = card(Xk)

Remarque 1 (Formes linéaires courantes) Les formes linéaires sont souvent parmi ces types
avec v € R, € RY et a; des points de K

,ui:gp—>/ vi - Vipds

BeK

- Lo — pds
BeK

- it = plai)

- it = v Vo(a;)

= i s = vH(V(V))(ai)m
Les deux premieres formes linéaires correspondent souvent a éléments finis de type Morley.
La troisiéme forme linéaire correspond a des éléments de type Lagrange. La quatriéme a des
éléments de type Hermite. La cinquiéme a des éléments de type Argyris.
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Définition 7 (Fonction d’interpolation) Par (Def. 6) Vi € [1, N,], 3p; est definie sur Q
VK € Ty, Vi|K € Pg (1.21)
VJ € [17Nv]7 M]((pZ) = 5ij (122)

Définition 8 (Approximation d’un ensemble) Avec les notations précédentes notons Ty,

une subdivision avec p, = U K et 'y, = 0Qy,.
KeTy,

Définition 9 (Subdivision réguliére) 7, = {K;|i € [1,Nc|} = {¢i(K))|i € [1,Ne]} o tel

que pour tout K; € Ty on ait - < o avec p; le rayon du cercle circonscrit a K;.
Pi

Définition 10 (Systéme maximal des formes indépendantes sur D(R%)”) De X = U YK

KeTy,
on peul extraire un systeme mazimal des formes continues linéairement indépendantes que nous

dénoterons {1, -+ , N, }
Définition 11 (Cellule)
Vie [L,N], A= |J {Klsupp(u:) C K} (1.23)
KeTy,

Notons que supp(p;) C A,.

Définition 12 (Elément fini d’espace)
Xy = Span{pi, i € [1,Ny]} (1.24)

Définition 13 (Compatibilité) Les éléments finis d’ordre k (K, Px,Xk), K dans Tp sont
compatibles st :
— Pg est borné indépendemment de h
— Pour i € [1,N,] soit le support A; de p; est K soit p; peut étre étendue auzr formes
. L. 0 D
continues linéaires sur C°(4A;)
— Il existe une constante L indépendante de h et pour i € [1,N,] un entier l; > 0 un

élément p; de [1,00[ et un réel n; tel que
Wpe Pi, uilp)l < LGP (1.25)
—m—d/q—n;
vm e [0,k], VgeLool, |@illmgr <he 7" (1.26)

Définition 14 (Elément fini de référence) (K,PK, flK) est appelé élément fini de référence

de (K, P ,X ) si il existe une application inverse ¢ avec son support sur K tel que :

K = ¢(K) (1.27)
Px={p=po¢ l,pe P} (1.28)
Sk = {p, Y € (DRY)P + P, p(v) = fvo¢), i € Xz} (1.29)

M
Avec (Def. 14) on peut définir A; tel que si A; = U Kj et K; 'élément de référence de
j=1

M

K; avec la transformation ¢; alors A; = U qﬁj(f(j) et A; = {¢;1(Kj)|j € [1, M]}. On note que
j=1

¢j(ﬁi) = K et on note ¢, la transformation de A; sur A,



1.1. Probléme général 19

Définition 15 (Opérateur d’interpolation) Définissons I1;, : L'(Q,)P — X}, par une pro-
jection locale L?.
Soit u une fonction de L'(,)P. Pour tout i € [1,N,] il ewiste un unique élément p; dans

Pi(A)" tel que

Vp e Pu(A)P, / (4 — pi)pdz =0 (1.30)
Ay
alors, Uinterpolé Ilpu de u sur Xy, est défini par

N,

My =Y wilp)pis  pi = pio b, (1.31)
i=1

Théoréme 2 (Estimation d’erreur a priori) Supposons une subdivision réguliére et des
éléments finis (K, Pg, Xk ) d’ordre k compatibles. Soit | et m des entiers positifs, p et q deuz
éléments de [1,00[ tel que l € [0,k + 1]

Ny
Py ¢ (YWhPH(K)P (Y\W™IK)P, WP(K) C W™I(K) (1.32)
=1

Alors pour tout K € T, nous avons pour toute fonction u dans L' ()P N\ WHP(A)P, od A est
lunion de tous les A; contenant K, i € [1, Ny],

l—m-+d(1/q—1
= Tl g g < ORIV ), (1.33)

FIGURE 1.3 — Description compléte d’'un élément fini

Comme montré sur (Fig. 1.3) on définit complétement un élément fini & partir d'un
élément fini de référence et deux fonctions, une qui définit la transformation du domaine et
I'autre qui projette la solution sur la base interpolante.
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On peut voir ces deux propriétés par I’évaluation d’une intégrale.

/Q RIS /K (W) @z =3 /K (M) (G1(E) s, e

projection trans formation

On peut distinguer 3 catégories d’éléments :
— Eléments isoparamétriques : L’opérateur local II est utilisé & la fois pour définir la
projection ainsi que la transformation géométrique.
— Eléments isogéométriques : L’application de transformation géométrique est aussi util-
isée pour définir la projection de la solution.
— Eléments généraux : La projection et la transformation sont indépendantes.
Les éléments isoparamétriques sont communément utilisés dans la communauté des utilisateurs
des méthodes de type éléments finis. L’utilisation des éléments isoparamétriques n’est pas syn-
onyme d’abandon de la description de la géométrie exacte. On peut d’ailleurs se poser la question
de la signification de la géométrie exacte. Dans ce contexte on considérera la géométrie exacte
comme étant la géométrie obtenue a I’aide d’'un modeleur 2D ou 3D. Comme cité dans [Ber89|
les travaux de Scott [Sco73] et Lenoir [Len86| permettent d’adapter la projection de fagon a ce
que la face K; (I colle a la géométrie. Néanmoins cette procédure implique la connaissance a
priori des applications définissant la géométrie, ce qui est rarement le cas puisque le module de
résolution des équations et le modeleur sont souvent des programmes séparés.
Récemment, ’analyse isogéométrique est apparu comme un outil peu anodin, grace notam-
ment & [Baz09]. Les fonctions de base utilisées sont exactement celle du modeleur (les fonctions
NURBS, Non-Rational B-Splines). Ainsi on garde implicitement les informations de la géométrie
dans le solveur.

1.2 Schémas numériques et formulation algébrique

Afin de présenter les schémas numériques sur lesquels cette étude s’appuie, nous présen-
tons l’équation standard d’un probléme linéaire d’advection, diffusion, réaction avec terme
source.

Notre but est ensuite de discuter les propriétés de ’approche Galerkin puis corriger ses défauts en
introduisant la méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin). Enfin nous introduirons
les notions principales des méthodes de type RDS (Residual Distribution Scheme).

1.2.1 Probléme linéaire d’advection, diffusion, réaction avec terme source

Pour Q € R d > 1, on considére le probléme linéaire d’advection, diffusion, réaction
avec terme source.

Lu:=au+V - (bu—cVu)=f in (1.34)
up, =gp, b-Vury, =gn (1.35)
oi f e LX), be [CN(Q)]?, a € LX), c € L®(9Q), gp € I3 (Tp), gy € IATx).
InNTp=0et'yUlp =T =00
1
De plus on ajoute les hypothéses suivantes : a + §V -b>0,c>0etb-n>0o0n 'y, nétant

la normale & la frontiére I'y.

1.2.2 Formulation variationnelle

L’existence de 'intégrale de gauche requiert 'appartenance de Lu a I'espace LQ(Q), il est
suffisant sous la forme faible que u € H'(Q).
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Soit v € Htl),I‘D Q) = {ve Q) vr, = 0} étant une fonction test.

/Q auvdz + /Q V- (bu)vda — /Q V- (cVu)vda = /Q fudz

Grace au théoreme de flux-divergence (Green-Ostrogradski) et v € H(I)I () ainsi que Vu-n =
gn sur 'y

/auvdw—i—/V-(bu)vd:n—l—/cVu-Vvdm:/fvd:n—i—/ cgnvds
Q Q Q Q I'n

Définition 16 (Formulation variationnelle) Trouver u € H'(Q) tel que

B(u,v) = F(v), YveV, (1.36)

B(u,v) :/auvdx—}—/ V-(bu)vdm+/cVu-Vvdm, F(v) :/fvda:+/ cgnvds
Q Q Q Q I'n

Les théorémes suivants sont repertoriés dans [DL84|.

Théoréme 3 (Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert.

Soit une forme linéaire F : V. — R continue (i.e. il existe Cr > 0 tel que F'(v) < Cp|lv|ly, Yov e
V).

Soit une forme bilinéaire B : V x V. — R continue (i.e. il existe Cp > 0 tel que B(u,v) <
Cullolly ullv, Vu,0e V).

Soit B V -coercive (i.e. il existe v > 0 tel que B(v,v) > v|jv[|}, Vv eV).

Alors, il existe une unique solution u € V telle que

B(u,v) = F(v) YveV

Théoréme 4 (Inégalité de Poincaré) Soit Q C R? contenu dans un cube de R? de coté de
longueur s. Alors, il existe une constante C, = s > 0 telle que

HUHL2(Q) S Cp |U|H1(Q) 5 \V/U S Hé

Théoréme 5 (Trace) Soit Q C R un ouvert sur un domaine borné possédant une fronticre
régquliére par morceaux. De plus, Q0 satisfait une codition du cone.
Alors il existe une unique application continue linéaire

v HY(Q) — L*(09) (1.37)

et une constante C > 0 telles que
(@) r200) < Clullpy, Yue H(Q) (1.38)
Y(u) = ulgn  VYu € HY(Q)N Q) (1.39)

ot y(u) se nomme la trace de u sur O et vy lopérateur trace.

1
Proposition 1 Le probleme 1.36 est bien posé avec les hypothéses v € H(l), a+ §V -b >0,

1
c>0,b-n>0surly etmaxK(a+§V-b,]b-nl)§c.
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Preuve : H(I) est une espace de Hilbert. I est linéaire, B est bilinéaire.
Avec 5, le fait que |[v]l g1 (q) = [Vl 20 + ‘U@{l(ﬂ) et que [, cgnvds = [pcgyuds car v € H.

+ ‘/ cgnyvds
'y

avec C = Cyl|f|l12(q) + Cgn llgn [l 12(50)- F est continue

De plus ||'UHH1(Q) = HU||L2(Q) + |v|§ﬂ(ﬂ)'

F(v)] < \ | foda

< HfHL?(Q)”U”L2(Q) + ”9NHL2(69)”U”L2(39) < C”U”Hl(ﬂ)

[B(u,v)| < ([lall oo () + IV - bll oo () [[ull 20 1011 22
+ mgﬂf(Hbz‘Hme)) |U|H1(Q) ||U||L2(Q) + HCHLOO(Q) |u|H1(Q) HUHHl(Q)
<

[Blu,v)] < (llafl =) + IV - bll oo @) +maz([bi]| zo=(0)) + llell e ) Il oy 1] 1.0

[B(u, )| < Cllull o) [0l o

B est continue 1 1
Remarquons V - (bv)v = §(V -b)v? + §V - (bv?). On obtient Iégalité suivante.

B(v,v) :/(a—l—%v-b)v?daz—i—/C\VUFdw—i—%/ (b-n)v*de
Q Q I'n

1
On peut remarquer que HUH%(Q) = [ov?dz + [, [Vu|*dz + 3 Jr (b n)v3dz est une norme
H(Q).
1
Avec I'hypothése m}c{m(a + §V -b,|b-n|) < con obtient la coercivité de B.

3C >0 B(v,v) > C vl

Si cette condition n’est pas respectée on a moins de controle sur ||[Vul, il en résulte que la
méthode est instable.[]

Quand v est pris égal a chaque fonction de la base élément fini, on nomme cette méthode :
la méthode de Galerkin. On peut montrer que dans le cas du probléme de diffusion réaction
avec terme source cette méthode aboutit & un probléme s’écrivant sous forme de matrices
de rigidité symétriques et on peut montrer que la solution posséde une propriété de “meilleure
approximation”. Néanmoins dés que I’on prend on compte des termes d’advection les matrices de
rigidité ne sont plus symétriques et cette propriété est perdue. De plus dans la solution obtenue
et pour des termes d’advections prépondérants on voit apparaitre des oscillations noeuds-a-
noeuds.

1.2.3 La méthode “streamline diffusion” : Streamline Upwind Petrov-Galerkin
SUPG

1.2.3.1 Le principe de la méthode

Comme on 'a vu a la section précédente il est nécessaire d’établir une relation entre la
diffusion et I’advection afin d’obtenir une méthode stable. Ainsi afin d’obtenir une méthode ef-
ficace il est nécessaire, dans le cas des problémes dominés par ’advection, d’ajouter des termes
pour créer une diffusion artificielle. Une introduction a cette méthode peut étre vu dans [BH82|.
On remplace donc la fonction test v par v + 7b - Vu. On appelle ceci la discrétisation Petrov-
Galerkin. Le probléme devient alors :
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Définition 17 (Formulation variationnelle SUPG) Trouver u € H*(Q) tel que

B(u,v) = F(v), YveV, (1.40)
B(u,v) = / auvdx +/ V- (bu)vdz +/ cVu - Vude
Q Q Q
+ / autb - Vode + / V- (bu)7b - Vodz + / cVu - V(1b-Vu)de
Q Q Q
F(v) = /Q flo+7b-Vv)de + /F cgn(v+71b-Vo)ds
N

1
Proposition 2 Le probléme 17 est bien posé avec les hypothéses v € Hg, a+ EV b>0,c>0

et b-n >0 sur 'y, on supposant que ['on trouve une valeur appropriée a ™ > 0.

Preuve : Hg est un espace de Hilbert. F' est linéaire, B est bilinéaire.
F et B sont continus. Ceci grace au théoréme (Thm. 4).

1
B(v,v) = /Q(a—}—5((&—1)7’—{—1)V-b)v2da:—i—/Qch-V(v+7'b-Vv)+T|b-Vv|2da:

2

Considérons que le probléme est dominé par ’advection. Ainsi les termes de diffusion ¢ ont les

N 1/ (1+7(a+V-b)b-n)ide
I'n

mémes affects que 7.

1
B(v,v) > /(a + 5((& — D7+ 1)V -b)ide + / Vv - Vo +7|b- Vou|’dz
Q Q
1
+ —/ (14 7(a+V-b))b-n)vde
2 Jry
1
> /(a+§v-b)v2dm+/ Vv - Vo +7|b- Vu|?dz
Q Q
1
+ —/ (b-n)vide
2 Jry

1
On choisit m}c{m(a + §V b, b n|) < ¢+ 7max(b;)

Dans ce cas B est coercif. On a donc suffisamment de control sur les termes d’advection. [J

Ce schéma résoud le probléme inhérent aux méthodes de Galerkin dans les cas ou les
termes d’advection sont dominants. Néanmoins la méthode SUPG n’est ni monotone ni TVD
(Total Variation Diminishing) Notamment on rencontre aussi des problémes dans le cas de la
présence de chocs, ceci est discuté dans [SHJ91| te [HFMS87|.

Nous revenenons maintenant sur la problématique du parameétre 7 en ordre élevé. Avant de
rentrer plus en détail dans la topologie des éléments d’ordre élevé, nous faisons une premiére
étude 1D d’un probléme standard 1D pour évaluer I'impact de I'ordre élevé sur le paramétre .

1.2.3.2 Discussion sur le paramétre 7

Nous venons d’introduire la méthode SUPG. Elle fait apparaitre un paramétre 7 dont
nous avons donné une formule suffisante pour que la coercivité du probléme variationnel soit
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vérifiee. Afin de tenter d’étre plus précis nous allons tenter de trouver une autre formulation
pour 7 d’un point de vue minimisation d’erreur.

1.2.3.2.1 Probléme de référence
On considére I'équation d’advection diffusion 1D :

bu r = cu,a}a}
{ u(0) =0, u(1) =1 (1.41)

x € Q=10,1], b est le terme d’advection et ¢ la diffusion (on considére b et ¢ constants).

Nous notons le nombre de Peclet adimensionnel Pe = % ou L est une dimension caractéristique
du probléme. On peut alors définir un nombre de Peclet discret sur chaque élément (de méme
dimension caractéristique h) a = %.

La solution analytique de ce probléme est donnée par :

b
et —1

u(x) - "
ec —1
1.2.3.2.2 Formulations Galerkin, SUPG et GLS

On introduit un espace de dimension finie de fonctions tests S™ et de fonctions poids V.

Sh c 8 = {ulu € H*(Q),u(0) = 0,u(1) =1}
{ Vh cV = {vjv € H*(Q),v(0) = 0,v(1) = 0}

La description de ces méthodes peut étre vue dans [BH82|, [HFMS87|, [Hug87] ou dans la section
précédente. Pour simplifier la présentation de ces méthodes les termes supplémentaires imputa-
bles a la méthode GLS (Galerkin Least-Square) en gras. Avec cette convention les méthodes
mentionnées s’écrivent :

Trouver u” € S* tel que pour tout w" € V",

Nel

/( hbu w cu dﬂ:—}—Z/ bw —cw T (bu uflm)dx (1.42)

K, est le e6 me glément, n.; le nombre total d’éléments.
Avec u" = v + gh ou v € V" et g" est la fonction au bord du domaine telle que u(1) = 1.
On peut réécrire le probléme :
Trouver v" € S” tel que pour tout w” € V*,

A(w", o) = L(w™) (1.43)

A(wh,vh):/( hbv w cv dx—i—Z/ bw —cw T (bv Zz)dx

1 nel
L(wh) = —/ (whbgﬂC w /-ig / bw — cw T (ng —cg m)d
0
Un élément de VP s’écrit sous la forme :
Npp—1
wh(z) = Z Nj(x)c;
=2

ou N; est la fonction de forme associée au noeud j et ¢; est une constante. On suppose que le
maillage contient n,, points avec j = 1 et j = nj,, correspondant respectivement & x = 0 et

r=1.
Npp—1

De la méme facon, v"(z) = Z Nj(z)vj ott vj est la valeur de v" au noeud j et ¢"(z) = N, (@)
j=2
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1.2.3.2.3 Formulation algébrique correspondante
On considére une approximation discréte du domaine (i.e. [0, 1]).
La transformation entre le domaine de référence et le domain physique est donné par :

Nen

2°(§) =Y Ni(&)af
=1

ou & est la coordonnée dans le domaine de référence et ne, le nombre de noeuds dans I’élément
e.
La formulation requiert la dérivée premiére et seconde des fonctions de forme par rapport a x :

_ _ Nage(§)  Nag(€)zee(§)
Norl®) =g M= aig e

La formulation algébrique est donc :
Trouver U € RP avec p = nyp —2 =ngM — 1 :

AU = f (1.44)

{ A = match(Ae), A€ M(RP)
fi = L(NZ), f € RP

L’operateur d’assemblage match assemble correctement les coefficients des matrices de raideur
Ag; afin de compléter le probléme algébrique. Ceci du au fait que les fonctions de forme ont leur
support sur une cellule, voir (Def. 11), ’assemblage est donc fait en conséquence.

On peut détailler la composition des matrices A.; pour les méthodes. Les matrices dues a la

formulation GLS sont en gras. La matrice A, peut étre décomposée en six matrices telles que
Af] - Ak(NZ,N]) :

1 1
Al(wh,vh):/ whbvfgdx, A2(wh,vh)dw:/ wﬁ:cvf‘mdx
0 0
Nel Nel
A3(wh,vh) = Z/ (be)T(va)dx, A4(wh,vh) = Z/ (be)T(—C’UZI)d$
Nel Nel

A5(wh,vh) = Z/ (cwzx)T(bvf‘I)dx, AG(Wh,vh) = Z/ (chI)T(—chI)dx

On se propose de mener la fin de I’étude sur une subdivision avec des éléments de dimension
identique h. On considére maintenant la subdivision au sein d’un élément 1D de degré M sur
le domain de référence [0, 1]. Pour plus de détail voir le chapitre 3.

i—1 i—J
Soit (£);e1,am+1] une subdivision réguliére homogeéne de [0, 1]. Alors §; = ST &—¢& = =7
et les fonctions de forme Lagrangienne associée a I’élément de référence sur [0, 1] sont N;(§) =

H St jell,i—1U[i+1,M+1], i€][l,M+1]. On peut donc donner des formules
J

& =&

générales pour le calcul de ces fonctions de forme.
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(_1)M7i+1MM
(i— DM +1—1i)

Pour tout i € [1, M + 1] avec C'(M, i) =

M+1

Ni(¢) =ci) [T ¢ -¢) (1.45)
ot
M+1 M+1

Nig(©) =0, > ] €-&) (1.46)
?#i k#{i,j5}
M+1 M+1 M+1

Nige(§) = C(M.1) 3 Z H (€-&) (1.47)

T2 k) 12k

Lemme 7 Soit M > n et N; la j-eéme fonction de forme Lagragienne d’un élément de référence
1D sur [0,1] de degré M avec ses noeuds equirépartis & k € [1, M + 1]. Alors :

M+1

Z JUN;(€) = (ME+1)" (1.48)
avec P(§) = HM+1(M§ —j+1)et w alors :
M+1
> MTING(€) = (ME+ )M — P(¢) (1.49)
j=1
M+1
> FMTENG(E) = (ME+ D)MFE — P(&)(ME + ) (1.50)

J=1

Preuve : Cas M > n : P(§) = Z;‘ﬁq J"N;(§) — (M& + 1)" est un polynome de degré M.

N;(&) = 5g et (M& +1)" =" ainsi P(§;) =0 Vi e [1,M +1]. P(§) a M + 1 racines donc

P(§) =0 et (Eq. 1.48).

Casn=M+1: P = ijJ{l]M + 1N; (&) — (ME + 1)M*! est un polynome de degré M+1.
N;j(&) = 0] et (M& + 1)M+1 = iM+L done P(&) = Car [1141" (&d5) Vi € [1, M + 1]. Comme

Z;wj;l]MHN (€) est un polynome de degré M et P(¢) de degrée M + 1 alors Cjy = — MM+,

ce qui permet de conclure (Eq. 1.49)

Cas n = M + 2 : méme raisonnement que pour n = M + 1 sauf que ’on a une racine inconnue.

Donc on pose ZMH ME2ZNG (&) = (ME + 1)MF2 — P(€)(ME + ) et on calcule + sachant que

M?+3M+4

(M¢+1)MF2 — P(€)(ME + ) est un polynome de degré M. On obtient v = 5

donc (Eq. 1.50). O

Lemme 8 Soit M > n et Nj la j-éme fonctions de forme Lagragienne d’un élément de référence
1D sur [0,1] de degré M avec ses noeuds equirépartis & k € [1, M + 1]. Alors :

M+1 M+1

|
Z; NI () = M’fﬁww 1)k = ] Z FRENG (e (1.51)
<
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Preuve : On prend la k-éme dérivée de (Eq. 1.48) O

M+1
Lemme 9 Soit £ € [0,1], P(§) = H (M —j+ 1) avec M pair. Alors :
j=1
1 1
P38 =—PE—3) (152)

1 1
Soit vy, une fonction avec son support sur [0,1] et vh(§ —&) =vp(€— 5), alors :

1
/0 on(€)P(E)dE = 0 (1.53)
. . ) 1
Preuve : Soit M = 2p. On fait le changement de variable n = £ — 3
2p+1 p
Pin) =[] @m—k+p+1) = 2p77H 2pn+5) [ [(2pn— ). On obtient P(—n) = —P(n). (Eq.
Jj=1 j=1 j=1

1.53) est alors évident. [J

On choisit de diviser le domaine physique de maniére homogeéne et régulier.
M+1

. . . i—1)h
Les points du maillage sont (z;)ic[1,n,,,]- Ainsi z(§) = Z Ni(&)x;, x; =z + ( M)
On retrouve logiquement, pour un élément :
M+1
z(§) —wl—i——ZzN )—1)=ua1+h¢ (1.54)
M+1 M+1

Z 1N; ,5 =h .%',55 Z 1IN ,55 (1.55)

On a donc 'expression des dérivées secondes et premiéres en x des fonctions de forme. Avec
(—1)M—i+iprM

CM0) = (i— DI(M +1—i)!
M+1 M+1
Nia(§) = 2 C(M.i) ) H (€~ &) (1.56)
§¢1 k#{u}

M+1 M+1 M+1

Ni,m@)——CMz Z Z H E-8&) (1.57)

J#z k;é{l J} l;é{l J k}

On fait 'hypothése que les paramétres (b, c) sont constants dans un élément. On peut réécrire

les équations avec le nombre de Peclet discret a = @ ,un réel £ = G- et en éffectuant le change-

. — r—x 212
ment de variable T = —% avec x., la coordonnée du premier noeud de I’élément e
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1
AY(N;,Nj) =0 / N; N, zdZ, A%(N;, Nj) / N;zN,zd7T
0
1
A3(N;, Nj) = b€ / N; zN; zdT, AY(N;, Nj) = - / N; zNjzzdT
—1
- 1
A%(N;, N;) b§ / N; 7N, zd7, A%(N;, N;) :—b—g / N; 7N zzdT
a” J

On peut remarquer A3 = £aA? et A® = —(AY)L.

Souvenons-nous que f; = L(N;) avec L(w") = A(w", g"). La fonction ¢g" est la fonction de
forme associée au x = 1. Ce point n’est connecté qu’avec les noeuds du dernier élément. Ainsi :
Pour j € {Dernier element}, fj = L(N;) = A(N;, Npp) et j ¢ {Dernier element}, f; =0

f=(0..0 ANy, Nyp)... A(N;, Nup)-o: A(Np—1, Np))

1.2.3.2.4 Calcul d’un 7 optimal
Le solution discréte exacte est :

ea(rllvzl) —1
Uy = —5——, NE [2,nnp —1] (1.58)
er — 1

En remplacant dans le systéme algébrique précédent on obtient le systéme d’équations suivant :
avec v, = kM + 1

> A =0, j€ o+ 1, i€fvg+ 1,01 —1]

j

ZAW' uj =0, J € [vo+ 1,v2]

j

Z-Ai,j g =0, J€ [vk—l’vk]’ S [vk—l + 1,0, — 1]a ke [2anel - 1]
ZAka Uy =0, JE [vk—l’vk-l—l]’ ke [2,nel - 2]

ZAv%FLj uj  =A(NL,Nyp), J € [vng—2,vn, —1]

ZAZJ uj - A(N“ an)7 ] S [vnel_17vnel - 1]7 Z S [Unel_l + 17vnel - 1]

On peut en déduire 4 régles pour k € [1,ne — 1] :

Aij = Aivknrjrem = A(Ni, Nj), i # vy or j # vy,
Avkvvk = A(vaNl) + A(anNm) =7

Ve+1
E A(Ny,, Nj)u; = E A(N1, Nj)tj—vgtu,
Jj=vp+1 Jj=vo+1
v —1 v1—1

Z A ’Uka ZA NM+17 uj —v0+Vk—1

J=Vk—1 J=vo
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On peut réécrire ces équations en utilisant w; = j — v + vy, :

v
Y Aigy —0,i € [vo + 1,01 — 1] (1.59)
J=vo+1
v1—1 V1
Z A, juj + Z Al,juwj,1 + YUy, =0 (1.60)

Jj=vo+1 Jj=vo+1

v1

> Ai =0,i € [2,M], k€ [2,ng—1]  (1.61)
J=vo

v1—1 v1

Z Ay U, oy + Z Al jt; , + Yy, =0,k € [2,n¢ — 2] (1.62)
J=vo Jj=vo+1

v1—1 v1—1

Z "41}1 ’juwjv”el72 + Z Al’juwjv”el71 + ’yuUnel_l :A(Nl’ an) (163)
J=vo Jj=vo+1

v1—1

Z Ai7juwj,nel—1 ZA(Ni,an),Z' € [vo+ 1,01 — 1] (1.64)

J=vo

L’avantage de cette écriture est d’avoir des sommations entre vy et vy, on peut alors noter que
tous les coefficients sont exprimés sur les fonctions de forme du premier élément.

Un 7 optimal est donc un 7 tel que (Eq. 1.61), (Eq. 1.62) soient toujours vraies. Une derniére
propriété de ces équations est Z;lzvo A; ; = Oalors (Eq. 1.61), (Eq. 1.62) sont toutes équivalentes
quelque soit k.

On peut donc simplifier ces équations :

M+1 A

D Aiyed/M =0,i € [2, M)] (1.65)
j=1

M+1 '

Z eIM L Appiy e + Ay je/?) =0 (1.66)
j=1

On en déduit les formules suivantes pour 7
Soient aﬁj les termes de la matrice A* et f]k = aM+17j67°‘/2 + a17je°‘/2

M+1

a Y (aff +17)e™
_ j=1

& = e (1.67)

3 (ot + ar} — 8) + £) e/
j=1

M-+1
1 2 /M
@ (aaj; +ai;) e/

g = =1 . ie2,M] (1.68)

M-+1 A
Y (—a%al; +alai; —a};) +af;) e
j=1

27]

Faisons un petit constat d’échec & ce stade. On a M équations pour un paramétre. Hormis pour
M =1 on risque d’étre assez décgu... Ou pas, car on fait cet exercice dans le but d’éviter d’avoir
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un paramétre 7 surdimensionné qui ajouterait trop de diffusion artificielle. Si on voulait obtenir
un 7 optimal au sens propre, il faudrait considérer le positionnement des noeuds milieux des
éléments d’ordre élevé. Mais 1a encore, il est possible que des problématiques surviennent avec
les limitations liées & la nécessité de respecter la condition de C'-difféomorphisme, voir (Def.
1.2). Donc notre intérét n’est que d’obtenir des résultats asymptotiques pour o — 0o et o« — 0.

Résultat asymptotique pour a — oo
Pour o — oo

1
N; N d
_ al{MH N /0 iNap41,ed€

i~ T3 T
/Ni,gNM+1,£d§
0

A M+1
Une des caractéristiques principales de ce résultat est son indépendance au type de la méthode

, i€ [l,M] (1.69)

P1 1
P2 | 1 1

7 4 19
BlE L8 s
P4 347 23 254 107

TABLE 1.1 — Valeur des 2¢ pour les degrés < 4

(SUPG ou GLS).

En dessous du degré 4 il n’y a pas de comportement particulier, on donne donc le tableau
(Tab. 1.1). En revanche pour M > 4 on remarque que le 7 “optimal” suit grossiérement la régle
1

2M —5°

1 1
FIGURE 1.4 — Moyenne des — et les —

2€
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Reésultat asymptotique pour o — 0

Lemme 10 Soit N la j-eéme fonctions de forme Lagragienne d’un élément de référence 1D sur
[0,1] de degré M avec ses noeuds equirépartis & k € [1, M +1] ,M >k, p > 1 and v" € H (Q).

' MZH 3 MZH (»-1)
h 2 k—1 pr(p—1 _
j=1 j=1

Supposons v"(0) =0 et v"(1) =0

1 M+1 o M+1 .
h P h k—1p7(P) _
| X i Y <o (1.1)

Preuve : (Eq. 1.70) est une conséquence directe du Lemme 8. (Eq. 1.71) est d’abord intégrée

&
par partie pour obtenir fol vh5 (Z;M]Ll ]\Jf—kN](p) - Zj‘f{l jk_lN;p)> sachant que v"(0) = 0 et

v"(1) = 0. On utilise ensuite (Eq. 1.70). O
M+1

Le développement en série de Taylor de D;(a) = « Z eaj/ M avec i € [2, M]

quand a@ — 0 pour n € N est :

M+1 M+1
. j
Z a?, +ZMk S Z Nl ypais) | + 0@

Or > N;¢=0et (Eq. 1.71) on obtient :

n M+1

(o) — o« k=1 J 2 +1
Di@)= ¥ 3 2.7 (0l + el | + 0@ ), nz M1
k=M+1
Dans le cas ou M = 2p, p € N alors Np,l(% — &) = Np_1(€ — %) Dérivée d’un fonction

pair est impair et réciproquement. Avec le lemme 9 on obtient ce résultat asymptotique Dj,
i € 2, M]\{p+ 1|M = 2p}.

—aM
N;¢P(§) ¢d
Di(a) ~ 2 Mﬂf“ o |, Mo (1.72)
o Jas P(&)M“— MEED pe) ) de
MMM + 1)1 ), Pt M+2 MM+2) F

M+1

Le développement en série de Taylor de R;(a) = Z (—azaij + a(aij - a?j) +a?,j) eI/M
j=1

avec i € [2, M] quand o — 0 pour n € N est :

M+1 M+1 j
) =a Za7J+ZMk 1( Z]k 1 a3 —i—M—kafJ) +0(a"+1)

M+1 M1 ;
—i—Za”—i-ZMkl Z]kl —aj +M—l<:a6) + O(a™h)
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Encore ) N; ¢ = 0 et (Eq. 1.70) on obtient :

M-+1 .
j
Ri(a) =« Z MG =1 Zikl (—aiy + 3 %) | +0(@™)
k=M+1
M-+1 ]
k—
53 M) 2 7 el gpat) | + 0™
k=M+1

On utlise le lemme 9 et on obtient le résultat asymptotique R;, i € [2, M|\ {p + 1|M = 2p}.

RSUPG(4) ~ MM:?M =y / NieP(€) ced€ (1.73)
—Oé
RiGLS(OZ) ~ aM+2 1 MMM + 1 / NigeP(0) cede
MMM+ 2)] /0 Np.ee (MP(S),g =57 ME+7) P(S),&) = (M +2)Np e P(€) g¢d€
(1.74)
Et au final on a pour i € [2, M]\ {p + 1|M = 2p}
1
| NPl e
¢SUPG o (1.75)
/Ni,gp(g),ggdﬁ
! M+1  M&+y )
N,¢ (P - p d
SUPG a/o P ( (£)M+2 M(M +2) (e ) d (1.76)
. .
/Nz,gp(ﬁ),ggdf
1
o [ NigP() e
GLS 20 (1.77)
/[P%ggfmf)@gdS
1
o [ Mg (P01 +1) - Eo P ) ag
¢ors 0 (1.78)

! M
[ Mot (3P0 - LoELP©15c) - (01 + 2, cP(0) et

On peut remarquer que pour la méthode GLS on a toujours £ — 0 quand o — 0. On ne donnera
que la valeur de la pente initiale s as o — 0.

| |

P3 E L

paj L B 1
68 8535 68

TABLE 1.2 — Valeur de 4s pour un degré < 4
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1
INCERRNE

1
FIGURE 1.5 — Moyenne des ——= et

Pour £; nous ne donnerons pas de résultats, car les résultats sont similaires mais ’obten-
tion de la formule est plus ardue car le lemme 10 ne s’applique pas, en fait il faudrait utiliser le
lemme suivant :

Lemme 11 Soit N la j-eéme fonctions de forme Lagragienne d’un élément de référence 1D sur
[0,1] de degré M avec ses noeuds equirépartis & k € [1, M +1] ,M >k, p > 1 and v" € H'(Q).
Supposons v"(0) = 0 et v"(1) =1

1 M+1 jk . M+1 )
h P h k—1 p)
/ v D TNt YN = -1 (1.79)
0 . -
7j=1 7j=1
T L SR (»)
h p h k—1 p) __ k—1

1.2.4 Schéma de distribution du résidu (RDS)

La propriété de monotonie est essentielle pour un schéma quand on doit résoudre des
problémes ayant pour base un contexte physique.
Par example, si on traite d’une équation de transport et que I’on transporte une quantité posi-
tive, il est préférable d’avoir un schéma qui n’introduit pas de valeurs négatives. Autrement on
peut obtenir une solution valable mathématiquement mais inutilisable physiquement.
(C’est notamment le cas dans les modeéles de turbulence ou les parameétres peuvent étre la vis-
cosité , ’énergie cinétique turbulente, une longeur caractéristique,... Ces paramétres ne peuvent
étre négatifs car ils en résulteraient une incompatibilité physique du modeéle et une analyse
erronée. On peut consulter [Kas95| pour une discussion sur le choix du schéma pour résoudre
les équations de la turbulence.
On s’intéresse donc a des schémas qui auraient ces propriétés. Le schéma de distribution du
résidu a été introduit par Roe [Roe87|. Les schémas RDS sont analogues aux éléments finis



34 Chapitre 1. Méthodes numériques

dans le sens o ils héritent du formalisme éléments finis. En revanche ils différent des méthodes
précédentes dans la maniére dont la solution est obtenue et notamment dans le concept de
“distribution de I'information”.

[’idée est de pouvoir calculer le résidu associé a 1’équation différentielle sur chaque élément
puis de déterminer le ou les noeuds sur lesquels envoyer cette information pour passer d’une
information élémentaire & une information nodale et corriger la solution afin de s’approcher de
la solution exacte au probléme discret.

Du fait que la “précision” provient du calcul du résidu (grace a (Thm. 2)) on peut se donner
toute latitude dans la maniére dont on distribue ce résidu. Il existe ainsi un grand nombre de
maniére de distribuer le résidu on peut citer le schéma N ,LDA, PSI, de type Laz-Friedrich,...
Seule I'imagination, les conditions de monotonie et surtout la stabilité sont la limite.

Ces méthodes sont données et discutées dans [Abg01| [Abg06] [ALR09]|. Comme le souligne ces
références le passage a 'ordre élevé est plus problématique pour deux raisons.

Tout d’abord la propriété “one-target”. A travers I’étude précédente sur les schémas de type
SUPG, on comprend le besoin qu’il existe de traiter les termes d’advection de facon décentrée.
C’est ce que se proposent de faire les différents schémas en distribuant le résidu vers le noeud
pointé par le terme d’advection X. On remarque que dans le cas des simplexes il existe des cas
ot 'on distribue le résidu que vers un seul noeud. C’est la propriété “one-target”. En ce qui
concerne les quadrangles ou cubes, cette propriété est perdue et il en résulte un schéma qui

nécessite une stabilisation, voir [AMO07].
5
A
A
!)x -
A
FIGURE 1.6 — Distribution du résidu ¢x dans le cas d’'une équation d’advection de paramétre

A
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Enfin dans le cas des éléments possédant une base polynomiale d’interpolation de degré
plus grande la problématique de la distribution reste entiére. Il est difficile d’'imaginer un moyen
de distribuer I'information équivalente aux éléments linéaires.

On pourrait imaginer un moyen ou l'on considére le centre de gravité de I'élément G et de
distribuer l'information selon le critére X-GA ott M parcours les points de définition de 1’élément

1 L
fini et par l'utlilisation d’un limiteur ¥ tel que 521/)()\ -GM) = 1. Sans implémenter la
M

méthode on voit que le probléme lié a cette méthode intervient quand il existe des points a
I'intérieur des éléments.
Une autre possibilité est de calculer les résidus d“ordre élevé” sur les “sous-éléments” et appliquer
un schéma “one-target” afin de distribuer le résidu d’ordre éleve ((Fig. 1.7)) .

La problématique évidente lié a ce schéma est son cout algorithmique. En effet le résidu

FIGURE 1.7 — Obtention de schéma d’ordre élevé par calcul du résidu sur les sous-éléments de
degré élevé

sur chaque sous-élément doit étre calculé avec une régle d’intégration suffisamment grande
(voir 1.3.2). Le schéma d’ordre élevé est donc d’autant plus couteux que le rapport des points
d’intégration entre I’élément linéaire et 1’élément de degré élevé est grand.

On se propose de donner une construction générale au schéma d’ordre élevé en partant d’un
point de vu “résidus pondérés”.

Définition 18 (Résidu) Soit v dans l’espace fonctionnel.
On note v (v) = r(I1(v)) le résidu associ¢ a l'opérateur différentiel appliqué a v
Le résidu intégral global sur Q est <7“h(v),7“h(v)>Q

On cherche & résoudre v tel que r"*(v) = 0.

Définition 19 (Flux) Soit v dans l’espace fonctionnel.
VK = <1,Th(v)>K est le flux global sur [’élément K

O = <%,rh(v)>K avec 7y; est une fonction a support sur K telle que Z% =1.
ieK
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St = <s . V%-,rh(v)>K est le flux de diffusion le long d’une ligne de courant

Remarque : Z <p’k = @ on interpréte donc ; comme une fonction de distribution. Dans le
€K

cas ol les ; sont les fonctions de la base interpolante de I’élément fini on récupére une méthode

de Galerkin et S} est en un sens un terme SUPG.

i
Définition 20 (Paramétre de distribution) g% = \I'((pK
YK

) o U(-) est un limiteur tel que
0<U(r)<1pourreR etsi Zri =1 alors Z\I’(rl) =1

ieK 1eK
Remarque : Toute discussion sur le limiteur choisi ¥(-) pourra étre complétée en consul-
tant [RS95].

Définition 21 (Schéma) Awvec hi le paramétre défini par (Def. 4)
¢ = Brdr + hi Sy (1.81)
¢ = ok (1.82)
5K
vt — o = —dtgy (1.83)
Propriété 1 (Conservation)
Zﬁ}'(:Z\II((b—K)zl Vi< i <1 (1.84)
ieK w 0K
D b= k=) Bk =ox (1.85)
ieK ieK icK
DY bk =2 D k= (L) (1.86)
K €K i DK h

Zw‘ — <1,Th(v)>ﬂh (1.87)

A cause du terme de type SUPG on ne peut garantir la positivté du schéma que lorsque hx — 0.
Les propriétés d’estimation de l'erreur sont tirées de l'approche suivi dans [AR03]. Soit w €

CL(Q) et w" un interpolant de {w(o)}, such that w" = ngw(a). Alors :

Zw<0>2¢%=22%¢%222%%
K oeK

o K30 o K30
1

hoh _ 1 h _ o
/Qw riv)dz = ; Card{c € K} o—eszU /I(¢JT (v)de = ; Card{o € K} U;(wo(ﬁK’G
Z Px.a = Z %k

ceK ceK
D’ou,

E(vh,wh) = /th(v)whdx + ; m Z (wh(a) — wh(al)) ( % — (;(,G)
o0 €K

Proposition 3 (Précision) On suppose que le résidu vérifie la contrainte, avec m € N

% (v) = O(h™*) (1.88)
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Alors Uerreur vérifie
E@", w") < C(w,v,r)h™+? (1.89)

1.3 Calcul des intégrales

1.3.1 Dérivée dans le domaine physique

On considére des éléments finis de référence (Def. 14). On cherche & avoir des formules
nous permettant de calculer la dérivée dans le domaine physique a partir des dérivées dans
le domaine de référence. On rappelle que v = Z@]\L 1 Ni(€)p; et il existe une transformation
géometrique telle que qﬁ;df() = K, avec ¢ : R* — R?.

1.3.1.1 Dérivée premiére dans le domaine physique K

On a la relation suivante :

d
Of _ < of 0
8.%']' im1 ({952 31‘j
avec les notations suivantes (€ z)ij = 2. et (z €)ij = 9 on peut récrire la formule vectorielle
z; ’ j

equivalente, ou (., ) est 'opérateur de dérivation par rapport au vecteur x

fx= f,gﬁw

Seule Te, la matrice jacobienne, peut étre évaluée analytiquement car elle reste polynomiale.
On note la matrice jacobienne de la transformation ¢(§) :

= = X
9 ¢
et son inverse
0&;
—1 _ (A o
7 - (%zj o 6,:17

On peut noter que Eaxrg=x¢lx =1 Sachant que Eaze =1 alors € ¢ = (a:7€)_1. On a donc
tous les ingrédients pour calculer la dérivée de f dans le domaine physique.

fa=ugl@e)™ = fe(dr(€)e)”

Le terme (¢K($)7€)*1 est calculé analytiquement grace & la méthodes des cofacteurs. Ainsi

(ox (&) ¢)~"

lynomiale alors det(¢x (€) ¢) est polynomiale et les termes de la comatrice com(¢x (€) ¢) sont
aussi pélynomiaux.

] )com(gbK(é),é), on peut noter que si la transformation ¢ est po-

1
 det(ox(€) ¢

)
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1.3.1.2 Dérivée seconde dans le domaine physique K
0,0 0 0
On rappelle tout d’abord le théoréme de Schwarz : (== / —( / ) On note la ma-
Ox; Oxy (9:61 ox;

: : 9? :
trice hessienne par rapport au vecteur = : Hg(f) = 3 8f . La matrice hessienne est symétrique.
T;00 4

92 f 0 af of 8& 2]
0x;0x; 8332 (93:] Z@& Z O&, (93:] 8332
o’ f 5§k 5f 9 08 ., 0§

N Z Z 0%, Ox; | 06, 9, D, O,

(%k O*f o4 Of 0 08 0¢

- %l: a—xj 0§08, 0z 08, 0§ Oz Oy

0 OAf 0g of 0 (%k
B ; dx; 06,0, O Z O O axj
On a donc la formule suivante :
Ha(f) = (£2) He (f)(€2) +Z = (6 () ¢) " He(f)(0 +Z—Hm (&)

On peut tout de suite remarquer que l'on a bien (Hg(f))" = ((€2)' He (f)(€2))" +(Y, 8§f Hg (&) =

(€0 () (€0) )+ Ty S (o (60)) = (€)' He(D)€)+ Ty 5L Hal6) = Hel(S)

((0x (&) ¢)1) (o (&) ¢) .

Le probléme majeur étant le calcul des termes du tenseur d’ordre 3 Hy (&) =

Ce tenseur se calcule de la maniére suivante :

det(¢ ¢) ¢ . com(¢ ¢)
MO8 Tatog © 8 | s g
B TQT2=T3

T3.T2=T2(T)-T2=T2 (T-T2)=T2(T)=T3

Avec les opérations tensorielles appropriées :

Ha(f) = (¢2) He () (&) + [ ¢ Ha(€)
N—_——

terme 1 terme 2

Le terme 1 correspond & la dérivée seconde paramétrique et le terme 2 & la dérivée seconde

géométrique.

1.3.2 Calcul intégral sur les éléments

On note le déterminant de la matrice jacobienne :

3
wo= 5
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Soient a : RY — R et b: R — R%

On peut résumer ’ensemble des intégrales qu’il sera nécessaire de calculer pour les différents
schémas numériques. Notre but est d’exprimer ces intégrales sur le domaine parent avec le
changement de variable ¢(¢&)

Soit x un élément de 'espace discrétisé Ty et K son équivalent sur le domaine parent tel que
(k) = k. Soient f et g deux fonctions de RY — R que I'on prend dans H?(Q) et que I'on
considérera comme polynomiale sur I'espace de référence k.

Pour des raisons de simplification de notation on note abusivement pour toutes les applications
suivantes que f(z) = f(¢(¢)), on distingue seulement les fonctions dans le contexte de leur
domaine d’intégration.

/H afgde

b+ 1)gda
[ a(v1)- (V)

| afgj(€)dé

| b (VefEa)gi(€)dE

I
m\z\z\

| a(Vef€a) - (Veg€z)i(§)dé

- 0 0 06, €)%, \ |
[v-nagia =[5 (Vesea) et e Z S | iteae

K

1.3.3 Evaluation du degré des intégrales
On suppose que les fonctions f et g sont polynomiales sur le domaine de référence. On

note ky le degré de la fonction f, kmex = max(deg(f), deg(g)) et ky = deg(z ¢.
On peut exprimer explicitement les termes de I'inverse de la matrice jacobienne.

1
£x = mcom(w{)T

Avec la notation tensorielle on obtient une expression explicite avec x €= aé- = 8—52 et €y, iy
J
le pseudo tenseur de Levi-Civita.
. 0 ia T _ A 1 Al
j(€) = ’a | = €1 ig@r' - Com(i'{g) =8y §x = |’ Vi

On peut maintenant estimer le degré de chacun des termes.

deg(j(€) = d(kr —1) =haet  degleom(z )T) = (d—1)(k; — 1) = ks
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On doit aussi déterminer les termes non polynomiaux et les termes polynomiaux.

a(z(§))  fgi(€)
——— —
non—polynomial polynomial
b (Vefea)gi§) = D)  fr(€)Afg
~ —
non—polynomial polynomial

a(Vefea) (Vesba)i©) = =5 (fah) - (9:8))
~ polynomial

non—polynomial
2
dg 97,

0%g 0¢; O¢ .
b- (vﬁfﬁ,w) (Zz]k €, 0, (9;@- 8x]: + Z” 8—@ 02 > (&)
b . ,
= ag X (951(©AIAj(©) - g 0] ,AlALAT)
SN—— i .,

non—polynomial ~

polynomial

deg(f9j(€)) = kg + kg + Kaet
deg(fr(€)AYg) = ky + kg +ky-1 — 1
deg((f:iAf) - (9:4%)) =k + kg + 2(k;—1 — 1)

deg(F(EAS Y (91(O)AIANI(€) = 95()a) ALALAT)) = iy + by + ks + (k1 — 1)
En supposant que les fonctions f et g sont de méme degré alors :

deg(fgi(€)) = 2k + kaer = 2k + d(k; — 1)
deg(f,k(g)A?g) =2k+kj1—1=2k—k.+dk; — 1)
deg((f:45) - (9.:45)) == 2(k + kymr = 1) = 2(k — kr + d(ky — 1))
deg(f (NS Y (9.1(O)ATANI(€) - 95()a) ALALAT)) = 3k — 4ky + dd(k; — 1)

7

Un certain nombre de remarques sont essentielles & ce point.

On peut tout d’abord dire que les termes des schémas numériques doivent étre intégrés avec
Pordre correcte d’approximation (impliquant 'ulilisation d’une régle d’intégration suffisante),
autrement on peut supposer que 'ordre du schéma sera détérioreé.

La deuxiéme remarque concerne les termes non polynomiaux, nous venons de statuer sur le degré
des termes polynémiaux, en revanche, il est évident que pour des éléments suffisamment défor-

meés E deviennent prépondérant et détruisent I’ordre du schéma. Pour éviter ce désagrément il
J
. . : . 1 .
est alors nécessaire de recourir a une régle d’intégration plus grande car —— ~ 1—1—2(1— Jje",

i

ce qui, en considérant un développement de Taylor & 'ordre n, nécéssite une régle majorée de

1
deg(E) = n(k; — 1), pour peu que les variations de j(¢) soient faibles. D’ou
J

deg(f9j(€)) = kg + kg + Kger
‘deg(f,k(g)Afg) =kp+kg+ky1—-1
deg((fiA}) - (9:A%)) = kg + kg +2(kj—r — 1) + n(k:- — 1)

deg(F1(E)AF D" (9.0 AIALI(E) = 95(€)a) AALAT)) = kg + kg + Fmar + 4Ky = 1) +2n(ky — 1)

On en déduit donc deux aspects fondamentaux pour permettre 1'utilisation de régles d’intégra-
tion avec un nombre de points relativement peu élevé :
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— Considérer des éléments dont le degré de la transformation géométrique reste faible
— Faire en sorte que le déterminant de la transformation ait des variations trés limitées
sur K
Nous verrons dans le deuxiéme chapitre que 'on peut avoir des éléments trés déformés mais
dont le déterminant de la transformation reste constant a travers (Prop. 2).
(Tab. 1.3) donne le degré de chacun des termes en fonction des paramétres k et k.

2D 3D

k  kr | NyN N;VNy VN;VNy VN;AN; | NyNo N;VNy VN;VNy VN;AN,
1 1 2 1 0 2 1 0

2 1 4 3 2 2 4 3 2 2
2 2 6 4 4 6 7 5 6 10
3 1 6 ) 4 ) 6 ) 4 )
3 2 8 6 6 9 9 7 8 13
3 3 10 7 8 13 12 9 12 21
4 1 8 7 6 8 8 7 6 8
4 2 10 8 8 12 11 9 10 16
4 3 12 9 10 16 12 9 10 16
4 4 14 10 12 20 17 13 18 32
o 1 10 9 8 11 10 9 8 11
5 2 12 10 10 15 13 11 12 19
5 3 14 11 12 19 16 13 16 27
o 4 16 12 14 23 19 15 20 35
5 5 18 13 16 27 22 17 24 43

TABLE 1.3 — Degré des termes polynomiaux pour k et k; en 2D et 3D

1.3.4 Calcul intégral approché : Régles d’intégration

Le calcul intégral approché repose sur le principe suivant : touver N points sur le domaine
d’intégration tels que de coordonnées v; = {V;}j:L... .4 et avec un poids associé w; :

N
/K f(@)da ~ ;wim)

Les regles d’intégration pour les triangles et tétrahedres utilisées sont celles du travail de com-

pilation de [Co003], [Co099| and [CR93|.

Les points de Gauss ont été recalculés par un algorithme en quadruple précision pour intégrer

des polynomes jusqu’au degré 27 (soit 14 points de Gauss). Le principe est simple : calculer les

n(m) par une méthode de Newton-Raphson puis résoudre un systéme

- (D"
n+1

racines a; de L, = (1 — 2?)

de Vandermonde (Aw = b) pour obtenir les poids avec 4;; = (a;)' et b; = . Pour

1
repasser sur U'intervalle K = [0, 1] on applique y = %

Afin de tester ces régles on peut évaluer I'erreur commise sur chaque monéme en utilisant les
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formules suivantes avec («, (3, v) € N sur l'espace K des simplexes.

1
Oéd —
/K”“" T o+

3 =k (=¥
/Kggay dedy = kzoca+1(a+1)(k+1+ﬁ)
a+l k j+p+1 i o (_1)k+z‘
/Kxay @' dadyds = kzzoj; ; Car1CiCrpr (@+ DG +1+8)(k—j+i+1+7)

Les résulats ci-dessous ((Fig. 1.9) et (Fig. 1.10)) sont obtenus en calculant l'intégral exacte
(Zezact) et V'approximation (Igpprog), Puis on trace 'erreur pour un (e, ) donné en double
précision :

Err — l0910( Iezact - Iapproa:

)

Iea:act

5 5L u
e fr .
w
L u
101 -
]
[ ]
12 u
127 -
i u [ ] Régle degré 27
-4 ™ Régle degré 21
N [ ] Régle degré 16
L - u Régle degré 10
-16 [ r'-ﬁ'.l‘u'- Reégle degré 5
by
0 10 20 30 40 50

Degré

FIGURE 1.8 — Erreur d’approximation pour les régles de quadrature 1D sur le domaine [0, 1]

FIGURE 1.9 — Erreur d’approximation pour les régles de quadrature 2D sur un triangle. « est
abscisse et § en ordonnée. De gauche & droite : Erreur calculée pour une régle de degré 3, puis
de degré 6 et enfin de degré 10

La figure suivante 1.11 représente I'erreur maximum commise par une formule de quadra-
ture pour a+ 3 < ken 2D et a4+ S+ v < k en 3D sur des éléments P en double précision, avec
k le degré maximum du polyndme intégré.
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10 12 14 16 18 20

FIGURE 1.10 — Erreur d’approximation pour les régles de quadrature 2D sur un quadrangle. «
est abscisse et 8 en ordonnée. De gauche & droite : Erreur calculée pour une régle de degré 3,
puis de degré 7 et enfin de degré 11

14 T T T
® @®  Approximation error in 2D
@  Approximation error in 3D

139 ° ]

12+ B

y=-0.48x+14

11r- B

Iogm(—max(Err))

y=-0.84x+14

10 o Q i

F1GURE 1.11 — Evolution de ’erreur maximum pour 'augmentation du degré du polynome

On peut tout d’abord remarquer que les résultats d’erreur ne sont pas symétriques pour

les simplexes alors qu’il serait logique d’avoir cette propriété comme pour les éléments de type
cube. Ceci est di a la forme de la formule permettant le calcul de 'intégral exacte qui a été
obtenue par une intégration d’abord sur x puis sur y, ce qui détruit la symétrie sachant que
la sommation est bien plus sensible & I’erreur numérique que la multiplication. Cette remarque
est aussi un argument qui justifie (Fig. 1.11), puisque nous avons une sommation en 2D et 3
sommations en 3D.
On peut aussi voir, grace a (Fig. 1.9) et (Fig. 1.10), que la sous-intégration peut générer des
erreurs qui sont trés loin de l'erreur machine. (On rappelle qu’en double précision D’erreur
machine est de l'ordre de 1e7!, en effet en double précision 1 + 1le™!5 = 1.) La conséquence
directe pouvant étre une invalidation des propriétés intrinséques des schémas numériques.

1.4 Conclusion

A travers ce chapitre nous avons introduit les notations standards employées dans le
domaine de la résolution des équations différentielles partielles (E.D.P.). Nous avons ensuite
introduit le concept de discrétisation du domaine de travail dans lequel nous avons amené I’'idée
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de découpage du domaine et d’éléments. Ceci nous a permis de donner des dimensions carac-
téristiques aux éléments a partir de ’espace discrétisé.
L’espace physique dans lequel les phénoménes physiques, modélisés par des (E.D.P.), se déroulent,
ayant été approximés géométriquement, on introduit alors l'interpolation de fonction. Cette
interpolation est faite sur chaque élément et 1’on considére que les fonctions de base de I'in-
terpolation sont définis sur un support local defini par la cellule (Def. 11). Cette notion est
fondamentale car elle implique que la résolution d’'une équation sur un domaine entier peut
étre fait en ne considérant que des probléme locaux. On comprend que numériquement cette
approximation évitera des calculs couteux.
L’interpolation d’une fonction continue est donc obtenue sur un espace discrétisé. Il est alors
légitime de se demander si il est possible d’estimer I’erreur intrinséque due & cette interpolation.
Une telle estimation est donnée par (Thm. 2). Elle est locale a chaque élément et est lice & deux
parameétres principaux :

— la taille caractéristique de I’élément

— le degré de la base d’interpolation
Le cadre numeérique est donc complété, on sait discrétiser et interpoler. Afin de résoudre les
E.D.P., on rappelle les schémas numériques se basant sur les méthodes éléments finis et méth-
ode des résidus distribués (R.D.S). La stabilité des schémas de type Streamline Upwind Petrov
Galerkin (SUPG ) est alors discutée. Une étude du parameétre de stabilisation 7 du schéma
SUPG est conduite dans le cas des probléemes 1D et elle aboutit & des résultats asymptotiques
ot le paramétres 7 dépend directement du degré d’interpolation. En revanche on a pu noter que
contrairement au cas linéaire ce paramétre 7 n’est pas optimal en ordre élevé. Puis les problema-
tiques liées a la création de schémas R.D.S. d’ordre élevé sont discutées et un schéma est proposé.

Les schémas numériques faisant intervenir des intégrales d’opérateurs différentielles, la
derniére partie est une analyse de la dérivation sur ’espace physique dans le cas des éléments
finis de référence. On montre alors le lien entre la dérivée sur ’espace physique et la dérivée dans
I’espace de référence, le jacobien de la transformation et la comatrice de la matrice jacobienne.
L’exercice est aussi conduit dans le cas de la dérivée seconde ce qui méne & une formulation
plus complexe, notamment due a la dérivation de l'inverse de la matrice jacobienne.

Ces calculs permettent d’aboutir & une estimation du degré de chacun des termes du
schémas numériques. Ces estimations sont rappelées dans (Tab. 1.3). On a pu noter aussi que
la non-linéarité de la transformation géométrique introduit un terme non polynoémial dans les
intégrales.

On introduit alors le calcul intégral approché, a travers les régles d’intégration. Ces régles
permettent d’estimer 'intégrale d’'un polynome. On montre que la sous-estimation de la régle
d’intégration dans le calcul de l'intégrale d’'un monéme meéne a un résultat trés éloigné du
résultat exact. La conséquence d’une telle mésestimation pouvant étre un résultat erroné du
schéma numérique. Enfin on souligne aussi 'augmentation de I’erreur numérique en recourant
& des regles avec un nombre grandissant de points d’intégration.



Chapitre 2

Aérodynamique

Dans ce chapitre nous présentons succintement les équations de la mécanique des fluides
que nous allons tenter de résoudre avec les méthodes présentées précédemment. On introduit
tout d’abord les équations de Nawvier-Stokes et de Fuler.

Dans un deuxiéme temps nous introduirons la notion de variables entropiques qui sont les
variables qui sont interpolées dans le code. Quelques propriétés des variables entropiques seront
rappelées.

On réécrira alors la formulation variationelle pour ces équations dans I'objectif de clarifier les
termes calculés dans le code numérique. Les termes de stabilisation et de capture de choc seront
expliciteés.

On donne deux modeéles de turbulence sur lesquels des travaux d’implémentation ont été menés.
Il ne sera en aucun cas question de discuter leur validité ou leur jeu de constantes.

Enfin on rappelle I'architecture globale de résolution de ces équations dans le code de calcul.

2.1 Equations des fluides

2.1.1 Nawvier-Stokes

1. Conservation de la masse :

La forme intégrale de la loi de conservation de la masse est donnée par :

d

L pav =~ [ puds.
at " /Spu

La variation de masse par unité de temps a l'intérieur du volume V' est équivalente a la
masse sortante a travers S par unité de temps (voir fig 2.1).
La forme locale de la loi de conservation de la masse est donnée par :

Dp

— a=0. 2.1
Dt—i—qu 0 (2.1)

p(x,y,2,t) désigne la masse volumique (kg.m=3)).

D , . , P, . s (D 0
+; désigne opérateur “dérivée particulaire” (5; = 5; +u.V).

2. Conservation de la quantité de mouvement :

La forme intégrale de la loi de conservation de la quantité de mouvement est donnée
par :

45
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nds

FIGURE 2.1 — Elément volumique de fluide V' de densité p et vélocité u, limité par une surface
S, fixé dans le temps. Un élément de surface dS a une normale extérieure n, 7 le tenseur des
efforts visqueux et q le flux de chaleur, 7dS est la force sur dS.

d
— pudV+/,0u(u.dS) :/ ,ode+/7'dS.
dt Jy s % s

f(x,y,2,t) désigne la force de volume (N.kg~!).

7(x,y,2,t) désigne le tenseur des efforts visqueux (N.m~2)).

La variation de quantité de mouvement & l'intérieur du volume V' du fluide par unité de
temps plus la quantité de mouvement sortant du fluide par unité de temps a travers S
est égal & la force exercée sur le volume V plus la force totale exercée sur la surface S du
fluide (pression + contrainte).

On décompose les vecteurs selon les axes du repeére (cartésien) et on les note ainsi :
f=(f1,f2, f3); 7= (11,72, 73); n = (n1,n2,n3)

On définit o le tenseur des contraintes associées a 7 :

D’aprés 'hypothése de Cauchy, 7 ne dépend pas des rayons de courbures & la frontiére
0 = S, mais seulement de n . D’ o :

T=o0n
ou sous forme matricielle :

011 012 013 n1

(7] = 021 022 023 n2

031 032 033 n3

Pour 1 < (4,7) < 3, on a alors :
T, — O'Z'j’l’Lj
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TZdS == Jijn]-dS == O'Z']'de
On adopte la convention de sommation sur les indices repétés.
En appliquant le théoréme de la divergence sur la forme intégrale, on a :

0 d P
/V a(pui)dV * /V @(ﬂuiuj)dv = /foz’dV + /V aTj(Uij)dV.

On en déduit la forme locale :

0 0 0
5 Pui) + OTJ('OUWJ) =pfi+ aTj(O’z‘j)- (2.2)

On va maintenant expliciter I'élément de matrice o;; dans (2.2) :

8ui + auj
(%]- 83:2

2
Oij = —pm5ij + ,u( ) - gu(v.u)ézj. (2.3)
La relation (2.3) est valable pour un grand nombre de fluides, ’eau et I'air inclus. Un

fluide vérifiant cette relation est dit Newtonien.

- . L. 1
(a) pm désigne la pression mécanique : p,, = —=0y;

3
(b) u désigne la viscosité dynamique du fluide.

On simplifie ’équation (2.3) par :

0ij = —PmOij + 2p€i;.
Ou;

~ . . P . _ 1/0u; 212 ,
¢;j représente la partie déviatrice de e;; (e = 5( oo+ oz ), élément du tenseur des dé-

formations.)

€ij = €ij — %(V.u&'j) par définition.

Le terme 2pe;; correspond donc a la partie déviatrice de oy; (o—}j = 2ue€; j)_
L’équation locale est donc donnée par :

0 0 Opm 0 -
= (pui) + ——(puiu;) + —— = pfi + 53— (2pes;).
Bt(pu) Ox;j (puiuiy) ox; Pl ij( Heis)

3. Conservation de I’énergie :

La forme intégrale de la loi de la conservation de I’énergie est donnée par :

d

1 1
— (pL—|——pu2)dV—i—/(pL+§pu2)u.dS:/ pu.de+/
S \%4

TdS — .ds.
dt Jy 2 suT /Sq

1(x,y,z,t) désigne I’énergie interne par unité de masse (J.kg™').

Par conséquent, le terme pt désigne la densité d’énergie interne volumique (J.m™3).
D’autre part, le terme % pu? désigne 1'énergie cinétique volumique (J.m~3). La somme des
deux termes correspond & ’énergie volumique totale du systeme.

q désigne le flux de chaleur (W.m™3).

Cette relation traduit le fait que la variation d’énergie par unité de temps a U'intérieur de
V' plus I’énergie sortant de V & travers S par unité de temps est égale au travail de la
force exercée sur le volume V par unité de temps plus le travail de la force exercée sur la
surface S par unité de temps plus le flux de chaleur entrant par S .

En appliquant le théoréme de la divergence sur la forme intégrale, on obtient pour un
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volume Vquelconque :

0 1 1

a(pb + §pu2) + V.((pr + gpu2)u) =puf+ V. (uo)—-V.q
I(pE)  O(pEu;)  O(pmus) d(2peijui)  0Ogj

0ij = puifi + ——— — 7.
o T ax, T or, 9Tt T T o,
Avec £ = 1+ %uzuZ et les équations constitutives :
06 . .

g = —K(G)%j (loi de Fourier).
t=cl, p=(—1p (loi des gaz par faits).

Bilan :
On écrit les équations de Navier-Stokes sous forme de systéme matriciel, en posant :

1 PU; 0 0
Uy puity + pmoi; o1i b1
U=p| u |sFE"=| puus+pnds |; F' = 02 i§=p ba
u3 puiu3 + pmdsi 03 bs
E pui B+ pru; Ol — G bju; + 1
inconnues flux d’Euler selon la direction i flux diffusif selon la direction i source

b = (b, by, b3) designe un vecteur de force massique (N.kg—1)
r désigne 'apport en puissance massique (W.m™'.kg™1)
On obtient donc le systéme suivant :

U+ FY = PR+ 5 (2.4)

On peut réécrire I’équation (2.4) sous forme quasi-linéaire :

U+ AU; = (K;j;U;) ;i +F (2.5)
O A; = F désigne la ™ matrice Jacobienne d’advection et K = [K;;] désigne la matrice
de diffusion, définie par Fidzf F= K;;U ;. Ce systéme matriciel définit ce que 'on appelle les
équations de Nawier-Stokes pour un fluide compressible sous forme conservative.
Ce systéme présente l'inconvénient de ne pas s’exprimer & l'aide de matrice symétrique ou de
matrice symétrique définie positive. On introduit donc un changement de variables sur les in-
connues.

2.1.2 Variables entropiques.

Il existe un changement de variables permettant de symétriser le systéme sous sa forme
conservative, si celui-ci posséde une fonction d’entropie généralisée H = H(U).
[HFMS87] ont proposé d’introduire la fonction d’entropie généralisée :

H=H(U) =—p(s— sp)

L. s . A Lo _ p __ %

s désigne 'entropie par unité de masse ou spécifique (s = In(£), avec v = & rapport des
chaleurs spécifiques et sg I’entropie référence). A partir de cette fonction d’entropie généralisée,
on définit un nouveau jeu d’inconnues :

o

vi=_——
ou
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On parle du vecteur des variables entropiques. Le changement de variable donne :

—pE+pu(y+1—5s+sp)

1 b
V=— u9
pu s

-1

On obtient alors en utilisant (2.5) , le systéme sous sa forme entropique :

AV + AV, = (KVj)i + (2.6)
Avec :
Ay = Uy
A; = AAg
K; = Kino

- La matrice Ag est symétrique définie positive.

- Les matrices :47 sont symétriques.

K= [f(\l/]] est symétrique définie semi-positive.
Le passage aux variables entropiques permet d’obtenir des propriétés de symétrie qui peuvent
étre exploitées par les algorithmes numériques et en analyse mathématique. De plus, on peut
obtenir un résultat de stabilité en utilisant un produit de dualité.

0=V U+ F = FLT —F) = V.(AVi + AV, — (KVy)i —F)

= qi r
= —(p)e = (psui) i + Vi (Kyvi) = () + g

Sachant que KNZ] est une matrice définie positive et (2.1) on obtient le résultat suivant :

r qi
(ps) t+(psu;) ; > P - (—Z> ,
0 0/
Ds T q
s > r - d —)
"Dt = Py "\
Ds T q
—dV > —dV — —ndS
/V "Dt = /V "5 50"
~— N—— ~——
variation d’entropie apport de chaleur flux de chaleur

Ce résultat se résume par l'inégalité de Clausius-Duhem (ASgys > %) qui est un critére de

respect de la stabilité numérique.

2.1.3 Equations du mouvement : Fuler
Les équations d’Fuler peuvent étre considérées comme un cas particulier des équations
de Navier-Stokes ou 'on a : Fl-dfff =0etF=0.
En conséquence les équations d’Euler sous forme conservative sont :
U7t + Az‘UJ' =0
AV + AV, =0
Dans ce cas la condition de stabilité devient AS,,s = 0 qui traduit la conservation de I’entropie.

On peut remarquer que la méthode de Galerkin est inadéquate pour résoudre les problémes
d’Euler compressible ou de ’entropie est produite, comme dans les cas de chocs.
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2.1.4 Formulation variationnelle SUPG et GLS
2.1.4.1 Meéthode résidu pondéré

En posant,
0 0 0, ~ 0

L= A A — L (Ky——
o5t t AiGe ~ or, Kigy;)
Popérateur Navier-Stokes différentiel, dans (2.6) le probléme devient :
Lvh =0

Pour chaque élements () , la formulation variationnelle peut alors s’écrire ainsi :
Trouver V", le vecteur des variables entropiques tel que V W" € L?(Q),

/ whevhdQ =0 (2.7)
Q

2.1.4.2 Meéthode de Galerkin

Par intégration par partie et réarrangement le probléme de Galerkin s’exprime par :
Pour chaque Q et P 1'éléement de frontiére associé, trouver V* € S" tel que pout tout Wh € Y,
I’équation suivante soit vérifiée :

/ (Wh UL (V) =W PRV WK v wh évh) dQ
Q
:/ Wh . (_ FiadV(Vh) + FidiH(Vh))ni iz (28)
P

Ces intégrales représentent la formulation de Galerkin intégrée par partie.

U
Cette méthode manque de stabilité numérique lorsque le nombre de Reynolds i est trop

élevé et que le probléme n’est pas suffisamment discretisé.

2.1.4.3 Terme SUPG et GLS

Pour remédier & ce probléme on introduit soit 'opérateur moindre-carré (GLS, Galerkin
Least Square), soit 'opérateur SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin).
Ces termes ont pour objectif de rajouter artificiellement de la diffusion sans changer le probléme
physique, voir Chapitre 1.

— Terme SUPG

el)n

Z/ AWh (ﬁvh> dQ

L’opérateur associé a la fonction poids ne contient que la partie d’ordre 1 de 'opérateur

différentiel Navier-Stokes. La partie LV" assure que le terme SUPG ne perturbe pas

le probléme physique puisque le probléme est de trouver V" tel que LV" = 0. Enfin

est une matrice dont la construction est essentielle au succés de la méthode. [SHJ91|
— Terme GLS

Z / 6 ﬁwh <£Vh> 40
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La dénomination de ce terme est héritée des méthodes des moindres-carrés pondérées
dont 'objectif est la minimisation de J = fQ wr? ol w est la pondération et r la fonc-
tion & minimiser. Comme pour le terme SUPG, 7 est une matrice dont la construction
est essentiel au succés de la méthode. [SHJ91]

On peut remarquer que dans la cas des fonctions d’approximation d’ordre 1 (P1) les
termes SUPG et GLS sont équivalents.

Dans les deux termes 'action de ces opérateurs n’est opérante que sur les éléments intérieurs
au domaine @. Il n’y a donc pas de termes de frontiére.

2.1.4.4 Terme de capture de chocs

Une autre forme d’oscillation apparait dans les zones de discontinuités (au niveau d’un
choc par exemple). Cela se manifeste par apparition d’"overshoot" et d’"undershoot" dans le
voisinage immédiat d’une discontinuité. Un moyen d’éliminer ces oscillations sans pour autant
affecter la qualité de la solution dans les régions dites "lisses” (faible gradient), est d’introduire
un opérateur non-linéaire de capture de discontinuités qui agira principalement dans les zones
non régulieéres.

— Terme de capture de chocs

(nel)n ’\ _
> / VIV ew?h . Ay VevhdQ

e=1 Ny
N Ay
ol A dif et avec deux definitions pour "
\ i
\ ~
1. Forme linéaire v = |LV"| Ay Vevh
N T

2. Forme quadratique 1" = 2\£Vh].2,./\V5Vh]%4v
0

avec par définition |[V|4 =V - AV

2.1.4.5 Méthode compléte : GLS avec capture de chocs
Le probleme final est donc :
(nel)n

/ (Wh-th(Vh) Wi BV WK v+ wh th dQ+ Z/ EWh (EVh)dQ

n

nel 7\
+ Z / vhvew!h . Ay VevidQ = [ wh. ( — (vl 4 gl (Vh))nidP
N\ Fn
2.1.4.6 Traitement du terme temporel
Le terme temporel U, (V") est discrétisé par une méthode de type Backward Differentia-

1 :
tion Formulas (B.D.F.). Dans ce cas U,(t")(Vh) s’approxime par U7(tn) N Zaij("*j) pour
5=0

le B.D.F. d’ordre k avec U™ le champ U au temps n.
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k .
. 19 4
On a le développement suivant U 7) = U(t — jAt) = U(t) + Z .—,%g(—jAt)z +O0(AM),
il
i=1
1 & " 1oU A
Ce qui implique que U( ) = A JZO a;U(t) + ZZ; o (—jAL) + O(AtF |

D’ou Bt At Zak] —l—Zakj Bt A —i—Z 1'662 Atlzak] -i +O(Atk)

On trouve donc Ies coefﬁc1ents ak] en résolvant le syteme :

11 -1 1 1 Taw] To7
-1 _j a1 1

: S I I

0 (1" - (=5)" - ki :
) . 0 ]

2.1.5 Formulation faible discrétisée

On choisit les polynomes d’interpolation de Lagrange de degré k :

VeeQtel,
(nnp)
Vh(m’t) = Ni(m)vi;(n-i-l)
i=1
(nnp)
W (z,t) = Ni(@)wi;(n+1)
=1
ou,

L. vj(n41) est le vecteur (m x 1) des inconnues au noeud 7 sur  au temps n + 1 et w;, (11
la valeur de la fonction de poids associée, au noeud 1.

2. (npp) est le nombre de noeuds contenu dans Q.
3. N;(zx) représente le polynome de Lagrange de degré k associé au noeud 1.

En posant,

T T T T
v = {vl;(n+1)’v2;(n+1)’""U(nnp)§(”+1)}
L(n+1) 27("4—1) (nnp);(n+1)
T T T
Oy = VL0 V2 V)

En utilisant les fonctions discrétisées dans la formulation faible (2.9), on obtient le nouveau
systéme matriciel :
w.G(v,v0,)) =0

G(v,v(,)) est un systéme non-linéaire de taille (npp.m) x 1, qui dépend du vecteur des inconnues
v et du ou des vecteurs des conditions initiales v(,). Le systeme (2.1.5) étant valable pout tout
w non contraint et en ne tenant pas compte des conditions aux limites de type Dirichlet, on a :

G(v,v(,)) =0
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Le probléme se réduit donc a résoudre un systéme non-linéaire a n,,, X m équations et n,, x m
inconnues. Pour résoudre ce systéme non-linéaire, on utilise un algorithme prédicteur/multi-
correcteur :

Le vecteur v(,) sert de prédicteur, on I'utilise pour initialiser v sur I,.

1. v = U(n) par définition (prédicteur).
2. Soit v, M€ correction de v(multi-correcteur).

En effectuant un développement de Taylor de G autour de v+ on a

7 i oG 7 i
G v(n)) = G, ) + %(M ) v3)Avt) =0

avec Awp() = ¢litl) — 40

En posant,
RO = G v,
i 9G
M = %(”(),v(n))

le résidu et la matrice tangente sur I,, respectivement, & la €€ itération, on réécrit I’éq. (2.1.5) :
MDALD = —R®

On résoud enfin cette équation pour obtenir v(#+1),

Cette méthode étant semblable & une méthode de type Newton-Raphson, elle patit des mémes

problémes. A savoir qu’elle diverge pour des valeurs initiales “trop écartées” de la solution finale.

Pour éviter ce désagrément on relaxe la résolution en introduisant un terme

Atp
RY = G, vy)
‘ I oG,
i) _ (i)
M Aty T a0 vm)

On résoud alors :
M* DAL — _ Rl

Ce systeéme linéaire est résolu avec une méthode itérative Generalized minimal residual method
(G.M.R.E.S.), voir [SHJ89].

2.2 Modélisation de la turbulence

On considére des modélisations de la turbulence a travers ’explicitation d’un modeéle du
champ scalaire py, la viscosité turbulente, qui survient dans ’approximation de Boussinesq,
voir [Bou77] [Bou97|. Un rappel plus général peut étre vu dans [Cat99].

% +V-(pu)=0
9 (pu)
ot

a(gf) +V - (pEu) =V (ou—q)

+V-(pu®@u)=V-0o (2.9)
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p densité T  température

p pression qg flux de chaleur

u vitesse o tenseur des efforts

E énergie T  tenseur des efforts visqueux

e densité d’énergie interne C, capacité thermique massique a volume constant
§u2 énergie cinétique Cp, capacité thermique massique & pression constante
A, i coefficients de viscosité Pr nombre de Prandtl laminaire (0.72)

K

coéfficient de conductivité thermique | v  ratio des capacités thermiques

TABLE 2.1 — common variables

Le tenseur des efforts est défini par :
o=71—pl
On suppose un fluide newtonien :
=2 (Vu+Vul) + X(V-u) T

Avec 'hypothése de Stokes :

L’énergie totale et ’énergie interne sont définis par :
Ly
E=c+ Ju e=C,T

Le flux de chaleur est déterminé par la loi de Fourier :
C
= —rVT ==L
15 eVT ey
2.3 Equations moyennées

Avec I’approximation de Boussinesq, (-) étant la valeur moyenne de Favre, = étant la valeur
moyenne totale.

%f) +V-(pu)=0
20) v (o) @ fu)) =V - (7 1) (2.10)
2 (oE)
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Avec
# = (i + ) <V<U> + V()" — ; (V- (u)) I>
p=p— gﬁk = (v —1) ple)
(B) = (e) + 5u)? + b
d= (5 + k) V(T) 2
1 /
k= Tk 2
u' =u— (u)
Cp
Kt = MtP—rt
2.3.1 Equations k-¢
( 90ok) E?ptk) V- (k) =V <<M 4 5—2) w:) - P - %ﬁkv () — pe
o€ t € - €
3((9’; ) + V- (plu)e) — V <<u + 5_) ve> = Ciph - %pCleV (u) — pCa
| A= (V) VT = 57 ) 1) < Vi
(2.12)

Les équations k-e 2.12 sont couplées avec les équations de Nawier-Stokes moyennées 2.10 et
peuvent étre réécrites :

(O s v w v (e 2)E) = A Rav -
2w @9 ()5 = afh 2w o
Pe= (v<u> )T~ 3 (T ) ) V)

\

(2.13)
vy = Cﬂ?

Les constantes du modéle sont :

C,=009, Cp=144, Co=192, o =10, o =13

2.3.2 Equations Spalart-Allmaras

~ ~2
(,7+z7)va> - cblsm%va-v;_cmfw% (2.14)

vy = ijlﬂ
d est la distance a la paroi, les constantes et fonctions du modéle sont :
3

X

fm:m, X =

R
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~ 14
S:fv?)s—f—mfw, S=vV2VAu:VAu

fo, = (14 X )_3, Jos = s +va1>2(1 L

Ch,
1+C8, 6 v
fw_ <6+C6> g:T+Cw2(T _T)a r:,§1<,;2d2
2
Chy =0.1355, 0 =3, Cp, =0622, Cu, =03, Cy =2
Cp, 1+C
Cp=—24-1"2 (¢ =71 C,=5 r=041

K2

2.4 Reésolution des équations en couplage faible

De facon simpliste le code fonctionne de la maniére suivante pour introduire un modéle
de turbulence. Les variables qui sortent de chacun des modules sont considérées comme des
constantes dans le module suivant. Ceci est fait pour chaque itérations non-linéaires jusqu’a ce
que les équations de Nawier-Stokes soient suffisamment résolues.

Les équations de Nawier-Stokes et les modéles de turbulence sont ainsi couplés faiblement.
L’intérét principal de cette maniére de procéder est d’éviter de réécrire un probléme tout couplé

Solveur Navier-Stokes
Renvoie ({u), p, €)

Solveur modéle turbulence

Renvoie pi;

pour chaque modeéle de turbulence qui surgit. On dénombre tellement de modéles de turbulence
qu’il est impensable de réécrire le code pour chacun.
En revanche cette méthode peut présenter un certain nombre de désagréments.

— Pas de controle global sur le probléeme complet N.S. + turbulence

— Caler le pas de temps local des itérations non linéaires pour ne pas résoudre un probléme

plus rapidement que 'autre.

— Instabilité

— Evaluation de I'erreur ?
On comprend qu’a ce niveau de complexité de simulation, on ne maitrise plus vraiment ce qui
se passe. On doit simplement partir du principe que 'on fait confiance au schéma numérique
pour fournir une “certaine qualité” de résultat.
L’évaluation des résultats ne peut donc étre que qualitative.
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2.5 Conclusion

Un rappel des équations fondamentales de la mécanique des fluides a été fait afin de mieux
appréhender les problémes que 'on souhaite résoudre.

Ce chapitre a été l'occasion d’une présentation de la méthode utilisée dans le code de
calcul, & savoir la méthode SUPG appliquée aux équations sous leur forme entropiques. Nous
avons décrit le terme de capture de chocs employé, qui ne semble pas nécéssiter d’adaptation
dans le cadre de 'utilisation d’élément de degré supérieur a 1.

La méthode de discrétisation du terme temporel a été abordée et on note qu’il est aussi
possible d’avoir recours & des méthodes d’ordre élevé pour le traitement de ce terme.

Une explication synthétique concernant la méthode de résolution de ces équations, qui
ont un fort caractére non-linéaire, a été explicitée.
On a souligné 'utilisation de I'algorithme G.M.R.E.S. (Generalized Minimal Residual Method)
dans la résolution des systémes linéaires.
Une bref introduction des équations de turbulence (k — € et Spalart-Allmaras) qui ont été im-
plémentées avec des schémas d’ordre élevé a été faite.

Pour terminer, la méthode de résolution du probléme complet Navier-Stokes -+ turbulence
a été expliquée. On souligne que la maniére “couplée faiblement” présente un certain nombre
d’inconvénients : des problémes de stabilité, un faible controle sur la convergence du résidu et
une difficulté d’évaluation de ’erreur.



o8

Chapitre 2. Aérodynamique




Chapitre 3

Eléments et Maillages

Ce chapitre contient une description de la topologie des élements finis. Il tente de proposer

une description des éléments, de leurs caractéristiques et de montrer certaines propriétés intrin-
seques. Les propriétés des éléments tels que les simplexes, hypercubes, prismes seront étudiés.
Il est & noter au passage que la description faite ici refléte ’état actuel de la librairie informa-
tique LEA (Library for Elements and Analysis), implémentée par mes soins pour la gestion des
maillages en ordre élevé.
Nous présenterons briévement les espaces de polyndmes dans lesquels nous travaillerons, suivi de
quelques propriétés sur la dérivation de polyndémes. Nous décrirons les propriétés des différents
éléments implémentés et leurs propriétés. Enfin nous présenterons une technique de création de
maillage d’ordre élévé dans des configurations variées.

3.1 Notions préliminaires

3.1.1 Espaces de polyndémes
Soit o un multi-indice tel que : 2 = z{"25?...2%" and |a| = Y o;
L’espace de polynéme associé aux d-Simplexes :

|
Pu(RY) = £(=®, |a| <k} dim B(®Y) = &L
L’espace de polynome associé aux d-Hypercubes :

d
Qr(RY) = L{z®, Via; <k} =PrR) @Pr(R)... 9 Pt(R) dim Qi(R?) = (k + 1)

L’espace de polynéme associé aux d-Prismes :

k+d—1)!
PQy(R?) = P(R) @ Py(RY™)  dim PQ,(R?) = (k + 1)%
On peut remarquer :
dimQy. | dimPQy, dimQy.
I — d —— d—1)!
dimPy e ™ dimPy e’ dimPQy, e Y

Ce qui est une facon peu intuitive de voir qu’en dimension 6 on peut diviser un cube en 720
simplexes ou en 120 prismes.

29
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3.1.2 Produit de fonctions

3.1.2.1 Dérivées d’un produit de fonctions

n

n
Soit Fygy = H f:(€) avec € € R%le produit des fonctions f; et Fi . ot = H 1i(8).
= i=1
CAUREINNY
Les dérivées s’écrivent alors :

OFzy Ofir 1
(95]1 “Z:l {“}
PFlay | P f; of;
o 7 ; _|_ 71 22 i
0€, 085, = | 96,08, Fliny O&;, ; o, Fliv o)
ig 71
0’ Fo) P

06;,0€,,0¢), = 0€},06;,06, Fany

- - 0 fi1 aflg ath aflg anil afZQ
Fy. .
* Z Z <a£@1 85@2 6523 + 6521 6523 6522 * 85@2 aélg 8511 {Zl 712}

i1=1 ig2=1
igFiy
n n n afll afm 8f23
11=1 i2=1 ig=1 a§j1 afﬁ 85]3 {i1,i2,i3}

igF#iy ig#{i1,io}

3.1.2.2 Dérivées d’un produit de fonctions linéaires

n
Soit Fizy = Hﬁi(f) avec £ € R? le produit des fonctions linéaires £; et F{ij,j:{...}} =

i=1
n

H L;(€). Alors on a la formule générale pour la dérivation.

i=1

i#*{ij,j:{...}}
Pour m < n :
O™ Fig o & - OL;, OLi, 0L,  OL;
Mmoo oe :ZZ Z Z 3%13.223%3"'3.2 Fliy jigyis,o jim)
Hk:l £]k i1=1 ig=1 ig=1 im=1 5]1 5]2 5]3 gjm
igF#iy ig#{i1,in} im#{i1,92, im—1}
Pour m =n :
om F{g} - OL;, OL;, 0L, oL;,,
T, o¢;, Z Z Z Z Ot 0. 0. OE;
k=1""5k i1=1 ig=1 ig=1 im=1 J1 J2 73 Jm
igF#iy iz#{i1,ig} im#{i1,92, im—1}
Pour m > n : .
m
k=1 afjk

On peut remarquer que pour toute fonction s’exprimant comme un produit de fonctions linéaires

i

on peut facilement obtenir sa dérivée sachant que est une constante.

Jk
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3.1.3 Numérotation des noeuds

Les éléments de référence seront définis sur [0, 1]%. Néanmoins le positionnement relatif
des noeuds dans l'espace sera donné sur une base d’entier By = [0, k]¢. L’avantage apparaitra
par la suite.

La numérotation des noeuds sera renseignée pour chaque élément. Cette numérotation est assez
arbitraire, néanmoins on s’attache a ce que la numérotation suive, pour les éléments de degré
1, Vorientation positive (i.e. on numérote dans le sens d'un simplexe direct).

L’important c’est qu’il existe une transformation telle que & chaque coordonnée on associe un
numeéro et inversement. Il existe une fonction bijective telle que

I: N¢ — N

I — 7

I sont les coordonnées du noeud dans By,
Dans cette base toute permutation de 1’élément peut étre aussi définie par des entiers, ainsi
soit Pk une permutation de I’élément K et I; les coordonnées dans la base By, du noeud i alors
PK(Q)EEBh
Cette base permet donc de passer facilement de la numérotation & I’emplacement dans ’espace
a travers 1’application I et sa réciproque I™!. En revanche, rien n’a été dit sur les coordonnées
“exacte” des noeuds. On peut citer ici deux grandes familles quand il s’agit d’ajout de points
dans un élément de référence pour obtenir des éléments d’ordre élevé :

— Points équidistants : a}' = -
(2i4+ )7

1
— Points de Tchebychev : a! = (1 + cos(m

(3
2
Pour plus de détail on peut se référer a [Hes98|.
Les résultats principaux sont rappelés ici. Soit une interpolation de Lagrange, utilisant les

)

polynomes de Lagrange de degré n a m variables. II" = (x1,- -+ ,zy) les points nodaux, N =
cmtn,
N
Iy f(z) = Z [ ) Li(11), )
i=1

On définit la norme || - || :

125 f1l
1221 = ;%"700 1lloo = maz |f ()|

1l

Théoréme 6 (Lebesque) Soit f[S™] € C[S™] et ’ensemble de noeuds, II)" ; alors

1f () = I flloo < (1 + AQL)) | f (=) — p* (@)
ou [|f(x) —p*(z)|| = infpcpm [|f —pll et AAIT) = |Z'|| est la constante de Lebesgue

Nous avons les résultats asymptotiques suivant pour la constante de Lebesgue :
2n+1

enflog(n) +7)
— Points de Tchebychev : AL ~ Zlog(n + 1)
T

En choisissant I'option des points équidistants on induit une plus grande erreur sur I’approxima-
tion compensée par une facilité de calcul des polynémes de Lagrange. De plus pour des degrés
plus petits que 4 la constante de Lebesgue reste quasiment la méme. L’utilisation des points de

— Points équidistants : AE? ~
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Tchebychev semble donc conditionnée par 'utilisation d’éléments de degré trés élevé.
Permutations :

On peut noter que, dans notre définition de la numérotation des noeuds, la numérotation n’est
pas unique. En effet, en supposant une transformation affine § = Az + T sur 1’élément de
référence telle que cette transformation envoie K sur K , si on numérote 1 le noeud Opa alors si
il existe Z tel que AZ + T = Ora on peut aussi envisager la numérotation telle que I(z) = 1.

3.2 Description des éléments implémentés dans LEA

3.2.1 Implémentation générique des éléments

Le langage C++ offre des concepts informatiques qui permettent une classification ex-
trémement rationnelle et hiérarchique de l'information. De plus il autorise la surdéfinition
d’opérateur ce qui permet d’approcher la programmation de I'écriture mathématiques formelle.
Les propriétés d’héritage et de virtualisation autorisent la généralisation d’une information et
le traitement de l’objet général au lieu de 1’objet particulier. La spécification de l'informa-
tion traitée devient alors superflux et transparente pour I'utilisateur. Il faut donc se demander
qu’elles sont les informations générales qui seront nécessaires & 1'utilisateur pour traiter tous les
types d’éléments.

On se propose, ici, de définir les attributs et les méthodes essentielles & la description des élé-
ments. Il est évident qu’afin de rester concis nous ne décrirons ici que les méthodes essentielles
qui font appel aux informations détaillées élément par élément ci-aprés.

Attributs pour les éléments de volume :

— Le degré de I’élément

— Le nombre de noeuds

— Une connectivité (i.e. la liste des numéros globaux, dans le systéme maximal (Def. 10),

pour cet élément)
Méthodes pour les éléments de volume :

— Egalité entre élément & la permutation prét

— Fonctions I et I7!

— Extraction de frontiéres (i.e. extraire un élément “face”)

— Vérification si un élément est une face

— Découpage d’élément de degré k en élément de degré p avec kmodp = 0

— Pour = € K trouver ¢ € K tel que z = (&)

— Calcul des fonctions de forme, leur gradient et dérivée seconde

— Calcul des gradients et dérivées secondes dans le domaine physique

— Chargement des points d’intégration

— Calcul du volume

— Calcul d’intégrales
Attributs pour les éléments de frontiére :

— Attributs pour les éléments de volume -+

— Un code

— Une connectivité de normales (normales calculées par le modeleur, vues comme “exacte”)
Méthodes pour les éléments de frontiére :

— Méthodes pour les éléments de volume +

— Calcul des normales

— Extrusion selon les normales
On crée donc un objet “Element” possédant les attributs d’un élément de volume avec toutes les
méthodes décrites comme virtuelles et qui seront redéfinies dans la description “spécialisée” des
différents élements. On crée ensuite un pointeur de type “Element” sur un élément spécialisé et
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I’appel aux méthodes sera fait par typage dynamique.

3.2.2 Fonctions d’interpolation générale en dimension d

3.2.2.1 Fonctions d’interpolation de Lagrange et de Bernstein sur un d-Hypercube
a4 noeuds équidistants

On considére un élément de référence K = {(£1,&2,--+,&) € R0 < & < 1Vi € [1,d]}
de degré k et la transformée géométrique ¢.
On considére les points de référence équidistants :

= (G iy € [0,4])

et les points physiques tels que z; = ¢(&;).
1 1
Le noeud numéroté ¢ a pour coordonnée E]Ifl(z') = {Ep}pﬂ,d = Zy.
Afin que Card(X ) = dim(Py) les fonctions de forme seront dans l’espace polynomial Q(R%) =

Pk en effet dim Qi (RY) = (k + 1)%. L’espace des contraintes ¥ associé aux fonctions d’inter-
polation de type Lagrange est :

pilf) = FOCE, ) = f(a)

et I’espace des contraintes Y i associé aux fonctions d’interpolation de type Bernstein est :

pilF) = S FOCL ) = S 5 )
J

J

L’existence des 7; et leurs valeurs sont données par :

Lemme 12 (Base d’interpolation et contraintes) Soit {Bk}kzl,dim(pK) une base de Pk .
3(7})j:1,dz‘m(PK) tels que pour toute contrainte de X avec card(X k) = dim(Pk)

Wi:p— Zﬁp(gb(il)), i=1,card(Xx) = dim(Pg)
J

on a:
11i(B*) = 6y,

Preuve : p;(B¥) = > W;Bk(i“z) = J;r se met sous la forme du systéme suivant I'B = Id or

{B*} est une base et les points 2; sont distincts donc B est inversible et ’y]i. =(B7Y);; O.

Etant donné que les fonctions de Bernstein sont une base sur R[X], leur produit cartésien est

une base sur Rd[X | et la conséquence directe est qu'il existe des contraintes sur le d-Hypercube

telles qu’on puisse définir un élément fini de référence avec des fonctions d’interpolations de
type Bernstein.

3.2.2.1.1 Fonctions de Lagrange
La fonction d’interpolation N; € Qi (R?) associée au noeud i de coordonnées I = (iy,- - ,iq)
sur la base B, est :

p=
pFi

d kg
Ni(&) = Ny () = IT1I D
j=1 p=0 "7
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k

. . k&; —
On peut réécrire ces fonctions en notant £; = I | M
p—o TP
PFN

Remarquons que £; dépend uniquement de &; € R et £; sont des produits de fonctions linéaires.
Ni€) = N, 7, (6) =[] £(9)

Preuve de l'unisolvence : pu;(f) = f(p(2)) Aot p;(Nj) = N;(#;) = ;5. Regardons les propriétés
de la fonction linéaire £;. On peut facilement vérifier que :
g

D=1 L =00 £

7
ﬁj(é

La conclusion est évidente puisque les ; sont dans la base By,. N;(Z;) = d;; .
Ces fonctions de forme sont des produits de fonctions linéaires avec les propriétés suivantes :

oL, ,
—= =0Vl
g " #J )
F{@} = Hﬁl(f) et F{ij,j:{...}} = H Li(€) don
= i#{ijj;l{...}}
ON; oL,

= —F
o0& og W

O°N; 9Ly, 0Ly,
06,06, 06, 06, 1)
§l1 5[2 é.ll glg

PN, _ 0L,
oe ~ g W

3.2.2.1.2 Fonctions de Bernstein
La fonction d’interpolation N; € Qx(R?) associé¢ au noeud i de coordonnées T = (i1, ,iq)
sur la base B, est :

d

d ] ' '
Ni(€) = Ny 7,&) = [ [ Bras (&) = [[ Crg7 (1 - )"

j=1 j=1

L’unisolvence vient du fait que les fonctions de Bernstein forment une base puis on utilise le
Lemme 12.

ONi _ 9BLal@) 1T 5. (e
o5 0§ J_li[lBk‘ﬂj(gJ)
Gl
9*N; OBk, (&) 0Bri, (&) {2
= 1 2 By (&
aé.ll 8&2 8&1 8&2 1—11 ki (Sﬂ)

j=
J#A{l1,l2}

0°N; "B, {-
= — ] Biy (&
o~ og L D)
J#l
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3.2.2.2 Fonctions d’interpolation de Lagrange et de Bernstein sur un d-Simplexe
a4 noeuds équidistants

On considére un élément de référence K = {(&1,&9,--- , &) € RY| Zle & < 1} de degré
k et la transformée géométrique ¢.
On considére les points de référence équidistants :

N 11 i\ . .
{xl}z]\ilz{(za ,E)\Zje [0, k] A g ij <k}
Jj=1

d
et les points physiques tels que x; = ¢(&;). On introduit ig = k — Zz’j, ainsi on a toujours

j=1
d

> i = klij € 0, K],
j=0
Afin que Card(X ) = dim(Px) les fonctions de forme seront dans ’espace polynomial P, (R?) =

k+d)!
Py en effet dim Py(RY) = ( de')
polation de type Lagrange est :

pilf) = FOCL, ) = )

et I’espace des contraintes Y i associé aux fonctions d’interpolation de type Bernstein est :

pilF) = S FOCE ) = S 5 )
J

. L’espace des contraintes X associé aux fonctions d’inter-

J

L’existence des 7;. trouve sa justification dans le Lemme 12.

3.2.2.2.1 Fonctions de Lagrange
On note (Ag(€),A1(€),- -+, Aq(€)) les coordonnées barycentriques de € = (£1,&2,- -+ ,&q) :

d
Mo(€) =1-> X(€), Vie[l,d (=&
i=1
La fonction d’interpolation N; € P, (R?) associée au noeud i de coordonnées I = (ig, iy, - ,iq)
sur la base By est :
_ d 1 Z’].,l
Ni(€) = Ny 7, &) = [ 5 [T 25 = p)
j=0 7" p=0

ij—1

Que l'on peut réécrire en notant £; = o H (kXj —p).
VA
p=0

On remarque que Lo dépend de (£1,&, -+, &) € R?, les L; dépendent seulement des §; € R et
enfin £; est un produit de fonctions linéaires.

d
Ni(€) = Ny 7, (6) = Lo(&) [ ] £5(&)
j=1

Preuve de l'unisolvence : Regardons les propriétés de L.
On vérifie facilement que :

ﬁJ(E]) =1 ﬁj(é) =0,74 < 2 ﬁj(é) > 0, 2 <7
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car la valeur de k); au noeud &, est exactement (I(i;));.

La conséquence directe est que N;(a;) = 1.

Considérons le cas Nj(aj) @ # j. Comme Z?:o n; = Z?:o(f(i“j))i =k, si ; # Z; alors au
moins une des coordonnées de &; dans By, est plus petite qu'une des coordonnées de Z;. Ce qui
sous-entend qu’il existe au moins une fonction telle que £,,(£;) = 0, et donc N;(a;) =01 # j
0.

Les fonctions de forme sont des produits de fonctions linéaires ayant les propriétés : 8—5] =
l
OVi#£j51>1
d d
F{@} = Hﬁl(é-) and F{ij’j:{...}} = H El(é-)
=1 i=1
i#{i; j=1...}}
ON; 650 oL,
= r
98, og Loy T Eoge Fi
0% N; %L, 650 oLy (3E0 oL 851 oL,
= Flo = F — 2 Fy + Lot o2 F,
06,06, 06,06, 7 96, 06, ") T 0g, oG, T "0 0g, ag, " ()
0%N; 8250 0Ly 0L, %L,
2 L+ L L) F
8251 82§ ( o€, 0, 0 (95[21 {1}

3.2.2.2.2 Fonctions de Bernstein
On note (Ag(€),A\1(€),- -+, Aq(€)) les coordonnées barycentriques de &€ = (&1,&2,- -+ ,&q) :

d
M(€) =1 X(€), Viell,dN(E =&
i=1
I= (i9,i1,- - ,iq) sur la base By est considéré comme un multi-indice. Alors la fonction de

T k!

Bernstein en dimension d de degré k associé au multi-indice avec C’kI = W est :
ip)!
p=0\"P

_ d
Bl =t [ we”
p=0

Preuve : Bzf forment une base sur Pg I’espace des polynome de dimension d et de degré k :

d 1 d—1 d
Pour tout k et d {Bl,f} et {Bk,f} sont des bases. On suppose {Bk,f} et {kal,f} des bases.

dim(P%)
{Bd ~} est une base si on montre Z BB

=1
On se fixe a chaque \;(¢) = 0 pour j = [1,d]. Chaque Bk 1-1( 7& 0 tel que A;(¢) = 0 appartient

a {BZ}I} qui est une base par hypothése.

H Vo] —0@5,—0pour2€[1 dim(Pg)].

On dérive par rapport a un A; quelconque les termes restant, la combinaison résultante est
dim(P¢_ )

Z ~iB k T = 0 avec les 7; # 0 et 7; = A(B;) avec A une application linéaire de
7
i=1
noyau nul or par hypothése {BZ ) I~} est une base. On a couvert tous les termes 3; = 0 donc

d
{Bk,f} est une base. [J.

L’unisolvence vient du fait que les fonctions de Bernstein forment une base puis on utilise le
Lemme 12.

)
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3.2.2.3 Positivité des éléments iso-paramétriques dans un cadre général

On rappelle que dans le cas de ces éléments la transformation géométrique est définie a
I'aide des fonctions d’interpolations.
Soit @ = ¢(&) = >, Ni(&)x;, avec z; les coordonnées des points de controles dans le domaine et
¢ les coordonnées dans le domaine de référence.

Un élément est dit “positif” lorsque que ¢ est un C!-difféomorphisme soit det( >0 sur K

%

I'élément de référence. Dans le cas oil les IV;(€) forment une base interpolante ona ) |, N;(§) =1

0
d’ou l'invariance de la positivité det(a—?) par transformation affine de déterminant positif.

En effet, soit A une matrice et T un vecteur, Az+T = A(D>_, N;(&)x;)+(O_; Ni)T = >, Ni(€)(Axi+
Az +T ¢
T), det = det(A)det
) det(Z2) = det(A)det(52)
Ainsi les éventuelles études de positivité pourront toujours étre faites en ramenant le probléme
sur le domaine de référence K sans perdre de généralité.
De plus on peut noter la propriété suivante :

0
Propriété 2 (Critére suffisant pour det((?—(é

N un ensemble de noeuds tel que la somme des fonctions de forme associées & ces noeuds soit
égale o une fonction dont les variables sont dans Uespace R4™1 et tel que R* = H @ R4 1.

(3(;5)

0¢

) =1 (a la transformation affine preés)) Soit

Alors une perturbation h € H sur les noeuds de N' ne modifie pas la valeur de det(

Preuve : On se place sur 1’élément de référence. On note i“f la j¢™¢ j € [1,d] composante du
noeud de référence i. Dans ce cas la transformation géométrique est l'identite d’ou Y, N;@! = &;

99
7€)
perturbation h € H = &; sur les noeuds V. ), Nx =& pour jel,d—1]et >, ¢NN$ +
Sien Ni(@8 4+ h) =3, Nigd + (X e Ni)h = &a + (ZzeNN)h or par hypothese ) ;-\ N; =

f(&1,-,€41) don Zz‘g;NNixi + ZieNNi(xi +h) =&+ f(&1, -+ ,€q-1)h. Ainsi det(g—?) -

et par suite det( = 1. N un ensemble de noeuds ayant les propriétes ci-dessus et une

10 o0 |
af

det(i+ | 0 N 0 B )=
00 1 |
0 0 O 1

3.2.2.4 Réciproque de la transformation géométrique et projection

On cherche la transformation géométrique inverse telle que & = ¢~ '(x). Pour ce faire
on emploie une méthode de type Newton-Raphson. On reprend les notations du chapitre 1,
$(€) = A6+ T +~(¢).
On cherche & résoudre F(¢) = ¢(£) — @ = Oga. On initialise la méthode par &g = A~ (z —T) et
Perreur de départ est donc F'(§p) = v(&o). En pratique pour les éléments positifs "trés" déformés
il faut replacer £y dans le domaine de référence K. La vérification du théoréme de Kantorovich
est fortement lié aux propriétés de (&), empiriquement on présente ici 1'algorithme employé
qui semble ne pas faire défaut, méme dans le cas d’éléments positifs trés déformés.

Algorithme 1 (Réciproque avec Newton-Raphson) Initialisation ¢ = A~ (x —T)
e=||F(&)], e, =€+ 10t =0
tant que e > € et t < tipqn
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st e, —e < 2 ett >ty renvoie fauz

€o=2¢

E=¢- Do 'F(g)

= [F@Elt=t+1
fin tant que

81t # tmae (STnON TEnvOie faur)
st € € K renvoie vrai et €

Les choix de t,4: €t tin sont empiriques et permettent d’éviter les cas divergents aprés t,,in
itérations. Ils dépendent du type d’élément et de la dimension.

TABLE 3.1 — Représentation d’un élément P en 2D de degré 2 et sa déformation locale D =

99

det(—
et(p)

det(A)
représentation du nombre d’itérations de ’algorithme (positif si I’algorithme renvoie vrai, négatif

. Résultats sur une grille de points de I'algorithme (Algo. 1) avec tae = 10 €t tyin = 4,

sinon).

&

TABLE 3.2 — Représentation d’un elément P en 3D de degré 3 et sa déformation locale D. Résul-
tats sur une grille de points de I’algorithme (Algo. 1) avec tynqr = 10 et tpin = 4, représentation
du nombre d’itérations de ’algorithme (positif si I’algorithme renvoie vrai, négatif sinon).

(Tab. 3.1) et (Tab. 3.2) montrent que l’algorithme est assez robuste méme pour des
éléments déformés. La deuxiéme figure montre un élément ou s’applique (Prop. 2) et ou l'al-
gorithme converge en une itération. On peut donc intuiter que l’algorithme converge d’autant
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0
det(a—¢)
plus rapidement que D = ﬁ(AE) varie peu dans K. Enfin la derniére figure montre que dans
e
le cas d’un élément négatif ’algorithme converge mal dans les zones non bijectives. Les conclu-
sions sont les mémes dans les cas 3D montrés ci aprés avec un tétraédre de degré 3 dans une

configuration (Prop. 2) et une configuration ou D varie.

3.2.3 Eléments implémentés
3.2.3.1 Elément 1D

Un segment est composé de k + 1 noeuds. Son espace de référence est [0, 1].
L’opérateur I est défini ainsi

, J=0
i+2 , j=i je[lk-1]

Les fonctions d’interpolation peuvent étre déduites directement de la généralisation multi-d
proposée ci-dessus. On montre 'allure des fonctions de Lagrange et de Bernstein (Tab. 3.3)
ainsi que leur dérivée premiére et seconde.

92 L

05

TABLE 3.3 — Eléments 1D sur K = [0, 1], fonctions de Lagrange (a gauche) et de Bernstein (a
droite) en vert (ordonnée de gauche), premiére dérivée en jaune (premiére ordonnée de droite),
seconde dérivée en orange (deuxiéme ordonnée de droite).

Positivité des éléments 1D isoparamétriques
On peut aussi discuter des propriétés de positivité des éléments 1D dans le cas des éléments
isoparamétriques (on utilise la base d’interpolation comme transformation géométrique).

Interpolation Bernstein
La transformation géométrique s’écrit = Zf:o Byi(§)er, 5)- ci sont des points de controle et
non les points du domaine physique puisque nous n’avons pas la propriété By, ;(Z;) = dij. Pour
simplifier les notations on note d; = ¢, (;).

0
Les propriétés des fonctions de Bernstein nous donnent : det(a—?) = Zf;ol By—1(&)(diy1 — di)
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ainsi pour les points ¢; non permutés par rapport a I’élément de référence, tel que ¢; < ¢3 <

0
-++ < cg41 < c2 est une condition suffisante pour que det(—(b) > 0.

0

Soit Pp = {dy = 0, dr, = 1, {di}i=1k—1ldi < dit1, d; 65[0, 1]} Pespace des points de con-
trole pour 'interpolation de Bernstein, & cet espace correspond des points de controle pour les
polynémes de Lagrange tel que Zf:o Byi(&)d; = Zf:o Ly, ;(§)x; nommons P, = {zg =0, zj, =
L, {ma, < 2 < My, bim1 k1|7 < Tiy1, x5 € [0,1]} cet espace. Il existe une bijection v telle que
P, = ~(Pg). On peut donc remarquer quun élément dont les points physiques appartiennent &
Pr, est un élément avec interpolation de Lagrange qui est positif. C’est un critére suffisant mais
assez restrictif comme nous allons le voir dans les cas particuliers suivants :

Degré 2 Lagrange
Supposons un élément de degré 2 avec des fonctions d’interpolation de Lagrange. La transfor-
mation géométrique s’écrit x = ¢(¢) = (1 — &)(1 — 28)x1 +4E(1 — &)as + £(2€ — 1)xo, avec la

translation T" = —x7 puis la transformation A = , et avec la remarque précédente on se
Iy — X1
rameéne au probléme équivalent x = ¢(€) = 4&(1 — )h + £(2§ — 1) avec h = 333;331, h € [0,1].
Tro — T

det(g—f) =4(1 — 2¢)h + (4¢ — 1) pour & € [0,1]. Dans ce cas det(g—f) > (0 pour h 6]%, Z[, soit

:l:z autour de sa position de référence.

Degré 3 Lagrange
On procéde comme pour le degré 2, les paramétres hy et he dans [0, 1] sont les positions des

noeuds milieux. Les positions de référence sont hy = 3 et ho = 3 correspondant respectivement
a To et 3.

FIGURE 3.1 — Valeur de det(g—?) en fonction de h; et ho.

Le cercle noir a pour rayon 0.09 et est centré aux points de référence que nous nommerons
C. L’espace délimité par la borne violette correspond a 'espace P, et ’espace délimité par la
borne blanche est "espace de positivité” que nous nommerons Ep des éléments de Lagrange.
On peut remarquer que 'on peut dégager plusieurs conditions suffisantes, & savoir :

— hy et hy ne varient pas plus de +0.09 de leur position de référence, (hq, hy) € C
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— (hl, hg) c PL
car C € Epet P, € Ep

Degré 4 Lagrange
On procéde comme pour le degré 2 et 3, les paramétres hy, ho et hg dans [0, 1] sont les positions

1
des noeuds milieux. Les positions de référence sont hy = —, hy = 3 et hy = 1 correspondant

respectivement & xo, x3 et x4. Les cercles noirs sur les coupes sont de rayons minimum 0.045

TABLE 3.4 — De gauche a droite : “espace de positivité” Ep, “espace de positivité” Ep maillé et
espace Py, “espace de positivité” Ep en coupe et espace Pr maillé

L L
4 1
0 Boma 08

3 1 1
TABLE 3.5 — Coupe pour Z = hgef =1 Y = hgef =3 et X = hqef =1

et sont centrés aux points de référence, ils appartiennent & une sphére que nous nommerons S.
On peut remarquer que I'on peut dégager plusieurs conditions suffisantes, & savoir :
— h1, he et hg ne varient pas plus de £0.045 de leur position de référence, (hy, ho, h3)
es
- (hl, ho, hg) e Py,
car S € Ep et P, € Ep.

3.2.3.2 Triangle (P)

N k+1)(k+2
Pour K = {(z,y) € [0,1]?|]z +y < 1}. Nombre de noeuds = %

— Noeuds des angles :

15(0,0) = 1, 1§ (k,0) = 2, 15/ (0, k) = 3
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— Noeuds des cotés :
5,00 =340, 1 (k—ii) =k+2+4, 100,k —i) =2k + 1414, i€ [[1,k—1]

— Noeuds intérieurs :
Les noeuds intérieurs sont sur un triangle de degré £ — 3 dont le premier noeud est
numéroté 3k + 1. Ainsi on continue & numéroter les noeuds en suivant la méme régle
que précédemment avec k <— k—2 et 1 < 3k+1, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de noeuds.
Permutations :
On note les permutations dans la base By de I’élément sous la forme § = Az + T, (Tab. 3.6).

allod] 7o) 154
] Lo E

TABLE 3.6 — Permutations pour le triangle

3.2.3.3 Quadrangle (Q)
Pour K = [0, 1]?. Nombre de noeuds = (k + 1)

— Noeuds des angles :
19(0,0) = 1, I9 (k,0) = 2, I (k, k) = 3, IF(0, k) = 4
— Noeuds des cotés :

19(i,0) = 4+, IS (k,i) = k + 3+
I9(k —i k) =2k + 244,10,k —i) =3k + 1414, i € [[1,k — 1]]

— Noeuds intérieurs :
Les noeuds intérieurs sont sur un quadrangle de degré k — 2 dont le premier noeud a
pour numéro 4k + 1. On numérote en suivant une spirale.
Permutations :
On note les permutations dans la base By, de 1’élément sous la forme g = Az + T, (Tab. 3.7).

dloal I Do ] [od]
di Y

TABLE 3.7 — Permutations pour le quadrangle

3.2.3.4 Tétraédre (P)

~ k+1)(k+2)(k
Pour K = {(x,y,2) € [0,1]*|z + y + z < 1}. Nombre de noeuds:( + 1)( g ) +3)_
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— Noeuds d’angle :
1£(0,0,0) = 1, I (k,0,0) = 2, I (0, k,0) = 3, I£ (0,0, k) = 4
— Noeuds d’aréte du triangle du plan i3 =0 :
15 (i,0,0) =4+, I (k —4,4,0) =k + 3 +4, I£(0,k —4,0) = 2k + 2+, 4 € [1,k — 1]]
— Noeuds d’angle du triangle du plan ng =1 :
1£(0,0,4) = 3k—1+3i, I (k—i,0,i) = 3k+3d, 1L (0,k—i,i) = 3k+1+3i, i € [[1,k—1]]

— Noeuds intérieurs du triangle du plan i3 =0 :
(k—1)(k —2)

Numéroté en spirale. Il y a m = noeuds

2
— Noeuds d’aréte du triangle du plan i3 = j, j € [[1,k —1]] :

H??(O’k_.j,z) :ml—{—Q(kJ—l—Z)—{—j,]E [[1’]{:_1_1]]
(k+1)(k +2) + 3i(2k — i — 3)

avec m; = 2 +1

— Noeuds intérieurs du triangle du plan iz = j, j € [[1,k —2]] :
(k—1—4)(k—2—1)
2

Numérotés en spirale. Il y a m =
du plan i3 = j, j € [[1,k — 2]

noeuds intérieurs du triangle

TABLE 3.8 — 3D elements Py, k=[1,4], K = {(z,9,2) |2>0,9>0,2>0, +g+2 <1}

<

Permutations :
On note les permutations dans la base By de 1’élément sous la forme g = Az + T.
Il y a 4 permutations de 1’élément et chaque face peut étre permutée 3 fois. On note en colonne
les permutations de I’élément et en ligne les permutations de face, (Tab. 3.9).

3.2.3.5 Héxaédre (Q)
Pour K = [0,1]>. Nombre de noeuds = (k + 1),
— Noeuds d’angle :

1£(0,0,0) = 1, I9(k,0,0) = 2, IS (k, k,0) = 3, 19(0, k,0) = 4
19(0,0,k) = 5, 1¢(k,0,k) = 6, IS (k, k, k) = 7, 1S (0, k, k) = 8
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10 0 0 1 -1 A k 0 1 0 0
0 1 0 0 10 0 0 a1 A k
0 0 1 0 0o 0o 1t lo]|lo 0o 1] |0,
(1 <1 1] [k]|[o0o 1 0o][ol|[1 0 0] [o0]
0 1 0 0 10 0 0 1 -1 A k
10 o lo] |1t aa][k]|[[o 1 0] ][o0]
0 0 t][0o]|[o o 1[0l oo 1][0]
S | k 0 1 0 0 10 0 0
10 oo |[1 1t 1] [k]] [o1o0o][0]
1 0 0]l [o0o]|[-1 -1 1] k]| [o 1 o0o][0]
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 -1 k]| [o 1t o][o]] [too][o0]

TABLE 3.9 — Permutations pour le tétraédre

Noeuds d’aréte du quadrangle du plan 13 =0 :
19(i,0,0) = 8+, I (k,i,0) = k + 7 +1,
19 (k — i, k,0) = 2k + 6 +4, 1$(0,k —i,0) = 3k + 5+, i € [[1, k]]
Noeuds d’angle du quadrangle du plan i3 = j, j € [[1,k —1]] :
1£(0,0,4) = 4(k + i), 19(k — i,0,i) = 4(k +14) + 1,
I9(k — ik —i,i) = 4(k + i) + 2, I£(0,k — i,7) = 4(k +1i) + 3, i € [1,k]]
Noeuds intérieurs du quadrangle du plan ng =0 :

Numérotés en spirale. Il y a m = (k — 1)? noeuds
Noeuds d’aréte du quadrangle du plan n3 = j, j € [[1,£]] :

3( yi)=m;+ 7,1 (k,j,i):mi+k—1—i+j,

]I3Q(l<: J,JH) mi+2(k —1—14) + j,

1900,k —j,i) =mi+3(k—1—i)+j,j € [1,k—1—1i]
with m; = (k+1)2 + 4k +4(i — 1)(k — 1)

Noeuds intérieurs du quadrangle du plan ng =k :
Numérotés en spirale. Il y a m = (k—1)2 noeuds intérieurs du quadrangle du plan ng = k

Noeuds intérieurs du quadrangle du plan nz =i, i € [[1,k —1]] :
Numérotés en spirale. Il y am = (k—1)? noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = i

Permutations :

On note les permutations dans la base By, de I’élément sous la forme § = Az 4+ T.

Il y a 6 permutations de I’élément et chaque face peut étre permutée 4 fois. On note en colonne
les permutations de I’élément et en ligne les permutations de face, (Tab. 3.11).

3.2.3.6 Prisme (T)

(k+1)2(k + 2)_

Pour K = {(z,y,2) € [0,1]*|z + y < 1}. Nombre de noeuds = 5
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TABLE 3.10 — 3D elements Qy, k=[1,4], K = {(z,9) | |2| <1, |g] <1, || < 1}

10 0 0 0 -1 0 k 10 0 k 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 010] k 100]
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
10 0 k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0
0 0 1 !o {0 0 1]!0] !o 0 1]!0] 0 0 1]
0 1 0 0 10 0 0 0 -1 0 k 10 0
0 0 -1 k 0 0 -1 k 0 0 -1 k 0 0 -1
10 0 {k [0 1 0][0] {1 0 o]{o] 0 -1 0]
0 1 0 0 10 0 0 0 -1 0 k 10 0
1.0 07 [0] 0 -1 0 k 10 0 k [0 1 0]
0 0 -1 k {o 0 -1}{1{} {0 0 -1}[4 0 0 -1
01 0] o] 1 0 0 0 0 -1 0 k 10 0 |
0 00 1] [0] 0 0 1 0 0 0 1 0 [0 0 1]
0 1 0 0 10 0 0 0 -1 0 k 10 0
10 0] | k| 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 |
10 0 k 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0
0 1 0 0 10 0 0 0 -1 0 k 10 0
0 0 -1 k 0 0 -1 k 0 0 -1 k 0 0 -1

L —

R RO R EO mrmm O @R

TABLE 3.11 — Permutations pour I’hexaédre

— Noeuds d’angle :
11(0,0,0) = 1, I3 (k,0,0) = 2, I3 (0,k,0) = 3
12(0,0,k) =4, 12 (k,0,k) = 5, 12(0,k, k) = 6
— Noeuds d’aréte du triangle du plan i3 =0 :
13(3,0,0) = 6 + i, 1Y (k —4,i,0) = k+5+4, 1Y (0,k —4,0) =2k +4 +1i, i € [1,k — 1]]
— Noeuds d’angle du triangle du plan i3 = j, j € [[1,k — 1]] :
1£(0,0,4) = 3(k+i)+1, I (k—i,0,i) = 3(k+i)+2, IL(0, k—i,i) = 3(k+i)+3, i € [[1,k—1]]
— Noeuds intérieurs du triangle du plan n3 =0 :

(k—1)(k -2

Numérotés en spirale. Il y a m = noeuds

2
— Noeuds d’aréte du triangle du plan n3 = j, j € [[1,k]] :
H;];(O,k:—],z) :ml—{—Q(kJ—l—Z)—{—j,]E [[1’]{:_1_1]]
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avec m; = (k+1)2 + 3k +3(i — 1)(k — 1)

— Noeuds intérieurs du triangle du plan nz =k :
(k—1)(k—2)

5 noeuds intérieurs du triangle du plan

Numérotés en spirale. Il y a m =

ngzk

— Noeuds intérieurs du triangle du plan ns = j, j € [[1,k]] :

kE—1)(k—2
Numérotés en spirale. Il y a m = % noeuds intérieurs du triangle du plan
ns = 7
Permutations :

On note les permutations dans la base By, de I’élément sous la forme g = Az 4+ T.
Il y a 2 permutations de I’élément et chaque face peut étre permutée 3 fois. On note en colonne
les permutations de I’élément et en ligne les permutations de face, (Tab. 3.12).

1 0 0 0 -1 -1 0 k 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 -1 -1 0 k
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
01 0 0 1 0 0 0 -1 -1 0 k
1 0 0 0 -1 -1 0 k 0 0 0
0 0 -1 k 0o 0 -1 k 0 0 -1 k

TABLE 3.12 — Permutations pour le prisme

Il existe 3 autres transformations pour déterminer les noeuds des faces quadrangulaires et
chaque face peut étre permutée 4 fois, mais ces transformations n’ont pas pour image K, (Tab.
3.13).

-1 0 0 k 0 1 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 k
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 k 0 1 0 0
1 0 -1 0 0 -1 -1 k -1 0 -1 k 0 1 -1 0
-1 0 0 k 0 1 0 0 1 0 0 0 -1 0 k
0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 k -1 0 0 k
0 0 1 k 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 k -1 0 0 k
-1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 k

TABLE 3.13 — Transformations pour le prisme pour déterminer les faces quadrangulaires

3.3 Calcul approché de fonctions et de gradients de fonctions

3.3.1 Vérification de I’estimation d’erreur a priori

Afin de vérifier les résultats d’erreur donnés par (Thm. 2) on se propose de vérifier la
convergence de la norme L? et de Ierreur locale pour hy — 0. Le principe est le suivant :
Soit un élément K et son élément de référence K défini par I’ensemble de N points ;.
On considére des éléments isoparameétriques.
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On choisit une fonction f “arbitraire” et une coordonnée y dans I'élément de référence ayant
pour image y = ¢().

On définit les coordonnées physiques associées a Z; comme une transformation non linéaire du
type x; = hx@; + xo+ C’orih’;(, avec p € N, Cp € R, g € R? et r; une variable aléatoire suivant
une loi uniforme sur [0, 1]¢ et on définit en chaque point de K le degré de liberté correspondant
a la valeur de f telle que f; = f(o(2;)).

On note f" =", N;(€) fi et on calcule |f(y) — f"(9)],

\/ /K F((8) — FHE)P d(e)de,

[Vaf(y) — Vaf™@)|, \/ /K IV f($(8) — Va frE)l i(€)de et |Azfly) — Axf (@)

Rappelons que les résultats d’erreur a priori sur des fonctions f suffisamment réguliéres prédisent

) ) ) gl L EHIES
respectivement les erreurs suivantes avec k le degré de ’espace polynomial : h**1 b 2, h¥,
d
ket
h 2 et W1,
Reésultats 1D :
cos(x)

On choisit f(z) = asin(z) don f (z) = \/zcos(z) + sin(z) et f'(x) =

sin(x)

Vasin(z) — Tt

1
On fixe xg = 27 7 = 0.25436 on part de hx = 0.1 jusqu’a hx = le™ 2.

1
2Vx Ve oo

On considére tout d’abord les transformations linéaires d’ott Cy = 0 voir (Tab. 3.14), puis des
transformations avec un bruit r; (défini ci-dessus) avec Cy = le™* et p = 1 voir (Tab. 3.15) et
enfin des transformations avec un bruit r; (défini ci-dessus) avec Cp = le™3 et p = 3 voir (Tab.
3.16).
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10° -10° 10° —10°
10° —10° 10° —10°
1
N o~
2 = 2 =
§ 100k 3 d10m 2 § 100 10w 2
P S 2 S
5 < 5 €
5 / 3 £ 3
[T Vi diom & pes 10w &
I| I| II I I I I /— f (locale) f (locale)
. s { (NOTME L2) f (norme L2) .
107 e f (locale) 107 107 i (Iocale) H 0™
°? ol focae) ° il focae)
locale) locale;
25 1 1 1 1 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 1 25
w0 107 107 _10° 107 10° 10° 10" 10" 0 0 107 107" _10° 107 10° 10° 107 10' 0
Taille caractéristique Taille caractéristique
10° -10° 10° 10°
10° —10° 10° 10°
N o~
I 3 o a
§ 100k d10m 2 § 100 100 2
- S 2 S
5 < 5 €
o 5 9 =1
5 e doe | | 80 0 &
f(locale)
. f(norme L2) f(norme L2) .
107 e df (loCale) M 107 107 e if (Iocale) 107
df (norme L2) df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 1 1 1 1 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 1 25
o 107 107 _10° 107 10° 10° 10" 10" 0 0 107 107 _10° 107 10° 10° 107 10' w0
Taille caractéristique Taille caractéristique
212
TABLE 3.14 — Etude de convergence sur les éléments 1D avec Cy =0
10° —10° 10° —10°
10° —10° 10° —10°
1
) 9 ® N
§ 100k 3 J1om E § 107 1100 g
- S - S
= 2 s e
8 7 5 ] 5
Wl ,r/, diom & ey 1o &
/— f (locale) f (locale)
. s f (NOrMe L2) f(norme L2) .
107 e df (locale) M 107 107 ———— i (Iocale) H 0™
°? Wt focae) ° il focae)
locale) locale;
25 1 1 1 1 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 1 25
o 107 107 _10° 107 10° 10° 10" 10" 0 0 107 107" _10° 107 10° 10° 107 10' w0
Taille caractéristique Taille caractéristique
10° —10° 10° —10°
10° —10° 10° —10°
N o~
" 3 o a
§ 100k om0 2 § 107 10w 2
e S 2 S
5 < 5 =
g I g
Wl diom & ey 1o &
f (locale) f (locale)
. f(norme L2) f (norme L2) .
107 e f (locale) M 107 107 e f (Iocale) H 0™
P ’ e
locale) locale;
25 1 1 1 1 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 1 25
o 107 107 _10° 107 10° 10° 10" 10" 0 0 107 107" _10° 107 10° 10° 107 10' w0
Taille caractéristique Taille caractéristique

TABLE 3.15 — Etude de convergence sur les éléments 1D avec Cj

letetp=1
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4
10 AR T 10°F —10°
Ny I
10° —10° 10° —10°
1
) 9 © N
Qo 3 0 Q Qo 0 O
§10m- - 10" £ §10m- - 10" £
=] =]
5 < 5 €
2 7 5 2 E
W] 7 10 5 W] ; 10 5
/— f (locale) f (locale)
. s f (NOrMe L2) . f(norme L2)
0 » 0 »
107 ————— df (locale) Mo 107 ————— df (locale) Mo
05 df (norme L2) df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 L 1 | L 1 1 1 L 2 25 L 1 | L 1 1 1 L 2
w0 107 107 _10° 107 10° 10° 107 10° 0 w0 107 107 _10° 107 10° 10° 107 10° 0
Taille caractéristique Taille caractéristique
3
10° - /J‘ —10° 10° - 10°
10° —10° 10° 10°
N N
@ 3 @ 3
T o 0 @ S o 0 @
810”- - 10" £ 810”- 10" £
- S - S
5 < 5 €
2 5 2 E
W) 10 5 W] 10 5
f(locale)
. f (norme L2) g - f (norme L2)
107 e f (loCale) M 107 107 e (loCale) 107
df (norme L2) : df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 L 1 | L 1 1 1 L 2 25 L 1 | L 1 1 1 L 2
o 107 107 _10° 107 10° 10° 107 10° 0 w0 107 107 _10° 107 10° 10° 107 10° 0
Taille caractéristique Taille caractéristique

TABLE 3.16 — Etude de convergence sur les éléments 1D avec Cp = le 4 et p =3

Résultats 2D :

On choisit f (z.1) = €¥y/acos(a) o 5 = er/B(g-cos(a) = sinfa)), 5 = fa.y). -
0°f o°f  of

—69\/5(%52'”@) +(1+ é)COS(fU)), ek f(@,y) et oxdy ~ Oz’

1
On fixe g = (5, 1), 7 = (0.25436,0.562538) on part de hx = 0.1 jusqu’a hx = le™ 15,
On considére tout d’abord les transformations linéaires d’ou Cy = 0 voir (Tab. 3.17), on consid-
ére des bruits uniquement rentrant dans le cadre de (Prop. 2) avec Cy = le™!, p = 1 en double

précision puis quadruple précision voir (Tab. 3.18) et enfin des transformations avec un bruit
7; (défini ci-dessus) avec Cg = le™3 et p = 2 voir (Tab. 3.19).

3.3.2 Commentaires

Ces courbes sont révélatrices de deux composantes bien disctinctes : la destruction de
I’ordre pour des transformations géométriques ou le parameétre p n’est pas suffisamment élevé
et le role de lerreur numérique.

3.3.2.1 Effet de ’erreur numérique

Dans un premier temps, nous discutons de ’erreur numérique. Nous supposerons 1’erreur
numérique comme un bruit blanc d’amplitude maximum €. En imaginant une erreur numérique
sur toutes les composantes f; et une transformation ¢ affine (Az avec det(A) < O(h?)) on a la
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10° -10° 10° —10°
10° —10° 10° —10°
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@ 3 o 3
g 100k d10m 2 § 100 10w 2
= S 2 S
= 2 = e
2 5 g 5
Wagnl . diom & pes 10w &
g x
T T
Tw " f (locale) f (locale)
. f(norme L2) f (norme L2) .
0 » » 0
107 ———— df (locale) Mo 107 df (locale) 10
df (norme L2) df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 1 1 Il 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 25
w0 107 107 107 107 10° 10° 107 10" 0 0 107 107 107 107 107 10° 107 10' 0
Taille caractéristique Taille caractéristique
10° -10° 10° —10°
10° —10° 10° —10°
N o~
2 = 2 =
5] . 10 © < 10 10 @
g 107 b B g 10 0" g
- el S - S
5 < 5 €
g g | & g
Wl diom & pes 1o &
. f(norme L2) (norme L2) .
0 » » 0
107 df (locale) Mo 107 df (locale) 10
df (norme L2) df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 1 1 Il 1 1 1 1 25 25 1 1 1 1 1 1 1 25
o 107 107 107 107 10° 10° 107 10" 0 0 107 107 107 107 107 10° 107 10' w0
Taille caractéristique Taille caractéristique

TABLE 3.17 — Etude de convergence sur les éléments P2D avec Cy = 0

10° 107 10" 10°
1
10° 10° 10° - —10°
10° 10° 10° 4 J10°
) Y o o
g 10" 10" o g 0" 2 10" o
s £ 3 £
5 2 5 2
210" 10%* 5 D 10 bbaiiasn dob oh H10%" 5
£ g Boh s s E
w w
10% 10% 107 H10%
Y| | e (l0CaIE) —— f(locale)
———— f(norme L2) ———— f(norme L2)
. s (if (lOCalE) s ({f (lOCaIE) .
za 2 2 za
10 df (norme L2) 10 107 df (norme L2) [0
ddf (locale) ddf (locale)
o L L L I I 1 1 a3 a3 L L L I I I 1 2
007 107 107 107 10° 107 107 10° 0 100107 107 10° 10° 107 107 107 0
Taille caractéristique Taille caractéristique

TABLE 3.18 — Convergence pour (Prop. 2), P2D degré 2, p =1 (double et quadruple précision)

propriété suivante :

Z Ni(fi+ €)= ZNifi + Z Nie;

fly) — ZNi(@)(fz‘ +e)| = |fly) — Z N:(9)fi + Z Ni()e| < |f(y) — ZNi(@)fi +e < O(hF+ 1) +e

7 %

f) =D N@)fire)l| < |F@) =Y Ni@fi|| +eh

L2 ( L2
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Taille caractéristique Taille caractéristique
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= S = S
g s g s
= g = g
W) 10 5 Woggusl d10 5
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107 df (locale) Mo 107 S df (locale) Mo
df (norme L2) df (norme L2)
ddf (locale) ddf (locale)
25 | 25 2 1 2
o 107 107 10 10°  10° 107 10 0 w0 107 107 10 10° 10° 107 10 0
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TABLE 3.19 — Etude de convergence sur les éléments P2D avec Cy = 0.001 et p = 2

En ce qui concerne la dérivée :

vw(z Nie;) = Z VaNiei = Z vgNiﬁ(com(D@)%l

e

On en déduit donc que

‘ <O(h™), |(com(De))"|| < O(h") <G

V(D Niey) <O(h™)

Avec un raisonnement équivalent on a
Az(d  Niei) <O(h™?)
i

D’ou les résultats

ZN fz+€z

+eO(h™1) <O +e0(h™)

ZN

(VIS

d
k — —
< O Y2 < O(h 2)4+e0(h

ZN fz+€z
[ ZN fz+ez

- ZNZ'@)fZ
ZN

L2 L2

<A +e0(h™2) < O(h*H+eO(h™2?)
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3.3.2.2 Destruction de 'ordre pour des transformations géométriques particuliéres

On remarque un phénoméne général indépendant de la dimension : une perte de 'ordre
de convergence quand la transformation géométrique n’est pas une transformation affine. On
peut aussi remarquer que cette perte d’ordre se produit méme dans le cadre de (Prop. 2).

De plus on souligne que cette perte d’ordre intervient aussi bien dans le cas de la valeur locale
que dans estimation de la norme L?. Tendant ainsi & montrer que c’est un phénomeéne qui est
indépendant de la régle d’intégration, ce qui exoneére, de ce fait, le caractére non constant du
jacobien de la transformation dans la perte d’ordre.

En reprenant l'article qui fonde en partie le résultat d’erreur a priori (Thm. 2), a savoir [CR71]
et [CR72], les ingrédients permettant I'obtention de cette estimation sont de deux types :

— Développement de Taylor, sur ™ espace physique”, de la fonction & interpoler avec la

formule de Taylor multipoint.

— Considérer une transformation affine y = Az + T avec ||Az|| < h, puis statuer sur le

caractére équivalent de ’ensemble des points définissant 1’élément fini.
Néanmoins dans le cas des éléments isoparamétriques ou bien avec une transformation géométrique
générale ¢ non linéaire il est nécessaire de faire le développement de Taylor sur I'espace de 1’élé-
ment de référence et non pas sur I’élément dans I’espace physique. La raison pour laquelle ce
développement limité n’a aucun sens sur 1’élément physique tient simplement au fait que les
fonctions de forme sur 1’élément physique ne sont pas polynomiales sauf dans le cas d’une trans-
formation géométrique affine. De ce fait le théoréme 1 de [CR71| n’est plus nécessairement exact.
Pour prendre en compte le caractére non-linéaire, mais polynémial, de la transformation géométrique
on suppose donc qu’elle est de la forme z; = Ag; + T + Cor;hh. avec ||Ax#|| < hg que on
peut donc réécrire z; = Ax@; + T + O(hY,).
Premier développement sur ’espace physique

u(a;) = u(z) + Du(z) - (a; —x) + -+ + %Dku(x)(ai — x)k + ﬁDk‘Hu(m(x))(ai - x)kH

De plus en notant T = A + T et x =T + O(hP)
u(z) = u(T) + O(hP)
d’oi1

1

u(a;)—u(z) = Du(T)(a;—T)+ - '+kau(E)(ai_E)k+m

1 DF (s (@) (0i—7)* 1+ O (as — )

On rappelle que (a;—%) < h. Donc on a une formule qui ressemble & s’y méprendre au développe-
ment de Taylor initial plus un terme en O(hP*1).

En rajoutant ce terme dans le raisonnement de [CR71] on ne détruit rien tant que p = k, k
le degré du polynome d’interpolation. En revanche, si p < k U'erreur est alors tronquée. On a
alors une erreur qui se comporte, pour h “suffisamment petit”, (ceci étant fortement dépendant
de Cp) comme [D™(u — u)| < O(h™"F-P)H1=m) dans le cas d’éléments respectant b ~ p.

3.3.3 Cas des éléments trés allongés

Dans les cas 2D et 3D des maillages Navier-Stokes il est d’usage, comme il sera précisé
briévement dans la suite, d’avoir recours & des éléments trés étirés en paroi afin de capturer la
couche limite et de ne pas surcharger le maillage.

On cherche & savoir si cet étirement n’a pas d’effet négatif sur 'ordre. Le test est le méme que
dans la partie précédente, excepté que ’on étire I’élément selon x d’une taille h, et selon y d’'une
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taille h,. Les résultats présentés sont tous faits pour des éléments ayant une transformation
géométrique affine pour éviter de subir 'effet de perte d’ordre décrit précédemment. On utilise
la méme fonction test que dans l'exercice 2D précédent.

Les figures suivantes représentent le logarithme en base 10 de ’erreur par rapport au logarithme
en base 10 de h, et h,. On s’intéresse ici uniquement a la valeur absolue de I'erreur locale.
Pour chaque élément P 2D de degré k on trace :

log | (. y) = £ (2,)| = Fillog(h.).log(hy)) log|[Vaf(w.y) = Vas""s(a,y)|| = Fallog(h,).log(hy))

hz,hy ha,hy
tog | 21520 — O Fatog(n). o)) tog| X — OEZZAEI — Fiftog(h).dog(r)

0 Y

TABLE 3.20 — Etude de convergence sur h, et h, pour les éléments P2D de degré 1

Commentaires : De la méme maniére que pour l‘étude précédente on retrouve bien
I'augmentation de l'ordre en passant & des degrés d’éléments de plus en plus élevé. On retrouve
aussi les estimations d’erreur classique (avec le comportement da a l’erreur numeérique aussi) en
prenant comme mesure h = max(hy, hy) en ce qui concerne la valeur absolue de I'erreur locale
sur la fonction et sur la norme du gradient.

En revanche dans le cas ot I'on considére uniquement la valeur absolue de la dérivée dans une
direction w on obtient ’erreur suivante :

Of (x,y)  aftlv(a,y)

dw 50| < O(hF) +e(0(hy,!) + 0(1))

La conclusion reste équivalente, on a bien détérioration de ’erreur dans le calcul du gradient
en raffinant dans la direction du gradient en revanche on peut remarquer que I'on ne détériore
pas cette valeur en raffinant de maniére transverse.
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Boblidbabbbilorne

s

PLhobidhbbbiorne

=33

Bhobuohbobiborn

=33

LobLbhbbbilorn

TABLE 3.22 — Etude de convergence sur h; et hy, pour les éléments P2D de degré 3
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TABLE 3.23 — Etude de convergence sur h; et h, pour les éléments P2D de degré 4

On peut donc en déduire qu’il n’y a pas de raison particuliére pour que le calcul soit détérioré
par l'utilisation d’éléments trés allongés. Il faut simplement étre conscient du fait que l'erreur
commise reste tout de méme majorée par la plus grande barre h = maxz(hy, hy). Cette technique
doit donc s’appliquer dans des zones ot 'utilisateur est persuadé que la solution est trés réguliére
dans la direction ou il ne raffine pas.
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3.3.4 Reconstruction de gradient

Le calcul des gradients de la fonction d’interpolation a un sens a l'intérieur des éléments.
Il est nécessaire dans certains cas et notamment dans le cas des schémas R.D.S., ol I'on cherche
a évaluer les dérivées secondes des fonctions tests, de calculer la dérivée aux noeuds.

3.3.4.1 Reconstruction sur une cellule

On fait le choix de faire cette reconstruction en considérant que l'on sait calculer les
gradients en chaque noeuds des éléments puis on effectue une sommation pondérée.
En notant V(i) = {K|i € K}, les éléments voisins du noeud 4. On calcule alors le gradient de
la fagon suivante :

S VoFer Y S(VN) &k wk

_ Kev(i) _ Kev(@) J

> o > o

KeVv(i) Kev(i

(Vu); (3.1)

FIGURE 3.2 — Cellule C; : Eléments voisins du noeud 1%

La méthode provient de I’équation suivante, on cherche les (Vu); telles que :
> VNjuj =) Nj(Vu);
J J
Soit ¢ une fonction de L?(C;) alors :

/(,OZVNjujd:l::/ © > Nj(Vu)da
¢ ' G .
J J

(3

On passe en coordonnées de références :

2 (/;( “’VNJ’jK(ﬁ)“) w= )Ej: /I?(P;ijK(g)dﬁ (V)

Kev(i) j Kev(i
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On suppose que les N; sont les fonctions d’interpolation de type Lagrange. Alors on prend ¢
comme la masse de dirac au point i. Ceci permet de s’affranchir des (Vu); pour j # 1.

> k@) (Vui= > D (VN)(&)uy | dx(&)

KeV(i) Kev(i) | J

On retrouve bien la formule annoncée avec wx = jx (&;). De maniére simpliste, on peut identifier
Ji (&) au volume de ’élément K.
On propose un cas test afin de tester cette reconstruction sur deux domaines pour la méme

fonction f(x,y) = (cos(gy)sin(gm‘))2 + ﬁ

Afin d’apprécier les différences (ou pas), on considére plusieurs poids : w% =1, w}< =mes(K),
1

2 3 :
Wi = Wy = ).
K mes(K) K Jre (&)

Les deux maillages, sur lesquels les gradients sont reconstruits, sont les suivants :

0.5

AWl

il
il
I

-0.5

N .
-0.5 0 0.5 1

FI1GURE 3.4 — Représentation de la fonction dont le gradient est reconstruit

On utilise un maillage circulaire afin d’avoir des éléments courbes sur I’ensemble du mail-
lage. Au niveau de la ligne rouge le maillage n’est pas fermé, les noeuds se recouvrent mais ils
sont différents. De plus on a fait un mélange aléatoire de triangle et de quadrangle. Enfin on a
introduit quelques effets avec des éléments plus ou moins applatis. Ceci dans le but de montrer
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que la méthode n’est pas tellement sensible & ces problémes. Tous les éléments de ces maillages
ont une taille caractéristique proportionnelle & un parameétre h, que 'on prend comme référence
pour raffiner les maillages et faire un test de convergence.

Le graphique suivant représente I’étude de convergence menée sur les deux maillages. On con-
sidére un raffinement uniforme en partant de h = 0.2 et en divisant h par 2 deux fois, un

dernier test est fait & A = 0.005. On fait cette étude avec les différents poids w% proposés
précédemment.

10"
107

10'“[;

erreur L2
erreur L2

=
S
-

=
o

10 L=

-

<,
T

\

| IR SIS N
0.1 01502 e

Tl ENANINETE N
. .. 005 ] 005 01 015 0.2
taille caractéristique taille caractéristique

FI1GURE 3.5 — Etude de convergence de la reconstruction. A droite pour le maillage carré et a
gauche pour le maillage circulaire. Rouge degré 1. Bleu degré 2. Vert degré 3

Pour une étude plus qualitative on présente I’erreur commise sur le maillage le plus grossier
en degré 1, 2 et 3 pour le gradient selon x et selon y, et pour les différents jeux de poids. De
gauche a droite : jeux de poids wg, w1, wa, ws.

FIGURE 3.6 — Erreur commise sur le gradient selon z, puis y. Degré 1.
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FIGURE 3.7 — Erreur commise sur le gradient selon = puis y. Degré 2.

FIGURE 3.8 — Erreur commise sur le gradient selon = puis y. Degré 3.

Commentaires : D’aprés les estimations d’erreur a priori, nous devrions trouver des
convergences de l'ordre de ||E|;2 = O(h¥). Pour des valeurs de h encore grande, on trouve
une convergence trés accrue pour les éléments linéaires et des convergences qui suivent les
estimations pour les degrés élevés. En revanche pour h petit (convergence entre h = 0.05 et
h = 0.005) on retrouve les estimations d’erreur classique. On peut remarquer que les éléments
déformés ne semblent pas avoir d’impact sur la convergence. Cette méthode de reconstruction
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de gradient est donc cohérente avec une méthode qui se veut étre d’ordre élevé.

Ce résultat n’est pas une surprise puisque localement pour chaque élément on a une erreur qui
suit ||E|| 2 = O(h¥), et la sommation n’a pas de raison de détruire cette approximation.

Les méthodes de reconstruction exhibent des défauts aux noeuds appartenant aux frontiéres.
Or il semble que l'utilisation d’éléments de degré plus élevé semble rendre la méthode moins
sensible & ce phénoméne bien qu’il reste présent.

De maniére plus intéressante, on montre (Eq. 3.1) provient d’une intégration locale sur la cellule
C; suivie d’une technique de type mass-lumping. On peut donc se demander si les wx peuvent
prendre d’autres valeurs que jx (&;). L’étude de convergence nous montre qu’il ne semble pas y

avoir de contre-indication au choix de wg différents. De plus ’étude qualitative ne montre pas
1

mes(K
semble donner des résultats sensiblement moins bon pour ’ensemble des cas. Cette pondéragcim)l
est motivée par le fait qu’elle privilégie le gradient calculé sur les petits éléments, sachant qu’ils
sont censés générer le moins d’erreur. Clairement 'intuition n’est pas suivie d’effet, peut-étre
a cause du mélange quadrangle triangle. De plus cette méthode n’aura pas tendance & lisser
les gradients ce qui sera surement préjudiciable. En revanche les autres pondérations semblent
équivalentes. On preéférera wx = jx (&) qui évite le calcul des volumes des éléments (pas de
recours & un calcul intégrale) et qui trouve une justification de type élément fini. De plus comme
Jr (&) ~ mes(K) cette méthode aura tendance a lisser les gradients.

Coté cotit de calcul elles sont toutes équivalentes, si on suppose que l'on a calculé les termes
de pondérations au préalable. Le cott algorithmique est de I'ordre de O(N¢Npp) (Nei étant le
nombre d’élément et N, le nombre de noeuds par élément).

Soit Nej i le nombre d’éléments de degré k, on a relation simple Nel,kkd = N¢,1 (voir dimension
des espaces de polynomes pour s’en convaincre). De plus N,,, ;, le nombre de noeuds par élément
de degré k est environ N, = O((k + 1)%). Le cotit algorithmique de la méthode en fonction
du nombre d’éléments de degré 1 et du degré des éléments s’écrit donc :

de grands changement pour les différentes pondérations. On peut juste noter que wx =

1
C=O(Ne,1(1+ E)d)

Ce qui implique que le méthode est plus rapide en augmentant le degré.

Il est donc important de noter que la méthode de reconstruction des gradients formulée ici
permet de conserver l'ordre et son coiit est moindre en utilisant des éléments de degré plus
élevé.

3.3.4.2 Reconstruction sur un élément

On procede toujours d’une maniére similaire, mais on reste local a I’élément. On effectue

une projection-L2.
/@ZVNjujdx:/ wZNj(Vu)jdm
K 5 K 5

/f( v Z]j VNju;j(€)de = /f( v ZJ: N;(Vu);4(€)de

De facon classique on prend ¢ = N; et on considére uniquement la composante selon w de V.
On considére donc seulement la projection L2 de la dérivée selon w.

/f( N %%’j(s)dﬁ =2 < /K N@-ij@)ds) (S—Z»
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ou
E:%<aﬁ.
J

ou 1
et Ja
<aw> °

- o : ou
Les résultats sont locaux. On peut aussi remarquer la dépendance linéaire du gradient Em par
w

La formulation algébrique s’écrit :

D’ou

rapport aux valeurs u; de K. En effet, S;; ne dépend pas des valeurs de u;.

De plus S est une matrice symétrique et définie positive (dans le cas on [ Nyj(€)d€ > 0 ce
qui est évident dans le cas de fonctions d’interpolation /V; linéaires mais pas dans le cas général
d’une transformation isoparamétrique quelconque positive j(€) >0, ¢ € K et N; € Py. On sait
seulement que Y, [= N;j(¢)d¢ = mes(K).) que I'on peut inverser assez facilement en écrivant
sa décomposition de Cholesky.

Il est & noter que le cout de cette inversion est en O(n?) avec n le nombre de noeuds de 1’élément
ainsi cette méthode de reconstruction est relativement coiiteuse en ordre élevé.

3.4 Erreur d’interpolation par changement de variables

On note le changement de variable entre U et V' comme : U = F(V)
On suppose que l'interpolation est faite sur le champ V', telle que V' = Z N,;V; pour un élément

7
K dont les fonctions interpolantes sont N; .

Afin de simplifier les calculs on interpole les solutions telles que la variable U s’écrive U =
Y NiF(Vi) = >, N;U; au lieu de U = F (>, N;V;). On peut vérifier que les deux interpo-
lations sont équivalentes aux noeuds dans le cas des fonctions de forme lagragienne puisque
Ni(aj) = 5;, a;, aj étant les coordonnés des noeuds sur I'élément de référence. Partout ailleurs
les deux interpolations ne sont pas équivalentes si F' n’est pas linéaire, ainsi l'interpolation est
différente aux points d’intégration.

On tente de donner une approximation de l’erreur commise & cause la simplification de ce
changement de variables.

Cas général
On peut tout d’abord noter que si la solution est constante alors les deux interpolations sont
égales. U € R%, V € R?¢

Vi=WVi= > NVi=Vo=U=FO NV;)=F(Vp)=> NF(Vp)=>_ N;F(V;)

Ainsi Vj sera notre référence. Soit v un vecteur représentant une perturbation sur les degrés de

liberté et les deux interpolations Uy = F(D_, Vo(1 4+ v;)) et Us = >, N;F(Vo(1 4 v;)) avec la
notation (a - b); = a;b;.
On considére une perturbation sur un seul noeud.

Uy = F(Vo + N1Vovr), Uz = NiF(Vo(1 +v1)) + (1 = N1)F (Vo)

Pour v1 << 1

oF oF
U, = F(Vo) + Wvaovl + 0(N1V01)1), Uy = F(Vo) + Wvaovl + O(vaovl)
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Us — Uy = o(v1)

Ce qui implique que pour une petite perturbation l'erreur est négligeable.
Néanmoins on ne peut pas statuer sur une éventuelle perte de 'ordre.
On tente d’estimer plus précisément l'erreur dans des cas particuliers de la fonction F'.

F(V,T)=V+T
(Uy,Uz) € R?, (V,T) e R2 Uy = F(V,T), Uy = >, F(V;, T;).

Uy =F(V,T) = F()_ NVi, Y NiT}) = > Ni(Ti + Ni) = F(Vi, T;) = Uy
Dans ce cas il n'y pas de différence entre les deux interpolations.

F(V,T)=VT

(Uy,Uz) € R?, (V,T) e RE Uy = F(V,T), Uy = >, F(V;, T;).

On considére, une fois de plus, une solution uniforme (Vp, Ty) perturbée par (v;,t;) sur le noeud
7.

U = WIn(1+ ZNwz’)(l + ZNz‘tz‘), Uy = VoTo(1 + Z Niv; + ZNﬂfi + ZNz‘sz)

L’erreur relative commise peut étre écrite :

Uy, — Uy
Ux

| 22 Niviti — 35 Niti 3 Nivi
(1422 Nivi) (1 + 32, Nity)

Err:‘

On note que 'erreur relative ne dépend pas de la valeur de la solution uniforme.
On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (¢; > —1 et v; > —1).

Uy — Uy
Uy

’Ulthl(l — Nl)

E =
" '(1+N1?}1)(1+N1t1)

— cas 2D linéaire Ny =1 -2z —y

«
L’erreur maximum est obtenue pour = + y = avec o = /(14 v1)(1 +t1)
«

+1
vty
Err <
- ‘2(a+1)+?}1+t1
— cas 2D 1 1
Ni(1—Nyp) <=, Cy=max >1
1( 1) 4 0 ((1 —|—N1’L)1)(1 —|—N1t1)) -
Covity

Errg‘

L’erreur peut étre évaluée :

Err < Cmax(hjv;), C € Rf
1
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\'%
F(V,T) = —
(U, Uy) e R?, (V,\T) e R2. Uy = F(V,T), Uy = >, F(V;, T;).
On considére, une fois de plus, une solution uniforme (Vp, Ty) perturbée par (v;,t;) sur le noeud
7.

(1+Z N’UZ Z 1+UZ

U, =
YT T+ X, Nity) Tt
L’erreur relative commise peut étre écrite :
14w
1 Nt; N,——
Err = U2 —Uh ( +Z )Z 141 —1
U1 (1+ Zz N;v;)

On note que 'erreur relative ne dépend pas de la valeur de la solution uniforme.
On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (¢; > —1 et v; > —1).

ET’?“: U2—U1 _ tl(tl—vl) Nl(l—Nl)
Ur 1+t 14 Nitq
— cas 2D linéaire Ny =1—xz —y
L’erreur maximum est obtenue pour = + y = L1 Aveca= (1+wvy)
t —
Err < AGElY
(v +2(a+1))(1+t1))
— cas 2D . 1
Ni(1-=Ny) < -, Cop=mar(——) > 1
( 1)_4 0 ((1—|—N11)1))_
Err < Cot1(t1 — v1)
4(1+4t)

L’erreur peut étre évaluée :

ti(t: — v;
Err < Cmax(w), C eRf
7 1+t

F(V)=eV (U,Uy) eRELVER U =F(V),Uy=5,FV;).
On considére, une fois de plus, une solution uniforme Vj perturbée par v; sur le noeud .

Uy = "0V 2 Nivi , Uy = eVOZNeV‘)”Z

L’erreur relative commise peut étre écrite :

Us—Up|

Vo(hi=32; Njhy) _ 1
Uy !

Err =

On note que l'erreur relative dépend de la valeur de la solution uniforme.
On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (v; > —1).

Err = ‘7(]2 — Gy

Ui

= e N (1 + Ny (0 — 1)) — 1|
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— cas 2D linéaire Ny =1—xz —y
e —1—«a

m avec o — Vb’l)l

L’erreur maximum est obtenue pour x + y =

a
1 (=)
Err < ¢ eve® —1 -1

— cas 2D

Err < |60‘N1(1 + Ny(e* = 1)) — 1|

On peut donner les résultats asymptotiques pour U'erreur relative :

Avec oo = Vy max(v;)
(2
-—a<<l1
o2

Err S ‘7(1 —Nl)Nl S ‘Coﬁ , C € R:

—a>>1
eafl
Err < ‘Nleo‘(l_Nl) < 'C’ ,CeRY
@

3.4.1 Interpolation de solution pour le post-processing

La plupart des outils utilisés pour le post-processing n’incluent pas la possibilité de traiter
des solutions d’ordre élevé, pour pallier & ce manque il est possible d’interpoler sur un maillage
plus fin afin d’affiner la solution obtenue et de mieux la représenter. Néanmoins il est a noter
que la solution obtenue représente les variables physiques et non les variables entropiques, il
existe donc une erreur d’interpolation donnée dans la section précédente.

Afin d’interpoler la solution on part d’une solution de degré k que I'on interpole sur des éléments
de degré 3k puis on en fait le maillage équivalent de degré 1.

Afin de mieux visualiser I’apport de cette interpolation on présente ici le cas d’un écoulement
autour d’une sphére dans le cas d’éléments P2 et P3. On compare le résultat obtenu par la
simple création du maillage P1 équivalent et la solution obtenue aprés une interpolation faite
au préalable sur un maillage P3k.

Le résultat présenté ici est obtenu suite a la résolution des équations d’Fuler sur une sphére.

On constate, en regardant les lignes iso-Machs, une nette amélioration liée & I'interpolation
sur un maillage plus fin. Cette étape ne coute rien en terme de calcul et permet donc de mieux
représenter la solution obtenue. Il est néanmoins évident que cette procédure ajoute un nombre
considérable de points dans le maillage ce qui en fait une méthode bonne uniquement sur des
petits maillages. On pourrait facilement imaginer des algorithmes de rafinement local avec un
critére seuil d’erreur entre 'interpolation linéaire et 'interpolation de degré élevé.
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FIGURE 3.9 — Résolution des équations d’Euler sur un maillage P2. Les lignes noires sont les
iso-Machs et les contours représentent ’entropie. Sur la gauche le maillage équivalent P1 du
maillage P2. Sur la droite le maillage P1 équivalent au maillage P6.
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FI1GURE 3.10 — Résolution des équations d’Fuler sur un maillage P3. Sur la gauche le maillage
équivalent P1 du maillage P3. Sur la droite le maillage P1 équivalent au maillage P9.

3.5 Création de maillage d’ordre élevé

Ayant les outils nécessaires a la création de maillages non structurés composés de tétraé-
dres linéaires, nous désirons créer des maillages d’ordre élevé sur une large gamme de géométrie
d’une maniére assez directe.

La création de maillages d’ordre élevé nécessite ’addition de nouveaux noeuds dans I’élément
linéaire. Or, quand un élément partage une face avec la frontiére, le noeud ajouté n’appartient
pas nécessairement & la frontiére, sauf dans le cas d’une frontiére non-courbe. Ainsi une étape
de projection est nécessaire afin de faire correspondre le maillage avec la géométrie désirée.
Cette étape est critique car le maillage résultant peut contenir des éléments négatifs, ce qui est
d’autant plus vrai quand un maillage contient des éléments de faible épaisseur et trés étirés. Le
but est alors d’obtenir un maillage valide (positif et conforme).

Comme les stratégies de déformation de maillage sont faites pour produire un maillage valide
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pour un ensemble de déplacements de frontiére, il était naturel de se pencher sur ces tech-
niques [JT94|, [JT96]. A partir d'un maillage d’ordre élevé, un maillage équivalent linéaire est
fait sur lequel la déformation est appliquée. Néanmoins on subodore que, pour des déplacements
suffisamment grands, ces méthodes vont tout de méme produire des éléments négatifs, ceci nous
obligeant & effectuer des permutations de barres, détruisant la topologie des éléments d’ordre
élevé.

Les résultats obtenus sur des cas 2D avec ou sans éléments étirés ainsi que sur des cas 3D
de maillages adaptés aux simulations numériques pour les équations d’Euler sont amplement
satisfaisants. Malheureusement pour les géométries 3D avec des éléments trés étirés la méthode
ne satisfait pas & nos attentes.

Nous présenterons les outils de création de maillage, le principe de la méthode de déformation
puis les résultats obtenus et nous discuterons de ['utilisation des méthodes d’ordre élevé pour
résoudre la déformation afin d’obtenir des maillages valides.

3.5.1 Les outils de création de maillage

Le modéle géométrique est réalisé avec Catia®). Le modéle est ensuite maillé. On distingue
deux types de maillage selon la simulation que ’on désire faire :

— Maillage de type Fuler : Etant donné que pour cette simulation il n’y pas de couche
limite, 'intégralité du maillage est fait grace & une méthode de type Delaunay-Voronoi
[Del34| [Vor07|

— Maillage de type Nawvier-Stokes : Afin de capturer la physique de la couche limite on
maille la couche limite par une montée frontale. Pour cela on estime la physique de
la. couche limite par une loi de parot avec les paramétres adimensionnés suivants :
yt = % avec us = -2 la vitesse de friction et Ty = ,u(g—Z)y:o la contrainte de

P
cisaillement pariétale (u, p, p,v étant respectivement la vitesse, la densité, la viscosité

et la viscosité dynamique). La premiére maille est & une hauteur telle que y* = 1

u
sachant qu’on estime par une loi dépendante du nombre de Reynolds — = f(Re) d’ou
v

1
la hauteur de premiére maille y; = ———
_ . - J(e) .
L’étape suivante, pour la création de maillage d’ordre élevé, consiste a créer les éléments d’ordre
élevé en utilisant la librairie, puis projeter les noeuds de frontiéres et déformer. A cette étape

la géométrie du modeéle colle au maillage de surface.

Afin de le visualiser on crée un maillage linéaire équivalent. Bien siir, la représentation est
moins précise. Pour représenter plus précisément la géométrie obtenue avec le maillage d’ordre
élevé on peut raffiner avec des éléments d’ordre plus élevé et faire un maillage équivalent (Tout
comme ont été réalisées les vues des élements dans les figures ci-avant).

Quand un maillage doit étre projeté il faut repasser sur le modeleur afin d’effectuer la
projection. Cette étape est assez longue et fastidieuse. Aussi on pourrait discuter de I'intérét des
éléments isogéométriques ou du stockage la définition propre de la transformation géométrique.

Modeleur . Outils maillage

(information géométrique) | (information paramétrique)

En 2D, on présente un petit exemple pour montrer la supériorité des éléments d’ordre élevé pour
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approximer un maillage circulaire.

08
N 28]
07 )7
06 16
054 354
\
04 24
\ 03] 13
02 32]
M.\ u.\
7 o8 08 1 01 0z 03 04 05 06 07 08 09 1 01 oz 03 04 05 06 o7 o8 o9 2

F1GURE 3.11 — Maillage P;, P> and Ps en cercle

Exemple de maillage 2D de type Euler pour un profil de type NACA.

(a) (b) (c)
FIGURE 3.12 — Maillage sur un profil NACA (a) P1 (b) P2 (c) P3

En 3D on présente le processus pour la sphére et la frontiére résultante :

(b)

FIGURE 3.13 — (a) Géométrie de la sphére avec Catia®. (b) Maillage grossier
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Q 57
SR

FIGURE 3.14 - (a) Raffinement P2. (b) Raffinement P2 avec les noeuds frontiéres projetés (c)
Raffinement P2 avec les noeuds frontiéres projetés et interpolation sur des éléments P6

Exemple de maillage de domaine 3D de type Nawvier-Stokes pour un avion complet. La
hauteur de premiére maille est de 5 microns. Obtenir un maillage déformé dans le cas de

FIGURE 3.15 — Coupe d’un maillage 3D d’un avion complet

maillages de type Navier-Stokes est complexe, notamment & cause du ratio aire de 1’élément
de surface par rapport a la hauteur. Ainsi sur (b) de (Fig. 3.15) si la ligne rouge réprésente la
géométrie et que ’on ajoute un point sur la surface, point qui devra étre projeté sur cette ligne,
on voit grace a (c) la quantité d’éléments qui devront étre déformeés afin d’obtenir le maillage
souhaité. De plus cette déformation est trés atypique dans le sens ol un noeud sur deux a un
déplacement nul.

3.5.2 Stratégie de déformation
3.5.2.1 Equations de I’élasticité linéaires

L’approche élasticité linéaire pour des petits déplacements est définie ainsi :

z € R? les coordonnées et Vu = 8_u
ox
u € R4
div (o(e(uw)) + f=0 on Q(R?)
_,,0 d
u=1u ) on O0Q(R%) (3.2)
e(u) = B (Vu—{—VuT)
o(e) = Ntr(e)I + 2ue
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A et p sont les coefficients de Lamé que 1'on peut interpréter comme des fonctions du module
d’Young (F) et du coefficient de Poisson (v) grace aux formules :

vE

(1+ V)g — ) (3.3)
=

2(1+v)

A:

Dans notre cas il n’y a pas de raison d’avoir une force locale qui s’applique, d’ou f = 0. De
plus, en prenant en compte le fait que la compression d’un rectangle devrait rester un rectangle
on choisit v = 0.

Le probléeme se réécrit donc :

u € R?
div (E (Vu + VuT)) =0 on Q(RY) (3.4)
u=u" on OQR?)

3.5.2.2 Formulation faible

En notant l'espace des fonctions tests V* = {v € (Hl(Q))dmaQ = 0} on obtient la
formulation faible suivante, avec 'opérateur : défini tel que a : b = Z a;jbij
i7j

uelR? oveVh

/ EVv: (Vu+Vul)dz=0 on Q(RY (3.5)
Q

u=u" on O0Q(R?)

En utilisant la méthode Galerkin continue avec une discrétisation conforme sur le domaine 2

avec des éléments isoparamétriques K de l'espace T". Chaque K a un élément de référence
K tel qu’il existe une application bijective 7(Kx) = K. Donc le jacobien de 7 est positif sur
- b _
I’élément de référence pour un élément positif Jg(7(€)) = Jx(€) = det(a—g) >0, £ € Kg.
ov; ov; ov;
On peut aussi remarquer que — € = —Ley = —¢;; comme e est un opérateur
p q q ;a‘r] 1 — axl 71 — axl ij € p

symétrique.
uelR? wveVh

> /~ (Vo +Vol) 1 (Vu+ Vaul) E(r(€)Jx (€)de =0 on  Q(R?) (3.6)
Kerh 'K
u=u" on OQRY)
Le choix de module d’ Young sera discuté plus tard mais on distingue deux possibilités :
- Ekg =Ey
- Ejg = Jg(§) " with a € N
L’interpolation est faite avec des éléments de Lagrange.

3.5.3 Cas tests
3.5.3.1 Géometries

Notre premier cas test est une géométrie d’avion. En suivant le processus décrit, on
souhaite créer un maillage d’ordre élevé en partant d’'un maillage linéaire grossier. Aprés la
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création du maillage d’ordre élevé & partir des éléments linéaires, les noeuds ajoutés sont projetés
sur la géométrie d’out il en résulte un champ de déplacement dont la norme est montrée ci-
aprés. On peut noter que le déplacement est bien tacheté, comme prévu, puisque uniquement la

Initial Surface Mesh Deformed Surface Mesh

(2)

FIGURE 3.16 — (a) Déplacement & la frontiére (échelle [0mm,13.9mm]|) (b) Comparaison entre
la frontiére initiale et le maillage déformé

moitié des noeuds n’était pas sur la frontiére. Avec ce champ de déplacement on peut résoudre
le probléme d’élasticité linéaire dans les configurations suivantes.

— Maillage linéaire équivalent avec Ejx = Eo

~ Maillage linéaire équivalent avec F|gx = Jx (&)
~ Maillage linéaire équivalent avec F|gx = Jx (&)
— Maillage d’ordre élevé avec Ej = Ep

— Maillage d’ordre élevé avec Ejgx = JK(é’)f1

Maillage d’ordre élevé avec Fjy = Ji(€)72

Le deuxieme cas test est un demi-avion. Ce demi-avion comprend 146 460 noeuds sur la frontieére
de la géométrie avion et 23 999 404 noeuds dans le domaine complet. De méme que précédem-
ment, on montre la norme du champ de déplacement sur le maillage de surface (Fig. 3.17).
Afin d’apprécier les déplacements, la représentation est faite a plusieurs échelles. Il est a noter
que le déplacement maximum est de 10,6mm. La encore, le déplacement est bien tacheté et
on remarque que les plus grands déplacements se situent sur le nez de ’avion ainsi que sur le
fuselage. Les géométries dont les courbures locales (voilure, mats de nacelle, dérive) sont faibles
ne font pas apparaitre de grands déplacements au regard des géomeétries a forte courbure (nez,
fuselage, nacelles). Ceci est une conséquence directe du fait que, pour U'interpolation linéaire,
I’erreur d’interpolation est majorée par la dérivée seconde de la courbe paramétrée. De maniére
plus générale, elle est liée a la courbure de la surface.

Définition 22 (Courbure) Soit r(t) une courbe paramétrée et s(t) l’abscisse curviligne, la

r
courbure est la norme du vecteur I

S
De fagon plus générale on note k(P) la courbure au point P que l’on peut définir de maniére
générale comme la trace du tenseur de Ricci
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(a) (b) ()

FIGURE 3.17 — (a) Déplacement a la frontiére (échelle [0mm,6mm]|) (b) Déplacement a la fron-
tiére (échelle [0mm,Imm]) (c) Déplacement a la frontiére (échelle [0mm,0.2mm])

3.5.3.2 Reésultats

On insiste sur le fait que les éléments d’ordre élevé négatifs peuvent avoir un volume posi-
tif. Afin de tester la positivité des éléments on teste le jacobien sur une grille suffisamment fine
(de maniére heuristique une grille donnée par un élément de degré k2 est suffisant pour tester
les éléments de degré k). Néanmoins, pour des raisons de cout de calcul, le nombre d’éléments
négatifs est déterminé en vérifiant la valeur du jacobien uniquement aux points d’intégration
utilisés pour évaluer les intégrales du schéma numérique.

Le premier résultat est le calcul de la déformation du nez de 'avion dans les différentes con-
figurations données précédemment. On trace le résultat de I’évolution du nombre des éléments
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FIGURE 3.18 — Evolution du nombre d’éléments négatifs et volume négatif minimum durant
la résolution du probléme matriciel. Le volume minimum est tracé en échelle linéaire pour les
éléments linéaires et en échelle logarithmique pour les éléments quadratiques.

négatifs ainsi que le volume négatif minimum de I’ensemble des éléments dans le maillage (Fig.
3.18). Pour ce qui est de la déformation sur le maillage linéaire, on peut remarquer que quand



102 Chapitre 3. Eléments et Maillages

« augmente le nombre d’éléments négatifs diminue, en revanche le volume minimum augmente.
On comprend bien qu’il va etre difficile d’obtenir un maillage conforme et positif sans recourir
a des méthodes d’optimisation sur le paramétre £ comme dans [YMOT].

Néanmoins on peut remarquer qu’en utilisant directement le maillage d’ordre élevé et non son
sous-découpage en éléments linéaires, on réussit a obtenir une solution qui ne comporte pas
d’éléments négatifs. On peut aussi constater que l'utilisation de « toujours plus grand permet
tout de méme d’obtenir un maillage ne comportant que des éléments positifs avec un nombre
d’itérations moins important.

FIGURE 3.19 — Premier élément a la surface du nez de ’avion

Sur le deuxiéme cas test, on effectue la déformation dans le cas ott &« = 1 et en ordre élevé.
En terme de performance il faut moins de 6 heures sur une machine équipée d’un processeur
Xeon Nehalem 4-Core a 3,20 GHz pour obtenir le résultat, en rappellant que le nombre de noeuds
est de 23 999 404. Coté mémoire vive il faut 549 Mo pour stocker un champ de solution et 49
956 Mo pour stocker la matrice du probléme. Une fois de plus on présente (Fig. 3.20) I’évolution
du nombre d’éléments négatifs ainsi que le volume négatif maximum en échelle logarithmique.
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FIGURE 3.20 — Evolution du nombre d’éléments négatifs et volume négatif minimum durant la
résolution du probléme matriciel dans le cas de ’avion complet.

Enfin, il s’agit de connaitre les limites de cette approche. La déformation ne fonctionne
évidemment pas dans toutes les configurations. En effet, comme le montre I'exemple suivant,
une déformation a été calculée sur une géomeétrie qui ne collait pas exactement avec le maillage
d’origine au niveau de 'intersection entre la dérive et le plan horizontal. Sur (Fig. 3.21) on peut
voir la norme du champ de déplacement obtenu et la localisation des éléments négatifs a la suite
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du calcul de déformation.

FIGURE 3.21 — Autre configuration d’avion ot la géométrie ne correspond pas exactement avec
le maillage d’origine, & gauche la norme du déplacement imposé et & droite la localisation des
éléments négatifs a la suite du calcul.

Il est donc essentiel, pour que cette approche fonctionne, d’avoir un maillage d’origine
qui est parfaitement sur la géométrie réelle. De plus, il faut s’assurer que le maillage d’origine
est suffisamment bien maillé afin d’éviter de trop grands déplacements pour les noeuds ajoutés.
En effet, on peut remarquer sur le cas “pathologique” que des éléments négatifs se créent aux
endroits ou il existe des forts contrastes de déplacements d’éléments & éléments.

3.5.4 Discussion sur la réussite de la méthode

On peut penser naivement que la solution de déformation calculée en ordre élevé devraient
donner des résultats similaires & la déformation calculée sur le maillage linéaire. Cette remarque
est légitimée par le fait que, dans les maillages présentés, on a une bonne discrétisation de la
paroi et “uniquement” une problématique d’éléments trés allongés. Alors pourquoi cet échec
pour le maillage linéaire ?

Remettons nous d’abord en mémoire (Prop. 2). Pourquoi cette propriété s’applique-t-elle bien
dans ce cas? Rappelons nous simplement que les trois noeuds de sommet (dans le cas d'un
tétraedre) appartenant & la face frontiére ont un déplacement nul, puisque que 1’on suppose que
seuls les noeuds rajoutés n’appartiennent pas a la paroi. Etant donné que ’on suppose aussi que
la géométrie est “bien” discrétisée on peut supposer que les noeuds rajoutés ont un déplacement
qui est presque orthogonal a la face frontiére donc on tombe parfaitement sous le coup de (Prop.
2) et on peut espérer obtenir un maillage avec des éléments positifs. C’est ce que I'on observe.
Pourquoi la déformation du maillage linéaire produit des éléments négatifs? Pour obtenir le
maillage équivalent on a découpé 1’élément d’ordre élevé en sous éléments linéaires. Or un
élément P2 en 3D peut étre découpé en 8 éléments P1 de 15 fagons différentes!

Petite propriété évidente avant de continuer :

Propriété 3 (Positivité du decoupage d’un élément) Soit une transformation ¢ telle que
¢(K) K, de jacobien j positif sur K. On considére un découpage tel que UK = K et

i



104 Chapitre 3. Eléments et Maillages

QS(E) = K;. Alors K; est un élément positif.
Supposons j = jo > 0 une constante. Si aymes(K) = mes(K;) alors a;mes(K) = mes(K;)

Preuve : Simple jeu d’intégral / de = /~ jd€ = jo /~ d¢ = ozl-jo/ d¢ = ozl-/ dz. Cette
K; K; ; K K

K

série d’égalité est suffisante pour prouver les deux propriétés.[]
Malgré cela, rien ne peut garantir que le découpage d’un élément d’ordre élevé en éléments
linéaires produisent des éléments linéaires positifs, comme en atteste 'exemple (Fig. 3.22).

z

S

z

k—

FIGURE 3.22 — Vue éclatée d’un découpage d’un élément P2 de jacobien constant en sous-élément
courbes, puis en leur équivalent linéaire. La couleur rouge représente les éléments positifs, la
couleur bleue les éléments négatifs.

De ce fait chaque découpage d’un élément d’ordre élevé implique une recherche de la
configuration de découpage telle que les éléments linéaires produits soient positifs.
De plus une autre limitation intervient. Si I’on considére les 15 découpages possibles de I’élément
P2 en sous-éléments, ils impliquent que les faces de I’élément seront découpées aussi de facon
différente. Cette information devra donc étre propagée aux éléments adjacents pour réussir a
découper de fagon conforme. Ce processus implique un algorithme de recherche itératif et dont
le résultat est incertain. Pour éviter cette situation, il est nécessaire de n’avoir recours qu’a un
découpage de la bipyramide centrale pour obtenir des éléments P1 positifs. Cette bipyramide
n’admet que 3 sous-découpages (Fig. 3.23), ce qui limite donc les possibilités.
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FI1GURE 3.23 — Trois sous-découpages d’'un P2 3D ne modifiant pas le découpage des faces.

Reprenons le raisonnement initial, consistant & supposer que la déformation calculée sur

le maillage d’ordre élevé et le maillage linéaire donne approximativement le méme champ de
déformation. Si 'on découpe de maniére arbitraire le maillage d’ordre élevé pour obtenir le
maillage linéaire et que 1’on sait que l'on obtient des éléments P2 positifs en déformant le
maillage d’ordre élevé, alors il y a effectivement une forte probabilité que résulte des éléments
linéaires négatifs de la déformation calculée sur le maillage linéaire.
L’échec de la déformation sur le maillage linéaire pour des maillages de type Navier-Stokes est
donc lié & la topologie des éléments proche de la surface. Effectuer la déformation sur le maillage
d’ordre élevé permet donc de s’affranchir du sous-découpage et d’obtenir un maillage d’éléments
positifs.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a introduit les espaces polynémiaux principaux permettant de décrire les
bases d’interpolation sur les éléments finis de référence. Ces éléments finis ont ensuite été décris
et des propriétés singuliéres de positivité ont été énoncées. Ceci dans I'objectif de montrer
que l'utilisation d’éléments dont la base polynémiale d’interpolation est de degré supérieur a
1 requiert un certain nombre de garde-fous. La méthode consistant & se replacer dans le cadre
d’élément ayant pour base les polynomes de Bernstein semble prometteuse mais nécesssite un
développement plus approfondi pour les éléments de dimension 2 et 3.

L’analyse des erreurs et la vérification du théoréme 2 d’estimation d’erreur a priori, nous
a permis de pointer une limite quant & la “déformation acceptable” pour un élément courbe
défini par un élément de référence et une transformation iso-paramétrique. En effet, un élément
de degré k dont les noeuds milieux sont déplacés au deld d’'une boule de rayon proportionnelle
a h* ne vérifie plus (Thm. 2). On amorce un début de preuve a ce phénoméne en reprenant le
développement limité qui a mené a 'estimation d’erreur a priori donnée par (Thm. 2). Cette
étude permet de nuancer 1’énoncé de ’estimation d’erreur dans le cadre des éléments finis définis
par des éléments de référence.

La premiére partie a fait apparaitre le besoin de calculer des dérivées secondes. On mon-
tre qu’il existe des méthodes de reconstruction de gradients qui permettent, non seulement,
d’obtenir des approximations des gradients aux noeuds mais en plus que ces approximations
suivent toujours I'estimation d’erreur a priori. Cette étude nous a permis de justifer les poids
utilisés dans cette méthode. Enfin une étude concernant le cout algorithmique révéle que la
meéthode est sensiblement moins couteuse en utilisant des éléments de degré plus élevé.
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Les éléments finis de référence et ’analyse de I'erreur ayant été introduits, il nous restait
& discuter des problématiques de création de maillages d’ordre élevé sur des géométries variées
et complexes. Nous avons fait le choix de conserver tous les avantages des outils déja implé-
mentés pour créer des maillages d’éléments linéaires et donc de partir d’un maillage d’éléments
linéaires puis de créer le maillage d’ordre élevé en ajoutant des degrés de liberté. Les faces des
éléments communes avec la frontiére du maillage contiennent des noeuds qui sont reprojetés
sur la géométrie puis le maillage est déformé grace a la résolution d’'un probléeme d’élasticité
linéaire simplifié ou localement le module d’ Young est inversement proportionnel au volume de
I’élément.

On montre que dans les cas de maillages 3D de type Nawvier-Stokes (contenant des élé-
ments trés allongés) la déformation produit des éléments négatifs si l'on effectue la déformation
sur le maillage linéaire équivalent au maillage d’ordre élevé. Au contraire si la déformation est
effectuée sur le maillage d’ordre élevé (avec un schéma d’ordre élevé implicitement), elle donne
des résultats satisfaisants. On a avancé une explication a ce résultat, qui tient particuliére-
ment au sous-découpage des éléments courbes en éléments linéaires. On a montré aussi des cas
pathologiques en tentant d’identifier les problémes annexes (notamment de sous-discrétisation
initiale de la géomeétrie ou de la non-concordance du maillage initial avec la géométrie).



Chapitre 4

Résultats et analyses

Aprés avoir posé le cadre théorique, on présente des résultats sur une variété de problémes.

Une premiére discussion sera menée sur la motivation autour des méthodes d’ordre élevé.
Il est légitime de s’interroger sur I'évolution du calcul numérique. Alors que les unités de calcul
mis & la disposition des numeériciens continuent de doubler leur puissance et/ou leur nombre
tous les deux ans, peut-on en dire autant du calcul numérique? En quarante ans de calculs
a-t-on vraiment multiplié le nombre d’inconnus par 22° ? Et qu'en est-il de I’amélioration de
Ierreur vis-a-vis des expériences 7 Ces questions ont des ramifications complexes et nous n’y
répondrons pas ici. Nous tenterons simplement de rationnaliser la motivation derriére les méth-
odes d’ordre élevé en estimant les cotlits algorithmiques d’un calcul numérique et en rappelant
les résultats d’erreur a priori. Nous dégagerons ainsi une tendance entre la volonté d’obtenir un
meilleur calcul et le cotit que cette démarche implique.

Dans un deuxiéme temps nous étudierons des cas tests académiques afin de créditer les
estimations d’erreur. Ces cas tests nous permetteront aussi de discuter les problématiques liées
a la déformation des éléments et aux éventuelles pertes d’ordre.

Nous montrerons des cas tests de simulations numériques pour Euler. Ces cas sont intéressants
car dans le cas des équations d’Fuler la condition d’isentropie nous permet d’avoir accés directe-
ment & une mesure qualitative de l'erreur. Nous montrerons des cas de géométries déformées
et non déformées, ainsi que des cas de sous-intégrations numériques et quelques résultats liés a
I'utilisation de valeur de 7 et 'effet sur la production d’entropie.

Enfin nous montrerons des résultats Navier-Stokes ainsi que des résultats sur une configuration
compléte d’avion avec un modeéle de turbulence.

4.1 Calcul numérique : Calcul de haute performance

Avant de présenter les résultats numériques, nous précisons le cadre dans lequel ces calculs
ont été effectué et les outils qui ont été implémentés pour permettre leur réalisation.

L’ensemble des calculs Fuler et Nawvier-Stokes ont été menés avec le code de Dassault-
Awiation, dans lequel les méthodes présentées ci-avant ont été implémentées. Ce code permet
la résolution des équations pré-citées ainsi qu’une collection de modeéles de turbulence. Des
modeéles RANS (Reynols Averaged Navier-Stokes) plus avancés tels que EARSM (Ezplicit Alge-
braic Reynolds Stress Model) et RSM (Reynolds Stress Model) sont aussi disponibles. Tl est aussi
possible de faire de la LES (Large Eddy Simulation) ou de la DES (Detached Eddy Simulation).

Ce code a été porté sur un certain nombre d’architecture. Il est parallélisé pour des ma-
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chines (IBM SP2 Series, IBM Blue Genen Itanium II et Bull Novascale processeur Xeon) a
mémoires partagés ou distribués en utilisant la librairie MPI (Message Passing Interface).

La parallelisation dans le cadre des méthodes numériques présentées est triviale car la
formulation compacte permet de considérer le calcul dans un certain groupement ou bloc d’élé-
ments et le partage de I'information ne se fait qu’a I'interface entre les éléments qui partagent
une face avec une frontiére de blocs. Les méthodes de type éléments finis ou RDS permettent
donc une parallelisation trés aisée.

Le découpage du maillage a du étre un peu retravaillé pour ’ordre élevé. Le principe du
découpage, pour les éléments linéaires, se faisait, a la base, sur un découpage du graphe reliant
les noeuds, graphe que nous appellerons no2no. On ajoute en remarque que ce graphe no2no
est aussi important quand il s’agit de stocker la matrice implicite du probléme éléments finis
ou RDS, puisque ce graphe correspond a la notation en stockage morse de la matrice du prob-
leme. Ce graphe étant découpé, les noeuds étaient repartis dans chaque bloc. On repassait aux
éléments appartenant & un bloc en regardant le nombre de noeuds de chaque bloc par élément
et on statuait sur le bloc auquel 1’élément appartenait.

Le choix a été fait, dés que la question s’est posée, de passer directement au découpage du
maillage en découpant le graphe reliant les éléments, graphe que nous appellerons ni2nl.

On propose les maillages montrés ci-aprés, comprenant des éléments de méme degré. L’ob-

jectif de ce cas test est simplement de montrer ’allure des graphes ni2nl et no2no, pour des
maillages de degré différent.

Ma Fenetre OpenGL! < x

AL Ma fenetre OpenGL ! B o

FIGURE 4.1 — Maillages mixte de degré 1 et degré 2. Numéros blancs : numérotation des noeuds.
Numéros bleus : numérotation des éléments.

Pour faire ces maillages on a simplement déplacé les noeuds, qui n’appartiennent pas a la
frontiére, de facon aléatoire. Chose parfaitement inutile topologiquement tant que la transfor-
mation géométrique n’a pas un jacobien négatif, simplement les éléments de degré 2 sont plus
a leur avantage dans cette configuration. La visualisation est réalisée en utilisant la librairie
graphique OpenGL.

Les graphes nl2nl et no2no sont représentés pour les deux maillages dans les tableaux
suivant.
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1: 2 3
1: 0 2 0 2: 1 3 4 5 6
2: 8 1 4 3: 1 2 4 11 12
3: 5 4 0 4 2 3 6 11 12 13
4: 2 3 9 5 2 6 7 8
5: 0 6 10 3 6 : 2 4 5 7 8 11 13 14
6 : 0 7 5 7: 5 6 8 9
7: 11 6 0 8: 5 6 7 9 10 13 14
8: 2 9 13 0 9: 7 8 10
9: 4 10 14 8 10 : 8 9 14 15
10 : 5 11 15 9 11 : 3 4 6 12 13 16 17 18
11: 7 1210 12 : 3 4 11 16 17
12: 16 11 0 13 : 4 6 8 11 14 16 18 19
13 : 8 14 17 0 14 : 6 8 10 13 15 18 19 20
14 : 9 15 19 13 15: 10 14 19 20
15: 10 16 20 14 16: 11 12 13 17 18 21 23
16 : 12 0 22 15 17: 11 12 16 21 22
17 19 18 13 18: 11 13 14 16 19 21 23
18 0 17 0 19: 13 14 15 18 20 23 24
19 14 20 0 17 20: 14 15 19 24 25
20 15 21 19 21: 16 17 18 22 23
21 0 20 22 22: 17 21
22 16 23 21 23: 16 18 19 21 24
23 0 22 0 24: 19 20 23 25
25: 20 24

TABLE 4.1 — A gauche : graphe nl2nl du maillage (Fig. 4.1) de degré 1 (les faces des éléments
n’ayant pas de voisin pointent vers I’élément 0). A droite : graphe no2no du maillage (Fig. 4.1)
de degré 1

La premiére chose que I’on peut remarquer, c’est la taille des graphes. Le nombre d’élé-
ments, pour un méme nombre de degrés et pour un méme nombre de faces, étant environ k¢
moins grand, pour un maillage en dimension d composé d’éléments de degré k, vis-a-vis d’'un
maillage linéaire, il est logique d’avoir un graphe nl2nl beaucoup plus petit. En revanche le

(k+1)4
2

grand que pour un élément linéaire, le nombre de voisins moyen d’un noeud grandit environ du
méme facteur.

nombre de noeuds par élément par rapport a un élément linéaire étant environ plus

En terme de cout algorithmique, la construction de ni2nl est en O(Ng;), Ne; le nombre
d’éléments, et la construction de no2no est en O(Nyy), Ny le nombre de noeuds. On vérifie
ces estimations sur le graphe suivant. La figure pour le cott de la construction de nl2nl est en
échelle logarithmique car le nombre d’éléments a toujours tendance a grandir trés rapidement
pour un raffinement uniforme, mais la regression linéaire affichée est bien celle qui lie le temps
CPU au nombre d’éléments selon la loi CPU = CN.

Il est intéressant de noter que le découpage multi-blocs d’'un maillage basé sur le graphe
nl2nl sera donc plus rapide pour des maillages composés d’éléments de degré élevé. En revanche
le temps de calcul du graphe no2no reste globalement du méme ordre.

Le découpage du graphe nl2nl est ensuite réalisé avec la librairie METIS [KK98|, selon
la méthode de bissection récursive. Cette méthode est connue pour étre relativement coiiteuse,
néanmoins elle offre ’avantage peu négligeable de proposer un découpage avec un nombre d’élé-
ments équivalents (& un ou deux éléments prés) pour chacun des blocs. Ceci permet d’équilibrer
la tache a accomplir pour chaque processeur (load-balancing) et diminue les temps d’attente
pour synchronisation avant I’échange d’information. La section suivante va s’attarder & prouver
que chaque itération a un cotit proportionnel au nombre d’éléments, d’ou I'importance d’équili-
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1: 2 3 23 24 25
2: 1 3 4 5 6 13 15 16 17 18 19 23 24 25
3 1 2 4 7 8 14 17 19 20 21 22 23 24 25
4 : 2 3 5 6 7 8 11 13 14 15 16 17 18 19 20 21
5: 2 4 6 13 15 16 17 18
6 : 2 4 5 7 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18
7: 3 4 6 8 9 0 11 12 13 14 19 20 21 22
8: 3 4 7 14 19 20 21 22
9: 6 7 10 11 12
10: 6 7 9 11 12
; 2 ? g 11: 4 6 7 9 10 12 13 14
3: 0 0 5 2 12: 6 7 9 10 11
4. 2 5 0 0 13: 2 4 5 6 7 11 14 15 16 17 18
5. 3 6 4 14: 3 4 6 7 8 11 13 19 20 21 22
6: 0 5 0 15: 2 4 5 6 13 16 17 18
16: 2 4 5 6 13 15 17 18
17: 2 3 4 5 6 13 15 16 18 19 23
18: 2 4 5 6 13 15 16 17
19: 2 3 4 7 8 14 17 20 21 22 23
20: 3 4 7 8 14 19 21 22
21: 3 4 7 8 14 19 20 22
22: 3 4 7 8 14 19 20 21
23: 1 2 3 4 17 19 24 25
24: 1 2 3 23 25
25: 1 2 3 23 24

TABLE 4.2 — A gauche : graphe nl2nl du maillage (Fig. 4.1) de degré 2 (les faces des éléments
n’ayant pas de voisin pointent vers I’élément 0). A droite : graphe no2no du maillage (Fig. 4.1)
de degré 2

100 16

y =3E-05x

y=1E-05x 14 /
10 v =2E-05x 12 / =ZED/SM' =8-P1noZno

—4—P1nl2nl
10 ——P2no2no

y =2E-05x ==P2 nl2nl
/ 3 /. —e—P3noZno
. —#—P3 nl2nl //
T T T y = 2E-05x ——Linear (P1 no2no)
1140 11400 114000 1140000 6

——Linear (P1 nl2nl)
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——Linear (P2 no2no)

——Linear (P2 nl2nl) 4

0,1
/ ——Linear (P3 nl2nl) 2
0 /
0

0,01
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FIGURE 4.2 — Vérification du cott algorithmique de la construction du graphe ni2nl en O(Ng)
et du cott algorithmique de la construction du graphe no2no en O(Np,)

brer la tache des processeurs.

En substance, le découpage du maillage pour la parallelisation est une étape qui nécessite
la création du graphe ni2nl. La création de ce graphe ayant un cotit proportionnel au nombre
d’éléments, il est bien plus avantageux de faire le découpage sur un maillage d’ordre élevé. On
choisit un découpage du graphe de type bissection récursive afin de favoriser le load-balancing.
Il est aussi & noter que la transmission d’information ce faisant uniquement via les informations
nodales des noeuds frontiéres de blocs, le processus de communication ne change pas entre les
maillages linéaires et les maillages d’ordre élevé. C’est encore un avantage de la formulation
continue des éléments finis.
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4.2 Estimation de 'efficacité numeérique

Nous dresssons ici un schéma des routines essentielles du code de calcul utilisé et dans
lequel les méthodes ont été implémentées, voir (Fig. 4.3).

[ Initialisation et acquisition carte AETHER ] Points d'intégration

1D, 2D, 3D
- Y
Lecture Maillage

Met en mémoire les valeurs

)l Librairie des éléments 3 geg fonctions de forme et
N des gradients des fonctions
de forme aux
Initialisation prédicteur ] points d'intégration
—>>
Calcul des intégrales
du domaine Qn

Boucle (Terme de convection,

sur les de diffusion, GLS,

points capture de chocs,...)

d'intégration

domaine

Information sur le cacul

de la matrice t

|
I Y
Boucle Calcul des intégrales
sur les de frontieres PrI
points . .
d’intégration (t(é?r:gglzglsjrlz:n;stesi Boucle
frontiere du
multicorrecteur

Boucles sur les éléments
coloriés et sur les couleurs

Tous les termes sont calculés
et le systéme est assemblé.
Résolution du systeme GMRES

l

Boucle |
en temps

FIGURE 4.3 — Arbre d’éxécution d’AETHER

Gréce a ce schéma on peut donner une premiére estimation du cott algorithmique, avec
Npy le nombre d’itérations non-linéaires , N, le nombre d’éléments, Np; le nombre de points
d’intégration moyen, Canarres le cout algorithmique lié au solveur linéaire itératif GMRES,
avec Ny le nombre moyen de noeuds par élément et C] une constante représentative du calcul
des fonctions d’états, de conversions, d’application de conditions aux bornes, ....

Ceateul =~ Neyv (CiNprNpeNe + ComRrES)

On rappelle 'estimation touvée au premier chapitre liant le nombre d’éléments et taille car-
actéristique moyenne des éléments N, = Cmes(Q)h~¢. On suppose (et c’est souvent le cas)
que la méthode employée permet d’obtenir un systéme linéaire que GMRES peut résoudre en
un nombre fixe d’espace de Krylov Ny, et de redémarrage N,., avec Ny, le nombre moyen de
noeuds voising d'un noeud (estimation de la taille de la diagonale non nulle de la matrice &
résoudre) d’ott on obtient le résultat trés simplifié de :

CG’MRES ~ NreN]?anpNe

En ce qui concerne le nombre d’itérations pour obtenir un systéme convergé Np,s on peut
difficilement statuer. Nous estimerons simplement que Npys = f(INV) o dans le pire des cas f
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est une fonction linéaire et dans le meilleur cas une constante. On obtient alors le cotit suivant :
2
Ccalcul =~ (ClNPINne + NreNkanp) Nef(Ne)
en fonction de la taille caractéristique cette estimation devient :

Ccalcul C (CINPINne + NreNkr np) df( )
(a) (b)

En analysant cette formule on distingue deux parties imputables 'une & 'utilisation d’un degré
d’interpolation plus élevé (a) et 'autre a I’étape de raffinement du maillage (b).

Condidérons que f est une fonction puissance telle que f(z) = 2% ! avec 1 < a < 2. On note
AF 1a partie (a) pour des éléments de degré k et on notera simplement que hy, = kh. Le rapport
entre les cotits de calcul pour un maillage linéaire et un maillage d’ordre élevé peut donc étre
évalué de la maniére suivante :

CE1 Al

“calcul __

cFr

calcul

kozd

Autrement dit 1'utilisation de 'ordre élevé n’a pas de surplus de cotit algorithmique si Al =
AFEed Or le seul fait de requérir une régle d’intégration suffisante rend cette condition caduque.
L’intérét réside donc ailleurs. On compense le cotit de calcul supplémentaire par ’obtention
d’une solution qui, d’aprés les estimations théoriques doit étre meilleure. En effet on a I’estima-
tion suivante avec Err une constante positive :

Errk = BErrhFt!

On note “efficacité” numérique la mesure qui fait intervenir le cout de la méthode et I'erreur
intrinseéque résultante pour une méthode avec des éléments de degré k. On introduit ce concept
en partant de 'intuition que 'efficacité augmente lorsque que le cotit diminue ou que lerreur
diminue.

1
A —
CFe Bk

calcul

En terme de taille de barre on obtient le résultat suivant avec € est une constante positive
dépendante des constantes précedentes :

gk — ghadf(kJrl)
On a le comportement suivant lorsque h — 0 :

Ek—0 k<ad—-1
Ek— &k k=ad-1
EF— o0 k>ad-1

C’est dans cette mesure que les méthodes d’ordre élevé prennent leur importance. En sub-
stance, on peut dire que dans les cas ou les méthodes ne sont pas d’ordre élevé, a mesure que
Pon raffine le maillage (dans le but d’obtenir une erreur plus acceptable), on produit un surcout
qui rend rapidement la méthode inutilisable. En revanche I'utilisation d’un degré k polynomial
suffisamment élevé nous assure une efficacité constante, voir méme en augmentation. Ce qui
suggeére que tous les efforts pour obtenir une solution plus acceptable ne seront pas annihilés
par un surcott ingérable, avec la technologie actuelle.

(Fig. 4.4) montre une estimation du parametre «. Le principe est le suivant, pour un cas
test de type Fuler, on décide d’arréter le calcul quand le résidu du probléme complet a été divisé
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FIGURE 4.4 — log(temps cpu) = f(log(nombre de degré de liberté)) pour un cas test de type
Euler

par 107. On estime, & partir des sorties du code qui contient un compteur, le temps cpu effectif
(on essaye de ne pas compter les lectures, écritures), que I’'on compare au nombre de degrés de
liberté. Dans le cas P1 on obtient un a de 'ordre de 1.8 pour 'ordre élevé un « de 'ordre de
1.9. On peut remarquer que 1’on obtient un « qui se situe dans la partie haute de la fourchette
qui était supposée par I’analyse précédente.

Cette analyse confirme néanmoins que I'estimation précédente du cott de calcul, bien que som-
maire, s’avére viable. On en déduit que le degré idéal pour résoudre des probléemes 2D, afin
d’obtenir une “efficacité numérique” constante, serait environ k£ = 3 en 2D et k = 4 en 3D.

Cette analyse théorique sert de base & une justification des améliorations éventuelles
attendues. D’autres méthodes, comme 1'analyse de sensibilité, raffinement local par méthode
adjointe, permettent d’estimer les zones permettant de diminuer significativement ’erreur sans
tomber sur le probléme de 'augmentation polynomial du cotit. En revanche ces méthodes ont
elless-méme un cotit non négligeable.

Comme on a pu le constater dans la section précédente, les équations que I'on cherche
a résoudre sont non-linéaires, elles font intervenir un certain nombre de modéles complexes et
on peut difficilement imaginer des solutions exactes a ces problémes. Ainsi dans le cadre des
équations de Navier-Stokes et de turbulence, I’appréciation d’une solution est faite grace a une
analyse physique ou & une comparaison avec une expérience. Nous nous attacherons uniquement
a I'analyse physique dans ce cas.

4.3 Cas académique

Ces cas nous permettent de valider un certain nombre de propriétés qui ont été proposées
dans les sections précédentes. On montre des cas majoritairement sur des problémes d’advection
pure. On montre d’abord que 'on retrouve les bons ordres de convergence en choisissant des
solutions et en appliquant les termes sources correspondants.

Dans un deuxiéme temps on montre un cas d’advection de choc et nous discuterons de 1’orien-
tation des éléments et la répercussion sur la diffusion.
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4.3.1 Solution exacte

Avant d’étudier les résultats sur les cas Fuler, on cherche & faire une étude rapide sur un
probléme d’advection pure. On désire simplement savoir si les résultats théoriques tiennent. On
veut résoudre avec une méthode SUPG :

AVu=f

avec des conditions de Dirichlet sur le bord du domaine ujpg = 0. A = (1,1) et f tel que
u= cos(gy)sin(gx).

On fait une série de tests o, pour chaque maillage, on introduit une perturbation aléatoire
sur la position des noeuds, proportionnelle & la taille de leur cellule. Les nouvelles coordonnées
sont T = x + rcphe, avec h la taille de la cellule et r une variable aléatoire sur [0,1] et ¢y un
parameétre compris dans [0,0.5].

On fait une analyse trés succinte de 'ordre avec un maillage grossier et un maillage fin, ou le
maillage fin a une taille caractéristique deux fois plus petite.
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FIGURE 4.6 — Estimation de ’odre de convergence pour une perturbation aléatoire de la position
des noeuds d’amplitude ¢y

L'erreur est évaluée avec une norme L%(£). On cherche la relation entre l'erreur et
la taille caractéristique sous la forme E = ShY. Sachant que hyfi, = hgrossier/2 on a vy =
log(Egrossier) - log(Efzn)

log(2)
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On peut tout d’abord remarquer que dans les cas oit ¢g = 0 on retrouve les ordres de
convergence habituels dans le cas de ’advection pure, & savoir v ~ k + % En perturbant le
maillage on s’apercoit que les cas P1 et Q1 ont un ordre de convergence stable. En revanche
pour les éléments de degré plus élevé on remarque que l'ordre diminue jusqu’a stagner vers
I'ordre obtenu pour les éléments linéaires.

Ce phénomeéne est rassurant car il nous permet de vérifier directement ’estimation d’erreur
dans le cas des éléments droits et on vérifie bien la perte d’ordre qui avait été soulignée, d’'un
point de vue élémentaire, dans la section 3.3.2.2.

4.3.2 Advection de choc et de profil

On reprend le cas :
A-Vu=0

On fixe A = (1,1) sur une grille [0,6]? avec les conditions limites suivantes : en z =0 u = 1 et
y=0u=0.

On réprésente les solutions obtenues pour un schéma SUPG dans les cas P1, P2, P3, Q1, Q2,
Q3. On représente les maillages équivalents, en revanche pour les solutions sont interpolées sur
des éléements de degré 3k (voir 3.4.1).

F1GURE 4.8 — Solution obtenue avec un schéma SUPG pour des élements de degré 2.

L’intérét de ce cas test est de vérifier, dans un premier temps, que l'utilisation de degré
supérieur permet de conserver une bonne approximation du choc. Ce qui semble étre bien le
cas. On observe que le schéma est moins diffusif en utilisant des éléments de degré plus élevé.
L’utilisation d’éléments quadrangulaires semble améliorer aussi le résultat.
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FIGURE 4.10 — Comparaison des chocs obtenus en sortie De gauche & droite : degré 1, 2 puis 3.
Rouge : triangle avec hypothénuse paralléle au choc, Bleu : triangle avec hypothénuse perpen-
diculaire au choc, Vert : quadrangle

[’autre aspect intéressant est de remarquer que l'orientation des éléments influe directement la
qualité de la solution et ceci dans tous les cas. On peut méme constater que la solution obtenue
n’a subi aucune diffusion numeérique dans le cas ot une face d’un triangle est alignée avec le
choc.

Il est & noter qu’en entrée le profil advecté est en réalité la projection de ce profil sur ’espace
d’approximation polynémial. Ce probléme n’est clairement pas numérique mais reléve entiére-
ment du choix de ’espace d’approximation.

On montre un autre cas test pour le schéma RDS proposé précédemment. On ajoute un
terme de diffusion.
A Vu+rAu =0

Dans ce cas A = (—y, ) sur une grille [-27, 27] x [0, 27].

Les conclusions qui peuvent étre tirées de ce cas test sont similaires au cas précédents.
Le profil est moins diffusé en utilisant des éléments de degré 2. Dans le cas ol I'on ajoute un
terme de diffusion, on peut aussi remarquer que le schéma est moins diffusif.

4.3.3 Bilan

Ces quelques tests sur des cas simples nous permettent de valider un certain nombre de
propriétés. Dans un premier temps, la validation des estimations d’erreur a été faite et elle est
cohérente avec la théorie. On peut aussi constater que la “qualité” des éléments et leur défor-
mation joue un role sur la qualité de la solution obtenue, comme prévue dans la section 3.3.2.2.
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FIGURE 4.12 — Equation d’advection diffusion avec x = 0.1 avec un profil sinusoidal en entrée.

Dans un deuxiéme temps on s’assure que dans le cas d’advection de chocs, la solution ne
se trouve pas détériorée par l'utilisation d’éléments de degré plus grand que 1. On vérifie que
le choc est aussi bien capturé et que le schéma est moins diffusif, en revanche on retrouve bien
la forme des fonctions d’interpolation d’ou le fait que les valeurs de part et d’autre du choc
soient donc surestimés ou sous-estimés. Néanmoins ces oscillations sont uniquement le résultat
des fonctions d’interpolation et non pas du schéma SUPG en lui-méme.

Enfin on montre qu’en ajoutant un terme de diffusion dans le cas du schéma RDS, les
propriétés restent satisfaisantes et les conclusions quant a l'utilisation d’éléments de degré plus
élevé restent les mémes.

4.4 Cas FEuler 2D

Ces cas tests proviennent du projet ADIGMA, [CN09|. On étudie ici des profils NACA0012.
On regarde plus particulierement dans les cas tests suivants les iso-valeurs de Mach et 'entropie.
On rappelle que dans le cas Fuler, ’écoulement est isentropique en 1’abscence de chocs.

4.4.1 NACAO0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°

On compare les résultats obtenus dans le cas P2 et P3 avec les maillages équivalents
(méme nombre de degrés de liberté) P1.
En ce qui concerne les iso-valeurs de Mach dans le cas P1 on remarque des replis proche de
la paroi qui s’amenuisent en utilisant un maillage plus raffiné. Ces replis disparaissent dans le
cas des calculs en ordre élevé (Fig. 4.13). Ceci dés 'utilisation des éléments de degré 2 sur le
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maillage le plus grossier.

On peut corréler ce résultat avec la production d’entropie proche de la paroi. Le point d’arrét
est I’endroit ou la production d’entropie est la plus forte (Fig. 4.14), cette entropie est ensuite
advectée le long du profil. La conséquence étant une détérioration de la solution et ’apparition
de ces altérations sur les iso-valeurs de Mach.

L’utilisation de méthodes d’ordre élevé permet de diminuer drastiquement cette production. A
I’échelle de I'entropie produite dans le cas du maillage P1, on constate que dans le cas P3 la
production d’entropie est quasiment inexistante.

Il a été montré, dans le cadre d’une étude annexe, que dans le cas P1 la suppression de cette
entropie parasite pouvait étre envisagée en raffinant les éléments majoritairement dans la zone
du point d’arrét. Ce raffinement a eu un impact direct sur les replis observés.

L’utilisation de méthodes d’ordre élevé, dans ce cadre, permet d’obtenir un résultat bien meilleur
et élimine le probléme prépondérant de la création d’entropie au point d’arrét. On note un effet
d’ordre lorsque 'on fait un raffinement global du maillage. On considére la convergence des
valeurs de trainée et de portance sur le profil NACA0012 vers la valeur cible avec un seuil d’er-
reur. L’intervalle de confiance autour de la valeur cible est atteint pour un nombre de degrés
de liberté inférieur en utilisant les méthodes d’ordre élevé. Ce résultat rejoint ’analyse a prior:
faite au début de ce chapitre. Bien que les méthodes d’ordre élevé aient un coiit sensiblement
plus grand, elles permettent d’atteindre 'intervalle de confiance autour d’une valeur cible pour
un nombre de degré de liberté moindre.

P1 (4336 nodes P2 (4336 nodes

P1 (9680 nodes B\ | A P3 (8680 nodes)

FIGURE 4.13 — NACAO0012, Mach—0.5, angle d’attaque 2°, Euler. Iso-valeurs du nombre de
Mach.

4.4.2 NACAO0012, Mach=0.8, angle d’attaque 2°

Ce cas test présente un choc et permet d’analyser sur un cas plus complexe le comporte-
ment des méthodes d’ordre élevé. On note que le terme de capture de choc est présent dans
ces simulations. Comme pour le cas précédent on s’intéresse aux iso-valeurs de Mach ainsi qu’a
I’entropie.

Comme pour le cas précédent on note une diminution de la production d’entropie au point
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P1 (4336 nodes P2 (4336 nodes

P1 (9690 nodes) P3 (8690 nodes) |

F1GURE 4.14 — NACA0012, Mach—0.5, angle d’attaque 2°, Fuler. Iso-valeurs de I’entropie.

. |P1 (4336 nodes o~ P2 (4336 nodes;

| P1 (9690 nodes). | P3(9680 nodes)

FI1GURE 4.15 — NACA0012, Mach—0.8, angle d’attaque 2°, Euler. Iso-valeurs du nombre de
Mach.

d’arrét et autour du profil dans des proportions similaires. En revanche on note une production
d’entropie en amont du choc dans le cas des éléments de degré élevé.

La qualité de la solution obtenue est donc meilleure en amont du choc et se trouve légérement
détériorés proche du choc, néanmoins on ne note pas d’autres effets négatifs et on retrouve les
bénéfices notés dans le cas test précédent.
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P1 (4336 nodes] P2 (4336 nodes|

P1 (9690 nodes! P3 (8690 nodes|

F1GURE 4.16 — NACA0012, Mach—0.8, angle d’attaque 2°, Fuler. Iso-valeurs de ’entropie.

4.4.3 Effet du facteur 7 de la méthode SUPG

Reprenons le premier cas test (NACA0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°).
Suite a I’étude faite dans le premier chapitre on a déduit des valeurs de 7 adaptées aux méth-
odes d’ordre élevé. On montre ici leffet sur la solution dans le cas d’une sur-évaluation de ce
parameétre 7.

FIGURE 4.17 — Effet d’'une surestimation du parameétre 7 dans le cas des éléments P2. Les
contours représentent l'entropie et les iso-lignes le Mach.

[’adaptation du parameétre 7 a un effet notable sur la production d’entropie au point
d’arrét. On constate toujours cette corrélation entre la production d’entropie et la détérioration
des isovaleurs de Mach.



4.5. Cas Euler 3D 121

DNANCATHA
QAN o
ATAANY Y
=2 VAVA")A'A\"\"
PSRN

FIGURE 4.18 — Effet d’une surestimation du parameétre 7 dans le cas des éléments P3. Les
contours représentent I'entropie et les iso-lignes le Mach.

L’étude du paramétre 7 nous a permis d’éviter 'obtention de solutions sur-diffusées et
conséquemment d’améliorer les solutions obtenues.

4.5 Cas FEuler 3D

4.5.1 Sphére Mach 0.35, angle d’attaque 0°

Le premier cas test 3D a été effectué sur une sphére. Le maillage est déformé de sorte que
Pensemble des noeuds de frontiéres soient bien sur la géométrie. (Fig. 4.19) fait apparaitre en
plus des contours d’entropie et les iso-lignes de Mach, le temps de calcul pour chaque simulation.
EG3-Iter représente le temps passé par itérations pour la construction de la matrice implicite
et Gmres le temps passé par itérations non linéaires dans le solveur itératif.

Le maillage contient un nombre de degré de liberté identique pour les trois maillages, a
savoir 554242 noeuds. Le calcul a été mené en paralléle sur 16 processeurs pour les trois calculs.
Les constatations sont similaires au cas 2D. En terme de temps de calcul on a un facteur 1.5
entre le P1 et le P2 alors que 'on a un facteur 8 pour le P3! Les raisons pour ces facteurs tien-
nent a 'utilisation d’une régle d’intégration comportant un trés grand nombre de points pour
le calcul P3 et semble aussi étre dii & une convergence plus lente de la résolution du systéme
matriciel, probléme qui ne semble pas apparaitre dans le cas P2.

Les remarques sur la création d’entropie et 'impact sur la qualité de la solution restent
les mémes que pour les cas précédents.

Face a 'augmentation dramatique du cout de calcul due & I'utilisation d’un grand nombre
de points d’intégration on montre ((Fig. 4.20), (Fig. 4.21), (Fig. 4.22)) les conséquences d’une
mauvaise utilisation des régles d’intégration dans le calcul de la sphére. On se cantonne au
cas P2 et on compare les résultats obtenus entre le P1 (régle d’intégration & 1 point) et les
résultats P2 pour trois régles d’intégration différentes. La premiére régle a 4 points et permet
d’intégrer des polynomes de degré 2, celle & 8 points permet d’intégrer des polynémes de degré
3 et enfin celle & 14 points permet d’intégrer des polynomes de degré 4. D’aprés ’étude du
premier chapitre sur le degré de chacun des termes du schéma, il faudrait recourir & une régle
permettant d’intégrer des polynomes de degré 6!
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FIGURE 4.19 — Sphére Mach 0.35, angle d’attaque 0°. Coupe Y=0. Les contours représentent
I’entropie et les iso-lignes le Mach.

Le calcul est fait ici sur un maillage beaucoup plus modeste d’environ 64000 noeuds, afin
de mieux percevoir 'effet de la sous-intégration.

En terme de temps de calcul, les proportions sont relativements cohérentes en ce qui
concerne la routine de formation de la matrice implicite (EG3_iter). Rappelons-nous que 1’on
peut estimer le coiit de cette routine pour chaque itération par (nombre d’éléments x nombre
de points d’intégration X nombre de noeuds par élément). Les temps donnés ici sont pour la
simulation compléte. Pour les calculs P2 on a un facteur d’environ 0.45x nombre de points
d’intégration, information qui est la seule variable dans ce cas.

On comprend d’ailleurs ’avarice dont on peut faire preuve en ce qui concerne le nombre de points
d’intégration. En effet les routines qui y font appel dépendent linéairement de ce paramétre et
prennent la majorité du temps de calcul. Augmenter le nombre de points d’intégration a donc
un impact direct sur le temps de calcul.

Malheureusement la cupidité n’est jamais recompensée et l'on constate que sous-estimer le
nombre de points d’intégration détruit complétement la qualité de la solution. On le constate
surtout sur (Fig. 4.20) ou de 'entropie parasite est générée jusqu’au frontiére du domaine.

On peut aussi comparer les résultats entre la régle & 8 points et celle & 14 points. Le gain se
situe uniquement sur le point d’arrét en aval et on peut le considérer comme négligeable.
L’étude théorique nous montre qu’il serait nécessaire d’intégrer des polynémes de degré 6, or
une régle intégrant des polynomes de degré 3 semble suffisante. La raison sous-jacente tient au
fait que les éléments n’étant pas “trés déformés”, la régle intégrant du degré 3 semble suffisante
(voir (Tab. 1.3) de la section 1.3).
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FIGURE 4.20 — Sphére Mach 0.35, angle d’attaque 0°. Coupe Y=0. Vue du domaine complet.
Comparaison pour différentes régle d’intégration.

Le choix de la bonne régle d’intégration est donc délicat car une sous-estimation annihile les
efforts consentis pour obtenir une meilleure solution et une sur-estimation engendre un surcout
de calcul non négligeable.

4.5.2 Aile M6 Mach 0.6, angle d’attaque 2°

On propose ici un dernier cas pour les tests concernant les équations d’Fuler. 1l s’agit
d’une Aile ONERA M6.
On compare d’une part les solutions obtenues sur un maillage P2 et son équivalent P1 con-
tenant tous deux 212756 noeuds et d’autre part les solutions obtenues sur un maillage P3 et
son équivalent P1 contenant tous deux 707858 noeuds.

Les analyses restent du méme ordre et on observe des résultats similaires au cas 2D du
profil NACA. On retrouve les repliements des isolignes de Mach. Seule différence, ce phénomeéne
n’a pas complétement disparu dans le cas P2, il faut se résoudre & l'utilisation d’un maillage
plus conséquent (environ 3.5 fois plus de noeuds) avec une interpolation de degré 3 pour obtenir
une solution ne faisant pas apparaitre ces repliements.

On apercoit toujours cette relation entre production d’entropie et détérioration de la solution.
Ce profil ne faisant pas apparaitre un seul point d’arrét mais tout une ligne, on retrouve bien
la production d’entropie au bord d’attaque, entropie qui est ensuite convectée le long de 1’aile.

On remarquera une forte production d’entropie a 'extrémité de la voilure. La raison de
cette anomalie est lice & la géométrie du probléme. La géométrie étant abrupte a cet endroit,
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FIGURE 4.21 — Sphére Mach 0.35, angle d’attaque 0°. Coupe X=0. Vue du point d’arrét aval.
Comparaison pour différentes régle d’intégration.

FIGURE 4.22 — Sphére Mach 0.35, angle d’attaque 0°. Coupe Y=0. Vue du point d’arrét aval.
Comparaison pour différentes régle d’intégration.
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FIGURE 4.23 — Aile M6 Mach 0.6, angle d’attaque 2°. Comparaison maillages équivalent P1 et
P2 de 212756 noeuds. Contours entropie et contours Mach. Profil + deux coupes selon les plans
Y7 et XZ

FI1GURE 4.24 — Aile M6 Mach 0.6, angle d’attaque 2°. Comparaison maillages équivalent P1 et
P3 de 707858 noeuds. Contours entropie et contours Mach. Profil + deux coupes selon les plans
Y7 et XZ

on peut définir deux normales & l'interface entre la voilure et le bouchon de I'extrémité. L’exis-
tence de cette discontinuité C! oblige & définir la condition de glissement de maniére faible, il
en résulte cette production d’entropie.

Les points de la frontiéres ont été reprojetés sur la géométrie. Il est néanmoins naturel
de s’interroger sur 'impact de la reprojection. La figure suivante montre les résultats obtenus
dans le cas ou les points n’ont pas été reprojetés sur la géométrie (Fig. 4.25) et (Fig. 4.26).

Le cas P2 présente une légeére création d’entropie supplémentaire dans le cas ot la géométrie
est facetée (les noeuds ajoutés n’ont pas été reprojetés). Dans le cas P3 la différence est sans
appel, la création d’entropie est telle que le résultat s’en trouve moins bon que dans le cas P1
équivalent. On peut noter qu’il semble que la non reprojection de la géométrie ne semble pas
tant affecter le résultat P1.

De maniére synthétique, la reprojection est essentielle pour deux raisons :
— La détérioration de la solution en proche paroi dans le cas de maillages de paroi facetées
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P1 non deforme | P1 deforme

P2 non deforme S P2 deforme

FIGURE 4.25 — Aile M6 Mach 0.6, angle d’attaque 2°. Comparaison maillages équivalent P1 et
P2 déformés et non déformés. Contours entropie. Coupe selon le plan XZ

P1 non deforme j P1 deforme

P3 non deforme P3 deforme

FI1GURE 4.26 — Aile M6 Mach 0.6, angle d’attaque 2°. Comparaison maillages équivalent P1 et
P3 déformés et non déformés. Contours entropie. Coupe selon le plan X7

— Le calcul erronée de l'intégral de contour de la géométrie
On peut revoir, pour se convaincre de la deuxiéme remarque, (Fig. 3.19), qui présente la
géométrie non déformée et un élément déformée en surface.
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4.6 Bilan cas FEuler

En terme de conclusion, on montre la convergence des parameétres de trainée et de por-
tance sur le cas NACA0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°, (Fig. 4.27).
Les barres d’erreur représentent la définition d’un calcul convergé : quand le coefficient atteint
la valeur cible dans cet écart d’erreur, on considére que le calcul est convergé.
Les valeurs de trainée et de portance convergées sont atteintes pour des maillages contenant un
nombre de degré de liberté bien inférieur dans le cas de I'utilisation des méthodes d’ordre élevé.
D’un point de vue économie de temps de calcul, on considére le temps CPU sur un maillage
linéaire permettant d’obtenir des résultats de trainée et de portance convergés et l’on compare
au temps de calcul pour le maillage d’ordre élevé. On estime un gain de 50% pour le cas P2 et
un gain de 75% pour le cas P3. Bien évidemment cette approche reste purement pragmatique
et elle n’a pu étre menée qu’en faisant un effet de convergence et des calculs trés couteux sur
des maillages surdimensionnés. Néanmoins elle conforte le comportement escompté des méth-
odes d’ordre élevé, cette capacité a fournir des résultats plus probants avec un nombre de degré
de liberté moindre. On retrouve en ce sens la discussion menée en début de ce chapitre (voir 4.2).
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FI1GURE 4.27 - NACA0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°. Convergence de la trainée Cp et de
la protance CTp,.

L’étude sur des cas Euler nous a permis aussi de mettre ’accent sur trois points impor-
tants. Deux concernent le schéma numérique et un le maillage.
Nous avons montré qu’une surestimation du paramétre 7 peut mener & une détérioration de la
qualité de la solution obtenue. On note qu’une réflexion est nécessaire sur la régle d’intégration
a employer afin de mener & bien le calcul numérique et que une sous-estimation de cette régle
méne A des résultats farfelus.
Enfin on montre que la reprojection des points sur la géométrie réelle est une nécessité. L’u-
tilisation, uniquement d’éléments de degré supérieur & 1 dont la transformée géométrique est
affine, peut mener & une production d’erreur (entropie dans ce cas) en proche paroi. On a pu
noter ce phénomeéne plus particuliérement dans le cas P3.
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4.7 Cas Navier-Stokes 2D

Le cas Nawvier-Stokes 2D pose un probléme d’appréciation de la solution, car contraire-
ment au cas Fuler il n’existe pas de variable caractéristique de la qualité de la solution. I.’étude

qui va suivre sera donc amplement qualitative. Ce cas provient aussi d’un des cas tests du projet
ADIGMA.

4.7.1 NACAO0012, Mach=0.50, angle d’incidence=2°, Reynolds=5000

La valeur du nombre de Reynolds nous assure un comportement laminaire de I’écoulement.
Pour la simulation Navier-Stokes on cherche des critéres nous permettant d’analyser de maniére
qualitative ’écoulement.
Sachant que la pression doit rester constante en travers la couche limite dans la direction normale
a la paroi, on regarde le champ de pression pour vérifier cette propriété. (Fig. 4.28) et (Fig.
4.29) présentent les calculs effectués sur le profil NACA0012 & un nombre de Reynolds élevé les
comparaisons Pk/P1 sont effectuées a iso nombre de degrés de liberteé.

P1 (6034 nodes P2 (6034 nodes,

P1 (13,503 nodes P3 (13,503 nodes

FiGURE 4.28 — NACA0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°, Re=5000. Contours de pression.

Les résultats P1 montrent la difficulté d’obtenir un résultat respectant la condition de
pression & travers la couche limite. On remarque une oscillation des isolignes de pression a
I’abord de la couche limite (Fig. 4.29). L’utilisation des méthodes d’ordre élevé permet d’effacer
ces oscillations. Tout comme leur utilisation permet de ne plus avoir de repliements des isolignes
de Mach dans le cas Euler, elles permettent de mieux satisfaire cette condition.

(Fig. 4.30) est un agrandissement de la zone ou cette oscillation est la plus visible. On
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P1 (6034 nodes; |P2 (6034 nodes

P1 (13,503 nodes

P3 (13,503 nodes,

F1GURE 4.29 — NACA0012, Mach—0.5, angle d’attaque 2°, Re—5000. Contours de mach et
isolignes de pression.

effectue un effet de raffinement du maillage pour discuter de I’évolution en rajoutant des degrés
de liberté. On représente les contours du Mach et on trace les isolignes de pression pour les
différents maillages. Les isolignes rouges représentent les maillages les plus grossiers dont les
calculs sont montrés ci-avant (Fig. 4.29) et (Fig. 4.28). Les isolignes vertes correspondent &
un premier maillage raffiné iso- Pk, les isolignes jaunes correspondent & un deuxiéme maillage
raffiné deux fois iso- Pk et I'isoligne bleue claire correspond & un maillage trois fois iso-P2 du
maillage grossier.

Dans un premier temps on remarque que, dans le cas des maillages P1 créés par raffinement
iso-P2, trois étapes de raffinement ne suffisent pas a lisser I’isoligne de pression, aussi bien pour
I'intrados que pour 'extrados. En revanche pour les calculs P2, I'isoligne est quasiment lisse dés
le deuxiéme raffinement sur l'intrados et 'extrados. L’analyse est exactement similaire pour les
maillages P3 et leurs équivalents P1. Il suffit d’un raffinement iso-P3 dans le cas du calcul P3,
pour que l’isoligne de pression soit lisse.

Une analyse qualitative des résultats permet d’intuiter l'effet d’ordre. Le rajout de degrés de
liberté & un effet beaucoup plus conséquent sur la physique de 1’écoulement en utilisant des
maillages d’éléments de degré plus élevé. Ce qui rejoint, une fois de plus, 'analyse menée en
début de chapitre. Ces cas tests et les effets de maillage nous permettent aussi d’apprécier
comme pour le cas Fuler la convergence des paramétres aérodynamiques du profil NACA0012.

On tente de confirmer cette tendance en analysant la convergence des valeurs intégrales de
paroi (on note la paroi X). On note a,,a, et a. les axes avions et S,.s une surface de référence.
Dans le cas Navier-Stokes on distingue les paramétres suivants :
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Ficure 4.30 — NACAO0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°, Re=5000. Contours de Mach et
isoligne de pression sur l'extrados (gauche) et I'intrados (droite).
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— Flux de chaleur pariétal.

Ch =

(Fig. 4.31) et (Fig. 4.32) rapportent les termes ci-dessus pour une étude de convergence
similaire & celle menée pour le cas Fuler.
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FIGURE 4.31 — NACA0012, Mach=0.5, angle d’attaque 2°, Re=5000. Convergence de la trainée
Cp et de la trainée visqueuse C}:’)isc.
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F1GURE 4.32 - NACA0012, Mach—0.5, angle d’attaque 2°, Re—5000. Convergence de la portance
Cr, et du flux de chaleur pariétal C'i; en échelle logarithmique.
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Les barres d’erreur représentent la définition d’un calcul convergé : quand le coefficient
atteint la valeur cible dans cet écart d’erreur, on considére que le calcul est convergé.
La trainée de pression ainsi que la portance converge rapidement avec les éléments quadratiques
et cubiques.
La valeur asymptotique des efforts visqueux semble étre un probléme pour le maillage P1, qui
avec plus de 1, 5 millions de noeuds l'atteint péniblement a plus d’un point de trainée (107%). En
revanche les maillages P2 et P3 sont toujours trés proches de la valeur asymptotique, méme pour
des maillages relativement grossiers. Enfin ce calcul étant fait en supposant la paroi adiabatique,
le flux de chaleur pariétal devrait étre négligeable. C'; est tracé en échelle logarithmique, pour
apprécier les facteurs de précision qui sont gagnés. L’erreur sur ce flux de chaleur est donc
améliorée d’un facteur supérieur & 10 pour les maillages grossiers et 100 pour les maillages les
plus raffinés.
En terme de temps CPU, le cout du P2 est d’environ un facteur 1.4 et entre 2 et 2.5 pour les
maillages P3. Ce surcoiit est grandement rattrapé par le gain en précision sur les calculs.

4.8 Cas Navier-Stokes 2D instationnaire

On étudie le cas d’'une impulsion de pression acoustique.
On introduit un pulse gaussien de pression au centre du domaine, avec b la demi largeur du
pulse :
(2* +9)

()=

n
p(z,y,t =0) = po + 10%

Le domaine est d'une taille 3400mm par 3400mm. On maille le domaine selon une grille cartési-
enne avec un espace de 25mm entre les points. On extrait la solution toutes les 0, 001 secondes.
Le pulse devrait donc atteindre le bord du domaine & ¢t = 0,01, la vitesse du son étant environ
co = 340mm.s 1.
Dans les figures suivantes on réprésente le produit p7', qui, dans le cadre de ’hypothése des gaz
parfaits, est une approximation au facteur pres de p.

FIGURE 4.33 — Pulse gaussien p7T" a t = 0,003, ¢ = 0,006 et ¢ = 0,01. Maillage P2 & droite, P1
a gauche



4.8. Cas Navier-Stokes 2D instationnaire

133

4000

4000

4000

4000

4000

4000

FIGURE 4.34 — Pulse gaussien pT" at = 0,003, t = 0,006 et ¢ = 0,01. Maillage P2 a droite, P1

a gauche

(Fig. 4.33) montre ’évolution du pulse a ¢ = 0,003, ¢ = 0,006 et t = 0,01. On représente
la pression. On peut noter aussi avec (Fig. 4.34) que le pulse atteint bien le bord du domaine

at=0,0L.
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On peut noter une réprésentation plus uniforme du pulse en utilisant les éléments de degré plus
élevé. Ceci est plus particulierement di & une meilleure représentation du pulse initial avec les
éléments P2.
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FIGURE 4.35 — Pulse gaussien décroissance de 'amplitude A(pT") au cours du temps.

1
L’amplitude du pulse doit décroitre en p avec d = cot, t le temps de la simulation. On

1
trace I’évolution de A(pT') en fonction de —.

La décroissance est bien respectée. Il semble que 'amplitude soit un peu plus grande pour les
éléments P2, ce qui est un résultat attendu. En revanche on peut remarquer une création d’oscil-
lation en amont de ’onde plus prononcé dans le cas P2 que dans le cas P1. Ces oscillations
sont, probablement, des résurgences du phénomeéne de Gibbs lié a I'interpolation.

4.9 Cas Navier-Stokes avec modéle de turbulence

On propose ici des cas tests 2D et 3D de calculs Nawvier-Stokes dans des conditions & haut
nombre de Reynolds avec un modéle de turbulence.
Les cas tests & haut nombre de Reynolds pose un probléme de taille, & savoir la nécessité de
recourir & des modeles de turbulence afin de modéliser correctement le comportement de la
couche limite. Sans cet ajout, les résultats obtenus en terme de frottements sont souvent sous-
évalués (voir [Les97]).
On s’intéresse, dans notre cas, & deux modeles de turbulence décrit dans la section 2.2, & savoir
le modele k& — e (Bicouche) et le modele Spalart-Allmaras. Ces modeéles ont pour fonction de
donner une estimation de la viscosité turbulente p;.
Le systéme que I’on résoud est alors :

L(u, /Lt) =0
T(u,0) =0 (4.1)
e = f(o)

u sont les variables des équations de Nawier-Stokes et o les variables du modeéle de turbulence.
On résoud ces deux probléme de fagon découplée. Dans le cas Nawvier-Stokes on considére le
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champ p; comme fixe et dans le cas des équations de la turbulence on considére le champ des
variables de Navier-Stokes comme fixe.

La raison qui motive le traitement des équations de facon découplée est double.

En traitant ces équations ainsi on peut utiliser des schémas différents. De plus 'implicitation
du probléme couplé nécessiterait la dérivée de la fonction puy = f(o), or f est fortement non-
linéaire, de méme que T'(u, o).

Cette simplification nous permet une plus grande liberté sur le traitement de la turbulence. En
revanche on peut se poser la question de la stabilité et de la robustesse du probléme obtenu.
Nous commenterons les ajustements nécessaires et la difficulté pour obtenir des résultats dans
le cas général.

4.9.1 RAE2822, Mach=0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10°

Pour ce cas test on distingue deux approches.

— Approche 1 : Turbulence avec le maillage équivalent P1
Les premiers résultats obtenus pour ce cas test ont été faits en calculant le champ de turbulence
e sur le maillage équivalent P1 du maillage d’ordre élevé.
Cette méthode a permis, dns un premier temps d’évaluer 'effet de la résolution des équations
de Nawvier-Stokes avec une méthode d’ordre élevé tout en gardant le schéma classique pour la
turbulence.
On peut noter que le maillage utilisé (Fig. 4.36) pour ce cas test comporte des éléments ex-
trémements étirés en proche paroi et dans le sillage avec un ratio pouvant aller jusqu’a 2 106,
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FIGURE 4.36 — Maillage du profil RAE2822

Cette approche réussit a produire des résultats sans précautions particuliéres a prendre
sur le CFL choisit. Le calcul est considéré convergé lorsqu’il n’y a plus d’oscillations des efforts
calculés au cours du calcul.

L’aspect trés allongé des éléments ne semble pas étre un probléme pour le schéma SUPG en
ordre élevé ni pour le schéma RDS utilisé pour résoudre la turbulence.

On présente ici les résultats obtenus ((Fig. 4.37), (Fig. 4.38)) pour des maillages P1, P2 et P3
et leurs équivalents P1. Le modéle de turbulence est le k — e (Bicouche).

Les maillages utilisés peuvent étre considérés comme particuliérement grossier pour ce type de
cas test. De plus aucun effort n’a été fait pour capturer au mieux le choc de 'extrados.
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P1 (10,546 noeuds; P2 (10,546 noeud s

P1 (23,634 noeuds; P3 (23,634 noeuds

FIGURE 4.37 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10. Contours
de Mach sur les maillages P1 iso-P2 et P2 et les maillages P1 iso-P3 et P3

P1 (10,546 noeuds P2 (10,546 noeud s

P1 (23,634 noeuds P3 (23,634 noeuds

FIGURE 4.38 — RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds—6.5 10%. Contours
de p; sur les maillages P1 iso-P2 et P2 et les maillages P1 iso-P3 et P3
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4.9.

On peut remarquer qu’il n’y a quasiment aucune différence entre les calculs d’ordre élevé
et leur équivalent P1.
Pour confirmer cette tendance on refait une étude de convergence en maillage. L’étude de con-
vergence ((Fig. 4.39) et (Fig. 4.40)) est faite sur le méme principe que dans le cas Navier-Stokes
prédécent.
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FIGURE 4.39 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence — 2.79°, Reynolds=6.5 10%. Convergence
de la trainée C'p et de la trainée visqueuse C’gsc.

T T T 1T T T T T 1117 T T T TTTTT T T T 1T 10.35 T T T TTTTT T T T T TTTT T T T TTTTT T \\\\\7
i il S i
= \. -
J
L a - i - ~ B
10" =
0.8 T 1T - s E
I == _,_l A B \.S\S\ ]
- NS
i - /E/ 1 10°F -
| L ,¥ i ] = ]
O_‘ & i L 4 L T - —FH— linéaire ]
| | 8 | —&— quadratique i
s A — cubique
10° - - — linéaire (mut) L
0.75 0 = S — - - — quadratique (mut) =
B —F—— linéaire i - \0\\ ]
—F— quadrat - - B
- : - = linéaire (mut) 10" — =
—-—@-- drati 1t - ~ 7
i Pt B N |
Ll Ll Ll Ll Ll -8 Ll Ll Ll Ll
%o 10* 10° G 10’ 1057 10 10° ~10° 10
nombre de degrés de liberté nombre de degrés de liberté

FIGURE 4.40 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds—6.5 10°. Convergence
de la portance C7, et du flux de chaleur pariétal Cy en échelle logarithmique.
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On peut noter que les trois schémas convergent similairement vers les valeurs asympto-
tiques. La seule donnée qui échappent & ce comportement est le flux de chaleur qui converge
bien plus rapidement en utilisant les méthodes d’ordre élevé. Néanmoins contrairement au cas
uniquement Navier-Stokes précédent, il n’y a pas de différence entre le P2 et le P3, ce qui
dénote tout de méme de I'influence de la fagon dont on calcule la variable de turbulence .
Afin de simuler un modéle de turbulence d’ordre élevé, on utilise un champ de pu; obtenu gréace
au calcul sur le maillage le plus fin ( 2669536 noeuds). On indique ’étude de convergence en
ligne pointillée sur (Fig. 4.39) et (Fig. 4.40).

L’effet est notable et la convergence des efforts s’en trouve fortement modifiée.

Ces résultats tendent & montrer qu’il est nécessaire d’avoir recours & un schéma d’ordre élevé
pour la turbulence afin d’observer une amélioration notable comme dans le cas Fuler ou lami-
naire.

— Approche 2 : Turbulence avec un schéma d’ordre élevé

On peut citer les travaux sur des méthodes Discontinuous Galerkin qui ont été faites dans ce
sens [BCMO05] et [OD09].
Les résultats de la premiére approche tendant & montrer que l'implémentation de schémas
d’ordre élevé pour la turbulence semble indispensable, une premiére tentative d’'implémentation
de schémas de type RDS, décrit dans la section 1.2.4, pour résoudre la turbulence a été tentée.
Dans notre cas des problémes de stabilité sur le cas RAE ont été a déplorer et les résultats
n’étaient pas a la hauteur des attentes. Les raisons sont en partie les suivantes :

— Les schémas RDS d’ordre élevé telles qu’ils ont été proposés précédemment ne sont
pas monotones, d’ou la nécessité de remettre les valeurs négatives de turbulence a des
valeurs seuils.

— La reconstruction des gradients telle qu’on la propose dans la premiére partie de la
section 3.3.4.1 ne permet pas d’écrire correctement une matrice implicite aux éléments.

FIGURE 4.41 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10°. Calcul sur
un maillage composé d’éléments P2 avec un modéle de turbulence Spalart-Allmaras. Contours
de p; la zone rouge réprésente les valeurs positives et la zone bleue les valeurs négatives. La
solution est interpolée sur un maillage P6, le maillage représenté est le maillage équivalent P1.
Si la solution n’était pas interpolée elle apparaitrait positive partout puisque sur chaque degré
de liberté py > 0
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— Les valeurs des variables turbulentes ayant des variations fortes il n’est pas rare d’étre
dans des situations ot le champ pu; est strictement positif sur ’ensemble des degrés de
liberté mais il devient négatif aux points d’intégration (voir (Fig. 4.41)).
Il est donc aussi nécessaire d’ajuster les valeurs aux points d’intégration, en les remet-
tant & une valeur seuil, afin de ne pas étre, par example, dans une situation ou la
diffusion est négative.

Pour ces raisons et par simplicité, la turbulence a été réimplémentée avec un schéma
SUPG + un terme de capture de chocs. Les dérivées sont recalculées aux éléments avec une
projection-L2 (voir 3.3.4.2). En ce qui concerne le terme de capture de chocs 'approche suivie
est celle de [LR0O6|, [BEVGOT7|.

Cette approche SUPG + capture de chocs + projection L2 permet d’avoir des données propres
aux éléments et de définir une matrice implicite locale aux éléments.

Ce travail a été réalisé uniquement sur le modéle de turbulence Spalart-Allmaras.

On peut anticiper un certain nombre de problémes liés & ces modifications du champ pu; et de
ses valeurs aux points d’intégration. On peut prédire une destruction des propriétés d’ordre,
des comportements de couplage entre la résolution des équations de Nawier-Stokes et de celles
de la turbulence menant & des instabilités.

Les tentatives réalisés sur les maillages grossiers du profil RAE2822 ont permis d’obtenir des
résultats propres & I'analyse. On présente ici les résultats comparés des calculs effectués sur le
maillage P1 et sur le maillage P2 (La solution est interpolée sur un maillage P6, le maillage
représenté est le maillage équivalent P1).

P1 (10,546 nodes P2 (10,546 nodes

P1 {41,932 nodes P2 (41,932 nodes

FIGURE 4.42 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10%. Modéle de
turbulence Spalart-Allmaras. Contours de p; et isoligne de Mach.
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L’allure globale de la solution est relativement la méme. Dans le cas du maillage le plus
grossier, on remarque un niveau de p; maximum, dans le cas P1, moins élevé que pour le mail-
lage P2. Tendance qui s’inverse pour le maillage raffiné, mais qui semble étre lié au fait que la
turbulence ne se développe pas sur l'intrados du profil contrairement aux autres simulations.
Ceci est probablement lié & une mauvaise stabilisation (terme de capture de chocs) du schéma
dans cette zone.

P1 (10,546 nodes P2 (10,546 nodes

P1 (41,932 nodes P2 (41,932 nodes

FIGURE 4.43 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds—6.5 10%. Modéle de
turbulence Spalart-Allmaras. Contours de pu, et isoligne de Mach.

La vue d’ensemble (Fig. 4.44) permet d’apprécier la convection du champ de p;. L’utilisa-
tion du schéma d’ordre élevé permet d’étre moins diffusif et conserve mieux le champ, remarque
qui se vérifie sur cette figure.

En ce qui concerne les valeurs de C'p et de C', on obtient les valeurs suivantes :

— CEY =0.01875, CF' = 0.81923

—- CE%2 =0.01870, CF? = 0.81754
Les valeurs obtenus sont quasiment identiques en terme de Cp et de Cf, pour les maillages P1
et P2 grossiers. Par rapport & la premiére approche, les niveaux de Cp et de Cf, sont supérieurs,
mais ne sont pas plus "proches" de la valeur asymptotique.
Pour tenter un effet de maillage on a fait le calcul sur un maillage iso-P2 P2 et P1. Les Cp et
C'1, obtenus sont :

~ CE' =0.01855, CF1 = 0.81010

—- CE%2 =0.01900, CF? = 0.82615
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Ses valeurs tendent & diverger de la valeur asymptotique obtenue grace a ’approche 1 pour le
P2 et a converger pour le P1.

P1 (10,546 nodes

P2 (10,546 nodes

P1 {41,932 nodes

P2 {41,932 nodes

FIGURE 4.44 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10%. Modéle de
turbulence Spalart-Allmaras. Contours de pi;.
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FIGURE 4.45 - RAE2822, Mach—0.734, angle incidence = 2.79°, Reynolds=6.5 10°. Evolution
de C'p et de C, au cours du calcul sur le maillage comprenant 41932 composés d’éléments P2.

Ses informations sont & prendre avec beaucoup de précautions. En effet le calcul ne se
stabilise pas et on observe des oscillations sur la valeur du Cp et du Cp, voir (Fig. 4.45) 'évo-
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lution du Cp et du Cf, dans le cas du calcul P2 sur le maillage comprenant 41932 noeuds. Les
résidus n’évoluent plus tellement au bout de 2500 iters mais on poursuit le calcul pour observer
cette instabilité dans les valeurs de C'p et de C7,.

L’utilisation d’un schéma d’ordre élevé n’apporte pas la solution escomptée au probléme de la
convergence vers une valeur asymptotique de Cp et de Cf.

Le schéma SUPG et/ou l'utilisation des fonctions d’interpolation de degré plus élevé n’améliorent
pas les résultats et obligent & recourir & un certain nombre d’artifices numériques (limitation
de valeurs, vérification de la positivité aux points d’intégration,...) qui ne favorisent pas la con-
vergence du probléme et qui empéche 'obtention d’un schéma robuste.

De plus cette ananlyse rejoint les conclusions de [OD09|, dans le sens ou les schémas d’or-
dre élevé ne sont pas appropriés pour résoudre des problémes dont les solutions ne sont pas
réguliéres, ce qui est le cas dans certaines zones pour le modeéle Spalart-Allmaras.

4.9.2 Géomeétries complexes. Navier-Stokes 3D avec modéle de turbulence

Ces derniers cas tests sont une tentative d’application des méthodes décrites ci-avant &
un cas industriel 3D sur une géométrie complexe. Ces cas tests sont une synthése des problémes
que ’on peut rencontrer en utilisant ces méthodes.

Dans un premier temps et a cause de la méthodologie de création de maillage, il est nécessaire
d’avoir un maillage suffisamment grossier pour ne pas créer un maillage, composé d’éléments
de degré plus élevé, ayant un trop grand nombre de degré de liberté.

Pour ce faire, un maillage de Falcon 900EX de 2 512 073 noeuds et un maillage de Falcon 7X
de 3 023 831 noeuds ont été utilisés. Les deux maillages de degré élevé P2 créés a partir de ces
maillages comportent respectivement 19 905 887 noeuds et 23 999 404 noeuds.

Dans un premier temps les calculs ont été effectués sur le maillage non déformé (voir méthodolo-
gie section 3.5).

Les calculs sur le Falcon 900EX ont été fais avec les conditions suivantes Mach= 0.8, angle
d’incidence = 2°, Reynolds—14.5 106.

En ce qui concerne le maillage P1 on utilise un seul point d’intégration et pour le maillage
P2 on utilise 8 points d’intégration. Etant donné que le ratio entre le nombre d’éléments des
deux maillages est de 8 le coiit devrait étre sensiblement le méme. Or la résolution du systéme
linéaire a aussi un cout non négligeable et la matrice implicite étant de diagonal non nulle plus
grande, le systéme est plus long & résoudre (voir discussion 4.2). Il en résulte un surcout d’en-
viron 70% pour le calcul sur le maillage P2 en utilisant les mémes CFL pour les deux calculs.
La place mémoire requise augmente elle aussi d’environ 60%, notamment & cause du stockage
de la matrice implicite.

(Fig. 4.46) représente les contours d’entropie en aval de avion dans la région du moteur. On
remarque une meilleure définition de la structure du sillage en utilisant des éléments de degré
plus élevé. On montre aussi sur (Fig. 4.47) 'évolution du sillage en aval de ’avion et la meilleure
définition du tourbillon de pointe.

Pour une discussion plus qualitative, il est d’usage d’analyser les calculs en comparant les
calculs d’efforts par une approche intégration peau avec une approche champ lointain [VAVDO04].
La différence entre les deux approches est appelée la "trainée parasite" ou "spurious drag".
Sur le maillage de référence la trainée parasite est de I'ordre de 33 points de trainée (107%).
Avec le maillage P1 iso-P2 cette trainée parasite tombe a 8 points de trainée. Enfin pour le
calcul sur le maillage P2 elle atteint 1 point de trainée.

Ce résultat, bien qu’encourageant est & nuancer par le fait que les maillages n’ayant pas été
reprojetés, les résultats de calcul de trainée surestiment grandement la trainée, au point que le
calcul n’est pas exploitable.
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La deuxieme étape a donc consisté en I’étude d’une méthode pour obtenir les maillages courbes.
Cette démarche a été abordée en détail dans la section 3.5.2. A l'issu de cette étape, le maillage
du Falcon 7X a été correctement reprojeté.

Une série de calcul a donc été effectuée sur ce maillage déformé avec le modele de turbu-
lence résolu sur le maillage P1 équivalent (voir Approche 1 de 4.9.1).

FIGURE 4.46 — Falcon 900EX Mach= 0.8, angle d’incidence = 2°, Reynolds—14.5 10%. Contours
d’entropie dans une coupe en aval de I'avion. A gauche comparaison des calculs entre le maillage
de référence 2 512 073 noeuds et le maillage iso-P2 19 905 887 noeuds. A droite comparaison
entre le maillage iso-P2 et le maillage P2.

Dans le cas résolution de Nawvier-Stokes et de la turbulence sur le maillage P1, le calcul se
déroule correctement, en revanche dans le cas Navier-Stokes en ordre élevé et la turbulence sur
le maillage P1 équivalent, le résidu du schéma associé aux équations de Nawvier-Stokes explose
brusquement.

Suite & cet échec, des tests ont été menés sur un maillage d’Aile M6 et d'un profil RAE2822
balbutié afin d’obtenir un maillage 3D de profil sans fleche. Dans tous les cas le calcul ordre
élevé explose brusquement.

Il semble, aprés 1’étude sur 'implémentation du schéma numérique SUPG pour la turbulence
dans le cas 2D, que ce phénomeéne se produise dans les cas ou la viscosité turbulente u; aux
points d’intégration devient fortement négatif (a cause de l'interpolation quadratique) au point
d’avoir une viscosité négative dans les équations de Navier-Stokes, bien que le champ pu; discret
soit, positif.

4.10 Bilan cas Navier-Stokes avec modéle de turbulence

Nous avons mené des tests sur des cas 2D et 3D Nawier-Stokes a haut Reynolds avec
modeéle de turbulence k — € et Spalart-Allmaras.
Dans un premier temps les calculs du modéle de turbulence ont été faits sur le maillage P1
équivalent au maillage P2. On montre que l'apport de 'ordre élevé est négligeable en ce qui
concerne I’évaluation de la trainée de frottement et la trainée visqueuse, ainsi que la portance.
La cause semble donc étre 1'utilisation du schéma d’ordre insuffisant pour le modeéle de turbu-
lence.
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P1

FIGURE 4.47 — Falcon 900EX Mach= 0.8, angle d’incidence = 2°, Reynolds—14.5 10%. Contours
d’entropie. Coupes successives en aval de I’avion. Comparaison entre les résultats sur le maillage
P2 et le maillage P1.

Néanmoins dans le cas 3D, un calcul a été mené bien, sur une géométrie d’avion complet
avec un maillage non déformé, et on montre par une étude comparant la trainée calculée en
paroi et celle évaluée en champ lointain une meilleure qualité des calculs d’ordre élevé dans des
proportions suggérant un effet de 'ordre du schéma.

Nous rencontrons des difficultés quant & 1’obtention de résultats sur les maillages deformé. Il
semble que I’explication soit due & des valeurs négatives de la viscosité aux points d’intégration
malgré un champ pu; discret strictement positif, ceci & cause de l'interpolation.

Enfin des implémentations de schémas numériques de type SUPG avec capture de chocs
et limiteur ont été réalisés pour le modéle de turbulence Spalart-Allmaras.
On observe des problémes de stabilité et une mauvaise convergence des résidus des équations
Navier-Stokes et des résidus des équations de la turbulence. Ce comportement est valable pour
tout ordre. Une adaptation des parameétres du schéma est & envisager pour différents cas tests.

En somme, il apparait que l'interpolation de degré plus élevé ne convient pas aux pro-
priétés de non-régularité des solutions du champ turbulent et des varaibles des modéles de
turbulences. En rajoutant a cela que le caractére non-linéaire et le couplage faible entre les
équations de Nawier-Stokes et celle de la turbulence rendent les problémes difficiles & identifier.
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4.11 Conclusion

Ce chapitre nous a permis, dans un premier temps, de formaliser le besoin et la motivation
inhérents & 'utilisation des schémas d’ordre élevé.
Nous avons établi une estimation du cofit de calcul en fonction d’une taille de barre moyenne
du maillage utilisé.

Cout ~ Ch™f(h™%) ~ Ch~ 18

L’erreur théorique lié & un maillage ayant cette taille de barre étant de F = eh*t1, avec k le
degré du polynome d’interpolation, nous en déduisons une efficacité numérique :

1
CoutE

Eff ~ ~ Ahl.Sd—(k+1)

Ainsi quand k augmente lefficacité numérique du code augmente.

Nous avons pu vérifier ces estimations de cott de calcul et d’erreur théorique sur un certain
nombre de cas pratiques. Nous avons mis en évidence la perte de I'ordre dans le cas d’éléments
“trop déformés” et aussi, a travers le cas d’advection de chocs, que les schémas d’ordre élevé
semblent ne pas trop détériorer les solutions avec singularités.

Ces premiéres vérifications faites, des premiers cas tests Euler nous ont permis de valider
un certain nombre de propriétés vues précédemment sur des cas de systémes.
Nous avons pu constater la sensibilité du calcul aux parameétres suivants :

— Mauvaise estimation du parameétre 7 de stabilisation du schéma SUPG.

— Le choix de la régle d’intégration est primordial afin de ne pas annihiler les propriétés

et aussi afin d’éviter un surcoiit de calcul.
— La reprojection des points rajoutés, pour obtenir le maillage de degré élevé, sur la
géomeétrie réelle est trés importante pour éviter de générer de l'erreur en proche paroi.

L’effet du schéma d’ordre élevé se fait sentir quand on regarde I’évolution des valeurs de trainée
et de portance en raffinant le maillage. On constate une convergence accrue vers la valeur
asymptotique en utilisant les schémas d’ordre élevé.
Dans un deuxiéme temps , la démarche a été validée sur un cas test & bas nombre de Reynolds.
L’amélioration a pu étre constatée sur les lignes d’iso-pression qui présentent une forte oscil-
lation aux abords de la couche limite. Ce défaut tend & étre supprimé grace a l'utilisation des
schémas d’ordre élevé, de la méme maniére que les repliements des iso-lignes de Mach dans le
cas Fuler.
Un test de propagation d’un pulse gaussien de pression a été fait afin de montrer la possibilité
d’effectuer des calculs instationnaires. On a pu noter une meilleure évaluation du niveau du
pulse en ordre élevé, mais il semble que le schéma en temps ne soit pas adapté.
Il a ensuite été fait un test Large Fddy Simulation qui n’a pas été mené & son terme pour des
raisons de temps de calcul. Nous soulignons simplement que cette technologie est disponible en
ordre élevé.

Enfin une tentative, sur des cas Navier-Stokes & haut Reynolds avec un modéle de turbu-
lence a été menée.
Deux approches ont été suivies afin de résoudre les équations de Navier-Stokes et celles du mod-
¢le de turbulence. La premiére approche consistait & résoudre les équations de Nawier-Stokes
avec un schéma ordre élevé et de résoudre la turbulence sur un maillage équivalent linéaire avec
un schéma RDS d’ordre 2.
Il en ressort que cette approche n’aboutit pas a une amélioration en terme de calcul de trainée
et de portance d’un profil. En revanche sur un cas test d’avion complet, il a été noté une
diminution de la trainée dite “spurious”, qui résulte de la comparaison du calcul de trainée par



146 Chapitre 4. Résultats et analyses

intégration peau et du calcul en champ lointain.

La deuxiéme approche a consisté en l'implémentation d’un schéma SUPG pour le modéle
Spalart-Allmaras. De la méme facon que pour la premiére approche, il n’y a pas eu d’améliora-
tion & souligner, ceci pour un certain nombre de raisons qu’il restera & discuter :

— Caractére non-régulier des solutions des modéles de turbulences

— L’interpolation par des fonctions de degré plus élevé ne convient pas au champ turbulent

car on crée des valeurs négatives indésirables aux points d’intégration.

— Les schémas d’ordre élevé ne sont pas monotones.

— Faible robustesse du couplage

— Fort caractére instationnaire des cas tests.

Un travail reste donc a faire sur la recherche de fonctions d’interpolation plus appropriées
(Bézier, NURBS, ...), et sur les schémas numeériques. Tout en gardant aussi a l'esprit que le
caractére fortement non-linéaire des équations résolues pour les problémes a haut Reynolds
rendent l'attente d’une cohérence avec les estimations théoriques plutdt utopique.



Conclusion

Une étude de 'utilisation des méthodes d’ordre élevé en éléments finis continus pour des
applications aérodynamiques a été présentée.

Elle s’est articulée autour d’une présentation de ces méthodes, puis d’une discussion au-
tour de l'obtention des maillages nécessaires a leur utilisation, suivi d’une présentation des
équations impliquées dans la résolution des problémes liés & 'aérodynamique et enfin d’une
discussion sur une succession de problémes de complexité grandissante.

Les méthodes de résolution des équations différentielles partielles étudiées sont la méth-
ode dite “streamline Petrov-Galerkin 7 (SUPQG) et la méthode “Residual Distribution Scheme”
(RDS). Ces deux méthodes reposent sur des fondements théoriques similaires dont le théoréme
central est celui de 'estimation de ’erreur. On a rappelé ce résultat qui lie I'erreur a la taille
caractéristique d’un élément et au degré de la base d’interpolation de la solution. Ce résultat a
été nuancé dans le cas des éléments isoparamétriques de degré supérieur ou égal & 2 fortement
“déformés”. En ce sens, on a pu noter une baisse de 'ordre de I'estimation d’erreur pour des
éléments déformés, jusqu’a rejoindre ’estimation d’erreur obtenue pour des éléments linéaires.

L’étude du schéma SUPG nous a obligé a revoir le dimensionnement du paramétre de
stabilisation 7. Le 7 obtenu peut étre caractérisé de “non-optimal” pour la solution exacte au
probléme 1D pour des éléments de degré supérieur ou égal & 2 et nous avons donné une esti-
mation des valeurs de 7 dans le cas des éléments de degré élevé.

Dans un deuxiéme temps, une analyse des termes principaux rencontrés dans les sché-
mas SUPG et RDS a été faite afin d’estimer les régles d’intégration nécesssaires & une bonne
résolution du schéma numérique. On a calculé, dans ce cadre, le degré polynémial de chacun
des termes du schéma et nous avons pointé 'apparition de termes non polynémiaux dans le cas
d’éléments isoparamétriques de degré supérieur ou égal & 2 pour une transformation géomeétrique
non-linéaire.

Une description des propriétés des éléments finis de référence, des bases d’interpolation
de Lagrange et de Bernstein a permis d’introduire la partie traitant la création de maillage.
La notion de positivité des éléments a été abordée et une piste de vérification simple en 1D en
passant par la base de Bernstein a été donnée, mais ce résultat est difficile & généraliser aux
dimensions supérieures.

Une discussion liée & la reconstruction de gradients a permis de noter que les propriétés
d’erreur étaient conservés. Cette reconstruction étant nécessaire a I'implémentation des schémas

numériques, ce résultat permet d’assurer que l'ordre du schéma doit étre conservé.

Les éléments de référence introduits, ils restaient & discuter de la création de maillages.
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Le choix a été fait de garder 'avantage de bénéficier d’une suite de programme capable de
créer des maillages linéaires. Ces maillages linéaires sont ensuite utilisés pour créer un maillage
composé d’éléments de degré quelconque en ajoutant des degrés de liberté. Les degrés de liberté
se trouvant sur une frontiére sont reprojetés sur la géométrie réelle et on obtient un champ de
déplacement que I’on utilise pour déformer le maillage complet afin d’obtenir le maillage final
désiré. Cette déformation est faite en résolvant un probléme d’élasticité linéaire.

Dans le cas de maillages 3D de type Nawvier-Stokes, il est nécessaire d’effectuer cette dé-
formation sur le maillage de degré élevé et non pas sur le maillage équivalent linéaire, afin
de ne pas obtenir une solution comportant des éléménts négatifs. La raison semble tenir au
sous-découpage des éléments courbes en éléments linéaires. Cette méthodologie permet, pour
une frontiére bien discrétisée, d’obtenir des maillages courbes sur des géométries relativement
complexes (avion complet).

Les équations classiques de la mécanique des fluides rappelées, nous avons décrit la for-
mulation utilisée dans le code numérique, & savoir une méthode SUPG appliquée aux équations
sous leur forme entropique. On a souligné 'utilisation du solveur itératif GMRES (Generalized
Minimal Residual) pour la résolution des systémes linéaires. De plus, des modeles de turbulence
ont été énoncés, k — € et Spalart-Allmaras, et on a explicité la maniére “couplé faiblement” qui
est employée pour résoudre le couple d’équations Navier-Stokes + modeéle de turbulence.

Dans un dernier temps, une variété de cas tests a été présentée. La validation des pro-
priétés d™erreur a priori” a été faite sur des cas tests académiques.
Les calculs Euler ont permis de confirmer I'importance des études faites sur les paramétres de
stabilisation, de I’évaluation des degrés polynomiaux de chacun des termes du schéma et enfin
de la reprojection sur la géométrie réelle des points rajoutés. On a pu constater un effet lié a
I'utilisation des schémas d’ordre élevé sur le calcul des coefficients de portance et de trainée,
ainsi qu’une amélioration de l'allure des iso-lignes de Mach grace & ces schémas d’ordre élevé.
On obtient des conclusions similaires pour les cas Navier-Stokes a bas nombre de Reynolds.

Il a été évoqué la possibilité de recourir a cette technologie pour les calculs Large Eddy
Simulation sans qu’il soit montré de résultats dans ce sens pour des raisons de cotit de calcul.
On souligne néanmoins qu’il est possible, sans d’autres travaux sur les schémas, de faire ce type
de calcul.

Pour terminer, des calculs hauts Reynolds ont été faits avec deux approches différentes.
L’une consiste en la résolution de la turbulence par un schéma d’ordre 2 RDS sur le maillage
linéaire équivalent et I'autre grace & un schéma SUPG avec capture de chocs.

— La premiére approche n’a pas pu montrer d’amélioration probante sur les résultats de
portance et de trainée. Il semble que l'effet d’ordre soit perdu. Néanmoins sur un cas
3D d’avion, une diminution de la trainée dite “spurious” a été constatée, marquant ainsi
une amélioration de la qualité de la solution.

— La deuxiéme approche a échoué dans sa tentative a résoudre les problémes soulevés par
la premiére approche. De maniére synthétique, ceci est du au caractére peu régulier du
champ de la viscosité turbulente et des variables de la turbulence, ce qui s’accorde mal
avec l'utilisation de schémas d’ordre élevé.

En substance, 'utilisation des méthodes d’ordre élevé est motivé par la promesse d’une
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décroissance accrue de lerreur en utilisant une base polynomiale de degré (k) plus grande.
En effet, pour un cott de calcul variant proportionellement a h=%¢, (a € [1,2]) et une erreur
proportionnelle a A**1 on comprend le besoin d’augmenter k afin de bénéficier au mieux d’un
raffinement du maillage sans subir de surcotit numérique. Or, ce raisonnement est valable tant
que les problémes que I'on résoud ont des solutions réguliéres et sont effectués sur un maillage
possédant des éléments peu déformés.

Les méthodes d’ordre élevé prouvent ainsi leur intérét pour des cas Euler, sans chocs ou
des cas Nawvier-Stokes & bas nombre de Reynolds, mais semblent difficilement applicables et
compétitives dans des cas & haut nombre de Reynolds avec modeéle de turbulence.
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