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Introdu
tion

Contexte et motivation

Les méthodes numériques sont devenues un enjeu majeur dans le monde industriel. Elles

sont le re�et d'une volonté d'idéalisation mathématique des phénomènes, traduisent le besoin


roissant de prédi
tion et entrent en parfaite adéquation ave
 une so
iété de servi
e et de 
onseil

qui re
her
he la valeur ajoutée dans l'optimisation de l'existant.

Mathématiquement, elles sont un paradis de diversité. Elles nous font traverser les méthodes

d'approximation, les équations aux dérivées partielles, la topologie, la géométrie di�érentielle,

l'étude des systèmes dynamiques, l'algèbre linéaire et la résolution des systèmes qui en dé-


oulent... Mais elles seraient en
ore balbutiements sans l'informatique et les mathématiques

dis
rètes, l'algèbre de Boole, la théorie des graphes, les interpréteurs, les 
ompilateurs, la théorie

des réseaux... En�n elles resteraient vide de sens si les multiples problèmes à résoudre ne ger-

maient pas dans le terreau fertile des domaines 
omme la biologie, la physique, la �nan
e, ou

plus ane
dotiquement la so
iologie ou l'ar
héologie.

Les équations di�érentielles trouvent un 
adre d'étude théorique dans la théorie des distribu-

tions et des espa
es de Sobolev. Ces théories permettent de statuer quant à l'appartenan
e des

fon
tions solutions de l'équation à 
ertains espa
es. Ce dé
ors étant posé, la problématique de

l'obtention de la fon
tion solution reste entière.

La re
her
he de méthodes permettant la résolution des équations aux dérivées partielles a 
réé

deux grandes 
lasses : la méthode des éléments �nis et 
elle des volumes �nis. Ces méth-

odes reposent sur un so
le 
ommun : la dis
rétisation d'une fon
tion gra
e à un nombre �ni

d'"informations" que nous nommons de façon générale les degrés de liberté. Elles se distinguent

alors par des "s
hémas numériques" di�érents.

De manière générale on nomme "s
héma numérique" la formulation algébrique d'un probléme

dis
ret. Cette formulation algébrique n'est don
 évidemment pas unique et 
haque s
héma 
om-

porte des propriétés variées (dé
entré, positivité, stabilité, linéarité,...) qu'il est né
essaire de


onnaitre avant d'aborder la résolution d'un problème.

Cette thèse se fo
alise sur la dis
rétisation des équations d'Euler, de Navier-Stokes ainsi

que sur de multiples équations de modélisation de la turbulen
e. Ces équations di�érentielles

ont des stru
tures analogues à savoir qu'elles 
ontiennent toutes des termes d'adve
tion, de

di�usion, de réa
tion et parfois des termes sour
es. Elles sont, de plus, toutes non-linéaires, 
e

qui implique un pro
essus itératif 
oûteux et par extension des temps de 
al
ul prohibitifs. Or,

dans le 
ontexte industriel la problèmatique prin
ipale est d'obtenir des solutions qui sont dans

un intervalle de 
on�an
e su�sant pour être exploitées et dans un temps en a

ord ave
 les

demandes d'un projet.

De 
e 
onstat on en déduit qu'il est né
essaire de 
her
her les 
ritères et les méthodes per-

mettant d'obtenir le meilleur ratio qualité/temps. Cette démar
he tou
he des problématiques

extrêmement variées, il en va du pla
ement des degrés de liberté ainsi qu'à leur quantité, à la

dis
rétisation des modèles géométriques en passant par les s
hémas numériques employés. En

gardant à l'esprit 
es 
omposantes, l'attention peut être portée sur la possibilité de dis
rétiser

9
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l'information 
ontinue par des fon
tions élémentaires polyn�miales de degré plus grand que 1.

Cadre de la thèse

L'idée de l'amélioration de l'approximation d'une fon
tion par proje
tion sur une base

polynomiale de degré 
roissant est an
ienne et elle trouve toute sa justi�
ation dans le domaine

de la simulation numérique. En e�et, on 
her
he à approximer au mieux la solution d'une équa-

tion di�érentielle en la 
her
hant dans des espa
es de fon
tions polynomiales par mor
eaux.

Toute l'al
himie de 
e pro
essus 
onsiste à trouver l'équilibre entre 
omplexité d'appli
ation,

mise en pla
e numérique, e�
a
ité, tout en gardant en mémoire qu'une solution linéaire ne sera

jamais mieux approximée que par un polynome de degré 1.

De plus l'appli
ation de méthodes d'ordre élevé ainsi que l'utilisation d'éléments de Lagrange,

d'Hermite et Argyris a été largement appliquée dans le domaine des stru
tures.

En revan
he, dans le 
adre de la mé
anique des �uides leur essort reste en
ore timide. Une

des raisons est la dominan
e des méthodes de type volume �ni dont l'avantage prin
ipale est

l'aspe
t 
onservatif de la méthode. Or 
es méthodes, tels les méthodes MUSCL ( [Lax54℄, [vL79℄,

[Lev02℄), impliquent des s
hémas qui sont de moins en moins lo
al à la 
ellule, la mise en oeuvre

de l'ordre élevé passant dans 
e 
as par une interpolation des �ux, 
e qui sous-tend le besoin

d'intera
tion ave
 les 
ellules de plus en plus éloignées.

La di�
ulté de mise en oeuvre de 
es méthodes est aussi liée au théoreme de Godunov ( [God54℄,

[God59℄) qui implique qu'il ne peut y avoir de s
héma numérique linéaire monotone et positif

d'ordre élevé. Ainsi on peut uniquement espérer avoir des méthodes d'ordre élevé ave
 des s
hé-

mas non-linéaires, 
e que sont les méthodes MUSCL (Monotone Upstream-
entered S
hemes

for Conservation Laws) par exemple, le 
orollaire étant que 
es s
hémas ne peuvent aboutir à

un système linéaire d'équations et don
 la résolution de la solution s'en trouve 
omplexi�ée.

Néanmoins 
ette problèmatique est, en un sens, peu importante puisque les équations de la

mé
anique des �uides (Euler, Navier-Stokes) sont elles-memes des équations di�érentielles non-

linéaires.

L'utilisation de méthodes telles que la méthode des éléments �nis permet la 
onstru
tion de s
hé-

mas d'ordre élevé se faisant en restant lo
al à l'élément. Cette 
ara
téristique est intéressante

et fondamentale pour des méthodes qui veulent tirer l'avantage de la parallélisation massive.

Cet aspe
t est d'autant plus 
ru
ial que la tendan
e a
tuelle d'augmentation de puissan
e de


al
ul passe surtout par l'augmentation du nombre de 
oeurs plutot que par des ruptures te
h-

nologiques en terme de taille de gravure et de fréquen
e d'horloge.

La méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin) utilisée dans le 
ode industriel AETHER

de Dassault Aviation permet une bonne parallèlisation et une fa
ilité d'implémentation des

méthodes d'ordre élevé. Néanmoins 
ette méthode n'est pas monotone et positive.

D'autres méthodes se sont développées de type RDS (Residual Distribution S
heme). Cette

méthode est quant à elle utilisée dans le 
as de la résolution des équations de la turbulen
e

dans le 
ode AETHER. Le travail d'implémentation des s
hémas d'ordre élevé dans le 
as des

méthodes RDS est en 
ours dans travaux suivants ( [Abg01℄, [AAM05℄, [AR03℄, [AM07℄).

En�n la méthode DG (Dis
ontinuous Galerkin), qui a pour but de résoudre un problème lo
al

par élément et de préserver la 
ontinuité des �ux aux interfa
es, l'idée sous-ja
ente étant d'avoir

éventuellement des solutions non 
ontinues aux interfa
es entre éléments et des propriétés trés

lo
ales ( [BCM05℄, [BBC

+
09℄, [BCF

+
09℄, [HHLP09℄). La 
ontrepartie étant un nombre de de-

grés de liberté bien plus grand.

Comme pour les méthodes éléments �nis 
ontinues, il est fa
ile d'implémenter des méthodes

d'ordre élevé en DG, on peut fa
ilement imaginer des méthodes de ra�nement et de montée en

ordre lo
alement. Pour des raisons de temps, d'évaluation de 
outs des méthodes, l'investigation

des méthodes DG, dans le 
adre de 
ette thèse, n'a pas été menée.



11

La publi
ation [KBD

+
09℄ est un re
ueil de l'ensemble de 
es méthodes qui sont disponibles pour

le monde de l'ingénierie. Cette publivation 
ontient une 
ompilation des travaux e�e
tués dans

le 
adre du projet européen ADIGMA qui a débuté en 2006.

Cette thèse a démarré dans le 
adre du projet ADIGMA. Ce projet a pour obje
tif de fa
toriser

les te
hnologies disponibles pour l'amélioration de la pré
ision des simulations numériques.

Il regroupe deux aspe
ts :

� Méthodes d'ordre élevé

� Adaptation de maillages

De manière plus général, il s'atta
he à présenter les méthodes disponibles et montrer les points

di�
iles à surmonter.

La thèse démarre don
 dans le 
ontexte d'un 
ode industriel, AETHER, utilisé par Dassault

Aviation et de te
hnologie de maillage 
omprenant uniquement des éléments simplexes linéaires.

En terme d'étapes à a

omplir a�n de mener 
ette étude à bien les majeurs étaient :

� Adapter le 
ode pour prendre en 
ompte des éléments d'ordre élevé en 2D

� Véri�er la pré
ision des règles d'intégration en fon
tion des équations à résoudre

� Créer des maillages d'ordre élevé non déformé en 2D

� Créer des maillages d'ordre élevé déformé en 2D

� Créer des maillages d'ordre élevé déformé en 2D pour maillage de type Navier-Stokes

� E�e
tuer des tests pour les équations d'Euler en 2D

� E�e
tuer des tests pour les équations de Navier-Stokes en 2D

� Adapter le 
ode pour prendre en 
ompte des éléments d'ordre élevé en 3D

� Créer des maillages d'ordre élevé non déformé en 3D

� Créer des maillages d'ordre élevé déformé en 3D

� Créer des maillages d'ordre élevé déformé en 3D pour maillage de type Navier-Stokes

� E�e
tuer des tests pour les équations d'Euler en 3D

� E�e
tuer des tests pour les équations de Navier-Stokes en 3D

� Implémenter les méthodes RDS d'ordre élevé pour la turbulen
e en 2D

� E�e
tuer des tests pour les équations de Navier-Stokes en 2D ave
 modèle de turbulen
e

� E�e
tuer des tests instationnaires en 2D et 3D

� Trouver des 
ritères permettant une évaluation de la qualité des solutions et 
on
lure.

L'ensemble de 
es étapes ont été a

omplies ave
 des 
on
lusions variées sur la faisabilité et

l'e�
a
ité. Le pro
essus ainsi que des dis
ussions 
on
ernant 
es étapes sont détaillés dans 
ette

thèse.

Obje
tifs de l'étude

Le but est ainsi d'élaborer des méthodes permettant d'obtenir une meilleure pré
ision pour

un nombre de degrés de liberté 
onstant en utilisant des fon
tions d'interpolation élémentaires

polyn�miales de degré plus grand que 1. Ces méthodes devraient impa
ter deux 
omposantes

dans la problématique de l'étude numérique :

� La dis
rétisation des géométries

� La pré
ision de la méthode numérique

Cette attente est motivée par les études théoriques dont les résultats prin
ipaux seront redonnés

dans le premier 
hapitre. Le plus important d'entre eux permet d'a�rmer que l'approximation

dépend du degré du polyn�me d'approximation, d'une taille 
ara
téristique de l'élément et de la

régularité de la fon
tion. Cette propriété est l'idée 
entrale derrière les méthodes d'ordre élevé.

Elle 
onsiste à penser que pour des fon
tions régulières il est plus pré
is et par extension moins


outeux d'évaluer une valeur intégrale à l'aide d'une interpolation sur une base de fon
tions

polyn�miales de degré plus élevé.

Nous introduirons dans 
ette thèse la notion d'e�
a
ité numérique, vue 
omme la 
omparaison
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tion

entre l'erreur et le temps de 
al
ul.

Ek = Ẽhαd−(k+1)

On a le 
omportement suivant lorsque h→ 0 ave
 h une taille de barre, k le degré de l'approx-

imation polynomiale et α ∈ [1, 2] :





Ek −→ 0 k < αd− 1

Ek −→ Ek0 k = αd− 1

Ek −→∞ k > αd− 1

Théoriquement, plus le degré est grand plus l'e�
a
ité augmente.

Ces méthodes ont été appliquées ave
 su

és sur des problèmes elliptiques. Elles restent plus

problématiques à mettre en oeuvre pour des équations d'adve
tion-di�usion-réa
tion. La rai-

son prin
ipale étant la né
essité de traiter les termes d'adve
tion en utilisant des s
hémas qui

tendent à dé
entrer la distribution de l'information alors que la di�usion est mieux approximée

par des s
hémas 
entrés. Il est alors né
essaire de dis
riminer les zones et d'utiliser des s
hémas

qui se 
omportent di�éremment selon la prépondéran
e des termes tout en restant 
onsistants.

Nous 
onsidèrerons dans 
ette étude une approximation 
ontinue de la dis
rétisation. Cette

appro
he sera dis
utée brièvement dans le premier 
hapitre. Nous nous appliquerons, dans


e 
ontexte, à l'implémentation des méthodes d'ordre élevé pour les s
hémas de type SUPG

(Streamline Upwind Petrov-Galerkin) ainsi que pour les s
hémas de type RDS (Residual Distri-

bution S
heme). Ces s
hémas apportent des visions di�érentes sur la manière d'approximer les

équations et 
omportent ainsi des problématiques diverses qui seront abordées dans le premier


hapitre et dis
utées dans le quatrième 
hapitre en abordant les résultats obtenus.

Les 
on�gurations aérodynamiques que l'on 
her
he à modéliser né
éssitent l'utilisation

de modèles de turbulen
e. Ces modèles, ainsi que les équations fondamentales de l'aérody-

namiques, seront rappelées dans le deuxième 
hapitre. La dis
rétisation de 
es équations ainsi

que l'implémentation seront expli
itées dans 
e même 
hapitre.

Une 
omposante importante de l'étude reste l'obtention de maillages 
omposés d'éléments


ourbes. Le troisième 
hapitre regroupera un rappel de la topologie des éléments �nis pour l'or-

dre élevé. Il sera aussi l'o

asion d'une dis
ussion 
on
ernant l'obtention de maillages 
ourbes

à partir d'outils générant des maillages 
omposés d'éléments linéaires. En e�et 
ette prob-

lématique est en
ore aujourd'hui un sujet largement ouvert. L'utilisation d'éléments 
ourbes


omplexi�e les algorithmes qui rentrent en jeu dans la 
réation d'un maillage 
omplet. Les in-

grédients prin
ipaux seront rappelés et les 
hallenges dans 
e domaine seront expli
ités.

Le quatrième 
hapitre présentera les résultats obtenus pour des 
as tests variés et tentera

de 
on
lure sur l'apport de 
es méthodes sur les problèmes industriels.



Chapitre 1

Méthodes numériques

La résolution des problèmes numériques né
essite un 
ertain nombre d'outils et de 
on-

naissan
es que l'on 
lasse sous le nom de �méthodes numériques�.

Ces méthodes ont pour obje
tif de rendre disponible la théorie mathématique sous forme d'outils

de 
al
ul informatique. Nous nous intéresserons plus parti
ulièrement aux problèmatiques liées

à la résolution d'équations aux dérivées partielles (E.D.P.).

Pour 
e faire nous rappelerons dans un premier temps les outils fondamentaux né
essaires à

la formulation des E.D.P. . Nous introduirons la notion de dis
rétisation, puis d'interpolation

pour en�n donner des estimateurs d'erreur a priori.

Dans un deuxième temps nous introduirons les s
hémas numériques qui ont fait l'objet d'une

tentative d'extrapolation à l'ordre élevé.

Les s
hémas sur lesquels nous nous attarderons plus longuement sont les éléments �nis de type

Galerkin, SUPG, puis aux s
hémas de type Residual Distribution S
heme (R.D.S.).

Dans un dernier temps nous verrons les méthodes employées pour le 
al
ul intégral. Nous

expli
iterons les termes que l'on ren
ontre dans les s
hémas numériques pour donner une esti-

mation de leur degré polyn�mial a�n d'utiliser les règles d'intégration appropriée.

1.1 Problème général

Notons ‖·‖ une norme sur l'espa
e Rd
, d ∈ N∗

, et aussi la norme asso
iée sur L(Rd), où
L(Rd) est l'espa
e des endomorphismes sur Rd

.

Dé�nissons BK(x, r), ave
K un domaine borné sur Rd
, 
omme BK(x, r) = {y ∈ K | |x− y| < r}

Soit k ∈ N∗
. Pour tout fermé K sur Rd


onsidérons l'espa
e Ck(K) des restri
tions àK de toutes

les fon
tions aux dérivées d'ordre k 
ontinues sur Rd
, et l'espa
e Pk(K) des restri
tions à K des

polyn�mes de degré inférieur ou égal à k sur Rd
.

Soit D(K) l'espa
e des fon
tions sur E(K) = C∞(K) à support 
ompa
t sur K. D′
(K) =

L(D(K),R)

1.1.1 Dé�nitions

On généralise les problèmes ren
ontrés dans le 
adre des équations di�érentielles partielles.

Les dé�nitions et les notations suivantes sont extraites de [DL84℄

Dé�nition 1 (Opérateur di�érentiel) Soit P un opérateur di�érentiel de D(Ω) sur D′
(Ω)

où Ω est un sous-espa
e de Rd
:

{
P : D(Ω) → D′

(Ω)
u → P (u)

(1.1)

13
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Cet opérateur peut être é
rit, ave
 aα appartenant à E(Ω) :
{
P =

∑
aαD

α ,Dα =
∂α1

∂x1
α1
· · · ∂αn

∂x1
αn

(1.2)

Dé�nition 2 (Hm(Ω)) Pour m ∈ N :

Hm(Ω) = {u ∈ D′
(Ω); Dαu ∈ L2(Ω) |α| ≤ m} (1.3)

Hm(Ω) hérite du produit s
alaire suivant et de sa norme asso
iée

(u, v)m,Ω =
∑

|α|≤m

∫

Ω
DαuDαvdx

‖u‖m,Ω =
(
(u, u)m,Ω

) 1
2
=


 ∑

|α|≤m

∫

Ω
|Dαu|2dx




1
2 (1.4)

Notons 〈u, v〉Ω = (u, v)0,Ω la norme asso
iée sur L2(Ω)

Dé�nition 3 (Problème mathématique) On 
her
he à résoudre le problème général, P et

Ci étant des opérateurs di�érentiels sur respe
tivement Ω et Γi tel que

⋃

i

Γi = ∂Ω et Γj
⋂

Γi =

∂Γj
⋂
∂Γi. {

r(u) = P (u)− f = 0 f ∈ D′
(Ω)

r|Γi
(u) = Ci(u)− gi = 0 g ∈ D′

(Γi)
(1.5)

Toute supposition quant à l'aspe
t de problème �bien-posé� ne sera pas, bien sur, abordée i
i.

Ce problème mathématique peut toujours être vu 
omme l'équivalent d'un problème physique

ave
 
onditions aux limites.

1.1.2 Subdivision 
ontinue de Ω

Considérons un ouvert Ω ave
 une frontière Γ = ∂Ω telle que Ω = Ω
⋃
Γ.

Le domaine Ω est divisé tel que

⋃

k

Kk = Ω ainsi que sa frontière Γ tel que

⋃

k

KΓ,k = Γ,

KΓ,k = Kk
⋂

Γ 6= ∅ , ave
 les propriétés suivantes Kk et KΓ,k sont respe
tivement des fermés


onnexes de Ω et Γ.
� KΓ,j

⋂
KΓ,i = ∂KΓ,j

⋂
∂KΓ,i

� Kj
⋂
Ki = ∂Kj

⋂
∂Ki

� ∀k ∃i|(∂Kk

⋂
Γ) ⊂ KΓ,i

� ∀i ∃φi : Rd → Rd
tel que φi(K̂i) = Ki ave
 φi un C∞ di�eomorphisme (de plus, le

ja
obien de φi, Jφi
= det(Dφi) > 0 sur K̂i ).

� ψij(Ki
⋂
Kj) = φi ◦ φ−1

j (Ki
⋂
Kj) = φj ◦ φ−1

i (Ki
⋂
Kj) et ψij soit une appli
ation Cr

� ∀i ∃Ai ∈ M(Rd) Ti ∈ Rd γi : R
d → Rd

tel que pour x ∈ K̂i alors φi(x) = Aix+Ti+γi(x)
ave
 CKi

= sup
x∈Ki

∣∣Dγi(x)A−1
i

∣∣ < 1, det(Ai) > 0, det(φi) > 0,

Le but de 
ette dis
rétisation est l'évaluation des intégrales sur un domaine en 
réant une


artographie lo
ale sur des petites portions de 
e domaine et en asso
iant une appli
ation pour

laquelle l'image du domaine de référen
e est une partie de la partition de Ω, voir (Fig. 1.1). Ave

l'hypothèse que l'appli
ation est un di�éomorphisme, il y a toujours un moyen de représenter

toute géométrie, plus ou moins régulière, 
omme l'image de plusieurs domaines de référen
e.

Nommons K̂i les éléments de référen
e. Il est à noter qu'au
une hypothèse n'a été faite sur les
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KjKi

K̂k

K̂i
K̂j

φi
φ−1i

φj

φ−1j

Γ

Ω

Figure 1.1 � Ouvert Ω ave
 sa frontière Γ et leurs subdivisions Ωk et Γk

propriétés géométriques de l'élément de référen
e. Le but d'une telle formulation est de pouvoir


onsidérer 
haque élément K̂i séparément sans se préo

uper de la propriété de l'image Ki.

La dernière propriété est une 
onséquen
e dire
te de l'analyse numérique faite dans [Ber89℄. Elle

peut être interprêtée 
omme une 
ondition pour que l'appli
ation φi préserve grossièrement la

forme de l'élément et une perturbation non linéaire a�n de 
oller à la géométrie désirée, voir

(Fig. 1.2).
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Ki
K̃i

Aix + Ti

φi(x)

K̂i

Figure 1.2 � Appli
ation φi

Lemme 1 (Intégrale sur Ω) Pour u et v dans D(Ω). ũ(ξ) = u(φi(ξ)) |Jφi
|1/2

〈u, v〉Ω =
∑

i

〈ũ, ṽ〉K̂i
(1.6)
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Lemme 2 voir [CR72℄

supx∈K̂i
‖Dφi(x)‖ ≤ (1 + CKi

) ‖Ai‖ (1.7)

(1− CKi
) ‖Ai‖ ≤ supx∈K̂i

‖Dφi(x)‖ ≤ (1 + CKi
) ‖Ai‖ (1.8)

∀x ∈ K̂i, (1− CKi
)ddet(Ai) ≤ det(Dφi(x)) ≤ (1 + CKi

)ddet(Ai) (1.9)

Preuve : On peut é
rire Dφi(x) = (I +Dγi(x)A
−1
i )Ai et Dφ

−1
i (x) = A−1

i (I +Dγi(x)A
−1
i )−1 =∑

n∈N

(−Dγi(x)A−1
i )n. Sa
hant que CKi

= sup
x∈K̂i

∣∣Dγi(x)A−1
i

∣∣ < 1 Alors ‖A‖ =
∥∥A(Dφ)−1Dφ

∥∥ ≤

‖Dφ‖
∥∥A(Dφ)−1

∥∥ ≤ ‖Dφ‖
∥∥AA−1(I +DγA−1)−1

∥∥ ≤ ‖Dφ‖
∥∥∑

n∈N(−Dγi(x)A−1
i )n

∥∥ ≤ ‖Dφ‖ (1−
CKi

)−1
On obtient les résultats voulus. La dernière équation est obtenue en notant que le déter-

minant est une forme 
ontinue d-linéaire sur L(Rd). �
On 
her
he maintenant une dimension 
ara
téristique du sous-domaine Ωi que l'on obtient en

appliquant la transformation φi. L'intuition nous amène à penser que la dimension 
ara
téris-

tique du sous-domaine serait le diamètre de l'ensemble 
onvexe K
′

i tel que Ki ⊂ K ′

i .

Mais 
ette dé�nition ne prend pas en 
ompte la non-linéarité de φi. Ainsi la dimension 
ara
-

téristique est mieux dé
rite 
omme le plus grand ratio entre une longueur sur un segment de

l'espa
e de référen
e appartenant à K̂i et son image dans Ki. Ce
i n'est rien d'autre que la


onstante de Lips
hitz de φi.

Dé�nition 4 (Dimensions 
ara
téristiques)

hKi
= sup

(x,y)∈K̂i|x 6=y

(‖φi(x)− φi(y)‖
‖x− y‖

)
= sup

x∈K̂i

‖Dφi(x)‖ (1.10)

hKi
= ‖Ai‖ (1.11)

ρKi
= sup

r∈R
(r | BKi

(x, r) ⊂ Ki) (1.12)

Théorème 1 (Householder) Soit P ∈ L(Rd). Ave
 ρ(P ) = max{|λ| | λ ∈ Sp(P )}

ρ(P ) = inf{‖P‖ | ‖·‖} (1.13)

Lemme 3 (Déterminant et norme) Soit P ∈ L(Rd)

det(P ) ≤ ρ(P )d ≤ ‖P‖d (1.14)

Preuve : Conséquen
e dire
te de (Thm. 1) �.

Lemme 4 (Estimation et dimensions 
ara
téristiques) ∃C1 > 0, C2 > 0

C1hKi
≤ hKi

≤ C2hKi
(1.15)

det(Dφi) = Jφi
≤ hdKi

(1.16)

det(Ai) ≤ hdKi
(1.17)

Preuve : Conséquen
e dire
te de (Def. 4), (Lem. 2) et (Lem. 3) �.

Dé�nition 5 (Dimensions 
ara
téristiques de la subdivision) Ne ∈ N le nombre de sub-

divisions de Ω

hmin = min
i
{hKi

}, h = hmax = max
i
{hKi

} (1.18)

mes(Ω) =

∫

Ω
dx, NeV =

∑

i

mes(Ki) (1.19)
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A partir de (Lem. 1) et (Lem. 4) on obtient

Lemme 5 (Nombre de subdivisions)

∃C, hmin

hmaxV
≤ C ≤ 1

V
, Ne = Cmes(Ω)h−d

(1.20)

1.1.3 Problème dis
ret et estimation d'erreur a priori

Dans la se
tion pré
édente nous avons donné une subdivision de Ω. Pour résoudre numérique-

ment le problème posé, il faut passer en dimension �nie. L'idée de base a toujours été la même

depuis l'existen
e des problématiques de représentation de fon
tions. A�n de représenter toute

fon
tion on évalue ses valeurs en un nombre �ni de points et on interpole 
ontinuement grâ
e à

une base de fon
tions 
hoisie arbitrairement. On peut se référer à [Lor66℄ pour plus de détails

sur l'approximation de fon
tion. Bien sur 
e domaine est extrêmement vaste mais dans tous les


as (que nous 
onnaissons) il n'y a que trois types de fon
tions interpolantes :

� Polyn�miales

� Polyn�miales trigonométriques

� Polyn�miales rationnelles

On espère que le plus de points d'interpolation on a, le mieux on représente la fon
tion. Ce
i peut

être vu 
omme l'appro
he standard de h-ra�nement. De même si les fon
tions d'interpolation


hoisies ont des propriétés de régularité similaires à la fon
tion que l'on désire interpoler alors

là en
ore on représente mieux la fon
tion. Ce
i peut être vu 
omme l'appro
he k-ra�nement

où k est l'ordre de régularité de la fon
tion.

Notre obje
tif est de dis
uter a priori l'erreur générée par l'approximation. Ce
i a été fait dans

un 
adre trés général pour les polyn�mes en estimant la di�éren
e entre la fon
tion et l'opérateur

d'interpolation de la fon
tion. Les résultats les plus importants sont extraits de [Cia78℄, [CR71℄

et [Ber89℄.

Dé�nition 6 (Elément �ni (K,PK ,ΣK)) Ave
 D = dordre du tenseur
.

� K est un ensemble fermé Rd

� PK est un espa
e de fon
tions de dimension �nie sur K
� ΣK est un ensemble de formes linéaires 
ontinues sur {D(Rd)D+PK}, ave
 leur support
sur K

� L'ensemble ΣK est PK-unisolvant, i.e., pour tout µ dans ΣK il existe une unique fon
-

tion ρ ∈ PK telle que µ(ρ) = 1 et ∀µ′ ∈ ΣK , µ
′ 6= µ, µ

′
(ρ) = 0

Lemme 6 (Condition d'unisolvan
e) ΣK est PK-unisolvant si et seulement si

� Il existe Nv fon
tions φi linéairement indépendantes telles que µj(φi) = δij
� Nv = dim(P ) = card(ΣK)

Remarque 1 (Formes linéaires 
ourantes) Les formes linéaires sont souvent parmi 
es types

ave
 ν ∈ Rd, η ∈ Rd
et ai des points de K :

� µi : ϕ→
∫

B∈K
νi · ∇ϕds

� µi : ϕ→
∫

B∈K
ϕds

� µi : ϕ→ ϕ(ai)
� µi : ϕ→ νi · ∇ϕ(ai)
� µi : ϕ→ νti (∇(∇ϕ))(ai)ηi

Les deux premières formes linéaires 
orrespondent souvent à éléments �nis de type Morley.

La troisième forme linéaire 
orrespond à des éléments de type Lagrange. La quatrième à des

éléments de type Hermite. La 
inquième à des éléments de type Argyris.
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Dé�nition 7 (Fon
tion d'interpolation) Par (Def. 6) ∀i ∈ [1, Nv ], ∃ϕi est de�nie sur Ω

∀K ∈ Th, ϕi|K ∈ PK (1.21)

∀j ∈ [1, Nv ], µj(ϕi) = δij (1.22)

Dé�nition 8 (Approximation d'un ensemble) Ave
 les notations pré
édentes notons Th
une subdivision ave
 Ωh =

⋃

K∈Th

K et Γh = ∂Ωh.

Dé�nition 9 (Subdivision régulière) Th = {Ki|i ∈ [1, Ne]} = {φi(K̂i)|i ∈ [1, Ne]} ∃σ tel

que pour tout Ki ∈ Th on ait

hi
ρi
≤ σ ave
 ρi le rayon du 
er
le 
ir
ons
rit à Ki.

Dé�nition 10 (Système maximal des formes indépendantes sur D(Rd)D) De Σ =
⋃

K∈Th

ΣK

on peut extraire un système maximal des formes 
ontinues linéairement indépendantes que nous

dénoterons {µ1, · · · , µNv}

Dé�nition 11 (Cellule)

∀i ∈ [1, Nv ], ∆i =
⋃

K∈Th

{K|supp(µi) ⊂ K} (1.23)

Notons que supp(ϕi) ⊂ ∆i.

Dé�nition 12 (Elément �ni d'espa
e)

Xh = Span{ϕi, i ∈ [1, Nv ]} (1.24)

Dé�nition 13 (Compatibilité) Les éléments �nis d'ordre k (K,PK ,ΣK), K dans Th sont


ompatibles si :

� PK est borné indépendemment de h

� Pour i ∈ [1, Nv ] soit le support ∆i de µi est K soit µi peut être étendue aux formes


ontinues linéaires sur C0(∆i)
D

� Il existe une 
onstante L indépendante de h et pour i ∈ [1, Nv ] un entier li ≥ 0 un

élément pi de [1,∞[ et un réel ηi tel que

∀ρ ∈ PK , |µi(ρ)| ≤ Lhli−d/pi+ηi
K (1.25)

∀m ∈ [0, k], ∀q ∈ [1,∞[, ‖ϕi‖m,q,K ≤ h
−m−d/q−ηi
K (1.26)

Dé�nition 14 (Elément �ni de référen
e) (K̂, P̂K̂ , Σ̂K̂) est appelé élément �ni de référen
e

de (K,PK ,ΣK) si il existe une appli
ation inverse φ ave
 son support sur K̂ tel que :

K = φ(K̂) (1.27)

PK = {ρ = ρ̂ ◦ φ−1, ρ̂ ∈ P̂K̂} (1.28)

ΣK = {µ,∀v ∈ (D(Rd))D + PK , µ(v) = µ̂(v ◦ φ), µ̂ ∈ Σ̂K̂} (1.29)

Ave
 (Def. 14) on peut dé�nir ∆̂i tel que si ∆i =
M⋃

j=1

Kj et K̂i l'élément de référen
e de

Ki ave
 la transformation φi alors ∆i =

M⋃

j=1

φj(K̂j) et ∆̂i = {φ−1
j (Kj)|j ∈ [1,M ]}. On note que

φj(∆̂i) = Kj et on note φ∆i
la transformation de ∆̂i sur ∆i.
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Dé�nition 15 (Opérateur d'interpolation) Dé�nissons Πh : L1(Ωh)
D → Xh par une pro-

je
tion lo
ale L2
.

Soit u une fon
tion de L1(Ωh)
D
. Pour tout i ∈ [1, Nv ] il existe un unique élément ρ̂i dans

Pk(∆̂i)
D
tel que

∀ρ̂ ∈ Pk(∆̂i)
D,

∫

∆̂i

(û− ρ̂i)ρ̂dx = 0 (1.30)

alors, l'interpolé Πhu de u sur Xh est dé�ni par

Πhu =

Nv∑

i=1

µi(ρi)ϕi, ρi = ρ̂i ◦ φ∆i
(1.31)

Théorème 2 (Estimation d'erreur a priori) Supposons une subdivision régulière et des

éléments �nis (K,PK ,ΣK) d'ordre k 
ompatibles. Soit l et m des entiers positifs, p et q deux

éléments de [1,∞[ tel que l ∈ [0, k + 1]

PK ⊂
Nv⋂

i=1

W li,pi(K)D
⋂
Wm,q(K)D, W l,p(K) ⊂Wm,q(K) (1.32)

Alors pour tout K ∈ T , nous avons pour toute fon
tion u dans L1(Ωh)
D
⋂
W l,p(∆)D, où ∆ est

l'union de tous les ∆i 
ontenant K, i ∈ [1, Nv ],

‖u−Πhu‖m,q,K ≤ Ch
l−m+d(1/q−1/p)
K ‖u‖l,p,∆ (1.33)
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Projection

Transformation

L1(Ω)D

Π

K̂ K

X|K

φ

Figure 1.3 � Des
ription 
omplète d'un élément �ni

Comme montré sur (Fig. 1.3) on dé�nit 
omplétement un élément �ni à partir d'un

élément �ni de référen
e et deux fon
tions, une qui dé�nit la transformation du domaine et

l'autre qui projette la solution sur la base interpolante.
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On peut voir 
es deux propriétés par l'évaluation d'une intégrale.

∫

Ω
udx ≃

∑

i

∫

Ki

(Π(u)) (x)dx =
∑

i

∫

K̂i

(Π(u))︸ ︷︷ ︸
projection

(φi(ξ))Jφi︸ ︷︷ ︸
transformation

dξ

On peut distinguer 3 
atégories d'éléments :

� Eléments isoparamétriques : L'opérateur lo
al Π est utilisé à la fois pour dé�nir la

proje
tion ainsi que la transformation géométrique.

� Eléments isogéométriques : L'appli
ation de transformation géométrique est aussi util-

isée pour dé�nir la proje
tion de la solution.

� Eléments généraux : La proje
tion et la transformation sont indépendantes.

Les éléments isoparamétriques sont 
ommunément utilisés dans la 
ommunauté des utilisateurs

des méthodes de type éléments �nis. L'utilisation des éléments isoparamétriques n'est pas syn-

onyme d'abandon de la des
ription de la géométrie exa
te. On peut d'ailleurs se poser la question

de la signi�
ation de la géométrie exa
te. Dans 
e 
ontexte on 
onsidérera la géométrie exa
te


omme étant la géométrie obtenue à l'aide d'un modeleur 2D ou 3D. Comme 
ité dans [Ber89℄

les travaux de S
ott [S
o73℄ et Lenoir [Len86℄ permettent d'adapter la proje
tion de façon à 
e

que la fa
e Ki
⋂

Γ 
olle à la géométrie. Néanmoins 
ette pro
édure implique la 
onnaissan
e a

priori des appli
ations dé�nissant la géométrie, 
e qui est rarement le 
as puisque le module de

résolution des équations et le modeleur sont souvent des programmes séparés.

Ré
emment, l'analyse isogéométrique est apparu 
omme un outil peu anodin, grâ
e notam-

ment à [Baz09℄. Les fon
tions de base utilisées sont exa
tement 
elle du modeleur (les fon
tions

NURBS, Non-Rational B-Splines). Ainsi on garde impli
itement les informations de la géométrie

dans le solveur.

1.2 S
hémas numériques et formulation algébrique

A�n de présenter les s
hémas numériques sur lesquels 
ette étude s'appuie, nous présen-

tons l'équation standard d'un problème linéaire d'adve
tion, di�usion, réa
tion ave
 terme

sour
e.

Notre but est ensuite de dis
uter les propriétés de l'appro
he Galerkin puis 
orriger ses défauts en

introduisant la méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin). En�n nous introduirons

les notions prin
ipales des méthodes de type RDS (Residual Distribution S
heme).

1.2.1 Problème linéaire d'adve
tion, di�usion, réa
tion ave
 terme sour
e

Pour Ω ∈ Rd, d ≥ 1, on 
onsidère le problème linéaire d'adve
tion, di�usion, réa
tion

ave
 terme sour
e.

Lu := au+∇ · (bu− c∇u) = f in Ω (1.34)

u|ΓD
= gD , b · ∇u|ΓN

= gN (1.35)

où f ∈ L

2(Ω), b ∈
[
C

1(Ω)
]d
, a ∈ L

∞(Ω), c ∈ L

∞(Ω), gD ∈ L

2(ΓD), gN ∈ L

2(ΓN ).
ΓN ∩ ΓD = ∅ et ΓN ∪ ΓD = Γ = ∂Ω

De plus on ajoute les hypothèses suivantes : a+
1

2
∇ · b ≥ 0, c ≥ 0 et b · n ≥ 0 on ΓN , n étant

la normale à la frontière ΓN .

1.2.2 Formulation variationnelle

L'existen
e de l'intégrale de gau
he requiert l'appartenan
e de Lu à l'espa
e L

2(Ω), il est
su�sant sous la forme faible que u ∈ H

1(Ω).
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Soit v ∈ H

1
0,ΓD

(Ω) = {v ∈ H

1(Ω)| v|ΓD
= 0} étant une fon
tion test.

∫

Ω
auvdx+

∫

Ω
∇ · (bu)vdx −

∫

Ω
∇ · (c∇u)vdx =

∫

Ω
fvdx

Grâ
e au théorème de �ux-divergen
e (Green-Ostrogradski) et v ∈ H

1
0,ΓD

(Ω) ainsi que ∇u ·n =
gN sur ΓN

∫

Ω
auvdx+

∫

Ω
∇ · (bu)vdx +

∫

Ω
c∇u · ∇vdx =

∫

Ω
fvdx+

∫

ΓN

cgNvds

Dé�nition 16 (Formulation variationnelle) Trouver u ∈ H

1(Ω) tel que

B(u, v) = F (v), ∀v ∈ V, (1.36)

B(u, v) =

∫

Ω
auvdx+

∫

Ω
∇ · (bu)vdx +

∫

Ω
c∇u · ∇vdx, F (v) =

∫

Ω
fvdx+

∫

ΓN

cgNvds

Les théorêmes suivants sont repertoriés dans [DL84℄.

Théorème 3 (Lax-Milgram) Soit V un espa
e de Hilbert.

Soit une forme linéaire F : V → R 
ontinue (i.e. il existe CF > 0 tel que F (v) ≤ CF‖v‖V , ∀v ∈
V ).
Soit une forme bilinéaire B : V × V → R 
ontinue (i.e. il existe CB > 0 tel que B(u, v) ≤
CB‖v‖V ‖u‖V , ∀u, v ∈ V ).
Soit B V -
oer
ive (i.e. il existe γ > 0 tel que B(v, v) ≥ γ‖v‖2V , ∀v ∈ V ).
Alors, il existe une unique solution u ∈ V telle que

B(u, v) = F (v) ∀v ∈ V

Théorème 4 (Inégalité de Poin
aré) Soit Ω ⊂ Rd

ontenu dans un 
ube de Rd

de 
�té de

longueur s. Alors, il existe une 
onstante Cp = s > 0 telle que

‖v‖
L

2(Ω) ≤ Cp |v|
H

1(Ω) , ∀v ∈ H

1
0

Théorème 5 (Tra
e) Soit Ω ⊂ Rd
un ouvert sur un domaine borné possédant une frontière

régulière par mor
eaux. De plus, Ω satisfait une 
odition du 
�ne.

Alors il existe une unique appli
ation 
ontinue linéaire

γ : H1(Ω)→ L

2(∂Ω) (1.37)

et une 
onstante C > 0 telles que

‖γ(u)‖
L

2(∂Ω) ≤ C ‖u‖H1(Ω) , ∀u ∈ H

1(Ω) (1.38)

γ(u) = u|∂Ω ∀u ∈ H

1(Ω) ∩ C0(Ω) (1.39)

où γ(u) se nomme la tra
e de u sur ∂Ω et γ l'opérateur tra
e.

Proposition 1 Le problème 1.36 est bien posé ave
 les hypothèses v ∈ H

1
0, a +

1

2
∇ · b ≥ 0,

c ≥ 0, b · n ≥ 0 sur ΓN et maxK(a+
1

2
∇ · b, |b · n|) ≤ c.
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Preuve : H

1
0 est une espa
e de Hilbert. F est linéaire, B est bilinéaire.

Ave
 5, le fait que ‖v‖
H

1(Ω) = ‖v‖
L

2(Ω) + |v|2
H

1(Ω) et que
∫
ΓN

cgNvds =
∫
Γ cgNvds 
ar v ∈ H

1
0.

|F (v)| ≤
∣∣∣∣
∫

Ω
fvdx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

ΓN

cgNvds

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖gN‖L2(∂Ω)‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω)

ave
 C = Cf‖f‖
L

2(Ω) + CgN‖gN‖
L

2(∂Ω). F est 
ontinue

De plus ‖v‖
H

1(Ω) = ‖v‖L2(Ω) + |v|2
H

1(Ω)
.

|B(u, v)| ≤ (‖a‖
L

∞(Ω) + ‖∇ · b‖L∞(Ω)) ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω)

+ max
i

(‖bi‖
L

∞(Ω)) |u|H1(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖c‖L∞(Ω) |u|H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

|B(u, v)| ≤ (‖a‖
L

∞(Ω) + ‖∇ · b‖L∞(Ω) +max
i

(‖bi‖
L

∞(Ω)) + ‖c‖L∞(Ω)) ‖u‖
H

1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

|B(u, v)| ≤ C ‖u‖
H

1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

B est 
ontinue

Remarquons ∇ · (bv)v =
1

2
(∇ · b)v2 + 1

2
∇ · (bv2). On obtient l'égalité suivante.

B(v, v) =

∫

Ω
(a+

1

2
∇ · b)v2dx+

∫

Ω
c|∇v|2dx+

1

2

∫

ΓN

(b · n)v2dx

On peut remarquer que ‖v‖2
H

1(Ω) =
∫
Ω v

2dx +
∫
Ω |∇u|2dx +

1

2

∫
ΓN

(b · n)v2dx est une norme

H

1(Ω).

Ave
 l'hypothèse max
K

(a+
1

2
∇ · b, |b · n|) ≤ c on obtient la 
oer
ivité de B.

∃C > 0 B(v, v) ≥ C ‖v‖2
H

1(Ω)

Si 
ette 
ondition n'est pas respe
tée on a moins de 
ontr�le sur ‖∇u‖, il en résulte que la

méthode est instable.�

Quand v est pris égal à 
haque fon
tion de la base élément �ni, on nomme 
ette méthode :

la méthode de Galerkin. On peut montrer que dans le 
as du problème de di�usion réa
tion

ave
 terme sour
e 
ette méthode aboutit à un problème s'é
rivant sous forme de matri
es

de rigidité symétriques et on peut montrer que la solution possède une propriété de �meilleure

approximation�. Néanmoins dès que l'on prend on 
ompte des termes d'adve
tion les matri
es de

rigidité ne sont plus symétriques et 
ette propriété est perdue. De plus dans la solution obtenue

et pour des termes d'adve
tions prépondérants on voit apparaitre des os
illations noeuds-à-

noeuds.

1.2.3 La méthode �streamline di�usion� : Streamline Upwind Petrov-Galerkin

SUPG

1.2.3.1 Le prin
ipe de la méthode

Comme on l'a vu à la se
tion pré
édente il est né
essaire d'établir une relation entre la

di�usion et l'adve
tion a�n d'obtenir une méthode stable. Ainsi a�n d'obtenir une méthode ef-

�
a
e il est né
essaire, dans le 
as des problèmes dominés par l'adve
tion, d'ajouter des termes

pour 
réer une di�usion arti�
ielle. Une introdu
tion à 
ette méthode peut être vu dans [BH82℄.

On rempla
e don
 la fon
tion test v par v + τb · ∇v. On appelle 
e
i la dis
rétisation Petrov-

Galerkin. Le problème devient alors :



1.2. S
hémas numériques et formulation algébrique 23

Dé�nition 17 (Formulation variationnelle SUPG) Trouver u ∈ H

2(Ω) tel que

B(u, v) = F (v), ∀v ∈ V, (1.40)

B(u, v) =

∫

Ω
auvdx+

∫

Ω
∇ · (bu)vdx+

∫

Ω
c∇u · ∇vdx

+

∫

Ω
auτb · ∇vdx+

∫

Ω
∇ · (bu)τb · ∇vdx+

∫

Ω
c∇u · ∇(τb · ∇v)dx

F (v) =

∫

Ω
f(v + τb · ∇v)dx+

∫

ΓN

cgN (v + τb · ∇v)ds

Proposition 2 Le problème 17 est bien posé ave
 les hypothèses v ∈ H

2
0, a+

1

2
∇ · b ≥ 0, c ≥ 0

et b · n ≥ 0 sur ΓN , on supposant que l'on trouve une valeur appropriée à τ ≥ 0.

Preuve : H

2
0 est un espa
e de Hilbert. F est linéaire, B est bilinéaire.

F et B sont 
ontinus. Ce
i grâ
e au théorême (Thm. 4).

B(v, v) =

∫

Ω
(a+

1

2
((a− 1)τ + 1)∇ · b)v2dx+

∫

Ω
c∇v · ∇(v + τb · ∇v) + τ |b · ∇v|2dx

+
1

2

∫

ΓN

((1 + τ(a+∇ · b))b · n)v2dx

Considérons que le problème est dominé par l'adve
tion. Ainsi les termes de di�usion 
 ont les

mêmes a�e
ts que τ .

B(v, v) ≥
∫

Ω
(a+

1

2
((a− 1)τ + 1)∇ · b)v2dx+

∫

Ω
c∇v · ∇v + τ |b · ∇v|2dx

+
1

2

∫

ΓN

((1 + τ(a+∇ · b))b · n)v2dx

≥
∫

Ω
(a+

1

2
∇ · b)v2dx+

∫

Ω
c∇v · ∇v + τ |b · ∇v|2dx

+
1

2

∫

ΓN

(b · n)v2dx

On 
hoisit max
K

(a+
1

2
∇ · b, |b · n|) ≤ c+ τ max

i
(bi)

Dans 
e 
as B est 
oer
if. On a don
 su�samment de 
ontrol sur les termes d'adve
tion. �

Ce s
héma résoud le problème inhérent aux méthodes de Galerkin dans les 
as où les

termes d'adve
tion sont dominants. Néanmoins la méthode SUPG n'est ni monotone ni TVD

(Total Variation Diminishing) Notamment on ren
ontre aussi des problèmes dans le 
as de la

présen
e de 
ho
s, 
e
i est dis
uté dans [SHJ91℄ te [HFM87℄.

Nous revenenons maintenant sur la problématique du paramètre τ en ordre élevé. Avant de

rentrer plus en détail dans la topologie des éléments d'ordre élevé, nous faisons une première

étude 1D d'un problème standard 1D pour évaluer l'impa
t de l'ordre élevé sur le paramètre τ .

1.2.3.2 Dis
ussion sur le paramètre τ

Nous venons d'introduire la méthode SUPG. Elle fait apparaitre un paramètre τ dont

nous avons donné une formule su�sante pour que la 
oer
ivité du problème variationnel soit
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véri�ée. A�n de tenter d'être plus pré
is nous allons tenter de trouver une autre formulation

pour τ d'un point de vue minimisation d'erreur.

1.2.3.2.1 Problème de référen
e

On 
onsidère l'équation d'adve
tion di�usion 1D :

{
bu,x = cu,xx
u(0) = 0, u(1) = 1

(1.41)

x ∈ Ω = [0, 1], b est le terme d'adve
tion et c la di�usion (on 
onsidère b et c 
onstants).
Nous notons le nombre de Pe
let adimensionnel Pe = bL

c où L est une dimension 
ara
téristique

du problème. On peut alors dé�nir un nombre de Pe
let dis
ret sur 
haque élément (de même

dimension 
ara
téristique h) α = bh
c .

La solution analytique de 
e problème est donnée par :

u(x) =
e

b
c
x − 1

e
b
c − 1

1.2.3.2.2 Formulations Galerkin, SUPG et GLS

On introduit un espa
e de dimension �nie de fon
tions tests Sh
et de fon
tions poids V h

.

{
Sh ⊂ S = {u|u ∈ H2(Ω), u(0) = 0, u(1) = 1}
V h ⊂ V = {v|v ∈ H2(Ω), v(0) = 0, v(1) = 0}

La des
ription de 
es méthodes peut être vue dans [BH82℄, [HFM87℄, [Hug87℄ ou dans la se
tion

pré
édente. Pour simpli�er la présentation de 
es méthodes les termes supplémentaires imputa-

bles à la méthode GLS (Galerkin Least-Square) en gras. Ave
 
ette 
onvention les méthodes

mentionnées s'é
rivent :

Trouver uh ∈ Sh
tel que pour tout wh ∈ V h

,

∫ 1

0
(whbuh,x − wh

,xcu
h
,x)dx+

nel∑

e=1

∫

Ke

(bwh
,x − cwh

,xx)τ(bu
h
,x − κuh,xx) dx (1.42)

Ke est le e
e
′
me

élément, nel le nombre total d'éléments.

Ave
 uh = vh + gh où vh ∈ V h
et gh est la fon
tion au bord du domaine telle que u(1) = 1.

On peut réé
rire le problème :

Trouver vh ∈ Sh
tel que pour tout wh ∈ V h

,

A(wh, vh) = L(wh) (1.43)





A(wh, vh) =

∫ 1

0
(whbvh,x − wh

,xcv
h
,x)dx+

nel∑

e=1

∫

Ωe

(bwh
,x − cwh

,xx)τ(bv
h
,x − cvh,xx) dx

L(wh) = −
∫ 1

0
(whbgh,x − wh

,xκg
h
,x)dx−

nel∑

e=1

∫

Ωe

(bwh
,x − cwh

,xx)τ(bg
h
,x − cgh,xx) dx

Un élément de V h
s'é
rit sous la forme :

wh(x) =

nnp−1∑

j=2

Nj(x)cj

où Nj est la fon
tion de forme asso
iée au noeud j et cj est une 
onstante. On suppose que le

maillage 
ontient nnp points ave
 j = 1 et j = nnp 
orrespondant respe
tivement à x = 0 et

x = 1.

De la même façon, vh(x) =

nnp−1∑

j=2

Nj(x)vj où vj est la valeur de v
h
au noeud j et gh(x) = Nnnp(x)



1.2. S
hémas numériques et formulation algébrique 25

1.2.3.2.3 Formulation algébrique 
orrespondante

On 
onsidère une approximation dis
rète du domaine (i.e. [0, 1]).
La transformation entre le domaine de référen
e et le domain physique est donné par :

xe(ξ) =

nen∑

i=1

Ni(ξ)x
e
i

où ξ est la 
oordonnée dans le domaine de référen
e et nen le nombre de noeuds dans l'élément

e.
La formulation requiert la dérivée première et se
onde des fon
tions de forme par rapport à x :

Na,x(ξ) =
Na,ξ(ξ)

x,ξ(ξ)
, Na,xx(ξ) =

Na,ξξ(ξ)

x2,ξ(ξ)
− Na,ξ(ξ)x,ξξ(ξ)

x3,ξ(ξ)

La formulation algébrique est don
 :

Trouver U ∈ Rp
ave
 p = nnp − 2 = nelM − 1 :

AU = f (1.44)

{
A = match(Ael), A ∈M(Rp)
fi = L(Ni), f ∈ Rp

L'operateur d'assemblage match assemble 
orre
tement les 
oe�
ients des matri
es de raideur

Ael a�n de 
ompléter le problème algébrique. Ce
i du au fait que les fon
tions de forme ont leur

support sur une 
ellule, voir (Def. 11), l'assemblage est don
 fait en 
onséquen
e.

On peut détailler la 
omposition des matri
es Ael pour les méthodes. Les matri
es dues à la

formulation GLS sont en gras. La matri
e Ael peut être dé
omposée en six matri
es telles que

Ak
ij = Ak(Ni, Nj) :

A1(wh, vh) =

∫ 1

0
whbvh,xdx, A2(wh, vh)dx =

∫ 1

0
wh
,xcv

h
,xdx

A3(wh, vh) =

nel∑

e=1

∫

Ke

(bwh
,x)τ(bv

h
,x)dx, A4(wh, vh) =

nel∑

e=1

∫

Ke

(bwh
,x)τ(−cvh,xx)dx

A5(wh,vh) =

nel∑

e=1

∫

Ke

(cwh
,xx)τ(bv

h
,x)dx, A6(wh,vh) =

nel∑

e=1

∫

Ke

(cwh
,xx)τ(−cvh,xx)dx

On se propose de mener la �n de l'étude sur une subdivision ave
 des éléments de dimension

identique h. On 
onsidère maintenant la subdivision au sein d'un élément 1D de degré M sur

le domain de référen
e [0, 1]. Pour plus de détail voir le 
hapitre 3.

Soit (ξ)i∈[1,M+1] une subdivision régulière homogène de [0, 1]. Alors ξi =
i− 1

M
, ξi−ξj =

i− j
M

et les fon
tions de forme Lagrangienne asso
iée à l'élément de référen
e sur [0, 1] sont Ni(ξ) =∏

j

ξ − ξj
ξi − ξj

, j ∈ [1, i − 1] ∪ [i+ 1,M + 1], i ∈ [1,M + 1]. On peut don
 donner des formules

générales pour le 
al
ul de 
es fon
tions de forme.
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Pour tout i ∈ [1,M + 1] ave
 C(M, i) =
(−1)M−i+1MM

(i− 1)!(M + 1− i)!

Ni(ξ) = C(M, i)
M+1∏

j=1
j 6=i

(ξ − ξj) (1.45)

Ni,ξ(ξ) = C(M, i)

M+1∑

j=1
j 6=i

M+1∏

k=1
k 6={i,j}

(ξ − ξk) (1.46)

Ni,ξξ(ξ) = C(M, i)
M+1∑

j=1
j 6=i

M+1∑

k=1
k 6={i,j}

M+1∏

l=1
l 6={i,j,k}

(ξ − ξl) (1.47)

Lemme 7 SoitM ≥ n et Nj la j-ème fon
tion de forme Lagragienne d'un élément de référen
e

1D sur [0, 1] de degré M ave
 ses noeuds equirépartis ξk k ∈ [1,M + 1]. Alors :

M+1∑

j=1

jnNj(ξ) = (Mξ + 1)n (1.48)

ave
 P (ξ) =
∏M+1

j=1 (Mξ − j + 1) et γ =
M2 + 3M + 4

2
alors :

M+1∑

j=1

jM+1Nj(ξ) = (Mξ + 1)M+1 − P (ξ) (1.49)

M+1∑

j=1

jM+2Nj(ξ) = (Mξ + 1)M+2 − P (ξ)(Mξ + γ) (1.50)

Preuve : Cas M ≥ n : P (ξ) =
∑M+1

j=1 jnNj(ξ) − (Mξ + 1)n est un polyn�me de degré M.

Nj(ξi) = δji et (Mξi + 1)n = in ainsi P (ξi) = 0 ∀i ∈ [1,M + 1]. P (ξ) a M + 1 ra
ines don


P (ξ) = 0 et (Eq. 1.48).

Cas n =M + 1 : P (ξ) =
∑M+1

j=1 jM + 1Nj(ξ)− (Mξ + 1)M+1
est un polyn�me de degré M+1.

Nj(ξi) = δji et (Mξi + 1)M+1 = iM+1
don
 P (ξi) = CM

∏M+1
j=1 (ξxij) ∀i ∈ [1,M + 1]. Comme∑M+1

j=1 jM+1Nj(ξ) est un polyn�me de degré M et P (ξ) de degré M + 1 alors CM = −MM+1
.


e qui permet de 
on
lure (Eq. 1.49)

Cas n =M +2 : même raisonnement que pour n =M +1 sauf que l'on a une ra
ine in
onnue.

Don
 on pose

∑M+1
j=1 jM+2Nj(ξ) = (Mξ + 1)M+2 − P (ξ)(Mξ + γ) et on 
al
ule γ sa
hant que

(Mξ + 1)M+2 − P (ξ)(Mξ + γ) est un polyn�me de degré M . On obtient γ =
M2 + 3M + 4

2
et

don
 (Eq. 1.50). �

Lemme 8 SoitM ≥ n et Nj la j-ème fon
tions de forme Lagragienne d'un élément de référen
e

1D sur [0, 1] de degré M ave
 ses noeuds equirépartis ξk k ∈ [1,M + 1]. Alors :

M+1∑

j=1

jnN
(k)
j (ξ) =Mk n!

(n− k)! (Mξ + 1)n−k =Mk n!

(n− k)!
M+1∑

j=1

jn−kNj(ξ) (1.51)
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Preuve : On prend la k-ème dérivée de (Eq. 1.48) �

Lemme 9 Soit ξ ∈ [0, 1], P (ξ) =

M+1∏

j=1

(Mξ − j + 1) ave
 M pair. Alors :

P (
1

2
− ξ) = −P (ξ − 1

2
) (1.52)

Soit vh une fon
tion ave
 son support sur [0, 1] et vh(
1

2
− ξ) = vh(ξ −

1

2
), alors :

∫ 1

0
vh(ξ)P (ξ)dξ = 0 (1.53)

Preuve : Soit M = 2p. On fait le 
hangement de variable η = ξ − 1

2

P (η) =

2p+1∏

j=1

(2pη− k+ p+1) = 2pη

p∏

j=1

(2pη+ j)

p∏

j=1

(2pη− j). On obtient P (−η) = −P (η). (Eq.

1.53) est alors évident. �

On 
hoisit de diviser le domaine physique de manière homogène et régulier.

Les points du maillage sont (xi)i∈[1,nnp]. Ainsi x(ξ) =
M+1∑

j=1

Ni(ξ)xi, xi = x1 +
(i− 1)h

M

On retrouve logiquement, pour un élément :

x(ξ) = x1 +
h

M
(

M+1∑

i=1

iNi(ξ)− 1) = x1 + hξ (1.54)

x,ξ(ξ) =
h

M

M+1∑

i=1

iNi,ξ(ξ) = h x,ξξ(ξ) =
h

M

M+1∑

i=1

iNi,ξξ(ξ) = 0 (1.55)

On a don
 l'expression des dérivées se
ondes et premières en x des fon
tions de forme. Ave


C(M, i) =
(−1)M−i+1MM

(i− 1)!(M + 1− i)!

Ni,x(ξ) =
1

h
C(M, i)

M+1∑

j=1
j 6=i

M+1∏

k=1
k 6={i,j}

(ξ − ξk) (1.56)

Ni,xx(ξ) =
1

h2
C(M, i)

M+1∑

j=1
j 6=i

M+1∑

k=1
k 6={i,j}

M+1∏

l=1
l 6={i,j,k}

(ξ − ξl) (1.57)

On fait l'hypothèse que les paramètres (b, c) sont 
onstants dans un élément. On peut réé
rire

les équations ave
 le nombre de Pe
let dis
ret α = bh
c , un réel ξ = aτ

h et en é�e
tuant le 
hange-

ment de variable x =
x−xe1

h ave
 xe1 la 
oordonnée du premier noeud de l'élément e
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A1(Ni, Nj) = b

∫ 1

0
NiNj,xdx, A2(Ni, Nj) =

b

α

∫ 1

0
Ni,xNj,xdx

A3(Ni, Nj) = bξ

∫ 1

0
Ni,xNj,xdx, A4(Ni, Nj) = −

bξ

α

∫ 1

−1
Ni,xNj,xxdx

A5(Ni,Nj) =
bξ

α

∫ 1

−1
Ni,xxNj,xdx, A6(Ni,Nj) = −

bξ

α2

∫ 1

−1
Ni,xxNj,xxdx

On peut remarquer A3 = ξαA2
et A5 = −(A4)t.

Souvenons-nous que fi = L(Ni) ave
 L(wh) = A(wh, gh). La fon
tion gh est la fon
tion de

forme asso
iée au x = 1. Ce point n'est 
onne
té qu'ave
 les noeuds du dernier élément. Ainsi :

Pour j ∈ {Dernier element}, fj = L(Nj) = A(Ni, Nnp) et j /∈ {Dernier element}, fj = 0

f = (0...0 A(N1, Nnp)... A(Nj , Nnp)... A(Nnp−1, Nnp))

1.2.3.2.4 Cal
ul d'un τ optimal

Le solution dis
réte exa
te est :

un =
e

α(n−1)
M − 1

e
α
h − 1

, n ∈ [2, nnp − 1] (1.58)

En remplaçant dans le système algébrique pré
édent on obtient le système d'équations suivant :

ave
 vk = kM + 1

∑

j

Ai,j uj = 0, j ∈ [v0 + 1, v1], i ∈ [v0 + 1, v1 − 1]

∑

j

Av1,j uj = 0, j ∈ [v0 + 1, v2]

∑

j

Ai,j uj = 0, j ∈ [vk−1, vk], i ∈ [vk−1 + 1, vk − 1], k ∈ [2, nel − 1]

∑

j

Avk,j uj = 0, j ∈ [vk−1, vk+1], k ∈ [2, nel − 2]

∑

j

Avnel−1,j uj = A(N1, Nnp), j ∈ [vnel−2, vnel
− 1]

∑

j

Ai,j uj = A(Ni, Nnp), j ∈ [vnel−1, vnel
− 1], i ∈ [vnel−1 + 1, vnel

− 1]

On peut en déduire 4 règles pour k ∈ [1, nel − 1] :

Ai,j = Ai+kM,j+kM = A(Ni, Nj), i 6= vk or j 6= vk

Avk,vk = A(N1, N1) +A(Nv1 , Nv1) = γ
vk+1∑

j=vk+1

A(Nvk , Nj)uj =

v1∑

j=v0+1

A(N1, Nj)uj−v0+vk

vk−1∑

j=vk−1

A(Nvk , Nj)uj =

v1−1∑

j=v0

A(NM+1, Nj)uj−v0+vk−1
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On peut réé
rire 
es équations en utilisant wj,k = j − v0 + vk :

v1∑

j=v0+1

Ai,juj =0, i ∈ [v0 + 1, v1 − 1] (1.59)

v1−1∑

j=v0+1

Av1,juj +

v1∑

j=v0+1

A1,juwj,1 + γuv1 =0 (1.60)

v1∑

j=v0

Ai,juwj,k−1
=0, i ∈ [2,M ], k ∈ [2, nel − 1] (1.61)

v1−1∑

j=v0

Av1,juwj,k−1
+

v1∑

j=v0+1

A1,juwj,k
+ γuvk =0, k ∈ [2, nel − 2] (1.62)

v1−1∑

j=v0

Av1,juwj,nel−2 +

v1−1∑

j=v0+1

A1,juwj,nel−1 + γuvnel−1 =A(N1, Nnp) (1.63)

v1−1∑

j=v0

Ai,juwj,nel−1
=A(Ni, Nnp), i ∈ [v0 + 1, v1 − 1] (1.64)

L'avantage de 
ette é
riture est d'avoir des sommations entre v0 et v1, on peut alors noter que

tous les 
oe�
ients sont exprimés sur les fon
tions de forme du premier élément.

Un τ optimal est don
 un τ tel que (Eq. 1.61), (Eq. 1.62) soient toujours vraies. Une dernière

propriété de 
es équations est

∑v1
j=v0

Ai,j = 0 alors (Eq. 1.61), (Eq. 1.62) sont toutes équivalentes
quelque soit k.
On peut don
 simpli�er 
es équations :

M+1∑

j=1

Ai,je
αj/M =0, i ∈ [2,M ] (1.65)

M+1∑

j=1

eαj/M{AM+1,je
−α/2 +A1,je

α/2} =0 (1.66)

On en déduit les formules suivantes pour τ
Soient aki,j les termes de la matri
e Ak

et fkj = aM+1,je
−α/2 + a1,je

α/2

ξ1 =

α
M+1∑

j=1

(
αf1j + f2j

)
eαj/M

M+1∑

j=1

(
−α2f3j + α(f4j − f5j ) + f6j

)
eαj/M

(1.67)

ξi =

α
M+1∑

j=1

(
αa1i,j + a2i,j

)
eαj/M

M+1∑

j=1

(
−α2a3i,j + α(a4i,j − a5i,j) + a6i,j

)
eαj/M

, i ∈ [2,M ] (1.68)

Faisons un petit 
onstat d'é
he
 à 
e stade. On aM équations pour un paramètre. Hormis pour

M = 1 on risque d'être assez déçu... Ou pas, 
ar on fait 
et exer
i
e dans le but d'éviter d'avoir
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un paramètre τ surdimensionné qui ajouterait trop de di�usion arti�
ielle. Si on voulait obtenir

un τ optimal au sens propre, il faudrait 
onsidérer le positionnement des noeuds milieux des

éléments d'ordre élevé. Mais là en
ore, il est possible que des problèmatiques surviennent ave


les limitations liées à la né
essité de respe
ter la 
ondition de C1
-di�éomorphisme, voir (Def.

1.2). Don
 notre intérêt n'est que d'obtenir des résultats asymptotiques pour α→∞ et α→ 0.

Résultat asymptotique pour α→∞
Pour α→∞

ξi ∼ −
a1i,M+1

a3i,M+1

∼ −

∫ 1

0
NiNM+1,ξdξ

∫ 1

0
Ni,ξNM+1,ξdξ

, i ∈ [1,M ] (1.69)

Une des 
ara
téristiques prin
ipales de 
e résultat est son indépendan
e au type de la méthode

P1 1

P2 1

1
2

P3

7
13

4
9

19
63

P4

107
347

6
23

67
254

23
107

Table 1.1 � Valeur des 2ξ pour les degrés ≤ 4

(SUPG ou GLS).

En dessous du degré 4 il n'y a pas de 
omportement parti
ulier, on donne don
 le tableau

(Tab. 1.1). En revan
he pour M > 4 on remarque que le τ �optimal� suit grossièrement la règle

1

2M − 5
.

Figure 1.4 � Moyenne des

1

2ξ
et les

1

2ξ
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Résultat asymptotique pour α→ 0

Lemme 10 Soit Nj la j-ème fon
tions de forme Lagragienne d'un élément de référen
e 1D sur

[0, 1] de degré M ave
 ses noeuds equirépartis ξk k ∈ [1,M +1] ,M ≥ k, p ≥ 1 and vh ∈ H1(Ω).

∫ 1

0
vh




M+1∑

j=1

jk

Mk
N

(p)
j −

M+1∑

j=1

jk−1N
(p−1)
j


 = 0 (1.70)

Supposons vh(0) = 0 et vh(1) = 0

∫ 1

0
vh,ξ

M+1∑

j=1

jk

Mk
N

(p)
j + vh

M+1∑

j=1

jk−1N
(p)
j = 0 (1.71)

Preuve : (Eq. 1.70) est une 
onséquen
e dire
te du Lemme 8. (Eq. 1.71) est d'abord intégrée

par partie pour obtenir

∫ 1
0 v

h
,ξ

(∑M+1
j=1

jk

Mk
N

(p)
j −∑M+1

j=1 jk−1N
(p)
j

)
sa
hant que vh(0) = 0 et

vh(1) = 0. On utilise ensuite (Eq. 1.70). �

Le développement en série de Taylor de Di(α) = α
M+1∑

j=1

(
αa1i,j + a2i,j

)
eαj/M ave
 i ∈ [2,M ]

quand α→ 0 pour n ∈ N est :

Di(α) =

M+1∑

j=1

a2i,j +

n∑

k=1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(a1i,j +
j

Mk
a2i,j)


+O(αn+1)

Or

∑
Ni,ξ = 0 et (Eq. 1.71) on obtient :

Di(α) =
n∑

k=M+1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(a1i,j +
j

Mk
a2i,j)


+O(αn+1), n ≥M + 1

Dans le 
as où M = 2p, p ∈ N alors Np−1(
1
2 − ξ) = Np−1(ξ − 1

2). Dérivée d'un fon
tion

pair est impair et ré
iproquement. Ave
 le lemme 9 on obtient 
e résultat asymptotique Di,

i ∈ [2,M ] \ {p+ 1|M = 2p}.

Di(α) ∼





−αM+1

MM+1(M + 1)!

∫ 1

0
Ni,ξP (ξ),ξdξ

αM+2

MM+1(M + 1)!

∫ 1

0
Np,ξ

(
P (ξ)

M + 1

M + 2
− Mξ + γ

M(M + 2)
P (ξ),ξ

)
dξ

(1.72)

Le développement en série de Taylor de Ri(α) =
M+1∑

j=1

(
−α2a3i,j + α(a4i,j − a5i,j) + a6i,j

)
eαj/M

ave
 i ∈ [2,M ] quand α→ 0 pour n ∈ N est :

Ri(α) =α




M+1∑

j=1

a4i,j +

n∑

k=1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(−a3i,j +
j

Mk
a4i,j)


+O(αn+1)




+

M+1∑

j=1

a6i,j +

n∑

k=1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(−a5i,j +
j

Mk
a6i,j)


+O(αn+1)
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En
ore

∑
Ni,ξ = 0 et (Eq. 1.70) on obtient :

Ri(α) =α




n∑

k=M+1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(−a3i,j +
j

Mk
a4i,j)


+O(αn+1)




+

n∑

k=M+1

αk

Mk−1(k − 1)!




M+1∑

j=1

jk−1(−a5i,j +
j

Mk
a6i,j)


+O(αn+1)

On utlise le lemme 9 et on obtient le résultat asymptotique Ri, i ∈ [2,M ] \ {p + 1|M = 2p}.

RSUPG
i (α) ∼ −αM+2

MM+1(M + 1)!

∫ 1

0
Ni,ξP (ξ),ξξdξ (1.73)

RGLS
i (α) ∼





−αM+1

MM+1(M + 1)!

∫ 1

0
Ni,ξξP (ξ),ξξdξ

αM+2

MM+1(M + 2)!

∫ 1

0
Np,ξξ

(
MP (ξ),ξ −

1

M
(Mξ + γ)P (ξ),ξξ

)
− (M + 2)Np,ξP (ξ),ξξdξ

(1.74)

Et au �nal on a pour i ∈ [2,M ] \ {p+ 1|M = 2p}

ξSUPG
i ∼

∫ 1

0
Ni,ξP (ξ),ξdξ

∫
Ni,ξP (ξ),ξξdξ

(1.75)

ξSUPG
p ∼

α

∫ 1

0
Np,ξ

(
P (ξ)

M + 1

M + 2
− Mξ + γ

M(M + 2)
P (ξ),ξ

)
dξ

∫
Ni,ξP (ξ),ξξdξ

(1.76)

ξGLS
i ∼

α

∫ 1

0
Ni,ξP (ξ),ξdξ

∫
Ni,ξξP (ξ),ξξdξ

(1.77)

ξGLS
p ∼

α

∫ 1

0
Np,ξ

(
P (ξ)(M + 1)− Mξ + γ

M
P (ξ),ξ

)
dξ

∫ 1

0
Np,ξξ

(
MP (ξ),ξ −

Mξ + γ

M
P (ξ),ξξ

)
− (M + 2)Np,ξP (ξ),ξξdξ

(1.78)

On peut remarquer que pour la méthode GLS on a toujours ξ → 0 quand α→ 0. On ne donnera

que la valeur de la pente initiale s as α→ 0.

P1

1
3

P2

1
15

P3

1
30

1
30

P4

1
68

89
8535

1
68

Table 1.2 � Valeur de 4s pour un degré ≤ 4
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Figure 1.5 � Moyenne des

1

4
√
s
et

1

4
√
s

Pour ξ1 nous ne donnerons pas de résultats, 
ar les résultats sont similaires mais l'obten-

tion de la formule est plus ardue 
ar le lemme 10 ne s'applique pas, en fait il faudrait utiliser le

lemme suivant :

Lemme 11 Soit Nj la j-ème fon
tions de forme Lagragienne d'un élément de référen
e 1D sur

[0, 1] de degré M ave
 ses noeuds equirépartis ξk k ∈ [1,M +1] ,M ≥ k, p ≥ 1 and vh ∈ H1(Ω).
Supposons vh(0) = 0 et vh(1) = 1

∫ 1

0
vh,ξ

M+1∑

j=1

jk

Mk
N

(p)
j + vh

M+1∑

j=1

jk−1N
(p)
j = −1 (1.79)

∫ 1

0
vh,ξ

M+1∑

j=1

jk

Mk
N

(p)
j + vh

M+1∑

j=1

jk−1N
(p)
j = (M + 1)k−1

(1.80)

1.2.4 S
héma de distribution du résidu (RDS)

La propriété de monotonie est essentielle pour un s
héma quand on doit résoudre des

problèmes ayant pour base un 
ontexte physique.

Par example, si on traite d'une équation de transport et que l'on transporte une quantité posi-

tive, il est préférable d'avoir un s
héma qui n'introduit pas de valeurs négatives. Autrement on

peut obtenir une solution valable mathématiquement mais inutilisable physiquement.

C'est notamment le 
as dans les modèles de turbulen
e où les paramètres peuvent être la vis-


osité , l'énergie 
inétique turbulente, une longeur 
ara
téristique,... Ces paramètres ne peuvent

être négatifs 
ar ils en résulteraient une in
ompatibilité physique du modèle et une analyse

erronée. On peut 
onsulter [Kas95℄ pour une dis
ussion sur le 
hoix du s
héma pour résoudre

les équations de la turbulen
e.

On s'intéresse don
 à des s
hémas qui auraient 
es propriétés. Le s
héma de distribution du

résidu a été introduit par Roe [Roe87℄. Les s
hémas RDS sont analogues aux éléments �nis
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dans le sens où ils héritent du formalisme éléments �nis. En revan
he ils di�érent des méthodes

pré
édentes dans la manière dont la solution est obtenue et notamment dans le 
on
ept de

�distribution de l'information�.

L'idée est de pouvoir 
al
uler le résidu asso
ié à l'équation di�érentielle sur 
haque élément

puis de déterminer le ou les noeuds sur lesquels envoyer 
ette information pour passer d'une

information élémentaire à une information nodale et 
orriger la solution a�n de s'appro
her de

la solution exa
te au problème dis
ret.

Du fait que la �pré
ision� provient du 
al
ul du résidu (grâ
e à (Thm. 2)) on peut se donner

toute latitude dans la manière dont on distribue 
e résidu. Il existe ainsi un grand nombre de

manière de distribuer le résidu on peut 
iter le s
héma N ,LDA, PSI, de type Lax-Friedri
h,...

Seule l'imagination, les 
onditions de monotonie et surtout la stabilité sont la limite.

Ces méthodes sont données et dis
utées dans [Abg01℄ [Abg06℄ [ALR09℄. Comme le souligne 
es

référen
es le passage à l'ordre élevé est plus problèmatique pour deux raisons.

Tout d'abord la propriété �one-target�. A travers l'étude pré
édente sur les s
hémas de type

SUPG, on 
omprend le besoin qu'il existe de traiter les termes d'adve
tion de façon dé
entrée.

C'est 
e que se proposent de faire les di�érents s
hémas en distribuant le résidu vers le noeud

pointé par le terme d'adve
tion

~λ. On remarque que dans le 
as des simplexes il existe des 
as

où l'on distribue le résidu que vers un seul noeud. C'est la propriété �one-target�. En 
e qui


on
erne les quadrangles ou 
ubes, 
ette propriété est perdue et il en résulte un s
héma qui

né
essite une stabilisation, voir [AM07℄.

? ?

ϕK
ϕK

ϕK
ϕK

~λ
~λ

~λ
~λ

Figure 1.6 � Distribution du résidu ϕK dans le 
as d'une équation d'adve
tion de paramètre

λ
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En�n dans le 
as des éléments possédant une base polynomiale d'interpolation de degré

plus grande la problèmatique de la distribution reste entière. Il est di�
ile d'imaginer un moyen

de distribuer l'information équivalente aux éléments linéaires.

On pourrait imaginer un moyen où l'on 
onsidère le 
entre de gravité de l'élément G et de

distribuer l'information selon le 
ritère

~λ· ~GM oùM par
ours les points de dé�nition de l'élément

�ni et par l'utlilisation d'un limiteur ψ tel que

1

C

∑

M

ψ(~λ · ~GM ) = 1. Sans implémenter la

méthode on voit que le problème lié à 
ette méthode intervient quand il existe des points à

l'intérieur des éléments.

Une autre possibilité est de 
al
uler les résidus d'�ordre élevé� sur les �sous-éléments� et appliquer

un s
héma �one-target� a�n de distribuer le résidu d'ordre élevé ((Fig. 1.7)) .

La problèmatique évidente lié à 
e s
héma est son 
out algorithmique. En e�et le résidu

~λ

ϕK ′

ϕK ′′

Figure 1.7 � Obtention de s
héma d'ordre élevé par 
al
ul du résidu sur les sous-éléments de

degré élevé

sur 
haque sous-élément doit être 
al
ulé ave
 une règle d'intégration su�samment grande

(voir 1.3.2). Le s
héma d'ordre élevé est don
 d'autant plus 
outeux que le rapport des points

d'intégration entre l'élément linéaire et l'élément de degré élevé est grand.

On se propose de donner une 
onstru
tion générale au s
héma d'ordre élevé en partant d'un

point de vu �résidus pondérés�.

Dé�nition 18 (Résidu) Soit v dans l'espa
e fon
tionnel.

On note rh(v) = r(Π(v)) le résidu asso
ié à l'opérateur di�érentiel appliqué à v
Le résidu intégral global sur Ω est

〈
rh(v), rh(v)

〉
Ω

On 
her
he à résoudre v tel que rh(v) = 0.

Dé�nition 19 (Flux) Soit v dans l'espa
e fon
tionnel.

ϕK =
〈
1, rh(v)

〉
K

est le �ux global sur l'élément K

ϕi
K =

〈
γi, r

h(v)
〉
K

ave
 γi est une fon
tion à support sur K telle que

∑

i∈K

γi = 1.



36 Chapitre 1. Méthodes numériques

Si
K =

〈
s · ∇γi, rh(v)

〉
K

est le �ux de di�usion le long d'une ligne de 
ourant

Remarque :

∑

i∈K

ϕi
K = ϕK on interprête don
 γi 
omme une fon
tion de distribution. Dans le


as où les γi sont les fon
tions de la base interpolante de l'élément �ni on ré
upère une méthode

de Galerkin et Si
K est en un sens un terme SUPG.

Dé�nition 20 (Paramètre de distribution) βiK = Ψ(
ϕi
K

ϕK
) où Ψ(·) est un limiteur tel que

0 ≤ Ψ(r) ≤ 1 pour r ∈ R et si

∑

i∈K

ri = 1 alors

∑

i∈K

Ψ(ri) = 1

Remarque : Toute dis
ussion sur le limiteur 
hoisi Ψ(·) pourra être 
omplétée en 
onsul-

tant [RS95℄.

Dé�nition 21 (S
héma) Ave
 hK le paramètre dé�ni par (Def. 4)

φ̃iK = βiKφK + hKS
i
K (1.81)

φ̃i =
∑

i∋K

φ̃iK (1.82)

vn+1
i − vni = −δtφ̃i (1.83)

Propriété 1 (Conservation)

∑

i∈K

βiK =
∑

i∈K

Ψ(
φiK
φK

) = 1 ∀i 0 ≤ βiK ≤ 1 (1.84)

∑

i∈K

φ̃iK =
∑

i∈K

φiK =
∑

i∈K

βiKφK = φK (1.85)

∑

K

∑

i∈K

φ̃iK =
∑

i

∑

i∋K

φ̃iK =
〈
1, rh(v)

〉
Ωh

(1.86)

∑

i

φi =
〈
1, rh(v)

〉
Ωh

(1.87)

A 
ause du terme de type SUPG on ne peut garantir la positivté du s
héma que lorsque hK → 0.
Les propriétés d'estimation de l'erreur sont tirées de l'appro
he suivi dans [AR03℄. Soit w ∈
C10(Ω) et wh

un interpolant de {w(σ)}σ su
h that wh =
∑

σ

ψσw(σ). Alors :

∑

σ

w(σ)
∑

K∋σ

φσK =
∑

σ

∑

K∋σ

w(σ)

Card{σ ∋ K}φ
σ
K =

∑

K

∑

σ∈K

w(σ)

Card{σ ∈ K}φ
σ
K

∫

Ω
whrh(v)dx =

∑

K

1

Card{σ ∈ K}
∑

σ∈K

wσ

∫

K
ψσr

h(v)dx =
∑

K

1

Card{σ ∈ K}
∑

σ∈K

wσφ
σ
K,G

∑

σ∈K

φσK,G =
∑

σ∈K

φσK

D'où,

E(vh, wh) =

∫

Ω
rh(v)whdx+

∑

K

1

Card{σ ∈ K}
∑

σ,σ′∈K

(
wh(σ)− wh(σ

′
)
) (
φσK − φσK,G

)

Proposition 3 (Pré
ision) On suppose que le résidu véri�e la 
ontrainte, ave
 m ∈ N

φσK(v) = O(hm+d) (1.88)
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Alors l'erreur véri�e

E(vh, wh) ≤ C(w, v, r)hm+1
(1.89)

1.3 Cal
ul des intégrales

1.3.1 Dérivée dans le domaine physique

On 
onsidère des éléments �nis de référen
e (Def. 14). On 
her
he à avoir des formules

nous permettant de 
al
uler la dérivée dans le domaine physique à partir des dérivées dans

le domaine de référen
e. On rappelle que uh =
∑N

i=1Ni(ξ)µi et il existe une transformation

géométrique telle que φK(K̂) = K, ave
 φK : Rd → Rd
.

1.3.1.1 Dérivée première dans le domaine physique K

On a la relation suivante :

∂f

∂xj
=

d∑

i=1

∂f

∂ξi

∂ξi
∂xj

ave
 les notations suivantes (ξ,x)ij =
∂ξi
∂xj

et (x,ξ)ij =
∂xi
∂ξj

on peut ré
rire la formule ve
torielle

equivalente, ou (., x) est l'opérateur de dérivation par rapport au ve
teur x

f,x = f,ξξ,x

Seule x,ξ, la matri
e ja
obienne, peut être évaluée analytiquement 
ar elle reste p�lynomiale.

On note la matri
e ja
obienne de la transformation φ(ξ) :

J =




.

.

.

∂xi
∂ξj

.

.

.




= x,ξ

et son inverse

J−1 =




.

.

.

∂ξi
∂xj

.

.

.




= ξ,x

On peut noter que ξ,xx,ξ = x,ξξ,x = I. Sa
hant que ξ,xx,ξ = I alors ξ,x = (x,ξ)
−1
. On a don


tous les ingrédients pour 
al
uler la dérivée de f dans le domaine physique.

f,x = uh
,ξ(x,ξ)

−1 = f,ξ(φK(ξ),ξ)
−1

Le terme (φK(ξ),ξ)
−1

est 
al
ulé analytiquement grâ
e à la méthodes des 
ofa
teurs. Ainsi

(φK(ξ),ξ)
−1 =

1

det(φK(ξ),ξ)
com(φK(ξ),ξ), on peut noter que si la transformation φK est p�-

lynomiale alors det(φK(ξ),ξ) est p�lynomiale et les termes de la 
omatri
e com(φK(ξ),ξ) sont
aussi p�lynomiaux.
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1.3.1.2 Dérivée se
onde dans le domaine physique K

On rappelle tout d'abord le théorême de S
hwarz :

∂

∂xi
(
∂f

∂xl
) =

∂

∂xl
(
∂f

∂xi
) On note la ma-

tri
e hessienne par rapport au ve
teur x :Hx(f) =
∂2f

∂xi∂xj
. La matri
e hessienne est symétrique.

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi
(
∂f

∂xj
) =

∑

l

∂

∂ξl
(
∑

k

∂f

∂ξk

∂ξk
∂xj

)
∂ξl
∂xi

=
∑

l

(
∑

k

∂2f

∂ξl∂ξk

∂ξk
∂xj

+
∂f

∂ξk

∂

∂ξl
(
∂ξk
∂xj

))
∂ξl
∂xi

=
∑

k,l

∂ξk
∂xj

∂2f

∂ξl∂ξk

∂ξl
∂xi

+
∂f

∂ξk

∂

∂ξl
(
∂ξk
∂xj

)
∂ξl
∂xi

=
∑

k,l

∂ξk
∂xj

∂2f

∂ξl∂ξk

∂ξl
∂xi

+
∑

k

∂f

∂ξk

∂

∂xi
(
∂ξk
∂xj

)

On a don
 la formule suivante :

Hx(f) = (ξ,x)
tHξ(f)(ξ,x)+

d∑

k=1

∂f

∂ξk
Hx(ξk) = (φK(ξ),ξ)

−1tHξ(f)(φK(ξ),ξ)
−1+

d∑

k=1

∂f

∂ξk
Hx(ξk)

On peut tout de suite remarquer que l'on a bien (Hx(f))
t = ((ξ,x)

tHξ(f)(ξ,x))
t+(
∑d

k=1

∂f

∂ξk
Hx(ξk))

t =

(ξ,x)
t(Hξ(f))

t((ξ,x)
t)t+

∑d
k=1

∂f

∂ξk
(Hx(ξk))

t = (ξ,x)
tHξ(f)(ξ,x)+

∑d
k=1

∂f

∂ξk
Hx(ξk) = Hx(f).

Le problème majeur étant le 
al
ul des termes du tenseur d'ordre 3Hx(ξ) = ((φK(ξ),ξ)
−1),ξ(φK(ξ),ξ)

−1
.

Ce tenseur se 
al
ule de la manière suivante :



com(φ,ξ),ξ︸ ︷︷ ︸

T3

−
det(φ,ξ),ξ

det(φ,ξ)
⊗ com(φ,ξ)

︸ ︷︷ ︸
T⊗T2=T3



·
com(φ,ξ)

(det(φ,ξ))
2

︸ ︷︷ ︸
T3·T2=T2(T)·T2=T2(T·T2)=T2(T)=T3

Ave
 les opérations tensorielles appropriées :

Hx(f) = (ξ,x)
tHξ(f)(ξ,x)︸ ︷︷ ︸
terme 1

+ f,ξHx(ξ)︸ ︷︷ ︸
terme 2

Le terme 1 
orrespond à la dérivée se
onde paramétrique et le terme 2 à la dérivée se
onde

géométrique.

1.3.2 Cal
ul intégral sur les éléments

On note le déterminant de la matri
e ja
obienne :

j(ξ) =

.

.

.

∂ξi
∂xj

.

.

.
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Soient a : Rd → R et b : Rd → Rd
.

On peut résumer l'ensemble des intégrales qu'il sera né
essaire de 
al
uler pour les di�érents

s
hémas numériques. Notre but est d'exprimer 
es intégrales sur le domaine parent ave
 le


hangement de variable φ(ξ)
Soit κ un élément de l'espa
e dis
rétisé Th et κ̃ son équivalent sur le domaine parent tel que

φ(κ̃) = κ. Soient f et g deux fon
tions de Rd → R que l'on prend dans H2(Ω) et que l'on


onsidérera 
omme polyn�miale sur l'espa
e de référen
e κ̃.
Pour des raisons de simpli�
ation de notation on note abusivement pour toutes les appli
ations

suivantes que f(x) ≡ f(φ(ξ)), on distingue seulement les fon
tions dans le 
ontexte de leur

domaine d'intégration.

∫

κ
afgdx =

∫

κ̃
afgj(ξ)dξ

∫

κ
b · (∇f)gdx =

∫

κ̃
b · (∇ξfξ,x)gj(ξ)dξ

∫

κ
a(∇f) · (∇g)dx =

∫

κ̃
a(∇ξfξ,x) · (∇ξgξ,x)j(ξ)dξ

∫

κ
b · (∇f)∆gdx =

∫

κ̃
b · (∇ξfξ,x)


∑

i,j,k

∂2g

∂ξj∂ξk

∂ξj
∂xi

∂ξk
∂xi

+
∑

i,j

∂g(ξ)

∂ξj

∂2ξj
∂x2i


 j(ξ)dξ

1.3.3 Evaluation du degré des intégrales

On suppose que les fon
tions f et g sont polyn�miales sur le domaine de référen
e. On

note kf le degré de la fon
tion f , kmax = max(deg(f), deg(g)) et kφ = deg(x,ξ .

On peut exprimer expli
itement les termes de l'inverse de la matri
e ja
obienne.

ξ,x =
1

j(ξ)
com(x,ξ)

T

Ave
 la notation tensorielle on obtient une expression expli
ite ave
 x,ξ = aij =
∂xi
∂ξj

et ǫi1,··· ,id

le pseudo tenseur de Levi-Civita.

j(ξ) = |aij| = ǫi1,··· ,ida
i1
1 · · · aidd com(x,ξ)

T = ∆i
j ξ,x =

1

|aij |
∆i

j

On peut maintenant estimer le degré de 
ha
un des termes.

deg(j(ξ)) = d(kτ − 1) = kdet, deg(com(x,ξ)
T ) = (d− 1)(kτ − 1) = kJ−1
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On doit aussi déterminer les termes non polynomiaux et les termes polynomiaux.

a(x(ξ))︸ ︷︷ ︸
non−polynomial

fgj(ξ)︸ ︷︷ ︸
polynomial

b · (∇ξfξ,x)gj(ξ) = b(ξ)︸︷︷︸
non−polynomial

f,k(ξ)∆
k
j g︸ ︷︷ ︸

polynomial

a(∇ξfξ,x) · (∇ξgξ,x)j(ξ) =
a

j(ξ)︸︷︷︸
non−polynomial

(f,i∆
i
j) · (g,i∆i

j)︸ ︷︷ ︸
polynomial

b · (∇ξfξ,x)

(∑
i,j,k

∂2g

∂ξj∂ξk

∂ξj
∂xi

∂ξk
∂xi

+
∑

i,j

∂g

∂ξj

∂2ξj
∂x2i

)
j(ξ)

=
b

j2(ξ)︸ ︷︷ ︸
non−polynomial

f,k∆
k
j

∑

i

(
g,jk(ξ)∆

j
i∆

k
i j(ξ)− g,jajp,l∆l

i∆
p
m∆m

i

)

︸ ︷︷ ︸
polynomial

deg(fgj(ξ)) = kf + kg + kdet
deg(f,k(ξ)∆

k
j g) = kf + kg + kJ−1 − 1

deg((f,i∆
i
j) · (g,i∆i

j)) = kf + kg + 2(kJ−1 − 1)

deg(f,k(ξ)∆
k
j

∑

i

(
g,jk(ξ)∆

j
i∆

k
i j(ξ) − g,j(ξ)ajp,l∆l

i∆
p
m∆m

i

)
) = kf + kg + kmax + 4(kJ−1 − 1)

En supposant que les fon
tions f et g sont de même degré alors :

deg(fgj(ξ)) = 2k + kdet = 2k + d(kτ − 1)

deg(f,k(ξ)∆
k
j g) = 2k + kJ−1 − 1 = 2k − kτ + d(kτ − 1)

deg((f,i∆
i
j) · (g,i∆i

j)) == 2(k + kJ−1 − 1) = 2(k − kτ + d(kτ − 1))

deg(f,k(ξ)∆
k
j

∑

i

(
g,jk(ξ)∆

j
i∆

k
i j(ξ) − g,j(ξ)ajp,l∆l

i∆
p
m∆m

i

)
) = 3k − 4kτ + 4d(kτ − 1)

Un 
ertain nombre de remarques sont essentielles à 
e point.

On peut tout d'abord dire que les termes des s
hémas numériques doivent être intégrés ave


l'ordre 
orre
te d'approximation (impliquant l'ulilisation d'une règle d'intégration su�sante),

autrement on peut supposer que l'ordre du s
héma sera détérioré.

La deuxième remarque 
on
erne les termes non polynomiaux, nous venons de statuer sur le degré

des termes polyn�miaux, en revan
he, il est évident que pour des éléments su�samment défor-

més

1

j(ξ)
deviennent prépondérant et détruisent l'ordre du s
héma. Pour éviter 
e désagrément il

est alors né
essaire de re
ourir à une régle d'intégration plus grande 
ar

1

j(ξ)
∼ 1+

∑

n=1

(1−j(ξ))n,


e qui, en 
onsidérant un développement de Taylor à l'ordre n, né
éssite une régle majorée de

deg(
1

j(ξ)
) = n(kτ − 1), pour peu que les variations de j(ξ) soient faibles. D'où

deg(fgj(ξ)) = kf + kg + kdet
deg(f,k(ξ)∆

k
j g) = kf + kg + kJ−1 − 1

deg((f,i∆
i
j) · (g,i∆i

j)) = kf + kg + 2(kJ−1 − 1) + n(kτ − 1)

deg(f,k(ξ)∆
k
j

∑

i

(
g,jk(ξ)∆

j
i∆

k
i j(ξ)− g,j(ξ)ajp,l∆l

i∆
p
m∆m

i

)
) = kf + kg + kmax + 4(kJ−1 − 1) + 2n(kτ − 1)

On en déduit don
 deux aspe
ts fondamentaux pour permettre l'utilisation de règles d'intégra-

tion ave
 un nombre de points relativement peu élevé :
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� Considérer des éléments dont le degré de la transformation géométrique reste faible

� Faire en sorte que le déterminant de la transformation ait des variations trés limitées

sur κ̃
Nous verrons dans le deuxième 
hapitre que l'on peut avoir des éléments trés déformés mais

dont le déterminant de la transformation reste 
onstant à travers (Prop. 2).

(Tab. 1.3) donne le degré de 
ha
un des termes en fon
tion des paramètres k et kτ .

2D 3D

k kτ N1N2 N1∇N2 ∇N1∇N2 ∇N1∆N2 N1N2 N1∇N2 ∇N1∇N2 ∇N1∆N2

1 1 2 1 0 2 1 0

2 1 4 3 2 2 4 3 2 2

2 2 6 4 4 6 7 5 6 10

3 1 6 5 4 5 6 5 4 5

3 2 8 6 6 9 9 7 8 13

3 3 10 7 8 13 12 9 12 21

4 1 8 7 6 8 8 7 6 8

4 2 10 8 8 12 11 9 10 16

4 3 12 9 10 16 12 9 10 16

4 4 14 10 12 20 17 13 18 32

5 1 10 9 8 11 10 9 8 11

5 2 12 10 10 15 13 11 12 19

5 3 14 11 12 19 16 13 16 27

5 4 16 12 14 23 19 15 20 35

5 5 18 13 16 27 22 17 24 43

Table 1.3 � Degré des termes polynomiaux pour k et kτ en 2D et 3D

1.3.4 Cal
ul intégral appro
hé : Règles d'intégration

Le 
al
ul intégral appro
hé repose sur le prin
ipe suivant : touver N points sur le domaine

d'intégration tels que de 
oordonnées νi = {νij}j=1,··· ,d et ave
 un poids asso
ié wi :

∫

K
f(x)dx ≃

N∑

i=1

wif(νi)

Les règles d'intégration pour les triangles et tétrahèdres utilisées sont 
elles du travail de 
om-

pilation de [Coo03℄, [Coo99℄ and [CR93℄.

Les points de Gauss ont été re
al
ulés par un algorithme en quadruple pré
ision pour intégrer

des polyn�mes jusqu'au degré 27 (soit 14 points de Gauss). Le prin
ipe est simple : 
al
uler les

ra
ines aj de Ln = (1− x2)n(n) par une méthode de Newton-Raphson puis résoudre un système

de Vandermonde (Aw = b) pour obtenir les poids ave
 Aij = (aj)
i
et bi =

1− (−1)n
n+ 1

. Pour

repasser sur l'intervalle K = [0, 1] on applique y =
x+ 1

2
A�n de tester 
es règles on peut évaluer l'erreur 
ommise sur 
haque mon�me en utilisant les
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formules suivantes ave
 (α, β, γ) ∈ N sur l'espa
e K des simplexes.

∫

K
xαdx =

1

(α+ 1)
∫

K
xαyβdxdy =

α+1∑

k=0

Ck
α+1

(−1)k
(α+ 1)(k + 1 + β)

∫

K
xαyβzγdxdydz =

α+1∑

k=0

k∑

j=0

j+β+1∑

i=0

Ck
α+1C

j
kC

i
j+β+1

(−1)k+i

(α+ 1)(j + 1 + β)(k − j + i+ 1 + γ)

Les résulats 
i-dessous ((Fig. 1.9) et (Fig. 1.10)) sont obtenus en 
al
ulant l'intégral exa
te

(Iexact) et l'approximation (Iapprox), puis on tra
e l'erreur pour un (α, β) donné en double

pré
ision :

Err = log10(

∣∣∣∣
Iexact − Iapprox

Iexact

∣∣∣∣)

Degré

E
rre

ur
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Figure 1.8 � Erreur d'approximation pour les règles de quadrature 1D sur le domaine [0, 1]
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Figure 1.9 � Erreur d'approximation pour les règles de quadrature 2D sur un triangle. α est

abs
isse et β en ordonnée. De gau
he à droite : Erreur 
al
ulée pour une règle de degré 3, puis

de degré 6 et en�n de degré 10

La �gure suivante 1.11 représente l'erreur maximum 
ommise par une formule de quadra-

ture pour α+β ≤ k en 2D et α+β+ γ ≤ k en 3D sur des éléments P en double pré
ision, ave


k le degré maximum du polyn�me intégré.
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Figure 1.10 � Erreur d'approximation pour les règles de quadrature 2D sur un quadrangle. α
est abs
isse et β en ordonnée. De gau
he à droite : Erreur 
al
ulée pour une règle de degré 3,

puis de degré 7 et en�n de degré 11
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Figure 1.11 � Evolution de l'erreur maximum pour l'augmentation du degré du polynome

On peut tout d'abord remarquer que les résultats d'erreur ne sont pas symétriques pour

les simplexes alors qu'il serait logique d'avoir 
ette propriété 
omme pour les éléments de type


ube. Ce
i est dû à la forme de la formule permettant le 
al
ul de l'intégral exa
te qui a été

obtenue par une intégration d'abord sur x puis sur y, 
e qui détruit la symétrie sa
hant que

la sommation est bien plus sensible à l'erreur numérique que la multipli
ation. Cette remarque

est aussi un argument qui justi�e (Fig. 1.11), puisque nous avons une sommation en 2D et 3

sommations en 3D.

On peut aussi voir, grâ
e à (Fig. 1.9) et (Fig. 1.10), que la sous-intégration peut générer des

erreurs qui sont trés loin de l'erreur ma
hine. (On rappelle qu'en double pré
ision l'erreur

ma
hine est de l'ordre de 1e−15
, en e�et en double pré
ision 1 + 1e−15 = 1.) La 
onséquen
e

dire
te pouvant être une invalidation des propriétés intrinsèques des s
hémas numériques.

1.4 Con
lusion

A travers 
e 
hapitre nous avons introduit les notations standards employées dans le

domaine de la résolution des équations di�érentielles partielles (E.D.P.). Nous avons ensuite

introduit le 
on
ept de dis
rétisation du domaine de travail dans lequel nous avons amené l'idée
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de dé
oupage du domaine et d'éléments. Ce
i nous a permis de donner des dimensions 
ara
-

téristiques aux éléments à partir de l'espa
e dis
rétisé.

L'espa
e physique dans lequel les phénomènes physiques, modélisés par des (E.D.P.), se déroulent,

ayant été approximés géométriquement, on introduit alors l'interpolation de fon
tion. Cette

interpolation est faite sur 
haque élément et l'on 
onsidère que les fon
tions de base de l'in-

terpolation sont dé�nis sur un support lo
al de�ni par la 
ellule (Def. 11). Cette notion est

fondamentale 
ar elle implique que la résolution d'une équation sur un domaine entier peut

être fait en ne 
onsidérant que des problème lo
aux. On 
omprend que numériquement 
ette

approximation évitera des 
al
uls 
outeux.

L'interpolation d'une fon
tion 
ontinue est don
 obtenue sur un espa
e dis
rétisé. Il est alors

légitime de se demander si il est possible d'estimer l'erreur intrinsèque due à 
ette interpolation.

Une telle estimation est donnée par (Thm. 2). Elle est lo
ale à 
haque élément et est liée à deux

paramètres prin
ipaux :

� la taille 
ara
téristique de l'élément

� le degré de la base d'interpolation

Le 
adre numérique est don
 
omplèté, on sait dis
rétiser et interpoler. A�n de résoudre les

E.D.P., on rappelle les s
hémas numériques se basant sur les méthodes éléments �nis et méth-

ode des résidus distribués (R.D.S). La stabilité des s
hémas de type Streamline Upwind Petrov

Galerkin (SUPG ) est alors dis
utée. Une étude du paramètre de stabilisation τ du s
héma

SUPG est 
onduite dans le 
as des problèmes 1D et elle aboutit à des résultats asymptotiques

où le paramètres τ dépend dire
tement du degré d'interpolation. En revan
he on a pu noter que


ontrairement au 
as linéaire 
e paramètre τ n'est pas optimal en ordre élevé. Puis les problèma-

tiques liées à la 
réation de s
hémas R.D.S. d'ordre élevé sont dis
utées et un s
héma est proposé.

Les s
hémas numériques faisant intervenir des intégrales d'opérateurs di�érentielles, la

dernière partie est une analyse de la dérivation sur l'espa
e physique dans le 
as des éléments

�nis de référen
e. On montre alors le lien entre la dérivée sur l'espa
e physique et la dérivée dans

l'espa
e de référen
e, le ja
obien de la transformation et la 
omatri
e de la matri
e ja
obienne.

L'exer
i
e est aussi 
onduit dans le 
as de la dérivée se
onde 
e qui mène à une formulation

plus 
omplexe, notamment due à la dérivation de l'inverse de la matri
e ja
obienne.

Ces 
al
uls permettent d'aboutir à une estimation du degré de 
ha
un des termes du

s
hémas numériques. Ces estimations sont rappelées dans (Tab. 1.3). On a pu noter aussi que

la non-linéarité de la transformation géométrique introduit un terme non polyn�mial dans les

intégrales.

On introduit alors le 
al
ul intégral appro
hé, à travers les règles d'intégration. Ces règles

permettent d'estimer l'intégrale d'un polyn�me. On montre que la sous-estimation de la règle

d'intégration dans le 
al
ul de l'intégrale d'un mon�me mène à un résultat trés éloigné du

résultat exa
t. La 
onséquen
e d'une telle mésestimation pouvant être un résultat erroné du

s
héma numérique. En�n on souligne aussi l'augmentation de l'erreur numérique en re
ourant

à des règles ave
 un nombre grandissant de points d'intégration.



Chapitre 2

Aérodynamique

Dans 
e 
hapitre nous présentons su

intement les équations de la mé
anique des �uides

que nous allons tenter de résoudre ave
 les méthodes présentées pré
édemment. On introduit

tout d'abord les équations de Navier-Stokes et de Euler.

Dans un deuxième temps nous introduirons la notion de variables entropiques qui sont les

variables qui sont interpolées dans le 
ode. Quelques propriétés des variables entropiques seront

rappelées.

On réé
rira alors la formulation variationelle pour 
es équations dans l'obje
tif de 
lari�er les

termes 
al
ulés dans le 
ode numérique. Les termes de stabilisation et de 
apture de 
ho
 seront

expli
ités.

On donne deux modèles de turbulen
e sur lesquels des travaux d'implémentation ont été menés.

Il ne sera en au
un 
as question de dis
uter leur validité ou leur jeu de 
onstantes.

En�n on rappelle l'ar
hite
ture globale de résolution de 
es équations dans le 
ode de 
al
ul.

2.1 Equations des �uides

2.1.1 Navier-Stokes

1. Conservation de la masse :

La forme intégrale de la loi de 
onservation de la masse est donnée par :

d

dt

∫

V
ρdV = −

∫

S
ρu.dS.

La variation de masse par unité de temps à l'intérieur du volume V est équivalente à la

masse sortante à travers S par unité de temps (voir �g 2.1).

La forme lo
ale de la loi de 
onservation de la masse est donnée par :

Dρ

Dt
+ ρ∇.u = 0. (2.1)

ρ(x,y,z,t) désigne la masse volumique (kg.m−3)).
D
Dt désigne l'opérateur �dérivée parti
ulaire� (

D
Dt =

∂
∂t + u.∇).

2. Conservation de la quantité de mouvement :

La forme intégrale de la loi de 
onservation de la quantité de mouvement est donnée

par :

45
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Figure 2.1 � Elément volumique de �uide V de densité ρ et vélo
ité u, limité par une surfa
e

S, �xé dans le temps. Un élément de surfa
e dS a une normale extérieure n, τ le tenseur des

e�orts visqueux et q le �ux de 
haleur, τdS est la for
e sur dS.

d

dt

∫

V
ρudV +

∫

S
ρu(u.dS) =

∫

V
ρfdV +

∫

S
τdS.

f(x,y,z,t) désigne la for
e de volume (N.kg−1
).

τ(x,y,z,t) désigne le tenseur des e�orts visqueux (N.m−2)).
La variation de quantité de mouvement à l'intérieur du volume V du �uide par unité de

temps plus la quantité de mouvement sortant du �uide par unité de temps à travers S
est égal à la for
e exer
ée sur le volume V plus la for
e totale exer
ée sur la surfa
e S du

�uide (pression + 
ontrainte).

On dé
ompose les ve
teurs selon les axes du repère (
artésien) et on les note ainsi :

f = (f1, f2, f3) ; τ = (τ1, τ2, τ3) ; n = (n1, n2, n3)
On dé�nit σ le tenseur des 
ontraintes asso
iées à τ :

D'après l'hypothèse de Cau
hy, τ ne dépend pas des rayons de 
ourbures à la frontière

∂Ω = S, mais seulement de n . D' où :

τ = σ.n

ou sous forme matri
ielle :

[τ ] =




σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33






n1
n2
n3




Pour 1 ≤ (i, j) ≤ 3, on a alors :

τi = σijnj
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τidS = σijnjdS = σijdSj
On adopte la 
onvention de sommation sur les indi
es repétés.

En appliquant le théorème de la divergen
e sur la forme intégrale, on a :

∫

V

∂

∂t
(ρui)dV +

∫

V

∂

∂xj
(ρuiuj)dV =

∫

V
ρfidV +

∫

V

∂

∂xj
(σij)dV.

On en déduit la forme lo
ale :

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj
(ρuiuj) = ρfi +

∂

∂xj
(σij). (2.2)

On va maintenant expli
iter l'élément de matri
e σij dans (2.2) :

σij = −pmδij + µ(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)− 2

3
µ(∇.u)δij . (2.3)

La relation (2.3) est valable pour un grand nombre de �uides, l'eau et l'air in
lus. Un

�uide véri�ant 
ette relation est dit Newtonien.

(a) pm désigne la pression mé
anique : pm = −1

3
σii

(b) µ désigne la vis
osité dynamique du �uide.

On simpli�e l'équation (2.3) par :

σij = −pmδij + 2µẽij .

ẽij représente la partie déviatri
e de eij (eij =
1
2(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
), élément du tenseur des dé-

formations.)

ẽij = eij − 1
3 (∇.uδij) par dé�nition.

Le terme 2µẽij 
orrespond don
 à la partie déviatri
e de σij (σ̃ij = 2µẽij).
L'équation lo
ale est don
 donnée par :

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj
(ρuiuj) +

∂pm
∂xi

= ρfi +
∂

∂xj
(2µẽij).

3. Conservation de l'énergie :

La forme intégrale de la loi de la 
onservation de l'énergie est donnée par :

d

dt

∫

V
(ρι+

1

2
ρu2)dV +

∫

S
(ρι+

1

2
ρu2)u.dS =

∫

V
ρu.fdV +

∫

S
u.τdS −

∫

S
q.dS.

ι(x,y,z,t) désigne l'énergie interne par unité de masse (J.kg−1
).

Par 
onséquent, le terme ρι désigne la densité d'énergie interne volumique (J.m−3
).

D'autre part, le terme

1
2ρu

2
désigne l'énergie 
inétique volumique (J.m−3

). La somme des

deux termes 
orrespond à l'énergie volumique totale du système.

q désigne le �ux de 
haleur (W.m−3
).

Cette relation traduit le fait que la variation d'énergie par unité de temps à l'intérieur de

V plus l'énergie sortant de V à travers S par unité de temps est égale au travail de la

for
e exer
ée sur le volume V par unité de temps plus le travail de la for
e exer
ée sur la

surfa
e S par unité de temps plus le �ux de 
haleur entrant par S .

En appliquant le théorème de la divergen
e sur la forme intégrale, on obtient pour un
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volume V quel
onque :

∂

∂t
(ρι+

1

2
ρu2) +∇.((ρι+ 1

2
ρu2)u) = ρu.f +∇.(u.σ)−∇.q

∂(ρE)

∂t
+
∂(ρEuj)

∂xj
+
∂(pmui)

∂xj
δij = ρuifi +

∂(2µẽijui)

∂xj
− ∂qj
∂xj

.

Ave
 E = ι+ 1
2uiui et les équations 
onstitutives :

qj = −κ(θ)
∂θ

∂xj
(loi de Fourier).

ι = cvθ, p = (γ − 1)ρι (loi des gaz parfaits).

Bilan :

On é
rit les équations de Navier-Stokes sous forme de système matri
iel, en posant :

U = ρ




1
u1
u2
u3
E




︸ ︷︷ ︸
in
onnues

; F adv
i =




ρui
ρuiu1 + pmδ1i
ρuiu2 + pmδ2i
ρuiu3 + pmδ3i
ρuiE + pmui




︸ ︷︷ ︸
�ux d'Euler selon la dire
tion i

; F
diff
i =




0
σ̃1i
σ̃2i
σ̃3i

σ̃ijuj − qi




︸ ︷︷ ︸
�ux di�usif selon la dire
tion i

;F = ρ




0
b1
b2
b3

biui + r




︸ ︷︷ ︸
sour
e

b = (b1, b2, b3) designe un ve
teur de for
e massique (N.kg−1
)

r désigne l'apport en puissan
e massique (W.m−1.kg−1
)

On obtient don
 le système suivant :

U,t + F
adv
i,i = F

diff
i,i + F (2.4)

On peut réé
rire l'équation (2.4) sous forme quasi-linéaire :

U,t +AiU,i = (KijU,j),i + F (2.5)

Où Ai = F adv
i,U désigne la ième

matri
e Ja
obienne d'adve
tion et K = [Kij] désigne la matri
e

de di�usion, dé�nie par F
diff
i = KijU,j . Ce système matri
iel dé�nit 
e que l'on appelle les

équations de Navier-Stokes pour un �uide 
ompressible sous forme 
onservative.

Ce système présente l'in
onvénient de ne pas s'exprimer à l'aide de matri
e symétrique ou de

matri
e symétrique dé�nie positive. On introduit don
 un 
hangement de variables sur les in-


onnues.

2.1.2 Variables entropiques.

Il existe un 
hangement de variables permettant de symétriser le système sous sa forme


onservative, si 
elui-
i possède une fon
tion d'entropie généralisée H = H(U).
[HFM87℄ ont proposé d'introduire la fon
tion d'entropie généralisée :

H = H(U) = −ρ(s− s0)

s désigne l'entropie par unité de masse ou spé
i�que (s = ln( p
ργ ), ave
 γ =

cp
cv

rapport des


haleurs spé
i�ques et s0 l'entropie référen
e). A partir de 
ette fon
tion d'entropie généralisée,

on dé�nit un nouveau jeu d'in
onnues :

V T =
∂H
∂U
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On parle du ve
teur des variables entropiques. Le 
hangement de variable donne :

V =
1

ρι




−ρE + ρι(γ + 1− s+ s0)
u1
u2
u3
−1




On obtient alors en utilisant (2.5) , le système sous sa forme entropique :

Ã0V,t + ÃiV,i = (K̃ijV,j),i + F (2.6)

Ave
 :

Ã0 = U,V

Ãi = AiÃ0

K̃ij = KijÃ0

- La matri
e Ã0 est symétrique dé�nie positive.

- Les matri
es Ãi sont symétriques.

- K̃ = [K̃ij ] est symétrique dé�nie semi-positive.

Le passage aux variables entropiques permet d'obtenir des propriétés de symétrie qui peuvent

être exploitées par les algorithmes numériques et en analyse mathématique. De plus, on peut

obtenir un résultat de stabilité en utilisant un produit de dualité.

0 = V · (U,t + F adv
i,i − F

diff
i,i − F) = V .(Ã0V,t + ÃiV,i − (K̃ijV,j),i − F)

= −(ρs),t − (ρsui),i + V,i · (K̃ijV,j)−
(qi
θ

)
,i
+ ρ

r

θ

Sa
hant que K̃ij est une matri
e dé�nie positive et (2.1) on obtient le résultat suivant :

(ρs),t+(ρsui),i ≥ ρ
r

θ
−

(qi
θ

)
,i

ρ
Ds

Dt
≥ ρ

r

θ
− div

(
q

θ

)

∫

V
ρ
Ds

Dt
dV

︸ ︷︷ ︸
variation d'entropie

≥
∫

V
ρ
r

θ
dV

︸ ︷︷ ︸
apport de 
haleur

−
∫

S

q

θ
ndS

︸ ︷︷ ︸
�ux de 
haleur

Ce résultat se résume par l'inégalité de Clausius-Duhem (∆Ssyst ≥
Q

T
) qui est un 
ritère de

respe
t de la stabilité numérique.

2.1.3 Equations du mouvement : Euler

Les équations d'Euler peuvent être 
onsidérées 
omme un 
as parti
ulier des équations

de Navier-Stokes où l'on a : F
diff
i,i = 0 et F = 0.

En 
onséquen
e les équations d'Euler sous forme 
onservative sont :

U,t +AiU,i = 0

Ã0V,t + ÃiV,i = 0

Dans 
e 
as la 
ondition de stabilité devient ∆Ssyst = 0 qui traduit la 
onservation de l'entropie.

On peut remarquer que la méthode de Galerkin est inadéquate pour résoudre les problèmes

d'Euler 
ompressible où de l'entropie est produite, 
omme dans les 
as de 
ho
s.
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2.1.4 Formulation variationnelle SUPG et GLS

2.1.4.1 Méthode résidu pondéré

En posant,

L = Ã0
∂

∂t
+ Ãi

∂

∂xi
− ∂

∂xi
(K̃ij

∂

∂xj
)

l'opérateur Navier-Stokes di�érentiel, dans (2.6) le problème devient :

LV h = 0

Pour 
haque élements Q , la formulation variationnelle peut alors s'é
rire ainsi :

Trouver V h
, le ve
teur des variables entropiques tel que ∀W h ∈ L2(Q),

∫

Q
W

hLV hdQ = 0 (2.7)

2.1.4.2 Méthode de Galerkin

Par intégration par partie et réarrangement le problème de Galerkin s'exprime par :

Pour 
haque Q et P l'élément de frontière asso
ié, trouver V h ∈ Shn tel que pout tout W h ∈ Vhn ,
l'équation suivante soit véri�ée :

∫

Q

(
W

h · U,t(V
h)−W

h
,i · F adv

i (V h) +W
h
,i · K̃ijV

h
,j +W

h · C̃V
h
)
dQ

=

∫

P
W h ·

(
− F adv

i (V h) + F diff
i (V h)

)
ni dP (2.8)

Ces intègrales représentent la formulation de Galerkin intégrée par partie.

Cette méthode manque de stabilité numérique lorsque le nombre de Reynolds

ρU∞D

µ
est trop

élevé et que le problème n'est pas su�samment dis
retisé.

2.1.4.3 Terme SUPG et GLS

Pour remédier à 
e problème on introduit soit l'opérateur moindre-
arré (GLS, Galerkin

Least Square), soit l'opérateur SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin).

Ces termes ont pour obje
tif de rajouter arti�
iellement de la di�usion sans 
hanger le problème

physique, voir Chapitre 1.

� Terme SUPG

(nel)n∑

e=1

∫

Qe

(
ÃiW

h
,i

)
· τ
(
LV h

)
dQ

L'opérateur asso
ié à la fon
tion poids ne 
ontient que la partie d'ordre 1 de l'opérateur

di�érentiel Navier-Stokes. La partie LV h
assure que le terme SUPG ne perturbe pas

le problème physique puisque le problème est de trouver V h
tel que LV h = 0. En�n τ

est une matri
e dont la 
onstru
tion est essentielle au su

és de la méthode. [SHJ91℄

� Terme GLS

(nel)n∑

e=1

∫

Qe

(
LW h

)
· τ
(
LV h

)
dQ
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La dénomination de 
e terme est héritée des méthodes des moindres-
arrés pondérées

dont l'obje
tif est la minimisation de J =
∫
Ωwr

2
où w est la pondération et r la fon
-

tion à minimiser. Comme pour le terme SUPG, τ est une matri
e dont la 
onstru
tion

est essentiel au su

és de la méthode. [SHJ91℄

On peut remarquer que dans la 
as des fon
tions d'approximation d'ordre 1 (P1) les
termes SUPG et GLS sont équivalents.

Dans les deux termes l'a
tion de 
es opérateurs n'est opérante que sur les éléments intérieurs

au domaine Q. Il n'y a don
 pas de termes de frontière.

2.1.4.4 Terme de 
apture de 
ho
s

Une autre forme d'os
illation apparait dans les zones de dis
ontinuités (au niveau d'un


ho
 par exemple). Cela se manifeste par l'apparition d'"overshoot" et d'"undershoot" dans le

voisinage immédiat d'une dis
ontinuité. Un moyen d'éliminer 
es os
illations sans pour autant

a�e
ter la qualité de la solution dans les régions dites �lisses� (faible gradient), est d'introduire

un opérateur non-linéaire de 
apture de dis
ontinuités qui agira prin
ipalement dans les zones

non régulières.

� Terme de 
apture de 
ho
s

(nel)n∑

e=1

∫

Qe

νh∇ξW
h ·



տ

Ã0

ց


∇ξV

h dQ

où



տ

Ã0

ց


 def

=



Ã0

.

.

.

Ã0


 et ave
 deux de�nitions pour νh

1. Forme linéaire νh = |LV h|τ
/∣∣∣∣∣



տ

Ã0

ց


∇ξV

h

∣∣∣∣∣
τ

2. Forme quadratique νh = 2|LV h|2τ /|∇ξV
h|2
Ã0

ave
 par dé�nition |V |2A = V · AV

2.1.4.5 Méthode 
omplète : GLS ave
 
apture de 
ho
s

Le problème �nal est don
 :

∫

Qn

(
W h · U,t(V

h)−W h
,i · F adv

i (V h) +W h
,i · K̃ijV

h
,j +W h · C̃V h

)
dQ+

(nel)n∑

e=1

∫

Qe
n

(
LW h

)
· τ
(
LV h

)
dQ

+

(nel)n∑

e=1

∫

Qe
n

νh∇ξW
h ·



տ

Ã0

ց


∇ξV

hdQ =

∫

Pn

W
h ·
(
− F

adv
i (V h) + F

diff
i (V h)

)
nidP

2.1.4.6 Traitement du terme temporel

Le terme temporel U,t(V
h) est dis
rétisé par une méthode de type Ba
kward Di�erentia-

tion Formulas (B.D.F.). Dans 
e 
as U
(n)
,t (V h) s'approxime par U

(n)
,t =

1

∆t

k∑

j=0

akjU
(n−j)

pour

le B.D.F. d'ordre k ave
 U (n)
le 
hamp U au temps n.
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On a le développement suivant U
(n−j) = U(t− j∆t) = U(t) +

k∑

i=1

1

i!

∂iU

∂ti
(−j∆t)i +O(∆tk+1).

Ce qui implique que U
(n)
,t =

1

∆t

k∑

j=0

[
akjU(t) +

k∑

i=1

1

i!

∂iU

∂ti
(−j∆t)i +O(∆tk+1)

]
.

D'où

∂U

∂t
=

1

∆t




k∑

j=0

akjU(t) +

k∑

j=0

akj(−j)
∂U

∂t
∆t+

k∑

i=2

1

i!

∂iU

∂ti
∆ti

k∑

j=0

akj(−j)i)


 +O(∆tk)

On trouve don
 les 
oe�
ients akj en résolvant le sytème :




1 1 · · · 1 1

0 -1 · · · -j · · ·
.

.

.

0 (−1)i · · · (−j)i · · ·
.

.

.







ak0
ak1
.

.

.

aki
.

.

.



=




0

1

0

.

.

.

0




2.1.5 Formulation faible dis
rétisée

On 
hoisit les polyn�mes d'interpolation de Lagrange de degré k :

∀ x ∈ Ω, t ∈ In

V h(x, t) =

(nnp)∑

i=1

Ni(x)vi;(n+1)

W
h(x, t) =

(nnp)∑

i=1

Ni(x)wi;(n+1)

où,

1. vi;(n+1) est le ve
teur (m× 1) des in
onnues au noeud i sur Q au temps n+ 1 et wi;(n+1)

la valeur de la fon
tion de poids asso
iée, au noeud i.

2. (nnp) est le nombre de noeuds 
ontenu dans Q.

3. Ni(x) représente le polyn�me de Lagrange de degré k asso
ié au noeud i.

En posant,

v = {vT1;(n+1), v
T
2;(n+1), ..., v

T
(nnp);(n+1)}T

w = {wT
1;(n+1),w

T
2;(n+1), ...,w

T
(nnp);(n+1)}T

v(n) = {vT1;(n), vT2;(n), ..., vT(nnp);(n)
}T

En utilisant les fon
tions dis
rétisées dans la formulation faible (2.9), on obtient le nouveau

système matri
iel :

w.G(v, v(n)) = 0

G(v, v(n)) est un système non-linéaire de taille (nnp.m)×1, qui dépend du ve
teur des in
onnues

v et du ou des ve
teurs des 
onditions initiales v(n). Le système (2.1.5) étant valable pout tout

w non 
ontraint et en ne tenant pas 
ompte des 
onditions aux limites de type Diri
hlet, on a :

G(v, v(n)) = 0



2.2. Modélisation de la turbulen
e 53

Le problème se réduit don
 à résoudre un système non-linéaire à nnp×m équations et nnp×m
in
onnues. Pour résoudre 
e système non-linéaire, on utilise un algorithme prédi
teur/multi-


orre
teur :

Le ve
teur v(n) sert de prédi
teur, on l'utilise pour initialiser v sur In.

1. v(0) = v(n) par dé�nition (prédi
teur).

2. Soit v(i), ième

orre
tion de v(multi-
orre
teur).

En e�e
tuant un développement de Taylor de G autour de v(i+1)
, on a :

G(v(i+1), v(n)) ≃ G(v(i), v(n)) +
∂G

∂v
(v(i), v(n))∆v(i) = 0

ave
 ∆v(i) = v(i+1) − v(i)

En posant,

R
(i) = G(v(i), v(n))

M
(i) =

∂G

∂v
(v(i), v(n))

le résidu et la matri
e tangente sur In respe
tivement, à la ième
itération, on réé
rit l'éq. (2.1.5) :

M
(i)∆v

(i) = −R(i)

On résoud en�n 
ette équation pour obtenir v(i+1)
.

Cette méthode étant semblable à une méthode de type Newton-Raphson, elle pâtit des mêmes

problèmes. A savoir qu'elle diverge pour des valeurs initiales �trop é
artées� de la solution �nale.

Pour éviter 
e désagrément on relaxe la résolution en introduisant un terme

I

∆tD
.

R(i) = G(v(i), v(n))

M∗(i) =
I

∆tD
+
∂G

∂v
(v(i), v(n))

On résoud alors :

M∗(i)∆v(i) = −R(i)

Ce système linéaire est résolu ave
 une méthode itérative Generalized minimal residual method

(G.M.R.E.S.), voir [SHJ89℄.

2.2 Modélisation de la turbulen
e

On 
onsidère des modélisations de la turbulen
e à travers l'expli
itation d'un modèle du


hamp s
alaire µt, la vis
osité turbulente, qui survient dans l'approximation de Boussinesq,

voir [Bou77℄ [Bou97℄. Un rappel plus général peut être vu dans [Cat99℄.





∂ (ρ)

∂t
+∇ · (ρu) = 0

∂ (ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = ∇ · σ

∂ (ρE)

∂t
+∇ · (ρEu) = ∇ · (σu− q)

(2.9)
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ρ densité T température

p pression q �ux de 
haleur

u vitesse σ tenseur des e�orts

E énergie τ tenseur des e�orts visqueux

e densité d'énergie interne Cv 
apa
ité thermique massique à volume 
onstant

1

2
u2

énergie 
inétique Cp 
apa
ité thermique massique à pression 
onstante

λ, µ 
oe�
ients de vis
osité Pr nombre de Prandtl laminaire (0.72)

κ 
oé�
ient de 
ondu
tivité thermique γ ratio des 
apa
ités thermiques

Table 2.1 � 
ommon variables

Le tenseur des e�orts est dé�ni par :

σ = τ − pI

On suppose un �uide newtonien :

τ = 2µ
(
∇u+∇uT

)
+ λ (∇ · u) I

Ave
 l'hypothèse de Stokes :





2µ+ 3λ = 0

τ = µ

(
∇u+∇uT − 2

3
(∇ · u) I

)

L'énergie totale et l'énergie interne sont dé�nis par :

E = e+
1

2
u
2 e = CvT

Le �ux de 
haleur est déterminé par la loi de Fourier :

q = −κ∇T κ = µ
Cp

Pr

2.3 Equations moyennées

Ave
 l'approximation de Boussinesq, 〈·〉 étant la valeur moyenne de Favre, · étant la valeur
moyenne totale.





∂ (ρ̄)

∂t
+∇ · (ρ̄u) = 0

∂ (ρ̄〈u〉)
∂t

+∇ · (ρ̄〈u〉 ⊗ 〈u〉) = ∇ · (τ̂ − p̂I)
∂ (ρ̄〈E〉)

∂t
+∇ · (ρ̄〈E〉〈u〉) = ∇ · ((τ̂ − p̂I) 〈u〉 − q̂)

(2.10)
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Ave
 



τ̂ = (µ̄+ µt)

(
∇〈u〉+∇〈u〉T − 2

3
(∇ · 〈u〉) I

)

p̂ = p̄− 2

3
ρ̄k = (γ − 1) ρ̄〈e〉

〈E〉 = 〈e〉+ 1

2
〈u〉2 + k

q̂ = (κ̄+ κt)∇〈T 〉
k =

1

2
u′2

u′ = u− 〈u〉
κt = µt

Cp

Prt

(2.11)

2.3.1 Equations k-ǫ





∂ (ρ̄k)

∂t
+∇ · (ρ̄〈u〉k)−∇ ·

((
µ̄+

µt
σk

)
∇k
)

= Pk −
2

3
ρ̄k∇ · 〈u〉 − ρ̄ǫ

∂ (ρ̄ǫ)

∂t
+∇ · (ρ̄〈u〉ǫ)−∇ ·

((
µ̄+

µt
σǫ

)
∇ǫ
)

= C1
ǫ

k
Pk −

2

3
ρ̄C1ǫ∇ · 〈u〉 − ρ̄C2

ǫ2

k

Pk = µt

(
∇〈u〉+∇〈u〉T − 2

3
(∇ · 〈u〉) I

)
: ∇〈u〉

(2.12)

Les équations k-ǫ 2.12 sont 
ouplées ave
 les équations de Navier-Stokes moyennées 2.10 et

peuvent être réé
rites :





ρ̄
∂ (k)

∂t
+ ρ̄〈u〉 · ∇ (k)−∇ ·

((
µ̄+

µt
σk

)
∇k
)

= Pk −
2

3
ρ̄k∇ · 〈u〉 − ρ̄ǫ

ρ̄
∂ (ǫ)

∂t
+ ρ̄〈u〉 · ∇ (ǫ)−∇ ·

((
µ̄+

µt
σǫ

)
∇ǫ
)

= C1
ǫ

k
Pk −

2

3
ρ̄C1ǫ∇ · 〈u〉 − ρ̄C2

ǫ2

k

Pk = µt

(
∇〈u〉+∇〈u〉T − 2

3
(∇ · 〈u〉) I

)
: ∇〈u〉

(2.13)

νt = Cµ
k2

ǫ

Les 
onstantes du modèle sont :

Cµ = 0.09, C1 = 1.44, C2 = 1.92, σk = 1.0, σǫ = 1.3

2.3.2 Equations Spalart-Allmaras

∂ (ν̃)

∂t
+ 〈u〉 · ∇ (ν̃)−∇ ·

(
1

σ
(ν̄ + ν̃)∇ν̃

)
= Cb1S̃ν̃ +

Cb2

σ
∇ν̃ · ∇ν̃ − Cω1fω

ν̃2

d2
(2.14)

νt = ν̃fv1

d est la distan
e à la paroi, les 
onstantes et fon
tions du modèle sont :

fv1 =
χ3

χ3 + C3
v1

, χ =
ν̃

ν̄
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S̃ = fv3S +
ν̃

κ2d2
fv2 , S =

√
2∇∧ u : ∇∧ u

fv2 = (1 +
χ

Cv2

)−3, fv3 =
(1 + χfv1)(1− fv2)

χ

fω = g

(
1 + C6

ω3

g6 +C6
ω3

) 1
6

, g = r + Cω2(r
6 − r), r =

ν̃

S̃κ2d2

Cb1 = 0.1355, σ =
2

3
, Cb2 = 0.622, Cω2 = 0.3, Cω3 = 2

Cω1 =
Cb1

κ2
+

1 + Cb2

σ
, Cv1 = 7.1, Cv2 = 5, κ = 0.41

2.4 Résolution des équations en 
ouplage faible

De façon simpliste le 
ode fon
tionne de la manière suivante pour introduire un modèle

de turbulen
e. Les variables qui sortent de 
ha
un des modules sont 
onsidérées 
omme des


onstantes dans le module suivant. Ce
i est fait pour 
haque itérations non-linéaires jusqu'à 
e

que les équations de Navier-Stokes soient su�samment résolues.

Les équations de Navier-Stokes et les modèles de turbulen
e sont ainsi 
ouplés faiblement.

L'intérêt prin
ipal de 
ette manière de pro
èder est d'éviter de réé
rire un problème tout 
ouplé

Renvoie (〈u〉, ρ̄, e)
Solveur Navier-Stokes

Solveur modèle turbulen
e

Renvoie µt

pour 
haque modèle de turbulen
e qui surgit. On dénombre tellement de modèles de turbulen
e

qu'il est impensable de réé
rire le 
ode pour 
ha
un.

En revan
he 
ette méthode peut présenter un 
ertain nombre de désagréments.

� Pas de 
ontr�le global sur le problème 
omplet N.S. + turbulen
e

� Câler le pas de temps lo
al des itérations non linéaires pour ne pas résoudre un problème

plus rapidement que l'autre.

� Instabilité

� Evaluation de l'erreur ?

On 
omprend qu'à 
e niveau de 
omplexité de simulation, on ne maitrise plus vraiment 
e qui

se passe. On doit simplement partir du prin
ipe que l'on fait 
on�an
e au s
héma numérique

pour fournir une �
ertaine qualité� de résultat.

L'évaluation des résultats ne peut don
 être que qualitative.



2.5. Con
lusion 57

2.5 Con
lusion

Un rappel des équations fondamentales de la mé
anique des �uides a été fait a�n de mieux

appréhender les problèmes que l'on souhaite résoudre.

Ce 
hapitre a été l'o

asion d'une présentation de la méthode utilisée dans le 
ode de


al
ul, à savoir la méthode SUPG appliquée aux équations sous leur forme entropiques. Nous

avons dé
rit le terme de 
apture de 
ho
s employé, qui ne semble pas né
éssiter d'adaptation

dans le 
adre de l'utilisation d'élément de degré supérieur à 1.

La méthode de dis
rétisation du terme temporel a été abordée et on note qu'il est aussi

possible d'avoir re
ours à des méthodes d'ordre élevé pour le traitement de 
e terme.

Une expli
ation synthétique 
on
ernant la méthode de résolution de 
es équations, qui

ont un fort 
ara
tère non-linéaire, a été expli
itée.

On a souligné l'utilisation de l'algorithme G.M.R.E.S. (Generalized Minimal Residual Method)

dans la résolution des systèmes linéaires.

Une bref introdu
tion des équations de turbulen
e (k − ǫ et Spalart-Allmaras) qui ont été im-

plémentées ave
 des s
hémas d'ordre élevé a été faite.

Pour terminer, la méthode de résolution du problème 
omplet Navier-Stokes + turbulen
e

a été expliquée. On souligne que la manière �
ouplée faiblement� présente un 
ertain nombre

d'in
onvénients : des problèmes de stabilité, un faible 
ontr�le sur la 
onvergen
e du résidu et

une di�
ulté d'évaluation de l'erreur.
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Chapitre 3

Eléments et Maillages

Ce 
hapitre 
ontient une des
ription de la topologie des élements �nis. Il tente de proposer

une des
ription des éléments, de leurs 
ara
téristiques et de montrer 
ertaines propriétés intrin-

sèques. Les propriétés des éléments tels que les simplexes, hyper
ubes, prismes seront étudiés.

Il est à noter au passage que la des
ription faite i
i re�ète l'état a
tuel de la librairie informa-

tique LEA (Library for Elements and Analysis), implémentée par mes soins pour la gestion des

maillages en ordre élevé.

Nous présenterons brièvement les espa
es de polyn�mes dans lesquels nous travaillerons, suivi de

quelques propriétés sur la dérivation de polyn�mes. Nous dé
rirons les propriétés des di�érents

éléments implémentés et leurs propriétés. En�n nous présenterons une te
hnique de 
réation de

maillage d'ordre élévé dans des 
on�gurations variées.

3.1 Notions préliminaires

3.1.1 Espa
es de polyn�mes

Soit α un multi-indi
e tel que : xα = xα1
1 xα2

2 ...xαn
n and |α| =∑αi

L'espa
e de polyn�me asso
ié aux d-Simplexes :

Pk(R
d) = L{xα, |α| ≤ k} dim Pk(R

d) =
(k + d)!

k!d!

L'espa
e de polyn�me asso
ié aux d-Hyper
ubes :

Qk(R
d) = L{xα, ∀i αi ≤ k} =

d︷ ︸︸ ︷
Pk(R)⊗ Pk(R)...⊗ Pk(R) dim Qk(R

d) = (k + 1)d

L'espa
e de polyn�me asso
ié aux d-Prismes :

PQk(R
d) = Pk(R)⊗ Pk(R

d−1) dim PQk(R
d) = (k + 1)

(k + d− 1)!

k!(d− 1)!

On peut remarquer :

dimQk

dimPk
−→
k→∞

d!
dimPQk

dimPk
−→
k→∞

d
dimQk

dimPQk
−→
k→∞

(d− 1)!

Ce qui est une façon peu intuitive de voir qu'en dimension 6 on peut diviser un 
ube en 720

simplexes ou en 120 prismes.

59
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3.1.2 Produit de fon
tions

3.1.2.1 Dérivées d'un produit de fon
tions

Soit F{∅} =

n∏

i=1

fi(ξ) ave
 ξ ∈ Rd
le produit des fon
tions fi et F{ij,j={··· }} =

n∏

i=1
i6={ij,j={··· }}

fi(ξ).

Les dérivées s'é
rivent alors :

∂F{∅}

∂ξj1
=

n∑

i1=1

∂fi1
∂ξj1

F{i1}

∂2F{∅}

∂ξj1∂ξj2
=

n∑

i1=1




∂2fi1
∂ξj1∂ξj2

F{i1} +
∂fi1
∂ξj1

n∑

i2=1
i2 6=i1

∂fi2
∂ξj2

F{i1,i2}




∂3F{∅}

∂ξj1∂ξj2∂ξj3
=

n∑

i1=1

∂3fi1
∂ξj1∂ξj2∂ξj3

F{i1}

+
n∑

i1=1

n∑

i2=1
i2 6=i1

(
∂2fi1
∂ξi1∂ξi2

∂fi2
∂ξi3

+
∂2fi1
∂ξi1∂ξi3

∂fi2
∂ξi2

+
∂2fi1
∂ξi2∂ξi3

∂fi2
∂ξi1

)
F{i1,i2}

+
n∑

i1=1

n∑

i2=1
i2 6=i1

n∑

i3=1
i3 6={i1,i2}

∂fi1
∂ξj1

∂fi2
∂ξj2

∂fi3
∂ξj3

F{i1,i2,i3}

· · ·

3.1.2.2 Dérivées d'un produit de fon
tions linéaires

Soit F{∅} =

n∏

i=1

Li(ξ) ave
 ξ ∈ Rd
le produit des fon
tions linéaires Li et F{ij,j={··· }} =

n∏

i=1
i6={ij,j={··· }}

Li(ξ). Alors on a la formule générale pour la dérivation.

Pour m < n :

∂mF{∅}∏m
k=1 ∂ξjk

=

n∑

i1=1

n∑

i2=1
i2 6=i1

n∑

i3=1
i3 6={i1,i2}

· · ·
n∑

im=1
im 6={i1,i2,··· ,im−1}

∂Li1
∂ξj1

∂Li2
∂ξj2

∂Li3
∂ξj3

· · · ∂Lim
∂ξjm

F{i1,i2,i3,··· ,im}

Pour m = n :

∂mF{∅}∏m
k=1 ∂ξjk

=

n∑

i1=1

n∑

i2=1
i2 6=i1

n∑

i3=1
i3 6={i1,i2}

· · ·
n∑

im=1
im 6={i1,i2,··· ,im−1}

∂Li1
∂ξj1

∂Li2
∂ξj2

∂Li3
∂ξj3

· · · ∂Lim
∂ξjm

Pour m > n :

∂mF{∅}∏m
k=1 ∂ξjk

= 0

On peut remarquer que pour toute fon
tion s'exprimant 
omme un produit de fon
tions linéaires

on peut fa
ilement obtenir sa dérivée sa
hant que

∂Lik
∂ξjk

est une 
onstante.
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3.1.3 Numérotation des noeuds

Les éléments de référen
e seront dé�nis sur [0, 1]d. Néanmoins le positionnement relatif

des noeuds dans l'espa
e sera donné sur une base d'entier Bk = [0, k]d. L'avantage apparaitra

par la suite.

La numérotation des noeuds sera renseignée pour 
haque élément. Cette numérotation est assez

arbitraire, néanmoins on s'atta
he à 
e que la numérotation suive, pour les éléments de degré

1, l'orientation positive (i.e. on numérote dans le sens d'un simplexe dire
t).

L'important 
'est qu'il existe une transformation telle que à 
haque 
oordonnée on asso
ie un

numéro et inversement. Il existe une fon
tion bije
tive telle que

I : Nd −→ N

Ĩ −→ i

Ĩ sont les 
oordonnées du noeud dans Bk.
Dans 
ette base toute permutation de l'élément peut être aussi dé�nie par des entiers, ainsi

soit PK une permutation de l'élément K et Ii les 
oordonnées dans la base Bk du noeud i alors

PK(Ij) ∈ Bk.
Cette base permet don
 de passer fa
ilement de la numérotation à l'empla
ement dans l'espa
e

à travers l'appli
ation I et sa ré
iproque I−1
. En revan
he, rien n'a été dit sur les 
oordonnées

�exa
te� des noeuds. On peut 
iter i
i deux grandes familles quand il s'agit d'ajout de points

dans un élément de référen
e pour obtenir des éléments d'ordre élevé :

� Points équidistants : ani =
i

n

� Points de T
heby
hev : ani =
1

2
(1 + cos(

(2i+ 1)π

2(n + 1)
))

Pour plus de détail on peut se référer à [Hes98℄.

Les résultats prin
ipaux sont rappelés i
i. Soit une interpolation de Lagrange, utilisant les

p�lynomes de Lagrange de degré n à m variables. Πm
n = (x1, · · · ,xN ) les points nodaux, N =

Cm+n
m .

Imn f(x) =
N∑

i=1

f(xi)Li(Πm
n ,x)

On dé�nit la norme || · || :

‖Imn ‖ = sup
f 6=0

‖Imn f‖∞
‖f‖∞

, ‖f‖∞ = max
x∈Sm

|f(x)|

Théorème 6 (Lebesgue) Soit f [Sm] ∈ C[Sm] et l'ensemble de noeuds, Πm
n ; alors

‖f(x)− Imn f‖∞ ≤ (1 + Λ(Πm
n ))‖f(x)− p∗(x)‖

où ‖f(x)− p∗(x)‖ = infp∈Pm
n
‖f − p‖ et Λ(Πm

n ) = ‖Imn ‖ est la 
onstante de Lebesgue

Nous avons les résultats asymptotiques suivant pour la 
onstante de Lebesgue :

� Points équidistants : ΛEq
n ≃

2n+1

en(log(n) + γ)

� Points de T
heby
hev : ΛT
n ≃

2

π
log(n+ 1)

En 
hoisissant l'option des points équidistants on induit une plus grande erreur sur l'approxima-

tion 
ompensée par une fa
ilité de 
al
ul des polyn�mes de Lagrange. De plus pour des degrés

plus petits que 4 la 
onstante de Lebesgue reste quasiment la même. L'utilisation des points de
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T
heby
hev semble don
 
onditionnée par l'utilisation d'éléments de degré trés élevé.

Permutations :

On peut noter que, dans notre dé�nition de la numérotation des noeuds, la numérotation n'est

pas unique. En e�et, en supposant une transformation a�ne ŷ = Ax̂ + T sur l'élément de

référen
e telle que 
ette transformation envoie K̂ sur K, si on numérote 1 le noeud 0Rd alors si

il existe x̂ tel que Ax̂+ T = 0Rd on peut aussi envisager la numérotation telle que I(x̂) = 1.

3.2 Des
ription des éléments implémentés dans LEA

3.2.1 Implémentation générique des éléments

Le langage C++ o�re des 
on
epts informatiques qui permettent une 
lassi�
ation ex-

trêmement rationnelle et hiérar
hique de l'information. De plus il autorise la surdé�nition

d'opérateur 
e qui permet d'appro
her la programmation de l'é
riture mathématiques formelle.

Les propriétés d'héritage et de virtualisation autorisent la généralisation d'une information et

le traitement de l'objet général au lieu de l'objet parti
ulier. La spé
i�
ation de l'informa-

tion traitée devient alors super�ux et transparente pour l'utilisateur. Il faut don
 se demander

qu'elles sont les informations générales qui seront né
essaires à l'utilisateur pour traiter tous les

types d'éléments.

On se propose, i
i, de dé�nir les attributs et les méthodes essentielles à la des
ription des élé-

ments. Il est évident qu'a�n de rester 
on
is nous ne dé
rirons i
i que les méthodes essentielles

qui font appel aux informations détaillées élément par élément 
i-aprés.

Attributs pour les éléments de volume :

� Le degré de l'élément

� Le nombre de noeuds

� Une 
onne
tivité (i.e. la liste des numéros globaux, dans le système maximal (Def. 10),

pour 
et élément)

Méthodes pour les éléments de volume :

� Egalité entre élément à la permutation prêt

� Fon
tions I et I−1

� Extra
tion de frontières (i.e. extraire un élément �fa
e�)

� Véri�
ation si un élément est une fa
e

� Dé
oupage d'élément de degré k en élément de degré p ave
 kmod p = 0
� Pour x ∈ K trouver ξ ∈ K̂ tel que x = φ(ξ)
� Cal
ul des fon
tions de forme, leur gradient et dérivée se
onde

� Cal
ul des gradients et dérivées se
ondes dans le domaine physique

� Chargement des points d'intégration

� Cal
ul du volume

� Cal
ul d'intégrales

Attributs pour les éléments de frontière :

� Attributs pour les éléments de volume +

� Un 
ode

� Une 
onne
tivité de normales (normales 
al
ulées par le modeleur, vues 
omme �exa
te�)

Méthodes pour les éléments de frontière :

� Méthodes pour les éléments de volume +

� Cal
ul des normales

� Extrusion selon les normales

On 
rée don
 un objet �Element� possédant les attributs d'un élément de volume ave
 toutes les

méthodes dé
rites 
omme virtuelles et qui seront redé�nies dans la des
ription �spé
ialisée� des

di�érents élements. On 
rée ensuite un pointeur de type �Element� sur un élément spé
ialisé et
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l'appel aux méthodes sera fait par typage dynamique.

3.2.2 Fon
tions d'interpolation générale en dimension d

3.2.2.1 Fon
tions d'interpolation de Lagrange et de Bernstein sur un d-Hyper
ube

à noeuds équidistants

On 
onsidère un élément de référen
e K = {(ξ1, ξ2, · · · , ξd) ∈ Rd|0 ≤ ξi ≤ 1 ∀i ∈ [1, d]}
de degré k et la transformée géométrique φ.
On 
onsidère les points de référen
e équidistants :

{x̂i}Ni=1 = {(
i1
k
, · · · , id

k
)|ij ∈ [0, k]}

et les points physiques tels que xi = φ(x̂i).

Le noeud numéroté i a pour 
oordonnée

1

k
I−1(i) = { ip

k
}p=1,d = x̂i.

A�n que Card(ΣK) = dim(PK) les fon
tions de forme seront dans l'espa
e p�lynomialQk(R
d) =

PK en e�et dim Qk(R
d) = (k + 1)d. L'espa
e des 
ontraintes ΣK asso
ié aux fon
tions d'inter-

polation de type Lagrange est :

µi(f) = f(φ(
i1
k
, · · · , id

k
)) = f(xi)

et l'espa
e des 
ontraintes ΣK asso
ié aux fon
tions d'interpolation de type Bernstein est :

µi(f) =
∑

j

γijf(φ(
i1
k
, · · · , id

k
)) =

∑

j

γji f(xi)

L'existen
e des γij et leurs valeurs sont données par :

Lemme 12 (Base d'interpolation et 
ontraintes) Soit {Bk}k=1,dim(PK) une base de PK .

∃(γij)j=1,dim(PK) tels que pour toute 
ontrainte de ΣK ave
 card(ΣK) = dim(PK)

µi : p→
∑

j

γijp(φ(x̂i)), i = 1, card(ΣK) = dim(PK)

on a :

µi(B
k) = δik

Preuve : µi(B
k) =

∑
j γ

i
jB

k(x̂i) = δik se met sous la forme du système suivant ΓB = Id or

{Bk} est une base et les points x̂i sont distin
ts don
 B est inversible et γij = (B−1)ij �.

Etant donné que les fon
tions de Bernstein sont une base sur R[X], leur produit 
artésien est

une base sur Rd[X] et la 
onséquen
e dire
te est qu'il existe des 
ontraintes sur le d-Hyper
ube

telles qu'on puisse dé�nir un élément �ni de référen
e ave
 des fon
tions d'interpolations de

type Bernstein.

3.2.2.1.1 Fon
tions de Lagrange

La fon
tion d'interpolation Ni ∈ Qk(R
d) asso
iée au noeud i de 
oordonnées Ĩ = (i1, · · · , id)

sur la base Bk est :

Ni(ξ) = N
I(Ĩ)

(ξ) =
d∏

j=1

k∏

p=0
p 6=ij

kξj − p
ij − p
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On peut réé
rire 
es fon
tions en notant Lj =
k∏

p=0
p 6=nj

kξj − p
ij − p

.

Remarquons que Lj dépend uniquement de ξj ∈ R et Lj sont des produits de fon
tions linéaires.

Ni(ξ) = N
I(Ĩ)

(ξ) =

d∏

j=1

Lj(ξ)

Preuve de l'unisolven
e : µi(f) = f(φ(x̂i)) d'où µi(Nj) = Nj(x̂i) = δij . Regardons les propriétés
de la fon
tion linéaire Lj . On peut fa
ilement véri�er que :

Lj(
ij
k
) = 1 Lj(

il
k
) = 0, ij 6= il

La 
on
lusion est évidente puisque les x̂i sont dans la base Bk. Nj(x̂i) = δij �.

Ces fon
tions de forme sont des produits de fon
tions linéaires ave
 les propriétés suivantes :

∂Lj
∂ξl

= 0 ∀l 6= j

F{∅} =

n∏

i=1

Li(ξ) et F{ij,j={··· }} =

n∏

i=1
i6={ij,j={··· }}

Li(ξ) d'où

∂Ni

∂ξl
=
∂Ll
∂ξl

F{l}

∂2Ni

∂ξl1∂ξl2
=
∂Ll1
∂ξl1

∂Ll2
∂ξl2

F{l1,l2}

∂2Ni

∂ξ2l1
=
∂2Ll1
∂ξ2l1

F{l1}

3.2.2.1.2 Fon
tions de Bernstein

La fon
tion d'interpolation Ni ∈ Qk(R
d) asso
ié au noeud i de 
oordonnées Ĩ = (i1, · · · , id)

sur la base Bk est :

Ni(ξ) = N
I(Ĩ)

(ξ) =

d∏

j=1

Bk,ij(ξj) =

d∏

j=1

C
ij
k ξj

ij (1− ξj)k−ij

L'unisolven
e vient du fait que les fon
tions de Bernstein forment une base puis on utilise le

Lemme 12.

∂Ni

∂ξl
=
∂Bk,il(ξl)

∂ξl

d∏

j=1
j 6=l

Bk,ij(ξj)

∂2Ni

∂ξl1∂ξl2
=
∂Bk,il1

(ξl1)

∂ξl1

∂Bk,il2
(ξl2)

∂ξl2

d∏

j=1
j 6={l1,l2}

Bk,ij(ξj)

∂2Ni

∂ξ2l1
=
∂2Bk,il1

∂ξ2l1

d∏

j=1
j 6=l1

Bk,ij(ξj)
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3.2.2.2 Fon
tions d'interpolation de Lagrange et de Bernstein sur un d-Simplexe

à noeuds équidistants

On 
onsidère un élément de référen
e K = {(ξ1, ξ2, · · · , ξd) ∈ Rd|∑d
i=1 ξi ≤ 1} de degré

k et la transformée géométrique φ.
On 
onsidère les points de référen
e équidistants :

{x̂i}Ni=1 = {(
i1
k
, · · · , id

k
)|ij ∈ [0, k] ∧

d∑

j=1

ij ≤ k}

et les points physiques tels que xi = φ(x̂i). On introduit i0 = k −
d∑

j=1

ij , ainsi on a toujours

d∑

j=0

ij = k|ij ∈ [0, k].

A�n que Card(ΣK) = dim(PK) les fon
tions de forme seront dans l'espa
e p�lynomial Pk(R
d) =

PK en e�et dim Pk(R
d) =

(k + d)!

k!d!
. L'espa
e des 
ontraintes ΣK asso
ié aux fon
tions d'inter-

polation de type Lagrange est :

µi(f) = f(φ(
i1
k
, · · · , id

k
)) = f(xi)

et l'espa
e des 
ontraintes ΣK asso
ié aux fon
tions d'interpolation de type Bernstein est :

µi(f) =
∑

j

γijf(φ(
i1
k
, · · · , id

k
)) =

∑

j

γji f(xi)

L'existen
e des γij trouve sa justi�
ation dans le Lemme 12.

3.2.2.2.1 Fon
tions de Lagrange

On note (λ0(ξ), λ1(ξ), · · · , λd(ξ)) les 
oordonnées bary
entriques de ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξd) :

λ0(ξ) = 1−
d∑

i=1

λi(ξ), ∀i ∈ [1, d] λi(ξ) = ξi

La fon
tion d'interpolation Ni ∈ Pk(R
d) asso
iée au noeud i de 
oordonnées Ĩ = (i0, i1, · · · , id)

sur la base Bk est :

Ni(ξ) = Ñ
I(Ĩ)

(ξ) =
d∏

j=0

1

ij!

ij−1∏

p=0

(kλj − p)

Que l'on peut réé
rire en notant Lj =
1

ij !

ij−1∏

p=0

(kλj − p).

On remarque que L0 dépend de (ξ1, ξ2, · · · , ξd) ∈ Rd
, les Lj dépendent seulement des ξj ∈ R et

en�n Li est un produit de fon
tions linéaires.

Ni(ξ) = N
I(Ĩ)

(ξ) = L0(ξ)
d∏

j=1

Lj(ξj)

Preuve de l'unisolven
e : Regardons les propriétés de Lj .
On véri�e fa
ilement que :

Lj(
ij
k
) = 1 Lj(

il
k
) = 0, il < ij Lj(

il
k
) > 0, ij ≤ il
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ar la valeur de kλi au noeud x̂j est exa
tement (Ĩ(x̂j))i.
La 
onséquen
e dire
te est que Ni(ai) = 1.
Considérons le 
as Ni(aj) i 6= j. Comme

∑d
i=0 ni =

∑d
i=0(Ĩ(x̂j))i = k, si x̂j 6= x̂i alors au

moins une des 
oordonnées de x̂j dans Bk est plus petite qu'une des 
oordonnées de x̂i. Ce qui
sous-entend qu'il existe au moins une fon
tion telle que Lm(x̂j) = 0, et don
 Ni(aj) = 0 i 6= j
�.

Les fon
tions de forme sont des produits de fon
tions linéaires ayant les propriétés :

∂Lj
∂ξl

=

0 ∀l 6= j l ≥ 1

F{∅} =
d∏

i=1

Li(ξ) and F{ij,j={··· }} =
d∏

i=1
i6={ij,j={··· }}

Li(ξ)

∂Ni

∂ξl
=
∂L0
∂ξl

F{∅} + L0
∂Ll
∂ξl

F{l}

∂2Ni

∂ξl1∂ξl2
=

∂2L0
∂ξl1∂ξl2

F{∅} +
∂L0
∂ξl2

∂Ll1
∂ξl1

F{l1} +
∂L0
∂ξl1

∂Ll2
∂ξl2

F{l2} + L0
∂Ll1
∂ξl1

∂Ll2
∂ξl2

F{l1,l2}

∂2Ni

∂2ξl1
=
∂2L0
∂2ξl1

F{∅} +

(
2
∂L0
∂ξl1

∂Ll1
∂ξl1

+ L0
∂2Ll1
∂ξ2l1

)
F{l1}

3.2.2.2.2 Fon
tions de Bernstein

On note (λ0(ξ), λ1(ξ), · · · , λd(ξ)) les 
oordonnées bary
entriques de ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξd) :

λ0(ξ) = 1−
d∑

i=1

λi(ξ), ∀i ∈ [1, d] λi(ξ) = ξi

Ĩ = (i0, i1, · · · , id) sur la base Bk est 
onsidéré 
omme un multi-indi
e. Alors la fon
tion de

Bernstein en dimension d de degré k asso
ié au multi-indi
e ave
 C Ĩ
k =

k!
∏d

p=0(ip)!
est :

Bd

k,Ĩ
= C Ĩ

k

d∏

p=0

λp(ξ)
ip

Preuve : Bd

k,Ĩ
forment une base sur Pd

k l'espa
e des p�lynome de dimension d et de degré k :

Pour tout k et d {Bd

1,Ĩ
} et {B1

k,Ĩ
} sont des bases. On suppose {Bd−1

k,Ĩ
} et {Bd

k−1,Ĩ
} des bases.

{Bd

k,Ĩ
} est une base si on montre

dim(Pd
k
)∑

i=1

βiB
d

k,I−1(i)=Ĩ
= 0⇔ βi = 0 pour i ∈ [1, dim(PK )].

On se �xe à 
haque λj(ξ) = 0 pour j = [1, d]. Chaque Bd
k,I−1(i) 6= 0 tel que λj(ξ) = 0 appartient

à {Bd−1

k,Ĩ
} qui est une base par hypothèse.

On dérive par rapport à un λj quel
onque les termes restant, la 
ombinaison résultante est

dim(Pd
k−1)∑

i=1

γiB
d

k−1,I−1(i)=Ĩ
= 0 ave
 les γi 6= 0 et γi = A(βi) ave
 A une appli
ation linéaire de

noyau nul or par hypothèse {Bd

k−1,Ĩ
} est une base. On a 
ouvert tous les termes βi = 0 don


{Bd

k,Ĩ
} est une base. �.

L'unisolven
e vient du fait que les fon
tions de Bernstein forment une base puis on utilise le

Lemme 12.
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3.2.2.3 Positivité des éléments iso-paramétriques dans un 
adre général

On rappelle que dans le 
as de 
es éléments la transformation géométrique est dé�nie à

l'aide des fon
tions d'interpolations.

Soit x = φ(ξ) =
∑

iNi(ξ)xi, ave
 xi les 
oordonnées des points de 
ontr�les dans le domaine et

ξ les 
oordonnées dans le domaine de référen
e.

Un élément est dit �positif� lorsque que φ est un C1-di�éomorphisme soit det(
∂φ

∂ξ
) > 0 sur K̂

l'élément de référen
e. Dans le 
as où les Ni(ξ) forment une base interpolante on a

∑
iNi(ξ) = 1

d'où l'invarian
e de la positivité det(
∂φ

∂ξ
) par transformation a�ne de déterminant positif.

En e�et, soit A une matri
e et T un ve
teur, Ax+T = A(
∑

iNi(ξ)xi)+(
∑

iNi)T =
∑

iNi(ξ)(Axi+

T ), det(
Ax + T

∂ξ
) = det(A)det(

∂φ

∂ξ
).

Ainsi les éventuelles études de positivité pourront toujours être faites en ramenant le problème

sur le domaine de référen
e K̂ sans perdre de généralité.

De plus on peut noter la propriété suivante :

Propriété 2 (Critère su�sant pour det(
∂φ

∂ξ
) = 1 (à la transformation a�ne près)) Soit

N un ensemble de noeuds tel que la somme des fon
tions de forme asso
iées à 
es noeuds soit

égale à une fon
tion dont les variables sont dans l'espa
e Rd−1
et tel que Rd = H ⊕ Rd−1

.

Alors une perturbation h ∈ H sur les noeuds de N ne modi�e pas la valeur de det(
∂φ

∂ξ
)

Preuve : On se pla
e sur l'élément de référen
e. On note x̂ji la jeme
, j ∈ [1, d] 
omposante du

noeud de référen
e i. Dans 
e 
as la transformation géométrique est l'identité d'où

∑
iNix̂

j
i = ξj

et par suite det(
∂φ

∂ξ
) = 1. N un ensemble de noeuds ayant les propriétes 
i-dessus et une

perturbation h ∈ H = ξd sur les noeuds N .

∑
iNix̂

j
i = ξj pour j ∈ [1, d − 1] et

∑
i/∈N Nix̂

d
i +∑

i∈N Ni(x̂
d
i + h) =

∑
iNix̂

d
i + (

∑
i∈N Ni)h = ξd + (

∑
i∈N Ni)h or par hypothèse

∑
i∈N Ni =

f(ξ1, · · · , ξd−1) d'où
∑

i/∈N Nix̂
d
i +

∑
i∈N Ni(x̂

d
i + h) = ξd + f(ξ1, · · · , ξd−1)h. Ainsi det(

∂φ

∂ξ
) =

det(I +




1 0 0 |

0 � 0

∂f

∂ξ
0 0 1 |

0 0 0 1



) = 1

3.2.2.4 Ré
iproque de la transformation géométrique et proje
tion

On 
her
he la transformation géométrique inverse telle que ξ = φ−1(x). Pour 
e faire

on emploie une méthode de type Newton-Raphson. On reprend les notations du 
hapitre 1,

φ(ξ) = Aξ + T + γ(ξ).
On 
her
he à résoudre F (ξ) = φ(ξ)−x = 0Rd . On initialise la méthode par ξ0 = A−1(x−T ) et
l'erreur de départ est don
 F (ξ0) = γ(ξ0). En pratique pour les éléments positifs "trés" déformés

il faut repla
er ξ0 dans le domaine de référen
e K̂. La véri�
ation du théorême de Kantorovi
h

est fortement lié aux propriétés de γ(ξ), empiriquement on présente i
i l'algorithme employé

qui semble ne pas faire défaut, même dans le 
as d'éléments positifs trés déformés.

Algorithme 1 (Ré
iproque ave
 Newton-Raphson) Initialisation ξ = A−1(x− T )
e = ‖F (ξ)‖ , eo = e+ 10ǫ, t = 0
tant que e > ǫ et t < tmax
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si eo − e < 2ǫ et t > tmin renvoie faux

eo = e
ξ = ξ −Dφ−1F (ξ)
e = ‖F (ξ)‖ t = t+ 1

�n tant que

si t 6= tmax (sinon renvoie faux)

si ξ ∈ K̂ renvoie vrai et ξ

Les 
hoix de tmax et tmin sont empiriques et permettent d'éviter les 
as divergents aprés tmin

itérations. Ils dépendent du type d'élément et de la dimension.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

D

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D

2.35
2.3
2.25
2.2
2.15
2.1
2.05
2
1.95
1.9
1.85
1.8
1.75
1.7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
-1.2
-1.4
-1.6
-1.8

Table 3.1 � Représentation d'un élément P en 2D de degré 2 et sa déformation lo
ale D =

det(
∂φ

∂ξ
)

det(A)
. Résultats sur une grille de points de l'algorithme (Algo. 1) ave
 tmax = 10 et tmin = 4,

représentation du nombre d'itérations de l'algorithme (positif si l'algorithme renvoie vrai, négatif

sinon).

X

Y

Z

D

6

X

Y

Z

D

9
8.5
8
7.5
7
6.5
6
5.5
5
4.5
4

Table 3.2 � Représentation d'un elément P en 3D de degré 3 et sa déformation lo
ale D. Résul-

tats sur une grille de points de l'algorithme (Algo. 1) ave
 tmax = 10 et tmin = 4, représentation
du nombre d'itérations de l'algorithme (positif si l'algorithme renvoie vrai, négatif sinon).

(Tab. 3.1) et (Tab. 3.2) montrent que l'algorithme est assez robuste même pour des

éléments déformés. La deuxième �gure montre un élément où s'applique (Prop. 2) et où l'al-

gorithme 
onverge en une itération. On peut don
 intuiter que l'algorithme 
onverge d'autant
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plus rapidement que D =

det(
∂φ

∂ξ
)

det(A)
varie peu dans K̂. En�n la dernière �gure montre que dans

le 
as d'un élément négatif l'algorithme 
onverge mal dans les zones non bije
tives. Les 
on
lu-

sions sont les mêmes dans les 
as 3D montrés 
i aprés ave
 un tétraèdre de degré 3 dans une


on�guration (Prop. 2) et une 
on�guration où D varie.

3.2.3 Eléments implémentés

3.2.3.1 Elément 1D

Un segment est 
omposé de k + 1 noeuds. Son espa
e de référen
e est [0, 1].
L'opérateur I est dé�ni ainsi

I1(j) =





1 , j = 0
2 , j = k
i+ 2 , j = i j ∈ [1, k − 1]

Les fon
tions d'interpolation peuvent être déduites dire
tement de la généralisation multi-d
proposée 
i-dessus. On montre l'allure des fon
tions de Lagrange et de Bernstein (Tab. 3.3)

ainsi que leur dérivée première et se
onde.

0 0.5 1

0

0.5

1
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0

0.5

1
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0

0.5

1

1 2
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0
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4
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5
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0

0.5

1
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0

1

2
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0
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Table 3.3 � Eléments 1D sur K̃ = [0, 1], fon
tions de Lagrange (à gau
he) et de Bernstein (à

droite) en vert (ordonnée de gau
he), première dérivèe en jaune (première ordonnée de droite),

se
onde dérivée en orange (deuxième ordonnée de droite).

Positivité des éléments 1D isoparamétriques

On peut aussi dis
uter des propriétés de positivité des éléments 1D dans le 
as des éléments

isoparamétriques (on utilise la base d'interpolation 
omme transformation géométrique).

Interpolation Bernstein

La transformation géométrique s'é
rit x =
∑k

i=0Bk,i(ξ)cI1(i). ci sont des points de 
ontr�le et

non les points du domaine physique puisque nous n'avons pas la propriété Bk,i(x̂j) = δij. Pour
simpli�er les notations on note di = cI1(i).

Les propriétés des fon
tions de Bernstein nous donnent : det(
∂φ

∂ξ
) =

∑k−1
i=0 Bk−1,i(ξ)(di+1 − di)



70 Chapitre 3. Eléments et Maillages

ainsi pour les points ci non permutés par rapport à l'élément de référen
e, tel que c1 < c3 <

· · · < ck+1 < c2 est une 
ondition su�sante pour que det(
∂φ

∂ξ
) > 0.

Soit PB = {d0 = 0, dk = 1, {di}i=1,k−1|di < di+1, di ∈ [0, 1]} l'espa
e des points de 
on-

tr�le pour l'interpolation de Bernstein, à 
et espa
e 
orrespond des points de 
ontrole pour les

polyn�mes de Lagrange tel que

∑k
i=0Bk,i(ξ)di =

∑k
i=0 Lk,i(ξ)xi nommons PL = {x0 = 0, xk =

1, {mxi
< xi < Mxi

}i=1,k−1|xi < xi+1, xi ∈ [0, 1]} 
et espa
e. Il existe une bije
tion γ telle que

PL = γ(PB). On peut don
 remarquer qu'un élément dont les points physiques appartiennent à

PL est un élément ave
 interpolation de Lagrange qui est positif. C'est un 
ritère su�sant mais

assez restri
tif 
omme nous allons le voir dans les 
as parti
uliers suivants :

Degré 2 Lagrange

Supposons un élément de degré 2 ave
 des fon
tions d'interpolation de Lagrange. La transfor-

mation géométrique s'é
rit x = φ(ξ) = (1 − ξ)(1 − 2ξ)x1 + 4ξ(1 − ξ)x3 + ξ(2ξ − 1)x2, ave
 la

translation T = −x1 puis la transformation A =
1

x2 − x1
, et ave
 la remarque pré
édente on se

ramène au problème équivalent x = φ(ξ) = 4ξ(1− ξ)h+ ξ(2ξ − 1) ave
 h =
x3 − x1
x2 − x1

, h ∈ [0, 1].

det(
∂φ

∂ξ
) = 4(1 − 2ξ)h + (4ξ − 1) pour ξ ∈ [0, 1]. Dans 
e 
as det(

∂φ

∂ξ
) > 0 pour h ∈]1

4
,
3

4
[, soit

±1

4
autour de sa position de référen
e.

Degré 3 Lagrange

On pro
ède 
omme pour le degré 2, les paramètres h1 et h2 dans [0, 1] sont les positions des

noeuds milieux. Les positions de référen
e sont h1 =
1

3
et h2 =

2

3

orrespondant respe
tivement

à x2 et x3.

Figure 3.1 � Valeur de det(
∂φ

∂ξ
) en fon
tion de h1 et h2.

Le 
er
le noir a pour rayon 0.09 et est 
entré aux points de référen
e que nous nommerons

C. L'espa
e délimité par la borne violette 
orrespond à l'espa
e PL et l'espa
e délimité par la

borne blan
he est l'�espa
e de positivité� que nous nommerons EP des éléments de Lagrange.

On peut remarquer que l'on peut dégager plusieurs 
onditions su�santes, à savoir :

� h1 et h2 ne varient pas plus de ±0.09 de leur position de référen
e, (h1, h2) ∈ C
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� (h1, h2) ∈ PL


ar C ∈ EP et PL ∈ EP

Degré 4 Lagrange

On pro
ède 
omme pour le degré 2 et 3, les paramètres h1, h2 et h3 dans [0, 1] sont les positions

des noeuds milieux. Les positions de référen
e sont h1 =
1

4
, h2 =

1

2
et h3 =

3

4

orrespondant

respe
tivement à x2, x3 et x4. Les 
er
les noirs sur les 
oupes sont de rayons minimum 0.045

Table 3.4 � De gau
he à droite : �espa
e de positivité� EP , �espa
e de positivité� EP maillé et

espa
e PL, �espa
e de positivité� EP en 
oupe et espa
e PL maillé

Table 3.5 � Coupe pour Z = href3 =
3

4
, Y = href2 =

1

2
et X = href1 =

1

4

et sont 
entrés aux points de référen
e, ils appartiennent à une sphère que nous nommerons S.
On peut remarquer que l'on peut dégager plusieurs 
onditions su�santes, à savoir :

� h1, h2 et h3 ne varient pas plus de ±0.045 de leur position de référen
e, (h1, h2, h3)
∈ S

� (h1, h2, h3) ∈ PL


ar S ∈ EP et PL ∈ EP .

3.2.3.2 Triangle (P)

Pour K̃ = {(x, y) ∈ [0, 1]2|x+ y < 1}. Nombre de noeuds = (k + 1)(k + 2)

2
.

� Noeuds des angles :

IP2 (0, 0) = 1, IP2 (k, 0) = 2, IP2 (0, k) = 3
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� Noeuds des 
otés :

IP2 (i, 0) = 3 + i, IP2 (k − i, i) = k + 2 + i, IP2 (0, k − i) = 2k + 1 + i, i ∈ [[1, k − 1]]

� Noeuds intérieurs :

Les noeuds intérieurs sont sur un triangle de degré k − 3 dont le premier noeud est

numéroté 3k + 1. Ainsi on 
ontinue à numéroter les noeuds en suivant la même règle

que pré
édemment ave
 k ← k−2 et 1← 3k+1, jusqu'à 
e qu'il n'y ait plus de noeuds.
Permutations :

On note les permutations dans la base Bk de l'élément sous la forme ŷ = Ax̂+ T , (Tab. 3.6).

A

[
1 0

0 1

] [
-1 -1

1 0

] [
0 1

-1 -1

]

T

[
0

0

] [
k

0

] [
0

k

]

Table 3.6 � Permutations pour le triangle

3.2.3.3 Quadrangle (Q)

Pour K̃ = [0, 1]2. Nombre de noeuds = (k + 1)2.

� Noeuds des angles :

I
Q
2 (0, 0) = 1, IQ2 (k, 0) = 2, IQ2 (k, k) = 3, IQ2 (0, k) = 4

� Noeuds des 
otés :

I
Q
2 (i, 0) = 4 + i, IQ2 (k, i) = k + 3 + i

I
Q
2 (k − i, k) = 2k + 2 + i, IQ2 (0, k − i) = 3k + 1 + i, i ∈ [[1, k − 1]]

� Noeuds intérieurs :

Les noeuds intérieurs sont sur un quadrangle de degré k − 2 dont le premier noeud a

pour numéro 4k + 1. On numérote en suivant une spirale.

Permutations :

On note les permutations dans la base Bk de l'élément sous la forme ŷ = Ax̂+ T , (Tab. 3.7).

A

[
1 0

0 1

] [
0 -1

1 0

] [
-1 0

0 -1

] [
0 1

0 -1

]

T

[
0

0

] [
k

0

] [
k

k

] [
0

k

]

Table 3.7 � Permutations pour le quadrangle

3.2.3.4 Tétraèdre (P)

Pour K̃ = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3|x+ y + z < 1}. Nombre de noeuds = (k + 1)(k + 2)(k + 3)

6
.
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� Noeuds d'angle :

IP3 (0, 0, 0) = 1, IP3 (k, 0, 0) = 2, IP3 (0, k, 0) = 3, IP3 (0, 0, k) = 4

� Noeuds d'arête du triangle du plan i3 = 0 :

IP3 (i, 0, 0) = 4 + i, IP3 (k − i, i, 0) = k + 3 + i, IP3 (0, k − i, 0) = 2k + 2 + i, i ∈ [[1, k − 1]]

� Noeuds d'angle du triangle du plan n3 = i :

IP3 (0, 0, i) = 3k−1+3i, IP3 (k−i, 0, i) = 3k+3i, IP3 (0, k−i, i) = 3k+1+3i, i ∈ [[1, k−1]]

� Noeuds intérieurs du triangle du plan i3 = 0 :

Numéroté en spirale. Il y a m =
(k − 1)(k − 2)

2
noeuds

� Noeuds d'arête du triangle du plan i3 = j, j ∈ [[1, k − 1]] :

IP3 (j, 0, i) = mi + j, IP3 (k − j, j, i) = mi + k − 1− i+ j,

IP3 (0, k − j, i) = mi + 2(k − 1− i) + j, j ∈ [[1, k − 1− i]]

ave
 mi =
(k + 1)(k + 2) + 3i(2k − i− 3)

2
+ 1

� Noeuds intérieurs du triangle du plan i3 = j, j ∈ [[1, k − 2]] :

Numérotés en spirale. Il y a m =
(k − 1− i)(k − 2− i)

2
noeuds intérieurs du triangle

du plan i3 = j, j ∈ [[1, k − 2]]
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Table 3.8 � 3D elements Pk, k=[1,4℄, K̃ = {(x̃, ỹ, z̃) | x̃ ≥ 0, ỹ ≥ 0, z̃ ≥ 0, x̃+ ỹ + z̃ ≤ 1}

Permutations :

On note les permutations dans la base Bk de l'élément sous la forme ŷ = Ax̂+ T .
Il y a 4 permutations de l'élément et 
haque fa
e peut être permutée 3 fois. On note en 
olonne

les permutations de l'élément et en ligne les permutations de fa
e, (Tab. 3.9).

3.2.3.5 Héxaèdre (Q)

Pour K̃ = [0, 1]3. Nombre de noeuds = (k + 1)3.

� Noeuds d'angle :

I
Q
3 (0, 0, 0) = 1, IQ3 (k, 0, 0) = 2, IQ2 (k, k, 0) = 3, IQ2 (0, k, 0) = 4

I
Q
3 (0, 0, k) = 5, IQ3 (k, 0, k) = 6, IQ2 (k, k, k) = 7, IQ2 (0, k, k) = 8
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


1 0 0

0 1 0

0 0 1






0

0

0







-1 -1 -1

1 0 0

0 0 1






k

0

0







0 1 0

-1 -1 -1

0 0 1






0

k

0







-1 -1 -1

0 1 0

1 0 0






k

0

0







0 1 0

1 0 0

-1 -1 -1






0

0

k







1 0 0

-1 -1 -1

0 1 0






0

k

0







0 0 1

-1 -1 -1

1 0 0






0

k

0







0 0 1

0 1 0

-1 -1 -1






0

0

k







0 0 1

1 0 0

0 1 0






0

0

0







1 0 0

0 0 1

-1 -1 -1






0

0

k







-1 -1 -1

0 0 1

0 1 0






k

0

0







0 1 0

0 0 1

1 0 0






0

0

0




Table 3.9 � Permutations pour le tétraèdre

� Noeuds d'arête du quadrangle du plan i3 = 0 :

I
Q
3 (i, 0, 0) = 8 + i, IQ3 (k, i, 0) = k + 7 + i,

I
Q
3 (k − i, k, 0) = 2k + 6 + i, IQ3 (0, k − i, 0) = 3k + 5 + i, i ∈ [[1, k]]

� Noeuds d'angle du quadrangle du plan i3 = j, j ∈ [[1, k − 1]] :

I
Q
3 (0, 0, i) = 4(k + i), IQ3 (k − i, 0, i) = 4(k + i) + 1,

I
Q
3 (k − i, k − i, i) = 4(k + i) + 2, IQ3 (0, k − i, i) = 4(k + i) + 3, i ∈ [[1, k]]

� Noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = 0 :

Numérotés en spirale. Il y a m = (k − 1)2 noeuds

� Noeuds d'arête du quadrangle du plan n3 = j, j ∈ [[1, k]] :

I
Q
3 (j, 0, i) = mi + j, IQ3 (k, j, i) = mi + k − 1− i+ j,

I
Q
3 (k − j, k, i) = mi + 2(k − 1− i) + j,

I
Q
3 (0, k − j, i) = mi + 3(k − 1− i) + j, j ∈ [[1, k − 1− i]]

with mi = (k + 1)2 + 4k + 4(i − 1)(k − 1)

� Noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = k :

Numérotés en spirale. Il y am = (k−1)2 noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = k

� Noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = i, i ∈ [[1, k − 1]] :
Numérotés en spirale. Il y am = (k−1)2 noeuds intérieurs du quadrangle du plan n3 = i

Permutations :

On note les permutations dans la base Bk de l'élément sous la forme ŷ = Ax̂+ T .
Il y a 6 permutations de l'élément et 
haque fa
e peut être permutée 4 fois. On note en 
olonne

les permutations de l'élément et en ligne les permutations de fa
e, (Tab. 3.11).

3.2.3.6 Prisme (T)

Pour K̃ = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3|x+ y < 1}. Nombre de noeuds = (k + 1)2(k + 2)

2
.
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Table 3.10 � 3D elements Qk, k=[1,4℄, K̃ = {(x̃, ỹ) | |x̃| ≤ 1, |ỹ| ≤ 1, |z̃| ≤ 1}



1 0 0

0 1 0

0 0 1






0

0

0







0 -1 0

1 0 0

0 0 1
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



k

0

0



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

-1 0 0

0 -1 0

0 0 1






k

k

0
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
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

0 1 0

-1 0 0

0 0 1


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


0

k

0



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

-1 0 0

0 0 1

0 1 0






k

0

0
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
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

0 1 0

0 0 1

1 0 0






0

0

0
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




1 0 0
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0

0

k
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k

0

k
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
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k
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Table 3.11 � Permutations pour l'hexaèdre

� Noeuds d'angle :

IT3 (0, 0, 0) = 1, IT3 (k, 0, 0) = 2, IT2 (0, k, 0) = 3

IT3 (0, 0, k) = 4, IT3 (k, 0, k) = 5, IT2 (0, k, k) = 6

� Noeuds d'arête du triangle du plan i3 = 0 :

IT3 (i, 0, 0) = 6 + i, IP3 (k − i, i, 0) = k + 5 + i, IP3 (0, k − i, 0) = 2k + 4 + i, i ∈ [[1, k − 1]]

� Noeuds d'angle du triangle du plan i3 = j, j ∈ [[1, k − 1]] :

IP3 (0, 0, i) = 3(k+i)+1, IP3 (k−i, 0, i) = 3(k+i)+2, IP3 (0, k−i, i) = 3(k+i)+3, i ∈ [[1, k−1]]

� Noeuds intérieurs du triangle du plan n3 = 0 :

Numérotés en spirale. Il y a m =
(k − 1)(k − 2)

2
noeuds

� Noeuds d'arête du triangle du plan n3 = j, j ∈ [[1, k]] :

IP3 (j, 0, i) = mi + j, IP3 (k − j, j, i) = mi + k − 1− i+ j,

IP3 (0, k − j, i) = mi + 2(k − 1− i) + j, j ∈ [[1, k − 1− i]]
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ave
 mi = (k + 1)2 + 3k + 3(i− 1)(k − 1)

� Noeuds intérieurs du triangle du plan n3 = k :

Numérotés en spirale. Il y a m =
(k − 1)(k − 2)

2
noeuds intérieurs du triangle du plan

n3 = k

� Noeuds intérieurs du triangle du plan n3 = j, j ∈ [[1, k]] :

Numérotés en spirale. Il y a m =
(k − 1)(k − 2)

2
noeuds intérieurs du triangle du plan

n3 = i
Permutations :

On note les permutations dans la base Bk de l'élément sous la forme ŷ = Ax̂+ T .
Il y a 2 permutations de l'élément et 
haque fa
e peut être permutée 3 fois. On note en 
olonne

les permutations de l'élément et en ligne les permutations de fa
e, (Tab. 3.12).
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Table 3.12 � Permutations pour le prisme

Il existe 3 autres transformations pour déterminer les noeuds des fa
es quadrangulaires et


haque fa
e peut être permutée 4 fois, mais 
es transformations n'ont pas pour image K̂, (Tab.

3.13).
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k

0

0







0 0 1

1 0 0

0 1 0






0

0

0







0 0 1

0 -1 0

1 0 0






0

k

0







0 0 1

-1 0 0

0 -1 0






0

k

k




Table 3.13 � Transformations pour le prisme pour déterminer les fa
es quadrangulaires

3.3 Cal
ul appro
hé de fon
tions et de gradients de fon
tions

3.3.1 Véri�
ation de l'estimation d'erreur a priori

A�n de véri�er les résultats d'erreur donnés par (Thm. 2) on se propose de véri�er la


onvergen
e de la norme L2
et de l'erreur lo
ale pour hk → 0. Le prin
ipe est le suivant :

Soit un élément K et son élément de référen
e K̃ dé�ni par l'ensemble de N points x̂i.
On 
onsidère des éléments isoparamètriques.
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On 
hoisit une fon
tion f �arbitraire� et une 
oordonnée ŷ dans l'élément de référen
e ayant

pour image y = φ(ŷ).
On dé�nit les 
oordonnées physiques asso
iées à x̂i 
omme une transformation non linéaire du

type xi = hK x̂i+x0+C0rih
p
K , ave
 p ∈ N, C0 ∈ R, x0 ∈ Rd

et ri une variable aléatoire suivant
une loi uniforme sur [0, 1]d et on dé�nit en 
haque point de K le degré de liberté 
orrespondant

à la valeur de f telle que fi = f(φ(x̂i)).

On note fh =
∑

iNi(ξ)fi et on 
al
ule

∣∣f(y)− fh(ŷ)
∣∣
,

√∫

K̃
|f(φ(ξ))− fh(ξ)|2 j(ξ)dξ,

∥∥∇xf(y)−∇xf
h(ŷ)

∥∥
,

√∫

K̃
‖∇xf(φ(ξ))−∇xfh(ξ)‖2 j(ξ)dξ et

∥∥∆xf(y)−∆xf
h(ŷ)

∥∥
.

Rappelons que les résultats d'erreur a priori sur des fon
tions f su�samment régulières prédisent

respe
tivement les erreurs suivantes ave
 k le degré de l'espa
e polyn�mial : hk+1
, h

k+1+
d

2
, hk,

h
k+
d

2
et hk−1

.

Résultats 1D :

On 
hoisit f(x) =
√
xsin(x) d'où f

′
(x) =

√
xcos(x) +

1

2
√
x
sin(x) et f

′′
(x) =

cos(x)√
x
−

√
xsin(x)− sin(x)

4x
√
x
.

On �xe x0 =
1

2
, ŷ = 0.25436 on part de hK = 0.1 jusqu'à hK = 1e−15

.

On 
onsidère tout d'abord les transformations linéaires d'où C0 = 0 voir (Tab. 3.14), puis des

transformations ave
 un bruit ri (dé�ni 
i-dessus) ave
 C0 = 1e−4
et p = 1 voir (Tab. 3.15) et

en�n des transformations ave
 un bruit ri (dé�ni 
i-dessus) ave
 C0 = 1e−3
et p = 3 voir (Tab.

3.16).
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Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

2

3

1

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

1

2

3

4

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

2

3

4

5

0.5

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

5

4

3

Table 3.14 � Etude de 
onvergen
e sur les éléments 1D ave
 C0 = 0

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

2

3

1

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

1

2

3

4

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

2

3

4

0.5

2

1

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

5

4

3

1

2

Table 3.15 � Etude de 
onvergen
e sur les éléments 1D ave
 C0 = 1e−4
et p = 1
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Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

2

3

1

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

1

2

3

4

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

3

4

0.5

2

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

0.5

5

4

3

2

4

3

Table 3.16 � Etude de 
onvergen
e sur les éléments 1D ave
 C0 = 1e−4
et p = 3

Résultats 2D :

On 
hoisit f(x, y) = ey
√
xcos(x) d'où

∂f

∂x
= ey

√
x(

1

2x
cos(x) − sin(x)), ∂f

∂y
= f(x, y),

∂2f

∂x2
=

−ey√x( 1
x
sin(x) + (1 +

1

4x2
)cos(x)),

∂2f

∂y2
= f(x, y) et

∂2f

∂x∂y
=
∂f

∂x
.

On �xe x0 = (
1

2
, 1), ŷ = (0.25436, 0.562538) on part de hK = 0.1 jusqu'à hK = 1e−15

.

On 
onsidère tout d'abord les transformations linéaires d'où C0 = 0 voir (Tab. 3.17), on 
onsid-

ère des bruits uniquement rentrant dans le 
adre de (Prop. 2) ave
 C0 = 1e−1
, p = 1 en double

pré
ision puis quadruple pré
ision voir (Tab. 3.18) et en�n des transformations ave
 un bruit

ri (dé�ni 
i-dessus) ave
 C0 = 1e−3
et p = 2 voir (Tab. 3.19).

3.3.2 Commentaires

Ces 
ourbes sont révélatri
es de deux 
omposantes bien dis
tin
tes : la destru
tion de

l'ordre pour des transformations géométriques où le paramètre p n'est pas su�samment élevé

et le r�le de l'erreur numérique.

3.3.2.1 E�et de l'erreur numérique

Dans un premier temps, nous dis
utons de l'erreur numérique. Nous supposerons l'erreur

numérique 
omme un bruit blan
 d'amplitude maximum ǫ. En imaginant une erreur numérique

sur toutes les 
omposantes fi et une transformation φ a�ne (Ax ave
 det(A) ≤ O(hd)) on a la
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Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

4

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

2

1

3

4

5

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

3

4

5

6

Table 3.17 � Etude de 
onvergen
e sur les éléments P2D ave
 C0 = 0

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-14 10-12 10-10 10-8 10-6 10-4 10-2 10010-33

10-28

10-23

10-18

10-13

10-8

10-3

102

10-33

10-28

10-23

10-18

10-13

10-8

10-3

102

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

4

1

2

3

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-14 10-12 10-10 10-8 10-6 10-4 10-2 10010-33

10-28

10-23

10-18

10-13

10-8

10-3

102

10-33

10-28

10-23

10-18

10-13

10-8

10-3

102

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

4

1

2

3

Table 3.18 � Convergen
e pour (Prop. 2), P2D degré 2, p = 1 (double et quadruple pré
ision)

propriété suivante :

∑

i

Ni(fi + ǫi) =
∑

i

Nifi +
∑

i

Niǫi

∣∣∣∣∣f(y)−
∑

i

Ni(ŷ)(fi + ǫi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi +
∑

i

Ni(ŷ)ǫi

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi

∣∣∣∣∣+ǫ ≤ O(hk+1)+ǫ

∥∥∥∥∥f(y)−
∑

i

Ni(ŷ)(fi + ǫi)

∥∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥∥f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi

∥∥∥∥∥
L2

+ ǫh

d

2 ≤ (O(hk+1) + ǫ)h

d

2
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Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

2

1

3

4

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

2

1

3

4

5

1

2

4

3

Taille caractéristique

E
rre

ur
Lo

ca
le

E
rre

ur
no

rm
e

L2

10-13 10-11 10-9 10-7 10-5 10-3 10-1 10110-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

f (locale)
f (norme L2)
df (locale)
df (norme L2)
ddf (locale)

1

3

4

5
6

1

4

3

2

Table 3.19 � Etude de 
onvergen
e sur les éléments P2D ave
 C0 = 0.001 et p = 2

En 
e qui 
on
erne la dérivée :

∇x(
∑

i

Niǫi) =
∑

i

∇xNiǫi =
∑

i

∇ξNi
1

j(ξ)
(com(Dφ))tǫi

∣∣∣∣
1

j(ξ)

∣∣∣∣ ≤ O(h−d),
∥∥(com(Dφ))t

∥∥ ≤ O(hd−1),
∥∥∥∇ξNi

∥∥∥ ≤ Ci

On en déduit don
 que

∇x(
∑

i

Niǫi) ≤ O(h−1)

Ave
 un raisonnement équivalent on a

∆x(
∑

i

Niǫi) ≤ O(h−2)

D'où les résultats

∣∣∣∣∣∇x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)(fi + ǫi)

]∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∇x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi

]∣∣∣∣∣+ ǫO(h−1) ≤ O(hk+1)+ ǫO(h−1)

∥∥∥∥∥∇x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)(fi + ǫi)

]∥∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥∥∇x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi

]∥∥∥∥∥
L2

+ǫO(h−1)h

d

2 ≤ O(h
k+
d

2 )+ǫO(h
−
d

2 )

∣∣∣∣∣∆x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)(fi + ǫi)

]∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∆x

[
f(y)−

∑

i

Ni(ŷ)fi

]∣∣∣∣∣+ ǫO(h−2) ≤ O(hk−1)+ ǫO(h−2)
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3.3.2.2 Destru
tion de l'ordre pour des transformations géométriques parti
ulières

On remarque un phénomène général indépendant de la dimension : une perte de l'ordre

de 
onvergen
e quand la transformation géométrique n'est pas une transformation a�ne. On

peut aussi remarquer que 
ette perte d'ordre se produit même dans le 
adre de (Prop. 2).

De plus on souligne que 
ette perte d'ordre intervient aussi bien dans le 
as de la valeur lo
ale

que dans l'estimation de la norme L2
. Tendant ainsi à montrer que 
'est un phénomène qui est

indépendant de la règle d'intégration, 
e qui exonère, de 
e fait, le 
ara
tère non 
onstant du

ja
obien de la transformation dans la perte d'ordre.

En reprenant l'arti
le qui fonde en partie le résultat d'erreur a priori (Thm. 2), à savoir [CR71℄

et [CR72℄, les ingrédients permettant l'obtention de 
ette estimation sont de deux types :

� Développement de Taylor, sur l'�espa
e physique�, de la fon
tion à interpoler ave
 la

formule de Taylor multipoint.

� Considérer une transformation a�ne ŷ = Ax + T ave
 ‖Ax‖ ≤ h, puis statuer sur le

ara
tère équivalent de l'ensemble des points dé�nissant l'élément �ni.

Néanmoins dans le 
as des éléments isoparamétriques ou bien ave
 une transformation géométrique

générale φ non linéaire il est né
essaire de faire le développement de Taylor sur l'espa
e de l'élé-

ment de référen
e et non pas sur l'élément dans l'espa
e physique. La raison pour laquelle 
e

développement limité n'a au
un sens sur l'élément physique tient simplement au fait que les

fon
tions de forme sur l'élément physique ne sont pas polyn�miales sauf dans le 
as d'une trans-

formation géométrique a�ne. De 
e fait le théorême 1 de [CR71℄ n'est plus né
essairement exa
t.

Pour prendre en 
ompte le 
ara
tère non-linéaire, mais polyn�mial, de la transformation géométrique

on suppose don
 qu'elle est de la forme xi = AK x̂i + T + C0rih
p
K ave
 ‖AK x̂‖ ≤ hK que l'on

peut don
 réé
rire xi = AK x̂i + T +O(hpK).
Premier développement sur l'espa
e physique

u(ai) = u(x) +Du(x) · (ai − x) + · · ·+
1

k!
Dku(x)(ai − x)k +

1

(k + 1)!
Dk+1u(ηi(x))(ai − x)k+1

De plus en notant x = Aξ + T et x = x+O(hp)

u(x) = u(x) +O(hp)

d'où

u(ai)−u(x) = Du(x)(ai−x)+· · ·+
1

k!
Dku(x)(ai−x)k+

1

(k + 1)!
Dk+1u(ηi(x))(ai−x)k+1+O(hp)(ai − x)

On rappelle que (ai−x) ≤ h. Don
 on a une formule qui ressemble à s'y méprendre au développe-

ment de Taylor initial plus un terme en O(hp+1).
En rajoutant 
e terme dans le raisonnement de [CR71℄ on ne détruit rien tant que p = k, k
le degré du polyn�me d'interpolation. En revan
he, si p < k l'erreur est alors tronquée. On a

alors une erreur qui se 
omporte, pour h �su�samment petit�, (
e
i étant fortement dépendant

de C0) 
omme |Dm(u− ũ)| ≤ O(hmin(k,p)+1−m) dans le 
as d'éléments respe
tant h ∼ ρ.

3.3.3 Cas des éléments trés allongés

Dans les 
as 2D et 3D des maillages Navier-Stokes il est d'usage, 
omme il sera pré
isé

brièvement dans la suite, d'avoir re
ours à des éléments trés étirés en paroi a�n de 
apturer la


ou
he limite et de ne pas sur
harger le maillage.

On 
her
he à savoir si 
et étirement n'a pas d'e�et négatif sur l'ordre. Le test est le même que

dans la partie pré
édente, ex
epté que l'on étire l'élément selon x d'une taille hx et selon y d'une
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taille hy. Les résultats présentés sont tous faits pour des éléments ayant une transformation

géométrique a�ne pour éviter de subir l'e�et de perte d'ordre dé
rit pré
édemment. On utilise

la même fon
tion test que dans l'exer
i
e 2D pré
édent.

Les �gures suivantes représentent le logarithme en base 10 de l'erreur par rapport au logarithme

en base 10 de hx et hy. On s'intéresse i
i uniquement à la valeur absolue de l'erreur lo
ale.

Pour 
haque élément P 2D de degré k on tra
e :

log
∣∣∣f(x, y)− fhx,hy(x, y)

∣∣∣ = F1(log(hx), log(hy)) log
∥∥∥∇xf(x, y)−∇xf

hx,hy(x, y)
∥∥∥ = F2(log(hx), log(hy))

log

∣∣∣∣
∂f(x, y)

∂x
− ∂fhx,hy(x, y)

∂x

∣∣∣∣ = F3(log(hx), log(hy)) log

∣∣∣∣
∂f(x, y)

∂y
− ∂fhx,hy(x, y)

∂y

∣∣∣∣ = F4(log(hx), log(hy))
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Table 3.20 � Etude de 
onvergen
e sur hx et hy pour les éléments P2D de degré 1

Commentaires : De la même manière que pour l`étude pré
édente on retrouve bien

l'augmentation de l'ordre en passant à des degrés d'éléments de plus en plus élevé. On retrouve

aussi les estimations d'erreur 
lassique (ave
 le 
omportement dû à l'erreur numérique aussi) en

prenant 
omme mesure h = max(hx, hy) en 
e qui 
on
erne la valeur absolue de l'erreur lo
ale

sur la fon
tion et sur la norme du gradient.

En revan
he dans le 
as où l'on 
onsidère uniquement la valeur absolue de la dérivée dans une

dire
tion w on obtient l'erreur suivante :

∣∣∣∣
∂f(x, y)

∂w
− ∂fhx,hy(x, y)

∂w

∣∣∣∣ ≤ O(hk) + ǫ(O(h−1
w ) +O(1))

La 
on
lusion reste équivalente, on a bien détérioration de l'erreur dans le 
al
ul du gradient

en ra�nant dans la dire
tion du gradient en revan
he on peut remarquer que l'on ne détériore

pas 
ette valeur en ra�nant de manière transverse.
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Table 3.21 � Etude de 
onvergen
e sur hx et hy pour les éléments P2D de degré 2
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Table 3.22 � Etude de 
onvergen
e sur hx et hy pour les éléments P2D de degré 3
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Table 3.23 � Etude de 
onvergen
e sur hx et hy pour les éléments P2D de degré 4

On peut don
 en déduire qu'il n'y a pas de raison parti
ulière pour que le 
al
ul soit détérioré

par l'utilisation d'éléments trés allongés. Il faut simplement être 
ons
ient du fait que l'erreur


ommise reste tout de même majorée par la plus grande barre h = max(hx, hy). Cette te
hnique
doit don
 s'appliquer dans des zones où l'utilisateur est persuadé que la solution est trés régulière

dans la dire
tion où il ne ra�ne pas.
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3.3.4 Re
onstru
tion de gradient

Le 
al
ul des gradients de la fon
tion d'interpolation a un sens à l'intérieur des éléments.

Il est né
essaire dans 
ertains 
as et notamment dans le 
as des s
hémas R.D.S., où l'on 
her
he

à évaluer les dérivées se
ondes des fon
tions tests, de 
al
uler la dérivée aux noeuds.

3.3.4.1 Re
onstru
tion sur une 
ellule

On fait le 
hoix de faire 
ette re
onstru
tion en 
onsidérant que l'on sait 
al
uler les

gradients en 
haque noeuds des éléments puis on e�e
tue une sommation pondérée.

En notant V(i) = {K|i ∈ K}, les éléments voisins du noeud i. On 
al
ule alors le gradient de

la façon suivante :

(∇u)i =

∑

K∈V(i)

(∇u)Ki ωK

∑

K∈V(i)

ωK

=

∑

K∈V(i)

∑

j

(∇Nj)(ξi)u
K
j ωK

∑

K∈V(i)

ωK

(3.1)

i

Ki

Figure 3.2 � Cellule Ci : Eléments voisins du noeud i

La méthode provient de l'équation suivante, on 
her
he les (∇u)i telles que :
∑

j

∇Njuj =
∑

j

Nj(∇u)j

Soit ϕ une fon
tion de L2(Ci) alors :
∫

Ci

ϕ
∑

j

∇Njujdx =

∫

Ci

ϕ
∑

j

Nj(∇u)jdx

On passe en 
oordonnées de référen
es :

∑

K∈V(i)

∑

j

(∫

K̃
ϕ∇NjjK(ξ)dξ

)
uj =

∑

K∈V(i)

∑

j



∫

K̃
ϕ
∑

j

NjjK(ξ)dξ


 (∇u)j
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On suppose que les Nj sont les fon
tions d'interpolation de type Lagrange. Alors on prend ϕ

omme la masse de dira
 au point i. Ce
i permet de s'a�ran
hir des (∇u)j pour j 6= i.


 ∑

K∈V(i)

jK(ξi)


 (∇u)i =

∑

K∈V(i)


∑

j

(∇Nj)(ξi)uj


 jK(ξi)

On retrouve bien la formule annon
ée ave
 ωK = jK(ξi). De manière simpliste, on peut identi�er

jK(ξi) au volume de l'élément K.

On propose un 
as test a�n de tester 
ette re
onstru
tion sur deux domaines pour la même

fon
tion f(x, y) = (cos(
π

2
y)sin(

π

2
x))2 +

1√
x+ 2

.

A�n d'appré
ier les di�éren
es (ou pas), on 
onsidère plusieurs poids : ω0
K = 1, ω1

K = mes(K),

ω2
K =

1

mes(K)
, ω3

K = jK(ξi).

Les deux maillages, sur lesquels les gradients sont re
onstruits, sont les suivants :
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Figure 3.3 � Maillages utilisés pour le test de re
onstru
tion
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Figure 3.4 � Représentation de la fon
tion dont le gradient est re
onstruit

On utilise un maillage 
ir
ulaire a�n d'avoir des éléments 
ourbes sur l'ensemble du mail-

lage. Au niveau de la ligne rouge le maillage n'est pas fermé, les noeuds se re
ouvrent mais ils

sont di�érents. De plus on a fait un mélange aléatoire de triangle et de quadrangle. En�n on a

introduit quelques e�ets ave
 des éléments plus ou moins applatis. Ce
i dans le but de montrer
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que la méthode n'est pas tellement sensible à 
es problèmes. Tous les éléments de 
es maillages

ont une taille 
ara
téristique proportionnelle à un paramètre h, que l'on prend 
omme référen
e

pour ra�ner les maillages et faire un test de 
onvergen
e.

Le graphique suivant représente l'étude de 
onvergen
e menée sur les deux maillages. On 
on-

sidère un ra�nement uniforme en partant de h = 0.2 et en divisant h par 2 deux fois, un

dernier test est fait à h = 0.005. On fait 
ette étude ave
 les di�érents poids ωi
K proposés

pré
édemment.
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Figure 3.5 � Etude de 
onvergen
e de la re
onstru
tion. A droite pour le maillage 
arré et à

gau
he pour le maillage 
ir
ulaire. Rouge degré 1. Bleu degré 2. Vert degré 3

Pour une étude plus qualitative on présente l'erreur 
ommise sur le maillage le plus grossier

en degré 1, 2 et 3 pour le gradient selon x et selon y, et pour les di�érents jeux de poids. De

gau
he à droite : jeux de poids ω0, ω1, ω2, ω3.
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Figure 3.6 � Erreur 
ommise sur le gradient selon x, puis y. Degré 1.
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Figure 3.7 � Erreur 
ommise sur le gradient selon x puis y. Degré 2.
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Figure 3.8 � Erreur 
ommise sur le gradient selon x puis y. Degré 3.

Commentaires : D'aprés les estimations d'erreur a priori, nous devrions trouver des


onvergen
es de l'ordre de ‖E‖L2 = O(hk). Pour des valeurs de h en
ore grande, on trouve

une 
onvergen
e trés a

rue pour les éléments linéaires et des 
onvergen
es qui suivent les

estimations pour les degrés élevés. En revan
he pour h petit (
onvergen
e entre h = 0.05 et

h = 0.005) on retrouve les estimations d'erreur 
lassique. On peut remarquer que les éléments

déformés ne semblent pas avoir d'impa
t sur la 
onvergen
e. Cette méthode de re
onstru
tion
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de gradient est don
 
ohérente ave
 une méthode qui se veut être d'ordre élevé.

Ce résultat n'est pas une surprise puisque lo
alement pour 
haque élément on a une erreur qui

suit ‖E‖L2 = O(hk), et la sommation n'a pas de raison de détruire 
ette approximation.

Les méthodes de re
onstru
tion exhibent des défauts aux noeuds appartenant aux frontières.

Or il semble que l'utilisation d'éléments de degré plus élevé semble rendre la méthode moins

sensible à 
e phénomène bien qu'il reste présent.

De manière plus intéressante, on montre (Eq. 3.1) provient d'une intégration lo
ale sur la 
ellule

Ci suivie d'une te
hnique de type mass-lumping. On peut don
 se demander si les ωK peuvent

prendre d'autres valeurs que jK(ξi). L'étude de 
onvergen
e nous montre qu'il ne semble pas y

avoir de 
ontre-indi
ation au 
hoix de ωK di�érents. De plus l'étude qualitative ne montre pas

de grands 
hangement pour les di�érentes pondérations. On peut juste noter que ωK =
1

mes(K)
semble donner des résultats sensiblement moins bon pour l'ensemble des 
as. Cette pondération

est motivée par le fait qu'elle privilégie le gradient 
al
ulé sur les petits éléments, sa
hant qu'ils

sont 
ensés générer le moins d'erreur. Clairement l'intuition n'est pas suivie d'e�et, peut-être

à 
ause du mélange quadrangle triangle. De plus 
ette méthode n'aura pas tendan
e à lisser

les gradients 
e qui sera surement préjudi
iable. En revan
he les autres pondérations semblent

équivalentes. On préférera ωK = jK(ξi) qui évite le 
al
ul des volumes des éléments (pas de

re
ours à un 
al
ul intégrale) et qui trouve une justi�
ation de type élément �ni. De plus 
omme

jK(ξi) ≃ mes(K) 
ette méthode aura tendan
e à lisser les gradients.

Coté 
oût de 
al
ul elles sont toutes équivalentes, si on suppose que l'on a 
al
ulé les termes

de pondérations au préalable. Le 
oût algorithmique est de l'ordre de O(NelNnp) (Nel étant le

nombre d'élément et Nnp le nombre de noeuds par élément).

Soit Nel,k le nombre d'éléments de degré k, on a relation simple Nel,kk
d = Nel,1 (voir dimension

des espa
es de polyn�mes pour s'en 
onvain
re). De plus Nnp,k le nombre de noeuds par élément

de degré k est environ Nnp,k = O((k + 1)d). Le 
oût algorithmique de la méthode en fon
tion

du nombre d'éléments de degré 1 et du degré des éléments s'é
rit don
 :

C = O(Nel,1(1 +
1

k
)d)

Ce qui implique que le méthode est plus rapide en augmentant le degré.

Il est don
 important de noter que la méthode de re
onstru
tion des gradients formulée i
i

permet de 
onserver l'ordre et son 
oût est moindre en utilisant des éléments de degré plus

élevé.

3.3.4.2 Re
onstru
tion sur un élément

On pro
ède toujours d'une manière similaire, mais on reste lo
al à l'élément. On e�e
tue

une proje
tion-L2. ∫

K
ϕ
∑

j

∇Njujdx =

∫

K
ϕ
∑

j

Nj(∇u)jdx

∫

K̃
ϕ
∑

j

∇Njujj(ξ)dξ =

∫

K̃
ϕ
∑

j

Nj(∇u)jj(ξ)dξ

De façon 
lassique on prend ϕ = Ni et on 
onsidère uniquement la 
omposante selon w de ∇.
On 
onsidère don
 seulement la proje
tion L2 de la dérivée selon w.

∫

K̃
Ni

∑

j

∂Nj

∂w
ujj(ξ)dξ =

∑

j

(∫

K̃
NiNjj(ξ)dξ

)
(
∂u

∂w
)j
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La formulation algébrique s'é
rit :

Fi = Sij

(
∂u

∂w

)

j

D'où (
∂u

∂w

)
= S−1F

Les résultats sont lo
aux. On peut aussi remarquer la dépendan
e linéaire du gradient

∂u

∂w
par

rapport aux valeurs uj de K. En e�et, Sij ne dépend pas des valeurs de uj .
De plus S est une matri
e symétrique et dé�nie positive (dans le 
as où

∫
K̃
Nij(ξ)dξ > 0 
e

qui est évident dans le 
as de fon
tions d'interpolation Ni linéaires mais pas dans le 
as général

d'une transformation isoparamètrique quel
onque positive j(ξ) > 0, ξ ∈ K̃ etNi ∈ Pk. On sait

seulement que

∑
i

∫
K̃
Nij(ξ)dξ = mes(K).) que l'on peut inverser assez fa
ilement en é
rivant

sa dé
omposition de Cholesky.

Il est à noter que le 
out de 
ette inversion est en O(n3) ave
 n le nombre de noeuds de l'élément

ainsi 
ette méthode de re
onstru
tion est relativement 
oûteuse en ordre élevé.

3.4 Erreur d'interpolation par 
hangement de variables

On note le 
hangement de variable entre U et V 
omme : U = F (V )

On suppose que l'interpolation est faite sur le 
hamp V , telle que V =
∑

i

NiVi pour un élément

K dont les fon
tions interpolantes sont Ni .

A�n de simpli�er les 
al
uls on interpole les solutions telles que la variable U s'é
rive U =∑
iNiF (Vi) =

∑
iNiUi au lieu de U = F (

∑
iNiVi). On peut véri�er que les deux interpo-

lations sont équivalentes aux noeuds dans le 
as des fon
tions de forme lagragienne puisque

Ni(aj) = δij , aj , aj étant les 
oordonnés des noeuds sur l'élément de référen
e. Partout ailleurs

les deux interpolations ne sont pas équivalentes si F n'est pas linéaire, ainsi l'interpolation est

di�érente aux points d'intégration.

On tente de donner une approximation de l'erreur 
ommise à 
ause la simpli�
ation de 
e


hangement de variables.

Cas général

On peut tout d'abord noter que si la solution est 
onstante alors les deux interpolations sont

égales. U ∈ Rd, V ∈ Rd

Vi = V0 ∀i⇒
∑

i

NiVi = V0 ⇒ U = F (
∑

i

NiVi) = F (V0) =
∑

i

NiF (V0) =
∑

i

NiF (Vi)

Ainsi V0 sera notre référen
e. Soit v un ve
teur représentant une perturbation sur les degrés de

liberté et les deux interpolations U1 = F (
∑

i V0(̇1 + vi)) et U2 =
∑

iNiF (V0(̇1 + vi)) ave
 la

notation (a · b)i = aibi.
On 
onsidère une perturbation sur un seul noeud.

U1 = F (V0 +N1V0v1), U2 = N1F (V0(1 + v1)) + (1−N1)F (V0)

Pour v1 << 1

U1 = F (V0) +
∂F

∂V
N1V0v1 + o(N1V0v1), U2 = F (V0) +

∂F

∂V
N1V0v1 + o(N1V0v1)
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U2 − U1 = o(v1)

Ce qui implique que pour une petite perturbation l'erreur est négligeable.

Néanmoins on ne peut pas statuer sur une éventuelle perte de l'ordre.

On tente d'estimer plus pré
isément l'erreur dans des 
as parti
uliers de la fon
tion F .

F(V,T) = V +T

(U1, U2) ∈ R2
, (V, T ) ∈ R2

. U1 = F (V, T ), U2 =
∑

i F (Vi, Ti).

U1 = F (V, T ) = F (
∑

i

NiVi,
∑

i

NiTi) =
∑

i

Ni(Ti +Ni) =
∑

i

F (Vi, Ti) = U2

Dans 
e 
as il n'y pas de di�éren
e entre les deux interpolations.

F(V,T) = VT

(U1, U2) ∈ R2
, (V, T ) ∈ R2

. U1 = F (V, T ), U2 =
∑

i F (Vi, Ti).
On 
onsidère, une fois de plus, une solution uniforme (V0, T0) perturbée par (vi, ti) sur le noeud
i.

U1 = V0T0(1 +
∑

i

Nivi)(1 +
∑

i

Niti), U2 = V0T0(1 +
∑

i

Nivi +
∑

i

Niti +
∑

i

Niviti)

L'erreur relative 
ommise peut être é
rite :

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∑

iNiviti −
∑

iNiti
∑

iNivi
(1 +

∑
iNivi)(1 +

∑
iNiti)

∣∣∣∣

On note que l'erreur relative ne dépend pas de la valeur de la solution uniforme.

On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (t1 > −1 et v1 > −1).

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

v1t1N1(1−N1)

(1 +N1v1)(1 +N1t1)

∣∣∣∣

� 
as 2D linéaire N1 = 1− x− y
L'erreur maximum est obtenue pour x+ y =

α

α+ 1
ave
 α =

√
(1 + v1)(1 + t1)

Err ≤
∣∣∣∣

v1t1
2(α+ 1) + v1 + t1

∣∣∣∣

� 
as 2D

N1(1−N1) ≤
1

4
, C0 = max(

1

(1 +N1v1)(1 +N1t1)
) ≥ 1

Err ≤
∣∣∣∣
C0v1t1

4

∣∣∣∣

L'erreur peut être évaluée :

Err ≤ Cmax
i

(hivi), C ∈ R+
∗
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F(V,T) =
V

T
(U1, U2) ∈ R2

, (V, T ) ∈ R2
. U1 = F (V, T ), U2 =

∑
i F (Vi, Ti).

On 
onsidère, une fois de plus, une solution uniforme (V0, T0) perturbée par (vi, ti) sur le noeud
i.

U1 =
V0(1 +

∑
iNivi)

T0(1 +
∑

iNiti)
, U2 =

V0
T0

∑

i

Ni
1 + vi
1 + ti

L'erreur relative 
ommise peut être é
rite :

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

(1 +
∑

iNiti)
∑

iNi
1 + vi
1 + ti

(1 +
∑

iNivi)
− 1

∣∣∣∣∣∣∣

On note que l'erreur relative ne dépend pas de la valeur de la solution uniforme.

On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (t1 > −1 et v1 > −1).

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
t1(t1 − v1)
1 + t1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
N1(1−N1)

1 +N1t1

∣∣∣∣

� 
as 2D linéaire N1 = 1− x− y
L'erreur maximum est obtenue pour x+ y =

α

α+ 1
ave
 α =

√
(1 + v1)

Err ≤
∣∣∣∣

t1(t1 − v1)
(v1 + 2(α + 1))(1 + t1))

∣∣∣∣

� 
as 2D

N1(1−N1) ≤
1

4
, C0 = max(

1

(1 +N1v1)
) ≥ 1

Err ≤
∣∣∣∣
C0t1(t1 − v1)
4(1 + t1)

∣∣∣∣

L'erreur peut être évaluée :

Err ≤ Cmax
i

(
ti(ti − vi)
1 + ti

), C ∈ R+
∗

F(V) = eV (U1, U2) ∈ R2
, V ∈ R. U1 = F (V ), U2 =

∑
i F (Vi).

On 
onsidère, une fois de plus, une solution uniforme V0 perturbée par vi sur le noeud i.

U1 = eV0eV0
∑

i Nivi , U2 = eV0
∑

i

Nie
V0vi

L'erreur relative 
ommise peut être é
rite :

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∑

i

Nie
V0(hi−

∑
j Njhj) − 1

∣∣∣∣∣

On note que l'erreur relative dépend de la valeur de la solution uniforme.

On supposant une simple perturbation sur le noeud 1 (v1 > −1).

Err =

∣∣∣∣
U2 − U1

U1

∣∣∣∣ =
∣∣e−V0v1N1(1 +N1(e

V0v1 − 1)) − 1
∣∣
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� 
as 2D linéaire N1 = 1− x− y
L'erreur maximum est obtenue pour x+ y =

eα − 1− α
α(eα − 1)

ave
 α = V0v1

Err ≤

∣∣∣∣∣∣
eα − 1

α
e

( α

eα − 1
−1

)

− 1

∣∣∣∣∣∣

� 
as 2D

Err ≤
∣∣eαN1(1 +N1(e

α − 1))− 1
∣∣

On peut donner les résultats asymptotiques pour l'erreur relative :

Ave
 α = V0max
i

(vi)

� α << 1

Err ≤
∣∣∣∣
α2

2
(1−N1)N1

∣∣∣∣ ≤
∣∣Cα2

∣∣ , C ∈ R+
∗

� α >> 1

Err ≤
∣∣∣N1e

α(1−N1)
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣C
eα−1

α

∣∣∣∣ , C ∈ R+
∗

3.4.1 Interpolation de solution pour le post-pro
essing

La plupart des outils utilisés pour le post-pro
essing n'in
luent pas la possibilité de traiter

des solutions d'ordre élevé, pour pallier à 
e manque il est possible d'interpoler sur un maillage

plus �n a�n d'a�ner la solution obtenue et de mieux la représenter. Néanmoins il est à noter

que la solution obtenue représente les variables physiques et non les variables entropiques, il

existe don
 une erreur d'interpolation donnée dans la se
tion pré
édente.

A�n d'interpoler la solution on part d'une solution de degré k que l'on interpole sur des éléments

de degré 3k puis on en fait le maillage équivalent de degré 1.
A�n de mieux visualiser l'apport de 
ette interpolation on présente i
i le 
as d'un é
oulement

autour d'une sphère dans le 
as d'éléments P2 et P3. On 
ompare le résultat obtenu par la

simple 
réation du maillage P1 équivalent et la solution obtenue aprés une interpolation faite

au préalable sur un maillage P3k.
Le résultat présenté i
i est obtenu suite à la résolution des équations d'Euler sur une sphère.

On 
onstate, en regardant les lignes iso-Ma
hs, une nette amélioration liée à l'interpolation

sur un maillage plus �n. Cette étape ne 
oute rien en terme de 
al
ul et permet don
 de mieux

représenter la solution obtenue. Il est néanmoins évident que 
ette pro
èdure ajoute un nombre


onsidérable de points dans le maillage 
e qui en fait une méthode bonne uniquement sur des

petits maillages. On pourrait fa
ilement imaginer des algorithmes de ra�nement lo
al ave
 un


ritère seuil d'erreur entre l'interpolation linéaire et l'interpolation de degré élevé.
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Figure 3.9 � Résolution des équations d'Euler sur un maillage P2. Les lignes noires sont les
iso-Ma
hs et les 
ontours représentent l'entropie. Sur la gau
he le maillage équivalent P1 du

maillage P2. Sur la droite le maillage P1 équivalent au maillage P6.

Figure 3.10 � Résolution des équations d'Euler sur un maillage P3. Sur la gau
he le maillage

équivalent P1 du maillage P3. Sur la droite le maillage P1 équivalent au maillage P9.

3.5 Création de maillage d'ordre élevé

Ayant les outils né
essaires à la 
réation de maillages non stru
turés 
omposés de tétraè-

dres linéaires, nous désirons 
réer des maillages d'ordre élevé sur une large gamme de géométrie

d'une manière assez dire
te.

La 
réation de maillages d'ordre élevé né
essite l'addition de nouveaux noeuds dans l'élément

linéaire. Or, quand un élément partage une fa
e ave
 la frontière, le noeud ajouté n'appartient

pas né
essairement à la frontière, sauf dans le 
as d'une frontière non-
ourbe. Ainsi une étape

de proje
tion est né
essaire a�n de faire 
orrespondre le maillage ave
 la géométrie désirée.

Cette étape est 
ritique 
ar le maillage résultant peut 
ontenir des éléments négatifs, 
e qui est

d'autant plus vrai quand un maillage 
ontient des éléments de faible épaisseur et trés étirés. Le

but est alors d'obtenir un maillage valide (positif et 
onforme).

Comme les stratégies de déformation de maillage sont faites pour produire un maillage valide
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pour un ensemble de dépla
ements de frontière, il était naturel de se pen
her sur 
es te
h-

niques [JT94℄, [JT96℄. A partir d'un maillage d'ordre élevé, un maillage équivalent linéaire est

fait sur lequel la déformation est appliquée. Néanmoins on subodore que, pour des dépla
ements

su�samment grands, 
es méthodes vont tout de même produire des éléments négatifs, 
e
i nous

obligeant à e�e
tuer des permutations de barres, détruisant la topologie des éléments d'ordre

élevé.

Les résultats obtenus sur des 
as 2D ave
 ou sans éléments étirés ainsi que sur des 
as 3D

de maillages adaptés aux simulations numériques pour les équations d'Euler sont amplement

satisfaisants. Malheureusement pour les géométries 3D ave
 des éléments trés étirés la méthode

ne satisfait pas à nos attentes.

Nous présenterons les outils de 
réation de maillage, le prin
ipe de la méthode de déformation

puis les résultats obtenus et nous dis
uterons de l'utilisation des méthodes d'ordre élevé pour

résoudre la déformation a�n d'obtenir des maillages valides.

3.5.1 Les outils de 
réation de maillage

Le modèle géométrique est réalisé ave
 Catia

R©. Le modèle est ensuite maillé. On distingue

deux types de maillage selon la simulation que l'on désire faire :

� Maillage de type Euler : Etant donné que pour 
ette simulation il n'y pas de 
ou
he

limite, l'intégralité du maillage est fait grâ
e à une méthode de type Delaunay-Voronoi

[Del34℄ [Vor07℄

� Maillage de type Navier-Stokes : A�n de 
apturer la physique de la 
ou
he limite on

maille la 
ou
he limite par une montée frontale. Pour 
ela on estime la physique de

la 
ou
he limite par une loi de paroi ave
 les paramètres adimensionnés suivants :

y+ =
u∗y

ν
ave
 u∗ =

√
τω
ρ

la vitesse de fri
tion et τω = µ(
∂u

∂y
)y=0 la 
ontrainte de


isaillement pariétale (u, ρ, µ,ν étant respe
tivement la vitesse, la densité, la vis
osité

et la vis
osité dynamique). La première maille est à une hauteur telle que y+ = 1

sa
hant qu'on estime par une loi dépendante du nombre de Reynolds

u∗
ν

= f(Re) d'où

la hauteur de première maille y1 =
1

f(Re)
L'étape suivante, pour la 
réation de maillage d'ordre élevé, 
onsiste à 
réer les éléments d'ordre

élevé en utilisant la librairie, puis projeter les noeuds de frontières et déformer. A 
ette étape

la géométrie du modèle 
olle au maillage de surfa
e.

A�n de le visualiser on 
rée un maillage linéaire équivalent. Bien sûr, la représentation est

moins pré
ise. Pour représenter plus pré
isément la géométrie obtenue ave
 le maillage d'ordre

élevé on peut ra�ner ave
 des éléments d'ordre plus élevé et faire un maillage équivalent (Tout


omme ont été réalisées les vues des élements dans les �gures 
i-avant).

Quand un maillage doit être projeté il faut repasser sur le modeleur a�n d'e�e
tuer la

proje
tion. Cette étape est assez longue et fastidieuse. Aussi on pourrait dis
uter de l'intérêt des

éléments isogéométriques ou du sto
kage la dé�nition propre de la transformation géométrique.

Modeleur

(information géométrique)

Outils maillage

(information paramétrique)

✲✛

En 2D, on présente un petit exemple pour montrer la supériorité des éléments d'ordre élevé pour
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approximer un maillage 
ir
ulaire.
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Figure 3.11 � Maillage P1, P2 and P3 en 
er
le

Exemple de maillage 2D de type Euler pour un pro�l de type NACA.
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Figure 3.12 � Maillage sur un pro�l NACA (a) P1 (b) P2 (
) P3

En 3D on présente le pro
essus pour la sphère et la frontière résultante :

X Y

Z

(a) (b)

Figure 3.13 � (a) Géométrie de la sphère ave
 Catia

R©. (b) Maillage grossier
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X Y

Z

X Y

Z

X Y

Z

(a) (b) (
)

Figure 3.14 � (a) Ra�nement P2. (b) Ra�nement P2 ave
 les noeuds frontières projetés (
)

Ra�nement P2 ave
 les noeuds frontières projetés et interpolation sur des éléments P6

Exemple de maillage de domaine 3D de type Navier-Stokes pour un avion 
omplet. La

hauteur de première maille est de 5 mi
rons. Obtenir un maillage déformé dans le 
as de

(a) (b) (
)

Figure 3.15 � Coupe d'un maillage 3D d'un avion 
omplet

maillages de type Navier-Stokes est 
omplexe, notamment à 
ause du ratio aire de l'élément

de surfa
e par rapport à la hauteur. Ainsi sur (b) de (Fig. 3.15) si la ligne rouge réprésente la

géométrie et que l'on ajoute un point sur la surfa
e, point qui devra être projeté sur 
ette ligne,

on voit grâ
e à (
) la quantité d'éléments qui devront être déformés a�n d'obtenir le maillage

souhaité. De plus 
ette déformation est trés atypique dans le sens où un noeud sur deux a un

dépla
ement nul.

3.5.2 Stratégie de déformation

3.5.2.1 Equations de l'élasti
ité linéaires

L'appro
he élasti
ité linéaire pour des petits dépla
ements est dé�nie ainsi :

x ∈ Rd
les 
oordonnées et ∇u =

∂u

∂x




u ∈ Rd

div (σ(ǫ(u))) + f = 0 on Ω(Rd)

u = u0 on ∂Ω(Rd)

ǫ(u) =
1

2

(
∇u+∇uT

)

σ(ǫ) = λtr(ǫ)I + 2µǫ

(3.2)
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λ et µ sont les 
oe�
ients de Lamé que l'on peut interpréter 
omme des fon
tions du module

d'Young (E) et du 
oe�
ient de Poisson (ν) grâ
e aux formules :





λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)

µ =
E

2(1 + ν)

(3.3)

Dans notre 
as il n'y a pas de raison d'avoir une for
e lo
ale qui s'applique, d'où f = 0. De
plus, en prenant en 
ompte le fait que la 
ompression d'un re
tangle devrait rester un re
tangle

on 
hoisit ν = 0.
Le problème se réé
rit don
 :





u ∈ Rd

div
(
E
(
∇u+∇uT

))
= 0 on Ω(Rd)

u = u0 on ∂Ω(Rd)

(3.4)

3.5.2.2 Formulation faible

En notant l'espa
e des fon
tions tests V h = {v ∈ (H1(Ω))d|v|∂Ω = 0} on obtient la

formulation faible suivante, ave
 l'opérateur : dé�ni tel que a : b =
∑

i,j

aijbij





u ∈ Rd, v ∈ V h
∫

Ω
E∇v :

(
∇u+∇u

T
)
dx = 0 on Ω(Rd)

u = u0 on ∂Ω(Rd)

(3.5)

En utilisant la méthode Galerkin 
ontinue ave
 une dis
rétisation 
onforme sur le domaine Ω
ave
 des éléments isoparamétriques K de l'espa
e T h

. Chaque K a un élément de référen
e

K̃K tel qu'il existe une appli
ation bije
tive τ (K̃K) = K. Don
 le ja
obien de τ est positif sur

l'élément de référen
e pour un élément positif J̃K(τ(ξ)) = JK(ξ) = det(
∂τ

∂ξ
) > 0, ξ ∈ K̃K .

On peut aussi remarquer que

∑

i,j

∂vi
∂xj

ǫij =
∑

i,j

∂vj
∂xi

ǫji =
∑

i,j

∂vj
∂xi

ǫij 
omme ǫ est un opérateur

symétrique.





u ∈ Rd, v ∈ V h

∑

K∈Th

∫

K̃K

(
∇v +∇vT

)
:
(
∇u+∇uT

)
E(τ (ξ))JK (ξ)dξ = 0 on Ω(Rd)

u = u0 on ∂Ω(Rd)

(3.6)

Le 
hoix de module d'Young sera dis
uté plus tard mais on distingue deux possibilités :

� E|K = E0

� E|K = JK(ξ)−α
with α ∈ N∗

L'interpolation est faite ave
 des éléments de Lagrange.

3.5.3 Cas tests

3.5.3.1 Géometries

Notre premier 
as test est une géométrie d'avion. En suivant le pro
essus dé
rit, on

souhaite 
réer un maillage d'ordre élevé en partant d'un maillage linéaire grossier. Aprés la
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réation du maillage d'ordre élevé à partir des éléments linéaires, les noeuds ajoutés sont projetés

sur la géométrie d'où il en résulte un 
hamp de dépla
ement dont la norme est montrée 
i-

aprés. On peut noter que le dépla
ement est bien ta
heté, 
omme prévu, puisque uniquement la

(a) (b)

Figure 3.16 � (a) Dépla
ement à la frontière (é
helle [0mm,13.9mm℄) (b) Comparaison entre

la frontière initiale et le maillage déformé

moitié des noeuds n'était pas sur la frontière. Ave
 
e 
hamp de dépla
ement on peut résoudre

le problème d'élasti
ité linéaire dans les 
on�gurations suivantes.

� Maillage linéaire équivalent ave
 E|K = E0

� Maillage linéaire équivalent ave
 E|K = JK(ξ)−1

� Maillage linéaire équivalent ave
 E|K = JK(ξ)−2

� Maillage d'ordre élevé ave
 E|K = E0

� Maillage d'ordre élevé ave
 E|K = JK(ξ)−1

� Maillage d'ordre élevé ave
 E|K = JK(ξ)−2

Le deuxième 
as test est un demi-avion. Ce demi-avion 
omprend 146 460 noeuds sur la frontière

de la géométrie avion et 23 999 404 noeuds dans le domaine 
omplet. De même que pré
édem-

ment, on montre la norme du 
hamp de dépla
ement sur le maillage de surfa
e (Fig. 3.17).

A�n d'appré
ier les dépla
ements, la représentation est faite à plusieurs é
helles. Il est à noter

que le dépla
ement maximum est de 10,6mm. Là en
ore, le dépla
ement est bien ta
heté et

on remarque que les plus grands dépla
ements se situent sur le nez de l'avion ainsi que sur le

fuselage. Les géométries dont les 
ourbures lo
ales (voilure, mats de na
elle, dérive) sont faibles

ne font pas apparaitre de grands dépla
ements au regard des géométries à forte 
ourbure (nez,

fuselage, na
elles). Ce
i est une 
onséquen
e dire
te du fait que, pour l'interpolation linéaire,

l'erreur d'interpolation est majorée par la dérivée se
onde de la 
ourbe paramétrée. De manière

plus générale, elle est liée à la 
ourbure de la surfa
e.

Dé�nition 22 (Courbure) Soit r(t) une 
ourbe paramétrée et s(t) l'abs
isse 
urviligne, la


ourbure est la norme du ve
teur

dr

ds
.

De façon plus générale on note k(P ) la 
ourbure au point P que l'on peut dé�nir de manière

générale 
omme la tra
e du tenseur de Ri

i
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(a) (b) (
)

Figure 3.17 � (a) Dépla
ement à la frontière (é
helle [0mm,6mm℄) (b) Dépla
ement à la fron-

tière (é
helle [0mm,1mm℄) (
) Dépla
ement à la frontière (é
helle [0mm,0.2mm℄)

3.5.3.2 Résultats

On insiste sur le fait que les éléments d'ordre élevé négatifs peuvent avoir un volume posi-

tif. A�n de tester la positivité des éléments on teste le ja
obien sur une grille su�samment �ne

(de manière heuristique une grille donnée par un élément de degré k2 est su�sant pour tester

les éléments de degré k). Néanmoins, pour des raisons de 
oût de 
al
ul, le nombre d'éléments

négatifs est déterminé en véri�ant la valeur du ja
obien uniquement aux points d'intégration

utilisés pour évaluer les intégrales du s
héma numérique.

Le premier résultat est le 
al
ul de la déformation du nez de l'avion dans les di�érentes 
on-

�gurations données pré
édemment. On tra
e le résultat de l'évolution du nombre des éléments
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Figure 3.18 � Evolution du nombre d'éléments négatifs et volume négatif minimum durant

la résolution du problème matri
iel. Le volume minimum est tra
é en é
helle linéaire pour les

éléments linéaires et en é
helle logarithmique pour les éléments quadratiques.

négatifs ainsi que le volume négatif minimum de l'ensemble des éléments dans le maillage (Fig.

3.18). Pour 
e qui est de la déformation sur le maillage linéaire, on peut remarquer que quand
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α augmente le nombre d'éléments négatifs diminue, en revan
he le volume minimum augmente.

On 
omprend bien qu'il va etre di�
ile d'obtenir un maillage 
onforme et positif sans re
ourir

à des méthodes d'optimisation sur le paramètre E 
omme dans [YM07℄.

Néanmoins on peut remarquer qu'en utilisant dire
tement le maillage d'ordre élevé et non son

sous-dé
oupage en éléments linéaires, on réussit à obtenir une solution qui ne 
omporte pas

d'éléments négatifs. On peut aussi 
onstater que l'utilisation de α toujours plus grand permet

tout de même d'obtenir un maillage ne 
omportant que des éléments positifs ave
 un nombre

d'itérations moins important.

Figure 3.19 � Premier élément à la surfa
e du nez de l'avion

Sur le deuxième 
as test, on e�e
tue la déformation dans le 
as où α = 1 et en ordre élevé.

En terme de performan
e il faut moins de 6 heures sur une ma
hine équipée d'un pro
esseur

Xeon Nehalem 4-Core à 3,20 GHz pour obtenir le résultat, en rappellant que le nombre de noeuds

est de 23 999 404. C�té mémoire vive il faut 549 Mo pour sto
ker un 
hamp de solution et 49

956 Mo pour sto
ker la matri
e du problème. Une fois de plus on présente (Fig. 3.20) l'évolution

du nombre d'éléments négatifs ainsi que le volume négatif maximum en é
helle logarithmique.
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Figure 3.20 � Evolution du nombre d'éléments négatifs et volume négatif minimum durant la

résolution du problème matri
iel dans le 
as de l'avion 
omplet.

En�n, il s'agit de 
onnaître les limites de 
ette appro
he. La déformation ne fon
tionne

évidemment pas dans toutes les 
on�gurations. En e�et, 
omme le montre l'exemple suivant,

une déformation a été 
al
ulée sur une géométrie qui ne 
ollait pas exa
tement ave
 le maillage

d'origine au niveau de l'interse
tion entre la dérive et le plan horizontal. Sur (Fig. 3.21) on peut

voir la norme du 
hamp de dépla
ement obtenu et la lo
alisation des éléments négatifs à la suite
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du 
al
ul de déformation.

Figure 3.21 � Autre 
on�guration d'avion où la géométrie ne 
orrespond pas exa
tement ave


le maillage d'origine, à gau
he la norme du dépla
ement imposé et à droite la lo
alisation des

éléments négatifs à la suite du 
al
ul.

Il est don
 essentiel, pour que 
ette appro
he fon
tionne, d'avoir un maillage d'origine

qui est parfaitement sur la géométrie réelle. De plus, il faut s'assurer que le maillage d'origine

est su�samment bien maillé a�n d'éviter de trop grands dépla
ements pour les noeuds ajoutés.

En e�et, on peut remarquer sur le 
as �pathologique� que des éléments négatifs se 
réent aux

endroits où il existe des forts 
ontrastes de dépla
ements d'éléments à éléments.

3.5.4 Dis
ussion sur la réussite de la méthode

On peut penser naivement que la solution de déformation 
al
ulée en ordre élevé devraient

donner des résultats similaires à la déformation 
al
ulée sur le maillage linéaire. Cette remarque

est légitimée par le fait que, dans les maillages présentés, on a une bonne dis
rétisation de la

paroi et �uniquement� une problèmatique d'éléments trés allongés. Alors pourquoi 
et é
he


pour le maillage linéaire ?

Remettons nous d'abord en mémoire (Prop. 2). Pourquoi 
ette propriété s'applique-t-elle bien

dans 
e 
as ? Rappelons nous simplement que les trois noeuds de sommet (dans le 
as d'un

tétraèdre) appartenant à la fa
e frontière ont un dépla
ement nul, puisque que l'on suppose que

seuls les noeuds rajoutés n'appartiennent pas à la paroi. Etant donné que l'on suppose aussi que

la géométrie est �bien� dis
rétisée on peut supposer que les noeuds rajoutés ont un dépla
ement

qui est presque orthogonal à la fa
e frontière don
 on tombe parfaitement sous le 
oup de (Prop.

2) et on peut espérer obtenir un maillage ave
 des éléments positifs. C'est 
e que l'on observe.

Pourquoi la déformation du maillage linéaire produit des éléments négatifs ? Pour obtenir le

maillage équivalent on a dé
oupé l'élément d'ordre élevé en sous éléments linéaires. Or un

élément P2 en 3D peut être dé
oupé en 8 éléments P1 de 15 façons di�érentes !

Petite propriété évidente avant de 
ontinuer :

Propriété 3 (Positivité du dé
oupage d'un élément) Soit une transformation φ telle que

φ(K̃) = K, de ja
obien j positif sur K̃. On 
onsidère un dé
oupage tel que

⋃

i

K̃i = K̃ et
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φ(K̃i) = Ki. Alors Ki est un élément positif.

Supposons j = j0 > 0 une 
onstante. Si αimes(K̃) = mes(K̃i) alors αimes(K) = mes(Ki)

Preuve : Simple jeu d'intégral

∫

Ki

dx =

∫

K̃i

jdξ = j0

∫

K̃i

dξ = αij0

∫

K̃
dξ = αi

∫

K
dx. Cette

série d'égalité est su�sante pour prouver les deux propriétés.�

Malgré 
ela, rien ne peut garantir que le dé
oupage d'un élément d'ordre élevé en éléments

linéaires produisent des éléments linéaires positifs, 
omme en atteste l'exemple (Fig. 3.22).

X

Y

Z

X

Y

Z

X

Y

Z

Y

Z

X

Figure 3.22 � Vue é
latée d'un dé
oupage d'un élément P2 de ja
obien 
onstant en sous-élément


ourbes, puis en leur équivalent linéaire. La 
ouleur rouge représente les éléments positifs, la


ouleur bleue les éléments négatifs.

De 
e fait 
haque dé
oupage d'un élément d'ordre élevé implique une re
her
he de la


on�guration de dé
oupage telle que les éléments linéaires produits soient positifs.

De plus une autre limitation intervient. Si l'on 
onsidère les 15 dé
oupages possibles de l'élément

P2 en sous-éléments, ils impliquent que les fa
es de l'élément seront dé
oupées aussi de façon

di�érente. Cette information devra don
 être propagée aux éléments adja
ents pour réussir à

dé
ouper de façon 
onforme. Ce pro
essus implique un algorithme de re
her
he itératif et dont

le résultat est in
ertain. Pour éviter 
ette situation, il est né
essaire de n'avoir re
ours qu'à un

dé
oupage de la bipyramide 
entrale pour obtenir des éléments P1 positifs. Cette bipyramide

n'admet que 3 sous-dé
oupages (Fig. 3.23), 
e qui limite don
 les possibilités.
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X
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Figure 3.23 � Trois sous-dé
oupages d'un P2 3D ne modi�ant pas le dé
oupage des fa
es.

Reprenons le raisonnement initial, 
onsistant à supposer que la déformation 
al
ulée sur

le maillage d'ordre élevé et le maillage linéaire donne approximativement le même 
hamp de

déformation. Si l'on dé
oupe de manière arbitraire le maillage d'ordre élevé pour obtenir le

maillage linéaire et que l'on sait que l'on obtient des éléments P2 positifs en déformant le

maillage d'ordre élevé, alors il y a e�e
tivement une forte probabilité que résulte des éléments

linéaires négatifs de la déformation 
al
ulée sur le maillage linéaire.

L'é
he
 de la déformation sur le maillage linéaire pour des maillages de type Navier-Stokes est

don
 lié à la topologie des éléments pro
he de la surfa
e. E�e
tuer la déformation sur le maillage

d'ordre élevé permet don
 de s'a�ran
hir du sous-dé
oupage et d'obtenir un maillage d'éléments

positifs.

3.6 Con
lusion

Ce 
hapitre a introduit les espa
es polyn�miaux prin
ipaux permettant de dé
rire les

bases d'interpolation sur les éléments �nis de référen
e. Ces éléments �nis ont ensuite été dé
ris

et des propriétés singulières de positivité ont été énon
ées. Ce
i dans l'obje
tif de montrer

que l'utilisation d'éléments dont la base polyn�miale d'interpolation est de degré supérieur à

1 requiert un 
ertain nombre de garde-fous. La méthode 
onsistant à se repla
er dans le 
adre

d'élément ayant pour base les polyn�mes de Bernstein semble prometteuse mais né
esssite un

développement plus approfondi pour les éléments de dimension 2 et 3.

L'analyse des erreurs et la véri�
ation du théorême 2 d'estimation d'erreur a priori, nous

a permis de pointer une limite quant à la �déformation a

eptable� pour un élément 
ourbe

dé�ni par un élément de référen
e et une transformation iso-paramétrique. En e�et, un élément

de degré k dont les noeuds milieux sont dépla
és au delà d'une boule de rayon proportionnelle

à hk ne véri�e plus (Thm. 2). On amor
e un début de preuve à 
e phénomène en reprenant le

développement limité qui a mené à l'estimation d'erreur a priori donnée par (Thm. 2). Cette

étude permet de nuan
er l'énon
é de l'estimation d'erreur dans le 
adre des éléments �nis dé�nis

par des éléments de référen
e.

La première partie a fait apparaître le besoin de 
al
uler des dérivées se
ondes. On mon-

tre qu'il existe des méthodes de re
onstru
tion de gradients qui permettent, non seulement,

d'obtenir des approximations des gradients aux noeuds mais en plus que 
es approximations

suivent toujours l'estimation d'erreur a priori. Cette étude nous a permis de justifer les poids

utilisés dans 
ette méthode. En�n une étude 
on
ernant le 
out algorithmique révèle que la

mèthode est sensiblement moins 
outeuse en utilisant des éléments de degré plus élevé.
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Les éléments �nis de référen
e et l'analyse de l'erreur ayant été introduits, il nous restait

à dis
uter des problèmatiques de 
réation de maillages d'ordre élevé sur des géométries variées

et 
omplexes. Nous avons fait le 
hoix de 
onserver tous les avantages des outils déjà implé-

mentés pour 
réer des maillages d'éléments linéaires et don
 de partir d'un maillage d'éléments

linéaires puis de 
réer le maillage d'ordre élevé en ajoutant des degrés de liberté. Les fa
es des

éléments 
ommunes ave
 la frontière du maillage 
ontiennent des noeuds qui sont reprojetés

sur la géométrie puis le maillage est déformé grâ
e à la résolution d'un problème d'élasti
ité

linéaire simpli�é où lo
alement le module d'Young est inversement proportionnel au volume de

l'élément.

On montre que dans les 
as de maillages 3D de type Navier-Stokes (
ontenant des élé-

ments trés allongés) la déformation produit des éléments négatifs si l'on e�e
tue la déformation

sur le maillage linéaire équivalent au maillage d'ordre élevé. Au 
ontraire si la déformation est

e�e
tuée sur le maillage d'ordre élevé (ave
 un s
héma d'ordre élevé impli
itement), elle donne

des résultats satisfaisants. On a avan
é une expli
ation à 
e résultat, qui tient parti
ulière-

ment au sous-dé
oupage des éléments 
ourbes en éléments linéaires. On a montré aussi des 
as

pathologiques en tentant d'identi�er les problèmes annexes (notamment de sous-dis
rétisation

initiale de la géométrie ou de la non-
on
ordan
e du maillage initial ave
 la géométrie).
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Résultats et analyses

Aprés avoir posé le 
adre théorique, on présente des résultats sur une variété de problèmes.

Une première dis
ussion sera menée sur la motivation autour des méthodes d'ordre élevé.

Il est légitime de s'interroger sur l'évolution du 
al
ul numérique. Alors que les unités de 
al
ul

mis à la disposition des numéri
iens 
ontinuent de doubler leur puissan
e et/ou leur nombre

tous les deux ans, peut-on en dire autant du 
al
ul numérique ? En quarante ans de 
al
uls

a-t-on vraiment multiplié le nombre d'in
onnus par 220 ? Et qu'en est-il de l'amélioration de

l'erreur vis-à-vis des expérien
es ? Ces questions ont des rami�
ations 
omplexes et nous n'y

répondrons pas i
i. Nous tenterons simplement de rationnaliser la motivation derrière les méth-

odes d'ordre élevé en estimant les 
oûts algorithmiques d'un 
al
ul numérique et en rappelant

les résultats d'erreur a priori. Nous dégagerons ainsi une tendan
e entre la volonté d'obtenir un

meilleur 
al
ul et le 
oût que 
ette démar
he implique.

Dans un deuxième temps nous étudierons des 
as tests a
adémiques a�n de 
réditer les

estimations d'erreur. Ces 
as tests nous permetteront aussi de dis
uter les problématiques liées

à la déformation des éléments et aux éventuelles pertes d'ordre.

Nous montrerons des 
as tests de simulations numériques pour Euler. Ces 
as sont intéressants


ar dans le 
as des équations d'Euler la 
ondition d'isentropie nous permet d'avoir a

és dire
te-

ment à une mesure qualitative de l'erreur. Nous montrerons des 
as de géométries déformées

et non déformées, ainsi que des 
as de sous-intégrations numériques et quelques résultats liés à

l'utilisation de valeur de τ et l'e�et sur la produ
tion d'entropie.

En�n nous montrerons des résultats Navier-Stokes ainsi que des résultats sur une 
on�guration


omplète d'avion ave
 un modèle de turbulen
e.

4.1 Cal
ul numérique : Cal
ul de haute performan
e

Avant de présenter les résultats numériques, nous pré
isons le 
adre dans lequel 
es 
al
uls

ont été e�e
tué et les outils qui ont été implémentés pour permettre leur réalisation.

L'ensemble des 
al
uls Euler et Navier-Stokes ont été menés ave
 le 
ode de Dassault-

Aviation, dans lequel les méthodes présentées 
i-avant ont été implémentées. Ce 
ode permet

la résolution des équations pré-
itées ainsi qu'une 
olle
tion de modèles de turbulen
e. Des

modèles RANS (Reynols Averaged Navier-Stokes) plus avan
és tels que EARSM (Expli
it Alge-

brai
 Reynolds Stress Model) et RSM (Reynolds Stress Model) sont aussi disponibles. Il est aussi

possible de faire de la LES (Large Eddy Simulation) ou de la DES (Deta
hed Eddy Simulation).

Ce 
ode a été porté sur un 
ertain nombre d'ar
hite
ture. Il est parallèlisé pour des ma-

107
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hines (IBM SP2 Series, IBM Blue Genen Itanium II et Bull Novas
ale pro
esseur Xeon) à

mémoires partagés ou distribués en utilisant la librairie MPI (Message Passing Interfa
e).

La parallèlisation dans le 
adre des méthodes numériques présentées est triviale 
ar la

formulation 
ompa
te permet de 
onsidérer le 
al
ul dans un 
ertain groupement ou blo
 d'élé-

ments et le partage de l'information ne se fait qu'à l'interfa
e entre les éléments qui partagent

une fa
e ave
 une frontière de blo
s. Les méthodes de type éléments �nis ou RDS permettent

don
 une parallèlisation très aisée.

Le dé
oupage du maillage a du être un peu retravaillé pour l'ordre élevé. Le prin
ipe du

dé
oupage, pour les éléments linéaires, se faisait, à la base, sur un dé
oupage du graphe reliant

les noeuds, graphe que nous appellerons no2no. On ajoute en remarque que 
e graphe no2no

est aussi important quand il s'agit de sto
ker la matri
e impli
ite du problème éléments �nis

ou RDS, puisque 
e graphe 
orrespond à la notation en sto
kage morse de la matri
e du prob-

lème. Ce graphe étant dé
oupé, les noeuds étaient repartis dans 
haque blo
. On repassait aux

éléments appartenant à un blo
 en regardant le nombre de noeuds de 
haque blo
 par élément

et on statuait sur le blo
 auquel l'élément appartenait.

Le 
hoix a été fait, dès que la question s'est posée, de passer dire
tement au dé
oupage du

maillage en dé
oupant le graphe reliant les éléments, graphe que nous appellerons nl2nl.

On propose les maillages montrés 
i-aprés, 
omprenant des éléments de même degré. L'ob-

je
tif de 
e 
as test est simplement de montrer l'allure des graphes nl2nl et no2no, pour des

maillages de degré di�érent.

Figure 4.1 � Maillages mixte de degré 1 et degré 2. Numéros blan
s : numérotation des noeuds.

Numéros bleus : numérotation des éléments.

Pour faire 
es maillages on a simplement dépla
é les noeuds, qui n'appartiennent pas à la

frontière, de façon aléatoire. Chose parfaitement inutile topologiquement tant que la transfor-

mation géométrique n'a pas un ja
obien négatif, simplement les éléments de degré 2 sont plus

à leur avantage dans 
ette 
on�guration. La visualisation est réalisée en utilisant la librairie

graphique OpenGL.

Les graphes nl2nl et no2no sont représentés pour les deux maillages dans les tableaux

suivant.
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1 : 0 2 0

2 : 8 1 4

3 : 5 4 0

4 : 2 3 9

5 : 0 6 10 3

6 : 0 7 5

7 : 11 6 0

8 : 2 9 13 0

9 : 4 10 14 8

10 : 5 11 15 9

11 : 7 12 10

12 : 16 11 0

13 : 8 14 17 0

14 : 9 15 19 13

15 : 10 16 20 14

16 : 12 0 22 15

17 : 19 18 13

18 : 0 17 0

19 : 14 20 0 17

20 : 15 21 19

21 : 0 20 22

22 : 16 23 21

23 : 0 22 0

1 : 2 3

2 : 1 3 4 5 6

3 : 1 2 4 11 12

4 : 2 3 6 11 12 13

5 : 2 6 7 8

6 : 2 4 5 7 8 11 13 14

7 : 5 6 8 9

8 : 5 6 7 9 10 13 14

9 : 7 8 10

10 : 8 9 14 15

11 : 3 4 6 12 13 16 17 18

12 : 3 4 11 16 17

13 : 4 6 8 11 14 16 18 19

14 : 6 8 10 13 15 18 19 20

15 : 10 14 19 20

16 : 11 12 13 17 18 21 23

17 : 11 12 16 21 22

18 : 11 13 14 16 19 21 23

19 : 13 14 15 18 20 23 24

20 : 14 15 19 24 25

21 : 16 17 18 22 23

22 : 17 21

23 : 16 18 19 21 24

24 : 19 20 23 25

25 : 20 24

Table 4.1 � A gau
he : graphe nl2nl du maillage (Fig. 4.1) de degré 1 (les fa
es des éléments

n'ayant pas de voisin pointent vers l'élément 0). A droite : graphe no2no du maillage (Fig. 4.1)

de degré 1

La première 
hose que l'on peut remarquer, 
'est la taille des graphes. Le nombre d'élé-

ments, pour un même nombre de degrés et pour un même nombre de fa
es, étant environ kd

moins grand, pour un maillage en dimension d 
omposé d'éléments de degré k, vis-à-vis d'un
maillage linéaire, il est logique d'avoir un graphe nl2nl beau
oup plus petit. En revan
he le

nombre de noeuds par élément par rapport à un élément linéaire étant environ

(k + 1)

2

d

plus

grand que pour un élément linéaire, le nombre de voisins moyen d'un noeud grandit environ du

même fa
teur.

En terme de 
oût algorithmique, la 
onstru
tion de nl2nl est en O(Nel), Nel le nombre

d'éléments, et la 
onstru
tion de no2no est en O(Nnp), Nnp le nombre de noeuds. On véri�e


es estimations sur le graphe suivant. La �gure pour le 
oût de la 
onstru
tion de nl2nl est en

é
helle logarithmique 
ar le nombre d'éléments a toujours tendan
e à grandir très rapidement

pour un ra�nement uniforme, mais la regression linéaire a�
hée est bien 
elle qui lie le temps

CPU au nombre d'éléments selon la loi CPU = CNel.

Il est intéressant de noter que le dé
oupage multi-blo
s d'un maillage basé sur le graphe

nl2nl sera don
 plus rapide pour des maillages 
omposés d'éléments de degré élevé. En revan
he

le temps de 
al
ul du graphe no2no reste globalement du même ordre.

Le dé
oupage du graphe nl2nl est ensuite réalisé ave
 la librairie METIS [KK98℄, selon

la méthode de bisse
tion ré
ursive. Cette méthode est 
onnue pour être relativement 
oûteuse,

néanmoins elle o�re l'avantage peu négligeable de proposer un dé
oupage ave
 un nombre d'élé-

ments équivalents (à un ou deux éléments près) pour 
ha
un des blo
s. Ce
i permet d'équilibrer

la tâ
he à a

omplir pour 
haque pro
esseur (load-balan
ing) et diminue les temps d'attente

pour syn
hronisation avant l'é
hange d'information. La se
tion suivante va s'attarder à prouver

que 
haque itération a un 
oût proportionnel au nombre d'éléments, d'où l'importan
e d'équili-
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1 : 0 2 0

2 : 4 1 3

3 : 0 0 5 2

4 : 2 5 0 0

5 : 3 6 4

6 : 0 5 0

1 : 2 3 23 24 25

2 : 1 3 4 5 6 13 15 16 17 18 19 23 24 25

3 : 1 2 4 7 8 14 17 19 20 21 22 23 24 25

4 : 2 3 5 6 7 8 11 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 : 2 4 6 13 15 16 17 18

6 : 2 4 5 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

7 : 3 4 6 8 9 10 11 12 13 14 19 20 21 22

8 : 3 4 7 14 19 20 21 22

9 : 6 7 10 11 12

10 : 6 7 9 11 12

11 : 4 6 7 9 10 12 13 14

12 : 6 7 9 10 11

13 : 2 4 5 6 7 11 14 15 16 17 18

14 : 3 4 6 7 8 11 13 19 20 21 22

15 : 2 4 5 6 13 16 17 18

16 : 2 4 5 6 13 15 17 18

17 : 2 3 4 5 6 13 15 16 18 19 23

18 : 2 4 5 6 13 15 16 17

19 : 2 3 4 7 8 14 17 20 21 22 23

20 : 3 4 7 8 14 19 21 22

21 : 3 4 7 8 14 19 20 22

22 : 3 4 7 8 14 19 20 21

23 : 1 2 3 4 17 19 24 25

24 : 1 2 3 23 25

25 : 1 2 3 23 24

Table 4.2 � A gau
he : graphe nl2nl du maillage (Fig. 4.1) de degré 2 (les fa
es des éléments

n'ayant pas de voisin pointent vers l'élément 0). A droite : graphe no2no du maillage (Fig. 4.1)

de degré 2

Figure 4.2 � Véri�
ation du 
oût algorithmique de la 
onstru
tion du graphe nl2nl en O(Nel)
et du 
oût algorithmique de la 
onstru
tion du graphe no2no en O(Nnp)

brer la tâ
he des pro
esseurs.

En substan
e, le dé
oupage du maillage pour la parallèlisation est une étape qui né
essite

la 
réation du graphe nl2nl. La 
réation de 
e graphe ayant un 
oût proportionnel au nombre

d'éléments, il est bien plus avantageux de faire le dé
oupage sur un maillage d'ordre élevé. On


hoisit un dé
oupage du graphe de type bisse
tion ré
ursive a�n de favoriser le load-balan
ing.

Il est aussi à noter que la transmission d'information 
e faisant uniquement via les informations

nodales des noeuds frontières de blo
s, le pro
essus de 
ommuni
ation ne 
hange pas entre les

maillages linéaires et les maillages d'ordre élevé. C'est en
ore un avantage de la formulation


ontinue des éléments �nis.
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4.2 Estimation de l'e�
a
ité numérique

Nous dresssons i
i un s
héma des routines essentielles du 
ode de 
al
ul utilisé et dans

lequel les méthodes ont été implémentées, voir (Fig. 4.3).

Initialisation et acquisition carte AETHER

Calcul des intégrales
de frontières P

n
(Conditions limites, 
termes sources,...)

Tous les termes sont calculés
et le système est assemblé.

Résolution du système GMRES

Boucle
sur les 
points 

d’intégration
frontière

Boucle
du

multicorrecteur

Boucle
sur les 
points 

d’intégration
domaine

Calcul des intégrales
du domaine Ω

n
(Terme de convection,

de diffusion, GLS, 
capture de chocs,...)

Information sur le cacul
de la matrice τ

Boucles sur les éléments
coloriés et sur les couleurs

Librairie des éléments

Initialisation prédicteur

Points d’intégration
1D, 2D, 3D

Met en mémoire les valeurs
des fonctions de forme et 

des gradients des fonctions 
de forme aux 

points d’intégration

Boucle
en temps

Lecture Maillage

Figure 4.3 � Arbre d'éxé
ution d'AETHER

Grâ
e à 
e s
héma on peut donner une première estimation du 
oût algorithmique, ave


NBM le nombre d'itérations non-linéaires , Ne le nombre d'éléments, NPI le nombre de points

d'intégration moyen, CGMRES le 
out algorithmique lié au solveur linéaire itératif GMRES,

ave
 Nne le nombre moyen de noeuds par élément et C1 une 
onstante représentative du 
al
ul

des fon
tions d'états, de 
onversions, d'appli
ation de 
onditions aux bornes, ....

Ccalcul ≃ NBM (C1NPINneNe +CGMRES)

On rappelle l'estimation touvée au premier 
hapitre liant le nombre d'éléments et taille 
ar-

a
téristique moyenne des éléments Ne = Cmes(Ω)h−d
. On suppose (et 
'est souvent le 
as)

que la méthode employée permet d'obtenir un système linéaire que GMRES peut résoudre en

un nombre �xe d'espa
e de Krylov Nkr et de redémarrage Nre, ave
 Nnp le nombre moyen de

noeuds voisins d'un noeud (estimation de la taille de la diagonale non nulle de la matri
e à

résoudre) d'où on obtient le résultat très simpli�é de :

CGMRES ≃ NreN
2
krNnpNe

En 
e qui 
on
erne le nombre d'itérations pour obtenir un système 
onvergé NBM on peut

di�
ilement statuer. Nous estimerons simplement que NBM = f(Ne) où dans le pire des 
as f
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est une fon
tion linéaire et dans le meilleur 
as une 
onstante. On obtient alors le 
oût suivant :

Ccalcul ≃
(
C1NPINne +NreN

2
krNnp

)
Nef(Ne)

en fon
tion de la taille 
ara
téristique 
ette estimation devient :

Ccalcul ≃ C̃
(
C1NPINne +NreN

2
krNnp

)
︸ ︷︷ ︸

(a)

h−df(h−d)︸ ︷︷ ︸
(b)

En analysant 
ette formule on distingue deux parties imputables l'une à l'utilisation d'un degré

d'interpolation plus élevé (a) et l'autre à l'étape de ra�nement du maillage (b).
Condidérons que f est une fon
tion puissan
e telle que f(x) = xα−1

ave
 1 < α < 2. On note

Ak
la partie (a) pour des éléments de degré k et on notera simplement que hk = kh. Le rapport

entre les 
oûts de 
al
ul pour un maillage linéaire et un maillage d'ordre élevé peut don
 être

évalué de la manière suivante :

CE1
calcul

CEk

calcul

=
A1

Ak
kαd

Autrement dit l'utilisation de l'ordre élevé n'a pas de surplus de 
oût algorithmique si A1 =
Akkαd. Or le seul fait de requérir une règle d'intégration su�sante rend 
ette 
ondition 
aduque.

L'intérêt réside don
 ailleurs. On 
ompense le 
oût de 
al
ul supplémentaire par l'obtention

d'une solution qui, d'aprés les estimations théoriques doit être meilleure. En e�et on a l'estima-

tion suivante ave
 Ẽrr une 
onstante positive :

Errk = Ẽrrhk+1

On note �e�
a
ité� numérique la mesure qui fait intervenir le 
out de la méthode et l'erreur

intrinsèque résultante pour une méthode ave
 des éléments de degré k. On introduit 
e 
on
ept

en partant de l'intuition que l'e�
a
ité augmente lorsque que le 
oût diminue ou que l'erreur

diminue.

Ek =
1

CEk

calculErr
k

En terme de taille de barre on obtient le résultat suivant ave
 Ẽ est une 
onstante positive

dépendante des 
onstantes pré
edentes :

Ek = Ẽhαd−(k+1)

On a le 
omportement suivant lorsque h→ 0 :





Ek −→ 0 k < αd− 1

Ek −→ Ek0 k = αd− 1

Ek −→∞ k > αd− 1

C'est dans 
ette mesure que les méthodes d'ordre élevé prennent leur importan
e. En sub-

stan
e, on peut dire que dans les 
as où les méthodes ne sont pas d'ordre élevé, à mesure que

l'on ra�ne le maillage (dans le but d'obtenir une erreur plus a

eptable), on produit un sur
out

qui rend rapidement la méthode inutilisable. En revan
he l'utilisation d'un degré k polynomial

su�samment élevé nous assure une e�
a
ité 
onstante, voir même en augmentation. Ce qui

suggère que tous les e�orts pour obtenir une solution plus a

eptable ne seront pas annihilés

par un sur
oût ingérable, ave
 la te
hnologie a
tuelle.

(Fig. 4.4) montre une estimation du paramètre α. Le prin
ipe est le suivant, pour un 
as

test de type Euler, on dé
ide d'arrêter le 
al
ul quand le résidu du problème 
omplet a été divisé
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Figure 4.4 � log(temps 
pu) = f(log(nombre de degré de liberté)) pour un 
as test de type

Euler

par 107. On estime, à partir des sorties du 
ode qui 
ontient un 
ompteur, le temps 
pu e�e
tif

(on essaye de ne pas 
ompter les le
tures, é
ritures), que l'on 
ompare au nombre de degrés de

liberté. Dans le 
as P1 on obtient un α de l'ordre de 1.8 pour l'ordre élevé un α de l'ordre de

1.9. On peut remarquer que l'on obtient un α qui se situe dans la partie haute de la four
hette

qui était supposée par l'analyse pré
édente.

Cette analyse 
on�rme néanmoins que l'estimation pré
édente du 
oût de 
al
ul, bien que som-

maire, s'avère viable. On en déduit que le degré idéal pour résoudre des problèmes 2D, a�n

d'obtenir une �e�
a
ité numérique� 
onstante, serait environ k = 3 en 2D et k = 4 en 3D.

Cette analyse théorique sert de base à une justi�
ation des améliorations éventuelles

attendues. D'autres méthodes, 
omme l'analyse de sensibilité, ra�nement lo
al par méthode

adjointe, permettent d'estimer les zones permettant de diminuer signi�
ativement l'erreur sans

tomber sur le problème de l'augmentation polynomial du 
oût. En revan
he 
es méthodes ont

elles-même un 
oût non négligeable.

Comme on a pu le 
onstater dans la se
tion pré
édente, les équations que l'on 
her
he

à résoudre sont non-linéaires, elles font intervenir un 
ertain nombre de modèles 
omplexes et

on peut di�
ilement imaginer des solutions exa
tes à 
es problèmes. Ainsi dans le 
adre des

équations de Navier-Stokes et de turbulen
e, l'appré
iation d'une solution est faite grâ
e à une

analyse physique ou à une 
omparaison ave
 une expérien
e. Nous nous atta
herons uniquement

à l'analyse physique dans 
e 
as.

4.3 Cas a
adémique

Ces 
as nous permettent de valider un 
ertain nombre de propriétés qui ont été proposées

dans les se
tions pré
édentes. On montre des 
as majoritairement sur des problèmes d'adve
tion

pure. On montre d'abord que l'on retrouve les bons ordres de 
onvergen
e en 
hoisissant des

solutions et en appliquant les termes sour
es 
orrespondants.

Dans un deuxième temps on montre un 
as d'adve
tion de 
ho
 et nous dis
uterons de l'orien-

tation des éléments et la réper
ussion sur la di�usion.
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4.3.1 Solution exa
te

Avant d'étudier les résultats sur les 
as Euler, on 
her
he à faire une étude rapide sur un

problème d'adve
tion pure. On désire simplement savoir si les résultats théoriques tiennent. On

veut résoudre ave
 une méthode SUPG :

λ · ∇u = f

ave
 des 
onditions de Diri
hlet sur le bord du domaine u|∂Ω = 0. λ = (1, 1) et f tel que

u = cos(
π

2
y)sin(

π

2
x).

On fait une série de tests où, pour 
haque maillage, on introduit une perturbation aléatoire

sur la position des noeuds, proportionnelle à la taille de leur 
ellule. Les nouvelles 
oordonnées

sont x̃ = x + rc0hc, ave
 hc la taille de la 
ellule et r une variable aléatoire sur [0, 1] et c0 un

paramètre 
ompris dans [0, 0.5].
On fait une analyse très su

inte de l'ordre ave
 un maillage grossier et un maillage �n, où le

maillage �n a une taille 
ara
téristique deux fois plus petite.
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Figure 4.5 � Maillages grossiers. Les maillages perturbés sont obtenus ave
 un c0 = 0.2
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Figure 4.6 � Estimation de l'odre de 
onvergen
e pour une perturbation aléatoire de la position

des noeuds d'amplitude c0

L'erreur est évaluée ave
 une norme L2(Ω). On 
her
he la relation entre l'erreur et

la taille 
ara
téristique sous la forme E = βhγ . Sa
hant que hfin = hgrossier/2 on a γ =
log(Egrossier)− log(Efin)

log(2)
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On peut tout d'abord remarquer que dans les 
as où c0 = 0 on retrouve les ordres de


onvergen
e habituels dans le 
as de l'adve
tion pure, à savoir γ ≃ k + 1
2 . En perturbant le

maillage on s'aperçoit que les 
as P1 et Q1 ont un ordre de 
onvergen
e stable. En revan
he

pour les éléments de degré plus élevé on remarque que l'ordre diminue jusqu'à stagner vers

l'ordre obtenu pour les éléments linéaires.

Ce phénomène est rassurant 
ar il nous permet de véri�er dire
tement l'estimation d'erreur

dans le 
as des éléments droits et on véri�e bien la perte d'ordre qui avait été soulignée, d'un

point de vue élémentaire, dans la se
tion 3.3.2.2.

4.3.2 Adve
tion de 
ho
 et de pro�l

On reprend le 
as :

λ · ∇u = 0

On �xe λ = (1, 1) sur une grille [0, 6]2 ave
 les 
onditions limites suivantes : en x = 0 u = 1 et

y = 0 u = 0.
On réprésente les solutions obtenues pour un s
héma SUPG dans les 
as P1, P2, P3, Q1, Q2,

Q3. On représente les maillages équivalents, en revan
he pour les solutions sont interpolées sur

des éléments de degré 3k (voir 3.4.1).
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Figure 4.7 � Solution obtenue ave
 un s
héma SUPG pour des élements de degré 1.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5
1.1
1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0

-0.05

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5
1.1
1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0

-0.05

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5
1.1
1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0

-0.05

Figure 4.8 � Solution obtenue ave
 un s
héma SUPG pour des élements de degré 2.

L'intérêt de 
e 
as test est de véri�er, dans un premier temps, que l'utilisation de degré

supérieur permet de 
onserver une bonne approximation du 
ho
. Ce qui semble être bien le


as. On observe que le s
héma est moins di�usif en utilisant des éléments de degré plus élevé.

L'utilisation d'éléments quadrangulaires semble améliorer aussi le résultat.
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Figure 4.9 � Solution obtenue ave
 un s
héma SUPG pour des élements de degré 3.
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Figure 4.10 � Comparaison des 
ho
s obtenus en sortie De gau
he à droite : degré 1, 2 puis 3.

Rouge : triangle ave
 hypothénuse parallèle au 
ho
, Bleu : triangle ave
 hypothénuse perpen-

di
ulaire au 
ho
, Vert : quadrangle

L'autre aspe
t intéressant est de remarquer que l'orientation des éléments in�ue dire
tement la

qualité de la solution et 
e
i dans tous les 
as. On peut même 
onstater que la solution obtenue

n'a subi au
une di�usion numérique dans le 
as où une fa
e d'un triangle est alignée ave
 le


ho
.

Il est à noter qu'en entrée le pro�l adve
té est en réalité la proje
tion de 
e pro�l sur l'espa
e

d'approximation polyn�mial. Ce problème n'est 
lairement pas numérique mais relève entière-

ment du 
hoix de l'espa
e d'approximation.

On montre un autre 
as test pour le s
héma RDS proposé pré
édemment. On ajoute un

terme de di�usion.

λ · ∇u+ κ∆u = 0

Dans 
e 
as λ = (−y, x) sur une grille [−2π, 2π] × [0, 2π].
Les 
on
lusions qui peuvent être tirées de 
e 
as test sont similaires au 
as pré
édents.

Le pro�l est moins di�usé en utilisant des éléments de degré 2. Dans le 
as où l'on ajoute un

terme de di�usion, on peut aussi remarquer que le s
héma est moins di�usif.

4.3.3 Bilan

Ces quelques tests sur des 
as simples nous permettent de valider un 
ertain nombre de

propriétés. Dans un premier temps, la validation des estimations d'erreur a été faite et elle est


ohérente ave
 la théorie. On peut aussi 
onstater que la �qualité� des éléments et leur défor-

mation joue un r�le sur la qualité de la solution obtenue, 
omme prévue dans la se
tion 3.3.2.2.
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Figure 4.11 � Equation d'adve
tion ave
 un pro�l sinusoidal en entrée.
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Figure 4.12 � Equation d'adve
tion di�usion ave
 κ = 0.1 ave
 un pro�l sinusoidal en entrée.

Dans un deuxième temps on s'assure que dans le 
as d'adve
tion de 
ho
s, la solution ne

se trouve pas détériorée par l'utilisation d'éléments de degré plus grand que 1. On véri�e que

le 
ho
 est aussi bien 
apturé et que le s
héma est moins di�usif, en revan
he on retrouve bien

la forme des fon
tions d'interpolation d'où le fait que les valeurs de part et d'autre du 
ho


soient don
 surestimés ou sous-estimés. Néanmoins 
es os
illations sont uniquement le résultat

des fon
tions d'interpolation et non pas du s
héma SUPG en lui-même.

En�n on montre qu'en ajoutant un terme de di�usion dans le 
as du s
héma RDS, les

propriétés restent satisfaisantes et les 
on
lusions quant à l'utilisation d'éléments de degré plus

élevé restent les mêmes.

4.4 Cas Euler 2D

Ces 
as tests proviennent du projet ADIGMA, [CN09℄. On étudie i
i des pro�ls NACA0012.

On regarde plus parti
ulièrement dans les 
as tests suivants les iso-valeurs de Ma
h et l'entropie.

On rappelle que dans le 
as Euler, l'é
oulement est isentropique en l'abs
en
e de 
ho
s.

4.4.1 NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o

On 
ompare les résultats obtenus dans le 
as P2 et P3 ave
 les maillages équivalents

(même nombre de degrés de liberté) P1.

En 
e qui 
on
erne les iso-valeurs de Ma
h dans le 
as P1 on remarque des replis pro
he de

la paroi qui s'amenuisent en utilisant un maillage plus ra�né. Ces replis disparaissent dans le


as des 
al
uls en ordre élevé (Fig. 4.13). Ce
i dès l'utilisation des éléments de degré 2 sur le
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maillage le plus grossier.

On peut 
orréler 
e résultat ave
 la produ
tion d'entropie pro
he de la paroi. Le point d'arrêt

est l'endroit où la produ
tion d'entropie est la plus forte (Fig. 4.14), 
ette entropie est ensuite

adve
tée le long du pro�l. La 
onséquen
e étant une détérioration de la solution et l'apparition

de 
es altérations sur les iso-valeurs de Ma
h.

L'utilisation de méthodes d'ordre élevé permet de diminuer drastiquement 
ette produ
tion. A

l'é
helle de l'entropie produite dans le 
as du maillage P1, on 
onstate que dans le 
as P3 la

produ
tion d'entropie est quasiment inexistante.

Il a été montré, dans le 
adre d'une étude annexe, que dans le 
as P1 la suppression de 
ette

entropie parasite pouvait être envisagée en ra�nant les éléments majoritairement dans la zone

du point d'arrêt. Ce ra�nement a eu un impa
t dire
t sur les replis observés.

L'utilisation de méthodes d'ordre élevé, dans 
e 
adre, permet d'obtenir un résultat bien meilleur

et élimine le problème prépondérant de la 
réation d'entropie au point d'arrêt. On note un e�et

d'ordre lorsque l'on fait un ra�nement global du maillage. On 
onsidère la 
onvergen
e des

valeurs de trainée et de portan
e sur le pro�l NACA0012 vers la valeur 
ible ave
 un seuil d'er-

reur. L'intervalle de 
on�an
e autour de la valeur 
ible est atteint pour un nombre de degrés

de liberté inférieur en utilisant les méthodes d'ordre élevé. Ce résultat rejoint l'analyse a priori

faite au début de 
e 
hapitre. Bien que les méthodes d'ordre élevé aient un 
oût sensiblement

plus grand, elles permettent d'atteindre l'intervalle de 
on�an
e autour d'une valeur 
ible pour

un nombre de degré de liberté moindre.

Figure 4.13 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Euler. Iso-valeurs du nombre de

Ma
h.

4.4.2 NACA0012, Ma
h=0.8, angle d'attaque 2o

Ce 
as test présente un 
ho
 et permet d'analyser sur un 
as plus 
omplexe le 
omporte-

ment des méthodes d'ordre élevé. On note que le terme de 
apture de 
ho
 est présent dans


es simulations. Comme pour le 
as pré
édent on s'intéresse aux iso-valeurs de Ma
h ainsi qu'à

l'entropie.

Comme pour le 
as pré
édent on note une diminution de la produ
tion d'entropie au point
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Figure 4.14 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Euler. Iso-valeurs de l'entropie.

Figure 4.15 � NACA0012, Ma
h=0.8, angle d'attaque 2o, Euler. Iso-valeurs du nombre de

Ma
h.

d'arrêt et autour du pro�l dans des proportions similaires. En revan
he on note une produ
tion

d'entropie en amont du 
ho
 dans le 
as des éléments de degré élevé.

La qualité de la solution obtenue est don
 meilleure en amont du 
ho
 et se trouve légèrement

détériorés pro
he du 
ho
, néanmoins on ne note pas d'autres e�ets négatifs et on retrouve les

béné�
es notés dans le 
as test pré
édent.
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Figure 4.16 � NACA0012, Ma
h=0.8, angle d'attaque 2o, Euler. Iso-valeurs de l'entropie.

4.4.3 E�et du fa
teur τ de la méthode SUPG

Reprenons le premier 
as test (NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o).
Suite à l'étude faite dans le premier 
hapitre on a déduit des valeurs de τ adaptées aux méth-

odes d'ordre élevé. On montre i
i l'e�et sur la solution dans le 
as d'une sur-évaluation de 
e

paramètre τ .
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Figure 4.17 � E�et d'une surestimation du paramètre τ dans le 
as des éléments P2. Les


ontours représentent l'entropie et les iso-lignes le Ma
h.

L'adaptation du paramètre τ a un e�et notable sur la produ
tion d'entropie au point

d'arrêt. On 
onstate toujours 
ette 
orrélation entre la produ
tion d'entropie et la détérioration

des isovaleurs de Ma
h.
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Figure 4.18 � E�et d'une surestimation du paramètre τ dans le 
as des éléments P3. Les


ontours représentent l'entropie et les iso-lignes le Ma
h.

L'étude du paramètre τ nous a permis d'éviter l'obtention de solutions sur-di�usées et


onséquemment d'améliorer les solutions obtenues.

4.5 Cas Euler 3D

4.5.1 Sphère Ma
h 0.35, angle d'attaque 0o

Le premier 
as test 3D a été e�e
tué sur une sphère. Le maillage est déformé de sorte que

l'ensemble des noeuds de frontières soient bien sur la géométrie. (Fig. 4.19) fait apparaitre en

plus des 
ontours d'entropie et les iso-lignes de Ma
h, le temps de 
al
ul pour 
haque simulation.

EG3-Iter représente le temps passé par itérations pour la 
onstru
tion de la matri
e impli
ite

et Gmres le temps passé par itérations non linéaires dans le solveur itératif.

Le maillage 
ontient un nombre de degré de liberté identique pour les trois maillages, à

savoir 554242 noeuds. Le 
al
ul a été mené en parallèle sur 16 pro
esseurs pour les trois 
al
uls.

Les 
onstatations sont similaires au 
as 2D. En terme de temps de 
al
ul on a un fa
teur 1.5
entre le P1 et le P2 alors que l'on a un fa
teur 8 pour le P3 ! Les raisons pour 
es fa
teurs tien-

nent à l'utilisation d'une règle d'intégration 
omportant un très grand nombre de points pour

le 
al
ul P3 et semble aussi être dû à une 
onvergen
e plus lente de la résolution du système

matri
iel, problème qui ne semble pas apparaître dans le 
as P2.

Les remarques sur la 
réation d'entropie et l'impa
t sur la qualité de la solution restent

les mêmes que pour les 
as pré
édents.

Fa
e à l'augmentation dramatique du 
out de 
al
ul due à l'utilisation d'un grand nombre

de points d'intégration on montre ((Fig. 4.20), (Fig. 4.21), (Fig. 4.22)) les 
onséquen
es d'une

mauvaise utilisation des règles d'intégration dans le 
al
ul de la sphère. On se 
antonne au


as P2 et on 
ompare les résultats obtenus entre le P1 (règle d'intégration à 1 point) et les

résultats P2 pour trois règles d'intégration di�érentes. La première règle a 4 points et permet

d'intégrer des polyn�mes de degré 2, 
elle à 8 points permet d'intégrer des polyn�mes de degré

3 et en�n 
elle à 14 points permet d'intégrer des polyn�mes de degré 4. D'aprés l'étude du

premier 
hapitre sur le degré de 
ha
un des termes du s
héma, il faudrait re
ourir à une règle

permettant d'intégrer des polyn�mes de degré 6 !



122 Chapitre 4. Résultats et analyses
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Figure 4.19 � Sphère Ma
h 0.35, angle d'attaque 0o. Coupe Y=0. Les 
ontours représentent

l'entropie et les iso-lignes le Ma
h.

Le 
al
ul est fait i
i sur un maillage beau
oup plus modeste d'environ 64000 noeuds, a�n

de mieux per
evoir l'e�et de la sous-intégration.

En terme de temps de 
al
ul, les proportions sont relativements 
ohérentes en 
e qui


on
erne la routine de formation de la matri
e impli
ite (EG3_iter). Rappelons-nous que l'on

peut estimer le 
oût de 
ette routine pour 
haque itération par (nombre d'éléments × nombre

de points d'intégration × nombre de noeuds par élément). Les temps donnés i
i sont pour la

simulation 
omplète. Pour les 
al
uls P2 on a un fa
teur d'environ 0.45× nombre de points

d'intégration, information qui est la seule variable dans 
e 
as.

On 
omprend d'ailleurs l'avari
e dont on peut faire preuve en 
e qui 
on
erne le nombre de points

d'intégration. En e�et les routines qui y font appel dépendent linéairement de 
e paramètre et

prennent la majorité du temps de 
al
ul. Augmenter le nombre de points d'intégration a don


un impa
t dire
t sur le temps de 
al
ul.

Malheureusement la 
upidité n'est jamais re
ompensée et l'on 
onstate que sous-estimer le

nombre de points d'intégration détruit 
omplétement la qualité de la solution. On le 
onstate

surtout sur (Fig. 4.20) où de l'entropie parasite est générée jusqu'au frontière du domaine.

On peut aussi 
omparer les résultats entre la règle à 8 points et 
elle à 14 points. Le gain se

situe uniquement sur le point d'arrêt en aval et on peut le 
onsidérer 
omme négligeable.

L'étude théorique nous montre qu'il serait né
essaire d'intégrer des polyn�mes de degré 6, or

une règle intégrant des polyn�mes de degré 3 semble su�sante. La raison sous-ja
ente tient au

fait que les éléments n'étant pas �très déformés�, la règle intégrant du degré 3 semble su�sante

(voir (Tab. 1.3) de la se
tion 1.3).
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Figure 4.20 � Sphère Ma
h 0.35, angle d'attaque 0o. Coupe Y=0. Vue du domaine 
omplet.

Comparaison pour di�érentes règle d'intégration.

Le 
hoix de la bonne règle d'intégration est don
 déli
at 
ar une sous-estimation annihile les

e�orts 
onsentis pour obtenir une meilleure solution et une sur-estimation engendre un sur
out

de 
al
ul non négligeable.

4.5.2 Aile M6 Ma
h 0.6, angle d'attaque 2o

On propose i
i un dernier 
as pour les tests 
on
ernant les équations d'Euler. Il s'agit

d'une Aile ONERA M6.

On 
ompare d'une part les solutions obtenues sur un maillage P2 et son équivalent P1 
on-

tenant tous deux 212756 noeuds et d'autre part les solutions obtenues sur un maillage P3 et

son équivalent P1 
ontenant tous deux 707858 noeuds.

Les analyses restent du même ordre et on observe des résultats similaires au 
as 2D du

pro�l NACA. On retrouve les repliements des isolignes de Ma
h. Seule di�éren
e, 
e phénomène

n'a pas 
omplétement disparu dans le 
as P2, il faut se résoudre à l'utilisation d'un maillage

plus 
onséquent (environ 3.5 fois plus de noeuds) ave
 une interpolation de degré 3 pour obtenir

une solution ne faisant pas apparaitre 
es repliements.

On aperçoit toujours 
ette relation entre produ
tion d'entropie et détérioration de la solution.

Ce pro�l ne faisant pas apparaitre un seul point d'arrêt mais tout une ligne, on retrouve bien

la produ
tion d'entropie au bord d'attaque, entropie qui est ensuite 
onve
tée le long de l'aile.

On remarquera une forte produ
tion d'entropie à l'extrémité de la voilure. La raison de


ette anomalie est liée à la géométrie du problème. La géométrie étant abrupte à 
et endroit,
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Figure 4.21 � Sphère Ma
h 0.35, angle d'attaque 0o. Coupe X=0. Vue du point d'arrêt aval.

Comparaison pour di�érentes règle d'intégration.

Figure 4.22 � Sphère Ma
h 0.35, angle d'attaque 0o. Coupe Y=0. Vue du point d'arrêt aval.

Comparaison pour di�érentes règle d'intégration.
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Figure 4.23 � Aile M6 Ma
h 0.6, angle d'attaque 2o. Comparaison maillages équivalent P1 et

P2 de 212756 noeuds. Contours entropie et 
ontours Ma
h. Pro�l + deux 
oupes selon les plans

YZ et XZ

Figure 4.24 � Aile M6 Ma
h 0.6, angle d'attaque 2o. Comparaison maillages équivalent P1 et

P3 de 707858 noeuds. Contours entropie et 
ontours Ma
h. Pro�l + deux 
oupes selon les plans

YZ et XZ

on peut dé�nir deux normales à l'interfa
e entre la voilure et le bou
hon de l'extrémité. L'exis-

ten
e de 
ette dis
ontinuité C1
oblige à dé�nir la 
ondition de glissement de manière faible, il

en résulte 
ette produ
tion d'entropie.

Les points de la frontières ont été reprojetés sur la géométrie. Il est néanmoins naturel

de s'interroger sur l'impa
t de la reproje
tion. La �gure suivante montre les résultats obtenus

dans le 
as où les points n'ont pas été reprojetés sur la géométrie (Fig. 4.25) et (Fig. 4.26).

Le 
as P2 présente une légère 
réation d'entropie supplémentaire dans le 
as où la géométrie

est fa
etée (les noeuds ajoutés n'ont pas été reprojetés). Dans le 
as P3 la di�éren
e est sans

appel, la 
réation d'entropie est telle que le résultat s'en trouve moins bon que dans le 
as P1

équivalent. On peut noter qu'il semble que la non reproje
tion de la géométrie ne semble pas

tant a�e
ter le résultat P1.

De manière synthétique, la reproje
tion est essentielle pour deux raisons :

� La détérioration de la solution en pro
he paroi dans le 
as de maillages de paroi fa
etées
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P2 non deforme
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P2 deforme

Figure 4.25 � Aile M6 Ma
h 0.6, angle d'attaque 2o. Comparaison maillages équivalent P1 et

P2 déformés et non déformés. Contours entropie. Coupe selon le plan XZ
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P1 non deforme

Y X

Z

P1 deforme

Y X

Z

P3 non deforme

Y X

Z
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Figure 4.26 � Aile M6 Ma
h 0.6, angle d'attaque 2o. Comparaison maillages équivalent P1 et

P3 déformés et non déformés. Contours entropie. Coupe selon le plan XZ

� Le 
al
ul erronée de l'intégral de 
ontour de la géométrie

On peut revoir, pour se 
onvain
re de la deuxième remarque, (Fig. 3.19), qui présente la

géométrie non déformée et un élément déformée en surfa
e.
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4.6 Bilan 
as Euler

En terme de 
on
lusion, on montre la 
onvergen
e des paramètres de trainée et de por-

tan
e sur le 
as NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, (Fig. 4.27).
Les barres d'erreur représentent la dé�nition d'un 
al
ul 
onvergé : quand le 
oe�
ient atteint

la valeur 
ible dans 
et é
art d'erreur, on 
onsidère que le 
al
ul est 
onvergé.

Les valeurs de trainée et de portan
e 
onvergées sont atteintes pour des maillages 
ontenant un

nombre de degré de liberté bien inférieur dans le 
as de l'utilisation des méthodes d'ordre élevé.

D'un point de vue é
onomie de temps de 
al
ul, on 
onsidère le temps CPU sur un maillage

linéaire permettant d'obtenir des résultats de trainée et de portan
e 
onvergés et l'on 
ompare

au temps de 
al
ul pour le maillage d'ordre élevé. On estime un gain de 50% pour le 
as P2 et

un gain de 75% pour le 
as P3. Bien évidemment 
ette appro
he reste purement pragmatique

et elle n'a pu être menée qu'en faisant un e�et de 
onvergen
e et des 
al
uls très 
outeux sur

des maillages surdimensionnés. Néanmoins elle 
onforte le 
omportement es
ompté des méth-

odes d'ordre élevé, 
ette 
apa
ité à fournir des résultats plus probants ave
 un nombre de degré

de liberté moindre. On retrouve en 
e sens la dis
ussion menée en début de 
e 
hapitre (voir 4.2).

nombre de degrés de liberté

C
L

103 104 105 1060.276
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0.28

0.282
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linéaire
quadratique
cubique
conv def

nombre de degrés de liberté

C
D

103 104 105 1060

0.001

0.002

0.003

linéaire
quadratique
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conv def

Figure 4.27 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o. Convergen
e de la trainée CD et de

la protan
e CL.

L'étude sur des 
as Euler nous a permis aussi de mettre l'a

ent sur trois points impor-

tants. Deux 
on
ernent le s
héma numérique et un le maillage.

Nous avons montré qu'une surestimation du paramètre τ peut mener à une détérioration de la

qualité de la solution obtenue. On note qu'une ré�exion est né
essaire sur la règle d'intégration

à employer a�n de mener à bien le 
al
ul numérique et que une sous-estimation de 
ette règle

mène à des résultats farfelus.

En�n on montre que la reproje
tion des points sur la géométrie réelle est une né
essité. L'u-

tilisation, uniquement d'éléments de degré supérieur à 1 dont la transformée géométrique est

a�ne, peut mener à une produ
tion d'erreur (entropie dans 
e 
as) en pro
he paroi. On a pu

noter 
e phénomène plus parti
ulièrement dans le 
as P3.
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4.7 Cas Navier-Stokes 2D

Le 
as Navier-Stokes 2D pose un problème d'appré
iation de la solution, 
ar 
ontraire-

ment au 
as Euler il n'existe pas de variable 
ara
téristique de la qualité de la solution. L'étude

qui va suivre sera don
 amplement qualitative. Ce 
as provient aussi d'un des 
as tests du projet

ADIGMA.

4.7.1 NACA0012, Ma
h=0.50, angle d'in
iden
e=2o, Reynolds=5000

La valeur du nombre de Reynolds nous assure un 
omportement laminaire de l'é
oulement.

Pour la simulation Navier-Stokes on 
her
he des 
ritères nous permettant d'analyser de manière

qualitative l'é
oulement.

Sa
hant que la pression doit rester 
onstante en travers la 
ou
he limite dans la dire
tion normale

à la paroi, on regarde le 
hamp de pression pour véri�er 
ette propriété. (Fig. 4.28) et (Fig.

4.29) présentent les 
al
uls e�e
tués sur le pro�l NACA0012 à un nombre de Reynolds élevé les


omparaisons Pk/P1 sont e�e
tuées à iso nombre de degrés de liberté.

Figure 4.28 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Re=5000. Contours de pression.

Les résultats P1 montrent la di�
ulté d'obtenir un résultat respe
tant la 
ondition de

pression à travers la 
ou
he limite. On remarque une os
illation des isolignes de pression à

l'abord de la 
ou
he limite (Fig. 4.29). L'utilisation des méthodes d'ordre élevé permet d'e�a
er


es os
illations. Tout 
omme leur utilisation permet de ne plus avoir de repliements des isolignes

de Ma
h dans le 
as Euler, elles permettent de mieux satisfaire 
ette 
ondition.

(Fig. 4.30) est un agrandissement de la zone où 
ette os
illation est la plus visible. On
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P3 (13,503 nodes)P1 (13,503 nodes)

P1 (6034 nodes) P2 (6034 nodes)

Figure 4.29 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Re=5000. Contours de ma
h et

isolignes de pression.

e�e
tue un e�et de ra�nement du maillage pour dis
uter de l'évolution en rajoutant des degrés

de liberté. On représente les 
ontours du Ma
h et on tra
e les isolignes de pression pour les

di�érents maillages. Les isolignes rouges représentent les maillages les plus grossiers dont les


al
uls sont montrés 
i-avant (Fig. 4.29) et (Fig. 4.28). Les isolignes vertes 
orrespondent à

un premier maillage ra�né iso-Pk, les isolignes jaunes 
orrespondent à un deuxième maillage

ra�né deux fois iso-Pk et l'isoligne bleue 
laire 
orrespond à un maillage trois fois iso-P2 du

maillage grossier.

Dans un premier temps on remarque que, dans le 
as des maillages P1 
réés par ra�nement

iso-P2, trois étapes de ra�nement ne su�sent pas à lisser l'isoligne de pression, aussi bien pour

l'intrados que pour l'extrados. En revan
he pour les 
al
uls P2, l'isoligne est quasiment lisse dés

le deuxième ra�nement sur l'intrados et l'extrados. L'analyse est exa
tement similaire pour les

maillages P3 et leurs équivalents P1. Il su�t d'un ra�nement iso-P3 dans le 
as du 
al
ul P3,

pour que l'isoligne de pression soit lisse.

Une analyse qualitative des résultats permet d'intuiter l'e�et d'ordre. Le rajout de degrés de

liberté à un e�et beau
oup plus 
onséquent sur la physique de l'é
oulement en utilisant des

maillages d'éléments de degré plus élevé. Ce qui rejoint, une fois de plus, l'analyse menée en

début de 
hapitre. Ces 
as tests et les e�ets de maillage nous permettent aussi d'appré
ier


omme pour le 
as Euler la 
onvergen
e des paramètres aérodynamiques du pro�l NACA0012.

On tente de 
on�rmer 
ette tendan
e en analysant la 
onvergen
e des valeurs intégrales de

paroi (on note la paroi Σ). On note ax,ay et az les axes avions et Sref une surfa
e de référen
e.

Dans le 
as Navier-Stokes on distingue les paramètres suivants :
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Figure 4.30 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Re=5000. Contours de Ma
h et

isoligne de pression sur l'extrados (gau
he) et l'intrados (droite).

� Portan
e

CL =

[∫

Σ
pndS +

∫

Σ
2µẽijndS

]
· az

1

2
Srefρ∞U2

∞

� Trainée de pression selon ai (i = x, y).

Cai =

[∫

Σ
pndS

]
· ai

1

2
Srefρ∞U2

∞

� Trainée de frottement visqueux selon ai (i = x, y).

Cvisc
ai =

[∫

Σ
2µẽijndS

]
· ai

1

2
Srefρ∞U2

∞
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� Flux de 
haleur pariétal.

CH =

∫

Σ
q · ndS

1

2
Srefρ∞U3

∞

(Fig. 4.31) et (Fig. 4.32) rapportent les termes 
i-dessus pour une étude de 
onvergen
e

similaire à 
elle menée pour le 
as Euler.
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Figure 4.31 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Re=5000. Convergen
e de la trainée
CD et de la trainée visqueuse Cvisc

D .
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Figure 4.32 � NACA0012, Ma
h=0.5, angle d'attaque 2o, Re=5000. Convergen
e de la portan
e
CL et du �ux de 
haleur pariétal CH en é
helle logarithmique.
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Les barres d'erreur représentent la dé�nition d'un 
al
ul 
onvergé : quand le 
oe�
ient

atteint la valeur 
ible dans 
et é
art d'erreur, on 
onsidère que le 
al
ul est 
onvergé.

La trainée de pression ainsi que la portan
e 
onverge rapidement ave
 les éléments quadratiques

et 
ubiques.

La valeur asymptotique des e�orts visqueux semble être un problème pour le maillage P1, qui

ave
 plus de 1, 5 millions de noeuds l'atteint péniblement à plus d'un point de trainée (10−4
). En

revan
he les maillages P2 et P3 sont toujours très pro
hes de la valeur asymptotique, même pour

des maillages relativement grossiers. En�n 
e 
al
ul étant fait en supposant la paroi adiabatique,

le �ux de 
haleur pariétal devrait être négligeable. CH est tra
é en é
helle logarithmique, pour

appré
ier les fa
teurs de pré
ision qui sont gagnés. L'erreur sur 
e �ux de 
haleur est don


améliorée d'un fa
teur supérieur à 10 pour les maillages grossiers et 100 pour les maillages les

plus ra�nés.

En terme de temps CPU, le 
out du P2 est d'environ un fa
teur 1.4 et entre 2 et 2.5 pour les

maillages P3. Ce sur
oût est grandement rattrapé par le gain en pré
ision sur les 
al
uls.

4.8 Cas Navier-Stokes 2D instationnaire

On étudie le 
as d'une impulsion de pression a
oustique.

On introduit un pulse gaussien de pression au 
entre du domaine, ave
 b la demi largeur du

pulse :

p(x, y, t = 0) = p0 + 103e
ln(2)

(x2 + y2)

b2

Le domaine est d'une taille 3400mm par 3400mm. On maille le domaine selon une grille 
artési-

enne ave
 un espa
e de 25mm entre les points. On extrait la solution toutes les 0, 001 se
ondes.

Le pulse devrait don
 atteindre le bord du domaine à t = 0, 01, la vitesse du son étant environ

c0 = 340mm.s−1
.

Dans les �gures suivantes on réprésente le produit ρT , qui, dans le 
adre de l'hypothèse des gaz
parfaits, est une approximation au fa
teur près de p.

Figure 4.33 � Pulse gaussien ρT à t = 0, 003, t = 0, 006 et t = 0, 01. Maillage P2 à droite, P1

à gau
he



4.8. Cas Navier-Stokes 2D instationnaire 133

Figure 4.34 � Pulse gaussien ρT à t = 0, 003, t = 0, 006 et t = 0, 01. Maillage P2 à droite, P1

à gau
he

(Fig. 4.33) montre l'évolution du pulse à t = 0, 003, t = 0, 006 et t = 0, 01. On représente

la pression. On peut noter aussi ave
 (Fig. 4.34) que le pulse atteint bien le bord du domaine

à t = 0, 01.
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On peut noter une réprésentation plus uniforme du pulse en utilisant les éléments de degré plus

élevé. Ce
i est plus parti
ulièrement dû à une meilleure représentation du pulse initial ave
 les

éléments P2.

1/t

A
m

pl
itu

de

100 150 200 250

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

amplitude P2
amplitude P1

Figure 4.35 � Pulse gaussien dé
roissan
e de l'amplitude ∆(ρT ) au 
ours du temps.

L'amplitude du pulse doit dé
roitre en

1

d
ave
 d = c0t, t le temps de la simulation. On

tra
e l'évolution de ∆(ρT ) en fon
tion de

1

t
.

La dé
roissan
e est bien respe
tée. Il semble que l'amplitude soit un peu plus grande pour les

éléments P2, 
e qui est un résultat attendu. En revan
he on peut remarquer une 
réation d'os
il-

lation en amont de l'onde plus pronon
é dans le 
as P2 que dans le 
as P1. Ces os
illations

sont, probablement, des résurgen
es du phénomène de Gibbs lié à l'interpolation.

4.9 Cas Navier-Stokes ave
 modèle de turbulen
e

On propose i
i des 
as tests 2D et 3D de 
al
uls Navier-Stokes dans des 
onditions à haut

nombre de Reynolds ave
 un modèle de turbulen
e.

Les 
as tests à haut nombre de Reynolds pose un problème de taille, à savoir la né
essité de

re
ourir à des modèles de turbulen
e a�n de modéliser 
orre
tement le 
omportement de la


ou
he limite. Sans 
et ajout, les résultats obtenus en terme de frottements sont souvent sous-

évalués (voir [Les97℄).

On s'intéresse, dans notre 
as, à deux modèles de turbulen
e dé
rit dans la se
tion 2.2, à savoir

le modèle k − ǫ (Bi
ou
he) et le modèle Spalart-Allmaras. Ces modèles ont pour fon
tion de

donner une estimation de la vis
osité turbulente µt.
Le système que l'on résoud est alors :





L(u, µt) = 0
T (u,σ) = 0
µt = f(σ)

(4.1)

u sont les variables des équations de Navier-Stokes et σ les variables du modèle de turbulen
e.

On résoud 
es deux problème de façon dé
ouplée. Dans le 
as Navier-Stokes on 
onsidère le
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hamp µt 
omme �xe et dans le 
as des équations de la turbulen
e on 
onsidère le 
hamp des

variables de Navier-Stokes 
omme �xe.

La raison qui motive le traitement des équations de façon dé
ouplée est double.

En traitant 
es équations ainsi on peut utiliser des s
hémas di�érents. De plus l'impli
itation

du problème 
ouplé né
essiterait la dérivée de la fon
tion µt = f(σ), or f est fortement non-

linéaire, de même que T (u,σ).
Cette simpli�
ation nous permet une plus grande liberté sur le traitement de la turbulen
e. En

revan
he on peut se poser la question de la stabilité et de la robustesse du problème obtenu.

Nous 
ommenterons les ajustements né
essaires et la di�
ulté pour obtenir des résultats dans

le 
as général.

4.9.1 RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106

Pour 
e 
as test on distingue deux appro
hes.

� Appro
he 1 : Turbulen
e ave
 le maillage équivalent P1
Les premiers résultats obtenus pour 
e 
as test ont été faits en 
al
ulant le 
hamp de turbulen
e

µt sur le maillage équivalent P1 du maillage d'ordre élevé.

Cette méthode a permis, dns un premier temps d'évaluer l'e�et de la résolution des équations

de Navier-Stokes ave
 une méthode d'ordre élevé tout en gardant le s
héma 
lassique pour la

turbulen
e.

On peut noter que le maillage utilisé (Fig. 4.36) pour 
e 
as test 
omporte des éléments ex-

trêmements étirés en pro
he paroi et dans le sillage ave
 un ratio pouvant aller jusqu'à 2 106.

Figure 4.36 � Maillage du pro�l RAE2822

Cette appro
he réussit à produire des résultats sans pré
autions parti
ulières à prendre

sur le CFL 
hoisit. Le 
al
ul est 
onsidéré 
onvergé lorsqu'il n'y a plus d'os
illations des e�orts


al
ulés au 
ours du 
al
ul.

L'aspe
t trés allongé des éléments ne semble pas être un problème pour le s
héma SUPG en

ordre élevé ni pour le s
héma RDS utilisé pour résoudre la turbulen
e.

On présente i
i les résultats obtenus ((Fig. 4.37), (Fig. 4.38)) pour des maillages P1, P2 et P3
et leurs équivalents P1. Le modèle de turbulen
e est le k − ǫ (Bi
ou
he).
Les maillages utilisés peuvent être 
onsidérés 
omme parti
ulièrement grossier pour 
e type de


as test. De plus au
un e�ort n'a été fait pour 
apturer au mieux le 
ho
 de l'extrados.
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P1 (10,546 noeuds) P2 (10,546 noeud s)

P1 (23,634 noeuds) P3 (23,634 noeuds)

Figure 4.37 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Contours
de Ma
h sur les maillages P1 iso-P2 et P2 et les maillages P1 iso-P3 et P3

P1 (23,634 noeuds) P3 (23,634 noeuds)

P2 (10,546 noeud s)P1 (10,546 noeuds)

Figure 4.38 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Contours
de µt sur les maillages P1 iso-P2 et P2 et les maillages P1 iso-P3 et P3
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On peut remarquer qu'il n'y a quasiment au
une di�éren
e entre les 
al
uls d'ordre élevé

et leur équivalent P1.
Pour 
on�rmer 
ette tendan
e on refait une étude de 
onvergen
e en maillage. L'étude de 
on-

vergen
e ((Fig. 4.39) et (Fig. 4.40)) est faite sur le même prin
ipe que dans le 
as Navier-Stokes

prédé
ent.
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Figure 4.39 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Convergen
e
de la trainée CD et de la trainée visqueuse Cvisc

D .
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Figure 4.40 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Convergen
e
de la portan
e CL et du �ux de 
haleur pariétal CH en é
helle logarithmique.
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On peut noter que les trois s
hémas 
onvergent similairement vers les valeurs asympto-

tiques. La seule donnée qui é
happent à 
e 
omportement est le �ux de 
haleur qui 
onverge

bien plus rapidement en utilisant les méthodes d'ordre élevé. Néanmoins 
ontrairement au 
as

uniquement Navier-Stokes pré
édent, il n'y a pas de di�éren
e entre le P2 et le P3, 
e qui

dénote tout de même de l'in�uen
e de la façon dont on 
al
ule la variable de turbulen
e µt.
A�n de simuler un modèle de turbulen
e d'ordre élevé, on utilise un 
hamp de µt obtenu grâ
e

au 
al
ul sur le maillage le plus �n ( 2669536 noeuds). On indique l'étude de 
onvergen
e en

ligne pointillée sur (Fig. 4.39) et (Fig. 4.40).

L'e�et est notable et la 
onvergen
e des e�orts s'en trouve fortement modi�ée.

Ces résultats tendent à montrer qu'il est né
essaire d'avoir re
ours à un s
héma d'ordre élevé

pour la turbulen
e a�n d'observer une amélioration notable 
omme dans le 
as Euler ou lami-

naire.

� Appro
he 2 : Turbulen
e ave
 un s
héma d'ordre élevé

On peut 
iter les travaux sur des méthodes Dis
ontinuous Galerkin qui ont été faites dans 
e

sens [BCM05℄ et [OD09℄.

Les résultats de la première appro
he tendant à montrer que l'implémentation de s
hémas

d'ordre élevé pour la turbulen
e semble indispensable, une première tentative d'implémentation

de s
hémas de type RDS, dé
rit dans la se
tion 1.2.4, pour résoudre la turbulen
e a été tentée.

Dans notre 
as des problèmes de stabilité sur le 
as RAE ont été à déplorer et les résultats

n'étaient pas à la hauteur des attentes. Les raisons sont en partie les suivantes :

� Les s
hémas RDS d'ordre élevé telles qu'ils ont été proposés pré
édemment ne sont

pas monotones, d'où la né
essité de remettre les valeurs négatives de turbulen
e à des

valeurs seuils.

� La re
onstru
tion des gradients telle qu'on la propose dans la première partie de la

se
tion 3.3.4.1 ne permet pas d'é
rire 
orre
tement une matri
e impli
ite aux éléments.

Figure 4.41 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Cal
ul sur
un maillage 
omposé d'éléments P2 ave
 un modèle de turbulen
e Spalart-Allmaras. Contours

de µt la zone rouge réprésente les valeurs positives et la zone bleue les valeurs négatives. La

solution est interpolée sur un maillage P6, le maillage représenté est le maillage équivalent P1.

Si la solution n'était pas interpolée elle apparaitrait positive partout puisque sur 
haque degré

de liberté µt > 0
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� Les valeurs des variables turbulentes ayant des variations fortes il n'est pas rare d'être

dans des situations où le 
hamp µt est stri
tement positif sur l'ensemble des degrés de

liberté mais il devient négatif aux points d'intégration (voir (Fig. 4.41)).

Il est don
 aussi né
essaire d'ajuster les valeurs aux points d'intégration, en les remet-

tant à une valeur seuil, a�n de ne pas être, par example, dans une situation où la

di�usion est négative.

Pour 
es raisons et par simpli
ité, la turbulen
e a été réimplémentée ave
 un s
héma

SUPG + un terme de 
apture de 
ho
s. Les dérivées sont re
al
ulées aux éléments ave
 une

proje
tion-L2 (voir 3.3.4.2). En 
e qui 
on
erne le terme de 
apture de 
ho
s l'appro
he suivie

est 
elle de [LR06℄, [BEVG07℄.

Cette appro
he SUPG + 
apture de 
ho
s + proje
tion L2 permet d'avoir des données propres

aux éléments et de dé�nir une matri
e impli
ite lo
ale aux éléments.

Ce travail a été réalisé uniquement sur le modèle de turbulen
e Spalart-Allmaras.

On peut anti
iper un 
ertain nombre de problèmes liés à 
es modi�
ations du 
hamp µt et de
ses valeurs aux points d'intégration. On peut prédire une destru
tion des propriétés d'ordre,

des 
omportements de 
ouplage entre la résolution des équations de Navier-Stokes et de 
elles

de la turbulen
e menant à des instabilités.

Les tentatives réalisés sur les maillages grossiers du pro�l RAE2822 ont permis d'obtenir des

résultats propres à l'analyse. On présente i
i les résultats 
omparés des 
al
uls e�e
tués sur le

maillage P1 et sur le maillage P2 (La solution est interpolée sur un maillage P6, le maillage

représenté est le maillage équivalent P1).

Figure 4.42 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Modèle de

turbulen
e Spalart-Allmaras. Contours de µt et isoligne de Ma
h.



140 Chapitre 4. Résultats et analyses

L'allure globale de la solution est relativement la même. Dans le 
as du maillage le plus

grossier, on remarque un niveau de µt maximum, dans le 
as P1, moins élevé que pour le mail-

lage P2. Tendan
e qui s'inverse pour le maillage ra�né, mais qui semble être lié au fait que la

turbulen
e ne se développe pas sur l'intrados du pro�l 
ontrairement aux autres simulations.

Ce
i est probablement lié à une mauvaise stabilisation (terme de 
apture de 
ho
s) du s
héma

dans 
ette zone.

Figure 4.43 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Modèle de

turbulen
e Spalart-Allmaras. Contours de µt et isoligne de Ma
h.

La vue d'ensemble (Fig. 4.44) permet d'appré
ier la 
onve
tion du 
hamp de µt. L'utilisa-
tion du s
héma d'ordre élevé permet d'être moins di�usif et 
onserve mieux le 
hamp, remarque

qui se véri�e sur 
ette �gure.

En 
e qui 
on
erne les valeurs de CD et de CL on obtient les valeurs suivantes :

� CP1
D = 0.01875, CP1

L = 0.81923
� CP2

D = 0.01870, CP2
L = 0.81754

Les valeurs obtenus sont quasiment identiques en terme de CD et de CL pour les maillages P1

et P2 grossiers. Par rapport à la première appro
he, les niveaux de CD et de CL sont supérieurs,

mais ne sont pas plus "pro
hes" de la valeur asymptotique.

Pour tenter un e�et de maillage on a fait le 
al
ul sur un maillage iso-P2 P2 et P1. Les CD et

CL obtenus sont :

� CP1
D = 0.01855, CP1

L = 0.81010
� CP2

D = 0.01900, CP2
L = 0.82615
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Ses valeurs tendent à diverger de la valeur asymptotique obtenue grâ
e à l'appro
he 1 pour le

P2 et à 
onverger pour le P1.

Figure 4.44 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Modèle de

turbulen
e Spalart-Allmaras. Contours de µt.
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Figure 4.45 � RAE2822, Ma
h=0.734, angle in
iden
e = 2.79o, Reynolds=6.5 106. Evolution
de CD et de Cz au 
ours du 
al
ul sur le maillage 
omprenant 41932 
omposés d'éléments P2.

Ses informations sont à prendre ave
 beau
oup de pré
autions. En e�et le 
al
ul ne se

stabilise pas et on observe des os
illations sur la valeur du CD et du CL, voir (Fig. 4.45) l'évo-
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lution du CD et du CL dans le 
as du 
al
ul P2 sur le maillage 
omprenant 41932 noeuds. Les

résidus n'évoluent plus tellement au bout de 2500 iters mais on poursuit le 
al
ul pour observer


ette instabilité dans les valeurs de CD et de CL.

L'utilisation d'un s
héma d'ordre élevé n'apporte pas la solution es
omptée au problème de la


onvergen
e vers une valeur asymptotique de CD et de CL.

Le s
héma SUPG et/ou l'utilisation des fon
tions d'interpolation de degré plus élevé n'améliorent

pas les résultats et obligent à re
ourir à un 
ertain nombre d'arti�
es numériques (limitation

de valeurs, véri�
ation de la positivité aux points d'intégration,...) qui ne favorisent pas la 
on-

vergen
e du problème et qui empê
he l'obtention d'un s
héma robuste.

De plus 
ette ananlyse rejoint les 
on
lusions de [OD09℄, dans le sens où les s
hémas d'or-

dre élevé ne sont pas appropriés pour résoudre des problèmes dont les solutions ne sont pas

régulières, 
e qui est le 
as dans 
ertaines zones pour le modèle Spalart-Allmaras.

4.9.2 Géométries 
omplexes. Navier-Stokes 3D ave
 modèle de turbulen
e

Ces derniers 
as tests sont une tentative d'appli
ation des méthodes dé
rites 
i-avant à

un 
as industriel 3D sur une géométrie 
omplexe. Ces 
as tests sont une synthèse des problèmes

que l'on peut ren
ontrer en utilisant 
es méthodes.

Dans un premier temps et à 
ause de la méthodologie de 
réation de maillage, il est né
essaire

d'avoir un maillage su�samment grossier pour ne pas 
réer un maillage, 
omposé d'éléments

de degré plus élevé, ayant un trop grand nombre de degré de liberté.

Pour 
e faire, un maillage de Fal
on 900EX de 2 512 073 noeuds et un maillage de Fal
on 7X

de 3 023 831 noeuds ont été utilisés. Les deux maillages de degré élevé P2 
réés à partir de 
es

maillages 
omportent respe
tivement 19 905 887 noeuds et 23 999 404 noeuds.

Dans un premier temps les 
al
uls ont été e�e
tués sur le maillage non déformé (voir méthodolo-

gie se
tion 3.5).

Les 
al
uls sur le Fal
on 900EX ont été fais ave
 les 
onditions suivantes Ma
h= 0.8, angle
d'in
iden
e = 2o, Reynolds=14.5 106.
En 
e qui 
on
erne le maillage P1 on utilise un seul point d'intégration et pour le maillage

P2 on utilise 8 points d'intégration. Etant donné que le ratio entre le nombre d'éléments des

deux maillages est de 8 le 
oût devrait être sensiblement le même. Or la résolution du système

linéaire a aussi un 
out non négligeable et la matri
e impli
ite étant de diagonal non nulle plus

grande, le système est plus long à résoudre (voir dis
ussion 4.2). Il en résulte un sur
out d'en-

viron 70% pour le 
al
ul sur le maillage P2 en utilisant les mêmes CFL pour les deux 
al
uls.

La pla
e mémoire requise augmente elle aussi d'environ 60%, notamment à 
ause du sto
kage

de la matri
e impli
ite.

(Fig. 4.46) représente les 
ontours d'entropie en aval de l'avion dans la région du moteur. On

remarque une meilleure dé�nition de la stru
ture du sillage en utilisant des éléments de degré

plus élevé. On montre aussi sur (Fig. 4.47) l'évolution du sillage en aval de l'avion et la meilleure

dé�nition du tourbillon de pointe.

Pour une dis
ussion plus qualitative, il est d'usage d'analyser les 
al
uls en 
omparant les


al
uls d'e�orts par une appro
he intégration peau ave
 une appro
he 
hamp lointain [VdVD04℄.

La di�éren
e entre les deux appro
hes est appelée la "trainée parasite" ou "spurious drag".

Sur le maillage de référen
e la trainée parasite est de l'ordre de 33 points de trainée (10−4
).

Ave
 le maillage P1 iso-P2 
ette trainée parasite tombe à 8 points de trainée. En�n pour le


al
ul sur le maillage P2 elle atteint 1 point de trainée.

Ce résultat, bien qu'en
ourageant est à nuan
er par le fait que les maillages n'ayant pas été

reprojetés, les résultats de 
al
ul de trainée surestiment grandement la trainée, au point que le


al
ul n'est pas exploitable.
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La deuxième étape a don
 
onsisté en l'étude d'une méthode pour obtenir les maillages 
ourbes.

Cette démar
he a été abordée en détail dans la se
tion 3.5.2. A l'issu de 
ette étape, le maillage

du Fal
on 7X a été 
orre
tement reprojeté.

Une série de 
al
ul a don
 été e�e
tuée sur 
e maillage déformé ave
 le modèle de turbu-

len
e résolu sur le maillage P1 équivalent (voir Appro
he 1 de 4.9.1).

Figure 4.46 � Fal
on 900EX Ma
h= 0.8, angle d'in
iden
e = 2o, Reynolds=14.5 106. Contours
d'entropie dans une 
oupe en aval de l'avion. A gau
he 
omparaison des 
al
uls entre le maillage

de référen
e 2 512 073 noeuds et le maillage iso-P2 19 905 887 noeuds. A droite 
omparaison

entre le maillage iso-P2 et le maillage P2.

Dans le 
as résolution de Navier-Stokes et de la turbulen
e sur le maillage P1, le 
al
ul se
déroule 
orre
tement, en revan
he dans le 
as Navier-Stokes en ordre élevé et la turbulen
e sur

le maillage P1 équivalent, le résidu du s
héma asso
ié aux équations de Navier-Stokes explose

brusquement.

Suite à 
et é
he
, des tests ont été menés sur un maillage d'Aile M6 et d'un pro�l RAE2822

balbutié a�n d'obtenir un maillage 3D de pro�l sans �è
he. Dans tous les 
as le 
al
ul ordre

élevé explose brusquement.

Il semble, aprés l'étude sur l'implémentation du s
héma numérique SUPG pour la turbulen
e

dans le 
as 2D, que 
e phénomène se produise dans les 
as où la vis
osité turbulente µt aux
points d'intégration devient fortement négatif (à 
ause de l'interpolation quadratique) au point

d'avoir une vis
osité négative dans les équations de Navier-Stokes, bien que le 
hamp µt dis
ret
soit positif.

4.10 Bilan 
as Navier-Stokes ave
 modèle de turbulen
e

Nous avons mené des tests sur des 
as 2D et 3D Navier-Stokes à haut Reynolds ave


modèle de turbulen
e k − ǫ et Spalart-Allmaras.

Dans un premier temps les 
al
uls du modèle de turbulen
e ont été faits sur le maillage P1
équivalent au maillage P2. On montre que l'apport de l'ordre élevé est négligeable en 
e qui


on
erne l'évaluation de la trainée de frottement et la trainée visqueuse, ainsi que la portan
e.

La 
ause semble don
 être l'utilisation du s
héma d'ordre insu�sant pour le modèle de turbu-

len
e.
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Figure 4.47 � Fal
on 900EX Ma
h= 0.8, angle d'in
iden
e = 2o, Reynolds=14.5 106. Contours
d'entropie. Coupes su

essives en aval de l'avion. Comparaison entre les résultats sur le maillage

P2 et le maillage P1.

Néanmoins dans le 
as 3D, un 
al
ul a été mené bien, sur une géométrie d'avion 
omplet

ave
 un maillage non déformé, et on montre par une étude 
omparant la trainée 
al
ulée en

paroi et 
elle évaluée en 
hamp lointain une meilleure qualité des 
al
uls d'ordre élevé dans des

proportions suggérant un e�et de l'ordre du s
héma.

Nous ren
ontrons des di�
ultés quant à l'obtention de résultats sur les maillages deformé. Il

semble que l'expli
ation soit due à des valeurs négatives de la vis
osité aux points d'intégration

malgré un 
hamp µt dis
ret stri
tement positif, 
e
i à 
ause de l'interpolation.

En�n des implémentations de s
hémas numériques de type SUPG ave
 
apture de 
ho
s

et limiteur ont été réalisés pour le modèle de turbulen
e Spalart-Allmaras.

On observe des problèmes de stabilité et une mauvaise 
onvergen
e des résidus des équations

Navier-Stokes et des résidus des équations de la turbulen
e. Ce 
omportement est valable pour

tout ordre. Une adaptation des paramètres du s
héma est à envisager pour di�érents 
as tests.

En somme, il apparait que l'interpolation de degré plus élevé ne 
onvient pas aux pro-

priétés de non-régularité des solutions du 
hamp turbulent et des varaibles des modèles de

turbulen
es. En rajoutant à 
ela que le 
ara
tère non-linéaire et le 
ouplage faible entre les

équations de Navier-Stokes et 
elle de la turbulen
e rendent les problèmes di�
iles à identi�er.
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4.11 Con
lusion

Ce 
hapitre nous a permis, dans un premier temps, de formaliser le besoin et la motivation

inhérents à l'utilisation des s
hémas d'ordre élevé.

Nous avons établi une estimation du 
oût de 
al
ul en fon
tion d'une taille de barre moyenne

du maillage utilisé.

Cout ≃ C̃h−df(h−d) ≃ C̃h−1.8d

L'erreur théorique lié à un maillage ayant 
ette taille de barre étant de E = ẽhk+1
, ave
 k le

degré du polyn�me d'interpolation, nous en déduisons une e�
a
ité numérique :

Eff ≃ 1

CoutE
≃ Ah1.8d−(k+1)

Ainsi quand k augmente l'e�
a
ité numérique du 
ode augmente.

Nous avons pu véri�er 
es estimations de 
oût de 
al
ul et d'erreur théorique sur un 
ertain

nombre de 
as pratiques. Nous avons mis en éviden
e la perte de l'ordre dans le 
as d'éléments

�trop déformés� et aussi, à travers le 
as d'adve
tion de 
ho
s, que les s
hémas d'ordre élevé

semblent ne pas trop détériorer les solutions ave
 singularités.

Ces premières véri�
ations faites, des premiers 
as tests Euler nous ont permis de valider

un 
ertain nombre de propriétés vues pré
édemment sur des 
as de systèmes.

Nous avons pu 
onstater la sensibilité du 
al
ul aux paramètres suivants :

� Mauvaise estimation du paramètre τ de stabilisation du s
héma SUPG.

� Le 
hoix de la règle d'intégration est primordial a�n de ne pas annihiler les propriétés

et aussi a�n d'éviter un sur
oût de 
al
ul.

� La reproje
tion des points rajoutés, pour obtenir le maillage de degré élevé, sur la

géométrie réelle est trés importante pour éviter de générer de l'erreur en pro
he paroi.

L'e�et du s
héma d'ordre élevé se fait sentir quand on regarde l'évolution des valeurs de trainée

et de portan
e en ra�nant le maillage. On 
onstate une 
onvergen
e a

rue vers la valeur

asymptotique en utilisant les s
hémas d'ordre élevé.

Dans un deuxième temps , la démar
he a été validée sur un 
as test à bas nombre de Reynolds.

L'amélioration a pu être 
onstatée sur les lignes d'iso-pression qui présentent une forte os
il-

lation aux abords de la 
ou
he limite. Ce défaut tend à être supprimé grâ
e à l'utilisation des

s
hémas d'ordre élevé, de la même manière que les repliements des iso-lignes de Ma
h dans le


as Euler.

Un test de propagation d'un pulse gaussien de pression a été fait a�n de montrer la possibilité

d'e�e
tuer des 
al
uls instationnaires. On a pu noter une meilleure évaluation du niveau du

pulse en ordre élevé, mais il semble que le s
héma en temps ne soit pas adapté.

Il a ensuite été fait un test Large Eddy Simulation qui n'a pas été mené à son terme pour des

raisons de temps de 
al
ul. Nous soulignons simplement que 
ette te
hnologie est disponible en

ordre élevé.

En�n une tentative, sur des 
as Navier-Stokes à haut Reynolds ave
 un modèle de turbu-

len
e a été menée.

Deux appro
hes ont été suivies a�n de résoudre les équations de Navier-Stokes et 
elles du mod-

èle de turbulen
e. La première appro
he 
onsistait à résoudre les équations de Navier-Stokes

ave
 un s
héma ordre élevé et de résoudre la turbulen
e sur un maillage équivalent linéaire ave


un s
héma RDS d'ordre 2.

Il en ressort que 
ette appro
he n'aboutit pas à une amélioration en terme de 
al
ul de trainée

et de portan
e d'un pro�l. En revan
he sur un 
as test d'avion 
omplet, il a été noté une

diminution de la trainée dite �spurious�, qui résulte de la 
omparaison du 
al
ul de trainée par



146 Chapitre 4. Résultats et analyses

intégration peau et du 
al
ul en 
hamp lointain.

La deuxième appro
he a 
onsisté en l'implémentation d'un s
héma SUPG pour le modèle

Spalart-Allmaras. De la même façon que pour la première appro
he, il n'y a pas eu d'améliora-

tion à souligner, 
e
i pour un 
ertain nombre de raisons qu'il restera à dis
uter :

� Cara
tère non-régulier des solutions des modèles de turbulen
es

� L'interpolation par des fon
tions de degré plus élevé ne 
onvient pas au 
hamp turbulent


ar on 
rée des valeurs négatives indésirables aux points d'intégration.

� Les s
hémas d'ordre élevé ne sont pas monotones.

� Faible robustesse du 
ouplage

� Fort 
ara
tère instationnaire des 
as tests.

Un travail reste don
 à faire sur la re
her
he de fon
tions d'interpolation plus appropriées

(Bézier,NURBS, ...), et sur les s
hémas numériques. Tout en gardant aussi à l'esprit que le


ara
tère fortement non-linéaire des équations résolues pour les problèmes à haut Reynolds

rendent l'attente d'une 
ohéren
e ave
 les estimations théoriques plut�t utopique.



Con
lusion

Une étude de l'utilisation des méthodes d'ordre élevé en éléments �nis 
ontinus pour des

appli
ations aérodynamiques a été présentée.

Elle s'est arti
ulée autour d'une présentation de 
es méthodes, puis d'une dis
ussion au-

tour de l'obtention des maillages né
essaires à leur utilisation, suivi d'une présentation des

équations impliquées dans la résolution des problèmes liés à l'aérodynamique et en�n d'une

dis
ussion sur une su

ession de problèmes de 
omplexité grandissante.

Les méthodes de résolution des équations di�érentielles partielles étudiées sont la méth-

ode dite �streamline Petrov-Galerkin � (SUPG) et la méthode �Residual Distribution S
heme�

(RDS). Ces deux méthodes reposent sur des fondements théoriques similaires dont le théorême


entral est 
elui de l'estimation de l'erreur. On a rappelé 
e résultat qui lie l'erreur à la taille


ara
téristique d'un élément et au degré de la base d'interpolation de la solution. Ce résultat a

été nuan
é dans le 
as des éléments isoparamètriques de degré supérieur ou égal à 2 fortement

�déformés�. En 
e sens, on a pu noter une baisse de l'ordre de l'estimation d'erreur pour des

éléments déformés, jusqu'à rejoindre l'estimation d'erreur obtenue pour des éléments linéaires.

L'étude du s
héma SUPG nous a obligé à revoir le dimensionnement du paramètre de

stabilisation τ . Le τ obtenu peut être 
ara
térisé de �non-optimal� pour la solution exa
te au

problème 1D pour des éléments de degré supérieur ou égal à 2 et nous avons donné une esti-

mation des valeurs de τ dans le 
as des éléments de degré élevé.

Dans un deuxième temps, une analyse des termes prin
ipaux ren
ontrés dans les s
hé-

mas SUPG et RDS a été faite a�n d'estimer les règles d'intégration né
esssaires à une bonne

résolution du s
héma numérique. On a 
al
ulé, dans 
e 
adre, le degré polyn�mial de 
ha
un

des termes du s
héma et nous avons pointé l'apparition de termes non polyn�miaux dans le 
as

d'éléments isoparamètriques de degré supérieur ou égal à 2 pour une transformation géomètrique

non-linéaire.

Une des
ription des propriétés des éléments �nis de référen
e, des bases d'interpolation

de Lagrange et de Bernstein a permis d'introduire la partie traitant la 
réation de maillage.

La notion de positivité des éléments a été abordée et une piste de véri�
ation simple en 1D en

passant par la base de Bernstein a été donnée, mais 
e résultat est di�
ile à généraliser aux

dimensions supérieures.

Une dis
ussion liée à la re
onstru
tion de gradients a permis de noter que les propriétés

d'erreur étaient 
onservés. Cette re
onstru
tion étant né
essaire à l'implémentation des s
hémas

numériques, 
e résultat permet d'assurer que l'ordre du s
héma doit être 
onservé.

Les éléments de référen
e introduits, ils restaient à dis
uter de la 
réation de maillages.
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Le 
hoix a été fait de garder l'avantage de béné�
ier d'une suite de programme 
apable de


réer des maillages linéaires. Ces maillages linéaires sont ensuite utilisés pour 
réer un maillage


omposé d'éléments de degré quel
onque en ajoutant des degrés de liberté. Les degrés de liberté

se trouvant sur une frontière sont reprojetés sur la géomètrie réelle et on obtient un 
hamp de

dépla
ement que l'on utilise pour déformer le maillage 
omplet a�n d'obtenir le maillage �nal

désiré. Cette déformation est faite en résolvant un problème d'élasti
ité linéaire.

Dans le 
as de maillages 3D de type Navier-Stokes, il est né
essaire d'e�e
tuer 
ette dé-

formation sur le maillage de degré élevé et non pas sur le maillage équivalent linéaire, a�n

de ne pas obtenir une solution 
omportant des éléménts négatifs. La raison semble tenir au

sous-dé
oupage des éléments 
ourbes en éléments linéaires. Cette méthodologie permet, pour

une frontière bien dis
rétisée, d'obtenir des maillages 
ourbes sur des géométries relativement


omplexes (avion 
omplet).

Les équations 
lassiques de la mé
anique des �uides rappelées, nous avons dé
rit la for-

mulation utilisée dans le 
ode numérique, à savoir une méthode SUPG appliquée aux équations

sous leur forme entropique. On a souligné l'utilisation du solveur itératif GMRES (Generalized

Minimal Residual) pour la résolution des systèmes linéaires. De plus, des modèles de turbulen
e

ont été énon
és, k − ǫ et Spalart-Allmaras, et on a expli
ité la manière �
ouplé faiblement� qui

est employée pour résoudre le 
ouple d'équations Navier-Stokes + modèle de turbulen
e.

Dans un dernier temps, une variété de 
as tests a été présentée. La validation des pro-

priétés d'�erreur a priori � a été faite sur des 
as tests a
adémiques.

Les 
al
uls Euler ont permis de 
on�rmer l'importan
e des études faites sur les paramètres de

stabilisation, de l'évaluation des degrés polyn�miaux de 
ha
un des termes du s
héma et en�n

de la reproje
tion sur la géométrie réelle des points rajoutés. On a pu 
onstater un e�et lié à

l'utilisation des s
hémas d'ordre élevé sur le 
al
ul des 
oe�
ients de portan
e et de trainée,

ainsi qu'une amélioration de l'allure des iso-lignes de Ma
h grâ
e à 
es s
hémas d'ordre élevé.

On obtient des 
on
lusions similaires pour les 
as Navier-Stokes à bas nombre de Reynolds.

Il a été évoqué la possibilité de re
ourir à 
ette te
hnologie pour les 
al
uls Large Eddy

Simulation sans qu'il soit montré de résultats dans 
e sens pour des raisons de 
oût de 
al
ul.

On souligne néanmoins qu'il est possible, sans d'autres travaux sur les s
hémas, de faire 
e type

de 
al
ul.

Pour terminer, des 
al
uls hauts Reynolds ont été faits ave
 deux appro
hes di�érentes.

L'une 
onsiste en la résolution de la turbulen
e par un s
héma d'ordre 2 RDS sur le maillage

linéaire équivalent et l'autre grâ
e à un s
héma SUPG ave
 
apture de 
ho
s.

� La première appro
he n'a pas pu montrer d'amélioration probante sur les résultats de

portan
e et de trainée. Il semble que l'e�et d'ordre soit perdu. Néanmoins sur un 
as

3D d'avion, une diminution de la trainée dite �spurious� a été 
onstatée, marquant ainsi

une amélioration de la qualité de la solution.

� La deuxième appro
he a é
houé dans sa tentative à résoudre les problèmes soulevés par

la première appro
he. De manière synthétique, 
e
i est du au 
ara
tère peu régulier du


hamp de la vis
osité turbulente et des variables de la turbulen
e, 
e qui s'a

orde mal

ave
 l'utilisation de s
hémas d'ordre élevé.

En substan
e, l'utilisation des méthodes d'ordre élevé est motivé par la promesse d'une
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dé
roissan
e a

rue de l'erreur en utilisant une base polyn�miale de degré (k) plus grande.

En e�et, pour un 
oût de 
al
ul variant proportionellement à h−αd, (α ∈ [1, 2]) et une erreur

proportionnelle à hk+1
on 
omprend le besoin d'augmenter k a�n de béné�
ier au mieux d'un

ra�nement du maillage sans subir de sur
oût numérique. Or, 
e raisonnement est valable tant

que les problèmes que l'on résoud ont des solutions régulières et sont e�e
tués sur un maillage

possèdant des éléments peu déformés.

Les méthodes d'ordre élevé prouvent ainsi leur intérêt pour des 
as Euler, sans 
ho
s ou

des 
as Navier-Stokes à bas nombre de Reynolds, mais semblent di�
ilement appli
ables et


ompétitives dans des 
as à haut nombre de Reynolds ave
 modèle de turbulen
e.
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