
❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐té

■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ▲✉♠✐♥②

❚❍➮❙❊

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛❞❡ ❞❡

❉♦❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ■■

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡

▼❡ï❧✐ ❇❆❘❆●❆❚❚■

▲❡ ✶✵ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✶

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t

♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❚❤ès❡ ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ■P❙❖●❊◆

❏✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✿

▼✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❆❇❘❆❍❆▼ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ❙✉♣❆❣r♦ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ❆✈♥❡r ❇❆❘✲❍❊◆ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼❡❧❧❡ ❙❛❜r✐♥❛ ❈❆❘P❊◆❚■❊❘ ■♣s♦❣❡♥ ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡

▼✳ ▼❛r❝ ❈❍❆❉❊❆❯✲❍❨❆▼ ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ◆✐❝♦❧❛s ❈❍❖P■◆ ❊◆❙❆❊ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼♠❡ ❆❞❡❧✐♥❡ ▲❊❈▲❊❘❈◗✲❙❆▼❙❖◆ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡

▼✳ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼❆❘■◆ ❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ■■ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ ❉❡♥②s P❖▼▼❊❘❊❚ ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐té ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❉❡♥②s P♦♠♠❡r❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞✐r✐❣é ♠❛ t❤ès❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s

tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝✬❡st ❧✉✐ q✉✐ ♠✬❛ ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ à ♠❡ ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦rsq✉✬❛✉ ❜♦✉t

❞❡ ❞❡✉① ❛♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❥❡ ♠❡ s✉✐s r❡♥❞✉❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s❛✐s ♥❡

❝♦♠❜❧❛✐t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❛tt❡♥t❡s✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ ❡t ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs

été ♦♣t✐♠✐st❡✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❛✉ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✱ s✉rt♦✉t ❛✉ ❞é❜✉t✳ ▼❡r❝✐ ❞❡

♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❧❛✐ssé é❝r✐r❡ ♠♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r t♦✉t❡ s❡✉❧❡✱ ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs

❛❝❝❡♣té ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣r✐s❡s✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣rés❡♥té❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s✱

s✉rt♦✉t ❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❣rés✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté❡ tr♦✐s ❛♥s ❛✈❡❝ ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s

❢réq✉❡♥t❡s ✦ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♠✬❛ é♥♦r♠é♠❡♥t ❛♣♣r✐s ❡t ❛♣♣♦rté✱ ❡t ❥❡ ♣❡♥s❡ ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ♠❛ ✈♦✐❡ ✦

❏❡ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ à ◆✐❝♦❧❛s ❈❤♦♣✐♥ ❡t ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼❛r✐♥ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r

❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡✉rs ❧❡❝t✉r❡s ❛tt❡♥t✐✈❡s ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡

é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✉ ❥✉r②✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❈❤r✐st♦♣❤❡ ❆❜r❛❤❛♠✱ ❆✈♥❡r ❇❛r✲❍❡♥✱ ▼❛r❝ ❈❤❛❞❡❛✉✲❍②❛♠ ❡t ❆❞❡❧✐♥❡ ▲❡❝❧❡r❝q✲❙❛♠s♦♥✱ q✉❡ ❥❡

♥✬❛✐ r❡♥❝♦♥trés q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❣rés ♦✉ sé♠✐♥❛✐r❡s ❡t q✉✐ ♦♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t ❛❝❝❡♣té ✈♦❧♦♥t✐❡rs ❞❡

❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ s♦❝✐été ■♣s♦❣❡♥✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✜♥❛♥❝é ❝❡tt❡ t❤ès❡✱

♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞és ❧❡ ❞é❜✉t✱ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s✐ ❜✐❡♥ ❛❝❝❡✉✐❧❧✐❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐❡r à ❋❛❜✐❡♥♥❡ ❍❡r♠✐tt❡ ❡t ❙❛❜r✐♥❛ ❈❛r♣❡♥t✐❡r✱ ❣râ❝❡ à q✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ♠❛ t❤ès❡ ❞❛♥s ❞❡

très ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❱✐r❣✐♥✐❡ ❋❛s♦❧♦✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❡♥

❘✱ ▲❛❚❡① ❡t ❙✇❡❛✈❡✱ ♣♦✉r s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐✈❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t s②♠♣❛t❤✐q✉❡s

❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s ✦ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✬■♣✲

s♦❣❡♥✱ ❝❛r t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❢✉t ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❡t ❥✬❛✐ ♣✉ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡

❡✉①✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡s r❡♣❛s ❞❡ ♠✐❞✐ ✦

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❆❣♥ès ●r✐♠❛✉❞✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ✐❧ ❡st ❛❣ré❛❜❧❡

❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r✱ ❡t q✉✐ ❛ s✉rt♦✉t s✉ ♠✬é❝♦✉t❡r ❡t ♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧

♠♦♠❡♥t q✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥✳

▼❡r❝✐ à ❇❛❞✐❤ ●❤❛tt❛s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❡♥ ♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛

❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦✉rs ❡t ❞❡s ❚❉ à s❡s ét✉❞✐❛♥ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

éq✉✐♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ à ❆✐①✲▼❛rs❡✐❧❧❡ ■ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ ●é♥♦♠❡ ❡t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡

❞és ❧❡ ❞é❜✉t ❡♥ ♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥t✐❡r✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡

❞✬❆❚❊❘ ✈❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✬❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❞é❥à ❛♣♣r✐s ❡♥ ✉♥ ♠♦✐s ❡t ❞❡♠✐ ✦



✐✈

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❉❛♥✐❡❧ ❇✐r♥❜❛✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❇❡rt✉❝❝✐ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t P❛♦❧✐ ❈❛❧♠❡tt❡

♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té q✉❡ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣✉❝❡s à ❆❉◆✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❙é❜❛st✐❡♥

❇r✐♦❧❛♥t ❞✉ ❙❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❙❛♥té ❞❡s ❆r♠é❡s ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ◆♦st❡♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r

❧❛ ♠❛❧❛r✐❛ ❞❡ ❙❤♦❦❧♦✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ♣❛❧✉❞✐s♠❡ ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r

✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝r✉

❡♥ ♠♦✐ ❡t q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été très ♣rés❡♥ts ♣♦✉r ♠❡ s♦✉t❡♥✐r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❡r❝✐ à ♠❡s t❛♥t❡s

❱ér♦♥✐q✉❡ ❡t ❇é❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ♠❛ ❣r❛♥❞✲♠èr❡ q✉✐ ♠✬❛ ❡♥ ♣❧✉s s✉♣♣♦rté❡

❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▼❡r❝✐ s✉rt♦✉t à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❞❡ ♠♦✐ ❝❡ q✉❡ ❥❡

s✉✐s ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉❡ ❥❡ ♣r❡♥❛✐s✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ ♥❡ ♣❡✉① ✜♥✐r s❛♥s r❡♠❡r❝✐❡r ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ q✉♦t✐❞✐❡♥ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡✱

❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥s ❡t ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ♠♦♠❡♥ts✱ ❡t q✉✐ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉ ♠♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s

❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦✐s q✉❡ ❥❡ ♣❡✉① ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❡r s✉r ❧✉✐✳ ❙❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❜♦♥❤❡✉r

q✉✬✐❧ ♠✬❛♣♣♦rt❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠♦♥ é♣❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥t ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡t ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐✐✐

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶

■ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✼
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✈✐ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
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✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✺✸
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✼✳✺✳✷ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✶✺✸

✽✳✶ ❆❇❈ ❡t P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✽✳✶✳✶ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✽✳✶✳✷ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✽✳✶✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✽✳✶✳✺ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✽✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✽✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t ♠♦❞✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✽✳✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✽✳✸✳✶ ❙✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈✲P❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✽✳✸✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♠✐❡✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✽✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✼

❆♥♥❡①❡s ✷✵✾

❆ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✔ ✷✵✾

❆✳✶ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡rs ✔ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✾

❆✳✷ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡t ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

❇ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚ ✷✶✸
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❇✳✶✳✷ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✐①

❇✳✶✳✸ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾
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❇✳✷✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾
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❇✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶
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❈ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ✷✷✾
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❉ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ✷✸✸
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P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✷✹✺

❘és✉♠é ✴ ❆❜str❛❝t ✷✹✼





Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❛ été ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ■♣s♦❣❡♥ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❛②❛♥t ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ à ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s

✭▼❈▼❈✮ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▼❈▼❈✱ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✬✐♥✲

❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ❝♦ût❡✉①✱ ♦✉

❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✭❛✉ss✐

❛♣♣❡❧é❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱

❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ▼❈▼❈ ❡t s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉①

♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣✉❝❡s ♠✐❝r♦❛rr❛② ♦✉ ❧❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❤❛✉t✲❞é❜✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts✱ ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r

❞❡s ❣è♥❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛♥❝❡r✳ ▲❡s ❣è♥❡s

✐❞❡♥t✐✜és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

♣♦✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛t✐❡♥ts✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ét❛♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

t❡❧❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ st❛t✉t ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠❛❧❛❞❡✴♣❛s

♠❛❧❛❞❡✱ s❛ s✉r✈✐❡ à ✺ ❛♥s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❛❞♠✐♥✐stré✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣✉❝❡s ♠✐❝r♦❛rr❛② ♣♦✉r ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s

❛tt❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❯♥❡ ♣✉❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s

♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts✳ ❯♥ ♣r♦❜❡s❡t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡



✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❞❡ ♣r♦❜❡s q✉✐ ♠❡s✉r❡♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐ts ❜♦✉ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣è♥❡✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❡s❡t ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s❡✉❧ ❣è♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❣è♥❡ ♣❡✉t êtr❡

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❡s❡ts✳

▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ■♣s♦❣❡♥ ét❛✐t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❡s❡ts ❛ss♦❝✐és ❛✉

st❛t✉t ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❛✉① ♦❡str♦❣è♥❡s ✭❊❘✮✱ ❧❡s st❛t✉ts ♣♦ss✐❜❧❡s ét❛♥t ♣rés❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡✱ ❛♣♣❡❧és

♣❛r ❧❡s ♠é❞❡❝✐♥s ❊❘ ♣♦s✐t✐❢✴❊❘ ♥é❣❛t✐❢✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s st❛t✉ts ❊❘ ❞❡

♣❛t✐❡♥t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ sé✈ér✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ♣♦✉r

✉♥❡ ♣❛t✐❡♥t❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à s♦♥ st❛t✉t ❊❘✱ ❝❛r ❧❡s ♦❡str♦❣è♥❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛♥❝❡rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❛✉① ♦❡str♦❣è♥❡s

s♦♥t ♣rés❡♥ts s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❝ér❡✉s❡s✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝✐❜❧és ♣❛r ✉♥❡ t❤ér❛♣✐❡ ❤♦r♠♦♥❛❧❡✳

❈❡ st❛t✉t ❊❘ ❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ♣❛r ❞❡s ❞♦s❛❣❡s ✐♠♠✉♥♦❤✐st♦❝❤✐♠✐q✉❡s ✭♠ét❤♦❞❡

❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✮✱ ♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✈❛r✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ Pré❞✐r❡ ❧❡

st❛t✉t ❊❘ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❣é♥♦♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té

❡♥tr❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❡t ❡♥tr❡ ♣❛②s✳

▲❡ st❛t✉t ❊❘ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t ♦✉ ❧♦❣✐t✱ ét✉❞✐é ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

♥♦✉s ❞❡✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♣✉❝❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❤èr❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❛❧✐sés s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s

❧✐♠✐té❡s✱ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❧✐❜r❡ ❛❝❝ès s✉r ✐♥t❡r♥❡t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐✲

t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣✉❝❡s

ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ♠❛✐s ✐❧s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s✱

❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ❡t ♦♥t été r❡❝❡✉✐❧❧✐s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉✐♣❡s ❡t ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞❡s ❡✛❡ts ❞✉s ❛✉① ❣è♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛sq✉és ♣❛r ✉♥ ❡✛❡t ✓ ❥❡✉ ✔✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉✲

r❛♥t❡ ❡♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪✮✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❡t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s✐t❡ ◆❈❇■ ●❊❖ ✭✈♦✐r ❬✻✷❪✮✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛t✐❡♥t❡

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♠✐①t❡✳

❉❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé✲

❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✿ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ✓ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✔ ✭❙❙❱❙✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t

❝♦♠♣❛rés ❡♥tr❡ ❡✉①✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉①

✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖r ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❡♥✈✐r♦♥ 220000 ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r

❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛②❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés



✸

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ▼❛❞✐❣❛♥ ❡t ❘❛❢t❡r② ❬✶✹✻❪✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r r❡st❡

tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡✳

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t

❣é♥❛♥t✱ ❝❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ s❡♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡

♣❡rt✐♥❡♥t ❡t s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ❜r❡✈❡té❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❞❡ sé✲

❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥

♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ♦♣t♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙✳

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜rè✈❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

✓ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✔ ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ét❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✳ ▲❛

♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à s♣é❝✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és

❛✉① ❡✛❡ts ✜①❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s

❝♦✉♣❧é à ❧❛ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❛✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ P✉✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r

❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❯♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ P♦✉r

♣❛❧❧✐❡r ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧✲

♥❡r ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s

❛ss♦❝✐és✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞✐s❝✉t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧✐st❡

♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥

❞ét❛✐❧s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈

❈❤❛✐♥s ✭▼❈▼❈✮✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❬✶✺✼✱ ✾✹❪✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❬✼✵❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❬✷✷✵❪✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❣é♥éré❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❢ér❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡

❝❤❛î♥❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❝♦♥✈❡r❣é ❡t ❛✈♦✐r ✈✐s✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧

❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥❡ré❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à é✈♦❧✉❡r ❧❡♥t❡♠❡♥t✱ à ♠❛❧ s❡ ♠é❧❛♥❣❡r✱ ❡t à

r❡st❡r ❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ q✉✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈✐s✐té✳

❈❡❧❛ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛r ❞❡s ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r été ✈✐s✐tés ♦✉ ❜✐❡♥ êtr❡ r❡♣rés❡♥tés

❞❛♥s ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✐♥❝♦rr❡❝t❡s✳ ❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✈♦✐r

❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪✮✳



✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs

❝❧❛ss✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts à r❡❥❡t r❡t❛r❞é ❬✶✺✾✱ ✽✺❪✱ ❧❡ s✐✲

♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r✐♥❣ ❬✶✺✶✱ ✼✽❪✱ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❬✼✻❪✱ ♦✉ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ❬✶✶✽❪✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✭❊❊❙✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s

❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭P❚✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●❡②❡r ❬✼✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st

♣❛s ❛❞❛♣té ♣♦✉r s❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❡t ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❣r♦s st♦❝❦❛❣❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ P❚ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡

❝❤❛î♥❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❧✬❊❊❙✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❛♣♣❡❧é❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✭P❚❊❊▼✮ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉✐ ❢❛✐t

❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❊❙✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❢❛❝✐❧❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ✿ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥

♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❜✐✈❛r✐é❡s✱ ❡t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✭❥❡✉ s✐♠✉❧é ❡t ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●❛❧❛①② ❬✶✽✹❪✮✳ P✉✐s ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐t❡s ♣r♦♠♦t❡✉rs ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s

❞✬❆❉◆✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤✐♠✐♦s❡♥s✐❜✐❧✐té

❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈r❛✐✲

s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬❛✈èr❡ tr♦♣ ❝♦ût❡✉①✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♦✛r❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐♠✉❧é❡s

s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦sé✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ rés✉♠é❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡

r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ♣❡✉t êtr❡

❛♣♣r♦①✐♠é❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❝❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❬✶✺✸❪✱ ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ❬✶✽❪ ♦✉ ❧✬❆❇❈✲❙▼❈

❬✺✺❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡st ❧♦♥❣t❡♠♣s r❡sté❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît

❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❆❇❈✲P▼❈

♦✉ ❧✬❆❇❈✲❙▼❈ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ✈r❛✐✲

s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ▼❈▼❈✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s

é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s

❆❇❈✲P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t st❛♥✲

❞❛r❞ ❡t ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜é✳ P✉✐s ♥♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s s✉r ❧❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡✳

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❞✐és ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❞✐és ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✳ P✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st



✺

✐❧❧✉stré❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✼ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲

P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ✐❧❧✉stré✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳





Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s

♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡

❝r✐tèr❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙❝❤✇❛rt③ ✭❇■❈✱ ❬✶✾✹❪✮✱ ♦✉

❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇❛②❡s ❬✶✶✷❪ ♦✉ ❞❡s ♣s❡✉❞♦s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇❛②❡s

❬✷✸✱ ✶✼✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡st très ❣r❛♥❞✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡①♣❧♦s❡ ✭2p ♠♦❞è❧❡s s✐ p ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❡

t②♣❡ ✓ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✔ ✭❙❙❱❙✮ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s

✐♥❝❧✉❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s

❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ❡st ❞✬✐♥térêt✱

❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈ ✭s♦✉✈❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❛②❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛✉t❡✉rs ❛②❛♥t ♣❛r❧é ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙ s♦♥t ●❡♦r❣❡ ❡t ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❡♥ ✶✾✾✸ ❬✼✹❪✳

■❧s ♦♥t ❡①♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❡♥ ✶✾✾✼ ❬✼✺❪✱ ❡t ❡♥ ✷✵✵✶ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛♣✐❡r é❝r✐t ❛✈❡❝

❈❤✐♣♠❛♥ ❬✹✶❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❝♦♠♠❡

❑✉♦ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✷✶❪✱ ❉❡❧❧❛♣♦rt❛s ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪✱ ♦✉ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❖✬❍❛r❛ ❬✶✼✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❝❧❛ss✐q✉❡✳

P❡✉ ❛♣rès✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐t ❡t

♣r♦❜✐t✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t✱ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪

q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❆❧❜❡rt ❡t ❈❤✐❜ ❬✷❪ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t

♣♦❧②t♦♠✐q✉❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛✉① ❡t

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ❩❤♦✉ ❡t ❲❛♥❣ ❬✷✹✷✱ ✷✹✸❪✱ ❡t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❙❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

♣r♦♣♦➧❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❈❤❡♥ ❡t ❉❡② ❬✸✽❪ ❡t ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹✶❪ q✉✐ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s

♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❚ü❝❤❧❡r ❬✷✷✺❪✱ ❍♦❧♠❡s ❡t ❍❡❧❞ ❬✾✻❪✱

❋♦✉s❦❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ ❡t ❑✐♥♥❡② ❡t ❉✉♥s♦♥ ❬✶✶✺❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s✱

✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s♦♥t ♣❡r❞✉❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✿

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✸✽❪✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡s ❬✷✷✺❪✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❬✷✹✶❪ ♦✉ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❬✶✶✺❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❬✻✻❪✳ ❙❡✉❧s

❍♦❧♠❡s ❡t ❍❡❧❞ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ◆t③♦✉❢r❛s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✽❪ ❡t ❈❛✐ ❡t ❉✉♥s♦♥ ❬✸✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t

✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ❚❛②❧♦r✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ♥♦tr❡

♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ s♦✐❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐✲

❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜✐t✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r♠✐

❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs✳ ❖r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t s♦♥t ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✐t✱ ❝❛r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❆ ♣r♦♣♦s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐①t❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♠❡ ❈❤❡♥ ❡t ❉✉♥s♦♥ ❬✸✾❪ ❡t ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡r

❡t ❲❛❣♥❡r ❬✻✾❪ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱

♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r

❚ü❝❤❧❡r ❬✷✷✺❪ ❡t ❑✐♥♥❡② ❡t ❉✉♥s♦♥ ❬✶✶✺❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ♠✐①t❡s✱ ❡t ♣❛r ❈❛✐

❡t ❉✉♥s♦♥ ❬✸✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ♠✐①t❡s✳ ▼❛✐s ❝❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t

❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s q✉✬à ❞❡s ❥❡✉① ❛②❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❛❞❡ss❡

❡t ❛❧✳ ❬✷✶✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡

❞♦♥♥é❡s str✉❝t✉ré❡s ♣❛r ❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✺❪✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ●♦s❤ ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉①

♠♦❞è❧❡s à ❝❧❛ss❡s ❧❛t❡♥t❡s✱ ❡♥ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❙❤❛

❡t ❛❧✳ ❬✶✾✻❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ▲✐ ❡t

❩❤❛♥❣ ❬✶✸✹❪ ♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① s✉♣♣♦sé ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡

❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ s❛♥té✱ ❋♦✉s❦❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ s❡ s♦♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝♦ût✳ ❯♥❡

❜♦♥♥❡ r❡✈✉❡ s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡

❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❙t✐♥❣♦ ❡t ❱❛♥♥✉❝❝✐ ❬✷✶✷❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙

❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❥❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❡♥ ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡



✶✶

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ q✉✐ ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ♣❡rt✐♥❡♥ts

♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡

s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ✭g✲♣r✐♦r✱ ❬✷✸✽❪✮ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❡✛❡ts

✜①❡s✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖r

✐❧ ② ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✿

✶✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝❤❡r❝❤é ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ▼❛r✉②❛♠❛ ❡t

●❡♦r❣❡ ❬✶✺✺❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ g✲♣r✐♦r q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡s✐❣♥ X✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❨❛♥❣

❡t ❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ (X ′X)−1 ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛✲

❧✐sé❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r

❝❛s s❡r❛✐t ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡

à n✳ ❈❡❧❛ ❛♣♣♦rt❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ♠❛✐s ♥❡ rè❣❧❡ ♣❛s ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ▼❛r✉②❛♠❛ ❡t ●❡♦r❣❡✱ ❡t ❞❡ ❨❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣ ♥❡

s♦❧✉t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ r✐❞❣❡ ✭✈♦✐r ❬✶✺✹❪✮✱ ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠

❬✽✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ g✲♣r✐♦r✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✳ ▲❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡✉t

êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♦ù ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ❑✇♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s é❧❡✈é❡s ❡♥tr❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r tr❛✐✲

t❡r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s

♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❡♥ ② ✐♥tr♦✲

❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s

❛ss♦❝✐és q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t

❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪✱ ❡t ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ g✲♣r✐♦r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧✬❛

♣r✐♦r✐ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ ♠❛✐s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✳ P♦✉r

✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ st❛t✉t

❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à

❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ✭P❛r❦ ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✼✺❪✮✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é❡✳



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥✜♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✈❡❧♦♣♣é

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡

❛❝❝é❧éré ♠✐①t❡s ✭▼✐①❡❞ ❊✛❡❝ts ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❚✐♠❡ ▼♦❞❡❧s✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉

❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉s♣❡❝t♦♥s ❞✬êtr❡ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s

❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és ❝❛r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ♥♦✉s

❞✐s♣♦s✐♦♥s ♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❛

♣❛rt✐❡ ■✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ét❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛✲

t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❢r♦♥tés à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❣é♥éré❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ✓ ❣r♦✉✲

♣✐♥❣ ✔ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪✱ ❡t ❝♦♠❜✐♥♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ✭❬✶✽✻❪✮ ❝♦♠❜✐♥é

❛✈❡❝ ❧❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐✉✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡

♣♦✉r ❧❡ ✓ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✔ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡✳

❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✱ ❝❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ✐♥✢✉❡♥t

❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ q✉✐

♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✷✽❪✳

✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n é✈è♥❡♠❡♥ts ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈és✱ ♥♦tés Yi✱ i = 1, . . . , n✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ p✱ ❛✈❡❝ p ≫ n✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t

♠✐①t❡ s✉✐✈❛♥t ✿

P (Yi = 1 | U, β) = Φ(X ′
iβ + Z ′

iU), ✭✷✳✶✮

❛✈❡❝

• Φ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳

• Xi ❡t Zi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡✛❡ts ✜①❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ iè♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡t s♦♥t

❞❡ t❛✐❧❧❡s p ❡t q r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

• β ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p✳

• U ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ K ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡t ♥♦t♦♥s U = (U ′
1, . . . , U

′
K)′✳ ❈❤❛q✉❡ Ul ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ql✱ ❡t

∑K
l=1 ql =

q✳

• ◆♦✉s ♥♦t♦♥s X ❡t Z ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❡✛❡ts ✜①❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆❧❜❡rt ❡t ❈❤✐❜ ❬✷❪✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s L ❡st

✐♥tr♦❞✉✐t✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s L = (L1, . . . , Ln) ❡t ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

Yi =

{
1 s✐ Li > 0

0 s✐ Li < 0.

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ✭In ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ n✮ ✿

L | U, β ∼ Nn(Xβ + ZU, In), ✭✷✳✷✮

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

P (Yi = 1 | U, β) = P (Li > 0 | U, β) = Φ(X ′
iβ + Z ′

iU).

P✉✐s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r γ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r sé❧❡❝✲

t✐♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

γj =

{
1 s✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ j sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

0 s✐ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ♥♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡.
✭✷✳✸✮

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣♦✉r Y r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉s ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞♦♥t

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és βj ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡st✐♠és ♣❛r ✵✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳

❬✶✸✶❪✱ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹✸❪ ❡t ❑✇♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✷❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs

q✉✐ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ✜①és à ✵✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

γj =

{
1 s✐ βj 6= 0, ✈❛r✐❛❜❧❡ j sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

0 s✐ βj = 0, ✈❛r✐❛❜❧❡ j ♥♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡.
✭✷✳✹✮

❙❛❝❤❛♥t γ✱ βγ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ β✱ ❡t Xγ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X ♥❡

❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ γ✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ●❡♦r❣❡ ❡t ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❬✼✹❪✱ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❡t ❇❡❛✉❝❤❛♠♣ ❬✶✻✵❪ ❡t ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❛ jè♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♥♦♥ ♣❛s q✉❛♥❞ βj = 0✱

♠❛✐s q✉❛♥❞ βj ❡st s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♥é❣❧✐❣é ❡t ❡st✐♠é ♣❛r ✵✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r β ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❖✬❍❛r❛ ❡t ❙✐❧❧❛♥♣ää ❬✶✼✶❪✳



✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✶✺

✷✳✶✳✷ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r U | D✱ βγ | γ✱ γ ❡t

D✱ ♦ù D ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ

❙❡✉❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦✉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐é βj ♥♦♥ ♥✉❧✳ ◆♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

s❛♥s é❧é♠❡♥t ♥✉❧ βγ ✿

βγ | γ ∼ Ndγ (0, c(X
′
γXγ)

−1), ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj , ✭✷✳✺✮

♦ù c ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐❢ s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❛♣♣❡❧é ✓ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ✔ ♣❛r ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✷✽❪✳ ❈❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✲♣r✐♦r ❞é✲

✜♥✐❡ ♣❛r ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■❧ ♣❡r♠❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐❝✐ ✵✮ s❛♥s ❛✈♦✐r à s♣é❝✐✜❡r

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✜①é❡ ♣❛r

c(X ′
γXγ)

−1 ❡t ♣❡r♠❡t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ r❡✢èt❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✮ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱

❡t ❡st ❧✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✐❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐sé ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s c ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé✲

❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs✳ ❈❡rt❛✐♥s r❡❝♦♠♠❛♥❞❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r

✜①❡✱ ❝♦♠♠❡ ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✾✵❪ ♦✉ ❙♠✐t❤ ❡t ❑♦❤♥ ❬✷✵✷❪ q✉✐ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞❡ ❧❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡

✶✵ ❡t ✶✵✵✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ●❡♦r❣❡ ❡t ❋♦st❡r ❬✼✸❪ q✉✐

✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ss✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❩❡❧❧♥❡r ❡t ❙✐♦✇ ❬✷✸✾❪ q✉✐ ♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛

IG(1/2, n/2)✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r✲❙✐♦✇ ❡st q✉❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡

♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❈❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡

❩❡❧❧♥❡r✲❙✐♦✇ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣✲♣r✐♦rs✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ ▲✐❛♥❣

❡t ❛❧✳ ❬✶✸✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r c✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❤②♣❡r✲❣ ♣r✐♦r✱ q✉✐ ♠è♥❡

à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ♠❛✐s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❡✉ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❝❛r

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤②♣❡r❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❉❡

♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❈✉✐ ❡t ●❡♦r❣❡ ❬✺✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛

s✉r (1 + c) ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ c ❝♦♠♠❡ ❩❡❧❧♥❡r ❡t ❙✐♦✇✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r c ❞♦♥t

✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤②♣❡r✲❣ ♣r✐♦r✳ ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✷✽❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé

✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❡t ▼❛r✐♥

❡t ❘♦❜❡rt ❬✶✺✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♠♣r♦♣r❡ ❞✐s❝r❡t s✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡t ❛



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

♣r✐♦r✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪ ♦♥t ❛❧♦rs

♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡② ❝♦♥t✐♥✉ s✉r c✱ ❡t ●✉♦ ❡t ❙♣❡❝❦♠❛♥ ❬✽✽❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡

❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇❛②❡s ❛ss♦❝✐és✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ g✲♣r✐♦r ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❛✈❡❝

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ❝♦♥s✐❞éré❡ ✜①é❡✱ ❡t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♥✬❛✉r❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡

❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♣❛rt✐❡s ✷✳✷✳✸ ❡t ✷✳✸✳✷✮✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ γ

❆ ♣r✐♦r✐ ❧❡s é❧❡♠❡♥ts γj s♦♥t s✉♣♣♦sés s✉✐✈r❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡

❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ✿

P (γj = 1) = πj , 0 ≤ πj ≤ 1. ✭✷✳✻✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦ù ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts ❧❡s ♣❧✉s

s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❢❛✈♦r✐s❡r

❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❡s❡ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs πj = π = 1/p✱

∀j = 1, . . . p✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ U | D ❡t D

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❡st ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❝❡♥tré ✿

U | D ∼ Nq(0, D). ✭✷✳✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❛✉❝✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ D✱

s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡✲✇✐s❤❛rt W−1(Ψ,m)✳

❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ D ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❛✈❡❝

D = diag(A1, . . . , AK)✱ Al = σ2
l Iql ✱ l = 1, . . . ,K ❡t Iql ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ql✱ ❛❧♦rs ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s σ2
l s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ IG(a, b) ✭b ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✮✳

✷✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ γ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt Y ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs✳ ■❧ ❡♥

❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs γ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧❛r❣❡ ✭2p✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐✲

s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜ss ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ f(L, βγ , U, γ,D | Y )✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❧♦rs ❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ γ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳



✷✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✶✼

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❣é♥éré❡ ♣♦✉r γ ❛✉r❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt Y s❡r♦♥t ❛❧♦rs r❛♣✐❞❡✲

♠❡♥t ❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❡①♣❧♦r❡r❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❣é♥éré❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2p ❡t t♦✉t

❞❡ ♠ê♠❡ s❡r✈✐r à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ q✉✐ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬❛✈♦✐r γj = 1✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜ss ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s êtr❡ ❝❛✲

♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✳

✷✳✷✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ L

●râ❝❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Y, βγ , γ ❡t U ✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✶✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Li | βγ , γ, U, Yi = 1 ∼ N (X ′
γiβγ + Z ′

iU, 1) tr♦♥q✉é❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ✵

Li | βγ , γ, U, Yi = 0 ∼ N (X ′
γiβγ + Z ′

iU, 1) tr♦♥q✉é❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ ✵. ✭✷✳✽✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Xβ = Xγβγ ✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ Xγ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r βγ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r β✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ βγ

❚♦✉❥♦✉rs ❣râ❝❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ L,U

❡t γ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Vγ = c
1+c(X

′
γXγ)

−1✳

f(βγ | L,U, γ) ∝ f(L | βγ , γ, U)f(βγ | γ),

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✺✮ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

βγ | L,U, γ ∼ Ndγ (VγX
′
γ(L− ZU), Vγ) ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj . ✭✷✳✾✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ U

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ L, βγ , γ ❡t D✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s W = (Z ′Z +D−1)−1✳

f(U | L, βγ , γ,D) ∝ f(L | βγ , γ, U)f(U | D),



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✼✮ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

U | L, βγ , γ,D ∼ Nq(WZ ′(L−Xγβγ),W ). ✭✷✳✶✵✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ D

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ U ✳

f(D | U) ∝ f(U | D)f(D).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❛ ♣r✐♦r✐ D s✉✐t ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡✲✇✐s❤❛rt W−1(Ψ,m)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✼✮✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✿

D | U ∼ W−1(UU ′ +Ψ,m+ 1). ✭✷✳✶✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ D ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♦ù ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s σ2
l s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡

❞❡s ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ IG(a, b)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

σ2
l | Ul ∼ IG

(ql
2
+ a,

1

2
U ′
lUl + b

)
. ✭✷✳✶✷✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ γ

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ L, βγ ❡t U ✳

f(γ | L, βγ , U) ∝ f(L | γ, βγ , U)f(γ)

∝ f(L | γ, βγ , U)f(βγ | γ)f(γ).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✮✱ ✭✷✳✺✮ ❡t ✭✷✳✻✮✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ γ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(γ | βγ , L, U) ∝ (2π)−
dγ

2 exp
[
− 1

2

(
− L′Xγβγ − β′

γX
′
γL+ β′

γX
′
γZU + U ′Z ′Xγβγ + β′

γV
−1
γ βγ

)]

× | c(X ′
γXγ)

−1 |− 1
2

p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj , ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj . ✭✷✳✶✸✮

✷✳✷✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔

▲❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ γ ✭✷✳✶✸✮ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❞é❝✐❞é ❞❡ ❧❡ ❣é♥ér❡r s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❛❧♦rs ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r γ✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ βγ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱



✷✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✶✾

à ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ βγ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣r♦♣♦sé γ∗ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❞é♣❡♥❞r❛

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ βγ∗ ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ βγ∗ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

γ ❡t βγ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

❞❡✉①✳

P♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r γ ❡t βγ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪

✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✔✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s βγ ❡t γ✳ ❆✉

❧✐❡✉ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r sé♣❛r❡♠❡♥t ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞❡ βγ ❡t γ✱ ♥♦✉s ♥♦✉s

✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ (βγ , γ)✳ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣✐♥❣

❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬✐♥térêt✱ ♣❡✉t ❛✐❞❡r à s❛ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ✭❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s✮✱ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s

✭✈♦✐r ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❡t ✈❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪✮✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s

✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡rs ✔✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡t ét✉❞✐és ♣❛r ✈❛♥ ❉②❦ ❡t

P❛r❦✳ ▲✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❡①♣❧✐q✉❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s

q✉❡

f(βγ , γ | L,U) ∝ f(γ | L,U)f(βγ | γ, L, U).

❆✐♥s✐✱ ❣é♥ér❡r (βγ , γ) s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (βγ , γ) | L,U r❡✈✐❡♥t à ❣é♥ér❡r γ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✐♥té❣ré❡ ❡♥ βγ ✱ ♣✉✐s βγ ❞✬❛♣rès s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❝♦♠♣❧èt❡ ✭❞♦♥❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ γ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❣é♥éré✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❣é♥ér❡r γ ❛✈❛♥t βγ✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ βγ

❡t γ ✭✈♦✐r ✈❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪✮✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ γ | L,U ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ βγ ✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r γ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ ❞❡ γ | L,U ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥té❣r❡r f(γ | βγ , L, U) ❡♥ βγ ✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s f(L, βγ | γ, U) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✺✮ ✿

f(L, βγ | γ, U) = f(L|βγ , γ, U)f(βγ |γ)

= (1 + c)−
dγ

2 |Vγ |−
1
2 exp

{
− 1

2

[(
βγ − VγX

′
γ(L− ZU)

)′
V −1
γ

(
βγ − VγX

′
γ(L− ZU)

)

+(L− ZU)′(L− ZU)− c

1 + c
(L− ZU)′Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ(L− ZU)

]}
(2π)−

n+dγ

2 .

❊♥ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❡♥

βγ✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

f(L|γ, U) = (1 + c)−
dγ

2 (2π)−
n
2 exp

{
− 1

2

[
(L− ZU)′(L− ZU)

− c

1 + c
(L− ZU)′Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ(L− ZU)

]}
.



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s f(γ | L,U) ♣❛r ✿

f(γ|L,U) ∝ f(L|γ, U)f(γ)

∝ (1 + c)−
∑

γj

2 exp
{
− 1

2
(L− ZU)′

[
In −

c

1 + c
Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ

]
(L− ZU)

}

×
p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj . ✭✷✳✶✹✮

✷✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❣é♥ér❡r γ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭✷✳✶✹✮✳

◆♦t♦♥s γ(i) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ ❡t q(.|.) ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆

❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ●é♥ér❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r γ∗ ∼ q(γ∗|γ(i))

✷✳ Pr❡♥❞r❡

γ(i+1) =

{
γ∗ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ(γ(i), γ∗)

γ(i) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ρ(γ(i), γ∗),

♦ù

ρ(γ(i), γ∗) = min

{
1,

f(γ∗ | L,U)q(γ(i)|γ∗)
f(γ(i) | L,U)q(γ∗|γ(i))

}
.

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❝❛♥❞✐❞❛t γ∗ à ♣❛rt✐r ❞❡ γ(i) s❡ s✐♠♣❧✐✜❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✿

ρ(γ(i), γ∗) = min

{
exp

[ c

2(1 + c)
(L− ZU)′

(
Xγ∗(X ′

γ∗Xγ∗)−1X ′
γ∗ −Xγ(i)(X ′

γ(i)Xγ(i))−1X ′
γ(i)

)

(L− ZU)
]
× (1 + c)

∑p
1(γ

∗
j−γ

(i)
j ) ×

( π

1− π

)∑p
1(γ

∗
j−γ

(i)
j )

, 1

}
s✐ ∀j πj = π. ✭✷✳✶✺✮

▲❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ γ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t à γ(i) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ r é❧é♠❡♥ts ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ♠♦❞✐✜és✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝❤♦✐ss✐ss♦♥s ♣❛s ❧❡s r é❧é♠❡♥ts à ♠♦❞✐✜❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✿

r ét❛♥t ♣❛✐r✱ r/2 é❧é♠❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i) ✈❛❧❛♥t ✶ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ❝❤❛♥✲

❣és ❡♥ ✵✱ ❡t r/2 é❧é♠❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i) ✈❛❧❛♥t ✵ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ❝❤❛♥❣és

❡♥ ✶✳ ❈❡tt❡ ❛st✉❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i) ✈❛❧❛♥t ✶ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t q✉❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❛ tr♦✐s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♥♦♥

♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ✿



✷✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✷✶

✶✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ❛st✉❝❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ p ❡st très ❣r❛♥❞✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ✈❛❧❛♥t ✶ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

❝❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ✈❛❧❛♥t ✵✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❡ss❛✐❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❞✬❡♥ s✉♣♣r✐♠❡r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❡t ♣❡✉t

é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ X ′
γXγ ♥♦♥

✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

✷✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ✿

ρ(γ(i), γ∗) = min

{
exp

[ c

2(1 + c)
(L− ZU)′

(
Xγ∗(X ′

γ∗Xγ∗)−1X ′
γ∗ ✭✷✳✶✻✮

−Xγ(i)(X ′
γ(i)Xγ(i))−1X ′

γ(i)

)
(L− ZU)

]
, 1

}
s✐ ∀j πj = π.

✸✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❞♦♥♥❡r ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ c ♣♦✉r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r βγ ✭✷✳✺✮ ♣r❡♥❞

♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❣é♥ér❡r βγ ❡t γ s✉✐✈❛♥t ❧❡s

❞❡♥s✐tés f(βγ | L,U, γ) ❡t f(γ | L,U)✳ ❈❡s ❞❡♥s✐tés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ c à tr❛✈❡rs ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

c/(1 + c) ❡t (1 + c)−
∑

γi
2 ✭✈♦✐r ✭✷✳✶✹✮ ❡t ✭✷✳✾✮✮✳ ❖r c/(1 + c) ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶

s✐ c ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ✈❛❧❛♥t ✶ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r

(1 + c)−
∑

γi
2 ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ❞❡ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ γ ❝❛r s✬é❧✐♠✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✶ ❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ ❡t ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹✷❪ ❬✷✹✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❣é♥èr❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r γ é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é✲

♠❡♥t ❞❡ γ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✈❛❧♦✐r ✶✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❣é♥ér❡r γ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

❍❛st✐♥❣s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❣é♥ér❡r γ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

♣❧✉tôt q✉✬é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t ✿

• ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡✲

♠❡♥t ❣é♥ér❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r γ ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈❛❧❛♥t ✶✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st

♣❛s ❧❡ ❝❛s s✐ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ❡st ❣é♥éré s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s

tr♦✐s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡①♣♦sés ❝✐✲❞❡ss✉s✳

• ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✈❛❧♦✐r ✶ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ❧❡ t❛✉①

❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ ✭✈♦✐r ✭✷✳✶✻✮✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

P (γj = 1 | γ{−j}, L, U) =
P (γj = 1 | γ{−j}, L, U)

P (γj = 1 | γ{−j}, L, U) + P (γj = 0 | γ{−j}, L, U)
.



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

❊t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✹✮✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t γ1 = (γ1, . . . , γj−1, 1, γj+1, . . . , γp)✱ γ
0 = (γ1, . . . , γj−1, 0, γj+1, . . . , γp)✱

P (γj = 1 | γ{−j}, L, U) ∝ (1 + c)−
∑

γ1
j

2 exp
[ c

2(1 + c)
(L− ZU)′Xγ1 (X′

γ1Xγ1 )−1X′
γ1 (L− ZU)

]

πj ,

P (γj = 0 | γ{−j}, L, U) ∝ (1 + c)−
∑

γ0
j

2 exp
[ c

2(1 + c)
(L− ZU)′Xγ0 (X′

γ0Xγ0 )−1X′
γ0 (L− ZU)

]

(1− πj).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✺✵✵✱ ✶✵✵✵ ♦✉ ✷✵✵✵

✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ♣❧✉s ❞❡ ✶✾✵✵✵ é❧é♠❡♥ts

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ♥♦té b+m✱ ♦ù b ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❡t m à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✿

γ(1), β(1)
γ , D(1), L(1), U (1), . . . . . . , γ(b+m), β(b+m)

γ , D(b+m), L(b+m), U (b+m).

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s L(0), U (0), β(0), D(0), γ(0)✳

❊t❛♣❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ✿

❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t+ 1 ✭t ≥ 0✮✿

✶✳ ❊t❛♣❡s ❞✉ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✿

●é♥ér❡r γ(t+1) s✉✐✈❛♥t f(γ | L(t), U (t)) ✭✈♦✐r ✷✳✶✹✮✳ ❆✈❡❝ γ(t) ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡

❡t s❛❝❤❛♥t L(t) ❡t U (t)✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ i+ 1✿

✭❛✮ ●é♥ér❡r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t γ∗✱ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r/2 é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i)

✈❛❧❛♥t ✶ ❡t r/2 é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i) ✈❛❧❛♥t ✵✳

✭❜✮ Pr❡♥❞r❡

γ(i+1) =

{
γ∗ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ(γ(i), γ∗) ✈♦✐r ✭✷✳✶✻✮

γ(i) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ρ(γ(i), γ∗).

γ(t+1) s❡r❛ ❧❡ γ(k) ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ kè♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ ✭k

❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❢✐①é✮✳

✷✳ ●é♥ér❡r β
(t+1)
γ s✉✐✈❛♥t f(βγ | L(t), U (t), γ(t+1)) ✭✈♦✐r ✭✷✳✾✮✮✳

✸✳ ●é♥ér❡r L(t+1) s✉✐✈❛♥t f(L | Y, β(t+1)
γ , γ(t+1), U (t)) ✭✈♦✐r ✭✷✳✽✮✮✳

✹✳ ●é♥ér❡r U (t+1) s✉✐✈❛♥t f(U | L(t+1), β
(t+1)
γ , γ(t+1), D(t)) ✭✈♦✐r ✭✷✳✶✵✮✮✳

✺✳ ●é♥ér❡r D(t+1) s✉✐✈❛♥t f(D | U (t+1)) ✭✈♦✐r ✭✷✳✶✶✮ ♦✉ ✭✷✳✶✷✮✮✳



✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✸

✷✳✷✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ ❛②❛♥t ❧❡s ♣❧✉s

❢♦rt❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ✈❛❧♦✐r ✶✳ ❖r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ s♦♥t ❞❡s

❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥s✐st❛♥ts ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s

♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ ✈❛❧❛♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✶✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝

êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ {γ(t), t = b+1, . . . , b+m}✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡

❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s s✉❣❣ér♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❜♦①♣❧♦t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞✉r❛♥t

❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s

❛✉tr❡s ❡t ♣❡✉t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ✿ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❧♦rs ❞✬✉♥

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡ s❡✉✐❧✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

▲♦rsq✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r

❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r

❞❡ ❢✉t✉r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✱ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ♥❡ r❡t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t

♠✐①t❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s

❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✿ ❆■❈✱ ❇■❈✱ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇❛②❡s✱ ✳ ✳ ✳ ✳ P✉✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

✜♥❛❧ ❡st t❡sté s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱

❝♦♠♠❡ ❧❡s ✓ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✔ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✾✶❪ ✭♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳

✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

✷✳✸✳✶ Pr♦❜❡s❡ts ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❚r♦✐s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ✿ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r✐✈é ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t P❛♦❧✐

❈❛❧♠❡tt❡s ❡t ❞✬■♣s♦❣❡♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✶✺✶ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t✉♠❡✉rs ❞❡ ❝❛♥❝❡rs ❞✉ s❡✐♥✱ ❡t ❞❡✉① ❥❡✉①

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣✉❜❧✐❝s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ◆❈❇■ ●❊❖ ❬✻✷❪✱ ❞❡ ♥✉♠ér♦s ❞✬❛❝❝❡ss✐♦♥ ●❙❊✷✶✵✾ ❡t

●❙❊✺✹✻✵✱ ❝♦♥s✐t✉és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✸✶✵ ❡t ✶✷✹ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❈❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❡st ❝♦rr✐❣é ♣♦✉r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❢♦♥❞ ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❘▼❆ ❞✬■r✐③❛rr② ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✹❪✳ ▲❡s tr♦✐s ❥❡✉① s♦♥t ❝❤❛❝✉♥ sé♣❛rés ❡♥

✉♥ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s

❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❊❘ ♥é❣❛t✐✈❡s✳ P✉✐s ❧❡s tr♦✐s ❥❡✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✹✾✼

♣❛t✐❡♥t❡s✮✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❥❡✉① ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✽✽ ♣❛t✐❡♥t❡s✮✳



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✺✹✵✵✵ ♣r♦❜❡s❡ts ❞❡ s❛ t✉♠❡✉r ♦♥t été ♦❜✲

t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣✉❝❡s ❆✛②♠❡tr✐①✳ ❉❡✉① ✜❧tr❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és s✉r ❝❡s ♣r♦❜❡s❡ts ✿ s❡✉❧s ❝❡✉①

s✉✣s❛♠❡♥t ❡①♣r✐♠és✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐és ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❡t ❝❡✉① ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés

❝♦♠♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs ✶✾✸✽✷ ♣r♦❜❡s❡ts✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♣r♦❜❡s❡ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡s ♣❛✲

t✐❡♥t❡s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦✲

✈❡♥❛♥❝❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ❡✛❡ts ✜①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✶✾✸✽✹

♣r♦❜❡s❡ts✱ ❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭K = 1✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❥❡✉

❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❈❤♦✐① ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡st

ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✷✳

• ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❙♠✐t❤ ❡t ❑♦❤♥ ❬✷✵✷❪✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

c ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ ✭✷✳✺✮ ❡st ❝❤♦✐s✐ é❣❛❧ à ✺✵✳

• ❚r❡♥t❡ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❧♦rsq✉❡

❧❡ ✈❡❝t❡✉r γ ❡st ❣é♥éré ❀ ❡t r = 10 ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ❝❤❛♥❣és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭❝✐♥q ✵ ❡t ❝✐♥q ✶✮✳

• ▲❡s tr♦✐s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝❛r ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s✱

♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉✐♣❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ D ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3×3✱ ❛✈❡❝ σ2 s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✱

♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ IG(2, 3) ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ σ2
1✳

• P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✷✳✷✳✸✱ ✻✵✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❞♦♥t ✸✵✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳

P♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t

❡✛❡❝t✉é❡s ✭k = 500✮✳

❘és✉❧t❛ts ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

▼♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡

❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❣è♥❡s ❧❡s ♣❧✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❧♦rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

◗✉❛r❛♥t❡ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡s ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳

P❛r♠✐ ❝❡s q✉❛r❛♥t❡ ♣r♦❜❡s❡ts✱ ✈✐♥❣t✲tr♦✐s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❧♦rs ❞❡s ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t tr❡♥t❡ ❧❡

s♦♥t ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✷✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡s ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s

♣❧✉s ❞❡ ✷✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s tr❡♥t❡ ♣r♦❜❡s❡ts

q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és✳



✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ s✉r ✸✵ ✵✵✵
✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ❯♥ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❜❡s❡t ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❡s❡ts ❛②❛♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥és
✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❤❛✉t r❡♣rés❡♥t❡ ✷✸ ♣r♦❜s❡ts q✉✐ ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥és
❧♦rs ❞❡s ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts

✸✵✵✵✵ ✷✸
✷✺✵✹✸ ✷
✷✶✻✶✾ ✺
✽✸✽✶ ✷
✹✾✺✼ ✺
✸✹✷✹ ✸

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ♣♦✉r ❧❡s ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✜♥ ❞✬❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✇✐s❡ ✭❆■❈✮ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡ ✭✹✾✼ ♣❛t✐❡♥t❡s✮ ❡t ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✽✽ ♣❛t✐❡♥t❡s✮✳

❈✐♥q ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈és✱ ❛②❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❆✛②♠❡tr✐① ✷✷✽✷✹✶❴❛t✱ ✷✵✺✽✻✷❴❛t✱

✷✵✷✸✼✻❴❛t✱ ✷✶✻✷✷✷❴s❴❛t ❡t ✶✺✻✽✼✻✵❴❛t✳ ❱♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✷ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐és

❡t ❧❡s ❣è♥❡s ❛✉①q✉❡❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❝❡s ♣r♦❜❡s❡ts✳

▲❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st✐♠és ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ s♦♥t ✿ −0.284 ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t

❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t P❛♦❧✐ ❈❛❧♠❡tt❡s✱ 0.199 ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✷✶✵✾ ❡t 0.087 ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✺✹✻✵✳

Pré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

Pr♦❜❡s❡t ●è♥❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t P✈❛❧✉❡

■♥t❡r❝❡♣t ✲✾✳✶✷✵✼✹ ✶✳✾✷❡✲✵✺
✷✷✽✷✹✶❴❛t ❆●❘✸ ✵✳✹✺✵✹✻ ✶✳✶✷❡✲✶✺
✷✵✺✽✻✷❴❛t ●❘❊❇✶ ✵✳✼✼✻✸✾ ✹✳✶✽❡✲✵✽
✷✵✷✸✼✻❴❛t ❙❊❘P■◆❆✸ ✵✳✸✼✾✻✺ ✵✳✵✵✵✶✹✾
✷✶✻✷✷✷❴s❴❛t ▼❨❖✶✵ ✲✵✳✻✸✺✺✶ ✵✳✵✵✹✾✻✼
✶✺✻✽✼✻✵❴❛t ▼❨❍✶✶ ✵✳✹✷✼✹✷ ✵✳✵✺✵✷✶✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ Pr♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és✳

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ✿

✶✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱ s♦✐t

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✷✳ ❙❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱

❞♦♥❝ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ré❡❧ ❞✬✉♥❡

♣❛t✐❡♥t❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝❡♥tr❡ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥tr✉✐r❡ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❡t ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é✳

❯♥❡ ♣❛t✐❡♥t❡ ❡st ♣ré❞✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✳✺✱ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✳✺✳

❙✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ❈❡s

♣ré❞✐❝t✐♦♥s s♦♥t ❜♦♥♥❡s✱ ❝❛r ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✽✽ ♣❛t✐❡♥t❡s✱

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ✶ ❡t ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ✵✳✾✽✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬êtr❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✱ ♣♦✉r ❧❡s ✽✽
♣❛t✐❡♥t❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳



✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✼

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ♦✉ ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✓ ③♦♥❡

❣r✐s❡ ✔ ♦✉ ✓ ③♦♥❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✔ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

♥✬❡st ❛❧♦rs ❢♦✉r♥✐s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛t✐❡♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

t♦♠❜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ③♦♥❡ ❞♦✐t s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①trê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❝❛r ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ③♦♥❡ ❣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✵✪ ❡t ✾✵✪ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡

❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ❡t ❞✐① ♣❛t✐❡♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳

❊❘ ♥é❣❛t✐✈❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡

Pré❞✐❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✸✸ ✵
Pré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✵ ✹✺

■♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ✸ ✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ Pré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✽✽ ♣❛t✐❡♥t❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❣r✐s❡✳

Pré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❥❡✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ t❡sté s✉r ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ❥❡✉① ✉t✐❧✐sés

♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❥❡✉① ●❊❖ ✿ ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✻✺✸✷ ❡t ❧❡ ❥❡✉

●❙❊✶✷✼✻✸✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❥❡✉①✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❥❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉s✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✷✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❥❡✉①✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ③♦♥❡ ❣r✐s❡✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐❝✐ ❛✉ss✐ très ❜♦♥s✱ ❝❛r s❛♥s ③♦♥❡ ❣r✐s❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✶ s❡✉❧❡ ❢❛✉ss❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

♣❛r♠✐ ✷✾ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✶✷✼✻✸✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♣❛r♠✐ ✽✻ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✻✺✸✷✳

❥❡✉ ●❙❊✻✺✸✷ ❥❡✉ ●❙❊✶✷✼✻✸
❙❛♥s ③♦♥❡ ❣r✐s❡

❊❘ ♥é❣❛t✐✈❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡ ❊❘ ♥é❣❛t✐✈❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡

Pré❞✐❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✶ ✵ ✽ ✵
Pré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✵ ✽✺ ✶ ✷✵

●❙❊✻✺✸✷ ❞❛t❛s❡t ●❙❊✶✷✼✻✸ ❞❛t❛s❡t
❆✈❡❝ ③♦♥❡ ❣r✐s❡

❊❘ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡ ❊❘ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❊❘ ♣♦s✐t✐✈❡

Pré❞✐❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ✶ ✵ ✽ ✵
Pré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✵ ✽✹ ✶ ✶✾

■♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ✵ ✶ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ Pré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✻✺✸✷ ❡t
❧❡ ❥❡✉ ●❙❊✶✷✼✻✸✳

✷✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r

❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✓ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✔ ❞❡ s♦♠♦❧ ❡t ◆♦✈♦✈✐❝♦✈❛ CWrel



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

❬✷✵✸❪✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✱ ♦ù ✵ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱

❡t ♦ù ✶ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s✱ ❡t

❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très st❛❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❑✉♥❝❤❡✈❛ S ❬✶✶✾❪✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t ❝❡t ✐♥❞❡① ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s

s♦✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡s t❛✐❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ♥♦s ❞♦♥♥é❡s S ❞♦♥♥❡ ❧❛

♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ CWrel ❛✉ ♠✐❧❧✐è♠❡ ♣rès ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

❞❡ ♠ê♠❡s t❛✐❧❧❡s✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ✹✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r♠✐

❧❡s ✶✾✸✽✷ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✳ ▲❡ ❜✉t ✐❝✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐✲

♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘✱ ❧❡s ✹✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s

❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ st❛t✉t✱ ❡❧❧❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞✳

P❧✉s✐❡✉rs r✉♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❧❛♥❝és✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ❞❡

t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✶✵ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és

✈r❛✐♠❡♥t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✭❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s r✉♥s

❡♥tr❡ ✷ ❡t ✹ ♣r♦❜❡s❡ts s❡ ❞ét❛❝❤❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t✮✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✳

❙t❛❜✐❧✐té

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❧❛♥❝é s✉r

tr♦✐s ❥❡✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✹✾✼ ♣✉❝❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✺✽✺ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s

♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s r✉♥s✳ ◗✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t

❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ❞❡✉① r✉♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s✱ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❙♦♠♦❧ ❡t ◆♦✈♦✈✐❝♦✈❛

✈❛✉t CWrel = 0.25✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡st très ❣r❛♥❞✳

❙❡♥s✐❜✐❧✐té

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉① ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✐❧ ❡st ❧❛♥❝é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s s✉r ❧❡

♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✿

• ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ✭❧✐❣♥❡s ✹ à ✼ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺ ✿ c = 10✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✵✵✮✳ ❈✐♥q ♣r♦❜❡s❡ts

s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① r✉♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡s✱ ❡t CWrel = 0.375✳

▲❡ ♣r♦❜❡s❡t ✷✶✺✺✺✷❴s❴❛t ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s q✉❛tr❡ r✉♥s✳



✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✾

❱❛❧❡✉r ❆ ♣r✐♦r✐ ◆❜ ♣r♦❜❡s❡ts ◆❜ ♣r♦❜❡s❡ts ◆❜ ✐t❡r ❜✉r♥✲✐♥

❘✉♥ ❉❛t❛s❡t ❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣és à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✉r ♣♦✉r CWrel

c σ2 ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦ ✐tér❛t✐♦♥ ▼❍ ❧✬❛❧❣♦ ❧✬❛❧❣♦

✶ ✶
✷ ✷
✸ ✸

✺✵ IG(2, 3) ✶✺ ✻ ✶✷✵✵✵ ✻✵✵✵
✵✳✷✻✻

✹ ✶✵
✺ ✺✵
✻ ✶✵✵
✼

✶

✶✵✵✵

IG(2, 3) ✶✺ ✻ ✶✷✵✵✵ ✻✵✵✵

✵✳✸✸✷

✽ IG(2, 3)
✾ IG(1, 1)
✶✵

✶ ✺✵
IG(2, 5)

✶✺ ✻ ✶✷✵✵✵ ✻✵✵✵
✵✳✷✻✻

✶✶ ✶✺ ✻
✶✷ ✺ ✷
✶✸

✶ ✺✵ IG(2, 3)
✸✵ ✶✵

✶✷✵✵✵ ✻✵✵✵
✵✳✸✾✾

✶✹ ✶ ✺✵ IG(2, 3) ✶✺ ✻ ✸✵✵✵✵ ✶✺✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❡t s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❡t ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐és✳ ■❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲
❍❛st✐♥❣s✳

• ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r σ2
1 ✭❧✐❣♥❡s ✽ à ✶✶ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ✿ ✉♥❡ IG(2, 3)

♣❛r❛✐ss❛♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ IG(2, 5) ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✉♥ ♣❡✉

♣❧✉s é❧❡✈é❡s✱ ✉♥❡ IG(3, 1) ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ IG(1, 1) q✉✐ ❡st
♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦s❡r

♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ●❡❧♠❛♥ ❬✼✶❪✮✳ ◗✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s

❞❡✉① r✉♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡✱ ❡t CWrel = 0.292✳

• ❉✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ❞❡✈❛♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❡t ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❝❤❛♥❣és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭❧✐❣♥❡s ✶✷ à ✶✹

❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ✿ ✶✺ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t ✻ ❝❤❛♥❣és✱ ✺ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❡t ✷ ❝❤❛♥❣és✱ ♦✉ ✸✵ sé❧❡❝t✐♦♥♥és

❡t ✶✵ ❝❤❛♥❣és✳ ◗✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① r✉♥s ♣❛r♠✐

❧❡s tr♦✐s✱ ❡t CWrel = 0.5✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ ♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s

♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts s❡ ❞ét❛❝❤❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❡s❡t ✷✵✾✻✵✸❴❛t ❡st ❞❛♥s

❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡s tr♦✐s r✉♥s✳

• ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛♥❝é ♣♦✉r ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ♣♦✉r ✈♦✐r s✐

❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

❛✈❡❝ ✶✷ ✵✵✵✳ ▲❡s ❝✐♥q ♣r♦❜❡s❡ts ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡ r✉♥ ❛✈❡❝ ✸✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s r✉♥s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✈❡❝ ✶✷✵✵✵



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

✐tér❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❇♦①♣❧♦ts ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ s✉r ✻ ✵✵✵
✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✱ ♣♦✉r ❞❡✉① r✉♥s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥
♦ù c = 1000 ✿ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s❡ ❞ét❛❝❤❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t
❞♦♥❝ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❡s❡ts q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ♦ù σ2

1 ∼ IG(2, 5) ✿
❧❡s q✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✶✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s❡ ❞ét❛❝❤❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s
q✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳

❚r♦✐s ♣r♦❜❡s❡ts ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① r✉♥s ✿ ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts

✷✶✺✺✺✷❴s❴❛t✱ ✷✵✾✻✵✸❴❛t ❡t ✷✵✾✻✵✷❴s❴❛t s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡ ✶✷✱ ✶✷ ❡t ✻ r✉♥s

♣❛r♠✐ ✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ✶✺

r✉♥s✱ CWrel = 0.398✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ♣❧✉tôt s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r♠✐ ✹✵✵✵ ♣r♦❜❡s❡ts✳ ❈❡s ✹✵✵✵ ♣r♦❜❡s❡ts ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ♥❡ s♦♥t

❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞✐♦♥s ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ✐♥✲

st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦✉ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ✹✵✵✵ ♣r♦❜❡s❡ts ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ♣r♦❜❡s❡ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣è♥❡✱ ❡t ❞✐❢✲

❢ér❡♥ts ❣è♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡st

♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❡s❡ts ❝♦♥s❡r✈és s♦✐❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉✬✐❧

♥✬② ♣❛r❛ît ❡♥ ♥❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ♣r♦❜❡s❡ts✱ ❡t CWrel ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t s♦✉s✲❡st✐♠é✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts ✷✵✾✻✵✸❴❛t ❛♥❞ ✷✵✾✻✵✷❴s❴❛t ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉t

❞❡✉① ❧❡ ❣è♥❡ ●❆❚❆✸✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♥❞✉✐t ♣❧✉s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✳



✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✸✶

✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡

♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❋❊✲❙❱▼ ❞❡ ●✉②♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ✭❙✉♣♣♦rt✲❱❡❝t♦r✲▼❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❘❡❝✉rs✐✈❡

❋❡❛t✉r❡✲❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦②❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✷✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ✶✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡

U[−5,5]✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s Y ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ✿

pi = Φ(X ′
iβ + Z ′

iU), i = 1, . . . , 200.

Yi ∼ B(pi), i = 1, . . . , 200.

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s βγ = (−1,−1, 1, 1, 2) ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✺✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡

♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ U s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ U1 = (0, 0, 0, 0)✱ U2 =

(−3,−2, 2, 3)✱ U3 = (−5,−3, 3, 5)✱ U4 = (−10,−5, 5, 10) ❡t U5 = (−30,−10, 10, 30)✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡

❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st sé♣❛ré ❡♥ ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥

❞✬❡✉① ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✵ ❡t ❛②❛♥t ✷✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s c = 50✱ ✺ ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t

sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ r = 2 ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ❝❤❛♥❣és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥

❞✉ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭✉♥ ✵ ❡t ✉♥ ✶✮✱ D ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ 3×3 ❛✈❡❝ σ2 s✉r s❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ σ2 ❡st ✉♥❡ IG(1, 1)✱ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡

❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❡t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✸✵✵✵ ♦✉ ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❝♦♠♣❧❡t ✭✶✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❞ét❛❝❤❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡s ❛✉tr❡s

✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦①♣❧♦ts✮ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❋❊✲❙❱▼ ❬✾✶❪ ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s❡r✈❡r

❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛

t❛❜❧❡ ✷✳✻✳

◗✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ♦✉ q✉❛♥❞ ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡

❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s

♦✉ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❘❋❊✲❙❱▼✳ ▼❛✐s q✉❛♥❞ ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t é❧❡✈és✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ U4 ❡t U5✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❡t q✉❡ ❘❋❊✲❙❱▼✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡

▼ét❤♦❞❡ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❘❋❊✲❙❱▼

❊✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ U ✸✵✵✵ ✐t✳ ✺✵✵✵ ✐t✳ ✸✵✵✵ ✐t✳ ✺✵✵✵ ✐t✳ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

U1 = (0, 0, 0, 0) ✶✼ ✷✻ ✶✾ ✷✷ ✷✺ ✷✸

U2 = (−3,−2, 2, 3) ✶✾ ✷✶ ✶✾ ✶✾ ✷✵ ✷✻

U3 = (−5,−3, 3, 5) ✷✶ ✷✸ ✷✹ ✷✹ ✷✺ ✷✻

U4 = (−10,−5, 5, 10) ✶✾ ✶✾ ✸✺ ✸✺ ✷✾ ✸✶

U5 = (−30,−10, 10, 30) ✶✹ ✶✶ ✹✹ ✹✹ ✺✷ ✺✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t
❞✐✛ér❡♥ts ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

s✐♥❣✉❧✐èr❡s

✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✷ ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪ ♣♦✉r βγ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s

❡✛❡ts ✜①❡s✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ X ′
γXγ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡

✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❝❡t ✐♥✈❡rs❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Vγ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✭✷✳✾✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✶✸✮ à ✭✷✳✶✻✮✮✳ ❖r ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✿

✶✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ ② ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❛✉

♠♦✐♥s ✉♥ γ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ X ′
γXγ s❡r❛ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ X ′

γXγ ❡st t❤é♦r✐q✉❡✲

♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t X ′
γXγ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s

❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és

s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❜✐♦st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬■♣s♦❣❡♥ ❛

r❡♥❝♦♥tré ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❛✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ X ′
γXγ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♥♦✉s ét❛✐t ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣❛r

✉♥ ré❢éré✱ q✉✐ ♥♦✉s r❡♥✈♦②❛✐t à ❨❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ét✉❞✐é ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❨❛♥❣ ❡t

❙♦♥❣✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r (X ′
γXγ)

−1 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ ✱

♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ (X ′
γXγ)

+✳ ▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✓ ❣❡✲

♥❡r❛❧✐③❡❞ s✐♥❣✉❧❛r g✲♣r✐♦r ✭❣s❣✲♣r✐♦r✮ ✔✳ ❲❡st ❬✷✸✵❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r ❝♦♥s✐❞éré ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐✱

❡t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♦♥t été ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❙r✐✈❛st❛✈❛ ❬✷✵✼❪✱



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❉í❛③✲●❛r❝í❛ ❡t ❘❛♠♦s✲◗✉✐r♦❣❛ ❬✺✽❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✶ ◆❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ✓ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s✐♥❣✉❧❛r g✲♣r✐♦r ✭❣s❣✲♣r✐♦r✮ ✔ ❛✈❡❝

❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ✓ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ g✲♣r✐♦r ✔ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭✈♦✐r ❙❛❜❛♥és✲

❇♦✈é ❡t ❍❡❧❞ ❬✶✾✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ❣s❣✲♣r✐♦r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

βγ | γ ∼ Ndγ (0, c(X
′
γXγ)

+), ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj .

▲❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à

(2π)−
rγ

2

rγ∏

i=1

λ
− 1

2
i exp

[
− 1

2
β′
γ(c(X

′
γXγ)

+)+βγ

]
= (2π)−

rγ

2

rγ∏

i=1

λ
− 1

2
i exp

[
− 1

2c
β′
γ(X

′
γXγ)βγ

]
,

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Λ2βγ = 0✱ ♦ù ❧❡s λi s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ c(X ′
γXγ)

+✱ rγ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ (X ′
γXγ)

+✱ Λ′ = (Λ′
1, Λ

′
2) ❛✈❡❝ Λ

′
1 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ dγ × rγ t❡❧❧❡

q✉❡ Λ1Λ
′
1 = Ir ❡t

c(X ′
γXγ)

+ = Λ′
(
Dλ 0

0 0

)
Λ′ = Λ′

1DλΛ1, Dλ = diag(λ1, . . . , λr).

■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ βγ ✱ ❝❛r βγ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡

♥✉✐s❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✷✮✱ ❡t ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r à ❣é♥ér❡r βγ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞é❣é✲

♥éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❥✉st❡♠❡♥t X ′
γXγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ✓ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ✔✱ ❨❛♥❣

❡t ❙♦♥❣ ❬✷✸✷❪ ❞ét❛✐❧❧❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A = X ′
γ

[(
In + h11′)−1

+ c−1In
]
Xγ ,

❞❛♥s ❧❡✉r éq✉❛t✐♦♥ ✭❆ ✼✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

−β′
γAβγ − 2β′

γB

2
−Z ′

(
In + h11′

)−1
Z

2
= − (βγ −A−1B)′A(βγ −A−1B)

2
−Z ′

(
In + h11′

)−1
Z −B′A−1B

2
.

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ A ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ X ′
γXγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r A+

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ A−1✱ ❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭❆ ✼✮✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t A+✱ ♥♦✉s

♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r βγ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

β′
γAβγ − 2β′

γB 6= (βγ −A+B)′A(βγ −A+B)−B′A+B.



✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ✸✺

■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ✭✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ βγ ✱ ❝♦♠♠❡

♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥té ❞❛♥s ❬✶✺❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✷ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥✲

❞r♦♥s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t ❝♦♠♠❡ ❨❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣ ✭❞✐s❝✉té

❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳✶✮✳ ▲❡✉r ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ♥♦tr❡ ♠❛tr✐❝❡ V −1
γ ✭✈♦✐r ✷✳✷✳✶✮✱ ❡t ♥♦✉s

❛✉r✐♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬❡✉① s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s✐♦♥s ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣s❣✲♣r✐♦r ♣♦✉r βγ✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ré❝❡♠♠❡♥t ❑✇♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✷❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐

❣s❣✲♣r✐♦r ♣♦✉r βγ ✱ ❡t ✐❧s ♦♥t ✐♥té❣ré ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ βγ ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡

✐❧s ♥✬❛✈❛✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs très ❝♦rré❧és✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s

❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ■❧s ♥❡ s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❥❛♠❛✐s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ X ′
γXγ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❨❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪ ♥❡ s❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ♣❧❛❝és ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n < dγ ❡t X ′
γXγ

s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❖r s✐ X ′
γXγ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (X ′

γXγ)
+ = (X ′

γXγ)
−1✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣ ❡t ❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪ ♥✬ét❛♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

X ′
γXγ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪ ❡♥ ②

✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡

♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❛✐t ❞é❥à été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥✬♦♥t

♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ét✉❞✐é ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s

❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ❝❛s✳

✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé

♠✐①t❡✱ ❛✈❡❝ ✿

g(E(Y | β, U)) = Xβ + ZU,

♦ù g r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✶✮✳

✸✳✷✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✮✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡

♣❛r❛♠ètr❡ βγ ✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✈❡❝ λ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ str✐❝t❡✲

♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✿

βγ | γ ∼ Ndγ

(
0, (

1

c
X ′

γXγ + λI)−1
)
, ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj . ✭✸✳✶✮



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ c(X ′
γXγ)

−1 ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r

❬✷✸✽❪ ♣❛r Σγ(λ) = (1cX
′
γXγ + λI)−1 q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡

❢♦r♠❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ g✲♣r✐♦r✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s ❞❡ λ ♦✉ c✱ ❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ λI q✉✐ ♣ré❞♦♠✐♥❡ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ βγ

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ λ ♦✉ c t❡♥❞❡♥t ✈❡rs

✵✱ ❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ 1
cX

′
γXγ q✉✐ ♣ré❞♦♠✐♥❡✱ ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ 1

cX
′
γXγ + λI s❡r❛ ✐♥st❛❜❧❡ s✐ X ′

γXγ ❡st

s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦ù λ ♦✉ c s♦♥t ♣❡t✐ts✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r✳ ❆ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪ ✉t✐❧✐s❡

Σγ(λ) = c(X ′
γXγ + λI)−1 ✭❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ σ2 ❡♥ ♣❧✉s ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

✸✳✷✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s c ❡t λ

◆♦t♦♥s Σγ(0) = c0(X
′
γXγ)

−1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡

❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❡st

q✉✬✐❧ r❡✢èt❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✮ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ à ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ r❡❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rès✱ à ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ Σγ(0)
−1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ✜①❡r λ ❡t c ✿

tr
(
Σγ(0)

−1
)
= tr

(
Σγ(λ)

−1
)
,

s♦✐t
1

c0
tr(X ′

γXγ) =
1

c
tr(X ′

γXγ) + λp,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

c = c0

[
1 +

λpc0
tr(X ′

γXγ)− λpc0

]
, ❛✈❡❝ tr(X ′

γXγ) 6= λpc0.

❉❡ ❢❛ç♦♥ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ c ❡t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs p✱

♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s λ = 1/p✱ ❡t ♦❜t❡♥♦♥s ✿

c = c0

[
1 +

c0
tr(X ′

γXγ)− c0

]
, ❛✈❡❝ tr(X ′

γXγ) 6= c0.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r γ ét❛♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s

✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣❧èt❡ X ′X ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ X ′
γXγ ✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

c = c0

[
1 +

c0
tr(X ′X)− c0

]
, ❛✈❡❝ tr(X ′

γXγ) 6= c0. ✭✸✳✷✮



✸✳✸ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✸✼

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ q✉✬à ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c0 q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐✲

s❡r❛✐t ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s λ ❡t c s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r

1/p ❡t ✭✸✳✷✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✺✳✸✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶ ▲❡ ❝❤♦✐① λ = 1/p ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛✐s s✐ p ❡st très ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ♣❡✉t ♠❡♥❡r à Σγ(λ) q✉❛s✐✲s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ǫ ❡t ♣r❡♥❞r❡ λ = max(1/p, ǫ)✳

✸✳✸ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s

❝♦✉♣❧é à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔✳

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉①

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✶✱ ❤♦r♠✐s ❝❡❧❧❡s ❞❡ βγ ❡t γ✳ P♦✉r ❧❡

♣❛r❛♠ètr❡ βγ ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

βγ | L,U, γ ∼ Ndγ (TγX
′
γ(L− ZU), Tγ), ✭✸✳✸✮

❛✈❡❝

Tγ = (
1 + c

c
X ′

γXγ + λI)−1 ❡t dγ =

p∑

j=1

γj . ✭✸✳✹✮

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ✱ s❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✐♥té❣ré❡ ❡♥ βγ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

f(γ | L,U) ∝ | Tγ |
1
2

| Σγ |
1
2

exp
[
− 1

2

{
(L− ZU)′(I −XγTγX

′
γ)(L− ZU)

]
✭✸✳✺✮

×
p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj .

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ λ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ r❛t✐♦ R =
|Tγ |
|Σγ |

1
2 ✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s

q✉❡ ✿ {
si c→∞, R→ | 1λX ′

γXγ + λI|−1/2,

si c→ 0, R→ 1.





si λ→∞, R→ 1,

si λ→ 0, R→
(

1
1+c

) dγ

2
.



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ s✉✐✈❛♥t ✭✸✳✺✮ ❡st ✐❞❡♥✲

t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✱ s❛✉❢ s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿

✶✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✭à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✺✮✮ ✿

ρ(γ(i), γ∗) = min

{(
|Tγ∗Σγ(i) |
|Σγ∗Tγ(i) |

) 1
2

exp
[1
2
(L− ZU)′

(
Xγ∗Tγ∗X ′

γ∗ −Xγ(i)Tγ(i)X ′
γ(i)

)

(L− ZU)
]
×
( π

1− π

)∑p
1(γ

∗
j−γ

(i)
j )

, 1

}
s✐ ∀j πj = π. ✭✸✳✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✷ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s c ❛♣♣❛r❛ît à tr❛✈❡rs

❧❡ r❛t✐♦ Q =
|Tγ∗Σγ(i)

|
|Σγ∗Tγ(i)

| q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✿

{
si c→∞, Q→ |X ′

γ∗Xγ∗ + λI|−1 × |X ′
γ(i)Xγ(i) + λI|,

si c→ 0, Q→ 1.

{
si λ→∞, Q→ 1,

si λ→ 0, Q→ 1.

✷✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♥❡ ✜①♦♥s ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r à

❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡❧â❝❤♦♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s q✉✐ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i + 1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t γ∗ ♣r♦♣♦sé à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r γ(i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞

s✐♠♣❧❡♠❡♥t à γ(i) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ r é❧é♠❡♥ts ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ♠♦❞✐✜és✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡

à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✱ ❤♦r♠✐s ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ βγ ❡t γ✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

✭✸✳✺✮ ❡t ✭✸✳✸✮✳

✸✳✹ ❙✉r ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st

❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ✭✈♦✐r P❛r❦ ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✼✺❪ ❡t ❍❛♥s ❬✾✸❪✮✱ q✉✐ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞✉ ▲❛ss♦ ❢réq✉❡♥t✐st❡

✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❬✷✶✽❪✮✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❡ ▲❛ss♦

❜❛②és✐❡♥ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡s✳ ▲❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t



✸✳✹ ❙✉r ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ✸✾

✭❇❛❡ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✹❪✮✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✐①t❡s ✭▲❡❣❛rr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✷❪✮✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t

❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❈❤❛q✉❡ βj , j = 1, . . . , p ❡st s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✿ Laplace(0, 1/
√
δ)✳

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♥♦r♠❛❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ✈♦✐r ❆♥❞r❡✇s

❡t ▼❛❧❧♦✇s ❬✸❪✳ ❈❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à βj | λj ∼ N (0, λj) ❡t λj ∼ Expo(δ/2)✳ ❊♥
é❝r✐✈❛♥t Λ = diag(λ1, . . . , λp)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s β | Λ ∼ Np(0,Λ)✳

• ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s U ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ D✱ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✳

• ❙✉✐✈❛♥t P❛r❦ ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✼✺❪✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡

δ ✿ δ ∼ Gamma(e, f)✱ f ét❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡

❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❝♦♠♠❡ ❨✐ ❡t ❳✉ ❬✷✸✺❪ ❡t ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✺❪ q✉❡ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s e ❡t f ✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉✬✐❧s

s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛ss❡③ ♣❡t✐ts ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ δ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s e = f = 1✱ ♠❛✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝

e = f = 10 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡

●✐❜❜s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• P♦✉r L✱ U ✱ D ❡t ❧❡s σ2
l , l = 1, . . . ,K✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❧❡s

♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙✱ ✈♦✐r ✭✷✳✽✮✱ ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✳

• P♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✿

β|L,U,Λ ∼ Np(VΛX
T (L− ZU), VΛ) ❛✈❡❝ VΛ =

[
X

T
X+ Λ−1

]−1
. ✭✸✳✼✮

• ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s 1/λj , j = 1, . . . , p s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❡rs❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿

1/λj | β ∼ IGauss
(√δ
βj

, δ
)
. ✭✸✳✽✮

• ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ▲❛ss♦ δ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ✿

δ | Λ ∼ Gamma
(
p+ e,

(∑λj

2
+

1

f

)−1)
. ✭✸✳✾✮

■♥tr❡♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

▲❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡s βjs ❡t ❧❡s λjs✱ ❡t

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❡ tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✶✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ |βj | ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ ❝♦♠♠❡ ❨✐ ❡t ❳✉ ❬✷✸✺❪ ♦✉ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

✷✳ ❇❛❡ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✹❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s βjs ❛✈❡❝ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①❝❧✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♥❡

❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s λjs é❧❡✈és✳

✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ▲❛ss♦ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝ré❞✐❜✐❧✐té ✭■❈✮ ❛ ♣♦s✲

t❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡s βjs✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s

βjs ❛②❛♥t ✉♥ ■❈ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ♣❛s ✵✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❑②✉♥❣ ❡t ❛❧✳❬✶✷✸❪✳

✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

✸✳✺✳✶ ❏❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s

❯♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st s✐♠✉❧é✳ ❙✉r ❧❡s ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

✷✽✵ s♦♥t ❣é♥éré❡s ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−5, 5] ❡t ♥♦té❡s V 1, . . . , V 280✳ P✉✐s ✶✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s

s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉① ✶✵ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷ ✭V 281, . . . , V 290✮✱ ✶

✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶ ❡t ✷ ✭V 291 = V 1 + V 2✮✱

✶ ❛✉tr❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✸ ❡t ✹ ✭V 292 = V 3 − V 4✮✱ ❡t ✽ ❛✉tr❡s s♦♥t

❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✺ à ✶✷ ❡t ✶✸ à ✷✵ ✭V 293 = V 5 + V 13 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s Y s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✺

♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡s ♣r♦✈❡♥✐r

❞❡ q✉❛tr❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st

β = (1,−1, 2,−2, 3)✳ ▲❡s ✶✵✵ ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♥♦tr❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❡t ❧❡s

✶✵✵ ❞❡r♥✐èr❡s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✷✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❡st U = (−3,−2, 2, 3)✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✱ ❡t ❧❡s q✉❛tr❡

❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ D = σ2I4✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ♣❛✲

r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉

❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❞✐① ❢♦✐s

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✷✽✵ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣✉✐s ❞✐① ❢♦✐s ❡♥ ✉t✐❧✐✲

s❛♥t ❧❡s ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s r✉♥s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ✶✵✵ ♣r❡♠✐èr❡s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ✶ é❧é✲

♠❡♥t ❞❡ γ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡ ❝❤❛♥❣é à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ σ2 ❡st ✉♥❡ IG(1, 1)✱ πj = 5/280 ♣♦✉r t♦✉t j q✉❛♥❞ ❧❡s ✷✽✵ ♣r❡♠✐èr❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ πj = 5/300 ♣♦✉r t♦✉t j q✉❛♥❞ ❧❡s ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ✺✵✵✵ ✐tér❛✲

t✐♦♥s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s ❞♦♥t ✶✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡

❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✉♥ ❝❤♦✐① st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st c0 = 50 ✭✈♦✐r ❙♠✐t❤ ❡t ❑♦❤♥ ❬✷✵✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✹✶

♣r❡♥♦♥s ❞♦♥❝ c0 = 50✱ ❡t ✜①♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s c ❡t λ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✷✳✷ ✭✈♦✐r

✭✸✳✷✮✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ c✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ λ = 1/280 ❡t c = 50.01075 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s

✷✽✵ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t λ = 1/300 ❡t c = 50.00885 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈✐♥❣t r✉♥s✱ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜♦①♣❧♦ts

❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❜♦①♣❧♦ts ❛ss♦❝✐és à ❞❡s

r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ❡t ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❇♦①♣❧♦ts ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❞❡✉① r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ✶ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❛✉ r✉♥ ✺✳
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r✉♥s ✐❧ ② ❛ ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ V 2, V 3, V 4 ❡t V 5 sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ❢♦✐s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡
s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t r✉♥s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

✸ ❞❡s ✺ ✓ ✈r❛✐❡s ✔ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s r✉♥s✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ V 4 ❡st

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s r✉♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ V 1 ♥✬❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥

❞❡s ❞✐① r✉♥s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r✉♥s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 1, V 2, V 3 ❡t V 5

s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r✉♥s✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 1 ❡t V 281 s♦♥t

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r t♦✉s ❧❡s r✉♥s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ V 4 ❡t V 284 ♥❡ ❧❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

V 292 ❡st très s♦✉✈❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ V 3 ❡t V 4✱ ❞♦♥❝ V 4 ❡st

✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❡ ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❇♦①♣❧♦ts ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❞❡✉① r✉♥s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ✷ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❞❡ ✼✵✵ ❢♦✐s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s s✐① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳
▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ✻ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡
✹✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ◆❜ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ◆❜ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s
♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵ r✉♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵ r✉♥s
❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s

V 1 ✵ ✶✵
V 2 ✾ ✽
V 3 ✶✵ ✷
V 4 ✺ ✵
V 5 ✶✵ ✶✵

V 281 = 2× V 1 ✶✵
V 282 = 2× V 2 ✾
V 283 = 2× V 3 ✸
V 284 = 2× V 4 ✵
V 285 = 2× V 5 ✶✵
V 291 = V 1 + V 2 ✼
V 292 = V 3− V 4 ✶✵
V 293 = V 5 + V 13

◆♦♥ ♣rés❡♥t❡s

✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 1, V 2, V 3, V 4, V 5 ♦✉ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t été ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡s ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❛✈❡❝
✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❛✉ ✜♥❛❧ s✉r ❧❡s ✷✵ r✉♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✶ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t t♦✉r♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✶✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s❡✉❧❡✲

♠❡♥t ❞♦♥t ✺✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ét❛✐❡♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✹✸

❛✈❡❝ ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ V 4 q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳

Pré❞✐❝t✐♦♥s

P♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡s r✉♥s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐

❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r✉♥s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s

❞✬❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❥✉sté ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s V 281✱

V 282✱ V 283✱ V 285✱ ❡t V 292✳ ▲❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés ❡t s♣é❝✐✜❝✐tés ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡

✸✳✷✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✺ ✓ ✈r❛✐❡s ✔ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡

s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ✵✳✾✹ ❛♥❞ ✵✳✽✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts

♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 281, V 282, V 283, V 285 ❡t V 292 sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ✷✽✵ ❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ✸✵✵

❱❛r✐❛❜❧❡s ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❙♣é❝✐✜❝✐té ❱❛r✐❛❜❧❡s ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❙♣é❝✐✜❝✐té

V 2, V 3, V 5 ✵✳✽✼ ✵✳✽✾ V 281✱ V 282
V 283✱ V 285 ✵✳✾✹ ✵✳✽✾

V 2, V 3, V 4, V 5 ✵✳✾✸ ✵✳✾✻ ❡t V 292

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❙❡♥s✐❜✐❧✐tés ❡t s♣é❝✐✜❝✐tés ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ ✈❛❧❛♥t ✶ ♥✬❡st ♣❧✉s ✜①é✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡t ❞♦♥❝

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✈❛r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸

r❡♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐① r✉♥s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é❡s

à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❡ ✶ à ✶✺✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✼✶✹✵

✐tér❛t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✹✵ ✵✵✵✱ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✸✵✵✳ ❯♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ très

s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐① r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✽✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ s❡ ré❣✉❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❞é♣❛ssé ✶✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥❛♠❛✐s été ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ p > n✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥

❉✐① r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✱ ❛✈❡❝ ✷✵✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✺✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ❆

t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ r✉♥ ✼ s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ P♦✉r ❝❡ r✉♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡s βjs ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✵✳✽✺✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s V 281✱ V 282✱ V 283✱

V 285 ❡t V 292 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✭V 284 ❡st ✐♥❞✐r❡❝t❡♠♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ V 292✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❡t

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧é❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❡ ✶
à ✶✺✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡s ❞✐① r✉♥s ❛✈❡❝ ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥
❛✉ t♦t❛❧✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ r✉♥ ✼ ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s βjs
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✉♥ ❜♦①✲♣❧♦t✱ r❡♣rés❡♥té ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❆ ❞r♦✐t❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s λjs ❡t ❧❡ s❡✉✐❧
✉t✐❧✐sé✳

V 25 q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s λjs ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✶✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s V 281✱ V 283✱ V 285 ❡t V 292 s♦♥t

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ V 25 ❡st ❡♥❝♦r❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡

❝ré❞✐❜✐❧✐té ✭■❈✮ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 283 ❡t V 285 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✹✺

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ❞✐① r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✈❡❝ ❧❡s |βj |s ❆✈❡❝ ❧❡s λjs ❆✈❡❝ ❧❡s ■❈

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✾ r✉♥s V 285 V 285 V 285

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✼ r✉♥s V 283, V 292 V 283

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✻ r✉♥s V 292 V 283

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✸ r✉♥s V 282

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✷ r✉♥s V 281 V 281, V 282

V 25, V 208, V 209, V 250 V 25, V 250, V 87, V 127 V 250, V 87, V 127

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞✬✶ r✉♥
V 87, V 127, V 270 V 270

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s βjs ♦✉ ❞❡s λjs ♣❡r♠❡t ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ■❈ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧❡ ▲❛ss♦

❜❛②és✐❡♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡s rés✉❧t❛ts très r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s r✉♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s très ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r✉♥ ✶ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s V 281, V 282, V 283, V 285 ❡t V 292 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞✬❛✉tr❡s r✉♥s ❞♦♥♥❡♥t

❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r✉♥ ✶✵ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 127 ❡t

V 270 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ♦✉ ❧❡ r✉♥ ✹ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 285, V 208, V 209 ❡t V 250 s♦♥t

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❊♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❡①trê♠❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s r✉♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s

✉♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♠❛✐s ♣❛s t♦✉t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s r✉♥s ✷✱ ✺✱ ✽ ❡t ✾ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 283, V 285 ❡t V 292 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♠♦✐♥s st❛❜❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙

❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣❧✉s ❞❡ ✓ ❜r✉✐t ✔ ❡st ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s

✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ❞✐① r✉♥s ✭♥♦✉s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ✓ ❜r✉✐t ✔ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

♣❛r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s r✉♥s✮✳

✸✳✺✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❞✉✐t ❞✉ ❥❡✉ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♣r♦❜❡s❡ts r❡❧✐és ❛✉

st❛t✉t ❊❘ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❧✐é❡s

❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s

❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✷✼✺ ♣r♦❜❡s❡ts✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♣❧✉s✐❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥ts



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts ♥✉♠ér♦tés ✶✹✽✱ ✷✻✵✱ ✷✻✸ ❡t ✷✼✸✮✳ ◆♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✶✵✵ ♣❛t✐❡♥t❡s ❡t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✽✽

♣❛t✐❡♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ s❡ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X ′
γXγ ♣❡✉t êtr❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s

tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s X✳ ❈❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s

❞❡s ✹ ♣r♦❜❡s❡ts ❥✉❣és ♣❡rt✐♥❡♥ts ✿ V 276 = 2 × V 148✱ V 277 = −V 260 ❡t V 278 = V 263 + V 273✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✱ ❡t ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡

❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ D = σ2I3✳

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❞✐① ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✷✼✺ ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❜❡s❡ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♣✉✐s ❞✐① ❢♦✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✷✼✽ ♣r♦❜❡s❡ts✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s r✉♥s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ✶✵✵ ♣❛t✐❡♥t❡s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s

❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ✶ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡

❝❤❛♥❣é à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡

σ2 ❡st ✉♥❡ IG(1, 1)✱ πj = 5/275 ♣♦✉r t♦✉t j q✉❛♥❞ ❧❡s ✷✼✺ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱

πj = 5/278 ♣♦✉r t♦✉t j q✉❛♥❞ ❧❡s ✷✼✽ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s ❞♦♥t

✶✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s c0 = 50✱ ❡t ✜①♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s c ❡t λ

❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ λ = 1/225 ❡t c = 50.0009 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❝♦♥t✐❡♥t ✷✼✺

♣r♦❜❡s❡ts✱ ❡t λ = 1/278 ❡t c = 50.00088 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✷✼✽ ♣r♦❜❡s❡ts✳

❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈✐♥❣t r✉♥s✱ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜♦①♣❧♦ts

❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✹✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❜♦①♣❧♦ts ❛ss♦❝✐és

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ r✉♥ ❛✈❡❝ ✷✼✺ ♣r♦❜❡s❡ts✱ ❡t à ✉♥ r✉♥ ❛✈❡❝ ✷✼✽ ♣r♦❜❡s❡ts✳

❱❛r✐❛❜❧❡s Pr♦❜❡s❡t ◆❜ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ◆❜ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s
❛ss♦❝✐és ♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵ r✉♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✶✵ r✉♥s

❛✈❡❝ ✷✼✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✷✼✽ ✈❛r✐❛❜❧❡s
V 260 ✷✷✽✷✹✶❴❛t ✶✵ ✸
V 273 ✷✵✺✽✻✷❴❛t ✾ ✵
V 148 ✷✵✾✻✵✹❴s❴❛t ✺ ✶
V 263 ✷✷✽✺✺✹❴❛t ✶✵ ✵
V 83 ✷✵✸✻✷✽❴❛t ✼ ✵
V 66 ✷✵✷✵✽✽❴❛t ✶ ✵
V 212 ✷✶✺✶✺✼❴①❴❛t ✶ ✵

V 277 = −V 260 ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ ✸
V 278 = V 263 + V 273 ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
✶✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t r✉♥s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❛✉ ✜♥❛❧ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t r✉♥s✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t r✉♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭✸✳✺✳✶✮✱ ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✼✽ ♣r♦❜❡s❡ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✹✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❇♦①♣❧♦ts ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣r♦❜❡s❡ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ s✉r
✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ r✉♥ ❛✈❡❝ ✷✼✺ ♣r♦❜❡s❡ts ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥
é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ❢♦✐s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s s✐① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐
s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ r✉♥ ❛✈❡❝ ✷✼✽ ♣r♦❜❡s❡ts ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡
V 278, V 260 ❡t V 277 sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳

❛✉ss✐ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❡ ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✼✺ ♣r♦❜❡s❡ts✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

Pré❞✐❝t✐♦♥s

P♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡s r✉♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s

r✉♥s ❛✈❡❝ ✷✼✽ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 260 ❡t V 277 s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱

❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❥✉sté ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V 277 ❡t V 278✳

▲❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés ❡t s♣é❝✐✜❝✐tés ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✺✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡♥

❛❥✉st❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r♦❜❡s❡ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ✵✳✾✹

❡t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ✶✳ ❈✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉①

✈❛r✐❛❜❧❡s V 278 ❡t V 277✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥

❉✐① r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✱ ❛✈❡❝ ✷✵✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✺✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ❆

t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ r✉♥ ✺ s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ P♦✉r ❝❡ r✉♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ✷✼✺ ❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r♠✐ ✷✼✽

❱❛r✐❛❜❧❡s ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❙♣é❝✐✜❝✐té ❱❛r✐❛❜❧❡s ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❙♣é❝✐✜❝✐té

V 260, V 273, V 263 ✵✳✾✷ ✶ V 278 ✵✳✽✼ ✵✳✾✼
V 278✱ V 277 ✵✳✾✹ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t s♣é❝✐✜❝✐té s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ r✉♥ ✺ ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s βjs
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✉♥ ❜♦①✲♣❧♦t✱ r❡♣rés❡♥té ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❆ ❞r♦✐t❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s λjs ❡t ❧❡ s❡✉✐❧
✉t✐❧✐sé✳

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡s βjs ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✷✳✺✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s V 260✱ V 278 ❡t V 277

s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s V 137✱ V 159✱ V 147✱ V 271 s♦♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s λjs ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✼✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s

V 260✱ V 278 ❡t V 277 s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s V 103✱ V 137✱

V 159✱ V 147 ❡t V 271✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝ré❞✐❜✐❧✐té ✭■❈✮ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛✉❝✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ❞✐① r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✳

▲❡s ♠ê♠❡s r❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✉❧é s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✹✾

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✈❡❝ ❧❡s |βj |s ❆✈❡❝ ❧❡s λjs ❆✈❡❝ ❧❡s ■❈

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✼ r✉♥s V 278 V 278

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✹ r✉♥s V 277, V 260

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✸ r✉♥s V 260, V 263, V 277

V 263, V 114, V 140, V 272 V 140, V 145, V 83 V 278, V 145, V 271, V 266

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ✷ r✉♥s
V 147, V 271, V 83

V 276, V 80, V 145, V 71 V 114, V 80, V 252, V 71 V 114, V 140, V 272, V 147

V 102, V 137, V 159, V 59 V 78, V 215, V 165, V 102 V 84, V 83, V 95, V 115

V 84, V 105, V 78, V 95 V 60, V 137, V 159, V 147 V 161, V 105, V 272, V 276

V 161, V 266, V 105, V 2 V 271, V 103, V 59, V 84
sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞✬✶ r✉♥

V 161, V 266, V 105, V 2 V 106, V 2, V 105, V 266, V 161

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳

✸✳✺✳✸ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s c✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ♥✬② ❡st ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✷✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ♥✬❡st

♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉

❝♦❡✣❝✐❡♥t c✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s

❞♦♥❝ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ c ❡t λ q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✷✳✷✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❧✉s

❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡s πj ✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ σ2 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✈❛r✐❡♥t✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✸✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✼✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❛❜❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r✲

t✐♥❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡s r✉♥s ❡st ❞♦♥♥é✱ ❧❡s tr❡✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ét❛♥t

V 1, V 2, V 3, V 4, V 5, V 281, V 282, V 283, V 284, V 285, V 291, V 292 ❡t V 293✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✓ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✔ ❞❡ s♦♠♦❧

❡t ◆♦✈♦✈✐❝♦✈❛ CWrel ❬✷✵✸❪✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛✈èr❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝❛r

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s✳ ▲♦rsq✉❡

tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❝❡ s♦♥t tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❜♦①♣❧♦ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ❜♦①✲

♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛✈èr❡ ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉①



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❱❛❧❡✉r ❆ ♣r✐♦r✐ ■tér❛t✐♦♥s ◆❜ ❞❡
❘✉♥ c0 c λ ♣♦✉r πj ♣♦✉r ✭❜✉r♥✲✐♥✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s CWrel

∀j σ2 ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
✶ ✶✵ ✶✵✳✵✵✵✸✺ ✭✸✳✷✮ ✸
✷ ✺✵ ✺✵✳✵✵✽✽✺ ✭✸✳✷✮ ✽
✸ ✶✵✵ ✶✵✵✳✵✸✺✹ ✭✸✳✷✮ ✽
✹ ✶✵✵✵ ✶✵✵✸✳✺✺✸ ✭✸✳✷✮ ✽
✺ ✶✵✵✵✵ ✶✵✸✻✼✳✵✸ ✭✸✳✷✮

1/p = 1/300 ✺✴✸✵✵ IG(1, 1) ✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮

✽

✵✳✽✺✼

✻ 1/p = 1/300 ✽
✼ 100/p = 1/3 ✽
✽

✭✸✳✷✮ ♥♦♥
1 ✽

✾
✉t✐❧✐sé❡

10 ✽
✶✵

✶✵✵

100
✺✴✸✵✵ IG(1, 1) ✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮

✸

✵✳✽

✶✶ ✶✵ 1/p = 1/300 ✺
✶✷ ✶✵ ✶✵ ✸

✵✳✸✹✽

✶✸
✭✸✳✷✮ ♥♦♥

✶✵✵✵ 1/p = 1/300 ✵ ✭✵✳✻✸✾
✶✹

✉t✐❧✐sé❡
✶✵✵✵ ✶✵ ✽ ✇✐t❤♦✉t

✶✺ ✶✵✵ 100/p = 1/3

✺✴✸✵✵ IG(1, 1) ✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮

✽ r✉♥ ✶✸✮
✶✻ 5/300 ✽
✶✼ 50/300 ✶✷
✶✽

✶✵✵ ✶✵✵✳✵✸✺✹ ✭✸✳✷✮ ✶✴♣❂✶✴✸✵✵
100/300

IG(1, 1) ✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮
✶✷

✵✳✽✹✽

✶✾ IG(1, 1) ✽
✷✵ IG(2, 5) ✽
✷✶

✶✵✵ ✶✵✵✳✵✸✺✹ ✭✸✳✷✮ ✶✴♣❂✶✴✸✵✵ ✺✴✸✵✵
IG(5, 2)

✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮
✽

✶

✷✷ ✶✵✵✵ ✭✺✵✵✮ ✽
✷✸ ✺✵✵✵ ✭✶✵✵✵✮ ✽
✷✹

✶✵✵ ✶✵✵✳✵✸✺✹ ✭✸✳✷✮ ✶✴♣❂✶✴✸✵✵ ✺✴✸✵✵ IG(1, 1)
✺✵✵✵✵ ✭✶✵✵✵✵✮ ✽

✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❡t
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐és✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥✱ ✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ✶ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ
❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡ ❝❤❛♥❣é à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡t ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳

✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❡t λ✳ ❯♥ s❡✉❧ r✉♥ ✭❧❡ ✶✸è♠❡✮ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ✿

❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ têt❡ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st

✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❈❡ r✉♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❣r❛♥❞ c ❡t à ✉♥ ♣❡t✐t λ✳ ◆♦t♦♥s

q✉❡ ❧❡ r✉♥ ✶✹ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ c ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞ λ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛

♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ▲❡s r✉♥s ✶✼ ❡t ✶✽ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✱ ❝❛r

♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ■❧s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ πj ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✱ ❡t ❧❡ ✓ ♣r✐① à ♣❛②❡r ✔ ❡st ❛❧♦rs ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦♥❣s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❡t πj ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✮✱ ❡t ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ πj ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é✱ ❝❡❧❛

♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ❞❡s r✉♥s✱ ❡t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡s

❛✉tr❡s✳



✸✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✺✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❇♦①♣❧♦ts ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❞❡✉① r✉♥s✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ✶✸ ✿ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ s❡ ❞ét❛❝❤❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ têt❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ▲❡ ❜♦①♣❧♦t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✉♥ ✶✼ ✿ ❧❡s ✶✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ◆♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡s r✉♥s ✶✱ ✹ ❡t ✺ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s
❞❡ ✶ à ✶✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ✐❧ ② ❛ ✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st ❜✉r♥✲✐♥✳



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡s r✉♥s ✶✻✱ ✶✼ ❡t ✶✽ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s
❞❡ ✶ à ✶✵✵✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ✐❧ ② ❛ ✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st ❜✉r♥✲✐♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✹✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡

♠✐①t❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❡♥ ❣é♥♦♠✐q✉❡✱

❝❛r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢✉s✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❜✐❛✐s ❞✉s à ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❥❡✉① ❢✉s✐♦♥♥és

❛②❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ♣r✐s sé♣❛r❡♠❡♥t✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛rés ❡♥ ❞❡s ❥❡✉①

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱ ❨❛♥❣ ❡t

❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪ ❡t ❙❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼❪✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❜✐❛✐s s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♠❛❧ ♠❡♥é❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡t q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡

s✐❣♥❛t✉r❡ ❣é♥♦♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❝❡ ❥❡✉✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠✲

♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s

❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s é❧❡✈és✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡ ❡♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡♥ ❧✐❜r❡ ❛❝❝és s✉r ✐♥t❡r♥❡t✳

▲❡s ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ st❛t✉t ❊❘ ❞❡ ♣❛t✐❡♥t❡s ❛t✲

t❡✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❥✉st❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳

❚r♦✐s ❣è♥❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝✐♥q ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥t ❞é❥à été sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✱ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr♦✐s ❣è♥❡s ♣❛r♠✐ ❝❡s ❝✐♥q ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡

❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ❡t ❛✉ st❛t✉t ❊❘ ✿ ●❘❊❇✶ ❬✶✻✸✱ ✷✷✹✱ ✶✼✾❪✱ ❙❊❘P■◆❆✸ ❬✹✼❪ ❡t ▼❨❍✶✶

❬✶✾✽❪✳ ▲❡s ♣r♦❜❡s❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✜①é✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t

✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞♦✐t êtr❡ ❧✐♠✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✜♥❛❧ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❝❡t ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡

✜①é ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ✜①❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

✜①é❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ βγ s♦✐t s✉✣s❛♠❡♥t ❞✐✛✉s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡

✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡✱ ✈♦✐r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ✸ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✸✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛ ♠♦♥tré ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ ❝❤♦✐①

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✳

❈❤♦✐① ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ✉♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r γ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

❞❡ ●✐❜❜s ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t✮✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ❞❡s

❤②♣♦t❤ès❡s s♦✉✈❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✭✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲

●✐❜❜s ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥t❡ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ❞❡ ❘♦❜❡rts ❡t ❘♦s❡♥t❤❛❧

❬✶✽✽❪✮✱ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ✈❛♥ ❉②❦ ❡t

P❛r❦ ❬✷✷✼❪✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❢♦r♠❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ●❡❧♠❛♥ ❡t ❘✉❜✐♥

❬✼✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ●❡❧♠❛♥

❡t ❘✉❜✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛②❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐

♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❛②❛♥t



✹✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✺✺

❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥♥❡♥t

❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s q✉✐ s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❡♠♣❧♦②é❡

♣❛r ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❙♦♥❣ ❬✷✸✶❪✱ ❋♦✉s❦❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ ❡t ❚❛❞❡ss❡ ❡t ❛❧✳

❬✷✶✹❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ❜✐❡♥ été ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦rs ❞❡s

❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ γ

❛✐❡♥t été ❛tt❡✐♥ts ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧♦❜❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts

❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❡st st❛❜❧❡ à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❡t r♦❜✉st❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉✬❛♣rès ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡

❞✬✐tér❛t✐♦♥s é❣❛❧ à tr♦✐s ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥

♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s r❡st❛♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✬✐♥t❡r❝❡♣t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❆❧❜❡rt

❡t ❈❤✐❜ ❬✷❪✱ ●❡♦r❣❡ ❡t ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❬✼✹❪✱ ❈❤✐♣♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✱ ❡t ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳

❬✷✹✶✱ ✷✹✷✱ ✷✹✸❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ❡t ❙❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✱ ✶✾✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t✳

■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥térêt à ❡st✐♠❡r ❝❡t

✐♥t❡r❝❡♣t✱ q✉✐ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦♥t

♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❝❛♣t✉ré ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts

❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❙✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✿

L | α,U, β ∼ Nn(α1+Xβ + ZU, In) ❡t α ∼ N (0, h). ✭✹✳✶✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

f(α, βγ , L, γ, U,D | Y ) ∝ f(L | α, βγ , γ, U, Y )f(βγ | γ)f(U | D)f(D)f(α)f(γ)

∝ exp
{
− 1

2
(L− α−Xγβγ − ZU)′(L− α−Xγβγ − ZU)

} n∏

i=1

1Ai

×(2π)−
dγ
2 |c(X ′

γXγ)
−1|− 1

2 exp
{
− β′

γ(X
′
γXγ)βγ

2c

}
|D|− 1

2 exp
{
− U ′D−1U

2

}

×|D|−m+q+1
2 exp

{
− tr(ΨD−1)

2

}
exp
{
− α2

2h

} p∏

j=1

π
γj

j (1− πj)
1−γj , ✭✹✳✷✮

❛✈❡❝ Ai = {Li : Li > 0} s✐ Yi = 1✱ ❡t Ai = {Li : Li ≤ 0} s✐ Yi = 0✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥térêt à ❡st✐♠❡r ❝❡t ✐♥t❡r❝❡♣t✱ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r

r❛♣♣♦rt à α ✭t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔✱ ✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

E−1 =
[
In + h11′]−1

✿

f(βγ , L, γ, U,D | Y ) ∝ exp
{
− 1

2
(L−Xγβγ − ZU)′E−1(L−Xγβγ − ZU)

} n∏

i=1

1Ai
✭✹✳✸✮

×(2π)−
dγ
2 |c(X ′

γXγ)
−1|− 1

2 exp
{
− β′

γ(X
′
γXγ)βγ

2c

}
|D|− 1

2 exp
{
− U ′D−1U

2

}

×|D|−m+q+1
2 exp

{
− tr(ΨD−1)

2

} p∏

j=1

π
γj

j (1− πj)
1−γj .

■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t α ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

E−1✱ ❛✈❡❝ ✿

E−1 =
[
In + h11′]−1

=
[
In − (n+ h−1)−1

11
′]. ✭✹✳✹✮

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❝❡♣t✳ ❯♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛✉s ❡st ❞♦♥❝

❝❤♦✐s✐✱ ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ h ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳ ❖r ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n ✜①é✱

♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E−1 t❡♥❞ ✈❡rs
[
In−n−1

11
′] ❧♦rsq✉❡ h→∞✳ ❙♦✐t✱ ♣♦✉r n ❡t h ❛ss❡③

❣r❛♥❞✱ E−1 → In✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡

♠♦❞è❧❡✱ ❝❛r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝é ♣❛r ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s

♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E−1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ In✮✳

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔

▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ❛ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s

♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ♣♦sé ❧❛

q✉❡st✐♦♥ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞✬✐♥té❣r❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ βγ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ γ✱

❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✷✳

▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(βγ , L, γ, U,D | Y ) ∝ f(L | U, βγ , γ, Y )f(βγ | γ)f(U | D)f(D)f(γ)

∝ exp
{
− 1

2
(L−Xγβγ − ZU)′(L−Xγβγ − ZU)

} n∏

i=1

1Ai

×(2π)−
dγ
2 |c(X ′

γXγ)
−1|− 1

2 exp
{
− β′

γ(X
′
γXγ)βγ

2c

}
|D|− 1

2 exp
{
− U ′D−1U

2

}

×|D|−m+q+1
2 exp

{
− tr(ΨD−1)

2

} p∏

j=1

π
γj

j (1− πj)
1−γj , ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ Ai = {Li : Li > 0} s✐ Yi = 1✱ ❡t Ai = {Li : Li ≤ 0} s✐ Yi = 0✳

❙✐ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ ❡♥ βγ ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡



✹✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✺✼

|c(X ′
γXγ)

−1|− 1
2 = (1 + c)−

dγ

2 |Vγ |−
1
2 ✿

f(L, γ, U,D | Y ) ∝ exp
{
− 1

2
(L− ZU)′

[
In −

c

1 + c
Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ

]
(L− ZU)

} n∏

i=1

1Ai

×(1 + c)−
dγ
2 |D|− 1

2 exp
{
− U ′D−1U

2

}
✭✹✳✻✮

×|D|−m+q+1
2 exp

{
− tr(ΨD−1)

2

} p∏

j=1

π
γj

j (1− πj)
1−γj .

P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✶✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s Li ❡t ❞❡ U s♦♥t ❛❧♦rs ♠♦❞✐✜é❡s✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❡s Li ✭à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✭✷✳✽✮✮ ✿

L | γ, U, Y ∼ N
(
ZU,

[
In −

c

1 + c
Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ

]−1) n∏

i=1

1Ai
, ✭✹✳✼✮

❡t ♣♦✉r U ✭à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✷✳✶✵✮ ✿

U | L, γ,D ∼ N
(
WγZ

′
[
In −

c

1 + c
Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ

]
L,Wγ

)
, ✭✹✳✽✮

❛✈❡❝

Wγ =
(
Z ′
[
In −

c

1 + c
Xγ(X

′
γXγ)

−1X ′
γ

]
Z +D−1

)−1

.

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ γ ❡t D r❡st❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✶✹✮ ❡t ✭✷✳✶✶✮✳ ❆

❧❛ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ L s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡

tr♦♥q✉é❡ ❡st ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

r❡❥❡t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❡ss❛②❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ q✉✐ ❣é♥ér❡r❛✐t sé♣❛r❡♠❡♥t ❧❡s Li | L−i, γ, U,D, Y

s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s tr♦♥q✉é❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s✳ ▼❛✐s ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❛✐sé ❞❡ s✐♠✉❧❡r s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❧♦✐s

♥♦r♠❛❧❡s tr♦♥q✉é❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✭✈♦✐r ❉❡✈r♦②❡ ❬✺✼❪ ♦✉ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❈❤♦♣✐♥ ❬✹✹❪✮✱ ✐❧ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉s ❢❛st✐❞✐❡✉① ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s Li | L−i, γ, U,D, Y ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s

❝❛❧❝✉❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥t❡s s✐

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st é❧❡✈é✱ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Li✳

▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ L s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ tr♦♥q✉é❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉❡

❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ βγ ❡t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Li ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✭❝❛r ❧❡s

Li | βγ , γ, U,D, Y s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉① ✭✈♦✐r ✭✷✳✽✮✮✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱

♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ♣❧✉tôt

q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝✉té❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱

❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐❡r✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s

♠❛✐s ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ βγ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛ ♣r✐♦r✐

❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛

♣r✐♦r✐ ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s c ❡t λ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝❤♦✐①

❞❡ c ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ●✉♣t❛

❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ c ✐♥✢✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t c ❡t λ✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s

❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ♦✉ ♣❛s✳ ◆♦✉s

❛✉r✐♦♥s ♣✉ ♣r♦♣♦s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠❛✐s ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ c ❡t λ

s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛✈èr❡ r♦❜✉st❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✭s❡✉❧

✉♥ r✉♥ s✉r ✷✹ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ X ′
γXγ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ✉♥ r✉♥ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s X ❡st ❞❡

r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✱ ❡t s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ très ❧♦♥❣ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥

❧♦rsq✉❡ p ❡st ❣r❛♥❞✳ P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ♥♦✉s s✉❣❣ér♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐

❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é✱ ♠ê♠❡ s✐ ✜♥❛❧❡♠❡♥t X ′
γXγ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ♥♦té❡ γ+ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞✬❛♣rès ✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Xγ+ ❛ss♦❝✐é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❛❧♦rs ❝❡rt❛✐♥❡s

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s s✉❣❣ér♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Xγ+ ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❝♦♠♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛✈❡❝

❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ X ′
γXγ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st

très ❢❛❝✐❧❡ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬ét❛♣❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ❛♣♣❛r❛ît

♠♦✐♥s ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✼✮ ❝✬❡st X q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡t

♥♦♥ ✉♥❡ s♦✉s ♠❛tr✐❝❡ Xγ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❙❱❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦✉ ✐♥✈❡rs❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✐ p ❡st

très ❣r❛♥❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥tés✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ♣❧✉s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s



✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✺✾

s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙ ✭✷✵✵✵✵ ✈s ✺✵✵✵✮✳ ❊♥ ❝❡

q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ s♦♥t ♠♦✐♥s

r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❱❙✱ ❡t q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ✓ ❜r✉✐t ✔ ❡st ♦❜s❡r✈é✱ ❛✈❡❝

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ❞✐① r✉♥s✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st

✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ✉♥ s✐♠♣❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡s✱

♠❛✐s q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡①✐st❡♥t✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢✉s❡❞ ▲❛ss♦

✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✾❪✮✱ ❧❡ ❣r♦✉♣ ▲❛ss♦ ✭❨✉❛♥ ❡t ▲✐♥ ❬✷✸✼❪✮ ♦✉ ❧✬❊❧❛st✐❝ ◆❡t ✭❩♦✉ ❡t ❍❛st✐❡ ❬✷✹✹❪✮✳

✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ c ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪✮✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣♦s❡r

✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ss✉s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✳✷✮✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡st ♠♦♥tré❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡ c ❡t λ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é

❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦s❡r ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t

❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ ❡t ❞❡ ❧❡s ✐♥té❣r❡r✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t

❣râ❝❡ à ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦✉ à ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s

t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ♣♦✉r ❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❡t λ✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♣r♦♣♦sé ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥

❬✷✽❪✳ P♦s❡r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐s s✉r ❝❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t

✈ér✐✜❡r s✐ ❝❡❧❛ ❛♠é❧✐♦r❡r❛✐t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r σ2✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✓ ❤❛❧❢✲

❈❛✉❝❤② ✔ ♦✉ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✓ ❢♦❧❞❡❞✲♥♦♥❝❡♥tr❛❧✲t ✔ ✭✈♦✐r ●❡❧♠❛♥ ❬✼✶❪✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❡t❛✲❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r γ ✭✈♦✐r ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✷✽❪✮✳

❘♦❜✉st❡ss❡ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ét✉❞✐❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦ù s♦♥t ✐ss✉❡s ❧❡s

❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦sé✱ ♠❛✐s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜✐t

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ●r❡❡♥ ❬✽✸❪✮✱

❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❉❡❧❧❛♣♦rt❛s ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪✱ ❋r✐❞❧❡② ❬✻✼❪✱ ▲❛♠♥✐s♦s ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✺❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❋♦✉s❦❛❦✐s

❡t ❛❧✳ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡✈❡rs✐❜❧❡ ❏✉♠♣ ✔ ❬✻✻❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐✲



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs

❞❡ ❇❛②❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s♦♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s q✉❡

❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✷✽❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❬✶✸✾❪✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✔ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤

❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

❇♦tt♦❧♦ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❬✷✽❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ❋❛st ❙❝❛♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

❍❛st✐♥❣s ✔ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r γ é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❇r✐è✈❡♠❡♥t✱ ❧❡✉r

♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ γ✱ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ✭✵ ♦✉ ✶✮ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ très s✐♠♣❧❡ à ♦❜t❡♥✐r✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡

❧✬é❧é♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r ♦✉ ♣❛s ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■❧

s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r s✐ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✺✳✶✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✿

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à V 1 ❡st V 1, V 281, V 291✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡

s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à

V 2 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à V 4 ❡st V 4, V 284, V 292✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ s❡✉❧❡ V 292 ❡st sé❧❡❝✲

t✐♦♥♥é❡ ✭t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à V 3 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s❡ ♣♦s❡♥t ✿

✶✳ ❈♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❄ ❊st✲❝❡

q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✈❛ ♣ré❞♦♠✐♥❡r ❄ ❖✉ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r❛

sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❢♦✐s✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❄ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡♥t êtr❡ sûrs ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉

❣r♦✉♣❡ ❄

✷✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥

❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ q✉❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ✈❛ ♣ré❞♦♠✐♥❡r s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❄

❈r✐tèr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r à

❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜♦①♣❧♦t ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t

❝❡❧❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡



✹✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✻✶

✭♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥

r✉♥✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢réq✉❡♥t✐st❡s

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛②é✲

s✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢réq✉❡♥t✐st❡s✱ ❞❡ t②♣❡ ▲❛ss♦ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❬✷✶✽❪✮✳ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪ ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛

s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ♣❧✉s✐❡✉rs

♠ét❤♦❞❡s ❢réq✉❡♥t✐st❡s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡s✲

s❛♥t ❞❡ ♠❡♥❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥

♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ▲❛ss♦ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜❛②és✐❡♥♥❡s ❙❙❱❙ s♦♥t ❧✐é❡s ✿ ❨✉❛♥ ❡t ▲✐♥ ❬✷✸✻❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❡♦r❣❡ ❡t ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❬✼✹❪ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❛ss♦ s✐ ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❡t q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥ ✭✈♦✐r P❛r❦ ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✼✺❪ ❡t ❍❛♥s

❬✾✸❪✮ ❡st ✉♥ ▲❛ss♦ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st s✉♣♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❙❱❙✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❩♦✉ ❡t ❍❛st✐❡ ❬✷✹✹❪ ♦♥t ❝♦♠❜✐♥é ❧❡ ▲❛ss♦ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ r✐❞❣❡ ♣♦✉r

♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞♦♥♥é❡s ❝♦rré❧é❡s ♦✉ ❧♦rsq✉❡

p ≫ n✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ▲✐ ❡t ▲✐♥ ❬✶✸✻❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐

s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❚✉t③ ❡t ❯❧❜r✐❝❤ ❬✷✷✻❪ ♦♥t ♥♦té q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ❧✬❊❧❛st✐❝

◆❡t ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s très ❜✐❡♥✱ ✐❧s ♦♥t ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣é♥❛❧✐té ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✈♦✐r été r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱

♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ s❛✉r❛✐t t❛r❞❡r ❝❛r ré❝❡♠♠❡♥t ❑②✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡

❢✉s❡❞ ▲❛ss♦ ✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✾❪✮✱ ❧❡ ❣r♦✉♣ ▲❛ss♦ ✭❨✉❛♥ ❡t ▲✐♥ ❬✷✸✼❪✮ ♦✉ ❧✬❊❧❛st✐❝ ◆❡t à ❞❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ▲❛ss♦ ❜❛②és✐❡♥

❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❙❱❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✳





❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡





✻✺

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❞✐és ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ❞é❞✐és ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲

♥❛❣❡ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r

❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤

❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡t

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ✐❧❧✉stré✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❙❛♠♣❧❡r

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧s q✉❡

❧❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♦✉ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦✲

sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞

❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡t ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r✳

✺✳✶ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s

▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♦✉ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s

❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱

❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❝♦♥✈❡r❣é ❡t ❛✈♦✐r ✈✐s✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠✲

♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥❡ré❡ ❛ s♦✉✈❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞é❢❛✉ts ✿

✶✳ ❙♦✐t ❡❧❧❡ é✈♦❧✉❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ✭s❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠❛❧✮✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ ❡♥

✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✷✳ ❙♦✐t ❡❧❧❡ r❡st❡ ❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ ❡t ♥❡

✈✐s✐t❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s s✐ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛rrêt❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛✈❛♥t q✉✬❡❧❧❡

♥✬❛✐t ♣✉ ❜✐❡♥ ✈✐s✐t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r été ✈✐s✐tés ♦✉ ❜✐❡♥ êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

✐♥❝♦rr❡❝t❡s✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

✺✳✶✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s s✐♠✉❧❡r s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✈✐♥❣t ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❡①❡♠♣❧❡

✉t✐❧✐sé ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✮ ✿

f(x) =
20∑

i=1

wi

σi
√
2π

exp
(
− 1

2σ2
i

(x− µi)
′(x− µi)

)
,

❛✈❡❝ σ1 = . . . = σ20 = 0.1✱ w1 = . . . = w20 = 0.05✱ ❡t

(µ1, . . . , µ20) =

(
2.18 8.67 4.24 8.41 3.93 3.25 1.70 4.59 6.91 6.87

5.76 9.59 8.48 1.68 8.82 3.47 0.50 5.60 5.81 5.40

5.41 2.70 4.98 1.14 8.33 4.93 1.83 2.26 5.54 1.69

2.65 7.88 3.70 2.39 9.50 1.50 0.09 0.31 6.86 8.11

)
. ✭✺✳✶✮

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞❡s s♦♥t à ♣❧✉s ❞❡ q✉✐♥③❡ é❝❛rt✲t②♣❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛ss❡③

❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r s✉✐✈❛♥t ❝❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s✳ ◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

s✉r ✶✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✷✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à

❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t

✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ N2(0, τ
2I2)✱ ❛✈❡❝ τ = 0.25✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦❜t❡♥✉✱ ❝❡♥sé

r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✈✐♥❣t ♥♦r♠❛❧❡s ✭à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

P❚❊❊▼ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ s❡✉❧s tr♦✐s ♠♦❞❡s s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♦♥t

été ✈✐s✐tés✳ ❈❡s tr♦✐s ♠♦❞❡s ét❛♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ ré✉ss✐ à ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉♥

à ❧✬❛✉tr❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ré✉ss✐ à s♦rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦❜t❡♥✉ s✉r ✽✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❝❡♥sé
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✈✐♥❣t ♥♦r♠❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✺✳✶✮✳



✺✳✶ ▲✐♠✐t❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✻✾

✺✳✶✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❙♦✐t n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s yi✱ i ∈ {1, . . . , n}✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐ss✉❡s

❞❡ k ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ k ❝♦♥♥✉ ✿

yi ∼
k∑

p=1

wpf(.|µp, σ
2
p), i = 1, . . . , n,

❛✈❡❝ f(.|µp, σ
2
p) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ N (µp, σ

2
p)✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① wp✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét✐q✉❡tt❡s c ❡st ✐♥tr♦✲

❞✉✐t✱ ❛✈❡❝ ci = p s✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yi ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ pè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳

❆ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ci s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐ss✉s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ ✿

p(ci = j) = wp, p = 1, . . . , k.

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µp ❡t σ
2
p s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐ss✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥ts ✭p = 1, . . . , k✮ ✿

µp ∼ N (ξ, κ−1), σ−2
p ∼ Γ(α, β) ❡t β ∼ Γ(g, h). ✭✺✳✷✮

❊t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r w ❡st ✉♥❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s②♠étr✐q✉❡ ✿

w ∼ D(δ, δ, . . . , δ).

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δ✱ ξ✱ κ✱ α✱ g ❡t h s♦♥t s✉♣♣♦sés ✜①és✳

❊①❡♠♣❧❡ s✐♠✉❧é

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r y ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✵ ❡st ❣é♥éré

s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ✿

1

4

(
N (−3, 0.552) +N (0, 0.552) +N (3, 0.552) +N (6, 0.552)

)
. ✭✺✳✸✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳

❆✜♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❧❛♥❝é s✉r ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

✜①❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ α = 2✱ ξ = ȳ✱ δ = 1✱ κ = 1/R2✱ g = 0.2 ❡t h = 10/R2✱ ❛✈❡❝ R = max(y)−min(y)✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✺✳✸✮✳

❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡ ❛ ❜✐❡♥ ✈✐s✐té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮✳ ❙✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡

❛ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦ré ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✈✐s✐té ❧❡s 4! = 24 ♠♦❞❡s ❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s é❣❛❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr❛❝és ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s q✉❛tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ◆♦✉s ♥✬♦❜s❡r✈♦♥s ❛✉❝✉♥

✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡ ❡st r❡sté❡ ❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ✷✹

♠♦❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❚r❛❝és ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s q✉❛tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ s✉r ✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳





✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

T ❡st é❧❡✈é❡ ✭> 1✮✱ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ ❡st ❛♣❧❛t✐❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣✐❝s ❞❡s ♠♦❞❡s ♠♦✐♥s

♣♦✐♥t✉s✱ ❡t ❧❡s ✓ ✈❛❧❧é❡s ✔ ❝♦♠❜❧é❡s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ s✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡

❞❡ ❞❡✉① ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧❛

♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♥✬❛ ♣r❡sq✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ✓ ✈❛❧❧é❡ ✔ ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣❧✉s

❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st é❧❡✈é❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ss♦❝✐é ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❝❛r ❧❛

❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞❡s ❛♣❧❛t✐s ❡t ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ❜❧♦q✉é❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✓ ❝❤❛✉❞❡s ✔✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✓ ❢r♦✐❞❡s ✔ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s

t❡♠♣ér❛t✉r❡s✳

✺✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✶✾✽✸ ❬✶✶✻❪✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❛ été

❢❛✐t❡ ♣❛r ▲✐✉ ❬✶✹✷❪✱ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥t été ét✉❞✐és ♣❛r ❇❡rts✐♠❛s

❡t ❚s✐ts✐❦❧✐s ❬✷✹❪✳

❈✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s✳ ❙❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦♥t

✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✓ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✔✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝❤❛✉✛❡r ✉♥ s♦❧✐❞❡ à ✉♥❡

t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛ss❡③ é❧❡✈é❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ❢♦♥❞❡✱ ♣✉✐s à ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❥✉sq✉✬à

êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡s s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠é❧❛♥❣é❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t s❡

❞é♣❧❛❝❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ✈♦♥t ♣❡✉ à ♣❡✉ s✬❛rr❛♥❣❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥

s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ✓ ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡ ✔ ✭s♦✐t ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ é❧❡✈é❡ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✮✳

❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ♦♥t ❛❞❛♣té ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱

❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r

à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

❙♦✐t π ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❛①✐♠✐s❡r✳ ❙♦✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s T1 > T2 > . . . > Ti > . . . > TN ✱ ❡t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

t❡♠♣éré❡s ❛ss♦❝✐é❡s πi(x) ∝ π(x)1/Ti , i = 1, . . . , N ✳ P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à N ✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡

❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❛♥❝❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡s πi✱ ♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à N ✳ ❆ ❧✬ét❛♣❡ i ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πi

❡st ❧❛♥❝é✱ ❡t s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬ét❛♣❡ (i−1)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣

✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r π ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✱ N✱ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

t❡♠♣ér❛t✉r❡s T1 > T2 > . . . > Ti > . . . > TN✱ ❛❢✐♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ sér✐❡ ❞❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s πi, i = 1, . . . , N✳

✷✳ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x1✳



✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ✼✸

✸✳ ❋❛✐r❡ N1 ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ❛②❛♥t π1 ❝♦♠♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x1✳

✹✳ P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷ à N✿

• Pr❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛②❛♥t πi−1

❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

• ❋❛✐r❡ Ni ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢❛❝✐❧❡s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ✈❡rs

❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ♣❛r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛

t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s❡r❛ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞❡ π✳ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ ♣♦s❛♥t limi→∞ Ti = 0✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t π✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥❡ t❡♠♣é✲

r❛t✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✶✱ s♦✐t TN = 1✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs πN = π✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛

❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à TN = 1 ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ♣❡rt✐♥❡♥ts à

❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✜♥❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞é❝r♦îtr❡ ♣❧✉s ❞♦✉❝❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥

♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ π ✭❍♦❧❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛

été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈✐s✐t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✱ s✉rt♦✉t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡

♦♣t✐q✉❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

✺✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ▼❛r✐♥❛r✐ ❡t P❛r✐s✐ ❬✶✺✶❪ ♣✉✐s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ●❡②❡r

❡t ❚❤♦♠♣s♦♥ ❬✼✽❪✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ▲✐✉ ❬✶✹✷❪ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

♣❛r ❩❤❡♥❣ ❬✷✹✵❪✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡st q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❧✬✐♥✲

❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡

♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ r♦♠♣t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❡st ❝❤❛♥❣é❡ ❡t q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❧❛♥❝é❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛

t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐s✲

t✐q✉❡✱ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡✱

♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✉❣♠❡♥té ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❙♦✐t π ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡

♥♦té X ✳ ❙♦✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s 1 = T1 < T2 < . . . < Ti < . . . < TN ✱

❡t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❛ss♦❝✐é❡s πi(x) ∝ π(x)1/Ti , i = 1, . . . , N ✳ P♦✉r i ❛❧❧❛♥t

❞❡ ✶ à N ✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ❝❛r T1 = 1✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ✿

πST (x, i) ∝ ci × πi(x) ❞é✜♥✐❡ s✉r X × {1, . . . , N}.

▲❡s ci s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ♠❛✲

♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ✈✐s✐té❡ q✉❡ ❧❡s

❛✉tr❡s✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❛✉① ♣♦✐❞s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t✱

♣♦✉r t♦✉t i ✐❧ ❢❛✉t ci = (
∫
πidx)

−1✱ s♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ πi✳ ❊♥

♣r❛t✐q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❛❥✉st❡r ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬ét✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❛♣♣❡❧é❡ ✓ r❡✈❡rs❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✔ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●❡②❡r

❬✼✼❪✳

▲❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝✐❜❧❡ πst✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡

s✉✐✈❛♥t ✿

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

P❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ (x0, i0)✳ ❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧✐s❡ ❧✬ét❛t (x, i) ❞❡ ❧❛

❝❤❛î♥❡ ❡t s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

✶✳ ❆❝t✉❛❧✐s❡r x ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❢✐①é❡✳

✷✳ ❆❝t✉❛❧✐s❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ x ét❛♥t ❢✐①é✳

• Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ l = i ± 1 s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

qi,l ❛✈❡❝ q1,2 = qN,N−1 = 1 ❡t qi,i−1 = qi,i+1 =
1
2✳

• ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ l ❡st ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r i ❛✈❡❝ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

1 ∧ clπl(x)ql,i
ciπi(x)qi,l

.

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣✉✐ss❡ s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉① ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st é❧❡✈é❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ s❡✉❧❡s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s

✐ss✉❡s ❞❡ π1 = π✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rq✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❛✉t ✶✳

■❧ ❢❛✉t êtr❡ ❛tt❡♥t✐❢ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡



✺✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ✼✺

❡♥tr❡ ❝❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r tr❛✈❡rs❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞❡ ❧❛

♣❧✉s ✓ ❝❤❛✉❞❡ ✔ à ❧❛ ♣❧✉s ✓ ❢r♦✐❞❡ ✔✱ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡

à ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✳ ▼❛✐s à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡st tr♦♣

❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s πi ❡t πi+1 r✐sq✉❡♥t ❞✬êtr❡ tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s tr♦♣ ♣❡✉ ❛❝❝❡♣té❡s✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s✉r ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡st q✉❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s

♣❡✉✈❡♥t ♠♦♥t❡r ♦✉ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❞é♣❧❛❝❡r

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉

♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ci✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣✉✐ss❡ ✈✐s✐t❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

t❡♠♣éré❡s✳ ❖r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡✳

✺✳✷✳✹ ❚❡♠♣❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ◆❡❛❧ ❬✶✻✻❪✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐✲

❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r✐♥❣✱ ♠❛✐s s❛♥s ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t

❞✬❛✈♦✐r à ❡st✐♠❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭✺✳✷✳✸✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐té✲

r❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t x′ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t x✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ tr❛✈❡rs❡r t♦✉t❡ ❧❛

sér✐❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s

t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt π✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥

x′ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é ❞❡ x✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✐t✉é ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞❡✳

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷ à N ✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s (Pi, P
′
i )

❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

πi(x)Pi(x, x
′) = πi(x

′)P ′
i (x

′, x) ∀x, x′, i = 2, . . . , N.

❙✐ Pi = P ′
i ✱ ❝❡ ♥♦②❛✉ s❛t✐s❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t x✱ ❧❡s

♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ P2P3 · · ·PNP ′
N · · ·P ′

3P
′
2 ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ét❛ts

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s x2✱ x3✱ · · · ✱ xN ✱ x′N ✱ · · · ✱ x′3✱ x
′
2✱ ❥✉sq✉✬à ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r x′✳ ❈❡t ét❛t x′

❡st ❛❝❝❡♣té s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡t

❛ss✉r❛♥t à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞✬❛✈♦✐r π1 = π ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❡♠♣❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

■♥✐t✐❛❧✐s❡r x = x0✳ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

✶✳ P♦s❡r x1 = x✱ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧✳

✷✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x′ ❡st ❣é♥éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

●é♥ér❡r x2 ❞✬❛♣rès x1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P2✳

●é♥ér❡r x3 ❞✬❛♣rès x2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P3✳
✳✳✳
●é♥ér❡r xN ❞✬❛♣rès xN−1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t PN✳

●é♥ér❡r x′N−1 ❞✬❛♣rès xN ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P ′
N✳

✳✳✳
●é♥ér❡r x′2 ❞✬❛♣rès x′3 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P ′

3✳

●é♥ér❡r x′1 ❞✬❛♣rès x′2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P ′
2✳

▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t x′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à x′1✳

✸✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

1 ∧
[N−1∏

i=1

πi+1(xi)

πi(xi)

]
×
[ i−1∏

i=1

πi(x
′
i)

πi+1(x′i)

]
.

❙✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st r❡❥❡té✱ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ét❛t x ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❝❛r ♥♦✉s

♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡

♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s ✈❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s♦rt✐r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞❡

❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ x✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✳ ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐tér❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ π✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐✛✉✲

s✐♦♥ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭❘♦❜❡rt ❡t ❚✇❡❡❞✐❡✱ ❬✶✽✾❪✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞✉ ♠♦❞❡ ❛❝t✉❡❧✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚❡♠♣❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡st

q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s πi✱ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ πi ❛♣♣❛r❛ît

❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❛✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✭❡t ❞♦♥❝

❞✬ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❡st ♣❧✉s

é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭❡t ♠ê♠❡ très é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❞❡ ✺✵ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès

◆❡❛❧ ❬✶✻✻❪ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r✐♥❣ ♣♦✉r

❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠♣❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s❡

❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❚❡♠♣❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♠❛✐s ❝❡ s❡r❛ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s✳ ❇❡❤r❡♥s ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❛✜♥

❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ TN ét❛♥t ✜①é❡✳



✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✼✼

✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

✺✳✸✳✶ ▲❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡ ♣❛r ●❡②❡r ❡♥ ✶✾✾✶ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓▼❡tr♦♣♦❧✐s ❈♦✉♣❧❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮3 ✔

❬✼✻❪✱ ❡t ♣❛r ❍✉❦✉s❤✐♠❛ ❡t ◆❡♠♦t♦ ❡♥ ✶✾✾✻ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❊①❝❤❛♥❣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✔ ❬✶✵✵❪✳ ■❧

❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❙✇❛♣♣✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✔ ✭✈♦✐r ▼❛❞r❛s ❡t ❩❤❡♥❣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✹✼❪✮✳

◆♦t♦♥s π ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡

♥♦té X ✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ♥♦té❡s π1✱

π2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πN ❞é✜♥✐❡s s✉r X ✱ ❛✈❡❝ π1 = π✳ P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à N ✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s

❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s πi

s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ♣❧✉s i ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ss♦❝✐é à πi ❡①♣❧♦r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

♣rés❡♥tés✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉①

✐♥❞✐❝❡s i é❧❡✈és s♦♥t ❝❡♥sés ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦r❡r X q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s i ♣❧✉s

❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s

❞✬✐♥❞✐❝❡s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ ♣✉✐ss❡♥t s✬é❝❤❛♣♣❡r

❞❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡st❡r ❜❧♦q✉é❡s s✐ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ♥✬❛✈❛✐❡♥t ♣❛s ❧✐❡✉✳

❈❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❝✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ s✉r XN ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s xi ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à πi✱ ❡t

s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ✿ s = (x1, x2, . . . , xN )✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭♦✉ ✭▼❈✮3✱ ♦✉ ❊①❝❤❛♥❣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♦✉ ❙✇❛♣♣✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮

■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s {x1, x2, . . . , xN}✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱

♣✉✐s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡st ♣r♦♣♦sé✱ ❡t ❛❝❝❡♣té s✉✐✈❛♥t

✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✿

✶✳ P♦✉r i = 1, 2, . . . , N✱ ❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈

❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

✷✳ ❈❤♦✐s✐r ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2 ✭i1 < i2✮ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❞❛♥s {1, 2, . . . , N}✱ ♣✉✐s

♣r♦♣♦s❡r ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2✳

▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s❡ ♥♦t❡ s = (x1, . . . , xi1 , . . . , xi2 , . . . , xN )✱ ❡t

❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛ss❡r ❞❡ s à s′ = (x1, . . . , xi2 , . . . , xi1 , . . . , xN )✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❈❡t é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

ρ1(s, s
′) = 1 ∧ πi1(xi2)πi2(xi1)

πi1(xi1)πi2(xi2)
. ✭✺✳✹✮

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✺✳✹✮ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ❡st ✿

π∗(s) = π∗(x1, x2, . . . , xN ) =

N∏

i=1

πi(xi) s✉r XN , ✭✺✳✺✮

✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✮✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ♦♥t ❧❡s πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭✈♦✐r ●❡②❡r ❬✼✻❪✮✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ s❡✉❧❡s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ π1 = π✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳

❈❤♦✐① ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s

P❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s π1✱ π2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πN ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱

❡t ♣❛ssé❡s ❡♥ r❡✈✉❡ ♣❛r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪✳ ◆♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s✳

✶✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s ♥❛ï❢ ❡st ❞❡ ♣♦s❡r πi = π ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❝♦♠♠❡ ❲❛r♥❡s ❬✷✷✽❪✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥✬②

❛ ♣❛s ❣r❛♥❞ ✐♥térêt à s✉♣♣♦s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❛r s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

▼❈▼❈ ❛ss♦❝✐é à π ❛ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s

❝❤❛î♥❡s ❛✉r♦♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦té ♣❛r r♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✽✻❪✳

✷✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡

π ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✶✮✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ♦✉

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚❡♠♣❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✿ 1 = T1 < T2 < . . . < Ti < . . . < TN ✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡

❝❤♦✐① q✉❡ ✈✐❡♥t ❧✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ✓ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✔✱ ❡t ❝❡❧❛ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❍✉❦✉s❤✐♠❛

❡t ◆❡♠♦t♦ ❬✶✵✵❪ ❡t ●♦s✇❛♠✐ ❡t ▲✐✉ ❬✽✷❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❧✉s ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ss♦❝✐é ❡①♣❧♦r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✳
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s ♣✉✐ss❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t é❝❤❛♥❣❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉①✳

✸✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ à ✉♥❡

❛✉tr❡✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s à r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✱ ❡t ❛✐♥s✐ à ❡♥ ❢♦r❝❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r

X ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♦ù ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❡r♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❞✐✣❝✉❧té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥



✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✼✾

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ❡t ♦ù ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st

✉t✐❧✐sé ✭✈♦✐r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✓ ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✔

❬✷✷❪ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ❞✬❆t❝❤❛❞é ❡t ▲✐✉ ❬✶✶❪ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡

❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✳
✹✳ ▲♦srq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ π(θ | y1, . . . , ynobs

)✱ ❈❤♦✲

♣✐♥ ❬✹✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐✲

❧✐❛✐r❡s ✿ π(θ | y1, . . . , yn1)✱ π(θ | y1, . . . , yn2)✱ ✳ ✳ ✳ ✱ π(θ | y1, . . . , ynN
) ❛✈❡❝ n1 < n2 < . . . <

nN = nobs✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❢❛r❞❡❛✉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t très ❣r❛♥❞s ❡t q✉✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❡st ❧♦♥❣✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ très ❡✣❝❛❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙éq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❙▼❈✮ ✭✈♦✐r ❈❤♦♣✐♥ ❬✹✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

■❧ ❢❛✉t êtr❡ ❛tt❡♥t✐❢ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s à ✉t✐❧✐s❡r✳ P❧✉s N ❡st

❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r❛ ❧♦♥❣✉❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱

✐❧ ❢❛✉t ✉♥ N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥

❜♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ N r❡q✉✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts

❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ π✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲

♥❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦r❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

X ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s q✉❡ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s πi ❡t πi+1 s♦✐❡♥t tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱

❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s s❡r❛✐❡♥t tr♦♣ ♣❡✉ ❛❝❝❡♣tés✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ N ❡st ❞♦♥❝ ❣✉✐❞é

♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥ ❜♦♥ ♠é❧❛♥❣❡✳

❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❆t❝❤❛❞é ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡t ❧❡

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s s♦✐t ❞❡ ✵✳✷✸✹✳ ▲❡s ✐♥✈❡rs❡s

❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥

s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ◆❛❣❛t❛ ❡t ❲❛t❛♥❛❜❡ ❬✶✻✹❪ ♦✉

◆❡❛❧ ❬✶✻✻❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ●♦s✇❛♠✐ ❡t ▲✐✉

❬✽✷❪✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ✓ ❞❡❧❛②❡❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✔

❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛✈❡❝ ✓ ❞❡❧❛②❡❞

r❡❥❡❝t✐♦♥ ✔✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ▼✐r❛ ❡t ●r❡❡♥ ❬✽✺❪ ✭✈♦✐r s✉♣♣❧é♠❡♥t ❉✳✶✳✶✮✳ ■❧s s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ π✳ ▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sés ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s é❧♦✐❣♥é❡s ✭❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✮ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s r❛✲



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

r❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣tés q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sés ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ♣r♦❝❤❡s ✭❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s

♣r♦❝❤❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♣r♦❝❤❡s ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ét❛ts ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s

♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ é❧❡✈é❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞

♣❛r♠✐ ❧❡s N ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st r❡❢✉sé✱

❝✬❡st ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❧

é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé✱ ♠❛✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣❛r♠✐ ❧❡s (N−1)
♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗ ✭✺✳✺✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s✳

❙♦✐t i1 ❡t i2 ✭i1 < i2✮ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬é❝❤❛♥❣❡

❝♦♥s✐st❡ à ♣❛ss❡r ❞❡ s = (x1, . . . , xi1 , . . . , xi2 , . . . , xN ) à s′ = (x1, . . . , xi2 , . . . , xi1 , . . . , xN ) ✭♥♦②❛✉

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦té q1(s, s
′)✮✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ1(s, s

′) ✭✺✳✹✮✳ ❙✐

❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s i1 ❡t i2 ❡st r❡❢✉sé✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s i ❡t i + 1 ❧❡s ❝❤❛î♥❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡

s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡♣té❡✱ ❧❡s N ❝❤❛î♥❡s ♣❛ss❡r♦♥t ❞❡ s = (x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xN ) à

s′′ = (x1, . . . , xi+1, xi, . . . , xN )✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛❧❧❡r ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛❧❧❡r ❞❡ s à s′′ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r

s′ ✭♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥♦té q2(s, s
′′)✮✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲

♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ❡st r❡❢✉sé✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ s′′ à s ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r s∗✱ s∗

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s′′ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2 s♦♥t é❝❤❛♥❣é❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s∗ ♥✬❡st

♣❛s é❣❛❧ à s′ ✭s❛✉❢ s✐ i1 = i ❡t i2 = i + 1✮✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

✓ ❞❡❧❛②❡❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❬✽✺❪✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ s♣❧✐tt✐♥❣ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ✭✈♦✐r ▼✐r❛ ❬✶✺✾❪✮✳

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✿

ρ2(s, s
′′) = 1 ∧ πi+1(xi)πi(xi+1)

(
1− ρ1(s

′′, s∗)
)

πi(xi)πi+1(xi+1)
(
1− ρ1(s, s′)

) . ✭✺✳✻✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s à s′′ s✬é❝r✐t ✿

q1(s, s
′′)ρ1(s, s

′′) +
∫

q1(s, s
′)
(
1− ρ1(s, s

′)
)
q2(s, s

′′)ρ2(s, s
′′)ds′.

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r ❧❡ r❡t♦✉r✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s′′ à s s✬é❝r✐t ✿

q1(s
′′, s)ρ1(s

′′, s) +
∫

q1(s
′′, s∗)

(
1− ρ1(s

′′, s∗)
)
q2(s

′′, s)ρ2(s
′′, s∗, s)ds∗.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à π∗ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ✿

q1(s, s
′)
(
1− ρ1(s, s

′)
)
q2(s, s

′′)ρ2(s, s
′′)π∗(s) = q1(s

′′, s∗)
(
1− ρ1(s

′′, s∗)
)
q2(s

′′, s)ρ2(s
′′, s)π∗(s′′),



✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✶

❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ2(s, s
′′) ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st

ρ2(s, s
′′) = 1 ∧ πi+1(xi)πi(xi+1)

(
1− ρ1(s

′′, s∗)
)

πi(xi)πi+1(xi+1)
(
1− ρ1(s, s′)

) .

❊♥ ❡✛❡t✱ q1(s, s
′) = q1(s

′′, s∗) ❡t q2(s′′, s) = q2(s, s
′′) ❝❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r s′ à ♣❛rt✐r ❞❡

s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r s∗ à ♣❛rt✐r ❞❡ s′′ ✭❝❤♦✐① ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ♣❛r♠✐ N✮✱

❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r s′′ à ♣❛rt✐r ❞❡ s ❡♥ ❛②❛♥t r❡❢✉sé s′ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

♣r♦♣♦s❡r s à ♣❛rt✐r ❞❡ s′′ ❡♥ ❛②❛♥t r❡❢✉sé s∗ ✭❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ♣❛r♠✐ (N−1)✮✳

✺✳✸✳✷ ▲✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶ ♥❡

❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✿ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ▲✐❛♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉① ❬✶✸✽✱ ✶✸✾❪✳ ■❧s s❡

s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ✭❞✬♦ù ❧✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ✓ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✔✮✱ ❡t ♦♥t

❞é✜♥✐ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧s ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❝❤❛î♥❡s ✭✺✳✹✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡

π ✿ πi(x) ∝ π(x)1/Ti , i = 1, . . . , N ✱ ❛✈❡❝ 1 = T1 < T2 < . . . < Ti < . . . < TN ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s

♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✳ ▲✐❛♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s

❞❡s N ❝❤❛î♥❡s s = (x1, x2, . . . , xN ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ N ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳

▼✉t❛t✐♦♥ ❡t é❝❤❛♥❣❡

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡

❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ ♦♥ ❛❝t✉❛❧✐s❡ xi✮✱

❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡st t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✺✳✸✳✶✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲✐❛♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❬✶✸✽✱ ✶✸✾❪ ♥❡ s✉❣❣èr❡♥t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ✓ ❞❡❧❛②❡❞

r❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✮✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡

❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳

❘❡❛❧ ❝r♦ss♦✈❡r

▲❡ t❡r♠❡ ✓ r❡❛❧ ✔ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs

✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R
d✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s s✬é❝r✐✈❡♥t xi = (βi

1, . . . , β
i
d)✱ ❧❡s βi

j ét❛♥t ré❡❧s ❡t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✓ ❜❛s❡s ✔✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❉❡✉① ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s xj ❡t xk s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✿



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

✭❛✮ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♠✉♥✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧❡✉rs ♣♦✐❞s w(xi) ∝ π(xi)
1/Ts ✱ Ts ét❛♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

♣r♦❝❤❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à T1✳

✭❜✮ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s r❡st❛♥ts✳

✷✳ ❉❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s yj ❡t yk s♦♥t ❣é♥érés à ♣❛rt✐r ❞❡ xj ❡t xk✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝r♦ss♦✈❡r

❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳

✭❛✮ P♦✉r ✉♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ✐❧s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡

❝r♦ss♦✈❡r c ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r {1, . . . , d}✱ yj ❡t yk s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉s

❡♥ é❝❤❛♥❣❛♥t ❧❡✉rs ❜❛s❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ c✳

xj = (βj
1, . . . , β

j
c , β

j
c+1, . . . , β

j
d) yj = (βj

1, . . . , β
j
c , β

k
c+1, . . . , β

k
d )

=⇒
xk = (βk

1 , . . . , β
k
c , β

k
c+1, . . . , β

k
d ) yk = (βk

1 , . . . , β
k
c , β

j
c+1, . . . , β

j
d)

✭❜✮ P♦✉r ✉♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡

♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦ss♦✈❡r✳

✭❝✮ P♦✉r ✉♥ ❝r♦ss♦✈❡r ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ yj à ❣é♥ér❡r ❡st ❝❤♦✐s✐❡

❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣❛r❡♥ts ✿ ❧❛ lè♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ yj ❡st ❝❤♦✐s✐❡

❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ βj
l ❡t βk

l ✱ l = 1, . . . , d✳ ▲✬❛✉tr❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ yk ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té✳

✭❞✮ P♦✉r ✉♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ✈♦✐r ▲✐❛♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❬✶✸✽❪

♦✉ ▲✐✉ ❬✶✹✷❪✳

✸✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛❝t✉❛❧✐s❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s = {x1, . . . , xj , . . . , xk, . . . , xN} ♣❛r

s′ = {x1, . . . , yj , . . . , yk, . . . , xN}✳ ◆♦t♦♥s q(s, s′) ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s à

s′✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r xj ❡t xk ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t

❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r yj ❡t yk à ♣❛rt✐r ❞❡ xj ❡t xk✱ ✈♦✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ▲✐❛♥❣ ❡t

❲♦♥❣ ❬✶✸✽✱ ✶✸✾❪✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρ(s, s′) = 1 ∧ πj(xk)πk(xj)q(s
′, s)

πj(xj)πk(xk)q(s, s′)
.

❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣té q✉❛♥❞ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦ss♦✈❡r c ❡st ❛ss❡③ é❧❡✈é

✭❞♦♥❝ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é❝❤❛♥❣é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣❛r❡♥ts✮✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❛rt✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉✬✉♥

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❛r ❧❡s

❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣❛r❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧❛❜❡❧❧✐sés ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥



✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✸

❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡ ♣❛s ❛✈❛♥t ❧❡ ❝r♦ss♦✈❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♥q✉❛♥t❡ s✉r ✉♥ ❛✉tr❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡

❡♥ ✓ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✔✳

❙♥♦♦❦❡r ❝r♦ss♦✈❡r

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♥♦♦❦❡r ❝r♦ss♦✈❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙♥♦♦❦❡r✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❞✬✓ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✔ ✭✈♦✐r ●✐❧❦s ❡t ❛❧✳ ❬✽✵❪ ❡t ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ●✐❧❦s ❬✶✽✼❪✮✳

❯♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞✐t ✓ ❞✬❛♥❝r❛❣❡ ✔✳

✶✳ ❯♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ xj ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s N ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳

✷✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ xk ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s\{xj}✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à π(xk)
1/Ts ✱ Ts ét❛♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à

T1✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ✓ ❞✬❛♥❝r❛❣❡ ✔✳

✸✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ e ❡st ❣é♥éré❡✱ e = (xj − xk)/||xj − xk||✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

yj = xk + re,

❛✈❡❝ r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞❡♥s✐té

f(r) ∝ |r|d−1π(xk + re).

❙✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t f ✱ ▲✐❛♥❣ ❡t ❲♦♥❣ ❬✶✸✾❪ s✉❣❣èr❡♥t

❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

✹✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❡st ❛❧♦rs s′ = {x1, x2, . . . , yj , . . . , xN}✳
❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t t❡♥❞ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛s q✉✬✐❧ ❛✐t ❧✐❡✉

tr♦♣ s♦✉✈❡♥t✱ s✐♥♦♥ ❝❡❧❛ r❛♣♣r♦❝❤❡ tr♦♣ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t ré❞✉✐t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬êtr❡ t♦✉t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠ê♠❡

♠♦❞❡✱ ♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s✳ ■❝✐ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ♣❛r❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧❛❜❡❧❧✐sés ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

❉✬❛✉tr❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉① ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ●♦s✇❛♠✐ ❡t ❧✐✉ ❬✽✷❪✱ ❡t s♦♥t ♣rés❡♥tés

❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❉✳✶✳✷✳

✺✳✸✳✸ ❈❛s tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✭❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t

✈❛r✐❡r✮✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ✭❘❏▼❈▼❈✮ ✭✈♦✐r



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

●r❡❡♥ ❬✽✸❪ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥ t❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ♠❛❧ à ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦r❡r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t ❞♦♥❝ été ♣r♦♣♦sé❡s ✭✈♦✐r ❇r♦♦❦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪✱ ❆❧✲❆✇❛❞❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ❡t

●r❡❡♥ ❬✽✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✮✳ ❈❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❡t ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ✭✈♦✐r ❏❛sr❛ ❡t

❛❧✳ ❬✶✵✽❪✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡t ❞❡ ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t

❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ❡t ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡t ❣❧♦❜❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s

♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①❡ ✭❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷✮✳

◆♦✉s ❧❡s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt π ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts X ✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ s♦✐t

X =
⋃

k∈K

(
{k} × Xk

)
, ❛✈❡❝ K ⊆ N ❡t Xk ⊆ R

nk .

▲✬ét❛t ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ s❡ ♥♦t❡ ❞♦♥❝ (ki, xi)✱ ❛✈❡❝ xi ✉♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nki ✱ ❛♣✲

♣❛rt❡♥❛♥t à Xki ✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ π✱ ❛✈❡❝ 1 = T1 < T2 < . . . < Ti < . . . < TN ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ s❡

♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s s♦✐t ✿

π∗
(
(k1, x1), (k2, x2), . . . , (kN , xN )

)
=

N∏

i=1

πi

(
(ki, xi)

)
s✉r XN .

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❛✈❡❝

✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πi ♣♦✉r ❧❡ iè♠❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡✮✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡

❈✬❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✬❛❧♦✉r✲

❞✐ss❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ✿ s✬✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s i1 ❡t i2✱ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1 ∧
πi1

(
(ki2 , xi2)

)
πi2

(
(ki1 , xi1)

)

πi1

(
(ki1 , xi1)

)
πi2

(
(ki2 , xi2)

) .

❊♥ ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞✬❡♥ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❡t ❞♦♥❝

❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❉❡❧❛②❡❞ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳



✺✳✸ ❉✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ à ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✺

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❝r♦ss♦✈❡r à ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡

❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐❞❡♥✲

t✐q✉❡s✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ♥♦♥

✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♣✉✐s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r❡❛❧ ❝r♦ss♦✈❡r ❡st ❡✛❡❝t✉é ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷✮✳

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❛✈❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪

✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣❛s

❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❈✳✷✮✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❝r♦ss♦✈❡r à ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛é✲

r❡♥t❡s✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ✭❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s

♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s✮✱ ♣✉✐s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♠✲

♣♦s❛♥ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ✈♦♥t s✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❊❧❧❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ✓ ❞♦♥✲

♥❡r ✔ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐❞s à ❧✬❛✉tr❡ ❝❤❛î♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ s❡s

❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rts✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❡♥ ✓ ♣r❡♥❛♥t ✔ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❤❛î♥❡✱ t♦✉t ❡♥

❣❛r❞❛♥t ❧❡s s✐❡♥s✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❛✈❛♥t ❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t ♣❛s s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t s♥♦♦❦❡r ❥✉♠♣

P♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✓ ❞✬❛♥❝r❛❣❡ ✔ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✓ s♥♦♦❦❡r ❝r♦ss♦✈❡r ✔ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷✮✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐

❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

✭✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✓ ❞✬❛♥❝r❛❣❡ ✔ ✭♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❝ré♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦✲

s❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛♥❝r❛❣❡✳ ❱♦✐r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st ❞é✜♥✐

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥❡ ❥✉st✐✜❡♥t

♣❛s s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t

▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s r❡st❡♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦✐♥❝é❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞❡s

❧♦❝❛✉①✱ ❡t ♥✬❡①♣❧♦r❡♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s X ✳ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X ✱
❡t ❛✐♥s✐ à ❡♥ ❢♦r❝❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t

❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r X ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛

♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❈❡s ❝❤❛î♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❝r♦ss♦✈❡r à ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✜①é❡✱ ❡t ❞❛♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛❞❛♣tés✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣té q✉❡ s✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲

❡s♣❛❝❡ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✺✳✹ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

▲✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✭❊❊❙✮ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧

❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭✺✳✸✳✶✮✱ ✐❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❡st très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞é❥à ♣rés❡♥tés✱ ❝❛r ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛ssé ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉①✱ ❡t ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

◆♦t♦♥s π ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✱ ♣♦✉✈❛♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ π(x) ∝ exp(−h(x)) ❡t ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♥♦té X ✳ h(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é✜♥✐❡✱ 1 = T1 < T2 < . . . < TK ✱ ❛✐♥s✐

q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s H1 < H2 < . . . < HK < HK+1 =∞✱ ❛✈❡❝ H1 ≤ ✐♥❢xh(x)✳

▲✬❊❊❙ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡K ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♥♦té❡s π̃1✱ π̃2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ π̃K ✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s

♣❛r ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

π̃i(x) ∝ exp
(
− h(x) ∨Hi

Ti

)
. ✭✺✳✼✮

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à K✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

❍❛st✐♥❣s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π̃i✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ T1 = 1 ❡t H1 ≤ ✐♥❢xh(x)✱ π̃1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt π✳ ❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ♠♦❞✐✲

✜é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✭✈♦✐r ✺✳✷✳✶✮ ✿

πi(x) ∝ exp
(
− h(x)

Ti

)
.

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s πi ❡t π̃i ✭i = 1, . . . ,K✮ ♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é✲

♣❧❛❝❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲✬❊❊❙ s❡ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✓ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❥✉♠♣ ✔ ✿ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧



✺✳✹ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✽✼

❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♣❛ssé

❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts X ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿

X =

K⋃

j=1

Dj , ❛✈❡❝ Dj =
{
x : h(x) ∈ [Hj , Hj+1)

}
, 1 ≤ j ≤ K.

▲❡s Dj r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ X ✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ I(x) ❡st ❞é✜♥✐

t❡❧ q✉❡ I(x) = j s✐ x ∈ Dj ✱ s♦✐t s✐ h(x) ∈ [Hj , Hj+1)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹✳✶ ❯♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ X ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣ré❝♦♥✐sé ♣❛r ❆t❝❤❛❞é ❡t ▲✐✉ ❬✶✶❪

❡t ▼✐ts✉t❛❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✶❪✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✭✓ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✔✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❈❤❛î♥❡ K ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ X(K)✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭▼❍✮ ❛②❛♥t π̃K ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆♣rès nburn ✐tér❛t✐♦♥s✱

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬♦r❞r❡ K✱ ❧❡s D̂
(K)
j ✱ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ D̂
(K)
j r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s X

(K)
n t❡❧❧❡s q✉❡

I(X
(K)
n ) = j✳

❈❤❛î♥❡ K − 1 ✿ ❆♣rès nRings ✐tér❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❣é♥ér❡r

❧❛ ❝❤❛î♥❡ X(K−1)✳ ■❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s à ❣é♥ér❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r X(K) ❡t

❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ D̂
(K)
j ✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ X(K−1) ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s

♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − pee✱ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ X
(K−1)
n ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❍ ❛②❛♥t π̃K−1 ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pee✱ ❧✬ét❛t

❛❝t✉❡❧ X
(K−1)
n ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ s❛✉t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ✿ ✉♥ ét❛t y ❡st ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s

❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r D̂
(K)
j ✱ ♦ù j = I(X

(K−1)
n ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r✲

❣✐❡ ❞❡ X
(K−1)
n ✳ ❈❡t ét❛t ♣r♦♣♦sé y ❡st ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r êtr❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ X

(K−1)
n+1

❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 ∧ π̃K−1(y)π̃K(X
(K−1)
n )

π̃K−1(X
(K−1)
n )π̃K(y)

✳ ❙✐ y ❡st ♥♦♥ ❛❝❝❡♣té✱ X
(K−1)
n+1 ♣r❡♥❞ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ✈❛❧❡✉r

X
(K−1)
n ✳ ❆♣rès nburn ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬♦r❞r❡ K−1✱

❧❡s D̂
(K−1)
j ✱ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ♣❛r ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ D̂

(K−1)
j r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s X
(K−1)
n t❡❧❧❡s q✉❡ I(X

(K−1)
n ) = j✳

❈❤❛î♥❡ K − 2 ✿ ❆♣rès nRings ✐tér❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❣é♥ér❡r

❧❛ ❝❤❛î♥❡ X(K−2)✳ ■❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s à ❣é♥ér❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r X(K)

❡t X(K−1) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ D̂
(K)
j ❡t D̂

(K−1)
j ✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❍ ❛②❛♥t π̃K−2 ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥





✺✳✹ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✽✾

❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❙♦✐t i ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ j ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✱ nburn ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱

❡t nrings ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳

P♦✉r t♦✉t i, j✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r X
(i)
0 ❡t ♣♦s❡r D̂

(i)
j = ∅✳

P♦✉r n = 1, 2, . . .✿

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ K à ✶✿

❙✐ n > (K − i)(nburn+ nrings)✿

❙✐ i = K ♦✉ s✐ D̂
(i+1)

I(X
(i)
n−1)

= ∅✿

♣❛rt✐r ❞❡ X
(i)
n−1 ❡t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ▼❍ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π̃i

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r X
(i)
n ✳

❙✐♥♦♥✿

❆✈❡❝ ♣r♦❜❛ 1−pee✿ ♣❛rt✐r ❞❡ X
(i)
n−1 ❡t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ▼❍ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π̃i ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r X
(i)
n ✳

❆✈❡❝ ♣r♦❜❛ pee✿ ❝❤♦✐s✐r y ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s D̂
(i+1)

I(X
(i)
n−1)

✱ ♣✉✐s X
(i)
n ❁✲ y

❛✈❡❝ ♣r♦❜❛ 1 ∧ π̃i(y)π̃i+1(X
(i)
n−1)

π̃i(X
(i)
n−1)π̃i+1(y)

✱ X
(i)
n ❁✲ X

(i)
n−1 s✐♥♦♥✳

❙✐ n > (K − i)(nburn+ nrings) + nburn✿

D̂
(i)

I(X
(i)
n )

❁✲ D̂
(i)

I(X
(i)
n )

✰ {X(i)
n }

✺✳✹✳✶ ▲❡ s❛✉t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▲♦rs ❞❡ ❝❡ s❛✉t✱ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡

s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡

r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡s ét❛ts ❞✉ ♣❛ssé ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥✬❡st ❞♦♥❝

♣❛s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ s❛✉t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ✉♥ s❛✉t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐✲

❧❛✐r❡s ♠❛✐s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ✓ ❜❛rr✐èr❡s ✔ é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✭❜❛rr✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①

✈❛❧❧é❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ét❛ts ♦♥t ❞❡s é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱

❧❡ s❛✉t ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣té q✉✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rs

❞✉q✉❡❧ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ét❛ts s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞✳

✺✳✹✳✷ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s

❉❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❞❡s tr♦♥q✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❛✉①

❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠✉♠s ✭Hi/Ti ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡✮ ✿

π̃i(x) ∝ exp
(
− h(x) ∨Hi

Ti

)
∝ π(x)

1
Ti ∧ exp

(
− Hi

Ti

)
.



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡✱ s♦✐t π ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ N (m,σ2)✱ ❡t

π
1
Ti ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ N (m,σ2Ti)✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés π✱ π

1
Ti ❡t π̃i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❉❡♥s✐tés ❞❡ π✱ π
1
Ti ❡t π̃i s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡✳ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈✐♦❧❡tt❡

❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡ π✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ♣❧❡✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ π
1
Ti ✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❜❧❡✉❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛

❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ exp(−Hi/Ti)✱ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r♦s❡ ❡♥ ❝r♦✐① r❡♣rés❡♥t❡ π̃i✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé σ2 = 4✱
Ti = 3 ❡t Hi = 9✳

▲❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ✓ étêt❡ ✔ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠♣éré❡ π
1
Ti ✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r π̃i q✉✐ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✉♥

♠♦❞❡ ♠❛✐s ✉♥ ✓ ♣❧❛t❡❛✉ ✔ ♠♦❞❛❧✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✓ étêté❡s ✔✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❛✉t♦✉r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ π ❡st ❢❛❝✐❧✐té❡✱ ❝❛r t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ✓ ♣❧❛t❡❛✉ ✔ ♠♦❞❛❧ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡♥s✐tés✳

✺✳✹✳✸ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❧♦❝❛❧

▲✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✭❊❊❙✮ t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ❖r ✐❧ ♣❛r❛ît ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✉❛✲

❧✐s❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❞♦✐t ❛✈♦✐r π̃i ❝♦♠♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ π̃i s♦✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✓ étêté❡ ✔ ♣❡✉t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❧✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿

❡♥ ♥♦t❛♥t Φ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✱ ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡



✺✳✹ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✾✶

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té π̃i(x) ✈❛✉t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳✷✮ ✿

A = Φ
(a−m

σ
√
Ti

)
+ (b− a) exp

(
− Hi

Ti

)
+Φ

(
− b−m

σ
√
Ti

)
.

❆✐♥s✐✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t π̃i r❡✈✐❡♥t à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ✿

• ❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡ N (m,σ2Ti)1]−∞,a[ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Φ
(

a−m
σ
√
Ti

)
/A✳

• ❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡ U[a,b]✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (b− a) exp
(
− Hi

Ti

)
/A✳

• ❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡ N (m,σ2Ti)1]b,+∞]✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Φ
(
− b−m

σ
√
Ti

)
/A✳

❈❡❧❛ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛st✐❞✐❡✉① ❡t ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ ❞❡ ❞❡✈♦✐r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ N (m,σ2Ti)✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π̃i(x) ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ❡t ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t π̃i(x)

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✲r❡❥❡t ♦✉ ❞❡s

♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❛❧✲

❧♦♥❣❡r❛✐t ❡t r❡♥❞r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✬❊❊❙ tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

✺✳✹✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t st♦❝❦❛❣❡

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✱ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡

❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ♦✉ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✐t ❝♦♥✈❡r❣é ❡t ♣ré✲r❡♠♣❧✐

s❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❊❊❙ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s st♦❝❦❡

t♦✉s s❡s ét❛ts ♣❛ssés ❞❛♥s s❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▼✐♥❛r② ❡t ▲❡✈✐tt ❬✶✺✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ✜①❡r ✉♥❡

t❛✐❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬ét❛ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡✳

✺✳✹✳✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬❊❊❙ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ▼❛r❦♦✈✐❡♥✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡

❞✬♦r❞r❡ i < K ✉t✐❧✐s❡ t♦✉t ❧❡ ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱

❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❣é♥éré❡s ♦♥t ✉♥ s❡♥s✱ ❡t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡

✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔✮✳ ❈✬❡st ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♥♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❡✉r q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡

❤✐st♦✐r❡✳ ❊♥ ✷✵✵✻✱ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ✈✐s❛♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s ❣é♥éré❡s s♦♥t ❡r❣♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s π̃i✱ ❡t

q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ π ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❆t❝❤❛❞é

❡t ▲✐✉ ❬✶✵❪ ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ét❛✐t ✐♥❝♦♠♣❧❡t✳ ■❧s ♦♥t ❞♦♥❝

♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s✳ ▼❛✐s ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♦♥t ♠♦♥tré



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r

❡♥ ✷✵✵✼ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡✱ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❊❊❙ t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✳ ■❧s ♦♥t ❞✐s❝✉té ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✻❪✱ ✐❧s ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ▼❈▼❈ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s✉♣♣♦s❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛ss❡③ ❢♦rt❡s✱ ❡t ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

K = 2✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✷✵✶✵ ❍✉❛ ❡t ❑♦✉ ❬✾✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts X ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✷✵✶✶✱ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣é♥ér❛✉① ♦♥t été ét❛❜❧✐s ♣❛r ❆t❝❤❛❞é ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❡t ❋♦rt ❡t ❛❧✳ ❬✻✺❪✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❞♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❧✬❊❊❙✮✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ❛s✲

s❡③ ❧♦✉r❞❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ ✷✵✶✵ ❆t❝❤❛❞é ❬✽❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❈▼❈ ❛❞❛♣t❛t✐❢s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ é❧❡✈é❡s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❈▼❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❡✉t êtr❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡✳

❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧✬❊❊❙ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐

❛✉r❛✐t π∗ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✺✳✹✳✻ ▼ét❤♦❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s

❆t❝❤❛❞é ❬✼❪ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❊❊❙ ré✲✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ❞✉ ♣❛ssé✳

✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛î♥❡✱ q✉✐ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡st

❛❝t✉❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❧♦rs ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡s

r❡♠♣❧❛❝❡ s♦♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ ♣❛r ✉♥ ét❛t ❞❡ s♦♥ ♣❛ssé ✭❤♦rs ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡

♥✬❡st ♣❛s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉ ♣❛r ❆t❝❤❛❞é✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡

ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣❛ssé r❛❧❡♥t✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✷✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭■♠♣♦rt❛♥❝❡✲❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ▼❈▼❈✮ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❝❛r

♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣❛ssés ✭❧❛ iè♠❡

❝❤❛î♥❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ (i−1)è♠❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ s❛✉ts

❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✳ ❉❡ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❊❊❙ s❡

❜❛s❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ▲✬■❘✲▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡

♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❊❊❙✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❧✐és ❛✉①

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s

ét❛ts ♣❛ssés✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❜✐❛✐sé❡ ❬✽❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬■❘✲▼❈▼❈ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡

❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❊❊❙✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▲✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♣r❛✲

t✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✳ ❈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉❡s

à ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ s❛✉t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ✿ ❧✬ét❛t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡

❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ét❛ts ♦♥t ❞❡s é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ✓ ❜❛rr✐èr❡s ✔ é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ét❛❜❧✐r ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ é❧❡✈é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡

✭✈♦✐r ❆t❝❤❛❞é ❬✽❪✮✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡

❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ✭✈♦✐r ✺✳✹✳✸✮✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱

❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬❛✉ss✐ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❊❊❙ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✭P❚❊❊▼✮✱ s❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❊❊❙

s✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ❞é✜♥✐✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s

✻✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

◆♦t❛t✐♦♥s

❙♦✐t π ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✳ ◆♦✉s ♥♦✲

t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t π ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té λ✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té π

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ π(x) ∝ exp(−h(x))✱ ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts X à ❜❛s❡

❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ tr✐❜✉ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ B(X )✳ X ❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té π✱ ❡t h(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é✜♥✐❡✱ 1 = T1 < T2 < . . . < TN ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

{π1✱ π2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πN} ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱ ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❞❡♥s✐✲

tés ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ♥♦té❡s π1✱ π2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πN ✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✿ πi(x) ∝ π(x)
1
Ti ✱

i = 1, . . . , N ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ T1 = 1✱ π1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt π✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s πi ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛②❛♥t πi

❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❈▼❈ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s xi ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ♣❡✉t s❡ ♥♦t❡r

s = (x1, . . . , xN )✳ ▲❛ tr✐❜✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r XN s❡ ♥♦t❡ B(X )N = B(XN )✱ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st

♥♦té❡ λN ✳ ❙♦✐t A ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à B(X )N ✱ ✐❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ A = A1 × . . . × AN ✱ ❧❡s Ai ∈ B(X )✱ ❡t
λN (A) =

∏N
i=1 λ(Ai)✳

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✱ H1 < . . . < Hd < Hd+1 = ∞✱ ❛✈❡❝

H1 ≤ ✐♥❢xh(x)✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✓ étêt❡r ✔

❧❡s ❞❡♥s✐tés ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ P❚❊❊▼ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ♦✉ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ▼❛r❦♦✈✐❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π∗(dx1, dx2, . . . , dxN ) =

N∏

i=1

πi(xi)λ(dxi) s✉r (XN ,B(X )N ). ✭✻✳✶✮

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ s✬é❝❤❛♥✲

❣❡r ❧❡✉rs ét❛ts ❛❝t✉❡❧s✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♣❛ssé✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✳

❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ s❡✉❧❡



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✾✺

❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s Dj q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳

❬✶✶✽❪✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts X ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱

X =
d⋃

j=1

Dj ✱ ❛✈❡❝ ✿

Dj = {x ∈ X : h(x) ∈ [Hj , Hj+1)}, j = 2, . . . , d

D1 = {x ∈ X : h(x) ∈ (−∞, H2)}.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ Rj ✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡s N

❝❤❛î♥❡s ✿ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❛♥♥❡❛✉ Rj s✐ s♦♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ xi ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Dj ✱ s♦✐t

s✐ h(xi) ∈ [Hj , Hj+1)✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ d ❛♥♥❡❛✉① ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s N ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s

❞❡ ❧❡✉rs ét❛ts ❛❝t✉❡❧s✱ ❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r N > d✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❊❊❙✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① s♦♥t

❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♥✬❛ ♣❛s s❡s ♣r♦♣r❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♥❡

❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬ét❛ts ♣❛ssés✱ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✱ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ Rj∗ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s

❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭j∗ ∈ {1, . . . , d}✮✳ ❉❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2 ✭i1 < i2✮

s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉✱ ❡t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s

ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛t

s = (x1, . . . , xi1 , . . . , xi2 , . . . , xN ) à ❧✬ét❛t s′ = (x1, . . . , xi2 , . . . , xi1 , . . . , xN )✳

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝✲

❝❡♣t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✻✳✶✳✷✮ ✿

ρ(s, s′) = 1 ∧ π∗(s′)
π∗(s)

= 1 ∧ πi1(xi2)πi2(xi1)

πi1(xi1)πi2(xi2)
. ✭✻✳✷✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❡st é❣❛❧ à ✵✱ ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❧✬❡st ❛✉ss✐ ✭❧❡s πi ∝ π
1
Ti ✮✳ ❆❧♦rs

♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ρ(s, s′) = 0✳

▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❛♥♥❡❛✉✱ ❡t ♦♥t

❞♦♥❝ ❞❡s ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣té q✉✬✉♥

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦ù ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣❛r♠✐ ❧❡s

N ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ét❛ts✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t

q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s❛✉t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❞❡ ❧✬❊❊❙✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡

❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π∗ ❡st ❛ss✉ré❡ ✭✈♦✐r

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❆❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ P❚❊❊▼ s❡ ❜❛s❡ s✉r N ❝❤❛î♥❡s ❧❛♥❝é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❉❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❧♦❝❛✉① ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❡t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r

❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✭P❚❊❊▼✮

■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s {x1, x2, . . . , xN}✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱

♣✉✐s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡st ♣r♦♣♦sé✱ ❡t ❛❝❝❡♣té

s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✿

✶✳ P♦✉r i = 1, 2, . . . , N✱ ❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈

❛②❛♥t πi ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐

❜✐❡♥ ✉♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s q✉✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ♦✉ q✉✬✉♥

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s✳

✷✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✿ ❝❤♦✐s✐r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ j∗ ∈ {1, . . . , d}
❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✱ ♣✉✐s ❝❤♦✐s✐r ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2 ✭i1 < i2✮

❛✉ ❤❛s❛r❞ ❞❛♥s {1, 2, . . . , N}✳ Pr♦♣♦s❡r ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s

❞✬✐♥❞✐❝❡s i1 ❡t i2✳

▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s❡ ♥♦t❡ s = (x1, . . . , xi1 , . . . , xi2 , . . . , xN )✱ ❡t

❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛ss❡r ❞❡ s à s′ = (x1, . . . , xi2 , . . . , xi1 , . . . , xN )✳

❈❡t é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

ρ(s, s′) = 1 ∧ πi1(xi2)πi2(xi1)

πi1(xi1)πi2(xi2)
.

✻✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s

◆♦t♦♥s S ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✉r (XN ,B(X )N ) ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✱ ✉♥ ét❛t

❞❡ S ❡st ♥♦té s✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ P❚❊❊▼ ❡st ♥♦té P ✱ ❡t P k

❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à k ✐tér❛t✐♦♥s✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s s✉r (XN × B(X )N )2✳ ▲❡ ♥♦②❛✉

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st ♥♦té PLi ❡t ❡st ❞é✜♥✐ s✉r

(X × B(X ))2✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡

✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ P❚❊❊▼ ❡st ♥♦té PL✱ ❞é✜♥✐ s✉r (XN × B(X )N )2✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❣❧♦❜❛❧ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st PE s✉r (XN × B(X )N )2✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t

s = (x1, . . . , xN ), s′ = (x′1, . . . , x
′
N ), ❡t s̃ = (x̃1, . . . , x̃N ),



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✾✼

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

PL(s, s′) =

N∏

i=1

PLi(xi, x
′
i),

P (s, s′) = (PE ∗ PL)(s, s′) =
∫

XN

PE(s̃, s′)PL(s, s̃)ds̃.

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q(s, s′) ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r s′ à ♣❛rt✐r ❞❡ s ❧♦rs ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✳

▲❛ ♥♦r♠❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✐❣♥é❡ ❜♦r♥é❡ µ s✉r (XN ,B(X )N ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

‖µ‖TV = sup
A∈B(X )N

µ(A)− inf
A∈B(X )N

µ(A) = sup
A∈B(X )N

|µ(A)|

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❙✐ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① s♦♥t ré✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s πi✱ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t λ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭i = 1, . . . , N✮✱ ❛❧♦rs S ❡st

ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r π∗✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ✿

lim
n→∞

||Pn(s, .)− π∗||TV = 0 π∗ − ♣s

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ S ❡st π∗✱ ❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à T1 = 1 ❛ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s

❞❡ π1 = π q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳

Pr❡✉✈❡ ✿

✶✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ré✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πi✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬❛❧♦rs PL =
∏N

i=1 PLi ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ré✈❡rs✐❜❧❡✱

❡t ❡st ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳

❙♦✐t A ∈ B(X )N ✱ ✐❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ A1 × A2 × . . . × AN ❛✈❡❝ ❧❡s Ai ∈ B(X )✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

π∗(A) =

N∏

i=1

πi(Ai)

=

N∏

i=1

∫

X
PLi(xi, Ai)πi(dxi)

=

∫

XN

PL(s,A)π∗(ds).

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t PL ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳

✷✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ PE ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ré✈❡r✲



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

s✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

PE(s, s′) = q(s, s′)ρ(s, s′) +
∫

X
q(s, s′′)(1− ρ(s, ds′′))1{s′}(s). ✭✻✳✸✮

▲❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔ s✬é❝r✐t ✿

∀A,B ∈ XN 2
∫

A

∫

B
PE(s, ds′)π∗(ds) =

∫

B

∫

A
PE(s′, ds)π∗(ds′). ✭✻✳✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✸✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∀B ∈ XN PE(s,B) =

∫

B
q(s, ds′)ρ(s, s′) +

∫

X
q(s, ds′′)(1− ρ(s, s′′))1B(s).

❆❧♦rs ✭✻✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∫

A
π∗(ds)

∫

B
q(s, ds′)ρ(s, s′) +

∫

A∩B
π∗(ds)

∫

X
q(s, ds′′)(1− ρ(s, s′′)) =

∫

B
π∗(ds′)

∫

A
q(s′, ds)ρ(s′, s) +

∫

B∩A
π∗(ds′)

∫

X
q(s′, ds′′)(1− ρ(s′, s′′)),

❡t ✈ér✐✜❡r ✭✻✳✹✮ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r ✿

∫

A

∫

B
π∗(ds)q(s, ds′)ρ(s, s′) =

∫

B

∫

A
π∗(ds′)q(s′, ds)ρ(s′, s).

❈❡❧❛ ❡st ✈ér✐✜é s✐ ❧❡s ✐♥té❣r❛♥❞❡s s♦♥t é❣❛✉①✱ s♦✐t s✐ ✿

q(s, ds′)ρ(s, s′)π∗(ds) = q(s′, ds)ρ(s′, s)π∗(ds′). ✭✻✳✺✮

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ét❛ts ❛❝t✉❡❧s

s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ q(s, s′) = q(s′, s)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

✭✻✳✷✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ✭✻✳✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ✭✻✳✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

PE ❡st ❞♦♥❝ ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳

✸✳ ▲❡s ♥♦②❛✉① PE ❡t PL s♦♥t ré✈❡rs✐❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ P ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t S ❡st ré✲

✈❡rs✐❜❧❡ ❞♦♥❝ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✱ s♦✐t q✉❡

∀A ∈ B(X )N ♥♦✉s ❛✈♦♥s π∗(A) =
∫
XN P (s,A)π∗(ds)✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ PE ❡t PL s♦♥t ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s π∗✱ s♦✐t q✉❡ ✿

π∗(A) =

∫

XN

PL(s,A)π∗(ds),

π∗(A) =

∫

XN

PE(s,A)π∗(ds).



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✾✾

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

∫

XN

P (s,A)π∗(ds) =

∫

XN

∫

XN

PE(s̃, A)PL(s, s̃)ds̃π∗(ds)

=

∫

XN

PE(s̃, A)
[ ∫

XN

PL(s, s̃)π∗(ds)
]
ds̃

=

∫

XN

PE(s̃, A)π∗(ds̃)

= π∗(A).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ P ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳

✹✳ ❈❤❛q✉❡ PLi ❡st s✉♣♣♦sé ❢♦rt❡♠❡♥t λ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ PL ❡st ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡

❡t ❢♦rt❡♠❡♥t λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ PE ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s

❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✱ P = PE ∗ PL ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ∀s, s′ ∈ XN ×XN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P (s, s′) > 0✳

• ❙♦✐t π∗(s′) > 0✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r s′′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s′ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s

❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ✐♥t❡r✈❡rt✐s✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r

✉♥ t❡❧ s′′ ❞és ❧♦rs q✉❡ N > d✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s PLi s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t λ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ PL(s, s′′) =∏N
i=1 PLi(xi, x

′′
i ) > 0✳ ▲✬ét❛t s′′ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉①

s❡✉❧❡♠❡♥t✳ P✉✐s ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r s′ à ♣❛rt✐r ❞❡ s′′ ❧♦rs ❞✉

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡

❊q✉✐✲❊♥❡r❣② s♦✐t ❛❝❝❡♣té✱ ❝❛r π∗(s′) > 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ P (s, s′) > 0✳

• ❙♦✐t π∗(s′) = 0✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s PL(s, s′) > 0✱ ❞♦♥❝ s′ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t

❞❡♣✉✐s s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡

♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t à ♣❛rt✐r ❞❡ s′ ❧♦rs ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs

✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② s♦✐t ❛❝❝❡♣té✱ ❝❛r π∗(s′) = 0✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ P (s, s′) > 0✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♥♦✉s ❛✈♦♥s P (s, s′) > 0✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r

❞❡ s à s′ ❡♥ ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ P❚❊❊▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ❢♦rt❡♠❡♥t λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

✺✳ P ❡st λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡

✶ ❞❡ ❚✐❡r♥❡② ❬✷✷✵❪✱ S ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡♥

✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ❡t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ∈ XN ✳

✻✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st π1 = π✱ s❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s

s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ π1 = π q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳

�

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧❡s ❞✬❛♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t ❞❡ φ✲✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ S ❝♦♥✈❡r❣❡

❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗✱ ♣♦✉r π∗✲♣r❡sq✉❡✲t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

P❚❊❊▼ ♣r♦♣♦sé ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❞❡

♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① PLi s♦♥t ré✈❡r✲

s✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s πi ✭i = 1, . . . , N✮✱ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t λ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té π∗ s✉r XN ✭∀x ∈ XN , π∗(x) > 0✮✳ ❆❧♦rs S

❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥t❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿

✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ S ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t

λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs S ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳

✷✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ ét❛t s′ ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt s ❛♣rès ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥

❞❡ P❚❊❊▼ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈ XN t❡❧ q✉❡ π∗(A) = 0 ✭♣r❡✉✈❡

✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✽ ❞❡ ❘♦❜❡rts ❡t ❘♦s❡♥t❤❛❧ ❬✶✽✽❪✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✱ s♦✐t ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜♦✉❣é✳

▲❡ ♥♦②❛✉ P ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡✱ ∀A ∈ XN ✿

P (s,A) = r(s)M(s,A) + (1− r(s))1s(A), ✭✻✳✻✮

❛✈❡❝ r(s) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✳M ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

❛✉ ❢❛✐t ❞❡ ❜♦✉❣❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t s ∈ XN ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té M(s, .) q✉✐

❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à λN (.)✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A t❡❧ q✉❡ π∗(A) = 1 ❡t

π∗(AC) = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ str✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ π∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s π∗(s) > 0 ∀s ∈ XN ✱

❡t ❛❧♦rs λN (AC) = 0✳ P❛r ❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M(s,AC) = 0 ❡t M(s,A) = 1✳

❉♦♥❝ s✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❜♦✉❣❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ✈❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s A t❡❧ q✉❡ π∗(A) = 1✳

❆❧♦rs s✐ s′ ❡st ✉♥ ét❛t ❛tt❡✐♥t ❛♣rès ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

A ∈ XN t❡❧ q✉❡ π∗(A) = 0✳

✸✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❡ ❚✐❡r✲

♥❡② ❬✷✷✵❪ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥t❡s ✿ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❍❛rr✐s✲

ré❝✉rr❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s s❡✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❜♦r♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ h ♣♦✉r S ✈ér✐✜❡✱ ❛✈❡❝ Sn ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ à ❧❛ n✲✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✿

E(h(Sn)|s0) = E(h(S1)|s0) = h(s0) ∀n ∈ N. ✭✻✳✼✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✽✵ ❞❡ ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✽✻❪ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❆t❤r❡②❛ ❡t ❛❧✳

❬✶✸❪✮ ✿

❙✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P s❛t✐s❢❛✐t ✿ ∃B ∈ B(X )N t❡❧ q✉❡ ✿

✭✐✮ ∀s0✱
∑∞

n=1

∫
B Pn(s0, s)dµ(s) > 0✱ ❛✈❡❝ µ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ S0 ∼ µ✳



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✶✵✶

✭✐✐✮ infs,s′∈B P (s, s′) > 0✳

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r π∗✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t s0✱

lim
n→∞

sup
A∈B(X )N

∣∣∣
∫

A
Pn(s0, s)ds−

∫

A
π∗(s)ds

∣∣ = 0.

❈❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st π∗✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ♣♦✉r B = XN ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ❢♦rt❡ ✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ S ✭♣♦✐♥t ✶✳✮✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀(s, s′) ∈
XN × XN ✱ P (s, s′) > 0✳ ❆❧♦rs ✭✐✐✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✉r XN ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ XN ❡st

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s0✱ ❡t ❞♦♥❝ ✭✐✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣♦✉r π∗✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t s0 ✿

lim
n→∞

sup
A∈B(X )N

∣∣∣
∫

A
Pn(s0, s)ds−

∫

A
π∗(s)ds

∣∣ = 0,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

‖µ‖TV = sup
A∈B(X )N

|µ(A)| = 1

2
sup
|h|<1

|
∫

h(x)µ(dx)|,

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

sup
A∈B(X )N

∣∣∣
∫

A
Pn(s0, s)ds−

∫

A
π∗(s)ds

∣∣ =
1

2
sup
|h|<1

∣∣∣
∫

h(s)
(
Pn(s0, s)ds− π∗(s)

)
ds
∣∣∣

=
1

2
sup
|h|<1

∣∣∣E[h(Sn)|s0]− Eπ∗ [h(s)]
∣∣∣.

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ réé❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

lim
n→∞

sup
|h|<1

∣∣∣E[h(Sn)|s0]− Eπ∗ [h(s)]
∣∣∣ = 0.

P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ h✱

lim
n→∞

sup
∣∣∣E[h(Sn)|s0]− Eπ∗ [h(s)]

∣∣∣ = 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ h ❜♦r♥é❡ ✈ér✐✜❡ ✭✻✳✼✮✱ ❛❧♦rs E[h(Sn)|s0] = h(s0)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ h(s0) = Eπ∗ [h(s)] ♣♦✉r π∗✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t s0✳ ❙♦✐t h ❡st π∗✲♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t

❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡ à Eπ∗(h(S))✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ h ❡st ♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡ à

Eπ∗(h(S))✳

❙♦✐t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s0 ∈ XN ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

✭✻✳✻✮✱

E(h(S1)|s0) =

∫

XN

P (s0, s1)h(s1)ds1

=

∫

XN

r(s0)M(s0, s1)h(s1)ds1 + (1− r(s0))h(s0).

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t ❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ s0 ❡t ❞❡ ❜♦✉❣❡r ✈❡rs s1 6= s0✳ ❆❧♦rs

❝♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✷✳✱ s1 ❛tt❡✐♥t ❛♣rès ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈ XN t❡❧ q✉❡ π∗(A) = 0✳ ❉♦♥❝ ❝♦♠♠❡ h ❡st π∗✲♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t

é❣❛❧❡ à Eπ∗(h(S))✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s h(s1) = Eπ∗(h(S))✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿

E(h(S1)|s0) =

∫

XN

r(s0)M(s0, s1)Eπ∗(h(S))ds1 + (1− r(s0))h(s0)

= Eπ∗(h(S))r(s0)

∫

XN

M(s0, s1)ds1 + (1− r(s0))h(s0)

= Eπ∗(h(S))r(s0) + (1− r(s0))h(s0).

❖r E(h(S1)|s0) = h(s0) ❝❛r h ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ✿

h(s0) = Eπ∗(h(S))r(s0) + (1− r(s0))h(s0).

❙♦✐t (
h(s0)− Eπ∗(h(S))

)
r(s0) = 0.

❖r✱ ❝♦♠♠❡ S ❡st λN ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀s0, r(s0) > 0✳ ❆❧♦rs ∀s0, h(s0) = Eπ∗(h(S))✱

❡t h ❡st ♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡ à Eπ∗(h(S))✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥❝❡✳

�

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① PLi s♦♥t ré✲

✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s πi ✭i = 1, . . . , N✮✱ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t λ✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té π∗ s✉r XN ✭∀x ∈ XN , π∗(x) > 0✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t

s ∈ XN ✿

lim
n→∞

||Pn(s, .)− π∗||TV = 0 ∀s ∈ XN

Pr❡✉✈❡ ✿

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✷ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ S ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ π∗✲

✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞❡ ❧♦✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗ ❡t ❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥t❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❡ ❚✐❡r♥❡② ❬✷✷✵❪✳

�

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❡t ✻✳✶✳✸ ♦♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❧♦❝❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡s à ✈ér✐✜❡r ✭✈♦✐r ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✽✻❪✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✶✵✸

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✲

s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝✐❜❧❡ s✉r X ✱ ♦✉ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❝❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s❡r✈❛♥t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧

ét❛t✱ ∀(x, x′) ∈ X × X ✱ qi(x, x′) > 0✳

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✛❛✐❜❧✐r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❧♦❝❛✉① ✭♥♦✉s ♥♦✉s

❡♥ s❡r✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✸ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳ ❙✐ ♥♦✉s ❡♥❧❡✈♦♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱

❛❧♦rs ♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ S✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡

❍❛rr✐s✲ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡♠❡✉r❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ♣❡r♠❡t ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❧✐♠✐t❡s ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✻✳✼ ❞❡ ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✽✻❪✮✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦②❛✉① ❧♦❝❛✉①✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ ❝❛r ✐❧

s✉✣t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡s N ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① s♦✐t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r q✉❡

P ❧❡ s♦✐t ❛✉ss✐✳

✻✳✶✳✸ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ■❧ ❢❛✉t ❛ss❡③ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ét❛ts

❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛♥♥❡❛✉ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s N ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① d✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s

❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✳ ❉✬❛♣rès ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r

N = c× d✱ ❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥tr❡ ✸ ❡t ✺✳

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r

❧✬❊❊❙✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ♥❡

s♦♥t ♣❛s ❛❞éq✉❛ts ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s❡ ré♣❛rt✐r♦♥t ♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r❞r✐♦♥s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡

❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✳

◆✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡

▲❡s ♥✐✈❡❛✉① H1, H2, . . . , Hd s♦♥t ❛ss♦❝✐és à d ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ét❛ts

❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ H1 ❡t H2 ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ét❛ts ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ H1✱ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ét❛ts ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞

q✉❡ Hd✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs H1 ❡t Hd ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ln(Hi) ♦✉ ❧❡s ln(Hi+1 − Hi) s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t

❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

P♦✉r ❝❤♦✐s✐rH1 ❡tHd ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦✉ q✉❡❧q✉❡s r✉♥s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❈▼❈ ❝❧❛ss✐q✉❡

❛②❛♥t π1 = π ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t Hd ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❛ss♦❝✐é à ✉♥ ét❛t ❛②❛♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ é❧❡✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s ✜♥✐❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t H1✱

♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈é✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

♣♦✉r Hd ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ét❛t ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡t ♣♦✉r

H1 ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ét❛t ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳✶ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t H1✱ s✐ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱ ✐❧ s✉✣t

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ H1 ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳

❚❡♠♣ér❛t✉r❡s

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠❡♥t ❛♣❧❛t✐❡ ❛✜♥ q✉❡

❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ♣♦✉r TN ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❜✐❡♥✳ T1 ❡st

é❣❛❧❡ à ✶✱ ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ T1 ❡t TN ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱

❧❡s ❛✉tr❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡

é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és

♦✉ ❛✐❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ◆❛❣❛t❛ ❡t ❲❛t❛♥❛❜❡

❬✶✻✹❪ ♦✉ ◆❡❛❧ ❬✶✻✻❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ●♦s✇❛♠✐

❡t ▲✐✉ ❬✽✷❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳✷ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❆t❝❤❛❞é ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧

❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❡t ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s s♦✐t ❞❡ ✵✳✷✸✹✳

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✉r ✉♥ r✉♥ ❞❡ P❚❊❊▼ q✉❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①

❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣r❡sq✉❡ t♦✉s s❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✶✱

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣r❡sq✉❡ t♦✉s s❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♥♥❡❛✉✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡s ét❛ts ❞❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s

❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♦♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛♥♥❡❛✉①✱ ❡t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠✲

♣ér❛t✉r❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ♣❧✉s ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❛♥♥❡❛✉①✳ ▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✓ s❛✉t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✔ ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱

❡t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❙✐ ♣❡✉

❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② s♦♥t ♦❜s❡r✈és ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s t❡♠♣ér❛✲

t✉r❡s ♦✉ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s

❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✷✳

◆♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡t ❣❧♦❜❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s

♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❡t ♣♦✉r ❧✬❊❊❙✳ ❙♦✐t B ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❜✉r♥✲✐♥✱ R ❧❡ ♥♦♠❜r❡



✻✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✶✵✺

▼❛✉✈❛✐s❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❇♦♥♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

❝❤❛î♥❡ i− 2 ✾✾✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✾✾✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❝❤❛î♥❡ i− 1 ✾✺✵ ✺✵ ✵ ✵ ✵ ✼✵✶ ✷✵✷ ✾✼ ✵ ✵
❝❤❛î♥❡ i ✾✵✵ ✶✵✵ ✵ ✵ ✵ ✸✽✼ ✹✵✽ ✷✵✺ ✵ ✵

❝❤❛î♥❡ i+ 1 ✵ ✷ ✷✸✼ ✺✶✶ ✷✺✵ ✹✺ ✸✶✷ ✸✺✺ ✷✽✽ ✵
❝❤❛î♥❡ i+ 2 ✵ ✵ ✶✵✺ ✻✶✵ ✷✽✺ ✵ ✻✹ ✺✶✼ ✸✺✸ ✻✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥
✓ s❛✉t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s i ❡t i + 1✳ ❆✉❝✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à i ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à i+1✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞♦♥♥❡
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✓ s❛✉t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✔✳

❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❛♥s ❧✬❊❊❙✱ ❡tM ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s

✈♦✉❧✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt ❛♣rès ❜✉r♥✲✐♥✳

• P♦✉r ❧✬❊❊❙✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡st ✿

[(K − 1)K

2
(B +R) + (K − 1)(M −R)

]
(1− pee) +K(B +R) + (M −R).

❊t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡st ✿

[(K − 1)K

2
(B +R) + (K − 1)(M −R)

]
pee.

• P♦✉r P❚❊❊▼✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡st ✿

NB +NM.

❊t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❡st ✿

B +M.

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ P❚❊❊▼ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts q✉❛♥❞ M ❡st

❣r❛♥❞ ❝❛r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ N ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ K✳

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❧♦❝❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❊❊❙ ❡t ❧❡ P❚❊❊▼ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✭✈♦✐r ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥

✻✳✷✳✹ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥ts✳

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ (i + 1)è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ ❧✬❊❊❙ ❛

KR + i + (1 − pee)

(
(K − 1)KR

2
+ (K − 1)i

)
ét❛ts ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ P❚❊❊▼ ♥✬❡♥ ❛

q✉❡ N ✳
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✻✳✷✳✶ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✈✐♥❣t ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé ♣❛r

❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✶✳✶✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉

P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭P❚✮✱ ❞✉ P❚❊❊▼ ❡t ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❧❛♥❝é ✶✵✵

❢♦✐s✳ P♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✱ ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s✱ ❞♦♥t ✷✺✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳

P♦✉r ❧✬❊❊❙ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ✷✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s

❛♥♥❡❛✉① ❡st ❞❡ ✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t ✷✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ❛♣rès ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❡t ❧❛

♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ✭✺✺✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❛✉ t♦t❛❧ ♣♦✉r ❝❡tt❡

❝❤❛î♥❡✮✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❛❝t✉❛❧✐sé❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❡t

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st

✉♥❡ N2(0, τ
2
i I2)✱ ❛✈❡❝ τi = 0.25

√
Ti✳

P♦✉r ❧✬❊❊❙ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡s ♠ê♠❡s

t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s❛✉t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② q✉❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ✭K = 5✱ pee = 0.1✱

T = (1, 2.8, 7.7, 21.6, 60)✱ H = (0.2, 2, 6.3, 20, 63.2)✮✳ P♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✱ ♥♦✉s

♣r❡♥♦♥s N = 20 ❝❤❛î♥❡s✱ ❛②❛♥t ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✻✵ é❣❛❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡ P❚❊❊▼ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s 5 ❣r♦✉♣❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❊❊❙✳

P♦✉r ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s

❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ ♣♦✉r q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣tés ✭♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡

♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✮✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❣é♥érés ❞✬❛♣rès ✉♥❡

✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1]2✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡

❞❡s ♠♦❞❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥

❞❡s r✉♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✈✐s✐tés ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ✭❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✮ ❡t à

q✉❡❧❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts
(
E(X1),E(X2)

)
❡t(

E(X1)
2,E(X2)

2
)
❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥ts

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❡t ❞✉ P❚❊❊▼ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ P❚✱ ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❛rt✲

t②♣❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❝❡s ✶✵✵ r✉♥s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ P❚❊❊▼

s♦♥t ♣❧✉s ❥✉st❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❊❊❙✱ ✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ✭❆✮✳
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E(X1) E(X2) E(X1)
2 E(X2)

2

❚r✉❡ ✈❛❧✉❡ ✹✳✹✼✽ ✹✳✾✵✺ ✷✺✳✻✵✺ ✸✸✳✾✷✵

❊❊❙ ✹✳✹✹✽ ✭✵✳✸✵✶✮ ✹✳✾✺✸ ✭✵✳✹✺✽✮ ✷✺✳✷✷✾ ✭✸✳✶✶✷✮ ✸✹✳✷✷✻ ✭✹✳✺✵✼✮
P❚ ✸✳✾✼✶ ✭✵✳✽✵✾✮ ✹✳✶✸✼ ✭✶✳✶✶✹✮ ✷✶✳✺✶✵ ✭✼✳✼✹✶✮ ✷✼✳✺✶✵ ✭✶✵✳✹✵✼✮✭❆✮

P❚❊❊▼ ✹✳✹✽✸ ✭✵✳✸✷✹✮ ✹✳✾✶✷ ✭✵✳✹✺✹✮ ✷✺✳✺✺✻ ✭✸✳✸✻✻✮ ✸✸✳✽✽✾ ✭✹✳✹✵✻✮

❊❊❙ ✺✳✵✽✽ ✭✵✳✸✼✸✮ ✻✳✵✵✶ ✭✵✳✺✶✺✮ ✸✷✳✵✵✺ ✭✹✳✵✽✻✮ ✹✺✳✸✵✻ ✭✺✳✻✸✽✮
✭❇✮

P❚❊❊▼ ✹✳✼✹✺ ✭✵✳✸✻✺✮ ✺✳✹✻✽ ✭✵✳✹✾✶✮ ✷✽✳✾✵✽ ✭✸✳✼✼✹✮ ✹✵✳✻✶✼ ✭✺✳✵✶✾✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶✱ ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ✶✵✵ r✉♥s
♣♦✉r ❧✬❊❊❙ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s s♦♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s
♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts r✉♥s✳ ✭❆✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡s é❣❛❧❡s✱ ❡t ✭❇✮ ❛✉ ❝❛s ❛✈❡❝
✈❛r✐❛♥❝❡s ♥♦♥ é❣❛❧❡s✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✈✐s✐tés

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚ ♥✬❛ ✈✐s✐té q✉❡ ✶✹✳✸✶ ♠♦❞❡s s✉r ❧❡s ✷✵ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❝❡♥t r✉♥s✳ ❉❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs

rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❡t ♣♦✉r ❧✬❊❊❙ ✿ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✶✾✳✾✽ ❡t ✶✾✳✾✷

♠♦❞❡s ✈✐s✐tés ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❝❡♥t r✉♥s✱ ✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳

P❚ ❊❊❙ P❚❊❊▼

❉❡ ✶✵ à ✶✽✳ ❉❡ ✶✽ à ✷✵✳ ❉❡ ✶✾ à ✷✵✳
✶✹✳✸✶ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ✶✾✳✾✷ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ✶✾✳✾✽ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✈✐s✐tés ❧♦rs ❞❡s ✶✵✵ r✉♥s ♣❛r ❧✬❊❊❙ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳

❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

♠♦❞❡ errm = |f̂m−0.05|✱ ♦ù f̂m ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m✳ P✉✐s

♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ errm s✉r ❧❡s ❝❡♥t r✉♥s✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❛t✐♦s ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡

❧❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

❈♦♠♠❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❊❊❙ ❛♠é❧✐♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚ ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s♠é❞✐❛♥❡ P❚✴♠é❞✐❛♥❡ ❊❊❙ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s

❞❡ ✷✳✹✷✱ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s♠❛①✐♠✉♠ P❚✴♠❛①✐♠✉♠ ❊❊❙ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s ❞❡ ✷✳✾✷✮✳ ❈♦♠♠❡

❛tt❡♥❞✉✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚ ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ♠é❞✐❛♥❡ P❚✴♠é❞✐❛♥❡ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s ❞❡ ✷✳✺✷✱

❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ♠❛①✐♠✉♠ P❚✴♠❛①✐♠✉♠ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s ❞❡ ✸✳✵✼✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡

❝❡✉① ❞❡ ❧✬❊❊❙ ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ♠é❞✐❛♥❡ ❊❊❙✴♠é❞✐❛♥❡ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s ❞❡ ✶✳✵✺✱

❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ♠❛①✐♠✉♠ ❊❊❙✴♠❛①✐♠✉♠ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✈✐♥❣t ♠♦❞❡s ❞❡ ✶✳✶✸✮✳

❊♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✷✺✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♣rès ❧❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8 µ9 µ10

med(erri) P❚ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✸ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹
max(erri) P❚ ✵✳✹✷ ✵✳✶✾ ✵✳✶✻ ✵✳✷✸ ✵✳✶✺ ✵✳✷✺ ✵✳✷✶ ✵✳✷✵ ✵✳✷✵ ✵✳✷✹
med(erri) ❊❊❙ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶
max(erri) ❊❊❙ ✵✳✶✷ ✵✳✵✼ ✵✳✵✻ ✵✳✶✶ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✽ ✵✳✶✸ ✵✳✵✼ ✵✳✵✺

med(erri) P❚❊❊▼ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶
max(erri) P❚❊❊▼ ✵✳✶✷ ✵✳✶✶ ✵✳✵✼ ✵✳✶✵ ✵✳✵✻ ✵✳✵✽ ✵✳✵✹ ✵✳✵✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✺

Rmed P❚✴❊❊❙ ✷✳✶✻ ✷✳✽✵ ✷✳✾✷ ✷✳✷✷ ✶✳✾✽ ✷✳✷✶ ✸✳✶✵ ✷✳✵✼ ✷✳✵✼ ✷✳✻✾
Rmax P❚✴❊❊❙ ✸✳✺✾ ✷✳✻✶ ✷✳✽✶ ✷✳✶✵ ✶✳✺✺ ✷✳✹✸ ✷✳✺✹ ✶✳✺✸ ✷✳✾✸ ✹✳✺✵

Rmed P❚✴P❚❊❊▼ ✷✳✻✵ ✸✳✼✷ ✷✳✻✸ ✷✳✶✾ ✶✳✼✾ ✷✳✾✼ ✷✳✼✼ ✷✳✺✺ ✷✳✸✷ ✷✳✻✹
Rmax P❚✴P❚❊❊▼ ✸✳✹✹ ✶✳✼✻ ✷✳✷✼ ✷✳✸✵ ✷✳✹✹ ✸✳✵✻ ✺✳✷✸ ✷✳✾✷ ✷✳✽✸ ✺✳✷✸
Rmed ❊❊❙✴P❚❊❊▼ ✶✳✷✶ ✶✳✸✸ ✵✳✾✵ ✵✳✾✾ ✵✳✾✶ ✶✳✸✺ ✵✳✽✾ ✶✳✷✸ ✶✳✶✷ ✵✳✾✽
Rmax ❊❊❙✴P❚❊❊▼ ✵✳✾✻ ✵✳✻✼ ✵✳✽✶ ✶✳✵✾ ✶✳✺✽ ✶✳✷✻ ✷✳✵✻ ✶✳✾✶ ✵✳✾✻ ✶✳✶✻

µ11 µ12 µ13 µ14 µ15 µ16 µ17 µ18 µ19 µ20

med(erri) P❚ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺
max(erri) P❚ ✵✳✷✷ ✵✳✶✹ ✵✳✷✷ ✵✳✸✸ ✵✳✷✸ ✵✳✶✾ ✵✳✶✻ ✵✳✷✷ ✵✳✸✽ ✵✳✶✸
med(erri) ❊❊❙ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷
max(erri) ❊❊❙ ✵✳✵✺ ✵✳✵✾ ✵✳✵✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✾ ✵✳✵✻ ✵✳✵✺ ✵✳✶✶ ✵✳✶✵

med(erri) P❚❊❊▼ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✷
max(erri) P❚❊❊▼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✾ ✵✳✵✽ ✵✳✵✼ ✵✳✶✵ ✵✳✵✹ ✵✳✵✻ ✵✳✶✶ ✵✳✵✻

Rmed P❚✴❊❊❙ ✷✳✺✶ ✷✳✹✻ ✷✳✼✼ ✷✳✻✸ ✷✳✸✾ ✶✳✼✻ ✸✳✵✻ ✷✳✷✷ ✷✳✶✵ ✷✳✸✼
Rmax P❚✴❊❊❙ ✹✳✺✽ ✶✳✻✵ ✸✳✷✸ ✹✳✻✶ ✸✳✷✻ ✷✳✶✵ ✷✳✽✸ ✹✳✼✼ ✸✳✺✵ ✶✳✸✻

Rmed P❚✴P❚❊❊▼ ✷✳✶✹ ✶✳✾✽ ✶✳✼✾ ✷✳✽✹ ✷✳✼✺ ✷✳✶✽ ✷✳✼✷ ✷✳✼✽ ✷✳✹✸ ✷✳✻✵
Rmax P❚✴P❚❊❊▼ ✸✳✵✺ ✷✳✵✷ ✷✳✸✺ ✹✳✶✻ ✸✳✹✹ ✶✳✼✾ ✸✳✼✷ ✸✳✼✽ ✸✳✺✵ ✷✳✶✻
Rmed ❊❊❙✴P❚❊❊▼ ✵✳✽✺ ✵✳✽✶ ✵✳✻✺ ✶✳✵✽ ✶✳✶✺ ✶✳✷✹ ✵✳✽✾ ✶✳✷✺ ✶✳✶✻ ✶✳✶✵
Rmax ❊❊❙✴P❚❊❊▼ ✵✳✻✼ ✶✳✷✻ ✵✳✼✸ ✵✳✾✵ ✶✳✵✻ ✵✳✽✺ ✶✳✸✷ ✵✳✼✾ ✶✳✵✵ ✶✳✺✽

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ✿ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡s
s✉r ✷✵ r✉♥s ♣♦✉r ❧✬❊❊❙✱ P❚ ❡t P❚❊❊▼✱ r❛t✐♦ ❞❡ ♠é❞✐❛♥❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r P❚ s✉r ♠é❞✐❛♥❡
✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❊❊❙✱ r❛t✐♦ ❞❡ ♠é❞✐❛♥❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r P❚ s✉r ♠é❞✐❛♥❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r P❚❊❊▼✱ ❡t r❛t✐♦ ❞❡ ♠é❞✐❛♥❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❊❊❙ s✉r ♠é❞✐❛♥❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r P❚❊❊▼✳

✶✱✼✱✶✹ ❡t ✷✵✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ P❚ ❡t ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ P❚❊❊▼ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✶ ❡t ✻✳✷✮✱ ❡t ✉♥❡ ✜❣✉r❡

♠♦♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♣rès ❜✉r♥✲✐♥ ❞❡s ❝✐♥q ❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✮✳

▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▲❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✉r ❧❡s

❝❡♥ts r✉♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺✳

▼♦✉✈❡♠❡♥ts ▲♦❝❛✉① ▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡

❊❊❙ ✵✳✸✽✼ ✵✳✼✾✾
P❚ ✵✳✸✸✼ ✵✳✾✵✺

P❚❊❊▼ ✵✳✸✸✸ ✵✳✽✷✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ✕ ❚❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ✭▼❍✮ ❡t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✉r ❝❡♥t
r✉♥s✱ ♣♦✉r ❧✬❊❊❙ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✵✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✱ ✼✱ ✶✹ ❡t ✷✵ ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉ à ✈✐s✐t❡r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s✱ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ♣r♦♣❛❣és ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✱ ✼✱ ✶✹ ❡t ✷✵ ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✳ ▲❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝✐♥q ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ ✈✐s✐té t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝✐♥q ❝❤❛î♥❡s ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❝✐♥q ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ ✈✐s✐té t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❛✈❡❝ q✉❡❧❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✱ ✶✵ ❡t ✷✵ ♦♥t ❡✛❡❝t✉é ❞❡s

♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❧♦rs ❞❡s ✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚❊❊▼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶ ❛ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ é❧❡✈é✳ ❈❡❧❛ ♣❛r❛✐t ❧♦❣✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡

❞✬✐♥❞✐❝❡s ♣r♦❝❤❡s ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❞❡s ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s

r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶✵ ❛ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t é❝❤❛♥❣é s♦♥ ét❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♣r♦❝❤❡

❞❡ ✶✵✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✷✵ ❛ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t é❝❤❛♥❣é s♦♥ ét❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ é❧❡✈é✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❡t ❛❝❝❡♣tés ♣♦✉r

t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❈❛s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥ é❣❛✉①

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥té✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ P❚❊❊▼ ❡t ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t

❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥ é❣❛✉①✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s σ1 = . . . = σ5 = 0.4✱ σ6 = . . . = σ13 = 0.1 ❡t

σ14 = . . . = σ20 = 0.05✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✶✶

❝❤❛î♥❡ ✶ ❝❤❛î♥❡ ✶✵ ❝❤❛î♥❡ ✷✵

❝❤❛î♥❡ ✶ ✵✳✵✵ ✹✳✻✸ ✵✳✺✵
❝❤❛î♥❡ ✷ ✶✻✳✸✷ ✹✳✸✸ ✵✳✻✷
❝❤❛î♥❡ ✸ ✶✹✳✸✹ ✹✳✷✾ ✵✳✻✹
❝❤❛î♥❡ ✹ ✶✶✳✾✽ ✹✳✻✹ ✵✳✼✵
❝❤❛î♥❡ ✺ ✾✳✾✻ ✹✳✽✾ ✵✳✼✻
❝❤❛î♥❡ ✻ ✽✳✷✻ ✺✳✹✻ ✶✳✵✸
❝❤❛î♥❡ ✼ ✻✳✺✼ ✺✳✼✻ ✶✳✶✼
❝❤❛î♥❡ ✽ ✻✳✵✶ ✻✳✷✻ ✶✳✺✵
❝❤❛î♥❡ ✾ ✹✳✾✻ ✻✳✼✹ ✷✳✵✸
❝❤❛î♥❡ ✶✵ ✹✳✸✷ ✵✳✵✵ ✷✳✸✵
❝❤❛î♥❡ ✶✶ ✸✳✷✺ ✼✳✶✶ ✸✳✶✸
❝❤❛î♥❡ ✶✷ ✷✳✽✺ ✻✳✻✼ ✹✳✸✸
❝❤❛î♥❡ ✶✸ ✷✳✹✷ ✻✳✻✺ ✺✳✻✶
❝❤❛î♥❡ ✶✹ ✶✳✾✽ ✻✳✶✶ ✼✳✸✽
❝❤❛î♥❡ ✶✺ ✶✳✻✶ ✺✳✼✻ ✽✳✼✺
❝❤❛î♥❡ ✶✻ ✶✳✹✹ ✺✳✶✸ ✶✵✳✻✹
❝❤❛î♥❡ ✶✼ ✶✳✶✺ ✹✳✻✹ ✶✸✳✼✷
❝❤❛î♥❡ ✶✽ ✶✳✵✽ ✹✳✸✷ ✶✻✳✵✾
❝❤❛î♥❡ ✶✾ ✵✳✽✼ ✸✳✻✸ ✶✾✳✶✵
❝❤❛î♥❡ ✷✵ ✵✳✻✷ ✷✳✾✾ ✵✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥s ✭✪✮ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❛❝❝❡♣tés ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s ✭♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s ❞✉ P❚❊❊▼✮✳ ■❞❡♠ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✵ ❡t ✷✵✳

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚❊❊▼ ❡t ❊❊❙ s♦♥t ❧❛♥❝és ✶✵✵ ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

P❚❊❊▼ ❡st ❧❛♥❝é s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲

❍❛st✐♥❣s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ P❚❊❊▼✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✷✵ ❝❤❛î♥❡s✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✻

♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s H1 = 0.5 ❡t H2 à H6 ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶✳✺ ❡t ✷✵✳ ▲❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡

é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✻✵✳ P♦✉r ❧✬❊❊❙✱ ✻ ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✐✈❡❛✉①

❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❧❡ P❚❊❊▼✱ ❡t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✻✵✱ ❡t pee = 0.1✳ ❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r ❧❡s ✷✵ ♠♦❞❡s

s♦♥t ré♣❛rt✐s ❞❛♥s tr♦✐s ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s

♠♦❞❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭0.42 ❡t 0.12✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ r❡♣rés❡♥t❡

✶✵✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s

❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡t s❡❝♦♥❞s ♠♦♠❡♥ts✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ✭❇✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s

❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ P❚❊❊▼ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❥✉st❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ ❆ ♣r♦♣♦s ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✈✐s✐tés✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❡♥ ❛ ✈✐s✐té ✶✽✳✾✶ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✶✵✵ r✉♥s✱



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ✶✵✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

❝♦♥tr❡ ✶✼✳✽✸ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❊❊❙✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱

♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ P❚❊❊▼ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❊❊❙✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s

♠é❞✐❛♥❡ ❊❊❙✴♠é❞✐❛♥❡ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✷✵ ♠♦❞❡s ❞❡ ✶✳✷✶✸✱ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ♠❛①✐♠✉♠

❊❊❙✴♠❛①✐♠✉♠ P❚❊❊▼ s✉r ❧❡s ✷✵ ♠♦❞❡s ❞❡ ✶✳✷✵✸✳

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭σ = 0.01

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ P❚❊❊▼ ❡t ❧✬❊❊❙ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ♠♦❞❡s q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t

✐s♦❧és✱ é❧♦✐❣♥és ❞❡ ♠♦❞❡s ♣❧✉s ✓ ❧❛r❣❡s ✔✳

✻✳✷✳✷ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡

●✐❜❜s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❊❊❙✱ s❛♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r

❞❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ✓ étêté❡s ✔✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳

❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ✿ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s

q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✶✳✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣❛❧❛①②

✭✈♦✐r ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✮✳

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✶✳✷✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢

❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ s♦✐t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s µ✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2✱ ❧❡s ♣♦✐❞s

w✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s c ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β✳ ❈✬❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✶✸

q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r

❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉①✳

❉❡♥s✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡s

◆♦✉s ♥♦t♦♥s y = (yi)i=1...n✱ µ = (µp)p=1...k✱ σ
2 = (σ2

p)p=1...k✱ w = (wp)p=1...k✱ c = (ci)i=1...n✱ ❡t

mp ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ p ✿ mp =
∑n

i=1 1ci=p✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❝✐❜❧❡

s✉✐✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

π(x) = p(µ, σ−2, w, c, β | y) ∝ p(y | µ, σ−2, c)p(µ, σ−2, c, β, w).

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t êtr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♠✲

♣éré❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

πi(x) ∝ π(x)
1
Ti ∝ p(y | µ, σ−2, c)

1
Ti p(µ, σ−2, w, c, β)

1
Ti .

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ❢❛✐t r❡♠❛rq✉é ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❇❡❤r❡♥s ❡t ❍✉r♥ ❬✷✶❪✱ ❡♥

t❡♠♣ér❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t❡♠♣éré❡ s❡r❛ ♣r♦♣r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ t❡♠♣ér❡r q✉❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱

❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ t❡♠♣érés✳ ◆♦✉s é✈✐t♦♥s ❛✐♥s✐ ❞✬êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♠♣r♦♣r❡✳ ◆♦✉s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ s✉✐✈❛♥t ✭❢♦r♠✉❧❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡

✭❉✳✸✮✮ ✿

π′
i(x) ∝ p(y | µ, σ−2, c)

1
Ti p(µ, σ−2, c, β, w). ✭✻✳✽✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡

❝❤❛î♥❡ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❛✈❡❝ i = 1, . . . N ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ p = 1, . . . , k ❧✬✐♥❞✐❝❡

❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡t l = 1, . . . , n ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿

xi = (µi, σ
−2
i , wi, ci, βi), µi = (µi1, µi2, . . . , µik),

σ−2
i = (σ−2

i1 , σ−2
i2 , . . . , σ−2

ik ), wi = (wi1, wi2, . . . , wik), ✭✻✳✾✮

ci = (ci1, ci2, . . . , cin), mi = (mi1,mi2, . . . ,mik).

P♦✉r µi✱ σ
−2
i ❡t wi✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

µip | σ−2
ip , y, ci, ξ, κ

−1 ∼ N
((mipσ

−2
ip

Ti
+ κ
)−1(σ−2

ip

Ti

∑

l:cil=p

yl + ξκ
)
,
(mipσ

−2
ip

Ti
+ κ
)−1

)
. ✭✻✳✶✵✮



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

σ−2
ip | µip, y, ci, α, βi ∼ Γ

(
α+

mip

2Ti
, βi +

∑

l:cil=p

(yl − µip)
2

2Ti

)
. ✭✻✳✶✶✮

wi | ci, δ ∼ D(δ +mi1, δ +mi2, . . . , δ +mik). ✭✻✳✶✷✮

P♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ci✱ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ✉♥❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡

❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

pi(cil = p | y, µi, σ
−2
i , wi) ∝

1

σ
1
Ti

ip

exp
(
− (yl − µip)

2

2σ2
ipTi

)
wip. ✭✻✳✶✸✮

❊♥✜♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ βi ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

βi | σ−2
i , α, g, h ∼ Γ

(
g + kα, h+

k∑

p=1

σ−2
ip

)
. ✭✻✳✶✹✮

Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❙♦✐t ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s i ❡t j sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

1 ∧
π′
i(xj)π

′
j(xi)

π′
i(xi)π

′
j(xj)

= 1 ∧
( p(y|xi)
p(y|xj)

)(1/Tj−1/Ti)
,

❛✈❡❝

π′
i(xj)π

′
j(xi)

π′
i(xi)π

′
j(xj)

=

[∏k
p=1 σ

−mjp

jp∏k
p=1 σ

−mip

ip

] 1
Ti

− 1
Tj

exp

[
−1

2

( 1

Ti
− 1

Tj

)( n∑

l=1

(yl−µjcjl)
2σ−2

jcjl
−

n∑

l=1

(yl−µicil)
2σ−2

icil

)]
.

✭✻✳✶✺✮

❈r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs

▼ê♠❡ s✐ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❡①♣❧♦r❡ très ♠❛❧ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t r❡st❡ ❜❧♦q✉é ❞❛♥s

✉♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧ ✭✈♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s✬❡♥s✉✐t ♣❡✉t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs s✉r ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés à ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡

s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❈✳✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ é❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ k! ♠♦❞❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t t♦✉s êtr❡ ✈✐s✐tés ❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s é❣❛❧❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ ❝r✐tèr❡

q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs✳



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✶✺

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✹ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✶✳✷✱ ❡t

❧❛♥ç♦♥s ✶✵✵ ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs P❚ ❡t P❚❊❊▼✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r êtr❡ é❝❤❛♥❣é❡s✳ ❈❤❛q✉❡

r✉♥ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ✺✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s N = 20 ❝❤❛î♥❡s✱ K = 5

♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ✺✳✷✮ ✿ α = 2✱ ξ = ȳ✱ δ = 1✱ κ = 1/R2✱

g = 0.2 ❡t h = 10/R2✱ ❛✈❡❝ R = max(data) −min(data)✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡s✱ ✐❧s

s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡H1 = 105 ❡tH5 = 285✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✳✶✼✱ ✶✵ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ ✶✳✶✽ ❡t ✶✳✷✽ ❡t ✻ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ ✶✳✸✵

❡t ✶✵✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳✶ ◆♦✉s ❛✈♦♥s été ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❡

t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✳✸ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✓ s❛✉t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✳✶✽

❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✳✷✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✳✶✽

s♦♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛♥♥❡❛✉✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à

✶✳✷✽ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛♥♥❡❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s

❡♥tr❡ ✶✳✶✽ ❡t ✶✳✷✽✳

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s✉r ✉♥ r✉♥ ❞❡ P❚❊❊▼ q✉❡ ❝❡s ❝❤♦✐① ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡s s♦♥t ♣❡rt✐✲

♥❡♥ts✱ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s❛✉ts ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✼ ♣♦✉r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❞❡s ét❛ts ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ❝❤❛î♥❡s✳

(−∞, 134.8) [134.8, 173) [173, 222) [222, 285) [285,+∞)

❝❤❛î♥❡ ✶ ✸✾✾✹ ✻ ✵ ✵ ✵
❝❤❛î♥❡ ✹ ✸✻✻✶ ✷✺✸ ✽✹ ✷ ✵
❝❤❛î♥❡ ✽ ✶✷✷✸ ✸✸✷ ✶✸✸✻ ✶✵✹✻ ✻✸
❝❤❛î♥❡ ✶✵ ✹✵✽ ✸✷✹ ✶✺✸✹ ✶✻✶✽ ✶✶✻
❝❤❛î♥❡ ✶✷ ✸✻ ✾✷ ✼✺✻ ✷✻✾✹ ✹✷✷
❝❤❛î♥❡ ✶✻ ✵ ✵ ✵ ✶✷✵✺ ✷✼✾✺
❝❤❛î♥❡ ✷✵ ✵ ✵ ✵ ✸✹ ✸✾✻✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✼ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ✐ss✉s ❞❡ ✹✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❞❛♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✱ ✹✱ ✽✱ ✶✵ ✶✷✱ ✶✻ ❡t ✷✵✳

▲❛ t❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚❊❊▼ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt ♣❛r✈✐❡♥t

à ✈✐s✐t❡r ♣❧✉s ❞❡ ♠♦❞❡s q✉❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❛ été ✈✐s✐té ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s s♦♥ ❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡ errm = |f̂m − 1/4!|✱ ♦ù f̂m ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡s ❞✉ ♠♦❞❡ m✳

P✉✐s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

♠♦②❡♥♥❡ é❝❛rt✲t②♣❡ ♠✐♥ ♠❛①

P❚ ✶✷✳✹✷ ✶✳✼✼ ✽ ✶✻
P❚❊❊▼ ✶✼✳✶✽ ✷✳✵✺ ✶✸ ✷✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✽ ✕ ▼♦②❡♥♥❡✱ é❝❛rt✲t②♣❡✱ ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✈✐s✐tés ❧♦rs ❞❡
✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚ ❡t P❚❊❊▼✳

✳

❞❡s ♠♦❞❡s ❡t s✉r ❧❡s ✶✵✵ r✉♥s✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✉♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ✹✱✾✪ ❡t ✹✳✷✪ ♣♦✉r

P❚✱ ❡t ❞❡ ✸✳✾✪ ❡t ✸✳✽✪ ♣♦✉r P❚❊❊▼✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✾ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❞✉ P❚❊❊▼✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡

❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♦♥t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣r♦❝❤❡s✳

❝❤❛î♥❡ ✶ ❝❤❛î♥❡ ✶✵ ❝❤❛î♥❡ ✷✵

❝❤❛î♥❡ ✶ ✵✳✵✵ ✶✳✵✵ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✷ ✷✸✳✷✾ ✶✳✶✹ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✸ ✷✵✳✵✼ ✶✳✹✽ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✹ ✶✹✳✹✶ ✸✳✶✷ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✺ ✶✷✳✹✺ ✹✳✷✹ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✻ ✶✵✳✺✷ ✺✳✸✻ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✼ ✽✳✵✷ ✼✳✾✼ ✵✳✵✶
❝❤❛î♥❡ ✽ ✺✳✹✹ ✶✶✳✵✻ ✵✳✵✶
❝❤❛î♥❡ ✾ ✸✳✶✼ ✶✸✳✾✶ ✵✳✵✶
❝❤❛î♥❡ ✶✵ ✶✳✹✾ ✵✳✵✵ ✵✳✵✽
❝❤❛î♥❡ ✶✶ ✵✳✼✺ ✶✹✳✵✵ ✵✳✶✸
❝❤❛î♥❡ ✶✷ ✵✳✷✽ ✶✶✳✼✾ ✵✳✶✹
❝❤❛î♥❡ ✶✸ ✵✳✵✽ ✾✳✽✶ ✵✳✶✽
❝❤❛î♥❡ ✶✹ ✵✳✵✹ ✽✳✷✶ ✵✳✹✶
❝❤❛î♥❡ ✶✺ ✵✳✵✵ ✺✳✽✵ ✵✳✹✸
❝❤❛î♥❡ ✶✻ ✵✳✵✵ ✵✳✺✽ ✹✳✻✷
❝❤❛î♥❡ ✶✼ ✵✳✵✵ ✵✳✷✸ ✶✸✳✹✸
❝❤❛î♥❡ ✶✽ ✵✳✵✵ ✵✳✶✺ ✷✾✳✺✺
❝❤❛î♥❡ ✶✾ ✵✳✵✵ ✵✳✶✵ ✺✶✳✵✶
❝❤❛î♥❡ ✷✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✾ ✕ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✭✪✮ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❛❝❝❡♣tés ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s ✭♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s P❚❊❊▼ ✮✳ ■❞❡♠ ♣♦✉r ❝❤❛î♥❡s ✶✵ ❡t ✷✵✳

▲❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✉r ❧❡s ❝❡♥ts r✉♥s s♦♥t ❞❡ ✻✶✪

❡t ✺✸✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❛♣✲

♣❛r❡♠♠❡♥t P❚❊❊▼ ❡①♣❧♦r❡ ♠✐❡✉① ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ P❚✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦✐♥s

❞✬é❝❤❛♥❣❡s s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣♦✉r P❚❊❊▼ q✉❡ ♣♦✉r P❚✳ ❈❡❧❛ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✶✼

♣r♦♣♦sés ♣❛r P❚❊❊▼ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♣♦✉r P❚ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❡ttr❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s à tr❛✈❡rs❡r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❝❛r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s s❡ ❢♦♥t ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P❚❊❊▼ ✐❧

❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞é❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✷✵ ♠❡tt❡ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s à tr❛✈❡rs❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❝❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t é❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♠♦②❡♥♥❡s

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ P❚ ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ♥♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ ♠❛✐s

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ P❚❊❊▼ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t

❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ❛②❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ét❛ts ❞✬é♥❡r❣✐❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●❛❧❛①②

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●❛❧❛①② q✉✐ ❛ été ét✉❞✐é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦✐s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪ ♦✉ ❇❡❤r❡♥s ❡t ❍✉r♥ ❬✷✶❪✮✱ ❡t q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈é❧♦❝✐té ❞❡

✽✷ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ✜①é à k = 6✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛②❛♥t

❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭✈♦✐r ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪✮✳

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ✶✵✵ ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs P❚ ❡t P❚❊❊▼✳ ❈❤❛q✉❡ r✉♥ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡

✶✷✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✷✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s N = 20 ❝❤❛î♥❡s✱ K = 5 ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱

❡t ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ✺✳✷✮ ✿ α = 3✱ ξ = 20✱ δ = 1✱ κ = 1/R2✱ g = 0.2 ❡t

h = 10/R2✱ ❛✈❡❝ R = 10✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡s✱ ✐❧s s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s

s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ H1 = 180 ❡t H5 = 260✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♥♦✉s

♣r❡♥♦♥s ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✹✱ ❛②❛♥t ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❡♥tr❡ ✵✳✷✺ ❡t ✶✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✵ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚❊❊▼ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt ♣❛r✈✐❡♥t

à ✈✐s✐t❡r ♣❧✉s ❞❡ ♠♦❞❡s q✉❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚✳

♠♦②❡♥♥❡ é❝❛rt✲t②♣❡ ♠✐♥ ♠❛①

P❚ ✻✹✺✳✵✹ ✶✸✳✺✷ ✻✶✵ ✻✽✸
P❚❊❊▼ ✻✻✻✳✺✷ ✾✳✷✸ ✻✹✶ ✻✾✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵ ✕ ▼♦②❡♥♥❡✱ é❝❛rt✲t②♣❡✱ ✈❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✈✐s✐tés ❧♦rs ❞❡
✶✵✵ r✉♥s ❞❡ P❚ ❡t P❚❊❊▼✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❛ été ✈✐s✐té ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s s♦♥ ❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

P❚ ✿ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ✵✳✶✷✻✪ ❡t ✵✳✵✾✾✪ ♣♦✉r P❚✱ ❡t ❞❡ ✵✳✶✶✾✪ ❡t ✵✳✵✾✾✪ ♣♦✉r P❚❊❊▼✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ss✐ ✐❧ ❡st ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♦♥t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐❡✉

❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣r♦❝❤❡s ✭✈♦✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❉✳✶ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✮✳ ▲❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

♠♦②❡♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s✉r ❧❡s ✶✵✵ r✉♥s s♦♥t ❞❡ ✻✶✪ ❡t ✹✾✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s P❚ ❡t P❚❊❊▼✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

✻✳✷✳✸ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✷✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

k ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐♥❝♦♥♥✉✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛ ♣r✐♦r✐ k s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✱

k ∼ U[1,kmax].

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❡st x = (µ, σ−2, w, c, β, k)✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✷✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣❧✉s ✿ k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡

k ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛r 1[1,kmax](k)✳

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❧❡s ❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µi, σ
−2
i , wi, ci ❡t βi s❡ ❢♦♥t ❛✈❡❝

❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✷✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t k ♣❛r ki

❡t xi ♣❛r (µi, σ
−2
i , wi, ci, βi, ki)✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts à ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r

❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❈❛♣♣é ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ✭✈♦✐r

❛♥♥❡①❡ ❇✳✷✳✹✮✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡

❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈✐❞❡s ✭♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲

❞❡❛t❤ ✔✮✳

❈❤♦✐① ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st bki ✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡

❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st dki = 1− bki ✳ ❆✈❡❝✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ d1 = 0 ❡t bkmax
= 0✳ ❙✐♥♦♥✱

bki = dki = 0.5✳

❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥

❚r♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ❧❡ ♣♦✐❞s wip∗ ✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µip∗ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
ip∗ ❛ss♦❝✐és

❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t p∗✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✿

µip∗ ∼ N (ξ, κ−1), σ−2
ip∗ ,∼ Γ(α, β) wip∗ ∼ be(1, k).

P✉✐s ♥♦✉s ♣♦♥❞ér♦♥s ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ✶✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s

♣♦✐❞s wip ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ki ❛♥❝✐❡♥s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r ki + 1 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭❧❡s

❛♥❝✐❡♥s ♣❧✉s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐❞s wip∗✮✱ wip(1− wip∗)✳

▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρi = min(1, Ai)✱ ❛✈❡❝ ✿

Ai =
p(ki + 1)

p(ki)
(ki + 1)

1

B(δ, kiδ)
(1− wip∗)

n+kiδwδ−1
ip∗

dki+1

(ki0 + 1)bki
× 1

be1,ki(wip∗)
. ✭✻✳✶✻✮



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✶✾

❈❛s ❞✬✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t q✉❡❧ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r✳ ❖♥ ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ♣♦✐❞s

r❡st❛♥ts s♦♥t ♣♦♥❞érés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ✶✳ ▲❛ ♠♦rt ♣r♦♣♦sé❡ ❡st

❛❝❝❡♣té❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρi = min(1, A−1
i )✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐❢✲

❢ér❡♥t❡s✱ s✐ ❧❡✉rs ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❣❛✉①✳ ❙♦✐t ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s i ❡t j sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s

❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

1 ∧
π′
i(xj)π

′
j(xi)

π′
i(xi)π

′
j(xj)

= 1 ∧
( p(y|xi)
p(y|xj)

)(1/Tj−1/Ti)
,

❛✈❡❝

π′
i(xj)π

′
j(xi)

π′
i(xi)π

′
j(xj)

=

[∏kj
p=1 σ

−mjp

jp∏ki
p=1 σ

−mip

ip

] 1
Ti

− 1
Tj

exp

[
−1

2

( 1

Ti
− 1

Tj

)( n∑

l=1

(yl−µjcjl)
2σ−2

jcjl
−

n∑

l=1

(yl−µicil)
2σ−2

icil

)]

✭✻✳✶✼✮

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✷ ❡st q✉❡ ki ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ kj ✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ ✭r❡s♣♦♥s❛❜❧❡

❞✉ ♣❛❧✉❞✐s♠❡✮✱ à ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❉♦①②❝②❝❧✐♥❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s ♦♥t été ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❙✳ ❇r✐♦❧❛♥t

✭♠é❞❡❝✐♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ▼é❞❡❝✐♥❡ ❚r♦♣✐❝❛❧❡ ❞✉ ❙❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❙❛♥té ❞❡s ❆r♠é❡s✮ ❡t ❋✳

◆♦st❡♥ ✭❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ ♠❛❧❛r✐❛ ❞❡ ❙❤♦❦❧♦ ✭❙▼❘❯✮ ❡♥ ❚❤❛ï❧❛♥❞❡✮✳ ❉❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ s❛♥❣ ❞❡ ✼✷✸ ♣❛t✐❡♥ts ❛tt❡✐♥ts ❞✉ ♣❛❧✉❞✐s♠❡ ♦♥t été r❡❝❡✉✐❧❧✐s ❡♥ ❚❤❛ï❧❛♥❞❡✱ ♣✉✐s

❡①♣♦sés à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ ❉♦①②❝②❝❧✐♥❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❛ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❞✬❊①♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✺✵✪ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛s✐t❡s ❡st t✉é❡ ✭❈❊✺✵✮✳ ❆ ❧❛ ✈✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱

❧❡s ♠é❞❡❝✐♥s ♣❡♥s❡♥t q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s

s❡♥s✐❜✐❧✐tés à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐❞é❡ ✜①❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts

ré✈❡rs✐❜❧❡s s✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❝❡♥tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s N = 20 ❝❤❛î♥❡s✱ K = 5 ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts

✭✈♦✐r ✺✳✷✮ ✿ R = max(data) − min(data)✱ ξ = mean(data)✱ α = 3✱ g = 0.2✱ δ = 1✱ h = 10/R2✱

κ = 1/R2 ❡t kmax = 10✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✿ ❝✐♥q s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡

é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✳✵✶✸✱ tr♦✐s ❧❡ s♦♥t ❡♥tr❡ ✶✳✵✹ ❡t ✶✳✶✾✱ tr♦✐s ❡♥tr❡ ✶✳✷✼ ❡t ✶✳✸✻✱

❝✐♥q ❡♥tr❡ ✶✳✹✺ ❡t ✶✳✾✱ ❡t q✉❛tr❡ ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✶✵✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡s✱ H1 = 525✱ ❡t



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❧❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉① s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✼✹✵ ❡t

✶✵✸✵✳

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s tr♦✐s r✉♥s ❞✉ P❚❊❊▼ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡r✲

s✐❜❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts k

s✉r ❧❡s tr♦✐s r✉♥s ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✳ ❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts à ✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s

❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ P❚❊❊▼✱ ❝❡rt❛✐♥s r✉♥s r❡st❡♥t ❜❧♦q✉és ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉① ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥

♠♦❞❡ ♦ù k = 2 ❡t ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✮✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ✐❝✐

❞✬✉t✐❧✐s❡r P❚❊❊▼✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts k ✭♠♦②❡♥♥❡ s✉r tr♦✐s
r✉♥s ❞✉ P❚❊❊▼ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s✮✳

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❡♥s✉✐t❡ tr♦✐s r✉♥s ❞✉ P❚❊❊▼ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱

❡♥ ❛②❛♥t ✜①é k = 4✳ ▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❧❛❜❡❧✲

s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔✱ ♥♦✉s ❧❛❜❡❧❧✐s♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❧✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ✭♠♦②❡♥♥❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✮ ✿ ❝✬❡st ✐❝✐ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❛

♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s tr♦✐s r✉♥s s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❧❡s

q✉❛tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st✐♠és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s r✉♥s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❉✳✷✱ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ r❡♣rés❡♥t❡

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st✐♠és ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡

♦❜t❡♥✉ ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉

♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛s✐t❡s ♣❧✉tôt ✓ s❡♥s✐❜❧❡s ✔ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡ ✭❡♥ ✈✐♦❧❡t✱ ❈❊✺✵



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✷✶

♠♦②❡♥♥❡ ❢❛✐❜❧❡✮✱ ❡t ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛s✐t❡s ♣❧✉tôt ✓ rés✐st❛♥ts ✔ ✭❡♥ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r✱ ❈❊✺✵ ♠♦②❡♥♥❡

é❧❡✈é❡✮✳ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s

❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st✐♠és ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦✜❧s ❣é♥ét✐q✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡ ✭❡♥ ♥♦✐r✮✱
❧❡s ✹ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st✐♠és ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭❡♥ ✈✐♦❧❡t✱ ✈❡rt✱ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r ❡t ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é
✭❡♥ ♦r❛♥❣❡✮✳

✻✳✷✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐t❡s ♣r♦♠♦t❡✉rs ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥

❊♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

❣è♥❡s ❡st ❝♦♥tr♦❧é❡✱ ré❣✉❧é❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é❜♦✉❝❤❡r

s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ❊♥ rés✉♠é✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡

tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❘◆✱ q✉✐ ✈❛ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦❧②✲

♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ✭✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✮ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sé✱ s❡✉❧❡s q✉❡❧q✉❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❉◆ ✈♦♥t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬❆❘◆✳

❈❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ❣è♥❡s✳ ▼❛✐s t♦✉s ❧❡s ❣è♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr❛♥s❝r✐ts ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s

❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✳ ▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣è♥❡s ✈❛ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞✉ st❛❞❡ ❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❞✉ t②♣❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱✳ ✳ ✳ ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❣è♥❡s ♥❡ s❡r♦♥t tr❛♥❝r✐ts q✉❡ ❞❛♥s

❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✉s❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦♠♦t❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r à q✉❡❧ ❡♥❞r♦✐t ❞♦✐t ❝♦♠✲

♠❡♥❝❡r ♦✉ ♣❛s ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❉◆✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣è♥❡✱ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✭♦✉ é❧é♠❡♥ts tr❛♥s✲ré❣✉❧❛t❡✉rs✮ ✈♦♥t s❡ ❧✐❡r à ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♠♦t❡✉rs

❛✜♥ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❜❧♦q✉❡r✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt✳

❯♥❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱

❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ✭♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❡s♣è❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▼❛✐s à ❝❛✉s❡

❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣è♥❡

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❞é❧✐❝❛t❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t

♠✉❧t✐♣❧❡s ✭✈♦✐r ❙t♦r♠♦ ❡t ❍❛rt③❡❧❧ ❬✷✶✸❪✮✳ P✉✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣✲

♣é❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭▲❛✇r❡♥❝❡ ❡t ❘❡✐❧❧② ❬✶✷✼❪✮

♦✉ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ✭▲❛✇r❡♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✻❪✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✸❪✮✳ ❱♦✐r ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪

♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

t❡❧s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st très ❣r❛♥❞✱ ❡t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❛

t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡st❡r ❝♦✐♥❝é ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉①✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞✉ P❚❊❊▼✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳

❬✶✶✽❪ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s

séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❡♥ ✉♥ s❡✉❧

❜❧♦❝✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s s✐t❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ s✐t❡✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t

êtr❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡ s❛♥s tr♦♣ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ✭✈♦✐r ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✸❪✱ ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ♦✉ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✺❪✮✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs

❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t❡s ❞❡ ✜①❛✲

t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ✿ ❆✱ ❈✱ ● ❡t ❚✳ ◆♦✉s

♥♦t♦♥s |A| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ▲❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ♥♦té❡s

L1, L2, . . . , LM ✱ ❡t w ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ m✱ ✐❧ ② ❛ L∗
m = Lm − w + 1 ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ✭❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s s✐t❡s ❡♥ ❡♥t✐❡r✮✳ ❈♦♠♠❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s✐t❡s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s M séq✉❡♥❝❡s ✭❛♠♣✉té❡s ❞❡ ❧❡✉rs w

❞❡r♥✐èr❡s ❜❛s❡s✮ ♠✐s❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛♥❞❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥t❡✲

♥❛♥t |A| s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs ❛✉ ✈❡❝t❡✉r A = (a1, a2, . . . , aL∗) ❝♦♥st✐t✉é

❞❡ ✵ ❡t ❞❡ ✶✱ ❛✈❡❝ ai = 1 s✐ ❧❛ iè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥

s✐t❡✱ ❡t ai = 0 s✐♥♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ L∗
m ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱







✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✷✺

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷
✶ ❚ ❚ ❈ ❆ ❆ ❚ ❆ ● ❆ ❚ ❆ ❚
✷ ❆ ❆ ❈ ❆ ● ● ❆ ● ❚ ❈ ❆ ❈
✸ ❆ ❚ ❈ ❚ ● ● ❚ ❚ ❚ ❚ ❈ ❚
✹ ❚ ❆ ❈ ❆ ● ● ❚ ● ❚ ❈ ❆ ❈
✺ ❆ ❚ ❈ ● ● ❚ ❚ ● ❆ ❈ ❆ ❈
✻ ❚ ❚ ❈ ❆ ● ❚ ❚ ● ❈ ❈ ❈ ❈
✼ ❚ ❚ ❈ ❆ ● ● ❆ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✽ ❚ ❚ ❈ ❆ ● ● ❆ ❚ ❚ ❈ ❆ ●
✾ ❆ ● ❈ ❆ ● ❚ ❆ ● ❆ ❚ ● ❚
✶✵ ❚ ● ❈ ❚ ❚ ❚ ❆ ● ❚ ❚ ❈ ❈
✶✶ ❆ ● ❚ ❆ ❆ ● ❚ ● ❚ ❚ ❈ ❈
✶✷ ❆ ❚ ❚ ● ● ❚ ❆ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✶✸ ❚ ❚ ❈ ❆ ● ● ❆ ● ❆ ❈ ❆ ❈
✶✹ ❚ ❚ ❈ ● ● ● ❚ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✶✺ ❆ ❚ ❈ ❚ ● ❚ ❚ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✶✻ ❚ ❚ ❈ ● ● ❚ ❚ ❚ ❆ ❚ ❆ ❈
✶✼ ❚ ❆ ❚ ❆ ● ● ❆ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✶✽ ❆ ❚ ❈ ● ● ❚ ❆ ● ❚ ❈ ● ❈
✶✾ ❆ ❚ ❈ ❆ ● ● ❚ ● ❚ ❚ ❆ ❈
✷✵ ❆ ❚ ❈ ❆ ● ● ❚ ❚ ❈ ❚ ❈ ❈

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶ ✕ ▲❡s ✷✵ s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ✶✷ ❣é♥érés✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡ ❡♥t✐èr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❚❚❚❆❆❆❆❆❚●●●❈❈❈❈●❚❆❆❆❆❆❆❚❚❈❆❆❚❆●❆❚❆❚❚❚❆❆❚●❆❆●

❆●●●●❚❈❈●●❆❆●●●❈❈❈❈❈●●❚❚❈●●●●●●❚❚❚❚❚●●❆❆❆❆❆●❚❆❆❆

❆❆●●●●❚❚❚❆❆❆❈❈❈❈❈❚❚❚❆●●●●●●❚●●●●❈❈❈●❈❈❆❆❆❈❆●●❆●

❚❈❆❈❆❆❈❈❚●●●●❚❆●●●●❈❈❈●❚❚❚❚●●●❚❚●●❈❈❈❈❚❚❚❚●●●❆❈❈

❈❚❚❚❚❚❈❈❆❆❆❆❈●●❈❈❚❚❚❚❆❆❚❚❚❚❚❚●●●●●●✳

▲❡s ❞❡✉① s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ✷✻ ❡t ✶✸✹✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉✬✐❧

♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ ❧❛ ✓ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲s❡q✉❡♥❝❡ ✔✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s

❞♦♥♥❡♥t ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s s❡ r❡ss❡♠❜❧❡r ❡t ❞❡ ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧❡s ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❡♥ ❣r❛s✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✿

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Θ ❡st s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s

β1, β2, . . . , βw✳ ❙♦✐t θk ∼ D(θk)✱ ❛✈❡❝ βk = (βkA, βkC , βkG, βkT ) ✿

π(Θ) ∝
w∏

k=1

θβk−1
k , ❛✈❡❝ θβk

k =
∏

j={A,C,G,T}
θ
βkj

kj .

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ✈❛❧♦✐r ✶ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ai ❞❡ A ✈❛✉t p0✱ p0 ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ✿

π(A | p0) = p
|A|
0 (1− p0)

L∗−|A|.

❊♥✜♥✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ p0 ❡st s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t❛ Be(a, b) ✿

π(p0) ∝ pa−1
0 (1− p0)

b−1.

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r A ❡st ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❛②❛♥t

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❢♦r✲

♠✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ A ❡t S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s S ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ S(A) ❡t ❞❡ S(AC)✱ ❡t θ0 ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉✳ ❆❧♦rs ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s S

s✬é❝r✐t ✿

π(S | A,Θ) = π(S(A) | A,Θ)π(S(AC) | A, θ0).

❆✈❡❝

π(S(AC) | A, θ0) =
π(S | A, θ0)

π(S(A) | A, θ0)
,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

π(S | A,Θ) =
π(S(A) | A,Θ)π(S | A, θ0)

π(S(A) | A, θ0)
∝ π(S(A) | A,Θ)

π(S(A) | A, θ0)
. ✭✻✳✶✽✮

▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧èt❡s (A,S) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✱ ❛✈❡❝ θCk

k =
∏

j={A,C,G,T} θ
Ckj

kj ✿

π(S,A|Θ, p0) ∝ π(S|A,Θ)π(A|p0)

∝ π(S(A)|A,Θ)

π(S(A)|A, θ0)
π(A|p0)

∝ 1

π(S(A)|A, θ0)
w∏

k=1

θCk

k × p
|A|
0 (1− p0)

L∗−|A|. ✭✻✳✶✾✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ✈❛✉t ❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ θCk+βk−1
k =

∏
j={A,C,G,T} θ

Ckj+βkj−1
kj ✿

π(S,A,Θ, p0) ∝ π(S,A|Θ, p0)π(Θ)π(p0)

∝ 1

π(S(A)|A, θ0)
w∏

k=1

θCk+βk−1
k × p

|A|+a−1
0 (1− p0)

L∗−|A|+b−1. ✭✻✳✷✵✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ✿

π(A,Θ, p0 | S) ∝ π(S,A,Θ, p0),
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♦r ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✉ ✈❡❝t❡✉rA✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝

❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✱ ❡t ✐♥té❣r♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Θ ❡t p0✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✽✮ ❞❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ❛✈❡❝ Γ(Ck+βk) =
∏

j={A,C,G,T} Γ(Ckj+βkj) ✿

π(A | S) ∝ 1

π(S(A)|A, θ0)
Γ(|A|+ a)Γ(L∗ − |A|+ b)

Γ(L∗ + a+ b)

w∏

k=1

Γ(Ck + βk)

Γ(|A|+ |βk|)
. ✭✻✳✷✶✮

◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❛②❛♥t π(A | S) ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ A = (a1, a2, . . . , aL∗) ❡t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ai ✈❛✉t ✵ ♦✉ ✶✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s

❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❡r A é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ai s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❝♦♠♣❧èt❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✭❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s é✈✐❞❡♥t❡s✮ ✿

A = ai ∪A[−i] ⇒
{
|A| = |A[−i]|+ 1 s✐ ai = 1

|A| = |A[−i]| s✐ ai = 0

Ck = Ck(−i) + Ck(i).

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ck = (CkA, CkC , CkG, CkT ) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s

❡♥ kè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ck(−i) = (Ck(−i)A, Ck(−i)C , Ck(−i)G, Ck(−i)T )

❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❡♥ kè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❡ s✐t❡ ❝♦♠♠❛♥ç❛♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ❊t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ck(i) = (Ck(i)A, Ck(i)C , Ck(i)G, Ck(i)T )

❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❡♥ kè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❡

❧❛ ❣r❛♥❞❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ tr♦✐s ✵ ❡t ❞✬✉♥ ✶✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à π(S(A) | A, θ0) ✐♥✲

t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ✭✻✳✷✶✮✳ S(am) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐t❡ ❞❡ S(A) ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ m✱ ❡t S(A[−m])

r❡♣rés❡♥t❡ S(A) ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❧❡ s✐t❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ m✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

π(S(A) | A, θ0) =

|A|∏

m=1

π(S(am) | A, θ0). ✭✻✳✷✷✮

❆❧♦rs✱

❙✐ ai = 1, π(S(A) | A, θ0) = π(S(ai) | A, θ0)× π(S(A[−i]) | A, θ0). ✭✻✳✷✸✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ✿
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p(ai = 1|A[−i], S) ∝ 1

π(S(ai) | A, θ0)× π(S(A[−i]) | A, θ0)
Γ(|A[−i]|+ 1 + a)Γ(L∗ −A[−i] − 1 + b)

Γ(L∗ + a+ b)

×
w∏

k=1

Γ(Ck(−i) + Ck(i) + βk)

Γ(|A[−i]|+ 1 + |βk|)
,

p(ai = 0|A[−i], S) ∝ 1

π(S(A[−i]|θ0)
Γ(|A[−i]|+ a)Γ(L∗ −A[−i] + b)

Γ(L∗ + a+ b)
×

w∏

k=1

Γ(Ck(−i) + βk)

Γ(|A[−i]|+ |βk|)
,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

p(ai = 1|A[−i], S)

p(ai = 0|A[−i], S)
=

1

π(S(ai) | A, θ0)

Γ(|A[−i]|+ 1 + a)Γ(L∗ −A[−i] − 1 + b)

Γ(|A[−i]|+ a)Γ(L∗ −A[−i] + b)
✭✻✳✷✹✮

×
w∏

k=1

Γ(Ck(−i) + Ck(i) + βk)

Γ(Ck(−i) + βk)

w∏

k=1

Γ(|A[−i]|+ |βk|)
Γ(|A[−i]|+ 1 + |βk|)

=
1

π(S(ai) | A, θ0)
×

|A[−i]|+ a

L∗ −A[−i] − 1 + b
×

w∏

k=1

(
Ck(−i) + βk

|A[−i]|+ |βk|

)Ck(i)

.

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❊❙

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❊❙ ✉t✐❧✐s❡ K ❝❤❛î♥❡s✳ ▲❛ lè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✿

π̃l(A) ∝ exp
(
− h(A) ∨Hl

Tl

)
❛✈❡❝ h(A) = −log(π(A | S)).

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✱ π̃1(A) = π(A | S)✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ♥♦✉s

❛❝t✉❛❧✐s♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❡❧❧❡s ♥❡

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❝t✉❛❧✐sé❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❝❛r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t

✓ étêté❡s ✔ ✭✈♦✐r ✺✳✹✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪✱ ♥♦✉s ❛❝t✉❛❧✐s♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ❝❤❛î♥❡s à ❧✬❛✐❞❡

❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ❙♦✐t A ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ lè♠❡ ❝❤❛î♥❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ Ck, k = 1, . . . , w✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Θ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❡st✐♠é❡✱ ♣✉✐s ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣t❡s ❧✉✐ s♦♥t

r❛❥♦✉tés✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Θ̂✳ P❧✉s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st é❧❡✈é ❡t ♣❧✉s ❧❡s ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣t❡s ❛❥♦✉tés

s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ Θ̂ ✈❡rs ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ p̂0 = 1/L̄∗ ❡st ❞é✜♥✐✱ ♦ù L̄∗

❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s L∗
m✳ ❆❧♦rs✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ✿ s✐ x1x2 . . . xw

s♦♥t ❧❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞✬✉♥ s✐t❡ ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛✐t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i✱ a∗i = 1 ❡st ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝



✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✷✾

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

qi =
p̂0
∏w

k=1 Θ̂kxk

p̂0
∏w

k=1 Θ̂kxk
+ (1− p̂0)P (x1x2 . . . xw | θ0)

,

❛✈❡❝ P (x1x2 . . . xw | θ0) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s x1x2 . . . xw ❢❛ss❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ ❧❛ ✓ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲s❡q✉❡♥❝❡ ✔✳ Pr♦♣♦s❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s a∗i ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t r❡✈✐❡♥t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉r A∗✱ q✉✐ ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρ =
π̃l(A

∗)P (A | Θ̂∗)

π̃l(A)P (A∗ | Θ̂)
,

♦ù P (A∗ | Θ̂) =
∏L∗

i=1 q
a∗i
i (1 − qi)

1−a∗i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r A∗ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t

❛❝t✉❡❧ A✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ✉t✐❧✐s❡ N ❝❤❛î♥❡s✳ ▲❛ lè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✿

πl(A | S) = π(A | S)
1
Tl

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❊❊❙✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲

♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❧✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✳ P♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ l✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ s✉✐✲

✈❛♥t❡ ✿

p(ai = 1|A[−i], S)

p(ai = 0|A[−i], S)
=

(
1

π(S(ai) | A, θ0)
× |A[−i]|+ a

L∗ −A[−i] − 1 + b
×

w∏

k=1

(
Ck(−i) + βk

|A[−i]|+ |βk|

)Ck(i)
) 1

Tl

.✭✻✳✷✺✮

❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s l1 ❡t l2 ❞✬ét❛ts ❛❝t✉❡❧s Al1 ❡t Al2 ❡st

❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρ = 1 ∧ πl1(Al2 | S)πl2(Al1 | S)
πl1(Al1 | S)πl2(Al2 | S)

= 1 ∧
(π(Al2 | S)
π(Al1 | S)

) 1
Tl1

− 1
Tl2 ,

❛✈❡❝

(π(Al2 | S)
π(Al1 | S)

) 1
Tl1

− 1
Tl2 =

[
π(S(Al1) | Al1 , θ0)

π(S(Al2) | Al2 , θ0)
× B(|Al2 |+ a, L∗ − |Al2 |+ b)

B(|Al1 |+ a, L∗ − |Al1 |+ b)

×
w∏

k=1

Γ(Cl2k + βk)

Γ(Cl1k + βk)
×

w∏

k=1

Γ(|Al1 |+ |βk|)
Γ(|Al2 |+ |βk|)

] 1
Tl1

− 1
Tl2

. ✭✻✳✷✻✮



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❘és✉❧t❛ts

❉✐① r✉♥s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❡t ❞✉ P❚❊❊▼ s♦♥t ❧❛♥çés s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✹✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡ P❚❊❊▼✱ N = 15 ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜✉r♥✲✐♥ ❞❡ ✷✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t

✽✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ✶✺✵✵✵ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡t ✶✵✵✵ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❣❧♦❜❛✉① ♣r♦♣♦sés✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙✱ K = 9 ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❛✈❡❝ pee = 0.1✱ ✉♥

❜✉r♥✲✐♥ ❞❡ ✷✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t ✽✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥ ❞♦♥t ✶✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡

✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ✶✽✶✻✵ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❧♦❝❛✉① ❡t ✶✻✹✵ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦✲

❜❛✉① ♣r♦♣♦sés ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r ✉♥ r✉♥

❞❡ P❚❊❊▼✳ ▲❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❉✳✷✳

▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ✿

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ P❚❊❊▼✱ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♣r♦♣♦sés ♦♥t été ❛❝❝❡♣tés ❞❛♥s

✺✺✳✼✶✪ ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥ ❜♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✺ ❝❤❛î♥❡s✳ ❙✉r ❧❡s ✶✵ r✉♥s✱ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛rr✐✈❛✐t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ à é❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ♣❛r✈❡♥❛✐t à é❝❤❛♥❣❡r

❥✉sq✉✬❛✉① ❝❤❛î♥❡s ✶✵✱ ✈♦✐r❡ ✶✶✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❊❊❙✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ét❛✐t ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

❞❡ ●✐❜❜s✱ ♠❛✐s ❧❡s ✽ ❛✉tr❡s ❧✬ét❛✐❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ❖r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉①

ét❛ts ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s ét❛✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❛❝❝❡♣tés ✿ ✶✺✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡

❞❡s ét❛ts ♣r♦♣♦sé❡s ét❛✐❡♥t ❛❝❝❡♣tés ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✷ à ✺✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✷✳✾✪ ❧✬ét❛✐❡♥t ♣♦✉r

❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✽ ❡t ✵✳✼✪ ❧✬ét❛✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✾✳ ▲❡s s❛✉ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♣r♦♣♦sés ét❛✐❡♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡

♠❛❥♦r✐té ❛❝❝❡♣tés ✭✽✻✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉✬❛ss❡③ ♣❡✉ ét❛✐❡♥t ♣r♦♣♦sés ❡♥tr❡ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✷✻ s❛✉ts ♣r♦♣♦sés ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❧❡s ét❛ts ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ✶ ❡t ✷ ❛✈❛✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❡♥❡r❣✐❡s é❧♦✐❣♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✷ ♥✬❛

❥❛♠❛✐s ré✉ss✐ ❛ ❛✈♦✐r ✉♥ ét❛t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ✿

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❞❡ P❚❊❊▼ ét❛✐❡♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❝❡✉① ❞❡s ✶✵ r✉♥s ❞❡ ❧✬❊❊❙

❧✬ét❛✐❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❜♦①♣❧♦ts ✿ ✉♥ ❜♦①♣❧♦t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ P (ai = 1 | S), i ∈ {1, . . . , L∗} ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞✬✉♥ r✉♥ ❞✉ P❚❊❊▼✱ ❡t ❧❡

s❡❝♦♥❞ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧♦rs ❞✬✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ ❈❡s ❜♦①♣❧♦ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝

❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥ s✐t❡ ❞❡

✜①❛t✐♦♥✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛ss♦❝✐é❡s é❧❡✈é❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳

❙✉r ❧❡s ❜♦①♣❧♦ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳✹✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❛ss♦❝✐é❡s s✉♣❡➥✐❡✉r❡s à ✵✳✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ é❧❡✈é❡s

❞✬êtr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥ s✐t❡ ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ s✐t❡s ✐❞❡♥t✐✜és

♣❛r ❧✬❊❊❙ ❡t ❧❡ P❚❊❊▼✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵ r✉♥s✳





✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥té✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡

❞❡ s❛✉ts ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♣r♦♣♦sés ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶ ❡t ✷✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞û à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s

très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ T1 = 1 ❡t T2 = 1.001✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st

❞û à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✷✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t

♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ét❛ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ét❛t A∗ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ A✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r

❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✐s❝✉té❡✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❝♦♥tré ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❝❛❧✐❜r❡r

❧✬❊❊❙ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛ss♦❝✐é s♦♥t ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ P❚❊❊▼ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s

♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝❛❧✐❜ré✱ ❡t ❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❛❝t✉❛❧✐sé❡s ♣❛r ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✱

❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❛ss❡③ ♥♦♠❜r❡✉① t❛♥t q✉❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❡t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t

❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡s é♥❡r❣✐❡s ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s r❡♥❝♦♥tré ❞❡

❞✐✣❝✉❧tés à ❧❡s ❝❛❧✐❜r❡r✱ ❧❡s s✉❣❣❡st✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✶✳✸ ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳

❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ P❚❊❊▼ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t

♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❊❊❙✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt ét❛✐t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s

✉♥ r✉♥ ❞❡ P❚❊❊▼ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ r✉♥ ❞❡ ❧✬❊❊❙✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ P❚❊❊▼ ❡st ♣❛r✈❡♥✉ à ✐❞❡♥t✐✜❡r

❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❊❊❙ ❛ ♣❧✉s ❡✉

t❡♥❞❛♥❝❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s s✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ r❡st❛✐t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❜❧♦q✉é

❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉①✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✭✓ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t ♣r♦❜❧❡♠ ✔✮ ❡st r❡♥❝♦♥tré ♣❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s

♠ét❤♦❞❡s s❡r✈❛♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ ❡t q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✈♦✐r

♥♦t❛♠♠❡♥t ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ♦✉ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✻❪✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s P❚❊❊▼ ❡t ❊❊❙ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡

❛♣♣♦rté❡s à ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉❡✱

♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s s✐t❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s ♥♦♥

❝♦♥t✐❣✉s ✭✈♦✐r ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ❡t ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✺❪✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s

❢❛❝✐❧❡s à ❛♣♣♦rt❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ P❚❊❊▼✱ q✉❡

❞❛♥s ✉♥ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳

✻✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

●râ❝❡ à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♣❡rt✐♥❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ♣r♦♣♦sé ♣❡r✲

♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s♣é❝✐✲

✜❡r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡

❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣❡rt✐♥❡♥ts ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✶✳✸✮✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❊❊❙✱ ❧❡ P❚❊❊▼



✻✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✸

❞♦♥♥❡ ❞✬❛✉ss✐ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ✈♦✐r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧❡s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ▼❛r❦♦✈✐❡♥ ❣é♥éré ✈❡rs ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt π∗ ❡st ❛ss✉ré❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❊❙ ❡st t❤é♦r✐✲

q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ é❧❡✈é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ P❚❊❊▼ ✭✈♦✐r ❆t❝❤❛❞é ❬✽❪✮✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞✉ P❚❊❊▼

❡st q✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ très ♣❡✉ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❊❊❙✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✹✳✸✮✳

❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ très ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s s♦♥t

❢❛❝✐❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ✜①❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡ ✻✳✷✳✹✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ P❚❊❊▼ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ à ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♥✲st❛t✐st✐❝✐❡♥s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❝♦♠♠❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱

❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❝r♦ss♦✈❡r ❞❡ ❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❬✶✸✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡

✺✳✸✳✷✮✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts à r❡❥❡t r❡t❛r❞é ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧

❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t très ♣❡rt✐♥❡♥t✱

❝❛r s✐ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s ❡t ❛ss❡③ ♥♦♠❜r❡✉①✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❡st ❛ss❡③ é❧❡✈é❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✶✳✶ ❡t ✻✳✶✳✸ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡

❛❧❧é❣é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✉ P❚❊❊▼ ❡st q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❛✉tr❡s q✉❡

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ❡st

❝❡❧❧❡ ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s

♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①

❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t❡♥✉

s❡r❛✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ▼❈▼❈ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r❛✐❡♥t ♣❡r❞✉❡s✱ ❡t ✐❧ ♣❛r❛ît

❞✐✣❝✐❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ✓ s❛✉ts ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✔ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✳✸✮✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱ ❡t ♥♦t♦♥s x ∈ D ⊆ R
n ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♦❜s❡r✈é❡s✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ∈ Θ ⊆ R
d✱ ❡t ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ f(x | θ)✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ θ s❛❝❤❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s x

q✉✐ ❡st ❞✬✐♥térêt ✿

π(θ | x) = f(x | θ)π(θ)∫
f(x | θ)π(θ)dθ ,

♦ù π(θ) ❡st ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t
∫
f(x | θ)π(θ)dθ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲

t✐♦♥✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r❡q✉✐èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s à ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛r❢♦✐s

♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s

✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐s q✉❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧

❡st très ❧♦♥❣✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧ z s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ✳

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭♦✉ ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈✱ ♣♦✉r ✓ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥ ✔✮ ♦♥t ❛❧♦rs été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱

♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❧✬✐❞é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈

❛ été é✈♦q✉é❡ ♣❛r ❘✉❜✐♥ ❬✶✾✶❪✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐sé❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❚❛✈❛ré ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✻❪ ❡♥ ❣é♥ét✐q✉❡

❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✲r❡❥❡t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

r❡str✐❝t✐✈❡s✱ Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡

❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈✱ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s

❞❡♣✉✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ▼❛r❥♦r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧♦❣r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❜❛sé s✉r

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❇♦rt♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈

❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r✐♥❣✳ ❊♥ ♣❛r❛❧✲



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❧è❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦✲❆❇❈ ✭P▼❈✲❆❇❈✮ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈ q✉✐ ♦♥t

été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s ❝❛❧✐❜r❡r ❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❉❡s r❡✈✉❡s

ré❝❡♥t❡s ❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ●r❡❧❛✉❞ ❬✽✻❪✱ ▼❛r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✾❪ ❡t ❇❡❛✉♠♦♥t

❬✶✼❪✳

✼✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈

✼✳✶✳✶ ❆❇❈ ❡①❛❝t

❊♥ ✶✾✽✹✱ ❘✉❜✐♥ ❬✶✾✶❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✲r❡❥❡t ♣❡✉t

êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st r❡♣r✐s ❡♥ ✶✾✾✼ ♣❛r ❚❛✈❛ré ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✻❪✱ ❡t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❇❈ ❡①❛❝t

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✶✳ ●é♥ér❡r θ′ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π(.)✳

✷✳ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳

❙✐ z′ = x✱ ♣♦s❡r θi = θ′✳ ❙✐♥♦♥ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ✶✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θi ❛❝❝❡♣tés s♦♥t ❝❡✉① à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s z′ s✐♠✉❧é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡

♠♦❞è❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s x✳

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ x ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥

❡s♣❛❝❡ ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs P(z′ = x) = 0✱ ❡t ❛✉❝✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ θ′ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣té✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt✳ ❊♥

❡✛❡t✱

P(θi) =
∑

z′∈D
π(θi)f(z | θi)1{x}(z

′)

= π(θi)f(x | θi)
∝ π(θi | x).

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡

θi✳



✼✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈ ✶✸✼

✼✳✶✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳

▲✬❆❇❈ ❡①❛❝t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ét❛ts ✜♥✐s ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡s ét❛ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆❇❈✲✶

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✶✳ ●é♥ér❡r θ′ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π(.)✳

✷✳ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳

❙✐ ρ(z′, x) < ǫ✱ ♣♦s❡r θi = θ′✳ ❙✐♥♦♥ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ✶✳

■❧ ② ❛ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ρ✱ ❡t ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θi ❛❝❝❡♣tés

s♦♥t ❝❡✉① à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s z′ s✐♠✉❧é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❛ss❡③ ✓ ♣r♦❝❤❡s ✔ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s x✳

▼❛✐s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♦❜s❡r✲

✈é❡s✱ s✉rt♦✉t s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❆❇❈✲✶ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆❇❈✲✷ ♦✉ ❆❇❈ st❛♥❞❛r❞

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✶✳ ●é♥ér❡r θ′ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π(.)✳

✷✳ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳

❙✐ ρ(S(z′), S(x)) < ǫ✱ ♣♦s❡r θi = θ′✳ ❙✐♥♦♥ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ✶✳

❯♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ S ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés✉♠❡r ❧❡s

❞♦♥♥é❡s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s D✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♥ét✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧s s❡ tr♦✉✲

✈❛✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t q✉✬✐❧s ❛✈❛✐❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s rés✉♠❛♥t

❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡s ❣é♥ét✐❝✐❡♥s✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ✿

πǫ(z, θ | x) ∝ π(θ)f(z | θ)1{ρ(S(z),S(x))<ǫ}(z). ✭✼✳✶✮



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ θ✱ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✿

πǫ(θ | x) ∝
∫

πǫ(z, θ | x)dz, s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ). ✭✼✳✷✮

❙✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ S rés✉♠❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t s✐ ǫ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❛❧♦rs πǫ(θ | x) ❡st ✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt π(θ | x)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ S

❡st ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t ǫ = 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s πǫ(θ | x) = π(θ | x)✳
▲♦rsq✉❡ S rés✉♠❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ s✐ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✐♠✉❧és θi ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐ss✉s ❞❡ π(θ | x)✳ ▼❛✐s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥

♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θi✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs∞✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✐♠✉✲

❧és θi ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐ss✉s ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ π(θ)✱ ❡t q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❡✛❡❝t✉é❡s s❡r♦♥t ❛❝❝❡♣té❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ S ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ✉t✐❧✐s❡r S(z′) ❡t S(x) r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♦❜s❡r✈é❡s z′ ❡t x✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✶ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

♣❡r❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r✐♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❝❡❧❛

r❛❥♦✉t❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ρ ❡t ǫ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡

t❡❧❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ s✉rt♦✉t s✐ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❡①❝❡♣t✐♦♥

❢❛✐t❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ●r❡❧❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ●✐❜❜s✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s rés✉♠❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜①é✳

✼✳✷ ❆❇❈ ❡t ▼❈▼❈

✼✳✷✳✶ ❆❇❈✲▼❈▼❈

▲❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ′ ❣é♥éré ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷

♣❡✉t êtr❡ très ♣❡t✐t s✐ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r θ ❡st ❞✐✛✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡

❝❛s ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣♦sés ✈❛ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ▼❛r❥♦r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❝❝❡♣té à ❧✬✐tér❛t✐♦♥

♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❛✉r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡♣té✱ ❞❛♥s

❧✬❡s♣r✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❬✾✹❪✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❇❈✲▼❈▼❈

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r (n+ 1)✿

✶✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (θ(0), z(0)) s✉✐✈❛♥t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πǫ(z, θ | x)✳
✷✳ P♦✉r t ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿



✼✳✷ ❆❇❈ ❡t ▼❈▼❈ ✶✸✾

✭❛✮ ●é♥ér❡r θ′ s✉✐✈❛♥t q(. | θ(t−1))✳

✭❜✮ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳
P♦s❡r (θ(t), z(t)) = (θ′, z′) ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

α = min

{
1,

π(θ′)q
(
θ(t−1) | θ′

)

π(θ(t−1))q
(
θ′ | θ(t−1)

)1{ρ(S(z′),S(x))<ǫ}(z
′)

}
.

❙✐♥♦♥ ♣♦s❡r (θ(t), z(t)) = (θ(t−1), z(t−1))✳

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r (z, θ) ❛ ♣♦✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πǫ(z, θ | x)✱ ❡t ❧❛

❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r θ ❛ ♣♦✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t

❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q
(
θ′ | θ(t−1)

)
f
(
z′ | θ′

)
❡t ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πǫ(z, θ | x) ✿

πǫ(z
′, θ′ | x)

πǫ(z(t−1), θ(t−1) | x)
q
(
θ(t−1) | θ′

)
f
(
z(t−1) | θ(t−1)

)

q
(
θ′ | θ(t−1)

)
f
(
z′ | θ′

)

=
π(θ′)f(z′ | θ′)1{ρ(S(z′),S(x))<ǫ}(z

′)

π(θ(t−1))f(z(t−1) | θ)(t−1)1{ρ(S(z(t−1)),S(x))<ǫ}(z
(t−1))

q
(
θ(t−1) | θ′

)
f
(
z(t−1) | θ(t−1)

)

q
(
θ′ | θ(t−1)

)
f
(
z′ | θ′

)

=
π(θ′)q

(
θ(t−1) | θ′

)

π(θ(t−1))q
(
θ′ | θ(t−1)

)1{ρ(S(z′),S(x))<ǫ}(z
′)

▼❛r❥♦r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ❢♦♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ✓ ♣r✐① à ♣❛②❡r ✔ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

♣❧✉s é❧❡✈és q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rré❧❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ■❧s

♥♦t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❙✐ q
(
θ(t−1) | θ′

)
= q
(
θ′ | θ(t−1)

)
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r✐

❞❡ θ′ ❡t θ(t−1)✳

✷✳ ❙✐ q ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ π(θ′)q
(
θ(t−1) | θ′

)
=

π(θ(t−1))q
(
θ′ | θ(t−1)

)
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α ✈❛✉t ✶ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ r❡✈✐❡♥t

à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✲r❡❥❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ❝♦rré❧és ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❝❡ q✉✐

♥✬❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt✳

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❡✉t êtr❡ très é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt s✐ ǫ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ✈♦✐r ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆

❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ǫ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ α ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s z′ t❡❧❧❡s q✉❡

ρ(S(z′), S(x)) < ǫ ✭❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ✈♦✐r ❙✐ss♦♥ ❬✶✾✾❪✮✳ ❖r ❝❡tt❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st très ❢❛✐❜❧❡ s✐ ǫ ❡st très ♣❡t✐t✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❆❇❈✲▼❈▼❈

s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣♦sés à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦ù ✐❧

s❡ tr♦✉✈❡ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡

t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❡st é❧❡✈é ❡t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t r❡st❡r ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ✉♥ ❧♦♥❣ ♠♦♠❡♥t✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ tr♦♣ é❧❡✈é❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s ❞❡s

q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙✐ss♦♥ ❬✶✾✾❪✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✬❛❝❝❡♥t✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛✲

♠ètr❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s ▼❈▼❈ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡

❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡ à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❤♦rs ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳✶ ❈✬❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❝❛r ❛❧♦rs ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ r❛t✐♦ ❞❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣♦sés ❡t

❛❝t✉❡❧s✳ ❈❡ r❛t✐♦ ❡st é❧❡✈é s✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t s✐ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡

❞❡ s✬❡♥ é❧♦✐❣♥❡r✱ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

✼✳✷✳✷ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té✱ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r✐♥❣

❇♦rt♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡

❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✸✮✳ ■❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱

♠❛✐s ❢♦♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ✳ P♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s é❧❡✈és ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣♦sés s♦♥t ♣❧✉s

❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣tés✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

③♦♥❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s ❢❛✐❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t

q✉❛♥t à ❡✉① ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡

❛✉❣♠❡♥té ❡st ❛❧♦rs Θ × R
+✱ ❝❛r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❡

♣❛r❛♠ètr❡ θ ♥✬❡st ♣❧✉s s✐♠✉❧é s❡✉❧✱ ♠❛✐s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s❡✉✐❧ ǫ✱ ❝✬❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛✉❣♠❡♥té

(θ, ǫ) q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π(ǫ) ❡st s✉♣♣♦sé❡ s✉r ǫ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r (n+ 1)✿

✶✳ ❙✐♠✉❧❡r ǫ(0) ∼ π(ǫ)✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥

(θ(0), z(0))✳

✷✳ P♦✉r t ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✭❛✮ ●é♥ér❡r (θ′, ǫ′) s✉✐✈❛♥t q
(
(θ′, ǫ′) | (θ(t−1), ǫ(t−1))

)
✳

✭❜✮ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳



✼✳✷ ❆❇❈ ❡t ▼❈▼❈ ✶✹✶

P♦s❡r (θ(t), ǫ(t), z(t)) = (θ′, ǫ′, z′) ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

α = min

{
1,

π(θ′)π(ǫ′)q
(
(θ(t−1), ǫ(t−1)) | (θ′, ǫ′)

)

π(θ(t−1))π(ǫ(t−1))q
(
(θ′, ǫ′) | (θ(t−1), ǫ(t−1))

)
}
1{ρ(S(z′),S(x))<ǫ′}(z

′).

❙✐♥♦♥ ♣♦s❡r (θ(t), ǫ(t), z(t)) = (θ(t−1), ǫ(t−1), z(t−1))✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r (z, θ, ǫ) ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿

π(z, θ, ǫ | x) ∝ π(θ)π(ǫ)f(z | θ)1{ρ(S(z),S(x))<ǫ}(z).

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ (θ, ǫ) ❡st ✿

π(θ, ǫ | x) ∝
∫

π(z, θ, ǫ | x)dz, ♥♦té❡ π(θ, ǫ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ).

❆✜♥ ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ✱ ❇♦rt♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t

❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ

♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ é❧❡✈é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ π(θ | x)✳ ❇♦rt♦t ❡t ❛❧✳ s✉❣❣èr❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡

♣♦✉r (θ, ǫ)✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ǫ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ǫT ✳ ▲❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✜❧tré❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

∫ ǫT

0
π(θ, ǫ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ)dǫ,

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt π(θ | x) s✐ ǫT ❡st ❛ss❡③

♣❡t✐t ❡t S ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳

✼✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❘❛t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮

❘❛t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲

▼❈▼❈ ✿

✶✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✲

✈é❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é✱

♠❛✐s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① s✐♠✉❧és à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠ê♠❡

♣❛r❛♠ètr❡ ♣r♦♣♦sé✳ P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡✉① s✐♠✉❧és ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ♣❧✉s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡✉① s✐♠✉❧és ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t

❡t ♣❧✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❝❝❡♣tés ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠♦❞❡ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐✳



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✷✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ❞✐♠✐♥✉é ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡

✐tér❛t✐♦♥✱ ❥✉sq✉✬à ♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥ s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣ré✲ét❛❜❧✐ ✭❝❡❧❛ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ✓ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛✲

❧✐♥❣ ✔✱ ✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✺✳✷✳✷✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s❡r✈❛♥t à ♣r♦♣♦s❡r

✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ′ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❝t✉❡❧ θ(t) ✿ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s

❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡st ♣ré✲ét❛❜❧✐❡✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡

❡st ♠♦❞✐✜é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s

tr♦♥q✉é❡s✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❛t✲

t❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❛✉

❞é❜✉t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s❡r✈és à ❧❛ ✜♥ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠♦❞❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

✼✳✸ ❆❇❈ ❡t ♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s

✼✳✸✳✶ ❆❇❈✲P❘❈

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥✲r❡❥❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s

❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡♥ ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡✳ ▲❡s

♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❈▼❈ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✱ ❝❛r ❧❡s s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❝♦rré❧é❡s ❡t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ❜❧♦q✉és ❞❛♥s

❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ s❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ssés à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✮✱ ♥♦✲

t❛♠♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭P▼❈✮ ❞❡ ❈❛♣♣é ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ❡t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ séq✉❡♥t✐❡❧s ✭❙▼❈✮ ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥❡ ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ1, . . . , θn ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣✉✐s ❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❡t ♣♦♥❞éré❡s à tr❛✈❡rs ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦♥❞éré ❞♦♥t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s

♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ)✱

❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s πǫt = π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫt)✱ ❛✈❡❝

ǫ1 > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❙▼❈ ét❛♥t ♣rés❡♥tés ♣❛r ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪

❝♦♠♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭P▼❈✮✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❙▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈✱ ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲

P❛rt✐❛❧ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ π1 s✉✐✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧

❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✱ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ✓ ❢♦r✇❛r❞ ✔ Kt✱ ❡t ❞❡s ♥♦②❛✉①

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ✓ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✔ Lt✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❉✳✸✳

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭✈♦✐r ❢♦r♠✉❧❡ ✭❉✳✹✮✮✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ s❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r



✼✳✸ ❆❇❈ ❡t ♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✶✹✸

❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✱ q✉✐ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s s✉✐✈❛♥ts à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t ✭θ∗i
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ {θ(t−1)

j }j=1,...,n ♠✉♥✐❡ ❞❡s ♣♦✐❞s {w(t−1)
j }j=1,...,n✮ ✿

w
(t)
i =

π(θ
(t)
i | x)Lt−1(θ

∗
i | θ

(t)
i )

π(θ∗i | x)Kt(θ
(t)
i | θ∗i )

=
f(x | θ(t)i )π(θ

(t)
i )Lt−1(θ

∗
i | θ

(t)
i )

f(x | θ∗i )π(θ∗i )Kt(θ
(t)
i | θ∗i )

, i = 1, . . . , n.

❈❡s ♣♦✐❞s ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ♦♥t ❡♥ ❢❛✐t r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❝❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s

♣❛r ✶ ❧♦rsq✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫt✳ ▼❛✐s ✐❧ ❛ ❛❧♦rs été ♥♦té ♣❛r ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✵❪✱ ❡t ❚♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✸❪ q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ) ✭❝❛❧❝✉❧s ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❜✐❛✐s ❡st q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s Lt−1(θ
∗
i | θ

(t)
i ) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s

❞❡s θ
(t)
i ✱ ♦r ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s ❝❡♥trés ❛✉t♦✉r ❞❡s

θ
(t)
i ✳

✼✳✸✳✷ ❆❇❈✲P▼❈

❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❛②❛♥t ♥♦té q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❜✐❛✐sés✱ ✐❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✭✓ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✔✮✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

✭✈♦✐r ❈❛♣♣é ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ❡t ❉♦✉❝ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✮✳ ■❧s r❡♠❛rq✉❡♥t q✉✬✉♥ ♣♦✐❞s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✈❡❝

✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ θ
(t)
i ❛❝❝❡♣té❡ ❡st ✿

w
(t)
i ∝ π(θ

(t)
i )/π̂t(θ

(t)
i ), ❛✈❡❝ π̂t(θ

(t)
i ) ∝

n∑

j=1

w
(t−1)
j Kt(θ

(t)
i | θ

(t−1)
j ).

❊♥ ❡✛❡t✱ θ
(t−1)
j ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ {θ(t−1)

i }i=1,...,n ♠✉♥✐❡ ❞❡s ♣♦✐❞s

{w(t−1)
i }i=1,...,n✱ ♣✉✐s θ

(t)
i ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ Kt✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❆❇❈✲P❘❈✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐❞s ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ ❜✐❛✐s ✭✈♦✐r ❇❡❛✉♠♦♥t

❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✮✳

❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ s✉❣❣èr❡♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Kt(θ
(t)
j | θ

(t−1)
j ) s♦✐❡♥t

♠♦❞✐✜és✱ ❛❝t✉❛❧✐sés à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P▼❈ q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❡st

❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ■❧s s✉❣❣èr❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♠♠❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Kt✱ s♦✐t ✿

θ
(t)
i | θ∗i ∼ N (θ∗i , τ

2
i ).

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ τ2i ✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣❡rt✐♥❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π̂t ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ π̂t(.) ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ πǫt(. | x) q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❡ π(. | x)✳ ❈♦♠♠❡ ❉♦✉❝ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✱ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t

❛❧✳ ❬✶✽❪ ❝❤♦✐ss✐s❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té✳



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ τ2i ♦♣t✐♠❛❧❡ ✈❛✉t ❛❧♦rs 2✈❛r(θ
(t)
i | x)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❉✳✸✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼❈ ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✓ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✔

♦♣t✐♠❛❧✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵❪ ♦♥t ♣✉❜❧✐é ✉♥ ❡rr❛t❛ ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ ✐❧s r❡❝♦♥♥❛✐ss❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❘❈ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❛✐sés✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P▼❈✳ ❚♦✉❥♦✉rs à

❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❚♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✸❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

❆❇❈ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧✳ ▲❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐

❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✐❧s ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s Kt

❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ■❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❥♦✉❡r q✉❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ1 > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❋✐❧✐♣♣✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ♣♦✉r

❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❡t ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡✉rs ❡✣❝❛❝✐tés ✭♥♦t❛♠♠❡♥t

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✮✳

✼✳✸✳✸ ❆❇❈✲❙▼❈

❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ séq✉❡♥t✐❡❧ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❚♦✉t

❝♦♠♠❡ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪✱ ✐❧s s❡ s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❙▼❈ ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪

❡t ♦♥t ❝♦♠❜✐♥é ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❙▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❡✉①✱

✐❧s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥ ❜✐❛✐sés✳ ■❧s ♦♥t ❢❛✐t ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉❡

❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ❚♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✸❪ ❡t ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵❪ ♦♥t

❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t

♣❛s ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ▲❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ❛♣♣❡❧é ❆❇❈✲❙▼❈ ♦♥t ❛❧♦rs été ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

✷✳ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳

✸✳ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❞é❥à ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳

❬✶✽❪✮✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥és

■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ θ✱ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥✲

♥é❡s z q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ❥❡✉ ♦❜s❡r✈é x✱ ♠❛✐s M ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦tés z1:M = (z1, z2, . . . , zM )✱

❛✈❡❝ M > 1 ✭✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘❛t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✶❪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❣é♥ér❡r

✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡

πǫ(z, θ | x) ∝ π(θ)f(z | θ)1{ρ(S(z),S(x))<ǫ}(z),



✼✳✸ ❆❇❈ ❡t ♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✶✹✺

✐❧s ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

πǫ(z1:M , θ | x) ∝ π(θ)
M∏

k=1

f(zk | θ)
( 1

M

M∑

k=1

1{ρ(S(zk),S(x))<ǫ}(zk)
)
. ✭✼✳✸✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✭✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t M✮ ✿

πǫ(θ | x) ∝
∫

πǫ(z1:M , θ | x)dz1:M .

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

πǫ1(z1:M , θ | x), πǫ2(z1:M , θ | x), . . . , πǫT (z1:M , θ | x),

❛✈❡❝ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ1 > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✳

❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❣é♥ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ét❛♣❡s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ♠♦❞✐✜é✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ét❛♣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ q✉❛♥❞ M ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭✈♦✐r ét❛♣❡ ✸✳❝ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❉✳✺✮ ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t✮✳

❆❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼❈ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ❆❇❈

▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❙▼❈ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

✭s♦✐t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❆❇❈✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛r❦♦✲

✈✐❡♥s ✓ ❢♦r✇❛r❞ ✔ Kt ❡t ✓ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✔ Lt ✉t✐❧✐sés à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭1 ≤ t ≤ T ✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s

r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✱ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ❞é❝✐❞❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r Kt ✉♥

♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πǫt(z1:M , θ | x)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ Kt ❡st

❞é✜♥✐✱ ✐❧s ♣♦s❡♥t ✿

Lt−1

(
(z′1:M , θ′) | (z1:M , θ)

)
=

πǫt(z
′
1:M , θ′ | x)Kt

(
(z1:M , θ) | (z′1:M , θ′)

)

πǫt(z1:M , θ | x) .

❆❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❙▼❈ ❞❡✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ (z
(t)
1:M,i, θ

(t)
i ) ✿

w
(t)
i ∝ w

(t−1)
i

πǫt

(
z
(t−1)
1:M,i , θ

(t−1)
i | x

)

πǫt−1

(
z
(t−1)
1:M,i , θ

(t−1)
i | x

) .

❊t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✼✳✸✮✱ ❝❡s ♣♦✐❞s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

w
(t)
i ∝ w

(t−1)
i

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z

(t−1)
k,i

),S(x)
)
<ǫt}

(z
(t−1)
k,i )

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z

(t−1)
k,i

),S(x)
)
<ǫt−1}

(z
(t−1)
k,i )

. ✭✼✳✹✮

❆❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

P♦✉r ❛❥✉st❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t

❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✓ ✈✐✈❛♥t❡s ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

♠❡s✉r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❙▼❈ ✭t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❊❙❙ ❧♦rsq✉❡ M = 1✮✱

❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

PA
(
{w(t)

i }i=1,...,n, ǫt

)
=

∑n
i=1 1w

(t)
i >0

(w
(t)
i )

n
,

❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫt ❡st ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡

♣❛rt✐❝✉❧❡s ✈✐✈❛♥t❡s s♦✐t é❣❛❧❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ α ❞❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t− 1 ✿

PA
(
{w(t)

i }i=1,...,n, ǫt

)
= αPA

(
{w(t−1)

i }i=1,...,n, ǫt−1

)
, 0 < α < 1. ✭✼✳✺✮

❙✐ α ≈ 1✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✈❛ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ πǫT (z1:M , θ | x) ❡t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛ très ❜♦♥♥❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ α ≈ 0✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✈❛ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r

très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✜❛❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳✶ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ✭✼✳✺✮ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ρ à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t✐✲

♥✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ρ à ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✱ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

❆❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ♣r❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❧❡s Kt ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s πǫt(z1:M , θ | x)✱ ✈♦✐r ❧✬ét❛♣❡ ✸✳❝ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❉✳✸✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲❙▼❈ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉r♦✈❛♥❞✐ ❡t

❛❧✳ ❬✻✶❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❆❇❈✲❙▼❈✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧❡s

ét❛♣❡s ▼❈▼❈ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✸✳❝ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲❙▼❈✮ s♦♥t ré♣été❡s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✱

❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜♦✉❣❡♥t✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛❧♦rs ❛✉❣♠❡♥té✳



✼✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈ ✶✹✼

✼✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈

❈❤♦✐① ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s

■❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡s ✭❤♦r♠✐s ❞❛♥s ●r❡❧❛✉❞

❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪✮✳ ❖r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝r✉❝✐❛❧✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

▼❝❑✐♥❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪ ❡t ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪✮✳

■❧ ② ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s✐❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✱ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r

❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❝❡❧❧❡✭s✮ rés✉♠❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❞♦♥♥é❡❡s

❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❙✐ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s✱ d ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ S(x)

s✬é❝r✐t (S1(x), . . . , Sd(x)) ❡t ❧♦rsq✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s z′ ❡st s✐♠✉❧é✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s Sj(x) ❛✈❡❝ Sj(z
′)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♥✬❡st

♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✱ ❝❛r ♣❧✉s d ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

(z′, θ′) ✭❞✬♦ù ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❡t ❇❧✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❬✷✻❪✱ ✈♦✐r ♣❛rt✐❡

✼✳✺✮✳

❊♥ ✷✵✵✺✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♣♦♥❞ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❏♦②❝❡ ❡t ▼❛r❥♦✲

r❛♠ ❬✶✺✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ st❛t✐st✐q✉❡

♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s r✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❡♥s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡t ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡

st❛t✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡

♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❘❛t♠❛♥♥ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✶✽✵❪✳

❊♥ ✷✵✶✵✱ ◆✉♥❡s ❡t ❇❛❧❞✐♥❣ ❬✶✻✾❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s

st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ ▲❡✉❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✸❪ ❡t ❇❛③✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r

✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s

♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❙✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ❝♦♥s❡r✈é✱ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❡✉t êtr❡ ♠✐♥✐♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❲❡❣♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡

ré❣r❡ss✐♦♥ ✓ ♣❛rt✐❛❧ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✔ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❡①♣❧✐q✉❡r s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t

❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts à ✉t✐❧✐s❡r✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❋❡❛r♥❤❡❛❞ ❡t Pr❛♥❣❧❡ ❬✻✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♠✐❡✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡

st❛t✐st✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ ❝♦♠♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❧♦rsq✉❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt π(θ | x) ❡st ❜✐❡♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ✐❧s ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t

❝♦♠♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡st✐♠és✳

▲❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ✐♥❢ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡rt❛✐♥s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧✐❜r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡

❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳

❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✈♦✐r ❡♥❝♦r❡ ▼❝❑✐♥❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪✳ ◗✉❡ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s✐♦♥s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭s♦✐t ρ(z, x)✮✱ ♦✉ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s st❛✲

t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭s♦✐t ρ(S(z), S(x))✮✱ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✉

t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦❝♦✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳

❉❡s ③♦♥❡s ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳

❬✶✼✼❪✮✱ ❞✉ t②♣❡ ✿ (z′, θ′) ❡st ❛❝❝❡♣té❡ s✐ ✿

|S1(z
′)− S1(x)| < ǫ1 ❡t |S2(z

′)− S2(x)| < ǫ2 ❡t . . . ❡t |Sd(z
′)− Sd(x)| < ǫd.

▼❛✐s ❝✬❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈♦r♥✉❡t ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ ♦✉

❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧ ❬✶✾❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ s♣❤ér✐q✉❡s ✿ (z′, θ′) ❡st ❛❝❝❡♣té❡ s✐ ✿

√√√√
d∑

j=1

(
Sj(z′)− Sj(x)

)2
< ǫ.

▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉rs é❝❛rt✲t②♣❡s s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦sé✱

❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❝❛rt✲t②♣❡s

♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❈❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt✱ ♣✉✐sq✉❡ π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ π(θ | x)✳ ❆
❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ s✐ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐ss✉❡s ❞❡

π(θ | x)✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ s❡r❛ très ❧♦♥❣✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ǫ t❡♥❞

✈❡rs ∞✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ π(θ) ❡t

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡r❛ très r❛♣✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❛❝❝❡♣té❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ǫ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❲❡❣♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s ✿ n

♣❛r❛♠ètr❡s θ s♦♥t ❣é♥érés s✉✐✈❛♥t π(.) ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é z ❡st ❣é♥éré

s✉✐✈❛♥t f(. | θ)✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s n ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s S(z) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ρ ♣❛r r❛♣♣♦rt à S(x)✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♣❡t✐t ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ǫ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐

❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ p ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ❙✐ p = 1% ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ss✉r❡



✼✳✺ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈ ✶✹✾

q✉✬❡♥✈✐r♦♥ 1% ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❆❇❈✲✶ ♦✉ ❆❇❈✲✷ s❡r♦♥t ❛❝❝❡♣té❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✹✳✶ ❉❛♥s ❧✬❆❇❈✲❙▼❈ ❞❡ ❉❡❧ ▼♦r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✼✳✸✳✸✮✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❞✐s♣❡♥s❡ ♣❛s ❞❡ s♣é❝✐✜❡r

✉♥ s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ à ❛tt❡✐♥❞r❡✳

✼✳✺ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈

✼✳✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ ✭❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✮✳ ❊♥ ✷✵✵✷✱ ❇❡❛✉♠♦♥t

❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ♥❡ ♠♦✲

❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭ét❛♣❡s ✶ ❡t ✷✮✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs

❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬❆❇❈✲✷

st❛♥❞❛r❞✱ s✐ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ (θ′, z′) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫ✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st r❡t❡♥✉❡✱ s✐♥♦♥

❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❡st ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡ ✿ s✐ ρ(S(z′), S(x)) ❡st tr♦♣ é❧❡✈é✱

❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s r❡t❡♥✉❡✳ ▼❛✐s s✐ ρ(S(z′), S(x)) ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♥♦té δ ✭q✉✐ ♣❡✉t

êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ǫ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡t❡♥✉❡ ❡t ✉♥

♣♦✐❞s ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té✱ ♣♦✐❞s q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ρ(S(z′), S(x))✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❆❇❈✲✷ r❡✈✐❡♥t à ♥✬❛✈♦✐r q✉❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ✵ ♦✉ ✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✬✐❧s

♣r♦♣♦s❡♥t ❛❥✉st❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡✳

❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡✲

r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ π(θ | x) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❙✐ n

✐tér❛t✐♦♥s ❞❡s ét❛♣❡s ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✱ n s✐♠✉❧❛t✐♦♥s (θ′i, z
′
i) s♦♥t

♦❜t❡♥✉❡s✳ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s θ′i ❛ss♦❝✐és à ❞❡s z′i ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ x ♦❜s❡r✈é

✭s♦✐t ρ(S(z′i), S(x)) ❛ss❡③ ♣❡t✐t✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❡st ✈ér✐✜é ✿

θ′i = α+ (S(z′i)− S(x))Tβ + νi, i = 1, . . . , n. ✭✼✳✻✮

❛✈❡❝ ❧❡s νi s✉♣♣♦sés ♥♦♥ ❝♦rré❧és✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

S(x) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ s♦✐t S(x) = (S1(x), . . . , Sd(x)) ❛✈❡❝ ❧❡s Sj(x) q✉✐ s♦♥t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❊♥

♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✿




θ′1
✳✳✳

θ′n


 =




1 S1(z
′
1)− S1(x) . . . Sd(z

′
1)− Sd(x)

✳✳✳

1 S1(z
′
n)− S1(x) . . . Sd(z

′
n)− Sd(x)







α

β1
✳✳✳

βd




+




ν1
✳✳✳

νn


 , ✭✼✳✼✮



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

θ′ = X(α, β) + ν. ✭✼✳✽✮

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés (α̂, β̂) ♣❡✉✈❡♥t s✬♦❜t❡♥✐r ♣❛r (X ′X)−1X ′θ′✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❇❡❛✉✲

♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ s♦✉❧✐❣♥❡♥t q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ s✐

❧❡s θ′i s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s z′i ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ x ♦❜s❡r✈é ✭s♦✐t ρ(S(z′i), S(x)) ❛ss❡③ ♣❡t✐t✮✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝

✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉✬✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s à ❞❡s θ′i ❛ss♦❝✐és à ❞❡s z′i
♣r♦❝❤❡s ❞❡ x q✉✬à ❞❡s θ′i ❛ss♦❝✐és à ❞❡s z′i ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és ❞❡ x✳ ■❧s ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦♥❞éré❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s Kδ

(
ρ(S(z′i), S(x))

)
✱ Kδ ét❛♥t ✉♥

♥♦②❛✉ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭s♦✉✈❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬❊♣❛♥❡❝❤♥✐❦♦✈✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ♣❧✉s ρ(S(z′i), S(x))

❡st ♣❡t✐t ❡t ♣❧✉s ❧❡ θ′i ❛ss♦❝✐é ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ ❧✬♦♣♣♦sé✱ ❞és q✉❡ ρ(S(z′i), S(x)) ❞é♣❛ss❡

✉♥ s❡✉✐❧ δ✱ ❛❧♦rs θ′i ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ s♦♥ ♣♦✐❞s ❡st ♥✉❧✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

(α̂, β̂) ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❛❧♦rs ❝❡✉① ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ (α, β)✳

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt✱ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s θ′i✱ ✐❧s s❡ ❜❛s❡♥t ♣❧✉tôt s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛❥✉sté ❞❡s θ∗i ✱ ❛✈❡❝ ✿

θ∗i = θ′i − (S(z′i)− S(x))T β̂ i = 1, . . . , n. ✭✼✳✾✮

❙♦✐t δ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❡t ǫ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ st❛♥❞❛r❞✳ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ✓ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✔ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲

✷ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ▼❛r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✾❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ δ = ǫ✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s❡♥t✐r q✉❡ ❧❡s s❡✉✐❧s ǫ ❡t δ s♦♥t é❧❡✈és✳ ❆✈❡❝

✉♥ δ > ǫ✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ st❛♥❞❛r❞

❡t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✼✳✺✳✷ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

❊♥ ✷✵✶✵✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✓ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✔ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❇❧✉♠ ❬✷✺❪ ❛ ♣r♦♣♦sé

✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡

♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❇❧✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❬✷✻❪ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪✳ P❧✉s

♣ré❝✐s❡♠♠❡♥t✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❤♦♠♦s❝é❞❛st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❥❡té❡s ♣❛r ❧✬❆❇❈✲✷ st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ♣✉✐s ♣♦♥❞éré❡s ❡t

❛❥✉sté❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡s ❝❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡



✼✳✺ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈ ✶✺✶

❞❡ ❇❧✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♣r♦❞✉✐t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é ✭♣❛r❢♦✐s ♠ê♠❡ t♦✉t❡s✮✱ ❝❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

♣❛rt✐❡ ♦✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r

♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❇❧✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r

❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❧♦rsq✉❡ ❞❡

♥♦♠❜r❡✉s❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳

▲❡✉❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✸❪ ♦♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

st❛t✐st✐q✉❡s S(z) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❛ ✉♥ ❞é❢❛✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ θ ♥✬❡st

♣❛s ✉t✐❧✐sé✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s ✭❞❡s ③♦♥❡s

❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬❡st✮✳

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧s ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ♣❧✉tôt ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s S(z) s❛❝❤❛♥t

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à

❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈

q✉✐ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rré❧é❡s✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛ ❧♦♥❣t❡♠♣s été ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✭♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✼✳✸✮ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧

♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈

✭♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✼✳✷✮✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❡t ▼❝❑✐♥❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪ ♣♦✉r ❞❡s

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭♣rés❡♥té ❡♥ ✺✳✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ✈r❛✐s❛♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ▼❈▼❈✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❉❛♥s

❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s ❆❇❈✲P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❡t ❧❡

❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❆❇❈✲P▼❈ q✉✐

❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞❡✈❡♥✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✽✳✶ ❆❇❈ ❡t P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

✽✳✶✳✶ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣

▲❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ x ∈ D ⊆ R
n ❡st ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ∈ Θ ⊆ R
d✱ ❡t

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ f(x | θ)✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt ❡st π(θ | x)✱ ❡t π(θ)
❡st ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ N ❝❤❛î♥❡s

❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞♦✐✈❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡

❞✬❛✉tr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ π(θ | x)✳ ❉❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉①

❞❡r♥✐èr❡s ❞❡ s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡ ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❇♦rt♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ✳ ◆♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ▼❈▼❈✱



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❡♥ ❧❡s t❡♠♣ér❛♥t ✭❞❡ t❡❧s ♥♦②❛✉① t❡♠♣érés ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❘❛t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✶❪✮✳

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s T1 = 1 < T2 < . . . < TN ❡st ♣ré✲❞é✜♥✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫmin = ǫ1 < ǫ2 < . . . < ǫN ✱ ❛✈❡❝ ǫmin q✉✐ ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡✱

s♦✉❤❛✐té ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ π(θ | x)✳
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡

♣❛r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫi ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ qi(. | θ)
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ti✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ qi(. | θ) ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥ t❡♠♣éré ♣❛r

Ti✳ P❧✉s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s é❧♦✐❣♥és ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❝t✉❡❧s✳

✽✳✶✳✷ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡

▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡sN ❝❤❛î♥❡s ❡st ♥♦té❡ ǫ = (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫN )✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① N ❝❤❛î♥❡s ❡st ♥♦té θ = (θ1, θ2, . . . , θN ) ❛✈❡❝ θi ∈ Θ ⊆ R
d✱

❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧és ❛ss♦❝✐és ❛✉① N ❝❤❛î♥❡s ❡st ♥♦té z = (z1, z2, . . . , zN )✳

▲✬ét❛t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ✭i ∈ {1, . . . , N}✮ ❡st ♥♦té (zi, θi)✱ ❡t ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡

à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

πǫi(zi, θi | x) ∝ π(θi)f(zi | θi)1{ρ(S(zi),S(x))<ǫi}(zi). ✭✽✳✶✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

π∗
ǫ (z, θ | x) =

N∏

i=1

πǫi(zi, θi | x). ✭✽✳✷✮

P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✱ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t ♥♦tés i ❡t j ✭i < j✮✱ ❡t ❧❡s ét❛ts ♣r♦♣♦sés ❧♦rs ❞❡

❧✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t ♥♦tés θ′ ❡t z′✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s q(z′, θ′ | z, θ) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r (z′, θ′) à ♣❛rt✐r

❞❡ (z, θ)✱ ❡t q(θ′ | θ) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r θ′ à ♣❛rt✐r ❞❡ θ✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❆❇❈

❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✐♥t✉✐t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❝❤❛♥❣❡r ❧✬ét❛t (θi, zi) ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i

❛✈❡❝ ❧✬ét❛t (θj , zj) ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣r♦♣♦s❡r✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ✿

θ′ = (θ1, . . . , θj , . . . , θi, . . . , θN ) ❡t z′ = (z1, . . . , zj , . . . , zi, . . . , zN ).



✽✳✶ ❆❇❈ ❡t P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✶✺✺

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à π∗
ǫ ✱ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

α = 1 ∧
π∗
ǫ (z

′, θ′ | x)q(z, θ | z′, θ′)
π∗
ǫ (z, θ | x)q(z′, θ′ | z, θ)

= 1 ∧
π∗
ǫ (z

′, θ′ | x)
π∗
ǫ (z, θ | x)

. ✭✽✳✸✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q(z′, θ′ | z, θ) r❡♣rés❡♥t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♣❛✐r❡

(i, j) ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✱

q(z, θ | z′, θ′) = q(z′, θ′ | z, θ)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

π∗
ǫ (z

′, θ′ | x)
π∗
ǫ (z, θ | x)

=
πǫi(z

′
i, θ

′
i | x)πǫj (z′j , θ′j | x)

πǫi(zi, θi | x)πǫj (zj , θj | x)
✭✽✳✹✮

=
π(θ′i)f(z

′
i | θ′i)1{ρ(S(z′i),S(x))<ǫi}(z

′
i)

π(θi)f(zi | θi)1{ρ(S(zi),S(x))<ǫi}(zi)
×

π(θ′j)f(z
′
j | θ′j)1{ρ(S(z′j),S(x))<ǫj}(z

′
j)

π(θj)f(zj | θj)1{ρ(S(zj),S(x))<ǫj}(zj)
.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✽✳✸✮ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝❛r ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s r❛t✐♦s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s f(z′i | θ′i)/f(zi | θi) ❡t

f(z′j | θ′j)/f(zj | θj)✳

▼♦✉✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❆❇❈

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θi ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θj ❞❡ ❧❛

❝❤❛î♥❡ j✱ ❡t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧és ❛ss♦❝✐és zi ❡t zj ✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ✿

✶✳ ❊❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θi ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θj ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à

♣r♦♣♦s❡r ✿

θ′ = (θ1, . . . , θj , . . . , θi, . . . , θN ). ✭✽✳✺✮

✷✳ ❆❝t✉❛❧✐s❡r zi ❡t zj ♣❛r z′i ❡t z′j ✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ θj ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i✱ ❡t ❞❡ θi ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣r♦♣♦s❡r ✿

z′ = (z1, . . . , z
′
i, . . . , z

′
j , . . . , zN ). ✭✽✳✻✮

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✭❛✈❡❝ θ′i = θj ❡t θ′j = θi✮ ✿

q(z′, θ′ | z, θ) = q(z′, θ′ | θ) ∝ f(z′i | θ′i)f(z′j | θ′j)q(θ′ | θ).

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

α = 1 ∧
π∗
ǫ (z

′, θ′ | x)q(z, θ | z′, θ′)
π∗
ǫ (z, θ | x)q(z′, θ′ | z, θ)

= 1 ∧
π∗
ǫ (z

′, θ′ | x)f(zi | θi)f(zj | θj)
π∗
ǫ (z, θ | x)f(z′i | θ′i)f(z′j | θ′j)

. ✭✽✳✼✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱

q(θ | θ′) = q(θ′ | θ)✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✹✮ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✽✳✼✮

❞❡✈✐❡♥t ✿

α = 1 ∧
π(θ′i)π(θ

′
j)1{ρ(S(z′i),S(x))<ǫi}(z

′
i)1{ρ(S(z′j),S(x))<ǫj}(z

′
j)

π(θi)π(θj)1{ρ(S(zi),S(x))<ǫi}(zi)1{ρ(S(zj),S(x))<ǫj}(zj)

= 1{ρ(S(z′i),S(x))<ǫi}(z
′
i)1{ρ(S(z′j),S(x))<ǫj}(z

′
j). ✭✽✳✽✮

❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❆❇❈✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞❡✉① s❡✉✐❧s

❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫi ❡t ǫj ✳

✽✳✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❇❈✲P❚

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r (n+ 1)✳

❉é❢✐♥✐r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ1 < ǫ2 < . . . < ǫN✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s T1 = 1 < T2 < . . . < TN✳

✶✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s N ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✮ (θ
(0)
1 , z

(0)
1 ) s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πǫ1(z, θ | x)✳

✷✮ (θ
(0)
2 , z

(0)
2 ) s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πǫ2(z, θ | x)✳

✐✮ ✳✳✳

◆✮ (θ
(0)
N , z

(0)
N ) s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πǫN (z, θ | x)✳

P♦s❡r θ(0) = (θ
(0)
1 , θ

(0)
2 , . . . , θ

(0)
N ) ❡t z(0) = (z

(0)
1 , z

(0)
2 , . . . , z

(0)
N )✳

✷✳ P♦✉r t ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✭❛✮ ▼❖❯❱❊▼❊◆❚❙ ▲❖❈❆❯❳ ❆❇❈✲▼❈▼❈✿ P♦✉r ✐ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à N✿

✐✳ ●é♥ér❡r θ′i s✉✐✈❛♥t qi(. | θ(t−1)
i )✳

✐✐✳ ●é♥ér❡r z′i s❛❝❤❛♥t θ′i✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′i)✳



✽✳✶ ❆❇❈ ❡t P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✶✺✼

P♦s❡r (θ
(t)
i , z

(t)
i ) = (θ′i, z

′
i) ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✿

α = min

{
1,

π(θ′i)qi
(
θ
(t−1)
i | θ′i

)

π(θ
(t−1)
i )qi

(
θ′i | θ

(t−1)
i

)
}
1{ρ(S(z′i),S(x))<ǫi}(z

′
i).

❙✐♥♦♥ ♣♦s❡r (θ
(t)
i , z

(t)
i ) = (θ

(t−1)
i , z

(t−1)
i )✳

✭❜✮ ▼❖❯❱❊▼❊◆❚❙ ❉✬❊❈❍❆◆●❊✿ N ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✿ N ♣❛✐r❡s ❞❡

❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱

❛✈❡❝ r❡♠✐s❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝❤♦✐s✐❡s ✿

◆♦✉s ♥♦t♦♥s i ❡t j ✭i < j✮ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❡t

z ❡t θ ❧❡s ét❛ts ❛❝t✉❡❧s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧

ét❛t (z′, θ′) ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

✐✳ ❊❝❤❛♥❣❡r θi ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i ❛✈❡❝ θj ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r

θ′ = (θ1, . . . , θj , . . . , θi, . . . , θN )✳

✐✐✳ ❆❝t✉❛❧✐s❡r zi ❡t zj ♣❛r z′i ❡t z′j✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ θj ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i✱ ❡t ❞❡

θi ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r z′ = (z1, . . . , z
′
i, . . . , z

′
j , . . . , zN )✳

✐✐✐✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t (z′, θ′) ❡st ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r (z, θ) ❛✈❡❝ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

α = 1{ρ(S(z′i),S(x))<ǫi}(z
′
i)1{ρ(S(z′j),S(x))<ǫj}(z

′
j).

✽✳✶✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r (z, θ) ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

π∗
ǫ (z, θ | x)✱ ❛✈❡❝ ✿

π∗
ǫ (z, θ | x) =

N∏

i=1

πǫi(zi, θi | x)

∝
N∏

i=1

π(θi)f(zi | θi)1{ρ(S(zi),S(x))<ǫi}(zi). ✭✽✳✾✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ▼❛r❥♦r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r

❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r (zi, θi) ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

πǫi(zi, θi | x)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ré✈❡rs✐❜❧❡s ♣❛r

r❛♣♣♦rt à π∗
ǫ ✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π∗
ǫ (z, θ | x)✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✻✳✶✳✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ǫ1 = ǫmin ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝❛r s❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t

✐ss✉❡s ❞❡ πǫ1(z1, θ1 | x)✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ θ1✱ s♦✐t ♣❛r ❧❛

♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✿

πǫ1(θ1 | x) ∝
∫

πǫ1(z1, θ1 | x)dz, ♥♦té❡ π(θ1 | ρ(S(z), S(x1)) < ǫ1). ✭✽✳✶✵✮

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ πǫ1(θ1 | x) ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt π(θ | x) s✐ ǫ1 ❡st

❛ss❡③ ♣❡t✐t ❡t S ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✳

✽✳✶✳✺ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ▲❡ s❡✉✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

❝❤❛î♥❡ ǫmin ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ❧❡ ♣❧✉s

é❧❡✈é ǫN ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✬é❝❤❛♣♣❡r ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❉✬❛♣rès

♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡s s❡✉✐❧s ǫmin ❡t ǫN s♦♥t ❝❤♦✐s✐s✱ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ✿

✶✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐té s♦♥t ✶✳✶✱ ✶✳✷ ❡t ✶✳✸✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ ǫ2 = 1.1ǫmin✱ ǫ3 = 1.2ǫ2 ❡t

ǫ4 = 1.3ǫ3 ✭❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✮✳

✷✳ ❊s♣❛❝❡r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡

❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥tr❡✲

♣r♦❞✉❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♥✬❛❝❝❡♣t❡r♦♥t q✉❡

r❛r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✭✈♦✐r ✭✽✳✽✮✮✳ ❖r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❧♦rsq✉❡

♣❧✉s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ét❛✐❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ♣❡t✐ts

s❡✉✐❧s✱ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✈✐❝✐❡✉① s✬✐♥t❛❧❧❡r❛✐t ✿ ♠♦✐♥s ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés✱ ♣❧✉s ❧❡s

❝❤❛î♥❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡st❡r ❝♦✐♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣té✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s

❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ é❧❡✈és✳

❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ▲❡s ♠ê♠❡s r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✻✳✶✳✸✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ N ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣éré ♣❛r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
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❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ TN ❞♦✐t ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❝t✉❡❧s✱ ❡t

❧❡ s❡✉✐❧ ǫN ❞♦✐t êtr❡ ❛ss❡③ é❧❡✈é✳

▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s

❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♥✬❛❝❝❡♣t❡r♦♥t q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✐ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s

♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ q✉✬❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s

❞✬✐♥❞✐❝❡s é❧❡✈és s❡r❛✐t ❢❛✈♦r✐sé✱ ♠❛✐s ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt✱ s❡r❛✐t ❞é❢❛✈♦r✐sé✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✶✳✶ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ♣♦✉r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✳

❙✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❙✐ niter ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛♥❝é❡s s✉r ❧❡s N ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱

❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❛✉r♦♥t été s✐♠✉❧és à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡

2niterN ❡t 3niterN ✳

❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ N ❥❡✉① s♦♥t

s✐♠✉❧és✱ ♣✉✐s N ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ▲♦rs ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ s✐ ❧❡s

❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t i ❡t j ✭i < j✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❥❡✉ z′i ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ i✱ ❡t ✉♥

❥❡✉ z′j ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ j✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣té s✐ ρ(S(z′i), S(x)) < ǫi ❡t ρ(S(z
′
j), S(x)) < ǫj ✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❥❡✉ z′i ❡t ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ρ(S(z′i), S(x)) < ǫi ❡st

✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ✉♥ ❥❡✉ z′j ✳ ❙✐♥♦♥✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡r❛ r❡❢✉sé✱ ❡t

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦✉ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❛♥s s✐♠✉❧❡r z′j ✳ ❉❛♥s

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡✉① ❥❡✉① s♦♥t s✐♠✉❧és ❧♦rs ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡

❝❛s ✉♥ s❡✉❧ ❥❡✉ ❡st s✐♠✉❧é✳

✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s

✽✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t ✉t✐❧✐sé ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ❡t ❇❡❛✉♠♦♥t

❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

θ ∼ U[−10,10],

x | θ ∼ 0.5N (θ, 1) + 0.5N (θ, 1/100).

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x = 0 ❡st ✿

θ | x = 0 ∼
(
0.5N (0, 1) + 0.5N (0, 1/100)

)
1[−10,10](θ).



✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❡r π(θ | x = 0)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t S(x) = x ❡t ρ(x, z) = |z−x|✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
πǫ(θ | x = 0) = π(θ | |x| < ǫ)✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✿

π(θ | |x| < ǫ) = π(θ | x < ǫ)− π(θ | x < −ǫ)
∝ π(x < ǫ | θ)− π(x < −ǫ | θ)
∝ Φ(ǫ− θ) + Φ(10(ǫ− θ))− Φ(−ǫ− θ)− Φ(10(−ǫ− θ))

∝ Φ(ǫ− θ)− Φ(−ǫ− θ) + Φ(10(ǫ− θ))− Φ(−10(ǫ+ θ)),

❛✈❡❝ Φ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ❆❇❈✲

▼❈▼❈✱ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té✱ ❡t ❆❇❈✲P▼❈✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ✵✳✵✷✺✱ ❝❛r ❛❧♦rs

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ πǫ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t π✳

❆❇❈ st❛♥❞❛r❞

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ✺✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❡♥✈✐r♦♥ ✹✺ s❡❝♦♥❞❡s✮✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st très ❜♦♥♥❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✈❛♥t

❞✬❡♥ ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✹✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ǫ = 0.025 ✭✶✵✵

s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ǫ = 0.1✮✳

❆❇❈✲▼❈▼❈

❈♦♠♠❡ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ❡t ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ q(θ′ | θ(t−1)) ∼
N (θ(t−1), 0.152)✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s

♥❡ ❞✐s❝✉t♦♥s ♣❛s s♦♥ ❝❤♦✐① ✐❝✐✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆❇❈ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s

❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ q✉✐ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡st❡r

❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ♣❡t✐t✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❛

❝❤❛î♥❡ ❡st r❡sté❡ ❜❧♦q✉é❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P♦✉r ǫ = 0.025 ❡t ✻✵✵ ✵✵✵

✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t ❡♥✈✐r♦♥ ✶ ♠✐♥✉t❡ ✸✵ s❡❝♦♥❞❡s✳

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❣é♥éré❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

❝❤♦✐s✐✱ s♦✐t ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞✬ét❛ts ♣r♦♣♦sés q✉✐ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡

s❡✉✐❧ ❡st ♣❡t✐t ❡t ♣❧✉s ❝❡s t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✳

❙❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✷ ✶✳✺ ✶ ✵✳✺ ✵✳✶ ✵✳✵✷✺

❚❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✽✷✪ ✼✻✪ ✻✻✪ ✹✺✪ ✶✸✪ ✸✳✺✪

❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✕ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ✿ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✈❛❧❛♥t ✷✱ ✶✳✺✱ ✶✱
✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t ✵✳✵✷✺ ✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❆❇❈ st❛♥❞❛r❞ ✭à ❣❛✉❝❤❡✱ ✺✵✵✵ ✈❛❧❡✉rs✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈
✭à ❞r♦✐t❡✱ ✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮ ✱ ♣♦✉r ǫ = 0.025✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és
♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r (θ′, ǫ′) à ♣❛rt✐r ❞❡ (θ(t−1), ǫ(t−1)) ✭ét❛♣❡

✷✳❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ǫ′ ❡t θ′ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t θ′✱

♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ q(θ′ | θ(t−1)) ∼ N (θ(t−1), 0.152)✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ǫ′✱ ♥♦✉s ❧❡ ♣r♦♣♦s♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ǫ(t−1) à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ✳ ❆✈❡❝ τ = 10✱ ǫ ✈❛✉t

❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✶✳ P♦✉r ✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t ❡♥✈✐r♦♥ ✷

♠✐♥✉t❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛î♥❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s ǫT ✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✜❧tré❡s ❛✈❡❝ ǫT ✈❛❧❛♥t ✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t

✵✳✵✷✺✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ P♦✉r ǫT = 0.025✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ r❡st❡

❜❧♦q✉é❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❞r♦✐ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐s✐tés✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛î♥❡s✳ P♦✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞❡ ✶✸✪✳

ǫT ✷ ✶✳✺ ✶ ✵✳✺ ✵✳✶ ✵✳✵✷✺

P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ✶✵✵✪ ✶✵✵✪ ✾✾✳✾✻✪ ✾✺✳✾✪ ✷✼✳✵✪ ✷✳✾✪

❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ✕ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té ✿ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✳



✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ǫT ✈❛❧❛♥t ✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t ✵✳✵✷✺ ✭✻✵✵ ✵✵✵
✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

❆❇❈✲P▼❈

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✷✱ ✶✳✺✱ ✶✱ ✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t ✵✳✵✷✺✱ ❡t ❣é♥ér♦♥s

s✐① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✺✵✵✵✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❥✉sq✉✬à

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✕ ❆❇❈✲P▼❈ ✿ ❧❡s s✐① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✷✱ ✶✳✺✱ ✶✱ ✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t ✵✳✵✷✺
✭✺✵✵✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és
✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦♥❞éré❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

♣rés❡♥t✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥té❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✵✳✵✷✺✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❡♥ ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡✱

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✕ ❆❇❈✲P▼❈ ❩♦♦♠ ✿ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✵✳✵✷✺ ✭✺✵✵✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♣♦♥❞éré❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❣r✐sé❡✳

❙❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✷ ✶✳✺ ✶ ✵✳✺ ✵✳✶ ✵✳✵✷✺ ❚♦t❛❧

◆❜ s✐♠✉s ♠♦②❡♥ ✹✳✾ ✷✳✷ ✷✳✼ ✹✳✸ ✶✽✳✼ ✻✼✳✸
◆❜ s✐♠✉s t♦t❛❧ ✷✹✻✽✹ ✶✵✼✼✺ ✶✸✻✼✽ ✷✶✸✽✵ ✾✸✸✸✷ ✸✸✻✺✺✽ ✺✵✵✹✵✼

❚❛❜❧❡ ✽✳✸ ✕ ❆❇❈✲P▼❈ ✿ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❡♥ ❛❝❝❡♣t❡r ✉♥❡✱ ❡t
♥♦♠❜r❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✐① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❝❛❧❝✉❧ s✉r ✺✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝❡♣té❡s✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥tés t♦✉r♥❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t s♦✉s ❘ ✭❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ♠✐✲

♥✉t❡s✮✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ✭✹✶ ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞û ❛✉① t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳

❆❇❈✲P❚

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s N = 15 ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

• ◆♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s qi(θ
′
i | θ

(t−1)
i ) ∼ N (θ

(t−1)
i , 0.152 ∗ Ti)✳

• ❚❡♠♣ér❛t✉r❡s ✿ ♥♦✉s ❧❡s ♣r❡♥♦♥s ❞❡ ✶ à ✹✱ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲

♠✐q✉❡✳

• ❙éq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✿ ♥♦✉s ❧❛ ❞é✜♥✐ss♦♥s s♦✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥♥❛❧✐té✱ s♦✐t ❡♥ ❡s♣❛ç❛♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s s❡✉✐❧s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s ❡♥tr❡

✶ ❡t ✶✳✼ ❡t ǫ1 = 0.025✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ǫ15 = 1.85✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s s❡✉✐❧s

❝♦♠♠❡ ét❛♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❡♥tr❡ ✵✳✵✷✺ ❡t ✷✳ ▲❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥t

❞❡s rés✉❧t❛ts très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❡s s❡✉✐❧s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t

❡s♣❛❝és s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

P♦✉r ✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡

✽✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✶✺ ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻

s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✵✳✵✷✺ ❡t ✵✳✵✽✼✳ ❙✉r ❝❡tt❡

✜❣✉r❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ✿ ♥♦✉s ❞❡✈✐♥♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s r❡st❡♥t ❜❧♦q✉é❡s ❞❡ ♣❡t✐ts ♠♦♠❡♥ts

❞❛♥s ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s tr♦♣ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❆❇❈✲P▼❈✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ❧✐ss❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s q✉❡✉❡s

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❜✐❡♥ r❡♠♣❧✐❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝❡♣tés

♣♦✉r s✐① ❞❡s q✉✐♥③❡ ❝❤❛î♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s N ❝❤❛î♥❡s✱ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐és
❛❧❧❛♥t ❞❡ ✵✳✵✷✺ à ✷ ✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és
♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳



✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✻✺

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✕ ❆❇❈✲P❚ ❩♦♦♠ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ✵✳✵✷✺
❡t ✵✳✵✽✼ ✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

❙❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✷ ✵✳✼✽ ✵✳✸✶ ✵✳✶✷ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✷✺

❚❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✽✶✳✶✪ ✺✻✳✼✪ ✸✷✳✷✪ ✶✺✳✺✪ ✻✳✽✪ ✸✳✽✪
▼✈ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝❡♣tés ✶✾✸ ✹✺✽ ✶✽✷ ✾✽✼ ✶✶✶ ✶✺✷ ✺✸ ✾✸✽ ✷✷ ✾✸✸ ✶✷ ✺✻✼

❚❛❜❧❡ ✽✳✹ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ ✿ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝❡♣tés✱
♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✺✱ ✶✷✱ ✾✱ ✻✱ ✸ ❡t ✶✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✷✳✶ ❙✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t très r❛♣✐❞❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚

❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧✬❆❇❈✲P▼❈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❧♦♥❣✉❡s à ♦❜t❡♥✐r✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❝♦♥s❛✲

❝ré❡ à ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥

t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✷✳✷ ❙✐ ♥♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ s✉r s❡✉❧❡♠❡♥t ✹✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t

✺✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ✐❧ ♠❡t ❡♥✈✐r♦♥ ✶ ♠✐♥✉t❡✱ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡t ❞❡ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té✱ ♣♦✉r

✉♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ❝♦✉rt✳



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ✵✳✵✷✺ ❡t ✵✳✵✽✼
✭✹✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✺✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

✽✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t ♠♦❞✐✜é

❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s♦♥t ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ❡t ❧✬❆❇❈✲P❚✳

◆♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ♣❡t✐t ♠♦❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♠♦❞✐✜és s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

θ ∼ U[−10,10],

x | θ ∼ 0.45N (θ, 1) + 0.45N (θ, 1/100) + 0.1N (θ − 5, 1), ✭✽✳✶✶✮

❡t

θ ∼ U[−10,10],

x | θ ∼ 0.45N (θ, 1) + 0.45N (θ, 1/100) + 0.1N (θ − 9, 1). ✭✽✳✶✷✮

❆❇❈✲▼❈▼❈

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉① r✉♥s ❞❡ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮✱

♣♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ ✵✳✵✷✺✳ ▲♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r r✉♥ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ r❡st❡ ❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡

❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✺✱ ❡t ❧♦rs ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✐té❡✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✷✮✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♠♦❞❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♠♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ❡t ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡

♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ✕ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❞❡✉① r✉♥s ♣♦✉r ǫ ✈❛❧❛♥t ✵✳✵✷✺✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮ ✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

❆❇❈✲P▼❈

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✷✱ ✶✳✺✱ ✶✱ ✵✳✺✱ ✵✳✶ ❡t ✵✳✵✷✺✱ ❡t ❣é♥ér♦♥s

s✐① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✺✵✵✵✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉

s❡✉✐❧ ✵✳✵✷✺✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s

③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦♥t s♦✉s✲r❡♣rés❡♥té❡s✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s✐① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✶ ✶✵✹

✻✵✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶ ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✵✳✵✷✺ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

✭✽✳✶✷✮✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ♣❛r❛ît ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥

✈✐s✐té❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮✳

❆❇❈✲P❚

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t✱ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮✳ P♦✉r ✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡

❡✛❡❝t✉❡ ✼✼✸✽ é❝❤❛♥❣❡s✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✺ ❝❤❛î♥❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✽ é❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝❡♣té ♣❛r

✐tér❛t✐♦♥ ✭s✉r ✶✺✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✺✪✮✱ ❡t ✶✳✶✶ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✐♠✉❧és ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡

♣r♦♣♦sé✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s

✵✳✵✷✺ ❡t ✵✳✵✻ ✿ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧♦ré❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣❡t✐t

♠♦❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✺ ❡st ❜✐❡♥ ❞ét❡❝té✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❆❇❈✲P▼❈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♠♦✐♥s ❧✐ss❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❆❇❈✲P▼❈✳



✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✽✳✾ ✕ ❆❇❈✲P▼❈ ✿ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✵✳✵✷✺✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮ ✭✺✵✵✵
♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❣r✐sé❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ✵✳✵✷✺ ❡t ✵✳✵✻
✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✶✮✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és
♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳
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▲❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✷ ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s❡✉✐❧ ✵✳✵✷✺

✭❞❡✉① r✉♥s ❞✐✛ér❡♥ts✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✷✮✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉t♦✉r

❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈✐s✐té❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳

✽✳✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ réé❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ❡t

♣❛r ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✐♥térêt ✿ ❧❡ t❛✉① ❞❡

r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦t②♣✐q✉❡s ❞é♥♦♠❜r❛♥t ❧❡s ❣é♥♦t②♣❡s ♦❜s❡r✈és✱ s♦✐t ❧❡s s♦✉❝❤❡s ❞❡ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡

♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ♠♦rts ❡t ❞❡s ♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❛s✳ ▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥

❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ♠♦rt à ✉♥ ❤ôt❡ ♠♦rt ♦✉ ❣✉ér✐✳ ❊♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❡♥

♣❧✉s ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣❡r♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛tér✐❡ ♣❛t❤♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉❝❤❡s✳ ❯♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s♦✉❝❤❡ ❞❡ ♣❛t❤♦❣è♥❡

♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❤ôt❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❡st❡ ❞♦♥❝ ✐♥❢❡❝té✱ s❡✉❧ ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ ❞✉ ♣❛t❤♦❣è♥❡

❝❤❛♥❣❡✳ ❚r♦✐s é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✿ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ♠♦rt

❞✬✉♥ ❝❛s✱ ❡t ♠✉t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ✿ t♦✉t❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡

♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ❣é♥♦t②♣❡ q✉✐ ♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s ❡①✐sté ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❣é♥♦t②♣❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s

♣r♦♣r✐étés é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é✈è♥❡♠❡♥t s✉r

✉♥ ❝♦✉rt ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❡t ❧❡s t❛✉① ♣❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉ r❡st❡♥t

❝♦♥st❛♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✛❛✐r❡ à ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬é♣✐❞é♠✐❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ✉♥❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❛✐♥❡✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❛②❛♥t ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ i ❞✉

♣❛t❤♦❣è♥❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡st ♥♦té Xi(t)✱ G(t) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥♦t②♣❡s q✉✐ ♦♥t ❡①✐sté ❥✉sq✉✬❛✉

t❡♠♣s t✱ ❡t N(t) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s q✉✐ ♦♥t été ✐♥❢❡❝tés ❛✈❛♥t ♦✉ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ▲❡s ❣é♥♦t②♣❡s

s♦♥t ♥♦tés 1, 2, 3, . . . ♣❛r ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✱ s❛✉❢ ♣♦✉r i = 1 q✉✐

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❡s❝❡♥❞❡♥t✳

N(t) =

G(t)∑

i=1

Xi(t).



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❚r♦✐s t❛✉① ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✿ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ α✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠♦rt δ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥

θ ✭t❛✉① ♣❛r ❝❛s ♣❛r ❛♥♥é❡✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

Pi,x(t) = P (Xi(t) = x),

P̄n(t) = P (N(t) = n),

P̃g(t) = P (G(t) = g).

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Pi,x(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

dPi,x(t)

dt
= −(α+ δ + θ)xPi,x(t)︸ ︷︷ ︸

❛✉❝✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t

+α(x− 1)Pi,x−1(t)︸ ︷︷ ︸
♥❛✐ss❛♥❝❡

+(δ + θ)(x+ 1)Pi,x+1(t)︸ ︷︷ ︸
♠♦rt ♦✉ ♠✉t❛t✐♦♥

, ✭✽✳✶✸✮

♣♦✉r x = 1, 2, 3, . . .

dPi,0(t)

dt
= (δ + θ)Pi,1(t). ✭✽✳✶✹✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❣é♥♦t②♣❡ ❛♥❝❡str❛❧✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s

s♦♥t ✿ Pi,x(0) = 0 ♣♦✉r t♦✉t (i, x)✱ s❛✉❢ P1,1(0) = 1✱ ❡t ♣♦✉r i = 2, 3, 4, . . .✱ Pi,0(0) = 1✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❣é♥♦t②♣❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P̃g(t) s✉✐t ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣é♥♦t②♣❡✮ ✿

dP̃g(t)

dt
= −θN(t)P̃g(t)︸ ︷︷ ︸

♣❛s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥

+ θN(t)P̃g−1(t)︸ ︷︷ ︸
♠✉t❛t✐♦♥

, ♣♦✉r g = 2, 3, 4, . . . ✭✽✳✶✺✮

dP̃1(t)

dt
= −θN(t)P̃1(t). ✭✽✳✶✻✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st G(0) = 1✳ ❙♦✐t tg ❧❡ t❡♠♣s ❛✉q✉❡❧ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣é♥♦t②♣❡ g ❛ été ❝réé✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s Pg,1(tg) = P (Xg(tg) = 1) = 1✱ ❡t Pg,x(tg) = P (Xg(tg) = x) = 0 ♣♦✉r x 6= 1✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❛s N(t) ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

✭s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♠♦rt ♦✉ ✉♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✢✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s

r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✮ ✿

dP̄n(t)

dt
= −(α+ δ)nP̄n(t)︸ ︷︷ ︸

♣❛s ♠♦rt✱ ♣❛s ♥❛✐ss❛♥❝❡

+α(n− 1)P̄n−1(t)︸ ︷︷ ︸
♥❛✐ss❛♥❝❡

+ δ(n+ 1)P̄n+1(t)︸ ︷︷ ︸
♠♦rt

, ✭✽✳✶✼✮

♣♦✉r n = 1, 2, 3, . . .

dP̄0(t)

dt
= δP̄1(t). ✭✽✳✶✽✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t P̄1(0) = 1 ❡t P̄n(0) = 0 ♣♦✉r n 6= 1✳



✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✼✶

❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r tr♦✐s t❛✉① ✿ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♠♦rt ❡t ♠✉t❛t✐♦♥✱

α, δ ❡t θ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❡t ♠é❞❡❝✐♥s s♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ R✳ ▲❡ t❛✉①

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ❡st

❞é✜♥✐ ♣❛r α − δ > 0✳ ❯♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡✱ q✉✐

❡st ln(2)/(α − δ) ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ R ❝♦rr❡s♣♦♥❞ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❛✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s✱ ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ r❛t✐♦ α/δ✳ P❧✉s ❞❡

❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt ❡t s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s

❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿

◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♠♦rt ♦✉ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡✱

❜✐❡♥ q✉❡ ❧♦♥❣✱ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s α, δ ❡t θ✳

P♦✉r s✐♠✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s α, δ ❡t θ ❞♦♥♥és✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ✿

X1(0) = 1✱ Xi(0) = 0 ♣♦✉r i 6= 1✱ N(0) = 1 ❡t G(0) = 1✳

❈❤❛q✉❡ t❡♠♣s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ✿ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♠♦rt ♦✉ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ✐❝✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝

s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ✶ ❧♦rsq✉✬✉♥ é✈è♥❡♥❡♥t ❛ ❧✐❡✉✳

P♦✉r s✐♠✉❧❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❣é♥♦t②♣❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❣é♥♦t②♣❡s ❡♥❝♦r❡ ❡①✐s✲

t❛♥ts✱ ♣✉✐s ❝❤♦✐s✐r ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣é♥♦t②♣❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡ ❝❤♦✐s✐r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s

♣♦rt❛♥t ❝❡ ❣é♥♦t②♣❡ ✿ Xi(t)/N(t) ♣♦✉r ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ i✳

✷✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡

♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ♠♦rt ♦✉ ✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧❧❡s à α, δ ❡t θ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❢❛✐ts✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡s Xi✱ N ❡t G✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ✈❛r✐❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❙✐ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

s✬ét❡✐♥t✱ s♦✐t N(t) = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st é❝❛rté❡✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥ t❡♥♦♥s ♣❛s

❝♦♠♣t❡✳ ❙✐ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ Nstop✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st st♦♣♣é❡ ❡t ✉♥

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st t✐ré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❛♥s r❡♠✐s❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r Nstop

❞♦✐t r❡✢ét❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣r♦♣r✐é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

♦❜s❡r✈é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛♣rès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬é♣✐❞é♠✐❡ ❡t ♣❧✉s

✐❧ ② ❛ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢❡❝tés✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲❡s ❞♦♥♥é❡s

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ❡t ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❙♠❛❧❧ ❡t

❛❧✳ ❬✷✵✶❪ r❡❝❡✉✐❧❧✐❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ é♣✐❞é♠✐❡ ❞❡ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡ à ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❡♥tr❡ ✶✾✾✶ ❡t ✶✾✾✷✳ P❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✹✼✸ ✐s♦❧❛ts ♦♥t été r❡❝❡✉✐❧❧✐s✱ ❡t ❛♥❛❧②sés ♣♦✉r ❧❡ ♠❛rq✉❡✉r ■❙✻✶✶✶✵ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✓ ✜♥❣❡r✲♣r✐♥t ✔✳ ❈❡s ✹✼✸ ✐s♦❧❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✸✷✻ ❣é♥♦t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

3012311511018152443132201282,

♦ù nk s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ k ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❣é♥♦t②♣❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n s♦♥t ♦❜s❡r✈és✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s Nstop = 10000

♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥❞r❡ Nstop = 1000 ❞♦♥♥❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✼✸

❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ✐♥s✉✣s❛♥t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣r❡♥❞r❡ Nstop = 105 ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❛✐❧❧❡s

❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❢❡❝té❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳

❬✷✶✺❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆❇❈ ♥❡ s♦♥t ♣❛s très s❡♥s✐❜❧❡s à ❝❡

♣❛r❛♠ètr❡✳

❙t❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ✿

❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣❡✉t êtr❡ rés✉♠é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s

♣❛r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥♦t②♣❡s ❞✐st✐♥❝ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♥♦té g ✭♣♦✲

t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ G ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❣é♥ét✐q✉❡ H✱ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

H = 1−
g∑

i=1

(ni

n

)2
,

❛✈❡❝ ni ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥♦t②♣❡s i ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❙✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❙♠❛❧❧ ❡t ❛❧✳

❬✷✵✶❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s n = 473✱ gobs = 326 ❡t Hobs = 0.9892236✳

❙♦✐t gobs ❡t Hobs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n

♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❛ss♦❝✐é à g ❡t H ❡st ❝♦♥s✐❞éré ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s s✐ ✿

1

n
|gobs − g|+ |Hobs −H| < ǫ,

❛✈❡❝ ǫ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ◆♦✉s ♥♦r♠❛❧✐s♦♥s g ❡t gobs ♣❛r 1/n ❝❛r ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ✵ ❡t n t❛♥❞✐s q✉❡ H ❡t Hobs ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳

❙❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡ ✿

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ♦♥t ❡st✐♠é ❧❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s

❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✐♥térêt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈✳ ■❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

❞❡ ✵✳✵✵✷✺✱ ❡t ♦♥t ❧❛♥❝é ✷✳✺ ♠✐❧❧♦♥s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛♣rès ❜✉r♥✲✐♥✳ ❈❡❧❛ ❛ ♥é❝❡ss✐té ✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧s s✉r ✉♥ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛❝❝és à ✉♥ ❝❧✉st❡r ❝♦♠✲



✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✼✸

♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ✉♥ s❡r✈❡✉r✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

♣♦✉r ✷✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣r❡♥❞r❛✐t ♣❧✉s ❞❡ ✹✵ ❥♦✉rs✳ ❈❡❧❛ ♥✬ét❛♥t ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r

♥♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ✈❛❧❛♥t ✵✳✵✶✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ǫ ❡♥ t❡st❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

✵✳✵✵✷✺✱ ✵✳✵✵✺✱ ✵✳✵✶✺ ❡t ✵✳✵✷✺✳ ▲❡s t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❆❇❈✲▼❈▼❈ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡ ✵✳✵✸✪✱ ✶✳✸✪✱ ✺✳✾✪ ❡t ✶✵✳✸✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥

s❡✉✐❧ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ✵✳✵✶✱ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r ✵✳✵✵✷✺✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❞✉✐r❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✿

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ♠♦rt α ❡t δ s♦♥t s✉♣♣♦sés s✉✐✈r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥tr❡ ✵ ❡t

✺✱ ❛✈❡❝ α > δ✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ θ✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s

♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❡r ✭ré❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐

✐♥❢♦r♠❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

θ ∼ N (0.198, 0.067352), tr♦♥q✉é❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ✵.

❘és✉❧t❛ts

❆❇❈✲P❚ ✿

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♥♦tés φ = (α, δ, θ)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s φ
(t)
i ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❛✉ t❡♠♣s t✱ i = 1, . . . , N ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s N = 7 ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡

♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪ q(. | φ(t−1)
1 )

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ N (φ
(t−1)
1 ,Σ)✱ ❛✈❡❝ ✿

Σ =




0.52 0.225 0

0.225 0.52 0

0 0 0.0152


 .

P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s qi(. | φ(t−1)
i ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

N (φ
(t−1)
i ,Σi)✱ ❛✈❡❝ Σi = Σ1/Ti ✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✷ ré❣✉✲

❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ǫ1 = 0.01✱ ❡t ǫ2 à ǫ7 ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ ✵✳✵✸ à ✵✳✶ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é♠❛rr♦♥s ❞❡ ✵✳✵✸ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r tr♦♣ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ tr♦♣

♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ s✉r ✷✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ✷ ✵✵✵

❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣r✐s ❡♥✈✐r♦♥ ✶✶ ❥♦✉rs ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❙✉r ❧❡s ✷✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❛ ✸✶✺✶ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭✶✺✱✽✪✮✳

❈❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✸✱✽✪ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✶✻

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ✭✸✷✷✾ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❛✉ t♦t❛❧✮✳



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s N = 7 ❝❤❛î♥❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✳✷✾ é❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝❡♣tés

♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ✭s✉r ✼✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✸✸✪✮✱ ❡t ✶✳✸✽ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✐♠✉❧és ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r

é❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝❡♣tés ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s

❝❤❛î♥❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♥✬é❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❢❛✐❜❧❡s q✉✬❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s

❞✬✐♥❞✐❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈és ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs P❚ ❡t P❚❊❊▼✮✳

❝❤❛î♥❡ ✶ ❝❤❛î♥❡ ✷ ❝❤❛î♥❡ ✸ ❝❤❛î♥❡ ✹ ❝❤❛î♥❡ ✺ ❝❤❛î♥❡ ✻ ❝❤❛î♥❡ ✼

❝❤❛î♥❡ ✶ ✸✳✽ ✼✳✷ ✽✳✻ ✾✳✶ ✾✳✶ ✽✳✷ ✻✳✷
❝❤❛î♥❡ ✷ ✳ ✶✸✳✽ ✸✵✳✽ ✸✺ ✸✹✳✻ ✸✵✳✼ ✷✻✳✹
❝❤❛î♥❡ ✸ ✳ ✳ ✶✻✳✻ ✹✶✳✹ ✹✷✳✹ ✸✾✳✾ ✸✹✳✵
❝❤❛î♥❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✶✼✳✾ ✺✶✳✷ ✹✾✳✽ ✹✸✳✽
❝❤❛î♥❡ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✳✼ ✺✾✳✾ ✺✹✳✻
❝❤❛î♥❡ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✳✼ ✻✹✳✷
❝❤❛î♥❡ ✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

❚❛❜❧❡ ✽✳✺ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥♥❡ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ❤♦rs ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s♦♥t
❞♦♥♥és ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝❡♣tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s

❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✻✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❚❛♥❛❦❛

❡t ❛❧✳ ❬✷✶✺❪✱ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪ ❡t ❇❧✉♠ ❬✷✺❪✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛✉t♦✉r ❞❡

✵✳✻✵✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛r ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s

♠é❞❡❝✐♥s ✭t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♠❛❧❛❞❡s ❛ ❞♦✉❜❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ■❝✐✱

❝❡ t❡♠♣s ❡st ❡st✐♠é ❛✉t♦✉r ❞❡ ✶✳✸✺ ❛♥♥é❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭♥♦♠❜r❡

❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s✮✱ s♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝ré❞✐❜✐❧✐té ❡st très ❧❛r❣❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦s✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ δ✱ s♦✐t ❞❡

très ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ t❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♦♥t ❛✉t♦✉r ❞❡

❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶✮✱ q✉✐ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐ ♥✬❡st

♣❛s très ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r tr♦♣ ✐♥st❛❜❧❡✳

▼♦②❡♥♥❡ ▼é❞✐❛♥❡ ■♥t✳ ❝ré❞✐❜✐❧✐té à ✾✺✪

❚❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✵✳✺✾ ✵✳✺✽ ✭✵✳✷✾✱✵✳✾✸✮
❚❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✶✳✸✺ ✶✳✷✵ ✭✵✳✼✺✱✷✳✹✸✮
❚❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✼✳✹✹ ✷✳✷✻ ✭✶✳✷✷✱✷✵✳✺✷✮
❚❛✉① ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✵✳✷✺ ✵✳✷✹ ✭✵✳✶✺✱✵✳✸✺✮

❚❛❜❧❡ ✽✳✻ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt s✉r ❧❡s ✶✽ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲
❜✉r♥✲✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ✿ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝ré❞✐❜✐❧✐té à ✾✺✪✳



✽✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✼✺

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡t ❆❇❈✲P▼❈ ✿

◆♦✉s ❧❛♥ç♦♥s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡t ❆❇❈✲P▼❈ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s

s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❧✬❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ✶✵✵✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲

▼❈▼❈ ✸✺✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞♦♥t ✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ❡t ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ✶✵✵✵

♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✱ ❛✈❡❝ ǫ1 = 1✱

ǫ10 = 0.01 ❡t ǫk = 0.5(ǫk−1 + ǫ10)✱ ❝♦♠♠❡ ❙✐ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ✸✳❛✳✐✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♥♥❡①❡ ❉✳✸✮✱ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥s

❝❡♥trés s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✲

✈❛r✐❛♥❝❡ Σt✳ ❉❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ✸✳❝✱ Σt ❡st ♣r✐s é❣❛❧ à ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s

{φ(t)
j }j=1,...,1000 ✭✈♦✐r ❋✐❧✐♣♣✐ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪✮✳

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à

❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❆❇❈✲P❚✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡s

♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❉✳✸ ❡♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶ ✕ ❉❡♥s✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ r❡✲
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❆❇❈✲P❚ ✭♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✮✱ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ✭❞❡r♥✐èr❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮
❡t ❧✬❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✳

• ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ✹✵✽ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ ♠✐s ❡♥✈✐r♦♥ ✻✳✺ ❥♦✉rs✳

• ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❇❈✲P▼❈✱ ✷✵✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ ♠✐s ❡♥✈✐r♦♥ ✹✱✺ ❥♦✉rs✳



✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

• ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛ ♠✐s ❡♥✈✐r♦♥ ✾ ❥♦✉rs✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ été ❛❝✲

t✉❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✸✱✽✪ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✶✸✷✾✵ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r

❧❡s ✸✺✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦rré❧é❡s q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P❚✳ ❈❡❧❛ s❡ ❞❡✈✐♥❡ à ❧✬♦❡✐❧ ♥✉ ✿ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡

α✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr❛❝és ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡t ❧✬❆❇❈✲P❚

✭♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✮ s✉r ✶✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✼ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣❛r❛✲

♠ètr❡ ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ✶✵ ❡t ✷✵ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✱ ❡♥ r❡t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ♦✉

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✭rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δ ❡t θ✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s

❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭❞é❝r♦✐ss❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s à ❧✬♦r❞r❡ ✹✮✱ ✐❧ ❢❛✉t

r❡t❡♥✐r ✶ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ✺✵✵ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❡t ✶ s✉r ✶✺ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P❚✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✺✽✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❡♥

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈ ✭✸✺✵ ✵✵✵✴✻✵✵✮✱ ❡t ✷✼✼ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r

❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲P❚ ✭✷✵ ✵✵✵ ✯ ✼ ✯ ✭✶✰✶✳✸✽✮ ✴ ✶✷✵✵✮✳ ❊♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡

❉✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P❚ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

✶ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ✶✺ ❡st r❡t❡♥✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷ ✕ P♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ s✉r ✶✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦st✲❜✉r♥✲✐♥✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈✱ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❧❡ tr❛❝é ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❆❇❈✲P❚✳

■tér❛t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈é❡s ◆❜ ✐tér❛t✐♦♥s ❖r❞r❡ ✶ ❖r❞r❡ ✶✵ ❖r❞r❡ ✷✵
❆❇❈✲▼❈▼❈ t♦✉t❡s ✸✵✵ ✵✵✵ ✵✳✾✾✶ ✵✳✾✶✾ ✵✳✽✺✵
❆❇❈✲▼❈▼❈ ✶ s✉r ✶✵✵ ✸ ✵✵✵ ✵✳✺✶✸ ✵✳✶✵✼ ✵✳✵✸✷
❆❇❈✲▼❈▼❈ ✶ s✉r ✺✵✵ ✻✵✵ ✵✳✶✻✷ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✶✼

❆❇❈✲P❚ ✭❝❤❛î♥❡ ✶✮ t♦✉t❡s ✶✽ ✵✵✵ ✵✳✽✹✶ ✵✳✷✼✷ ✵✳✶✻✶
❆❇❈✲P❚ ✭❝❤❛î♥❡ ✶✮ ✶ s✉r ✶✵ ✶ ✽✵✵ ✵✳✸✶✽ ✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✵✸
❆❇❈✲P❚ ✭❝❤❛î♥❡ ✶✮ ✶ s✉r ✶✺ ✶ ✷✵✵ ✵✳✷✵✶ ✲✵✳✵✷✹ ✲✵✳✵✵✽

❚❛❜❧❡ ✽✳✼ ✕ P❛r❛♠ètr❡ α ✿ ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ✶✵ ❡t ✷✵ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❆❇❈✲▼❈▼❈✱
❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P❚ ✭t♦✉t❡s ♦✉ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s✮✳



✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✼✼

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rré❧é❡s ❡st ✐♥❤ér❡♥t❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡

▼❈▼❈✱ ❡t ❝❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✶ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ✶✵ ♣♦✉r ❧✬❆❇❈✲P❚✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

❧✬❆❇❈✲P❚ ❡t ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❡r

✉♥❡ ✭✶✽✺ ✈s ✷✵✸ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳

✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✽✳✸✳✶ ❙✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆❇❈✲P❚

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❙✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ét✉❞✐és✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❆❇❈✲

▼❈▼❈✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡

❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡✳ ❙❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♣♣❛r❛ît éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P▼❈✱ q✉✐

❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧✬❆P❈✲P❚ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ❡st q✉❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♠♦✐♥s ❧✐ss❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ✭♣♦✉r

❞❡ très ♣❡t✐ts s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❆❇❈✲P❚ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ③♦♥❡s

❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♠✐❡✉① ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♣❡t✐ts ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡s ③♦♥❡s✳

❙✉✐✈❛♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ r❡❝❤❡r❝❤é✱ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t

❝♦♥✜r♠❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥❡ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡

❧✬❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❬✶✸✾❪✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✷✳ ■❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐és✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝❝❡♣✲

t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts à r❡❥❡t r❡t❛r❞é✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳✸✳✶✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❇❡❛✉♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪

♦✉ ❇❧✉♠ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❬✷✻❪✳

✽✳✸✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♠✐❡✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

rés✉♠❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝r✉❝✐❛❧✱ ❝❛r π(θ | ρ(S(z), S(x)) < ǫ) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt π(θ | x) s✐ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡t s✐ S rés✉♠❡

❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ✈♦✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥és ♣❛r

❈s✐❧❧ér② ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡



✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✼✳✹✳ ▼❛✐s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞✉ t❡♠♣s ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ t❡❧❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❙♦✉s❛ ❡t

❛❧✳ ❬✷✵✺❪ ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♥✬❡st

♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♦ù très ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱

❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✱ ❡t ❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛❧♦rs très ♣❡✉ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡✈✐❡♥t

à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ rés✉♠é S✱ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ✳ ❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡sts ❧✐ss❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ◆❡②♠❛♥ ❬✶✻✼❪ ✭✈♦✐r ♣❧✉s

ré❝❡♠♠❡♥t ❘❛②♥❡r ❡t ❛❧✳❬✶✽✸❪✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ S ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡

♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ♥✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✱ ✉♥✐ ♦✉ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡s

t❡sts ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❘❛②♥❡r ❡t ❇❡st ❬✶✽✷❪✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é ❡st ✉♥ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

X(1), X(2), . . . , X(n) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞❡♥s✐té fθ✱ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd ✭❧❡s (i) s♦♥t

❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐❧s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

s✐♠✉❧é❡s ❡st ✉♥ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Z(1), Z(2), . . . , Z(n) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡

❧♦✐ ❞❡ ❞❡♥s✐té fθ′ ✱ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rd✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t

❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t s✐♠✉❧é❡s fθ ❡t fθ′ ✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s✐ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❝❤❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ǫ✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ′ ❛②❛♥t s❡r✈✐ à ❣é♥ér❡r

❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ θ ❡t ❝♦♥s❡r✈é✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡r fθ ❡t fθ′ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

▲❛ ❜❛s❡ ét❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s k ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ✈❛ rés✐❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧❡ s✉♣♣♦rt X ❞❡s X(i), i ∈ {1, . . . , n} ❡st ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s R✳ ◆♦✉s

❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ν ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s X(i) s♦✐t ❞❛♥s L
2
ν(R) ♠✉♥✐

❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡ {Pi, i ∈ N} t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∫

R

Pi(x)Pi′(x)dν(x) = δii′ ,

❛✈❡❝ δii′ = 1 s✐ i = i′ ❡t δii′ = 0 s✐♥♦♥✳ ❙✐ X ❡st ❜♦r♥é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛

♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛ss♦❝✐és✳ ❙✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s X(i) ❡st R✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♠✉♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❞❡♥s✐té ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡

▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡ ❛ss♦❝✐és✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡



✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✼✾

♦rt❤♦♥♦r♠és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

P0(x) = 1, P1(x) = x

P2(x) = x2 − 1, P3(x) = x3 − 3x

P4(x) = x4 − 6x2 + 3 P5(x) = x5 − 10x3 + 15x.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ X ❡st ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s Rd✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R
d✳ ◆♦✉s

❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ µ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s X(i) s♦✐t ❞❛♥s L
2
µ(R

d)✱ ❡t ♥♦✉s ♠✉♥✐r

❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ {Qj , j ∈ N
d} ✿

∫

Rd

Qj(x)Qj′(x)dµ(x) = δjj′ .

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ✿

µ(dx) = ν(dx1)ν(dx2) · · · ν(dxd)
Qj(x) = Pj1(x1)Pj2(x2) · · ·Pjd(xd),

❛✈❡❝ j = (j1, · · · , jd)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s |j| = j1 + j2 + · · · + jd ❡t Ck ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{j ∈ N
d; |j| ≤ k}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✱

fθ =
∑

j∈Nd

ajQj ❡t fθ′ =
∑

j∈Nd

bjQj ,

❛✈❡❝

aj =

∫
Qj(x)fθ(x)dµ(x) ❡t bj =

∫
Qj(x)fθ′(x)dµ(x).

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐✳✐✳❞✳ X(1), X(2), . . . , X(n) ❡t Z(1), Z(2), . . . , Z(n)

s✉✐✈❛♥t fθ ❡t fθ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡st✐♠❡r aj ❡t bj ♣❛r ✿

âj =
1

n

n∑

i=1

Qj(X(i)) ❡t b̂j =
1

n

n∑

i=1

Qj(Z(i)).

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s (aj)j∈Nd ❡t (bj)j∈Nd t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ✵✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s

❞❡♥s✐tés fθ ❡t fθ′ ♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ k s✉✐✈❛♥ts✱ k ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✜①é ✿

fθ(x) ≈
∑

|j|≤k

âjQj(x) ❡t fθ′(x) ≈
∑

|j|≤k

b̂jQj(x).

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Uk = (â1 − b̂1, . . . , âCk
− b̂Ck

)✳ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✭♦❜s❡r✈és ❡t s✐♠✉❧és✮ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡✉rs ❞❡♥s✐tés s♦♥t é❣❛❧❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s



✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❛♥❞ n→∞ ✿

√
nUk → N(0, Vk),

❛✈❡❝ Vk ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
√
nUk✱ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

V̂k ❞❡ Vk ✿

Tk = nU t
kV̂k

−1
Uk → χ2

Ck
,

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦r❞r❡ k ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ f ❡t g✳ ❉✬❛♣rès

❉✬❆❣♦st✐♥♦ ❡t ❙t❡♣❤❡♥s ❬✺✸❪ ❡t ❘❛②♥❡r ❡t ❇❡st ❬✶✽✷❪✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ k ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✹✱

s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s à ❝♦♥s❡r✈❡r

♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣❡rt✐♥❡♥t✱ ✈♦✐r ■♥❣❧♦t ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪✳ ▲❡❞✇✐♥❛ ❬✶✷✽❪ ❛ ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝❤♦✐s✐r k ❞❡

♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✇❛rt③ ✭♠ét❤♦❞❡ ét❡♥❞✉❡ ♣❛r

❑❛❧❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡❞✇✐♥❛ ❬✶✶✶❪ ❡t ♣❛r ■♥❣❧♦t ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✸❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❏❛♥✐❝✲❲ró❜❧❡✇s❦❛ ❡t ▲❡❞✇✐♥❛

❬✶✵✺❪ ❡t ●❤❛tt❛s ❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳ ❊♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐✲

r❛♥t ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s kopt ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Tk−Ck log(n); k = 1, . . . ,K}✱
❡♥ ❛②❛♥t ✜①é K ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st

q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s T1, . . . , TK ✭❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t

s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ K = 4 ♦✉ ✺✮✳

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

❆❇❈ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r N s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

▲❡ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦❜s❡r✈é ❡st (x(1), x(2), . . . , x(n))✳ ❖♥ ❛ ❢✐①é K✳

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à N✿

✶✳ ●é♥ér❡r θ′ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π(.)✳

✷✳ ●é♥ér❡r (z(1), z(2), . . . , z(n)) s❛❝❤❛♥t θ′✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ′)✳

✸✳ Pr❡♥❞r❡ kopt ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Tk − Ck log(n); k = 1, . . . ,K}✳ ❖♥ ❛ Tkopt✳

❙✐ Tkopt < ǫ✱ ♣♦s❡r θi = θ′✳ ❙✐♥♦♥ r❡t♦✉r♥❡r ❡♥ ✶✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ǫ à ✉t✐❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés fθ ❡t fθ′ ✱ Tkopt ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐

✈❡rs ✉♥❡ χ2
1 ❧♦rsq✉❡ n→∞✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ Tk → χ2
Ck
✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ kopt → 1✱ s♦✐t q✉❡ P (kopt ≥ 2) → 0



✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✽✶

q✉❛♥❞ n→∞✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P (kopt ≥ 2) = P
(
∃k, 2 ≤ k ≤ K : Tk − Ck log(n) > T1 − log(n)

)

= P
(
∃k, 2 ≤ k ≤ K : Tk − T1 > (Ck − 1) log(n)

)

= P
(
∃k, 2 ≤ k ≤ K : Tk > (Ck − 1) log(n)

)

≤
K∑

k=2

P
(
Tk ≥ (Ck − 1) log(n)

)

≤
K∑

k=2

E(Tk)

(Ck − 1) log(n)
,

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ T1 > 0✳

P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ à ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

�

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ǫ ✉♥ ❢r❛❝t✐❧❡ ❞✬✉♥❡ χ2
1 ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛♣♣r♦♣r✐é✳

❈❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❙♦✐t {Y(t); t ∈ Z} ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐té P ✳ ◆♦t♦♥s Fv
u ❧❛ tr✐❜✉ ❣é♥éré❡ ♣❛r {Y(t);u ≤ t ≤ v}✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛❧♣❤❛✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t

✭♦✉ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t✮ s✐ ✭✈♦✐r ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❬✶✾✵❪✮ ✿

α(n) = sup
s∈R

sup
A∈Fs

−∞,B∈F∞
s+n

|P (A ∩B)− P (A)P (B)| −→
n→+∞

0.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t

❛❧♣❤❛✲♠é❧❛♥❣❡❛♥t {X(t); t ∈ Z}✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X(t) ✈❛✉t F0 ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t t✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s s✐♠✉❧é {Z(t); t ∈ Z} ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

♣♦✉r ❧❡s Z(t)✱ ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞❡✉①

♣r♦❝❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼✉♥❦ ❡t ❛❧✳

❬✶✻✷❪ ✿

Nk = (12σ̂2)−1
k∑

j=1

[ n∑

i=1

n−1/2φj(Z(i))
]2
, k = 1, 2, . . . ,

❛✈❡❝ φj ❧❡ ❥e ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❡t σ̂2 ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ✿

σ2 =

+∞∑

t=−∞
cov(Z(0), Z(t)).

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s Z(t) ❡st ✉♥❡ U[0,1] ✭♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

t♦✉❥♦✉rs ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r à ❝❡ ❝❛s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s F0(Z(t)) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s Z(t)✮✱ Nk s✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥



✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ k ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s χ2
1✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r k = 1✱ Nk s✉✐t ✉♥❡ χ2

1✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡

❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦r❞r❡ k✳ ❈♦♠♠❡ ▼✉♥❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✷❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦r❞r❡

kopt ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Nk − k log(n); k = 1, . . . ,K}✱ ❡♥ ❛②❛♥t ✜①é K ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ P♦✉r ❧❡

❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ2 > 0✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 ❡t o < ρ < 1 t❡❧s q✉❡ α(n) ≤ aρn✱

❡t q✉❡ E|Xγ
(t)| <∞ ♣♦✉r ✉♥ γ < 2✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡

{Z(t); t ∈ Z} ❡st ✉♥❡ U[0,1]✱ Nkopt ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ✉♥❡ χ2
1 ❧♦rsq✉❡ n→∞✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ P (kopt ≥
2)→ 0 q✉❛♥❞ n→∞✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

Nj∗ =
[ n∑

i=1

n−1/2φj(Z(i))
]2
, s♦✐t Nk = (12σ̂2)−1

k∑

j=1

Nj∗ .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P (kopt ≥ 2) = P
(
∃k, 2 ≤ k ≤ K : Nk − k log(n) > N1 − log(n)

)

= P
(
∃k, 2 ≤ k ≤ K : Nk −N1 > (k − 1) log(n)

)

= P
(
∃j, 2 ≤ j ≤ K : Nj∗ > (12σ̂2) log(n)

)

≤
K∑

j=2

P
(
Nj∗ > (12σ̂2) log(n)

)

≤
K∑

j=2

E(Nj∗)

(12σ̂2) log(n)
.

P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ∀j, 2 ≤ j ≤ K ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Nj∗ ≤ (12σ̂2) log(n)✱ ❛❧♦rs ✿

(12σ̂2)(Nk −N1) =

k∑

j=2

Nj∗ ≤ (k − 1)(12σ̂2) log(n),

s♦✐t Nk−N1 < (k−1) log(n)✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ à ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡

❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ●râ❝❡ à ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

E(Nk∗) =
1

n

∑

ij

E(φk(Z(i)))E(φk(Z(j))) ≤ 2

n∑

i=0

∣∣∣cov
(
φk(Z(0), φk(Z(i))

)∣∣∣.



✽✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✽✸

❊t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❘✐♦ ❬✶✽✺❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 0 < C <∞ t❡❧ q✉❡ ✿

∣∣∣cov
(
φk(Z(0), φk(Z(i))

)∣∣∣ ≤ C log(k).

❆❧♦rs✱

P (kopt ≥ 2) ≤
K∑

j=2

C log(k)

(12σ̂2) log(n)
,

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳

�

❯♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡

{Z(t); t ∈ Z} à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ {X(t); t ∈ Z} s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧

❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ {X(t); t ∈ Z}
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❡❜♦✉❧

❡t ❨❛♦ ✭✷✵✶✶✱ ❡♥ ❝♦✉rs✮✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❛ q✉❛♥t✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❣é♥♦♠✐q✉❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠♠❡

❧❡s ♣✉❝❡s ♠✐❝r♦❛rr❛② ♦✉ ❧❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❤❛✉t✲❞é❜✐t ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡

♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ♦✉

❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s é✈♦q✉é❡s ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❛ s♦❝✐été ■♣s♦❣❡♥ ♥❡

❞✐s♣♦s❛✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣♦rté ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✬■♣s♦❣❡♥

❛ été ❝♦♥❢r♦♥té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛s✐✲❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t à ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞✬êtr❡ ✐♥✈❡rsé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ét❡♥❞✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✉

❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ♥♦tr❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛✈❛✐t été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥♥❡r s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé✲

❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ré♣♦♥❞✉ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞❡

❧❛ s♦❝✐été ■♣s♦❣❡♥ q✉✐ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘ q✉✐ ❛ été ré❛❧✐sé✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡①✐st❛♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❙❛♠♣❧❡r ❬✶✶✽❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦✉s ❛ ✐♥s✲

♣✐ré ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❈▼❈✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

▼♦✈❡s✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡t s♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st très ✈❛st❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é

s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡

❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❞❛♥s

❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❣é♥ét✐q✉❡✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st



✶✽✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝

♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❧à✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡①✐s✲

t❛♥t❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛✐t

✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❬✼✻❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬❡♥❣♦✉❡♠❡♥t

❛❝t✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t

♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❖r à

❧✬é♣♦q✉❡ ♦ù ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♣❛r❛❧✲

❧è❧❡ ✐♥t❡r✲❛❣✐ss❛♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❛ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❡①✐st❛♥ts à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣réss❡♥t✐ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧

♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡①✐st❛♥t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲P❚✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✽✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲

▼❈▼❈✱ ♦✉ q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❛✉❣♠❡♥té✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣rét❡♥❞r❡

q✉✬✐❧ s♦✐t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ t♦✉t

❞❡ ♠ê♠❡ ❛♣♣ré❝✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P❚ à ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♣❡t✐ts ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛

♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉①

♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ▼❈▼❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ♦♥t été

♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✹✳✸✱ ✻✳✸ ❡t ✽✳✸✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥té✲

r❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢réq✉❡♥t✐st❡s ❞❡ t②♣❡ ▲❆❙❙❖ ♦✉ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡ ❛❝❝é❧éré ♠✐①t❡s ❞é✈❡✲

❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡✱ s❡✉❧s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t

♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs P❚❊❊▼ ❡t ❆❇❈✲P❚✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t✐r❡r

♣❛rt✐❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛♣♣♦rt❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣

❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs✱ ♣r♦✲

♣♦s❡r ❞✬❛❥✉st❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t✴♦✉ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❡s s❡✉✐❧s ❞❡

t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s é✈✐t❡r❛✐t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r P❚❊❊▼ ❡st ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♣✲

♣r♦❢♦♥❞✐ss❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s

✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t

✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s✳
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❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✷✵✶✵✳

❬✻✻❪ ❉✳ ❋♦✉s❦❛❦✐s✱ ■✳ ◆t③♦✉❢r❛s✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉r❛♣❡r✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦st ❧✐♠✐t

r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❈✱ ✺✽✭✸✮ ✿✹✽✸✕✺✵✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✻✼❪ ❇✳ ❋r✐❞❧❡②✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣❡♥❡t✐❝ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳

●❡♥❡t✐❝ ❊♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✱ ✸✸ ✿✷✼✕✸✼✱ ✷✵✵✾✳
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❬✻✽❪ ❙✳ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡r✳ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✻ ✿✶✾✹✕

✷✵✾✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✾❪ ❙✳ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡r ❛♥❞ ❍✳ ❲❛❣♥❡r✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❝❡♣t

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛✳ ■♥ ❏✳ ❇❡r♥❛r❞♦ ❡t ❛❧✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❇❛②❡s✐❛♥

❙t❛t✐st✐❝s ✾✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ❱❛❧❡♥❝✐❛ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❡t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✻✺✕✷✵✵✳ ❖①❢♦r❞

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✳

❬✼✵❪ ❆✳ ●❡❧❢❛♥❞ ❛♥❞ ❆✳ ❙♠✐t❤✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✽✺✭✹✶✵✮ ✿✸✾✽✕✹✵✾✱ ✶✾✾✵✳

❬✼✶❪ ❆✳ ●❡❧♠❛♥✳ Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❈♦♠♠❡♥t

♦♥ ❆rt✐❝❧❡ ❜② ❇r♦✇♥❡ ❛♥❞ ❉r❛♣❡r✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✭✸✮ ✿✺✶✺✕✺✸✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✼✷❪ ❆✳ ●❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉❜✐♥✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐t❡r❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼ ✿✹✺✼✕✺✶✶✱ ✶✾✾✷✳

❬✼✸❪ ❊✳ ●❡♦r❣❡ ❛♥❞ ❉✳ ❋♦st❡r✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❇❛②❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱

✽✼✭✹✮ ✿✼✸✶✕✼✹✼✱ ✷✵✵✵✳

❬✼✹❪ ❊✳ ●❡♦r❣❡ ❛♥❞ ❘✳ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✽✽✭✹✷✸✮ ✿✽✽✶✕✽✽✾✱ ✶✾✾✸✳

❬✼✺❪ ❊✳ ●❡♦r❣❡ ❛♥❞ ❘✳ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛ ❙✐♥✐❝❛✱

✼ ✿✸✸✾✕✸✼✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✼✻❪ ❈✳ ●❡②❡r✳ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙t❛✲

t✐st✐❝s ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✺✻✕✶✻✸✱ ✶✾✾✶✳

❬✼✼❪ ❈✳ ●❡②❡r✳ ❘❡✇❡✐❣❤t✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✺✻✽✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥✲

♥❡s♦t❛✱ ✶✾✾✶✳

❬✼✽❪ ❈✳ ●❡②❡r ❛♥❞ ❊✳ ❚❤♦♠♣s♦♥✳ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦

❛♥❝❡str❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✵ ✿✾✵✾✕✾✷✵✱ ✶✾✾✺✳

❬✼✾❪ ❇✳ ●❤❛tt❛s✱ ❉✳ P♦♠♠❡r❡t✱ ▲✳ ❘❡❜♦✉❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❨❛♦✳ ❙♠♦♦t❤ t❡st ❢♦r ♣❛✐r❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✶✹✶ ✿✷✻✷✕✷✼✺✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✵❪ ❲✳ ●✐❧❦s✱ ●✳ ❘♦❜❡rts✱ ❛♥❞ ❊✳ ●❡♦r❣❡✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱ ✹✸ ✿✶✼✾✕

✶✽✾✱ ✶✾✾✹✳

❬✽✶❪ ❏✳ ●♦s❤✱ ❆✳ ❍❡rr✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✐❡❣❛✲❘✐③✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✳

❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✐♥ ♣r❡ss✱ ✷✵✶✶✳
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❬✽✷❪ ●✳ ●♦s✇❛♠✐ ❛♥❞ ❏✳ ▲✐✉✳ ❖♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❙t❛t✐st✐❝s

❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✼ ✿✷✸✕✷✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✽✸❪ P✳ ●r❡❡♥✳ ❘❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✽✷ ✿✼✶✶✕✼✸✷✱ ✶✾✾✺✳

❬✽✹❪ P✳ ●r❡❡♥✳ ❍✐❣❤❧② str✉❝t✉r❡❞ st♦❝❤❛st✐❝s s②st❡♠s✱ ❝❤❛♣t❡r ❚r❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♣❛❣❡s ✶✼✾✕✶✾✻✳ ✷✵✵✸✳

❬✽✺❪ P✳ ●r❡❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼✐r❛✳ ❉❡❧❛②❡❞ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳ ❇✐♦♠❡✲

tr✐❦❛✱ ✽✽ ✿✶✵✸✺✕✶✵✺✸✱ ✷✵✵✶✳

❬✽✻❪ ❆✳ ●r❡❧❛✉❞✳ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t

à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s

❉❛✉♣❤✐♥❡✱ ✷✵✵✾✳

❬✽✼❪ ❆✳ ●r❡❧❛✉❞✱ ❏✳ ▼✳ ▼❛r✐♥✱ ❈✳ ❘♦❜❡rt✱ ❋✳ ❘♦❞♦❧♣❤❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❚❛❧❧②✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞s

❢♦r ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ●✐❜❜s r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✸✭✷✮ ✿✹✷✼✕✹✹✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✽✽❪ ❘✳ ●✉♦ ❛♥❞ P✳ ❙♣❡❝❦♠❛♥✳ ❇❛②❡s ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✷✵✵✾ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❇❛②❡s ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ✷✵✵✾✳
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✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❡♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✸✼ ✿✷✹✾✕✷✺✾✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✹✷❪ ❳✳ ❩❤♦✉✱ ❳✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉♦✉❣❤❡rt②✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜✐t ❣❡♥❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❋r❛♥❦❧✐♥ ■♥st✐t✉t❡✱ ✭✸✹✶✮ ✿✶✸✼✕✶✺✻✱ ✷✵✵✹✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✷✵✺

❬✷✹✸❪ ❳✳ ❩❤♦✉✱ ❳✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❊✳ ❉♦✉❣❤❡rt②✳ ●❡♥❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡ss✐♦♥

✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❡♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✭✶✮ ✿✶✶✺✕

✶✷✹✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✹✹❪ ❍✳ ❩♦✉ ❛♥❞ ❚✳ ❍❛st✐❡✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❊❧❛st✐❝ ◆❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❇✱ ✻✼ ✿✸✵✶✕✸✷✵✱ ✷✵✵✺✳





❆♥♥❡①❡s





❆♥♥❡①❡ ❆

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ✓ ♣❛rt✐❛❧❧②

❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✔

❆✳✶ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡rs ✔

❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✷✵✵✽✱ ✈❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t

❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡t ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ❞❡

▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❡t ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✹❪✳

❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s à ❜❛❧❛②❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s W,X, Y ❡t Z✳ ❆ ❝❤❛q✉❡

✐tér❛t✐♦♥ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❣é♥èr❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é❡s ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✶ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r W s✉✐✈❛♥t W | X,Y, Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X |W,Y, Z✳

✸✳ ●é♥ér❡r Y s✉✐✈❛♥t Y |W,X,Z✳

✹✳ ●é♥ér❡r Z s✉✐✈❛♥t Z |W,X, Y ✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❣é♥éré❡ ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡

❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✳ ❱❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪

❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t tr♦✐s ♦✉t✐❧s✱ ❛♣♣❡❧és ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ré❞✉❝t✐♦♥

✭✓ tr✐♠♠✐♥❣ ✔✮✱ ❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ✓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✔ à ❧✬ét❛t ❞✬✓ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ✔✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐



✷✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆✳ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✔

❛✉① ét❛♣❡s ✸ ❡t ✹ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✶ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ♣❛ss❡r W ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ✓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

à ✔ à ❧✬ét❛t ❞✬✓ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ✔✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✷ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r W ∗ s✉✐✈❛♥t W | X,Y, Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X |W,Y, Z✳

✸✳ ●é♥ér❡r W ∗, Y s✉✐✈❛♥t W,Y | X,Z✳

✹✳ ●é♥ér❡r W,Z s✉✐✈❛♥t W,Z | X,Y ✳

▲✬❡①♣♦s❛♥t ∗ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ ❡st é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s

♣❛rt✐❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛✲

❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❣é♥éré❡s ✭♠❛✐s ♣❛s ❣é♥éré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✮✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r W ❧❛ ✈❛❧❡✉r W ∗ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t Y | W,X,Z✱

♠❛✐s s✉✐✈❛♥t Y | X,Z ❡t W | X,Y, Z✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t W,Y | X,Z✱ ❡t

❧✬ét❛♣❡ ✸ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✷ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✶ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♥✬❡st ♣❛s très ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ W ❡st é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥é❡ tr♦✐s ❢♦✐s ❛❧♦rs q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡✳ ❱❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t

❛❧♦rs ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❡r♠✉t❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡s r❡❞♦♥❞❛♥ts

❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✷ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✸ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r W ∗, Y s✉✐✈❛♥t W,Y | X,Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r W ∗, Z s✉✐✈❛♥t W,Z | X,Y ✳

✸✳ ●é♥ér❡r W s✉✐✈❛♥t W | X,Y, Z✳

✹✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X |W,Y, Z✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡❧❛ ❡st ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t ♣♦✉r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱

q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡s r❡❞♦♥❞❛♥ts ❞♦✐t s❡

❢❛✐r❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦✐t ❝♦♥s❡r✈é❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t

♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡s ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ ♥❡

s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s✳

❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés W ∗ ❞❡s ét❛♣❡s ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✸✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s



❆✳✷ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡t ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ✷✶✶

❧❡s s✉♣♣r✐♠❡r ❡t ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✹ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r Y s✉✐✈❛♥t Y | X,Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r Z s✉✐✈❛♥t Z | X,Y ✳

✸✳ ●é♥ér❡r W s✉✐✈❛♥t W | X,Y, Z✳

✹✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X |W,Y, Z✳

▲❡s ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✹ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣é❡s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❣é♥ér❡r W ❡t

Z ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✺ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r Y s✉✐✈❛♥t Y | X,Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r W,Z s✉✐✈❛♥t W,Z | X,Y ✳

✸✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X |W,Y, Z✳

❱❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡s s♦♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛✉t♦❝♦r✲

ré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ré❞✉✐t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡✱ ❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ré✈❡rs✐❜❧❡✳

❆✳✷ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡t ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔

▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❡t ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✹❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❡t ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔✳

❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ●✐❜❜s s❛♠✲

♣❧❡rs ✔ ❞❡ ✈❛♥ ❉②❦ ❡t P❛r❦ ❬✷✷✼❪✳ ❙♦✐t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s à ❜❛❧❛②❛❣❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡s X,Y ❡t Z✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❣é♥èr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t s❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é❡s ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✻ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X | Y, Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r Y s✉✐✈❛♥t Y | X,Z✳

✸✳ ●é♥ér❡r Z s✉✐✈❛♥t Z | X,Y ✳



✷✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆✳ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s ✓ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✔

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✔✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡✉①

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✼ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X | Y, Z✳

✷✳ ●é♥ér❡r Y, Z s✉✐✈❛♥t Y, Z | X✳

❈❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① s✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s✉✐✈❛♥t Y | X,Z ❡t

Z | X ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ❝♦♥s✐st❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ à s✉♣♣r✐♠❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ✽ ✿

✶✳ ●é♥ér❡r X s✉✐✈❛♥t X | Y ✳

✷✳ ●é♥ér❡r Y s✉✐✈❛♥t Y | X✳

❈❡❧❛ ❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉① s✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t X | Y ❡t Y | X✱ ❡♥

❛②❛♥t t♦✉t ✐♥té❣ré ❡♥ Z✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉❛♥❞ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✔ ❡st

♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ✭✈♦✐r ▲✐✉ ❬✶✹✶❪✮✳



❆♥♥❡①❡ ❇

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡

❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❝❛r ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥

❛ss❡③ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣r♦✈❡♥✐r

❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r♠✐ ♣❧✉s✐❡✉rs✳ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❜❛sés s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

✓ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s ✔ ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❡s

♠♦❞è❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❉✐❡❜♦❧t

❡t ❘♦❜❡rt ❬✺✾❪✮✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❛✈❡❝ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥❝♦♥♥✉s

✭✈♦✐r ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪ ❡t ❙t❡♣❤❡♥s ❬✷✶✵❪✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛

été ét✉❞✐é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✹❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❚❛❞❡ss❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶✹❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s str✉❝t✉ré❡s ♣❛r ❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✺❪✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t

●♦s❤ ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♠♦❞è❧❡s à ❝❧❛ss❡s ❧❛t❡♥t❡s✱ ❡♥ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r

❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ s✉s❝✐t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥térêt✱ à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ ♦ù ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sé s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t

❝❡♥s✉ré❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s ❛

❧✉✐ ❛✉ss✐ été ét✉❞✐é ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❙❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✻❪✱ ▲❡❡ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✸✵❪ ♦✉ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t

❙❛✈✐ts❦② ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✸❪ ❡t ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✾❪✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥s✉ré❡s✳



✷✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

▲❡ ●❡♥♦♠✐❝ ●r❛❞❡ ■♥❞❡① ✭●●■✮ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé ♣❛r ■♣s♦❣❡♥ ❡st ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❣é♥♦♠✐q✉❡

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛❞❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s

✭✈♦✐r ❙♦t✐r✐♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✹❪✮✳ ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❧❡s ♠é❞❡❝✐♥s ✉t✐❧✐s❛✐❡♥t s✉rt♦✉t ❧❡ ❣r❛❞❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡

✭❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✸✮✱ ♠❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ très r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts

❤ô♣✐t❛✉①✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❛t✐❡♥t❡s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❣r❛❞❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡ ✷✳ ❖r ❧❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❡♥

❣r❛❞❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡ ✷ s♦♥t s✉s♣❡❝té❡s êtr❡ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣r❛❞❡s ✶ ❡t ✸✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝

❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ❣r❛❞❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ●●■ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s

♣❛t✐❡♥t❡s ❞❡ ❣r❛❞❡ ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡ ✷ ❡♥ ❣r❛❞❡ ❣é♥♦♠✐q✉❡ ✶ ♦✉ ✸✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s

❞é❝✐s✐♦♥s q✉❛♥t à ❧❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ●●■ s❡r❛✐t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s à ❧❛ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡ ✭✈♦✐r ▲✐❡❞t❦❡

❡t ❛❧✳ ❬✶✹✵❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s✉s♣❡❝t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦♥♦st✐q✉❡s ✭✈♦✐r

♥♦t❛♠♠❡♥t ◆❛♦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✺❪✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈és à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r♠✐

❧❡s ✶✷✽ ♣r♦❜❡s❡ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ●●■ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥t ✉♥ rô❧❡

♣r♦♥♦st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❛st❛s❡s à ❝✐♥q ❛♥s✳ ◆♦✉s s✉s♣❡❝t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❧❛ s❡r❛✐t ❞û ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❛✉① st❛t✉ts ❞❡ ❧❡✉rs

ré❝❡♣t❡✉rs ❤♦r♠♦♥❛✉①✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t

❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✐①t❡s✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❝❛♥❝❡r ❛ été

❞✐❛❣♥♦st✐q✉é✱ ♠❛✐s s❛♥s ♠ét❛st❛s❡✳ ❊❧❧❡s s✉❜✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❤♦r✲

♠♦♥♦t❤ér❛♣✐❡ ❡t✴♦✉ ✉♥❡ r❛❞✐♦t❤ér❛♣✐❡✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦✉ ♣❛s ❞❡ ♠ét❛st❛s❡s à

❝✐♥q ❛♥s✳ ❉❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♠✐s❡s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ é✈è✲

♥❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✈❛✉t ✶✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠ét❛st❛s❡✱

❡t s✐ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ✈❛✉t ✵✱ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣♦✉r

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✶✷✽ ♣r♦❜❡s❡ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ●●■✳

❇✳✶ ▼♦❞é❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❇✳✶✳✶ ❈❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡

P♦✉r ❧❛ iè♠❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱ Si ❡t Ci s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❡t ❧❛ ❝❡♥s✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ■❧s s♦♥t s✉♣♣♦sés

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❡ t❡♠♣s Ti = min(Ci, Si) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥t ♦✉

♣❛s ❛✉ t❡♠♣s Ti✱ δi = 1{Si≤Ci}✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ s✉r✈✐❡ S✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬ét✉❞✐❡r ✈✐❛

Y = log(S)✳

Yi = log(Si)⇔
{

Yi = log(Ti) s✐ δi = 1

Yi > log(Ti) s✐ δi = 0
i = 1, . . . , n. ✭❇✳✶✮



❇✳✶ ▼♦❞é❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✷✶✺

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s✉r✈✐❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❈♦① ❬✹✾❪✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à t❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡ ❛❝❝é❧éré ✭✓ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞

❋❛✐❧✉r❡ ❚✐♠❡ ✔✱ ❆❋❚✮ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶✵❪ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

❈♦① ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à r✐sq✉❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❝❛r ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s

❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❞❡s ❡✛❡ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s s✉r ❧❡s r✐sq✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és✳ ❉❛♥s

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❚✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❡♠♣s s✬é❝♦✉❧❡

♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝é❧ér❡♥t ♦✉ ❞é❝é❧ér❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡✛❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡rr❡✉r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❚ ❝♦♥❞✉✐t à ❞✐✛ér❡♥t t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✉r✈✐❡ ✿

❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✲❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s✐

❧❡s ❡rr❡✉rs s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣✐st✐q✉❡ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs

s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s✮✱ ♥♦✉s

❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❈♦① ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té ✭✈♦✐r ❍♦✉❣❛❛r❞ ❬✾✽❪ ❡t ❚❤❡r♥❡❛✉ ❡t ●r❛♠❜s❝❤

❬✷✶✼❪✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ✓ ▼✐①❡❞ ❊✛❡❝ts ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❚✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼❊❆❋❚✮ ✔ ✭✈♦✐r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ P❛♥ ❡t ❈♦♥♥❡tt ❬✶✼✷❪✱ P❛♥ ❡t ▲♦✉✐s ❬✶✼✸❪ ❡t ❑♦♠❛r❡❦ ❡t ▲❡s❛✛r❡ ❬✶✶✼❪✮✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛r✲

❣✉♠❡♥ts ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼❊❆❋❚ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❛✈❡❝ ❢r❛❣✐❧✐té✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✈❡❝

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼❊❆❋❚✱ ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡

❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡

s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠és ✭✈♦✐r ❍♦✉❣❛❛r❞ ❬✾✽❪✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ à ❧✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❋❚ ✭✈♦✐r ❍♦✉❣❛❛r❞ ❬✾✼❪✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠és ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❊❆❋❚ ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛ss❡③

r♦❜✉st❡s à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✈♦✐r ❑❡✐❞✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ❡t ▲❛♠❜❡rt

❡t ❛❧✳ ❬✶✷✹❪✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚ ♦✉ ▼❊❆❋❚ ♦♥t été ❡st✐♠és ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r❛♠é✲

tr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❡❞r✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✮ ♦✉ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❈❤r✐st❡♥s❡♥

❡t ❏♦❤♥s♦♥❬✹✺❪ ❡t ❑✉♦ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✷✵❪✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❝❡s

♠♦❞è❧❡s ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❛r ▲❡❡ ❡t ▼❛❧❧✐❝❦ ❬✶✸✵❪ ❡t ❙❤❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✻❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❊❆❋❚✱ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s ❡rr❡✉rs

❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥❥✉❣✉és s✐♠♣❧❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s à ✉t✐❧✐s❡r✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✐❡♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s

st❛t✉ts ❞❡ ❧❡✉rs ré❝❡♣t❡✉rs ❤♦r♠♦♥❛✉①✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥❝♦♥♥✉✱ ♥♦té K ✿

Yi | β, ν2, U ∼
K∑

k=1

wkN (X ′
iβk + Z ′

iU, ν
2), i = 1, . . . , n.



✷✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ♥♦tés k = 1, . . . ,K✱ ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t

♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① wk ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ✈❛✉t ✶✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs Xi ❡t Zi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡✛❡ts

✜①❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ iè♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s βk ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s ♣♦✉r ❧❡ kè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s U ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s X ❡t Z ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

❡✛❡ts ✜①❡s ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ✜①❡s ❞✐✛èr❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

❈❤❛q✉❡ Yi ❡st s✉♣♣♦sé ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧❛t❡♥t ❞✬ét✐q✉❡tt❡s c✱ ❛✈❡❝ ci = k s✐ ❧❛ iè♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Yi ❡st ✐ss✉ ❞✉ kè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳

▲❡s zi s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐ss✉s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿

p(ci = k) = wk, k = 1, . . . , k.

❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à c✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐ss✉ yi ✿

Yi | β, ν2, U, z ∼ N (X ′
iβci + Z ′

iU, ν
2), i = 1, . . . , n.

❙❛❝❤❛♥t β, ν2, U ❡t z✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼❊❆❋❚ ✿

log(Si) = Yi = X ′
iβk + Z ′

iU + ǫi, ❛✈❡❝ ǫi ∼ N (0, ν2). ✭❇✳✷✮

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ p ≫ n✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r γ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ✿

γj =

{
1 s✐ ∃k/βkj 6= 0, ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱

0 s✐ ∀k βkj = 0, ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ♥✬❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t.

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt S ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞❛♥s

❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣♦✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• Y = (Y1, . . . , Yn)✳

• β = (β1, . . . , βK)✱ ❡t βk = (βk1, . . . , βkp) ❛✈❡❝ βkj ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ jè♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞❛♥s ❧❡ kè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ▲❡s βk s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳



❇✳✶ ▼♦❞é❧❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✷✶✼

• ❙♦✐t L ❡✛❡ts ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s U = (U ′
1, . . . , U

′
L)

′✱ ❛✈❡❝ Ul ❞❡

t❛✐❧❧❡ ql ❡t
∑L

l=1 ql = q✳

• w = (w1, . . . , wK)✳

• nk ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t k✱
∑K

k=1 nk = n✳

• ❙❛❝❤❛♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ X[k] ❡st ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ X ❝♦♥t❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s

❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t k✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

nk × p✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s Z[k] ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nk × q✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ Y[k] s♦✉s✲✈❡❝t❡✉r

❞❡ Y ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r nk✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Y[k] | β, ν2, U ∼ N (X[k]βk + Z[k]U, ν
2Ink

).

• ❙❛❝❤❛♥t γ✱ βkγ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ βk ❛ss♦❝✐és ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ γ✳ ▲❡s

♠❛tr✐❝❡s Xγ ❡t Zγ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s X ❡t Z r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ γ✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ X[k]γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛

♠❛tr✐❝❡ X[k] ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ γ✳

• ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs βkγ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ dγ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ γ✱ ❡t ❝❡ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

βkγ = (βkγ1, . . . , βkγdγ ), k = 1, . . . ,K.

βγ = (β1γ , . . . , βKγ), ❞❡ t❛✐❧❧❡ dγ ×K.

❇✳✶✳✷ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ w

▲✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r w ❡st ✉♥❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s②♠étr✐q✉❡ ✿

w ∼ D(δ, δ, . . . , δ).

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ c

▲❡s ci s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐ss✉s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ✿

p(ci = k) = wk, k = 1, . . . , k,

ci ∼Mult(1, w),

c ∼Mult(n,w).

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ K

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts K ❡st s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❝❤♦✐s✐r



✷✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥✮ ✿

K ∼ U[1,Kmax].

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s βkγ✱ k = 1, . . . ,K

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ βkγ ✱ k = 1, . . . ,K✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ r✐❞❣❡✱ ❝♦♠♠❡

♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ν2 ❝❛r Y s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ✿

βkγ | γ ∼ Ndγ

(
0, ν2Σγ

)
, ❛✈❡❝ dγ =

p∑

j=1

γj ,

Σγ =
(1
c
X ′

γXγ + λI
)−1

.

▲❡s βkγ s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ U

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

U | D ∼ Nq(0, D).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❛✉❝✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ D✱

s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡✲✇✐s❤❛rt W−1(Ψ,m)✳

❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ D ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❛✈❡❝

D = diag(A1, . . . , AK)✱ Al = σ2
l Iql ✱ l = 1, . . . ,K ❡t Iql ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ql✱ ❛❧♦rs ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s σ2
l s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ IG(a, b) ✭b ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✮✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ν2

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ν2 ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡✲●❛♠♠❛ ✿

ν2 ∼ IG(f, g).

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ γ

▲❡s γj s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ✿

P (γj = 1) = πj , 0 ≤ πj ≤ 1.

P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❢❛✈♦r✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ∀j, πj = π✳



❇✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✷✶✾

❇✳✶✳✸ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(Y, ν2, βγ , γ, w, c,K,U,D) ∝
K∏

k=1

f(Y[k] | ν2, βγ , γ, U)
K∏

k=1

f(βkγ | γ, ν2)f(ν2)f(γ)f(w | K)

× f(c | w,K)f(K)f(U | D)f(D)

∝
K∏

k=1

{
(2π)−

nk
2 |ν2Ink

|− 1
2 exp

[
− 1

2ν2
(
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)′(
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)]

× (2π)−
dγ

2 |ν2Σγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2
β′
kγΣ

−1
γ βkγ

]}
×
( 1

ν2

)f+1
exp

(
− g

ν2

)
×

p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj

× Γ(Kδ)

Γ(δ)K

K∏

k=1

wδ−1
k × n!

∏K
k=1 nk!

K∏

k=1

wnk

k × 1[1,Kmax
(K)× (2π)−

q

2 |D|− 1
2 exp

[1
2
U ′D−1U

]

× |D|−m+q+1
2 exp

[
− 1

2
tr(ΨD−1)

]
. ✭❇✳✸✮

❇✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥

❇✳✷✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ Y

P♦✉r i = 1, . . . , n✱ s✐ δi = 1 ❛❧♦rs Yi ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ✈❛✉t log(Ti)✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥

❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r Yi q✉❡ s✐ δi = 0 ✿

{
s✐ δi = 1, Yi = log(Ti),

s✐ δi = 0, Yi | ν2, βγ , γ, ci = k, U, Ti ∼ N (X ′
iγβkγ + Z ′

iU, ν
2)1{log(Ti)<Yi}.

✭❇✳✹✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ w

w | K, c ∼ D(δ + n1, . . . , δ + nK). ✭❇✳✺✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ c

ci | Y, ν2, βγ , γ, w, U ∼Mult
(
1, (p1, . . . , pK)

)
, ✭❇✳✻✮

❛✈❡❝

pk =
exp

[
− 1

2ν2

(
Yi −X ′

iγβkγ − Z ′
iU
)2]

wk

∑K
k=1 exp

[
− 1

2ν2

(
Yi −X ′

iγβkγ − Z ′
iU
)2]

wk

.



✷✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s βkγ

◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t Tkγ = (1cX
′
[k]γX[k]γ +Σ−1

γ )−1 ✿

βkγ | Y[k], ν2, γ, c, U ∼ Ndγ

(
TkγX

′
[k]γ(Y[k] − Z[k]U), ν2Tkγ

)
. ✭❇✳✼✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ U

◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t WK =
(
ν−2

∑K
k=1 Z

′
[k]Z[k] +D−1

)−1
✿

U | Y, ν2, βγ , γ, c,D ∼ Nq

(
ν−2WK

K∑

k=1

Z ′
[k]

(
Y[k] −X[k]γβkγ

)
,WK

)
. ✭❇✳✽✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ D

■❞❡♠ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✶✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ν2

ν2 | Y, βγ , γ, c, U,∼ IG
{
K + dγ

2
+f, g+

K∑

k=1

[(
Y[k]−X[k]γβkγ−Z[k]U

)′(
Y[k]−X[k]γβkγ−Z[k]U

)
+β′

kγΣ
−1
γ βkγ

]}
.

✭❇✳✾✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ γ

f(γ | Y, ν2, βγ , c, U,K) ∝
K∏

k=1

{
exp

[
− 1

2ν2
(
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)′(
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)]

× (2π)−
dγ

2 |Σγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2
β′
kγΣ

−1
γ βkγ

]}
×

p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj .

✭❇✳✶✵✮

❇✳✷✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✷✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✓ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✔ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ βγ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ γ✱ ❡♥ ❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s βγ ❡t



❇✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✷✷✶

γ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s βkγ s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳

f(γ | Y, ν2, c, U,K) ∝
∫

βγ

f(γ | Y, ν2, βγ , c, U,K)dβγ

∝
∫

β1γ

. . .

∫

βKγ

f(γ | Y, ν2, βγ , c, U,K)dβ1γ . . . dβKγ

∝
K∏

k=1

{∫

βkγ

(2π)−
dγ

2 |Σγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2

((
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)′

(
Y[k] −X[k]γβkγ − Z[k]U

)
+ β′

kγΣ
−1
γ βkγ

)]
dβkγ

}
×

p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj .

❖r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∫

βkγ

(2π)−
dγ

2 |ν2Tkγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2

(
βkγ − TkγX

′
[k]γ(Y[k] − Z[k]U)

)′
T−1
kγ

×
(
βkγ − TkγX

′
[k]γ(Y[k] − Z[k]U)

)]
dβkγ = 1.

❆❧♦rs✱

f(γ | Y, ν2, c, U,K) ∝
K∏

k=1

( |ν2Tkγ |
|Σγ |

) 1
2
exp

[
− 1

2ν2
(Y[k] − Z[k]U)′

(
Ink
−X[k]γTkγX

′
[k]γ

)
(Y[k] − Z[k]U)

]

×
p∏

j=1

π
γj
j (1− πj)

1−γj . ✭❇✳✶✶✮

❇✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r γ

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❣é♥ér❡r γ s✉✐✈❛♥t s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✐♥té❣ré❡ ❡♥ βγ ✭❇✳✶✶✮✳

◆♦t♦♥s γ(i) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡t q(.|.) ✉♥ ♥♦②❛✉

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ●é♥ér❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r γ∗ ∼ q(γ∗|γ(i))✳

✷✳ Pr❡♥❞r❡

γ(i+1) =

{
γ∗ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ(γ(i), γ∗)

γ(i) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ρ(γ(i), γ∗),

♦ù

ρ(γ(i), γ∗) = min

{
1,

f(γ∗ | Y, ν2, c, U,K)q(γ(i)|γ∗)
f(γ(i) | Y, ν2, c, U,K)q(γ∗|γ(i))

}
.



✷✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

❆✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t γ∗ à ♣❛rt✐r

❞❡ γ(i) s❡ s✐♠♣❧✐✜❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❛✈❡❝ ∀j πj = π ✿

ρ(γ(i), γ∗) = min

{( π

1− π

)∑p
1(γ

∗

j −γ
(i)
j

)

× (ν2)
K
2 (dγ∗−d

γ(i) ) ×
K∏

k=1

(
|Tkγ∗ ||Σkγ(i) |
|Σkγ∗ ||Tkγ(i) |

) 1
2

✭❇✳✶✷✮

× exp
[
− 1

2ν2

K∑

k=1

(Y[k] − Z[k]U)′
(
X[k]γ(i)Tkγ(i)X ′

[k]γ(i) −X[k]γ∗Tkγ∗X ′
[k]γ∗

)
(Y[k] − Z[k]U)

]
, 1

}
.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♥❡ ✜①♦♥s ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r

à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i + 1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t γ∗ ♣r♦♣♦sé à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r γ(i)

❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à γ(i) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ r é❧é♠❡♥ts ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ♠♦❞✐✜és✳

❇✳✷✳✹ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ K ❡st ✐♥❝♦♥♥✉ ❡t ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❡ ❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ K ✈❛r✐❡✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ✭❘❏▼❈▼❈✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ✭✈♦✐r ●r❡❡♥

❬✽✸❪ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❏▼❈▼❈

❞❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡t ●r❡❡♥ ❬✶✽✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ s♣❧✐t✴❝♦♠❜✐♥❡ ✔ ♣♦✉r ❞✐✈✐s❡r ♦✉ ❢✉s✐♦♥✲

♥❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔ ♣♦✉r ❝ré❡r ♦✉ ❞étr✉✐r❡ ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈✐❞❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛✉ ❘❏▼❈▼❈ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❚♦✉t

❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ❇✐rt❤ ❛♥❞ ❉❡❛t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✭❇❉▼❈▼❈✮ ✔ ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s

❬✷✶✵❪✳ ■❧ ❛ ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❘❏▼❈▼❈ ✿ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❛♥s

✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♥t✐♥✉ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❘❏▼❈▼❈ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❡t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡♥tr❡

❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✓ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❚✐♠❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✭❇❉▼❈▼❈✮ ✔ ❞❡ ❈❛♣♣é ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs

s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✈❡❝

❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔ ❡t ✓ s♣❧✐ts✴❝♦♠❜✐♥❡ ✔✳

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ s♦✐t à t❡♠♣s

❞✐s❝r❡t✱ ❡t ❝♦♥t❡♥✐r s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔✱ s♦✐t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔ ❡t ✓ s♣❧✐t✴❝♦♠❜✐♥❡ ✔✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs✳

❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❈❛♣♣é ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪✱

♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❘❏▼❈▼❈ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❜✐rt❤✲❛♥❞✲❞❡❛t❤ ✔ s❡✉❧❡♠❡♥t✳

❇✳✷✳✺ ❙❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s

▲✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡K ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥



❇✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✷✷✸

❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳

❈❤♦✐① ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ♦✉ ❞étr✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t

✈✐❞❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡st bK ✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥

❡st dK = 1− bK ✱ ❛✈❡❝ d1 = 0 ❡t bKmax = 0✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ K ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✈❡❝ K0 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈✐❞❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st bK ✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡st ❛❝❝❡♣té ✐❧ ② ❛ K +1 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞♦♥t K0 +1

✈✐❞❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ K + 1 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✈❡❝ K0 + 1 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈✐❞❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛

❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❡st dK+1/(K0 +1) ✭❝❤♦✐① ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠♦rt✱ ♣✉✐s

❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t à ❞étr✉✐r❡✮✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣té ✐❧ ② ❛ K ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞♦♥t K0 ✈✐❞❡s✳

❈❛s ❞✬✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥

❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞étr✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t

❧❡q✉❡❧ s✉♣♣r✐♠❡r✱ ♣✉✐s ♣♦♥❞ér❡r ❧❡s ♣♦✐❞s r❡st❛♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs

✶✳

❈❡tt❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ♣✉✐s ❛❝❝❡♣té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❇✳✷✳✺✮✳

❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥

❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s

♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✔ ✿ ❧❡ ♣♦✐❞s wk∗ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ βk∗γ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t k∗✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡ ❛

♣r✐♦r✐ ✿

βkγ | γ ∼ Ndγ (0, ν
2Σγ), j ∈ {1 . . . , k} ❡t w ∼ D(δ, δ, . . . , δ),

♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✿

βk∗γ | γ ∼ Ndγ (0, ν
2Σγ) ❡t wk∗ ∼ be(1, k).

P✉✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣♦♥❞ér❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ✶✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s

❛♥❝✐❡♥s ♣♦✐❞s wk ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① K ❛♥❝✐❡♥s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r K+1 ❝♦♠♣♦s❛♥ts

✭❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♣❧✉s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐❞s wk∗✮✱ wk(1− wk∗)✳

❈❡tt❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ♣✉✐s ❛❝❝❡♣té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❇✳✷✳✺✮✳



✷✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

◆♦t♦♥s θ = (Y, βγ , γ, ν
2, w, c, U,D)✱ x = (θ,K) ❡t v = (wk∗ , βk∗γ) ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s

❣é♥éré❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✱

K ❞❡✈✐❡♥t K + 1,

K0 ❞❡✈✐❡♥t K0 + 1,

βγ ❞❡✈✐❡♥t β′
γ = (βγ , βk∗γ),

w ❞❡✈✐❡♥t w′ = (w1(1− wk∗), . . . , wK(1− wk∗), wk∗),

θ ❞❡✈✐❡♥t θ′ = (Y, β′
γ , γ, ν

2, w′, c, U,D),

x ❞❡✈✐❡♥t x′ = (θ′,K + 1) = (Y, β′
γ , γ, ν

2, w′, c, U,D,K + 1).

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ●r❡❡♥ ❬✽✸❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿

ρ = min(1, A), A =
π(K + 1, θ′)πx′→x

π(K, θ)πx→x′g(v)

∣∣∣∣∣
∂T (θ, v)

∂(θ, v)

∣∣∣∣∣.

❆✈❡❝ ✿

✶✳

π(K + 1, θ′)
π(K, θ)

=
π(x′)
π(x)

=
p(x′|T, δ)
p(x|T, δ)

=
p(Y, β′

γ , γ, ν
2, w′, c, U,D,K + 1 | T, δ)

p(Y, βγ , γ, ν2, w, c, U,D,K | T, δ) .

❖r ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡✱ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ré❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱

❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ✿

p(Y | β′
γ , γ, ν

2, U, c, T, δ)

p(Y | βγ , γ, ν2, U, c, T, δ)
= 1.

❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ K ∼ U[1,Kmax]✱ p(K) = p(K + 1)✳

❆❧♦rs

π(K + 1, θ′)
π(K, θ)

=
p(β′

γ | γ,K + 1, ν2)p(w′ | K + 1)p(c | w′,K + 1)

p(βγ | γ,K + 1, ν2)p(w | K + 1)p(c | w,K + 1)

= (K + 1)(1− wk∗)
K(δ−1)+nwδ−1

k∗
1

B(δ,Kδ)

× (2π)−
dγ

2 |ν2Σγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2
β′
k∗γΣ

−1
γ βk∗γ

]
.



❇✳✷ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❜❛②és✐❡♥ ✷✷✺

▲❡s ❢❛❝t❡✉rs (k+1)! ❡t k! ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱

❡t B(., .) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜❡t❛✳

✷✳
πx′→x

πx→x′
=

dK+1/(K0 + 1)

bK
.

✸✳

1

g(v)
=

1

g1(wk∗)g2(βk∗γ)

=
1

be1,K(wk∗)× (2π)−
dγ

2 |ν2Σγ |−
1
2 exp

[
− 1

2ν2
β′
k∗γΣ

−1
γ βk∗γ

] .

✹✳ ▲❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

T : (w1, β1γ , . . . , wK , βKγ , wk∗ , βk∗γ) 7−→
(
w′

1, β
′
1γ , . . . , w

′
K , β′

Kγ , w
′
K+1, β

′
(K+1)γ

)

7−→
(
w1(1− wk∗), β1γ , . . . , wK(1− wk∗), βKγ , wk∗ , βk∗γ

)
.

∣∣∣∣∣
∂T (θ, v)

∂(θ, v)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∂T (w1, β1γ , . . . , wK , βKγ , wk∗ , βk∗γ)

∂(w1, β1γ , . . . , wK , βKγ , wk∗ , βk∗γ)

∣∣∣∣∣
= (1− wk∗)

K .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

A = (K + 1)
1

B(δ,Kδ)
(1− wk∗)

n+Kδwδ−1
k∗

dK+1

(K0 + 1)bK
× 1

be1,K(wk∗)
. ✭❇✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠♦rt ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ρ = min(1, A−1)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♣♦✉r A✳

❇✳✷✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲❘❏▼❈▼❈ ♠♦❞✐✜é ♣❛r ❧❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s✿

ν2(0), β
(0)
γ , γ(0), w(0), c(0),K(0), U (0) ❡t D(0)✳ ❖♥ ✐♠♣✉t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❡

Y à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭❇✳✹✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Y (0)✳

❆ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ν2(t), β
(t)
γ , γ(t), w(t), c(t),K(t), U (t), D(t) ❡t Y (t)✳

▲✬✐tér❛t✐♦♥ t+ 1 s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s✿



✷✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❋❚

✶✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿

✭❛✮ ●é♥ér❡r γ(t+1) s✉✐✈❛♥t f(γ | Y (t), ν2(t), c(t), U (t),K(t)) ✭✈♦✐r ❇✳✶✶✮✱ ❣râ❝❡ à ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣✳ ❙❛❝❤❛♥t γ(t), Y (t), ν2(t), c(t), U (t) ❡t K(t)✱ l

✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ s♦♥t ❡❢❢❡❝t✉é❡s ✭l ❢✐①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍ ♣r❡♥❞ γ(t) ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳ P✉✐s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥

i+ 1✿

✐✳ ●é♥ér❡r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t γ∗✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r é❧é♠❡♥ts ❞❡ γ(i)

✭❞❡ ✵ ❡♥ ✶ ♦✉ ❞❡ ✶ ❡♥ ✵✮✳

✐✐✳ Pr❡♥❞r❡

γ(i+1) =

{
γ∗ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ(γ(i), γ∗) ✈♦✐r ✭❇✳✶✷✮

γ(i) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ρ(γ(i), γ∗)

γ(t+1) s❡r❛ ❧❡ γ(l) ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ lè♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❍✳

✭❜✮ ●é♥ér❡r βtemp
γ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t βtemp

kγ ♣♦✉r k = 1, . . . ,K✱ f(βkγ | Y (t), ν2(t), U (t), c(t), γ(t+1))

✭✈♦✐r ✭❇✳✼✮✮✳

✭❝✮ ●é♥ér❡r ν2(t+1) s✉✐✈❛♥t f(ν2 | Y (t), βtemp
γ , γ(t+1), U (t), c(t),K(t)) ✭✈♦✐r ✭❇✳✾✮✮✳

✭❞✮ ●é♥ér❡r wtemp s✉✐✈❛♥t f(w | c(t),K(t)) ✭✈♦✐r ✭❇✳✺✮✮✳

✭❡✮ ●é♥ér❡r c(t+1) s✉✐✈❛♥t f(c | Y (t), ν2(t+1), βtemp
γ , γ(t+1), wtemp, U (t),K(t)) ✭✈♦✐r ✭❇✳✻✮✮✳

✭❢✮ ●é♥ér❡r U (t+1) s✉✐✈❛♥t f(U | Y (t), ν2(t+1), βtemp
γ , γ(t+1), c(t+1), D(t)) ✭✈♦✐r ✭❇✳✽✮✮✳

✭❣✮ ●é♥ér❡r D(t+1) s✉✐✈❛♥t f(D | U (t+1)) ✭✈♦✐r ✭✷✳✶✶✮ ♦✉ ✭✷✳✶✷✮✮✳

✭❤✮ ■♠♣✉t❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞❡ Y ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Y (t+1)✳ P♦✉r i t❡❧ q✉❡

δi = 0✱ ❣é♥ér❡r Yi | βtemp
γ , γ(t+1), ν2(t+1), U (t+1), c(t+1), T✱ ✈♦✐r ✭❇✳✹✮✳

✷✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿

✭❛✮ ❈❤♦✐① ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés bK(t)

❡t dK(t)✳

✭❜✮ ❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✈✐❞❡ à

é❧✐♠✐♥❡r✱ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ρ = min(1, A−1)✱ ✈♦✐r

✭❇✳✶✸✮✳

❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st r❡❥❡té✱ w(t+1) ❡st é❣❛❧ à wtemp✱ β
(t+1)
γ ❡st é❣❛❧ à βtemp

γ ✱

❡t K(t+1) ❡st é❣❛❧ à K(t)✳

❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣té✱ w(t+1) ❡t β
(t+1)
γ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❝t✉❛❧✐s❛♥t

wtemp ❡t βtemp
γ ✱ ❡t K(t+1) ❡st é❣❛❧ à K(t) − 1✳



❇✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✷✼

✭❝✮ ❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥✱ ❣é♥ér❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛✉①✐❧✐❛✐r❡s wk∗ ❡t βk∗γ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

ρ = min(1, A)✱ ✈♦✐r ✭❇✳✶✸✮✳

❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st r❡❥❡té✱ w(t+1) ❡st é❣❛❧ à wtemp✱ β
(t+1)
γ ❡st é❣❛❧ à

βtemp
γ ✱ ❡t K(t+1) ❡st é❣❛❧ à K(t)✳

❙✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❝❝❡♣té✱ w(t+1) ❡t β
(t+1)
γ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❝t✉❛❧✐s❛♥t

wtemp ❡t βtemp
γ ✱ ❡t K(t+1) ❡st é❣❛❧ à K(t) + 1✳

❇✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬■♣s♦❣❡♥ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ✾✸ é✈è✲

♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈és s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ✹✷✻✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♦❜t❡♥✉ ❞❡ rés✉❧t❛t ♣❡rt✐♥❡♥t ❡t ❡♥❝♦✉r❛✲

❣❡❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❧❧és ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡❧❛ ❡st

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ tr♦♣ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡s ❞❛♥s ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✳

❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✉t✐❧✐sé ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱

✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✐t ❞✉ ♠❛❧ à ❜✐❡♥ ❡①♣❧♦r❡r

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❚❊❊▼ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳





❆♥♥❡①❡ ❈

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s yi✱ i ∈ {1, . . . , n}✱ ✐ss✉❡s ❞✬✉♥

♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ k ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿

yi ∼
k∑

j=1

wjf(. | θj), i = 1, . . . , n, ✭❈✳✶✮

♦ù f(. | θi) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞❡♥s✐tés✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θi✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① wj ✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✉t

✶✮✳

❈❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét✐✲

q✉❡tt❡s c ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❛✈❡❝ ci = j s✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yi ❡st ✐ss✉❡ ❞✉ jè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ▲❡s ci

s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐ss✉s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿

p(ci = j) = wj , j = 1, . . . , k.

❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à c✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐ss✉ yi ✿

yi | c ∼ f(. | θci), i = 1, . . . , n.

◆♦✉s ♥♦t♦♥s θ = (θ1, . . . , θk) ❡t y = (y1, . . . , yn)✳

❈✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈✳✶✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✿

p(y | θ, k) =
n∏

i=1

[ k∑

j=1

wjf(yi | θj)
]
.



✷✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❈✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔

❙♦✐t σ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ {1, . . . , k}✱ ❡t σ(θ) = (θσ(1), . . . , θσ(k))✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡

♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ✿

p(y | θ, k) =
n∏

i=1

[ k∑

j=1

wσ(j)f(yi | θσ(j))
]
.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ é❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s

✭p(θ) = p(σ(θ))✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

❞❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭p(θ | y) = p(σ(θ) | y)✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛ ❞♦♥❝ k!♠♦❞❡s✱

❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❈✬❡st

♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ▼❈▼❈✱ ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✈♦♥t

êtr❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t é❝❤❛♥❣és ✭✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔✮✳ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ▼❛r✐♥

❡t ❛❧✳ ❬✶✹✽❪ ♦♥t ✐❧❧✉stré ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

■♥❢ér❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥

❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ♠❡♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉r ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ✿ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s

s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❣é♥éré✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s s♦♥t é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛

♣❛rt✐❡ ❈✳✷✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s✱

♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡✛♦rt ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

❈r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ❡♠♣ê❝❤❡ ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣é♥éré❡✳ ❙✐ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡

❡st ♦❜s❡r✈é✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡

❛ ❝♦♥✈❡r❣é✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ♦❜s❡r✈é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ♣❛r❝♦✉r✉

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✓ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥s ✔ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❱✐s✐t❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s k! ♠♦❞❡s ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❝❛r ✐❧ s✉✣t ❞✬❡♥ ✈✐s✐t❡r

✉♥ ❡t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ❧❛❜❡❧s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❛tt❡✐♥t ♥❡

s❡r❛✐t✲❝❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡

♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é✱ ❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡

♥✬❛ ♣❛s ✈✐s✐té t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❛r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r

s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✈r❛✐♠❡♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s✳



❈✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ✷✸✶

❈✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ❡♥tr❡ ❧❡s k! ♠♦❞❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à k

❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ✔ ❞❡ ❋rü❤✇✐rt❤✲

❙❝❤♥❛tt❡r ❬✻✽❪✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t

à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t

♣❛s à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ♣❧✉s ✈✐t❡✱ ✐❧ ✈❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ♠❛sq✉❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡

♣❛s✳ ❙♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛ï✈❡ ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔ ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿ µ1 < µ2 < . . . < µk✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s♦✐t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ s♦✐t ❡♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✉♥❡

❢♦✐s q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ été ❣é♥éré❡✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥

❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭✈♦✐r ❙t❡♣❤❡♥s ❬✷✵✽❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♥♦✉s ❧❛❜❡❧❧✐s♦♥s

❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t✳

❖r ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛

❝❤❛î♥❡ ❛ ❧✬❡①♣❧♦r❡r ❡st ❞✐♠✐♥✉é❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

■♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥✲

❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡

♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

♣❡✉t é❝❤♦✉❡r à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❞❡s k! ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡s

♣❛rt✐❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès

❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ♣❛s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✱

❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s❡r♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦✉ ❡♥ ♣♦✐❞s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐✲

❧✐té ♠è♥❡♥t à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭✈♦✐r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s

❞❛♥s ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ❡t ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥

❯♥❡ ❜♦♥♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪✳ ❈❡❧❡✉①

❬✸✹❪ ❡t ❙t❡♣❤❡♥s ❬✷✵✽✱ ✷✵✾✱ ✷✶✶❪ ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sés s✉r

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♣rés❡♥té ♣❛r ❙t❡♣❤❡♥s ❞❛♥s ❬✷✶✶❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✸✹✱

✷✵✽✱ ✷✵✾❪✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬✷✶✶❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r



✷✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❈✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ✓ ❧❛❜❡❧✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✔

❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉

♠é❧❛♥❣❡✳ ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✱ q✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧❛❜❡❧s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡

été ♣r♦♣♦sé❡s ✭✈♦✐r ❈❡❧❡✉① ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❡t ❍✉r♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪✮✳ ❉✬❛♣rès ❏❛sr❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

s♦♥t ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❜❛②és✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ss❡③ é❧❡✈é ❡t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡

❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❛❞❛♣té❡s à ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪✱ P❛♣❛s✲

t❛♠♦✉❧✐s ❡t ■❧✐♦♣♦✉❧♦s ❬✶✼✹❪✱ P✉♦❧❛♠ä❦✐ ❡t ❑❛s❦✐ ❬✶✼✽❪✱ ❨❛♦ ❬✷✸✸❪✱ ❙♣❡rr✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡

❨❛♦ ❡t ▲✐♥❞s❛② ❬✷✸✹❪✳



❆♥♥❡①❡ ❉

❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

❉✳✶ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺

❉✳✶✳✶ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts à r❡❥❡t r❡t❛r❞é

▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❘❡❥❡❝t✐♦♥

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼✐r❛ ❬✶✺✾❪ ❡t ❚✐❡r✲

♥❡② ❡t ▼✐r❛ ❬✷✷✷❪✳

❉❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ π✱ ♥♦t♦♥s

Xt = x ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t y ❡st ♣r♦♣♦sé s✉✐✈❛♥t ✉♥

♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q1(x, dy)✳ ❙✐ ❝❡t ét❛t ❡st ❛❝❝❡♣té ♥♦✉s ♣♦s♦♥s Xt+1 = y✱ ❡t s✬✐❧ ❡st r❡❥❡té ❧❛

❝❤❛î♥❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t ❛✈❡❝ Xt+1 = x✳

P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❥❡té❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st é❧❡✈é✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré✲

❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♠♦✐♥s

❡✣❝❛❝❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❡s❦✉♥ ✭✈♦✐r P❡s❦✉♥ ❬✶✼✻❪ ❡t ❚✐❡r♥❡② ❬✷✷✶❪ ♣♦✉r ❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s✮✳

❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❚✐❡r♥❡② ❡t ▼✐r❛ ❬✷✷✷❪ ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

r❡❥❡té❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st r❡❥❡té❡✱ ✉♥❡ s❡✲

❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❥❡té❡✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❥❡té✱ s♦✐t ♥♦✉s

♣♦s♦♥s Xt+1 = x✱ s♦✐t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ✳ ✳ ✳

▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡s s❡❝♦♥❞❡✱ tr♦✐s✐è♠❡✱ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❚✐❡r♥❡② ❡t ▼✐r❛ ❬✷✷✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳

■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔✱ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ π s♦✐t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛ ❬✶✽✻❪✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❞✐❞❛t ♣r♦♣♦sé y s✉✐✈❛♥t q1(x, dy) ❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥



✷✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❉✳ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

α1(x, y) = 1 ∧ π(y)q1(y, x)

π(x)q1(x, y)
. ✭❉✳✶✮

❙✐ ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t y ❡st r❡❥❡té✱ ✉♥ ét❛t z ❡st ♣r♦♣♦sé s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

q2(x, y, dz)✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬ét❛t x à ✉♥ ét❛t z✱ s♦✐t z ❡st ♣r♦♣♦sé ❞és ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥ ❡t ❛❝❝❡♣té✱ s♦✐t ✉♥ ét❛t y ❡st ♣r♦♣♦sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡❥❡té✱ ♣✉✐s z ❡st

♣r♦♣♦sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❛❝❝❡♣té✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ x à

z 6= x s✬é❝r✐t ✿

q1(x, z)α1(x, z) +

∫
q1(x, y)[1− α1(x, y)]q2(x, y, z)α2(x, y, z)dy.

▲❛ ✓ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π(x)

∫
q1(x, y)[1− α1(x, y)]q2(x, y, z)α2(x, y, z)dy = π(z)

∫
q1(z, y)[1− α1(z, y)]q2(z, y, x)α2(z, y, x)dy.

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❡r ❡st ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ✐♥té❣r❛♥❞❡s ✿

π(x)q1(x, y)[1− α1(x, y)]q2(x, y, z)α2(x, y, z) = π(z)q1(z, y)[1− α1(z, y)]q2(z, y, x)α2(z, y, x),

❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α2(x, y, z) ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✿

α2(x, y, z) = 1 ∧ π(z)q1(z, y)[1− α1(z, y)]q2(z, y, x)

π(x)q1(x, y)[1− α1(x, y)]q2(x, y, z)
. ✭❉✳✷✮

❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét❛t ♣r♦♣♦sé z✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ x✱ ❡t ❡♥ ❛②❛♥t r❡❢✉sé

y✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ✐♥té❣r❛♥❞❡s ❡st ✐❝✐ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬ét❛t

y à ❧✬❛❧❧❡r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ x à z ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬ét❛t y ❛✉ r❡t♦✉r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ z à x✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t s✐

❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t z ❡st r❡❥❡té✱ ❞✬✉♥ iè♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t s✐ ❧❡s (i − 1) ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t t♦✉s

été r❡❥❡tés✱✳ ✳ ✳ ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ s✬❛rrêt❡r à ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

s♦♥t ❢❛st✐❞✐❡✉①✱ ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥ç❛♥t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❛ss❡r à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

▼✐r❛ ❬✶✺✾❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❙♣❧✐tt✐♥❣

❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s

❞❡ P❡s❦✉♥ ❬✶✼✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉✬✉♥❡

✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❝❧❛ss✐q✉❡✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✿ ❉❡❧❛②❡❞ ❘❡❥❡❝t✐♦♥

●r❡❡♥ ❡t ▼✐r❛ ❬✽✺❪ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✓ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❛✉ ❝❛s tr❛♥s✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ❬✽✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡



❉✳✶ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✷✸✺

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ✭❉✳✷✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧✬ét❛t y à ❧✬❛❧❧❡r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡

x à z ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬ét❛t y ❛✉ r❡t♦✉r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ z à x✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡✱

❡t ♣❛r❢♦✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ✈ér✐✜❡r✳ ●r❡❡♥ ❡t ▼✐r❛ ❬✽✺❪ ♦♥t ❞♦♥❝ s✉♣♣r✐♠é ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡♥ ♣❡r✲

♠❡tt❛♥t à ❧✬❛❧❧❡r ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ét❛t y✱ ❡t ❛✉ r❡t♦✉r ♣❛r ✉♥ y∗✱ é❣❛❧ ♦✉ ♥♦♥ à y✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s

♠ê♠❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés à ❧✬❛❧❧❡r ❡t ❛✉ r❡t♦✉r✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❣❛❣♥❡ ❛❧♦rs

❡♥ ❡✣❝❛❝✐té ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❡t

❞❡ ✓ ❉❡❧❛②❡❞ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ✔ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s à

❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡st❡r ❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s

❧❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛✉①✳

❉✳✶✳✷ ❚❛r❣❡t ❖r✐❡♥t❡❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

◗✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❣❧♦❜❛✉① ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣❛r ●♦s✇❛♠✐ ❡t ❧✐✉ ❬✽✷❪✳ P♦✉r tr♦✐s ❞❡

❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✲

♠❡♥t✱ ♣✉✐s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ j ❡st ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ j ♥✬❡st ♣❛s ❝❤♦✐s✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s (N−1) ❝❤❛î♥❡s r❡st❛♥t❡s ✿
❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs à i ✭❞♦♥❝ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à Ti✮ ♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

♥✉❧❧❡s ❞✬êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s✱ ❡t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s s✉♣ér✐❡✉rs à i s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉✐

❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ✿ πi(xj) ♣♦✉r ❧❡ ✓ ❜❡st ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✔✱ πi(xj)/πj(xj)

♣♦✉r ❧❡ ✓ ❜❡st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❛t✐♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✔✱ ❡t πi(xj)πj(xi) ♣♦✉r ❧❡ ✓ ❜❡st s✇❛♣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✔✳

▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉❡ ●♦s✇❛♠✐ ❡t ❧✐✉ ❬✽✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡t✲

t❛♥t ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✭✓ ❝②❝❧✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✔✮✳



✷✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❉✳ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

❉✳✷ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ✿ ❞❡♥s✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡s

▲❛ ❞❡♥s✐té ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π′
i(x) ∝ p(y | µ, σ−2, c)

1
Ti p(µ, σ−2, c, β, w)

∝
[ k∏

p=1

(σp

√
(2π))−mp exp

(
−

n∑

l=1

(yl − µcl)
2

2σ2
cl

)] 1
Ti

[ k∏

p=1

κ
1
2√
2π

exp
(
− 1

2
(µp − ξ)2κ

)]

×
[ k∏

p=1

βα

Γ(α)
σ−2(α−1)
p exp(−βσ−2

p )
][ n!
∏k

p=1 mp!

k∏

p=1

wmp
p

]

×
[ 1

B(δ, . . . , δ)

k∏

p=1

wδ−1
p

][
βg−1 exp(−hβ) hg

Γ(g)

]
, ✭❉✳✸✮

❛✈❡❝

B(δ, . . . , δ) =

∏k
p=1 Γ(δ)

Γ(
∑k

p=1 δ)
=

Γ(δ)k

Γ(kδ)
.

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ●❛❧❛①②

❝❤❛î♥❡ ✶ ❝❤❛î♥❡ ✶✵ ❝❤❛î♥❡ ✷✵
❝❤❛î♥❡ ✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✷ ✻✸✳✻✺ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✸ ✷✸✳✾✵ ✵✳✸✷ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✹ ✼✳✼✺ ✵✳✽✼ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✺ ✷✳✼✽ ✶✳✼✼ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✻ ✶✳✶✷ ✸✳✸✵ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✼ ✵✳✹✼ ✻✳✹✺ ✵✳✵✵
❝❤❛î♥❡ ✽ ✵✳✷✸ ✶✷✳✻✺ ✵✳✵✶
❝❤❛î♥❡ ✾ ✵✳✵✼ ✷✷✳✹✹ ✵✳✵✺
❝❤❛î♥❡ ✶✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵ ✵✳✷✸
❝❤❛î♥❡ ✶✶ ✵✳✵✵ ✷✶✳✸✾ ✵✳✻✼
❝❤❛î♥❡ ✶✷ ✵✳✵✵ ✶✸✳✾✷ ✶✳✺✷
❝❤❛î♥❡ ✶✸ ✵✳✵✵ ✼✳✾✾ ✸✳✶✷
❝❤❛î♥❡ ✶✹ ✵✳✵✵ ✹✳✷✾ ✺✳✹✻
❝❤❛î♥❡ ✶✺ ✵✳✵✵ ✷✳✶✷ ✽✳✺✻
❝❤❛î♥❡ ✶✻ ✵✳✵✵ ✶✳✶✶ ✶✷✳✶✽
❝❤❛î♥❡ ✶✼ ✵✳✵✵ ✵✳✻✶ ✶✻✳✺✽
❝❤❛î♥❡ ✶✽ ✵✳✵✵ ✵✳✸✹ ✷✷✳✸✼
❝❤❛î♥❡ ✶✾ ✵✳✵✵ ✵✳✶✾ ✷✾✳✷✻
❝❤❛î♥❡ ✷✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✸ ✵✳✵✵

❚❛❜❧❡ ❉✳✶ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥s ✭✪✮ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❛❝❝❡♣tés ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✶ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s ✭♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✶✵✵ r✉♥s P❚❊❊▼✮✳ ■❞❡♠ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶✵ ❡t ✷✵✳



❉✳✷ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✷✸✼

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡

r✉♥ ✶ r✉♥ ✷ r✉♥ ✸ ♠♦②❡♥♥❡

µ1 ✶✵✳✻✻ ✶✵✳✸✷ ✶✶✳✵✺ ✶✵✳✻✽
µ2 ✷✸✳✷✶ ✷✸✳✷✵ ✷✸✳✷✼ ✷✸✳✷✸
µ3 ✸✶✳✷✵ ✸✶✳✷✽ ✸✶✳✺✾ ✸✶✳✸✻

♠♦②❡♥♥❡s µ

µ4 ✹✹✳✶✼ ✹✸✳✺✶ ✹✹✳✻✼ ✹✹✳✶✷

σ1 ✺✳✸✹ ✺✳✶✼ ✺✳✸✻ ✺✳✸✵
σ2 ✹✳✻✸ ✹✳✻✵ ✹✳✼✾ ✹✳✻✼
σ3 ✼✳✽✼ ✼✳✼✻ ✼✳✽✼ ✼✳✽✸

✈❛r✐❛♥❝❡s σ

σ4 ✶✶✳✼✷ ✶✶✳✽✹ ✶✶✳✼✵ ✶✶✳✼✺

w1 ✵✳✶✵ ✵✳✵✾ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵
w2 ✵✳✺✶ ✵✳✺✷ ✵✳✺✷ ✵✳✺✷
w3 ✵✳✷✼ ✵✳✷✻ ✵✳✷✻ ✵✳✷✻

♣♦✐❞s w

w4 ✵✳✶✷ ✵✳✶✷ ✵✳✶✷ ✵✳✶✷

m1 ✺✵ ✹✾ ✺✵
m2 ✹✽✵ ✹✽✻ ✹✽✻
m3 ✶✹✽ ✶✹✷ ✶✹✹

♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s m

m4 ✹✺ ✹✻ ✹✸

♣❛r❛♠ètr❡ β ✵✳✽✼ ✵✳✽✻ ✵✳✽✽ ✵✳✽✼

❚❛❜❧❡ ❉✳✷ ✕ ❈♦♠♣♦s❛♥ts ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡✱ ♣♦✉r tr♦✐s r✉♥s ❞✉ P❚❊❊▼
❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❡♥ ❛②❛♥t ✜①é k = 4✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐t❡s ♣r♦♠♦t❡✉rs ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡s ✿

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r✉♥s ❞❡ P❚❊❊▼ ✿ ✺ ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s

ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✶✵✵✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s s❡✉✐❧s ✶✵✱ ✶✼✳✼✽✱

✸✶✳✻✷✱ ✺✻✳✷✸ ❡t ✶✵✵✳ ▲❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s s♦✐❡♥t

ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✴✶✳✸✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ Tmin = 1 ❡t Tmax = 1.3✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é

q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s s❡ ❢❛✐s❛✐❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Tmax ♣❛r❝♦✉r❛✐t

❜✐❡♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r✉♥s ❞❡ ❧✬❊❊❙ ✿ ✾ ❛♥♥❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s

ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✶✵✵✳ ▲❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t

❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✶✱ ✶✳✵✵✶✱ ✶✳✵✵✷✱ ✶✳✵✵✺✱ ✶✳✵✶✱ ✶✳✵✷✱ ✶✳✵✻✱ ✶✳✶ ❡t ✶✳✸✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s

s✬❡st ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s s❛✉ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣♦sé

T1 = 1 ❡t T2 = 1.1✱ ❛✉❝✉♥ s❛✉t ♥✬❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✶ ❡t ✷✱ ❝❛r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s

❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s s♦♥t tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡s ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳



✷✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❉✳ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

❉✳✸ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼

❆❇❈✲P❘❈

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n ♣❛rt✐❝✉❧❡s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ǫ1 > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✱ s♣é❝✐❢✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡ π1✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐tér❛t✐♦♥✮ à t = 1✳

✷✳ P♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t = 1✿

✭❛✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✐✮ ●é♥ér❡r θ
(1)
i s✉✐✈❛♥t π1✳

✐✐✮ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ
(1)
i s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ(1)i )✳

✐✐✐✮ ❘é♣ét❡r ✐✮ ❡t ✐✐✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫ1✳

✐✈✮ P♦s❡r w
(1)
i = π(θ

(1)
i )/π1(θ

(1)
i )✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s {w(1)
j }j=1,...,n✳

✸✳ P♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s t = 2, . . . , T✿

✭❛✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✐✮ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r θ∗i ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ {θ(t−1)
j }j=1,...,n ♠✉♥✐❡

❞❡s ♣♦✐❞s {w(t−1)
j }j=1,...,n✳

✐✐✮ ●é♥ér❡r θ
(t)
i s✉✐✈❛♥t Kt(θ | θ∗i )✱ ♣✉✐s z′ s❛❝❤❛♥t θ

(t)
i s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ(t)i )✳

✐✐✐✮ ❘é♣ét❡r ✐✮ ❡t ✐✐✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫt✳

✐✈✮ P♦s❡r

w
(t)
i =

π(θ
(t)
i )Lt−1(θ

∗
i | θ

(t)
i )

π(θ∗i )Kt(θ
(t)
i | θ∗i )

. ✭❉✳✹✮

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s {w(t)
j }j=1,...,n✳

✭❝✮ ❙✐ EES = 1/
∑n

j=1w
(t)2
j < E✱ ❛❧♦rs réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s

{θ(t)j }j=1,...,n ♠✉♥✐❡s ❞❡s ♣♦✐❞s {w(t)
j }j=1,...,n✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ {θ(t)j }j=1,...,n ❡t ♦♥ ❞é❢✐♥✐t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉①

♣♦✐❞s ❝♦♠♠❡ {w(t)
j = 1/n}j=1,...,n✳



❉✳✸ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✷✸✾

❆❇❈✲P▼❈

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n ♣❛rt✐❝✉❧❡s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ǫ1 > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐tér❛t✐♦♥✮ à t = 1✳

✷✳ P♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t = 1✿

✭❛✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✐✮ ●é♥ér❡r θ
(1)
i s✉✐✈❛♥t π(.)✳

✐✐✮ ●é♥ér❡r z′ s❛❝❤❛♥t θ
(1)
i s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ(1)i )✳

✐✐✐✮ ❘é♣ét❡r ✐✮ ❡t ✐✐✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫ1✳

✐✈✮ P♦s❡r w
(1)
i = 1/n✳

✭❜✮ P♦s❡r τ22 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧ à ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s {θ(1)j }j=1,...,N✳

✸✳ P♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s t = 2, . . . , T✿

✭❛✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

✐✮ ❊❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r θ∗i ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ {θ(t−1)
j }j=1,...,n ♠✉♥✐❡

❞❡s ♣♦✐❞s {w(t−1)
j }j=1,...,n✳

✐✐✮ ●é♥ér❡r θ
(t)
i ∼ N (θ∗i , τ

2
t )✱ ♣✉✐s z′ s❛❝❤❛♥t θ

(t)
i s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐

♣❛r f(. | θ(t)i )✳

✐✐✐✮ ❘é♣ét❡r ✐✮ ❡t ✐✐✮ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ρ(S(z′), S(x)) < ǫt✳

✐✈✮ P♦s❡r

w
(t)
i =

π(θ
(t)
i )

∑n
j=1w

(t−1)
j φ

(
τ−1
t (θ

(t)
i − θ

(t−1)
j )

) ,

φ ét❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♣♦✐❞s {w(t)
j }j=1,...,n✳

✭❝✮ P♦s❡r τ2t+1 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧ à ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s

{θ(t)j }j=1,...,N✳

❆❇❈✲❙▼❈

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r n ♣❛rt✐❝✉❧❡s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ǫ1 = ∞ > ǫ2 > . . . > ǫT = ǫ✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r

❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✐tér❛t✐♦♥✮ à t = 1✳

✷✳ P♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t = 1✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿



✷✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❉✳ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

✭❛✮ ●é♥ér❡r θ
(1)
i s✉✐✈❛♥t π(.)✳

✭❜✮ ●é♥ér❡r z
(1)
1:M,i s❛❝❤❛♥t θ

(1)
i ✿ ♦♥ ❣é♥èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s z

(1)
k,i s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ(1)i )✱ ♣♦✉r k = 1, . . . ,M✳

✭❝✮ P♦s❡r w
(1)
i = 1/n✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs PA

(
{w(1)

i }i=1,...,n, ǫ1

)
= 1✳

✸✳ ■♥❝ré♠❡♥t❡r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t✿ t← t+ 1✳

✭❛✮ ❙✐ ǫt−1 = ǫ✱ ❙❚❖P✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ǫt ❡♥ rés♦❧✈❛♥t

PA
(
{w(t)

i }i=1,...,n, ǫt

)
= αPA

(
{w(t−1)

i }i=1,...,n, ǫt−1

)
, 0 < α < 1

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

w
(t)
i ∝ w

(t−1)
i

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z

(t−1)
k,i

),S(x)
)
<ǫt}

(z
(t−1)
k,i )

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z

(t−1)
k,i

),S(x)
)
<ǫt−1}

(z
(t−1)
k,i )

.

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ǫt s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜✐ss❡❝t✐♦♥✳

❙✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ǫt < ǫ✱ ♣♦s❡r ǫt = ǫ✳

✭❜✮ ❙✐ EES
[
{w(t)

i }i=1,...,n

]
= 1/

∑n
i=1w

(t)2
i < E✱ ❛❧♦rs réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✿ t✐r❡r

❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ n ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s
{
(z

(t−1)
1:M,i , θ

(t−1)
i )

}
i=1,...,n

♠✉♥✐❡s ❞❡s ♣♦✐❞s

{w(t)
i }i=1,...,n✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦té❡
{
(z

(t)
1:M,i, θ

(t)
i )
}
i=1,...,n

❡t ♦♥ ❞é❢✐♥✐t

❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐❞s ❝♦♠♠❡ {w(t)
i = 1/n}i=1,...,n✳

✭❝✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n✿

❙✐ w
(t)
i > 0✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r (z

(t)
1:M,i, θ

(t)
i ) s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

Kt

(
. | (z(t−1)

1:M,i , θ
(t−1)
i )

)
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ πǫt(z1:M , θ | x)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱

✉♥❡ ♠♦❞✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✿

✐✮ ●é♥ér❡r θ∗i s✉✐✈❛♥t qt(. | θ(t−1)
i )✳

✐✐✮ ●é♥ér❡r z∗1:M,i s❛❝❤❛♥t θ∗i ✿ ♦♥ ❣é♥èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s z∗k,i s✉✐✈❛♥t ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❞é❢✐♥✐ ♣❛r f(. | θ∗i )✱ ♣♦✉r k = 1, . . . ,M✳



❉✳✹ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ✷✹✶

✐✐✐✮ P♦s❡r (z
(t)
1:M,i, θ

(t)
i ) = (z∗1:M,i, θ

∗
i ) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

α = min

{
1,

πǫt(z
∗
1:M,i, θ

∗
i | x)qt(θ

(t−1)
i | θ∗i )

∏M
k=1 f(z

(t−1)
k,i | θ(t−1)

i )

πǫt(z
(t−1)
1:M,i , θ

(t−1)
i | x)qt(θ∗i | θ

(t−1)
i )

∏M
k=1 f(z

∗
k,i | θ∗i )

}

= min

{
1,

qt(θ
(t−1)
i | θ∗i )

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z∗

k,i
),S(x)

)
<ǫt}

(z
(t−1)
k,i )

qt(θ∗i | θ
(t−1)
i )

∑M
k=1 1{ρ

(
S(z

(t−1)
k,i

),S(x)
)
<ǫt}

(z
(t−1)
k,i )

}
. ✭❉✳✺✮

❙✐♥♦♥✱ ♣♦s❡r (z
(t)
1:M,i, θ

(t)
i ) = (z

(t−1)
1:M,i , θ

(t−1)
i )✳

❘❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✸✳

❉✳✹ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽

❊①❡♠♣❧❡ ❥♦✉❡t ♠♦❞✐✜é

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶ ✕ ❆❇❈✲P▼❈ ✿ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✵✳✵✷✺✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✷✮ ✭✺✵✵✵
♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❣r✐sé❡✳



✷✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❉✳ ❙✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ ♣♦✉r ❞❡✉① r✉♥s ❞✐✛ér❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✵✳✵✷✺ ✭✻✵✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✶✺✵ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✽✳✶✷✮✮✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡①❛❝t ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♦r❛♥❣❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✱ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❣r✐sé❡s✳

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉❜❡r❝✉❧♦s❡

❆❇❈ st❛♥❞❛r❞ ❆❇❈✲▼❈▼❈ ❆❇❈✲P▼❈
▼♦②✳ ▼é❞✳ ■❈ ✾✺✪ ▼♦②✳ ▼é❞✳ ■❈ ✾✺✪ ▼♦②✳ ▼é❞✳ ■❈ ✾✺✪

❚❛✉① ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✵✳✺✹ ✵✳✺✹ ✭✵✳✷✸✱✵✳✽✻✮ ✵✳✺✾ ✵✳✺✽ ✭✵✳✸✵✱✵✳✾✸✮ ✵✳✺✷ ✵✳✺✶ ✭✵✳✷✵✲✵✳✽✼✮
❚❡♠♣s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✶✳✺✸ ✶✳✷✾ ✭✵✳✽✵✱✸✳✵✹✮ ✶✳✸✸ ✶✳✶✾ ✭✵✳✼✺✱✷✳✷✾✮ ✶✳✻✼ ✶✳✸✻ ✭✵✳✽✵✲✸✳✹✹✮
❚❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✼✳✷✼ ✷✳✶✶ ✭✶✳✶✶✱✶✾✳✼✶✮ ✽✳✹✾ ✷✳✸✾ ✭✶✳✷✺✱✶✾✳✼✷✮ ✻✳✵✵ ✷✳✷✵ ✭✶✳✵✽✱✶✼✳✷✵✮
❚❛✉① ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✵✳✷✹ ✵✳✷✹ ✭✵✳✶✹✱✵✳✸✹✮ ✵✳✷✺ ✵✳✷✹ ✭✵✳✶✺✱✵✳✸✺✮ ✵✳✷✹ ✵✳✷✸ ✭✵✳✶✸✱✵✳✸✹✮

❚❛❜❧❡ ❉✳✸ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❆❇❈ st❛♥❞❛r❞✱ ▲✬❆❇❈✲
▼❈▼❈ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❇❈✲P▼❈ ✿ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝ré❞✐❜✐❧✐té à ✾✺✪✳



❋✐❣✉r❡ ❉✳✸ ✕ ❆❇❈✲P❚ ✿ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ✶ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ✶✺ ❡st r❡t❡♥✉❡ ✭✷✵ ✵✵✵ ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✷ ✵✵✵ ❞❡ ❜✉r♥✲✐♥✮✳





P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❆rt✐❝❧❡s ♣✉❜❧✐és ✿

❬✶❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✵✶✶✱ ✻✭✷✮ ✿✷✵✾✲✷✸✵✳

❬✷❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ P♦♠♠❡r❡t ❉✳ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s❡❛s❡ ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✷✵✶✶✱ ✷✼✭✽✮ ✿✶✶✾✹✳

❆rt✐❝❧❡s ❡♥ ré✈✐s✐♦♥ ✿

❬✸❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ ●r✐♠❛✉❞ ❆✱ P♦♠♠❡r❡t ❉✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ♠♦✈❡s✳ ❊♥

ré✈✐s✐♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ P♦♠♠❡r❡t ❉✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ g✲♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤

r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊♥ ré✈✐s✐♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❆rt✐❝❧❡s s♦✉♠✐s ✿

❬✺❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ ●r✐♠❛✉❞ ❆✱ P♦♠♠❡r❡t ❉✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r❡❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✳ ❙♦✉♠✐s✱ ✷✵✶✶✳

❆rt✐❝❧❡s ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ✿

❬✻❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ ●r✐♠❛✉❞ ❆✱ P♦♠♠❡r❡t ❉✳ ❆ s♠♦♦t❤ st❛t✐st✐❝ ❢♦r ❆❇❈ ♠❡t❤♦❞s✳

❬✼❪ ❇❛r❛❣❛tt✐ ▼✱ ❇r✐♦❧❛♥t ❙✱ ◆♦st❡♥ ❋✳ ❆rt✐❝❧❡ s✉r ❧❛ ❝❤✐♠✐♦s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❋❛❧❝✐✲

♣❛r✉♠ à ❧❛ ❞♦①②❝②❝❧✐♥❡✳



✷✹✻ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✿

❬✶❪ ❊✉r♦❝❛♥❝❡r✱ ❈❖❇❘❊❉ ✇♦r❦s❤♦♣ ✿ P❛❧❛✐s ❞❡s ❝♦♥❣rés ❞❡ P❛r✐s✱ ✷✶ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶✳

❬✷❪ ✹✸è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡✱ ❙❋❞❙ ✿ ❚✉♥✐s✱ ❞✉ ✷✸ ❛✉ ✷✼ ♠❛✐ ✷✵✶✶✳

❬✸❪ ❚❤❡ ❳❳❱t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✿ ❋❧♦r✐❛♥♦♣♦❧✐s✱ ❇rés✐❧✱ ❞✉ ✺ ❛✉ ✶✵ ❞é✲

❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✳

❬✹❪ ✹✷è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡✱ ❙❋❞❙ ✿ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ❞✉ ✷✹ ❛✉ ✷✽ ♠❛✐ ✷✵✶✵✳

❬✺❪ ❙▼P●❉✬✶✵✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣♦st✲❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ✿ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ✶✹ ❡t ✶✺ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✵✳

❙é♠✐♥❛✐r❡s ✿

❬✻❪ ❘é✉♥✐♦♥ ❆♣♣❧✐❇✉❣s ✿ ❆❣r♦P❛r✐s❚❡❝❤✱ ✶✼ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ❙é♠✐♥❛✐r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ▲✉♠✐♥② ✿ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ✻

❥✉✐♥ ✷✵✶✶✳

❬✽❪ ●r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ▼❆P✺ ✿ P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s✱ ✶❡r ❛✈r✐❧ ✷✵✶✶✳

❬✾❪ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✷ ✿ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✱ ✷✽

♠❛rs ✷✵✶✶✳



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à

❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣❛r♠✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs

t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ❢✉s✐♦♥♥és✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡ ✉t✐❧✐sé ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡✛❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à s♣é❝✐✜❡r

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡♥✲

t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ✭g✲♣r✐♦r✮ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❡✛❡ts ✜①❡s ❬✷✸✽❪✳ ❉❛♥s

✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❝♦✉♣❧é à ❧❛ ❣r♦✉♣✐♥❣

✭♦✉ ❜❧♦❝❦✐♥❣✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪ ❛✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡

❝❤♦✐① ❛ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✐❝r♦❛rr❛② s✉r ❧❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ g✲♣r✐♦r ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖r ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡

t②♣❡ r✐❞❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és✳ ▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st

✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ g✲♣r✐♦r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❡t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉♣t❛ ❡t ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠❛✐s

♦ù ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r ✭❊❊❙✮ ✐♥✲

tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ ❡st ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ P❛r❛❧❧❡❧

❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭P❚✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●❡②❡r ❬✼✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st

❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ◆♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ P❚ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛î♥❡s ❛②❛♥t ❞❡s

♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t q✉❡ ❧✬❊❊❙✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ P❛r❛❧❧❡❧

❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡s ✭P❚❊❊▼✮ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ ❊❊❙ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✬❛✈èr❡ tr♦♣ ❝♦ût❡✉①✱ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡✲

❧é❡ ❆❇❈✲P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ▼❈▼❈✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s

❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳



▼♦ts✲❝❧és ✿ sé❧❡❝t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①t❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❩❡❧❧♥❡r✱ ♣❛r❛✲

♠ètr❡ r✐❞❣❡✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r✱ ❆♣♣r♦①✐✲

♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❢❡✇ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠♦♥❣

t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st✉❞②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢

❛ ❧❛r❣❡r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①t❡♥❞s ❛ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ g✲♣r✐♦r ♦❢ ❩❡❧❧♥❡r ❬✷✸✽❪ ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❣r♦✉♣✐♥❣ ✭♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ▲✐✉ ❬✶✹✶❪✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜♦t❤ t❤❡♦r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡r❣❡❞ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤

❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t ✿ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ g✲♣r✐♦r

s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✿ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦r ✐❢ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ ♦t❤❡rs✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ g✲♣r✐♦r ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱

❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❣r❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❝❛❧✐♥❣

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ g✲♣r✐♦r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✉♣t❛ ❛♥❞ ■❜r❛❤✐♠ ❬✽✾❪✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♠✲

♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣②

❙❛♠♣❧❡r ✭❊❊❙✮ ♦❢ ❑♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✽❪ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✭P❚✮

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡②❡r ❬✼✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ●✐❜❜s

s❛♠♣❧❡r✱ ❛♥❞ ✐t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ st♦r❛❣❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ P❚ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡

❊❊❙✳ ❚❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❝❛❧❧✐♥❣ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ▼♦✈❡ ✭P❚❊❊▼✮

❦❡❡♣s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❊❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❣♦♦❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝✲

t✐❝❛❧ ✉s❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ✇❤♦s❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s

❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❢r❡❡

♠❡t❤♦❞s ✭♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡

❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❋r❡❡✲P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❈▼❈ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦♥ ❛

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛✐♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❩❡❧❧♥❡r g✲♣r✐♦r✱ r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❡♠♣❡r✐♥❣✱ ❊q✉✐✲❊♥❡r❣② ❙❛♠♣❧❡r✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❇❛②❡s✐❛♥

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳


