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Introduction générale et organisation

de la these

Contexte

Le concept et le formalisme mathématiques de la dérivation non entiere ont été
établis au début du XIX®™® siecle par des mathématiciens célebres parmi lesquels Laplace,
Liouville, Abel, Riemann et Cauchy. Cet opérateur constitue 'outil mathématique par
excellence pour modéliser les systemes physiques a mémoire longue, tels que les systemes
diffusifs, a partir d'un modele compact avec un nombre de parametres réduits. Sa synthese
et son application, dans les sciences physiques et les sciences pour 'ingénieur, remontent

a la seconde moitié du vingtieme siecle.

Cet outil a trouvé des applications dans de nombreux domaines des sciences pour
I'ingénieur tels que :

— l'automatique a travers l'identification par modele non entier et la commande
CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) ;

— la mécanique dans le cas de la relaxation de I’eau sur une digue poreuse ou le débit
est proportionnel a la dérivée non entiere de la pression dynamique a l'interface
eau-digue [Oustaloup, 1991];

— l'isolation vibratoire a travers la suspension CRONE qui augmente la robustesse
du degré de stabilité vis-a-vis de la charge transportée tout en assurant une
meilleure isolation vibratoire de ’habitacle par une réduction des accélérations
verticales [Moreau, 1995];

— le traitement du signal ou la dérivation non entiere est utilisée dans la synthese
d’un bruit fractal [Mandelbrot et Van Ness, 1968] ;

— le traitement de l'image ou la dérivation non entiere permet la caractérisation
des courbes en reconnaissance des formes et ou le détecteur CRONE permet une

meilleure extraction des contours [Oustaloup, 1991, 1995] ;
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— l’acoustique ou dans un instrument a vent, la dérivée non entiere est utilisée pour
modéliser les pertes visco-thermiques [Matignon et al., 1993];
— larobotique par la modélisation d’environnement [Orsoni, 2002] et la planification

de trajectoire par potentiel généralisé [Poty, 2006].

Objectifs de la theéese

A partir des trajectoires définies a priori d’un systeme, il est nécessaire de connaitre les
commandes a appliquer pour suivre ces trajectoires de référence. La planification de tra-
jectoire et la poursuite robuste de trajectoire ayant fait I’'objet de nombreux travaux en
automatique, I'un des moyens d’y parvenir est d’utiliser les principes de la platitude. La
platitude apporte de nombreux avantages tels que la détermination des actions anticipa-
tives (“feedforward” en anglais) ou la commande prédictive. Il est néanmoins nécessaire
de bien connaitre le modele du systeme afin de déterminer les commandes de référence.
Peu de développements ont été élaborés jusqu’alors pour l'identification de systeme par
modele non entier en présence de bruit de sortie additif coloré et pour la planification de
trajectoire de ces systemes. La connaissance d’'un modele étant nécessaire au préalable,
les principaux travaux de cette these concernent d’une part, 'identification de systeme

par modele non entier et d’autre part, la génération et la poursuite robuste de trajectoire.

Les outils développés sont totalement indépendants de la fagon dont 'opérateur
non entier est simulé, laissant a 'utilisateur la liberté de ce choix. Les objectifs de cette
these sont, dans un premier temps, de poursuivre les travaux entamés en identification de
systeme par modele non entier en développant une méthode d’identification par la variable
instrumentale optimale a temps continu pour des modeles linéaires non entiers dans un
contexte de bruit de sortie additif aussi bien blanc que coloré (modele de Boz-Jenkins). A
partir de la connaissance de ces modeles non entiers, 'objectif est d’étendre les principes
de la platitude au cas des systemes non entiers. Enfin, afin d’assurer la robustesse du
suivi de trajectoire, 'approche par platitude est associée a une commande CRONE de

troisieme génération.

Contributions spécifiques et organisation de la thése

Les principales contributions de cette these sont les suivantes. Dun point de vue

théorique, en identification par modele non entier, des algorithmes d’estimation paramétrique

12
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a variance minimale ont été développés en présence de bruit de sortie blanc et en présence
de bruit de sortie coloré. Lorsque la connaissance a priori permet de fixer les ordres de
dérivation, ces algorithmes issus de la variable instrumentale permettent d’estimer les co-
efficients du modele du systeme et du modele de bruit. Lorsque la connaissance a priori
ne permet pas de fixer les ordres de dérivation, les algorithmes d’identification, issus de
la variable instrumentale et de techniques de programmation non linéaire, permettent

d’estimer a la fois les coeflicients et les ordres de dérivation.

En planification de trajectoire par platitude, une algébre des polynémes en X" 1,
ainsi qu’une algebre des matrices polyndmiales en X ont été introduites. Ces algebres ont
permis I'extension des principes de la platitude aux systemes non entiers a la fois mono-
variable et multi-variable, en utilisant deux modes de représentation des systemes non
entiers, a savoir les fonctions de transfert et les pseudo-représentations d’état. Les systemes
linéaires non entiers abstraits ont également été introduits pour étendre les principes
de la platitude indépendamment d’un mode de représentation. Enfin, une poursuite de
trajectoire est obtenue par association d’'une commande CRONE de troisieme génération
et de I'approche par platitude, ce qui permet d’assurer la robustesse du degré de stabilité

de la commande vis-a-vis des perturbations et des variations paramétriques.

D’un point de vue applicatif, ces résultats théoriques en identification et en com-
mande ont été validés sur un systeme thermique réel : un barreau d’aluminium. Le trans-
fert température/flux est d’abord identifié par un modeéle non entier puis une poursuite

robuste de trajectoire est réalisée.

La progression de cette these est organisée selon quatre chapitres.

Le chapitre 1 rappelle tout d’abord les notions mathématiques autour de la dériva-
tion non entiere. Les différentes définitions de I'opérateur non entier sont abordées, pour
ensuite rappeler les diverses méthodes de représentation d’un systeme non entier. La sta-
bilité des systemes non entiers commensurables est rappelée par le théoreme de Matignon.
Une des premieres contributions de ce mémoire est 'introduction d’une algebre des po-

lynomes en X, ainsi qu'une algebre des matrices polynomiales en X".

Le chapitre 2 est consacrée a l'identification par modele non entier. Apres un état

de I'art succinct sur les méthodes d’identification par modele non entier existantes, les

1Un polynéme en X désigne une structure polynomiale ol 'indéterminée X est élevée a des puissances

non entieres multiples de v.
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contributions en identification linéaire a temps continu sont présentées dans un contexte
de bruit additif blanc puis coloré. Dans le premier contexte, la structure du modele et
les ordres de dérivation sont d’abord fixés, puis un estimateur optimal, nommé srivef?,
est développé. Ensuite, seule la structure du modele est fixée et un algorithme nommé
oosrivef?3, fondé sur la srivef et des techniques de programmation non linéaire, permet

d’optimiser a la fois les coefficients et les ordres de dérivation.

Dans un contexte de bruit additif coloré, une structure du modele de type Box-
Jenkins hybride (modele de systeme a temps continu et modele de bruit a temps discret)
est fixée. Les ordres de dérivation sont d’abord fixés, et un estimateur optimal, nommé
rivef?, est élaboré. Ensuite un algorithme nommé oorivef?®, fondé sur la rivef et des
techniques de programmation non linéaire, permet d’optimiser a la fois les coefficients et
les ordres de dérivation. Pour chaque méthode, des simulations de Monte Carlo montrent

que les estimateurs introduits sont asymptotiquement sans biais et a variance minimale.

Le chapitre 3 permet d’étendre les principes de la platitude aux systemes non en-
tiers et propose des contributions majeures sur la commande des systemes non entiers.
Apres un rappel succinct de la platitude des systemes linéaires rationnels; le chapitre
3 aborde les avancements théoriques sur la platitude des systemes non entiers linéaires
basées sur les deux méthodes de représentation d'un systéme non entier : les fonctions de
transfert et les pseudo-représentations d’état par matrices polynomiales. La robustesse du
suivi de trajectoire est également traitée a I’aide de la commande CRONE. Des exemples
de simulations au travers de la diffusion thermique sur un barreau métallique illustrent

les développements théoriques de la platitude.

Enfin, le chapitre 4 permet de mettre en application les différentes contributions
de ce mémoire sur un systeme physique réel : un barreau métallique soumis a un flux
de chaleur a I'une de ces extrémités et dont la température est commandée. Apres une
description du banc d’essai, les différentes méthodes d’identification, développées dans ce
mémoire, sont appliquées pour établir le modele le plus adéquat. A partir de ce modele,
les principes de la platitude par approche de matrices polynoémiales sont mis en ceuvre

pour commander le systeme selon une trajectoire de référence donnée. Enfin, la robustesse

srivef : Simplified rivef.
oosrivcf : Order Optimization combined with srivef.

2
3
“rivef : Refined Instrumental Variable for Continuous-time Fractional models.
5

oorivcf : Order Optimization combined with rivcf.
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du suivi de trajectoire est étudiée par une commande CRONE de troisieme génération.
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Notations

R*+

ensemble des nombres entiers positifs

ensemble des nombres entiers positifs de [0, n]

ensemble des nombres relatifs

ensemble des nombres relatifs négatifs

ensemble des nombres rationnels

ensemble des nombres réels

ensemble des nombres réels négatifs privé de 0

ensemble des nombres réels positifs privé de 0

ensemble des nombres complexes

demi-plan droit ouvert des nombres complexes s € C tels que Ze (s) > 0
anneau muni des lois + et -

ensemble des polynomes a coefficients dans K et d’indéterminée X"
ensemble de fonctions F' analytiques sur €' et continues sur G et tel que
IFI3 = & [, |F (@ + jy)Pdy < oo |

norme p, p € [1,+oo[ : [|fll, = (J5~ |F(t)[Pdt)

norme infini ou norme sup : || f||, = SUD4e(0,00] |f(t)]

le plus petit entier majorant v (ceil(v))

le plus grand entier minorant v (floor(v))

impulsion de Dirac

échelon unitaire ou fonction de Heaviside

produit de convolution

estimée de y

transposée d’'un vecteur ou d’une matrice A

dérivée d’ordre k de u
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Notations

A\B
PlQ

€ Q. 9 M T 2

BCR
BIBO
CRONE
CSD

L,la, b
Loola, b]
LTI
MEP

MIMO
ML

tel que (symbole mathématique)

A privé de B (symbole mathématique)

P divise ) (symbole mathématique)

ordre de dérivation quelconque

ordre commensurable

bruit coloré

écart-type

variance

pulsation

borne de Cramér-Rao

entrée bornée sortie bornée (Bounded Input Bounded Output)
Commande Robuste d’Ordre Non Entier

conception d’une stratégie de commande (Control System Design)
degré d’un polynome

bruit blanc

Erreur d’Equation

espérance mathématique

Filtre de Variable d’Etat

opérateur d’intégration

opérateur d’intégration d’ordre v € Rt

partie imaginaire de a

transformée de Laplace

transformée inverse de Laplace

espace vectoriel des fonctions définies et mesurables sur [a, b[ et muni de la
norme || -[|?,p=1,2,...

espace vectoriel des fonctions définies et mesurables sur [a, b et muni de la
norme || - [|*°

linéaire et invariant dans le temps (Linear Time-Invariant)
Moindres Carrés

Minimisation de I'Erreur de Prédiction
multi-variable (Multiple Input Multiple Output)

maximum de vraisemblance (Maximum Likelihood)
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Notations

NMSE

OE

oosrivcf

oorivcf

PGCD
plim
PNL

Je(a)
resp

rivcf

RSB

s7

S
[wa,wB]

SBPA
sig(v)
SISO

sriwvcf

551
span(S)

Niveau Moyens des Seuils des issues sur I'Extérieur (Normalized Mean
Square Error)

erreur de sortie; Output Error

estimateur des ordres de dérivation et des coefficients par la srivef en
contexte de bruit blanc

estimateur des ordres de dérivation et des modeles du systeme et du bruit
par la rwcf en contexte de bruit coloré

opérateur de dérivation %

dérivée d’ordre v € RT

Plus Grand Commun Diviseur

limite en probabilité

Programmation Non Linéaire

opérateur discret tel que q~'y(t,) = y(tp_;)

partie réelle de a

respectivement

estimateur optimal pour bruit coloré (Refined Instrumental Variable for
Continuous-time and Fractional models)

Rapport Signal-sur-Bruit

variable de Laplace

dérivateur d’ordre v dans le domaine de Laplace

intégrateur d’ordre v dans le domaine de Laplace

intégrateur d’ordre v dans le domaine de Laplace borné en fréquence sur
[wa, ws]

Signal Binaire Pseudo Aléatoire

fonction signe définie par sig(v) = 7 et sig(0) =1

mono-entrée mono-sortie (Single Input Single Output)

estimateur optimal pour bruit blanc (Simplified Refined Instrumental Va-
riable for Continuous-time and Fractional models)

si et seulement si

le span(S) correspond a toutes les combinaisons linéaires possibles des

éléments de S
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Notations

sup
TC
TD

vt

borne supérieure
Temps Continu
Temps Discret

Variable Instrumentale
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Chapitre 1 — Introduction aux opérateurs et systemes non entiers

1.1 — Introduction

Bien que 'apparition de la notion de dérivation a des ordres non entiers remonte a
Leibniz, dont les correspondances avec Wallis (1695) et L’Hopital (1697) sont recueillies
dans [Leibniz, 1853], c’est au début du XIX®™ siccle que des mathématiciens tels que
Euler [1738], Fourier [1822], Lacroix [1820], Laplace [1812], Letnikov [1868] et surtout
Abel [1823], Riemann [1876] et Liouville [1832] ont révélé le concept et développé le
formalisme de la dérivation non entiere (voir [Miller et Ross, 1993, Oldham et Spanier,
1974, Samko et al., 1993] pour des références plus récentes). Une description détaillée
des correspondances est disponible dans la theése de [Dugowson, 1994] consacrée a I’his-
toire de la dérivation non entiere. Les appellations “dérivation non entiere”, “dérivation
fractionnaire” ou “ dérivation généralisée” désignent toutes les mémes notions. Ainsi, la
définition mathématique d'un tel concept s’avérant incontestable, sa dénomination n’en
reste pas moins confuse. Les nombres “non entiers” peuvent aussi bien étre entiers, réels
ou complexes. Dans un soucis de clarté, I'appellation générique de dérivation non entiere

est retenue et les qualificatifs de “réelle” et “complexe” la compléteront.

La synthese de l'opérateur non entier et les applications qui en découlent datent
principalement de la deuxieme moitié du siecle dernier [Miller et Ross, 1993, Oustaloup,
1983, 1995, Podlubny, 1999a, Samko et al., 1993]. La dérivation non entiere constitue
I'outil mathématique par excellence pour modéliser une large gamme de phénomenes
physiques, tels que les phénomenes :

— de diffusion électrochimique ou la diffusion des charges dans les batteries en acide

est régie par des modeles de Randles [Rodrigues et al., 2000, Sabatier et al.,
2006] utilisant un ordre d’intégration de 0.5;

— de diffusion thermique ou la solution exacte de I’équation de la chaleur dans un
milieu semi-infini lie le flux thermique a la température de surface par une dérivée
d’ordre 0.5 [Battaglia et al., 2001, Cois, 2002] ;

— biologiques ou la modélisation du muscle de grenouille [Sommacal et al., 2005,
2006] et de salamandre [Sommacal et al., 2007] est régie par des modeles non
entiers.

La dérivation non entiere a étendu les possibilités de l'identification temporelle et

fréquentielle, en s’affranchissant de la limitation de l'ordre de dérivation au cas entier,
permettant ainsi de modéliser des systemes complexes ou a dimension infinie par des

modeles compacts la o des modeles rationnels auraient été d’ordre élevé.

La premiere partie de ce chapitre introduit 'opérateur non entier. Les diverses
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représentations d’un systeme non entier sont ensuite énoncées. Puis, la méthode de synthese
du dérivateur non entier borné en fréquences d’Oustaloup [1995] est rappelée avec la
discrétisation de Griinwald [1867] de l'opérateur non entier [Samko et al., 1993]. Enfin,
I’algebre des polynomes en X* est introduite permettant I’extension des principes de la

platitude aux systemes non entiers au chapitre 3.

1.2 — Dérivation non entiere

1.2.1 — Définitions

A partir de la formule de Cauchy, en prenant une fonction monovariable f continue
par morceaux sur |c,co[ et intégrable sur tout sous-intervalle fini de [c, co], la définition
de Riemann de l'intégrale d’ordre v € C\Z~ d’une fonction f est donnée par [Miller et
Ross, 1993] :

N a 1 L) C avec t>c,ceR
Icf(t) F(/Y)/c (t_T)l—yd { %(’7) =~ 0 ) (11>

ou ¢ représente 'instant de début d’intégration tel que ¢t > c et I' est la fonction Gamma

d’Euler définie pour les nombres complexes & partie réelle positive, v € C*, par

I'(y) = /000 e a7 du, (1.2)

et prolongée analytiquement sur l’ensemble des nombres complexes excepté les entiers
négatifs, v € C\Z~.

L’opérateur de dérivation non entiere a souffert pendant longtemps de la difficulté
a lui attribuer un sens physique surtout lorsque 'ordre de dérivation est complexe. Ce-
pendant, si l'intégration a l'ordre 1 permet d’associer le concept géométrique de “l’aire
sous la courbe” en attribuant a toute valeur de f le méme poids, I'ordre d’intégration
L_ . En effet, la valeur de

I(y)(t-7)"
I'intégrale d’ordre v €]0, 1], en un point ¢ est plus influencée par les points de son voisinage

v € R\Z™ introduit la fonction de pondération O, =

que par des points plus éloignés comme le montre la Fig. 1.1. De ce fait, la fonction de
pondération O, est également appelée facteur d’oubli [Oustaloup, 1995]. Cette prise en
compte du passé démontre I’aptitude naturelle de 'opérateur de dérivation non entiere a

décrire des phénomenes a mémoire longue tels que les phénomenes de diffusion.

Pour des valeurs particulieres de la référence ¢, 'intégrale non entiere de Riemann
(1.1) devient
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18
1.6
141 N

121

e L
S
0.8
0.6
0.4
0.2
0 T T T T 1
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
t—T7
Fi1c. 1.1 — Facteur d’oubli : O, (t — 1) = W pour 0 <y <1

e l'intégrale de Liouwille si c = —o0 :
L fn)

U f(t)2 / _dr, 1.3
() P(’}/) —oo(t_T)lv ( )

e ou l'intégrale de Riemann-Liouville sic =0 :

a 1ot f(r)

ILf(t)= / —dr. 1.4
0 () F(,y) 0 (t_T)lfy ( )

La dérivée d’ordre non entier v € C de Riemann d’une fonction monovariable f
continue par morceaux sur |¢, 00|, intégrable sur tout sous-intervalle fini de [¢, oo[ et suffi-
samment dérivable est quant a elle définie comme étant une dérivée entiere d'une intégrale

non entiere [Miller et Ross, 1993] :

p.f(t) = p™ I f(2) (1.5)
m = |Ze(v)]
S tﬂ T avec
_F(m—l—l—'y)p ' /C (t_T)W—md t>C,EC(C€]R . (1,6)
v

Comme dans le cas de l'intégrale non entiere, la dérivée non entiere de Riemann

(1.5) correspond a :
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e la dérivée de Liouwville lorsque ¢ = —o0,
e la dérivée de Riemann-Liouville lorsque ¢ = 0.

Dans la mesure ou les réponses impulsionnelles de systemes causaux sont définies a
partir de t = 0, la définition de Riemann-Liouuville se trouve naturellement la plus utilisée

en automatique.

1.2.2 — Propriétés de la dérivation non entiere

La dérivée non entiere (1.6) devient un objet non local et possede des propriétés tres

intéressantes. Par exemple, la dérivée d'une constante n’est pas nulle :

pr1= 89
I'(1—7)
soit pour ¢ =0 :
’Yl t
p =
T —9)

De méme, la dérivée d’ordre v d’une puissance de t s’écrit, pour ¢ =0 :

F(p+1)

L p>—1.
Fp—y+1)

pot’ =

1.2.2.1 — Dérivabilité

A partir de la définition (1.6), la dérivée non entiere d’ordre 7 existe si f est définie
sur un ensemble convenable [¢,b] (¢,b € R/c # b et t €]c,b]) avec m = |Ze (7)]. Par un

changement de variable ({ =t — 7), cette expression devient

N 1 i | [ m—
PZf(t)—mp i /f(t—C)C 7d¢
0

En décomposant la dérivation entiere une premiere fois selon

g4 = ; m N o m—-y
00 = m =" o | [ Fe— o) |
0
on obtient :
1 - t—c N -
Tm+1-7)P /(pf(t)\t:t<)< "¢+ f(c) (t — )

0
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En décomposant la dérivation entiere une deuxieme fois selon

1 . t—c -
Foi / (PFWimy o) dC+ 1) (=" |
on obtient alors :

1 m—1 N 2 m—y m—y 1 m—y
Fm+1=7)P Of(p f(t>\t:t7<)< d¢+ fle)p [t =)™ ] + fD(e) (t—c) ,
Par itération, il en vient

7 S r m+1 - m—y . (k) m— _ o)
P = T O/p =+ S R -] )

ou encore, en introduisant la notation f*) pour la dérivée temporelle d’ordre k de f, k

étant réel aussi bien entier que non entier! :

m —c k—~
LA =T 0] + Y f O p

Par conséquent, cette définition existe si la dérivée d’ordre m de f existe en ¢ avec

Yte(y) > 0 et si la fonction z — p™™ (f(t —x)) 271 est Lyi[c, b].

1.2.2.2 — Intégrabilité

Propriété 1.2.1. Si v € [0,1] (donc m = 0), alors la dérivée non entiere de Riemann-

Liouville existe si f € Lu|c, b.

Démonstration. A partir de

L0 = [ O %

C

< (/:|f(7)|pd7); (/:|g<f>|"d7);

avec % + % =1let g(x)=(t—x) 7, g est L[c,b]. En effet, pour t > ¢,

[ aear = [ =)

1Si f est un vecteur, alors chaque composante de f est dérivée a l'ordre k

et de l'inégalité de Holder,

[ 1o
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Or, pour z € [¢,t], t — 7 > 0. Donc

[ stear = [ ¢ = i

On procede au changement de variable ( =¢ — 7 (d¢ = —dr7) :
3 t—c B t— ¢ 1—v
[ o= [ erac =0 <o
c 0 -7
car 1 —~v > 0.

Pour I'existence de 'inégalité de Haélder, f doit étre Lo [c, b[. Aussi, pY f(t) € Li[c, b].
U

1.2.2.3 — Commutativité

Soit p,q > 0 deux nombres réels, ou p = n + v et ¢ = m + pu avec les réels v et
p définis dans [0, 1] et les entiers n et m. Dans le cas général, les opérateurs de dérivées
non entieres de Riemann-Liouville p? et p? ne commutent pas. Il existe néanmoins des

conditions pour qu’il y ait commutativité des opérateurs p? et p? :

p? (pLf(t)) = pe (pLf(t) =PI (f (1)) (1.8)

comme dans le cas trivial p = ¢ ou lorsque

{ f(])(a) :0, j :O,...,T— 1 pour T:maX(nam) (19)

t— (z—1t)7Vf(t) est Lilc,bl.

1.2.3 — Transformée de Laplace de la dérivée non entiere d’une

fonction temporelle

Dans ce paragraphe, la fonction f est supposée étre dans €*°. La définition (1.1)
de l'intégrale non entiere d’ordre v € C de f peut étre considéré comme un produit de
convolution. Ainsi, avec e () > 0 et en posant F(s) = Z{f(t)}, la transformée de
Laplace de V'intégrale non entiere s’écrit [Cois, 2002, Miller et Ross, 1993] :

LSO} = —— 2 [0V % L {f(t)} = s F(s). (1.10)
I'(v)

La transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction temporelle f est donnée par :

ZApf ()} =sF(s) = f)l=+ (1.11)
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et la transformée de Laplace de la dérivée seconde d’'une fonction temporelle est donnée

par :

Z {pzf (t)} =5 (sl (s) — f(t)‘t:O+) - f/(t)|t=0+ = SQF(S) - S f(t)‘t:m - f/(t>|t:O+ :
(1.12)

Par itération, on arrive alors a la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier m

d'une fonction temporelle f :

3
L

LAp"f (1)} =s"F(s)— »_ s" Pt ()] o (1.13)

=
Il

Compte-tenu de la définition (1.5) et de I’équation (1.10), la transformée de Laplace
de la dérivée d’ordre non entier, v € C, de f s’écrit [Oldham et Spanier, 1974] :

Z{pf)} = Z{p™" [py" ”}}

m+1g{pm+1 'yf Z m—k k;[ (m+1— )f(t):|

t=0+
Sm+1 [S—(m—i-l—'v)F (S)] _ - Sm—kpk (16n+1—7f (t)) }t:0+'
k=0
Ainsi,
veC
ZAPYf ()} = 5"F (s Z TR )|y avee § om = e (7))
e (v) = 0

(1.14)

Dans le cas ou f est causal, et donc identiquement nulle pour tout ¢ < 0, tous les

termes de la somme s’annulent, et 'expression (1.14) se réduit a :

Z{pyf ()} = TF (s). (1.15)

1.2.4 — Caractérisation fréquentielle d’un dérivateur non entier

Dans [Oustaloup, 1995], le dérivateur non entier est défini tel que sa grandeur de
sortie y s’identifie a la dérivée non entiere de sa grandeur d’entrée u, soit en incluant 7,
la constante de dérivation,

y(t)=1"pu(t), (1.16)
dans laquelle v € C est l'ordre de dérivation et Ze () peut étre positif ou négatif;

I'opérateur est alors considéré respectivement comme un dérivateur ou comme un intégra-
teur [Cois, 2002].
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Sous I'hypothese de conditions initiales nulles, la traduction opérationnelle de 1’équa-

tion (1.16) détermine 1’équation symbolique :
Y (s) = (rs)" U (s). (1.17)

Il s’ensuit la transmittance du systeme, soit,

H(s) = (i)v, (1.18)

ou w, = 1/7 est la fréquence au gain unité.
L’étude de la réponse fréquentielle d'un tel opérateur dépend du domaine d’appar-

tenance de l'ordre de dérivation qui peut étre réel ou complexe.

1.2.4.1 — Dérivateur non entier réel

La réponse en fréquences du dérivateur non entier réel, v € R*", est déduite de
(1.18) :

H (jw) = (iu—)7 (1.19)

(1.20)

Le diagramme de gain est caractérisé par une droite de pente 20 v dB par décade. Le
diagramme de phase est caractérisé par une droite horizontale d’ordonnée p = v7 radians.
L’ordre non entier réel permet ainsi d’assurer une variation continue, respectivement, de
la pente de la droite de gain et de I'ordonnée de la droite de phase comme illustré sur la
Fig. 1.2.
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100 T T T T T

Gain (dB)

10 10
Pulsation (rad/s)

200 . . ; : :
yv=1.5
o0 100F i
:.3 ~v=0.5
0
;m; ~v=-0.5
A, -100F v=—15 |
_200 -3 ‘—2 ‘—1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 3
10 10 10 10 10 10 10

Pulsation (rad/s)

FiG. 1.2 — Diagrammes de Bode de dérivateurs non entiers réels

1.2.4.2 — Dérivateur non entier complexe

Les principales contributions de ce mémoire relatent du dérivateur non entier réel.
Cependant, le dérivateur non entier complexe, v € C**, est utilisé au chapitre 3 pour la
synthese de la commande CRONE de troisieme génération.

La description fréquentielle d'un dérivateur non entier complexe requiert la définition
d’un espace d’étude mathématique spécifique. Pour la grandeur de sortie y, dérivée com-
plexe de la grandeur d’entrée u (1.16), il est nécessaire de distinguer deux couples de
diagrammes de Bode, 'un représentant dans le domaine des fréquences le lien entre la
partie réel de y et I'entrée u, I'autre représentant celui entre la partie imaginaire de y et
u.

La traduction opérationnelle d'une telle distinction revient a décomposer intuiti-

vement la transmittance d’un dérivateur non entier complexe avec v = a + 1b sous la

H(s) = (wiu)am — (wiu)a {Cos (bln wiu) +i sin (bln wiu)} , (1.21)

ou encore H (s) = Hyeer(s) + 1 Himag(s) avec

Hyeel(s) = (5) cos (bln 5) et Hingg(s) = (wi) sin (b In 5) .
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Une distinction mathématique doit étre faite entre, d’une part, le plan complexe
opérationnel C; dont releve la variable de Laplace s = o + jw et, d’autre part, le plan
complexe temporel noté C; dont releve l'ordre de dérivation v = a + ib et les sorties
du dérivateur non entier complexe. L’espace généré par ces 2 plans est appelé “espace
bi-complexe”.

En vertu de la distinction entre les plans complexes C; et C; qu’assure I'espace bi-
complexe, les réponses en fréquences correspondant aux parties réelle et imaginaire de

la transmittance d’un dérivateur non entier complexe admettent des expressions de la

forme
Gy (H(jw)) = Hrea(jw) (1.22)
- w%)a e {cos (bln w%) cosh (b%) — jsin (bln w%) sinh (b%)}
et
Ini(H(jw)) = Himag(jw) (1.23)

_ (@) s [ v AN N i (5T
(wu) e {sm (bln wu) cosh <b2> + jcos (bln wu) sinh <62>] )

On peut montrer qu’a la fréquence w,, les valeurs des gains sont exclusivement liées
a la partie imaginaire b et que les pentes des gains sont exclusivement liées a la partie réelle
a de 'ordre de dérivation. Ces propriétés sont a l'origine de la stratégie de la commande
CRONE de troisieme génération dans laquelle les parties réelle et imaginaire de 1’ordre
de dérivation sont utilisées comme parametres de synthese afin d’optimiser le gabarit
de la transmittance en boucle ouverte quant a son positionnement et a son inclinaison
dans le plan de Black [Oustaloup, 1991, 1999] (voir aussi §3.5.3 p. 188). Pour une étude

approfondie du cas non entier complexe, le lecteur peut se référer a la these de Cois [2002].

1.3 — Représentation des systemes non entiers

Dans cette section, les systemes sont considérés a temps continus, linéaires et in-
variants dans le temps (LTI), non entiers, monovariables et strictement propres. L’étude
d’un systeme non entier a dérivées complexes pose probleme du fait que la dérivée non
entiere complexe d’une fonction réelle est a valeurs complexes. En réalité, une fonction

complexe représente une fonction dans R2.

Plusieurs modes de représentation de systemes non entiers existent : équations

différentielles, fonctions de transfert ou pseudo-représentation d’état.
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1.3.1 — Equation différentielle

Un systeme linéaire peut étre régi par une équation différentielle non entiere de la

forme :

y (1) + ary ) (&) + -+ @,y ) (1) =
bou(ﬁo) (t) + blu(ﬁl) (t) + o+ meu(ﬁmB) (t) ; (124)

ou u(t) et y(t) désignent respectivement l'entrée et la sortie, les coefficients aq, ..., am,,
by, ...bm, sont supposés réels et les ordres de dérivation oy, ag, ..., am,, Bo, b1y - s By

sont supposés réels, positifs et ordonnés :
a < g < ... < Qy et Bo<f1<...<Bmy- (1.25)

Comme dans le cas d’une équation différentielle a dérivées entieres, les ordres de
dérivation doivent vérifier la contrainte a,,, > (3, pour que le systeme soit strictement
propre.

Dans le cas ou il y a commutativité, les conditions (1.9) étant vérifiées, ’équation

(1.24) peut étre réécrite sous la forme d'une équation différentielle de type séquentiel
[Cois, 2002, Miller et Ross, 1993] :

% fois VA fois
) (v)
y(®) +a (™)) O+ o, (7)) 1) =
) @) ) @ (1.26)
b0<(u”) ) (t)+...—|—me<(u”) ) (t),
— ——
ﬂTO fois fmp fois
ou %,j =1,...,my et %,i = 0,...,mp sont des nombres entiers, si les ordres de

dérivation sont commensurables d’ordre v.

Définition 1.3.1. L’ordre commensurable v est le plus grand nombre réel tel que tous

les ordres de dérivation de I’équation différentielle (1.24) sont ses multiples entiers :

Y N1, ma ot DeNi—0,... mp (1.27)
1% 1%

Dans le cas des systemes rationnels, ’'ordre commensurable vaut 1.

Par rapport a la définition initiale de ’ordre commensurable donnée dans [Matignon,
1998], la contrainte du plus grand nombre a été imposée pour faciliter les calculs, car la

dimension du systeme a,, , /v est inversement proportionnelle a I'ordre commensurable v.
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Quand les ordres de dérivation sont réels et irrationnels, il est parfois impossible de
trouver un ordre commensurable. Néanmoins, moyennant une approximation de ces ordres
par des nombres rationnels, un ordre commensurable peut étre déterminé conformément

a la définition 1.3.1.

1.3.2 — Fonction de transfert

La transformée de Laplace de 1'équation différentielle (1.24), soit
Y(s) +a1s"Y(s) +aas™Y(s) + ...+ apm, s ™Y (s) =
bos™®U(s) + bys™U(s) + ... + by,s"meU(s), (1.28)

détermine la forme classique d'une fonction de transfert non entiere :
mp
Z biSﬂi
(S) _ 1=0 (1 29)
() {4, '
1+ Zl ;877
j:

B
U(is) A

Si le systeme est commensurable a l'ordre v, cette fonction de transfert peut étre
réécrite selon :
m .
Z bl‘Sw
G(s)=—5—~=—"0 : (1.30)
(8 ) 1+ Z dijV
j=1

A

N 16} a .
ot m = — et n =—4 sont entiers,

b;-:bi si =0 et 5@-:0 si v # [ (1.31)

a;=a; si jr=a; et a; =0 si jv#a,
et ou Q(s”) et P(s”) sont des polynomes en s”. La fonction de transfert G (s) est dite
rationnelle en s”. Les zéros des polynomes () et P sont appelés respectivement les zéros
en s” et les poles en s” de la fonction de transfert G(s). L’algebre des polynémes en s”

est abordée au paragraphe 1.6.1 p.43.

1.3.3 — Pseudo-représentation d’état

La représentation d’état d'un systeme rationnel est définie par le systeme d’équations :
s (t) = Az(t) + Bu(t) (1.32)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (1.33)
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ol © € R™! est le vecteur d’état, A € R™ " la matrice d’évolution, B € R™*™ la matrice

de commande, C € R"™*" la matrice d’observation et D € R"™*™ la matrice directe.

L’équation d’état (1.32) est une représentation condensée d'un systeme de n équa-
tions différentielles élémentaires d’ordre 1. L’extension de la représentation d’état aux
systemes non entiers fait intervenir des équations différentielles élémentaires dont I'ordre

fait 'objet de deux niveaux de généralisation [Oustaloup, 1995].

1.3.3.1 — Premier niveau de généralisation

Dans le premier niveau de généralisation, les ordres de dérivation de toutes les
équations différentielles élémentaires sont les mémes et donnés par 'ordre commensurable.

La pseudo-représentation d’état s’écrit alors :

{ s (t) = Az(t) + Bu(t) (1.34)

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Remarque
Dans la généralisation de la représentation d’état aux systemes non entiers, la termi-
nologie de “représentation d’état” est mal choisie. En effet, dans une représentation
d’état classique, [’état n’a besoin que de sa valeur précédente pour prédire [’état a
linstant suivant. Cependant, d’apres la définition de la dérivée non entiére, celle-ci
est tributaire de tout son passé afin de pouvoir prédire sa valeur a un instant fu-
tur. Les termes de représentation d’état fractionnaire, ou de pseudo-représentation

d’état sont alors employés.

Un changement de base approprié permet d’obtenir une forme diagonale ou de Jor-
dan de cette représentation. Ainsi, sous cette forme, la diagonale de la matrice d’évolution
A fait apparaitre les valeurs propres qui sont toujours associées a l'ordre de dérivation v

du vecteur d’état.

Remarque
La dimension de la matrice d’évolution d’un systéeme régi par ’équation différentielle
(1.24) est inversement proportionnelle a l'ordre commensurable : dim(A) = n = “=.
Ainsi, l’ordre commensurable, tel qu’il est défini dans ce mémoire, plus grand nombre
réel satisfaisant (1.27), permet d’obtenir la représentation d’état de dimension mi-

nimale.
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Les difficultés liées au systeme (1.34) dans le domaine temporel, a savoir la dépendance
de I’équation par rapport au temps initial, le probleme de I'unicité de la solution et I'ab-
sence de la propriété de semi-groupe, disparaissent si le systeme est décrit dans le domaine

opérationnel par 1'équation [Hotzel et M., 1998] :

(1.35)

s'X(s) = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s).

1.3.3.2 — Deuxiéme niveau de généralisation

Si le vecteur d’état x = (w1,...,2,) est de dimension n, en considérant le “m-
tuple” (ou multi-entier, ou encore vecteur) v = (v4,...,v,) de dimension n aussi, alors
™) désigne la dérivée de chaque composante de x, & savoir z;, a lordre v; : 2 =
[:p(lyl), o ,x%””)] )

Cette notation permet d’aboutir au deuxieme niveau de généralisation avec des
ordres de dérivation des équations différentielles élémentaires différents. La représentation

d’état est alors de la forme :

{ @) = Ax(t) + Bu(t) (1.36)

y(t) = Cx(t) + Duf(t).

Une telle généralisation peut permettre une représentation plus compacte avec un
nombre plus réduit de variables d’état. Il n’est cependant plus possible d’effectuer des
changements de base par simples manipulations matricielles, ce qui pénalise le passage
d’une forme de représentation a une autre. Par conséquent, I’obtention d’une forme dia-
gonale ou de Jordan est parfois impossible.

Comme précédemment, le systeme (1.36) peut s’écrire dans le domaine opérationnel

par 1’équation :

{ s“X(s) = AX(s)+ BU(s) (1.37)

Y(s) = CX(s)+ DU(s).

1.4 — Théoreme de stabilité

Il existe de nombreuses conditions de stabilité pour un systeme linéaire non entier
[Bonnet et Partington, 2002, Matignon, 1998, Moze et Sabatier, 2005, Sabatier et al.,
2008, 2010b]. Dans la suite de ce paragraphe, seules les conditions de stabilité nécessaires

aux travaux de ce mémoire sont présentées. On considere un systeme linéaire d’entrée
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u, de sortie y et de réponse impulsionnelle f. Une condition suffisante de stabilité est
f S Ll[O, OO[

Matignon [1998] a établi un premier résultat général :

Théoréeme 1.4.1. Soit une fonction de transfert rationnelle ou irrationnelle G(s) = ggg
G(s) est BIBO stable si et seulement si (ssi) :
M, |G(s)| <M Vs, Fe(s)>0. (1.38)

De plus, dans le cas ou G(s) = % est irréductible (Vs, %e(s) > 0, Q(s) =0 = P(s) #

0), la propriété de stabilité conduit a :
larg(sy)| > g Vs, € C/ P(sy) = 0. (1.39)
|

Vérifier la condition de stabilité au sens de (1.39) s’avere relativement délicat car
elle nécessite le calcul de tous les poles en s de la fonction de transfert G. Matignon [1998]
a ¢établi une condition de stabilité en raisonnant sur les poles en s” d'un systeme non

entier d’ordre commensurable v.

Théoreme 1.4.2. Théoreme de stabilité d’un systeme non entier commensu-

rable. Soit une fonction de transfert commensurable rationnelle en s” et irréductible

G(s) =

ggzg tel que 0 < v < 2. G(s) est BIBO stable si et seulement si :
|arg(si)| > yg, Vs, € C/ P(s¥) = 0. (1.40)
|

Bien que Matignon ait démontré le théoreme 1.4.2 pour des ordres commensurables
v compris dans l'intervalle ]0, 1], la condition de stabilité (1.40) reste valable pour des
ordres v compris dans ]0,2[, comme le montrent Fliess et Hotzel [1997] ou Aoun [2005]

dans une version plus détaillée.

La FIG. 1.3 montre les régions de stabilité pour différentes valeurs de 'ordre com-
mensurable v. Ainsi, quand v appartient a l'intervalle ]0, 1], les arguments des poles en
s” doivent étre a l'extérieur de [—vF,v7] (partie en vert de la FIG. 1.3.a) pour que le
systeme soit stable. Pour un ordre de dérivation entier (v = 1), la condition de Matignon
est équivalente a celle de Routh-Hurwitz classique : aucun pole dans le demi-plan complexe
droit (FIG. 1.3.b). Quand v augmente, la région de stabilité diminue jusqu’a tendre vers
le demi-axe R*~ quand I'ordre commensurable tend vers 2 ot le systeme est a la limite de

la stabilité. Pour un ordre v > 2, la région de stabilité est un ensemble vide. Le systeme

est alors instable quels que soient les poles en s” de sa fonction de transfert.

37



Chapitre 1 — Introduction aux opérateurs et systemes non entiers

ﬂnsk

a) v <1

c)v>1

F1G. 1.3 — Région de stabilité. Un systeme est stable ssi ses poles en s” sont a l'intérieur

du domaine vert

1.5 — Simulation temporelle de systémes non entiers

L’opérateur de dérivation et d’'intégration non entieres étant a caractere global, la
sortie d'un systeme non entier a un instant donné dépend de tout son passé, connaissance
souvent indisponible ou difficile a prendre en compte. Ainsi, il est nécessaire d’adopter
une hypothese simplificatrice : le systeme est supposé au repos pour tout ¢ < 0. Tou-
tefois, si cette hypothese n’est pas vérifiée, la sortie au voisinage de 'origine des temps
en est affectée. Il existe deux facons principales pour simuler les systéemes non entiers :
soit en synthétisant une fonction de transfert rationnel a partir de la fonction de trans-
fert non entiere en utilisant la synthese fréquentielle d’un dérivateur non entier borné
en fréquences, soit en discrétisant 1'opérateur non entier dans le domaine temporel. Les
travaux de Nanot [1996] et Djouambi et al. [2007] ont permis d’étudier la synthese et
la réalisation d'un dérivateur non entier en étudiant 1’erreur entre un systeme non entier
et son approximation. Cette erreur permet de quantifier la différence entre deux modeles

lors d’une réduction d’ordre ou lors d’une identification fréquentielle.

Les outils qui ont été développés dans cette these aussi bien en identification qu’en
commande sont indépendants de la fagon dont l'opérateur non entier est simulé laissant

la liberté a l'utilisateur de choisir la méthode de simulation.
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1.5.1 — Synthese fréquentielle d’un dérivateur non entier borné

en fréquences

Puisque les systemes physiques réels ont généralement un comportement fraction-
naire sur une bande de fréquences donnée (fréquences de coupure de Shannon pour la
borne supérieure et le spectre du signal d’entrée pour la borne inférieure), 'opérateur non
entier est généralement approché par un modele rationnel d’ordre élevé. Ainsi, un modele
fractionnaire et son approximation rationnelle possedent les mémes dynamiques dans cette
bande de fréquences. Il existe différentes approches d’approximation de 'opérateur non
entier. Nous abordons ici la synthese d'un dérivateur non entier borné en fréquences o7
proposé par Qustaloup. Les autres approches de synthese sont quant a elles présentées en
annexe A p. 257.

La synthese consiste a obtenir un modele rationnel approchant 'opérateur de dériva-
tion ou d’intégration non entiere sur une bande de fréquences donnée. Soit s~ un opérateur
non entier d’ordre —v supposé compris entre —1 et 1. Cette hypothese est non restrictive

car seul 'opérateur s\7)=7 est approché quand |y| > 1 :

sV = g~ llgll=r (1.41)

Soit 3[234 wp) UL opérateur non entier d’ordre —v limité a la bande fréquentielle
[wAawB] .

Stwpl =5 5 VW€ [wa,wp]. (1.42)

Une premiere approximation de 'opérateur borné en fréquence S| 7

waws] est proposée dans
[Oustaloup, 1983, 1995] :

1+ =

ol
- ~ (7’7) _ wp, o
Sfonws] ¥ =0 <1+§b> . —l<y<, (1.43)

olt wy < wp, Cfy) étant fixé de maniere a obtenir un gain unitaire a la pulsation 1 rad.s™':

Wh, 7 1+wg 3
:<_) ( 2) | (1.44)

La synthese d'un tel dérivateur [Oustaloup, 1995] repose sur une distribution récursive

1+j=]

L+jg

Coy =

de zéros et de poles réels, dont le principe est illustré sur la Fig. 1.4, tel que :

1+ =\
(7%) = lim Dy (s) (1.45)

s
1+ o N—oo
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avec

TN 14
Wy, w;C
= (= || 1.4

dans laquelle

(1.47)

NI

wy = (wpwp)

et les fréquences wy et wj, correspondant respectivement aux zéros et poles de rang k,

sont déterminées par les relations récursives suivantes :

wy = of%wu, Wp = (X2Wy,
w/
ISR N ES | (1.48)
Wy Wi
w/
wkjrl = a>0, £ n>0
Wy Wi
1
, — log(a)
log (o)

20 dB/dec
20y dB/de@\

v

dr;oite ;de léissag;e Ede phase

L s — ) —} — e - - — = — - —

s '
V5=t =t ==

Whw) W1 wh W2 wy W3 w) Wi wy Wswy We Wh

F1G. 1.4 — Diagrammes asymptotiques de Bode de p (s) et Dy (s) pour 7 € |0, 1]
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100 T T

Gain (dB)

Phase (deg)

10
Pulsation (rad/s)

Fic. 1.5 — Diagrammes de Bode de s™7 et de son approximation 4271(77) dans la bande
fréquentielle [0.01, 100] pour —y = —0.2, —0.5, —0.8 et —1.1.

Les rapports « et n, définis dans (1.48), sont appelés facteurs récursifs. Pour obtenir
une approximation satisfaisante de s” dans la bande [wa,wg], les pulsations w; et wy, sont

1

fixées de part et d’autre de [wa,wp] conformément & w, = X 'wa et w, = xwp, Y étant

généralement fixé a 10 ou 100 [Oustaloup, 1995].

La Fig. 1.5 montre les diagrammes de Bode de s™7 et de son approximation ,5271(_7)
dans la bande de fréquences |wy, wy,] qui est satisfaisante pour différentes valeurs de s77; en
revanche, 'approximation de la phase se dégrade au voisinage de w4 = 0.01 et wp = 100,
dégradation connue sous le nom d’effet de bord et pouvant étre diminuée en élargissant

l'intervalle [wy, wp,] par Uintermédiaire de la valeur de .

1.5.2 — Discrétisation temporelle de opérateur non entier — défini-

tion de Grunwald

Une autre approximation de 'opérateur de dérivation non entiere est basée sur la
généralisation de la définition de Cauchy de la dérivée d’ordre n € N d’une fonction f

[Griinwald, 1867, Miller et Ross, 1993, Oustaloup, 1995] . En partant de la dérivée d’ordre
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1 d’une fonction f :

la dérivation a l'ordre 2 conduit a :

h—0 h2

Cette forme suggere au premier niveau de généralisation a 'ordre n € N :

£ (1) = ll”éh_{w S (-1 ( Z ) f(t—kh). (1.51)

L’extension de cette généralisation a des valeurs non entieres de 1'ordre de dérivation est

immeédiate, soit :

ﬂ”@y:n_ifi@{ﬁ<z>fu—km. (1.52)

La notation < z ) désigne le binome de Newton généralisé a des nombres réels :

T(k+ DI (y—k+1) Kl

<Z>: T+l Al =1..(y—k+D) (1.53)

Initialement définie pour des nombres réels positifs, la fonction Gamma est généralisée,
par continuité analytique, aux nombres réels négatifs. I' possédant des singularités pour

tout entier négatif, il vient :

(Z):o pour y—k=—1, -2, —3, .. (1.54)

Pour des ordres de dérivation 7 entiers, la somme de (1.52) est limitée a n + 1 termes.
La valeur de la dérivée a chaque instant kh est alors une combinaison linéaire de n + 1

valeurs de la fonction f (¢t — kh) pour k =0, ..., n. Pour la dérivée a l'ordre 1, mis a part
k=0 et k =1, les coefficients de la pondération (—1)k Z ) sont nuls. La dérivation
entiere donne ainsi une caractérisation locale de la fonction. En revanche, pour des ordres
~ non entiers, les coefficients de pondération (—1)k < 7 ne s’annulent pas. La valeur

a chaque instant ¢ est alors une combinaison linéaire de toutes les valeurs de la fonction
f(t—Fkh), k=0,..., co. A l'inverse de la dérivation entiere, la dérivation non entiére
donne ainsi une caractérisation globale de la fonction. En effet, la dérivation non

entiere nécessite la connaissance de tout le passé de la fonction.
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1.6 — Contribution a I’extension de 1’algebre des po-

lynomes en X"

Le cadre algébrique des modules [Fliess, 1990, 1992b, Mounier, 1995] est valable
quelle que soit la définition adoptée pour la dérivation non entiere. Fliess et Hotzel ont
introduit des propriétés de base sur les systéemes non entiers a savoir la commandabilité,
I'observabilité et la réalisation et ses liens avec les matrices de transfert en vue de faire
de la régulation Fliess et Hotzel [1997], Hotzel et M. [1998]. Dans ce paragraphe, les
polynomes et les matrices polynomiales en X", indispensables pour étendre les notions de
platitude aux systémes non entiers (chapitre 3), sont présentés a des fins de planification
de trajectoire. A partir des polynomes en XV, la forme de Smith et 'identité de Bézout

pour matrices polynomiales en X* sont également introduites.

1.6.1 — Polynomes en X"
1.6.1.1 — Définitions et structure d’anneau des polynémes en X"

A partir de la notion d’ordre commensurable v, un “polynoéme en X*” s’écrit :
P(X") = ap, X™ + ap 1 X" 4 4 a1 XY+ ag, (1.55)

ou les coefficients (ao, ...,a,) sont des éléments de K et X" est I'indéterminée du po-

lynome. Dans ’algebre classique des polynomes rationnels, v est fixé a 1.

Définition 1.6.1. L’ensemble des polynomes en X", noté K[X"], dont les coefficients
sont dans un anneau? K, correspond & I'ensemble des suites d’éléments de & & support

fini (nulles a partir d’'un certain rang) .

Propriété 1.6.2. Soit P(X") = > ;X" dans R [X"] et Q(X) = > b; X7 dans R [X°].
i=0 j=0

Alors le polynome en X7, P(X7), est égal au polynome en X%, Q(X®), ssi :

n

— 1l existe un ordre commensurable v tel que v et o en soient multiples ;

— 4l existe :
ny

o P'(X7) = ia;Xl” € R[X"] tel que
=0

ap=a; si YieN,, I e Nn [lv=riry
a; =0 sinon

2Un anneau &, muni de lois internes + et -, est noté plus simplement dans ce manuscrit par &, plutot

que par le triplet (R, +,-). L’association des lois internes + et - est implicite dans cette notation
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o Q(XY) = kz_o bXR € R[X7] tel que
b, =0; si Vj€N,, Ik € Nma [kv = ja
. =0 sinon

tels que ny = mav et les suites (ap),cy et (b)) en SOtent identiques. [}

Exemple

Soient P(X"3) = X%® + 1 caractérisé dans l'anneau K [X"3] par la suite de coeffi-

cients (1,0,1) et Q(X%?) = X0 + 1 caractérisé dans l'anneau K[ X°?] par la suite

de coefficients (1,0,0,1). Alors P(X%3) est égal a Q(X°?) puisque :

— 1l existe un ordre commensurable v = 0.1 et

— il existe P'(X") et Q'(X") caractérisés dans l'anneau K [X%] par la méme suite
de coefficients (1,0,0,0,0,0,1).

Propriété 1.6.3. L’addition de polynomes dans K[X"| se fait par laddition des coeffi-
cients associés a la méme puissance de ['indéterminée. De méeme, la multiplication s’effec-
tue en utilisant la propriété de distributivité de la multiplication par rapport a [’addition
et les regles suivantes :
- XYa = aX" pour tous les éléments a de 'anneau R ou de ) (commutativité par
rapport a la multiplication),

— X"X7 = X" pour tout ordre v et . [ |

Définition 1.6.4. Il est alors possible de vérifier que l'ensemble £[X"], associé aux
deux opérations internes + et -, forme lui-méme un anneau désigné par (R[X"],+,")
ou plus simplement désigné par £ [X"”] sachant qu’implicitement 'anneau est muni des

lois internes + et -.

1.6.1.2 — Degré d’un polynéme en X"

Afin de pouvoir introduire les matrices polynomiales en XV, il est nécessaire de
définir la notion de degré d’un polynome en X".
Définition 1.6.5. On appelle degré du polynome en X” P(X) = > a; X%, noté deg(P),
i=0
I'ordre n du dernier coefficient a,, non nul dans la suite des coefficients.

Pour le polynome nul, on convient comme dans le cas rationnel, que deg(0) = —ooc.
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Exemple

Le degré du polynome en X% P(X) = X% + X2 + 3 est 4.

Soient P, € K[X"] deux polynomes en X".
Propriété 1.6.6. deg(P + Q) < sup(deg(P),deg(Q)). u

Propriété 1.6.7. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). |

Démonstration. Supposons que P et () soient non nuls. Soit a, X7 le terme dominant de
P et b, X le terme dominant de Q). Alors, a,b, X1 est le terme dominant de PQ car
R[X"] est integre (a, # 0 et b, # 0 = a,b, # 0)%. Si P et @ sont nuls, alors PQ = 0 et

la relation est encore vraie. O
1.6.1.3 — Arithmétique des polynomes en X"
— Divisibilité

Définition 1.6.8. Soient deux polynomes en X” P et ), définis dans 'anneau K [X"].
Q|P & JA/ P =QA.

Si Q[P et deg(Q) > deg(P) alors P = 0; en effet, si P = QR, alors deg(Q) =
deg(P) + deg(R), donc deg(R) < 0. Le seul cas possible est que le degré de R vaille —oc.

Ainsi, R est le polynéme nul. Par conséquent, P = 0.

Si Q|P et deg(Q) = deg(P), alors P = a@ avec a € § et a # 0.

— Division Euclidienne

Théoréme 1.6.9. Soient P et @ deuz polynomes en X¥ de KR[X"]; il existe deux po-

lynomes en X¥ A et B uniques vérifiant :
P=AQ+ B et deg(B) < deg(Q). (1.56)

Par analogie avec les polynomes (classiques), A est appelé le “quotient de la division

euclidienne de P par Q7 et B le “reste de la division euclidienne de P par Q7. [

Démonstration. Soient P(X) = a, X™ +...4+ag et Q(X) = b, X + ...+ by définis dans

K[X"]. On procede par récurrence sur deg(P) = 7,. Deux cas se distinguent :

3Ceci est faux dans I'anneau des congruences modulo 6 des polynémes dans Z/6Z[X] ot (3X)(2X) = 0
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— La relation (1.56) est satisfaite pour deg(P) = 79 < «, en prenant A(X) = 0 et
B(X) = P(X).

— L’hypothese de récurrence (1.56) est supposée vraie pour un polynéme en X" de
degré v, 1 et on montre la récurrence a l'ordre ,,.
On construit le polynéme en X” P(X) = P(X) — %—ZQ(X)X%_O“I ; le terme de
plus haut degré de ce nouveau polynome est strictement inférieur a +, car son
terme de degré +, est nul.
L’hypothese de récurrence s’applique au polynoéme P;(X) : il existe donc A;(X)
et Bi(X) tels que P(X) = A1(X)Q(X) + B1(X) avec deg(B;) < deg(Q). Par
conséquent, P(X) = <Z—ZX7"*Q‘1 + Al(X)) Q(X) + Bi(X).
En posant A(X) égal au polynome X* facteur de Q(X) et B(X) = B1(X), on a
P(X)=A(X)Q(X) + B(X) avec deg(B) < deg(Q). Ce qui démontre 'existence
du quotient et du reste de la division euclidienne a 'ordre ~;,.
Pour I"unicité, supposons que 1'on ait deux solutions P(X) = A(X)Q(X)+ B(X)
avec deg(B) < deg(Q) et P(X) = A(X)Q(X) + B'(X) avec deg(B’) < deg(Q).
Ceci donne Q(X)(A(X)—A(X)) = B'(X)—B(X). Or, deg(Q(A—A")) = deg(Q)+
deg(A — A') = deg(B — B') et deg(B — B’) < sup(deg(B’),deg(B)) < deg(Q), ce
qui implique deg(A — A’) < 0. La seule possibilité c¢’est que A'(X) — A(X) = 0,
donc A(X) = A'(X) et par soustraction, B(X) = B'(X), prouvant 'unicité.

U

— PGCD, PPCM

Soient P et () deux polynomes en X” de 8 [X"].

Définition 1.6.10. PGCD : plus grand commun diviseur. Un plus grand commun
diviseur aux polynomes en X” P et () est un polynome en X", A, de degré le plus grand

possible qui divise a la fois P et Q).

Définition 1.6.11. PPCM : plus petit commun multiple. Un plus petit commun
multiple aux polynomes en X” P et () est un polynome en X", B, de degré le plus petit
possible qui est multiple a la fois de P et de Q).

Définition 1.6.12. Polynémes en X" premiers entre eux. P et () sont dits “pre-

miers entre eux” si leur PGCD est une constante non nulle.

Théoréme 1.6.13. L’ensemble des polynomes en XV de la forme PU + QV', noté (P) +
(Q), est un idéal de R[X"], qui est donc principal, et dont tout générateur est un PGCD
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pour P et Q). Réciproquement, tout PGCD de P et Q) est un générateur de cet idéal.

(P)+ (Q)est un idéal
A= PGCD(P,Q)

De méme, (P)((Q) est un idéal, et B un PPCM de P et @, est équivalent a
(P)(Q) = (B). Tout générateur de (P) ((Q) est un PPCM de P et Q, et réciproquement,
tout PPCM de P et Q) est générateur de (P)()(Q). |

Démonstration. Compte tenu de la définition d’un idéal, les démonstrations des idéaux
(P)+ (Q) et (P)N(Q) sont évidentes.

Soit A; un générateur de (P) + (Q); comme P = P-1+ @ -0, P est dans l'idéal
(P)+ (@), donc dans l'idéal (A;). En conséquence, P est un multiple de A; (ou A; divise
P). De méme, A; divise (). Par conséquent, A; est un diviseur commun a P et Q.

A; est dans (A;), ou dans (P) + (Q). Donc, A; peut s’écrire Ay = PU+QV. Si D
est un diviseur commun a P et @), il en résulte que D divise A;. Donc, deg(D) < deg(A;).

Ay est donc un diviseur commun a P et () de degré le plus grand possible, donc A; est
un PGCD de P et Q).

Réciproquement, soit A un PGCD de P et ). Tout polynome de la forme PU + QV
est un multiple de A; donc A divise A; ot Ay est un générateur de (P) + (Q). De plus,
Aq divise P et Ay divise () ; donc A; est un diviseur commun a P et () ; son degré est par
conséquent inférieur a celui du PGCD de P et (), de par la définition du PGCD. Donc
deg(A;) < deg(A) et A divise A;. Ces deux conditions entrainent que A; = aA ou a est
un élément non nul de $; et donc, A est un générateur de (P) + (Q)). Ceci acheve la

démonstration pour le PGCD.

Le démonstration du PPCM suit la méme logique. O

Théoreme 1.6.14. Deux polynomes en X", P et QQ, sont premiers entre euxr s’il existe
deuz polynomes en X" de R[X"|, U et V, tels que PU + QV =1 ]

Démonstration. Ce théoreme résulte de (P) + (Q) = (1). O

1.6.2 — Matrices polynomiales en X"

Définition 1.6.15. Les matrices, dont les éléments appartiennent a ’anneau des po-

lynomes en X”, K [X"], sont appelées matrices polynomiales en X".
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L’inverse d'une matrice polynomiale n’est généralement pas une matrice polynomiale,
puisque l'inverse d’un polynome non constant n’est pas un polynome. Ainsi, la sous-
classe GL,, (R[X"]) des matrices polynomiales non entieres unimodulaires, définie comme
I’ensemble des matrices carrées de dimension n X n, inversibles et dont l'inverse est un

polynome (similairement dont le déterminant est une constante), joue un role important.

Les principaux résultats sur les matrices polynomiales entieres et unimodulaires

peuvent étre trouvées dans [Gantmacher, 1966, Kailath, 1980, Wolovich, 1974].

1.6.2.1 — Forme de Smith

Définition 1.6.16. Une matrice polynomiale non entiere rectangulaire est dite matrice

diagonale canonique si elle est de la forme suivante

[ w(X) 0 -0 |
0 as(X) 0 N
a(X) 0 -+ 0|,
0 0 0
0 0 0 0 0
ou
— les polynomes en X" a;(X), ¢ =1,...,0, ne sont pas identiquement nuls;

— chacun des polynémes en X", a;(X"), est divisible par le précédent a; 1(X). De
plus, on suppose que les coefficients les plus élevés de tous les polynomes a;(X)

sont égaux a 1.

Théoréme 1.6.17. Soit A une matrice polynomiale en XV de dimension m X n, avec
m < n (resp m > n), il existe deux matrices V. € GL,, (R[X"]) et U € GL, (R[X"])

telles que :

VAU =[A 0] (resp = ) (1.57)

0

ot A est une matrice diagonale de dimension m X m (resp n X n) dont les éléments
diagonauz sont (41, . ..,0,,0,...,0) ot tout polynome en X" non nul §;, pouri=1,..., 0,
est un diwviseur de 0; pour tout ¢ > j > i. L'entier o, qui est inférieur ou égal a min(m, n),

est du méme rang que A. [ |
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Démonstration. La démonstration du théoreme 1.6.17 pour des matrices polynomiales
non entieres est identique a celle pour des matrices polynomiales entieres [Gantmacher,
1966]. Par conséquent, seul le résumé de I'algorithme d’obtention de A et des matrices de
passages U et V' est présenté dans ce paragraphe.

Les matrices unimodulaires V' (& gauche) et U (& droite) sont obtenues par un
produit de matrices unimodulaires correspondant aux opérations élémentaires a gauche
ou a droite suivantes :

— les actions a droite consistent a permuter deux colonnes, a multiplier une colonne
par un nombre réel non nul, ou & ajouter a la i colonne la j°™¢ colonne multipliée
par un polynome arbitraire, pour 7 et j arbitraires;

— les actions a gauche consistent, par analogie, a permuter deux lignes, a multiplier
une ligne par un nombre réel non nul, ou a ajouter a la i ligne la j*™¢ ligne
multipliée par un polyndéme arbitraire, pour ¢ et j arbitraires.

Chaque transformation sur une ligne ou une colonne correspond a une matrice uni-
modulaire élémentaire appliquée a gauche ou a droite et la matrice V (resp U) est fi-
nalement obtenue par le produit de toutes les matrices élémentaires unimodulaires ainsi
construites appliquées a gauche (resp a droite).

En multipliant les o premieres lignes par des facteurs numériques non nuls conve-

nables, on peut obtenir des coefficients des termes dominants égaux a 1. O

1.6.2.2 — Diviseurs et identité de Bézout

Soient A et B deux matrices polynomiales en X ayant le méme nombre de lignes

(resp de colonnes).

Propriété 1.6.18. B est un diviseur a gauche (resp a droite) de A s’il existe une matrice
polynomiale en XV, Q, de sorte que A = BQ (resp A = QB). De méme, A est un multiple
a gauche (resp a droite) de B. [

Propriété 1.6.19. La matrice polynomiale en XV, R, est un diviseur commun a gauche
(resp a droite) des matrices polynomiales en XV, A et B, ssi R est un diviseur d gauche

(resp a droite) de A et de B. [}

Propriété 1.6.20. R est le PGCD de A et de B s’il est un multiple a droite (resp a
gauche) d’un diviseur a gauche (resp a droite) quelconque de A et de B. ]

Définition 1.6.21. Si le PGCD a gauche (resp a droite) R est la matrice identité I, A

et B sont dits premiers entre eux a gauche (resp a droite).

49



Chapitre 1 — Introduction aux opérateurs et systemes non entiers

Théoreme 1.6.22. Identité de Bézout. Soient A et B deuzr matrices polynomiales en
X" et R un PGCD a gauche (resp a droite) de A et de B, alors il existe deuz matrices
polynomiales en XV X etY telles que A et B soient premiéres entre elles a gauche (resp

a droite) : XA+YB =R (resp AX + BY = R). n

Pour des lectures plus détaillées sur ce sujet, on peut se référer aux livres de [Ro-
senbrock, 1970] et de [Kailath, 1980] qui traitent des matrices polynomiales entieres en

les adaptant aux matrices polynomiales en X".

1.7 — Conclusion

Dans ce chapitre, le contexte de la dérivation non entiere a été présenté en rappe-
lant les outils employés au sein de la communauté scientifique. Il existe plusieurs fagons
de représenter les systemes non entiers : équation différentielle, fonction de transfert ou
pseudo-représentation d’état. Le théoreme de Matignon énonce les conditions de stabilité

d’un systeme non entier commensurable.

De plus, deux approches ont été présentées pour la simulation temporelle de systemes
non entiers. La premiere utilise la synthese fréquentielle d’ Oustaloup [Oustaloup, 1995 du
dérivateur non entier. La seconde utilise la discrétisation temporelle de Grinwald. Cette
derniere approche est relativement cotiteuse en temps de calcul et présente également un
inconvénient sur la précision des calculs. En effet, la dérivation non entiere d'un signal ne
pouvant étre dépourvue de son passé, elle dépend de la fenétre d’acquisition de données.
Plus la fenétre est grande, plus le temps de calcul est important.

Les principales contributions apportées dans ce chapitre sont I'introduction de I'alge-
bre des polynomes en X" et de la théorie des matrices polynomiales en X" dont les
propriétés permettent d’étendre les principes de la platitude aux systemes non entiers au

chapitre 3.
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Chapitre 2 — Identification par modele non entier

2.1 — Introduction

A partir de données expérimentales, on définit I'identification par la recherche de
modeles mathématiques de systemes. Ces modeles fournissent une approximation aussi
fidele que possible du comportement du systeme physique sous-jacent dans le but d’estimer
des parametres physiques ou de concevoir des algorithmes de simulation, de surveillance,
de diagnostic ou de commande. L’identification débute généralement par une étape de pla-
nification d’expérience ou les grandeurs d’entrées/sorties significatives sont déterminées
et mesurées et ou les signaux d’excitation sont choisis. Suite a cette premiere étape, les
modeles candidats sont sélectionnés a partir de modeles linéaires ou non linéaires tenant
compte du bruit ou pas. A partir de la norme d’un signal d’erreur, un critere d’estimation
paramétrique est ensuite choisi parmi les différents types de critéres existant (quadratique,
en valeur absolue, maximum de vraisemblance, AIC, Young, bayésien, ...). L’estimation
des parametres s’ensuit en minimisant ce critere, puis la variance paramétrique est cal-
culée. Des techniques a base de programmation linéaire, telles que les moindres carrés et
la variable instrumentale, ou a base de programmation non linéaire, telles que la méthode
du gradient et toutes ses variantes, sont généralement utilisées. Le modele ainsi obtenu
est validé ou invalidé par un test d’invalidation statistique des résidus (hypothese gaus-
sienne, hypothese de stationnarité ou hypothese d'indépendance). A chacune de ces étapes

d’identification, une connaissance a priori du systeme peut étre injectée.

Les trois dernieres décennies ont vu la théorie de 'identification se développer princi-
palement autour de modeles linéaires a temps discret, la boite a outils “System Identifica-
tion” de Matlab développée par Ljung ayant largement popularisé ces approches, traitées
dans de nombreux ouvrages de synthese [Goodwin et Payne, 1977, Ljung, 1999, Richalet,
1991, Schoukens et Pintelon, 1991, Soderstrom et Stoica, 1989, Walter et Pronzato, 1994,
Young, 1984]. De plus, I"émancipation des calculateurs numériques a favorisé I'utilisa-
tion des modeles discrets, les données acquises étant échantillonnées et le développement
d’algorithmes d’identification facilité. L’identification par modele a temps continu a été

pendant longtemps délaissée au profit de I'identification a temps discret.

Ces dernieres années, les modeles a temps continu ont suscité un regain d’intérét,
avec le développement des boites a outils “CAPTAIN” depuis les années 1990 [Young,
2009, Young et Benner, 1991] et “CONTSID” depuis 1999 [Garnier et al., 2008, Garnier
et Mensler, 1999]. Ces modeles continus présentent de nombreux avantages. Ils permettent
d’identifier les parametres physiques d'un systeme. En présence de données suréchantil-

lonnées, ils améliorent l’estimation paramétrique, car les erreurs numériques d’arrondi
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sont moindres. De plus, ils éliminent les erreurs dues au passage de modeles discrets aux
modeles continus. Dans [Rao et Garnier, 2002], les auteurs ont montré que les algorithmes
a temps discret sont tres coliteux en termes de calculs sans garantie de convergence vers
I'optimum global a cause de problemes d’initialisation qui conditionnent souvent cette
convergence. Ils montrent également que les algorithmes a temps continu présentent une
meilleure convergence vers 'optimum global due a une meilleure initialisation. L’identifi-
cation directe de modeles continus est a présent mature et a de nombreuses applications
en traitement du signal, astrophysique [Phadke et Wu, 1974], sciences économiques [Berg-

strom, 1990] ou environnementales [Young et Garnier, 2006]).

L’utilisation de la dérivation non entiere pour la modélisation théorique de phéno-
menes diffusifs généraux remonte aux travaux d’Oldham et Spanier qui ont montré que ces
phénomenes peuvent étre modélisés par des fonctions de transfert impliquant des ordres
de dérivation multiples de 0.5. D’autre part, en électrochimie par exemple, la diffusion des
charges dans les batteries est régie par le modele de Randles [Rodrigues et al., 2000, Sa-
batier et al., 2006] qui utilise un intégrateur d’ordre 0.5. De plus, concernant les systeémes
thermiques semi-infinis, la solution exacte de I’équation de la chaleur lie le flux thermique
a la température de surface par une dérivée d’ordre 0.5 [Battaglia et al., 2001]. Ainsi,
pour la modélisation de phénomenes de diffusion, la dérivation non entiere, qui prend en
compte tout le passé d’une fonction, permet d’obtenir des modeles plus compacts (au sens
du nombre de parametres nécessaires) comparés aux modeles rationnels [Cois et Ousta-
loup, 2000, Malti et al., 2009].

Les méthodes d’identification présentées dans ce chapitre sont restreintes aux sys-
temes linéaires, invariants dans le temps, mono-entrée mono-sortie, causaux et initiale-
ment au repos’. De plus tout le long de la these, I'excitation est supposée persistante et
les signaux d’entrée et de sortie uniformément échantillonnés. Ces méthodes s’étendent

directement aux systémes a entrées multiples (MISO : Multiple Input Single Output)

'Dans le cas rationnel, plusieurs approches sont envisageables pour prendre en compte effet des
conditions initiales. L’une d’entre elles consiste a augmenter le vecteur des parametres et a estimer
simultanément des termes supplémentaires liés aux conditions initiales et les parametres du modeles
& temps continu rationnels [Garnier et al., 2003, Gawthrop, 1984, Young, 1965]. La définition de la
dérivation non entiere prenant en compte tout le passé d’'un signal, il faudrait utiliser un vecteur de
parametres considérablement grand. Dans [Hartley et Lorenzo, 2002], les auteurs proposent des méthodes
d’approximation de la fonction d’initialisation a partir d’'une connaissance des signaux d’entrée et de

sortie.
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et pourraient également s’étendre aux systemes multi-variables (MIMO : Multiple Input
Multiple Output).

Dans le cas général SISO, l'entrée u et la sortie non perturbée y sont liées par
I’équation différentielle caractérisée par des ordres de dérivation réels, entiers ou non

entiers :

Y (8) + ary ™ (1) + -,y ) (1) =
bout™) () + byul®) (£) + - + meu(ﬁmB) ). (2.1)

Si dans le cas entier, les coefficients des opérateurs de dérivation suffisent a décrire
completement une équation différentielle, les ordres de dérivation étant distribués impli-
citement en raison d’un écart unitaire entre deux ordres consécutifs, il en est autrement

dans le cas non entier, ou la connaissance des ordres de dérivation s’avere aussi nécessaire.

Lors de lestimation paramétrique, I'équation (2.1) révele que les coefficients des
opérateurs différentiels interviennent linéairement alors que les ordres de dérivation inter-
viennent quant a eux non linéairement. Cette spécificité permet d’estimer les coefficients,
dans ce chapitre, par moindres carrés, et les ordres de dérivation, lorsqu’ils sont inconnus,
par programmation non linéaire.

L’équation (2.1) peut également s’écrire sous la forme d’une fonction de transfert

liant la sortie non perturbée y a I’entrée du systeme u :

mp
1=0

u(t). (2.2)

—=
1+ > a;pv
j=1
Lorsque le nombre de parametres du modele? non entier est inconnu, des techniques de
détermination du nombre de parametres basées sur la minimisation du critere de type

AIC ou Young peuvent étre utilisées.

Afin d’obtenir une bonne estimation statistique, il est primordial de prendre en
considération les erreurs inévitables affectant le signal de sortie mesuré. Lorsque le bruit
de mesure additif e(t) est blanc, le modele décrivant le systeme est entierement défini par
(2.2), avec une sortie bruitée y* :

{ u(t) = G (p) u(t),
y(t) = y(t) +e(t).

2Dans le cas de modeles rationnels, 'expression “ordre du modele” est généralement utilisée. Cepen-

(2.3)

dant, quand les ordres de dérivation sont optimisés, ’ordre du systeme est modifié sans altérer le nombre

de parametres.
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Lorsque le bruit de mesure additif {(t) est coloré, le modele décrivant le systeme est

de type Box-Jenkins :

y(t) = G (p)ult),

§(t) = H(p)e(t), (2.4)

y*(t) = y(t) + £(1),
ot le modele d’entrée sortie G(p) est décrit par (2.2) et le modele de bruit H(p) supposé
stable et inversible est décrit par un processus AutoRégressif (AR) ou AutoRégressif a
Moyenne Ajustée (ARMA) :

C(p)

H(p) = W (2.5)

Compte tenu de la nature échantillonnée des données et de la représentation a temps
discret d’un bruit blanc, un modele de bruit plus adapté est un processus ARMA a temps
discret :
_1 1+ Z cl-q*i
—1y _ Clq™) _ i=0
H(q ) = : (2.6)

r

bla™) 1+ > dyq7

Jj=1

oll q est opérateur discret tel que q~ly(tr) = y(tr_i).

Un modele hybride est alors formulé selon les équations

y(t) =G (p)u(t)
E(tr) = H(a )e(tr) (2.7)
Y (tr) = y(te) + E(tr),

ou e(ty) est un bruit blanc gaussien et a moyenne nulle échantillonné en ¢, le modele du
systeme a temps continu est donné par (2.2), et le modele de bruit a temps discret est
donné par (2.6).

Apres un état de 'art des diverses méthodes d’identification par modele non entier,
présenté au paragraphe 2.2, nos principales contributions en identification de systeme par

modele non entier sont présentées aux paragraphes 2.3 p.73 et 2.4 p.100.

Au paragraphe 2.3, un algorithme d’estimation paramétrique a variance minimale

est développé en présence de bruit de sortie blanc. Cet algorithme permet d’estimer :

— les coefficients lorsque la connaissance a priori permet de fixer les ordres de
dérivation ; ’algorithme srivcf ainsi développé est une extension de la méthode

vi avec fve ou les filtres sont optimaux en présence d’un bruit blanc;
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— les coefficients et les ordres de dérivation, lorsque la connaissance a priori ne le
permet pas; la méthode srivef est alors combinée a un algorithme de program-

mation non linéaire (PNL) de type gradient pour Iestimation des ordres.

Au paragraphe 2.4, cet algorithme est étendu a la présence de bruit de sortie coloré.
Un modele hybride de type Box-Jenkins est alors proposé ou le modele du systeme est non
entier et a temps continu et le modele de bruit a temps discret. Cet algorithme permet
d’estimer :

— les coefficients du modele du systeme et du modele de bruit lorsque la connais-
sance a priort permet de fixer les ordres de dérivation. L’algorithme rivcf ainsi
développé est une extension de 'algorithme srivcf permettant de tenir compte
du modele de bruit ;

— les coefficients du modele du systeme et du modele de bruit ainsi que les ordres
de dérivation lorsque la connaissance a priori ne permet pas de fixer les ordres de
dérivation ; la méthode rivef est alors combinée a un algorithme de programma-

tion non linéaire (PNL) de type gradient pour I'estimation des ordres.

2.2 — Etat de ’art de I’identification par modele non

entier

Les travaux sur l'identification par modele non entier ont été initiés dans les années
90 par Oustaloup [1995], Mathieu et al. [1996] et Le Lay [1998]. Depuis, de nombreux
développements ont suivi notamment dans les theses de Lin [2001], Cois [2002], Aoun
[2005], Sommacal [2007], et Benoit-Marand [2007].

Les méthodes d’identification par modele non entier développées jusqu’a présent
peuvent étre classifiées en deux catégories selon qu’elles soient basées sur la minimisation
de l'erreur de sortie ou de I'erreur d’équation. Parmi les premieres méthodes développées,
certaines d’entre elles dépendent de la fagon dont les dérivées non entieres sont simulées.
Le Lay [1998] procede a la discrétisation de 1'équation différentielle par la définition de
Grinwald, calcule les parametres a temps discret d’'un modele de type ARX, qui lui
permettent de revenir aux parametres a temps continu. Dans [Trigeassou et al., 1999],
les auteurs utilisent, quant a eux, une approximation de l'opérateur non entier borné en
fréquences a partir des parametres de la distribution récursive des poles et zéros (§1.5.1) : «v

et n. Ils estiment alors les coefficients du modele rationnel a temps continu y compris « et n
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qui leur permettent ensuite de déduire les parametres du modele non entier. L’inconvénient
de ces méthodes est qu’elles dépendent du schéma de simulation de la dérivée non entiere.
Ainsi, la méthode d’identification par discrétisation de 1’équation différentielle de Le Lay
ne peut pas s’appliquer avec le schéma de simulation du dérivateur non entier borné en
fréquences (§1.5.1). De méme, la méthode développée dans [Trigeassou et al., 1999] ne
peut pas s’appliquer avec le schéma de simulation utilisant la discrétisation de 'opérateur

non entier.

D’autre part, les méthodes d’identification par modele non entier élaborées jusqu’a
présent ne considerent qu’un bruit additif en sortie blanc, modélisé par H(q ') = 1. L’état
de I'art suivant, qui a fait 'objet d’une publication dans [Malti et al., 2008b], présente
I’ensemble de ces méthodes.

Les contributions apportées dans cette these sont indépendantes de la
méthode de simulation de systémes non entiers (I’état de ’art se présentant
dans cet optique) et permettent de tenir compte d’un bruit additif coloré (§2.3
et §2.4).

2.2.1 — Modeles a erreur de sortie

Il existe principalement trois approches d’identification par modele non entier a
erreur de sortie proposées dans la littérature dont le principe est illustré sur la Fig. 2.1.
Elles different dans le mode de représentation de la fonction de transfert. La premiere
approche utilise la forme développée d’une fonction de transfert non entiere [Le Lay,
1998]. La seconde est basée sur une décomposition modale [Cois et al., 2000] et enfin, la
derniere approche repose sur une décomposition en fonctions orthogonales non entieres
[Aoun et al., 2007].

Apres discrétisation des données d’entrée/sortie, u(ty) et y*(tx) = y(tx) +e(tr), e(ty)

étant un bruit blanc de sortie, la norme Ly de I'erreur de sortie est minimisée et s’écrit :

7(6) :% =21, 0), (2.8)
e (tr, 0) = y" (tr) — 9 (th, 0) - (2.9)
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—| systeme

RS ) critere J (0)
\ R —
y(t,0)
—> Inod&ke

\ !
algorithme d’optimisation

F1c. 2.1 — Modele a erreur de sortie

2.2.1.1 — Méthode basée sur la forme développée d’une fonction de transfert

A partir d’une formulation indépendante de la méthode de simulation de 'opérateur
non entier proposée dans [Malti et al., 2008b], I'estimation du modele (2.7) se réduit a

I'estimation des parametres de la fonction de transfert fractionnaire du modele continu :

mp
Z bisﬁi
1=0

G(s) = —— (2.10)
1+ Z CLjSaj
j=1
asavoir 0 = [a1, ... amy, b1, Dyp, Q05 -+ Qs B1s - - - By ] - Les ordres de dérivation sont
supposés ordonnés pour satisfaire a la contrainte d’identifiabilité :
a < g < ..o < Qy et Bo<f1<...<Bmy- (2.11)

La sortie estimée @(tk,é) étant non lindaire en 6, des algorithmes fondés sur le
gradient, tel que l'algorithme de Marquardt [Marquardt, 1963al, sont utilisés pour estimer

0 itérativement :

by = b — {[J” e J'}H’ (2.12)
( K-1
J=-25" e(tx)S (tg, 0): gradient
K
J" 25" S(t,0)ST (t,0): Hessien (2.13)
k=0
S (tg,0) = W : fonction de sensibilité de la sortie
[ ¢ : parametre de Marquardt
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Seule la convergence vers un minimum local est garantie par ’algorithme de Levenberg-

Marquardt.

Les fonctions de sensibilité des sorties sont alors calculées en différenciant (2.10) par

rapport aux éléments de 6. Les fonctions de sensibilité de la sortie sont alors obtenues

_mB b . Sﬂi+aj
T Bi 7 Z ¢
WL = () R0 S ult)

mA o ) aaj - 2
1_'_;1@]8 J <1+Za’j8aj>

J izl

) A 5 . —a; ln(s)z b;sPitei
03(.0) _ biln(e)st o opwe) MR

00; a4 O 2
7 1 o7 J ma
+JZ::1G]5 J (1 + Zlajsaj>
]:

Les deux premieres fonctions de sensibilité peuvent étre calculées aisément. En re-
vanche, les deux suivantes sont plus problématiques en raison de la présence du terme
99(t,0) 9y(t,0)

In(s). Les fonctions de sensibilité =35, €t =5, sont alors calculées numériquement plutot
i j

qu’analytiquement.
En supposant que le bruit additionnel, e, est gaussien et blanc de moyenne nulle,

I'estimation de la matrice de covariance des parametres est donnée par [Ljung, 1999 :

K-1

() =t (S5 () () 2

k=0

ol 02 est la vraie variance de e. Or cette variance n’étant pas connue, elle peut étre estimée

grace a 'erreur résiduelle :

=

1 - A
2 oa

B
Il

Les variances des parametres sont sur la diagonale de cov <é> et les coefficients de

corrélation sont en dehors de la diagonale.

Remarque
Quand le nombre de parametres du systeme (2.10) est grand, les algorithmes d’op-
timisation appliqués sur 6 sont mal-conditionnés. Une facon de réduire le nombre

de parametres consiste a optimiser [’ordre commensurable v au lieu d’optimiser tous
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les ordres de dérivation. La fonction de transfert fractionnaire s’écrit alors :

m .
Z bz‘Sw
G(s)=—"S—r, (2.16)
1 + Z CLijV
j=1
avec m = ﬂmTB etn = O‘% Les ordres du numérateur et du dénominateur, o, =

nv et B, = mv resp , sont firés comme dans le cas entier. Ainsi, le systéme est
entierement caractérisé par le vecteur de parametres 0 = [a1, ..., G, b1, .. by, V).
Plutét que d’identifier 2(ma + mp) parametres du modéle (2.10) seulement my +
mp + 1 parameétres sont identifiés.

On rappelle que lors de l'identification de systémes stables non entiers, le théoréme
1.4.2 de stabilité restreint les variations de ’ordre commensurable a l'intervalle |0, 2[.

On reprend alors la méme démarche que précédemment en considérant les fonctions

de sensibilité des sorties suivantes :

_y b;slitiv A
o) 5" 0p(t,0)
J m . ? 1 + a8V
(14—]21@]'8] ) jgl J

Zn:bisi”i 14+ g b.gIv S b; s S i sTY
0y (t,0) i=1 j=0 ! zgl ]goj !
3 = + In (s) u(t).
v

L+ > ajsiv 14+ > ajsiv
=0 i=0

2.2.1.2 — Méthode basée sur la décomposition modale d’une fonction de trans-
fert

L’idée d’optimiser 'ordre commensurable plutot que tous les ordres de dérivation a
d’abord été introduite dans [Cois et al., 2000] en utilisant la forme modale d’une fonction

de transfert :

L vy
A
G(s) = —a 2.17
TR pp precr 217
ou s;,l = 1,---, L représentent les poles en s de multiplicité v;. En général, les poles

en s peuvent étre réels ou complexes conjugués. Les auteurs ont cependant contraint les
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\ 4

\4
»
S
|
>
[)

Ar
Y=\,

F1a. 2.2 — Décomposition modale

poles en s a I’ensemble des réels et leur multiplicité a 1. La classe de modele restrictive

ainsi obtenue s’écrit (voir Fig. 2.2) :

G(s)=>_ A (2.18)

s¥ — s
=1

Le vecteur de parametres correspondant
0F =[A1,s1,...,Ap,s1,0], (2.19)

est donc optimisé par la minimisation de la norme quadratique de l'erreur de sortie (2.8).
Dans ce cas, les parametres sont estimés par la méthode de Levenberg-Marquadt selon
la formule (2.12), le gradient et le Hessien sont calculés selon (2.13), et les fonctions de

sensibilité sont données par :

a4 (t,0) 1

94~ 5o Slu(t), (2.20)
ag{;i; ‘9> - (81/ I:llsl)Qu <t> ) (221)

(2.22)

On note également la présence de 1'élément en In(s) dans la derniere fonction de

sensibilité rendant ainsi le calcul analytique de la dérivée partielle plus compliqué. En
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supposant, le bruit additionnel e gaussien et blanc de moyenne nulle, ’estimation de la

matrice de covariance des parametres est donnée par :

(1) = (S5 () () 2

ol, 02, la variance de e est estimée grace a erreur résiduelle par (2.15).

2.2.1.3 — Méthode utilisant les fonctions orthogonales

A partir des travaux de Wahlberg [1991], Aoun et al. [2007] et Malti et al. [2005]
ont étendu la méthode d’identification utilisant les bases orthogonales aux systemes non

entiers. Le systeme a identifier est représenté par une combinaison linéaire de fonctions

orthogonales :
M
G(s) = > gnGml(s), (2.24)
m=mg
oll le vecteur de parametres 6 = [, - - -, gar]T est composé de coefficients de Fourier et
ou les G,,, m =my,..., M, désignent les fonctions orthogonales de la base non entiere.

Trois types de fonctions orthogonales non entieres ont été développées :
— les fonctions de Laguerre non entieres [Aoun et al., 2007], caractérisées par la

présence d'un pole en s” unique, formées a partir des fonctions génératrices

v €]0,2]
avec A € R*F ; (2.25)
m>my=|5]+1

1

Gn(s) = ————,
(5) (s¥ + A)m

— les fonctions de Kautz non entieres [Malti et al., 2004], caractérisées par la
présence de deux poles en s” complexes conjugués, formées a partir des fonc-

tions génératrices définies par paires G’ et G” dont la premiere paire est donnée
m m

par
v €]0,2]
Giny(5) = sy AeC A) > vE 92.26
& ()= L ., avec c C/arg(—=\) > vy (2.26)
mo (s3)m0 mo = |5,] +1

oll A est le conjugué de \;
— les fonctions issues de la Base Orthogonale Généralisée (BOG) non entiere [Malti
et al., 2005], caractérisées par des poles en s” choisis soit réels soit complexes

conjugués et déduites des bases non entieres de Laguerre ou de Kautz.
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En effet, si le premier pole en s” est réel, la premiere fonction génératrice est iden-

tique a celle de la base de Laguerre (2.25). Si le premier pole en s” est complexe,

alors le deuxieme est obligatoirement son conjugué et les deux premieres fonctions
génératrices sont identiques a celles de la base de Kautz (2.26).

Ces fonctions orthogonales sont les plus utilisées en automatique car elles sont denses

dans Uespace de Hardy Ho (C) des fonctions F(s) analytiques dans le demi-plan gauche

C* du plan complexe et qui satisfont & :
- [ PG <
— w w)dw < 0.
o ) J J

Par conséquent, la fonction de transfert de tout systeme stable ayant une réponse
impulsionnelle a énergie finie, peut étre représentée par une combinaison linéaire des
fonctions de la base. Apres un choix adéquat des fonctions génératrices et de leur or-

thogonalisation, seuls les coefficients de Fourier g, sont estimés par minimisation de la

norme Lo de l'erreur de sortie (2.8), quadratique en 6 = [g,n,, - - -, gar], selon l'estimateur
des moindres carrés :
o= (270" &Y, (2.27)
ou Y* est le vecteur de sortie
* * * * T
Y =[y'(t) v (t1) ... vy (tx-1)] ,

et o @* est la matrice de régression dont les colonnes représentent les sorties des différentes

fonctions de la base :

¢ = [@G(to)’ QOG(tl)? B @G(tK—l)]T’
06 (tk) = [Ymg (th)s Yy 41 (), - - -5 e ()],
Y () = Gu(p)u(l). (2.28)

La matrice de covariance est alors donnée par :
N T -1
cov (g) =0 (& ®%)

ol la variance o2 est estimée par

52 K—(Ml—mo+1) <g <tk,é>)2. (2.29)
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Remarque
Aoun [2005] présente également un autre algorithme d’estimation permettant de
calculer l'ordre v et les poles en s¥ optimauz des fonctions orthogonales. Cependant,
si tous les paramétres (poles et ordre commensurable) des fonctions orthogonales
sont optimisés, 'utilisation des fonctions orthogonales ne présente plus d’intéreét.
C’est pourquoi seul l’algorithme permettant d’optimiser les coefficients de Fourier a

été présenté.

2.2.2 — Modeles a erreur d’équation

Lorsqu’une analyse préalable permet de fixer a priori les ordres de dérivation du

modele du systeme dynamique

mp
> bip”
=0

G(p) = : (2.30)

=
14> a;pv
=1

iz
seuls les coefficients font I'objet d'une estimation paramétrique. Basées sur les méthodes a
erreur d’équation, les techniques d’optimisation sont linéaires vis-a-vis des parametres et
permettent une estimation directe par moindres carrées. A I'heure actuelle, les méthodes
a erreur d’équation développées pour l'identification par modele non entier ne permettent
d’estimer que les coefficients du modele continu. Une des contributions de cette these réside
dans l'optimisation des ordres de dérivation, ajoutant ainsi une possibilité supplémentaire
dans l'estimation paramétrique (voir les paragraphes §2.3.2 et §2.4.2).

L’entrée u et la sortie y sont supposées liées par les relations (2.3) et la sortie est
supposée corrompue par un bruit additif, e, blanc. Une fois les ordres de dérivation fixés,

I’objectif principal consiste a estimer le vecteur des parametres
0 = [bo,br,. ..\ by, iyl (2.31)

du modele a temps continu & partir de K couples d’échantillons des signaux d’entrée/sortie

par la minimisation de l'erreur d’équation ¢ (voir Fig. 2.3) :
e(t,0) = y*(t) — o*(1)"0, (2.32)
avec
)T = [uP) (), - uBrs) (1), _y*(al) ), -, _y*(amA) )] (2.33)
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systeme
_|_

e(t)

F1G. 2.3 — Modele a erreur d’équation

2.2.2.1 — Méthode des moindres carrés (mc)

L’estimation paramétrique se fait en minimisant la norme Ly de I'erreur d’équation

J(0) = % e2 (1, 0), (2.34)
k=0

par rapport a . L’estimé se formule alors comme le probleme de minimisation :

K-1 K—1
ayme . 1 * * T 1 * *
0™ = argmin [K > ot (tk)e" (t) ] 0 [K > @ty (tk)] ; (2.35)
k=0 k=0 2
et s’obtient par la formule des moindres carrés (mc)
o — [ To*] ' Ty, (2.36)

ol Y* est le vecteur colonne de sortie et ou ®* est la matrice de régression dont les

colonnes sont les dérivées non entieres des signaux d’entrée et de sortie :

* * * * T
Y = [y (to), y" (1), ..., y* (tk-1) ]
* * * * T
D" = [p*(to), ¢ (t1), ..., " (tk-1)] - (2.37)
La dérivation directe aussi bien fractionnaire qu’entiere d’une sortie bruitée ampli-

fie le bruit et par conséquent conduit a des résultats erronés. L’utilisation des filtres a

variables d’état est alors préconisée.
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2.2.2.2 — Méthode des moindres carrés avec filtres a variables d’état (fve)

Comme dans le cas entier, la dérivée non entiere de signaux bruités amplifie le bruit
aux hautes fréquences. La méthode des filtres a variables d’état est une méthode conven-
tionnelle d’identification par un modele a temps continu. Elle repose sur la minimisation
de la norme L, de I'erreur d’équation et se décompose en deux étapes :

— la premiere consiste a appliquer un filtrage linéaire aux données échantillonnées
afin de reconstruire les dérivées filtrées des signaux d’entrée et de sortie. Cette
étape est spécifique aux approches d’identification par un modele a temps continu
de type erreur d’équation ;

— la seconde étape est dédiée a l'estimation paramétrique a l’aide de techniques
d’estimation de type moindres carrés; cette étape n’est pas spécifique aux ap-
proches d’identification a temps continu. La plupart des algorithmes d’estimation
paramétrique a temps discret peuvent cependant étre adaptés a temps continu.

En appliquant l'opérateur différentiel a I’équation différentielle non bruitée (2.1) :
ma mp
y(6) + D apVy(t) = Y bip™u(t). (2:38)
j=1 i=0

L’application d’un filtre linéaire F'(p) = 1/E(p) a I'équation (2.38) donne :

L S22 85, P,
Wy(t)—kj;ajmy(t)—;bl o) (t). (2.39)

Les filtres a variables d’état (fve) proposés dans [Cois, 2002] sont les filtres de

Poisson étendus aux systemes non entiers
p’ p’
= v Ny»
R (CED

ol w, représente la fréquence de coupure du filtre. L'ordre Ny est souvent choisi de maniere

F, (p) = (2.40)

a satisfaire la relation :
(07%%)

Nf> A,NfEN. (2.41)

v

L’étape de pré-filtrage parallele des signaux d’entrée/sortie par fve est une pratique
courante en identification permettant d’améliorer I'efficacité statistique des estimateurs.
Cette étape de pré-filtrage est implicite dans le cas de I'identification directe d’un modele
continu. Le role du pré-filtrage est double : le premier est de garder le comportement

dérivateur dans la bande fréquentielle d’intéret et de filtrer le bruit aux hautes fréquences
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F1G. 2.4 — Diagrammes de Bode des filtres a variables d’état (Ny = 4, w. = 1 rad/s,

v = 0.5)). Dérivation aux basses fréquences et filtrage des hautes fréquences

comme le montre les diagrammes de Bode de la Fig. 2.4; le second role est de diminuer

la variance de 'estimateur.

L’équation (2.38) s’écrit alors :

Fo (p)y(t) + 3 a;Fa, (P)y(t) = 3 bifp, (Pu(t). (2.42)

Remarque
Les filtres (2.40) introduisent néanmoins une distorsion autour de la fréquence de
coupure w.. De plus, des problémes numériques peuvent apparaitre quand [’ordre v
est trés petit résultant alors sur un ordre du filtre Ny trés grand (2.41). Au lieu

d’utiliser les filtres F, (p) de (2.40), il est préférable d’utiliser les filtres de Poisson
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fractionnaires modifiés :
p?

avec la condition moins restrictive sur Uordre entier Ny > au,,. Les deuz filtres
(2.40) et (2.43) nécessitent néanmoins l'ajustement d’un autre paramétre : la fréquence
de coupure w.. En effet, si la pulsation de coupure w. est trés haute, le bruit de me-
sure aux hautes fréquences est mal filtré ; si elle est trop basse, le filtre est alors mal
adapté et les signauz filtrés sont alors trop appauvris. L utilisateur doit donc régler
ces deuzw parametres du filtre : la pulsation de coupure w. et l'ordre Ny du filtre.
De maniéere intuitive, le filtre fve doit étre conforme a la plage de fréquences dans
laquelle 'adéquation entre le systeme et le modéle est recherchée. Une des contri-
butions de cette thése (paragraphes 2.3.1 et 2.4.1) réside dans la mise en ceuvre de
l’estimateur optimal de la variable instrumentale ou le filtre optimal ne nécessite

aucun ajustement en amont.

Cependant, bien que ce filtre introduise une distorsion autour de la fréquence de
coupure, 'approximation de la dérivée est généralement suffisante, et permet surtout
d’initialiser d’autres algorithmes fondés sur la variable instrumentale optimale comme
détaillé aux paragraphes 2.3.1 et 2.4.1. Ainsi, les dérivées filtrées des signaux d’entrée

(Bi) (a)
Uy

et de sortie y; ’* sont obtenues a la sortie des filtres (2.43) :

G = By (p)ult),  i=1,...,m,

(2.44)
y}(o‘j)(t) =Fy,(P)y*(t), j=0,...,m.
L’estimation paramétrique se fait en minimisant la norme Lo :
| K
Jy (0) = Ve & (t, 0), (2.45)
k=0
de l'erreur d’équation filtrée ¢, par rapport au vecteur des parametres 6, avec
er(t,0) = yi(t) — 3(1)"0,
* (\T (Bo) (Bmg) (1) w(am ;) (246)
O = [ (0), - (@), =y (1), e ()]
L’estimé se formule alors comme le probleme de minimisation :
K- =,
gmelfre — arg min [ Z 05 ()¢ (t) ] 0 — [? > go’}(tk)y*(tk)] : (2.47)
k=0 k=0

69



Chapitre 2 — Identification par modele non entier

et s’obtient par la formule des moindres carrés combinée aux fve :
N fve __ +Tax] 1 2 uT~rs
gmelfee = (85705 @5 TY (2.48)

ol Y7 est le vecteur colonne de la sortie filtrée et ou ®% est la matrice de régression filtrée

dont les colonnes sont les dérivées fractionnaires filtrées des signaux d’entrée et de sortie :

Y= [yito), vi (1), sy (1) ]
@} = [pi(to), ¢ (1), -y ¢} (tK—l)}T- (2.49)

Non seulement cette approche n’est pas a variance minimale, mais elle requiert
également un affinage des filtres au préalable : I'estimation paramétrique est fortement
dépendante de la fréquence de coupure w. et de l'ordre Ny du filtre a variables d’état.
De plus, comme dans le cas entier, les auteurs de [Cois et al., 2001] ont montré dans le
cas fractionnaire que l'estimateur des moindres carrés est biaisé en présence de bruit de
mesure car le vecteur de régression ¢} (t) est corrélé au bruit additif e. Ils proposent alors

d’introduire 'estimateur de la variable instrumentale pour remédier au biais.

2.2.2.3 — Méthode de la variable instrumentale avec filtres a variables d’état

(vi/fue)

L’estimateur de la variable instrumentale est une variante classique de la méthode
des moindres carrés [Ljung, 1999, Soderstrom et Stoica, 1983, 1989] reposant sur des

techniques de régression linéaire.

Le principe de la variable instrumentale (v2) a été étendu au cas non entier par Cois
et al. [2001]. TI consiste & introduire un vecteur gp}’ci, dont les composantes sont appelées
instruments ou variables instrumentales. Les instruments de goj’f doivent étre suffisamment
corrélés avec le vecteur de régression ¢’ mais non corrélés avec le bruit additif sur la sortie

e (E[.] représentant l'espérance mathématique) [Ljung, 1999] :

E [o% (1) (1)] est non singuliere,

. (2.50)
E [(p}é’(t)e(t)} = 0.

L’estimateur de la variable instrumentale & modele auxiliaire [Young, 1970] nécessite

de définir le vecteur de régression des variables instrumentales suivant :
0T = [ (1), ), g w0y, )] @)
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ol y¥* représente la sortie d’un modele auxiliaire : y” (t,60) = G(p)u(t). Le modele auxi-
liaire G (p) peut étre fixé par 'utilisateur ou calculé par une des méthodes précédentes, la

méthode me/fve apportant une meilleure estimation que les moindres carrés classiques.

Le probleme d’optimisation de la variable instrumentale s’énonce alors sous la forme :

guilfve — argmln [ ng (tr) ©F (tr) ] [ KZ ” (tr) vy (ty ] (2.52)
k=0 2
L’estimateur vz a modele auxiliaire associé aux fve est donné par :
grittee — [@;"Tcﬁﬂl ou'y?, (2.53)
ot @} et Y7} sont issus de (2.49), et ol
= [p%(to), ¢%(t1), - - ., 0%, (txc—1)] (2.54)

Afin d’améliorer la corrélation entre les matrices de régression p¥(t) et p}(t), une
procédure itérative de mise a jour des instruments et du modele auxiliaire est préconisée
dans [Cois et al., 2001] : 'estimation paramétrique est améliorée en s’affranchissant du
biais et en réduisant la variance sur les parametres. Le vecteur des parametres s’écrit

alors :

guiltee — [@;"Tcﬁﬂl oy, (2.55)

En présence de bruit blanc, la méthode de la variable instrumentale combinée aux
filtres a variables d’état (vi/fve) permet d’obtenir une estimation asymptotiquement sans
biais; mais n’étant pas a variance minimale, elle ne peut étre considérée comme optimale.
D’autre part, elle requiert un affinage des filtres en amont : I'estimation paramétrique est
fortement dépendante de la fréquence de coupure w, et de 'ordre Ny du filtre. Néanmoins,
cette méthode peut s’avérer utile pour fournir une estimation initiale meilleure que (2.48)

pour les techniques itératives discutées aux paragraphes 2.3.1 et 2.4.1. Un résumé du

mécanisme itératif ve est illustré sur la Fig. 2.5.
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- - .
¥ :
| By Cration : |
Itl //A'g ...... teration 1. ................... ' I
itérdgion 2,3,... vi . |
" Yy () u(t) (1)
| v l l |
| b~ p” p* |
I E(p) E(p) E(p) I
R TR A |
I |:7ym'(011) (t), 7 7y'vi(am.4) (t)} {u;ﬂo) (t),- - /LL; mp) (t)] [_y*(al) (t) —yiema) (t)]l
! ! ! . !
| |
| |
| A |
Hm/fve
| | |

Fia. 2.5 — Méthode itérative vi/fve pour modeles fractionnaires (y = fo, ..., O, et

:u:ala"'?a/m,;)
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2.3 — Contribution a l’identification de systéme en

présence de bruit blanc en sortie

Le premier volet des contributions a 'identification par modele non entier est présenté

dans un contexte de bruit blanc.

Dans le premier cas d’étude (paragraphe 2.3.1), les ordres de dérivation sont fixés
et seuls les coefficients du modele sont estimés. Dans la mesure ou 'estimateur optimal
nécessite la connaissance du vrai modele du systeme et comprend un pré-filtrage adapta-
tif, approche stochastique particulierement performante sriv (de l'anglais : Simplified
Refined Instrumental Variable ) a été proposée d’abord pour des modeles rationnels dis-
crets [Young, 1976, 1984, Young et Jakeman, 1979], puis étendue aux modeles rationnels
continus [Garnier, 2006, Young, 2002, Young et Jakeman, 1980] sous 'appellation srive
(de l'anglais : sriv for Continuous-time models). Le terme de “simplified” caractérise la
simplification des méthodes riv et rive développées dans un contexte de bruit coloré.
La méthode srive, qui est un prolongement logique de l'estimateur vi/fve et qui entre
dans la famille des méthodes vi généralisées [Soderstrom et Stoica, 1983], est étendue
aux modeles non entiers et est appelée srivef (srive pour les modeles non entiers ou

fractional en anglais).

Dans le deuxieme cas d’étude (paragraphe 2.3.2), les ordres de dérivation sont es-
timés au méme titre que les coefficients du modele. Une méthode de programmation non
linéaire (PNL) de type gradient est utilisée pour I'estimation des ordres de dérivation qui

interviennent non linéairement dans le modele.

2.3.1 — Variable instrumentale optimale avec des ordres de dérivation

fixés (srivcf)

Lorsque le bruit de mesure additif e(¢) est blanc, la sortie bruitée y* est donnée par :

{ y(t) = G (p)u(?), (2.56)
y*(t) = y(t) +e(?),
T‘nZB bz‘pﬂ"
G(p)=—" (2.57)
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De plus, lorsque les ordres de dérivation sont connus, le vecteur de parametres
0 =p=1[bo,br,....0pysar,... ] (2.58)

est composé de m4 + mp + 1 coefficients.

En supposant un bruit blanc gaussien additif en sortie, la minimisation de la norme

Lo du critere de 'erreur de sortie :

e(t)=y"(t) — —zult), (2.59)

permet d’obtenir le modele optimal et apporte ainsi une base pour ’estimation stochas-

tique. L’erreur de sortie s’exprime aussi en factorisant A (p) :

) =A®) (550 ®) =B (5000 (2.60)

Comme montré dans [Young, 1981] pour les modeles rationnels, 'estimateur optimal

est obtenu quand les filtres F,(p) dans (2.40) ou (2.43) sont remplacés par :

F(p) = s, (2.61)

ot A(p) est le dénominateur de la fonction de transfert du systeme.

L’erreur e(t) s’écrit alors :

e(t) = y; (t) + aly;’:(al) (t) 4+ .4 amAy;:(amA) (t)
— bl () = bl () = = bl (1), (2.62)

avec
uf () = LH{EP (P)} xult), =0, mp

o0 =2 {Fre) @, =1 ma

2.3.1.1 — Estimateur optimal

Le modele du systeme n’étant pas connu en pratique, les méthodes d’estimation de
type vi [Soderstrom et Stoica, 1983] nécessitent la mise en place d’un algorithme itératif.
A chaque itération, le modele auxiliaire, utilisé pour générer les instruments, et les pré-
filtres sont mis a jour, a partir des parametres estimés a l'itération précédente. Le filtre

FP!(p) de (2.61) est alors calculé itérativement
p’ p’
F'y,iter(p) = A = ma 9 (264)
) + > @ jterPY

Jj=1
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ouiter = 1,2, ... correspond au numéro de l'itération et @i, est 'estimée du coefficient
a; a l'itération iter. L’initialisation de cet algorithme peut se faire a partir de I'estimé

obtenu par me/fve ou par vi/fve (voir paragraphe 2.2.2).

A Torigine développée pour l'identification paramétrique a temps discret [Young,
1976], cet estimateur présente I'avantage de choisir de maniere automatique les parametres
du filtre (2.64), contrairement aux fve de (2.40) ou de (2.43) qui nécessitent un affinage

de la fréquence de coupure w, et de I'ordre Ny.

Les dérivées filtrées de l'entrée, de la sortie et de la variable instrumentale sont

recalculées a chaque itération par :

uf(t) = Fywer(Pu(t),  i=0,...,mp,
yie(t) = Fo e (@)Y (), j=1,...,ma, (2.65)
y}’i(aj)(t) = Faj,iter(p)yvi(t)7 J=1 . ma,

ou la sortie du modele auxiliaire,

yUi(t) = igi;u(t), (2.66)

est mise & jour itérativement en fonction des estimés B(p) et A(p) de l'itération précédente.

On en déduit alors le vecteur de régression @%(t), défini comme dans (2.33), ainsi

que le vecteur instrumental @¥(t) :

* (Bmp) « # (o

0 = [ uf (@), (@), =gy (1), o) (1) |

vi Bm il vi\Om
GO = [ (), (1), g @) g ) | (26n)

Le probleme d’optimisation vz se formule selon

K—1
1
nsrivef m
Oer = argmin [ Zs@ (tr) @ (tr) ]9— lgkz;@ (th yf(tk)] . (268)
= 2
dont la solution a chaque itération permet d’obtenir :
srivc i b Ty
frivef _ [<I> <I>f} oulys, (2.69)
avec
* * * * T
Yf: [yf(t()))yf (tl)aayf (tK—l)] ;
* * * * T
f: [QOf(t()),QOf (t1>77()0f (tK71>] 5
vt vt vl T
DY = [p¥(to), oF (t1) ..., 0¥ (tk-1)] - (2.70)
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L’estimation de la matrice de covariance de I'erreur d’estimation associée & 0570,

srivef
iter

. -1
P jurives = 07 [@}”T‘I)?] , (2.71)

obtenue lors de la convergence de 6 , est donnée par :

ot 52, lestimation empirique de la variance de I'erreur résiduelle e(t;,) = y*(tx) — y*(tx),
s’obtient a partir de (2.15).

Comme dans le cas rationnel, 'estimateur srivef est asymptotiquement sans biais
quelle que soit la nature du bruit additif a moyenne nulle, et lorsque le bruit additif est
blanc, I'estimateur est a variance minimale. Bien qu’il n’y ait aucune démonstration de

convergence de ce type d’algorithme itératif, on constate qu’il converge tres souvent.

2.3.1.2 — Algorithme srivcf

L’estimateur de la variable instrumentale optimale srivcf est résumé dans ce pa-
ragraphe.
Etape 1 Initialisation

Utiliser une des méthodes citées au §2.2.2 (de préférence la méthode vi/fve) pour

générer une premicre estimation (iter = 1) du vecteur de paramétres 5™

Etape 2 Estimation itérative de la variable instrumentale
faire
(i) iter = iter + 1

Générer le vecteur d’instruments y* & partir de (2.66) et des parametres estimés a
s L Asrivef
l'itération précédente 0.

(ii) Mettre a jour le filtre F i (p) dans (2.64) avec les nouveaux parametres
estimés. Puis, évaluer les dérivées filtrées de I'entrée u, de la sortie y* et la variable

instrumentale y” comme énoncé dans (2.65).

ésrivcf

(iii) A partir des signaux filtrés, calculer 03

selon la formule (2.69).

~

tant que max |§757F _ gisrivef|
j

iter iter—1 €

correspond au j7™¢ élément du vecteur de parameétres 657

iter

ol é'j,sm'vcf

oo obtenu a

I'itération iter.
Etape 3 Estimation de l’erreur paramétrique

Calculer la matrice de covariance de 'erreur paramétrique des estimés a partir de

I'équation (2.71).
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Il peut s’avérer, quand le biais est important, que les parametres estimés issus de
I’Etape 1 conduisent a un modele instable. Dans ce cas, une méthode empirique peut

étre utilisée pour stabiliser les poles instables.

2.3.1.3 — Propriétés statistiques des estimés srivcf

La borne de Cramér-Rao (BCR) (voir annexe B) sur la matrice de covariance Py
définit la solution optimale pour toute méthode d’identification asymptotiquement sans
biais [Soderstrom et Stoica, 1983, Wellstead, 1978]. A cet égard, Soderstrom et Stoica
[1983] ont montré, dans le cas de modeles rationnels, que la valeur minimale de la matrice

de covariance Py
Py > P, (2.72)

existe et est donnée par
v Om'T -1
P = o? {wf (t) %y (t)] (2.73)

o Vi

ot ¢ (t) est le vecteur optimal pré-filtré vz non bruité associé au filtre optimal

1

FOpt(P) = m

et ol 02 est la vraie variance du bruit.

Il est facile de démontrer que la borne de Cramér-Rao (2.73) s’applique aussi aux
systemes non entiers ou le vecteur instrumental pré-filtré s’écrit :
oVl

T
(‘Df (t) _ Fopt(p) [ u(Bo) (t) e 7u(ﬁm3) (t) ; _yvi(al) (t) e _ym’(amA) (t) ] 7 (274)

et ou le filtre optimal correspond au dénominateur du systeme non entier :

1
F(p) = -
A(p)

Bien qu’il n’y ait aucune démonstration de convergence, 1’algorithme converge sou-
vent [Soderstrom et Stoica, 1983, Young, 2002] vers le vrai modele, lorsque le modele est
dans la bonne classe de systeme, permettant ainsi de s’approcher de la borne de Cramer-
Rao.

1
Alp)’
(2.64), ont une influence considérable sur la matrice de covariance P . de (2.71) issue de

Il est clair que le choix du vecteur instrumental goj’f et le pré-filtre utilisé en

I'algorithme d’estimation wi. L’algorithme srivef, qui introduit le filtre optimal (2.64),

est donc asymptotiquement sans biais et a variance minimale, permettant d’obtenir la

7
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e(t)
W) oy | M0 jigi*(t)
1 Ao ] -

B 2% " : o
ZAX(Z))‘/."' : 1tération
p .-t --------------------------------- i-----: ------------------------------------ :
|/ : itération 2,3,...: :

|

F1a. 2.6 — Méthode srivef optimale itérative (v = Sy, ..., Bmp €t pp=aq, ..., Q)
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Gain (dB)

-500 = = :
10 10 10 10 10
fréquences (rad/s)

Fic. 2.7 — Diagramme de Bode du vrai systeme

matrice de covariance la plus proche de la borne de Cramér-Rao en présence d’un bruit
additif blanc et gaussien. En revanche, en présence d’un bruit additif coloré, cet estimateur
n’est plus optimal. Un algorithme, présentant des propriétés statistiques optimales, est

décrit au paragraphe 2.4.1.2 p. 105.

2.3.1.4 — Exemple de simulation
— Description du systeme a identifier

L’objectif de ce paragraphe est de mettre en avant les avantages et l'efficacité de

I'estimateur optimal de la méthode srivef sur un exemple de simulation.

Les données d’entrée/sortie simulées sont issues du modele de Rao-Garnier [Rao et
Garnier, 2002] étendu aux cas non entiers, en faisant apparaitre 'ordre commensurable v

alors qu’il valait 1 dans [Rao et Garnier, 2002] :

K (-Tp”+1)
(@ +2a(2) +1) (B +26(2) +1)

Go(p”) = : (2.75)

avec v =05, K = -1, T = 0.5, w; = 0.2 rad/s, (; = —0.4, wy = 1 rad/s et {, = —0.65.

Le diagramme de Bode de cette fonction de transfert est tracé sur la Fig. 2.7.
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20 T T T

_60 - .

puissance

_80 - .

=100 b

—120_2 : """"_1 : -u-u---lo . ........l )
10 10 10 10 10

fréquences (rad/s)

F1G. 2.8 — Densité spectrale de puissance du signal d’entrée u

Ce systeme non entier possede deux fréquences transitionnelles : 'une basse a w; =
0.2 rad/s avec un pseudo-facteur d’amortissement (; = —0.4 et 'autre haute & wy = 1
rad /s avec un pseudo-facteur d’amortissement (; = —0.65. Malti et al. [2008a] ont montré

qu'un systeme non entier de type :

2v k v
(%) +2C (%) +1

s
2

(2.76)

est stable si et seulement si ( > — cos (1/ ) et qu'une condition suffisante de résonance

est :
— cos (I/g) <(<0 e 0<v<O0.5. (2.77)

Le systeme (2.75) présente un zéro en p”, dans la zone d’instabilité des poles en p”
en p” = 2. Il est donc a non minimum de phase.
Les données d’entrée/sortie sont engendrées par les relations suivantes :
{ y(t) = Go (p¥) u(t),
y (1) = y(t) +e(t),

ou le signal d’entrée u est une Séquence Binaire Pseudo Aléatoire (SBPA) dont la densité

(2.78)

spectrale de puissance est donnée sur la Fig. 2.8 et la sortie associée est tracée sur la Fig.
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F1G. 2.9 — Signal de sortie utilisé pour I'identification de systeme

2.9. Les données d’entrée/ sortie sont échantillonnées avec une période d’échantillonnage

de Ty, = 5.1072s, ce qui correspond & 8000 couples de données.

La sortie y est corrompue par un bruit e additif, blanc, gaussien, a moyenne nulle

et dont le rapport signal-sur-bruit (RSB) vaut 20dB (Fig. 2.9) :

P
RSB = 10log Fy = 20dB. (2.79)
Les instruments sont calculés selon I'algorithme itératif srivef résumé au para-
graphe 2.3.1.2. Afin d’étre dans la méme classe de modele que le “vrai” systeme (2.75),

le modele suivant est choisi :

bip” + bo

G(p) —
(p> a4p4u+a3p3y+a1p2y+alpu+1’

(2.80)

et Pordre commensurable v est fixé au vrai ordre v = 0.5.

Cependant, lorsque les ordres de dérivation ne sont pas connus, une étude sur le
choix optimal de 'ordre commensurable dans l'intervalle ]0,2[ pour les systémes stables

(voir théoreme 1.4.2 p.37) peut étre effectuée.
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— Comparaison des méthodes a erreur d’équation : mc/fve, vi/fve et srivcf

L’objectif est de comparer les performances des méthodes d’identification a erreur
d’équation par modele non entier lorsque le modele (2.80) est dans la méme classe que
le vrai systeme, avec v = 0.5, sur deux simulations de Monte-Carlo. Ces simulations de
Monte-Carlo mettent en avant la forte influence des parametres des fve (2.40) : ordre
du filtre Ny et la fréquence de coupure w,. Fixer la fréquence de coupure des fve s’avere
délicat : lorsqu’elle est trop haute, le bruit n’est pas correctement filtré et lorsqu’elle
est trop basse, les dynamiques du systeme sont filtrées en méme temps que le bruit. Le
compromis n’est pas facile a trouver dans les cas pratiques et nécessite généralement une
procédure itérative de type essai-erreur. Les deux parametres Ny et w,. ne peuvent donc
étre fixés qu’approximativement en se basant sur la connaissance du bruit et du systeme.
Pour la premiere simulation, les parametres Ny =n+1=3 (n = amTA = 2) et w, = 10?

rad/s ont été choisis, et pour la seconde, Ny =n+2 =4 et w. = 1 rad/s.

Les simulations de Monte-Carlo ont été effectuées avec 200 réalisations différentes
du bruit ayant un RSB = 20 dB. Pour chaque réalisation, les coefficients du modele
(2.80) sont estimés avec les méthodes me/ fve, vi/fve SR (Single Run, abréviation an-

glaise désignant une seule itération), vi/fve (itérative) et la srivcf.

Les résultats de cette étude sont reportés aux TAB. 2.1 et TAB. 2.2 et illustrés sur

les Fig. 2.10 et Fig. 2.11. Ils montrent que les estimés, obtenus par :

— la méthode me/ fve, sont biaisés et conduisent a des modeles instables ;

— la méthode vi/fve (SR) avec un modele auxiliaire calculé en une seule itération,
sont tres imprécises, lorsque le choix de Ny et w, du fve est inadapté (TAB. 2.1
et Fig. 2.10) et plus précises mais non optimales lorsque le choix de Ny et w, du
fve est mieux adapté (TAB. 2.2 et Fig. 2.11);

— la méthode vi/fve itérative, tendent vers les vrais valeurs, avec une variance tres
importante lorsque le choix de Ny et w. du fve est inadapté (TAB. 2.1 et Fig.
2.10) et une variance moins prononcée mais toujours non optimale lorsque le choix
de Ny et w. du fve est plus adapté (TAB. 2.2 et Fig. 2.11);

— la méthode srivef, tendent vers les vraies valeurs avec la plus faible variance
méme lorsque 'estimation initiale est loin de la vraie valeur comme le montrent
le TAB. 2.1, la Fig. 2.10, le TAB. 2.2 et la Fig. 2.11.
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Les méthodes itératives améliorent nettement la qualité des estimations. D’autre
part, la variable instrumentale permet d’obtenir des estimations non biaisées. La premiere
simulation de Monte-Carlo montre a posteriori que les parametres du fve sont mal
adaptés aux signaux d’entrée/sortie, ces parametres étant difficile a fixer a priori. 11 est
sans équivoque que la srivef est la méthode la plus optimale car non seulement elle
amoindrit fortement la variance de ’estimation, mais elle ne nécessite aucun ajustement
des filtres.

Une simulation de Monte-Carlo a été effectuée avec un bruit blanc de RSB = 0dB.
Les résultats de cette étude sont reportés au TAB. 2.3 et comparés aux résultats de la
simulation de Monte-Carlo pour un bruit blanc de RSB = 20dB . Ces résultats sont aussi
tracés sur la Fig. 2.12. Malgré un niveau de bruit élevé, l'algorithme srivef converge vers

les vrais parametres.
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vrai | me/fve vi/fve (SR) | vi/fve srivef

0 0 o 0 o 0 o 0 o

ay 25 0.126 0.0005 | 30.13 | 16.115 | 27.489 | 1.195 | 25.024 | 0.015
ag | -36.5 | -1.133 | 0.0033 | -33.72 | 14.546 | -37.624 | 1.087 | -36.527 | 0.016
az | 31.2 3.89 0.0093 | 30.508 | 8.718 | 31.454 | 0.788 | 31.23 0.009
a; | -5.3 -4.045 | 0.0062 | -3.668 | 5.405 | -5.319 | 0.384 | -5.299 | 0.002
by | 0.5 0.134 | 0.0023 | 0.556 | 0.763 0.526 | 0.174 | 0.5001 | 0.001
bo -1 -0.024 0.002 | -1.138 | 1.327 | -1.005 | 0.090 | -1.001 | 0.0004

TAB. 2.1 — Comparaison des méthodes a erreur d’équation ( SR : single run (une itération),
0 correspond & la moyenne et o a 'écart-type), avec Ny = 5 et w, = 10? rad/s, RSB = 20
dB

) me/ fve vi/fve(SR) vi/ fve srivef
0.8} 0.8} J . 0.8}
+
2t o
06F - -ip. o6 - . - 0.6}
Sk . o
04f - 0.4} : b 0.4}
1t .
AY S, * " .
05l o2r I 02f & 1 0.2}
domaine domaine '/ domaine domaine
g 0 .o g 0 oo em———— g ofF e e w e g o ] J
instable instable . instablg instable
05 -0.2 - -02f ¥ 1 02
e .o .
_1 - o
-0.4 -0.4 . E -0.4
-15¢ - S
-0.6 - -0.6 . B -0.6
2t ° 1
. -0.8 -0.8 . E -0.8
-25 i
0 2 4 -05 0 05 1 -05 0 05 1 -0.5 0 0.5 1
Re Re Re Re

F1c. 2.10 — Comparaison des méthodes me/fve, vi/fve (SR) non itérative, vi/fve

itérative et srivef itérative (avec Ny =n+1 (n = ay,, /v) et w, = 100 rad/s)
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vrai | mc/fve vi/fve (SR) | vi/fve srivef
0 0 o 0 o 0 o ] o
ay 25 12.66 0.071 | 24.997 | 0.178 | 25.035 0.084 | 25.023 | 0.014
ag | -36.5 | -17.850 | 0.0072 | -36.513 | 0.163 | -36.5091 | 0.081 | -36.528 | 0.016
as | 31.2 | 27.977 | 0.028 | 31.202 | 0.048 | 31.202 0.033 31.22 0.009
a; | -5.3 -4.766 0.007 | -5.301 | 0.010 | -5.301 0.008 | -5.301 | 0.002
b1 0.5 0.696 0.0045 0.501 0.011 0.500 0.0043 | 0.5001 0.001
bo -1 -1.070 0.002 | -1.000 | 0.002 | -0.999 0.002 | -1.001 | 0.0005

TAB. 2.2 — Comparaison des méthodes a erreur d’équation ( SR : single run (une itération),

0 est la moyenne et o 1'écart-type), avec Ny = 6 et w, = 1 rad/s, RSB = 20 dB

me/ fve
‘ ‘

0.8

0.6

0.4r

0.2f

Im
o

4+

domaine |
instable

Im

vi/fve(SR) vi/fve srivef
0.8} 0.8 0.8}
+ + +
0.6 0.6 0.6
0.4} 0.4} 0.4}
0.2f + 0.2t + 0.2f +
domaine domaine domaine
or . 1E o0 . 1E or . 1
instable instable instable
-0.2f + -0.2 + -0.2f +
-0.4f -0.4 -0.4f
-0.6 -0.6 -0.6
+ + +
-0.8 -0.8 -0.8
-0.5 0 0.5 -05 0 05 1 -05 0 05
Re Re Re

Fia. 2.11 — Comparaison des méthodes me/fve, vi/fve (SR)

itérative et srivcf itérative (avec Ny =n + 2 et w, = 1 rad/s)
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vrai | srivef 20dB | srivef 0dB

0 0 o 0 o

ay 25 25.023 | 0.014 | 25.015 | 0.482
ag | -36.5 | -36.528 | 0.016 | -36/547 | 0.543
ap | 31.2 | 31.221 | 0.009 | 31.204 | 0.277
a; | -5.3 | -5.301 | 0.002 | -5.301 | 0.068
by | 0.5 0.5001 | 0.001 0.503 | 0.038
bo -1 -1.001 | 0.0005 | -1.000 | 0.015

TaAB. 2.3 — Comparaison de la méthode srivef pour différents niveaux de bruit RSB =
20dB et RSB = 0dB (6 est la moyenne et o I'écart-type)

RSB = 20dB RSB =0dB
0.8f . 0.8f »
0.6 0.6
0.4r 0.4f
0.2r + 0.2
E o dgmaine E o domaine |
instable - instabl
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 -0.6
-0.8 -0.8
-05 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1
Re Re

Fia. 2.12 — Comparaison de la méthode srivef pour différents niveaux de bruit RSB =
20dB et RSB = 0dB

— Comparaison avec un modele rationnel évalué par la méthode srivcf

L’un des avantages principaux de l'identification par modele non entier consiste a
avoir des modeles plus compacts. En effet, peu de parametres suffisent pour décrire un
systeme non entier, alors que beaucoup plus de parametres sont nécessaires a un modele

rationnel pour pouvoir obtenir des performances similaires. Ayant vu lefficacité de la
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Fréquence (rad/sec)

Fic. 2.13 — Diagramme de Bode des modeles estimés pour 200 réalisations de Monte-

Carlo : vrai systeme (—), et les modeles rationnels (v = 1) identifiés par srivef(—.—)

méthode srivcef, 'intérét des modeles fractionnaires est suscité ici.

A titre comparatif, la méthode srivef a également été appliquée sur un modele
rationnel (2.80) d’ordre 4, avec v = 1. Une simulation de Monte-Carlo de 200 réalisations
est effectuée avec un RSB = 20 dB. Pour chaque réalisation de bruit, un modele rationnel

est évalué avec la méthode srivef.

Les réponses fréquentielles des modeles identifiés par la méthode srivef sont tracées
sur le diagramme de Bode de la Fig. 2.13. Compte tenu des propriétés de la variable instru-
mentale, les modeles obtenus présentent une tres faible dispersion par rapport a la réponse
fréquentielle du vrai systeme. Les modeles rationnels identifiés par la méthode srivef ont
un comportement asymptotique bien adapté aux basses fréquences mais perdent leur
intérét aux hautes fréquences. Une distorsion du gain (resp de la phase) est nettement
visible aux hautes fréquences. En effet, a ces fréquences, les pentes asymptotiques des
modeles rationnels sont des multiples entiers de 20 dB/décade (resp de 90°). L’avantage
des modeles fractionnaires est qu’ils permettent d’avoir des pentes asymptotiques quel-

conques avec une structure plus compacte [Oustaloup, 1995].

En prenant une réalisation de la simulation de Monte-Carlo précédente ou le signal

de sortie est entaché d’un bruit blanc de RSB = 20 dB, les réponses temporelles d'un
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modele rationnel et d’'un modele non entier identifiés par la méthode srivef sont tracées
sur la Fig. 2.14. 1l est a noter que la sortie non bruitée a été tracée et non pas la sortie
bruitée afin de mieux comparer les réponses temporelles. C’est surtout en tracant les
erreurs résiduelles que 'on note les disparités entre les deux modeles. L’erreur résiduelle
d’un modele rationnel (y —y,q;) est 25 fois supérieure a 'erreur résiduelle d’un modele non
entier(y — yyg). On remarque également que Uerreur est tres importante pour les temps
courts, ce qui est normal vu les distorsions en hautes fréquences des réponses fréquentielles

des modeles rationnels.
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F1a. 2.14 — Comparaison des réponses temporelles d'un modele rationnelle (y,4;) et d'un

modele non entier (yyg), et erreurs résiduelles par rapport au signal de sortie y non bruité

2.3.1.5 — Résumé de la méthode srivcf

Un estimateur optimal en présence de bruit blanc est proposé pour les systemes
fractionnaires : srivcf.

Tout d’abord, I'exemple de simulation a mis en évidence les avantages ainsi que
Iefficacité de la méthode srivef. Cet estimateur est asymptotiquement sans biais quelle
que soit la nature du bruit additif a moyenne nulle, et a variance minimale lorsque le

bruit additif est blanc. L’estimateur vi/fve fournit des résultats satisfaisants lorsque les
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Chapitre 2 — Identification par modele non entier

parametres du filtre sont correctement ajustés mais avec une variance plus importante
que celle de la méthode srivef qui ne nécessite aucun ajustement paramétrique. La
convergence de 'algorithme srivef est moins sensible au choix du vecteur de parametres

initial comparée a la convergence de la méthode vi/fue.

Bien que la convergence des méthodes de type srivef n’ait pas pu étre démontrée
dans la littérature, la méthode srivcf exploitant des techniques de régression linéaire,
converge tres fréquemment et beaucoup plus rapidement (typiquement en 4 itérations
dans I'exemple traité alors que la vi/fve en nécessite 8) qu'une méthode minimisant une

erreur de sortie (> 10 itérations), beaucoup plus dépendante de l'initialisation.

La comparaison des modeles fractionnaires, avec un ordre commensurable connu
a priori, et rationnel montre que le choix de 'ordre commensurable est primordial. Ce-
pendant, lorsque ce dernier est inconnu, une optimisation peut étre envisagée. Mais au
préalable, la continuité et la convexité du critére d’erreur en fonction de I'ordre commen-

surable sont étudiées sur I'exemple précédent.

— Choix de 'ordre commensurable

La méthode srivef est appliquée en gardant une structure fixe selon le modele

(2.80) pour des ordres commensurables variant de v = 0.1 a v = 1.9 avec un pas de 0.005.

40 T T T -10
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-10.5F

30
—11F

I -115
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é@ 10} 1 ;@—12.5 L

! 13l
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-145}

) 05 1 15 15
ordre commensurable v

0.5

1 1.5
ordre commensurable v

a) Critere d’erreur global b) Agrandissement du critere d’erreur

F1a. 2.15 — Critere d’erreur en dB du modele (2.80) avec RSB = 15 dB

89



Chapitre 2 — Identification par modele non entier

La fonction cout est définie sur ’échelle logarithmique par :

5 (gred(t) — g (1)
Jag = 10log [ F=— : (2.81)
k;() (ysrivcf(t))2

oll y*™™< est la sortie estimée. Elle est tracée en fonction de 1'ordre commensurable v sur
la Fig. 2.15.

Pour chaque modele stable, le critere d’erreur est tracé par un point bleu, par contre
pour un modele instable, ce critere étant infini, il est marqué d'un cercle rouge (voir
Fig. 2.15-a)). Le critere d’erreur présente plusieurs discontinuités dues a la variation de
l'ordre du modele (2.80) de 0.4 a 8 lorsque l'ordre commensurable varie de 0.1 a 2. Cette
importante variation de I'ordre du modele ne permet donc pas d’avoir un critere continu
sur la plage de variation complete de l'ordre commensurable ]0,2[ d'un systeme stable
(théoreme de stabilité de Matignon). Le critere d’erreur est cependant continu autour du

vrai ordre commensurable du systeme.

En pratique, les ordres de dérivation ne sont pas nécessairement connus, et pour-

raient donc étre optimisés.

2.3.2 — Variable instrumentale optimale avec optimisation des

ordres de dérivation (oosrivcf)

Lorsque le modele

mp
1=0

G(p) = : (2.82)

e
14> a;pv
j=1

est utilisé et lorsque les ordres de dérivation sont inconnus, le vecteur de parametres

- [p] (2.83)
¥

est composé du vecteur de my + mp + 1 coefficients
T
p:[bo,bl,..., me,al,...,amA] s (284)
et du vecteur de my + mp + 1 ordres de dérivation

v = [607'"7ﬁmB70417"-7CVmA]T' (285)
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Le vecteur de coefficients est optimisé par la méthode srivef, et seul le vecteur des
ordres de dérivation est optimisé par une technique de PNL.

Cependant estimer tous les ordres de dérivations nécessite de calculer my +mp + 1
termes en plus des m4+mp—+1 coefficients. De plus, si m 4 et/ou mp sont grands, le critere
d’erreur peut présenter plusieurs minima et les algorithmes de PNL peuvent converger

vers des minima locaux avec une complexité calculatoire élevée.

Afin de réduire le nombre de parametres, un modele commensurable peut étre choisi

mp )
Z bipzy
=0

G (p) = , (2.86)

ma
1 + Z CLjij
j=1

oll my + mp + 2 parametres sont estimés.
Le vecteur de parametres

§— [p] (2.87)
¥

se réduit alors aux m4 + mp + 1 coefficients

p=1[00,D1,- - by rs. s, (2.88)
et a un seul ordre de dérivation, 'ordre commensurable,
v = (2.89)

Selon le modele du systéeme choisi, (2.82) ou (2.86), le vecteur des ordres est estimé

itérativement par une technique de PNL en minimisant la norme Lo
1 T
J(0) = 55(75,0) £(t,0) (2.90)
de l'erreur de sortie
e(t,0) =y"(t) — 4(t), (2.91)

ou la sortie estimée s’exprime par §(t) = G(p)u(t).
En général, le critere d’erreur J est minimisé selon des techniques numériques et

itératives telles que les méthodes du gradient [Bertsekas, 1982, Dennis Jr et Schnabel,
1983, Ljung, 1999, Luenberger, 1973].
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2.3.2.1 — Méthodes de minimisation

Les méthodes de minimisation numérique d’une fonction J se basent sur une mise

a jour itérative du vecteur des estimés. La procédure d’optimisation s’exprime selon :

Yiter+1 = Viter T )\fitera (292)

ol fiter €st une direction de recherche basée sur l'information du critere d’erreur J(6)
acquise aux itérations précédentes, et A est une constante positive permettant une décrois-
sance appropriée de J(f). Selon les définitions de fir, les méthodes de minimisation
numérique sont divisées en trois groupes :

— les méthodes utilisant les valeurs de J ;

— les méthodes utilisant les valeurs de J ainsi que son gradient ;

— les méthodes utilisant les valeurs de J, son gradient et son Hessien (sa dérivée

seconde).

Ce dernier groupe de méthodes est utilisé pour 'optimisation des ordres de dérivation.

L’algorithme le plus connu est celui de Newton-Raphson, ou la correction dans la relation

(2.92) est choisie selon la direction :

fiver = =[] T, (2.93)
ou le gradient de J s’écrit :
.oet

et le Hessien est défini par
PR
0y Oy 02

L’information du Hessien n’est cependant pertinente que s’il est défini positif, I’es-

(2.95)

timé se trouvant alors dans une partie convexe du critere J. Dans le cas contraire, le
Hessien n’apporte aucune information pertinente pour la convergence vers un minimum.
De plus, le calcul de J” nécessite 1'évaluation de la deuxieéme dérivée de 'erreur par rap-
port au vecteur de parametres. Une alternative au calcul de J” en (2.95) est I’évaluation

du Hessien approché :
0T Oe
oy 0y’

cette forme permettant de garantir la semi-positivité du Hessien approché. Il fournit une

J" % Happ = (2.96)

information d’autant plus pertinente que l'erreur ¢ est faible, et garantit une descente vers

un minimum.
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La méthode utilisant le Hessien approché est connue sous le nom de méthode de

Gauss-Newton, de Newton-Raphson modifiée, ou de quasi-linéarisation.

Remarque
Bien que la matrice H,y, de (2.96) soit toujours semi-définie positive, elle peut
étre singuliere ou en étre proche lorsque le modeéle est sur-dimensionné ou lorsque
les données ne sont pas assez riches. Les techniques de régularisation, dont la
plus connue est celle de Levenberg-Marquardt [Levenberg, 1944, Marquardt, 1965b],

peuvent étre utilisées. Le nouveau Hessien approché est alors défini selon

et e
Hyp=— — I 2.97
W= 5y oy +¢ (2.97)
ot ¢ est un scalaire positif assurant linversibilité de la matrice Hopp et donc la
convergence de l’algorithme itératif. Pour ¢ = 0, on retrouve [’approche de Gauss-

Newton.

Une estimation de la variance des parametres peut étre déduite a partir du Hessien

approché [Soderstrom et Stoica, 1989] selon la formule

P, =6°H, !

¥ app’

(2.98)

ol 62 représente I'estimation de la variance de I'erreur résiduelle.

2.3.2.2 — Estimation de tous les ordres de dérivation du modele (2.82)

La méthode de Gauss-Newton est choisie pour I'estimation des ordres de dérivation :

B aJ]

Yiter+1 = Yiter — A [Happa_ﬁ (299)

Y="iter
Le gradient g% et le Hessien approché H,,, sont donc définies respectivement par (2.94)
et (2.96).
Les sensibilités du vecteur de l'erreur ¢ par rapport aux parametres, nécessaire pour
I’évaluation du gradient % et du Hessien approché H,,,, se calculent en fonction de la
Y

sensibilité de la sortie du modele par rapport au vecteur de parametres :

O _ 9
oy 0y
ou
on_[on o o oy ]"

Oy 1080 OBy Oy T Da, |
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avec
~ 1 B
Lya(;’ 9) (t) = —bl r;(Ap)p u(t), pour 1=0,...,mpg,
! 14> a;p~
j=1
In(p) S~ bpP+
— . i T
———(t) = u(t), pour l=1,...,mu.
aOél

2
ma
(1 + Z ajp%')
j=1

Toutefois, le calcul de ces fonctions de sensibilité est problématique compte tenu du terme

In(p). Ainsi, la dérivée g—i est calculée numériquement plutot qu’analytiquement.

2.3.2.3 — Estimation de ’ordre commensurable du modeéle (2.86)

Pour réduire le nombre de parametres a estimer, une procédure d’optimisation de
I'ordre commensurable est proposée sachant que le modele considéré est donné en (2.86).
Seul 'ordre commensurable est estimé par la méthode de Gauss-Newton, les coefficients

étant estimés par la méthode srivef. Au total, ms + mp + 2 parametres sont estimés.

Le vecteur des ordres, se réduisant alors a ’ordre commensurable 711 a 'itération

iter + 1, dépend de sa valeur précédente et d'un terme de correction selon :

B aJ]

Yiter+1 = Viter — A [Happ% (2.100)

Y="iter
Le gradient % et le Hessien approché H,,, sont donc définies respectivement par (2.94)
et (2.96).

La sensibilité du vecteur de 'erreur ¢ par rapport a I’ordre commensurable, nécessaire
pour I'évaluation du gradient % et du Hessien approché H,,,, se calcule en fonction de

la sensibilité de la sortie du modele par rapport a l'ordre commensurable :

% _ 9y
oy oy
ou
9y _ 9y
oy Ov
avec
n . ma mp .
A > ibp™ + 30 3 (i — ) bia;pt”
@ ~ In(p) i=0 i=0j=1 u (1)
v . 2 '
<1 + Z CLjij>
=1
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Toutefois, le calcul de la fonction de sensibilité % est également problématique compte
tenu du terme In(p). Ainsi, la dérivée g—i est calculée numériquement plutot qu’analyti-

quement.

2.3.2.4 — Algorithme d’optimisation des ordres de dérivation : oosrivcf

L’algorithme proposé permet d’estimer le vecteur de parametres 6 de (2.83) ou de
(2.87) selon la méthode de Gauss-Newton pour les ordres de dérivation 7 et selon la
srivef pour les coefficients : il est intitulé oosrivef (Optimisation des Ordres combinée
@ la srivef ou en anglais Order Optimization combined with srivef). Bien que ce type
d’algorithme n’ait aucune preuve de convergence, en pratique il converge tres souvent vers

un minimum du critere (2.90).

Etape 1 Initialisation
Initialiser g
Calculer pg par la méthode srivcf

Calculer J(6y)

wter =0

Etape 2 M¢éthode d’optimisation de Gauss-Newton
faire
Initialiser A = A
faire

(i) Affiner 'ordre pour converger jusqu’ au minimum :

_ -1 9J
P)/iterJrl — ﬁ)/iter - )\ [Happa_,y] -
1ter

(ii) Calculer pier par la srivef

(iii) Evaluer le critere d’erreur : J (Oiters1)-

(iv) A= \/2
tant que J(Osert1) > J (biter) OU | (Giter+1) — J(Oiter)| > €1
iter = iter + 1

! !
Viter — ’Yiter—l‘ > €

ott 7, correspond au l-eme élément du vecteur des ordres Vi, & litération iter.

tant que mlax

Etape 3 FEstimation de l’erreur paramétrique
Apres convergence, calculer la matrice de covariance de 'erreur paramétrique es-

timée P; associée a l'estimé 4 par 'expression (2.98)
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L’étape (iv) permet de réduire le pas de I'algorithme au cas ou il serait trop impor-

tant permettant d’affiner la convergence vers un minimum.

Remarque
Que l'on estime le vecteur des ordres de dérivation (2.85) ou uniquement [’ordre
commensurable v, l'algorithme reste inchangé. Seules les fonctions de sensibilité et
la condition d’arrét de l’algorithme changent. La condition d’arrét devient dans le

cas de 'ordre commensurable |Vigey — Viger—1| > €2.

2.3.2.5 — Exemple de simulation

Les données d’entreé/sortie sont générées par le systeme décrit au paragraphe 2.3.1.4
K (=Tp”+1)

(2 42G(2) +1) () +26(2) +1)

avec v =05, K = =1, T = 0.5, w; = 0.2 rad/s, (; = =04, wy = 1 rad/s et {, = —0.65.

Le signal d’entrée u est une SBPA d’amplitude comprise entre -5 et 5 dont la densité

Go(p) = < : (2.101)

spectrale de puissance est donnée sur la Fig. 2.8 et la sortie y est corrompue par un bruit
blanc gaussien e a moyenne nulle ayant différent rapports signal sur bruit (voir Fig. 2.9).

Les signaux sont échantillonnées avec une période de T, = 5.1072 s.

Afin d’étre dans la méme classe de modele que le “vrai” systeme (2.101), le modele

suivant est choisi : ; ;
1p” + bo
G(p) = ™ = o ” . (2.102)
asp* + azp? + a;p?” + a;p’ + 1

Le modele (2.102) étant commensurable, seule 'optimisation de 'ordre commensu-
rable v, par minimisation du critere J (2.90), nécessite une programmation non linéaire.
Les coefficients a; et b; sont estimés par la méthode srivef. Le critere d’erreur, tracé en
fonction de 'ordre commensurable sur la Fig. 2.15 p.89 présente plusieurs discontinuités.
L’algorithme oosrivef doit donc étre initialisé dans la zone convexe du minimum global
pour qu’il y converge.

Trois simulations de Monte-Carlo de 200 réalisations chacune sont effectuées pour
trois niveaux de bruit différents avec RSB = 20 dB, RSB = 15 dB et RSB = 10 dB
avec vy = 0.3. La méthode oosrivcf converge vers le vrai ordre commensurable v = 0.5
du systeme simulé. La Fig. 2.16 et la Fig. 2.17 illustrent 'acuité de cet algorithme aussi
bien pour 'estimation de I'ordre commensurable que pour la consistence des poles en p”

estimés malgré le bruit.
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RSB =20 dB RSB =15 dB RSB =10 dB
40 ‘ 40 ‘ 40 ‘
35t . 351 1 351
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FiG. 2.16 — Histogrammes de ’estimation de l’ordre commensurable pour 200 réalisations

de Monte-Carlo obtenus par la méthode oosrivef pour différents niveaux de bruit

RSB =20dB RSB =15 dB RSB =10dB
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FiG. 2.17 — Estimés des poles en p” pour les 200 réalisations de Monte-Carlo ou ‘+’

représente les vrais poles en p”
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vrai | srivef RSB=20dB | srivef RSB=15dB | srivef RSB=10 dB
0 0 o 0 o 0 o
as | 25 25.07 0.1992 25.116 0.3452 25.074 0.634
ag | -36.5 | -36.56 0.1588 -36.605 0.272 -36.567 0.509
ap | 31.2 | 31.25 0.142 31.283 0.244 31.25 0.451
a; | -5.3 | -5.29 0.0191 -5.290 0.0348 -5.293 0.061
by | 0.5 0.50 0.0071 0.497 0.0118 0.4982 0.021
b | -1 -1.001 0.0036 -1.002 0.0067 -1.001 0.012
v | 0.5 | 0.5004 0.0013 0.5007 0.0023 0.5004 0.0041

TAB. 2.4 — Parametres du modele (2.102) évalué par la méthode oosrivcf (5 est la

moyenne et o I'écart-type), pour différents niveaux de bruit

RSB=20 dB | RSB=15 dB | RSB=10 dB
P, analytique 8.7810°7 5.44107° 1.68107°
P, statistique | 8751077 5.32107° 1.73107°

TAB. 2.5 — Variances estimées analytiquement et statistiquement pour différents niveaux

de bruit

Pour différents niveaux de RSB, les simulations de Monte-Carlo révelent une es-
timation de l'ordre commensurable tres précise avec une valeur moyenne tres proche du
vrai ordre commensurable et un faible écart-type (voir TAB. 2.4). Connaissant les perfor-
mances et l'efficacité de la méthode srivef (§2.3.1 p.73), la méthode oosrivef fournit
une estimation asymptotiquement sans biais. D’autre part, la variance estimée analyti-
quement de l'ordre commensurable par la formule (2.98) est trés proche de la variance

estimée statistiquement (voir TAB. 2.5).

2.3.2.6 — Résumé de la méthode oosrivcf

Dans un contexte de bruit blanc, la méthode srivef est estimateur optimal (va-
riance minimale et asymptotiquement sans biais) quand la connaissance a priori permet
de fixer les ordres de dérivation. Dans le cas contraire, ’algorithme oosrivcf permet

d’estimer les ordres de dérivation.

Le critere d’erreur étant étroitement lié aux ordres de dérivation, I'estimation des
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ordres de dérivation se fait en utilisant une technique de programmation non linéaire,
celle de Gauss-Newton. Cependant, plus le nombre d’ordres de dérivation est grand, plus
la convergence vers le minimum global est compromise. Pour diminuer ce nombre, I'op-
timisation de l'ordre commensurable est préférée. D’autre part, la variance de l'ordre
commensurable peut étre estimée analytiquement en utilisant I'estimation du Hessien
approché. Un exemple de simulation illustre l'efficacité de la méthode oosrivef pour
I’estimation de 'ordre commensurable.

Dans un contexte de bruit blanc, les algorithmes srivef et oosrivef sont asympto-
tiquement sans biais et a variance minimale. Cependant dans un contexte de bruit coloré,
ces algorithmes ne sont plus a variance minimale. Il est alors plus judicieux d’effectuer

une étude adaptée a ce contexte.
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2.4 — Contribution a l’identification de systéme en

présence de bruit coloré en sortie

La plupart des techniques directes d’identification de systeme a temps continu per-
mettent d’estimer le modele du systeme et négligent I'estimation du modele de bruit. 11
existe aussi des techniques stochastiques permettant d’estimer le modele de bruit au méme
titre que le modele du systeme. Ces techniques se basent généralement sur des modeles
de Box-Jenkins [Pintelon et Schoukens, 2006, Young et al., 2006].

Le deuxieme volet des contributions a l’identification par modele non entier est
présenté dans un contexte de bruit coloré. Un modele hybride de type Box-Jenkins est
alors proposé ou le modele du systeme est non entier et a temps continu et le modele de

bruit est un processus AR ou ARMA a temps discret.

Dans le premier cas d’étude (paragraphe 2.4.1), les ordres de dérivation sont fixés
et les coefficients des modeles du systeme et de bruit sont estimés. Bien que la méthode
srivc permette d’obtenir des estimés asymptotiquement sans biais, ceux-ci ne sont pas a
variances minimales car les pré-filtres ne sont pas congus pour prendre en compte un bruit
coloré. Par conséquent, 'approche stochastique riv (de I'anglais : Refined Instrumental
Variable) a été proposée d’abord pour des modeles rationnels discrets [Young, 1976,
Young et Jakeman, 1979], dans un contexte de maximum de vraisemblance (ML : Mawi-
mum Likelihood), puis étendue aux modeles rationnels continus (de I'anglais : rive for
Continuous-time models) [Garnier et al., 2007, Young, 2008, Young et al., 2006, Young
et Jakeman, 1980]. Cette méthode, qui fournit des estimés asymptotiquement sans biais
a variance minimale en présence de bruit coloré, est étendue aux modeles non entiers de
type Box-Jenkins et est appelée rivef (rive pour les modeles non entiers ou fractional
en anglais).

Dans le deuxieme cas d’étude (2.4.2), les ordres de dérivation du modele du systeme
sont estimés au méme titre que les coefficients des modeles de systeme et de bruit. Comme
pour l'algorithme oosrivef, une méthode de PNL de type gradient est utilisée pour

I'estimation des ordres de dérivation.
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2.4.1 — Variable instrumentale optimale pour des modeles de type

Box-Jenkins avec des ordres de dérivation fixés (rivcf)

L’algorithme rive a été développé dans un contexte de maximum de vraisemblance
aboutissant a une forme pseudo-linéaire [Solo, 1978| et utilisant des filtres optimaux
[Young, 1976, Young et al., 1996]. Une analyse similaire peut étre menée dans le cas
des systemes non entiers puisque le probleme y est similaire.

L’algorithme rivcf est un algorithme itératif, qui permet d’estimer a chaque itération
un modele discret de bruit et un modele continu du systeme, utilisés dans la mise a jour
des filtres, nécessaires pour atténuer le bruit en dehors de la bande de fréquences d’intérét
et pour blanchir le bruit a l'intérieur de celle-ci. De plus, ces filtres permettent de calcu-
ler d'une fagon pratique les dérivées filtrées de l'entrée et de la sortie, nécessaires pour

I’estimation des modeles du systeme et de bruit a l'itération suivante.

Lorsque le bruit de mesure £ est coloré, la sortie bruitée y*, issue du modele de BJ,
est donnée par :
y(t) = G (p)u(t)
§(tx) = H(a He(tr) (2.103)
y*(tk) = y(te) + &(t),

ou le modele du systeme est a temps continu et non entier :

mpg
b, Bi
_Bp) _ go P
G(p) = Ap) . m , (2.104)
p 1+ Z ajpad
j=1
et le modele de bruit est a temps discret :
B 1+ aq™®
Cla™) 5

Dla™) 1+ > dq7

1

H(qg ™) = = = . (2.105)

Un bruit blanc étant défini comme un signal discontinu en tout point, car il ne peut y avoir
une corrélation entre deux (voire plusieurs) échantillons consécutifs, la représentation a

temps discret du bruit est choisie.

De plus lorsque les ordres de dérivation sont connus, le vecteur de parametres

6= [p ] , (2.106)

Ui

101



Chapitre 2 — Identification par modele non entier

se compose du vecteur des m4 + mp + 1 coefficients du modele du systeme

P = [607b17"'7meaa'17'"7amA]T7

et du vecteur des r + v 4+ 1 coefficients du modele de bruit
n= [co,cl,...,cv,dl,...,dT]T.

En suivant I’approche classique de minimisation de I'erreur de prédiction dans le cas
hybride, qui correspond a une estimation du maximum de vraisemblance compte tenu des
hypotheses gaussiennes sur e, la fonction d’erreur a l'instant ¢, est donnée par

D) ., _ Bl

qui peut également s’écrire

et = g ) (@) - 5w) (qem) | @y

—1
ol le pré-filtre discret DCE:,l)) correspond a l'inverse du modele de bruit ARM A(v, ).

Il est a noter que, dans ces deux dernieres équations, les opérateurs discrets et
continus sont utilisés afin d’indiquer la nature hybride du probleme d’estimation. Ainsi,

les opérations telle que Mu(tk) impliquent que la variable u(t;) soit interpolées.

A(p)

La minimisation du critere d’erreur des moindres carrés sur e(t;) étant a la base de

I'estimation stochastique, I’équation (2.108) peut étre considérée sous la forme alternative

e(tr) = AP)y;(te) — B(p)us(tr), (2.109)

ot y3(tx) et uy(ty) représentent les sorties échantillonnées des opérations de pré-filtrage
hybride (voir Fig. 2.18), a savoir un filtrage a temps continu de l'entrée u et de la sortie

y* par le dénominateur du modele du systeme :

1
PHP) = s (2.110)
A(p)
et un filtrage a temps discret de I'erreur e par le modele inverse de bruit :

~1,_ Dla™)
FP(q™) = : 2.111
d (q ) C(q_l) ( )

En appliquant les deux filtres, I'erreur de prédiction s’écrit :

e(te) =y (tr) + ary; ™ (te) + -+ + a3 ") (1)

—boul® (1) — byl (1) = - = bl (1), (2.112)
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r— — = 1 r— |
u(t) | 1 | v pur(ty) 1| Pla”h) | uy(ty)
A(p) g > C(q—l)
I | | | | |
I | I | I I
v 1) L @ qvp) || Pt | i)
A(p) | C(q~1)
| | I | |
I | I | I I
(1) | _1 | yrd) ] LYite) |, D(q~ 1) LyPte)
| A(p) | | g | | Cla™1) | :
Solution TC ¢chantillonneur Solution TD
avec interpolation l bloqueur | | |
| de F((p) | | I | Fd(q_l) |

F1G. 2.18 — Opérations hybrides de préfiltrage utilisés pour 'estimation rivcf

ou les dérivées filtrées de Uentrée et de la sortie

uf () = FP (A i (t),  i=0,...,mp, (2.113)
yf () = F (@ s ), =1, ma, |
sont définies a partir de
W) = PP EP (),  i=0,....mp,
(2.114)

g (1) = pU F )y (), j=1,...,ma.

Les pré-filtres nécessaires sont bien entendus plus complexes que dans 'algorithme
srivef puisqu’ils nécessitent la mise en place d’opérations de filtrages hybrides (2.110) et

(2.111) comme le montre la Fig. 2.18.

2.4.1.1 — Estimateur optimal

Les modeles du systeme et de bruit n’étant pas connus en pratique, les méthodes
d’estimation vi [Garnier et al., 2008, Young et al., 2006] nécessitent une démarche
itérative. A chaque itération, le modele auxiliaire, utilisé pour générer a la fois les instru-
ments et le pré-filtre continu, ainsi que le modele de bruit, inverse du pré-filtre discret,

sont mis a jour, a partir des parametres obtenus a l'itération précédente. Les pré-filtres
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optimaux F de (2.110) et Fy*" de (2.111) sont respectivement remplacés par

1
Fc,iter(p): ~ (2115)
A(p)
et R
D -1
Fuitee(q") = la >, (2.116)

calculés itérativement ou iter correspond au numéro de l'itération et 121, C et D corres-
pondent respectivement a 'estimation de A calculée a I'itération précédente (iter — 1), et

aux estimations de C et D calculées a 'itération courante (iter).

De plus, a chaque itération, la variable instrumentale est générée a partir de la sortie

du modele auxiliaire continu R
i A p
y"(t) = A( ) u(t).
B(p)

~—

(2.117)

Les dérivées filtrées de l'entrée, de la sortie et de la variable instrumentale sont

calculées a chaque itération par :

(

u (1) = Fajnera™ ) (4), =0, mp,

Y3 (1) = Fagner (a7 (), 5 =1, ma,
yF (1) = Faseelam Dy (0). 5 =1, oma,

) (2.118)
UfcI ( ) p cher( )U(t), ’i:O,...,mB,

* (a] (t> mter(p)y*(t)a J=1,...,myu,

m (2) (t) = Clter(p)y”i(t), 7=1...,my.

\

On en déduit alors le vecteur de régression ¢%(t;) ainsi que le vecteur instrumental

PP(te) -

* T * (v *(Qm
t)" = [ g (1) - ugms) (6), —y (b)) (t) |

T

- 1) ) (2.119)
(p;)"l(t/ﬁ) = uf(ﬁO) (tk) y T 7uf(ﬁmB) ( ) _y}n (tk) sy T _y}n A (tk) ] ;

qui dépendent des estimations du vecteur de parametres p a l'itération iter — 1, piger—1, €t

du vecteur de parametres n a 'itération iter, Miger.
) te

Le probleme d’optimisation vz se formule alors selon

1K1 1K1
[ Zso”twftk] [ Zso“tkyftk]

~rivef

Diter . = ALZ mln , (2.120)
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dont la solution a chaque itération permet d’obtenir

“lg_q

Pt = [Z<ﬁ (te) @y (tr) ] > oty (), (2.121)
k=0

ou sous la forme matricielle

Amvcf * -1 vi LN/ *
p o7 ;| erly, (2.122)

iter

avec

w:mwwmwwwwmﬁ

7 = [e3(t), @5 (0) o7 (t) ]
Y = [p%(t), % (1), % (txc—1) ] - (2.123)
L’estimation du vecteur de parametres 7, a chaque itération se fait, quant a elle,
en appliquant n’importe quel algorithme d’estimation de modele ARMA ([Ljung, 1999,
Soderstrom et Stoica, 1989]) sur 'erreur de sortie, assimilée au bruit coloré a chaque
itération :
E(tr) = y" (te) — " (tn). (2.124)

L’estimation de la matrice de covariance P, de I'erreur d’estimation associée a l’es-

rwcf

timé p"™¢f obtenue lors de la convergence de pios,

est donnée par :

P jrives = 67 [Z CHUSEAC )T] : (2.125)

2

ol (p;)ci(tk) est le vecteur instrumental obtenu apres convergence et ¢° est 'estimation

empirique de la variance de I'erreur de prédiction.

2.4.1.2 — Algorithme rivcf

L’estimateur de la variable instrumentale optimale rivcf, permettant d’obtenir une
estimation optimale des modeles du systeme et de bruit dans un contexte de bruit coloré,

est résumé dans ce paragraphe.

Etape 1 Initialisation
Utiliser l'algorithme srivef décrit au §2.3.1.2 p. 76 pour obtenir 'estimation a
I'itération iter = 1 du vecteur de parametres p, cette estimation étant utilisée pour
générer le pré-filtre initial & temps continu F, 1 (p). 6, = [p1, 71" ol 1)y est initialisé

a un vecteur de 1.
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Etape 2 FEstimation itérative de la variable instrumentale et pré-filtrage hy-

bride
faire

(i) iter = iter + 1
Générer le vecteur d’instruments 3% (¢) & partir de (2.117) et des parametres estimés
a l'itération précédente pPier_1.

(ii) Mettre a jour le filtre a temps continu F, ;e (p) dans (2.115) avec le nouveau
vecteur de parametres estimés Py, 1. Puis évaluer les dérivées filtrées de l'entrée

u(t), de la sortie y*(t) et la variable instrumentale yv(t).

(iii) Obtenir un estimé du vecteur de parametres du modele de bruit 7, en
utilisant un algorithme d’estimation ARMA appliqué sur l'erreur de sortie é (tr)
(2.124).

(iv) Mettre a jour le filtre & temps discret Fjjer(q ") dans (2.116) avec le vecteur
de parametres estimé 7jie. Puis, filtrer les dérivées des signaux calculés en (ii), a
savoir les dérivées de uy, (tx), yj, (tx) et y}’j(tk) (Fig. 2.18), afin de définir le vecteur
de régression ¢%(ty) et le vecteur instrumental ¢¥(t;), conformément a (2.119).

(v) A partir de ces signaux filtrés, calculer le nouveau vecteur de parametres piger
selon la formule (2.121). Le vecteur de parametres global éf;ﬁcf = [Diter, Titer] T €8t

ainsi obtenu a l'itération iter.

~

tant que max |§77F — grrived| ¢
j

iter iter—1

ot 627 correspond au j¥m¢ élément du vecteur de parametres 6

TivC,
iter .

" obtenu A
Iitération iter.
Etape 3 Estimation de l’erreur paramétrique

Calculer la matrice de covariance de l'erreur paramétrique des estimés p a partir de
I'équation (2.125).

2.4.1.3 — Propriétés statistiques des estimés rivcf

S’il y a convergence, les parametres estimés rivcf sont asymptotiquement sans
biais et a variance minimale quand le bruit additif a une distribution de probabilité
gaussienne. Ce paragraphe présente une analyse formelle vérifiant I'optimalité des estimés
et confirmant par ailleurs I'indépendance asymptotique des parametres des modeles du

systeme et de bruit.
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— Optimalité de P’estimation rivcf

Soderstrom et Stoica [1983] ont montré, dans le cas de modeles rationnels et dans

un contexte de bruit coloré, que la valeur minimale de la matrice de covariance P,
P, > P (2.126)

existe et est donnée par la borne de Cramér-Rao pour les méthodes d’identification asymp-
totiquement sans biais [Soderstrom et Stoica, 1983, Wellstead, 1978] :

vl OviT -1
P¥ = o [cpf (t) %, (t)] : (2.127)

vi
ou s% f (t) est le vecteur optimal pré-filtré vi non bruité associé au filtre optimal F(p) =

D(p)
C(p)A(p)

Il est facile de démontrer que la borne de Cramér-Rao (2.127) s’applique aussi aux

et ot o2 est la vraie variance du bruit.

systemes non entiers ou le vecteur instrumental pré-filtré s’écrit :

oVl

B (t) = F7'(0) [ ™) (1) -+ o) (1), 9™ (1) -~y (1) |

(2.128)
et ou le filtre optimal correspond au dénominateur du systéeme non entier associé au
modele inverse a temps continu du bruit :

D(p)
C(p)A(p)

Bien qu’il y n’y ait aucune démonstration de convergence, 1’algorithme converge

Fr'(p) = (2.129)

souvent vers le vrai modele de Boz-Jenkins, lorsque le modele est dans la bonne classe de

systeme, permettant ainsi de s’approcher de la borne de Cramér-Rao.

Il est clair que le choix du vecteur de la variable instrumentale cp}’f et des pré-filtres
continu (2.115) et discret (2.116) ont une influence non négligeable sur la matrice de

covariance P jriver issue de I'algorithme d’estimation wva.

— Indépendance asymptotique des parametres estimés du modele du systéeme et

du modéle de bruit

La motivation du maximum de vraisemblance de l'estimation vi [Young, 1976,
Young et al., 1996] est basée sur la décomposition du probleme d’estimation en deux
sous-problemes séparés. Comme décrit dans l'algorithme rivef, tout d’abord, les pa-

rametres du modele du systeme sont estimés en supposant que les parametres du modele
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de bruit soient connus; puis, les parametres du processus de bruit ARMA sont estimés
sous ’hypothese que les parametres du systeme soient connus.

Le théoreme suivant a d’abord été démontré dans le cas discret dans [Pierce, 1972],
puis utilisé dans le cas continu dans [Young et al., 2008]. Il peut aussi s’appliquer au cas

de modele de Boz-Jenkins hybride non entier.
Théoreme 2.4.1. Si dans le modéle

y(t) = G (p)u(t)
E(tr) = Hla He(ty) (2.130)
Y (tr) = y(te) +E(tr),

(i) le signal e dans l’équation du modéle de bruit ARMA est indépendant et identi-
quement distribué a moyenne nulle, de variance o2, de dissymétrie ky et de kurtosis
kQ ;

(i) le modele est stable et identifiable ;

(#i) le signal u est persistant ;

alors les estimés du mazimum de vraisemblance de p, 1) et 6% obtenus a partir d’un

jeu de K données, ont une distribution normale limitée telle que les résultats sui-

vants tiennent :

(a) la matrice de covariance asymptotique des erreurs d’estimation associée a p

est de la forme

—1
5-2 ) 1 0V1 on

(b) Uestimé 1) est asymptotiquement indépendant de p et a une matrice de cova-
riance de la forme

—1

P, = 7 [ {0y v, ()} 2.132)

2

(c) Uestimé 6% a une variance asymptotique (20*/K)(1 + 0.5ks) et, si k =0, est

idépendant des estimés au-dessus. [ |

Dans la mesure ou 'algorithme riv , et donc rivcf, découle du contexte de maxi-
mum de vraisemblance [Young et Jakeman, 1979, Young et al., 1996], les équations
(2.131) et (2.132) fournissent une estimation fiable des matrices de covariance associées

aux vecteurs de parametres p et 7.
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Dans ce théoreme, vy, (tr) = Fur(q ) (t;) est le vecteur de bruit filtré défini par

U ()" = —efdl(tkfl),w,—efdl(tkfr),—gfdl(tk,l),m,—gfdl(tk,v)] (2.133)

ou &y, et er,, sont obtenus, respectivement, en filtrant la variable de bruit coloré¢ £ et la

variable de bruit blanc e par le pré-filtre

Fa(q™) (2.134)

2.4.1.4 — Exemple de simulation

Un exemple de simulation est proposé pour illustrer ’amélioration apportée par

Ialgorithme rivcf comparée a I'algorithme srivef dans un contexte de bruit coloré.
Le systeme décrit au §2.3.1.4 p. 79 est repris :
K (-Tp”+1)
(2 +2G(2) +1) () +26(2) +1)

avec v =05, K =—1,T =0.5,w; =0.2rad/s, (; = —0.4, wy = 1 rad/s et (o = —0.65.

Go(p) = < : (2.135)

=50 . - —. modele de bruit

Gain (dB)

modele du systeme

—100_2 . :::::::i_1 ; :::::;;a0 ; ;;;;;;;i1

-100
-200
-300

Phase (")

-400

_500_2 L L ...lei_l : ,,,,,“0 . .....“1
10 10 10 10

Fréquences (rad/s)

F1G. 2.19 — Modeles du systeme (2.135) et de bruit (2.138) (T = 5.107% s)
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Les données d’entrée/sortie sont générées par

t)=G t
{y() o(Plul®) (2136)
y* (te) =y (tk) + € (k)
ou & (tx) est un bruit additif coloré de RSB = 10 dB généré par
Et) =M (q™") et (2.137)
et issu d'un processus ARMA(2,1) :
1+0.920q!
H(q) = 22 (2.138)

©1-1.960q"! 4 0.970q~2"
Le produit de H par un gain permet de modifier le niveau de bruit sur la sortie.

Les diagrammes de Bode des modeles du systeme et de bruit sont tracés sur la Fig.
2.19.

Le signal d’entrée u est une SBPA d’amplitude comprise entre —5 et 5 dont la densité
spectrale de puissance est donnée sur la Fig. 2.8. Les données de sortie du modele du
systeme ainsi qu’une réalisation du bruit blanc et du bruit coloré résultant sont tracées
respectivement sur les Fig. 2.20 et Fig. 2.21. La période d’échantillonnage est fixée a

T, = 5.1072s comme précédemment.

Y
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F1G. 2.20 — Signal de sortie du modele du systeme (2.136)
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x10°
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F1a. 2.21 — Signaux d’entrée/sortie du modele de bruit (2.138)

Afin d’étre dans la méme classe de modele que le “vrai” systeme, la structure du
modele du systeme est fixée a
bl p” + bo
4v 3v 2v v ’
asp? + azp® + ap* + ap” +1

G(p) = (2.139)

et celle du modele de bruit a

B l4+aq!
N 1+ dqul + d2q72 ’

Quel que soit le gain multipliant H pour modifier le niveau de bruit sur la sortie, les algo-

GACEY

(2.140)

rithmes d’estimation des modeles de bruit ARMA n’identifient que des modeles normalisés
(co=1etdy=1).

Les instruments sont calculés selon l'algorithme itératif rivef, énoncé au §2.4.1.2
p-105, permettant ainsi d’affiner I'estimation paramétrique. L’ordre commensurable du
modele est supposé connu (v = 0.5) et seuls les coefficients du modele du systeme et du
modele de bruit sont estimés.

Une analyse par simulation de Monte-Carlo (MCS) de 200 réalisations est effectuée
avec un bruit blanc gaussien additif, en entrée du modele de bruit ARM A, différent pour
chaque réalisation. Les résultats de cette analyse obtenus a partir des algorithmes srivcf

et de la rivef figurent au TAB. 2.6 et sont illustrés sur la Fig. 2.22.

111



Chapitre 2 — Identification par modele non entier

TAB. 2.6 — Parameétres du modele (2.80) évalués par les méthodes srivef, rivef (SR :

Single Run) et rivcf (é est la moyenne et ¢ ’écart-type), pour un niveau de bruit RSB =

10 dB

F1G. 2.22 — Poles en p” estimés par les méthodes srivef, rivef (SR) et rivef pour les

vrai | srivef rivef (SR) rivef
0 0 o 0 o 0 o
ay 25 24.837 | 1.444 | 25.001 0.559 25.000 0.396
ag | -36.5 | -36.265 | 1.688 | -36.487 0.732 -36.505 0.512
ap | 31.2 | 31.073 | 1.117 | 31.19 0.559 31.201 0.356
a; | -9.3 -5.277 | 0.277 | -5.301 0.097 -5.301 0.085
b, 0.5 0.516 | 0.138 | 0.499 0.012 0.500 0.011
bo -1 -1.003 | 0.057 | -0.998 0.023 -0.999 0.021
cy | 0.920 0.922 [4.94107%| 0.920 | 4.701073
d, | 0.970 0.968 | 3.341073 | 0.970 | 3.061073
d; | -1.960 -1.964 | 3.291073 | -1.960 | 3.041073

srivcf

rivef (SR)

rivcf

0.8

0.6}

0.4

0.2

Im

R

domaine

oK instable

L #

S

0.8

domaine
instable

N 0.8

|+

domaine
instable

0.5
Re

0.5 0

Re

0.5
Re

200 réalisations de Monte-Carlo ou ‘4’ représente les vrais poles en p”
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A partir des deux premieres lignes du TAB. 2.6, la méthode srivef révele des
résultats satisfaisants : les estimés sont asymptotiquement sans biais mais a variance non
minimale. [’algorithme hybride rivcf améliore nettement cette variance (voir I’écart-type
0 de chaque parametre estimé). De plus, cette approche génere des estimés du modele de
bruit ARM A cohérents : une seule itération ne suffit pas pour avoir une bonne estimation
du modele de bruit, en revanche, ’algorithme itératif permet de converger vers le vrai

modele de bruit.

Gain (dB)

-500

Fréquences (rad/s)

F1G. 2.23 — Diagrammes de Bode du vrai systeme (—), et des modeles obtenus pour 200

réalisations de Monte-Carlo par la méthode srivef(—.—) et par la méthode rivef (——)

Les diagrammes de Bode des modeles identifiés par la méthode srivef et la méthode
rivef sont tracés sur la Fig. 2.23 pour les modeles continus identifiés du systeme, et sur
la Fig. 2.24 pour les modeles de bruit discrets identifiés avec un RSB = 10dB. Sur la Fig.
2.23, les diagrammes de gain des 200 modeles identifiés par 1'algorithme rivef coincident
parfaitement avec le vrai systeme; les 200 modeles identifiés par la srivef convergent
également vers le vrai systeme mais avec une dispersion plus importante. Sur la Fig. 2.24,
les diagrammes de gain des 200 modeles de bruit identifiés coincident parfaitement avec le
vrai modele de bruit. Cette simulation de Monte-Carlo permet ainsi de valider la méthode

rivef et montre son efficacité compte-tenu du niveau de bruit considéré.
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50 b

Gain (dB)

10 10 10 10

250 ‘ : :
-2 -1 1

10 10 10° 10
Fréquences (rad/s)

F1G. 2.24 — Diagrammes de Bode du vrai modele de bruit (—) et des modeles obtenus

pour 200 réalisations de Monte-Carlo par la méthode rivef (——)
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-0.25 h

5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
décalage temporel 4

F1G. 2.25 — Fonction d’autocorrélation normalisée (en 0, 'amplitude vaut 1) de l'erreur

de simulation issue de la méthode srivef ainsi que l'intervalle de confiance & 99%.
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0.25f b

0.2 h

0.15f h

0.1 b

0.05f h

-0.05} 1
o1 ]
-0.15 1
02 ]
-0.25 1
-4 3 P -1 0 1 2 3 4
décalage temporel « 10"

F1G. 2.26 — Fonction d’autocorrélation normalisée (en 0, Pamplitude vaut 1) de l'erreur

de simulation ainsi que l'intervalle de confiance & 99%

A titre comparatif, en conservant une structure du modele (2.139), 'identification
du modele du systeme par la méthode srivef avec un modele de bruit supposé blanc
(H(q™') = 1) pour un jeu de données quelconques conduit a :

B 0.674p” — 1.044
 22.673p™ — 33.830p™ + 29.600p* — 4.996p” + 1

G(p) (2.141)

Les coefficients estimés par la méthode srivef s’éloignent des vrais coefficients du
modele du systeme. En effet, le TAB. 2.6 montre une variance importante sur les pa-

rametres estimés par la méthode srivcf.

La fonction d’autocorrélation de l'erreur de simulation (Fig. 2.25) montre que celle-
ci ne satisfait pas au test de blancheur pour un intervalle de confiance & 99%. La méthode

srivcf ne permet donc pas de capturer toute la dynamique du systeme et du bruit.

Un test de blancheur de I'erreur de simulation est effectuée sur une des réalisations
de Monte-Carlo afin de vérifier que 'erreur de simulation corresponde a un bruit blanc
(voir Fig. 2.26). Les fonctions d’auto-corrélation normalisées de 'erreur de simulation
estimée et 'erreur de simulation réelle sont identiques et présentent la méme allure. On
retrouve bien les fonctions d’auto-corrélation de I'erreur de simulation a l'intérieur de la

zone de confiance & 99 % : l'erreur de simulation estimée est donc blanche.
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Une simulation de Monte-Carlo a été effectuée avec un bruit coloré de RSB =
0dB. Les résultats de cette étude sont reportés sur le TAB. 2.7 et sur la Fig. 2.27 et les
diagrammes de Bode des modeles du systeme et de bruit sont tracés sur les Fig. 2.28
et Fig. 2.29. Malgré un niveau de bruit élevé, I'algorithme rivcfconverge vers les vrais

parametres.

vrai | rivef 10 dB | rivef 0dB
0 97 o 5 o

aq 25 25.001 | 0.396 | 24.963 | 1.275
ag | -36.5 | -36.504 | 0.511 | -36.472 | 1.642
ap | 31.2 | 31.202 | 0.355 | 31.177 | 1.186
a; | -5.3 | -5.301 | 0.083 | -5.283 | 0.294
by | 05 0.500 0.012 0.501 | 0.038
bo -1 -1.001 | 0.022 | -1.003 | 0.073

TAB. 2.7 — Comparaison de la méthode srivef pour différents niveaux de bruit RSB =
10dB et RSB = 0dB (é est la moyenne et o 1'écart-type)

RSB = 10dB RSB = 0dB
0.8} . 0.8} * /
0.6 0.6}
0.4} 0.4}
0.2 0.2 *
E o domaine £ o domaine
- instable - instable
-0.2 -0.2} -
-0.4 -0.41
-0.6 -0.6
-0.8 —08} £ N
-02 0 02 04 06 -02 0 02 04 06
Re Re

Fia. 2.27 — Comparaison de la méthode rivef pour différents niveaux de bruit RSB =
10dB et RSB = 0dB
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fréquences (rad/s)

F1a. 2.28 — Diagramme de Bode des modeles estimés pour 200 réalisations de Monte-Carlo
avec RSB = 0dB : vrai systeme (—), les modeles identifiés par la méthode srivef (—.—)

et les modeles identifiés par la méthode rivef (—.—)

Gain (dB)

-2 -1 0 1

10 10 10 10

Phase (%)
AN
3

10 10°
Fréquences (rad/s)

F1G. 2.29 — Diagrammes de Bode du vrai modele de bruit (—) et des modeles obtenus

pour 200 réalisations de Monte-Carlo par la méthode rivef (——)
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2.4.1.5 — Résumé de la méthode rivcf

Un estimateur optimale en présence de bruit coloré est proposé pour les systemes
fractionnaires : rivcf. Il est basé sur les modeles hybrides de Boz-Jenkins, ou le modele
du systeme est non entier et a temps continu et le modele de bruit est un processus AR
ou ARMA a temps discret.

L’exemple de simulation a mis en évidence les avantages ainsi que l'efficacité de
I’algorithme rivef comparé a l'algorithme srivef qui ne tient pas compte du modele de
bruit. Cet estimateur est asymptotiquement sans biais et a variance minimale en présence
d’un bruit coloré.

En pratique, les ordres de dérivation ne sont pas nécessairement connus et pourraient

etre optimisés par une méthode de type gradient.

118



Chapitre 2 — Identification par modele non entier

2.4.2 — Variable instrumentale optimale pour des modeles de type
Box-Jenkins avec optimisation des ordres de dérivation

(oorivcf)

Lorsque le modele continu du systeme :

mpg
bi Bi
_ Blp) go P
G (p) = Ap) . m : (2.142)

1+ > a;p%

j=1

et le modele discret de bruit :

_ ciq

Clq™") go

H(g ) = D) L Z djq_j, (2.143)

sont utilisés et lorsque les ordres de dérivation sont inconnus, le vecteur de parametres

0=1n|, (2.144)

se compose du vecteur des my + mp + 1 coefficients du modele du systeme

P = [607b17"'7meaa'17'"7amA]T7
du vecteur des r + v + 1 coefficients du modele de bruit :
n= [COach"’acvadla"'7d7‘]Ta

et du vecteur des m4 + mp + 1 ordres de dérivation du modele du systeme
T
Y= [ﬁOP")BmB)Oél)'”)OémA]

Les vecteurs de coefficients p et 1 sont optimisés par la méthode rivef, et seul le
vecteur des ordres de dérivation v est optimisé par une technique de PNL. Cependant
estimer tous les ordres de dérivations nécessite de calculer m4 + mp + 1 termes en plus
des ma + mp + 7 + v + 2 coefficients. De plus, si m4 et/ou mp sont grands, le critere
d’erreur peut présenter plusieurs minima et les algorithmes de PNL peuvent converger

vers des minima locaux avec une complexité calculatoire élevée.
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Afin de réduire le nombre de parametres a estimer par PNL, et en conservant le
modele de bruit (2.143), un modele commensurable peut étre choisi pour le modele du
systeme

Z bipiu
G(p)=—"—, (2.145)

14> a;p
j=1

ol ma+mp+r+ v+ 3 parametres sont estimés.

Le vecteur des ordres de dérivation ~ de (2.144) se réduit alors a un seul ordre de

dérivation, I'ordre commensurable,

v =ur.

Selon le modele du systeme choisi, (2.142) ou (2.145), le vecteur des ordres 7 est

estimé itérativement par des techniques de PNL en minimisant la norme Lo

1
J(0) = 55(15, 0)T=(t,0), (2.146)
de l'erreur de sortie disrétisée
e(ty, 0) = H(a™) (y*(tx) — 9(tr)) , (2.147)
_ D@hH

olt le modele de bruit s’écrit H(q™!) = et ou la sortie estimée s’exprime par la

ClaT
discrétisation de 'expression §(t) = G (p)uéjfl) |

En général, le critere d’erreur J est minimisée par des techniques numériques et
itératives dont les grandes lignes sont énoncées au §2.3.2.1, p. 92. Connaissant 'efficacité
de la méthode oosrivcf dans un contexte de bruit blanc, une approche similaire est

proposée dans la suite pour un contexte de bruit coloré.

Comme pour l'algorithme oorivef, 'algorithme de Gauss-Newton est utilisé pour
I'optimisation des ordres de dérivation et une estimation de la variance des ordres de
dérivation peut étre déduite & partir du Hessien approché [Soderstrom et Stoica, 1989]

selon la formule suivante :

(2.148)

ol 62 représente I'estimation de la variance de I'erreur résiduelle.
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2.4.2.1 — Estimation de tous les ordres de dérivation du modele du systéme
(2.142)

La méthode de Gauss-Newton est choisie pour I’estimation des ordres de dérivation :

oJ
_ —1
Viter+1 = YViter — A |:Happ 8_'7:| N ) (2149)
Le gradient % est défini par
oJ _oe’
Il 92 (2.150)
oy oy
et le Hessien approché par
e T 0e
Hypp =2— —. 2.151
pp a,y a,y ( )

Les sensibilités du vecteur de 'erreur € par rapport aux parametres, nécessaires pour
I’évaluation du gradient % et du Hessien approché H,,,, se calculent en fonction de la
sensibilité du modele par rapport au vecteur de parametres :

0= _ D(q')0j
Oy Cla!) oy

ol -
9 _ |9 oy 9 %
Oy 0By OBy Oy’ O, |
avec
7 1 Bi
8Dy~ BER ), pour 1=0,....mp,
! 14> a;p~
j=1
—al S h.plita
(t) = u(t), pour l=1,...,mu.
aOél

2
ma
(1 + Z ajp%')
Jj=1

Toutefois, le calcul de ces fonctions de sensibilité g—g est problématique compte tenu
du terme In(p). Ainsi, la dérivée g—i est calculée numériquement plutot qu’analytiquement.
2.4.2.2 — Estimation de ’ordre commensurable du modéle du systéeme (2.145)

Par soucis de convergence vers un minimum global et de réduction de nombre de pa-
rametres a estimer, une procédure d’optimisation de I'ordre commensurable est proposée

telle que présentée au paragraphe 2.3.2.3 p.94. Seul 'ordre commensurable est estimé par
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la méthode de Gauss-Newton, et les coefficients des modeles complets sont estimés par la

rivef : ma + mp +r + v+ 3 parametres sont alors estimés.
Le vecteur des ordres, se réduisant alors a I’ordre commensurable v, a l'itération
iter + 1, dépend de sa valeur précédente et d'un terme de correction selon :

B aJ}

WGy (2.152)

Viter+1 = Viter — A {

V=Viter

Le gradient g—i et le Hessien approché H,p,, sont alors définis respectivement par

(2.150) et (2.151).

La sensibilité du vecteur de l'erreur € par rapport a ’ordre commensurable. nécessaire
)
pour I'évaluation du gradient g% et du Hessien approché H,,,, est définie en fonction de

la sensibilité de la sortie du modele par rapport a ce parametre :

9e D@ ")y

o Clah) oy

ou
dy 0y
oy o’
avec

> ibip™ + 3 37 (i — j) biaypl I

i=0 i=0j=1

2
(1 + > ajpj">
j=1

Toutefois, le calcul de la fonction de sensibilité % étant problématique compte tenu du

Oe
ov

it) = m(p)

u(t). (2.153)

terme In(p), la dérivée 5= est calculée numériquement plutot qu’analytiquement.

2.4.2.3 — Algorithme d’optimisation des ordres de dérivation : oorivcf

L’algorithme proposé permet d’estimer le vecteur de parametres de (2.144) selon la
méthode de Gauss-Newton pour les ordres de dérivation « et selon la rivef pour les coeffi-
cients du modele du systéme et du modele de bruit : il est intitulé oorivef (Optimisation
des Ordres combinée a la rivef ou en anglais Order Qoptimization combined with rivef).
Bien que ce type d’algorithme n’ait aucune preuve de convergence, en pratique il converge

trées souvent vers un minimum du critere (2.146).

Etape 1 Initialisation

Initialiser g
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Calculer pg et ng par la méthode rivef
évaluer J(6p)

iter =0

Etape 2 M¢éthode d’optimisation de Gauss-Newton
faire
Initialiser A = A
faire
(i) Affiner 'ordre pour converger jusqu’ au minimum :
Yiter+1 = Yiter — A [H;;p%] .

(ii) Calculer pier €t Miter par la rivef

(iii) Evaluer le critere d’erreur : J (Oiters1)-

(iv) A= \/2
tant que J(Oiert1) > J(biter) 00 | (Oigers1) — J (biter)| > €
iter = iter + 1

l l
tant que mlax ’PYiter - ’yiterfl} > €2

Etape 3 Estimation de l’erreur paramétrique
Apres convergence, calculer la matrice de covariance de 'erreur paramétrique es-

timée P; associée a l'estimé 4 par I'expression (2.148).
L’étape (iv) permet de réduire le pas afin d’augmenter la précision autour d’un
minimum local.

Remarque

L’algorithme proposé est identique que [’on estime le vecteur des ordres de dérivation
ou uniquement l’ordre commensurable v. Pour ce dernier, on aurait un seul ordre
de dérivation a estimer par PNL, et la condition d’arrét se résumerait alors a

|Viter - Viter—1| > €9.

2.4.2.4 — Exemple de simulation

Le systeme décrit au §2.4.1.4 p.109 est repris :
K (=Tp”+1)
(2 42G(2) +1) (B) +26(2) +1)

Go(p) = < : (2.154)
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avec v =05, K = -1, T =05, w; = 0.2 rad/s, (; = =04, wy = 1 rad/s et {3 = —0.65.

Les données d’entrée/sortie sont générés par

t)=0G t
{y() o(Plul®) (2155)
y* (te) =y (te) + & (k)
ou & (tx) est un bruit additif coloré généré par
E(t) =H(a™") et (2.156)
et issu d'un processus ARMA(2,1) :
14 0.920g7t
H(q ) = 92 (2.157)

~ 1-1.960q"" + 0.970q %’

Comme dans l'exemple précédent, les données d’entrée/sortie sont identiques et
échantillonnées avec une période Ty = 5.1072 s. Le signal d’entrée u est une SBPA d’am-
plitude comprise entre —5 et 5 (voir Fig. 2.20), et I'entrée du modele de bruit est un
bruit blanc (voir Fig. 2.21). Comme vu dans 'exemple de simulation de la méthode rivef
§2.4.1.4 p.109, les fonctions d’auto-corrélation du bruit en entrée e et du bruit coloré &
sont identiques. La fonction d’auto-corrélation du bruit coloré £ présente une allure non

homogene, caractéristique d’'un bruit non blanc.

Afin d’étre dans la méme classe de modele que le “vrai” systeme, la structure du

modele du systeme est fixée a

blp” + bo
G = , 2.158
() asp? + azp* + axp?® + a1p” + 1 (2.158)
et celle du modele de bruit a
1 —1
H(q™) aq (2.159)

B 1+ dqul + dgqu ’

Le modele (2.158) étant commensurable, seule 'optimisation de 'ordre commensu-
rable v, par minimisation du critere J (2.146), nécessite une programmation non linéaire.
Les coefficients des modeles du systeme et de bruit sont estimés par la méthode rivcf.
Comme dans le cas de la oosrivef, 'algorithme oorivef doit étre initialisé dans une
zone continue a proximité du minimum global pour qu’il y converge.

Trois simulations de Monte-Carlo de 200 réalisations chacune sont effectuées pour
trois niveaux de bruit coloré différents avec vy = 0.3 : RSB = 20 dB, RSB = 15 dB et

RSB = 10 dB. La méthode oorivcf converge vers le vrai ordre commensurable v = 0.5
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RSB =20 dB RSB =15dB RSB =10dB
70 : 70 : 70 :
60} 1 eof 1 eof
50 50t 50
= a0t = a0t X 40t
=] i =]
L L L
5 Y 5
2 30t = 30t Z 30t
+ + +~
20} 1 20t {1 20f
10} 1 10f 1 10f

0 0 0
0.48 0.5 0.52 0.48 0.5 0.52 0.48 0.5 0.52

F1a. 2.30 — Histogramme de I’'ordre commensurable estimé pour 200 réalisations de Monte-

Carlo obtenus par la oorivcf

du systeme simulé. La Fig. 2.30 et la Fig. 2.31 illustrent 'acuité de cet algorithme aussi
bien pour 'estimation de I'ordre commensurable que pour la consistence des poles en p”

estimés malgré le bruit.

Pour différents niveaux de RSB, les simulations de Monte-Carlo révelent une esti-
mation de 'ordre commensurable tres précise avec une valeur moyenne tres proche du vrai
ordre commensurable et un faible écart-type comme le montre le TAB. 2.6. Connaissant
les performances et lefficacité de la rivef (§2.4.1 p.101), la méthode oorivef fournit
une estimation asymptotiquement sans biais de 'ordre commensurable. D’autre part, la
variance estimée analytiquement de 1’ordre commensurable par la formule (2.148) est tres

proche de la variance estimée statistiquement (voir TAB. 2.7).

A titre comparatif, en conservant une structure du modele (2.158), 'identification
du modele du systeme par la méthode oosrivef avec un modele de bruit supposé blanc
(H(q™') = 1) a conduit pour un jeu de données a :

B 0.456p” — 1.025
27.357p* — 39.774p3 + 33.761p?” — 5.685p” + 1

G(p) avec v =0.502. (2.160)

L’ordre commensurable est correctement estimé, cependant, les coefficients le sont

moins.
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RSB =20dB RSB =15dB RSB =10dB

0.81 o] 0.8¢ +] 0.81 4]

0.6} 0.6} 0.6}

0.4 0.4F 0.4}

0.2} 0.2} 0.2f

domaine

domaine

domaine

Im
Im

-0.2 instable A -0.2 instable 1 -0.2 instable A
-0.4 -0.4 -0.4
-0.6 -0.6 -0.6
0.8 o8 o8 ¢
0 0.5 0 0.5 0 0.5
Re Re Re

Fia. 2.31 — Poles en p” estimés pour les 200 réalisations de Monte-Carlo ou ‘+’ représente

les vrais poles en p”

vrai | riwvef RSB=20dB | rivef RSB=15dB | rivef RSB=10 dB

~ ~ ~

0 0 o 0 o 0 o
ay 25 24.994 0.166 25.003 0.271 25.012 0.499
ag | -36.5 | -36.484 0.164 -36.479 0.288 -36.473 0.526
a | 31.2 | 31.183 0.135 31.194 0.227 31.196 0.417
a; | -5.3 | -5.297 0.054 -5.291 0.082 -5.283 0.156

by | 0.5 0.500 7741073 0.501 1.211072 0.501 2.28 1072
bo -1 -1.000 1.241072 -1.001 1.901072 -1.002 3.501072
ci1 | 0.920 | 0.920 4.471073 0.920 4.681073 0.920 4.681073
d2 | 0.970 | 0.970 2.961073 0.970 3.051073 0.970 3.061073
d; | -1.960 | -1.960 2.931073 -1.960 3.051073 -1.960 3.051073
v 0.5 0.500 1.261073 0.500 1.991073 0.500 3.701073

TAB. 2.8 — Parametres du modele (2.80) évalués par la méthode oorivef (5 est la moyenne

et o l'écart-type), pour différents niveaux de bruit
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RSB=20 dB | RSB=15 dB | RSB=10 dB
P, analytique | 3.52107! 1.84 10710 3.6510710
P, statistique | 3.35 107 1.9710°1 3.691071°

TAB. 2.9 — Variances estimées et obtenues statistiquement pour différents niveaux de bruit
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F1G. 2.32 — Fonction d’autocorrélation normalisée (en 0, 'amplitude vaut 1) de l'erreur

a 99%.

de simulation issue de la méthode oosrivef ainsi que l'intervalle de confiance
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La fonction d’autocorrélation de l'erreur de simulation, tracée sur la Fig. 2.32,
montre que celle-ci ne satisfait pas au test de blancheur pour un intervalle de confiance
a 99%. La méthode oosrivef ne permet donc pas de capturer toute la dynamique du

systeme et du bruit.

0.25f b

0.2} b

0.15 b

0.1} b

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
décalage temporel < 10

i

F1G. 2.33 — Fonction d’autocorrélation normalisée (en 0, Pamplitude vaut 1) de l'erreur

de simulation ainsi que l'intervalle de confiance & 99%.

Un test de blancheur de l'erreur de simulation est effectuée sur une réalisation de
Monte-Carlo afin de vérifier que l'erreur de simulation correspond a un bruit blanc (voir
Fig. 2.33). Les fonctions d’auto-corrélation normalisées de 'erreur de simulation estimée et
de I'erreur de simulation réelle sont identiques et sont a I'intérieur de la zone de confiance

a 99% : la blancheur de 'erreur résiduelle est donc validée.

2.4.2.5 — Résumé de la méthode oorivcf

Dans un contexte de bruit coloré, les différentes approches par erreur d’équation ou
par erreur de sortie qui ne prennent pas en compte le modele de bruit sont moins adaptées

que celles qui prennent en compte le modele du bruit comme la rivef et la oorivcf.

Dans un contexte de bruit gaussien coloré, la rivef est lestimateur optimal (va-
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riance minimale et asymptotiquement sans biais) quand la connaissance a priori permet
de fixer les ordres de dérivation. Dans le cas contraire, l'algorithme oorivcf établit une

approche permettant d’estimer les ordres de dérivation.

Le critere d’erreur étant étroitement lié aux ordres de dérivation, I'estimation des
ordres de dérivation se fait en utilisant une technique de programmation non linéaire,
celle de Gauss-Newton. Cependant, plus le nombre d’ordres de dérivation est grand, plus
la convergence vers le minimum global est compromise. Pour diminuer ce nombre de pa-

. e , , ; :
rametres, 'optimisation de 'ordre commensurable est proposée. D’autre part, la variance
de T'ordre commensurable peut étre évaluée théoriquement en utilisant 'estimation du
Hessien approché. Un exemple de simulation illustre 'efficacité de la méthode oorivcf

pour 'estimation de I'ordre commensurable.
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2.5 — Conclusion

Les ordres de dérivation non entiers permettent d’obtenir des modeles plus com-
pacts, adaptés a la modélisation de la diffusion thermique, électrochimique, biologique,
visco-élastique, etc. Apres avoir choisi la structure du modele figeant ainsi le nombre de
parametres, I'utilisateur est confronté au probleme de I’estimation des ordres de dérivation

qui vient se rajouter a ’estimation des coefficients.

Un état de 'art des méthodes d’identification par modele non entier est d’abord
présenté dans ce chapitre. Deux types de modeles ont été principalement détaillés : les
modeles a erreur de sortie, ou les coefficients et les ordres de dérivation sont estimés, et
les modeles a erreur d’équation, ou seuls les coefficients sont calculés. Si le nombre de
parametres est grand, une fagon de le réduire consiste a optimiser I'ordre commensurable

au lieu d’optimiser tous les ordres de dérivation.

Jusqu’a présent les algorithmes d’identification par modele non entier ont été développés
uniquement dans un contexte de bruit blanc, ou par facilité dans un contexte de bruit
coloré spécifique aux modeles ARX. En se placant dans un contexte de bruit coloré
quelconque, ces algorithmes sont inadaptés, introduisant un biais dans 'estimation pa-
ramétrique du modele du systeme. Une des contributions majeures de ce chapitre
est la mise en place de modeles hybrides de type Boz-Jenkins ou le modele a
temps continu du systéme est non entier et ou le modele de bruit est a temps

discret.

Nos contributions se sont orientées vers l'estimateur de la variable instrumentale
optimale a la fois en présence de bruit blanc et de bruit coloré. Cet estimateur optimal se
fonde sur les filtres optimaux qui s’appuient sur le modele du systeme lorsque le bruit est
blanc, et sur le modele du systeme et le modele de bruit lorsque le bruit est coloré. Ainsi,
des algorithmes d’estimation paramétrique asymptotiquement sans biais et a variance
minimale sont développés permettant d’estimer :

— les coefficients lorsque la connaissance a priori permet de fixer les ordres de
dérivation ; I'algorithme srivcf permet en conséquence d’estimer les coefficients
du modele du systeme lorsque le bruit est blanc et 'algorithme rivef permet
d’estimer les coefficients du modele du systeme et du modele de bruit lorsque le

bruit est coloré;
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— les coefficients et les ordres de dérivation, lorsque la connaissance a priori ne le
permet pas; 'algorithme oosrivef permet ainsi d’estimer les coefficients et les
ordres de dérivation du modele du systeme lorsque le bruit est blanc et 'algorithme
ooritvcf permet d’estimer les coefficients des modele du systeme et du modele de
bruit ainsi que les ordres de dérivation du modele du systeme lorsque le bruit est
coloré.

Tout au long de ce chapitre, nous nous sommes attachés a développer des méthodes

d’identification totalement indépendantes des méthodes de simulation de systemes non

entiers.

Lorsque le nombre de parametres du modele non entier est inconnu, une des perspec-
tives intéressantes est d’utiliser des techniques de détermination du nombre de parametres
basées sur la minimisation d'un critere de type AIC ou Young permettant ainsi de trouver

les structures du modele du systeme et du modele de bruit les plus adéquates.

De nombreux systemes physiques étant multivariables, il serait utile d’étendre les

algorithmes développés dans cette these au cas multivariable en présence de bruit coloré.

Il serait également intéressant de développer des algorithmes d’identification a Erreur
en les Variables permettant non seulement de tenir compte d’un bruit additif en sortie

mais aussi d’un bruit additif en entrée pouvant étre aussi bien blanc que coloré.

Ces dernieres années ont vu apparaitre des méthodes d’identification en boucle

fermée qui pourraient elles aussi étre adaptées au cas des modeles non entiers.

Une autre perspective intéressante est la prise en compte des conditions initiales lors
de lidentification de systeme par modele non entier. Cet objectif ne peut pas étre atteint
aussi simplement que dans le cas entier car la dérivation non entiere nécessite la prise en
compte de tout le passé du signal. Il a été montré dans [Lorenzo et Hartley, 2000, Sabatier
et al., 2010a] que 'effet du passé peut étre pris en compte par une fonction d’initialisation

au lieu d’'un nombre fini de points.
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3.1 — Introduction

Les asservissements ont une longue histoire dans l'ingénierie. En 1681, Hooke a
introduit un systeme mécanique a boules tournant autour d’un axe et dont la vitesse
de rotation était directement proportionnelle a celle du moulin a vent : plus les boules
tournent vite, plus elles s’éloignent de I'axe actionnant les ailes du moulin afin de réduire
la vitesse de rotation. Avec la révolution industrielle, Watt adapta ce régulateur a boules
pour les machines a vapeur : plus les boules tournent vite, plus elles ouvrent une sou-
pape qui laisse échapper la vapeur. En baissant la pression de la chaudiere, la vitesse
diminue. Le probleme majeur consistait a maintenir une vitesse de la machine constante
malgré les variations de charge. En 1868, le physicien Mazwell publia une premiere ana-
lyse mathématique expliquant certains comportements observés sur les régulateurs en
service a 1’époque. Ce fut alors le départ de nombreux travaux sur la stabilité dont on
citera principalement ceux des mathématiciens Hurwitz et Routh. Jusque dans les années
50, tous les développements s’effectuaient dans le cadre des systemes linéaires monova-
riables. Ce n’est qu’apres que les développements théoriques et technologiques permirent
le traitement des systemes multi-variables linéaires et non linéaires. Dans la décennie qui
suit, on cite les contributions importantes de Bellman pour la programmation dynamique
[Brassard et Bratley, 1996], de Kalman pour le filtrage [Kalman, 1960] et la commande
linéaire quadratique et Pontryagin pour la commande optimale [Pontryagin et al., 1962].

Leurs contributions alimentent toujours les recherches en théorie de la commande.

La théorie des systemes linéaires telle que la commandabilité et la forme canonique
de Brunovsky est rappelée dans la section 3.2, car elle représente une premiere approche
pour résoudre les problemes liés a la génération (“path planning” ou “motion planning” en
anglais) et a la poursuite (“path tracking” en anglais) de trajectoire. La notion de planifi-
cation de trajectoire consiste en la génération de trajectoires hors-ligne et des commandes
associées. Ces thématiques peuvent également étre étudiées dans un contexte de systemes
non linéaires de dimension finie, a savoir des systemes décrits par un ensemble d’équations
différentielles non linéaires & entrées (ou commandes) finies. A partir d'une connaissance
a priort du modele du systeme et sans perturbation, ces trajectoires lient un état initial a
un état final en boucle ouverte. Elles sont appelées “trajectoires de référence” ou “trajec-
toires nominales” et leurs commandes associées sont nommées “commandes de référence”
ou “commandes nominales”. La poursuite se définit dans la conception d'une loi de com-
mande permettant de suivre les trajectoire de référence. En 1’absence de perturbations,

les commandes coincident avec leurs références, et en présence de perturbations, les lois
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de commande en boucle fermée permettent la poursuite des trajectoires de référence du
systeme.

Ces deux aspects sont particulierement simple a résoudre pour la classe de systemes
linéaires ou non linéaires appelés “systemes différentiellement plats” ou plus simplement
“systemes plats”, introduits par Michel Fliess, Jean Lévine, Philippe Martin et Pierre
Rouchon [Fliess et al., 1995b, 1999]. La notion de platitude caractérise une certaine
classe de systemes linéaires ou non linéaires permettant d’appliquer une commande simple
et robuste [Ayadi, 2002, Dubois, 2000, Lavigne, 2003, Louembet, 2007, Morio, 2009].
En se limitant aux systemes linéaires et invariant dans le temps (LTI), il s’avere que
ces systemes sont commandables si et seulement si (ssi) il est possible de trouver des
variables appelées “sorties plates” issues de la forme canonique de commandabilité de
Brunovsky. Les sorties plates résument, a elles seules, toutes les dynamiques du systeme.
En d’autres termes, 'état et la commande du systeme peuvent étre exprimés comme des
fonctions différentielles de la sortie plate et de ses dérivées, sans la nécessité d’intégrer
des équations différentielles. Il s’agit principalement de trouver I'expression de ces sorties

plates en fonction des variables du systeme et de ses dérivées.

Hilbert [1912] avait remarqué la possibilité d'une paramétrisation ne nécessitant pas
d’intégrations d’équations différentielles, sans la définir formellement. Ces systemes ont pu
étre formulés grace a lalgebre différentielle [Fliess et al., 1995b, 1992]. Leur présentation
dans le langage des diffiétés de Vinogradov, i.e. dans une géométrie différentielle des jets
infinis, a été introduit dans [Fliess et al., 1993] et [Fliess et al., 1999]. Il existe également
d’autres définitions de la platitude par géométrie différentielle telles que celles de Pomet
[1995], ou similairement telles que celles de Van Nieuwstadt et al. [1998] ou on utilise le

langage des formes extérieures de Cartan.

Kalman [1969] a introduit les modules en commande pour les systémes linéaires de
dimension finie, les modules étant des structures algébriques qui généralisent les espaces
vectoriels et les idéaux d’un anneau. Il I’a fait pour la représentation d’état et a abouti
a un module de torsion sur un anneau principal de dimension finie. L’équivalence entre
systemes linéaires et modules, due a Fliess dans [Fliess, 1990, 1992a], prend en compte
toutes les variables sans nécessairement faire de distinctions entre ces variables. Il existe
de nombreuses ceuvres dans la littérature traitant de ces diverses propriétés structurelles,
des systemes a retards, ainsi que des équations aux dérivées partielles (voir [Fliess, 2000)]

pour un tour d’horizon, ainsi que les références mentionnées dans cet article).

De nombreuses applications concretes ont été menées avec succes traduisant l'intéret
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de la platitude :

— sur de nombreux domaines telles que la robotique [Kiss et al., 1999], les véhicules
non holonomes [Fliess et al., 1995a], aéronautique [Martin et al., 1996], les
moteurs électriques [Marquez et Delaleau, 1999, Zribi et al., 2001], les paliers
magnétiques [Lévine et al., 1996], 'hydraulique [Bindel et al., 2000], en génie
chimique [Petit, 2000, Rothfuf} et al., 1996], ainsi que dans I'industrie automobile
[Bitauld et al., 1997, Lévine et Rémond, 2000] ;

— sur les systemes a retards appliqués a l'aérodynamique, au raffinage et aux an-
tennes [Mounier et al., 1997, Petit et al., 1997];

— sur les systemes régis par des équations aux dérivées partielles qui sont également
commandables par platitude : la commande de I’équation des cordes vibrantes a
été appliquée a des verges flexibles [Mounier et al., 1998]. L’équation de la chaleur
a été utilisée pour un réacteur chimique [Fliess et al., 1998b] ainsi que pour un
échangeur de chaleur [Rudolph, 2000]. L’équation des télégraphistes [Fliess et al.,

1998a] a conduit & une restauration d’un signal le long d’un cable.

La platitude est bien adaptée pour la planification de trajectoire et favorise directe-
ment la génération de trajectoire. En effet, elle a en commun avec la commande prédictive
de mettre 'accent sur les trajectoires de référence dont les conditions initiales sont fixées.
L’un des intéréts de la platitude réside dans la possibilité de calculer directement la
commande, permettant alors de générer la trajectoire désirée en sortie en ’absence de

perturbation.

Dans un premier temps, les principes de la platitude pour les systemes rationnels
sont rappelés pour mieux cerner ce concept. A partir des notions de modules, la com-
mandabilité au sens de Kalman est rappelée pour en déduire une équivalence sur la pro-
priété de platitude des systemes linéaires. Les sorties plates se caractérisent alors par
des modules libres [Fliess et Marquez, 2000] ou a I’aide de matrices polynomiales [Lévine
et Nguyen, 2003]. La platitude est ensuite étendue aux systemes non entiers, dont une
premiere analyse est établie par analogie aux systemes linéaires abstraits. Une approche
par fonction de transfert est proposée pour des systemes monovariables ainsi qu'une pour-
suite de trajectoire par commande CRONE de deuxieme génération. Cette approche est
illustrée sur un systeme non entier : le barreau métallique (ou thermique) dont la diffu-
sion est régie par des équations différentielles non entieres. Une comparaison entre une

loi de commande par PID et par régulateur CRONE de deuxieme génération est menée
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mettant en évidence la robustesse de la poursuite de trajectoire. Enfin, 'extension de
la platitude se poursuit aux systemes non entiers multivariables dont la commandabilité
aboutit a la caractérisation des sorties plates par matrices polynomiales non entieres. Une
loi de commande du type CRONE de troisieme génération est proposée pour assurer la
robustesse de la poursuite de trajectoire face aux perturbations ainsi que face aux incer-
titudes paramétriques. Cette approche multivariable est illustrée autour d’un exemple de

simulation : un barreau métallique soumis a deux sources de chaleur.

3.2 — Principes de la platitude appliqués aux systemes

rationnels

Les liens entre le probleme de planification de trajectoire, la platitude et la forme
canonique de commandabilité de Brunovsky ont été présentés dans [Fliess et al., 1995b,
1999], montrant en particulier que, méme pour les systémes linéaires LTI, la platitude
est utile pour concevoir une trajectoire, un retour d’état (feedforward) [Bitauld et al.,
1997, Desailly et al., 2000], ou une commande prédictive [Fliess et Marquez, 2000]. La
génération de trajectoire pour les systemes plats a connu un essor important a la fin des
années 90 [Fliess et al., 1999, Rouchon, 2001]. Agrawal et al. de 'Université de Delaware se
sont intéressés a la génération de trajectoires pour les systemes linéarisables par bouclage
dynamique [Agrawal et al., 1998, Ferreira, 2001], alors que le département Ingénierie et
Sciences Appliquées de I'Université Cal Tech a développé des outils de génération de tra-
jectoires en temps réel en résolvant la commande optimale par collocation et optimisation
non linéaire [Milham, 2003, Van Nieuwstadt, 1997].

En se limitant aux systemes LTI rationnels, il s’avere que ces systemes sont plats si
et seulement s’ils sont commandables et que I'on peut obtenir une sortie plate particuliere
sous la forme canonique de commandabilité de Brunovsky [Brunovsky, 1970, Kailath,
1980, Luenberger, 1967]. Cependant, une méthode générale pour trouver toutes les sorties

plates possibles d’un systeme et les paramétriser n’existe pas encore a 1’heure actuelle.

Une méthode simple pour la prise en compte des contraintes (actionneurs, satura-
tion, puissance,...) est alors donnée : 'évolution de la sortie plate est choisie de forme
polynomiale avec des coefficients respectant les conditions initiales des trajectoires de
référence. L’ajout d'une contrainte supplémentaire se traduira par un allongement de la

durée de la trajectoire de maniere a satisfaire celles-ci. Dans [Lévine et Nguyen, 2003], les
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(1) = xpin,
t €0, 7] — u(t)

z(0) = x9

F1G. 3.1 — Planification de trajectoire

auteurs expriment les variables du systeme en fonction des sorties plates linéaires et de ses
dérivées a I’aide de matrices polynomiales issues d'une caractérisation directe. Ce résultat
est bien adapté pour la planification de trajectoire : les relations inverses exprimant les
coordonnées des sorties plates en fonction de celles des variables du systeme ne sont plus

nécessaires.

3.2.1 — Concept de la platitude

Ce premier paragraphe permet de se situer dans le contexte des systémes rationnels
et d’en rappeler les définitions. La notion de “controlabilité” ou de “commandabilité” a
été établie en 1960 par Kalman [Kalman, 1963] & propos des systemes linéaires définis par

les relations :

t = Ax + B
’ S (3.1)
y= Cr+ Du

ol x € R et u € R™! sont respectivement ’état et la commande, et A € R™*"

BeR™" CeR™ et De R™ sont des matrices constantes.

Définition 3.2.1. Le systeme (3.1) est dit “commandable” ou “controlable” en temps
T > 0 si et seulement si pour g, T, € R™, il existe une loi horaire t € [0,T] — u(t) € R™,
dite commande en boucle ouverte, qui amene le systeme de l'état z(0) = zo a l'état

x(T') = X, c'est-a-dire telle que la solution du probleme de Cauchy vérifie z(7") = ¢.

Comme lillustre la Fig. 3.1, la commandabilité est une propriété topologique tres

naturelle. En général, la commande en boucle ouverte ¢ € [0, 7] — u(t) n’est pas unique.
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Cette étape s’appelle la “planification de trajectoire” : calculer t +— u(t) a partir de la
connaissance des équations du systeme (3.1), zo et xy; constitue I'une des questions

majeures de 'automatique qui est loin d’étre résolue actuellement.

Un systeme (3.1), d’entrée u(t) et de sortie y(t) peut étre représenté par la fonction

de transfert :
A(p)y(t) = B(p)u(t), (3-2)
ou A(p) et B(p) sont des polynomes premiers entre eux donnés par :

n—1 )
Alp) =p" + X ap',
o1 (3-3)
B(p) = ;) bip".

Par le théoreme de Bézout, il existe des matrices N(p) et S(p) € R [p] telles que
N(p)B(p)+S(p)A(p) = 1. On introduit avec Rosenbrock “I’état partiel 2”7 (voir [Kailath,
1980]) par

2(t) = N(p)y(t) + S(p)u(t). (3.4)

Si le systeme (3.2) est strictement propre, i.e. deg B < deg A, et est défini par une
représentation d’état commandable et observable, on peut alors montrer que z est une
combinaison linéaire de I'état = [Kailath, 1980]. Les quantités u(t), y(t) et z(t) satisfont

alors a :

(3.5)

Ces équations rappellent les propriétés non linéaires de la platitude, et on appelle
alors z “une sortie plate” : u(t) et y(t) sont des combinaisons linéaires de z(t) et d'un
nombre fini de ses dérivées, et de méme, z(t) est une combinaison linéaire de u(t) et de

y(t) et d’'un nombre fini de leurs dérivées.

Remarque

y(t) est une sortie plate si et seulement si le polynome B(p) est constant.

L’extension de la commandabilité aux systemes non linéaires de dimension finie et
de dimension infinie a suscité une littérature considérable. Les auteurs ont considéré des
généralisations du systeme (3.1). Pour le non linéaire de dimension finie, on utilise le

systeme rationnel non linéaire suivant :

T = f(z,u), (3.6)
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ou x € R™ appartient a une variété différentiable, u € R™ est le vecteur des commandes,
m <netf=/(f,.., f.) est une fonction réguliere de = et de u. Or, il existe des systemes
que l'on ne peut pas écrire sous la forme (3.1) ou (3.6) comme décrit dans [Fliess et al.,

1993] pour la modélisation de la grue.

La commandabilité doit donc recevoir une définition intrinseque, indépendante de
toute représentation particuliere. A un systéme linéaire de dimension finie, on associe un
R [p]-module A de type fini. Les structures des modules sont rappelées dans [Fliess, 1990,

Fliess et Marquez, 2000]. Le systéme est commandable si et seulement si A est libre!.

En résumé, un systeme linéaire de dimension finie est plat si et seulement s’il existe
un vecteur z € R™ ayant les propriétés suivantes :

— z et ses dérivées successives Z, Z, ..., sont indépendantes;

— 2 est une fonction scalaire de z, u et d’'un nombre fini 3 de dérivées des compo-

santes de u,

z = h(z,u,u,...,u®), zecR™ (3.7)

— x et u peuvent s’exprimer en fonction des composantes de z et d’'un nombre fini

de leurs dérivées :

r=ual(z,%,...,29), u=B(zz2,..., 2. (3.8)
Remarque
Pour un multi-entier o = (auy, ..., ), y@ = (y%al), Ce y,(ffm)).

Les systemes non linéaires plats apparaissent comme des analogues non linéaires des
systemes linéaires commandables. Un systeme linéaire de dimension finie est donc plat si
et seulement s’il est commandable : la platitude est une généralisation de la commanda-
bilité de Kalman.

Les variables du vecteur z sont appelées “sorties plates” ou “sorties linéarisantes”
et sont utilisées a partir d’'un nombre fini de dérivées, inconnu a ’avance. Il est nécessaire
d’effectuer un calcul préliminaire détaillé sur les équations du systeme pour pouvoir
déterminer le nombre de dérivées nécessaires des sorties plates. Bien que ces variables
n’admettent pas forcément de définition physique concrete, des exemples concrets peuvent

étre trouvés dans la littérature, mettant en évidence une interprétation physique claire

'On rappelle qu'une famille (v;),,, est constituée de vecteurs linéairement indépendants si toute

combinaison linéaire nulle des vecteurs v; a nécessairement des coefficients tous nuls
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des sorties plates z dans [Fliess et al., 1995b, 1999, Kiss et al., 1999, Rouchon et al.,
1993].

Il résulte de (3.8) que la sortie du systeme s’exprime également en fonction de la

sortie plate :

y:%(z,z,...,z(a)) , (3.9)
ou o est un multi-entier.

De méme, I’équation différentielle (3.6) est identiquement vérifiée :
o = f(o,B). (3.10)

Ainsi, en imposant une trajectoire de référence réalisable a une telle sortie plate z,
toutes les variables du systéme z et u peuvent étre déduites des relations (3.8), sans avoir
a intégrer les équations différentielles du systeme. Il est préférable de ne pas considérer z

comme un signal mesuré et bruité.

La notion de platitude a en commun avec la “commande prédictive” [Fliess et Mar-
quez, 2000] de mettre I'accent sur les trajectoires prédites (feedforward), c’est-a-dire sur
la construction directe de trajectoires de référence dont les conditions initiales et finales
sont fixées, et qui sont éventuellement soumises a des contraintes supplémentaires. Un
des intéréts de la platitude réside alors dans la possibilité de calculer directement (sans
intégration et sans recours a des méthodes d’optimisation) la commande de référence qui

permette de générer la trajectoire de sortie voulue en ’absence de perturbations.

Une autre conséquence de (3.8) est, qu’en posant z(®*Y) = v, ce systéme est équivalent
au systeme (3.6) dans le sens ou toute trajectoire de ce dernier systéme, commandé par le
vecteur v, est I'image d’'une trajectoire de (3.6) commandé par u. Inversement, toute tra-
jectoire de (3.6) est 'image d'une trajectoire du systéme linéaire commandable 2@+ = .
On peut donc, grace a cette équivalence, stabiliser (localement) par retour d’état linéaire,
n’importe quelle trajectoire de référence, a condition que les perturbations ne fassent pas

sortir I’état x, d’un voisinage a déterminer, de sa trajectoire de référence.

Ces deux aspects réunis, planification de trajectoire et stabilisation de la trajectoire
par bouclage d’état ou de sortie, constituent ce qu’on appelle généralement la “commande
plate”. 1l s’agit plus d’une approche que 1'on adapte sur chaque cas particulier en fonc-
tion de la nature et des performances des actionneurs et des capteurs disponibles, que
d’'une approche générale. Ainsi, méme pour des systeémes linéaires commandés par PID,
elle a 'avantage de rester simple et de coller au plus pres des possibilités dynamiques du

systeme. En effet, en utilisant la platitude, plutot que de modifier la forme du régulateur,
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ce sont surtout les commandes de référence utilisées dans le calcul des écarts entre les
variables observées et leurs trajectoires de référence nominales, qui doivent I’étre. Ainsi,
nous pouvons appliquer tout type de régulateur, notamment un régulateur CRONE. Les
propriétés de la platitude apportent des progres sensibles dans le suivi de trajectoires
rapides avec des actionneurs aux capacités limitées et un nombre réduit de capteurs, et
permettent donc d’abaisser les cotits matériels, sans détériorer sensiblement les perfor-

mances en stabilité, précision et robustesse.

3.2.2 — Systemes linéaires abstraits

Kalman a introduit la notion de commandabilité a partir de systemes représentés
sous formes de représentation d’état. C’est un concept clé pour mieux comprendre les pro-
priétés de stabilisation [D’Andréa Novel et Cohen de Lara, 1993, Kailath, 1980, Sontag,
1998]. Bien qu'il existe d’autres formes de représentation des systemes, tels que Iexpres-
sion (3.6) en non linéaire, Rosenbrock [1970] montre que ces représentations ne sont pas
adaptées pour définir la commandabilité de tels systemes. La commandabilité doit donc
avoir une définition indépendante de toute représentation particuliere. La notion de mo-
dules est alors introduite pour donner une définition intrinseque de la commandabilité.
Ces modules définissent les systemes linéaires abstraits établis dans [Fliess, 2000]. Les

notions de ce paragraphe seront étendues aux systemes non entiers au paragraphe 3.3.

3.2.2.1 — Généralités

Soit & un anneau commutatif sans diviseur de zéro supposé noethérien?.

Un systeme RK-linéaire ou un K-systeme A est un K-module de type fini. On note

RK[p] 'anneau idéal principal des opérateurs différentiels linéaires.

Soit M un R [p]-module.

Définition 3.2.2. Un élément w € M est appelé “torsion” si et seulement s’il existe un

polynome 7 € R [p], m # 0, tel que 7w = 0.

Définition 3.2.3. L’ensemble M,,, de tous les éléments torsions de M est un sous-module

de M. 1l est dit “trivial” si et seulement si M;,,. = 0.

2Un anneau “noethérien” est un anneau munis d’une addition et d’une multiplication compatible avec

I’addition, au sens de la distributivité
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Définition 3.2.4. Un R [p]-module est dit “torsion” si et seulement si tous ces éléments

sont des torsions : M = M,,,. Il est dit “torsion-libre” si et seulement si M,,, est trivial.

Une entrée est une partie finie u C A qui peut étre vide, telle que le module quotient
A/spang(u) soit une torsion. L'entrée u est dite “indépendante” si le K-module spang(u)

est libre, de base u. Une R-dynamique D est un K-systeme muni d’une entrée wu.

Une sortie est une partie finie y € A. Un RKR-systeme entrée-sortie S est une K-

dynamique munie d’une sortie.

On consideére un R [p]-module généré de type fini M.

Définition 3.2.5. M est dit “libre” si et seulement s’il existe une base, i.e. un ensemble
fini z = (21,...,2,) d’éléments dans M tel que :
— tout élément w € M dépend R [p]-linéairement de z, i.e. w est une combinaison
finie K-linéaire des composantes de z et de ses dérivées;
— les composantes de z sont K [p]-linéairement indépendantes, i.e. les composantes

de z et de ses dérivées sont K-linéairement indépendantes.

Le rang de ce module libre vaut m.

Propriété 3.2.6. M peut s’écrire selon
M >~ M, & P (3.11)

ot & ~ M/My,. est un module libre. Le rang de M est par définition celui de ®. Aussi,

M est de rang nul ssi c’est une torsion.

Propriété 3.2.7. M est une torsion < la dimension dimg M de M, comme un K-espace

vectoriel, est fini.

Propriété 3.2.8. M est torsion-libre < M est libre.

3.2.2.2 — Commandabilité

Propriété 3.2.9. Un systeme KR-linéaire A est dit commandable ssi le module A est libre
[Fliess, 1990].

Toute base z de A est appelée sortie plate.

Prenons la représentation d’état classique de Kalman (3.1). Il s’ensuit de [Fliess,
1990] que le systeme (3.1) est commandable, i.e. rang(B, AB,..., A" 'B) = n ssi le

module correspondant A est libre.
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En le supposant commandable, il existe un retour d’état statique qui le transforme

en une forme canonique de Brunovsky [Fliess et al., 1993, Kailath, 1980] selon la forme :

([ _(m)

(n2)
2y =0

’ ’ (3.12)
zﬁ,?m) = Upy

\

ou les v; sont les nouvelles variables de controle et les n; sont les indices de commandabilité

ou de Kronecker.
Propriété 3.2.10. L’ensemble z = (z1,..., z,) est une sortie plate.

Exemple

Prenons le systeme d’entrée-sortie suivante

Ap)| ¢+ | =B | : (3.13)

ou A€ R[p]”", det A #0, Be &[p]”™. On sait que (3.13) est commandable si
et seulement si A et B sont premiéres entre elles a gauche [Bourlés et Fliess, 1997,
Ilchmann, 1985].

Propriété 3.2.11. La sortie y = (yi,...,y,) est plate ssi les deuzx conditions suivantes
sont satisfaites :
— les matrices A(p) et B(p) sont premiéres entre elles a gauche

— le systéme est carré, i.e. m =r, et la matrice B(p) est unimodulaire.

Un systeme K-linéaire A d’entrée u et de sortie y est dit “observable” si et seulement
si span(u,y) = A [Fliess, 1990].

Exemple

Prenons le module libre A de base z et un systeme correspondant d’entrée u et de
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sortie y tel que :

Uy <1
= 5(p)

U, Zm
Y1 21
= N(p)

Yr Zm

ou S(p) € K[p|™™, detS # 0, N(p) € K[p]”™™. Le systeme A, qui est comman-
dable puisque A est un module libre, est observable si et seulement si S et N sont

premiéres entre elles a droite [Fliess, 1994).

3.2.3 — Caractérisation d’une sortie plate par matrices polynomiales

Le langage des matrices polynomiales et la caractérisation de sorties plates sont
repris de [Lévine et Nguyen, 2003]. A T'aide de la représentation polynomiale, le systeme

linéaire (3.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

{ Ay(p)X(t) = Bult) (3.14)
Yy

(t) = CX(t) + Du(t)

avec A;(p) = p/ — A une matrice de dimension n x n dont les composantes sont des
polynémes en p ([ étant la matrice identité) et B une matrice constante de dimension
n X m et de rang m. Le systeme (3.14) est supposé commandable, i.e. A; et B sont
premieres entre elles a gauche [Kailath, 1980, Rosenbrock, 1970, Wolovich, 1974].

Compte-tenu de la linéarité du systeéme, on peut réécrire les équations (3.7) et (3.8),

avec h, o/, A et € étant linéaires, par :

- (k) _

zi(t) =2 > aijrz; (1), 1=1,.,n,
7=1k=0
moelh

Ul(t) = Z Z blijng (t), = 1, mo, (315)
j=1 k=

P N (O P

yq( ) Z Cq,],kzj ( )7 q g T

j=1k=0

avec z une combinaison linéaire de x, u et d'un nombre fini de dérivées successives de u.
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Mises sous forme de matrices polynomiales, les relations (3.15) s’écrivent

z(t) = P (p)z(1), u(t)=Q(p)=() (3.16)

avec P (resp Q) une matrice polynomiale de dimension nxm (resp mxm), de composantes
Otj+1

aj
Pi;(p) = kZ ai k" (resp Qu;(p) = kZ br.;P")-
=0 =0
Les matrices P et () satisfaisant (3.16) sont appelées des matrices de définition de

la sortie linéarisante (ou sortie plate) z.

On obtient alors le résultat principal suivant :

Théoréme 3.2.12. La variable z = (21, ..., zmm) est une sortie plate linéaire de (3.14) ssi

ses matrices de définition P et () sont données par :

R"A,(p) P(p) =0,

(3.17)
A, (p) P(p) =BQ (p),

avec R une matrice arbitraire de rang n — m orthogonale a B (i.e. RTB = 0), et avec

P(p) et Q(p) de rang m pour tout p et premieres entre elles a droite. []

De plus, une sortie plate linéaire z du systeme commandable (3.14) existe toujours

(et par conséquent P et () existent également).

3.3 — Systemes linéaires non entiers abstraits

La platitude est bien adaptée pour la génération de trajectoire. En effet, connais-
sant une trajectoire de sortie de référence, I'un des intéréts de la platitude réside dans
la possibilité de calculer directement la commande sans intégration. Tout systeme plat
étant commandable [Fliess et al., 1995b, 1999], I’étude qui suit concerne les systeémes
linéaires non entiers commandables. Par analogie avec les rappels précédents sur la plati-
tude des systemes rationnels, la notion de commandabilité est élaborée selon une définition
indépendante de la représentation des systemes linéaires non entiers, c’est-a-dire a par-
tir des modules. Les systemes non entiers abstraits sont traités pour la platitude des
systemes non entiers. Les démonstrations des propriétés de cette section suivent les mémes
démarches que celles dans [Fliess, 2000, Fliess et Marquez, 2000] et ne sont donc pas

détaillées.
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3.3.1 — Généralités

Soit & un anneau commutatif sans diviseur de zéro supposé noethérien.

Un systeme K-linéaire non entier A est un K-module non entier de type fini. & [X"]

représente ’anneau idéal principal des polynomes en X” a coefficients dans R.

Soit M un K [p”]-module non entier.

Définition 3.3.1. Un élément w € M est appelé “torsion non entiere” si et seulement

s'il existe un polynome en p¥ m € K[X"],  # 0, tel que mw = 0.

Définition 3.3.2. L’ensemble M,,, de toutes les torsions non entieéres de M est un sous-

module non entier de M. Il est dit “trivial non entier” si et seulement si M;,, = 0.

Définition 3.3.3. Un R [p”]-module non entier est dit “torsion non entiere” si et seule-
ment si tous ces éléments sont des torsions non entieres : M = M,,,.. Il est dit “torsion-libre

non entiere” si et seulement si M,,, est trivial non entier.

On consideére un £ [p”]-module non entier généré de type fini M.

Définition 3.3.4. M est dit “libre” si et seulement s’il existe une base, i.e. un ensemble
fini 2z = (21,...,2,) d’éléments dans M tel que :
— tout élément w € M dépend R [p”[-linéairement de z, i.e. w est une combinaison
finie K-linéaire des composantes de z et de ses dérivées d’ordre non entieres;
— les composantes de z sont & [p”]-linéairement indépendantes, i.e. les composantes

de z et de ses dérivées non entieres sont K-linéairement indépendantes.

Le rang de ce module libre vaut m.

Propriété 3.3.5. M peut s’écrire selon
M ~ M, & P (3.18)

ot ® ~ M /My, est un module libre. Le rang de M est par définition celui de ®. Aussi,

M est de rang nul ssi c’est une torsion non entiere. [ |

Propriété 3.3.6. M est une torsion non entiere < la dimension dimg M de M, comme

un R-espace vectoriel, est fini. [ |

Propriété 3.3.7. M est une torsion-libre non entiére < M est libre. [ |
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Un systeme R-linéaire est un R [p]-module. Une dynamique K-linéaire un systeme
RK-linéaire A avec une entrée, i.e. avec un sous-ensemble fini u = (uyq,...,u,,) tel que le
quotient module A/[u] est une torsion. L’entrée u est supposée indépendante : le sous-
module [u] est libre de rang m. Alors, le rang de A vaut m. Un systéme entrée-sortie

R-linéaire est une dynamique RK-linéaire A avec une sortie, i.e. avec un ensemble finie

y:(yla"'7yr) de A.

3.3.2 — Commandabilité

La représentation de systemes non entiers par pseudo-représentation d’état de pre-
mier niveau de généralisation est utilisée. Dans ce niveau de généralisation, les ordres de
dérivation de toutes les équations différentielles élémentaires sont les mémes et donnés

par l'ordre commensurable v. La pseudo-représentation d’état s’écrit alors :

{ 2 (t) = Az(t) + Bu(t) (3.19)

y(t) = Cx(t) + Duf(t).

Propriété 3.3.8. Un systeme KR-linéaire A est dit commandable ssi le module A est libre

([Fliess, 1990] pour le cas rationnel). ]

Toute base z de A est appelée sortie plate fractionnaire.

De la pseudo-représentation d’état (3.19), il s’ensuit de [Matignon et D’Andréa-
Novel, 1996] que ce systeme est commandable, i.e. rang(B, AB,..., A" 'B) = n si et
seulement si le module correspondant A est libre.

En le supposant commandable, il existe un retour d’état statique qui le transforme

en une forme canonique de Brunovsky ([Fliess et al., 1993, Kailath, 1980] pour le cas

rationnel) :
)
Zﬁyl) =
(v2)
. (3.20)
zﬁgm) = Um

ou les v; sont les nouvelles variables de controle et les v; sont les indices de commandabilité

qui sont non entiers.

Propriété 3.3.9. L’ensemble z = (21, ..., zy) est une “sortie plate non entiére”. [ ]
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Exemple

Prenons le systeme non entier d’entrée-sortie suivante :

ou A(p) € &[p"]"”™", det A# 0, B € &[p”]"”*™. Ce systéeme est commandable si et
seulement si A(p) et B(p) sont premiéres entre elles a gauche ([Bourlés et Fliess,
1997, Ilchmann, 1985] pour le cas rationnel).

Propriété 3.3.10. La sortie y = (y1,...,y.) est plate ssi les deuzx conditions suivantes
sont satisfaites :
— les matrices A(p) et B(p) sont premiéres entre elles a gauche

— le systeme est carré, i.e. m =1, et la matrice B(p) est unimodulaire. [ ]

Un systeme K-linéaire A d’entrée u et de sortie y est dit “observable” si et seulement

si span(u,y) = A ([Fliess, 1990] pour le cas rationnel).

Exemple

Prenons le module libre A de base z et un systeme correspondant d’entrée u et de

sortie y tel que :

Uy <1
= 5(p)

Uy, Zm
Y1 21
= N(p)

Yr Zm

ou S(p) € RpY]™™, det S # 0, N(p) € R[p"]"”*™. Le systéeme A, qui est comman-
dable puisque A est un module libre, est observable si et seulement si S et N sont

premiéres entre elles a droite ([Fliess, 1994] pour le cas rationnel).
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3.4 — Systemes linéaires non entiers SISO

Un premier travail sur la platitude fractionnaire a été effectué dans [Melchior et al.,
2007]. Le systeme fractionnaire utilisé était un barreau métallique (thermique) dont la
fonction de transfert liant la densité de flux a la température mesurée est fractionnaire
[Battaglia et al., 2001, 2000, Cois, 2002]. Or, il s’agit la de la solution de 1’équation
de la chaleur qui a été étudiée en utilisant les principes de la platitude [Fliess et al.,
1998b, Laroche, 2000, Laroche et al., 1998, Rudolph, 2000]. Ainsi, le travail effectué dans
[Melchior et al., 2005] ne consistait pas & savoir si la platitude s’appliquait aux systemes
fractionnaires, mais d’en tirer une généralisation : déterminer une sortie plate dans le
cas d’une fonction de transfert fractionnaire monovariable, étant donné la trajectoire de
référence de la température ainsi que de déterminer une commande pour une poursuite

robuste de trajectoire.

Le paragraphe qui suit présente une principale contribution sur l'extension de la
platitude linéaire aux systémes non entiers monovariables. Apres les développements
théoriques et la formulation de la platitude par fonctions de transfert, la poursuite ro-
buste de trajectoire est assurée par la mise en ceuvre d'une commande du type CRONE
de deuxieme génération. Cette démarche est appliquée en simulation sur un systeme ther-
mique non entier puis est appliquée sur un banc d’essai au chapitre 4 : la diffusion de la

densité de flux de chaleur sur un barreau métallique.

Soit un systeme non entier défini par 1’équation différentielle :
2 = f(x,u), (3.21)

oux € R" est la variable de pseudo-état, u € R™ est 'entrée du systeme, v est un m-tuple
de R** et f = (f1,..., fu) est une fonction réguliere de x et u o le rang de % vaut m.
Un systeme est dit différentiellement plat [Fliess et al., 1995b, 1999] s’il existe un
ensemble de variables indépendantes, les sorties plates, tel que chaque variable du systeme,
incluant les entrées, est une fonction de la sortie plate et d’'un nombre fini de ses dérivées
successives. Plus précisément, le systéme non entier (3.21) est dit différentiellement plat

sl existe un ensemble de variables (les sorties plates fractionnaires) z tel que :

2= h(z,u, @) w2 uOx)), ze R™, (3.22)
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avec 7, 1 = 1,..., K, des m-tuples finis de dimension m, tels que

r =4 |z, z(ﬁl>, e z(ﬁL)>

u=2% Z,z(ul),,__,z(um)) ) (3.23)

avec ., 7 =1,..., L+ 1, des m-tuples finis de dimension m, et tels que les équations du
L

systeme suivant :

g (20),.. o)) = g (o (s 20, 20)) 2 (o), o))
(3.24)

soient identiquement satisfaites. La sortie du systeme est également fonction de la sortie

plate :
y=% (2 Am) Z(m)) , (3.25)

ou les By k=1,..., M, sont des multi-nombres finis. Ainsi, les trajectoires du systeme

peuvent étre calculées par I'intermédiaire de la sortie plate par dérivation pure.

On peut alors concevoir un bouclage (“feedback” en anglais) linéarisant et un
difféomorphisme (une fonction continue et bijective de classe 4!) qui transforme le bou-
clage du systeme en une chaine intégrale d’éléments formée par z. Le bouclage linéarisant
ainsi congu sera appelé “endogene”. Un systeme plat fractionnaire est également linéarisable
par un retour endogene et inversement. Ainsi, le systéme plat est un cas particulier des
systemes linéarisables et un systéme fractionnaire linéaire et commandable est toujours
plat : il suffit de prendre les sorties de Brunovsky issues de la forme canonique comman-
dable.

3.4.1 — Approche par fonction de transfert non entiere

Soit le systeme reliant la sortie y a l'entrée uw défini par la fonction de transfert

suivante :

y(t) = 7 —=ul(t), (3.26)
ou A(p) et B(p) sont des polynomes en p”, premiers entre eux, donnés par :

(ma—1)

Alp) =p™ma + > a;p%
j=0

. (3.27)
B(p) = ;bipﬁi-
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En suivant la méme démarche que dans le cas rationnel défini plus haut au §3.2.1
(voir [Kailath, 1980, Rotella, 2004] pour le cas rationnel), si le systéme est commandable,

alors il est plat, et la sortie plate fractionnaire z est définie par :

z(t) = N(p)y(t) + S(p)u(t), (3.28)

ou N(p) et S(p) satisfont le théoreme de Bézout pour matrices polynomiales non entieres
(comme détaillé au §1.6.1.3) :

N(p)B(p) + S(p)A(p) = L. (3.29)

Propriété 3.4.1. Si z est une sortie plate fractionnaire, alors on peut écrire :

(3.30)

Démonstration. 11 suffit de suivre la démarche décrite au paragraphe 3.2.1 ou [Kailath,
1980, Rotella, 2004] pour les polynémes & puissances entieres en 'adaptant pour les po-

lynomes en p”. O

Remarque

y est une sortie plate ssi B(p) est une constante.

Il s’agit maintenant de déterminer les commandes nécessaires pour obtenir les tra-
jectoires désirées. Il est a noter que les développements élaborés dans cette these sont
indépendants de la facon dont I'opérateur non entier est simulé, laissant a 1'utilisateur le
choix de son approximation. Deux approches sont néanmoins exposées ici : I'une par la
formule de Grinwald-Letnikov qui est discrete, et 'autre par 'approximation d’ Qustaloup

(voir §1.5) dans le domaine continu qui utilise la transformation de Laplace.

3.4.1.1 — Approche a temps discret

La formule de Griunwald-Letnikov est bien adaptée pour simuler les systémes non

entiers a temps discret [Miller et Ross, 1993]. Elle est donnée par la formule :

[+ ]
Dif(t)=h S (1) ( Z ) £t — kh), (3.31)
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avec ( Z ) = %, et |.| Popérateur de la partie entiere.

La formule de Grinwald-Letnikov montre que la dérivée non entiere d’un signal a
I'instant ¢ prend en compte tout le passé de ce signal. La dérivée entiere ne donne qu’une
caractérisation locale d’'un signal ou d’une fonction (définissant ainsi la tangente locale
a l'instant t), alors que la dérivée non entiere donne une caractérisation globale comme
précisée dans [Oustaloup, 1995]. Par conséquent, la dérivée non entiere de la sortie plate

fractionnaire z introduit les échantillons du passé z(t), z(t — h), z(t — 2h), ...

De la relation (3.31), la dérivée non entiere d’ordre v de f(t) est donnée par :
fO(t) = lim DY f(1). (3.32)

L’erreur commise en utilisant la formule de Grinwald-Letnikov dans nos algorithmes de

calculs est de l'ordre de h :
f(V) () — DZf(t) = O(h). (3.33)

— Détermination de la sortie plate

De I’équation (3.30), quelle que soit la trajectoire choisie, la sortie plate fractionnaire

est donnée par :
boz P () 4 by 2PV (8) + - - - + by, 2PmB) (1) = y(2), (3.34)

Il existe différentes méthodes pour résoudre ce type d’équations différentielles d’ordre
Bmy qui sont présentées dans [Podlubny, 1999a]. Avec la formule de Grinwald-Letnikov,

la discrétisation de 1'équation différentielle précédente (3.34) conduit a :
bo D} z(kh) + by D} 2(kh) + -+ - + by D2 2(kh) = y(kh), (3.35)

qui, sous forme développée, donne 'expression suivante :

4] Bo %] 3
y(t) =boh% 3 (~1)* < . >z(t — kh) + bih = 37 (1) < . )z(t — kh)+
4] B
ot by h P ST (—1)k ( kB ) z(t — kh).

k=0
(3.36)
Pour t =0, on a :
(boh™ + byh™P 4 - 4 by k75 ) 2(0) = y(0). (3.37)
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Ceci nous permet de trouver une valeur initiale de la sortie plate non entiere. Un
processus itératif permet d’obtenir les valeurs suivantes qui dépendent de la valeur de
la sortie au temps t et des valeurs de la sortie plate fractionnaire qui ont été calculées

précédemment.

— Détermination de la commande pour la poursuite de trajectoire

A partir des relations (3.30) et (3.37), la commande d’entrée u du systeme monova-
riable fractionnaire (3.26) s’écrit alors :
L%J a7 L%J aq
u(t) = aph™ > (—1)k " 2(t — kh) + ath= Y (—1)* " z(t — kh)+

k=0

0

N % (—1)k ( Q:A ) z(t — kh).
(3.38)

La commande s’exprime comme une fonction de la sortie plate fractionnaire et cette
propriété est également vraie en temps-discret : les principes de la platitude s’appliquent

donc aux systemes linéaires non entiers.

3.4.1.2 — Approche a temps continu

L’approche précédente a été établie a partir de la formule de Griunwald-Letnikov qui
s’applique dans le domaine discret. Ayant établi une approche d’identification a temps
continu au chapitre 2, il est donc plus judicieux d’aborder une démarche a temps continu
pour assurer une continuité dans les travaux entamés. De plus, elle permet une résolution
en temps-réel plus précise.

Les notions des polynomes en X" étant définies au paragraphe 1.6.1, chaque opérateur

non entier peut étre approché par 'approximation d’Oustaloup [1995].

— Détermination de la sortie plate

De I’équation (3.30), quelle que soit la trajectoire choisie, la sortie plate fractionnaire

est donnée par :

1 1
- t) = =—y(t). 3.39
b 1 op T onprs 'Y y(t) (3.39)

z(t)
La sortie plate fractionnaire est alors calculée plus simplement qu’au paragraphe
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précédent. Les hypotheses de départ nécessitent que le systeme non entier soit préalable-

ment au repos afin de considérer les conditions initiales nulles.

— Détermination de la commande pour la poursuite de trajectoire

A partir des relations (3.30), la commande d’entrée u du systéme monovariable

fractionnaire (3.26) s’écrit :

u(t) = p*ma + Z a;p2(t) = A(p)2(1). (3.40)

Par ce résultat, on observe que la commande est obtenue directement a partir de
la sortie plate fractionnaire : les principes de la platitude s’appliquent donc aux systemes
non entiers. L’approche directe issue de la transformée de Laplace, que nous adopterons

pour la suite, est plus simple a mettre en ceuvre et plus rapide en temps de calcul.

3.4.2 — Poursuite robuste de trajectoire par commande CRONE

de deuxieme génération

En Commande Robuste d’Ordre Non Entier (CRONE), il existe trois niveaux de
génération. Fondées sur 1’“intégration non entiere réelle”, les deux premieres stratégies
puisent leur idée dans deux interprétations légitimes du modele dynamique d’ordre non
entier qui régit une relaxation naturelle robuste. La troisieme génération est explicitée au

paragraphe §3.5.3.

La premicere stratégie repose sur une phase constante du régulateur autour de la pul-
sation de gain unité w,. Sachant que les variations de marge de phase résultent toujours
des variations additives de phase du procédé et du régulateur autour de cette pulsation,
le régulateur présente au moins le mérite de ne pas contribuer aux variations de marge de
phase. Celles-ci se réduisent en effet aux variations de phase du procédé. Cette approche,
certes simple a mettre en ceuvre, est suffisante pour une régulation locale avec des per-
formances de régulation peu exigeantes. Pour une stratégie plus complexe, la deuxieme
génération offre de meilleures performances.

La deuxieme stratégie repose sur une phase constante en boucle ouverte autour de
wy (pour I'état paramétrique nominal du procédé). A l'inverse de la premiere génération,
I'objectif du régulateur CRONE de deuxieme génération est, non plus de réduire les va-

riations de marge de phase, mais de les annuler. Il peut étre atteint par la vérification
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de deux conditions : un “gabarit vertical” que forme le lieu de Black en boucle ouverte

autour de w, pour I'état paramétrique nominal du procédé; un “glissement du gabarit sur

lui-méme” lors d’une reparamétrisation du procédé (cette condition est respectée lorsque

'on a uniquement des variations de gain autour de w,). Le gabarit ainsi défini est décrit
3 ) (134 4 . 4 b}l 9 ’ .

par la transmittance d'un “intégrateur non entier réel” dont l'ordre détermine son place-

ment en phase (voir Fig. 3.2).

Pour des problemes de saturation de commande, il est parfois impossible de choisir
une fréquence au gain unité w, a l'intérieur de la bande de fréquences d’'intéréet du systeme.
Aussi, dans ce cas, la commande CRONE de premiere génération ne peut assurer la
robustesse des marges de stabilité du systeme. Cependant, comme énoncé par Bode [1945]
pour la “conception d’amplificateurs completement stable a boucle simple” ol les gains
des tubes varient, le controleur robuste est celui qui permet d’obtenir une fonction de
transfert en boucle ouverte a phase constante dans la bande de fréquence utile. Ainsi,
quand w, est dans cette bande de fréquences [wa,wp] ou le systeme a des incertitudes
de type gain, 'approche CRONE définie une fonction de transfert en boucle ouverte par

celle d'un intégrateur non entier :
Wy \ 7
Bls) = (*4)" vem2) (3.41)

S

La fonction de sensibilité complémentaire T'(s) et la fonction de sensibilité S(s) sont alors

définies par :

) (3.42)

T(s) = 1o = ey et S(S):Hﬁlﬂs)_H(iV

+6(s) — 14(2)

Autour de w,, le lieu de Black de [(jw) correspond a une droite verticale dont la
phase est déterminée seulement par I'ordre non entier v (voir Fig. 3.2). Cette droite ver-
ticale étant l'allure désirée pour la réponse fréquentielle de la boucle ouverte, on ’appelle
“gabarit fréquentiel” ou plus simplement “gabarit”, a ne pas confondre avec la notion de
gabarit (ou “template” en anglais) utilisée dans 'approche QFT (“Quantitative Feedback
Theory”).

Le gabarit vertical ainsi défini “glisse” sur lui-méme lorsque le gain du systeme varie
(i.e. & mesure que w, varie). Ce déplacement vertical assure :

— une marge de phase robuste Mg égale a : (2 — )7 /2;

— un facteur de résonance robuste M, exprimé par :

sup T (yw)| 1
Y =T mG0 T st

(3.43)
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Fic. 3.2 — Gabarit fréquentiel assurant la robustesse de la marge de phase Mg et du

facteur de résonance M,

— une marge de module M,, robuste exprimée par :

—1

M,, = inf |f(jw) + 1| = (sup |S(]w)|) = sin(ym/2); (3.44)

— un facteur d’amortissement ( robuste directement déduit du demi-angle central ¢
formé par les deux poles complexes en boucle fermée :

¢ = cos(6) = cos (7? = g) — —cos (g) , (3.45)

introduisant ainsi la notion de mode oscillatoire robuste.

Toutes ces grandeurs dépendent uniquement de 1’ordre non entier ~.

Pour le régulateur CRONE, afin de gérer a la fois le pic de commande et l'erreur
statique, la fonction de transfert fractionnaire en boucle ouverte doit étre complétée en

incluant un filtre passe-bas et un intégrateur. Elle est alors définie par :

/ n 1_|_ﬂ Y 1
B(s) = K <ﬂ n 1) ( s ) S (3.46)

avec wj, wy, wp, wh, K € RT n; et n, € N.

Les ordres entiers n; et ny, sont fixés en prenant compte les spécifications des per-
formances et le comportement asymptotique du gain du systeme en hautes et basses

fréquences.
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En général w; < w; < w, < wy, < wy. Avec vy et v, représentant les ordres du
comportement asymptotique du gain du systeme en basses fréquences (w < wj) et en

hautes fréquences (w > wy,), les ordres n; et ny, sont choisis tels que n; > vy et ny, > v,

Une fois la fonction de transfert nominale en boucle ouverte déterminée, a partir de
la fonction de transfert du modele du systeme (3.26), le régulateur non entier Cp(s) est

défini par sa réponse fréquentielle :

Cr(jw) = g %Z))A(jw). (3.47)

Ensuite, le régulateur non entier C'r(jw) est approximé par un modele rationnel en ap-
proximant sa réponse fréquentielle a I'aide du module “CRONE System Design” de la
boite a outil CRONE.

3.4.3 — Application a un systeme linéaire non entier SISO : le

barreau thermique

Le systeme thermique considéré se présente comme une barre en aluminium semi-
infinie (Fig. 3.3).

Une résistance chauffante est collée a une des extrémités du barreau métallique.
Ainsi, la tension appliquée a cette résistance produit un flux de chaleur qui se répand le
long de ce barreau. Cete tension définit la commande du systeme et la sortie correspond
a la température mesurée a une distance de [y = 5 mm de 'extrémité chauffée. Compte
tenu des contraintes des actionneurs, la puissance maximale du flux est de 12 W (1 A

pour une commande maximale de 12 V).

P1

I

\ 4

L

' L

F1G. 3.3 — Barreau thermique sous I'influence d’une densité de flux thermique

Le milieu étant semi-infini, il existe donc une fonction de transfert non entiere liant
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F1G. 3.4 — Diagramme de Bode du systeme thermique (3.49)

la tension a la température mesurée. En effet, la diffusion de la densité de chaleur a
travers un barreau métallique présente un caractere fractionnaire d’ordre commensurable
0.5 [Battaglia et al., 2000, Cois, 2002, Sabatier et al., 2003]. Le banc d’essais a été
identifié entre la température mesurée et la tension appliquée a la résistance chauffante

et se définit par

T(s)
U(s)’
qui, en utilisant les résultats d’identification donnés dans [Melchior et al., 2007], conduit

G(s) =

(3.48)

a la fonction de transfert non entiere suivante :
G(s) —0.117165 + 0.0946265°° + 0.0052955
S fr—

515 4 0.42833s 4+ 0.060125509-5

Sa réponse en fréquences est donnée sur la Fig. 3.4.

(3.49)

Remarque
On observe un zéro en s¥ a partie réelle positive introduisant des contraintes fortes
sur les performances : la stabilité BIBO du systéme ne peut étre assurée en présence

d’un zéro a non minimum de phase.

Une trajectoire est établie de sorte que la température, ses dérivées premiere, se-

conde et troisieme n’atteignent pas les valeurs maximales de saturation. D’autre part, la
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trajectoire de sortie est générée de sorte que ses dérivées premiere et seconde soient nulles
en début et en fin d’expérience. La température du barreau métallique se fera en deux
étapes : dans un premier temps, elle devra s’élever de 30° C au-dessus de la température
ambiante en 1250 s, puis elle se stabilisera pour la méme durée de temps. En respectant
ces conditions, la trajectoire suivante est définie a partir d'un polynome d’interpolation
de degré 5 (PI5) [Khalil et Dombre, 1999, Orsoni, 2002] :

13 4 1o
y(t) =q +80(q; — q) 25 — 240 (a5 — @) 1 192 (a5 — @) 5 (3.50)
¥ f f

avec ¢; = 0°C, ¢y = 30°C et ty = 2500s. La trajectoire est représentée sur la Fig. 3.5.

trajectoire de la température yg.s(t) ("C)

40 T T T T
20F .
0 | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500
dérivée premiere de la température
0.06 : : : ‘
0.04F -
0.02f i
O | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500
X107 dérivée seconde de la température
2 T T T T
1 - -
0 £
_1 - .
-2 i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500

temps (s)

Fia. 3.5 — Température désirée et ses dérivées

3.4.3.1 — Synthese de la loi de commande

L’objectif de cette étude est de générer la référence (ou la commande) permettant
d’obtenir la trajectoire de sortie désirée. La commande u a ne pas dépasser est contrainte

a la valeur maximale w,,,, de 10V. Selon la méthode de simulation de l'opérateur de
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commande u (V)

10 \ \
5 - ,
0 | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500
sortie plate z
6000 \ \
4000 ]
2000 b
0 | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500
température ("C)
40 \ \
8
> 20 . )
= sortie désirée yges
—  —  sortie mesurée y
0 | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500
x 1072 erreur de sortie ¥ — Yges
5 T T
0 bt i it
-5 I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500
temps (s)

Fia. 3.6 — Simulation du systeme thermique en boucle ouverte : commande u, sortie plate

fractionnaire z, sortie de référence et sortie désirée et erreur de sortie
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dérivation, la commande u est générée soit par la formulation a temps discret de Grinwald-
Letnikov (3.38), soit par la formulation a temps continu d’Oustaloup (3.40). Les résultats
obtenus sont présentés en Fig. 3.6. La commande nominale n’atteint pas sa valeur maxi-
male et permet de suivre la trajectoire désirée en boucle ouverte en ’absence de pertur-
bations. L’erreur du suivi étant nulle en simulation, il est préférable que la trajectoire
de référence soit bien définie au préalable. Etant donné la difficulté de donner une in-

terprétation physique a la sortie plate non entiere, aucune unité n’est utilisée.

3.4.3.2 — Synthese du régulateur

Systeme thermique

Upef Ydes

Fi1G. 3.7 — Schéma de commande en boucle fermée

Il existe dans la littérature des systemes fractionnaires de nombreuses approches de
conception de loi de commande [Barbosa et al., 2008, Machado, 1997, Podlubny, 1999b,
Vinagre et al., 2002] ; ici, afin d’assurer une poursuite robuste vis-a-vis des perturbations
et des variations paramétriques de gain, la seconde génération du régulateur CRONE a
été mise en ceuvre. Afin de mettre en évidence la robustesse du suivi, une comparaison
est effectuée avec un régulateur PID synthétisé pour la méme pulsation de gain unité w,,
assurant ainsi la méme rapidité des deux régulateurs et la méme amplitude maximale de
commande. Ainsi, la conception de la loi de commande doit pouvoir s’appliquer méme si
le modele utilisé a été mal identifié ou que le vieillissement du systeme se traduise par des

incertitudes.

Les essais sur les régulateurs PID et CRONE ont été effectués en simulation afin
d’étudier I'influence des perturbations et des variations paramétriques sur le suivi de tra-
jectoire souhaité qui apparaissent en entrée AU et en sortie AY'. Le schéma de commande
est présenté sur la Fig. 3.7, ot les commandes de référence u,.s sont obtenues par applica-

tion des principes de la platitude en utilisant les trajectoires de référence ygs (les sorties
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désirées).
Le diagramme de Bode du systeme thermique (3.49) étant tracé sur la Fig. 3.4, la
pulsation de gain unité w, est choisie a 0.01 rad/s. Les régulateurs seront un peu lents,

cependant, ce choix permet de ne pas étre trop sensible au zéro en s” a partie réel positive.

D’autre part, les deux régulateurs doivent assurer une marge de phase Mg de 60°

autour de la pulsation de gain unité w, afin d’avoir un premier dépassement faible.

— Synthése du controleur PID

Les spécifications du cahier des charges conduisent au régulateur PID décrit par la

fonction de transfert suivante :

rPiD\S) = Lo s S s

ou Cy = 3.27, w; = 0.001 rad/s, w, = 0.0437 rad/s, w, = 0.00229 rad/s et wy = 0.1 rad/s.

— Synthese du controleur CRONE

Le régulateur CRONE de deuxieme génération est défini dans la bande de fréquences
[0.001,0.1], autour de la pulsation de gain unité w, afin d’y assurer une phase constante
en boucle ouverte et d’assurer de faibles variations du degré de stabilité du systeme en
boucle ouverte.

La méthodologie de synthese est décrite au §3.4.2. La phase constante en boucle

ouverte autour de w, = 0.01 rad/s doit étre de —120"; l'ordre n se déduit alors :
—180°4+60"=nx90° = n=13.
On prend wy, = 1073 rad/s et wy, = 107! rad/s.
La méthodologie de synthese décrite au §3.4.2 conduit a la fonction de transfert :

(1 n i>”” <1 + i>” (—s%% + 2) (s + 0.42833s + 0.0601255"5)
K

Wh Wh

C(s) =

<i> b (1 + w—b> (1 + m) " (=0.117165 + 0.0946265°5 + 0.0052955)

wp
ot K =460, w, = 1073 rad/s, wy, = 107! rad/s, z = 0.86, n, = 1.5, n;, = 2 et n = 1.3.
Une approximation de la réponse fréquentielle du régulateur CRONE est réalisée a
l'aide la toolbox CRONE (voir Fig. 3.8) conduisant a la fonction de transfert du correcteur

rationnel :
2.456 x 10°s° + 4.843 x 10°s* + 1.38 x 10°s3 + 5403s% + 0.004416

C = .
#(5) 2.995 x 10555 + 3.11 x 10655 + 8.202 x 106s* 4 6.677 x 10%s% + 286552 + s
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Computer Aided Frequency ldentification by Fractional Systems ..
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F1G. 3.8 — Synthese du régulateur rationnel C'g(s) : réponses fréquentielles des correcteurs
fractionnaire C'(jw) et rationnel Cr(jw) a l'aide de la Toolbox CRONE

Une comparaison des réponses fréquentielles des deux régulateurs est présentée Fig.
3.9.

La Fig. 3.10 présente les diagrammes de Bode de la boucle ouverte pour des varia-
tions de gain de 1/50, 1, 50 et 80 fois le gain nominal. Ces variations soulignent I'intérét
d’avoir une phase constante autour de w, apportée par le régulateur CRONE, conduisant
a un degré de stabilité quasi-constant (phase variant de —125" a —132°C), alors qu’avec
le régulateur PID, les variations de phase sont plus grandes (phase variant de —105" a
—170°C).

La Fig. 3.11 présente les diagrammes de Bode de la boucle fermée pour des variations
de gain de 1/50, 1, 50 et 80 fois le gain nominal. Malgré les les incertitudes de gain, la
phase constante autour de w, apportée par le régulateur CRONE conduit a un degré de

stabilité quasi-constant.

3.4.3.3 — Simulations

Les essais de cette étude ont été réalisés en simulation. Dans le cas nominal, une

boucle de retour n’a aucune utilité si le systeme n’est pas perturbé.
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Bode Diagram of Open Loops (CROME & PID)

100 T T T T T T T T

F1a. 3.9 — Réponses fréquentielles des régulateurs CRONE (-) et PID ()

Bode Diagram of Open Loops (CROME & PID)

200

-100

150
200 |-+
250 -

-300

30k
10 10

Fi1G. 3.10 — Réponses fréquentielles des boucles ouvertes avec régulateurs PID et CRONE
pour des variations de gain : G(jw)/50 (), G(jw) (=) et 50 X G(jw) (-.-)
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Bode Diagram of Closed Loops (3140, G, G*80 & G*E0
il

F1G. 3.11 — Réponses fréquentielles des boucles fermées avec régulateurs PID et CRONE
pour des variations de gain : G(jw)/50 (), G(jw) (-), 50 X G(jw) (--) et 80 x G(jw) (- -)
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F1a. 3.12 — Simulation avec perturbations sur le procédé nominal : CRONE (-) et PID
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sorties désirée et mesurée
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Fia. 3.13 — Simulation avec perturbations pour une variation de gain de 50 x H(s") :
CRONE (-) et PID (- -)

Pour I'étude en régulation, deux types de perturbations de type échelon sont ap-

pliquées : une de commande a 625 s et une autre en sortie a 1900 s.

Dans le cas nominal, la Fig. 3.12 montre un bon suivi de trajectoire en présence des
perturbations. Les deux régulateurs PID et CRONE ont le méme comportement dyna-

mique (w, identique) avec des commandes identiques.

L’étude de la robustesse est présentée Fig. 3.13 et Fig. 3.14. Ces résultats montrent
d’une part une poursuite robuste de la trajectoire en présence des perturbations en entrée
et en sortie ainsi que des variations de gain du procédé; d’autre part, les performances
bien meilleures avec le régulateur CRONE. On note des pics de commande de 5 a 1 % plus
élevés pour le régulateur PID. Le régulateur CRONE apporte une phase quasi-constante

autour de la pulsation w, assurant ainsi la robustesse du degré de stabilité.

Remarque
Il est a noter que pour les deux derniéres simulations (Fig. 3.13 et Fig. 3.14), la
commande prend des valeurs négatives : un flur négatif refroidit le barreau ther-
mique. Dans le cas pratique, le dispositif utilisé ne peut pas refroidir le barreau ; il

ne peut que le chauffer. Le “refroidissement” s’effectue par une commande nulle : il
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sorties désirée et mesurées
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Fic. 3.14 — Simulation avec perturbations pour une variation de gain de 80 x H(s") :
CRONE (-) et PID (- -)

s’agit donc d’un systéme non linéaire ot le procédé est précédé d’une saturation (0
pour des commandes négatives, et u pour des commandes positives). Afin de mieuz
se rapprocher de la réalité, les simulations pour des variations de gain de 50 et 80
fois le gain nominal du procédé ont été effectuées avec saturation (voir Fig. 3.15 et
Fig. 3.16).

Un suivi de trajectoire robuste a été établi a 'aide de la platitude linéaire des
systemes non entiers associée a une commande CRONE de deuxieme génération. Ces
outils ont été appliqués a un systeme non entier SISO : un banc d’essais thermique. Des
simulations sur deux régulateurs (PID et CRONE de deuxieme génération) ont pu illustrer
la robustesse de la stratégie du suivi de trajectoire avec le régulateur CRONE. L’étape
suivante consiste a faire une extension de la platitude aux systemes non entiers MIMO
et d’assurer une poursuite robuste de trajectoire a 1’aide d’'une commande CRONE de
troisieme génération (robustesse d'un procédé incertain avec des variations de gain et de

phase).
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F1a. 3.15 — Simulation avec perturbations avec une variation de gain de 50 x H(s") et
présence de saturation : CRONE (-) et PID (- -)
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F1a. 3.16 — Simulation avec perturbations avec une variation de gain de 80 x H(s") et
présence de saturation : CRONE (-) et PID (- -)
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Chapitre 3 — Extension de la platitude aux systemes linéaires non entiers

3.5 — Systemes linéaires non entiers de dimension finie

MIMO

L’extension de la platitude linéaire aux systemes non entiers multivariables consti-
tue un travail majeur de cette these. Les notions de commandabilité et de platitude se
rejoignent dans le contexte des systemes linéaires. Diverses approches sont étudiées : I'ap-
proche par représentation d’état généralisée, puis par matrices polynomiales non entieres.
Une loi de commande du type CRONE de troisieme génération est proposée pour la pour-
suite robuste de trajectoire en présence de perturbations et d’incertitudes paramétriques.
Cette approche multivariable est illustrée par un exemple de simulation : un barreau

métallique soumis a deux flux de chaleur.

3.5.1 — Commandabilité

Un systeme linéaire non entier et commensurable d’ordre v sur I’anneau principal

R[p”] des polynomes différentiels de la forme

Z ap®™, ar€R, keN (3.51)

est dit de dimension finie. Considérons une dynamique R[p”[-linéaire D, d’entrée u. Le
module de torsion D/spangrp)(u), qui est de type fini, est, en tant que R-espace vectoriel,

de dimension finie.

3.5.1.1 — Pseudo-représentation d’état kalmanienne

Théoréme 3.5.1. Toute dynamique R[p¥]|-linéaire admet une pseudo-représentation d’état
kalmanienne :
e (t) = AX(t) + Bu(t), (3.52)
ou A € R™" B € R"™™. Deuz pseudo-états kalmaniens T et x sont reliés par :
T = Pz, (3.53)
ot P € R"™" det(P) # 0. [ |

Démonstration. Soit D une R[p”]-dynamique. Posons n = dimg (D/spangp(u)). On

choisit dans D un ensemble 77 = (7, ...,7,) dont le résidu est une base. Il vient
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ou A € R"™™, Donc
M

p'n=An+ Z B;,p™u, (3.54)
k=0

ou B € R™™ et u € R™. n est appelé un pseudo-état généralisé, et (3.54) une pseudo-
représentation d’état généralisée.
Soit 77 = (71, ...,7,) un autre état généralisé. Comme les résidus de 7 et de 7 sont

des bases dans D/spangp)(u), il vient

n=Pn+ Z Q,p’ u (3.55)

finie
ou P € R™" det(P) # 0, Q; € R™P. L’expression (3.55) dépend en général de l'entrée

et d’'un nombre fini de ses dérivées.

Soit M > 1 et By # 0 dans (3.54). Selon I’équation (3.55), en posant
n =1+ Gp* VM,
il vient alors
M—1
p'il = Aij+ > Bip"u.
k=1

L’ordre maximal de dérivation de u est au plus M — 1. Par récurrence, on aboutit a la

pseudo-représentation d’état de premier niveau (3.52).

Pour v = 1, on appelle (3.52) une représentation d’état kalmanienne. Deux pseudo-
états kalmaniens z et £ du méme systeme sont reliés par une transformation indépendante

de l'entrée selon la relation (3.53). O

3.5.1.2 — Commandabilité et critere de Kalman

L’anneau R[p”| étant principal, les R[p”]-commandabilités sans torsion et libres se

confondent.

Définition 3.5.2. Un systeme R[p”]-linéaire est commandable si et seulement s’il est

R[p”]-commandable libre.

Propriété 3.5.3. La dynamique (3.52) est commandable au sens de Kalman ssi le critere

de Kalman (ou communément appelé “matrice de commandabilité”)
rank (B, AB,... ,A"le) =n
est veérifie. [ |
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Chapitre 3 — Extension de la platitude aux systemes linéaires non entiers

Démonstration. Les traités d’automatique linéaire traitent longuement de ce résultat avec
notamment le bouclage statique (voir [D’Andréa Novel et Cohen de Lara, 1993, Kailath,
1980, Kalman, 1960] et [Matignon et D’Andréa-Novel, 1996] pour le cas non entier). La

réciprocité est vraie en utilisant certaines propriétés d’invariance. O

3.5.1.3 — Invariance

Définition 3.5.4. Un changement linéaire de coordonnées x +— =z est défini par une
matrice M inversible (n x n) : . = M7.

Un bouclage statique régulier u +— @ est défini par une matrice N inversible (m x m)
et une autre matrice K (m x n) : u = KZ + Na. C’est un changement de variables sur

les commandes paramétrées par 1'état.

L’ensemble des transformations

()= C) <3-56>

forme un groupe lorsque les matrices M, N et K varient (M et N restant inversibles).

ST

=g}

Si () = Az + Bu est commandable alors il est évident que #*) = A% + Bi obtenu

avec (3.56) est commandable.

La notion de commandabilité est intrinseque : elle est indépendante des coordonnées

avec lesquelles les équations du systeme sont établies.

On aboutit alors au résultat suivant :

rang (B, AB,...,A"'B) =n équivaut & rang (B, AB, ..., An_lf')’) =n (3.57)
ol A et B s’obtiennent en écrivant z*) = Az + Bu dans les coordonnées (Z, ) :
i) = M~'(AM + BK) i + M ' BNa.

Soit A = M~' (AM + BK) et B= M~'BN. En fait, il est possible d’aller beaucoup plus

loin et de montrer que les indices de commandabilité définis ci-dessous sont invariants.

Définition 3.5.5. Pour tout entier k, on note oy, le rang de la matrice [B, AB,..., AkB] .

Les oy sont appelés indices de commandabilité de la dynamique (3.52).

La suite o est croissante, majorée par n. Ainsi, I’absence d’intégrale premiere est

équivalente a o, 1 = n.
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Propriété 3.5.6. Les indices de commandabilité de la dynamique (3.52) sont invariants

par changement de variable sur x et bouclage statique régulier sur u. [
Démonstration. La preuve de ce résultat est obtenu par récurrence sur k. O

Il est important de comprendre la géométrie derriere cette invariance. Les trans-
formations (z,u) — (Z,4) du type (3.56) forment un groupe. Ce groupe définit une
relation d’équivalence entre deux dynamiques ayant méme nombre de pseudo-états et
méme nombre de commandes. La proposition précédente signifie simplement que les in-
dices de commandabilité sont les mémes pour deux systemes appartenant a la méme classe

d’équivalence, 7.e. le méme objet géométrique vu dans deux reperes différents.

3.5.1.4 — Exemple académique

Soit un systeme mécanique a deux degrés de liberté et une seule commande donné

par les équations suivantes® :

mlx?”) = k(xg — 1) +u
mgxgy) = k(x; — x9)

Au lieu de donner t +— u(t) et d’intégrer les équations du systeme a partir de conditions
initiales, on fixe ¢ — z5(t) = z(t). Alors, z1 = 222" + 2 et donc u = mlx?”) =
%2(4”) + (my +my) 2®). Ainsi, en faisant jouer a x, un role privilégié, les équations

du systeme s’écrivent :

xr] = %2(2”) + 2z
To = Z

u = %2(41/) _|_ (ml +m2> Z(QV).

On obtient ainsi une paramétrisation explicite de toutes les trajectoires du systeme.
Les relations précédentes établissent une correspondance bi-univoque et réguliere entre

les trajectoires du systeme et les fonctions régulicres ¢ — z(t).

Cela permet de calculer de la facon la plus élémentaire possible une commande

0,7] > t — u(t) qui fait passer du pseudo-état I = (z!,v!, 2L, vl) au pseudo-état Q =
1) V15 T, U3

30n remarque qu’en prenant v = 1, on revient sur le cas physique de deux masses couplées par un

ressort, le tout piloté par une seule force w.
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)

i

<x?, v?, x?, v?) (v; correspond a x

). Comme

T, = %z@”) +z
oy = M) 4 L)
To = Z

vy = 2™,

imposer [ en t = 0 revient a imposer z et ses dérivées jusqu’'a l'ordre (3v) en 0. Il en est
de méme en t = T 1l suffit donc de trouver une fonction réguliere [0,7] > ¢ — z(t) dont
les dérivées jusqu’a l'ordre (3v) (ou méme r, avec r = |3v] + 1 (voir [Podlubny, 1999a]
p.75)) sont données a priori en 0 et en 7" : un polynéme de degré 7 en temps répond a la

question, mais il existe bien d’autres possibilités.

3.5.1.5 — Forme de Brunovsky

Si la matrice de commandabilité du systeme (3.52) commensurable d’ordre v est de
rang n = dim(x) et si B est de rang m = dim(u), alors il existe un changement d’état
T = Max (M étant une matrice inversible n x n) et un bouclage statique régulier u =
K7z + Nv (N étant une matrice inversible m x m), tels que les équations du systeme dans
les variables (Z,v) admettent la forme suivante (écritures sous la forme de m équations
différentielles d’ordre > v) :

l
Zily) =

l
Zﬁnmy) = Um

avec comme état T = (zl, Z%V), e z§“1‘1)”), ey Zmy z%), el zﬁ,&lm_l)y)» les I; étant des

entiers positifs.
Les m quantités y;, qui sont des combinaisons linéaires de I’état x, sont appelées

“sorties de Brunovsky”.

Pour une paire (A, B) commandable, les indices de commandabilité o sont direc-
tement reliés aux m entiers [; de la forme de Brunowvsky. Il est facile de voir que, dans
le cas commandable, se donner les o, revient a se donner les [;. Ainsi, deux systemes
commandables ayant les mémes indices de commandabilité admettent la méme forme de
Brunovsky : ils sont donc équivalents. Par contre, ce n’est plus vrai si ces deux systemes ne
sont plus commandables avec les mémes indices de commandabilité. Il n’y aura équivalence

que de la partie commandable.
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3.5.2 — Approche par matrice polynomiale

Cette étude est une approche de la platitude par pseudo-représentation d’état (repré-
sentation d’état adaptée pour les systemes non entiers [Oustaloup, 1995]) par les moyens
des matrices polynomiales. Les matrices de définition, exprimées a 1’aide des variables du
systeme, la sortie plate et ses dérivées successives, caractérisent le noyau d’une matrice
polynomiale. La platitude en planification de trajectoire est utilisée afin de déterminer les
commandes a appliquer, sans avoir a intégrer d’équation différentielle quand la trajectoire
est connue. De nombreux développements ont été effectués pour les systemes LTI, ce-
pendant, concernant les systémes non entiers, et particulierement en MIMO, les travaux
de recherche sont ouverts. La démarche consiste a appliquer la platitude au travers de

matrices polynomiales définissant des systemes fractionnaires linéaires multivariables.

Les systemes linéaires et commensurables d’ordre v tels que dans (3.19) peuvent

s’écrire a l'aide de la représentation polynomiale sous la forme suivante :

{ A, (p)z(t) = Bu(t) (3.58)

y(t) = Cu(t) + Du(t),

avec A,(p”) = p”/ — A une matrice de dimension n x n dont les composantes sont des
polynomes fractionnaires en p” (I étant la matrice identité) et B une matrice constante
de dimension n x m et de rang m. Le systeme (3.58) est supposé commandable, i.e. A et

B sont premicres entre elles a gauche [Lévine et Nguyen, 2003].

3.5.2.1 — Sortie plate linéaire

A partir des relations (3.22) et (3.23) avec h, &7, B et € étant linéaires, on définit

la sortie plate fractionnaire linéaire selon :

m Oy

_ (kv) . _
=) ) aigkz; o, i=1,..4m,
j=1k=0

u; = Z Z bl’j7k2§ky), l = 1, My (359)

avec z une combinaison linéaire de x, v et d’'un nombre fini de ses dérivées successives
d’ordre v. Il est a noter que les ordres de dérivation sont multiples de 'ordre commensu-

rable v.
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3.5.2.2 — Matrices de définition

Mises sous forme de matrices polynomiales, les expressions (3.59) s’écrivent :

z(t) = P (p") 2(1), u(t) =Q(P")z(1) (3.60)

avec P (resp ) une matrice polynomiale de p” (de puissance non entiere) de dimension
aj a;j+1

nxm (resp mxm), de composantes P; ;(p”) = Y a; jxp™ (resp Qi;(p*) = > bijrp™).
k=0 k=0

Les matrices P et () satisfaisant les équations (3.60), sont appelées des “matrices de

définition” de la “sortie linéarisante” (ou sortie plate) z.

Théoreme 3.5.7. Si tous les termes diagonaux de la matrice A, sont non nuls et si
les matrices A, et B sont premiéres entre elles a gauche alors il existe une variable
2z = (21,..., 2m) qui est une sortie plate linéaire de (3.58) ou les matrices de définition P

et Q) sont données par :
R'A, (p") P (p") =0, (3.61)
A, (p") P (p") =BQ (p"), (3.62)

avec R une matrice arbitraire de rang n — m orthogonale a B (i.e. RTB = 0), et avec

P(p”) et Q(p¥) de rang m pour tout p¥ et premieres entre elles a droite. ]

De plus, une sortie plate linéaire z du systeme commandable (3.58) existe toujours

(et par conséquent P et () existent également).

Démonstration. On suppose que z est une sortie plate linéaire. Ainsi x et u sont ex-
primées par (3.60). Puisque Iapplication y(t) — P (p”)y(t) = z(t) est surjective (par
la définition de la platitude), le rang de P (p”) doit étre égal a min(n, m) = m pour tout
p”. En combinant

A, (p")x(t) = Bu(t) (3.63)

avec (3.60), on obtient (3.62).

Comme B est de rang m, il existe une matrice constante de dimension n X (n —m)
et de rang n — m de telle sorte que RTB = Op—m,m OU Op_py .y est une matrice de 0, de

dimension (n —m) x m. Ainsi, en multipliant (3.63) par RT, P (p¥) satisfait
R A, (p") P (p") 2(t) = R"BQ (p") 2(t) = Onr1

pour toute fonction réguliere z de dimension m ; ce qui implique que RT A, (p¥) P (p*) =

Op—m.m, et les relations (3.61) et (3.62) sont prouvées.
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Comme A, (p¥) et B sont premieres entre elles a gauche et comme les rangs de
A, (p¥) P (p”) et B sont égaux a m, quel que soit p¥, il en est de méme pour @ (p”) (par
contradiction).

En utilisant le fait que z (et donc Z) est une sortie plate linéaire, elle doit satisfaire :
2(t) = F (p¥) z(t) + G (p”) u(t), pour des matrices appropriées F' (p”) de dimension m xn
et G (p”) de dimension m x m. Ainsi en substituant les expressions de z et de u, on

obtient :
z(t) = F (p”) P (p") 2(t) + G (p*) Q (p”) 2(t).

Or, F (p¥) P (p¥)+G (p¥) Q (p¥) = I, ce qui selon 'identité de Bézout signifie que P (p”)
et @ (p”) sont premieres entre elles a droite. Ce qui prouve que z est une sortie plate
linéaire et que la premiere partie du théoreme est démontrée.

A linverse, soit P (p¥) et @ (p”) données par les relations (3.61) et (3.62), avec
P (p¥) et Q (p”) premieres entre elles a droite. D’apres U'identité de Bézout, il existe 2
matrices polynomiales F' (p”) et G (p”) tels que : F' (p¥) P (p¥) + G (p*)Q (p”) = I. En
multipliant & droite par Z, on obtient F (p”) P (p¥) z(t) + G (p¥) Q (p¥) 2(t) = z(t). En
posant z(t) = P (p”) z(t) et u(t) = Q (p¥) 2(t), on a :

2(t) = F(p¥) x(t) + G (p”) u(t)
A, (p”)z(t) = A, (p¥) P (p*) 2(t) = BQ (p") 2(t) = Bul(t)

ce qui prouve que Z est une sortie plate linéaire.

L’existence d'une solution a la relation (3.61) peut alors étre démontrée. D’apres
le théoreme 1.6.17, RT A, (p”) peut étre décomposé sous la forme de Smith, c’est-a-dire
qu'il existe deux matrices unimodulaires V' € GL,_,, (R[p”]) et W € GL,, (R[p”]) et une

matrice polynomiale A (p”) de dimension (n —m) x (n —m), telles que :
V(p") BT A, (p")W (") = [A(P") O] (3.65)

ou, avec la décomposition W (p¥) = [W; (p¥) Wa(p”)], Wi de dimension n x (n —m)

et Wy de dimension n x m, la relation (3.65) devient :

(3.66)
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Soit P (p¥) une matrice unimodulaire m x m. En posant :
Onfm,m
By (p”)

= [Wi(p”) Wa(p”)]

P(p") =W (p")

)
Py (p”)
=W>(p”) K (p”), (3.67)
la relation (3.66) devient :
V(p")R"A, (p") P(p") =V (p") R" A, (p”) W2 (p") Py (P”) = 0.

Comme V (p¥) est unimodulaire, on a montré que R A, (p¥) P (p”) = 0, ce qui signifie
que P (p”) définie dans (3.67), est solution de (3.61) pour toute matrice unimodulaire

Py (p¥) de dimension m x m.

Il en est de méme pour la multiplication a droite par la matrice unimodulaire Py (p¥),

ce qui prouve que le rang (P (p”)) = m pour tout p”. O

3.5.2.3 — Détermination de la commande pour la poursuite de trajectoire et

caractérisation des matrices de définition

Une des questions essentielles consiste a déterminer les matrices de définition P et ().
Il n’y a pas d’unicité des sorties plates, cependant, une fois que ces matrices de définition

sont définies, ces sorties plates seront alors bien fixées.

Théoreme 3.5.8. Les matrices de définition P et () sont alors données par :

P(p") =Vr(p") ( ? ) : (3.68)

Q(p") =T (p") A.(p")P (P"). (3.69)

ou Vg est une matrice dans GLy, (R[p”]) issue directement de la décomposition de Smith
de R(p") A, (p”), et T est issue de la décomposition de Smith de B. [ |

Démonstration. B (p”) étant une matrice n x m, il existe une matrice Vg € GL,, (R [p”])

. I
et une matrice Up € GL,, (R[p”]) telles que Ug (p¥) B (p*) Vi (p”) = < 0 )

Une matrice R est recherchée telle que R (p”) B (p”) = 0. R peut étre définie selon
R(p")=(0,1)Up (p"). (3.70)
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En introduisant la matrice hyper-réguliere F'(p”) = R (p”) A, (p¥), F' admet une
décomposition de Smith avec Vp € GL, (R[p”]) et Up € GL,_ (R[P¥]) telles que :

Ur (p") F (p”) Vr (p¥) = (1,0).

La premiere matrice de définition P peut alors étre définie par :

Pp¥) = Vi (p") ( X ) . (3.71)

Pour définir @, la relation (3.58) est considérée :

Une matrice T', inversible a gauche de B, est introduite telle que :
T(p") B(p") = I.

Grace a la décomposition de Smith de B :

T (") =Ve (@)U 0)Us(). (3.72)

Ainsi,
Q(p") =T (p") A.(p")P (P"). (3.73)
O

3.5.2.4 — Détermination de la sortie plate

La sortie plate fractionnaire peut étre définie a partir du pseudo-état x. De (3.60),

une matrice S, qui soit inversible a gauche de P, est recherchée :
2(t) = 5 (p") =(t)
S(p") P(p) =1

P admet une décomposition de Smith avec les matrices Vp € GL,, (R[p”]) et Up €

GL, (R[p”]) telles que : Up (p*) P (p”) Vp (p*) = < é )

Par conséquent,

S")=Ve (") 0)Up(p”). (3.74)
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Comme toutes les variables du systeme peuvent étre exprimées par la sortie plate z,

il en est de méme pour la sortie désirée yges :
Yaes(t) = CP(p”)z(t)

avec z(t) = P(p¥)z(t).
Cependant, si une trajectoire de la sortie du systeme y a été définie, la sortie plate
fractionnaire z peut alors étre obtenue a partir de cette variable.

W (p”) = C'P (p”) étant une matrice r X m, sa matrice inversible a gauche W;,, est

recherchée.

Propriété 3.5.9. W admettant une décomposition de Smith, il existe des matrices Vyy €
GL,, (R[p’]) et Uw € GL, (R[p”]) telles que :
1) sir <m, Uy (p*) W (p*) Viw (p¥) = (I 0), alors

I
Wine = Vir ( . ) Uy . (3.75)

I
2) sir>m, Uy (p”) W (p”) Viv (") = ( 0 ) alors
Wine = Vi (I 0) Uy (3.76)

3.5.2.5 — Application a un systéme thermique bidimensionnelle
— Equation de la chaleur

Le probleme de planification de trajectoire de I’équation de la chaleur mono-dimen-
sionnelle a déja été traité dans la littérature par les moyens de la platitude [Laroche,
2000] et de la transformation de Laplace des systémes non entiers [Melchior et al., 2005,
Victor et al., 2008a,b]. L’objectif de ce paragraphe est d’appliquer en simulation les outils
développés par matrices polynomiales du paragraphe précédent sur un systeme non entier.

L’équation de la chaleur en 2D est utilisée pour représenter la diffusion de la chaleur
sur une plaque métallique, comme illustrée, sur la Fig. 3.17 :

0? 0? 10T
—F+———— | T (z,y,t) =0, 3.77
((%2 oy « ot (@3,%) (3.77)
pour z € [0, 0o, y €] — oo, co] et t > 0.
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SV
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o

Fic. 3.17 — Plaque métallique 2D chauffée

Le milieu est considéré comme un plan métallique homogene semi-infini de diffusivité

a, de conductivité A et de température initiale nulle en tout point de la plaque pour ¢t < 0.

La plaque métallique est soumise au flux de densité de chaleur ¢(t) qui est supposée
normale a I'axe y et est appliqué en y = 0. Aucun flux de chaleur ne se perd sur la surface
d’application du flux de chaleur. De plus, la plaque est également supposée étre bien isolée

et la température est commandée a l'origine (z,y) = (0,0).

Pour simplifier le calcul, la condition de Cauchy :
T (z,y,0) =0, pour 0<z<oo et —oo<y<oo (3.78)

et la condition aux limites suivante, est considérée :
T (x,y,1)

e —o(t), t>0. (3.79)

2=0,y=0

Sedoglavic et al. [2003] ont introduit une méthode pour résoudre ’équation de
la chaleur en 2D par platitude différentielle avec un controle non distribué. Cependant,
leur méthode introduit a la fois la transformation de Fourier et la transformation de
Laplace. D’autre part, leurs développements conduisent a une fonction de transfert avec
des polynomes en s” sous forme implicite dont ’expression n’est pas bien adaptée pour
la mise sous forme d’une représentation d’état (3.58).

Les développements qui suivent conduisent a des polynomes en s” sous forme expli-

cite qui sont bien adaptés pour une pseudo-représentation d’état.
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Similairement au cas mono-dimensionnel, la transformation de Laplace est appliquée

a I’équation de la chaleur bi-dimensionnelle (3.77) :

OT (w,y,5) 0T (z,y,5)

T (z,y,s) = 97 oy

(3.80)

Rlw

La séparation de variables est utilisée pour résoudre cette équation de la chaleur

(3.80). La température T'(z,y, s) peut s’écrire :

ot T}, est fonction des variables z et s et Ty est fonction des variables y et s.

La relation (3.80) s’écrit alors :

S ,a A A PTy(x,s) - T, (y, s)
aTx(l', S)Ty(y, S) ITy(y,S)T +Tx(l’, S)ayiy2 (382)
En divisant par T(:p, Y, §), on trouve :
1 0%, 1 9T,
S 0 “”(f’ ), L 9 y(?j’ 5) (3.83)
@ Tx(.’L', S) 895 Ty(ya 3) ay

Ainsi, cette relation conduit a deux termes : I'un est fonction de x et s et l'autre est

fonction de y et s. Le systeme suivant est alors considéré :

s o 1 9T(xs)
200 Tz(xvs) 0x? ’
s _ 1 OTyys) (3.84)

2a Ty (y,s) 6y2

Les solutions des équations de (3.84) sont solutions du systeme (3.83).
Le systeme (3.84) conduit a deux équations différentielles élémentaires dont les so-

lutions s’écrivent :

T 5) = AeVE 4 B VE
{ (z,s) 1€ + Be (3.85)

Ty(y, s) = Age’V 3¢ + Bye YV a,
Les conditions aux limites pour x — oo et pour y — oo conduisent a A; = 0 et
Ay = 0.
Finalement, la transformation de Laplace de la température et de la densité de flux
s’écrivent :

{ T(x,y,s) = Ty (2, )T, (y, 5) = BiBoe™ V2 @) (3.86)

By 5) = ~NE ) /B, B/ E ),
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L’expression de la température dans (3.86) satisfait I’équation de la chaleur (3.80).
L’impédance thermique est définie par :

T(z,y,s)

G(x,y,s) = = )
(®3:) P(2,y,s)

(3.87)

Comme la densité de flux de chaleur est appliquée en (z,y) = (0,0), sa transformation de

Laplace se résume a ¢(s) = (0,0, s). Ainsi, 'impédance thermique se simplifie en

T(z,y,s) e Vit

G(z,y,s) = — = (3.88)
o(s) AN
En utilisant 'approximation de Padé d'un retard pur, a savoir :
e_%
e’ = )
ez
I'impédance thermique s’écrit :
G VEa e VES 3.89
(xayvs)_)\\/ge %w ( )
Avec un développement en série de Taylor, elle s’écrit :
S apst
aps™
V2 =
x(T,y,s) = & k=0 3.90
G

A K ’
S |ag| st+Dv
k=0

k (z4y)*
k1(20)F” *

ou 'ordre commensurable v = 0.5 et a; = (—1)

La fonction de transfert Gx est propre et converge rapidement vers G. De plus, ces
fonctions de transfert sont clairement non entieres et peuvent s’exprimer dans le domaine

temporel par une équation différentielle a ordres non entiers multiples de 0.5.

— Principes de la platitude

Hy est normalisée par |ak]| :

K
5 kz_:oa;ﬁsku
A K ’
IAPCEE
k=0

Hy(x,y,s) = (3.91)

! A
avec aj, = ay/ax et donc af = 1.
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La fonction de transfert Hy se réécrit sous la forme d’une pseudo-représentation
d’état (3.58)

| el a0 ]

Ik Ok 1

T
B=]1 0|

§

VB[ e ]

D =0.
Il reste a trouver les matrices de définition P et Q. A,(s") = [xy18” — A est une
matrice (K + 1) x (K +1).
B (s”) étant une matrice (K + 1) x 1, il existe des matrices Vg € GLi (R]s"])

I
et Ug € GLgin (R[s”]) telles que Ug (s”) B (s") Vg (s¥) = 0 ) Avec Up = Ik et

Ve =1, Rest telle que R(s")B(s") =0: R(s") = (0k.1,Ix) Up (s") = (Ok 1, Ik) -
F(s") = R(s") A, (s") = (—1k,0k1) + (Ox 1, [xs”) est une matrice K x (K + 1)
qui admet une décomposition de Smith avec les matrices Vp € GLk41 (R[s”]) et Ur €

GLk (R[s"]) telles que : Up (s¥) F' (") Vi (s¥) = (1,0). Avec Up = —If et

1 s sKv
0 1
Vy =
SV
0 0 1

La premiere matrice de définition P peut maintenant étre définie :

P(s") = Vp(s¥) < Oz’l ) = S; . (3.92)
1

T, inversible a gauche de B, est définie grace a la décomposition de Smith de B,
T (SV) == VB (Sy) (Il 01’]() UB (SV) == (Il, OI,K) . (393)
Ainsi,

Q(s") =T (s") A(s")P (") = > |aj|s"". (3.94)
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0 température désirée Ty,

30|
201
10t
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500
AT e/ dt
0.06 ,
0.04f
0.02f
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500
2 2
x10™ d Tdes/dt
2 T T T
WL
0
b
- ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500
temps (s)

F1G. 3.18 — Sortie de la température désirée et de ses dérivées

Comme Yyes(s) = CP(s")Z(s), en posant W = C'P(s"),

La matrice W étant un polynome, son inverse W;,, n’est pas un polynome :

A
V2 ZkK:O ajst

inv

A partir de cette relation, la sortie plate Z peut étre calculée si la trajectoire désirée

Yyes est pré-définie.

— Simulation du systeme thermique 2D

Une trajectoire de température est définie au point x = 0.005 m et y = 0.002 m
(voir Fig. 3.17). La température s’élevera de 30°C' au-dessus de la température ambiante
en 1250 s et se stabilisera pour la méme période de temps (voir Fig. 3.22). L’évolution de

la température est définie par la trajectoire désirée selon un polynome d’interpolation de
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Fia. 3.19 — Simulation du systéme thermique 2D : densité de flux ¢(t), sortie plate z,

température mesurée 1" et température désirée Ty, et erreur de sortie

degré 5 (PI5) :

3 4 1o
Tesn () =T; + 80 (Ty,, — Th) i 240 (T, — T;) t—4+192 (Trn—To) E (3.95)
f f f

avec T; =0°C, Ty =30°C, ettf=2500s.

La Fig. 3.19 présente les résultats de simulation de la planification de trajectoire :
les principes de la platitude étendus aux systemes non entiers ont été appliqués pour
déterminer une sortie plate qui permet de générer la commande ¢. Cette commande a été
appliquée au modele 2D et la température a été mesurée en x = 0.005 m et y = 0.002 m.
Comme prévu, la température mesurée suit la température désirée : 'erreur de sortie est

proche de 0 en simulation.

Une caractérisation des sorties plates fractionnaires linéaires sous forme de matrices
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polynomiales non entieres a été présentée en utilisant la décomposition de Smith. La for-
mulation algébrique de la platitude permet de déterminer les sorties plates fractionnaires
qui définissent completement les trajectoires d'un systeme linéaire fractionnaire. Ces pro-
priétés de la platitude ont été appliquées a un transfert de chaleur de dimension 2 : le
modele liant la température mesurée a la densité de flux injectée est d’ordre non entier

avec un ordre commensurable de 0.5.

3.5.3 — Poursuite robuste de trajectoire par commande CRONE

de troisieme génération

Fondée sur I’ “intégration non entiere complexe”, la troisieme génération de la com-
mande CRONE est une généralisation de la deuxieme a travers la substitution d'un ou
plusieurs ordres non entiers complexes a l’ordre non entier réel qui caractérise le compor-

tement en boucle ouverte autour de la fréquence de gain unité w,,.

Cette stratégie de commande CRONE utilise un ordre de dérivation non entier com-
plexe sur une bande de fréquence utile [w4, wp]. Compte-tenu des conditions que satisfont
la stratégie de deuxieme génération explicitée au paragraphe §3.4.2, lorsque la seconde
condition du glissement du gabarit sur lui-méme ne peut étre vérifiée, il n’y a aucune raison
pour que le gabarit vertical assure au mieux la robustesse de la commande. Il convient alors
de le généraliser conformément a deux niveaux. Le premier niveau consiste a considérer
un gabarit, toujours défini comme un segment de droite pour 'état paramétrique no-
minal du procédé, mais de direction quelconque, appelé “gabarit généralis¢”. Le gabarit
ainsi défini est décrit par une transmittance fondée sur celle d'un “intégrateur non en-
tier complexe” v = a + ib , dont la partie réelle a détermine le placement en phase du
gabarit et dont la partie imaginaire b détermine ensuite son inclinaison par rapport a la
verticale (voir Fig. 3.20). Dans le cadre de cette généralisation, la stratégie optimale de
la version initiale de cette commande CRONE porte sur la recherche d’un gabarit opti-
mal au sens de la minimisation d’un critere quadratique (sous contraintes) portant sur
les variations du facteur de résonance en asservissement ou du facteur d’amortissement
en asservissement et en régulation. Le deuxieme niveau consiste a substituer au gabarit
généralisé un ensemble de gabarits du meéme type, appelé “multi-gabarit”. Sa description
par un produit de “transmittances non entieres complexes bornées en fréquences” définit
un “gabarit curviligne” étendant alors le gabarit rectiligne que forme le gabarit vertical.

La recherche d'un multi-gabarit optimal au sens de la minimisation du critere précédent
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arg o

FiG. 3.20 — Gabarit généralisé dans le plan de Black-Nichols

définit la stratégie optimale la plus évoluée qu’utilise la commande CRONE de troisieme
génération.

L’objectif de cette partie est de pouvoir établir une loi de commande robuste pour des
systemes multivariables présentant des variations paramétriques (agissant sur le gain et la
phase du procédé) et a sorties découplées. La commande CRONE de troisieme génération
étant bien adaptée pour ce type de procédé, elle est adoptée ici. Le régulateur CRONE
est défini dans une bande de fréquences [w4,wp] autour de la pulsation de gain unité w,
afin d’assurer non seulement une phase constante mais plus précisément pour assurer de

faibles variations du degré de stabilité du systeme en boucle fermée.

Afin d’établir une loi de commande CRONE de troisieme génération, 'objectif est
de trouver une matrice diagonale de fonctions de transfert en boucle ouverte dont les
éléments sont des fonctions de transfert d’ordres fractionnaires. Elle est paramétrée de
facon a satisfaire un parfait découplage pour le procédé nominal, des spécifications de
précision en basses fréquences, des marges de stabilité nominales requises des boucles

fermées (comportement autour des fréquences de coupures) ainsi que des spécifications
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des efforts de commande en hautes fréquences.

Apres une optimisation de la matrice de transfert diagonale en boucle ouverte [y(s),
une identification fréquentielle a I’aide de la toolbox CRONE est effectuée pour déterminer
le régulateur fractionnaire. Pour une analyse plus approfondie du régulateur CRONE de
troisieme génération, on peut se référer a [Oustaloup, 1999] et a [Nelson-Gruel et al.,

2007] pour les systemes non entiers MIMO non carrés.

La partie réelle de v = a + ib détermine un blocage de phase de —%e(v)"™ /o autour
de la pulsation w,, et la partie imaginaire caractérise sa direction. Le gabarit généralisé
est alors décrit par ses délimitations dans le plan opérationnel C; de I'intégrateur d’ordre

non entier complexe :

wWa\7
s)=||— 3.96
w = ()1, (390
avec s =0 +jw € Cj and v =a +ib € C,.

Etant fondé sur I'intégration non entiere complexe bornée en fréquences, la fonction

de transfert en boucle ouverte se décrit alors par :

) a ib —gsign(b)
f(s) = C0 ()" x (e { (i) }) (397

_ . . AN
avec C' = cosh [b (arctan <w_1> — arctan <E>>} et Cp = <1+<w_u>2> )
wh

Les fréquences de coupures sont placées autour des fréquences extrémes de la bande

de fréquence considérée selon : w < wp < wy < wp < wy. Pour un procédé stable et a
minimum de phase, le gabarit généralisé est pris en compte dans la fonction de transfert

de la boucle ouverte :

Bo(s) = Bi(s) Bo (s) B (s), (3.98)

avec 3 (s) = Cy (2 +1)" dont l'ordre m fixe la précision en boucle fermée, et B, (s) =

C /12 ,
W dont l'ordre ny, rend les éléments du régulateur propre.
wh

3.5.4 — Application a un systeme linéaire non entier MIMO uni-
dimensionnel : le barreau thermique soumis a deux flux

de chaleur
3.5.4.1 — Description du banc de simulation

Dans cette section, un systeme fractionnaire MIMO est étudié au travers d’une

pseudo-représentation d’état : il s’agit d’'un systeme thermique de dimension finie. Le
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Fi1Gc. 3.21 — Barreau thermique, sous I'influence de deux densités de flux thermique, une

a chaque extrémité. Deux mesures de la température sont prises en Py (I = 1;) et en Py
(l=1y)

systeme considéré est étudié en simulation a partir de parametre physique réel. Le systeme
thermique est une barre en aluminium de longueur L = 0.15m. Il est considéré comme
étant un milieu fini plan, homogene, de conductivité A = 210 W.m 1. K1, de diffusivité
a = 8.8310"°m?2.s7!, de rayon Ry, = 1 cm et étant initialement & température ambiante
(20°C"). Afin d’assurer un transfert de chaleur unidirectionnel, toute la surface du barreau
est isolée. Les pertes sur la surface ou le flux thermique est appliqué sont négligées.
L’objectif est de controler la température a deux points précis du barreau, mesurée a une
distance I = 0.06 m et l; = 0.10m d’une des extrémités (Fig. 3.21), sachant que celui-ci
est soumis a deux densités de flux. Les flux thermiques sont générés par deux résistances
chauffantes collées a chaque extrémité du barreau par une colle de tres haute conductivité
thermique. La puissance maximale pouvant étre générée par la résistance est de 12 W (1 A

sous 12V), et sa résistance est de R,.s = 4.88 ().

Battaglia et al. [2001] ont montré que le modele analytique liant la densité de flux
appliquée a la normale de la surface du plan, a la température mesurée a une abscisse [ a
I'intérieure du barreau, a un ordre commensurable de 0.5 pour un plan semi-infini. D’autre
part, il est également exposé dans [Malti et al., 2008b] que I'on obtient une meilleure
précision a partir d’'un modele fractionnaire réduit qu’a partir d’'un modele rationnel de
meéme dimension. La démonstration du comportement physique non entier du systeme

MIMO considéré est exposé en annexe C.

Dans la suite, I'indice E dénote l'entrée du barreau (I = 0), et L dénote sa sortie

(I = L) (voir Fig. 3.21), et X correspond a la fois aux indices E ou L.
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A partir du théoreme de superposition, le modele linéaire liant les densités de flux

a la température mesurée T'(l,t) en | =1, (n = 1 pour l;, n = 2 pour [5) est donné par :
T(l=1,t)=2L""{Hg(,,3)}*opt)+ L {H (I,,5)} * or(t), (3.99)

ol g et ¢ sont les densités de flux appliquées par les résistances chauffantes de chaque

extrémité du barreau (voir Fig. 3.21) et en considérant les définitions suivantes :

Te(l,, s) _ cosh ((L — 1) \/g)
pp(0,5)  A/Zsinh (L/Z)

o wr(l = 0,s) est la densité de flux venant de [ = 0 (du point F sur la Fig. 3.21) et

o Hp(l,,s) = (3.100)

Tg(l,,s) est la contribution a la température issu du flux venant de [ = 0 mesurée au
point P, (I =1,) (Fig. 3.21);

151, cosh (1,\/2

o Hi,s) = 2 ,( V2) (3.101)
or(L,s) /\\/gsmh (L\/g)

ou ¢r(l = L,s) est la densité de flux venant de [ = L (du point L sur la Fig. 3.21) et

Tr(l,, s) est la contribution a la température issu du flux venant de [ = L mesurée au

point P, (I =1,) (Fig. 3.21).
En utilisant le développement en série entiere, les relations (3.100) et (3.101) s’écrivent :
K K
Z bksk/Q Z bksku
Hg(l,,s) ~ =2 = _F=0 : (3.102)

LY k41 LY ka1l
>oaps s 3o apstr
k=1 k=1

N 2L—1,)" 41k 2L)* o
ou v = 0.5 est 'ordre commensurable, b,, . = CLol) Sl o ap = A (2L) - . De méme :
y vn, k!ak/2 il k%
o3
K i K i
! o / 14
> bys? > bis
k=0 k=0
Hi(ln,s) ~ < =% , (3.103)
S st S apsteer
k=1 k=1
nk = T Kok B ALLER

Il est & noter que les coefficients ay, et aj, sont égaux pour k € [1, ..., K] et qu’ils sont
indépendants de la position de mesure [,,. Les relations (3.102) et (3.103) sont normalisées

par ag :

pour k=1,...,K —1,

{ CNLk = ak/aK

a, = a/ax
b = b
{ Nf f/aK pour k=0,..., K.
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Ainsi, sous forme de pseudo représentation d’état, la relation (3.99) s’écrit :

[ —CNLKfl e _dl 01,2 |
OKr+1,K+1
Iy Ok
A= (3.104)
—dhe e —&, 012
Ok 41,541
] I Ok |
— N, - T
bl,K bl,K

)

B:[[LOLK] 01,11 ] C— bio ~'1,0

Orx+1 (1, Ol,K]T borc by i

7 77
boo  bho |

Une trajectoire est établie de sorte que les températures désirées, ses dérivées pre-
miere, seconde et troisieme n’atteignent pas les valeurs maximales des actionneurs. De
plus, les dérivées premiere et seconde de la température sont nulles en début et en fin
d’expérience. La température du barreau métallique se fera en deux étapes : dans un
premier temps, le barreau devra s’élever de 25°C' en P; et de 30°C' en P, au-dessus de la
température ambiante T; = 0°C' en 1250s (Fig. 3.22), puis se stabilisera pour une durée
équivalente. L’évolution des températures se fera selon des trajectoires désirées suivantes,
des polynomes d’interpolation de degré 5 (PI15) [Khalil et Dombre, 1999, Orsoni, 2002] :

3 4 o
Tiesy, (t) =T; + 80 (T, — T7) i 240 (Ty,, — T;) t—4+192 (Ty1, = T7) e (3.105)
f f f

avec T; = 0°C, Ty, =25°C, Ty, =30°C, et tf =2500s.

Remarque
Comme au paragraphe §3.4.3, on peut montrer que les dérivées d’ordre 0.5, 1 et 1.5
sont nulles en 0 d’aprés [Podlubny, 1999a/. En effet, la dérivée d’ordre y est nulle
en a =0 (condition initiale) si et seulement si pourp—1<~vy<p (peN) :

f(j)(a):(]’ 7=0,1,...,p—1.
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températures désirées Tyes, €t Tyes i,
T

60 T T T
40} -
— Thesy
— Taes
20 1 1 1 T
0 500 1000 1500 2000 2500
AT yes 1,/ dt
0.06 T T T T
AT yes 1, /dt
0.04 —_— deeS,lg/dt H
0.02 b
O 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
) X 10_4 dQTd&S, ln/dt2
—7e T
ir ——— d?Tjes 1, /dt?
0 1<
_1 - -
-2 i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500
temps (s)

F1G. 3.22 — Sorties (températures) désirées (Ties, en ly et Tyesy, en ly) et leurs dérivées

A partir des matrices A et B de la pseudo-représentation d’état, on cherche les
matrices R, P et @, telles que les conditions (3.61) du théoreme 3.5.7 soient satisfaites.

On trouve R orthogonale a B :

BT — Oka Ik Og1 Ogk

Ok1 Ok Ox1 Ik |

et on cherche P(s") :

T
Pl(sy) p2(K+1)+1(3y)

Par+1)(87)  Pacrs1)(s”)
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tel que RT A(s")P(s¥) = 0. Pour K = 2, on obtient : py(s”) = s” = p3(s”) et pi(s”) =

s"pa(s”). On obtient alors une relation de récurrence pour tous les K + 1 polynoémes. On

T
, 0 0 0 s s 1
P(s") = . )

choisit ici :

g1 0 00
On voit clairement que P(s”) est de rang 2 pour tout s”.
On peut alors définir Q(s”) telle que A,(s")P(s”) = BQ(s") et donc définir la
commande u apres avoir déterminé la sortie plate fractionnaire z.

B étant une matrice 6 x 2, il existe deux matrices Vp € GLy (R[s”]) et Up €

I
GLg (R[s"]) telles que Ug(s) B(s) Vg (s) = [ 0 2|, Avec
4x2
(10000 0]
01 0100
001000
UB — )
000100
000O01O0
00 0O0O01

et Vg = I5. De cette décomposition, on détermine la matrice inverse T’ a gauche de B :

Tp(s") = Vp(s") [I2, O2xs] Up(s"),

d’ou

Contrairement au paragraphe §3.4.3, ou la fonction de transfert liait la température
T(s) a la tension appliquée U(s) a la résistance chauffante, ici on dispose des flux ther-
miques px(t). Le flux ¢g issu du point E (resp ¢ en L) est commandé par la tension
ug (resp ur). Les relations liant le flux a la tension sont données en temporel par les

puissances dissipées par les résistances chauffantes :

{ Pp=S2L7 (pp(0,5)) = Let)

(3.106)

Py = S.27 (p1 (0,5)) = 0",

D’ou l'on tire les commandes a appliquer en tension, qui doivent étre positives :

{ up(t) = \/RresSZL (95 (0, 5))
uL(t) - \/Rressg_l (()OL (0’ 8))

(3.107)
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x 10* commandes (W.m=2)
10 T T T T
- (pE
— L
5 - |
O 1 1 1 1
0 500 1000 . 1500 2000 2500
sorties plates
150 T T T T
ZE
100 B 2L 7
50f : : -
O 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
températures
40 T T T T
> 20} : : 1
0 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
x 10 erreurs de sortie
4 T T T T
41—1{168,11 - Tmes,l |
2 4{1@3,12 - Tmes,l . | ' b 1
I \ | i WY Y I \
0 | \ {
_2 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500

temps (s)

F1G. 3.23 — Simulation du systeme thermique MIMO : densités de flux (¢g et @1 ), sorties

plates (zp et z1), sorties effectives (Tes.,) et désirées Ty, ), et erreurs de sortie

Un algorithme permettant de générer les sorties plates et les commandes, dans 1'ob-
jectif d’obtenir les trajectoires désirées, a été créé pour les systemes MIMO fractionnaires.
La Fig. 3.23 présente les sorties et commandes a appliquer apres calcul des sorties plates.
La Fig. 3.23 montre que les sorties effectives, ¢mes.1 €t Ymes 2, Obtenues a partir des com-
mandes ug et uz, sont les mémes que les trajectoires désirées yges1 et Yaes 2 : les erreurs de
sortie sont nulles en simulation. D’autre part, les commandes générées ne permettent que
de suivre une trajectoire désirée ; le systeme tel présenté ne peut rejeter des perturbations
en entrée et en sortie, décalant alors les sorties effectives des trajectoires désirées. Une
loi de commande robuste permettrait d’assurer une poursuite robuste des trajectoires de

référence. D’autre part, les sorties plates n’ont ici aucun sens physique.
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3.5.4.2 — Synthese du régulateur

A partir de la pseudo-représentation d’état (3.58), en considérant les matrices d’état
(3.104) et en supposant également que le systeme est découplé, les régulateurs peuvent
alors étre synthétisés séparément avec une approche multi-scalaire. Il existe de nombreuses
approches de synthese de loi de commande dans la littérature des systemes fraction-
naires [Barbosa et al., 2008, Machado, 1997, Podlubny, 1999b, Vinagre et al., 2002];
ici, la troisieme génération du régulateur CRONE a été adoptée. Deux régulateurs ont
été synthétisés pour chaque entrée. Pour une meilleure comparaison, un régulateur PID
a également été concu. Les régulateurs doivent présenter une bonne robustesse vis-a-vis
des perturbations ainsi que des variations paramétriques, qui impliquent des variations
de gain et de phase. Ainsi, la conception de la loi de commande doit pouvoir s’appliquer
meéme si le modele utilisé a été mal identifié ou que le systeme vieillisse pouvant également
se traduire par ces incertitudes. Des variations paramétriques sont introduites en faisant
subir des variations de 2 parametres du barreau :

— une variation du rayon du barreau Ry, influe sur le gain du procédé; plus Ry,

est faible, plus son gain est important ;

— une variation sur la conductivité X\ influe sur la phase du procédé; plus A est

faible, plus la variation de phase augmente.

La Fig. 3.24 illustre l'influence des parametres Ry, et A sur Hg(ly, jw) se traduisant

par des variations de gain et de phase.
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200
150 1
100+ ~ <. 1
ol Ry, décroit — - - §

| .
_50,
100k R,,=0.01, A=210 SEsSizizoo ]
~  R_=0.07,A=210 e
-1504 bar ‘ : :
101 R,,=0.0002, A=210 [* 1072 10° 10° 10
R,,=0.0002, \=800
ar
R,,=0.01, A=800
ar
-40 R,,=0.07, A=800
ar
~ -~ ~R,,=0.0002,A=10
_507 ar N
R,,=0.01, A=10
ar

—eol Ry =007, A=10 A décroit 1

>

-70} 1
-80f 1
_90 L i Il | 1

10° 10° 10 107 10° 10° 10

F1G. 3.24 — Diagramme de Bode pour différentes variations paramétriques de Ry, et A

de Hp(ly, jw)

La Fig. 3.25 montre les enveloppes dues aux incertitudes paramétriques considérées

pour le point de mesure P; : variations de gain de 25 et variations de phase de 25°.
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He(l, jw Hi(ly, jw
100 : E(l’J ) g 100| : L(l’nj )
! — H R _=001,A=210]'
sol \ nominal’ * “bar \ |
. ~ — R, =0.0002, A=80 Y
* |- - —R,,=0.02,A=500 N
\ ar \
60 ' 6UF ’
— 40} a0t
m
<
S—
E 20t 20}
@) _ .
ot ot
-o0} -o0}
~a0t -a0t e
: . v \
—B0f "4 -eof : i
: : o : o
3 N : o
_ ! L T -8 ! L I
-150 -100 =50 -150 -100 =50
Phase ( Phase (

F1a. 3.25 — Diagramme de Nichols du procédé thermique avec incertitudes (gauche pour

Hg(ly, jw), droite pour Hp(l;, jw)), nominal en bleu, enveloppes extrémes (pointillées)

— Synthese des régulateurs PID

Les régulateurs PID ont été concus pour une pulsation de gain unité fixée a w, x =
0.3rad/s. Une marge de phase de 45° est choisie pour un dépassement maximum de
20%. Toutes ces spécifications conduisent aux régulateurs PID décrits par les fonctions de

transfert suivantes (X = £, L) :

Cie(s) = C (H)(H)( | )
x\S5) = Lo x 5, s, s
Wi, X 1 + Wh, X 1 + Wi X
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avec
Co.r = 18.07, wig = 0.2rad/s, w,p = 0.86rad/s,
wp,p = 0.06rad/s, wysy = 2rad/s,
Co, =18.85,  w; 1 =0.23rad/s, w, = 0.86rad/s,

wp,r, = 0.06rad/s, wyyxy = 2.3rad/s.

200 ana T T
| —H____R_=0.01,A=210
nominal’ ~ "bar
v - = Rb =0.0002, A=80
\ ar N

150 [ N 1 Rbar=0.02, A=500

100 100 /
50 50
m
=
k= v
= y R
O of oT:

-50 -50

N
J
/
-100} 4 -100b .
-150 T -150 e
-180 -160 =140 =120 -180 -160 =140 -120
Phase (") Phase (")

F1G. 3.26 — Lieux de Nichols de la boucle ouverte avec PID (Hg & gauche, Hy, a droite),

nominal en bleu, enveloppes extrémes (pointillées)

Les boucles ouvertes issues de ces régulateurs PID sont illustrées dans les dia-

grammes de Nichols de la Fig. 3.26 en considérant également les incertitudes paramétriques.
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— Synthése des régulateurs CRONE

Le régulateur CRONE est défini dans une bande de fréquences [wa,wp] = [0.001, 1]
rad/s autour de la pulsation de gain unité w, (elles sont quasiment identiques pour Hg
et Hy) afin d’assurer non seulement une phase constante autour de cette pulsation, mais
également pour assurer la robustesse du bon degré de stabilité face aux variations du
systeme. Comme énoncé plus haut au paragraphe §3.5.3, ces régulateurs CRONE de
troisieme génération respectent un cahier des charges prenant en compte le découplage,
les marges de stabilité et les spécifications des commandes. Apres une optimisation de la
matrice de transfert de la boucle ouverte diagonale (3, x(s), I'identification fréquentielle
a l'aide du module “Control System Design” de la toolbox CRONE permet d’obtenir le

régulateur rationnel.

Opan loop Nichols locus

2| I— CLH;'].'('ITET'JW - - -

‘Open loop Nichols locus.

1(%;]”} """""

B (w)

H i
i = i —ien 14

F1G. 3.27 — Lieux de Nichols des boucles ouvertes 307 (jw) avec les régulateurs CRONE
pour des variations de gain dans [0.02 — 50] et de phase dans [12.5° — 25°]

La fonction de transfert en boucle ouverte est décrite comme une intégration d’ordre

non entier complexe sur une bande de fréquences donnée :
/ a / ib —gsign(b)
_ sign(b) [ 148 /wnx A 145 /wh x 1
Bo.x () = Cx (—Hs /wl,x) X (%/1 { (Cgr /M,X) }) (3.109)

2

()

avec C'x = cosh |b (arctan ( =22 ) — arctan === et Cox = | — 24,
Wh,X g, x

Wl X
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Les fréquences de coupure sont placées autour des fréquences extrémes de la bande
de fréquences considérée selon : wyx < wa < wyx < W < WhX-
Les fonctions de transfert des régulateurs CRONE de troisieme génération sont alors

définies par :

Cx(s) = Box () H (In: 8)
'owpx =10%rad - s7!, w,x =0.3rad - 571, (3.110)
y=a+ib=124—011i, mx =15 nyx=2.

wix = 107%rad - s~

Elles sont calculées afin d’assurer une stabilité pour des variations de gain de 0.02
et 50, et pour des variations de phase de 12.5° a 25°. La Fig. 3.27 présente les boucles

ouvertes dans le plan de Nichols en prenant en compte ces incertitudes.

3.5.4.3 — Résultats de simulation

Systeme thermique

AUX A}/X

F1G. 3.28 — Schéma de commande en boucle fermée

Les essais sur les régulateurs PID et CRONE ont été effectués en simulation afin
d’étudier I'influence des perturbations et des variations paramétriques sur le suivi de tra-
jectoire souhaité qui apparaissent en entrée AU et en sortie AY. Le schéma de commande
est présenté sur la Fig. 3.28, ot les commandes de référence u,.r,x sont obtenues par ap-
plication des principes de la platitude en utilisant les trajectoires de référence Tyes,, (les
sorties désirées). Une perturbation du type créneaux en entrée de 35s est appliquée a 625s
en AUg pendant le transitoire et a 1910s en AUj en régime établi, ainsi qu’une autre
perturbation de 35s est également appliquée en sortie a 312s AYg pendant le transitoire et
a 1600s en AY7 en régime établi. Le créneau de 35s est choisi sachant que les régulateurs

rejettent les perturbations en moins de 20s.
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On rappelle qu’afin de comparer nos régulateurs PID et CRONE, ceux-ci sont

synthétisés autour de la méme pulsation de gain unité w, = 0.3rad/s.

Une simulation sur le procédé nominal a été effectuée dont les résultats sont tracés
sur la Fig. 3.29 pour le point de mesure P; et sur la Fig. 3.30 au point de mesure P>.
Les régulateurs CRONE et PID étant synthétisés pour le méme w,, ils apportent des
performances similaires pour le procédé nominal :

— le temps de rejet de perturbation est de l'ordre de 3s;

— les pics de commande sont identiques;

— les sensibilités en sortie sont les mémes.

Une premiere étude de la robustesse a été effectuée sur le systeme Hp,  —0.02.1=500
dont les résultats sont tracées sur la Fig. 3.31 pour le point de mesure P; et sur la Fig.
3.32 au point de mesure P;. Les régulateurs CRONE apportent une meilleure stabilité
que pour les régulateurs PID pour le procédé Hp,  —0.021=500 :

— le temps de rejet de perturbation est de 'ordre de 4s pour les régulateurs CRONE

alors qu’il est de 9s pour les régulateurs PID ;

— les pics de commande sont du méme ordre de grandeur ;

— les sensibilités en sortie sont 1.5 fois plus faibles pour la commande CRONE.

Une deuxieme étude a également été effectuée sur le systeme Hp,, —0.0002,0=80 dont
les résultats sont tracées sur la Fig. 3.33 pour le point de mesure P et sur la Fig. 3.34 au
point de mesure P,. Les régulateurs CRONE apportent une meilleure stabilité que pour
les régulateurs PID pour le procédé Hpg, —0.0002,1=80 :

— les régulateurs CRONE sont 2 fois plus rapide que les régulateurs PID : le temps
de rejet de perturbation est de 'ordre de 6.2s pour les régulateurs PID alors qu’il
est de 1.9s pour les régulateurs CRONE;

— les pics de commande sont du méme ordre de grandeur ;

— les sensibilités en sortie sont 10 fois plus faibles pour la commande CRONE.

Une amélioration des performances du régulateur CRONE pourrait étre effectuée
par les moyens d’'une optimisation plus approfondie des fonctions de sensibilités (voir
[Oustaloup, 1991] pour la commande CRONE et [Nelson-Gruel et al., 2007] pour la

conception d’une loi de commande MIMO fractionnaire).
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températures mesurées en P (l;)
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F1G. 3.29 — Simulation du systeme nominal en P;(l;) avec les régulateurs CRONE et PID :

températures mesurées, erreurs de sortie Tyes,, — Ties,, €t commandes g et ¢,
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températures mesurées en Ps(ls)
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F1G. 3.30 — Simulation du systeme nominal en Py(l) avec les régulateurs CRONE et PID :

températures mesurées, erreurs de sortie Tyes,, — Ties,, €t commandes g et ¢,
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températures mesurées en P;(l;)
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F1a. 3.31 — Simulation du systeme Hpg,, —0.02.1=500 €0 Pi(l1) avec les régulateurs CRONE

et PID : températures mesurées, erreurs de sortie T}es1,, — Thes s, €6 commandes pg et ¢,
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températures mesurées en Py(ly)
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F1a. 3.32 — Simulation du systeme Hpg,, —o.02.1=500 € P(l2) avec les régulateurs CRONE

et PID : températures mesurées, erreurs de sortie T}es1,, — Thes s, €6 commandes pg et ¢,
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températures mesurées en P (l;)
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F1a. 3.33 — Simulation du systeme Hpg,  —o.0002.3=80 €n Pi(l1) avec les régulateurs CRONE

et PID : températures mesurées, erreurs de sortie T}es1,, — Thes,, €6 commandes pp et ¢,
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températures mesurées en Ps(ls)
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F1a. 3.34 — Simulation du systeme Hpg,  —o.0002.3=80 €0 P(l2) avec les régulateurs CRONE

et PID : températures mesurées, erreurs de sortie Tjes1,, — Thes,, €6 commandes pp et ¢,
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3.6 — Conclusion

La génération et la poursuite robuste de trajectoire peuvent étre résolues par de
nombreuses approches. Ces deux problématiques sont simples a résoudre pour la classe
des systemes dits “plats”. En effet, pour cette classe, I’état et la commande du systeme
peuvent étre exprimés comme des fonctions différentielles d’une variable appelée “sortie
plate” et de ses dérivées, sans la nécessité d’intégrer les équations différentielles. 1l s’agit
principalement de trouver I'expression de ces sorties plates en fonction des variables du
systeme et de ses dérivées. Apres un rappel des principes de la platitude des systemes
linéaires rationnels, ces principes ont été étendus aux systemes linéaires non entiers. Apres
avoir établi la commandabilité indépendamment du mode de représentation du systeme
non entier, en introduisant les systemes linéaires non entiers abstraits, la platitude par
fonction de transfert non entiere, puis par matrices polynomiales non entieres a été étudiée.
Dans le premier cas, les sorties plates découlent du théoreme de Bézout. Le second cas se
base sur la pseudo-représentation d’état des systéemes non entiers commensurables ol la
caractérisation des matrices de définition permet d’étendre la platitude aux systemes non

entiers commandables.

La platitude étant bien adaptée pour la planification de trajectoire, la poursuite ro-
buste de trajectoire est assurée par une commande CRONE de deuxieme ou de troisieme
génération, selon la nature des variations paramétriques considérées. La deuxieme généra-
tion assure une robustesse pour des incertitudes du procédé de type gain, et la troisieme
génération garantit une robustesse pour des incertitudes de type gain et phase. Une com-
paraison dans un environnement perturbé en termes de sensibilités, rejet de perturbations
et temps de réponse, avec une commande par PID a pu mettre en avant les performances

de la poursuite robuste de trajectoire par platitude associée a une commande CRONE.

Deux exemples de systemes thermiques ont été traités en simulation ou la relation
liant la densité de flux a la température peut étre définie par des équations différentielles
non entieres. Le premier cas est monovariable avec une diffusion thermique en deux di-
mensions et le second cas est multivariable avec une diffusion thermique en une dimension,
I'objectif étant de commander la température en un point (resp deux points) du barreau
soumis & une source de chaleur (resp deux sources de chaleur). L’équation de la chaleur 2D

a également pu étre traitée dans le cadre de la caractérisation des matrices de définition.

L’intérét et D'originalité de la méthode réside autant dans la conception des trajec-

toires de référence (en boucle ouverte), que dans la fagon de concevoir la boucle fermée.
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Bien que la platitude ait pu étre étendue aux systemes non entiers linéaires de dimen-
sion finie, il existe encore de nombreux cas a élucider, tels que les systemes non entiers
a parametres répartis, les systemes non entiers de dimension infinie ou les systéemes non
entiers a retard. Le cas des systemes non entiers non linéaires est également un vaste sujet

qui nécessite également un intérét particulier.

Un systeme non linéaire est un ensemble d’équations différentielles non linéaires,
décrivant ’évolution temporelle des variables du systeme. Pour pouvoir étendre les notions
de platitude aux systemes non linéaires non entiers, il est nécessaire de revenir aux bases de
la platitude non linéaire. Il existe principalement deux approches pour aborder la platitude
non linéaire : I'algebre différentielle associée a la géométrie algébrique différentielle et la

géométrie différentielle des jets d’ordre infini.

Le formalisme de la géométrie différentielle apporte des conditions nécessaires et
suffisantes prouvant la platitude d’un systeme dynamique non linéaire [Levine, 2004,
Lévine, 2009]. L’objectif principal sera d’étendre ses conditions nécessaires et suffisantes
aux systemes non entiers et non linéaires. Dans le cas rationnel, la platitude des systemes
non linéaires se base sur les notions de jets d’ordre infini [Fliess et al., 1999]. Pour pou-
voir étendre la platitude aux systemes non entiers non linéaires, il est nécessaire d’adapter
les propriétés du calcul différentiel pour maintenir des propriétés d’invariance qui gardent
également leur cohérence pour le cas rationnel. Bien qu’a I’heure actuelle, aucune méthode
n’existe pour traiter le cas de la platitude des systemes non entiers non linéaires, quelques
pistes de recherche sont étudiées en annexe D, en utilisant la différentielle classique, ainsi
qu’en proposant une différentielle non entiere introduite par [Cottril-Shepherd et Naber,
2001].



Chapitre 3 — Extension de la platitude aux systemes linéaires non entiers
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Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

4.1 — Introduction

Les développements théoriques des chapitres précédents sont appliqués a un systeme
physique non entier de diffusion thermique. En effet, le modele, liant la densité de flux
de chaleur a travers un barreau métallique a la température mesurée, est non entier, car
il découle de la résolution de I’équation de la chaleur (équation aux dérivées partielles)
[Battaglia et al., 2001, Cois, 2002, Miller et Ross, 1993, Podlubny, 1999b]. De ce fait, le
systeme thermique peut aussi étre considéré comme un systeme entier de dimension infinie
[Laroche, 2000]. Toutefois, 'opérateur non entier est mieux adapté a la modélisation des
systemes de dimension infinie, comme les systemes diffusifs, car il permet d’obtenir des

modeles compacts.

Apres la présentation du banc d’essais, un modele physique du systeme thermique est
élaboré afin d’effectuer la planification de trajectoire. Puis, les méthodes d’identification
développées au chapitre 2 sont appliquées pour 1’élaboration d’un modele expérimental.
Dans un premier temps, un contexte de bruit blanc est considéré, ou la méthode oosrivcf
est appliquée, puis, un contexte de bruit coloré est considéré ou la méthode oorivcf est
utilisée.

Apres 'identification du systeme thermique, les principes de la platitude des systemes
linéaires non entiers sont appliqués pour poursuivre des trajectoires de référence bien
définies. Au chapitre précédent, les principes de la platitude n’ont été appliqués que sur
des données de simulation. Dans ce chapitre, ils sont maintenant appliqués au systeme
thermique réel. Enfin, la robustesse et la poursuite de trajectoire sont assurées par une
commande CRONE de 3eme génération. Les résultats obtenus sont comparés a ceux ob-

tenus avec une commande par PID.

4.2 — Description et modélisation du banc physique

Le banc d’essais est constitué, comme le montre la Fig. 4.1, d'un barreau cylindrique
en aluminium de rayon lem et de longueur de 40cm, soumis a une résistance chauffante a
une extrémité, et isolé thermiquement par une mousse (voir Fig. 4.2) qui permet d’assurer
un transfert unidirectionnel du flux de chaleur.

Le signal d’entrée est le flux de chaleur généré par la résistance chauffante commandé

par ordinateur au travers d'un transistor “on-off” avec une amplitude de tension controlée.

La température de sortie est mesurée a une distance [ = lem de 'extrémité chauffée
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Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

FiG. 4.1 — Photographie du systeme thermique isolé équipé d'une résistance chauffante et

des sondes de mesures

par une sonde platine et un amplificateur dont ’erreur de quantification est de 0.125°C.
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>
A

-
24
24

!

4
24
A

l’

{ J

@
--.----
cooc oo o8

A Y
‘
’

= =

>

40 [ (mm)

10 20

F1G. 4.2 — Schéma du barreau en aluminium isolé (section '), résistance chauffante (M),

isolation de la résistance ()

Afin de démontrer le comportement non entier de ce systeme thermique [Battaglia

et al., 2001], le barreau est modélisé sous les hypotheses suivantes :
(1) le barreau est parfaitement isolé;
(ii) le barreau est considéré comme un milieu semi-infini, homogene et plan de conduc-
tivité A\ et de diffusivité a;

(iii) au repos, le barreau est a la température ambiante, ainsi, il n'y a pas d’échange
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Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

thermique avec ’environnement ;

(iv) les pertes en surface ou le flux thermique est appliqué sont négligées. L’énergie
consommeée dans la résistance est supposée étre totalement transformée en flux de

chaleur et diffusée par conduction le long du barreau.

La derniere hypothese est requise pour pouvoir calculer le flux thermique a partir de

I’énergie électrique injectée dans la résistance chauffante.
Un transfert de chaleur unidimensionnel est régi par 1’équation de la chaleur aux
dérivées partielles par conduction :

or (I,t)  0*T (1,¢t)

= 4.1
T a—an , 0<l<oo, t>0, (4.1)

avec les conditions aux limites :

AELD — (), 1=0, t>0

(4.2)
T(,t)=0, 0<I<oo, t=0,

ou T(l,t) est la température a une distance [, ¢ est la densité de flux injectée, A =
237W m 'K™! est la conductivité thermique de I'aluminium et o = 9975 x 10~8m?s~!
est sa diffusivité thermique. La transformée de Laplace appliquée a I’équation de chaleur
conduit a I’équation différentielle ordinaire :
IT(,s) s

dl? !

ot T'(l,s) = L{T(l,t)}, dont la solution s’écrit :

T(l,s) =0, (4.3)

T(l,s) = Kie~ \/_+K26 Ve, (4.4)

Les conditions aux limites conduisent alors a la fonction de transfert suivante :

H(l,s) = Téij - A\i/age—l\/g, (4.5)

ol ¢ dénote la transformée de Laplace de . L’approximation de Padé de la fonction de

transfert (4.5) conduit a la fonction de transfert commensurable d’ordre 0.5 :

P
S (- M)

O[k:

WS g n)

H(l, s) = (4.6)

Malti et al. [2009] montrent que cette approximation ne coincide pas parfaitement

aux données expérimentales, car 'hypothese (i) n’est certainement pas satisfaite. De plus,
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en présence de pertes thermiques, ’hypothese (ii) ne I'est pas non plus, la géométrie exacte
du barreau devant étre prise en compte. Ils montrent aussi que le modele non entier est
plus compact que le modele rationnel équivalent. L’intérét des modeles non entiers réside

donc dans leur compacité.

C’est pourquoi on propose d’utiliser une méthode d’identification estimant a la fois
les coefficients et I'ordre commensurable d’abord sous I’hypothese de bruit additif blanc

en sortie, puis sous 'hypothese de bruit additif coloré.

4.3 — Identification du barreau thermique par modele

non entier

On procede maintenant a 'identification par modele a erreur d’équation du systeme
liant la température mesurée au flux de chaleur injecté a partir de données expérimentales.
La puissance maximale du flux peut atteindre 12 W (1A sous une tension maximale U,,q,
de 12V). Dans la plage de température considérée, la résistance chauffante est constante

a 4.80). Ainsi, la densité de flux maximale n’excede pas :

2

U
maz = —24t — 95 5kW.m 2,
7 RS o

S étant la section du barreau, S = 3.14cm?.

Pour obtenir un jeu de données cohérents, on souhaite appliquer une SBPA autour
d’un point d’équilibre correspondant & un flux de 5.20kW.m 2. La température mesurée
a une distance [ = 10mm de 'extrémité chauffée du barreau, est tracée sur la Fig. 4.3 :
pour un essai de plus de 3h, le régime permanent est atteint au bout de 7700s. L’énergie
injectée compense alors les pertes thermiques ce qui invalide définitivement I'hypothese

(i). Tous les essais effectués seront donc effectués apres avoir atteint ce régime permanent.

La densité du flux thermique appliquée en entrée est une SBPA comprise entre 0
et 10.40kW.m™? correspondant & une tension de commande comprise entre 0 et 4V ; or,
comme on se situe autour d'un point d’équilibre, la SBPA appliquée au barreau est donc

centrée en 0 et est comprise entre —5.20kW.m™? et 5.20kW.m* (Fig. 4.4).

La température mesurée a une distance [ = 10mm de l'extrémité chauffée du barreau,
est également tracée sur la Fig. 4.4. De plus, un retard de 4 échantillons, correspondant

a 2s, ayant été remarqué, les signaux d’entrée/sortie ont été recalés en conséquence.
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I
IN

température
w w w w » N
N S [e)] [e6] o N

w
o

N
[ee]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
temps (s

N
o
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F1G. 4.4 — Signaux d’entrée/sortie du banc d’essai thermique (la température de 42.2°C,

atteinte au régime permanent, est soustraite a la température mesurée)
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Dans la mesure ou le barreau n’est pas parfaitement isolé, le systeme n’accumule
pas la totalité de 1’énergie injectée, et il n’y a pas de raison d’avoir un intégrateur pur
d’ordre 0.5 dans le modele du systeme, ou d’avoir un ordre commensurable exactement
égal a 0.5 comme dans le modele physique (4.6) ou (3.49). De plus, la réponse indicielle
du barreau thermique tracée sur la Fig. 4.3 confirme bien cette hypothese en présence
d’un intégrateur, la réponse n’aurait pas atteint un régime permanent et aurait continué
a croitre. Le modele choisi pour une identification expérimentale est donc du type :

m .
> bis”
G(s") = = xe2, (4.7)
14+ > ajsi
j=1
Suite a une procédure d’essais-erreurs, ’ordre du dénominateur est fixé a 3v, conduisant

alors au modele suivant :

G(s") = bis” + bo X e, (4.8)

a3s3 + a98% + a;sv + 1

Les données expérimentales récoltées n’étant pratiquement pas bruitées, on choisit
dans un premier temps de procéder a une identification par I'algorithme oosrivef (voir
§2.3.2) ol le modele de bruit est fixé & Hy(z) = 1.

Suite a l'initialisation de l'algorithme oosrivef a l'ordre commensurable théorique
0.6, ce dernier converge a v = 0.73. Afin de vérifier ce résultat, I'algorithme srivef a
été appliqué a des ordres commensurables variant de 0.1 a 1.9 avec un pas de 0.005.
Le critere quadratique, tracé sur la Fig. 4.5, montre que I'ordre commensurable optimal
est effectivement en 0.73. Les croix rouges représentent un critere quadratique obtenu
pour des modeles instables. Notons aussi la présence d’'un minimum local en 0.46, ayant
un critere quadratique du méme ordre de grandeur que le critere quadratique évalué au
minimum global, cependant, le modele estimé ayant un pole en s” réel positif est instable.
Par conséquent, le modele optimal correspond a :

2.925%73 +0.06

G(s"™) = 10~ te2. 4.9
(%) 25940.2521% + 130387546 + 561.66507 + 1 (4.9)

La sortie du modele, calculée sur un jeu de données de validation, est tracée avec
la sortie du systeme sur la Fig. 4.6. Cependant, ’erreur de simulation, tracée sur la Fig.
4.7a), ainsi que le signal d’autocorrélation de l'erreur de simulation, tracée sur la Fig.
4.7b), montrent que l'erreur de simulation, bien que d’amplitude faible, n’est pas blanche.

Par conséquent, des modeles de type Box-Jenkins avec un modele du systeme :

bys” + b
G(s") = il X e % (4.10)

a3s3 + a98% + ay;sv + 1
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F1G. 4.5 — Critere d’erreur en fonction de I'ordre commensurable (v, = 0.72)

et différents modeles de bruit :

digt+1
Ho(g™h) = ,
2(47) g+ cgt+1
_ doq ? +dig ' + 1
Hs(q™) ’ .

3¢+ g2+ gt + 17

sont proposés par la suite.

L’algorithme oorivcf, appliqué pour les deux structures du modele de bruit, permet
d’estimer a la fois les parametres du modele du systeme et ceux du modele de bruit. Les
résultats de cette étude sont reportés sur le TAB. 4.1. Pour chaque modele de bruit, ’ordre
commensurable est différent ; de plus, la norme quadratique de 'erreur de simulation chute

de facon significative des lors ou le modele de bruit Hs ou Hjz est pris en compte.

Modele du systeme Modele de bruit J
2.925%734.0.06 —1,-2s -1\ _ -2
5599005719 ] 13038751 1 56166011 10 © Hi(g™') =1 1.8110
2.2750-606 1.9 95 _3 92 1y —0.82¢~ 1 +1 4
0A IR TS | 504801212 o as0o06 7 10 ¢ Ha(q™') = —0.034-2 097411 1.0710
2.2859-608 42,92 —3,—2s -1\ _ —0.36¢"2—0.40¢g"1+1 4
600.451 522 205 151216 101,150-608 1 | 10~ °¢ Hg(q ) = 0.03¢-3—048¢2—0.56q 1 +1 1.06 10

TAB. 4.1 — Modeles et normes quadratique J de l'erreur de simulation obtenues

Le modele de bruit Hy a convergé vers un intégrateur pur, de méme le modele de

bruit Hg .
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F1G. 4.6 — Réponses temporelles du modele estimé et du systeme réel sur jeu de données
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F1G. 4.7 — Erreur de simulation pour chaque modele de bruit (Fig. a)) avec sa fonction
d’autocorrélation (Fig. b)) normalisée (en 0, 'amplitude vaut 1) pour différents modeles

de bruit avec l'intervalle de confiance  a 99%
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F1G. 4.10 — Erreur de simulation pour chaque modele de bruit (Fig. a) et b)) avec sa fonc-
tion d’autocorrélation (Fig. ¢) et d)) normalisée (en 0, I'amplitude vaut 1) pour différents

modeles de bruit avec l'intervalle de confiance  a 99%

Les réponses temporelles des modeles du systeme ainsi que la sortie réelle sont
tracées sur la Fig. 4.8. L’erreur de simulation filtrée, pour chaque modele de Box-Jenkins,
est tracée sur la Fig. 4.9. Dans la mesure ou les modeles de bruit Hs et Hs contiennent
des intégrateur purs, les deux modeles de bruit ne se contentent pas de capturer les
dynamiques rapides, mais ils capturent également la dynamique lente du systeme, et
donc une partie de la diffusion. C’est pourquoi, les sorties des modeles de Boz-Jenkins se
trouvent éloignées de la sortie réelle, le bruit coloré issu de l'erreur de simulation filtrée

venant combler la différence.

Par contre, comme le montre la Fig. 4.10, 'erreur de simulation tend vers un bruit

blanc.
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F1G. 4.11 - Erreur de simulation pour chaque modele de bruit (Fig. a) et b)) avec sa fonc-

tion d’autocorrélation (Fig. ¢) et d)) normalisée (en 0, 'amplitude vaut 1) pour différents
a 99%

modeles de bruit avec l'intervalle de confiance
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Bien que les modeles de Box-Jenkins permettent de retrouver une erreur de simula-
tion blanche, il est préférable pour la commande de choisir le modele qui minimise 'erreur
de sortie. Dans ce cas, il est possible de blanchir I'erreur de simulation de la Fig. 4.7a) sans
recalculer itérativement le modele du systeme comme expliqué dans ’algorithme oorivcf.

Dans ce cas, le modele du systeme reste inchangé

2.925%7 4 0.06
G(s"™) = 10 e 4.11
(77) = S5010.2527 + 13038.75146 + 561.665073 + 1 (4.11)

et le modele de bruit est

—0.769¢"' + 1
gt = 4.12
Hola™) —0.006¢~2 + —0.991¢g"1 4+ 1’ (4.12)

_ 0.588¢72 — 1.569¢* + 1
Hy(g™h) = . 4.13
3(07) 0.063¢ 2 — 0.713¢2 — 1.777¢- L + 1 (4.13)

Comparée aux Fig. 4.7a) et Fig. 4.7b), I'erreur de simulation, tracée sur la Fig. 4.11,
tend davantage vers un bruit blanc. Pour chaque modele de bruit, la norme quadratique

de l'erreur de simulation est reportée sur le TAB. 4.2.

Modele de bruit J
Hi(g ) =1 1.811072
Hy(a™") = <ope 11710~
Mg ) = 70.02;3—42853._011;;—1“ 11510~

TAB. 4.2 — Modeles et normes quadratique J de I'erreur de simulation obtenues

Les deux dernieres lignes du TAB. 4.1 et du TAB. 4.2 montrent que la norme quadra-
tique de l'erreur de simulation est plus petite lors de I'utilisation de ’algorithme oorivcf
(voir TAB. 4.1). Cette derniere démarche, qui consiste a blanchir le résidu sans avoir re-
cours a l'algorithme itératif oorivcf, est donc sous-optimale. Par conséquent, le modele

(4.11) obtenu convient davantage a la synthese d'une loi de commande.

4.4 — Commande du barreau thermique par platitude

étendue aux systemes non entiers

Le probleme de la planification de trajectoire du systeme défini par ’équation de

la chaleur mono-dimensionnelle a déja été traité dans la littérature par les moyens de la
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platitude en utilisant, soit les fonctions de Gewrey [Laroche, 2000], soit la transformation
de Laplace des systémes non entiers par fonctions de transfert [Melchior et al., 2005],
soit la pseudo-représentation d’état [Victor et al., 2008b]. Dans ces deux derniers cas,
les résultats présentés ont été obtenus par simulation. Ici, 'objectif est de commander la

température d’'un banc d’essais réel (barreau thermique) en un point précis [ = 10mm.

4.4.1 — Planification de trajectoire

Dans un premiers temps, une trajectoire de référence de température est définie au
point [ = 10mm. Les principes de la platitude des systemes non entiers linéaires sont
ensuite appliqués afin d’en déduire le flux de commande. La trajectoire est établie de
sorte que la température, ses dérivées premiere, seconde et troisieme, n’atteignent pas
les valeurs maximales de saturation. D’autre part, la trajectoire de sortie est générée de
sorte que ses dérivées premiere et seconde soient nulles en début et en fin d’expérience et
que la température s’éleve de 20°C' au-dessus de la température ambiante en 1250s et se
stabilise pour la méme durée (voir Fig. 4.12). L’évolution de la température est définie

par la trajectoire désirée selon un polynoéme d’interpolation de degré 5 (PI5) :

3 4 1o
Thes () =T; + 80 (Ty — T5) i 240 (Ty — Ty) t—4+192 (Ty — Ty) E (4.14)
f f f

avec T; =20°C, Ty =40°C, et tf = 2500s.
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trajectoire de la température yges(t) ("C)
50 T T T T

30} , , , : 1

20 L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500

dérivée premiere de la température
0.03 T T T

0.02 i
0.01f h

0 1 1 1 1

0 500 ) 1000 1500 2000 2500
%107 dérivée seconde de la température
l T T T

0 500 1000 1500 2000 2500
temps (s)

Fia. 4.12 — Température désirée et ses dérivées

4.4.2 — Platitude par matrices polynomiales

La fonction de transfert (4.11) est normalisée de fagon a avoir un coefficient unitaire

pour la puissance la plus élevée du dénominateur :

1.12107°s%™ + 2351077 oy

0.73) _
G = s219 +(0.505146 4+ 2.16 10~25s0-73 + 3.85 10*56

(4.15)

Dans un premier temps, le retard de diffusion est négligé pour simplifier le calcul de la
commande.

Le modele (4.15) est alors mis sous forme d’une pseudo-représentation d’état (3.52)

avec v = (.73 selon les matrices suivantes :

—0.50 —2.1610"2 —3.85107°
A= 1 0 0 : (4.16)
0 1 0



Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

T
B:[l 0 0} ,

C

[0 1.12107° 2.3510°7 }

D = 0.

4.4.2.1 — Matrices de définition

A partir de cette pseudo-représentation, il est nécessaire de déterminer les matrices
de définition P et Q).
On introduit alors la matrice A,(s) = I3s* — A qui est de dimension 3 x 3. B étant

une matrice 3 x 1, il existe deux matrices Vg € GL; (R[s"]) et Up € GL3 (R[s”]) telles

1
que Ug(s)B(s)Vg(s) = | 0 | : Up = I3 et Vg = 1. R est orthogonale & B telle que
0
010
R(s)B(s)=0: R(s) = .
(5)B(s)=0: R(s) [ L
. . . -1 s 0 ]
On introduit alors la matrice 2 x 3, F'(s) = R(s) A, (s) = 0 . , qui

admet la décomposition de Smith avec Vp € GL3 (R[s”]) et Up € GLy (R1s"]) telles que :
UF (S) F (S) VF (S) == [IQ, 02’1]. Avec UF = —IQ et

1 s s
Ve=10 1 s
0 0 1

La premiere matrice de définition P peut alors étre déterminée :

P(s)=Vr(s)| 0| =] s |- (4.17)
1 1

Soit T', inversible a gauche de B, définie grace a la décomposition de Smith de B :
T(s)=Vg(s)[1,0,0]Up(s) =11, 0, 0]. (4.18)
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Ainsi,
Q(s)=T(s) A,(s")P(s) = s +0.50s + 2.16 10"*s” + 3.8510". (4.19)

Il est a noter que @ (s) correspond au dénominateur de la fonction de transfert
(4.15).

On peut alors vérifier que les relations
RTA, (s")P(s") =0,

et
A, (s") P (s") = BQ (s"),

montrent suivant le théoreme 3.5.7, que la variable z, issue de ces matrices de définition,

est une sortie plate.

4.4.2.2 — Détermination de la sortie plate

Une trajectoire de référence T, ayant été définie au paragraphe 4.4.1, la sortie plate
fractionnaire z peut étre obtenue a partir de cette variable. La sortie désirée Y., trans-
formée de Laplace de Ty.s peut s’exprimer en fonction de la sortie plate Z, transformée
de Laplace de z :

Yies(s) = CP(s")Z(s), (4.20)
avec X (s) = P(s")Z(s).

W (s") = CP(s¥) = 1.12107°s"+2.35 10~ 7 étant un polynome, son inverse & gauche
Winw ne peut étre un polynome :

1

VVinv = T/ N
W (s¥)

(4.21)
P(s) est clairement de rang 1 pour tout s”. Finalement, la commande d’entrée de
référence u est calculée selon la relation : U(s) = Q(s)Z(s). D’autre part, la sortie effective
est également générée par Y.s(s) = CP(s")Z(s).
La Fig. 4.13 présente ’ensemble des données : la commande ¢, la sortie plate frac-
tionnaire, ainsi que la sortie effective comparée a la trajectoire de référence. L’erreur de

sortie est nulle en simulation.

Ainsi, une caractérisation des sorties plates fractionnaires linéaires sous forme de

matrices polynomiales non entieres a été présentée en utilisant la décomposition de Smith.
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La formulation algébrique de la platitude a permis de déterminer la sortie plate non entiere

qui définit completement la trajectoire du systeme thermique non entier.

) x 10 densité de flux ¢
1 - .
O 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
x 10° sortie plate z
10 T T T T
5r i
0 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
50 températures désirée et mesurée
S a0b
.
30} — 7
o Tdes
20 1 1 1 T
0 500 1000 1500 2000 2500
5 x10 " erreur de sortie
y————— T m—
-5 i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500

time (s)
Fia. 4.13 — Simulation du systeme thermique mono-dimensionnel : commande de densité

de flux ¢, sortie plate z, température mesurée 7' et température désirée Ty.s, et erreur de

sortie
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4.4.2.3 — Tests sur le banc d’essais en boucle ouverte

5% 10 densité de flux ¢
15 -
1 - .
0.5} -
O Il Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 2500
T7 Tdcs
40}
30t , , , : 1
20 R
0 500 1000 1500 2000 2500
05 erreur de sortie (Tres — Tyes)

500 1000 1500 2000 2500
temps (s)

F1G. 4.14 — Essai sur le barreau métallique en boucle ouverte : commande d’entrée (P),

températures de référence (——) et mesurée (——), et erreur de sortie

La commande de flux déterminée par les principes de la platitude des systemes non
entiers est appliquée au barreau métallique. La Fig. 4.14 présente les résultats d'un essai

en boucle ouverte sur le systeme thermique.

La température mesurée suit la température désirée. L’erreur de sortie, bien que non

nulle, reste cependant inférieure a 0.4°C pour une variation globale de 20°C.

Il reste maintenant a déterminer une loi de commande permettant de rejeter les
perturbations, de compenser les erreurs de modélisation et de suivre la trajectoire désirée

afin d’assurer une poursuite robuste de trajectoire.
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4.5 — Poursuite robuste de trajectoire de température

Le systeme considéré étant non entier, d’ordre commensurable proche de 0.5, une loi
de commande des systémes non entiers est préférée [Barbosa et al., 2008, Machado, 1997,
Podlubny, 1999b, Vinagre et al., 2002]. La commande doit présenter une bonne robustesse
vis-a-vis des perturbations, des erreurs de modélisation et des variations paramétriques
qui génerent des variations de gain et de phase. Aussi, pour assurer la robustesse, la

troisieme génération du régulateur CRONE a été adoptée.

4.5.1 — Variations paramétriques

Le modele nominal considéré en [ = 10mm est représenté par (4.11). Des modeles
sont établis pour différentes positions du capteur de température en [ = 5, 10, 20 et 40mm

de l'extrémité chauffée du barreau.

[ (mm) modele G(s”,1) v
. 7.2010"%s¥+5.401073 - 0.53
431.515%7+159.4152Y+113.70s +1 :
10 2.9210~ s 46.111073 s | 73
25940.252191 1303875120 1 561.6650- 511 © '
—1.961072sV4+2.031072 ..
20 1102.7452"1367.21s"+1 © 0.50
—2.2910"2s"+3.88102 0.
40 6953.9752+ 11725511 © 0.57

TAB. 4.3 — Etude sur les structures des modeles de bruit

L’ensemble des modeles identifiés est récapitulé sur le tableau TAB. 4.2. Plus la
distance du capteur [ augmente, plus le retard augmente, du a la diffusion du flux dans

le barreau.
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-250 i i i i i
-4 3 2 -1 0

10 10” 10~ 10 10 10"
Fréquences (rad/s)

F1G. 4.15 — Diagramme de Bode des modeles sans retard identifiés pour différentes posi-

tions du capteur de température : [ = 5, 10, 20 et 40mm

-600 i i i i A ]
-4 -3 -2 -1 0 1

10 10 10 10

1
Fréquences (rad/s)

F1G. 4.16 — Diagramme de Bode des modeles avec retard identifiés pour différentes posi-

tions du capteur de température : [ = 5, 10, 20 et 40mm
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Les réponses fréquentielles de chaque modele identifié sont tracées sur la Fig. 4.15
sans tenir compte du retard : la variation de la position du capteur de température génere
des incertitudes de gain et de phase. En prenant en compte le retard pur, les variations
de phase sont encore plus importantes (voir Fig. 4.16). En observant le diagramme de

Nichols de la Fig. 4.19, on observe nettement les variations de gain et de phase.

\

\
N\
~a0} N\

-100

-110

-120 i i i i
-300 -250 —200 -150 -100 -50 0

Phase (")

F1a. 4.17 — Diagramme de Nichols du procédé nominal (-) avec les incertitudes (4)

Des essais en boucle ouverte ont été réalisés pour les différents procédés a partir
de la commande du procédé nominal. Les réponses temporelles sont tracées sur la Fig.
4.18 et montrent clairement que la commande en boucle ouverte n’est pas adaptée. Il
est donc nécessaire de faire la synthese d’une loi de commande en boucle fermée afin de
maintenir un bon degré de stabilité ainsi qu'une poursuite robuste de trajectoire vis-a-vis

des variations paramétriques et des perturbations.
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25 T T T T

T

20

______

15

10 b

- 7Tdes

. (1= 40) |
— Gl =20)
— G =10)

,,,,,, G(1 =5)
o - i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500

Fia. 4.18 — Réponses temporelles des différents procédés en boucle ouverte

4.5.2 — Synthese des régulateurs

La pulsation au gain unité w, est fixé a 0.12rad/s. Afin d’assurer un facteur mini-
mal de 100 entre la pulsation au gain unité et la pulsation d’échantillonnage, la période
d’échantillonnage du banc d’essais réel est fixée a 0.5s, la pulsation d’échantillonnage vaut

alors 12.5rad/s. Les régulateur doivent garantir une marge de phase de 50°.

4.5.2.1 — Synthese du régulateur CRONE

Ainsi, le régulateur CRONE est défini dans une bande de fréquences [wa,wp] =
[0.01,1] rad/s autour de la pulsation de gain unité w,. Comme énoncé plus haut au
paragraphe §3.5.3, le régulateur CRONE de troisieme génération permet de respecter ce
cahier des charges en prenant en compte les marges de stabilité et les spécifications de la

commande.

Le régulateur CRONE doit assurer la robustesse du degré de stabilité vis-a-vis des

variations paramétriques sachant qu’a la pulsation au gain unité w,, elles sont de 1 a 9dB
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pour le gain et de 6.5 a 90" pour la phase.

La densité de flux de la résistance chauffante ne doit pas dépasser 95541W.m 2
(tension de 12 V aux bornes de la résistance chauffante). Par précaution, on souhaite
maintenir une commande de sécurité ne dépassant pas 66348W.m 2 (tension de 10 V aux

bornes de la résistance chauffante).

Le gabarit généralisé se définit selon un intégrateur d’ordre non entier complexe n
dont la partie réelle détermine la position en phase a w,, qui vaut %/;(n)7, et dont la partie
imaginaire détermine l’angle par rapport a la verticale (voir Fig. 3.20 et le paragraphe
3.5.3 pour un rappel de la commande CRONE de troisieme génération). Autour de la
pulsation au gain unité, le lieu de Nichols d’'une boucle ouverte CRONE de troisieme

génération est alors défini par un segment d’angle quelconque appelé gabarit généralisé.

La fonction de transfert de la boucle ouverte fy(s), incluant I'intégration d’ordre

non entier complexe, s’écrit :

. a ib —sign(b)
By (s) = Coign® (%) X (gze/i{(ogﬁs//;;) }) , (4.22)

2\ 1/2
14+ (<
avec n = a + ib, C' = cosh [b <arctan <“;—‘1‘> — arctan (g—;))} et Cy = (%) .
14( 2
“h
Le procédé nominal (4.9) comprend un retard pur 7 qui doit étre pris en compte

dans la fonction de transfert de la boucle ouverte (3y(s) :

B(s) = Bi(s) Bo(s) Bu (s) x e, (4.23)

avec 7 = 2, v = 0.5325, G (s) = (% + 1)"1 Pordre m; fixant la précision en boucle

fermée, et [, (s) = ﬁ I'ordre ny, permettant de rendre les éléments du régulateur

o
propre.

La boucle ouverte (3 (s) doit tangenter un iso-contour dans le plan de Nichols afin
de maintenir une faible variation du degré de stabilité du systeme en boucle fermée.
L’optimisation de la matrice de transfert de la boucle ouverte diagonale ((s) conduit a

la boucle ouverte optimale dans le plan de Nichols présentée sur la Fig. 4.19 ou w; =
0.07rad/s, wy, = l.4rad/s, n, = 2.46, n, =1, a = 1.64 et b = —1.27.
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Cpen loop Michols locus

Magnitude (dB)

1 | | |
-250 -200 -150 -100 -50
Phase (deg)

F1G. 4.19 — Diagramme de Nichols de la boucle ouverte du procédé nominal (—) et des

incertitudes (M)

A partir de la fonction de transfert de la boucle ouverte nominale, le régulateur

fractionnaire C'r(s) est défini par sa réponse fréquentielle :

B (jw)

Cr(jw) = Glw, 1 = 10)’

ou G(jw,l = 10) est la réponse fréquentielle du procédé nominal.
La fonction de transfert du régulateur CRONE de troisieme génération est alors

définie par :

Cr(s) = B(s)G(s", 1 = 10). (4.24)

La synthese du régulateur rationnel Cr(s) est obtenue par ajustement (“fittage”
en anglais) de la réponse fréquentielle de Cr(jw) a l'aide du module “Control System
Design” de la toolbox CRONE. Cette synthese permet d’obtenir une fonction de transfert

de nombre de parametres peu élevé (voir Fig. 4.20).
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Finalement la fonction de transfert du régulateur rationnel Cr(s) est donnée par :

6.4310%s% + 7.161006% +2.01 10 % +1.36 101953 + 1.4510%s2 + 1.1110°s + 10

T 1.24107s5 + 4.18 10857 + 4.72 10855 + 1.89 10855 + 3.03 107 s* + 1.47 10653 + 473&(92 + 39
4.25

CR(S)

4.5.2.2 — Synthese du régulateur CRONE

Une comparaison est effectuée avec un régulateur PID afin de mettre en évidence la
robustesse du suivi. Les spécifications du cahier des charges du procédé nominal G(s”,1 =
10mm) conduisent au régulateur PID filtré synthétisé avec une pulsation au gain unité

wy, = 0.12rad/s et décrit par la fonction de transfert suivante :

piD\S) = Lo. s : S | s
= 1+ 2 1+ 2

ou Cp = 22081, w; = 0.01rad/s, w, = 0.220rad/s, w, = 0.045rad/s et wy = 1rad/s.

4.5.3 — Simulations en boucle fermée

Le schéma de commande est présenté sur la Fig. 4.21, oll ¢, est la commande de
référence du systeme nominal obtenue par les principes de la platitude des systemes non

entiers en utilisant la trajectoire de référence y,.y.

Systeme thermique

>

Upef + + AU AY Tdes,ln

F1G. 4.21 — Schéma de commande en boucle fermée

Les essais ont été effectués dans un premier temps en simulation afin d’étudier
I'influence des perturbations et des variations paramétriques sur le suivi de trajectoire

souhaité. Une perturbation en entrée AU, du type échelon et d’amplitude de 5000W.m 2,
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est appliquée a 625s, ainsi qu'une autre perturbation en sortie AY, de type échelon et
d’amplitude de 2°C, appliquée a 1875s en régime établi.
Ce scénario de perturbations est appliqué pour les différents modeles pour chaque

position du capteur de température (I =5, 10, 20 et 40mm).

température mesurée en [ = 5mm

201 A~
10 Ti i
— — “JCRONE
0 . . s
0 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — Tn%iON B
S
o— - — — — — A e e o N
_2 - ; i ; v ; -
0 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — TEIP
P S T T D U
_2 - . . . ; . . . . ; . . . |7 . . . ; . . . -
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur CRONE
2t SRR R .
Of— — = 7 T T T T T T AroTm s ]
_2 - . . B . . - i . . . i . . S . . -
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur PID
2
0
_2 - . . S - . . - i . . . i . . S . . -
0 500 1000 1500 2000 2500

temps

F1G. 4.22 — Simulation du systeme G(s”,l = 5) avec les régulateurs CRONE et PID :

TURONE ot TPID) "erreurs de sortie (TSEONE T, et TEIP Ty, ,)

températures mesurées (7} N es s N es

et commandes de densité de flux ¢

Une simulation sur le procédé G(s”,l = bmm) a été effectuée et les résultats sont
tracés sur la Fig. 4.22. Les régulateurs CRONE et PID étant synthétisés pour la méme

pulsation w,, ils assurent des performances tres proches :

241



Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

— le temps de rejet a 95% de la perturbation de sortie est de 1'ordre de 10s;
— la perturbation en entrée est bien rejetée pour les régulateurs CRONE et PID ;

— les pics de commande sont quasiment identiques.

température mesurée en [ = 10mm

20} | ‘ ‘ A
101 TEID
- - Trg':%:;sNE
00 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — Tgff)N B
S
o—-———— A N ]
_2 - ; i ; u ; .
0 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — TEIP
o ! ! T ! ]
0 ‘ : : : A\~
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur CRONE
2 B ) B T
O— ~= 7T T 1
_2 - . . B . . - i . . . i . . S . . .
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10" densité de flux ¢ avec régulateur PID
2
0
_2 - . . S - . . - i . . . i . . S g . . .
0 500 1000 1500 2000 2500
temps

F1G. 4.23 — Simulation du systeme G(s”,l = 10) avec les régulateurs CRONE et PID :

TURONE ot TPID) "erreurs de sortie (TSEONE T, et TEIP Ty, ,)

températures mesurées (7}, " N es s N es

et commandes de densité de flux ¢

Une simulation sur le procédé nominal G(s”,l = 10mm) a été effectuée et les
résultats sont tracés sur la Fig. 4.23. Les régulateurs CRONE et PID étant synthétisés
pour la méme pulsation w, et pour ce procédé nominal, ils apportent des performances

similaires :
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— le temps de rejet a 95% de la perturbation de sortie est de 'ordre de 12s;
— la perturbation en entrée est bien rejetée pour les régulateur CRONE et PID

— les pics de commande sont identiques;

température mesurée en [ = 20mm

20t N
10f T e L
00 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — T,ggON B
S
o—————=- TN s e e e e e e e N e
_2 - ; i ; ” ; -
0 500 1000 1500 2000 2500
erreur de sortie : Ty, — TEIP
P S ! T D U
_2 - . . . ; . . . 7| . . . |7 . . . ; . . . -
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur CRONE
2 '/;—"‘_-';'—~'_'__ _'__'_' ]
o———-" ‘/,'\ _____ n
_2 - . . S - . . - i . . . i . . S . . -
0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur PID
2
0
_2 - . . S - . . - i . . . i . . S . . -
0 500 1000 1500 2000 2500
temps

F1G. 4.24 — Simulation du systeme G(s”,l = 20) avec les régulateurs CRONE et PID :
températures mesurées (TCEONE ot TPID) erreurs de sortie (TCEONE T, et TPID —T,.)

et commandes de densité de flux ¢

Une simulation sur le procédé G(s”,l = 20mm) a été effectuée et les résultats sont
tracés sur la Fig. 4.24. Le régulateur CRONE apporte de meilleures performances com-
parées au régulateur PID :

— le temps de rejet a 95% de la perturbation de sortie est de 'ordre de 15s pour le
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régulateur CRONE et de 18s pour le régulateur PID;

— la perturbation en entrée est rejetée pour les régulateurs CRONE et PID avec un
début d’oscillations sur la commande PID ;

— le pic de commande est 40% plus élevé pour le régulateur PID pour le rejet de
perturbation de sortie;

— des oscillations apparaissent avec la commande PID.

température mesurée en [ = 40mm
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o ! ! T T B —
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0 500 1000 1500 2000 2500
X 10* densité de flux ¢ avec régulateur PID
2
0
_2 . . . . . . i . . i . J . . .
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F1G. 4.25 — Simulation du systeme G(s”,l = 40) avec les régulateurs CRONE et PID :

températures mesurées (TSEONE of TPID) erreurs de sortie (TSRONE — Ty et TEIP —T,.,)

et commandes de densité de flux ¢

Une simulation sur le procédé G(s”,l = 40mm) a été effectuée et les résultats sont
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tracés sur la Fig. 4.25. Le régulateur CRONE apporte une meilleure stabilité face au
variations paramétriques contrairement au régulateur PID :
— le temps de rejet a 95% de la perturbation de sortie est de l'ordre de 41s pour le
régulateur CRONE et de 95s pour le régulateur PID ;
— la perturbation en entrée est rejetée pour les régulateur CRONE et PID avec des
oscillations bien visibles sur la commande PID ;
— le pic de commande est 170% plus élevé pour le régulateur PID lors du rejet de
perturbation de sortie;

— des oscillations sont clairement apparentes avec la commande PID.

Pour chaque simulation, le régulateur CRONE apporte des performances de pour-
suite robuste aussi bien vis-a-vis des perturbations que des variations paramétriques, dues

a la phase quasi-constante autour de la pulsation au gain unité w,.

La simulation sous Simulink permet de valider la synthese du régulateur, il reste

alors a 'implanter sur le banc d’essais thermique réel.

4.6 — Mise en ceuvre sur le banc d’essais réel

Les régulateurs sont a présent appliqués en boucle fermée sur le banc d’essais réel
afin de mesurer leur immunité face aux variations paramétriques et face a des pertur-
bations réelles appliquées en entrée (AU) et en sortie (AY). Le schéma de commande
est identique a celui utilisé en simulation et est présenté sur la Fig. 4.21, ou u,.s est la
commande obtenue par les principes de la platitude pour systemes non entiers en utilisant

la trajectoire de référence Ty, (4.14).

4.6.1 — Essais sur le barreau thermique sans perturbation

Le systeme thermique est étudié sans perturbation afin de vérifier que la sortie suit
bien la trajectoire désirée et que la commande corrige bien les erreurs éventuelles de
modélisation ou de conditions d’essais (variation de la température ambiante, échanges
thermiques avec 'environnement, etc.). Les mesures sont réalisées sur le procédé nominal
et sont tracées sur la Fig. 4.26. L’erreur de sortie est inférieure a 0.2 (inférieure a 1% pour

une variation globale de la température de 20°C).
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w0 température mesurée en [ = 10mm
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F1G. 4.26 — Mesure du systeme G(s”, [ = 10) nominal en boucle fermée sans perturbations :

températures mesurée TgﬁON E et de référence T, erreur de sortie TgﬁON B T et

commande de densité de flux ¢

4.6.2 — Essais sur le barreau thermique avec perturbations

Le systeme thermique est maintenant étudié en présence de perturbations. La pour-
suite robuste de trajectoire est alors étudiée, le régulateur CRONE corrigeant les erreurs
de modélisation, les variations paramétriques (de gain et de phase) ou les changements
de conditions d’essais (variation de la température ambiante, échange thermique avec

I'environnement,...).

La Fig. 4.27 illustre le schéma de commande avec la réalisation des perturbations
en entrée et en sortie. Une perturbation de commande, AU, est appliquée en entrée a
625s : le bouchon présent sur la Fig. 4.2 est retiré et une ventilation est appliquée a la
résistance chauffante. Une partie du flux de chaleur est alors dissipée dans l'air et ne se
propage donc pas dans le barreau thermique. Une autre perturbation en sortie, AY’, est
également appliquée a 1875s en régime établi : une résistance chauffante est collée sur le

barreau pouvant générer une puissance de 12W (variations de 1°C a 2°C).

Il est a noter que ces deux perturbations, contrairement a celle du paragraphe 4.5.3,

ne se répercutent pas comme des échelons sur le systeme thermique. En effet, la perte

246



Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

de flux ne se répercute pas instantanément sur le barreau; de méme, la résistance chauf-
fante pour la perturbation en sortie doit dans un premier temps chauffer pour ensuite
transmettre sa température au barreau. Les essais en simulations et les essais sur le banc

d’essai ne sont donc pas comparables.

Résistance chauffante

1 Pesiturbation de sortie 1 isolation thermique
1

/V\ :

>
-

§bouch)n o ¢ [ ? (' :
Ventilateur : : E E :
(Perturbation 0 1 1 >
de commande) - : !
1015 110 120 140 [ (mm)

F1G. 4.27 — Schéma du barreau en aluminium isolé (), résistance chauffante (M) ; pertur-
bation de flux par dissipation de la chaleur en retirant le bouchon et par un ventilateur ;

perturbation de température créée par une résistance chauffante le long du barreau (M)

Ce scénario de perturbations est appliqué en présence d'un régulateur CRONE de
troisieme génération et en présence d’un régulateur PID sachant que la position du capteur
de température change pour chaque essai (I = 5, 10, 20 et 40mm). Les réponses temporelles
sont tracées sur la Fig. 4.28 pour G(s”,l = 5), sur la Fig. 4.29 pour G(s”,l = 10), sur la
Fig. 4.30 pour G(s”,1 = 20) et sur la Fig. 4.31 pour G(s”,l = 40).

L’essai avec un régulateur PID sur le systéme nominal est comparable a 1’essai avec
un régulateur CRONE.

Pour les autres positions du capteur de température, le régulateur PID n’étant
pas robuste, la poursuite de trajectoire n’est plus efficace avec ce type de régulateur.
La précision baisse considérablement quand on considere la position du capteur la plus
¢loignée.

Les mémes essais effectués avec un régulateur CRONE montrent ’obtention d’une
poursuite robuste de la trajectoire face aux perturbations aussi bien en entrée qu’en sortie

et face aux variations paramétriques.

On note que la précision baisse quand la position du capteur est la plus éloignée. Le
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systeme G(s”, ] = 40) possédant un retard tres important, il est plus difficile de compenser

tres précisément les erreurs de trajectoire.

Enfin, les modeles identifiés ne sont plus les mémes. En effet, le barreau utilisé lors
de l'identification était uniformément isolé. Le rajout d’une résistance chauffante pour la
perturbation en sortie modifie le transfert de chaleur le long du barreau : une partie du

flux se dissipe sur cette résistance de perturbation.

D’autre part, les essais sous Simulink ont montré des oscillations avec un régulateur
PID quand les perturbations sont assimilés a des échelons; sur le banc d’essai, les per-
turbations ne se répercutent pas aussi rapidement que des échelons, et donc le degré de

stabilité n’est pas autant sollicité.

% température mesurée en [ = 5mm
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F1G. 4.28 — Mesures en boucle fermée avec perturbations sur G(s”,1 = 5) : températures
mesurées TORONE (=) TPID (- et de référence Ty, (- -), erreurs de sortie TCRONE T,

(—) et TPIP — T, (-.-), et commandes de flux u¢FONE (—) et uFIP (-.-)

248



Chapitre 4 — Application sur un banc d’essai thermique

température mesurée en [ = 10mm
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F1G. 4.29 — Mesures en boucle fermée avec perturbations sur G(s”,1 = 10) : températures
mesurées TORONE (=) TPID (__) et de référence Ty, (- -), erreurs de sortie TCRONE T,

(—) et TPIP — Ty, (-.-), et commandes de flux u¢FONE (—) et uFIP (-.-)

température mesurée en [ = 20mm
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F1G. 4.30 — Mesures en boucle fermée avec perturbations sur G(s”,1 = 20) : températures

mesurées TORONE (=) TPID (L) et de référence Ty, (- -), erreurs de sortie TCRONE T,

(—) et TPIP — T, (-.-), et commandes de flux u“FONE (—) et uIP (-.-
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température mesurée en ! = 40mm
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F1G. 4.31 — Mesures en boucle fermée avec perturbations sur G(s”,1 = 40) : températures
mesurées TORONE () TPID (_ ) et de référence Ty, (- -), erreurs de sortie TCRONE T,

(—) et TPIP — T, (-.-), et commandes de flux u“FONE (-)

et u
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4.7 — Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en application les différentes contributions de ce
mémoire sur un systeme physique réel : un barreau métallique soumis a une source de
chaleur et dont la température est commandée. Apres une description du banc d’essais, les
méthodes d’identification par modele non entier, élaborées au chapitre 2, sont appliquées

afin de déterminer le modele le plus adéquat.

Puis, les principes de la platitude linéaire des systemes non entiers par matrices
polynomiales sont appliqués pour suivre une trajectoire de référence. Un essai en boucle

ouverte a permis de valider la commande du systéeme nominal en absence de perturbations.

Le systeme thermique a ensuite été identifié pour différentes positions du capteur
de température, les modeles obtenus présentant des variations de phase et de gain. La ro-
bustesse et la poursuite de trajectoire ont alors été assurées par une commande CRONE
de troisieme génération. Une comparaison avec une commande PID a également été ef-
fectuée, ou le degré de stabilité n’est plus maintenue face aux variations paramétriques du
systeme. Des essais ont été réalisés, aussi bien en simulation, que sur le banc d’essais réel
en appliquant des perturbations de commande et de sortie, montrant l'obtention d’une

poursuite robuste de la trajectoire désirée.

En regle général, en génération de trajectoire par platitude, il convient de conserver
un régulateur et de générer différentes trajectoires de commande pour chaque modele du
systeme, en 'occurrence pour chaque position du capteur de température. Du fait du
maintien du degré de stabilité du régulateur CRONE; il suffit de générer la trajectoire du
systeme nominal et de synthétiser un seul régulateur pour assurer une poursuite robuste

de trajectoire par platitude.
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Dans un environnement ou les trajectoires d’un systeme non entier sont définies
a priori, deux problématiques majeures se sont dressées : quelles commandes appliquer
pour suivre ces trajectoires et quel modele choisir pour le systeme? Pour répondre a
la premiere problématique, la planification de trajectoire a été abordée en étendant les
principes de la platitude aux systemes linéaires non entiers. Pour répondre a la deuxieme
problématique, des méthodes d’identification par variable instrumentale optimale a temps
continu ont été développées en présence de bruit de sortie additif blanc et coloré (modele
de Boz-Jenkins). La poursuite robuste de trajectoire a été congue a 'aide de la com-
mande CRONE de troisieme génération, car elle apporte plus de robustesse vis-a-vis des

incertitudes paramétriques.

Tout au long de ce mémoire, nous nous sommes attachés a développer des méthodes
d’identification et de planification de trajectoire totalement indépendantes des méthodes

de simulation de systemes non entiers.

Dans le chapitre 1, le contexte de la dérivation non entiere a été présenté en rappe-
lant les outils employés au sein de la communauté scientifique. De plus, les différents modes
de représentation des systemes non entiers ont été rappelés, a savoir équation différentielle,
fonction de transfert et pseudo-représentation d’état. La stabilité des systemes non en-
tiers commensurables a été rappelée a travers le théoreme de Matignon. En outre, deux
approches ont été présentées pour la simulation temporelle de systemes non entiers. Les
principales contributions apportées dans ce chapitre sont l'introduction de I’algebre des
polynomes en X" et la théorie des matrices polynomiales en X* dont les propriétés per-

mettent d’étendre les principes de la platitude aux systemes non entiers au chapitre 3.

Le chapitre 2 commence par un état de 'art des méthodes d’identification par
modele non entier. Jusqu’a présent, les algorithmes d’identification par modele non entier

ont été développés uniquement dans un contexte de bruit blanc, ou par facilité dans un
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contexte de bruit coloré spécifique aux modeles ARX. Nos contributions se sont orientés
vers 'estimateur de la variable instrumentale optimale en présence de bruit de sortie ad-
ditif blanc ou coloré. Ainsi, des algorithmes d’estimation paramétrique asymptotiquement
sans biais et a variance minimale ont été développés permettant d’estimer :

— les coefficients lorsque la connaissance a priori permet de fixer les ordres de
dérivation ; I’algorithme srivef permet en conséquence d’estimer les coefficients
du modele du systeme lorsque le bruit est blanc et 'algorithme rivef permet
d’estimer les coefficients du modele du systeme et du modele de bruit lorsque le
bruit est coloré;

— les coefficients et les ordres de dérivation, lorsque la connaissance a priori ne le
permet pas; 'algorithme oosrivef permet ainsi d’estimer les coefficients et les
ordres de dérivation du modele du systeme lorsque le bruit est blanc et I’algorithme
ooritvcf permet d’estimer les coefficients des modele du systeme et du modele de
bruit ainsi que les ordres de dérivation du modele du systeme lorsque le bruit est
coloré.

Pour chacune des méthodes, des simulations de Monte Carlo montrent que les estimateurs

introduits ne sont pas biaisés et sont a variance minimale.

Dans le chapitre 3, les résultats théoriques sur la platitude des systemes non en-
tiers linéaires sont exposés. Dans la théorie des systemes linéaires, les notions de com-
mandabilité et de platitude coincident. De plus, la génération de trajectoire est simple a
résoudre pour la classe des systemes dits “plats”. Pour cette classe, ’état et la commande
du systeme peuvent étre exprimés comme des fonctions différentielles d’'une variable ap-
pelée “sortie plate” et de ses dérivées, sans avoir a intégrer les équations différentielles. I1
s’agit principalement de trouver ’expression des sorties plates en fonction des variables du
systeme et de ses dérivées. Les principes de la platitude des systemes linéaires rationnels
sont rappelés, et ces principes ont été étendus aux systemes linéaires non entiers. Apres
avoir établi la commandabilité indépendamment du mode de représentation du systeme
non entier, en introduisant les systemes linéaires non entiers abstraits, la platitude par
fonction de transfert non entiere, puis par matrices polynomiales non entieres a été étudiée.
Dans le premier cas, les sorties plates découlent du théoreme de Bézout. Le second cas se
base sur la pseudo-représentation d’état des systemes non entiers commensurables ol la
caractérisation des matrices de définition permet d’étendre la platitude aux systemes non

entiers commandables. La poursuite robuste de trajectoire est assurée par une commande
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CRONE de deuxieme ou troisieme génération, selon la nature des variations paramétriques
considérées. La deuxieme génération assure une robustesse vis-a-vis des incertitudes du
procédé de type gain, et la troisieme génération garantit une robustesse vis-a-vis des in-
certitudes de type gain et phase. Une comparaison dans un environnement perturbé en
termes de sensibilités, rejet de perturbations et temps de réponse, avec une commande
PID a permis de mettre en avant les performances de la poursuite robuste de trajectoire
par platitude associée a une commande CRONE. Deux exemples de systemes thermiques
ont été traités en simulation, I'un monovariable avec une diffusion thermique en deux di-
mensions et 'autre multivariable avec une diffusion thermique en une dimension, I’'objectif
étant de controler la température en un point (resp deux points) des systemes thermiques

soumis a une source de chaleur (resp deux sources de chaleur).

Enfin, le chapitre 4 a permis de mettre en application les différentes contributions
de ce mémoire sur un systeme physique réel : un barreau métallique soumis a un flux de
chaleur a I'une de ces extrémités et dont la température est commandée. Apres une des-
cription du banc d’essais, les méthodes d’identification par modele non entier, élaborées
au chapitre 2, sont appliquées afin de déterminer le modele le plus adéquat. Ensuite, les
principes de la platitude linéaire des systemes non entiers par approche de matrices po-
lynomiales, ont été appliqués pour suivre une trajectoire de référence. Un essai en boucle
ouverte a permis de valider la commande du systéeme nominal en absence de perturbations.
Cependant, un systeme en boucle ouverte subit totalement les perturbations; de méme,
la commande est mal adaptée lors de variations paramétriques. Le systeme thermique a
ensuite été identifié pour plusieurs positions du capteur de température et les modeles
obtenus présentent des variations de phase et de gain. La robustesse et la poursuite de
trajectoire ont alors été assurées par une commande CRONE de troisieme génération. Des
essais ont été réalisés aussi bien en simulation que sur le banc expérimental en appliquant
des perturbations en entrée et en sortie, mettant en avant une poursuite robuste de la

trajectoire désirée.

Les perspectives de recherche s’inscrivent directement dans la continuité des
travaux en cours.

En identification, lorsque le nombre de parametres du modele non entier est inconnu,
une des perspectives intéressantes est d’utiliser des techniques de détermination du nombre

de parametres basées sur la minimisation d’un critere de type AIC ou Young, permettant
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ainsi de trouver les structures du modele du systeme et du modele de bruit les plus
adéquates. Il serait également intéressant de développer des algorithmes d’identification
a Erreur en Variable permettant non seulement de tenir compte d’un bruit additif en
sortie, mais aussi d’un bruit additif en entrée pouvant étre aussi bien blanc que coloré.
Ces dernieres années ont vu apparaitre des méthodes d’identification en boucle fermée
qui pourraient elles aussi étre adaptées au cas des modeles non entiers. Des conditions
initiales non nulles pourraient étre prises en compte lors de l'identification de systeme
par modele non entier. Dans la mesure ou la dérivation non entiere nécessite la prise en
compte de tout le passé du systeme, des fonctions de pondération devraient certainement

étre introduites.

En planification de trajectoire, le formalisme de la géométrie différentielle apporte
des conditions nécessaires et suffisantes prouvant la platitude d’un systéeme non linéaire
a dérivée entiere [Levine, 2004, Lévine, 2009] qui se basent sur les notions de jets d’ordre
infini [Fliess et al., 1999]. Une des perspectives principales serait d’étendre ces conditions
nécessaires et suffisantes aux systemes non entiers non linéaires. Il serait alors nécessaire
d’adapter le calcul différentiel aux systéemes non entiers et de maintenir les propriétés
d’invariance. Des travaux sont actuellement en cours utilisant la différentielle classique ou
une différentielle mieux adaptée aux systemes non entiers.

Enfin, de nombreux systemes physiques étant multivariables, il serait intéressant de
mettre en place des outils d’identification avec une prise en compte des effets de cou-
plage en présence notamment d’un bruit coloré, de générer des trajectoires adaptées a ces

systemes et de les commander a ’aide d’'une commande CRONE MIMO.
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Annexe A

Dérivateur non entier borné en

fréquences

Etant donné que les systemes physiques réels ont généralement un comportement
fractionnaire sur une bande de fréquences donnée et compte tenu des limitations pratiques
des signaux d’entrée et de sortie, I'opérateur non entier est généralement approché par
un modele rationnel d’ordre élevé. Ainsi, un modele fractionnaire et son approximation
rationnelle possedent les mémes dynamiques dans une certaine bande de fréquences. Il

existe différentes approches d’approximation de I'opérateur non entier.

A.1 — Synthese d’un dérivateur non entier borné en

fréquences .

Le détail de la synthese de cet opérateur est présenté au paragraphe §1.5.1.

A.2 — Syntheése des opérateurs .o, o3 et o7,

Outre l'effet de bord décrit dans le paragraphe précédent, I'opérateur non entier
borné en fréquences 4271(_7) présente un comportement asymptotique d’ordre 0 en basses

fréquences, engendrant ainsi une réponse indicielle finie méme dans le cas d’un intégrateur :

t—o00 s—0

s \ 7
- ~1 (7 7 =7 _y; L R

lim 2 (< ® U(t) —llrr(l)%l = lim C,) =Cr), 0<y<l,
(A1)
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a la différence de la réponse indicielle exacte de s™7 qui est infinie :

lim 27" (s7)@%(t) =lims " =00, 0<y<Ll. (A.2)

t—o0 s—0

A.2.1 — Synthese de 'opérateur .o

Pour pallier cette différence, [Poinot et Trigeassou, 2003] proposent une autre ap-
proximation de l'intégrateur non entier borné en fréquences, dont les comportements en

basses et hautes fréquences sont ceux d’un intégrateur :

1

B B I+ =
S[LU’:,LUB} ~ %( K = C(’Y*l)_ < -

1+ =
wh

v—1
) , avec 0 <y <1, (A.3)
s

ol wy < wp, Cry—1y étant donné par (1.44) de maniere a obtenir un gain unitaire a la

pulsation de 1 rad-s™'.

Ainsi, 'approximation 427’2(_7) maintient un comportement asymptotique d’ordre —1

en basses et hautes fréquences (voir Fig. A.1) et une réponse indicielle infinie :

1
) . 1{1+=)"
lim .£~! <%( ”) QU (L) = iii%,%( M = lim Cy 1) ( %) —0o.  (A4)

t—o0 1 + S
wp
L’extension de (A.3) au dérivateur non entier borné en fréquence s[;VA wpy) donne :
+1
— () 1+
Stohwp] X o = Clypnys T+ = , avec —1<y<0. (A.5)
wy

En regroupant (A.3) et (A.5), Pexpression d'un opérateur d’intégration ou de dérivation

non entiere borné en fréquences s’écrit :

14+ = y—sig(y)

o] = 2= Clos ! = —l<vy<1 (A.6)

Slwaws] ~ P2 = (W—SIg(W))Ssig(y) 1+ = , avec v , )
Wh

oll wy < wh, Cly_sig(y)) est donné par (1.44) de maniere a obtenir un gain unitaire a la

pulsation de 1 rad-s™'.
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100 T T I
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[
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Wy Wh,
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0] S +=—
o [
:‘E’/ -4 0 —y =—0.5
2 |
= —60f ! —y=-08
D_‘ p— — p— .
s~ — | B
| ,
100 7 0
10 10 10

Pulsation (rad/s)

Fi1G. A.1 — Diagrammes de Bode de s™7 et de son approximation ,5272(_7) dans la bande de
fréquences [0.01, 100] pour —y = —0.2, —0.5,—-0.8 et —1.1

Une étude comparative des intégrateurs bornés en fréquence (1.43) et (A.6) montre
que la réponse indicielle analytique (et donc exacte) de s~7 est comprise entre les réponses
indicielles de " et @ [Aoun et al., 2005).

A.2.2 — Synthese de la combinaison linéaire pondérée des opérateurs
%(*’7) et %(*’Y)

La réponse analytique de s~ est d’autant plus proche de ,5271(77) que v tend vers 0
et est d’autant plus proche de 427’2(_7) que 7 tend vers 1. On peut alors s’attendre a ce que

la combinaison linéaire pondérée de 4371(_7) et 42%2(_7), soit :

s i1y 4 |y

[WA 7“’3}

0 )] Cly—si 142\ T (A7)
S[WZ,,WB} ~ (1 — |7|) C'(W) (ﬁ) + |7| (;Ysig(i()v)) (1+:};)
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Annexe A — Dérivateur non entier borné en fréquences

fournisse un meilleur résultat [Aoun et al., 2005]. Cette idée est exploitée pour obtenir
une nouvelle approximation plus performante de 'opérateur non entier.
L’équation (A.7) peut étre ainsi factorisée selon le produit d’une fonction de transfert

rationnelle et d’une fonction de transfert irrationnelle sous I'une des deux formes :

L (1Y
Sty wn] C(s) (A.8)

1+ =
wp
ou ()
oo L (T, A9
S[UJA,UJB} ~ Ssig(»y) 1+ =R (8)’ ( . )
wp

C(s) et C'(s) étant deux fonctions de transfert rationnelles.

Compte tenu des équations (A.8) et (A.9), deux nouvelles approximations de 'opérateur

non entier borné en fréquence s[_ sont proposées, qui se distinguent de 4371(_7) et %(_7)

Y
wa,wB]

par leur partie rationnelle qui est une fonction de transfert, au lieu d’un simple gain, et

dont les parametres sont calculés de fagon a minimiser U'effet de bord [Aoun et al., 2005].

A.2.3 — Synthése de Popérateur o7 ")

La synthese de 427’3(_7) [Aoun et al., 2005] est basée sur le développement en série

entiere de :

s — wpwp,

1+wih 7— ) (L ' 1 K = A.10
el B (14+u(s))’, avecu(s)—m, (A.10)

autour de u(s) = 0, soit :

(Hﬁ)”:wg (%)”(HW(SH@&SH...). (A1)

1+ =
wp

Ce développement est justifié par la condition de convergence :

lu(j w)| < 1, valable V w tel que wa < w < wp. (A.12)

Finalement, en tronquant le développement en série de (A.11) a l'ordre 1 lorsque
-1 < v <0, 4273(77) peut étre interprété comme le produit d'un dérivateur d’ordre 1 et

d’un intégrateur d’ordre 1 4 7y, ot 1 + v est compris entre 0 et 1, tel que
%(*7) _ 8%(*1*’7)’ (A.13)
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il vient,
- _ g si 0<y<1
sUEY s 1<y <0
avec R
e Rt e (A.15)
wy (782 +wps + (1 —y)wpwp) \ 1+ =

Le résultat d’une telle synthese est illustré sur la Fig. A.2, qui permet la comparaison
des différentes méthodes de synthese. Celle-ci permet de vérifier I’atténuation de l'effet de

bord au prix de deux poles et un zéro supplémentaires par rapport a o7, et .o%.

A.2.4 — Synthese de lopérateur 7 "

Pour 0 < v < 1, la synthese de 4274(77) [Aoun et al., 2005], opérateur d’intégration,

est basée sur le développement en série de :

1+ =\ 1\" ? -
< ) =se (‘) (1+u(s)™, avec uls) = —— (A.16)

1+ 2 swp, + wywp, |

autour de u(s) = 0, soit :

Ce développement est également justifié par la condition de convergence :

lu(jw)| < 1, valable Vw tel que wy < w < wp. (A.18)

De méme qu’au paragraphe A.2.3, 'expression révele que la fonction de trans-
fert idéale permettant d’obtenir un véritable comportement non entier sur une bande

de fréquences donnée est d’ordre infini. Cependant, une approximation a l'ordre 1 du

-

développement en série de (A.17) permet d’obtenir une bonne approximation de Slwnws]"

En outre, pour —1 < v < 0, 427;1(_7) peut étre interprété comme le produit d'un dérivateur

d’ordre 1 et d'un intégrateur d’ordre 1+ v, ot 1 + v est compris entre 0 et 1 :

%(*“/) _ 8%(*1*’7). (A.19)
Il vient alors finalement :
_ _ (=) si 0<y<1
Sonl A = W-1-7) g ) (A.20)
sW v si —1<vy<O0
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100 F— S
— (=7
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100 T T
~+=0.75
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v =-0.25
~ =-0.75
107° 107 107 10° 10> 10* 10°

0
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Fi1c. A.2 — Comparaison entre les méthodes de synthese o7, o, o5 et @,

ol
1- 2 s\t
e _ 9 (L=7) 8" fwns+ywwn) (115, . (A.21)
wps (s + wp) 1+

Le résultat d’une telle synthese est illustré sur la Fig. A.2, qui permet la comparaison
des différentes méthodes de synthese. Celle-ci permet de vérifier I’atténuation de l'effet de

bord pour o3 et @7, au prix d’un pole et de deux zéros supplémentaires.
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Annexe B

Borne de Crameér-Rao

Dans tout probleme d’estimation paramétrique, une des fagons pour évaluer les per-
formances d’un estimateur est de dériver la matrice de covariance de I’erreur d’estimation.
Cependant, cette mesure d’exactitude peut étre d’un intéret limité a moins que 1’on puisse
la comparer avec la meilleure précision possible. La borne la plus utilisée sur la matrice
de covariance de l'erreur d’estimation est la borne inférieure de Cramér-Rao (CRB) (voir
[Kay, 1993, Stoica et Moses, 2005]).

Dans un premier temps, en supposant le bruit gaussien, la CRB est souvent rela-
tivement simple a calculer. D’autre part, il existe un estimateur qui permet d’atteindre
asymptotiquement la CRB.

On suppose que le vecteur des parametres 0 est une estimation non biaisée de 6
déterminé par le vecteur de donnée y. Soit R la matrice de covariance de g, Alors, la

relation suivante tient (voir [Stoica et Moses, 2005])
pP>Jt (B.1)

ou l'inégalité matricielle A > B signifie que A — B n’est pas définie négative, et la matrice
J est la matrice d'information de Fisher. La relation (B.1) est le résultat de la CRB, et
J~1 correspond a la CRB.

En général, on prend

g (alnp(y,e)) <8lnp(y,9))T . (aﬂ 1np(y,e>) | (B2)

o0 a0 00007
ou p(y, 0) est la fonction de vraisemblance de y.

Obtenir une expression explicite de J est en général un travail fastidieux. Cependant,

si les données sont supposées étre distribuées par une gaussienne, les calculs sont simplifiés.
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Annexe D — Borne de Cramér-Rao

Pour des données gaussiennes et des échantillons finis de dimension NV, les résultats

sont donnés par la formule de Slepian-Bang [Stoica et Moses, 2005].

D’autre part, il est connu que la matrice d’information normalisée de Fisher d'un
procédé gaussien stationnaire et & moyenne nulle tend vers la formule de Whittle [Soderstrom
et Stoica, 1989].

Une autre méthode appropriée pour calculer la CRB suit en constatant que ’estimé
de la méthode du maximum de vraisemblance (ML : Maximum Likelihood) est en général
asymptotiquement efficace ; ¢’est-a-dire la matrice de covariance de I'estimé ML tend vers

la CRB quand le nombre de données tend vers I'infini.
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Annexe C

Conduction thermique

Le transfert de chaleur en 1D est donné par le systeme suivant :

(

oet) _ (P1et) <z <L, t>0 (a)
T($7t>:TE(xat)+TL ({L‘,t) <b)
D (1), w=0 130 (9 o
AL — (), w2 =L t>0 (d)

TE(x7t>:TL(x7t):Oa 0<z<oo, t=0 (6)

\
avec T'(z,t) la température mesurée en x, Tk (x,t) la température issue du flux de chaleur
provenant de x = 0 et T}, (x,t) la température issue du flux de chaleur provenant de
r=L.

On note T(z,s) = £ (T (x,t)), ot .&£ correspond & la transformation de Laplace.
L’équation (a) dans l'espace de Laplace peut se réécrire par :
O*T(x, s)

Ox?

qui est une équation différentielle de la variable x présentant une solution de la forme :

- 2?(26, s) =0, (C.2)

T (z,s) = Ky (s) e Vo + Ky (s) e"Va. (C.3)

De (c), (d), et (e) les conditions initiales, et en utilisant le théoreme de superposition

(le systeme est supposé linéaire), on obtient :

{ Tg(x,s) =2Kip (s)cosh (L —x) /)
¢p (z,5) = 2AK1p (s) /2 sinh (L —=2) \/g)

’\ 5 C4
{ Ty (2,5) = 2Kip (s) V% cosh (2/%) o

2
«

or (z,8) = 22K (s) \/gefL\/g sinh (:p\/g)
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Annexe E — Conduction thermique

1P1 1 P2
PE : : Yr
— L X, = 0.06m, )
> : L |e—
—>»|E 1 1
—> 0 . )x
— : ': X, = 0.10m —
—_— ! X D
1
) L —015m g

Fic. C.1 — Barreau métallique, sous l'influence de deux densités de flux thermique a

chaque extrémité. Deux mesures de la température sont prises, en P; (X = X;) et en P,

(X = Xy)

Avec ces deux systemes, les expressions de Hg(z,s) et Hp(z,s) sont alors données

par :

Tg(z,s) _ cosh ((L — ) \/g)
wp(0,5)  A\/Zsinh (L,/%)

Hg(v,s) = (C.5)

Hy(o,s) = Te@s) _  coh(z/5) (C.6)

ou(L,s)  A/Zsinh (/)
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Annexe D

Sur ’extension de la platitude aux

systemes non entiers non linéaires

Un systeme non linéaire est un ensemble d’équations différentielles non linéaires,
décrivant 1’évolution temporelle des variables du systeme. Pour pouvoir étendre les notions
de platitude aux systemes non linéaires non entiers, il est nécessaire de revenir aux bases
de la platitude non linéaire. Il existe principalement deux approches pour aborder la
platitude non linéaire :

— Palgebre différentielle et la géométrie algébrique différentielle [Kolchin, 1973, Ritt,
1950] ont été développées comme généralisations aux équations différentielles des
concepts et outils de I'algebre commutative et de la géométrie algébrique

— la géométrie différentielle des jets d’ordre infini qui s’est construit autour de Vi-
nogradov [Krasil’shchik et al., 1986, Krasil’shchik et Vinogradov, 1999] et qui
s’inspire des travaux de Cartan.

Ces deux voies se sont développées de maniere indépendante, cependant, la caractérisation
de la platitude différentielle semble plus adaptée a la géométrie différentielle. [Aranda-
Bricaire et al., 1995] propose un algorithme pour calculer une base du module cotangent,
appelé forme infinitésimale de Brunovsky; munies de conditions d’intégrabilité, les sor-
ties plates peuvent alors en étre déduites. Récemment, [Chetverikov, 2001] a amélioré ces
résultats, néanmoins, il est nécessaire de passer par des déformations en supposant que le
systeme dépende d’un parametre. Dans [Pereira da Silva, 2000], 'auteur propose d’expri-
mer toutes les relations différentielles entre les variables du systeme x, u et la sortie plate

y et utilise la théorie de Cartan-Kahler.
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L’idée principale est de conserver le formalisme de la géométrie différentielle car
elle apporte des conditions nécessaire et suffisante prouvant la platitude d'un systeme
dynamique non linéaire [Levine, 2004, Lévine, 2009]. 1l s’agirait d’étendre ces conditions
nécessaire et suffisante aux systemes non entiers et non linéaires. Dans le cas rationnel,
la platitude des systémes non linéaires se base sur les notions de jets d’ordre infini [Fliess
et al., 1999]. Les systemes sous forme explicite sont étudiés sous une forme implicite par
I’élimination de I’entrée u. Dans le cas non entier, le systéeme non entier commensurable

d’ordre v est considéré :

W) = f(z,u) (D.1)
ou l'état © = (xq,...,x,) appartient a une variété X de dimension n, la commande
d’entrée u = (uq, ..., u,) appartient a un sous-ensemble U de R™ m < n, v est 'ordre

non entier définissant toutes dérivées non entieres élémentaires du systeme et le rang de

of
ou

y=(y1,-..,Ym) tel que :

— gy et ses dérivées successives y("), y(

est supposé constant et égal a m. Le systeme (D.1) est dit plat ssi il existe un vecteur
2v) ... sont indépendantes

— gy est une fonction de z, u et d’'un nombre fini de dérivées des composantes de u,
— x et u peuvent s’exprimer comme des fonctions de y et d’'un nombre fini de ses

dérivées : © = oy, y™, ...,y ), u = ¥(y,y"», ...,y @) pour un m-tuple

d*1y; d*™Mym
dte1 0 T dtom

a = (ay,...,a,), et en utilisant la notation y® = ( ) y est alors
appelé une sortie plate non entiere.

Cette représentation (D.1) a I'avantage d’étre naturellement invariante par retour
dynamique endogene [Fliess et al., 1999]. Les notions d’équivalence de Lie-Bdcklund
et les isomorphismes de Lie-Backlund pourraient alors étre adaptés au calcul fraction-
naire. Enfin, la platitude des systemes non entiers non linéaires pourrait alors s’écrire par
matrices polynomiales non entieres et les formes différentielles seraient alors déduites des
équations du systeme variationnel (voir [Bryant et al., 1991] pour les systemes différentiels

extérieurs).

L’étude qui suit porte sur deux pistes d’exploration sur la géométrie différentielle

des systemes non entiers sous forme implicite :

F(x,z¥)) = 0. (D.2)
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D.1 — Par la différentielle classique

Dans le premier axe d’étude, I'idée est de conserver la différentielle classique. Avant
d’envisager le cas non entier, il est primordial de situer le contexte dans le cas rationnel
exposé dans [Lévine, 2009]. Soient une fonction h définie sur X = R™ x R™ X ... et une

trajectoire réguliere x : R — R™. Alors,

dh(z, &, &, ...) Oh (z,i,%,...) dz" Oh (z,d,&,..) i
=2 0 a—X e

dt - - al,gj) v
En considérant en plus le champ de Cartan trivial C' défini sur X, la dérivée de Lie le

long de C' s’écrit pour toute fonction réguliere h définie sur X :

,CCh Z&j-i-l a&j

L’opérateur de Lie L agit comme un décalage sur les coordonnées : L& ; = & j41. On

en déduit alors la propriété remarquable suivante :

dh(z,&,%,...)
— = Ech\&’j:zy). (D.3)
Ainsi, si  est solution de I’équation différentielle implicite F'(x, ) = 0, alors sachant

dix; d"x;
Yodts 0t din

que 4 F(x,4) = 0 et en introduisant la notation z = (z, . . . ) pour la notation

d’une trajectoire dans l'espace X généré par z, il s’ensuit que

dF (x, %)

T LoF(z)=0.

Par récurrence, avec la convention que £% = I, on en déduit que
F(x,2) =0 LEF(Z) =0,Vk € N. (D.4)

Cette propriété fondamentale est la pierre angulaire pour obtenir les conditions
nécessaire et suffisante pour la platitude des systemes implicites F'(z, #) = 0, étudiés dans

[Lévine, 2009]. Avec les notations fl.(j) =& et € = (f, e Cgtfi, cee Cﬁ;ﬁ”), les relations

suivantes illustrent encore mieux cette propriété de décalage :

Len©) = e ag@

dh(i> o (J+1
= Z j). (D.6)
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L’idée comsiste a utiliser cette propriété pour 1'étendre aux systemes non entiers
implicites et commensurables d’ordre v (D.2).
Il est important de noter que la propriété (D.4) est vraie indépendamment du choix

de notation des variables spatiales &; ;.

En introduisant la notation ,7 = (m, o 777@0 v 777@0 )>, et le champ de vecteur de
Cartan défini sur X 74 = > > xg(j v )a G , expression (D.5) s’écrit
i=1;>0
v
Zm GHm) 22 L (D.7)
5‘m

Si 'on considere la trajectoire h(,7),

dh(,7) Gv) Oh Gr+1) Oh
dt ; am(J ) ; 377@-0 )

En comparant les relations (D.7) et (D.8), il est clair que ju +1# (j+1)rsiv # 1.
Par conséquent, la propriété (D.3), communément appelé “chain rule” en anglais, n’est
pas vrai dans le cas général excepté pour v = 1.

Ainsi, dans I’état actuel des avancements, il n’est pas encore possible de définir
des propriétés pour la platitude des systemes non entiers non linéaires en utilisant la

différentielle classique.

D.2 — Par la différentielle non entiere

Dans le deuxieme axe d’étude, compte tenu de l'utilisation de la dérivation non
entiere, il semblerait logique d’utiliser une différentielle qui soit non entiere. [Cottril-
Shepherd et Naber, 2001] ont introduit une différentielle non entiere dans I’hypothese ou

la dérivée extérieure peut étre définie pour des ordres non entiers :

d, = Z dx BE ) (D.9)

ou 7 correspond a la coordonnée, v est 'ordre de la différentielle de coordonnée non entiere

et a; est la valeur initiale de la dérivée non entiere.

Exemple
En deux dimensions (x,y), la dérivée extérieure non entiére d’ordre v de xP s’écrit :
r 1 P
AVl — dx”ﬁxpﬂ’ + dyvxi.
Flp—v+1) yI'(1—v)
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v=20, dP = 2P

v=2 d*r? =dz*p(p—1)zP >

Par analogie avec le calcul extérieur rationnel, les espaces vectoriels peuvent étre
construits en utilisant les dz?. Soit F'(v,m,n) un espace vectoriel en P € E", E étant un
espace euclidien de dimension n. m correspond au nombre de coordonnées différentielles
apparaissant dans les éléments de la base, n est le numéro de la coordonnée, et {x;}

sont les coordonnées cartésiennes de E™. Une base pour F(v,1,n) peut correspondre a

{dx¥,dxy, ... dz’} et un élément arbitraire de F'(v,1,n) s’exprime alors selon
a= Z a,dzy . (D.10)
i=1

Il est a noter qu’il existe un espace vectoriel différent pour chaque valeur de v.
Un ensemble infini de coordonnées est introduit par les dérivées temporelle d’ordre

VT = (21, .. ,:cn,xgl’), o ,x;”),xgk”), R (D.11)

n Y

Ces coordonnées sont naturellement associées a une variété de dimension infinie
composée du produit de la variété X et d'un nombre dénombrable de R" : X = X xR2 =
X X R* x R™ x

Dans le cas d’un systeme implicite, un champ de vecteur €, sur X est un opérateur

différentiel d’ordre 1 s’écrivant :

ZZ% 7 (D.12)
% 25" ol )

Chaque composante v; ; est une fonction 4,° de X dans R.

Définition D.2.1. Le champ de vecteur de Cartan v-différentiable dit trivial est défini

sur X par :

ZZx J+1)V)< ;))l,. (D.13)

=1 j>0

L’idée est de pouvoir maintenir la propriété fondamentale de la dérivée de Lie du

dh
erl
L, h= §§ a(”” == (D.14)

>0 j=1

cas rationnel
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pour le cas non entier, a savoir :

v () 0 2 d"h
Ll = Z Z g (a ((z‘+1)v>)” dtr” (D-15)
i>0 j=1 Z;

Dans le cas rationnel, ZL‘E ) = % =
(0)

7

Lﬁxxi pour tout e = 1,...,net k > 1, avec la
convention x,’ = x;.
Prenons le cas particulier : n = 1 et v = 2. Le champ de vecteur de Cartan 2-

différentiable est défini par :

) O?
Te=y altvt—— (D.16)
7>0 <8x§2j)>
En posant §; = xZ@j ), cette expression se réécrit :
92
Tx = Z§j+1a—£27 (D.17)
Jj=>0 J

et en appliquant cet opérateur a h, on obtient :
9 0?h
7=>0 J

Si h ne dépend que d’une seule variable £, = x, cette expression se réécrit sur la trajectoire

z:R— X :
Eh(&) o Ph(z)

2
Li h =& i v (D.18)
Cependant, en tenant compte des lois classiques du calcul différentiel, il vient :
d*h(z) d [(dh(z)dz Ph(z) g2 | dh(x) o
i =) = . D.1
e dt( dr di gz @) g (D-19)

. . . . 2 d?h(x)
Suite aux relations (D.18) et (D.19), il est clair que L7 h # =5

dz?
Ainsi, la différentielle non entiere introduite par Cottril-Shepherd et Naber [2001]

n’est pas compatible avec les définitions et propriétés du calcul différentiel classique.

Pour pouvoir étendre la platitude aux systemes non entiers non linéaires, il est donc
nécessaire d’adapter les propriétés du calcul différentiel pour maintenir des propriétés

d’invariance qui gardent leur cohérence pour le cas rationnel.
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Résumé

Les études menées permettent de prendre en main un systéeme depuis 'identification jus-
qu’a la commande robuste des systemes non entiers. Les principes de la platitude permettent
de parvenir a la planification de trajectoire a condition de connaitre le modele du systeme, d’ou
I'intérét de l'identification des parametres du systeme. Les principaux travaux de cette these
concernent l'identification de systéme par modeles non entiers, la génération et la poursuite
robuste de trajectoire par ’application des principes de la platitude aux systemes non entiers.

Le chapitre 1 rappelle les définitions et propriétés de l'opérateur non entier ainsi que
les diverses méthodes de représentation d’un systeme non entier. Le théoreme de stabilité est
également remémoré. Les algebres sur les polynomes non entiers et sur les matrices polynémiales
non entieres sont introduites pour 'extension de la platitude aux systemes non entiers.

Le chapitre 2 porte sur l'identification par modele non entier. Apres un état de I'art sur
les méthodes d’identification par modele non entier, deux contextes sont étudiés : en présence
de bruit blanc et en présence de bruit coloré. Dans chaque cas, deux estimateurs optimaux
(sur la variance et le biais) sont proposés : I'un, en supposant une structure du modele connue
et d’ordres de dérivation fixés, et 'autre en combinant des techniques de programmation non
linéaire qui optimise a la fois les coefficients et les ordres de dérivation.

Le chapitre 3 établit 'extension des principes de la platitude aux systemes non entiers.
La platitude des systemes non entiers linéaires en proposant différentes approches telles que les
fonctions de transfert et la pseudo-représentation d’état par matrices polyndmiales est étudiée.
La robustesse du suivi de trajectoire est abordée par la commande CRONE. Des exemples de
simulations illustrent les développements théoriques de la platitude au travers de la diffusion
thermique sur un barreau métallique.

Enfin, le chapitre 4 est consacré a la validation des contributions en identification, en
planification de trajectoire et en poursuite robuste sur un systéme non entier réel : un barreau
métallique est soumis a un flux de chaleur.

Mots clés

Dérivation non entiere, identification, variable instrumentale, modeles continus, planifica-
tion de trajectoire, platitude, poursuite de trajectoire, commande robuste, représentation d’état,
systemes thermiques.

Abstract

The general theme of the work enables to handle a system, from identification to robust
control. Flatness principles tackle path planning unless knowing the system model, hence the
system parameter identification necessity. The principal contribution of this thesis deal with
system identification by non integer models and with robust path tracking by the use of flatness
principles for fractional models.

Chapter 1 recalls the definitions and properties of a fractional operator and also the
various representation methods of a fractional system. The stability theorem is also brought to
mind. Fractional polynomial and fractional polynomial matrice algebras are introduced for the
extension of flatness principles for fractional systems.

Chapter 2 is about non integer model identification. After a state of the art on system
identification by non integer model. Two contexts are considered : in presence of white noise and
of colored noise. In each situation, two optimal (in variance and bias sense) estimators are put
forward : one, when considering a known model structure with fixed differentiating orders, and
another one by combining nonlinear programming technics for the optimization of coefficients
and differentiating orders.

Chapter 3 establishes the extension of flatness principles to fractional systems. Flatness
of linear fractional systems are studied while considering different approaches such as transfer
functions or pseudo-state-space representations with polynomial matrices. Path tracking robust-
ness is ensured with CRONE control. Simulation examples display theoretical developments on
flatness through thermal diffusion on a metallic rod.

Finally, Chapter 4 is devoted to validate the contributions to system identification, to

trajectory planning and to robust path tracking on a real fractional system : a metallic rod
submitted to a heat flux.

Keywords

Fractional differentiation, system identification, instrumental variable, continuous-time
models, path planning, flatness, path tracking, robust control, state-space representation, ther-
mal systems.





