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Résumé

Cette these montre la possibilité d’une application rigoureuse de la méthode d’intégration
numérique double-exponentielle introduite par Takahasi et Mori en 1974, et sa pertinence pour les
calculs & grande précision en théorie des nombres. Elle contient en particulier une étude détaillée
de cette méthode, des criteres simples sur son champ d’application, et des estimations rigoureuses
des termes d’erreur.

Des parametres explicités et précis permettent de I'employer aisément pour le calcul garanti
de fonctions définies par des intégrales.

Cette méthode est également appliquée en détail au calcul de transformées de Mellin inverses
de facteurs gamma intervenant dans les calculs numériques de fonctions L. Par une étude unifiée,
ce travail démontre la complexité d'un algorithme de M. Rubinstein et permet de proposer des
algorithmes de calcul de valeurs de fonctions L quelconques dont le résultat est garanti et dont la
complexité est meilleure en la précision.

Abstract

This thesis contains a detailed study of the so-called double exponential integration formulas
introduced by Takahasi and Mori in 1974, and provides explicit bounds for a rigorous application
of the method in number theory.

Accurate parameters are given, which makes it possible to use it as a blackbox for the rigorous
computation of functions defined by integrals.

It also deals with numerical computations of L functions. The complexity of an algorithm due
to M. Rubinstein is proven. In the context of double-exponential transformation, a new algorithm
is provided whose complexity is low in terms of precision.
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Chapitre 1
Introduction

Théorie de I'intégration double-exponentielle

L'intégration numérique est une composante indispensable de tous les logiciels de calcul ma-
thématique. La plupart d’entre eux cherchent a se doter de méta-algorithmes tres génériques et
fiables permettant de donner un résultat correct quelle que soit la construction entrée par 1'utili-
sateur.

Pour la plupart des besoins auxquels répondent ces systémes, 1’évaluation de 1’ordre de gran-
deur et de quelques chiffres significatifs d'une intégrale sont suffisants.

Dans le cadre plus spécifique de la théorie des nombres, les besoins sont précisés, et les solu-
tions doivent I’étre d’autant :

— les fonctions a intégrer sont généralement simples et régulieres — pas de définitions par cas,

de discontinuités;

— on doit pouvoir atteindre de grandes précisions : ’ordre de grandeur du millier de chiffres

décimaux constitue un objectif raisonnable ;

— le résultat doit pouvoir étre garanti.

I1 est alors nécessaire de disposer d'une méthode a la fois rapide et prouvée, quitte a se montrer
plus restrictif sur les classes de fonctions intégrées, quitte aussi 8 demander un certain nombre
d’informations sur l'intégrale calculée.

Depuis une trentaine d’années existe une méthode d’intégration connue sous le nom de «for-
mules double-exponentielles» qui semble répondre a ces besoins. Son principe, présenté tout
d’abord de maniere assez heuristique dans [TM73], préconise de ramener le calcul de toute in-
tégrale a 'application de la méthode des trapézes sur R a des fonctions tres régulieres possédant
une décroissance rapide de type doublement exponentielle (c’est-a-dire du type O (exp(— exp |x|))
en l'infini. Pour cela, un certain nombre de changements de variables génériques sont proposés,
construits a partir de la fonction exponentielle en fonction de l'intervalle d’intégration et de la
décroissance de l'intégrande.

D’un point de vue pratique, la méthode obtenue est remarquablement efficace : pour une pré-
cision donnée sur le résultat, on a couramment besoin d’'un nombre d’évaluations de l'intégrande
quasi-linéaire, ce qui permet d’atteindre de grandes précisions. C’est cette méthode qui sous-tend
la routine d’intégration intnum de PARI/gp, et elle fait également partie des méthodes d’intégra-
tion numérique de Maple ou de Mathematica.

Pour cette raison, un certain nombre de travaux de nature plus théorique ont accompagné
son succes, qui ont dégagé les raisons de son efficacité, en particulier le besoin d’holomorphie
des fonctions intégrées. Mais surtout 1’objectif était de parvenir a démontrer 1’optimalité de cette
méthode parmi les différentes formules de quadrature. Le résultat a été atteint dans une large
mesure par Sugihara [Sug97]. Un historique de ces développements est relaté dans [Mor05].

Toutefois, les travaux que nous avons cités négligent le probleme de la validité des transforma-
tions effectuées pour des probléemes concrets, et se cantonnent a des estimations de convergence
asymptotiques ne permettant pas d’appliquer la théorie pour calculer de maniére certaine et ri-
goureuse une intégrale donnée.

Dans le cadre de cette thése, nous avons d’abord abordé cette méthode en vue des calculs de



fonctions L effectués dans notre second chapitre ; cependant les lacunes que comportait la théo-
rie double-exponentielle, le besoin d’énoncés explicites et les motivations spécifiques liées aux
fonctions L nous ont conduit a des développements plus poussés, en vue d’obtenir une théo-
rie véritablement efficace, c’est-a-dire a la fois intuitive et aisément applicable. Nous avons donc
poursuivi deux buts : d"une part dégager des conditions plus claires du champ d’application de
la méthode; d’autre part établir des hypotheses les plus simples possibles sous lesquelles une
intégrale peut-étre calculée effectivement et de maniére garantie, a une précision arbitraire.

Illustrons par un exemple I'importance de ce premier but. Dans le calcul 1.1 ci-dessous, nous
utilisons le logiciel gp pour évaluer une intégrale trés simple, mais de deux manieres : dans le
premier cas elle se présente de maniére classique, dans le second on effectue un décalage de la
droite d’intégration.

Il se produit dans ce cas un phénomene étrange : alors que la méthode double-exponentielle
permet de calculer parfaitement la premiére intégrale, dans le second cas le résultat est faux deés
la 11°¢ décimale.

? \p100
realprecision = 105 significant digits (100 digits displayed)
? oo=[1];

7T #

timer = 1 (on)
? intnum(t=-00,00,1/(1+t~2))-Pi
time = 60 ms.

%2 = 0.E-105

? shifted=intnum(t=-00,00,1/(1+(t+10)~2)) ;show(shifted-Pi)
time = 60 ms.

%3 = 6.79601547 E-11

Goodbye!

Listing 1.1: un exemple avec gp

Si l'on essaie de réaliser les mémes calculs avec le systéme Maple, la premiére intégrale est
calculée a peu pres instantanément. En ce qui concerne la seconde, les méthodes de validation de
Maple permettent de déterminer a nouveau un résultat correct, mais au prix de calculs singulie-
rement longs pour un probleme de ce type.

> Il:=evalf(Int(1/(1+2"2),z=-infinity..infinity) ,100):evalf (I1-Pi,5);
memory used=3.8MB, alloc=2.8MB, time=0.13
memory used=7.6MB, alloc=3.9MB, time=0.26
0.
> I2:=evalf (Int (1/(1+(z+10)"2) ,z=-infinity..infinity) ,100):evalf (I2-Pi,5);
memory used=11.4MB, alloc=4.2MB, time=0.40
memory used=15.2MB, alloc=4.2MB, time=0.54
memory used=19.0MB, alloc=4.2MB, time=0.68
[...]
memory used=520.2MB, alloc=7.1MB, time=17.23
memory used=524.0MB, alloc=7.1MB, time=17.37
memory used=527.8MB, alloc=7.1MB, time=17.50
memory used=531.6MB, alloc=7.1MB, time=17.65
0.

Listing 1.2: un exemple en maple

Pour pouvoir utiliser la méthode double-exponentielle, il faut étre en mesure d’expliquer ce
type de phénomene, et de I'éviter.
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Résultats obtenus

Notre étude se fonde sur une interprétation trés générale de la convergence de la méthode des
trapezes a ’aide de la formule de Poisson, ce qui permet de démontrer de maniere quantitative
que la méthode des trapézes est d’autant plus efficace que la fonction a intégrer

— décroit rapidement en l'infini;

— possede une large bande d’holomorphie au voisinage de 'intervalle d’intégration ;

— a un comportement symétrique de part et d’autre du chemin.

Les changements de variable «double exponentiels» sont traditionnellement choisis de maniere a
optimiser la convergence de 'intégration en fonction du seul premier critére ; nous avons dégagé
plus clairement leur influence sur le suivant, ce qui permet de comprendre précisément les cas
d’application de la méthode, ou ceux ot1 elle échoue.

Dans ce cadre, nous établissons des résultats de convergence prouvée en terme de parametres
dépendant explicitement de la fonction a intégrer, qui prennent la forme suivante :

Théoreme. Si [ est un intervalle de R et g : I — R est une fonction vérifiant :
— g est absolument intégrable sur I ;
— g posseéde un prolongement holomorphe borné a un voisinage Z. de 1, oit (Zr)r est une famille de
voisinages de I dépendant explicitement de I et de I'intégrabilité de g, qui ont pour limite I quand
T—0;

alors, a 'aide d"un changement de variable @1, on peut calculer / g avec une précision absolue de D chiffres
I

DlogD\ . .
en O <f) évaluations de la fonction g.

Cela nous rend aussi capable de résoudre certains problemes, ou d’améliorer considérable-
ment la convergence sur quelques exemple.

Pour illustrer la méthode, nous passons en revue quelques exemples illustrant les cas d’ap-
plication, et permettant de saisir la pertinence des hypothéses proposées. Dans de nombreux cas
ol ces derniéres ne sont pas vérifiées, nous sommes en mesure de proposer des modifications
permettant de retrouver une convergence quasi-linéaire, ou bien de démontrer des résultats de
convergence polynomiale.

I faut mentionner ici un remarquable concours de circonstance : les raisons mentionnées ci-
dessus ont également motivé un nouveau travail [TSMMO09] de la part de 1'équipe japonaise a
l'origine de la méthode, qui aboutit & des conclusions semblables aux notres dans le principe. Les
délais de publication étant ce qu’ils sont, je n’ai pris connaissance de ce travail que postérieure-
ment a la rédaction du chapitre concerné.

L’existence de cette nouvelle référence sur le sujet ne remet pourtant pas en cause l'intérét des
résultats obtenus ici :

— l'interprétation que nous avons faite de 1'intégration en terme de formule de Poisson nous
semble plus claire et féconde : elle permet d’obtenir des résultats sous forme de conditions
nécessaires et suffisantes ; elle étaie aussi le paradigme d’optimalité en dégageant les cas qui
lui échappent;

— elle permet d’obtenir des extensions de la méthode;

— enfin, les résultats obtenus ici sont completement explicites et directement applicables au
calcul d’intégrales.

Ainsi, pour un théoricien des nombres, il est possible d"utiliser la méthode double-exponentielle
avec plus de pertinence lors d’expérimentations numériques. Pour le programmeur, il est sur-
tout possible de 1'utiliser comme algorithme sous-jacent au calcul de diverses fonctions définies a
l'aide d’intégrales.

Nous avons traité deux cas d’application tres simple de notre théorie pour le calcul de fonc-
tions usuelles en théorie des nombres, ot la capacité a calculer rapidement & grande précision est
cruciale :

— l'évaluation de la fonction gamma incomplete ;

— l'évaluation des intégrales de périodes de variétés hyperelliptiques.



Mais les résultats que nous avons obtenus nous permettent surtout d’aborder des calculs de
plus grande envergure, et d'importance centrale en théorie des nombres, avec I’évaluation simul-
tanée de transformées de Mellin pour le calcul de valeurs spéciales de fonctions L.

Calculs numériques de fonctions L

L'étude des propriétés des fonctions L issues de divers objets mathématiques constitue, en
particulier depuis Riemann, une branche fondamentale de la théorie des nombres & laquelle nous
devons quantité de résultats. Depuis une cinquantaine d’années, les expérimentations rendues
possibles par le calcul informatique ont ouvert un champ d’étude considérable pour affiner, vali-
der expérimentalement ou méme découvrir de nouvelles conjectures.

II est remarquable que ces calculs aient accompagné des le début la naissance de l'ordina-
teur. Citons en particulier les calculs gigantesques effectués pour valider expérimentalement la
conjecture de Riemann, a la suite par exemple de Turing [Tur53] pour la fonction zeta ; ou encore
I’énoncé de la célebre conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [BSD65] des 1965.

Bien que sur le plan théorique la démonstration de propriétés pourtant simples soit une en-
treprise extrémement ardue et dans bien des cas hors de la portée actuelle des mathématiques, il
en va différemment sur le plan des calculs numériques, o1 les fonctions L construites de bien des
manieres semblent effectivement toutes jouir des mémes familles de propriétés, du point de vue
des expérimentations numériques.

En particulier, nous pouvons citer :

— la célebre conjecture de Riemann sur la localisation des zéros non triviaux;

— la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer citée plus haut, et plus généralement les conjec-
tures de Zagier, de Bloch-Kato [BK90] ou de Beilinson [Bei84], sur le contenu géométrique
des valeurs spéciales de fonctions L ;

— les théories de matrices aléatoires qui modélisent les répartitions statistiques de valeurs de
fonctions L, en particulier leurs zéros [KS00].

Le champ expérimental est donc vaste tant par les questions posées — ou qui ne le sont pas
encore — que par I'immense variété des fonctions L, dont les définitions ne sont pas épuisées.
Dans ce contexte, il faut disposer de méthodes de calcul numérique fiables permettant :

— d’effectuer des calculs assez haut en partie imaginaire sur la bande critique ;

— d’atteindre de grandes précisions sur le résultat en un point fixé;

— d’effectuer des calculs rapides sur des familles de valeurs ou de fonctions L.

Méme sur le demi-plan de convergence absolue, la définition usuelle d"une fonction L comme
somme de Dirichlet est totalement inadaptée pour les calculs, en raison d’une convergence tres
lente. Toutefois, les propriétés de cohérence auxquelles satisfont les fonctions L — telles que
le prolongement analytique et I’équation fonctionnelle sur le plan analytique, ou les propriétés
arithmétiques des coefficients d'un point de vue algébrique — permettent de s’abstraire de ce
schéma. Riemann lui-méme mit au point les transformations principales permettant d’améliorer
la convergence, obtenant en particulier la formule désormais connue sous le nom de formule de
Riemann-Siegel [EdwO01], dont la convergence est suffisamment rapide pour calculer a la main
des valeurs quelconques de la fonction zeta.

Dans les années 60, Lavrik [Lav66, Lav67] exploita ces mémes propriétés dans le cadre des
fonctions L de Dirichlet et les fonctions zéta de corps de nombres, pour ramener le calcul a 'éva-
luation d"une somme de transformées de Mellin inverses d"un produit de facteurs gamma, et in-
troduisit le principe d’équation fonctionnelle approchée qui rend les calculs raisonnables quand
la partie imaginaire augmente.

Sur cette base, des algorithmes de calcul tres généraux reposant sur les hypotheses de prolon-
gement analytique et d’existence d’une équation fonctionnelle — acquises ou seulement suppo-
sées — ont pu voir le jour et augmenter considérablement le champ d’étude numérique, a la fois
sur l'étendue du domaine, comme l'illustrent les calculs effectués tres haut sur la bande critique
par Odlyzko [Odl01]; ou en précision du résultat.
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En ce qui concerne la vérification de '’hypothése de Riemann, nous pouvons citer en parti-
culier les travaux de Tollis pour les fonctions zeta de Dedekind [Tol97], de Rubinstein [Rub05b]
dans un cadre assez général, ou de Booker [Boo06] pour les fonctions L d’Artin. Ces méthodes
ont été étudiées avec l'objectif de pouvoir calculer haut sur la bande critique, mais en relative-
ment faible précision Dans un cadre tres général de fonctions motiviques, Dokchitser a d’autre
part mis au point un algorithme [Dok04] qui permet de calculer des valeurs spéciales avec une
précision arbitraire. En revanche, celui-ci ne permet pas de monter tres haut en partie imaginaire.
Mais surtout, il repose de maniére fondamentale sur un développement en fractions continuées
dont la convergence vers la valeur désirée n’est pas démontrée (il ne I'est que dans le cadre des
fonctions L de degré 1, [AT99]).

L'objectif de cette thése est d’obtenir un algorithme général reprenant les avantages de cha-
cune des approches ci-dessus, c’est-a-dire le plus générique possible, rapide et prouvé — sous les
hypotheses habituelles de prolongement et d’équation fonctionnelle qui sous-tendent les calculs.
I doit permettre a la fois de monter en partie imaginaire et de calculer a grande précision des
valeurs spéciales, pour une fonction L quelconque satisfaisant aux hypotheses standard.

Résultats obtenus

L’algorithme de Rubinstein repose sur des calculs de transformées de Mellin inverses sur une
droite verticale par intégration numérique al’aide de sommes de Riemann. En reprenant les outils
d’équation fonctionnelle approchée qu’il a développés, nous avons d’abord démontré des estima-
tions explicites qui permettent d’étudier de maniere unifiée plusieurs stratégies d’intégration.

Notre premier résultat est une démonstration de la complexité de l'algorithme de Rubinstein,
avec des formules explicites pour chacun des parametres :

Théoreme. Pour une fonction L de degré r et de conducteur q, I'algorithme de Rubinstein permet de
calculer L(o + iT) a précision absolue D avec

O (ﬂ'r% Dz)
évaluations de la fonction exponentielle en précision D(1 + ¢) + O(log D).

Nous considérons d’autre part le probleme de l'application d'un changement de variable
double-exponentiel pour le calcul des transformées de Mellin inverses. Il est ici remarquable
de constater que, bien que les calculs expérimentaux montrent une excellente convergence de
cette technique, les hypothéses autorisant son emploi ne sont pas vérifiées et la théorie dévelop-
pée dans le premier chapitre exclut la vitesse de convergence habituelle de 'intégration double-
exponentielle. Une étude plus fine des intégrales considérées nous permet toutefois d’obtenir
deux résultats :

— une démonstration de la vitesse de convergence obtenue en pratique, qui ne differe que d'un

terme logarithmique de la convergence habituelle de I'intégration double-exponentielle ;

— l'introduction d'un décalage de contour, qui permet d’appliquer la théorie du premier cha-

pitre et d’obtenir de maniere beaucoup plus commode une convergence quasi-linéaire.

Ces résultats nous permettent de valider I'approche double-exponentielle pour le calcul de
fonctions L, avec des algorithmes de complexité prouvée pour lesquels le terme D? ci-dessus est
remplacé par D log(D)?, au prix de 'apparition d’un facteur T supplémentaire.

D’un point de vue pratique, une phase de précalcul pour une fonction L donnée et une borne
sur la partie imaginaire permet de calculer tres efficacement de nombreuses valeurs.

Nous proposons enfin une approche dont la programmation serait plus délicate et pour la-
quelle nous n’avons fait qu'une étude de complexité plus sommaire, mais qui ramene la com-
plexité a l’estimation suivante :

Affirmation. Avec les hypotheses précédentes, le calcul de L(o + iT) a précision D peut se faire en

0 (yqrs /DlogD)

évaluations d’exponentielle en précision D(1 + %) + O(log D).



Autres travaux

Cette these comporte deux annexes démontrant des estimations techniques que nous utilisons
pour les deux premiers chapitres.

Nous présentons également en annexe C un travail d’importance moindre réalisé en début
de these. Il s’agit d’une contribution d’ordre algorithmique au calcul des racines de 1'unité dans
un corps de nombres. Cette tiche d’apparence anodine s’avere cruciale lors du travail sur les
réseaux d’entiers ou le calcul de groupes de classes, et 'implantation du systéme PARI se heurtait
fréquemment a des calculs interminables sur certaines extensions composées.

A Ténumération exhaustive des plus courts vecteurs du réseau des entiers algébriques cou-
ramment employée, nous avons substitué une approche locale-globale permettant d’une part
d’identifier rapidement les éventuelles racines présentes, puis de calculer leurs coordonnées sur
la base d’entiers par relévement modulaire ou par réduction de réseau.

Bien que la vitesse d’exécution de cet algorithme soit moins bonne que la recherche de vec-
teurs courts dans les meilleurs cas (les corps cyclotomiques donnés par une base réduite en sont
I'archétype), la complexité en moyenne est meilleure, et la complexité dans les pire cas est poly-
nomiale et non exponentielle. L’algorithme de calcul des racines proposé a été ajouté au systeme
PARI/gp, et adopté comme algorithme par défaut.

Ce travail nous a également donné 1'occasion de proposer une approche de programmation
linéaire pour la construction d’extension de corps a ramification prescrite.



Chapitre 2
Intégration numérique par la méthode double-exponentielle
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Notations, conventions

Dans tout ce qui suivra :

e g désigne une fonction R — C intégrable, dont on calcule l'intégrale par la méthode des
trapezes;

e satransformée de Fourier est définie avec les conventions habituelles en théorie des nombres :

§x) = [ e ™g(n)at

e pour tout réel T > 0 on note A = R + i] — 7, 7] la bande complexe de largeur T autour de
I'axe réel ;

e lorsque g possede un prolongement holomorphe a une bande A, on désignera par g ce
prolongement et on dira que g est définie sur A+.

1 Principe

1.1 Méthode des trapezes et formule de Poisson

Pour une fonction décroissant suffisamment en 1'infini, la formule de Poisson relie un échan-
tillonnage régulier de la fonction a un échantillonnage (de pas inverse) de sa transformée de
Fourier, dont le premier terme est l'intégrale de la fonction.

Sil'on applique cette formule au réseau hZ, on a

th(kh)z/Rg—F

keZz

¥ 4G, (kY
kez*
ce qui constitue un lien entre une somme des trapéezes infinie de pas h et l'intégrale sur R cor-
respondante, les termes de Fourier exprimant de maniere exacte l'erreur réalisée lors de cette
quadrature.

L'intégration numérique par la méthode des trapézes sur 1’axe réel revient a choisir d"une
part un intervalle hors duquel on tronquera la somme, et d’autre part un pas /i, en majorant
précisément les erreurs @ de troncature et @ de quadrature réalisées a cette occasion.

& k
nY gk +h Y gl = [ g+ ¥ &(3) (12)
k=—n k| > TR ez
N——— N e’

@ &)



1. PRINCIPE

Erreur de quadrature La transformée de Fourier transforme les régularités de la fonction initiale
en décroissance a l'infini. L'interprétation en terme d’erreur de quadrature est simple : pour une
fonction tres réguliere, les variations ont une grande cohérence globale, si bien que les erreurs se
compensent.

Si la fonction g est de classe ¢*, une intégration par parties montre que la transformée est en
O(x7%). Silon considere des fonctions non seulement ¢, mais méme holomorphes au voisinage
de l’axe réel, on démontre alors que la décroissance de la transformée de Fourier est exponentielle.
La section 1.4 présente les liens que 'on peut établir entre la régularité de g et la décroissance de
§, donc 'estimation de l'erreur de quadrature.

Erreur de troncature Une fois choisi le pas /, la connaissance de la décroissance de g permet
de choisir la borne de troncature nh de sorte que les termes éliminés constituent une erreur de
troncature maitrisée.

Le principe de I'intégration numérique par la méthode des trapézes est de considérer les fonc-
tions possédant a la fois une décroissance maximale, afin d’échantillonner sur un nombre réduit
de termes, tout en conservant la plus grande régularité possible, c’est-a-dire 1’holomorphie au
voisinage de la zone d’intégration, afin de prendre un pas / le moins petit possible.

Plus précisément, nous allons considérer des fonctions qui posseédent une décroissance au
moins exponentielle sur I'axe réel, et dont les transformées de Fourier possedent elles aussi une
décroissance au moins exponentielle. De la sorte, la complexité de I'intégration sur R sera au plus
quadratique

L'intuition de l'intégration double-exponentielle est que le procédé est en général optimal
lorsque la fonction g posseéde une décroissance doublement exponentielle, et une régularité suffi-
sante pour que sa transformée ait une décroissance exponentielle.

1.2 Exemple : le cas optimal

. . 1 . . A2 .
Pour fixer les idées, considérons le cas d'une fonction gaussienne f : x — ¢ Ax , de variance

A > 0, dont la décroissance est exponentielle. On sait qu’elle est — au facteur A prés — sa propre

transformée de Fourier, ce qu'on démontre a I'aide d'un décalage de la droite d'intégration

2

~ ; : inx 2x2 s
fl) = [ etmte ap = [ o ACHEPT g = o
R JR

2,2

A7 1(0).

On peut en outre calculer la constante f(0), précisément a I’aide de la formule de Poisson utilisée
tout au long de cet article :

212
202\ _ 7 k"
thZZexp(—Ak h?) = f(O)kEZZexp(— i)
en prenant 1 = %, les deux sommes sont égales, non nulles, et on obtient f (0) = h.

Ici, f et f sont toutes les deux holomorphes sur € tout entier et intégrables sur les droites ho-
rizontales, et nous verrons au paragraphe suivant que cela correspond au fait qu’elles ont toutes
deux une décroissance plus qu’exponentielle sur ’axe réel. Il s’agit la d’une situation idéale pour
la sommation par trapezes.

Pour un calcul de [ f = /% a une précision d’ordre D, on choisit
2

~ _ =
o hidesorte que f(3) = ¢ 124 < e P, s0ith < —

e nh de sorte que f(nh) = e Alnh)? < e P, soitnh > -

&‘

Ainsi, le nombre d’évaluations n = % pour obtenir une précision de 'ordre de D est linéaire et
indépendant de la variance de la gaussienne.
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Remarque : L'indépendance en la variance est tout a fait normal et général : en effet changer
de variance revient a faire un changement de variable homothétique sur f; on obtient alors 1’ho-
mothétie inverse sur £, et les deux facteurs d’homothétie se simplifient — 1'un multipliant 1/ et
l'autre 1/h — lorsqu’on calcule le nombre de points d’intégration.

Remarque : Ce qui est vrai pour la gaussienne 1’est de toutes les fonctions de Hermite, et plus
généralement pour toutes les fonctions de la forme P(x)e’Q(xz) ol P et Q sont deux polynémes, et
Q est a coefficients positifs. Il y a donc une famille infinie de fonctions non triviales pour lesquelles
I'intégration se fait en complexité linéaire.

1.3 Complexité théorique

Décroissance simplement exponentielle Considérons une fonction g et sa transformée de Fou-
rier ¢, et supposons que chacune ait une décroissance de nature exponentielle, de sorte qu’'on
puisse écrire pour x € R,

g(x)| < Myeeall” (1.3)
8(2)] < Mae~021" (1.4)
pour des constantes M;, «; > Oet §; > 1.

M
M

NN

Proposition 1.1

Avec les hypotheses précédentes, pour obtenir des erreurs de quadrature et de troncature de
I'ordre de e~ P il suffit de prendre

1/
D—l—log(il—l\/ﬁ%) A1 )

X

nh > max

==

1
S (D—I—log(ZMZ—i—e_D)) /P
= ‘Xz .

Pour D — o, le nombre d’évaluations de la fonction g vérifie donc

1,1
Dﬂ1+l32
n~ 7’1% /SL .

1 2
X1 &

Démonstration : e Sous ces hypotheses I'erreur de troncature vérifie

(o)

h Y gkh)| <My Y et
k=n+1 k=n+1

< Mlh/oo e—oq(th)ﬁl dr
n
Ml e 1 —auf
< Pr—1,—muf1 4 >1
By )P /nh w frul e u  (car By =1)
<« M w4

< u sin>1
a1B1

la méme estimation valant pour k < —n, si bien que vérifier

2M1 — B —
h kh)| < S Lemm(mft  o=D
L g(kh) a1B1

|k|>n
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donne la condition annoncée.
. —ay (k)P —0p 5~ P PETE p
e si By > 1,alors e (i) < ¢ "2, et I'erreur de quadrature est majorée par la série géomé-

trique :
k —ay 2M
). g(ﬁ)’ <2Y Mpe Wz = 2 1.5)
k0 k=1 enPr — 1
qui donne immédiatement la condition sur /. 0

Pour avoir une bonne convergence, I'important est donc de minimiser ﬁ + ﬁl—z

Décroissance doublement exponentielle Ceci correspond au cas f; = o ci-dessus, et on ob-
tient logiquement D'/A1 = log(D). Nous verrons en 1.6 que pour des fonctions holomorphes non
nulles cela implique B, < 1. Nous considérons donc 5, = 1 dans ce paragraphe.

Supposons donc

Mye—ae™ (1.6)
Mpe 21| (1.7)

pour des constantes M;, «; > 0 et f1 > 0.
Proposition 1.2 (DE)
Avec les hypotheses précédentes, il suffit de poser
2M,

> log(D +;08(,xl,51))
1

L D+ log(2M, + ¢ D)
= a

7

= =

ce qui donne pour D — oo un nombre d’évaluations

Dlog(D)
ne~_—2"7
B1az

Démonstration: Comme précédemment on majore

nY gk < My Y emet
k=n+1 )

«© Byxh
< Mlh/ e M dx
n

Mih
= ayrhebrh
M e_,xlgﬁl"h
=g prebrt '

{ee]
xh
/ alﬁlheﬂlx}’e_"‘leﬁl dx
n

On a la méme majoration pour les termes négatifs. En négligeant la division par e > 1, majorer
ces deux erreurs de troncature par e~ donne la condition. 0

1.4 Régularité et décroissance

Le lien entre la régularité de la fonction g et la décroissance de sa transformée de Fourier ¢
est explicité par des théoremes de type Paley-Wiener. Du fait de la réciprocité de Fourier, tous les
résultats peuvent étre formulés indifféremment en remplagant g par §.

10
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1.4.1 Régularité de g d’apres la décroissance de ¢

Tout d’abord, 'hypothése d'une décroissance exponentielle de la transformée de Fourier im-
plique immédiatement I’holomorphie de la fonction g au voisinage de 1’axe réel.

Proposition 1.3

Soit § : R — R une fonction vérifiant
§(x) = 0(e 71y, > 0,

alors § est la transformée de Fourier d’une fonction ¢ holomorphe sur une bande A+. De plus,
pour tout |t| < T,onag € L2(R + it).

Démonstration: Sous ces hypotheses, § est L', de méme que §(x)e*™ pour tout |t| < 7, d’ot1 'exis-
tence de g(x + it). De plus, (2i7rx)e* 7™ ¢(x) est elle aussi L!, donc g est dérivable sur A, par dériva-
tion sous le signe intégral. L'égalité de Plancherel assure I'intégrabilité L2. O

Corollaire 1.4
En particulier, si

3(x) = O(e™ ) avec p > 1

alors g est une fonction entiere.

1.4.2 Décroissance de § d’apres la régularité de g

Réciproquement, et c’est ce qui importe pour l'intégration numérique, on peut chercher & as-
surer la décroissance exponentielle de ¢ a partir d’hypothéses sur g. Sil’on ajoute des conditions
convenables qui permettent de décaler la droite d’intégration dans la direction imaginaire, on
peut chercher la décroissance de 1’exponentielle hors de I’axe, ce qui donne le résultat suivant :

Proposition 1.5

Soit T > 0 et g : R — R une fonction L, telle que
e ¢ posséde un prolongement analytique holomorphe sur un voisinage ouvert de A; (que
I’on note toujours g);

o limy 1o f;:fg(z) dz =0;
e g€ LR +iT);
alors § vérifie
18(x)] < Mye2lxIT, pour toutx € R,

ou My = [i |g(t+iT)| + |g(t —iT)| dt.

FIG. 2.1: décalage de la droite d'intégration

11
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Démonstration: Les hypotheéses permettent, via la formule de Cauchy, de dire que pour tout || < T,
ona [p g(u)e? ™ du = [p .. g(u)e? ™" du.
Ce qui donne en décalant la droite d’intégration vers le bas de —iT pour x > 0:

$(x)| = \ [ e gz — i)z

< 727‘[]{1’/ ) dr
e N |g(z —iT)|

< gt~ in)fl e

d’aprés 'hypothese d’intégrabilité. De méme pour x < 0, en décalant vers le haut. 0

Remarque : Les deux hypothéses supplémentaires sont cruciales :
e le fait qu'une transformée de Fourier ait une décroissance exponentielle n’entraine pas d hy-

pothese L! sur la fonction initiale : le cas le plus simple est celui de la fonction indicatrice
sin(27x)
27x

e en ce qui concerne I'annulation en I'infini des intégrales de bord, la fonction x — ¢~ sh(*)
est L! sur R et R + 2i7t, mais explose sur R + i7t (ol le cosinus hyperbolique est remplacé
par son opposé).

Toutefois, nous verrons dans la section 1.6 (proposition 1.13) que ces deux hypotheses peuvent
étre obtenues a partir des hypotheses de décroissance que nous ferons sur g.

1/_1,1) qui est la transformée de Fourier de la fonction , laquelle n’est pas L.

En combinant ces deux résultats, on a un moyen simple de connaitre la vitesse de décroissance
de la transformée de Fourier a partir d’hypotheéses sur la fonction initiale :
Théoréme 1.6

Soit g : R — R une fonction a décroissance double-exponentielle possédant un prolongement
holomorphe a une bande A+. Alors

e sig estbornée sur A; et g € LY(R = it), alors §(x) = O(e¥™1*l) au voisinage de Foo ;

e si§(dx) = O(e~2™™) au voisinage de +co, alors ¢ € L?>(R F it) pour tout0 < t < T;

Démonstration: Pour le premier point, on applique la proposition 1.5, en déduisant I’hypothese de
décroissance en 1'infini de la proposition 1.13. Le second est la proposition 1.3. 0O

Remarque : On peut raffiner le résultat a I'aide d’hypothéses sur ¢ : par exemple si § est € et
que sa dérivée a également une décroissance exponentielle en e 27", alors du fait que xg est L2
sur R + it on déduit que g y est L. Toutefois on cherche des conditions qui fassent intervenir
uniquement g pour connaitre précisément la décroissance de §.

1.5 Autres exemples
1.5.1 Une autre fonction propre

Prenons l'autre exemple de fonction invariante par la transformation de Fourier f : x —

1 ri 14 d —
cosh (o dont 'intégrale vaut Jr wehimy = b )
On a alors cosh(7z) = 0 < z € i(} + Z), donc f est holomorphe sur A%, eton abien f(x) =

2
f(x) =0(27) =0( ™).
. . 2 . , .
On poseicih = J et nh = %, soitn = %, ce qui ne donne qu’'une convergence quadratique.

1.5.2 Au-dela de la gaussienne

Essayons d’améliorer la cas de la Gaussienne, en considérant la fonction

f:xHe_m‘4
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A présent, B; = 4 et f est intégrable sur toutes les droites R + it puisque
—(x +it)* ~ —x

donc f a une décroissance plus qu’exponentielle, B > 1.
D’apreés la proposition 1.5, on sait dans tous les cas que pour tout t > 0,

F(x)| < Ma(t)e 2

avec une constante Mp(t) = ||f(- 4 it)|| + || f(- — it) || que I'on peut majorer de la maniere suivante

d 2 0 (it+x)4 d
z z < / e X
L boleez]
< 2/°° o6t 4
0
<2 / et gy
0

\/E x2(61.‘2+l)—x4

< —supe
S5 xP

Le supremum est atteint en 2x> = 6t> + 1, ce qui donne

(6t2+1)2
My(t) < Ve T -

Ainsi, d’apres le lemme 1.1, on peut poser

h 27Tt

1 D+ 4 jog(2/mw+e D)

V12D'+1-1
18 4

Ceci est valable quel que soit ¢, aussi on maximise la valeur de & en posant > =
avec D' = D + 1 +log(4y/m +e7P).
Dans ce cas, on a
1 4D
h om3i
Puisque par ailleurs on pose nh = /D, on obtient une complexité linéaire d’ordre

2D
—=-
7'(\/3
C’est toujours linéaire, mais le nombre d’évaluations est environ deux fois supérieur a celui
obtenu pour la gaussienne. Nous montrerons en section 1.8 que la complexité de 'intégration est

n ~

. T . 2k . .
toujours au moins linéaire. Et le cas des fonctions e™* sont autant d’exemples oil on atteint une
complexité linéaire, comme l'illustre la figure 2.2.

1.6 Décroissance des fonctions holomorphes

La grande rigidité des fonctions holomorphes permet d’étendre des hypotheses de croissance
ou de décroissance a un voisinage de I'endroit ott on en dispose.

Nous démontrons ici quelques résultats classiques obtenus a partir du principe du maximum
par la théorie de Phragmen-Lindelof, et qui se rameénent tous a 'idée suivante :

pour des variations de nature exponentielle, les variations les plus faibles sont obte-
nues par la fonction exponentielle elle-méme.

Ces résultats sont donnés dans deux cadres :

13
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1000 T T T T T T T x
exp(zd)
exp(-zg) X
900 exp(.zs) * + -
ex| ('io)
exp(2% = «
800 B
*
700 B
600 | % -
+ *
c
R=] u
€ 500 F 7
9]
s x *
u
400 —
+
X * -
300 —
. x * n
200 % * u —
+ * L
* ]
100 -+ Xy n —
Xx (g ®
cgm
0 ﬁ 1 1 1 1 1 1 1
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nombre de points

. gz . _ 2k
FIG. 2.2: convergence des intégrales de fonctions e™*

e celui des fonctions a décroissance simplement exponentielle, définies sur des secteurs an-
gulaires et pour lesquelles les fonctions de référence sont les exponentielles e’ On peut
trouver ces résultats dans [Car56].

e celui des fonctions & décroissance doublement exponentielle définies, soit sur des bandes
Ar auquel cas les fonctions de référence sont les doubles-exponentielles e* COSh(ﬁx), soit sur
des demi-bandes A7 pour des fonctions e,

1.6.1 Fonctions a décroissance simplement exponentielle

Notons
Cyp = {z:reit,r> 1,-0<t< 9}

le secteur angulaire des |z| > 1 délimité par les deux rayons

Rig = eiia[l,oo[.

Lemme 1.7

Si f est une fonction holomorphe sur Cy, et vérifie
. |f| < M surle bord de Cy;

o |f(2)| = O(e"‘|z|ﬁ) sur Cy avec ff < % ;
alors |f| < M uniformément sur Cy.

Démonstration: En effet, pour tout § < ' < 7, les fonctions he(z) = exp(—ezf'), € > 0, sont bornées

par 1 sur le bord de Cy et ont une décroissance plus rapide que la croissance de f :

_ efscos(ﬁ’r)rﬁr avec /3/,1_ < ‘8/9 < E

he (reiT) >

Par le principe du maximum, les fonctions fh, sont donc toutes bornées uniformément par le supre-
mum de f sur le bord de Cy. Or & z fixé, he(z) —¢—0 1, donc cette borne est valide pour f(z). 0O
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Corollaire 1.8

En particulier, si f est bornée sur chaque rayon R; d’un secteur Cy, elle I’est par ses majorants
sur le bord.

Lemme 1.9

Si f est une fonction holomorphe bornée sur Cy, et

£(z)| = O(e™=") sur un rayon R, T €] — 6,0]

avec 0 > 7, alors f est nulle.

/
Démonstration: En effet pour p’ = J5 < B et tout n > 1 la fonction hy(z) = " est bornée par 1

sur les rayons R.g, par " sur la portion de cercle qui les joint, et elle a une croissance d’ordre f’
inférieure a la décroissance de f sur R;. Notons M un majorant de f sur Cy, Me" y est un majorant
de fhy, et notons M, > M un majorant de fh;, sur le rayon R:. Donc le produit fh, est borné par M
sur le bord de chacun des secteurs C_g ; et Cr g, et a une croissance d’ordre ' sur ces secteurs qui
sont d’ouverture inférieure a ﬁ, donc d’apres le lemme 1.7 fh,, est uniformément borné sur chacun
d’eux par M,,. Elle I’est donc sur Cy, a priori par M, mais le corollaire 1.8 montre qu’en réalité fh,
est bornée par ses valeurs sur le bord de Cg, donc par Me". Pour tout z assez grand tel que Rez? > 1,

on en déduit que |f(z)| < Men—"Rez” _, 0, donc f est partout nulle. 0O

Théoréme 1.10
Si f est une fonction holomorphe sur Cy, telle que
]f ] = "‘xﬁ ) sur unrayon R, T €] — 6,0[, avec p > 35 ;
o |f(2)] < eA‘Z sur Cy avecpf < 7 ;
alors f est nulle.

Démonstration : 1l suffit d’appliquer le lemme précédent a f(z)e~** ot A est choisi de sorte que A cos(%) >
A. 0

1.6.2 Fonctions a décroissance doublement exponentielle

Les résultats suivants s’obtiennent en remplacant zP par ef? sur des demi-bandes A = [0, oo[+i] —
T, T[, ou sur les bandes complétes A en considérant plutdt les fonctions e~ cosh(pz)

Proposition 1.11
Soit f une fonction holomorphe sur la demi-bande A%r =Ry +i] - F, 5[ et telle que
. |f| < MsurdA};
2
o f(x+it) = 0(e®") sur A} avecp < 1;
2

alors |f ‘ < M uniformément sur A%; .
2

Décroissance maximale : De méme, on limite la décroissance de fonctions qui possedent une
certaine bande d’holomorphie sur laquelle elles restent bornées : si B est 'ordre de décroissance
et 27 la largeur de la bande, on a 827 < 7.

Théoréme 1.12

Soit f une fonction holomorphe et bornée sur une bande A}, qui posséde une décroissance

flx+it) =0(™™), x>0

avec p > 7, pour une certaine valeur t €| — 7, T[. Alors f est la fonction nulle.

15
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Extension de la décroissance : Dans ce cadre double-exponentiel, donnons un exemple d"utili-
sation plus précise du principe de Phragmen-Lindel6f en étendant la décroissance d'une fonction
a un voisinage.

Proposition 1.13
Si f est une fonction holomorphe sur une bande Al vérifiant
o f(x) =O0(e") surRy;
o |f| <MsurAf;
alors pour tout |t| < T,
F(x +it)| < Mem4” (1.8)

ot1ay = a(cos(Bt) — f;iﬂ((ﬁ%)-

Démonstration : Si f estnulle, la conclusion est vraie. On suppose donc f non nulle, et le théoreme 1.12

a+ib)eP?

impose T < % On considere une fonction /(z) = el de sorte que /1f soit bornée sur R et

R + iT. Puisque

|h(x—|— it)| _ e(acos(ﬁt)fbsin(ﬁt))eﬁx

il suffit de choisira = a etb = —%— ona |h| = 1sur Ry +iT et |fh| < 1 sur R. Puisque en outre

tan(BT1)
fh a une croissance d’ordre § sur la bande Ay, de largeur 7 < % < %, on a ] fh| < M sur Ag ;.
La méme chose est vraie sur la demi-bande inférieure en prenant 1’opposé de b, ce qui démontre le

résultat. 0

Proposition 1.14

Si f est une fonction holomorphe sur une bande A, vérifiant
e f(x)= O(e’““ﬁx) sur R4 pour des valeursa, > 0;
o |f(x+it)| < MM 4™ sur Ar avecy < B;

alors pour tout |t| < T,

f(x+ it)] < Mehet AT —uel™ (1.9)
ot a; = a(cos(Bt) — Z:;Iég;))) etA; = Accgs((z?)

Démonstration: D’apres 1.12, on a Bt < 5 donc cos(yT) > 0. On applique alors simplement le théo-
A z
réme précédent au produit fh, oit on pose h(z) = e Ml 0

1.7 Enoncé du théoréme double-exponentiel

Le théoreme général d’intégration des fonctions a décroissance doublement exponentielle
consiste simplement a utiliser les résultats de la section précédente pour appliquer la proposi-
tion 1.2 uniquement en terme de la fonction g.

Nous donnons trois versions du théoreme d’intégration pour les fonctions a décroissance dou-
blement exponentielle : le premier fait appel a des hypothéses assez précises mais permet d’ob-
tenir en pratique les meilleures constantes, tandis que les suivants affaiblissent les hypotheses au
prix d'une perte de précision sur les constantes.
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Théoreme 1.15 (intégration double exponentielle 1)

Soit f : R — R une fonction vérifiant
1. f posséde un prolongement holomorphe borné sur une bande A+ ;
2. |f(x)] < Mye=2™ sur R ;
3. Julf(x—iv)[ +|f(x +i7)| dx < M

alors, pour tout D > 0, en posant

2T
< 1.1
h D +log(4M; + 2¢—D) (1.10)
log(D + log (441
ot 1> g( g(%g)) 111)

np

ona

[ r=n Y fln) <eP.

k=—n

Démonstration: Les parameétres sont ceux de la proposition 1.2, ot I’on obtient #y = 277 a 1'aide du
théoreme 1.6. O

En raison des résultats de la section 1.6, on peut assouplir I'hypothése L! au moyen de calculs
génériques :

Théoreme 1.16 (intégration double exponentielle 2)

Soit g : R — R une fonction vérifiant
1. g posséde un prolongement holomorphe sur une bande Az ;
2. |g(x)| < M= sur R ;
3. |8(z)| < My surAq;

alors, pour tout D > 0, en posant

5= tangﬁﬂ 6 =0sipt = g) (1.12)

- ;arctan(?l)__fg:) (113)

a; = a(cos(Bt) — dsin(pt)) (1.14)
"Sha log(‘”‘%?;“’ +2¢7D) )

et n> log(D + log(5;) (1.16)

hp

on a

/Rg—h i g(kh)| <eP.

k=—n

Démonstration: D’apres la proposition 1.13, pour tout t < 7,

|g(x +it)| < Mze—a(t)emx\

ot a(t) = cos(pt) — dsin(pt), avec § = % En particulier, pour tout || < T, g vérifie les hypo-
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theses de la proposition 1.5 avec ||g(- +it)||; < 2]\;1%‘;; ;U) (cf. (A.2.6)). On a donc

eta(t) — Opourt — T.

Choix de t: A X fixé, et en négligeant le terme e_’"(t), on minimise le membre de droite au

maximum de 27ttX + log(«(t)), soit en posant tan(Bt) = é:ﬁ;ﬁg Pour D — oo,onat — Tet

2nttX ~ D,donc X ~ WDT' On pose donc

t= 1 arctan(iD — ﬁJT)
B 0D+ Bt
Choix de i, de nh: Une fois ¢ fixé, les parametres sont issus de la proposition 1.2. 0O

Complexité asymptotique (théoréeme 1.16) : De plus, on a

tan(B#) = tan(Br)(1— 2 +D‘5_1 ) +0(D2)

donc
t=1— iJFO(D*) =7 L+O(D*2)
- B(1+6-2)D N BD ’
On en déduit
_sin(B0)(1 +62)

1(t) = 0+ (Bsin(BT) + Pocos(BT)) o= +O(D2) +0(D?)

BD D

et donc pour D — oo

Bsin(BT)(1+62) ap

(D + log(+=—2D___))log(D + M,
2t ’

n ~

Enfin, si ’on affaiblit encore I’hypothése de régularité, on peut écrire le théoréme treés général
suivant.
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Théoreme 1.17 (intégration double exponentielle 3)

Soit g : R — R une fonction vérifiant
1. g posséde un prolongement holomorphe sur une bande A+ ;
2. g(x)| < My sur R ;
3. |8(2)] < Mye?FI+A™ sur A
pour des constantes positives telles que p > . Alors pour tout D > 1 et tout t €0, 7], en
posant
s=— L1 s—o0sipr=20) 1.17)
~ tan(B71) =0sipr= 2 ’
oy = a(cos(Bt) — dsin(pt)) (1.18)
A= 42050 (1.19)
cos(T)
. .
A A+1\77 A ToA+1 A A+1
Cr=A [ 2TATIN T (2 AT (A AR (1.20)
atp atf B— atfp
27t
h < 1.21
D + C; + log(4My + 2¢=DP=Cr) (121)
log(D + log(*M1))
et n> 8 B\ ap (1.22)
hp
ona
n
/ g—h Y glkn)| <eP.
R k=—n
Démonstration: A présent, d’apres la proposition 1.14 on étend la décroissance de g en
|(x + )| < MpeAhl FA—ael®
d’ot1 'on tire (cf. lemme A.2.1)
llg(- +it)|| < 2Myexp(Cr)
avec la constante C; (1.20). 0O

Et pour déterminer une bonne valeur de ¢, on peut remplacer a; par son équivalent a; ~
af(sin(Bt) +dsin(BT) 1) (T —t) = a(r —t), avec a = aBsin(BT)(1 + 4°), et maximiser la valeur
de h, c’est-a-dire résoudre numériquement sur t €]0, 7|

. B
D+ log(4Ms +2e D) + Ut —t) F7 = ' Ut(r —t) 77

B
Ay+A+1 /SL A ﬁi
= =
avecU = A (7T) —a(u—g) .
En posant D = D + log(4M; + 2¢~ D), on maximise X = } en les zéros de
dX d -
2t —— =t—C— C;— D.
T T et
Pour t — T, on remplace a; par son équivalent a(t — t), ott a = afsin(B7)(1 + 62), et A; par
son équivalent A.
Si A=0,C ~ 21 log(-2%L ) et on résout

B a(t—t)Be
A+1 ¢ -~ A41 A41
5t Pt g 18
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soit, en posant Dy = /\LHD + log(%ﬁ)/

(t—t)log(t—t)+t= (T —1t)D.

1.8 Optimalité du principe double-exponentiel

1.8.1 Principe d’incertitude

Le théoreme 1.12 s’inscrit dans une famille plus générale de résultats d’incertitude, qui li-
mitent la décroissance simultanée de g et §.

Les résultats énoncés dans la section 1.6 permettent d’obtenir trés simplement des résultats
dans ce sens :

Lemme 1.18

Si|g(x)| < Mze"‘z'x‘ﬁz, B2 > 1, alors

@nlt+1)M1 1

|g(x +it)| <2Mpe 2h2" | ou) = :
p2—1

(1.23)

Démonstration: Par transformée de Fourier inverse, on majore } g(x+ it)} < M f]R 32”’4t*“2|“|ﬁ 2du a
l'aide du lemme A.2.2. 0O

Des lors, si on suppose des décroissances de parametres a1, B et ap, B sur g et § avec f1 > 1
et By > 1, g et § sont des fonctions entiéres.

Puisque B; > 1, en appliquant le théoreme 1.10 sur un secteur d’ouverture 4~ on obtient

g

A4+1= % > B1, c'est-a-dire
1 1
o>
Bi B2
Le tres élégant théoreme suivant, di & Beurling [Ho6r91], donne un énoncé tres symétrique du
principe d’incertitude

Théoréme 1.19
Soit ¢ € L'(R), alors
// 1g(x)] |g(w)] 2| dxdy < o0

si et seulement si g est nulle.

1.8.2 Complexité minimale

Ainsi, sous réserve de majorer les erreurs de quadrature et de troncature comme nous 1’avons
fait aux propositions 1.1 ou 1.2, on a les résultats suivants :

Théoréme 1.20

Soit g : R — R une fonction a décroissance simplement exponentielle

g(x)] < Mye—alxl™,

o L’intégration numérique de g a précision D par la méthode des trapézes se fait au mini-
mum en O(D) évaluations, et ce cas est atteint pour les fonctions de Hermite.
e Silexistet € R tel que g & L?>(R + it) (en particulier si ¢ n’est pas holomorphe sur le

, .y - T+ .
plan complexe tout entier), alors la complexité est au minimum en O(D M ) évalua-
tions.
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Démonstration: Nous avons montré que ﬁ + é > 1. La seconde affirmation est issue de la proposition

1.3. 0

Proposition 1.21

Soit g : R — R une fonction non nulle a décroissance doublement exponentielle
lg(x)] < Mye ™,

et dont la transformée de Fourier possede une décroissance
lg(x)| < Mpem02h1,

Alors By < letsify=1ona
0(2,31 < 7‘[2.

Ainsi I'intégration numérique de g a précision D par la méthode des trapézes se fait au mini-
mum en Dlog(D)(# +0(1)) évaluations.

Démonstration: En effet, si B, > 1, alors g est bornée sur toutes les droites R + iT, ce qui est impossible
d’aprés le théoréme 1.12. Le cas d’égalité se traite par le méme théoreme : pour tout &5 la transformée
de Fourier inverse permet de borner g sur les droites R + it avec 27tt < &y, donc on ne peut avoir

Brz > 7. 0

Mentionnons également un autre résultat d’optimalité qui ne se limite pas a la méthode des
trapezes. Il s’agit du théoréme obtenu par Sugihara dans [Sug97], qui montre une certaine opti-
malité en moyenne de la méthode double-exponentielle parmi les autres méthodes de quadrature.

Théoreme 1.22 (Sugihara 1997)

Soit T;, une formule de quadrature d’ordre n sur R, c’est-a-dire de la forme
k d; .
Toif= Y% a;fV(x)
i=0j=0

pour une famille de points x; et de poids a; j tels que }; ; JOa; 40 = 1.
Alors il existe une constante absolue C > 0 indépendante de n telle que pour tous «, f > 0
et pour tout T < %, il existe une fonction f vérifiant les hypothéses du théoréme 1.15 telle que

T(f) - [ f] >c10g<n>exp< M)

~log(rtpn /)

Démonstration: Nous ne donnons que les idées principales, tous les détails sont dans [Sug97].

La fonction f est obtenue en multipliant la fonction e~2*<sh(A¥) par un produit de Blaschke choisi

pour que f s’annule a I'ordre d; en tous les x;, de sorte que T, (f) = 0, et tel que f satisfasse toujours
les hypotheses du théoréme 1.15. En prenant un produit symétrique b(z)B(z) du produit de Blaschke,
on obtient méme une fonction f réelle positive sur R, ce qui permet d’effectuer une minoration

adéquate de l'intégrale et donne le résultat. 0

L’énoncé ci-dessus raisonne en terme de nombre de points d’intégration, mais il correspond

exactement aux énoncés donnés ici en terme de précision D. En effet 'inversion de lLﬁ" =
og(mtpn/a)

Dlog(Zlog(2log--)))  Dlog(D/a)
2ntp 2nTB

D donne n = , C'est-a-dire la complexité de la méthode double-

exponentielle.
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Puisque la méthode double-exponentielle est réalisée a 1'aide de 21 + 1 points, ce théoréme
montre que la complexité est sous-optimale d"un facteur au plus 2 en moyenne.

1.9 Exemples
Considérons des fonctions de la forme
g(z) = exp(—2a cosh(Bz) + icosh(yz))

pour des parametres § > v > 0. Elles sont holomorphes sur tout le plan complexe, possédent une
décroissance doublement exponentielle sur R pour des parametres a et § donnés.

Puisque 'on a supposé f > 7, le terme oscillant est d’amplitude modérée par rapport a la
décroissance et la fonction g vérifie les hypotheses du théoreme 1.17. Nous pouvons illustrer les
choix de parametres avec les calculs suivants.

? \p100
realprecision = 115 significant digits (100 digits displayed)
f(x)=exp(-2*cosh(2*x)+I*xcosh(x));
M1=1;alpha=1;beta=2;tau=Pi/4;M2=exp(1/2) ;lambda=0;A=1/2; gamma_=1;
\g2
debug = 2
? ref=integration_DE3(f,M1,alpha,beta,tau,M2,lambda,A,gamma_) ;show(ref)
t=tau-1.59 e-2
Ct=1.00 el
h=2.00 e-2
npoints=137
%4 = 0.05623941459713397837 + 0.09870950579199922671%1
? better=integration(f,0.01,300) ;show(ref-better)
%#5 = 2.1780804863332850922 E-107 + 6.963010647414833401 E-107*1I
? worse=integration(f,0.022,137) ;show(ref-worse)
%6 = -5.773744673841420694 E-98 + 5.162307772563297185 E-97*1
7?7 f(x)=exp(-2%cosh(2*x)+10*I*cosh(x));
? ref=integration_DE3(f,M1,alpha,beta,tau,exp(10/2),lambda,10/2, gamma_) ;sho
w(ref)
t=tau-7.65 e-2
Ct=6.49 el
h=1.48 e-2
npoints=185
%#8 = -0.05114173265552785833 - 0.07932418654637353478%1
? worse=integration(f,0.02,200) ;show(ref-worse)
%9 = -2.3470847574068943050 E-91 + 8.700839605836354857 E-91%1I

1.10 Dimension quelconque

L’étude précédente se transpose a l'intégration de fonctions holomorphes sur R”, oit holo-
morphe signifie ici la notion tres forte d’holomorphie par rapport a chacune des variables.
En effet la formule de Poisson écrite pour un réseau A de R”, de volume V,

VY glw) =), §w) (1.24)
wWEN wENAx*

que l'on applique au réseau (hZ)", sous la forme

K
WY g(hk)+ht Y] g(kh):/]Rng+ Y &) (1.25)
< L ke(zn)
_\/_/
S Ep E

donne un procédé d’intégration numérique de I par la somme S, o1 E; est 'erreur commise lors
de la quadrature de pas h, et E; I'erreur de troncature a la boule de rayon n.
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2 Méthode d’application a I'intégration sur divers domaines

Dans cette partie, nous décrivons l'application des théorémes précédents a l'intégration sur
des intervalles quelconques. Dans le cas d"une fonction f

1. définie sur un intervalle I ;

2. possédant certaines propriétés d’intégrabilité sur I ;

3. holomorphe dans un voisinage Z de I sur lequel elle reste bornée, ou garde une croissance
modérée ;

il convient d’introduire un changement de variable

z=9(z)

de sorte que la fonction g(z') = ¢(2’) f o ¢(2') vérifie les hypothese du théoréme 1.17, c’est-a-dire
que

1. p(R) =1;

2. g ait une décroissance doublement-exponentielle sur R ;

3. il existe une valeur T > 0 et une zone Z C Z telle que ¢ et ¢’ soient holomorphe sur A, et

¢(Ar) C Zr.

Le changement de variable est construit de maniére a satisfaire les deux premiers points. II
induit une géométrie particuliere aux images réciproques Zr = ¢~ !(Ar), que nous explicitons.

En outre, pour choisir la borne de troncature, on se référera au lemme suivant

Lemme 2.1

Soit f : I — C, on suppose que |f| est majorée par une fonction F : I — Ry et que le
changement ¢ est croissant et tel que ¢’ x F o ¢ soit décroissante sur [nh, |, alors I'erreur de
troncature réalisée lors de I'intégration vérifie

[e9)

) F(t)dt. 2.1)

h Zg(kh)éf(

9
k[>n o(nh)

Démonstration: En effet, si on dispose d"une fonction F > 0 décroissante et intégrable qui majore f sur
I, alors

| Y g(kh)

|k|>n

<h Y ¢k F(pkn) < [

[K[>n nh

Pour éviter d’exhiber des majorations exactes trop compliquées de ces restes intégraux, on
introduit la fonction implicite suivante pour des valeurs «, 5 et D strictement positives

1
Lyp(D) :mf{x,/ e qy < eD} ~ (D>ﬁ. 2.2)
X

o

Ce type d’estimation est uniquement théorique. En pratique, lors d’une intégration, on se
contente de sommer les termes g(kh) jusqu’a ce que leur module soit négligeable.

2.1 Droite réelle

2.1.1 Cas d'une décroissance simplement exponentielle

On suppose f(x) = O(e*“‘”ﬁ) sur R, on pose alors :

‘z =o9(Z) = sinh(z’).‘ (2.3)
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Zone Z-

Lemme 2.2

Soit T €]0, 5[, alors pour tout x € R on a

En particulier ¢(Ar) C Z.

2. METHODE D’APPLICATION A L'INTEGRATION SUR DIVERS DOMAINES

[4¥)

chemin

2
el

tau=pi/10 ———

tau=pi/4 ———

tau=pi/2.2 ———

FIG. 2.3: zone Z; pour le changement sinh.

= {z,

Soit T € [0, 5[, on note B; la bande définie par

FIG. 2.4: cbne épaissi.

@(x+it) = sinh(x +iT) € B

Démonstration: En effet, en posant X + Y = sinh(x + i1),

Y =coshxsint =sinty/1+ sinh? x

X2
=sinT{/1+ ——
Ccos* T

Br = {z,Im(z) € [tanTRe(z), tan TRe(z) + sin 7]}
et on appelle cone épaissi d’ouverture T l'union des bandes By, 6 < T

arg(z)| < T mod 7'[} + i[—sinT,sin T].
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=tanTV X2 + cos2 T

On a donc toujours
XtanT <Y < XtanT +sintT

c’est-a-dire que sinh(x + iT) est dans la bande B-. 0

Théoreme 2.3 (changement de variable exponentiel)

Soit f : R — C et T €]0, 5[ vérifiant :
1 |f(x)| < M1e*"‘|x‘ﬁ pourx € R, aveca, > 0;
2. f posseéde un prolongement holomorphe sur un céne épaissi Z ;
3. |f(z)] < MoeA™ sur Z; avec A > 0 ety < B.

Alors pour D > 1 ett < T, en posant

< 27t
= D+ Ct +log(4My + 2e~P-C)

h

nh > arcsinh(L, (D + log(2M;))
ona

/Rf— h i f(sinh(kh)) cosh(kh)| < e~ P.

k=—n
Le nombre d’évaluations posséde I’équivalent

1
- (D+Ct)10g(2(D+ C;g(Ml)))
27t ’

Démonstration: Quitte a faire un changement de variable initial x — Ax, on suppose a > 1 sans
perdre en généralité.
La fonction g(x) = cosh(x) f (sinh(x)) a une décroissance doublement exponentielle sur R d’ordre
o/, B pour tout &’ < a, et d’apres les encadrements (A.1.4),

|g(x +it)| < |f(sinh(x +it))| |cosh(x +it)|
< MzeA(COSh 97 cosh x
< M26x+AeW

donc g vérifie (3) avec A = 1. On peut donc poser & selon le théoréme 1.17.
En ce qui concerne le produit nk, on utilise plutdt le lemme de troncature 2.1, en résolvant I'équa-
tion sci’;h(kh) Mye " dt < e D. 0

Exemple 1 (intégration de la gaussienne). Nous reprenons I'exemple 1.2 en effectuant le changement
de variable sinh. Ici I'angle maximal est T = %, et pour z € Cq, on écrit z = iy + 9 qvec 0] < Fet
ly| < yo = sin, si bien que

_ _(jy+rei®)2
z o~ (iy+re?)

N

y2—12 cos(20)+2ry sin 0

(g™

VPV 2yr

NN N

ey(2]+\/iy0‘z‘
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1000 T + T T

t
sinh(t)  x
900 * B

800 B

700 x B

600 B

500 B

precision

400 | .
300 | y .
200 | .

100  + x b

N . . .

0 500 1000 1500 2000
nombre de points

FIG. 2.5: intégration double-exponentielle de la gaussienne

Les hypotheses sont donc vérifiées pour les constantes x = 1, = 2,My = let 1= §,A = 1,7 =

1, M, = /e

On obtient une convergence en O(D log D), ce qu’illustre le graphique 2.5.

Exemple 2. Reprenons aussi l'exemple de la fonction f : z — ﬁ du paragraphe 1.5.1. Nous avons

vu que l'intégration par la méthode des trapezes était quadratique. En outre, cette fonction n’est pas ho-
lomorphe sur C, donc par un changement de variable on aura toujours By < 1 (corollaire 1.4), et une
intégration de complexité plus que linéaire.

Or pour toute valeur T telle que sinT < %, le cone Cr évite les poles de f, et la fonction f a une
3Dlog D
2

décroissance exponentielle si bien que le théoreme 2.3 permet d’atteindre une complexité d’environ
évaluations.

On peut également considérer d’autres changements de variables pour améliorer la convergence initiale.
Sil'on pose ¢(x) = x™ pour un certain m impair, alors

o Tz = lg pour z = z—mei%—&-zﬂm/m;

e donc g est holomorphe sur A défini par 127" = sin(5;) = Sm;

On a donc une valeur T strictement positive mais qui tend trés rapidement vers 0 @ mesure que m croit.

Avec les notations de la proposition 1.1, on a alors B = met By = 1, d’ott une complexité en O(DMTH)
évaluations.

Le graphique de convergence 2.6 illustre la pertinence de différents changements de variables, avec la
convergence quadratique initiale et le gain apporté par chaque croissance plus rapide.

Le changement ¢ = sinh de la théorie double-exponentielle est une limite des changements précédents.
1l n’est pas optimal pour une précision donnée, mais il donne la meilleure asymptotigue.

2.1.2 Cas d'une décroissance polynomiale

Si f(x) = O(|x|™") pour n > 1, on effectue le changement de variable

‘z =¢(Z) = sinh(sinh(z’)).‘ (2.4)
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precision

1000 T . = T T
t +
sinh(t, X
900 | (tg * * i
I o} A =
7 ] o}
800 | ut o . -
e e
L4 s i
[ S T a = * 1
33+t .
600 |- x .
A .O *
500 |- . .
ox °
A (f *
400 |- . . .
S | * ©
300 | Lo oom ™ . -
* L]
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FIG. 2.6: convergence de l'intégration de 5 —.
— - -
F0
—

10
TO

chemin

tau=pi/f40 ——— tau=pi/9 ———

tau=pi/4 ———

FIG. 2.7: zone Z; pour le changement sinh(sinh).
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(b) sinh o sinh

(a) sinh

FIG. 2.8: géométrie du changement de variable sinh(sinh).

Zone Z; Dans ce cas, quelle que soit la valeur de 7, la zone couvre a peu pres tout le plan
complexe, mais on peut toujours isoler deux zones autour de =i.

Lemme 2.4
Soit T < 7 : on définit deux points Ypin et Ymax sur I’axe imaginaire, de hauteur respectives
sin(sin 7) et cosh(cos T4/ (5857 )? — 1), ainsi qu’un point Xmax de coordonnées

2T)sinT

sinh(cotT\/(% —7)% —sin
max *
w
2

cosh(cot'r\/( —7)2 —sin?T) cos T

Alors le triangle (ouvert) défini par ces trois points est situé en dehors de Z., ainsi que ses
symétriques par rapport aux axes et a I'origine. En particulier, =i & Z+.

Démonstration: On consideére la zone délimitée par la courbe ¢; paramétrée par t — ¢(t + iT). Soit
donc z’ =t +it, on pose a + if = sinh(z’) et x + iy = sinh(a + ip), c’est-a-dire (cf. figure 2.8) :

« = sinhtcosT x = sinha cos
B = coshtsint y = coshasinf

On consideére g comme une courbe paramétrée par « :

x = sinha cos B
gr(a): — coshasi .
y = coshasin B
et ceci sur un intervalle [0, a¢] tel que B < 7 pour rester dans le quatran positif. C’est aussi une

courbe paramétrée par 8 en vertu des relations
B(a) = tanTva? + cos? T

a(B) = cotTy/p? —sin’ T

On démontre alors
1. que ¢ passe par les points Yy, Yinax ainsi que par le point Xy, défini dans 1’énoncé ;
2. que ¢ a une courbure constamment négative.
Cela permet de conclure comme annoncé, puisque sans changement de courbure ¢ reste a droite

de ses cordes.
Par symétrie, on suppose t, T > 0.
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Ent =0, ¢ passe par le point (0, Yy, ) OU Ypiny = sin p = sinsin 7.
Gt coupe a nouveau l'axe des abscisses pour By = 7, c’est-a-dire xy = arccosh(

2 N 2
&y = cos T,/ —5— — 1, d’ott une ordonnée
4sin“ T

y = cosh(ag) = cosh(cos T

7557 )- On a alors

ce qui définit les points Ypin et Ymax annoncés.
Essayons de minorer la valeur maximale de x sur [0, ag]. De

Ltant

{ B(r) <atanT+sinT
«
VaZ+co2t

B'(x) =tant
on tire la minoration

x'(a) = cosha cos B — sinh ap’ sin B (2.5)
> coshwa(cos f —tanTsin B) ; (2.6)

en particulier x(«) > 0 pour tan f < cot 7, ’est-a-dire < 7 — 7 = f1.

On pose alors Xmax le point de parametre a1 = a(B1). En reportant les valeurs de 5 et a(p) dans
x et y on trouve les coordonnées annoncées. Par construction, ¢+ passe par Xmax-

Le fait que la courbure soit de signe constant se démontre aisément par le calcul : on développe
I'expression

¥ (@)% (@) — ¥ @)y («)

en fonction de a, f'(«) > 0 et B’ (a) > 0, en constatant apres réduction qu’elle est formée de termes
positifs. 0

On obtient donc le résultat suivant :

Théoreme 2.5 (changement de variable double-exponentiel)

Soit f : R — C et T €]0, 5[ vérifiant :
1. f posséde un prolongement holomorphe sur une zone Z. définie ci-dessus;

2. |f(2)| < WsurZT,avecv>O

3. |f(x)| < Myjx* pourx € R, aveca > 1.

Alors, pour tout D > 1, en prenant

o h — 2T
= Dlog(- 2

UCOST)

loe( 2M1 2My
N

e nh > arcsinh(arcsinh(exp(
ona

/Rf_h i f(Sinh(kh)) cosh(kh)| < e™P

k=—n

soit environ D log D évaluations de f.

Démonstration : e On majore

/ |g(®)] dt < My / |cosh(x + iT) cosh(sinh(t tg))}

R+ R 14 |Sinh(sinh(x + 1'7))|
cosh(t) cosh(sinh t cos T)

R 1+ |sinh(sinh  cos 1‘—)|1-s-u

<M

M, 1
< cosT /R 1 e
T Ju
2M,
S vcosT

d’ott 'on déduit une majoration de ¢ et le pas h.
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e le reste intégral |’ ; x~%dx vaut W, ce qui permet de déterminer / selon le lemme 2.},

Exemple 3. Un cas de convergence typique mais remarquable est celui de I'intégrale

dx
/]Rlsz- @7)

11 s’agit d'une fonction a décroissance polynomiale, pour laquelle le domaine d’holomorphie requis est
le plan complexe privé des poles 1. Or ces singularités sont précisément évitées par Z quelle que soit la

/ DlogD
valeur T < 7. La convergence est donc d’ordre 225

Calculons par exemple cette intégrale avec 1000 chiffres significatifs :

? \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000 digits displayed)
? tau=1.57;
? h=2*Pi*tau/(1000*log(10)+log(2/cos(tau)));show(h)
%3 = 0.004269625286763468718
? n=ceil(asinh(asinh (2%¥10~1000))/h)
%4 = 1976
?#
timer = 1 (on)
? Pi-integration_shsh(z->1/(1+z~2) ,h,n,1)
time = 1,026 ms.
%5 = 5.946130296599909037 E-1002

Sil’on décale I'intégration selon les calculs faits en introduction nous avons vu que des pertes
de précision considérables avaient lieu. En effet, les poles ainsi décalés ne sont évités que pour de
trés petites valeurs de 7. Mais une fois déterminée une valeur convenable, le théoréme s’applique.
L’exemple suivant le prouve pour un décalage de 10.

? \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000 digits displayed)
7 £(z)=1/(1+2"2);
? D=1000%1og (10) ;
? show(asinh(asinh (10+1)))
%6 = 1.8198999017302092895 + 0.03132601926270185771*1
? tau=0.03;h=pas_h_shsh(tau,1,1,D);show(h)
%7 = 8.183792956273686739 E-5
? n=ceil (asinh(asinh (2*x10~1000+10))/h) ;show(n)
%8 = 103077
? Pi-integration_shsh(z->f(z-10) ,h,n,1)
%9 = 7.729969385579881748 E-1001

2.2 Demi-droite
2.2.1 Cas d'une décroissance exponentielle

Si f possede une limite finie en 0 vers laquelle elle ne tend pas trop vite (c-a-d. si elle possede
un développement limité non nul en 0)!, et si f posséde une décroissance exponentielle en I'infini
de la forme

£ ()] < My(1+x)7e 7,

on effectue le changement de variable

z=¢() = o e (2.8)

1On demandera de toutes facons que f soit holomorphe au voisinage de 0, donc ce sera le cas.
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N

-0.5-

-1.5-

Lo
z

[ chemin tau=pi/10 ——— tau=pi/4 ——— tau=pi/3 ———

FIG. 2.9: zone Z; pour le changement exp(t — a exp(—pt)).

Remarque : Pour simplifier les calculs, on suppose >
changement de variable préliminaire.

Majorations On a pour |7| < 77/2

x+iT—ne PYIPT

p(x+it) =e
¢ (x +it) = (1 +ape P p(x + i)
donc
} (x +iT ‘ pr—ucos(pr)e F*
'(x+it ’ (1+ aBcos(Br)e F¥) [p(x +it)|
arg( (x +i7)) = T+ asin(Br)e P*
Zone Z. Ftudions I'image par ¢ d"une bande A :

o= X cos(Bt)e Px

N 06
plx+it) =peCavecq o asin()e”

px 7
d’équation polaire :
. 1/p _ _6-t_

On a une asymptoteen = T et

psin(f — 7) ~o_r (asin(B7))F (6 — 1) F

par valeurs inférieures, donc

1. On peut toujours s’y ramener par un

(2.9)
(2.10)

(2.11)
(2.12)
(2.13)

donc pour 0 < Bt < 7, la courbe obtenue est

(2.14)

31



2. METHODE D’APPLICATION A L'INTEGRATION SUR DIVERS DOMAINES

e si B = 1, on a une droite asymptote y = xtan T + g, et la courbe reste en dessous de cette
asymptote;
e si B > 1, la courbe est également en-dessous de cette courbe, et tend vers son asymptote
y = xtan(BT).
Cette courbe est incluse dans le demi-cone |y| < tanT(x + ).
On peut remarquer que, p étant décroissante en 0, les abscisses sont minorées par celles obte-
nues pour 6 € [7, 7], donc on peut tronquer le cone aux valeurs d’abscisse supérieures a

asin(Br) - 2°C

—pm = —p(/2) = — e tan(p0) (2.15)

T
2

Lemme 2.6

On appelle cone tronqué d’ouverture T € [0, 5[ I'ensemble

B Im(z)| < tan(7)(Re(z) + &)
TT{Z’ |Re(z)—!—pm>0 }

Cet ensemble tend vers I’'ensemble R quand T — 0, et il contient la zone Z.

T

tan(r)

FIG. 2.10: cone tronqué.

Remarque : Dans le changement de variable ¢, il n’est pas nécessaire de choisir « égal au «
de décroissance de f : si une valeur plus faible permet d’obtenir un angle T meilleur, on pourra
prendre un pas & plus grand. Il faut mesurer les deux effets : cette augmentation de / tend a faire
diminuer n, d’un autre c6té une diminution de &« augmente la valeur de ty;, et donc le nombre
de termes a sommer du c6té négatif. L'influence de a est logarithmique, tandis que celle de T est
linéaire.

Ces observations fournissent le théoréme suivant

Théoréeme 2.7

Soit f :]0,00[— C une fonction vérifiant :
1. f posséde un prolongement holomorphe sur un coéne tronqué Tr, T < % ;
2. |f(2)] < MaeAF!" sur Ty avecv > 0;
3. |f(x)] < Mo sur [0, 00| ;

alors pour D > 1, si I'on choisit t < T selon le théoréme 1.17, en posant

o h = 27t
D+Cy+log(4Mp+2e~P~Ct)

o 1l > logLyp(D + log M) + ae Plap(DHlos M)
on a

[ 5=n ¥ fotm)gl ()| < e,

k=—n
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Démonstration: On pose g(z) = f o ¢(z) x ¢'(z).

Pas d’intégration D’apres les majorations effectuées sur ¢, et puisque f > 1 ona pour x > 0
les majorations grossieres | ¢/ (x +it)| < e* +apB, et |¢/(—x +it)| < afeP1x + 1.

Enfin |¢(x + it)| < e*, donc d’apres (2) g(x +it) < Mp(1+ ap)e’” +4* avec A = max(1, - 1).

De plus, sur R, on a
en —oo: |f| < My donc g(—x) < |¢/(—x)| < (1+ aﬁeﬁ")e*x*“em =O(e v™) pour tout &’ < a.
enoo: @(x) ~ e donc g(x) = O(e=¥*"") pour tout &/ < a.

Donc on peut appliquer le théoréme 1.17 pour déterminer le pas h.

Troncature Enfin, on définit nh via le lemme 2.1, avec les estimations des restes intégraux

suivantes :
° f0¢(7x) M;dt < Mig(—x) = Mle*x*"‘eﬁx donc pour une erreur de e~D surle reste k < —n on
pose nh = %log(%).

. f(;c(’x) e~ 4t < e~D donne

(P(x) — exiueiﬂx = le,ﬁ(D —+ 10g M1)~

En particulier x > log(L,(D + log My)), donc on pose x = nh = logL,g(D + log M) +
1
B

aeflsL/x,ﬁ(D‘i’logM) ~ = log(w) 0
2.3 Intervalle compact
Si 'intervalle est de la forme [a, b], on effectue un changement de variable
z=¢() = b ; a tanh(A sinh(z")) + 1 sz b (2.16)

pour un parametre A > 0 que I’on déterminera.

Par la suite, on suppose que [2,b] = [—1,1].

Définition
Acosh(Az
(P/(Z = 3 ( )
cosh”(A sinh(z))

Les zéros de cosh sont situés en irt/2 + 2intZ, ils ne sont pas atteints dans la zone A pour T <
7 et Asint < Z. On suppose ces inégalités vérifiées, ce qui assure que ¢ et ¢’ sont holomorphes
sur Ar.

Zone Z: On localise 'image de la bande A; de la maniére suivante :
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To
.
=
o
[
3
)

[ chemin tau=pi/10 ——— tau=pi/5 ——— tau=pi/4 ———

FIG. 2.11: zone Z; pour le changement tanh(A sinh).

Lemme 2.8

Pour tout z' € A¢ avec A, T vérifiant Asin(t) < %, si I'on choisit Y €]AsinT, 5|, en posant

VY2-A2sin’ T
XT = W, ona:

\Re(qo(z’))\gxm:max(ta“hxf L )

cos2(Y7)” tanh(X¢)

1
‘Im(q)(z’))‘ < Yy, = max (tan(YT), 2s12X>
Il}l T

En particulier, pour Yr — 0 et X; — oo, Z; converge vers le segment [—1,1].
On minimise Xy, Yy, en prenant pour Y les solutions dans |Asin T, 7| de

tanh(X;) = cos(Yr) pour X, (2.17)
2sinh?(X;) tan(Yy) = 1 pour Yy, (2.18)

Remarque : Inversement, si I'on se donne des valeurs X, et Y, a ne pas dépasser, la détermina-
tion de X et Y par les équations

tanh(X;) = L et cos(Yr) = L d’une part, (2.19)
Xom X
1
sinh?(X;) = oy et tan(Yy) = Y, d’autre part (2.20)
m
et la relation .
X:+iYr

T = Im(arcsinh(

L)
permettent de choisir une bonne valeur de 7, si 'on impose A. On remarque que par construction,
la condition A sin T < 7 est vérifiée puisque le fait que X, Yz sont sur la courbe .77 donne SiﬁT >
A?etquelonaY; = arccos(Xl—m) < 7.
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FIG. 2.12: encadrement de Z; pour le changement tanh(A sinh).

Remarque : Le probléme de minimisation possede des solutions uniques, puisque sur l'intervalle

considéré, X €]0, Xz [et

e tanh(X) croitde 0 a tanh(X%) > 0 et cos(Y) décroit de cos(sinT) a0;
e sinh? (X) tan'Y, produit de deux fonctions croissantes, croit de 0 a co.
On détermine aisément ces solutions par la méthode de Newton.

Démonstration du lemme 2.8: On pose Asinh(x +it) = X +iY avec Y = tanTv X2+ A2cos?T €

[XtanT, Xtan T + Asin T].
Alors

sinh X cos Y + icosh X sinY
cosh X cosY +isinh XsinY
sinh X cosh X +icosYsinY
cosh? X cos? Y + sinh? X sin? Y
sinh X cosh X +icos YsinY
sinh? X + cos2 Y

tanh(X +1Y) =

(2.21a)

(2.21b)

Par croissance de Y, et puisque Y(0) = Asin(t) < %, on déduit l'existence d'une valeur Yr
annoncée.

Ona
Y2 — A2sin? T
tant

Yr < % donc d’apres (2.21a)

Xr = (2.22)

Alors, pour X € [0, X7], Y <

sinh X cosh X tanh X,
cosh? X cos2Y  cos?(Yr)
cosYsinY
cosh? X cos? Y

Re(g(z)) <

Im(g(z")) < <tan Yy

et pour X € [Xjp, oo, d’apres (2.21b)

sinh X cosh X 1
sinh? X ~ tanh(X7)
cosYsinY 1
sinh>X  2sinh? X,

Re(g(2)) <

Im(p(z')) <

ce qui démontre I'encadrement annoncé.
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Pas d’intégration Supposons que f est holomorphe et donc majorée sur Z; d’apres le principe
du maximum.

Pour étudier ¢ (X), il suffit donc de majorer [, |¢'(t + i)| dt.
Or, en reprenant les notations X, Y,

Acosh(t +iT)
sinh?(X) 4 cos2(Y)

’(p’(t—i—i”{)’ =

soit, par le changement de variable X = A cos Tsinh(#),

Ja

On sépare comme précédemment en une valeur X; > 0 telle que Y < 7

2
Xe Xe
0 0 cosh”(X)cos?(Y)

tanh(Xz)
< - N -/
cos?(Yr)

o A cosh(t) 2 o dXx
)‘ < 2/0 sinh?(X) + cos?(Y)  cos(T) /0 sinh®(X) + cos?(Y (X))

© dX
o<
T « sinh?(X) + cos2(Y)
< [T
X: sinh?(X)

1 1
= 1 < —.
tanh(Xz) tanh(Xz)
Egaliser les termes de cette derniére majoration nous raméne exactement a la forme (2.17), donc
en séparant l'intégrale en la valeur X, on obtient que chacune de ces intégrales est majorée par
Xon-
Ainsi, [ |¢'| < 4X’” et

cos(T)

8 X, M
= cost(e2rt/h — 1)

Donc pour avoir

on pose
21T

D + log(gx”’]\/l2 + 1)

CosT

Borne de troncature Lemme 2.9
Si |f| < My sur]a,b[, ona

h Z |g(kh)| < M12672/\sinh(nh).
|k|>n

Démonstration :

n Y lgtn] <y [ _ Acosh(t)
kl>n nh cosh”(Asinh(t))
S M / Ltz
Asinh(nh) cosh” t
< M12€72)\sinh(nh)'
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On obtient donc le théoréme :
Théoréme 2.10
Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b| et & valeurs dans C. On suppose que
1. |f| < My sur]a, b[;
2. f posséde un prolongement holomorphe a un rectangle R = # + [—Xom, Xom| +i[—Ym, Ym] ;
3. |f| < My suroR.
Alors pour tout D > 0, en posant
o A= TZetttel que 5t + 527, C R;

o p(t) = 4L + ba tanh(/\ sinht);

o h =

D+log( 2 Xm My

COST +1)
D-+log(23M;) ) _
)

e nh > arcsinh

7

ona
b n
|/a f=h Y flo(kh)g' (kh)| <e™P (2.23)
k=—n
et une convergence
D + log(XuM2)) Jog (D
n ~p oy D 108U ) 108(D) (224)
2t

2.3.1 Présence de singularités intégrables

Dans le cas oil la fonction f présente des singularités intégrables en a ou b, nous pouvons
également appliquer la méthode.
Remplagons par exemple I'hypothese 1 par 'hypothese plus faible

fo)] < —h

225
jx —a|* b — x|f 22

otta, B € [0,1].

On peut supposer a > B, et quitte a multiplier f par (b — x)*~# on peut supposer « = B. No-
tons h(x) = (x —a)*(b — x)*f(x). Alors en posant toujours ¢ selon (2.16), et du fait des relations
(1 —tanhx)(1+tanhx) = = tanh’(x), I'intégrale prend la forme

1
cosh?(x)

o 1—a
(b a) / 2/\CO.Sht 7o ot dt.
2 R (cosh”(Asinht))l—

Si h est holomorphe au voisinage de [4, b], la théorie précédente s’adapte.
En supposant que h est bornée par M sur |a, b| et par M sur R, on peut reprendre la démons-
tration du théoreme 2.10, ot lors du choix du pas d’intégration on majore cette fois 1'intégrale

e dXx
/0 (sinh? X 4 cos? Y)1 -«
Notons I un majorant de sa valeur. On pose deés lors
27T
D +log (1 + 4M21)

CcosT

h:

AM; cosh(#)
cosh(Asinh(t)))2-2¢7

1 o0 1-a . A
sibienque h Y-, |g(kh)| < My f/\sinh(nh) (Cosh"}f)th < LM exp(— (2 —2a) A sinh(nh)), la méme

En ce qui concerne la borne de troncature, on part cette fois de la majoration |g(t)| < T

estimation valant pour la somme k < —n.
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De sorte que 1’on peut prendre

1—a
D + log(4,=24
nh = arcsinh( o —g(szz)_)fa ))

On a ainsi le théoreme suivant :
Théoreme 2.11
Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b[ et a valeurs dans C. On suppose que pour
une valeur « €]0, 1] on peut écrire f(x) = (x —a)*(b — x)*h(x) avec
1. |h| < My sura,b[;
2. h possede un prolongement holomorphe a un rectangle R = %b + [—Xom, X +i[—Ym, Y] ;
3. |h| < M surdR.
Alors pour tout D > 0, avec la majoration de I donnée plus haut, si I'on pose
e A= getTtelque”TJ’b—l-b%“ZT CR;
o ¢(t) = 142 + 50 tanh(Asinh t) ;
o Il 21T

Dlog(2XmMal 4 ) 7
e
e nh > arcsinh W) ;
ona
b n .
/a f=hY, fle(kh)¢'(kh)| < e~ (2.26)
k=—n
et une convergence
D 1 XmMZ 1 D
N ~Doo (D +log(“5s7)) log( ) 027)

21T

3 Validité du principe

On teste la méthode double-exponentielle sur des fonctions régulieres illustrant la nécessité
des hypotheses du théoreme 1.15.

3.1 Une intégrale de référence

On peut considérer comme référence l'intégrale de la fonction gaussienne

/]R 7 dz @3.1)

N —z2 ‘s N A A s . .
ol f : z — e 7 est entiere et a décroissance exponentielle. Nous avons vu que 'on obtenait une

complexité linéaire de % en appliquant la méthode des trapézes directement a f.
On peut néanmoins appliquer une transformation double-exponentielle : f restant bornée sur
les cones d’ouverture 7, on obtient une complexité de

2Dlog D
2
3.2 Cas problématiques

3.2.1 DPoles dans Z,

Sil’on décale simplement I'exemple 2.7, I'intégration par méthode double-exponentielle de
dx
—_—. 3.2
/]R 1+ (x+10)? (3:2)
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FIG. 2.13: convergence de l'intégration de “——.

donne un résultat totalement aberrant. En effet les poles sont désormais en —10 % i, qui se trouvent
dans la zone Z; pour toute valeur de T pas trop petite.

Nous verrons avec le lemme 3.2 comment prendre en compte ces poles pour retrouver le ré-
sultat.

3.2.2 Poles proches de 1’axe

On consideére la fonction

_ 2
eZ

fizeo o (3.3)

qui est méromorphe sur C et posséde une ligne de poles paralleles a 1’axe réel. Ils intersectent
donc tout céne C; obtenu par changement de variable simplement exponentiel z = sinh(z’). Les
hypotheses du théoréme 2.3 ne sont pas vérifiées.

La figure 2.13 illustre la convergence obtenue a 1’aide de différents changements de variables :

e avec le changement exponentiel en sinh, la convergence n’est clairement pas quasi-linéaire,
on remarque qu’elle est plutdt d’ordre D?, ce que nous pourrons expliquer par le théoréme
3.1.

e sans changement de variable, la convergence observée en Dv/D s’explique naturellement
puisque la bande d’holomorphie indique que la transformée de Fourier a une décroissance
exponentielle, tandis que la fonction une décroissance d’ordre = 2.

e le moyen le plus efficace pour calculer cette intégrale consiste a décaler le chemin au centre
de la zone de décroissance holomorphe : c’est exactement ce que réalise le changement de
variable sinh(t +i§ ) qui permet d’obtenir une convergence quasi-linéaire.

e en revanche, espérer s’éloigner des poles en appliquant une homothétie sur le changement
de variable exponentiel est voué & 1’échec, ce qu’illustre la mauvaise convergence obtenue.

Toutefois, on observe dans le cas d’une intégration avec le changement de variable en sinh

une convergence en /1, qui est expliquée par le théoreme 3.1.
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3.2.3 Fonction Gamma

On integre la fonction I sur la droite Re(s) = 1:
/ T(5+it) dt. (3.4)
R

La formule de Stirling démontre les estimations de croissance suivantes :
e sur les droites verticales -
log |T(6 + it)| ~ = It (3.5)

e etsur les rayons 6 # 0
log ‘F(& + ireie)‘ ~ —sin(0)rlogr. (3.6)

Ainsi, f(z) = I'(d + iz) a une décroissance de nature simplement exponentielle sur 1’axe réel,
mais le changement de variable z = sinh(z’) prescrit par la méthode générale ne permet pas d’ob-
tenir la convergence attendue puisque f a une croissance exponentielle dans la partie inférieure
de tout cone épaissi Cr, T > 0.

En particulier, ¢ n’est pas L? sur les droites R — iT pour T > 0, donc d’apres le théoreme 1.6, §
a une décroissance au plus sous-exponentielle pour les valeurs positives. Le théoreme 3.1 permet
d’expliquer une convergence en D?. Toutefois, nous obtenons expérimentalement une conver-
gence quasi-linéaire. Ce fait remarquable s’explique par une estimation ad hoc des transformées
de Fourier : on démontrera dans la proposition 5.8 du second chapitre une décroissance du type

X

log(1+ ﬁg)}i) '

log |$(X)| <

ce qui permet d’affirmer une convergence de la méthode double-exponentielle utilisant

Dlog(D)?
T2

évaluations.
La figure 2.15 montre la précision de cette estimation; elle illustre aussi les effets de divers
autres schémas d’intégration que suggerent les théories développées ici :

. JURT] . . N . N P . _
1. Sil’on ne réalise aucun changement de variable, on intégre une fonction a décroissance e~ 2*,
et qui possede une bande d’holomorphie limitée seulement par les pole en —IN, donc de
largeur 6. On obtient donc une convergence en % . 2%, d’autant meilleure que J augmente.

La figure 2.15 présente les valeurs 6 = 3 et = 8.

2. On peut aussi aller chercher la décroissance de la fonction gamma a gauche de la droite
d’intégration, en intégrant selon les valeurs de ¢ + i sinh(t + i0). Selon la valeur de 6, on aura

un cone d’holomorphie d’ouverture min(6, 5 — ) sur lequel on peut appliquer le théoreme

2.3 (cf. figure 2.14). En prenant § = 7, on obtient une convergence en ”%IT#D : C’est la la

maniére la plus efficace de calculer l'intégrale, comme le montre la figure 2.15.

3. On peut également parcourir une parabole 6 — at? + it, ce qui améliore également considé-
rablement la convergence. La figure 2.15 montre cependant que le résultat est moins bon
dans le cadre double-exponentiel précédent.

3.3 Résultats étendus

Lorsqu’on a une fonction f a décroissance simplement exponentielle sur la droite réelle, mais
a laquelle le théoreme 2.3 ne s’applique pas — soit que f ne soit pas holomorphe sur un coéne
C¢, ou qu’elle ne posséde pas une décroissance suffisante sur ce cbne —, on peut, sous réserve de
conditions affaiblies étudier la vitesse de convergence de la transformation double-exponentielle.



CHAPITRE 2. METHODE DOUBLE-EXPONENTIELLE

FIG. 2.14: décalage du chemin

3.3.1 Bande d’holomorphie

Le cas se produit lorsque f ne posseéde qu'une bande d’holomorphie A, comme dans 'exemple

3.3.
On obtient alors le remarquable résultat suivant : modulo le fait d’exiger une certaine unifor-

mité sur A; de I'hypotheése de décroissance exponentielle, la transformation double-exponentielle
ne fait perdre qu'un terme de complexité logarithmique par rapport a l'intégration faite sans
transformation.

Théoréme 3.1

Soit f une application telle que

1. f posséede un prolongement holomorphe sur une bande A ;

2. f(x+iy) < Me—I" uniformément en yel-1,1];

alors en appliquant la méthode d’intégration double-exponentielle a4 f on obtient une com-
B+1

. B . .
plexité de O(DTlng) évaluations.

Remarque : L’hypothése de décroissance est ici demandée uniformément sur toute la bande, et
non plus sur 'axe réel seul. Elle est en effet utilisée pour estimer 1'erreur de quadrature.

Démonstration: On détermine tout d’abord un domaine A C C tel que sinh(A) C A+.
Pour x >0,y € [0, 5],
Im(sinh(x 4+ iy)) < T < cosh(x)sin(y) < T

Sy < arcsin(@).

La fonction arcsin n’étant pas définie si T > Z, on se contente de la majoration arcsin(x) > x pour
2

définir

y| <

< ‘ T
Az{x—i—zy, coshx}'
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FIG. 2.15: convergence de l'intégration de I'(d + iz).

On réalise une intégration double-exponentielle de f avec le changement de variable ¢(z) =
sinh(z), en posant donc
¢(z) = f(sinhz) cosh(z),z € A.
L’hypothése (3) du théoréme 1.15 n’étant pas vérifiée, c’est I’estimation de I’erreur de quadrature qui
doit étre adaptée aux nouvelles hypotheses.
Soit donc X > 0, on doit trouver une majoration du coefficient de Fourier

§(X) :/]Re_zmng(z) dz.

On décale désormais le chemin d’intégration a la courbe

T ._sinht
z=17(t) = t—zm,’y’(t) =1+it

cosht
en notant que d’apres 'hypothese 2,

) sinh(t)

}g(’y(t))} = |f(sinh(7y(t))) cosh(y(t)| < Me 08 cosh(t).

On en déduit donc
2nXt

HOSIES ‘ [ e BN gy (0) (1) d

<2M(1+4 1) ” g~ 2mXTe™! p=a(cosT)F(sinh)? cosh(t) dt.
0 =

P1(t) oa(t)

On sépare cette intégrale en deux en une valeur T > 0:

p1(t) < e 2mXte ! gy [0, T]
foT () df = OsinhT e—lcosT)PuP gy, < 1 T(1/B) (3.7)

al/Bcost P

¢1(t) < 1sur [T, 0] .
—ue T .
I a()dt = fimpre 0 du < € sip > 1 68
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/T o~ 2riXte ™! ,—a(cos T)P (sinh 1) df < o 2nXte T /Sth —a(cos T)PuP du
0 0

r 1
e Xt~ q'une part;
ap

© onXtet —aeft R
e e dt < e dt
T T

o—oefT
< d’aut t.
wf autre par
Ces termes sont égaux pour
1 2nXT
T 1 o1og(2XT)
B+1 «

et dans ce cas,
_B_

B+I
2M(1 —|2nx
18(X)] < M1 +7), (2x) (3.9)
op
Il reste & majorer la somme de ces termes :
B
_ (kZl) B+ 27'['( t27rr
Yo\ <e \Uh + / dt. (3.10)

o
| F
=

Par un changement de variable f = %7‘(1’14
h(B+1) [ 1 1 27t b
2P Pe"du =T, = BT
2B (zﬂ)g% ube ™ du =Tipe( 1+ =, (=— 3 )
ott i désigne la fonction Gamma incompleéte.
_B_
En utilisant le lemme A.2.4 pour s = % etx = (2%) F+1, et en supposant & assez petit pour que

1
£ > 2desorte que (1 — £)~! < 2, I'intégrale est majorée par 2(%)me’(T
Donc la somme des (3.9) vérifie

g(ﬁ)‘ < 2M(1+ 1) [ 21t

B 2(—— 7 )ﬁL—|—1]e’<T

ce qui permet de définir i précisément. On a en tous cas

k>1

B+l
D B
2T

(D) ~

ce qui démontre I"énoncé de complexité. 0

Exemple 4 (ligne de poles). On reprend l’exemple 3.3

o —k—k?/4
/1 eiz— 1dz_ ) e ’

k=0

avec f(z) = exp(—2*)

1—exp(iz—1)
Pour x € Rety € [—T, 7] avec T < 1, on a la majoration uniforme en y
e X +y2 2ixy
|f x+ly | = — pix—y—1
2,42
e ¥ty
< —
1— eix—y—l)
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2
e’ 2

R S 4
ST 1t

2
Donc f vérifie les hypotheses du théoreme 3.1 pour les constantes M = 1, a =let p =2.
Le graphique de convergence 2.13 présenté auparavant montre la pertinence de ce résultat, ainsi que la

perte du terme logarithmique par rapport a l'intégration réalisée sans changement de variable.

3.4 Fonctions méromorphes

La théorie de l'intégration double-exponentielle repose principalement sur l’estimation des
transformées de Fourier par décalage de contour sur une bande d’holomorphie. Ce procédé reste
possible avec des fonctions méromorphes, si I’on prend en compte les poles franchis lors du dé-
calage des chemins a l'aide de la formule des résidus. Supposons donc une fonction g vérifiant
les hypotheses du théoreme 1.15, mais n’étant que méromorphe sur A-.

En notant (7,) les résidus associés aux poles (p) inclus dans Az, on a pour X > 0

§(X) = /R e 2 Xig(t) dt = /R 7iTe*2i"th(t) dt—2ir Y re 2,

—1t<Im(p)<0

Pour X < 0 on prend en compte les poles tels que 0 < Im(p) < T, en prenant cette fois en compte
les résidus de maniére positive, de sorte que la contribution de ces poles a Y 5/~ §(k/h) est égale

N

a
2ir Y Y eprpee2ihe/h Z Y _;5127:7;:”_1 (3.11)
P k>0 pe
oli £, = *+1 est égal au signe de Im(p).
Pour conserver l'estimation (1.5) de l'erreur de quadrature, il suffit de corriger la formule d’in-
tégration en ajoutant cette somme. De maniére générale dans le cas d"un changement de variable,
la correction prend la forme suivante.

Lemme 3.2

Soit f une fonction méromorphe sur une zone A’, dont les pdles p ont résidus r,, et ¢ : Ay —
A’ un changement de variable holomorphe par lequel on applique un procédé d’intégration
double-exponentielle a

8(z) = fop(2)9'(2)
sur Ar.
Alors 'erreur de quadrature peut s’estimer en

=

~ . Tp My
Z g( ) —2irm Z Z Sze—sZZinz/h 1 < e2nt/h _ 1 (3.12)
kez* pEA; zEP~1(p)NAL

ot g, est le signe de Im(z) €] — 7, 7[, et My majore [ |g(t+iT)|+ |g(t —iT)| dt.

Démonstration : 1l suffit de remarquer que pour un péle p de f
768|,_ 1) 8 (2) = 1€8)p(2)—pf © 9(2)9' (2) = res,_,f(2') = rp.

O

Exemple 5. [llustrons la pertinence des corrections apportées par les pdles en reprenant I'exemple 3.2 :
si l'on décale l'intégrale de ﬁ, les poles en +i ne sont plus hors de la zone A, pour le changement de
variable ¢ = sinhosinh. On corrige comme précisé ci-dessus a 'aide d'une fonction poles_shsh qui
code la somme intervenant dans (3.12) pour le changement ¢. Dans ce cas, les pdles images sont de la forme
z = arcsinh(eg arcsinh(p) + ik7), k € Z (et les résidus sont F5).
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? \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000 digits displayed)
? £(z)=1/(1+2"2);
? tau=Pi/2.2;
? h=2*Pi*tau/(1000*xlog(10)+log(2/cos(tau)));show(h)
%6 = 0.003892182386142456451
? n=ceil(asinh(asinh (2%¥10~1000))/h)
%7 = 2168
? Pi-integration_shsh(f,h,n,1)
%8 = 0.E-1001
? diff=Pi-integration_shsh(z->f(z-15) ,h,n,1) ;show(diff)
%9 = 2.988841749810731359 E-14
? Rho=[15+I,15-I];Res=[-1/2,1/2];
? diff+poles_shsh(Rho,Res,h)
%#11 = -2.9500027961671405652 E-1002 + 0.E-1014%*I

3.5 Décalages de contour

Pour une fonction donnée, la décroissance de sa transformée de Fourier est directement liée
a la largeur d’holomorphie de part et d’autre de 1’axe d’intégration. Or si lors de la sommation
on peut prendre en compte une inhomogénéité de la décroissance de f selon les axes positifs et
négatifs, I’erreur de quadrature sera liée a la plus grande des valeurs g(%) ou g(f%) L’erreur est
donc minimale quand ces valeurs sont comparables.

Ainsi, si ¢ possede une bande d’holomorphie bornée non symétrique autour de 1’axe réel, il
est trés avantageux de décaler le chemin pour se situer exactement au milieu de cette bande.

Exemple 6. La mise en ceuvre de cette idée est illustrée par les graphiques de convergence 2.13 et 2.15.

3.51 Fonction gamma

Cette observation permet de résoudre le probléeme posé par l'intégration de la fonction gamma
sur une droite verticale (3.4). Un décalage d'un angle +if avec § €]0, 5[ aprés transformation par
sinh permet d’obtenir facilement une décroissance en e~ 2% de la transformée de Fourier selon
les x positifs, et en e~ 27(3 ~0)I¥l sur I’axe négatif. Pour 6 = I on obtient une complexité de

2DlogD
s

évaluations.

Cette méthode est d’autant meilleure pour l'intégration de gamma que par ce décalage on se
situe sur un chemin ot la décroissance de la fonction est amplifiée.

On retrouve le principe de la méthode du col, lui aussi dérivé du principe du maximum :
une intégrale complexe a intérét a étre évaluée selon un chemin de plus grande décroissance, les
chemins de module décroissant existant toujours puisque les fonctions holomorphes sont harmo-
niques.

3.5.2 Oscillations

Dans I’exemple donné en section 1.9 d"une fonction
¢(z) = exp(—2a cosh(pBz) + icosh(vyz));

nous nous sommes restreints au cas de valeurs y <  pour pouvoir appliquer le théoreme double-
exponentiel.

Dans le cas contraire, les oscillations rendent la quadrature trés difficile, ce qui se traduit par
I'explosion de la fonction g hors de 1’axe. Toutefois cette explosion est anisotrope, et la fonction
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g(x +iT) reste petite au voisinage de 'axe quand x et T sont de méme signe. Et dans ce cas, on
dispose d'une bande de décroissance pour les valeurs || € [0, 7 [.
Avec les valeurs § = 1 et v = 2, nous pouvons exploiter donc ce fait en parcourant le chemin

z=g(t) =t + ig tanth ().

Le calcul ci-dessous illustre les gains énormes qu’apporte ce simple décalage : pour 1’obtention
de 50 chiffres, on passe de plus de 50 000 & seulement 70 évaluations !

? f(z)=exp(-cosh(z)+I*cosh(2xz));
? show(acosh(log(10°55)))
%5 = 5.534497222932338100
7 \p50
realprecision = 57 significant digits (50 digits displayed)
? ref=integration(f,0.0001,56000) ;
? worse=integration(f,0.00015,56000) ; show(ref-worse)
%7 = 4.346836330130355456 E-47 + 4.473133008711754695 E-47*1I
? jerk=integration(f,0.01,560) ;show(ref-jerk)
%8 = -4.952617273823383328 E-7 + 5.191438096721172272 E-8*I
7 g(t)=f(t+I*Pi/4*tanh(t))*(1+I*Pi/(4*cosh(t)~2));
7 show(g(2.8))

%10 = -2.736350774341735799 E-62 + 4.670477678195473199 E-62%1I
? ref-integration(g,0.04,70)
%11 = -5.109618276407337678 E-55 + 4.686079856596108373 E-55%1

4 Exemples complets

4.1 Fonction gamma incompléte

On consideére la fonction

i dt
Tinc(s,x) = / tse*tT
X

ou s, x sont des nombres complexes tels que x ¢ R_ ou Re(s) > 0, et le chemin d’intégration est
la demi-droite positive issue de x.

L'intégrande f(z) = e(s~1)1°8(2)=2 possede une singularité en 0, qui doit donc se trouver en
dehors d'une zone T; issue de x. Elle a en outre une décroissance exponentielle de parametres
a = cosf et f = 1 sur tout rayon X + re'®.

4.1.1 Owuverture 7 et décalage éventuel

Supposons Im(X) > 0. En considérant pour zone Z; un cone d’ouverture 7 issu de X — &, on
évite le point 0 & condition que Re(X) > &, ou que

tanT < &
a—Re(X)’

Dans le premier cas, la décroissance exponentielle de l'intégrande permet de choisir une ou-

verture T arbitrairement proche de 7. Dans le second, la valeur limite T < arctan (%j&)) peut
devenir trés faible, et rendre l'intégration trés longue. Il est alors judicieux d’effectuer un décalage
de la demi-droite d'intégration d’un angle 6 pour rendre la situation plus symétrique et obtenir

une valeur de T proche de ¥ dans le pire des cas. La figure 2.16 illustre ces différentes situations.
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|ttt | < M(X, 1,5) explicite

(@ X>a b) X <uw (c) décalage

FIG. 2.16: Zone d’holomorphie pour la fonction gamma incompléte.

4.1.2 Majoration sur T

Donnons une majoration de f sur une demi-droite Ry = {x +iy+ reiﬂ, r > 0}, que 'on sup-

pose passer au-dessus de l'origine.
En posant z, = x + iy + re'0, on majore Re((s — 1) log z, — z,) par

sup { —Im(s) arg(z,;) — Ar} +sup {Re(s — 1) log |z;| — ur} —x,

r=0 r=0

S1 S2
ol1 'on décompose cos 6 sous la forme cos@ = A + p avec A, u > 0.
Majorant S; : On détermine tout d’abord l'argument de z,. Supposons que la droite (z,) soit

au-dessus de I'origine. Par une rotation d’angle —(7 + ), on ramene le point x + iy = zg a droite
de l'origine, avec des coordonnées

X0 —xsinf + y cos

Yo = —xcosf —ysinf

vérifiant xg > 0 par hypothese. Avec cette rotation, le point zye~(310) est de la forme xo + i(yo —

r), et son argument vaut arctan(y ‘gr) Avec la rotation inverse, le point z, a donc pour argument

7+0+ arctan(y%r). Cet argument est compris entre les valeurs 0 et 7 + 6 + arctan(Z—g).
Ainsi, le supremum S; est atteint en ¥ = 0 ou en une éventuelle solution positive de

Im(s)xg

0 ),
x5+ (Yo —1)?

Dans le cas ou la droite (z,) passe sous l'origine (soit xp < 0), il faut plutdt considérer la
rotation la rotation d’angle 7 — 6, ce qui donne la demi-droite formée des 20170 = x5 —
iy + ir. Les signes négatifs se factorisent en début d’expression, si bien qu’en remplagant s par
son conjugué on garde les mémes expressions.

Majorant S; :  Avec les valeurs x, o introduites ci-dessus, |zr|2 = x3+y3 —2ryp + %, donc le
supremum S; est atteint en = 0 ou en une des éventuelles racines positives de

Re(s) —1 —2yo + 2r B
2 72—2ry0+xg+y%_y
soit R . R .
s) — s) —
r = 2r(yo +2€(2L) + 5+ 5 + Q(Zyo =0.
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Ainsi, pour toute décomposition cos 0 = A + p, on détermine un majorant
lOgMz =51+S5 —x
de log | f| sur Rg. Cette majoration est valable sur tout le cone T, et permet d’appliquer le théo-
réme 2.7, en adoptant une précision de calcul tenant compte de la majoration M.

Théoréeme 4.1

Avec les paramétres précédents, la méthode double-exponentielle permet de calculer iy (s, x)
a précision D avec
Dlog D
=28~ 4 o(Dlog D)

évaluations d’exponentielles en précision

D + log(M;) log(Dlog D).

4.2 Fonction d’erreur

On considere la fonction?
2

erfc(s) :/ e " du
S

ol pour s = x + it I'intégration se fait sur la demi-droite [x + it, co + if].
On sait que pour tout ¢

et que

—x—+it 5 co—it 2
/ e " du :/ e " du
—oco+it x—it

donc quitte & remplacer [, par \/7T — [*, on suppose x > 0. Enfin, erfc(z) = erfc(z), donc
on peut également supposer ¢ > 0.
4.2.1 Encadrement

Pours = x+it,ona

‘e—(s-&-re”)z — 6—3(2-&-152—2;'0:cosm’—tsinr)—r2 COS(ZT)‘ (4.1)

Une intégration par parties fournit I’encadrement suivant, valable pour |z| > \%

-

1
2[2] (1+ 520)

e
< ’erfc(z)‘ S 71
2z[ (1 - m)

.. A 2_42 L e . A . £
Ainsi, on calculera plutot erfc(z)e™ ~! avec une précision absolue donnée pour obtenir la pré-
cision relative correspondante sur le résultat.

4.2.2 Application directe

On integre f(z) = ¥~ =(s+2) sur [0, co| & I'aide du théoréme 2.7.

2]a normalisation de PARI/gp est plutot @ erfc(x).
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Changement de variable D’apres (4.1), ona |f(u)| < e 2= pour u € [0, 00[, donc

|f(u)| < Me "

avecM; =1l,a=1etf =2

On pose donc le changement de variable z = ¢(u) = e

Majoration sur Ty D’apres (4.1) f est bornée pour T < F, et a une croissance ou une décrois-
sance (selon le signe de x —t) d’ordre 1en T = J.

On choisit donc T = 7. Dans ce cas, T est incluse dans le secteur angulaire d’ouverture T issu
de —a = —atanT = —letona pour toutz € T

F@)] = |f(—xtre)| < e Grat 22 0E 20 oGtV a0

d’apres (4.1), en notant (* — x)™ = max(t — x,0).
Ainsi, en posant M = e~ @ +20x+aV2(t=2)" ot A = \/2(t — x)*, on a

()] < M

sur Tr.

On peut appliquer le théoreme 2.7 qui donne une convergence en O(Dlog D) évaluations
d’exponentielle, mais avec des constantes qui peuvent devenir tres mauvaises pour t > x.
Théoréme 4.2

La méthode double-exponentielle permet de calculer erfc(x) a précision D en O(DlogD)
évaluations d’exponentielle en précision D + log(Dlog D).

4.2.3 Avec changement de variable préliminaire

On suppose x > 0 et on transforme d’abord l'intégrale en
1 [@e™
erfc(s) = = du
( ) 2 Sz \/ﬂ
qui ramene le calcul a celui d"une fonction gamma incomplete issue du point (x> — #2) + 2ixt qui
n’est pas situé sur l’axe réel négatif, et donc a I’énoncé du théoreme 4.1.

4.3 Intégrales de périodes

Considérons une courbe hyperelliptique d’équation % : y> = P(x) ot P est un polyndme a
racines simples. Le travail diophantien sur ¢ nécessite de disposer d’approximations a grande
précision d’une base de périodes, c’est-a-dire d’intégrales de la forme

b xk
——dx
a P(x)
ou k < deg(P), et a et b sont deux racines de P.

Soit donc I'intégrale

dx

b dx b
Lip0 :/a VP :/,1 Vx—a)(x—b)Q(x)

(4.2)

Théoréme 4.3

La méthode double-exponentielle permet de calculer I'intégrale 1, o a précision D en
O(DM(D)(log D)?)

opérations binaires, ou M(D) est la complexité de la multiplication de deux entiers de taille D.
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FIG. 2.17: convergence pour la fonction d’erreur.

Démonstration: Puisque les racines de P sont simples, on peut supposer que les racines de Q évitent un
rectangle R autour du segment |4, b[. On se trouve donc exactement dans les hypotheses du théoréme
211 poura = = %, et une période se calcule en n = O(Dlog D) étapes dominées par 1'évaluation
d’une exponentielle en précision D, qui est de complexité M(D) log(D)? [FHL*07].

Ainsi, la complexité du calcul est de O(DM(D) log(D)?3). 0O

4.3.1 Comparaisons

Pour les variétés hyperelliptiques de genre 1 et 2, la moyenne arithmético-géométrique et 1'al-
gorithme de Richelot [BMS88] (restreint au cadre de racines réelles) donnent chacun un algorithme

de complexité quasi-linéaire déterminant ces périodes.

Notre algorithme ne soutient évidemment pas la comparaison avec ces méthodes, mais elles

permettent de valider son implantation.

Pour la courbe elliptique y> = (x — 1)(x — 2)(x — 3) en précision de 100 chiffres, on a par
exemple en comparant I’agm, 1’algorithme décrit dans ces pages, et I'implantation générique de

PARI :

gp > compare([1,2,3])

temps agm : 1ms.

tau=7.91 e-1

M1=1.00 eO

M2=2.24 €0

h=1.93 e-2

npoints=301

temps integration : 22ms.

erreur : 4.060706939705038757 E-115

temps pari intnum : 110ms.

erreur : 4.8623536692370044288214183751344356294 E-69
time = 134 ms.
%3419 = 2.6220575542921198104648395898911194136827. ..

tandis que si I'on place une singularité tres proche du segment d’intégration
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gp > \p100

realprecision 115 significant digits
> compare ([1,3,2+I/100])

Oms.

gp
temps agm
tau=2.64 e-3
M1=1.00 eO
M2=2.24 el
h=6.41 e-5
npoints=90255
temps integration 8,588ms.
4.826657786206901693 E-111
temps pari intnum 133ms.
-1.68646530657685144. ..

erreur

erreur

E-6 + 1.68646530657685144. ..

(100 digits displayed)

4.826860821553886945 E-111x%1I

E-6x%I

Ce dernier cas illustre la pertinence des bornes établies, mais concretement dans un tel cas
I'algorithme serait considérablement amélioré en réalisant un décalage du contour d’intégration

selon les principes de la section 3.5.
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Chapitre 3
Calculs de fonctions L
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1 Calcul de fonctions L

On considére une fonction L donnée par une série de Dirichlet

an
L(s)= ). =

n=0 ne

de poids r, de conducteur g, de facteur gamma 7 (s) = [T/, T'(¥ f2+ %), Re(y;) = 0, de sorte que la
fonction complétée

As) = (1)29(s)L(s) (L)

est méromorphe sur C et ne posséde qu'un nombre fini de poles p; de résidus r;. Notons Q =
(1) 2, que nous qualifions par la suite de conducteur.
En un point s = ¢ + i7, la valeur de A peut étre calculée a 'aide de la formule de Cauchy
1 ? L
QCr)LE)

A(8) = —

= 1.2
2iT J¢ zZ—Ss (1.2)

ol ¢ est un chemin fermé autour de s ne contenant aucun pdle de A.
On peut déformer ¢ en un chemin constitué de deux droites verticales Re(z) = &1, 6, enserrant
tous les poles de A, de sorte qu’en prenant en compte les résidus rencontrés on a 1’égalité

_ 1 Q*y(z)L(z) ri
A(s) /(51)_(52) = dz )y —— (1.3)

- 2im z—s —~ 5 —p;
Supposons a présent que A satisfait a une équation fonctionnelle de la forme
A(s) = eAN*(w — ), (1.4)

alors sil'on prend 6; = w — 6, = J suffisamment grand, par le changement de variable z +— w — z
sur la deuxiéme intégrale, on obtient

6= 3 [, @) £+ 25,

dz+ Y ——. (1.5)
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En développant L en série de Dirichlet, on obtient la formule classique

Zan (s,n/Q) +ea;,G(w—s,n/Q) +Zs—p (1.6)
n>0 i
ol G est la transformée de Mellin inverse
G(s,x) = ﬁ /HiR’y(z)Zx_zs dz. (1.7)
Sil’on dispose en outre d"une condition de croissance des coefficients de la forme
lag| < Cak%, k> Ny, (1.8)

(s)>a+1—,1a
décroissance exponentielle des termes G(s, x) permet de calculer A(s).

1.1 Equation fonctionnelle approchée

Tout calcul numérique reposant sur le calcul d"une somme telle que (1.6) ne permet d’atteindre
qu’une certaine précision absolue sur le résultat. La décroissance exponentielle de A quand la
partie imaginaire de s grandit implique qu’aient lieu des compensations et rend nécessaire des
augmentations de précision importantes pour ne pas perdre le résultat.

En reprenant une idée introduite par Lagarias et Odlyzko [LO79] et développée par Rubin-
stein [Rub05b], on peut cependant considérer une fonction A modifiée par 'ajout d'un facteur
v qui corrige dans une certaine mesure la décroissance exponentielle en l'infini, sans toutefois
oOter l'intégrabilité et la validité des raisonnements précédents, modulo le fait que v introduit une
dissymétrie vis-a-vis de ’équation fonctionnelle.

On calcule dans ce cas la somme

=Y 4.Go(s,n/Q) + ea},Gy(w —s,n/Q) +Zr’ (p:) (1.9)

n=0 i S_pl

ol G, est la transformée de Mellin inverse

1 X%
= 1.1
Golsr) = gz [ 7(E)0(e)— e (110)
et G vaut
Gy (s, x) = L/ (z)v(w — z) x dz (1.11)
T i (5)’7 z—s '
1.1.1 Exponentielle verticale
Le prototype des facteurs de lissage consiste a poser
v(z) = e A (1.12)
pour une certain facteur de correction # < 1. Dans ce cas, on note
T
B= (1 —1) €]0, 5] (1.13)

le coefficient de décroissance de chaque facteur gamma corrigé, de sorte que la décroissance verti-
cale de A soit d’ordre %BIm(z). Si B est proche de 0, il n’y a presque plus de décroissance verticale
de la fonction L approchée, et les termes G, (s, x) décroissent trés peu en x. A la limite 8 = 0, I'in-
tégrale est divergente. Si § = 7, la décroissance est maximale, mais la précision requise augmente
d’autant.

11 convient donc de choisir une valeur de  en fonction de la valeur s a calculer. Booker [Boo06]
la détermine par exemple de maniére empirique, nous donnerons un critére dans le lemme 2.1.
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1.1.2 Enveloppe gaussienne

L'idée de Rubinstein [Rub05b] est d’introduire en outre une enveloppe gaussienne centrée

verticalement en T :

e—A(t—T)2 _ eA(z—s+(7—15)2 (1.14)
qui prend le pas sur la décroissance du facteur gamma et permet de réaliser une intégrale locale
au voisinage de s. Nous verrons qu’elle améliore considérablement la complexité des calculs.

Ce facteur gaussien a en effet deux effets : d’un c6té il améliore l'intégrabilité verticale et
permet de prendre de grandes valeurs de correction # sans perdre totalement la décroissance des
termes G,.

D’un autre c6té ce facteur introduit une nouvelle source de croissance lorsqu’on décale vers la
droite, de la forme Ad?, qui diminue la décroissance des fonctions G,.

Nous verrons que la combinaison de ces deux effets rend nécessaire de prendre des valeurs
de A assez faibles, de 'ordre de l'inverse de la précision voulue, auquel cas on retrouve les deux
avantages d'une meilleure décroissance de G, en fonction de x, et d'une meilleure intégrabilité
verticale de ces fonctions.

1.2 Somme des résidus

Le moyen le plus direct de calculer les fonctions G, est de sommer les résidus obtenus par
décalage de la droite (J) vers —oo.

Par exemple, dans le cas de la fonction { de Riemann, c’est-a-dire pour y(z) = I'(z/2), on
obtient la formule
2(—x?)"v(—2m)

m!(2m +s)

FT()x5u(s).

Go(s,x) = — Z 2

m=0

Ici, le facteur v peut étre la correction de croissance (1.12), ce qui donne un terme oscillant, mais il
ne peut comporter de gaussienne (1.14) qui rendrait la série divergente.

Comme dans le cas de la série exponentielle pour un argument négatif, au sein de cette somme
ont lieu des compensations phénoménales, puisque des termes d’amplitude ¢ donnent un ré-
sultat de I'ordre de e*".

Dans un cadre légerement différent puisqu’il s’intéresse au calcul de transformées de Fourier
de fonctions L, Booker emploie cette méthode avec un facteur de lissage de la forme (1.12). Dok-
chitser [Dok04] ne réalise la sommation que dans les cas ol1 x reste petit, et opte sinon pour un
développement en fractions continues, malheureusement la convergence de ce procédé n’est pas
établie rigoureusement.

1.3 Intégration numérique

C’est pour éviter 'augmentation de précision liée a ce calcul que nous calculons G, a 'aide
d’une méthode d’intégration numérique, qui permet de ne sommer que des termes d’amplitude
raisonnable, en restant au voisinage de la droite verticale (J).

1.3.1 Restriction

Nous faisons ici ’hypothese que les constantes y; sont toutes réelles positives. Cette restriction
ne permet pas d’aborder toute la variété des fonctions L : elle n’est due qu’aux estimations que
nous avons faites sur la fonction gamma dans 1’annexe B.1, et que nous utilisons dans le cadre
de l'intégration double-exponentielle. Des estimations plus générales libéreraient I'ensemble des
calculs effectués ici de cette limitation.
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1.3.2 Notations

Précisions On note Dy la précision désirée sur le résultat L(s). En raison de la décroissance de
A, et en fonction du facteur de lissage choisi, cela se traduit par un calcul de A(s)v(s) avec une
précision absolue D, ; enfin 'amplitude des termes rencontrés au cours du calcul impose une
précision de calcul Dgc.

Par commodité dans les formules, toutes ces précisions sont exprimées sur la base de I'expo-
nentielle naturelle.

Fonctions Notons
r

£(2) = 72 208 (it 2y r06)

zZ—S5 - 2 zZ—S5
i=1

la fonction a intégrer sur une droite verticale d’abscisse 4.
Selon le changement de variable ¢ adopté pour obtenir une fonction définie sur R on note

8(t) = f(@(1)¢'(t).

Pour une méthode des trapézes simples, on pose!

g(t) = f(o+it);
tandis que pour la méthode double-exponentielle on notera
Qo(t) = f(6 +isinh(t +i6)) cosh(t + i6).
Parameétres En fonction du facteur de correction v apporté a I'équation fonctionnelle, on note
s
=—(1-7y).

p=50-1n)

B est le facteur de décroissance verticale de chaque facteur gamma corrigé.

1.3.3 Méthode des trapezes

Selon la théorie développée dans le chapitre précédent, une intégration numérique rigoureuse
est obtenue en écrivant la formule de Poisson sur l'intégrande g :

nY gt - [ gl<n ¥ |gk|+ ¥

|k | <tmax R |kh|> tmax k£0

2G|

Pour obtenir une erreur démontrée d’ordre e Pres, on se contente de choisir une borne de
troncature tmax et un pas h tels que les deux termes du membre de droite rentrent dans 1’erreur.

1.3.4 Convergence

La convergence du procédé d’intégration numérique adopté dépend de trois paramétres que
'on fixe en fonction du comportement de 1'intégrande. De maniére trés schématique :

o il faut choisir un contour d’intégration adapté. L’analyse complexe invite a choisir un che-
min de plus grande pente, sur lequel le module de l'intégrande est décroissant. Le choix
d’un tel chemin uniforme en la variable x est difficile.

e le pas d’intégration i dépend de la largeur de la zone sur laquelle I'intégrande reste bornée
— avec une norme raisonnable en terme des données du probléme — autour du chemin
d’intégration.

o lalongueur d’'intégration tmax, au-dela de laquelle I'intégrande ne contribue plus au résultat,
dépend de la vitesse de décroissance de l'intégrande.

lon «oublie» donc la constante i du changement de variable, laquelle disparait simplement dans toutes les formules.
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2 Stratégies proposées

Pour choisir au mieux l'intégration, il convient donc d’examiner le comportement de 1'inté-
grande dans le plan complexe. On néglige ici la contribution de nature polynomiale du quotient
par z — s, et on exprime uniquement les termes asymptotiques dominant la fonction

log |v(z)v(z)x*|, oul'on pose z = & + it.
e Les variations horizontales sont de la forme
—dlogx +1élnd 4 A%
e les variations verticales sont de la forme
rolog(d +1t) — Brt — A(t — 1)2

En tirant partie de la souplesse de 1’équation fonctionnelle approchée d"une part, de décalages
de contour et changements de variable d’autre part, on peut imaginer divers schémas d’intégra-
tion.

2.1 Sans changement de variable

Cela revient a considérer un pas d’intégration régulier. L'intérét de cette méthode est que 1'on
dispose d'une large bande d’holomorphie autour de la droite d'intégration, ce qui permet de
prendre un pas d’intégration assez grand. L'inconvénient est que 'intégrande a une décroissance
relativement lente, et qu'il faut tronquer plus loin.

A ce stade, Rubinstein tire a nouveau parti de la souplesse dans le choix du facteur de lissage
pour introduire le facteur gaussien (1.14) centré en T = Im(s).

2.2 Changement de variable exponentiel

Ce changement de variable t — sinh(f) consiste a tasser le plan autour de I'origine. Il présente
l'avantage de diminuer la valeur de troncature tmax de maniére logarithmique. L'inconvénient
est que la zone d’holomorphie s’en trouve réduite, et que le pas d’intégration doit se trouver
lui aussi réduit. De plus, selon la théorie double-exponentielle exposée au chapitre précédent, le
mauvais comportement du facteur gamma a droite de la droite d’intégration exclut ’application
des théorémes généraux et un calcul de complexité quasi-linéaire en O(Dlog D). On obtient ce-
pendant par des estimations spécifiques un complexité d’ordre O(D(log D)?) qui rend compte de
I’excellente convergence observée en pratique.

2.3 Décalage de contour

Puisque les fonctions gamma ont une décroissance excellente sur la partie gauche du plan
complexe, on réalise en outre un décalage de contour ¢t — t + if), avec 6 €]0, %[ de telle maniere
qu’on soit ramené a intégrer la fonction f sur’hyperbole .7 décrite par les § +isinh(t+i6),t € R
(cf. figure 3.1). Ce décalage permet surtout d’estimer beaucoup plus simplement la décroissance
des transformées de Fourier.

L'inconvénient que présente ce décalage du contour est que le facteur x~* de la transformation
de Mellin a une croissance exponentielle sur les droites horizontales.

Ainsi, si x > 1, en un point z = J + ipe' il donne une contribution d’ordre p sin 6 log x.

Avec une décroissance de I' d’ordre

—sinfplogp — (g +0) cos(0)p + psinf
lintégrande aura d’abord une croissance exponentielle jusqu’a des modules d’ordre logp =

log X7
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FIG. 3.1: chemin d’intégration et décalage.

Ceci rend nécessaire d’augmenter la précision, ou bien de rester en dehors de la zone de crois-

sance définie par
sinfplogp + (% +0)cos(0)p > psinb(1 +10gx%)

soit

2.4 Contour parabolique

On peut rester en dehors de la zone précédente en parcourant une parabole : avec X = p cos 6

etY = psinf,ona

B+ B
Y  tan0etno tan Oetan?d

X2 2 = 2
X cost oy7 ext

qui est minimal en tan = B.

Ainsi l'intégrande ne subit aucune croissance si ¥ < eﬁz X2, ’est-a-dire si 'on parcourt le

exr
contour défini par
z(t) = 6 +it — ﬁzt?
Xr
Cette méthode semble efficace en pratique, mais sur le plan théorique la complexité est de
I'ordre de celle obtenue avec un décalage simple et nous n’avons pas effectué les calculs en détail.

2.5 Complexité

On consideére le calcul a précision relative Dyes d'une fonction L au point s. La complexité
s’exprime en terme des données suivantes :

o ledegrér;

e le conducteur (arithmétique) Q ;

e la partie imaginaire T du point s;

e la précision Dyes du résultat.
La méthode de calcul de L(s) par intégration numérique fait intervenir les quatre parametres
principaux suivants :
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la précision D, adoptée pour le calcul (en tenant compte des compensations) ;
la taille N de la somme de Dirichlet (1.9);

la longueur tmax de I'intervalle d’intégration ;

le pas d’intégration h, dont on note X l'inverse.

Sil'on note z; = ¢(Ih) le I-iéme point d’intégration, et en supposant que (a,) = (a;};), on effectue
le calcul de A(s) sous la forme suivante?, qui correspond a une interversion entre la somme finie
de termes G, et 'intégration numérique :

Xt
e v(z) | vw—z) || i
hl:_gmax(p (Ih)y(z;) [Zl — —i—le “ s k;akexp(z[ log(k/Q)) +Zi:s_ i (2.1)

En supposant donnés les coefficients de Dirichlet a,, la complexité du calcul est de

o 2rXtmax évaluations de la fonction gamma a une précision Dy ;

® Ntmax/h = NXtmax évaluations d’exponentielle en précision D .
Le second terme est prépondérant, et c’est lui que nous définissons comme le nombre d’évalua-
tions nécessaire au calcul de L(s). D'un point de vue binaire, on peut considérer que la com-
plexité de 1’exponentielle est d’ordre D log(Dcalc)3 [FHL"07], ce qui nous donne une mesure
de la complexité globale du calcul. Les algorithmes présentés par la suite tentent de minimiser
l'augmentation de précision du calcul. En considérant la valeur maximale que peut prendre une
somme intermédiaire, nous adoptons une précision

Dealc = Daps + IOg(M) log(Xtmax)/ (22)

ol M est un majorant des termes sommés dans (2.1).
En ce qui concerne N, le principe de sommation induit une dépendance du type

N~ Q\/ Dabsr-

C’est 1a le terme principal de la complexité asymptotique, qui est inhérent a cette méthode de
calcul.

La méthode d’intégration fournit quant a elle un nombre de points d’évaluation sous forme
du quotient tmax/h.

On a classiquement fmax = O( ngs) eth ~ ﬁ. Le principe de facteur de lissage gaussien de

Rubinstein permet de supprimer la dépendance de tmax en B. La méthode introduite ici permet
d’obtenir plutdt tmax = O(log D,ps), mais au prix d’une diminution de / et de moins bonnes
constantes.

Le présent travail repose entierement sur ce principe d’équation fonctionnelle approchée et
n’améliore pas la complexité asymptotique du point de vue de la dépendance en le conducteur
analytique. En revanche, I'introduction d’une méthode d’intégration double exponentielle per-
met d’obtenir une complexité asymptotique meilleure du point de vue de la dépendance en la
précision.

Ce travail fournit surtout une explicitation de toutes les bornes qui permet de garantir le ré-
sultat obtenu, et qui démontre la complexité des algorithmes étudiés.

2.6 Evaluation

Dressons un bilan comparatif des parametres employés selon les stratégies évoquées précé-
demment.

Pour un calcul de L(c + iT) a précision relative Dyes, on peut dresser la table 3.1. Elle donne
la dépendance de chacun des parametres en les données du probléme, en ne conservant que les
termes principaux.

2en fonction du chemin choisi et de sa proximité avec s il peut étre nécessaire d’ajouter un nombre fini de termes diis
au poOleens.
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Pour simplifier le tableau, on a omis de mentionner dans les mesures de complexité binaire
le terme (log D,ps)° commun a toutes les stratégies, et le terme logarithmique d’augmentation de
précision log(M) log(Xtmax) commun & toutes les valeurs D .

Dans le cas ot1 I'on s’intéresse a de grandes parties imaginaires, le choix de § et la complexité
résultante sont déterminés a 1’aide du lemme 2.1, en négligeant la contribution des termes loga-
rithmiques.

Les sections suivantes fournissent des explicitations de chacun de ces parametres. Seule la
derniére colonne doit étre considérée comme heuristique, nous nous bornerons a justifier de telles
valeurs des parametres sans les établir rigoureusement.

Nous pouvons remarquer les points suivants :

e le facteur de lissage gaussien permet de diminuer la complexité en la partie imaginaire T,

via le procédé d’intégration ;

o le changement de variable en sinh permet de baisser la complexité en la précision.
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enveloppe gaussienne sans avec
changement de variable sans sinh () sinh(t +i6) sans sinh(¥)
Dabs Dres + 'B_ET Dres + 'B_ET
; Dabs ref 8 /AD
Xmax B 8BA eXP( 7 abs)
2
A * 2Drabs
Do\ 2 Do\ 2
N Q (%) Q%
J— 1 Da S Dﬂ S Da S Da S Dﬂ S Da S
X=3 271(535/) 2nbﬁ log( /sb ) T 2n(1555/) 270
fmax Z‘L:ﬁib lOg(be) log(D#b) be = Dabs log(Dabs)
0 * * —%L * Daps 108 Dabs
2log(—5*) T
., 3+5 -1 245 11 D 3+5 1 (N | 1
complexité QD 2p~172 QD 2Bz log(%bs)2 QD 2B 21og(Daps)®> QD,,. 2 B 272 (l0g Dyps)?
ﬁ pour T > Dres % % % %
complexité T > Diyes Qri*tip3 Q12 (10g T)2Dres QriD3, QT% Dres (Dres log Dres)%

D calc

référence

Dres(3 + 1)

4.2

Dres(2+ 3)

512 5.12

Dres(1+ %)

4.3

Dres(1+ 3)

6.2

TAB. 3.1: comportement asymptotique des parametres et complexité du calcul.
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2.7 Précalculs

Les complexités décrites dans le tableau 3.1 concernent I'évaluation d"une valeur de fonction
L. Mais les calculs effectués peuvent étre réutilisés dans une large partie pour I’évaluation d’autres
valeurs de la méme fonction L : en effet, la variable s n’apparait que dans le terme contenant des
fractions dans (2.1). Si I'on conserve les coefficient de ces fractions en posant

¢ = ¢ (Ih)y(z)v(z) [i arexp(z; 1Og(k/Q))]
=1

'évaluation de L en une valeur s’ de partie imaginaire inférieure a Im(s) se fait a 1'aide de la

somme
Xtmax !
Cc C
h l 1 P 1

zZ]—S Zj—w+s

+y

i 5= pPi

l:*Xtmax

La complexité n’est plus que de 2Xtmax inversions en précision Dy, ce qui correspond a suppri-
1z r
mer les termes de complexité Q(TDps) 2.

2.8 Algorithme

Algorithme 1: calcul d"une valeur de fonction L

Entrées : un complexe s € C, une précision relative Dyes sur le résultat

Sorties : un complexe z tel que ’L( 5) =z ‘ < exp(—Dres)

début

calculer la précision absolue du résultat D, ;

calculer le nombre N de valeurs G, (k/Q) a sommer ;

choisir un chemin d’intégration et un changement de variable qui le parametre ;
évaluer 'amplitude des termes et la précision Dy ;

calculer le pas d’intégration & ;

calculer le nombre de points d’intégration n ;

effectuer la somme (2.1) ;

fin

2.9 Précision absolue du calcul
On suppose Re(s) = o > 1, alors

j+o—1 nrt
7(s)Q°| ~r ooQ‘T[(””Lzﬂ)H e T (2.3)

i=1

Donc pour avoir une précision absolue Dyes sur le calcul de L(s), on doit adopter une précision
absolue

T +0— +o+T T
Daps = Dres + 7—2% 1 g(yl )—O'IOgQNDreS—F—

5 1 —ologQ

sur le calcul de A(s).
Dans le cas de I'ajout du facteur v, on réalise une augmentation de précision de la forme

r + 0 — +o+T1 rT
Dabs = Dres + ﬁ Zy’ g(yl 5 )—alogQNDres+ﬁT—alogQ. (2.4)
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210 Choix de 3, complexité
Pour choisir le parametre de correction verticale 77, on emploiera le lemme suivant :
Lemme 2.1

Soienta > b > 0. Supposons que I’évaluation de L(s) se fasse avec une complexité binaire

Dﬂ

abs

B’

ot D,ps = Dyes + %T. Alors pour T > Dyes, on atteint le minimum de cette expression en
posant

C

B— : 2bDres

a—"b)yrt’ 25)

et dans ce cas on a une complexité de

b
b b b \?(r(a—0b)
cD% bt <1+ - _b> ( " > (2.6)

et la précision vaut D,ps = Dyes(1 + ﬁ)

Démonstration: On minimise en annulant la dérivée logarithmique en f avec D,pg = Dres + ’%ﬂ, soit
art b

pour Z(Dres+ﬁ¥) - B 0

3 Majoration de G,

Un aspect critique de la complexité réside dans la troncature de la sommes (1.9). Pour cela une
estimation prouvée de la décroissance des termes Gy (s, x) est cruciale.
On estime la décroissance de

2intGy(s, x) :/ v(z)v(z)

(9) z—s

dz

en reprenant de maniere détaillée des calculs effectués par Booker [Boo06] dans un cadre simi-
laire. L'intégrande est le produit d'une enveloppe intégrable y(z)v(z) par un facteur oscillant x =
qui décroit a mesure qu’'on décale le chemin d’intégration vers la droite. Inversement, le facteur
gamma croit exponentiellement vers la droite en 6°, tout en restant intégrable sur les droites ver-
ticales ot1 il a une décroissance exponentielle. On obtient la majoration cherchée en optimisant la
valeur du décalage 4.

En présence du facteur v(z) = ¢, ona toujours la méme croissance a droite, tandis que la
croissance verticale de y(z)v(z) devient beaucoup plus faible.

Y TN L.
A(z=5)° on obtient a nouveau une décroissance

(52

Sil'on ajoute enfin une enveloppe gaussienne e
satisfaisante sur les droites verticales au prix d’une croissance supplémentaire d’ordre e/
'axe réel.

sur

3.1 Majorations des intégrales verticales

Nous démontrons deux estimations, selon que I'on introduit ou non le facteur de lissage gaus-
sien. Chacune dérive de l’estimation verticale
. sl
IT(5+it)| < V2r(6+t))° 2e™ 7, 6>1/2teR (3.1)
que l’on trouve dans [Boo06].

Commencons par réduire le probléeme a la moyenne obtenue selon chacun des facteurs gamma

63
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Lemme 3.1
Pour tout § > Re(s) (eté > 1), ona
1
2V27 x0eA [ '
Go(s,x)| < ———F—+— 1(6 + uy) (3.2)
‘ v ’ J —Re(s) P Hi
ou i
) re= ’
1(5) = / (T) o5 oAU gt (3.3)
0

Démonstration: On écrit
x*u(z)
z—38

Gy(s,x) = /(5) 7(z) dz

avec ¢ assez grand et

7(2) =TT T(*57)
v(z) = et ¥t A=),
Alors d’apres l'inégalité de Holder,
G(s,x)| < Lﬁ / p(Crpitt " A-AG-0? g )
' b J_Re(s) i=1 \VR 2

ce qui donne le résultat en appliquant la majoration (3.1) a la puissance de I". 0

Il reste a estimer la croissance horizontale des intégrales I(J) pour déterminer une bonne ma-
joration de G,.

3.2 Sans facteur de lissage gaussien

On définit pour toute cette section les constantes

1
fi=pi— 14— (34)
2
== (3.5)
1
A—a+;2yl+1 (3.6)
_ B
K= B (3.7)

Lemme 3.2

Supposons que A = 0, alors pour tout § telqued+ p; > 1, 0ona

2\/ 271 r 1 IZ‘ %ﬁl (5 %ﬁl (S %
< 713(1 7) rt - - .
I((5 + yl) < ez (l + 5 P yex . (3.8

Démonstration : Traitons d’abord le cas y; = 0:

e
e Hor) = [ (—‘S;t) TR gt
0

2 5
=———+ /y s T e " du, en posant u = ﬁ(i.‘ +9)
o 2 2
2 5—1 1ps
S S G A o)
d-1 mc 7
(rﬁ)1+r—2

2 2
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On majore

5 1/2\%"z
rimam,%)<r<1+a><¢zn("‘+e/) ,

ollx = r‘s% > 0 par hypothese.

On a donc o
T o1, 1\"T
(r)> erp

Pour un décalage y; quelconque on extrait le terme principal en écrivant

1 . 5 (0+i)
< 2012 spei 2O+ )
I(6+p;) < NG e2 o
5= SN L (O 3 (0+1)
= V1B 1 2erp

avec la simplification (1 + %) e 2l < 1.

Proposition 3.3

Supposons que A = 0, alors pour tout x vérifiant x7 > w, ona

|Gu(s, x)| < C(é)x%zpii(f’“‘7

ot d = yxx7 et

==

_4n)T e 2P N
) = 5 et NG i:1(1+§)z.

Démonstration: Le terme principal commun aux I(J + p;) est

s
o0 \7
()

(3.9)

(3.10)

dongc, d’apres le lemme 3.1, le terme principal de log ]Gv(s,x)| est —dlogx + %log (%) qui est

minimal, & x fixé, quand

)
T = _—
log x7 = log ('yeic) +1.

On pose donc 6 = yxx7. Le terme

L 8
x i -
YK yex

extrait de (3.2) vaut alors
3= — R kX

7

et on met les autres dans la constante C(4), ce qui démontre 1'énoncé.

3.2.1 Borne N de sommation

En considérant le terme principal, on a donc

|Gu(s, x)| < ¢~ Dabs
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pour
Xmax ~ (D;;bs> ’ .

De manieére plus précise, pour tronquer la somme (1.9), on doit poser xmax = N/Q tel que

Yron |akGo(s, k/Q)| < e Pabs.

Lemme 3.4

(l)n suppose que la suite (a,,) vérifie I'hypothése (1.8), et soit N tel que K(%)V > max(Daps, %),
alors

—x(N/Q)7
Y |0:Go(s,k/ Q)] < Coc( ety guin (N/Q)e

= v Ye(N/Q)T+7—A G.11)

Démonstration: D’apres 'hypothese falte sur N, kx7 > Dy, donc la valeur de § = ykx7 fixée dans la
proposition précédente vérifie § > ""‘ , ce qui permet de majorer les termes de 1.9 sous la forme

|a,Go(s,k/ Q)| < Cok*C(=22%) (k/ Q) Efite <K/ Q)"

_ caa%m“(k/Q)**le*"("/ Q"

Dabs
v

our C(=2= Dabs ) est la constante de la proposition 3.3. Puisque 1’on suppose xy(N/Q)? > A, ces termes

sont decr01ssants etla majoration par Iintégrale [y Q*(t/Q)*le *(/Q)" dt = Qv+1 f A lem T dt <
th+1 M (cf. lemme A.2.6) donne le résultat.
ky(N/Q)T+y—A O

On en déduit immédiatement que pour une précision D, la borne de sommation N peut
étre déterminée de la maniere suivante

Proposition 3.5
SiI'on pose D = D,ps + log(5CQ*™1), et

A A D
x%ax = ELX (e A >

alors la valeur N = [Qxmax| vérifie

Y |akGu(s,k/Q)| < e Pas,

k>N

De plus, on a I’équivalent pour D, — o0

D A
ﬂm~K+%mg) (3.12)
soit .
Daps+ (x+1)1logQ \ °
N = Qxmax ~ Q < abs + p )log . (3.13)
Démonstration: D’apres le lemme précédent, en minorant le dénominateur de (3.11) par v = %, on
résout 5C Q"“"lxr’}\axe_’”‘g‘ﬂx < ¢~ Dars. Le lemme B.2.2 donne la solution et 'équivalent. 0

3.3 Avec lissage gaussien
Les variations horizontales ont désormais un facteur supplémentaire

2
eAé
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tandis que les intégrales verticales ont une croissance moindre. On évalue ces derniéres de deux

.s . 4 A . _ . _ _ )2
manieres, en intégrant plutot selon 'exponentielle e#! ou selon la gaussienne e~ 4(t=7)",
On note a présent

fi=pi—1 (3.14)
et toujours
A—a+12~-+1 (3.15)
= ;LM .
2
r="= (3.16)
K= @ (3.17)
eb

3.3.1 Intégration selon la gaussienne

En prenant un facteur gaussien de parametre A > 0, on peut écrire la majoration suivante :

Lemme 3.6
Si A >0, alors

Ty Ty )
7\ zH S \2¥ /5 \ 7
16+ ) < ,/% (1 + P(‘;) e3h (w) <'w<e> ! (3.18)

Démonstration: On intégre selon la gaussienne :

7T S+t ris_1) 1
1(6) < 4/ =su { 5(6-1), zﬁf}
(9) At;(? ( 2 )

le supremum est obtenuen t = ‘5‘%1 — J et donne

51 5(0-1)
1(6) < \/g <2_/3> o5 (6-1-p5)

On en déduit le résultat en 6 + y;, en extrayant le terme principal de maniere similaire a ce qui a été

fait au lemme 3.2 : )
7.\ 2/ 7Hi 2
Tl B s (O (0T

A 6 YK yex

(]
A x fixé, on en déduit une majoration de Gy (s, x) en minimisant
0 1)
_ 2, ¢ g
dlog(x) + Ad” + ; log (’y;ce)
en la solution § de 5
—log(x") +2vAd + log(W) +1=0 (3.19)
c’est-a-dire, selon le lemme B.2.1, pour
— 1 2.7
6= 54l (2A7 Kx ) . (3.20)
Notons X = Ly, (ZA'ysz"Y) = 27AJ, de sorte que d’apres (3.19) le terme exponentiel vaut
1) 1) 1) 1 1
— 1 A%+ Zlog(—) = —As — = = — X2 — X. 21
og(x) + A5 + ; og(rYKe) ) 1A 3774 (3.21)
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Choix de A: Le terme principal (3.21) est inférieur a —D,ps pour X2 42X > 492 AD,ps, soit

X =Ly (2A72Kx7) > \/1+492ADgps — 1.

En particulier, la condition |Gv(s, x)| Le D

24727 = XeX > (1/1 + 472 ADypg — 1)V 11477 ADaes 1

c’est-a-dire que x croit exponentiellement en AD,,s. Pour conserver une valeur de N raisonnable
dans la somme (1.9), il est donc nécessaire de choisir A de sorte que AD,s reste borné. Nous
posons

abs implique

(v+1)2-1) _v(v+2)
4')’zDabs 4')’2Dabs

(3.22)

avec une constante v > 0 a choisir ultérieurement, de sorte que la condition —Aé? — %5 < —D,ps

impose seulement que 2A’yzxx7 = XeX > veY, soit la condition

2¢VD b.
T s 3.23
(v+2)x (323)
qui est polynomiale en Dy,.
Ces calculs permettent d’établir la proposition suivante.
Proposition 3.7
Soitv > 0, et A défini selon (3.22). Alors pour tout x vérifiant (3.23) on a la majoration
L Daps
Gols,x)| < C X 7 e X (3.24)
ou X(x) est défini par
KXY
X =Ly (247%kx7) ~ 1
v () s (5, )
et 5
[2 (2n)% s (v +2)i; 7, Dy \ T
Ch=\—5F7—"" 1+ -— e? (“) . (3.25)
v A 2]7/143_3175 — Re(s) E 29D ps v(v+2)x

Démonstration: D’apres les calculs précédents, une fois sortie de (3.2) et (3.18) la constante
i
T 2V/21 ! 2|
0) =4/ ——"—— 1+ £ 7
CO =V AT-Re(s) [ﬂ( + 5) } ¢

qui dépend faiblement de J, on s’intéresse a la contribution principale

T

x—0pA8 <(52€£> : e%log(%ﬁ).

Avec le choix de ¢ fait en (3.20) et la simplification (3.21), on obtient la majoration

i, _ X%42x
1Gols, )| < C(a)(%)%’e i

La condition (3.23) imposée sur x assure que X > v, ce qui permet de majorer C(4) par C(MLA) =

29D, g X242X X(v+2) _ Dy . 5 X _ 2Dy .
C(ﬁ) et d’écrire A > A = Zibs, Enfin le terme 7% vaut Tyt = WX, ce qui donne

le résultat. 0

Enfin, on calcule la borne de sommation N de la maniére suivante :
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Lemme 3.8

v
On suppose que la suite (a,) vérifie I'hypothése (1.8), et soit N un entier vérifiant (%) >

z(ﬂjza)b; Alors en posant les constantes
r
==-A
T2
v(a+1)
&= ————=
’YDabs
D
b= abs (1 o 5)

C :cacvgu n %)(ZA'YZK)_%(H"‘)

on a la majoration

a+1,-bX(N/Q)
Y [aGo(s, k/Q)| < cQttr XN/Q)1" e

. (3.26)
Py bv —a

Démonstration: X(x) = Ly (ZA'yszV) est croissant en x. Alors d’apres la proposition 3.7, en suppo-
sant que N/Q = x vérifie (3.23) on a

LA
2

Dabs
e |/b X(t/Q) dt

Y a[Guls,k/Q) < Gy [ #X(1/Q)
k>N N

L Dabs
< CaC,,Q"‘“/ XX(x) T e P X() gy,

N/Q

On réalise le changement de variable X = X(x), soit x = (%) 2, et d’apres (3.23) 'on minore X
par v, ce qui donne

Y. ax |Go(s,k/Q)| < cucVQ““(szZK)*%(H“)g(l + %)
k>N

/°° x5 (Ha)+ B 5 (1) X =P X gy
X(N/Q)

<cQite /°° x5Ap— s (1-e)X g
X(N/Q)

X(N/Q)ﬂJrlebe(N/Q)

1+a
sce bX(N/Q) —a
_ CQl‘H" X(N/Q)”+1€7bX(N/Q)
h bv —a ‘

On obtient enfin la borne de sommation suivante :
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Proposition 3.9

~ 1+a
Aves les définitions précédentes, sil’on pose D = D¢ + log( Cgf ), alors en calculant

bv—a

et
a D
o X*red
max ZA’)/ZK ’

la valeur N = [Qxmax| vérifie
Y aGo(s, k/Q)| < e~ Dabs,
k>N

De plus, on a I’équivalent pour D 4,3 — oo
2¢VD
Tax A (3.27)

Xmax ~ (V+2)K

soit
2eY 2
N = Qxmax = Q ((I/—FZ)K(DabS + (D‘ + 1) log Q)) . (3.28)
~bX — ¢=D_ Le lemme B.2.2 donne la solu-

Démonstration: D’apres le lemme précédent, on résout X%e
tion en X. On en déduit I'expression de xmax en inversant la fonction Ly :

a D
o XeX _ XIthel 2Dy, K1+ 2
X249k 2A92% v(v+2)x ’
En supposant D,,s — o0, ona X ~ % eta = o(b), donc x7 = Vél?:‘is)xxex avec x = % ~ v+
g

%bls log Q) ~ v, d’ott le résultat.

3.3.2 Intégration selon I’exponentielle
On peut améliorer I’estimation précédente en intégrant plutot selon le terme exponentiel.

Lemme 3.10
. o
, > 2 e%IOg(Ht(\/FH)) (3'29)

8 ) ; %(,”z 1) ;
(W(\/xj%—l—l)) <1+5i~c

I(6 4+ u;) < B

N3 _ r(6—
ot I'on pose x = AT

. . N . . . _prt 5
Démonstration: On integre la décroissance verticale e~ 7, de sorte que I(J) < %eK(‘)), avec un ordre

K(6) = sup q r—— log(
t>0 2 2

(0-1) 2A(t — 1), soit

Ce supremum est atteint en la solution positive de ;(5—“) =

t_;<\/((5+r)2+r(5;1) —(5—T)>,

K(6) donné par
{réil ﬁ)—rA(t‘—T)z}.

ce qui permet de calculer

I

(1) =

2
<\/(5 pop e D6y T)>
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(5+t):;<\/((5+r)2+r(§14_1) +(5+r)>.

On pose donc xy = % pour écrire
r S+T A(6+1)?
K(6) = E(é—l)log (T(\/l —|—)(—|—1)) - %(\/1 x—1). (3.30)

Quand ¢ ou 7 tendent vers l'infini, Y — 0, si bien qu’il est raisonnable de majorer le terme négatif

o -
par %(%) < rw,fl), qui sera d'un ordre mineur devant les autres contributions. On 'oublie
donc par la suite, ce qui donne la majoration du résultat. 0O

Cette majoration permet d’obtenir une croissance horizontale d’ordre

S+T
2

1)
log |Gu(s, x)| < —6log(x) + rs log( )+ A8,

Pour la méme valeur de A (3.22), on obtient plutdt une longueur de sommation

N=0(QvT+ D).

Nous n’avons pas mené précisément ces calculs ici.

3.4 Validations numériques

Pour des parametres correspondant a la fonction { en s = 1 + 3i sans correction v, on obtient
le graphique 3.2 ci-dessous.

500

T .
majoration  +
calcul  x
asymtotique

-500

-1000

-1500

log G(s.x)

-2000

-2500

-3000

3500 I I I I I

FIG. 3.2: décroissance de G(s, x) en fonction de x

II montre que l'estimation calculée est sous optimale d'un facteur environ 3. Cela est di au
passage du module sous l'intégrale lors de la premiere étape et I'application de la formule de
Jensen, qui oublie toutes les compensations qui ont lieu en raison des oscillations des fonctions I'.
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3.5 Une autre estimation

Dans le cas d'un seul facteur gamma et sans facteur de lissage, on peut calculer 1'intégrale
sous forme de fonction gamma incompléte par interversion

_ 1 zZ+pi X °
q”*&mkf(z)‘*“

zZ—S

_ X Z+ pi /oo s—z—1
_zm/((s)r(T ) [ Ftdrd:

e [T R ) e
x  \ 207 J(s) 2 t
s /oo eftztsﬂqﬂ.
x t’

de sorte qu'une majoration de Tj, fournit une estimation précise de G(s, x), tenant compte des
oscillations de l'intégrande.

3.6 Majoration lorsque x — 0

Par la suite, nous aurons également besoin de majorer G, lorsque x — 0. Contrairement aux
majorations faites précédemment, une majoration pour x < 1 se fait plutdt en décalant vers la
gauche, donc via l'expression en somme de résidus. Une bonne approximation de cette somme
est donnée par son premier terme (le premier pole rencontré). On a donc intérét a majorer G, a
'aide du lemme 3.1 en décalant seulement a une droite (¢’) située a gauche de (6) mais a droite
des poles de 7.

En prenant en compte séparément au besoin le pdle en s, on écrit la majoration de la maniere
suivante.

Lemme 3.11
Pour toute constante
8" > max({1—p;},0), (3.31)

)

on a la majoration ‘Gv(s, x)| < Kx™ ,, oi1 Kx~% est le membre de droite de (32)end =4

4 Sommes de Riemann

On réalise l'intégration sur une droite verticale (J), ott 6 > max(1,Re(s)), avec un pas régulier
h.

Remarque : La condition § > Re(s) peut mener a considérer des valeurs de J pour lesquelles
les facteurs gamma ont une amplitude trop grande. Dans ce cas, on décale la droite a gauche
de s, mais en restant a droite des poles des facteurs gamma (6 > 1 — y;), ce qui modulo un
terme 2i7ty(s)v(s)x~° que 'on peut compter & part, ne change pas les estimations qui suivent. On
suppose donc pour la suite § > &' > Re(s) avec une valeur ¢’ satisfaisant (3.31).

En I'absence de changement de variable, les transformées de Fourier de l'intégrande prennent
alors une forme tres simple, indépendamment du facteur de lissage.
Lemme 4.1

(6 +it)v(d +it)
0—s+i(t—1)

x 0~ de sorte que G, (s, x) = % / h(t)dt,ona

En posant g(t) =
R

§(X) = 271e?™X0 G, (s, xe¥™X). (4.1)
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Démonstration: En effet,

g(x):/]Rg(t)e—ZinXtdt:/]Rg(t)EZHXJe—ZnX((S-Ht) dt = 212X G, (5, xe2X).
g

Pour X > 0, on se ramene donc a la décroissance de G, et pour X < 0, le facteur exponentiel
donne une décroissance proportionnelle a J.

Il est intéressant de choisir une grande valeur de J pour obtenir une décroissance extrémement
rapide des transformées de Fourier en X < 0 (en effet, le décalage dégage une bande d’holomor-
phie plus large). En revanche, cela oblige a sommer des termes tres grands au début, et donc a
augmenter la précision. De surcroit il faut veiller a ce que la décroissance de G,, qui en présence
d’une enveloppe gaussienne A # 0 n’est que polynomiale, soit suffisante pour I'emporter sur le
facteur exponentiel introduit pour X > 0.

4.1 Sans enveloppe gaussienne

. 1s . . . ir T
On considere le facteur de lissage ne comportant qu'une correction verticale v(z) = 47>

411 Somme principale

On emploie la proposition 3.5 qui donne

N~Q<Dabs+(“+1)1°gg>z. (4.2)

K

4.1.2 Pas d’intégration

D

Estimations des valeurs négatives : D’apres (4.1), on a d’une part ‘ $(—X) ] < e~ Pabs pour

-2 X

e
271Gy (s, 0

26X — log

)

2 Dabs-

Or, d’apres le lemme 3.11, on a une majoration explicite
‘GU (S, e—ZnX/Q) ‘ < KQ(SleZTE(S/X
qui permet de définir précisément X. La condition obtenue est ici

Dabs —+ IOS(ZHKQ‘S,) ~ Dabs
2rt(6—6') 2r(6—4¢')"

X = 4.3)

Estimations des valeurs positives : D’autre part $(X) < e Dabs si

s
27 ‘Gv(xeznx)‘ (eZ”X) < e Dabs,

v
En minorant x par é et en posant U = <625x> , 'estimation de décroissance de G, de la propo-

sition 3.3 nous rameéne a la résolution de

—xUu

Ly pi+o
> e < ¢ Dabs,

s 1
2nCQY (U g
ot C = C(yDyps) est la constante (3.10) prise en un minorant trivial de U.
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Enposanta = 3 ¥ jI; + % et D = Dy +log(27C) + %log Q, la solution de U%e*Y = ¢~ D est
donnée par le lemme B.2.2

) D
er | ~ —.
K

X = log (QUY ) ~ = log(
o7 0% 47 08

]

u:”u(
K
Ainsi, on a

RS

Q:D
X Zabsy (4.4)
K
Choixde X: Le procédé serait symétrique en choisissant § ~ 8’ + 2Daps

s mais une telle valeur
rlog %
de J imposerait une augmentation de précision trés importante.
On garde plutot des valeurs de d et &’ assez petites, si bien que

D
X~ s 4.
2706 —9) (45)
4.1.3 Intervalle d’intégration

C— 227

Avec un calcul similaire a celui du lemme 3.1, en considérant § = max(é + ;), et en posant
= 5-Re(s) 0N résout

© S+t 5
C‘/tmax( 2 ) :

677% dt g e*Dabs’

ce qui permet de déterminer fmax d’apres le lemme A.2.5. En posant D = Dgps +1og C + rﬁg,
' ~ D+a

a :r‘s%l+1etb:r,3,onatmax+5’“2%g(b)

d’apres le lemme B.2.2.
Avec les hypotheses précédentes, la longueur de l'intervalle d’intégration vérifie alors

t Dabs
max ~ T, -

rp
414 Complexité

(4.6)

Les estimations (4.2), (4.5) et (4.6) démontrent le théoreme suivant :
Théoreme 4.2

Avec un facteur de lissage simple, si I’on pose

B = (r —0—2)Dres,

2rt
Dyes avec

4.7)
I'intégration numérique par la méthode des trapézes permet de calculer L(o + iT) a précision

res
évaluations d’exponentielle en précision

3 r
Dabs = DIES(E + Z) + O(log Dabs)'

Démonstration: On a une complexité de NXtmax =

245 ho1—IN £ . Lo
O(QD,,’ B 1=3) évaluations en précision D,y
D’apres le lemme 2.1, en supposant la complexité del’évaluation quasi linéaire, on pose p = (r+22,)TD =,
ce qui donne le résultat.

d
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4.2 Meéthode de Rubinstein

On considere un facteur de lissage
ST AV
U(Z) — o' ns+A(z—s) ,
et dans le cas ol1 A # 0 on centre 'intégration en t = T, c’est-a-dire qu’on pose

gty =f+i(t+1))v(d+i(t+T)).

421 Somme principale

D’apreés la proposition 3.9, on choisit A selon (3.22) et la taille de la somme (1.9) est d"ordre

2¢" :
NNQQHZMwm+m+m%Q0. (4.8)

4.2.2 Pas d’intégration

En suivant toujours le lemme 4.1, la seule différence par rapport au cas précédent pour le choix
de X selon les valeurs négatives est la présence du terme e AP lequel est constant en x. Aussi on
doit toujours avoir
Daps

X~ o5y

(4.9)

En revanche, selon les valeurs positives, on remplace 1'estimation de décroissance exponen-
tielle de la proposition 3.3 par celle de la proposition 3.7.

1

Sil'on note Z = L, <2A72K(825X )7), de sorte que e2™X = Q (251;2%) " on ales majorations

suivantes
eZnX
'27{62”‘5XGU(S, xeznx)’ < 27‘[(62”){)5 Gy (s, ?)
7 )
Ze i L Daps
<2 J Z72e v 2
C,Q <2A’)/2K> e
Ainsi, si 'on pose D = D, + log(27C,Q°%) + %log(ﬁ), a= ):zﬂi + % eth = % fy, on
résoud selon le lemme B.2.2
zZ > EL Ee%
“ b\ b
d’ot1 la valeur (cf. la résolution similaire de la proposition 3.9)
1 7 Ees
X=—1
277y 08| Q 2AY%k
et ’équivalent
1 D, Q
X ~ oy log( a; ) (4.10)

Des conditions (4.9) et (4.10), la premiere est asymptotiquement plus restrictive et l’'on a un
équivalent
Daps

X~ ooy

(4.11)
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4.2.3 Intervalle d’intégration

g| par2C ﬁ:ax e~ AP dt,

On reprend le raisonnement fait dans le lemme 3.6 pour majorer fl > b

oit en posant § = 6 + max {; } la constante vaut

C

i
C2varxt (-1
~ 5—Re(s) \ ~ex ’

En supposant 2Atmax > 1, il suffit donc que tmax vérifie tmax = 1/ %Og(zc), soit

¢ o 2'7Dabs 1 log(ZC) ~ 4Dabs (4 12)
max — .
V(v +2) Daps r/v(v+2)
424 Complexité
Théoréme 4.3
Si I'on pose
DI‘GS
= 4.1
=, (*13)
la méthode de Rubinstein permet de calculer L(s) a précision Dyes avec
0 (QT%DIZ.QS) (4.14)

évaluations d’exponentielle en précision

Deaje = Dres(1+1/6) + O(lOg Dres)-

Démonstration: D’apres les équivalents (4.8), (4.12) et (4.11), on a une complexité de
NXtmax ~ Q DaEbS Daps 4Dps
(Br)i 2760 — &) 1 /ilv +2)

évaluations en précision D, = D,ps. En supposant la complexité de 1'évaluation quasi linéaire, le
lemme 2.1 démontre le résultat. En effeta = 5 +2+1eth = £, donc B = % et on trouve un

équivalent de

CriDR(1+7/6)5 ()3

évaluations en précision D, = Dres(1 + ), ottlonaprisC=Qr 2+l 2
P abs res (1+ ) p Q 76—/ 12) 0

5 Méthode double-exponentielle

On suppose dans cette section que le facteur de lissage est une correction verticale de la forme

(1.12).
Comme nous l'avons expliqué dans le paragraphe 2.3, ’'application de la méthode double-

exponentielle nécessite une évaluation précise de 1'ordre de grandeur de la fonction f(z) =
w sur les hyperboles .7 décrites par le changement de variable t +— 6 + isinh(t + i6).
Nous utilisons ces majorations pour estimer le pas d’intégration, et éventuellement choisir un

décalage de contour 6.
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5.1 Notations

Dans cette section, on définit les constantes suivantes :
e 0 € [0, 5[ est un angle de décalage;
e d=d(s, #), onsupposed > 0;

_ B0,
e a= tan]9 ’
PR DY)
0 =
e Cs=1II_C 5t 6 est la constante intervenant dans les majorations de vy, qui est définie en
(B.1.17).

5.2 Majoration de f sur I’hyperbole J7; o

D’apres (B.1.16), on a les majorations suivantes sur gg pour 6 > 0.

Lemme 5.1
Supposons x > 1 et > 0. Alors en notant T = %, on a
log |go(t)| < A+ Blog(1+T)+CT — DTlog(1+T) (5.1)
ot I’on pose
A =1log(2C;/d) — (6 —sin ) log(x)
B =1
C =rsinf(1+log(x?) —a)
D =rsinf.

Remarque: Sif = 0,ona C = —B et D = 0, et une majoration log My = A + Blog(B/B) — B+
B ~ B pour 8 petit.

Démonstration: A l'aide de la majoration (B.1.16) on peut écrire :

. . b 5 - 5 ‘71
log |7(6 + isinh(t 4 i6))| < log(Cs) + () %
i=1

—rT(g +0) cosf + rTsin6

log ‘xfafismh(me)’ < —dlog(x

—rTsin®)log(1+T)

1+4T?sin 6 log(x)

N

)+
—dlog(x) + (14 2T) sin 6 log(x)
log |v(8 + isinh(t +i6))| < %TCOSQ

log |cosh(t +i0)| < log(V'1+4T?) <log(2(1+T))
1

log P

si bien qu’en isolant les coefficients selon les croissances en T on pose

A =1log(Cs) —log(d) — 5log(x) + sin flog(x) + log 2
B =14y, 25
C =rsinf(1+ 2log(x)) —rcosf(F +60— )

D =rsinf

ce qui démontre le lemme 5.1 avec les constantes annoncées. 0

Posons
Mg = sup |go(t)| (5.2)
t
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et définissons les constantes

_ B+D _ 5
A= —5 _1+sin9 (53)
_C-D .

u =e D =ex77,

de sorte que, d’apres les calculs donnés en appendice B.2.3, le maximum du membre de droite de
(5.1) est obtenu en

A
b Lo Y
d’ot1 la valeur
log My < A+ Blog(1+ Ty) + CTyy — DTy log(1 + Tin)- (54)

La valeur T;,; est extrémement proche de la valeur réelle en laquelle on atteint le maximum.
La majoration est donc relativement proche du maximum réel, modulo la qualité du majorant de
¢ (essentiellement la constante Cj).

On a alors si § > 0 reste fixé et x — co:

Lemme 5.2
Avec les notations précédentes et pour 6 > 0 fixé, My = sup, |gp(t)| vérifie

log My < rsinfe “x7 + (yré — 6 +sinf) log x + O(1) (5.5)
Pour la valeur xpy,x donnée en (3.12), on a donc

rsin 0D 4p¢

log Mg ~ ok

Démonstration: On calcule un développement asymptotique de My pour x — co.

La constante A est fixe, et y = e*x~7 — 0.Du développement Ly (Ay) = Ay + O(4?), on déduit

log(1+ Ty) =log(A) — log(Lw (An))
= —log() +Lw(Ap)
=log(x7) —a+Ap+O(x~27)
=log(x7) —a + Ae*x ™7 + O(x27)
Tn=1/p+A—-1+0(x""7)
=xTe ™ +A—-14+0(x""7)
C=Dlog(x")+D(1—ua)
Donc
Blog(1 + Tyy) = Blog(x") —aB+O(x™7)
CTw=D [e""x"V logx” + (1 —a)e *x7 + (1 —a)(A — 1)] + O(x"Tlogx)
DTy log(1+Ty,) =D [Jﬂ log(x7)e ™ — we™*x"
+(A—1)log(x") — (A — 1)a + /\] +O(x)
soit en reportant

log(My) — A < Blog(1+ Ty) + CTy — DTy log(1 + Tie)
De™*x"

+[B+D(A—1)—D(A—1)]logx”
+D(1—-a)(A—=1)+D(A—-1)a —AD —aB

+ O(x Tlogx)

= De *x7 + Blog(x?) — D —aB + O(x~ " log x)

NN
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ce qui donne, en réintroduisant les valeurs de A, B et D et en simplifiant :

log(Mg) < rsinfe “x7 + (yr6 + —6 + sin6) log x + log(2Cs/d) + 16 — rasin® + O(x~ 7 log x).
g

Les termes croissent donc exponentiellement en x, et on doit réaliser une augmentation de
précision
Deae ~ Dabs(1 + @) (5.6)
Ke
La dépendance en « ~ rf est trés mauvaise : si donc on souhaite limiter 'augmentation de
précision D,s en apportant une grosse correction verticale par le facteur de lissage v, il faut en
fin de compte faire une augmentation de précision de 1’ordre de ce que 1’on avait gagné.

Inversement, pour éviter cette énorme augmentation de précision dans les cas ot T est grand,

on majore sur un angle 6(x) — 0 pour x — 0. Dans ce cas, & ~ g +1letC ~ rflogx” —rB.Sion
choisit 0(x) tel que C < 0, on obtient la majoration suivante :

Lemme 5.3
Soit 0 tel que
sinf(1 + log(x7)) < cosO(B +0), (5.7)
c’est-a-dire
P

°™ log(x)’

alors

7o
. v
log My ~ log | Cs <log’8x )

Démonstration: On a choisi 6 de sorte que C < 0, si bien que 1'on peut considérer & présent y =

5 Slog(x7)
Sieg — 09, avec A~ —p

c-D .
e” D < ecomme une constante, tandis que A =1+

On a alors Blog(1 + T,) = BlogA — Blog(Lw (Ay)) ~ BlogA ~ rSlog(%). La contribution

du terme DTy, log(1+ Ty) = D(A+logu — Ly (Ap) — LM?;%:)) est négligeable.

O

Un tel choix de 8 permet donc de ne pas augmenter la précision.

5.3 Intervalle d’intégration

L'équation |gg(t)| < e~ Pabs n’a pas de solution explicite, on la résout numériquement.

On donne cependant une approximation de cette valeur. Avec les notations précédentes, en

posant T = smlg(t) , on résout

A+Blog(14+T)+CT —DTlog(1+T) < —Dgps
ou, en posant Z = 1 + T, I’équation
DZ1og(Z) — CZ — (B+ D)logZ > Dyps + A+ C = D.
En négligeant le terme (B + D) log(1 + T), on a une solution par défaut donnée par
D

b
2= expllu(pe ) +C/D) = S e
w(p
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qui vérifie donc DZ; log(Z;) — CZy = D.
On l'affine ensuite par 1’algorithme de Newton, avec la fonction
¢Y(z) =z(Dlogz—C)— (B+ D)log(z) — D;
¥'(2)

= D(log(z) +1) — C — B£D.
La solution finale est t = arcsinh(Z —1).

La premiére itération de 1’algorithme de Newton donne une solution par exces :
Zy =121 —

DZylog(Z,) — CZ; — (B+ D)log(Z) — D
D(logZ; +1)-C

— BiD
Zy
=Z1(1+7)
(B+ D)z,
avecy = —= .
D—(B+D)+DZ7Z;

On a effectivement Z, > Z puisque si’on calcule 1(Z,), on trouve — apres simplification par
(1—7)(DZylog(Z1) —CZ; — D) =0:

DZ1(1+ 7)log(1+ ) — (B+ D)(log(Z;) + log(1 + 1)) +vD
or (B+ D)log(Z1) = vD — (B+ D)« + DyZ;,doncsiy >0,

¥(Z) = DZy[(1+ ) log(1+v) — ] + (B+ D)[y —log(1+ )] > 0.

De plus, on peut majorer 7y assez simplement. En notant L = Lw(ge_c/ Dy>o0

_ (B+D)z
"D _(B+D)+Dz
(B+D)D

T (DL)(D+ D)

B 1
SA+=)—

U+ 53T
donc'ygl—f—%.

On obtient I’équivalent

Lemme 5.4

Emax ~ 10g(2Z) ~ IOg <2Dabs>

rsin@
donc

(5.8)
Démonstration: On a pour x — oo les équivalents A ~ (sinf — 6)logx et C/D = (1+ 2logx — «),

97 Daps +C+ A ~ Daps
D=

1 1
D rsinf | r log(x)(3 — sinG)
et puisque xmax ~ <%Dabs) :
Q -C/D D Daps
LW(DE ) LW(Dx"Y) log (rsin@x”Y log(pr)
Ainsi,

D abs

rsinflog(rp)
Dans tous les cas, fmax ~ log(2Z) donne I'équivalent de I’énoncé.
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5.4 Estimation des transformées de Fourier

Notons comme précédemment g(t) = f(J + isinht) cosh(t) et gp(t) = g(t + i) la fonction
intégrée lors du calcul de G(s, x) avec décalage 6. On veut alors estimer sa transformée de Fourier

$o(X).

D’apreés la section précédente, il est aisé de majorer les normes L! des fonctions gy :

Lemme 5.5
Pour tout § €]0, 5[, on a
2

< ———M; 5.9
||g9H rsin(0) 0 (5.9)

ot Mj, est la valeur My de (5.4) o1 I'on remplace x par a — 1.

Pour 6 = 0 on peut écrire

120]] < Mo (5.10)

ot My = KQ? est donnée par le lemme 3.11.

Démonstration: On estime l'intégrale de ’ g} en 6, a l'aide de la majoration (5.1). En intégrant par
exemple une contribution e~"S(?)T, cette intégrale est majorée par %Mg ot1 'on aurait remplacé
C par C + D dans My, c’est-a-dire y par pt/e ou encore a par & — 1.
En 6 = 0, quitte a défaire le changement de variable en sinh, on a démontré une majoration de
|| 80| avec I'équation (3.9). Cette majoration ne dépend que des données du probléme et n’intervient

pas dans I'équivalent. 0

rsinl

On en déduit des estimations de décroissance exponentielle sur gy, en veillant simplement a
prendre en compte le pole de f en s. Posons a cet effet

D(X,0) = | e 27Xt ot 4 i0) dt = 20X o (X). (5.11)
L g $

On note également p; = arcsinh(i(d —s)) = ts + ifls avec s €]0, 7] le pole dii a s, et on définit
un symbole g ; selon que ’hyperbole /% reste en deca de s ou le dépasse :

50— 1 sif <6 (7% reste a droite de s) (5.12)
0,5 0 sinon (4 passe a gauche de s). :
Pour 6 < 7, la formule de Cauchy nous donne
O(X,0) = (X, 0) + (1 g )Rs(X) (5.13)
ol on définit ‘
Rs(X) = 27e 27 X0sp(s) x50 (s) (5.14)
la contribution du résidu de f en s a I'erreur de quadrature.
On en déduit les estimations (cf. figure 3.3)
Proposition 5.6
Pour toutX >0,et0 <0 <0+6 <7,
S0(—X) + (Bgrer s — 09,2 XR (—X)‘ < L£’+9’e*2”9’><- (5.15)
&6 0+0',s 0,s s X rsin(9 T 9,) ’ .
50(X) 4 (1 — 6.5)e X Ry (X)| < Moe 270X, (5.16)
8 ,

Démonstration: Pour X < 0, on estime §y via (5.11) en écrivant ®(X,0) = P(X,0 +0') + (6p5 —
St 5)Rs(X), soit $p(X) = 20X g, 0(X) + (66,5 — Oprer,s)e 2 X Ry(X), et en majorant $p ¢ Via
le lemme 5.5. Pour X > 0, on passe plutdt de 6 a 0. 0
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FIG. 3.3: prise en compte des résidus.

Nous donnons ici deux améliorations de ces bornes : d’une part un calcul plus explicite qui
n’a malheureusement d’intérét que dans le cas ot1 il n'y a qu’un seul facteur gamma ; d’autre part
une estimation de ¢o(+X) en décalant vers la droite, ce qui permet d’améliorer (5.16) et de choisir

au besoin la valeur 6 = 0.

5.4.1 Un lien fonctionnel

Dans le cas ot il n’y a pas de facteur de lissage gaussien (A = 0), on peut chercher a étre plus
précis que le lemme précédent, en reliant de maniére exacte les valeurs de ¢(X) a celles de §(—X)
par un décalage de contour dépassant les podles de 1’axe négatif, ce qui permet de ne rechercher
la décroissance que de §(X) pour X > 0, qui cette fois est aisément obtenue en considérant un

décalage jusqu’a I’axe réel 6 = 0.
Sil’on ne consideére qu'un facteur gamma, on peut en effet écrire

Lemme 5.7

Supposons r = 1. Alors pourf € [0, 5[ et X € R, ona
X270 g0 (X) - 2TXT2 0 0 (= X) = 805 T(X) = S(X)

ot I’on pose

S(X)=81 ) (—x%)" cos(27t X arccosh(2m + py + 6))v(—2m)
m=>0 m!(2m 4+ py +s)
le terme dii aux péles de I, qui vérifie

+2

|S(X)’ < 8”m;

et
T(X) = 47TCOSh(27TX(§ +ips))y(s)x~°

celui dii au péle en s de la formule de Cauchy, a prendre en compte si 6 > 6.

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Remarque : 471G(s,x) = T(0) — S(0), ’est exactement le développement des résidus. Dans le cas
de plusieurs facteurs gamma, le résultat est le méme en remplagant la somme S(X) par la somme
convenable prise sur les résidus induits par chacun des facteurs. Toutefois il devient alors crucial
d’obtenir une bonne majoration de la somme S en fonction de x7 etnon de x2... Je n'ai pu obtenir
de telle majoration, si ce n’est en la tirant de la proposition 5.6, ce qui ne constitue pas un progres !

Démonstration: Silon essaie de décaler au-dela de 7r/2, il faut prendre en compte les poles de I' et de
v situés sur 1’axe réel négatif, obtenus pour 6 = 77/2, ainsi que le péle s qui apparait a nouveau le cas
échéant en 71 — 0.

On aeneffet pourm > 0etf < 7

0=rm/2

0+ Fisinh(t +i6) ——m@{ cosht =2m+6+

ce qui donne la forme des poles dtisa T, et
s = sinh(ps) = sinh(im — p;s)
les deux poles diis a s.
La formule de décalage est donc, pour passer de 6 a 7 — 6,
O(X,0) — P(X,m—0) =27 ;O Res|p(z)=—m (e*MXZg(z)) + 2718 5 (e 2T X R 4 ¢ 2TXUTRI R
m>
avec des résidus

CoinXs 2( _1)mx2m672inX(i arccosh(2m+ iy +6)+im/2) v(—2m)

Res|(p(z):—me g(Z) =

mi(=2m —s — pq)
_ X 4(—x2)" cos (27t X arccosh(2m + py + 6))v(—2m)
N m!(2m + p1 + ) '

Or on relie également ces deux valeur par irt-périodicité de sinh et parité de cosh
sinh(t + i) = sinh(—t), cosh(t+ i) = — cosh(—t)
donc

d(X,t—0)= / ¢ 2mX(E=i0) 2TXT o (_t 4 i) (— cosh(—t + i6)) dt = 2" XPp(—X,0).
R

Ainsi on obtient

—x2ymy(—
O(X,0) + q)(_X,g)ezﬂzX _ _gpemX Y (—x%)"v(—2m) cos(2mX arccosh(2m + pq + 5))
S0 m!(2m + pq +s)

+ 278y SENZX(672i7TX(Ps*i§) + e*ZinX(z‘%f‘gS))Rs

= —S5(X) + g T(X)
avec les notations de 1’énoncé.
En divisant tout par X et en reprenant la définition ®(X) = ¢?X gy, on obtient finalement
I’énoncé du lemme 5.7. 0

5.4.2 Décroissance de g

On améliore les estimations de la proposition 5.6 en considérant de maniere spécifique le cas
de l'intégration sur la droite verticale (6) pour X > 0.

$0(X) = / e 27Xty (6 +isinh t)Lismht
R §+isinht—s

Ici, go est intégrable, mais ne l'est plus pour tout décalage vers la droite, et ne 1’est pas non
plus en norme L2, ce qui signifie que $o n’a pas de décroissance exponentielle en X > 0 (théoréme
1.20).

On met toutefois en évidence une décroissance sous-exponentielle en réalisant un décalage
dépendant de X :

cosh(t) dt
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e puisque 7y décroit sur les verticales, on peut restreindre I'intégrale sur un segment [—tx, tx]
e faire un décalage de fx sur ce segment
en choisissant tx, 0x de sorte que l'intégrale sur le chemin modifié ait une décroissance d’ordre
X
exp(— Tog X ).
On integre donc sur un chemin formé de trois parties §o(X) = I} + I + I3 avec

tx—if

IZ(X) - /—i9
tx—if

L(X) = / .
tx

I; : choix de tx  Notons § = 6 +max {; }. On a alors

xféfisinhtv(é +isinht)
6+isinht—s

I =

/ e~ 27Xty (5 + isinh(t)) osh(t) dt
tx

0o X -0
< ———— |y(6+it)v(é +it)| dt
/sinh(tx) d —Re(s |’Y Jol )

Vel -5 o
< 27‘[_3(571 / (5 + t)r‘s—l 7}’
(6 —Re(s))2r "z /sinh(tx)
V2r'x8 25+ Sinh(tx))réT+l —rb sinh(tx)
(6 —Re(s))2r's"  B(sinh(tx) +6) —d '

2t dt

<

On pose sinh(tx) = 2AX, avec A > 0 a fixer, de sorte que
VIR 2(8 4 2AX) T e TBAX
(6 —Re(s))2r's  BAX+8)—d+1

—rBAX

I

N

(5.21)

Ainsi, I; est d’ordre e et d’apres la discussion précédente, on s’attend a ce que A soit tel
que pour X — oo, onait AX — coetA — 0.
I, : choix de fx  On choisit 0x de sorte que pour t € [0, tx],
go(t — iex) < Gy COSh(t).

En posant p = %

,ona

log |f(6 + isinh(t —i8))| < log((si()) +rpsinflog(p+1) — rp(— —0)cosf —rpsinf

—2psinflog(x) + rp—iy cos @

Cs p+1,. p—8
< 0 _ _
\103(5 R())—l—rpsme(log( ) vy 1)
donc
fl<c
o +1. B0
P <P~
log( X7 )< @no

Ainsi, puisque le membre de gauche est croissant en p, il suffit de poser 6x solution de 1'inéga-
lité suivante

B—0 _ (l—H\X)

tanf exY (5-22)
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CHAPITRE 3. CALCULS DE FONCTIONS L

La majoration f < Cj est alors uniforme sur [0, tx] eton a

12 g 6727TX9X

tx
/0 go(f—iGX) dt‘

tx C
< —27'(X9X 0 h
<e ) 5-Re(s) cosh(t) dt

2AXCs  —onxoy

L <ot
2 5 —Re(s)

(5.23)

Choix de A Afin que les termes I; et I soient comparables, on détermine A en posant la condi-
tion
rBA = 2m0x (5.24)

I3 : une autre condition sur x  On a alors la majoration suivante pour I3, tirée de la majoration
de fenp = Lth(tX) = AX;

tx—if )
/ XX e—ZZHX(t)gO(t) dt

tx

0
< Cye! 7 o8(14A%) (1 4 21 X) / *oA0) qp
0

ot la variation angulaire

A(f) =rAX sin910g(1 tj\x) —rAXcosO(B —0) —rAXsinf — 26X
vérifie A(0) = —rpAX et A(0x) = —2m0xX, ces deux valeurs étant supposées égales par choix
de A.

Pour simplifier la majoration de I3, on préférera diminuer légérement la valeur 6x de sorte
que A(6) soit décroissante.
En reportant I'inégalité (5.22), on a de toutes fagons

A(f) = rAX sin0P — 9% _ rAX(B — 6) cosf — 276X.
tan 0
6 1+AX\ 8
<2nX r%sin@log( —:ﬂ )—r?(ﬁ—@)cos@—ﬂ]
<2nX reg <sin610g(1tc;\x) —sin0+6c050> —G—TGXcOSG]
<2mX re‘é{ sin@log(l —ZWAX) —H—rBXCOSG]

et cette expression reste toujours inférieure a 271 X0x si la dérivée

1+AX . 1+AX
rfx cosGlog( v ) — B+ rxBsinf < 0%pr + 9Xrlog( o ) - B
reste négative, en particulier si 0y vérifie la condition supplémentaire
2
ey ()
XS\ 4p? 26
Cette inégalité est vérifiée en posant
0y < P (5.25)
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5. METHODE DOUBLE-EXPONENTIELLE

On choisit donc pour 8x le minimum donné par les deux équations (5.22) et (5.25).
On a alors la majoration

0
/ X eA(@) d9 < 9X6—27TX9X
0

et donc
posl
I < CsB(1+ )\X)1 2}\X(1 + ZAX)e,rmX' (5.26)
10g< +2 )
Bilan On a donc démontré la proposition suivante
Proposition 5.8
Soit B > 0, alors pour X > 0ona
2npX
log |$0(X)| ~ ——————. (5.27)
rlog(1+ 1%7;)(()
Plus précisément, en posant pour A la solution de I'équation implicite
1+AX
2 —
r /\log( = ) =2 (5.28)

et en posant 0x ~ % satisfaisant les inégalités (5.22) et (5.25), on a

180(X)| <2(h + L+ I5)

ott les I; obéissent aux majorations explicites (5.21), (5.23) et (5.26) dépendant de A, 0x et X.

Il s’agit bien d'une décroissance sous-exponentielle, ainsi que le prédit la théorie.

Démonstration: Les équations (5.24) et (5.25) (cette derniére est génériquement plus restrictive que
(5.22)) permettent de définir A par 1’équation implicite de 1’énoncé, puis 6x en retour. On a alors
I'équivalent

27

A ———————
r2log(1+ 1%)7;)(()

de sorte qu’en négligeant les termes polynomiaux

2npX

log |g0(X)’ ~ log(h + 12 + 13) ~ *W.
log X

(5.29)

5.5 Pas d’intégration

En fonction des résultats précédents, nous pouvons étudier trois manieres de choisir un pas
d’intégration : en utilisant uniquement la proposition 5.6 avec une valeur de 0 trés faible; en
posant § = 0 et en utilisant de plus la proposition 5.29; ou encore si r = 1 en choisissant une
valeur de 0 selon ce que préconise le lemme 5.7.

5.5.1 Petit décalage 0

Afin d’éviter l'influence de x, on considere 'angle 6(x) défini en (5.7), en prenant méme un

angle moitié § = ¢’ = ﬁ.
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CHAPITRE 3. CALCULS DE FONCTIONS L

Lemme 5.9

On définit 6 ~ % de sorte que 20 vérifie (5.7), C = r;f% + M), et on note ¢ le signe de

6 — 6s. Alors en posant

~

D log(C+1)  Dpslog(xy
> abs+2(7)§9( + ) abs C;-[ggxmax) (5.30)

X =

= =

Ierreur de quadrature vérifie

.k v(s)u(s)x* D
Z g9(ﬁ) +&21 o0y (0=05)+its Se T
k#0 et —1

Démonstration: En effet, d’apres la proposition 5.6, les définitions de &5 et C font en sorte que3

So(—X) +8o(X) + Sse_sszm)XRs (esX)| < Ce— 270X

On somme ensuite terme & terme en les %, en effectuant la simplification Ry (g5 X)e 820X = R, (0)e—2mesX(0+ips),

d’ot1 I'on tire
k Rs(0 My + M,
¥ o) +an— el Mot Moy (5.31)
k70 2T —1 e —1
~Dabs . . by
En posant X = % > %, la majoration du lemme est vérifiée. 0

5.5.2 Sans décalage

Le résultat obtenu est sensiblement le méme : on ne décale pas la courbe d’intégration mais on
évalue la décroissance de g via la proposition 5.8 pour les valeurs positives et via la proposition
5.6 avec des valeurs 6 = 0 et 0’ ~ x pour les valeurs négatives.

L 2mpX .
Dans ce cas, on pose X tel que 2t X0x Toa (11 2% Hl%,gr))(( ;= D,ps, soit
D D
X ~ r27?25 log ( ;b5> . (5.32)

11 s’agit d"une valeur de méme ordre que celle de (5.30).

5.5.3 Cas des fonctions de degré 1

Dans ce cas on utilise la relation fonctionnelle (5.17).
De (5.13), on tire pour X > 0

gG(X) + 27'[(1 - ‘59,5)@727[)((9%'05)1?5 = 372HGX§O(X)
(remarque : 6 — 65 > 0 pour &y s = 0, ’est-a-dire si le terme est sommé.)
De méme, en isolant $y(—X) dans le lemme 5.7 on a
gAg(*X) _ 27T56,s (62nX(9+ip5) + e—27‘L’X(7‘(—9—ip5) )Rs _ e—Zn(g _G)X(fS(X) _ e—27r(% —B)Xgo (X))

(remarque : § — 65 < 0 pour &y s = 0, ’est-a-dire si le terme est sommé.)
De sorte que sil’on corrige l'erreur de quadrature en tenant compte du pole en s on obtient le

résultat suivant :

3formellement, ¢ vaut 09,5 +1—206.
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5. METHODE DOUBLE-EXPONENTIELLE

Lemme 5.10

Soit X > 0. On pose toujours e; = sgn(6 — 05) =1 — 25y et

P.g (X) _ Ssefasan(GJrips) — 59 sefan(rcfefips)

’

alors

So(X) + Go(—X) + 27R Py (X) = (e 20X — ¢ 473 -0X) g (X) — 213 -0Xg(X). (5.33)

Démonstration : 1l suffit d’ajouter les estimations pour k < 0 etk > 0, ce qui fait apparaitre la correction

27tRs [(1 — 8g ¢ e 2X(O+ips) _ 5, Q27X (OFips) _ 59S672nX(n79,iPS>]

= 27R, [sgn(@ _ 95)67 sgn(0—0,)2X (0+ips) _ (59,56727TX(717971'()5)} )
g

En ajoutant I’estimation de décroissance de §y(X) de la proposition 5.8 et la majoration (5.19),
il reste & déterminer les parameétres 0 et X de sorte que les deux termes apparaissant au membre
de droite de (5.33) soient d’ordre ¢~ Dabs.

On doit alors déterminer des valeurs X et § — ainsi que le parametre A de la proposition 5.8
— de maniere a vérifier les équations suivantes

21t0X 4 BAX = Dgpg [terme $o] (5.34)
(% = 2710) X = Dops + ¥° [terme S(X)] (5.35)
avec A = A(X) ~ Mg(zzinnx) la constante donnée par 1'équation implicite (5.28).

En sommant ces équations on déduit la valeur

_ 2Dgps + x? 2Dqps + x?
2+ A 2

et 'angle

_i Dabsi
=3 |5

A
x| 1+ g
|5, 2 2
2 _2 + Dxabs d
- N )
-7 2
4 | 1ty
T
rsEa
Dabs
On fixe d’abord une valeur de A via I’équation implicite (5.24) a partir de la minoration
2
X>Xy= Dabs#
T

ce qui détermine une valeur ¢ via 1’équation ci-dessus.
2
Avec cette valeur de A, et la majoration X < X; = wak’% on détermine également une
constante C; issue de la proposition 5.8 (plus précisément des majorations (5.21),(5.23) et (5.26))
telle que

|80(X)| < Cre P

pour Xy < X < Xj. On note d’autre part C; = m.

On obtient alors le lemme suivant.
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Lemme 5.11

Avec les définitions de A et 6 précédentes en x = Xmax, Si I'on pose
1 Dps +10g(4C1) Daps + X205 + log(4Cy)
X [ abs , abs max 5.36
B < 2710 + BA % — 27t (5:36)
alors si X < Xj ci-dessus?*,
.k R -
Z gg(ﬁ) + 2”# < e Dabs, (5.37)
k20 s —
De plus on a I'équivalent
X ~ Dabs(1 + ZK)
e
Démonstration: En sommant les termes kX de (5.33), et avec les majorations |go(kX)| < |$o(X)| <
Ce BAX ot |S(X)] < Cye*’, ona
. Rs Cye—PAX Cpe™
k;)gé)(kx) + 27T32n85(6+ips)X 1] T e2ntX 1 ' p(m—27m0)X _1°
Avec la définition donnée pour X, chacun des membres est inférieur a WT“"S. Asymptotiquement, on
a
X ~ 2D,ps + Xhax N Daps(1 + 2x)
2 2K
en utilisant (3.12). 0
5.6 Complexité
Ainsi, que ce soit a I'aide d’un décalage du chemin ou non, on a
Théoréme 5.12
SiT — oo, alors en posant
(r 4 2) Dres
=, 5.38
p= (538)
la méthode double-exponentielle permet de calculer L(s) a précision Dyes avec
oor+ilog (21 2 ’ (5.39)
8\a+2r '

évaluations d’exponentielle en précision

r
Dcate = Dres(2 + E) + O(log Dres)-

Démonstration: D’apres les équivalents (3.13), (5.8) et (5.32) ou (5.30), on a une complexité de

_ Dabs %rDabs Dabs 2
NXtmax = O (Q( /B ) 2B log( 8 ) )

évaluations en précision D¢, = Dyps. En supposant la complexité de I’évaluation quasi linéaire,
le lemme 2.1 avec des constantes a = r/2+1+4+1etb = r/2 + 1 donne la définition de B et une
complexité de

2
r D, r ror v
1+3 “abs Tva+ro 7144
Qr zlog<rﬁ) @2+ 3 5 ()
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6. DOUBLE-EXPONENTIELLE ET FACTEUR GAUSSIEN

90

évaluations en précision D,,s = Dres(2 + 3 ). 0

6 Double-exponentielle et facteur gaussien

11 est possible d’adopter a la fois la stratégie de Rubinstein avec le facteur de lissage gaussien
centré en T et le changement de variable double-exponentiel.

En effet le facteur de lissage apporte une décroissance exponentielle d’ordre 2 sur tout cone
d’ouverture inférieure a %, qui 'emporte sur la croissance ou la décroissance de I, et ce tant a
gauche qu’a droite de 1’axe d’intégration. Il n’est dés lors pas nécessaire d’effectuer un quelconque
décalage ; d’un point de vue théorique, on s’attendrait au résultat suivant :

Conjecture 6.1
Le calcul de L(s) a précision Dyes peut se faire en O(QT? Dyeslog(Dyes)) opérations en préci-

sion D).

ot la valeur de la précision D, n’est pas précisée... Toutefois, du fait du recentrage de 1'intégra-
tion en 7, les podles des facteurs gamma qui apparaissent dans le cone d’holomorphie introduisent
un terme de complexité qui conduit plut6t au résultat suivant :

Affirmation 6.2

Le calcul de L(s) a précision D5 peut se faire en

O (QT% V Dres 10g Dres)

évaluations d’exponentielle en précision

Dres(1 + g) + O(10g Dres)-

Nous étayons ce résultat par les estimations des paragraphes qui suivent.

6.1 Intégration

6.1.1 Intervalle d’intégration

La transformation double-exponentielle nous assure une dépendance logarithmique de 1'in-
tervalle d'intégration en les données du probleme, plus précisément le logarithme de (4.12), soit

tmax ~ 10g D,ps (6.1)

6.1.2 Choix du pas d’intégration

Modulo la présence de pdles que nous prendrons en compte séparément ci-dessous, la dé-
croissance apportée par le facteur de lissage permet de fixer un pas d’intégration en

o Dabs
o (271(9 )

ot 6 doit étre choisi inférieur a 7.

Pour fixer ce pas précisément, il faut évaluer 1'intégrande sur les hyperboles .7,y issues de
0 +i7, en disposant par exemple d'une formule de Stirling adaptée ; nous n’avons démontré l'es-
timation (B.1.16) qu’a partir d"un point de 'axe réel. Numériquement, les valeurs atteintes sont
raisonnables en présence du facteur exponentiel, si bien que la constante intervenant dans le O
ne doit pas beaucoup dépendre de B ou 7. Les estimations ci-dessous et la valeur de 6 choisie
confortent ces hypotheses.
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6.2 Prise en compte des poles des facteurs gamma

Lors de la mise en ceuvre de la stratégie double exponentielle, il faut prendre en compte un
certain nombre de pdles contenus dans la zone d’holomorphie délimitée par ’hyperbole /% issue
ded +it.

Cette courbe croise 1’axe des abscisses en —dy = & — tan8+v/ cos28 + 12 ~ —ttan$, si bien
qu’elle contient environ 7 tan 6 podles de chacun des facteurs I', dont la contribution est a prendre
en compte dans le cadre d’une intégration double-exponentielle centrée en T.

Dans le cas ot les décalages y; ont des classes distinctes dans R/Z, cette la somme vaut

S0 —Hi
¥ i 202ty (—2m; — py)yi(—2m; — ;)
m;l(—2m; — p; —s)

i=1 m,-:O

v(f). )
(1)
Sil'on ne limite pas les valeurs m;, elle diverge.
IIs introduisent donc un terme de complexité de Nt tan 6 évaluations en une précision D,

que nous estimons ci-dessous.

ol ¥;(z) est le produit restreint

6.2.1 Précision

La précision du calcul sera donnée par I'amplitude des termes sommés aux poles.

Or max |v(—2m; — ;)| ~ A% -™) donc le terme maximal est d’ordre

2 xr&r({ax eA((Sé—TZ)
[60/2]! ’

En prenant les valeurs (3.22) pour A et (3.27) pour xmax on obtient une amplitude de

2
Ttan6log ( Dabs ) _vlv+2)r 72(1 — tan®0)

BV ttand 16Dps
si bien qu’on évite facilement toute augmentation de précision en prenant une valeur 6 telle que

tan 6 (v +2)r?

< . 6.2
1—tan?6 = 16Dy log(---) 62)

Pour T >> D,p, 0 tend vers F.

6.3 Complexité

On obtient ainsi une complexité de O(Nrt tan6) + O(N % log D,1,s) évaluations en précision
Daps-

Pour T grand, on minimise la somme de ces deux termes en posant 6 = 4/ M’ Cette
définition est plus restrictive que (6.2) et assure de ne pas augmenter la précision.
Ainsi, d’apres 1’équivalent de N (3.28), la complexité totale de la méthode est de

v/ log Dabs)

r+1
2

O (QDabsﬁ—Er

Nl—

opérations en précision Dgy.

On choisit pour finir B selon le lemme 2.1 : comme précédemment on suppose la complexité
de I’évaluation quasi-linéaire pour poser a = % +1etb = 5. On obtient alors g = % et une
complexité totale de

1,
0 <QD3esr? Vlog D)

opérations en précision D,ps = Dres(1 + %)
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7. CALCUL DES DERIVEES

7 Calcul des dérivées

Les dérivées sont données par

d o y(z)x* k v(z)x*
— = (=1)kk!
G(s, x) ) 3F z—s dz = (—1)"k! /((5) (2= s)eH dz.

L'intégration numérique ne change guere, en revanche les termes dis aux podles en s sont
modifiés.

Pole de décalage
y(z)x~* dk

Res‘zzsm = lz=sy(z)x ™%
Or
d L I F/(P‘i;Z) B Ll itz
E’Y(z)x Y(z)x |J_212r(yl;»z) logx| = y(z)x i:1§¢(T) log x

ott P = ¢° est la fonction digamma.
En considérant ses dérivées successives %), on obtient que

dk
L @ = 1@ R ) (2)

oi Py(y) veérifie Py = L) /2~ log x et Py = PP + 4P
Formule de Poisson On considere le résidu en z tel que § + isinh(z + i) = s de

6721'7.()(2 ')/((5 + lSlnh(Z + i9>x7§7i5inh(z+i9)
(6 4 isinh(z + if) — s)k+1

c’est-a-dire, en posant
¢(z) = arcsinh(i(6 —z)) — i
le résiduen z = s de
672i7tX(p(z) ,)/(Z)xfz _
(z — s)kH

Il est donné par

k . .
e TR () = ARGy (2)x 7y )
ou 2 X
7T
Q) = Dla) ~loglx) — ———s
et

Q11(2) = Qu(2)Qk(2) + Qi(2)-
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Annexe A
( Intégration

1 Formulaire

Les changements de variable faisant fréquemment intervenir les fonctions hyperboliques, on
en donne ici quelques propriétés.

Trajectoires des fonctions hyperboliques Pour tous complexes x, T :

sinh(x + it) = sinh(x) cos(T) + i cosh(x) sin(7); (1.1)
cosh(x +iT) = cosh(x) cos(t) + i sinh(x) sin(7). (1.2)

Ainsi, la courbe paramétrée par x — sinh(x + iT) suit une hyperbole que 'on notera par la
suite /77, d’équation cartésienne

Ay Y? —tan® X% = sin’ T (1.3)

soit

Y =tantV X? 4 cos? T.

Il est commode d’écrire un paramétrage mesurant 1’écart aux asymptotes Y = | X| tan T sous
la forme

sinh(x 4 i) = sinh(x) cos(6) + i cosh(x) sin(6)
= sinh(x)e® 4+ ie *sinf

ol e~ * sin 6 est le terme d’écart.

Pour tous réels x, T,

|sinh(x)| < |sinh(x +iT)| = \/ 7) + sinh?(x) < cosh(x); (1.4)

|sinh(x)| < |cosh(x +iT)| = \/cos?(T) + sinh?(x) < cosh(x). (1.5)

2 Majorations

2.1 Intégrales
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2. MAJORATIONS

Lemme 2.1
PourB >y >0etA,ax>0o0na
B = ﬁi
e} - - -
/ At gy o (AFIHAVNTT (AL AV Ay
0 ap ap ap
(2.1)
etsiA=0
%
0 Ax—aePx A+1
dx < . 2.2
/0 e x < < ape (2.2)

(A+1)x+Aer* —aeP*

Démonstration: En sortant fooo e *dx = 1, on majore l'intégrale par supe , lequel est

A+1)e ™ 4+A —_
()17}57 = o(B~7)

obtenu pour . Avecl’encadrement 0 < e~ 7* < 1 on obtient le premier résultat.

Le second correspond a e™ 7 = 1. 0

Remarque : Le fait que la majoration (A.2.2) soit meilleure que la limite de (A.2.1) quand A — 0
est dti a 'encadrement du terme e~7* dans le premier cas.

Lemme 2.2
Soientwa, p > 0 et X € [0, 00],

/X et 4y < zx‘”ﬁw. (2.3)
Jo B

Démonstration: L'intégrale est majorée par [, 0°°, puis on effectue un changement de variable. 0

2.2 Fonction gamma incomplete

Lemme 2.3
Soient s, x tels que x > |s| > 0,
5]

ITinc(1+s,x)| < (1— ?)*1xRe(s)e*x (2.4)

etsis, x vérifientRe(s) < 1 etx > 0, alors

5]

ITinc(145,x)| < (1+ Y)XRe(S)e—x. (2.5)

Démonstration :
o0

Tine(1+5s,x) = / u’e " du

X

e} S,—
_ use

= x°e x—i—s/
X u

u

du;

donc dans le premier cas on écrit

sl

|rinc(1 + s,x)‘ < xRe(S>efx + > !rinc(l +S,X)

et dans le second, puisque Re(s) —1 <0,

}rinc(l + S,x)| < ARe(s) p—x + |s\ ARe(s)—1,—x
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ANNEXE A. INTEGRATION
2.3 Restes intégraux
Lemme 2.4
Pour touswa, p > 0, et tout X > 0,
_geBX
[} -~ ‘5/\‘ e ael
e e —_— 2.6
Démonstration : f;o e dy < aﬁ% f;go aﬁeﬁxe*“em dx. O
Lemme 2.5
Soienta,y > 0 eta, X tels que (X + a) > v, alors
) B (X+a)'y+leﬂxX
a4+ Ve Mdrg L~ 2.7
J @+ R e 27)
Démonstration: L'intégrale vaut
(o]
I = e"‘“/ uTe " du
X+a
eﬂ(ﬂ o0
= 1—/ uVe " du
al+ a(X+a)
M Tipe(y+1,a(X +a))
- alt+y
et ( ( ))'y a(X+a)
< a(X+a))te”
7
ller,y(l - oc(X-‘ru))
d’apres (A.2.4). 0
Lemme 2.6

Soienta, B > 0 etaXP +1 >

XA+ eﬂxxﬁ

% (en particulier siaf > A +1),

/ L T
X afXP+B—A

Démonstration: On pose u

-1

s . 1 poo  AML-q .
th, alors l'intégrale devient ! [ xp it P e *du et on applique le

lemme A.2.5. 0
Lemme 2.7
2
Soient A,a > 0 et X tel quelogX > 1+ (/\Hi# (en particulier si X > % log ()‘T“)),
alors o
S t X
/ T Xog'X _vmx,
/X alogX—a—()&—i—l)lOgTX
Démonstration: En intégrant par parties :
© A+1 A 1
I:/ e " mst df = X7 ¢V / t7 (logt — 1) ¢ g dt,
X A+1 )\ +1 (logt)?
donc
— A+1
I a(Xlog X 2X) 1) < X R
(A+1)log” X A+1
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2. MAJORATIONS

ce qui donne la conclusion si le dénominateur est positif.
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Annexe B
Fonctions L

1 Encadrement de la fonction Gamma

La formule de Stirling nous donne un équivalent de Gamma sur tout le plan complexe privé
d’un secteur autour de 1’axe réel négatif. Gamma y posséde une décroissance simplement expo-
nentielle.

Pour appliquer la formule double-exponentielle a la fonction f par un changement de variable
en sinus hyperbolique, on s’intéresse donc au comportement de Gamma sur des demi-droites
issues de 6 > 0.

Lemme 1.1

Soit6 €]0, 7 —¢[ etd, p > 0, alors pour tout e > 0

T(6 +ipe) = O (e—P<Si“9—€> 10%P> : (1.1)

Plus précisément, on démontre

Lemme 1.2
Soit6 €]0, 7 — €[ etd, p > 0, alors on a I'estimation
’F(5+ipei9)‘ < Cée(éf%fpsiné))10g(p+1)7p(%+9)cos@+psin9 (12)
puq \2max([o-|[dmn gy
ou Cé =V 27 (m) e85cosh ,

Démonstration: En exprimant les valeurs du logarithme de I' a ’aide de la formule d"Euler-MacLaurin,
on peut écrire une formule de Stirling précisée [Rad73, 21.1(p37)] :

logT(s) = (s — %)log(s) s +log V2T + R(s) (13)
ot le reste
/ {2 —{x} {x} (1.4)
x + s
obéit a la majoration

T
<=
R < 8d(s, R_)
(d(s,R—) désignant ici la distance du point s a ’axe réel négatif, et vaut le module de s ou la valeur
absolue de sa partie imaginaire — selon le signe de sa partie réelle).

(1.5)

Pour estimer le module de la fonction gamma, il nous faut une majoration précise de la partie
réelle de cette expression évaluée en s = ¢ + ipe'd.

Puisque la fonction gamma Vériﬁe T(§) = I'(s), on peut se restreindre & considérer les valeurs de
s pour lesquelles 6 €] — Z, [ etp >
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1. ENCADREMENT DE LA FONCTION GAMMA

On peut alors expliciter les différents termes de (B.1.3) en écrivant :
1 1 . .
(sfi) = ((5f§fpsm9)+z(pc059) (1.6)

log(s) = %log(p2 —26psinf + 6%) +i (7; + arctan(psplrclfs;é)) . (1.7)

Puisqu'il suffit de considérer la partie réelle de (B.1.3), on raméne la démonstration aux trois

estimations suivantes sur la demi-droite ((5 + ipei9> o0
p>

1. parties imaginaires :
1 Y
’Im(s - E)Im(log(s)) — pcos 9(5 + 9)' < Eq1(6,0)
2. parties réelles :

Re(s — %)Re(log(s)) —(6— % — psin@)log(p + 1)‘ < Ex(6,0)

3. termes de Stirling restants :
’Re(fs) +1log V27T + R(s) — (psinf — 5)’ < E5(6,6)
qui fournissent exactement (B.1.2) avec l'erreur C; g donnée par

IOg(C&g) = El (5,9) + Ez((S,G) + E3((5,9) (18)

Produit des parties imaginaires On exprime a 'aide des accroissements finis

arctan<w> = arctan (tanG __° )
pcosf pcosf
1
=0 2L g <1.
pcosf
Donc on a l'estimation pour les parties imaginaires
T T
0 cosf (E + arctan(tan@ — pcos(9>) = pCOSG(E + 9) + Eq1(0) (1.9)
ou
|E1(8)| = |0er| < [6]. (1.10)

Produit des parties réelles On extrait le terme principal en posant

1 . 1 p? —25psin 0 + &2
~log(p* -2 7)) =1 1) +51 111
3 0(6% ~20psind + &%) = log(p +1) + 3 log (20T (1.11)
terme principal
erreur (p)
de sorte que l'erreur E; est donnée par une majoration de la fonction
1 .
¥(p) = (6= 5 —psin0)¢(p). (1.12)

On remarque que ¢ est une fonction valant log(d) pour p = 0, de limite nulle en l'infini, et
atteignant son minimum

55 +sin0)y 1 (1 —sin” )
¥ =9(3 7 5eme ) = 29805 s5sme 1 1)

On peut donc écrire
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2 02
17, @ (1—sin”6)
2 ]Og((r+2a sin 0+1

FIG. B.1: majoration du logarithme

pour p < P ¢

S —

¥ ()| gmax( % , Jfé—pmsine‘) | (om)]

’

On pose C; = max(’é — %

6 — % — Om sinQD (cf. figure B.1).

pour p > py ¢ en minorant le logarithme par concavité

log(1—x) > log(1— xo)xi pour x € [0,x] C [0,1],
0

On pose
o1 p* —20psinf+6> _ 20(1+8sinf) +1— 6
(p+1)2 (p+1)2
o _ (1+4sin0)? <1
07 %lo=pm = 52 4 26sinf + 1

ce qui donne
e d’une part

|log(1 — x0)| = [¢(pm)]

d’apres le calcul ci-dessus ;
e d’autre part

x 1 XZp(1+(5sin9)+17(52 Xt52+2(5sin9+1
T p+1 1)(1+ ésin6 1+6sin6
X p+ (p+1)(1+dsinb) +dsin

=1+pu
1 20+1
< — X x (1
gZPerl.
po+1
Ainsi
1 .
¥(0)] = |6~ 5~ psiney(o)
6—1 —psing
< 2(om +1) | —2———
| (om)| 2(om +1) )
1, .
Or %%mo est décroissant en p (sa dérivée vaut i%), donc

[¥(o)| < |(pm)|2 ’5— % — omsin@

<2C1 [9(om)|

ce qui acheve l'estimation pour p > p.
Sur R tout entier, on a donc la majoration

[¥(0)| <2C1 [$(om)| = E2(3,6). (1.13)
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2. RESOLUTION DES EQUATIONS IMPLICITES EN x ET log(x)

Reste de Stirling La distance de la demi-droite & + ipe® a I'axe réel négatif valant écos#, la
majoration (B.1.5) permet d’écrire
U

E3(5,0) =log v2m + 85 cost”

(1.14)

Fin de la démonstration de B.1.2 On rassemble les estimations (B.1.10), (B.1.13) et (B.1.14) pour

écrire
log |T'(s)| = Re((s — %) log(s) —s+log v2m + R(s))
1 . T .
= ((5 ~3 —psmG) log(p +1) —p(E —|—9) cosf + psinh — ¢
+E(6,0,p)
avec

|E(6,6,p)| < E1(8) + E2(6,0) + E3(6,0)
7T

6—1/2—pysind|) [¢(om)| +log V27 + 7. (1.15)

<6+ 2max(|6 —1/2|, 86 cos

En simplifiant par 6, on a donc démontré B.1.2 avec la constante

Csp = exp(E(5,0) —9).
g

En particulier, T est & décroissance exponentielle sur tout rayon & + ipe’ pour 6 € [0, Z[. En

revanche, I croit exponentiellement des que 6 < 0.

1.1 Produits de facteurs gamma

Sil’on considere y(z) = TT/_; I'( H’;Z), en z = J + isinh(f + if), on écrit
sinh(t 4 i0) = ¢’ sinh(t) + ie * sin 6
de sorte qu’en posant p = sinh(t)/2,

gitz S+ u;—etsind

i oif
5 > +ipe”.

On peut donc poser §;" = % etd; = w

pour écrire

et utiliser la majoration B.1.2 terme a terme

r
log|7(z)| < Y logCys 5- + (Zéf - % - (rsin@)p) log(1+ p)
i=1 P
- r(g +0) cosf +rsinfp (1.16)

ot ’on pose
Cs5 = sup Ci. (1.17)
xe[6,0']

2 Résolution des équations implicites en x et log(x)

2.1 Fonction de Lambert
Lors des optimisations de parameétres, on désignera par Ly, (x) la solution réelle positive de

vA

ze* = x (2.1)
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ol x est un réel positif.

L. est souvent appelée fonction de Lambert, son prolongement multivalué a C ainsi que diverses
applications sont étudiés dans [CGH"96]. Dans le domaine R que nous considérons, elle se

calcule aisément par la méthode de Newton.

En posant xp = In(x + 1), on calcule
Xp — X~

xn+1:xn_7x 1
n

2.2 Propriétés

On a les développements asymptotiques suivants :

en (0
3
Ly (x) = x —x% — > +o(x73)
en oo
x
L =1
w(x) = log ——
log
x
log —

ainsi que I'encadrement sur [0, oo]

log (Mig(lx—l—x)> < Lw(x) <log(1+ x).

Lemme 2.1

Soienta, b, c > 0, alors la solution de I’équation
aX+blogX =c

est donnée par

<

Il
ISl IR

!

<
S
IS IRSNY

[

ST}
~_

Démonstration: On résout en { X en écrivant { X +log(;X) = § +1log(3), d’ott le résultat.

Autres équations On peut également écrire la solution de
zlogz =x

sous la forme z = elw(*) =

Lw(x)"

2.3 Cas des majorations de Gamma

On s’intéresse & une expression de la forme

A+ Blog(14+T)+CT —DTlog(1+T).

Maximum Le maximum est obtenu pour la premiere annulation de la dérivée

B T
2 L C—-D(og(14+T)+——)=o.
177+ € Plogl+T)+ =) =0
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2. RESOLUTION DES EQUATIONS IMPLICITES EN x ET log(x)

On pose d’abord X = 1+LT pour mettre sous la forme
BX+C+Dlog(X)-D+DX=0

et le lemme B.2.1 donne

x=_P 1 <B+DeCDD>.

“B+D Y\ D
Avec les notations A = # ety = e_%, le maximum est atteint en
A
Lw(Ap)

2.4 Fonction Ly

Bien que la forme suivante soit exprimable a l'aide de la fonction Ly, on introduit par com-
modité Ly(z) la solution de I'équation

— =X (2.2)

pour x = e.
OnaLy(z) = —Ly(—1), et le développement

Ly(x) = log(xlog(xlog(---))).

On a aussi facilement
Lx(x) < log(2xlogx).

Cette fonction se calcule a nouveau tres aisément par une méthode de Newton, et résout les
définitions de la forme :

Lemme 2.2

Soienta,b,D > 0 tels queb < D ou D > aLX(%), alors la solution de
Xue—bX < e—D

est donnée par

X = 7L« (‘Zﬁ) . 2.3)
Si on suppose de plusa = 0o(D), on a
Xz?—I—Zlog([)bﬂl)—i—o(log(D;a)). (2.4)
Démonstration :
XX — gD o piX _ (ZX)%eg

a a p
@X—ELX(EE“)

ce qui est bien défini avec les conditions données dans I'énoncé. L’équivalent s’obtient en effectuant

le développement asymptotique a la main sur I'équation X = D++10gx. 0



Annexe C
Un algorithme de calcul des racines de 1'unités dans les corps

de nombres
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Soit K = Q(«) un corps de nombres. L'objet de cette étude est la détermination algorithmique
des racines de 1'unité contenues dans K, en supposant ce dernier donné sous la forme d'un po-
lynéme de définition et d’une base d’entiers. Par détermination, on entend l’expression d’une
racine primitive sur la base d’entiers.

Apres un rappel sur la stratégie d’énumération couramment employée, on suggere une ap-
proche heuristique fondée sur le principe local-global et des réductions LLL, ainsi qu’un algo-
rithme déterministe reposant sur la factorisation du polynéme cyclotomique.

L’algorithme proposé a été intégré au logiciel de calcul PARI/gp, et adopté comme algorithme
de calcul de racines par défaut (fonction nfrootsof1).

Notations

Dans tout ce qui suit :

e KK désigne un corps de nombres, de degré n, d’anneau des entiers O, de discriminant
disci.

e m est le nombre de racines de 'unité présentes ou supposées 1'étre dans K. Une racine
d’ordre m sera notée (.

e p est un nombre premier, p un idéal premier qui le divise dans Ok. On note k(p) le corps
résiduel associé, et Frob, 1’automorphisme de Frobenius induit sur K, si I'extension est ga-
loisienne.

e o dénote un plongement de I dans C, et x” son action sur x.

On note Norm(x) la norme algébrique d’un élément de K.

1 Courts vecteurs : algorithme de Kannan

Le corps K est une extension séparable, donc on dispose de n plongements
c:K— C.

Ceci permet de définir une norme euclidienne sur le Z-module Ok en posant

T(x) = Y |o(x)[*

105



2. PRINCIPE LOCAL-GLOBAL

Les racines de l'unité présentes dans IK sont alors caractérisées par le fait d’étre les plus courts
vecteurs du réseau Ok muni de la norme T».

Proposition 1.1

Pour tout x € Ok \ {0}, ona Tr(x) > [K : Q], avec égalité si et seulement si x est une racine
de I'unité.

Démonstration: Posonsn = [K : Q], etsoit x € Ok. En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique,

on peut écrire
2

Ty(x) = Y_|o(x)[* = n([] |o(x)]?)# = n [Norm(x)|" (1.1

En particulier, si x # 0, [Norm(x)| > 1 ce qui démontre le premier point.

D’autre part, soit x un vecteur de norme n : le cas d’égalité arithmético-géométrique impose alors
que |o(x)| = 1 pour tout plongement.

On conclut que x est une racine de 'unité par un raisonnement classique dt a Kummer : puisque
toutes les puissances de x jouissent de la méme propriété, et que les coefficients du polynéme ca-

ractéristique sont bornés en les ‘(r(xk) , ces polyndmes caractéristiques sont en nombre fini. Il existe

k

donc deux exposants k # [ tels que x* = x!, et donc x est une racine de l'unité. 0

La détermination des racines de 1'unité de KK correspond ainsi a 'énumération des vecteurs de
l'ellipsoide T, (x) < n.

11 existe principalement deux algorithmes de recherche de plus court vecteur pour mettre en
ceuvre ce principe, I'un dii & Fincke&Pohst ([FP85]), ’autre a Kannan ([Kan85]). Ce sont des al-
gorithmes déterministes, reposant sur une réduction du réseau avant une énumération exhaus-

tive des petits vecteurs. La complexité est toujours exponentielle, respectivement 20(%) et O(n?)
([HS07]).

1.1 Résultats

En dépit d"une complexité théorique dirimante, cette recherche s’avere rapide dans de nom-
breux cas : en petite dimension (inférieure a 50), en l'absence de racines de 'unité, en présence
d’un corps cyclotomique.

Cependant il est aisé de construire des extensions pour lesquelles I'énumération demande un
temps tres long, en particulier par composition de petits corps.

Par exemple le polynome

P :x66 _ x65 + X64 _ x62 + 2x61 _ 2x60 + x59 + X58 _ 3x57 +4x56 _ 3x55
+4x%% — 722 + 720 — 3x%0 — 4x® + 1128 — 1427 4 1024 4 1% — 152
—20x® +21x* — 36x*! + 16x* + 5377 — 41x% + 57x% — 52270 4 112
+46x7* — 98x 4+ 109x7 — 632! — 35x% + 144x% — 207x% 4 1724
—28x0 — 179x% + 351x%* — 379%™ + 200x** + 151! 4 114x™° + 86x"?
+65x'8 + 49x17 4 37x16 4 28x1% 4 21aM + 16213 4 12x12 + 9x 1! 4 7410
+5x7 +4x8 + 327 + 220 422 + 2t 4 3 4 2 41

définit un corps contenant les racines quarante-sixiemes de 1'unité, pour lequel I'’énumération,

réalisée selon l'implantation du logiciel PARI/gp, a été interrompue apres quatre semaines de
calcul sur une machine dédiée.

2 Principe local-global

Le principe local-global est vérifié pour les racines de 1'unité.
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Proposition 2.1

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(@) pm C K
(ii) um C Ky pour tout premier p

(iii) pour tout p premier ne divisant pas m et tout idéal premier p au-dessus de p, Norm(p) =
1 mod m.

Démonstration: On considere I'extension galoisienne K(y(m)) /K, et on suppose que pour tout pre-
mier p non ramifié on a Norm(p) = 1 mod m, alors 1’action de Frob, sur une racine m-iéme de
l'unité est donnée par { — gNomm(p) — 7 donc ce Frobenius est l'identité. D’apres le théoreme de
Cebotarev, le groupe de Galois est réduit a la classe de conjugaison triviale et 'extension est donc de
degré 1. 0

Remarque : I'emploi du théoreme de Cebotarev permet de remplacer tout premier p par presque
tout premier p ou méme une densité positive de premiers.

Par la suite, on note R (m, x) I’approximation de la propriété (iii) « jusqu’a x »
Vp < x,Vp | pOg,Norm(p) = 1 mod m. 2.1)
Lorsque K ne contient pas ji;,;, on définit a 'inverse le premier échec a ce test en posant

Vp < x,Vp | pOk, Norm(p) = 1 mod m.S(K,m) = inf {p, Ip | pOk t.q. Norm(p) # 1 mod m} .
(2.2)
La mise en ceuvre effective du principe local-global méne a étudier deux questions :

1. déterminer des valeurs x telles que R (m, xk) < pum C K.

2. caractériser les grandes valeurs (finies) de S(K, m), et 'évaluer génériquement.

2.1 Théoremes de Cebotarev effectifs

La premiére question est résolue par la classe des théoremes de Cebotarev dits « effectifs ».
Sous 'hypothese de Riemann généralisée (GRH), [LO77, corl.2] énonce le résultat suivant (ot
la constante est due a [Ser81]) :
Théoréme 2.2

Soit L/ K une extension galoisienne. Alors en supposant que la fonction {; de Dedekind n’a
pas de zéro de partie réelle supérieure a %, pour toute classe de conjugaison C de Gal(L/K),
il existe un idéal premier p non ramifié dans K tel que Frob, € C et

Norm(p) < c(log disc(IL))?

otl ¢ est une constante absolue, que I'on peut prendre égale a 70.

On applique ce théoreme a n’importe quelle classe d’isomorphismes non triviaux de l'exten-
sion K (pm) /XK, d’ot1 ’on déduit la

Proposition 2.3
Sipm ¢ K, )
S(K,m) < 70 (logdisc(]K(ym))> .

D’autre part, en utilisant les majorations de [Ser81], on peut éliminer le discriminant et donner
un critére ne faisant intervenir que le degré de K et la ramification.
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Proposition 2.4
Sipm € K,
S(K,m) < V70ng(m) (log(n) +log p(m) + ) logp)
P

ou p parcourt les diviseurs premiers de mdisc(IK).

2.2 Application : détermination heuristique

On définit la procédure suivante pour «deviner» quelles racines de I'unité sont présentes dans
le corps KK : calculer le pged d'un certain nombre de valeurs Norm(p) — 1 jusqu’a ce que la valeur
reste stable.

On peut affiner cette prédiction en considérant les conditions de ramification que 'on peut
déduire de l'inclusion Q({) C K.

Proposition 2.5
SiQ(x) C K, ona

o dunepart(p—1) | [K: Q] etk <1+v,([K:Q]);
M 1

®Q -1

o d’autre partk < 1

Démonstration: A partir de la multiplicativité des degrés on a
Q) Q) = (p— 1P | [K: Q]

d’ot1 'on tire le premier point.

D’autre part, en considérant les discriminants, on peut écrire ([Lan64]) :
disc(Q(Z 1)) = prt (pk—k=1)

et

disc(IK;K;) = disc(Kq ) K EKil gise (1K, ) Kl Ke ]

On en tire le critere supplémentaire :

vp(disc(KK)) > %[K . Ql, 2.3)

d’ot1 le second point de la proposition. 0

La procédure est alors la suivante :
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Algorithme 2: Heuristique sur le nombre de racines

Entrée : K un corps de nombres

Sortie : m tel que le nombre de racines de l'unité de K divise m ;
poser m = 0;

répéter

calculer la décomposition de p dans Ox;

calculer le pged f des degrés d’inertie;

poser m = pged(m, pf —1);

jusqu’a ce que m soit stable sur N itérations;

pour chaque diviseur pf" de m faire
sip, —11[K: Q] alors

| ki=0
sinon
k; = min(k;, 1+ vpz.([lK :Q));
ki = min(k;, geor? — o Lp);
fin
fait

retourner le produit des pfi

Le nombre de racines obtenu est dans tous les cas un multiple du nombre de racines présentes
réellement dans le corps, et dans la plupart des cas on obtient la bonne valeur.

2.3 Pertinence de ce test

Cette détermination heuristique est assez perspicace en pratique. Cependant on peut construire
des corps K pour lesquels S(IK, m) est grand, ce qui signifie qu'une implémentation du test 2 —
munie d’une valeur N raisonnable — donnera de maniére erronée un multiple strict de m.

Nous esquissons de telles constructions dans les paragraphes suivants.

2.3.1 Exemple des corps cyclotomiques réels

On considere le l-ieme corps cyclotomique Q(;), et son sous-corps totalement réel K =
Q)

On cherche les premiers | permettant d’obtenir de grandes valeurs de S(Q(( l+ ), 1.

Dans Q({;), on a bien stir Norm () = 1 mod ! pour tout premier B, et le degré d’inertie de
est exactement 1'ordre de p dans (Z/1Z)*. Ainsi, on aura encore Norm(p) = 1 mod ! dans K si et
seulement si p possede déja le méme degré d’inertie dans K.

Q&) P

S

K =Q(g")

k=2

Q(V-I)
\\\\\Q p

On veut donc que p soit totalement décomposé dans 1’extension Q(;) /K, c’est-a-dire que son
groupe de décomposition Dq ¢,/ soit trivial.
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Or Gal(Q({;)/K) ne contient que la conjugaison complexe 7, donc en reportant la condition
cherchée sur l'extension Q({p)/Q, cela signifie que D ¢,),q ne doit pas contenir cette conjugai-
son complexe.

Puisque Gal(Q({;)/Q) est cyclique, T en est 'unique élément d’ordre 2, donc il faut et il suffit
que #Dqg,)/q SOit impair; ceci équivaut au fait que D,,/, n'a pas de sous groupe d’indice 2,
donc p est décomposé dans I'unique sous-corps quadratique de Q({;), qui est Q(V/1*) avec I* =
(-1) =1L

-1
Ainsi, Norm(p) = 1 mod | & ((_1;21) =1

Une recherche numérique donne des valeurs intéressantes de [ ainsi que le premier premier p
pour lequel Norm(p) # 1 mod (/) :

premier !  S(K,I)

2 5

41 13
1361 23
3449 29
21089 31
23201 37
70769 41
174929 47
658649 53

Les valeurs de S obtenues par cette méthode sont trés faibles.

2.3.2 Exemple des composés de corps quadratiques

La en revanche on a de meilleurs imposteurs.
Soit K = Q(v/'D) un corps quadratique. On recherche des discriminants permettant d’appro-
cher la ramification correspondant aux racines quatriemes et sixiemes de l'unité.

g+ Onveut Norm(p) = 1 mod 4, ce qui équivaut a ce que les premiers congrus & 3 mod 4 soient

inertes. On choisit donc D tel que pour tous les petits p, p = 3 mod 4 = (5) =-1L

D
e : Cette fois on veut Norm(p) = 1 mod 3, soit l'inertie ((P> = —1) de tous les premiers

p = 2 mod 3 (2 excepté).

En ne considérant qu’un corps on obtient les résultats suivants :

D S(Q(vD)4) c= D S(Q(WD),6) c=
2 7 2.28e-1 2 17 4.21e-1
3 11 4.45e-1 -5 23 3.43e-1
6 19 3.17e-1 7 29 3.69%e-1
21 43 5.48e-1 10 41 4.47e-1
-133 47 2.98e-1 17 47 7.60e-1
-253 67 3.50e-1 -177 71 4.12e-1
1190 71 2.11e-1 1295 89 2.39%-1
-1290 83 2.43e-1 -2033 101 2.47e-1
-4830 107 2.40e-1 -5270 113 2.31e-1
46221 127 2.16e-1 19587 137 2.70e-1
47033 131 2.22e-1 160978 179 1.31e-2

93057 139 2.11e-1
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En considérant des composés K = Q(+/D1,+/D2) on peut également imiter la présence de
racines huitiemes de 1'unité, si tous les premiers congrus a 3,5,7 mod 8 ont un degré d’inertie
non nul dans 1'un des sous-corps.

Par exemple P = x* + 1432x? + 532900 obtenu par composition de x> — 7 et x> + 723 passe
tous les tests jusqu’a p = 131. L'heuristique détecte donc de maniére erronée des racines 24iemes
de 'unité.

En se focalisant sur les racines 8iémes, on obtient par exemple P = x* + 24x? + 1156 qui passe
les tests jusqu’a p = 127.

2.3.3 Cas quelconque : programmation linéaire

On poursuit cette idée de composition de petits corps permettant, en distribuant les propriétés
d’inertie selon les sous-corps, d’obtenir de grandes valeurs de S(K, m).

Les techniques de programmation linéaire permettent précisément de déterminer une combi-
naison de corps, minimale selon un critere choisi, dont chacun satisfait une partie des relations de
congruence.

Soit donc K = Kj ..., le composé des corps Ky = Q[X]/(Q;).

Comme précédemment, on désire que pour pour tout premier p jusqu’a une certaine borne, le
degré d'inertie f,,,, de p | pOx soit multiple de 'ordre de p dans (Z/mZ)*.

Notons

(z/mz)* =[][]2z/9Z,
q i
la décomposition en composantes p-primaires de (Z/mZ)* et

o(p) =] Lg%~
q

la décomposition en facteurs premiers de 1’ordre de p modulo m.
En posant
1siVp | pOk, Norm(p) = 1 mod [g%]
(K, p,q") = 7
(K- p:q") {OSinon
la vérification de R(m, x) se traduit par le programme linéaire suivant, ot les colonnes décrivent
une famille de polynomes Q);, et les lignes décrivent les degrés d’inertie selon chaque premier p
inférieur a x :

Vp<x, Vg lo(p), Y xio(Kjp,q*1) =1 (2.4)
7

On ajoute enfin I'objectif suivant :

Minimiser Zx]' deg(Qj) - dis’C(Q]'r1
j

pour minimiser le degré de 'extension K obtenue, et dans une moindre mesure son discriminant.

En l'état, ce programme linéaire produira 1'extension cyclotomique comme composée de ses
sous-corps, il faut donc rajouter des contraintes qui I’en empéchent, a savoir imposer une inertie
trop faible sur quelque premier plus grand que p;.

La résolution de ce programme en nombres entiers, méme sans aller jusqu’a I’optimum, per-
met d’exhiber des extensions aux propriétés de ramification exceptionnelles du point de vue du
théoreme de Cebotarev effectif.

En particulier, on peut essayer par ces exemples de minorer la constante ¢ qui intervient dans
le théoreme effectif 2.2. Le tableau C.1 montre quelques extensions composées obtenues, et les
valeurs de ¢ correspondantes. Ces derniéres sont tres faibles, en particulier deés que 'on essaie
d’atteindre de grandes valeurs de S ou que 'on s’intéresse aux racines d’ordre supérieur a 6.
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m deg(K) logdisc(K(pum)) S(K,m) c>

6 8 29.1 131 1.55e-1
6 8 29.9 149 1.67e-1
4 16 137.3 991 5.26e-2
4 32 2494 2003 3.22e-2
4 32 364.0 2999 2.26e-2
6 32 344.0 2999 2.53e-2
6 32 397.1 3089 1.96e-2

TAB. C.1: Corps déterminés par programmation linéaire avec GLPK

3 Calcul des racines par relevement

Toute cette partie est une adaptation au cas des racines de 1'unité de l’algorithme de factorisa-
tion dans les corps de nombres, présenté en toute généralité dans [Bel04].

3.1 Principe

Il s’agit d'une application de la démarche modulaire pour déterminer une racine d’un poly-
ndme cyclotomique &y, :

1. calculer une racine { modulo un idéal premier p ;

2. relever { modulo p* par le lemme de Hensel ;

3. prendre un relevé dans Ok dés que le domaine fondamental du réseau p* est suffisamment

grand.
¢ e Ok
’ \wnonique
¢ € k(p) p— ¢ € Ok/p"

Les deux premieres étapes n’occasionnent pas de difficulté particuliére. Pour la troisieme, il
convient de s’assurer qu'un relevé coincide avec une racine de l'unité.

3.1.1 Conditions de reléevement dans O

Pour un réseau pk donné par une base (v1,...v,), le relevé canonique de Ok / pk dans Oy est
le relevé appartenant au domaine fondamental centré

D= {invi,xi €] - %%]}

Or on dispose d’apres la proposition 1.1 d'une information de localisation des racines de

l'unité :
{ € Br,(0,n) = {x € Ok, To(x) <n}.

Par conséquent, I'opération de relevement permet d’obtenir { si on peut inclure une boule de
rayon 1 dans le domaine fondamental du réseau p*.

A réseau fixé, ce rayon est d’autant plus grand que la base (vy, ... v;,)

e est presque orthogonale;

o est formée des vecteurs courts du réseau.

De maniére analogue a l'optimisation réalisée pour énumérer, il est judicieux d’imposer a
la base considérée d’étre une base LLL-réduite, ce qui correspond précisément a satisfaire les
conditions ci-dessus.
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3.2 Algorithme détaillé

On suppose connaitre un multiple m du nombre de racines de l'unité présentes dans K via
I'heuristique 2.

Algorithme 3: Calcul modulaire des racines

Entrée : K un corps de nombres muni d’une base de O, un multiple m de I'ordre de

Sortie : 'expression d'une racine primitive de puxk

début

choisir un idéal premier p ;

évaluer I'exposant k nécessaire ;

répéter pour k croissant

calculer p¥ et en déterminer une base LLL-réduite ;

calculer le rayon de la plus grande boule incluse dans le domaine fondamental D;

jusqu’a ce que Br,(0,n) C D;

pour chaque g = p' divisant m faire
/*recherche de {, */
répéter pour [ décroissant

calculer une racine giéme de l'unité modulo p ;

la remonter modulo p* par Hensel ;

jusqu’a ce que on a un représentant {4 dans Ok N B;
fait
retourner le produit des (4

fin

Par la suite, nous donnons des détails de chaque étape.

3.2.1 Choix de l'idéal p

Du point de vue théorique, tout idéal non ramifié permet le déroulement des étapes ulté-
rieures.

En pratique, il y a un arbitrage a réaliser : une grande valeur de p ainsi qu'un grand degré
d’inertie permettent d’obtenir un réseau p plus volumineux, ce qui permet de réduire 1'exposant
k. Ceci au détriment de la vitesse des calculs dans k(p).

D’un point de vue algorithmique, p est déterminé par deux générateurs (p, P(a)), ou P est un
facteur de P modulo p, de degré f(p/p).

3.2.2 Calcul dans k(p)

On utilise ici I'algorithme de Berlekamp pour factoriser le polynéme cyclotomique ®;, dans
le corps fini k(p) = F,[X]/P.

Par hypothese, @, est scindé a racines simples, on en sélectionne une racine (.
3.2.3 Relévement

Pour tout exposant k, les puissances de p sont données par

k k pk
pr= (P B

La valeur de { mod p* est calculée par le lemme de Hensel.

Il reste ensuite a réduire p* par 'algorithme LLL pour «redresser» son domaine fondamental
et favoriser le critére d'inclusion.
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3.2.4 Critere d’inclusion
Commencons par évaluer précisément le rayon d’une boule inscriptible :
Lemme 3.1 (Plus grand rayon)

Pour un réseau A donné par une base (v1, ...v,), notons G = ((Ui, vj>> sa matrice de Gram.
Le rayon de la plus grande boule inscriptible dans le domaine fondamental de A est donné
par la plus grande norme des colonnes de G~!

1
2max;/(G71);;

Rmax =

Démonstration: Ce rayon est la plus petite distance du centre de D a chacune des faces. Par translation,
chacune de ces distances revient a calculer

v; 1
d( fl,H]) = *d(Z)j,H')

2 2 J
ot H; = Vect(vy,...7j,...vy)) est'hyperplan engendré par les v;,i # j.
Notons 7; le vecteur orthogonal & H; défini par

(0,0i) = i
c’est-a-dire que 7; est solution du systéme
Gj = (4)i-
soit la j-iéme colonne de G~ 1.
On a alors ’(17]-,0])’ = d(vj, Hj) Hﬁ]H =1,dou
-1 -1
oy ) =l = o]
Il reste a calculer le produit scalaire
2
|67t =t ¢7'e6 ! =)t
Ce qui démontre la proposition. 0

Pour les calculs, il est préférable d’exprimer @; dans la base orthogonalisée (v]* ), ce qui permet
de remplacer la matrice de Gram G par la matrice d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

K= ((07,0)))

L’'inversion est plus simple puisque cette matrice est triangulaire.
D’autre part, le calcul difféere au moment du calcul de la norme, puisque cette fois la norme
d’un vecteur exprimé selon une base orthogonale vaut

2
2 Kz,
-1 _Z ij
HK]. H & 2
1

i,j

D’otl1 une expression alternative

—_

Rimax = ~ mi (3.1)
2

Ainsi, I'on dispose d'un domaine fondamental convenable dés que Rmax > 1 pour une base
idoine du réseau p*.
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3.2.5 Estimation de I’exposant nécessaire

L’étape la plus cotiteuse de l’algorithme consiste a effectuer une réduction LLL de I'idéal p¥. La
complexité étant cubique en k, il est crucial d’évaluer aussi précisément que possible I'exposant k
afin qu'il soit suffisant pour permettre le relevement.

Une étude de la formule (3.1) utilisant le fait que la base est LLL réduite donne la majoration
suivante ([Bel04])

Tp(v1) '
()

Si on ajoute le fait que v; € pk est de norme divisible par Norm(p)¥, en utilisant la moyenne
arithmético-géométrique (1.1) on obtient

Ty(v1) > nNorm(p) T

Ce qui permet de donner une majoration de k :

nlog(Zn% (%)nil) 2

n
2flog(p) N O(fIOg(P))'

k<

4 Relation linéaire entre racines

Si au terme de 'heuristique 2 on a de bonnes raisons de croire que KK contient y,;, on peut es-
sayer de déterminer une racine primitive en cherchant une relation de dépendance linéaire entiere
entre une approximation complexe de cette racine et celles des éléments d'une base d’entiers.

De telles relations peuvent étre exhibées a I'aide de 'algorithme LLL, en calculant une base
réduite du réseau donné par les colonnes de la matrice suivante, ot1 ¢ : K — C est un plongement
que l’on a fixé.

1 0 0
0 .
Ap = : ' 0
0 0 1‘
[MRe(wf)] -+ [MRe(wy)] [Me’]
[MIm(wf)] - [MIm(wf)]  [Me']

On choisit ici M de sorte que le plus court vecteur du réseau fournisse une 1’égalité

c’est-a-dire ait une derniére composante nulle et des coefficients tous petits, tandis que les autres
vecteurs aient plutot une norme d’un ordre M bien supérieur.

La mise en ceuvre de cette stratégie de sac a dos nécessite deux estimations : un majorant de
la norme du vecteur attendu, et une minoration de la norme des autres. C’est 1a le contenu de la
proposition 4.2 suivante.

Ensuite, les propriétés des réduites LLL (proposition 4.4) permettent de choisir la constante M
pour filtrer uniquement le vecteur attendu.
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Notations Tout vecteur Z de A estla donnée d"un entier algébrique x donné par ses coordonnées
sur la base O, et de 'approximation d’un complexe Mz formé des deux derniéres composantes.

«
'5} !
Plus précisément, pour tout vecteur X = | * |, on pose Z = zx.n le produit Ay X € A, eton
«
K .
b

lui associe le nombre complexe z = ) a;w{ + ke2im/m.
1

On note || X||, = (Z lez) ? la norme euclidienne usuelle et 1 X1, = X |ail.
On a alors
1215 = Yoof +a? 0% = | X, +a? + 0% (1)

Lemme 4.1

Avec les notations précédentes, on a I’encadrement

2 2 2 2 2
113+ (M2l +v211X]h)" > 1215 > 1X13 + (M 2] - V2|1 X],)

Démonstration: En effet, 'encadrement de la partie entiere donne
MRe(z) — Y |a;| <a < MRe(z) + Y |a]
et l'inégalité correspondante sur les parties imaginaires, donc en passant au carré,
a? + b2 > M? [z]* — 2M || X[}, (|Re(2)| + [fm(2)]) + 2| X}
> (Ml - v2|X], )’

Proposition 4.2
Supposons que y,;; C O, et notons

Tm =) ajw;

la racine de I'unité dont I'image par o est e’ . Alors
e le vecteur Z € A obtenu comme image du vecteur X de composantes (a1, ...0,, —1)
vérifie
1Z)1% < 2nCo +2 (4.2)

e pour tout vecteur Z de A dont le nombre complexe z associé est non nul, on a

1 M\
1Z]], = VTS (ﬁc}) (4.3)

ott Co et C, sont des constantes explicites dépendant de O et définies par les équations (1.1)
et (1.4) (en appendice).

Démonstration: Au vecteur Z défini dans le premier point correspond le complexe z = 0, donc d’apres
le lemme 4.1, || Z[)5 < | X[3 + I X|F = |IZ]l3 + [I¢]l, +2. B majorant trivialement [|¢l; < [|¢][3 et
d’apreés le corollaire 1.2 on obtient la majoration annoncée.

Le second point se déduit de la majoration établie dans le lemme 4.1, ainsi que de la minoration
suivante :
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Lemme 4.3

On suppose {, € O, alors avec les notations en cours, siz # 0 on a

1

-1
X117

z| > — (4.4)
|z| c

ot C, est définie dans la proposition 1.4.

Démonstration : puisque 'onsuppose (;; € O, le complexe z est le plongement par o du vecteur
y = Lajw; +ky de O, qui est non nul par hypothese. Or par inégalité triangulaire, et en
supposant C; > 1,

7] <[] + [k < Cr o + K] < Ce X1y

et puisque par hypothese y € O, on tire le résultat de |[Norm(y)| = [T |y"| > 1. 0

Poursuivons la démonstration de la proposition : en posant la variable U = || X||; > 1, |z| vérifie
le systeme

VAF2|ZI > U+ Mz - V2Ul

1
|Z‘ > C,U”’l
SiM|z| < V22U, alors
M n
(ﬁCg> M 4.5)

et donc
Vn+2||Z|, =2 Um

tandis que si M |z| > v/2U, alors

M
\/YZ+2||ZH2 = W—(\ﬁ—l)u
o

avec un membre de droite est décroissant en U, donc toujours supérieur a sa valeur en Uy, qui est
Uy Ainsi, si |z| # 0, on a 'inégalité (4.3) voulue. 0

D’autre part, la réduction LLL nous donne une borne de qualité sur le vecteur court trouvé :

Proposition 4.4

Soit A un réseau de dimension n, et Z; le premier vecteur d’une réduite LLL. Alors pour tout
vecteur Z non nul de A
1Zall <27 Z]l,-

Démonstration: Cecidécoule directement des propriétés de la réduction LLL, c.f. [vzGGO03]. Remarquer

qu’ici le réseau est de dimension n + 1. 0

Pour faire en sorte que, sous les hypotheses de la proposition 4.2, la réduction LLL ne puisse

donner d’autre vecteur court que ceux correspondant a la racine y, il suffit de rendre impossible
I'inégalité

1
1 M "
—_ [ —— <2"(2nCp +2
\/n+1<\/§Cg> (2nCo+2)

c’est a dire poser

M > /22" D CE (Vi +2(nCo + 1)) (4.6)

On en déduit le
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Théoréme 4.5

Si M vérifie la condition ci-dessus, le premier vecteur Z; d’une réduite LLL de la matrice
fournit I'alternative suivante
e soit ses n premiéres composantes fournissent I’'expression d’une racine m-iéme primitive
de I'unité {y, ;
e sinon, O ne contient pas les racines m-iémes de I'unité.

En pratique, la taille de la constante M rendrait 1’exécution de cet algorithme tres longue. En
revanche il est possible de lancer une réduction avec une valeur de M plus faible. Si le résultat
fournit une racine m-ieme de 1'unité, c’est parfait. Sinon il faut passer a un algorithme dont le
résultat est garanti pour obtenir cette racine ou démontrer son inexistence.

5 Algorithme proposé

On réalise les étapes suivantes, en interrompant 1’algorithme dés qu’il donne une réponse
définitive.

Algorithme 4: Stratégie proposée

Entrée : un corps de nombres KK muni d’'une base de Ok
Sortie : 'ordre de p;, et 'expression d’une racine primitive ¢
début
déterminer m = #u par I'heuristique 2;
sim = 2 alors
| retournerm =2, = —1
sinon
essayer d’obtenir une relation de dépendance linéaire;

si on obtient { d’ordre m alors
| retourner m,{

sinon
exécuter 1'algorithme modulaire 3;

retourner son résultat m’,
fin

fin
fin

6 Comparaisons

Le tableau C.2 ci-dessous donne les résultats obtenus par les algorithmes proposés sur un
panel de polynémes. Une étoile (x) indique que le test a été interrompu en cours de calcul.

Ces résultats illustrent la robustesse de ’algorithme de factorisation, qui a ’avantage de tou-
jours rendre une réponse dans un temps raisonnable, mais également l'intérét de 1’approche hy-
bride proposée, qui résout assez rapidement les cas simples pour lesquels ’algorithme de Kannan
est excellent.

1 Normes sur un corps de nombres

K est donné par sa base canonique (1,4,...a" 1), et I'ordre O par une base (wj, ...wy). On
définit M la matrice des coordonnées des vecteurs w; dans la base («), de sorte que

(wj) = (aj)M.
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degré racinesm factorisation énumération lindep

petits corps

12 36 20.0ms 0.0ms 20.0ms

32 96 310.0ms 30.0ms 440.0ms
grands cyclotomiques

96 194 2mn 690.0ms 52s

180 362 1.6h 5.4s 17.4s
compositums de petits corps

54 18 7.7s * >3] 2.3s

66 46 17 4s * > 4 sem. 1.1s

72 24 15.3s 5h27 échec
déterminés par programme linéaire

24 72 0.2s 0.1s 0.2s

48 24 11s 0.2s 1.7s

54 6 12s 0.2s 2.1s

64 4 18.6s 0.4s 3.3s

64 6 36.4s 0.4s 3.7s

TAB. C.2: comparaison des différents algorithmes

Dans ce qui suit, on indice respectivement par i et j les lignes et les colonnes des matrices, de
sorte que (x;) représente le vecteur ligne (x1,...xn) et (x;) le vecteur colonne correspondant.
Outre la norme algébrique, on dispose de deux normes naturelles sur I :
‘2 ot 0 parcourt G = Gal(K/Q)
e la norme euclidienne ||x|| = ||¥; x;jwi|| = ¥ x|

e lanorme Tp(x) =Y, ‘U(x)

On peut expliciter I'équivalence entre ces normes

Proposition 1.1
Soitx € O, alors
VM Ta(x) < Jx]) < || (V) 7| Ta(x)

ouV = (c(a/ ))o,j est la matrice de Vandermonde des conjugués de « et M est la matrice de
passage définie ci-dessus.

On note
Co = H(VM)—1H (1.1)

la constante intervenant a droite.

Démonstration: Les différents conjugués de x sont les
g v g
x7 = (@) ()] = () M) = VoM (x;) (12)

ot V; = ((&/)7) est la ligne de V correspondant au plongement ¢

On a donc (x7)y = VM(x;). La norme T, étant la norme euclidienne du vecteur (x7),, on en
déduit les deux inégalités.

Si x = { est une racine de l'unité, on a T (x) = n d’ott le corollaire. 0
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Corollaire 1.2

En particulier, si { est une racine de I'unité de IK, on a

1¢]] < nCo. (1.3)

1.1 Estimations sur les plongements
De lI'équation (1.2) on tire également

Lemme 1.3

Pour toutx € O,
7| < Vel [IM]] [|x[| = Co 1] -

Ce qui permet de démontrer une minoration des plongements

Proposition 1.4
Soitx € O\ {0}. alors

1
lo(x)] > v——7
Co llx]"
ou
Y -1
Co = 1M " TT IVl (14)
T#0
Démonstration: En effet, [Norm(x)| = [ |o(x)| > 1, et on applique la majoration précédente pour
les plongements T # 0. 0
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