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A la mémoire de ma meére






”1Passant, sous ce tombeau repose Diophante.
Ces quelques vers tracés par une main savante
Vont te faire connaitre a quel age il est mort.

Des jours assez nombreux que lui compta le sort,
Le sixieme marqua le temps de son enfance;

Le douzieme fut pris par son adolescence.

Des sept parts de sa vie, une encore s’écoula,

Puis s’étant marié, sa femme lui donna

Cinq ans apres un fils qui, du destin sévere

Recut de jours hélas, deux fois moins que son pere.
De quatre ans, dans les pleurs, celui-ci survécut.

Dis, tu sais compter, a quel age il mourut.”

IExtrait d’Eutrope, publié en 369 dans ”L’Abrégé de I'Histoire Romaine”, traduit en alexandrins par
Emile Fourrey (Récréations Mathématiques, 1899).
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Introduction

Dans cette these on étudie deux types d’équation diophantiennes. Les premieres sont

de la forme % = p°2% (z,y,2z) = 1, c'est a dire de type Nagell-Ljunggren. Ce type
d’équation avec y = —1, p,q premiers impairs distincts a récemment été étudié par

Mihailescu, notamment suite a sa résolution du probleme de Catalan x? — y? = 1. Dans
[54] il a montré pour une certaine classe de premiers p # ¢, que I'existence de solutions
entieres a % = py? n’est possible que si g est un diviseur premier de h,, essayant ainsi
de généraliser un critere de Bugeaud et Hanrot (voir [20]) sur I’équation de Catalan.

Dans le premier chapitre, on se propose d’étendre son résultat en montrant que q > 2
est bien alors un diviseur premier de h, sans aucune condition sur p autres que p # g,
p > 3. On trouvera a la fin du chapitre deux, un nouvel exemple de couples de premiers
impairs distincts (p, q) pour lesquels ¢ 1 h,. On s’appuiera sur un résultat récent (1998)
de Steiner (voir [73]). L’étude de cette équation sera prolongée au chapitre 6 et 7 pour
y = 1o fixé vérifiant certaines conditions. On en déduira de nouveaux criteres d’existence
de solutions a des équations du type X? 4+ Y = BZ%.

Pour ce type de solutions, 'extension d'un théoreme de Bugeaud-Hanrot sur les idéaux
de Mihailescu généralisés nous permettra également de donner une borne de X en termes
de p, q et Y, sous certaines conditions portant sur p,q et B. Le cas B = 1, c’est a dire
I'équation XP + YY) = Z? fera l'objet d’un traitement & part. Des arguments “locaux”
d’une part, et notre théoreme sur les idéaux de Mihailescu généralisés d’autre part, nous
permettra de montrer que g est un facteur premier de h,, en cas d’existence de solutions
primitives. Le cas Yy = 1 redonne par exemple une version faible (par le critere de Masley-
Montgomery) du critére de Bugeaud-Hanrot sur Catalan. Divers autres applications seront
donnés, comme une extension des résultats de Terai sur I’équation du méme nom.

Le cas p = q, c’est a dire X? + Y} = BZP a été traité. On a étudié d’abord ’équation
xPHyP
T+y
vérifiant ry(x® — y?) # 0 mod p, on peut montrer que le p-rang du groupe des classes

de Nagell-Ljunggren dite diagonale = p®2P. Si elle admet des solutions primitives

relatives du p-ieme corps cyclotomique est strictement superieur a /p : c’est une simple

adaptation de la démonstration d’un résultat d’Eichler sur le probleme de Fermat. Le cas
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plz est plus difficile. Mihailescu a réussi a montrer dans [53] le critere tres intéressant p|h,t
pour y = 1,p > 17 et p3|x. Au chapitre 5, on prolonge cette étude au cas plz, y = yo # 0
entier fixé, p > 17. On commencera par donner une nouvelle borne particulierement petite
de |z| en fonction de [yo| et p. Si |yo| < {5, on montrera également que la condition p|h;
reste valide. On en déduira de nouveaux résultats sur les équations diophantiennes du type
XP 4+ Y = BZP, habituellement étudiées pour de petites valeurs de p (voir [5]).

L’étude de l'existence de solutions primitives a X? + Yy = BZ? dans le cas ¢ =
2 fera l'objet du chapitre 3. On y étudiera plus précisément les équations de la forme
CX?4+b™D = Y™, n et b premiers. On montrera sous certaines conditions portant sur C', D
et n que nécessairement n = 3 ou 5. Le cas n = 3 sera completement résolu : des conditions
nécessaires et suffisantes a ’existence de solutions primitives seront données; si elles sont
satisfaites, on donnera les valeurs explicites de ces solutions. Dans le cas n = 5, on donnera
également des conditions nécessaires et suffisantes a ’existence de solutions primitives; si
elles sont satisfaites, on montrera qu’il existe un entier k tel que Y = Usyy1 ou Usgyo, U
étant la suite de Lucas ou de Fibonacci. Une borne explicite sur k& sera fournie. Diverses
applications seront données. Par exemple, on caractérisera toutes les puissances entieres
de 3 de la forme a™ — b", précisant au passage les valeurs de (a,b, m,n). On appliquera
également nos résultats a 'équation d’Aigner X2 +4D =Y? (X,Y) =1, p|{ h(—=D) que
'on résoudra completement, affinant ainsi un résultat de Bugeaud. Tres récemment (2008),
Muriefah a résolu complétement dans [60] 1'équation pz?+2%™ = 4P, x # 0, o p # 7 mod 8
=y
x # 0, ou C # 7mod 8 est un entier sans facteur carré. Le cas ou 2 est remplacé par un

est premier impair. On complétera son travail en résolvant completement Cz? + 22™

premier g # p sera également traité, complétant également [60].

Le chapitre 8 est un chapitre indépendant des autres. On y donne deux nouvelles
démonstrations de la valeur de la signature du Frobenius d'un corps fini. La premiere est
nettement plus simple que toutes celles déja données dans [36] et [79]. En guise d’applica-
tion, on en déduit immédiatement la parité du nombre de polynomes unitaires irréductibles

a coefficients dans un corps fini, et de degrés divisant un entier fixé a ’avance.
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Chapitre 1

A class number criterion for the
equation % = py!

1.1 Introduction

Let p be an odd prime number and let

D(z) = dy(a) = Z

z—1

be the p-th cyclotomic polynomial. It is well-known that, for x € Z, the integer ®(x) is
divisible by at most the first power of p. More precisely, pt ®(z) if x Z 1 mod p, and
p | ®(z) if x =1 mod p.

Indeed, if p | ®(z) then 2P = 1 mod p, which implies z = 1 mod p. Now, using the bi-

nomial formula, we obtain

I+ @—1P—1 = (p
r—1 B (

d(z) =

which implies p || ®(z).

Let ¢ be another prime number. A classical Diophantine problem, studied, most recently,
by Mihailescu [55, 54|, is whether the p-free part of ®(z) can be a g-th power. The can be
rephrased as follows : given e € {0,1}, does the equation ®(x) = p°y? have a non-trivial
solution in integers x and y? (By trivial solutions we mean those with z =e =0 and
r=e=1.)

The case e = 0, that is, the equation ®(z) = y? is (a particular case of) the classical
Nagell-Ljunggren equation. 1t is known to have several non-trivial solutions, and it is com-
monly believed that no other solutions exist. See [15] for a comprehensive survey of results

on this equation and methods for its analysis.
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In the present note we study the case e = 1, that is, the equation

P —1

r—1

= py’. (1.1)

(As we have seen above, any solution of this equation must satisfy = 1 mod p.)

Let h, be the p-th relative class number. Mihailescu [54, Theorem 1] proved that (1.1)
has no non-trivial solutions if ¢ { h, and, in addition, some complicated technical condition
involving p and ¢ is satisfied. In this note we show that this technical condition is not

required.

Theorem 1.1.1 Let p and q be distinct odd prime numbers, p > 5. Assume that q does
not divide the relative class number h,. Then (1.1) has no solutions in integers x,y # 1.

In particular, since o, = 1 for p < 19, equation (1.1) has no non-trivial solutions when
5 <p <19. (Neither does it have solutions when p = 3, as it was shown long ago by Na-
gell [62].)

The interest to equation (1.1) was inspired by the fact that it is closely related to the
celebrated equation of Catalan 2P — 2% = 1. In fact, Cassels [27] showed that any non-trivial
solution of Catalan’s equation gives rise to a solution of (1.1). All major contributions to the
theory of Catalan’s equation, including Mihailescu’s recent solution [7, 56|, have Cassels’
result as the starting point.

This article is strongly inspired by the work of Mihailescu [56, 55, 54]. In particular,
the argument in the case ¢ Z 1 mod p (see Section 1.6) can be found in [55]. However, the
case ¢ = 1 mod p (see Section 1.7) requires new ideas.

1.2 The cyclotomic field

Let p be an odd prime number and let ¢ = ¢, be a primitive p-th root of unity. In
this section we collect several facts about the p-th cyclotomic field K = Q(({). As usual,
we denote by K+ = K NR = Q(¢ + ¢) the maximal real subfield of K. (Here and below
z +— Z stands for the “complex conjugation” map.) We denote by O the rings of integers
of K; it is well-known that O = Z|[(].

We denote by p the principal ideal (1 — (). It is the only prime ideal of the field K
above p, and p?~! = (p). For k # ¢ mod p the algebraic number

Ck_cﬁ
1-¢

18



is a unit of K (called cyclotomic or circular unit); in other words, we have
(¢ =) =»
In particular,
C2k _ C2£ Ck _ CE
1-¢ 1-¢
is a unit in K. All this will also be frequently used without special reference.

Finally, recall that Al | h,, where h, and Al are the class numbers of K and K™,

respectively, and the relative class number is defined by A, = h,/ h; :

¢F ¢ =

The proofs of all statements above can be found in the first chapters of any course of
the theory of cyclotomic fields; see, for instance, [77].

The following observation provides a convenient tool for calculating traces of algebraic
integers from K modulo p. We denote by F, the field of p elements, and we let Tr : K — Q

be the trace map.

Proposition 1.2.1 Let p: O — F, be the reduction modulo p. Then for any a € O we
have
p(a) = —Tr(a) mod p. (1.2)

Proof We have p(¢") =1 for all n € Z, and

n _17 p1n,
p— 17 b | n
Hence (1.2) holds for a = (™. By linearity, it extends to O = ZI[(]. [ |
Here is an example of how one can use this.
Corollary 1.2.2 For any u € Z put
" =¢
1+ -0 )
Then
2Tr(xy) = u — 1 mod p. (1.5)

In particular, Tr(x,) # 0 mod p unless u = 1 mod p.
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Proof For uw=1modp we have y, =0 and there is nothing to prove. Now let
u Z 1 mod p. We may assume that u > 0. We have

Also, since 1 + ¢* is a unit, we have

p(rﬁ@):p“+<%4:
Hence p(x.) = (1 — u)/2, which implies (1.5). [

In the following example we cannot use (1.2) because the number we are interested in

is not an algebraic integer.

Proposition 1.2.3 We have

() -

Proof Consider the rational function

Using (1.3), we obtain

When ¢t — 1 we have

' 1 1
=02 (=12 -1
PR | 1 12
G- G- i1t T
Hence ¢ . )
oy Ll-p
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1.3 Binomial power series

We shall need a property of binomial power series in the non-archimedean domain. As
usual, we denote by Z, and Q, the ring of p-adic integers and the field of p-adic numbers,
and we extend the standard p-adic absolute value from Q, to the algebraic closure @p.

Given a € Z,, we let

Ro(t)=(1+ 1) =1+at+ (;)t2+ (g)tg—i—...

be the binomial power series. Its coefficients are p-adic integers, and for any 7, alge-
braic over Q, and with |7|, < 1, our series converges at ¢t = 7 in the field Q,(7). For any

n =0,1,... we have the obvious inequality
n a .
R -3 (1) <ok
k=0

When a is p-adically small, a sharper inequality may hold. For instance,
|Ry(r) — (1+p7)|, < pI72

when |7], is sufficiently small. We shall need a result of this kind for the second order
Taylor expansion.

It will be convenient to use the familiar notation O(-) in a slightly non-traditional
fashion : we say 7 = O(v) if |7], < |v],.

Proposition 1.3.1 Assume p > 5 and that |7| < p~/?®=3), Then

R,(t)=1+ar — 372 + 0 (a*7*) + O (a7?). (1.6)
Proof Since ( D
ala — a
TT2 = —57'2 +0 (a27'2) ,

equality (1.6) is an immediate consequence of

R,(1T)=1+ar+ M# + O (a7?), (1.7)

so it suffices to prove the latter.
We prove (1.7) by induction in the p-adic order of a. When |a|, = 1, equality (1.7)
is an immediate consequence of the binomial formula (and holds even under the weaker
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assumption |7, < 1). Now assume that (1.7) holds for certain a € Z,, and let us show that
it holds with a replaced by pa.
By the induction hypothesis, R,(7) = 1 + v, where

ala —

1
U:CLT+T)T2—|—O(CLT3).
Then

p(p—1)

Ry(t)=(1+v)=1+pv+ V2 +0 (pvg) + O (vP)

—1 2(p—1
pa(a )72+pa(p )

=1+ par + 5 5 ™ +0 (paTg) + O ((a7)?)
=1+ pat + p—a(pc;— 1)72 + O (pat®) + O ((ar)?). (1.8)

Since |r| < p™/®™¥ we have |(a7)?|, < |paPT?|, < |par?|,. Hence the term O ((ar)?)
in (1.8) can be disregarded. This completes the proof of (1.7) and of the proposition.
]

1.4 A special unit of the cyclotomic field

We start the proof of Theorem 1.1.1. We fix, once and for all, distinct odd prime
numbers p and ¢, and rational integers z,y # 1 satisfying (1.1). Recall that

x =1 mod p,

this congruence being frequently used in the sequel without special reference. Also, we use
without special reference the notation of Section 1.2.

In this section, we construct a special unit of the field K, which plays the central role
in the proof of Theorem 1.1.1. Our starting point is the following well-known statement.

Proposition 1.4.1 Put

Then we have the following.
1. The principal ideal («) is a g-th power of an ideal of K.

2. Assume that q does not divide the relative class number h, . Then a/a is a g-th
power in K.

Though the proof can be found in the literature, we include it here for the reader’s conve-

nience. We closely follow [10].



Proof Since

we may re-write equation (1.1) as

p—1 k
T —¢

| E-) (1.9)
—(k
o 176

Since p = pP~1 | (z — 1), we have p || (z — ¢*) for k= 1,...,p — 1. Hence the numbers
-k
Oék:]_——ck (k:].,,p—].)

are algebraic integers coprime with p.
On the other hand, since
(1= ¢Fag, — (1= ar = ¢ = ¢F,
the greatest common divisor of oy and ay should divide p = (C k_ Cé). Hence the numbers
ai, ..., are pairwise coprime. (In particular, v and & are coprime, to be used in the
proof of Proposition 1.4.2.) Now (1.9) implies that each of the principal ideals (ay) is a
g-th power of an ideal. This proves part 1.

Now write (a) = a?, where a is an ideal of K. If ¢ { h, then the class of a belongs to
the real part of the class group. In other words, we have a = b(v), where v € K* and b is
a “real” ideal of K (that is, b = b). Further, b? is a principal real ideal ; in other words,
b? = (), where 8 € K. We obtain («) = (8v?), that is, a is equal to Ay? times a unit
of K.

Now recall that if 7 is a unit of cyclotomic field then 77/7 is a root of unity. Since 5 = 3,
we obtain that &/« is (/)7 times a root of unity. Since every root of unity in K is a ¢-th
power, we have shown that &/a is a ¢g-th power. This proves part 2. |

From now on we assume that ¢ does not divide %, . In particular, Proposition 1.4.1
implies that there exists u € K such that &/a = pd. Moreover, this p is unique because K
does not contain non-trivial ¢-th roots of unity. Similarly, the field K contains exactly one

1

g-th root of ar/&. Since both gt and p~' are g-th roots of a/&, we have

p = (1.10)
This will be used in Section 1.5.

Now we are ready to construct the promised unit.

Proposition 1.4.2 Let u be the inverse of ¢ modulo p (that is, we have ug = 1 mod p).
Then the algebraic number ¢ = a(p + ¢*)9 is a unit of the field K.
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Proof Write the principal ideal (i) as ab™!, where a and b are co-prime integral ideals
of K. Then (a/a) = a?b~%. Moreover, since o and & are coprime (see the proof of Propo-
sition 1.4.1), we have (@) = a? and (o) = b

Further, we have (u + (%) = ¢b™!, where ¢ is yet another integral ideal of K. We obtain
(¢) = b%c?b~% = ¢?, which shows that ¢ is an algebraic integer.

(g

The same argument as above yields that ¢ is an algebraic integer as well. Further,

Next, put

q—1 q
¢¢’=aq<u+é > uf(=¢ q”) = (o (u? +¢"))".

Now recall that u? = &/a and that ug =1 mod p. The latter congruence implies that
(" = ¢, and we obtain

¢¢' = (a(a/a+())" = (a+Ca)! = (1+Q)%

Since 1 4 ( is a unit of K, so are ¢ and ¢'. ]

1.5 An analytic expression for p

We shall work in the local field K, = Q,((). As before, we extend p-adic absolute value
from Q, to K,, so that |1 — (|, = p~ /-1,

Since p totally ramifies in K, every automorphism o of K/Q extends to an automor-
phism of K,/Q,. In particular, the “complex conjugation” z — z extends to an automor-
phism of K,/Q, (we continue to call it “complex conjugation”).

Let R,(t) be the binomial power series, introduced in Section 1.3. Since the automor-
phisms of K,/Q, (in particular the “complex conjugation”) are continuous in the p-adic to-
pology, for any 7 € K, with |7|, < 1 and for any o € Gal(K,/Q,) we have R,(7)” = R,(77).
In particular, Ry(7) = R,(7).

Put
r—1

A:
1-¢’

so that
a=1+)\, a=1+A=1-C\

(recall that « is defined in Proposition 1.4.1). Then

—2

Alp = |z — 1pp"/ ™D < p7o1 < 1,
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and similarly for \. In particular, for any a € Z,, the series R,(t) converges at t = A and
t=\

We wish express the quantity p, introduced in Section 1.4, in terms of the binomial
power series. Since both p and Ry ,(A)R_1/4()) are g-th roots of @/, we have

p= RN R-1/4(N)E, (1.11)

where £ € K, is a ¢-th root of unity. We want to show that £ = 1.

The field Q,(€) is an unramified sub-extension of the totally ramified extension K.
Hence Q,(¢) = Q,, that is, £ € Q,. It follows that ¢ is stable with respect to all automor-
phisms of K,/Q,; in particular, it is stable with respect to the “complex conjugation”
£=¢

Applying the “complex conjugation” to (1.11) and wusing (1.10), we obtain
pt = Ryyg(N)R_1,,(N)€ which, together with (1.11), implies that £&* = 1. Since £ is a ¢-th
root of unity, this is possible, only if & = 1.

We have shown that

= Rl/q(j‘)R—l/q()‘) = Rijg(=CA)R_1/4(N), (1.12)

The rest of the proof splits into two cases, depending on whether ¢ # 1 mod p or
q = 1 mod p. The arguments in both cases are quite similar, but the latter case is techni-

cally more involved.

1.6 The case ¢ # 1 mod p

We have be
= Ryjg(=CA)R_1/(A) =1 — T/\ +0 (V)
where, as in Section 1.3, we say that 7 = O(v) if |7|, < |v],.

Hence, for the quantity ¢, introduced in Proposition 1.4.2, we have

o=+ (14¢ ——A+O(/\2>

+

(¥)
(

), (1.13)

:(1+(“)q(1+/\)( +C“

1
o u\q CU_C
= (1+¢Y) <1+1+<u)\>+0

=1+M'(1+(x—1)x.,) +0O

where x,, is defined in (1.4).
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Since the automorphisms of K /Q extend to automorphisms of K,/Q,, the same is true
for the norm and the trace maps : for any a € K we have

Nk, j0,(a) = Ngjola),  Trg, j,(a) = Trrg(a).

In the sequel, we shall simply write N'(a) and Tr(a). Also, since the automorphisms are
continuous, we have [N (a)|, < [a[b~™" and [Tr(a)|, < |al,.
Taking the norm in (1.13), we obtain

O N T :
N(W) =14 (z—1)Tr(x.) + ON).

Since both ¢ and 1+ (" are units, the norm on the left is £+1. Since —1 # 1 mod p, the
norm is 1, and we obtain (z — 1)Tr(y,) = O(\?).

But, since ¢ Z 1 mod p, we have also u Z 1 mod p. Corollary (1.2.2) implies that Tr(x.,)
is not divisible by p. We obtain

@ = 1), < A = o = 1p* 0.

which implies |z — 1|, > p~/®=Y_ Since p | (x — 1), this is impossible as soon as p > 5.

This proves the theorem in the case ¢ # 1 mod p.

1.7 The case ¢ =1 mod p

We have (1.12). Also, u = 1 mod p and y, = 0, which means that the first order Tay-
lor expansions are no longer sufficient. We shall use the second order expansion. Put
a=(q—1)/q, so that |al, < p~!, and re-write (1.12) as

= (1= CA)R_o(=CN) (1 + N R,(N). (1.14)

For p > 5 we have
p—2 b
A <p vt <p /79,

which means that Proposition 1.3.1 applies to 7 = A. We obtain
C2
2
Ro(\) =1+ a\ — gv +0 (aX?) + 0 (a®\?) .

R_o(=CX\) = 14+ alA+ =aX’ + O (aX’) + O (a®X?)
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Substituting this in (1.14), we get
1=(1—-C\) (1 +alh + gw?) (1+ A (1 +ak— gv)
+0 (a)\3) +0 (aQ)\Q)
= (1 +(=C+a+ad)X - u J;O2a>\2) (1+N"
+0 (a)\3) +0 (a2A2) .

It follows that

¢ =(1+A)(u+¢)*

- (1 +(—C+a+al)N— 1 Zg)ga/\z +¢(1+ A))q (1+ )19
+ 0 (aX?) + O (a®N?)

1+a/(1—a)
=(14 )1 (1+a)\— #av) (1+ X))~/
+ 0 (aX?) + 0 (a®X?) .

Applying Proposition 1.3.1 with the exponents +a/(1 — a) and taking into account the
inequality |a|, < 1, we find :

. a/(1-a) )
(14—(1)\—#@)\2) :1+1a )\“‘O(QQ)\Q)’

—a

_a a 9 3
1—a)\+2(1—a)>\ + O (aX?)

a a
=1- 1_aA+§A2+O(a>\3)+O(a2A2).

(1+ )" v0-a =1

Taking everything together, we obtain

o 1+¢ o, a® a a.
o (L) (14 ) (1 )
+O(a)\3) +O(a2)\2)

=1 gav + 0 (aX’) + O (a®X?)
¢ 2 3 242

=1-— -1 :

2<1_O2a(x )>+ 0 (aX’) + O (a®X?)
Now we complete the proof in the same fashion as in Section 1.6. Taking the norm, we find
1 ¢ 2 3 242
+1=1—- =T -1 : 1.1

2r(<1_02)a(x )+ 0 (aX?) + O (a®X?) (1.15)
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The —1 on the left is again impossible, and if we have 1 on the left of (1.15), then, in view
of Proposition 1.2.3, we must have the inequality

|z — 1] < max { |\, al,| A}

= max{|x — :ll;);p?’/(p_l)7 |(l|p|f[} _ 1|}2)p2/(p_1)} ,

which means that either |z — 1|, > p~*/®=Y or |a|, > p~% @1, But, for p > 5, neither of
the latter inequalities can hold, because |z — 1|, < p~' and |a|, < p~'. The theorem is

proved in the case ¢ = 1 mod p as well.

1.8 On the equation 1+ z + 2% = 3y".

In this paragraph, we recall a Nagell’s result and give a proof wich can be found in [28].
We begin by the following result :

Proposition 1.8.1 Lett € N* and let p be an odd prime not dividing the class number
of the imaginary quadratic field K = Q(v/—t). The equation ty? + 1 = 4aP has no integer
solution except for t = 3, for which it has the solutions (x,y) = (1,£1) for any p.

Proof If the equation has a solution then ty?> = 3 mod 4, so vy is odd, and hence t =
3 mod 4. Furthermore, writing —t = D f? for a fundamental discriminant D, our equation is
equivalent to —D(fy)*+1 = 42”, so we may assume that —t is a fundamental discriminant.
In K our equation can be written 55 = 2P with 3 = % Let Zk be the ring of algebraic
integers of K. Since B+ 3 = 1, the ideals fZx and $Zy are coprime, so that each is a pth
power of an ideal. Since p does not divide the class number of K, we deduce that there
exist a € Zyk and a unit € of K such that § = ea?. Since K is imaginary quadratic, € is
a pth power, except perhaps in the case (p,t) = (3,3). Suppose (p,t) # (3,3), so that we
_ atb/—t

can simply write 3 = af. Setting a = === with a,b € Z, since p is odd the equation

B+ 3 = 1 translates into (y+a)’ —4? = 1, with v = —a = % € Zk. Expanding
the left-hand side of this equation by the binomial theorem we see that it is divisible by
a, so that a is a unit, and therefore @ = £1. On the other hand, looking at the equation
modulo pZy gives a = a? = 1 mod p, so that we must have a = 1 since p # 2. Since vy # 0

(otherwise 8 = (—7)? = 0), we deduce that P(y) = 0 where

(X +1)p—XP—1

P(X) = X

Since p is prime, from the binomial theorem, P € Z[X], P is monic with constant term
1, so that the roots of P are units. When ¢ # 3, the units of K are +1, so the equation
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P(v) =0 with v € K implies that v = £1, so that

l+yv—t

IV — = (- = &1

wich is impossible. When ¢t = 3, the units of K are the 6th roots of unity, so similarly

0= % = (—7)? is a 6th root of unity. The 6th root of unity of the form % being
%‘73, we have y = +1, giving the two solutions for ¢t = 3, and if —t = —3f2 for f > 1 it

also shows that there are no solutions for such t.

Suppose (p,t) = (3,3). There is € a_6th root of unity such that 8 = ea®, a = %_73
We have a = 1 in this case too (8 + 3 = 1). Suppose ¢ = +1. This is a 3th power. As
before, there is no integer solution. Suppose € = j:%:)’. There exist A, B € Z such that

1+yyv/—3 1++v=3 (A+ Bv=3\’
2 2 2
Using the binomial theorem we find that A = 1, B = +1 and Y = —1. Suppose ¢ =
i%j?’. By the same method, we find that A= —1, B=+1and Y =1. |

Corollary 1.8.2 (Nagell). Let p > 3 be a prime. The only integer solutions to the equation
1+z+ 2% =3y? are (v,y) = (1,1) and (z,y) = (=2, 1).

Proof This equation is equivalent to (2z 4+ 1)* + 3 = 12y?; it follows that 3|(2z + 1).

Setting 2z 4+ 1 = 3z, we obtain 322 + 1 = 4y?, and the result follows from the proposition.
[
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Chapitre 2

Théoremes de factorisation, théoreme
de Steiner, théoremes de Gannoukh,
application diophantienne

Dans cette partie, on se fixe un nombre premier impair p. On note K le corps cycloto-
mique Q((), avec ¢ racine primitive p-ieme de I'unité. p étant fixé, on notera par h~, au

lieu de h,,, le nombre de classes relatives de K.

2.0.1 Quelques lemmes préliminaires.

On se fixe une racine primitive modulo p, que 1'on note g, avec 1 < g < p. Sin € N,
alors g, désigne I'unique entier de {1,...,p — 1}, tel que ¢" = g,[p]. Si = est un entier
premier a p, il existe un unique entier n € {1,...,p — 1} tel que 2 = ¢” mod p. On note
cet entier Ind,(z).

On se fixe aussi une racine primitive p — 1 de 'unité, que I'on note £. Soient également

les polynomes suivants :

p—2
F)(X) =) g X" (2.1)
n=0
On a alors :
Théoréme 2.0.3 73
_ P "
b= 2p) 7 [ EE] (2:2)
n=0

Comme il est d’usage, on note ®; le k-ieme polynome cyclotomique. De plus, si m et un

entier positif, on pose
*
2im

Q)= J[ (X =0 p=c (2.3)

1<pu<m
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ol * signifie que p décrit les entiers impairs.

Lemme 2.0.4 Sim = 2'm/, avec m' impair, alors

=[] ®=2(X). (2.4)

d|lm/

Preuve On a

*

Qu(X)= [[ X—p)= (X =p?) =[] 2=(X).

1<u<m slm/ (t,75)=1 d|lm/!

O

Lemme 2.0.5 $i G(X) = G,(X) = 32022 g, X?~"2, alors
hy = (2p)~"7 ] Go(e). (2.5)
n=0

Preuve Par définition de G, on a

Gy(X) = XP2E,(X7h). (2.6)
En prenant X = £2"! et en passant au module, on trouve
/ -3
G )] = € | Fple L [

Donc, on a la relation souhaitée, au signe pres. Mais si n est un entier tel que n €
{0,..., ’%3} et n # n/, alors, on peut ordonner le produit des G,(£*"™) de sorte qu’ap-
paraissent |Gp(§2”“)|2. Sin = n’ est impossible, le produit des G,(£*"!) est donc positif
et on a fini. Si n = n’ est possible, alors n = n/ = &2 —n_je p = 3[4], et & = —1.
Comme p = 3[4], G,(£***1) = ph(y/=p) > 0. Dans tous les cas le produit est positif et on
a la relation souhaitée.l]

2.0.2 Premiére factorisation.

Soit P un polynéome de Z[X|] unitaire. Soit R(P) ses racines dans Q. Soit k un entier

=[] @ (2.8)

reR(P)

fixé. On pose

Comme P est unitaire, @} (P) = Res(®y, P) € Z. L’application ®; est appelée la fonction
de Pierce.
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Théoréme 2.0.6 On pose p — 1 = 24w, avec w impair. Le nombre de classes relatives h™

a un développement en produit d’entiers suivant :

(20) % h™ = (-1)"7 [] Res(®a4, Gy) (2.9)

djw

Preuve Par le lemme (2.0.5), on a

2p) 70 = [ Gyl
— Res(Gy(X), 0pr(X))

(p—1)(p—2)

= (=12 Res(Qy1(X), Gp(X))

= (7 [[0a(o0)

()% T ®e ()

=0 §|w

= (1)%1 1:[ H Poig(cv;)

=0 djw

= 7 T[] @l

djw i=0

= ()" [] ®5a(Gy)-

djw
(2.10)

O

2.0.3 Un théoreme de Kummer.

Definition 2.0.7 Soit p un nombre premier impair. On pose p — 1 = 2*w, avec w impair.
Soit d un diviseur de w. Soit ¢ un nombre premier, avec (q,2pd) = 1. On dit que le
premier q est caractéristique si el seulement si q|®;, (Gp). On dit que ¢* est un facteur

caractéristique primaire, si et seulement si ¢"||®5, (G,).

On a le théoréme suivant :
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Théoréme 2.0.8 Soit q un facteur premier caractéristique de @3, (Gp). Alors, si
Vg(®55,(Gp)) = v, on a
¢" = 1[22d). (2.11)

En particulier, dans le cas d’un premier de Fermat, on a

Corollaire 2.0.9 Soit p = 22" +1 un nombre premier de Fermat. Soit ¢ un facteur premier
de h,,, tel que ¢ =1+ 2m[2m ] quec m < 2. Alors ¢ " divise h, .

¥4 )
valuation g-adique de ce dernier. Par le théoreme de Kummer précédent, on doit donc

Preuve En effet, par le théoreme (2.0.6), si g|h,, alors ¢ divise ®}..(G)). Soit v la

avoir ¢¥ = 1[22"]. Or lordre de ¢ modulo 22" est 22"~™. Donc, on a

22” —m |

h. (2.12)

q P

[0 On verra une généralisation de ce résultat, en utilisant (entre autres) un théoréme de

Steiner.

2.0.4 Un théoréeme de Lehmer.

Dans ce qui suit, e désignera toujours un entier qui divise p — 1 tel que ’%1 est impair.
On pose
e s e
. ele) (2.13)

T = — O{:@e) f}/:

Si k est un entier, on pose

alndg(k) si p)( k‘,
Xe(k) = { 0 sinon
On pose aussi
p—1 gt
Me(p) =Y kxe(k),  me(p) =Y xelk). (2.14)
k=0 k=0

On a le lemme suivant :

Lemme 2.0.10 Si (r,e) =0 et si e = e10, alors

2imrt e(e)
[ (x =) =a, (X)se. (2.15)

(t,e)=1
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Preuve Le polynome

v(x)= I (x-€*)

(t,e)=1

est unitaire de degrés ¢(e). Ses racines sont les racines primitives e;-ieme de 1'unité et elles

ont méme multiplicité. Il existe donc un entier v tel que
V(X) = (e, (X))".
En prenant les degrés, il vient ¢(e) = vp(e;), dou le lemme.O

Lemme 2.0.11 Soit K = Q(«). On a alors

Ni/a(2 = xe(2)) = @-(2)". (2.16)
Preuve En effet, on applique le lemme précédent avec X = 2,7 = Ind,(2),e; = (:T) =T.
On a alors .

Ni/a(2 = xe(2)) = e, (2) 70 = ©,(2)". (2.17)

[
Lemme 2.0.12 On a

(2 = Xe) Me(p) = —pme(p)- (2.18)
Preuve Le caractere . est impair, ie y.(—1) = —1. En effet

Xe(_]-) — alndg(_l) = O{% = 6@ = (—1)f = —]_

Soit M' =3, s kxe(k). Alors

Soit r = p — k. Il vient

M(p) =M = (p=r)xelp—7) =D (p = r)xe(—r) = pxe(=D)me(p) — xe(~1) M,

P P
r<g3 r<g3

d’ot
M.(p) = 2M" — pm.(p). (2.19)
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D’un autre coté, on a

= Z Xe(k) + Z Xe(k)

2|k 2k

ie

M(p) = 2kxe(2k) + Y (2k + 1)xe(2k + 1).

b p
k<§ k<§

La premiere somme est égale a 2x.(2)M’. Par le changement d’indice k' =

seconde somme devient Zk<§ (p — 2k)xe(p — 2k). On a donc

Me(p) = 2xe(2)M' + > (p — 2k)xe(p — 2k)

k<%

= 2% (2)M" = pxe(2) D xelk) +2xe(2) D kxe(k)

k<% k<%

= 4Xe(2>M/ - pXe(z)me(p)v

Xe(2)Me(p) = 4M" — pme(p).

En multipliant (2.19) par 2 et en soustrayant (2.20), on obtient le lemme.[]

Théoréme 2.0.13 On a

—1)e@pe@N (m
BH(Gy) = Res(, (). Gy) = )
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Preuve Par propriétés du résultant

Comme Ind,(

ie

Le théoreme découle donc des lemmes (2.0.11) e

ou

On a alors :

Lemme 2.0.14

In)

o

1 sig, <%,

0 sinon.

(1 - a)me(p) = QWe(p7 1)
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Res (®.,G)p) = (—1)“0(8)(”_2)1%68 (Gp, D)
= (=179 [] &
(t,e)=1
— p(e) H Zg Oé t(p—n—2)
(t,e)=1n=1
=00 [ a0 ] S
(t,e)=1 (t,e)=1 n=1
= (~D)7IN(a)? ] Zgn
(t,e)=1n=1
p—1
= 11 >_gue”
(t,e)=1 n=1
p—1
=N, <Z gna") .
n=1
=n,ona
p—1 p—1
Zgnan = kae<k) = Me(p),
n=1 k=1
Res (P, Gp) = Ne (Me(p)) -

tn

t (2.0.12).0 On pose

tn

(2.22)



Preuve Posonsp=2r+1. On a

o = (Oz%)f = (-1)f = -1,
et

Yntr = ¢'9" = —g" mod p,

ie gpir =p—9gn et €0, =1 —€. On a alors

r p—2
Indg(k t
me(p) = g ofmda (k) — E €
k=1 t=0
p—2
= E GtOét
t=0
r—1
= E €, +€V+7~Oél/+r
v=0
r—1 r—1
= E e, — (1—¢,)a”
v=0 v=0
r—1 r—1
=2 E e, — g oV
v=0 v=0
r—1
Y 2
=2 E €, —
11—«
v=0

11 vient

v=0 v=0
r—1 r
:25 ey&”—2g €10 — 2
v=0 v=1
T
=2 E (6, —€,-1) ",
v=1

car €, = 0, ie

(1 —a)me(p) = 2We(p,1).

Le lemme est prouvé.[]

Lemme 2.0.15 (Lebesgue) Soit n > 1 un entier. Alors

. l .
[ p sin=yp', p premier,
®(1) = { 1 sinon
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Preuve (Arnaudies)
Le groupe des racines primitives n-ieme de l'unité est la réunion disjointe des racines

primitives d-ieme de 1'unité, d parcourant les diviseurs de n. En particulier

[ @) = x" -1,

din
d’ou
I ®.1)=n
d|n,d#1

Posons
A, = { (1) sin>1,

1 sinon.

Par ce qui précede

H/\d:n.

d|n

Par la formule d’inversion de Méebius, on a donc A, =[] dn (%), Posons également

{ p sin=p% ppremier,
A, = .
1 sinon.

Il est facile de vérifier que [],, Aq = n. La formule d’inversion de Moebius montre alors
que A, = \,.00

Lemme 2.0.16 Soit e un entier. On suppose que € n’est pas une puissance d’un nombre

premier impair. On pose

_ o — 9k >
J(e):{go(e) 1 sie=2"k>1,

o(e), sinon.

On a alors

Ne(me(p)) = 27ON(We(p, 1)). (2.23)

Preuve Par le lemme précédant,
(1 —a)me(p) = 2We(p,1).
Prenons la norme de cette égalité. Il vient

N (1= a) Ne (me(p)) = 279N, (We(p, 1)) .
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Par le lemme précédent

2 sie=2Fk>1,
1 sinon,

.- {

d’ou le lemme.[]

Théoréeme 2.0.17 On pose h.(p) = p!/P~VIN (W, (p,1))®-(2)™7. On a alors
hy = [] he(). (2.24)

v

Preuve p étant un nombre premier impair, on pose p — 1 = 2*w, w impair. Soit e un
diviseur de p — 1 de codiviseur impair. On pose e = 2d avec d|w. On a par le théoréme
(2.0.6)
(2p)"7 h™ = (-1)"7 [ Res(®.,G,). (2.25)
djw
Par le théoreme (2.0.13), on a

(=1)?pON, (me(p))

Res(®.,G,) = 3.2) (2.26)
Par le lemme (2.0.16)
Ne(me(p)) = 27ON(We(p, 1)). (2.27)
On a donc
S, et (_1)¢(€)p¢(e)2j(€)Ne(We(pa 1))
@ = =l s
p-d A A 27N (We(p, 1))
_ (1) e 227 d) 3 g, #(27d)
— (—1) ( 1) \ 2 pel 2 E (I)T(Q)’Y
(2.28)
On a par la relation d’Euler
A1
D o@d) =D o(d) =Y > 6(2'd)
djw dlp—1 dlw =0
—p—1-Y ¢(d)(2*"
djw
-1
=p—1-2"1 (%)
_p—1
=5
(2.29)
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On a donc

p=3 _  _ p—1 l | -/\/e([le(p 1))

2 2 h — 2 2Zd|w‘](€) MRAANMEA Lt YA
( p) P p d| @7-(2)7

b1 Ne(We(p, 1))

— 2J(2>\)+Zd\w,d¢1 J(2>) el e\ 7))
p 2 g[ o, (2)7

p2;12¢(2)‘)71+2d|w,d7&1 ¢(2>\d) H /\/;(We(p, 1))

=p i D, (2)7
p=1_p=3 77 Ne(We(p, 1
=p 2 272 l_[—( T(é])?V )>
(2.30)
D’ou
— o NeWe(p, 1))
=P E @, (2)
N, 1)
p e\WelD,
= g @T(Q)’Y = ];[he(p>‘
(2.31)
0J

Exemple 2.0.18 Montrons que hig = 1. Dans ce cas, g = 3, Indy(2) =7, et les entiers gy,
n=1,...,9 sont respectivement 3,9,8,5,15,7,2,6,18. En particulier, ¢, = 0 ssin € {5,9}.
De plus, les différentes valeurs possibles pour e sont 2, 6 et 18. En posant o, = teTﬂ, on a

donc

W.(19,1) = —a’ + af — a?

Sie=2, a=—-1 et N.(W.(19,1)) = W,(19,1) = 3. Comme Ind,(2) =7, 7 =2, v =1,
donc ®,(2) = 3, puis hy(19) = 1.

Sie=6, onaa.=e3 donc
W,(19,1) = —a® + al —a? =2 — o,

puis N,(W.(19,1)) = 5—4(a®*+a ) =3. Onat =6,v =1, donc ®,(2) = (2—a)(2—a’) =
3, puis hg(19) = 1.

Si e =18, de méme, on a N.(W.(19,1)) = 3 et ®,(2) = ®13(2) = 57. Comme [pfl} =
1, on a hys(18) =19 £ = 1. Au final, hyy = 1.
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Enfin, on rappelle le résultat suivant :

Théoreme 2.0.19 Soit p un nombre premier impair. Soit e un diviseur de p — 1, dont le
codiviseur f est impair (p—1 = ef). Soit q¢ un diviseur premier de f. Alors q divise hey Si

et seulement q divise h,.

Preuve On a déja vu que

p—1
Res(®eq, Gp) = Neg (Meg(p) = [ D gnel,

(t76q):1 n=1
. 2in g .
ou oy = e (et donc af = «). Il vient alors
wleq)
p—1 p—1 »(e)
— tn tn
Res(®.,,Gp)? = E gla™ = gt mod g,
(t.eq)=1 n=1 (t,e)=1 n=1
1e
R S7)
P, = @1 mod ¢
ol

! si gle,
o= g —1 sinon.

En particulier, ¢|®}, ssi q|®}, d’olt le théoréme par définition de h.(p) et hey(p).00

2.0.5 Interprétation de h.(p) pour e de la forme 2°.

Soit e un diviseur de p — 1 dont le codiviseur est impair. Soit K, I'unique sous-corps de
Q(¢) tel que [K, : Q] = e. Soit h™ (K.) son nombre de classes relatif. Si e est une puissance
de deux, alors h~ (K,) coincide avec h.(p). On commence par rappeler quelques résultats

intermédiaires.
Lemme 2.0.20 Soit x. le caractére de Q(¢) défini par

alndg(k) Si p)[ k7
Xe(k) = { 0 si plk.

Le groupe engendré par x. est le groupe des caractéres de K..
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Preuve Le groupe de Galois de Q(¢)/ K, est engendré par ¢, ou ¢(¢) = ¢?. On a alors
Xe(0°) = Xe(9°) = = 1.

Le groupe engendré par . agit donc trivialement sur Gal(Q(¢)/K.). Par conséquent, c’est
un sous-groupe du groupe des caracteres de K.. Mais ce dernier est d’ordre e, qui est 'ordre

de x., d’out le lemme.[]

Lemme 2.0.21 Une extension cyclique imaginaire de degrés une puissance de deux, ne
peut contenir un SOus-corps 1Mmaginaire propre.

Preuve En effet, soit L une telle extension. Ses sous-corps sont emboités les uns dans les
autres. Soit L™ son sous-corps réel maximal. Comme [L : LT] = 2, les sous-corps propres
de L sont donc tous inclus dans L™, donc réel.(]

On peut alors montrer le

Théoréme 2.0.22 Soit p un nombre premier impair et e = 2% la plus grande puisance de

deuz qui divise p— 1. Alors, le nombre de classes relatif de K. est he(p).

Preuve Remarquons d’abord que le caractere x. est impair. En effet

Soit X un sous-groupe du groupe engendré par y.. Soit K le sous-corps associé, K C K..
Comme K, est une extension cyclique imaginaire de degrés une puissance de deux, le lemme
précédent montre que K est réel ou K = K.. Par conséquent, < x. > ne possede pas de
sous-groupe propre a générateur impair. Soit ). 'indice de Hasse de K. et w, le nombre
de racine de I'unité qu’il contient. On a @, = 1 (voir le lemme (2.2.4)ci-apres) et w, = 2
(respectivement w, = 2p) si e # p — 1 (respectivement si e = p — 1). Par la formule du
nombre de classe
_ N, (—=iBi,,) sie#p-—1,

h(Ke) = { ZpAfe((—Q%léix)e) i e iﬁ_ =2

ou
1 1
Biy. =~ Y. xela)a=—-Mcp)
p p
1<a<?3L
Par le lemme (2.0.12)
B —me(p)
Xe - — Mel\D)-
bx 2 —%a(2)



On a alors

e

help) = Pl TN (We(p, 1)) @,(2)
= plr T2 TN, (o (p) @,(2)7 (lemme (2.0.16))
= pl 2 TO1)FON, (2 - 2N (Bia,) 2,(2)7
= plifila 7O 1)2Od (2N, (Byy.) ©.(2) (lemme (2.0.11))
— plrl2 O (—1)eIN (By,)

Si p est un nomre premier de Fermat, c’est a dire p — 1 = e = 2% alors K, = Q(() et
J(e) = ¢(e) — 1 (voir le lemme (2.0.16)). On obtient
he(p) = p27" (1) N, (Buy,)

1
o1 NVe (= Bix.)

1
= ZPNe (_531,)@)
=h" (Ke) =h,.

p

=P

Le théoreme est prouvé dans ce cas. Supposons p — 1 # e. Alors

he(p) = 277 (=1)?ON (B1.)
1

= SooiVe (= Bix.)

N, (—131 XE)

—h™ (K.).
]

Exemple 2.0.23 Prenons p = 13 et calculons h™(Ky4). On peut prendre g = 2, donc

2im

Ind,(2) =1. Poure=4, a ==, =¢€"1 =1 et

4

- _wle) _
(4,1)

=4 ®(X)=X’+1 ®(2)=5 7=

Les différentes valeurs de g, pourn =0,...,6 sont respectivement 1,2,4,8,3,6,12,11. En

particulier, €, =0 ssin =3, n = 6. Il vient

Wi(13,1) =) (en — €q1) 0" = =i +i* — i =244,



d’ot
N4 (W4(13, 1)) = NQ(i)/Q (2 + Z) = 5.
Par suite on a

h™(Ky) = Ny (Wa(13,1)) @4(2) 7" = 1.

2.1 Sur certains facteurs premiers de £, .

2.1.1 Un théoreme de Steiner.

Lemme 2.1.1 Soit K un corps de type CM, de sous-corps réel maximal K*. Soit j la
conjugaison complexe. Soient ¢ et ¢ deux pongements de K dans C. Alors

Vo € K, ¢~ (jo(a)) = v~ (j¥(a)) (2.32)

Preuve L’extension ¢(K)/¢(K ™) est quadratique, donc normale, et la conjugaison com-

plexe fixe ¢(K ™). Donc
JO(K) = ¢(K). (2.33)
En particulier, ¢~!j¢ est un automorphisme de K. Idem pour v ~!j1. Comme K est de
type C'M, ces deux automorphismes ne peuvent étre 'identité de K. Comme le groupe de
Galois de K/K™ est d’ordre 2, ils ont donc égaux. [J
On rappelle maintenant le résultat suivant de la théorie du corps de classes :

Théoréme 2.1.2 Soit L/K une extension de corps de nombres. Supposons que cette ex-
tension ne contienne aucune sous-extension non ramifiée abélienne qui n’est pas triviale

sur K. Alors, la norme associée a L/ K est surjective sur K.

Preuve Soient d’abord F, M,k et K des corps de nombres tels que les extensions K/k
et M/F soient abéliennes. On suppose aussi que M Nk = F. Soit p un idéal premier de
k non ramifié dans K /k. Soit P un premier de K au-dessus de p. Soit p le premier de F
en-dessous de p. Soit P un premier de M au-dessus de p. On suppose que p est non ramifié
dans M/F. Soit f le degrés résiduel de p/p. Soit o = [KT/]C] Soit aussi 7 = [MP—CIF} Soit
o' =ou. On a

T=0. (2.34)

Supposons maintenant que M soit le corps de clases de F', et que K soit le corps de classes
de k. La restriction des éléments de Gal(Mk/k) a M donne

Gal(Mk/k) ~ Gal(M/F). (2.35)
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On note v un tel isomorphisme. Soit f; (application d’Artin) I'isomorphisme entre le groupe
des classes de k et Gal(K/k). Soit de méme pour fr. Soit N application norme du group
des classes de k vers celui de F. L’égalité précédente 7 = ¢’ donne

Y (fe(p)) = fur N (p)). (2.36)

On en déduit en particulier que I'application N est surjective. On peut apliquer ce qui
précede a k = L et F = K, par hypothese sur L/K. O

Remarque 2.1.3 En particulier, le nombre de clases de K divise celui de L. On

redémontre ainsi que h;“ divise hy,.

Soit maintenant un groupe abélien A, noté additivement. On supose que j agit sur A. On

a la proposition suivante :

Proposition 2.1.4 Supposons que A soit un groupe fini d’ordre impair. Il existe deux
sous-groupes de A, notés At et A~ tels que

A=At@ A, (2.37)

De plus, AT = Ker(1 —j) et A~ = Ker(1+ 7).

Preuve A étant d’ordre impair, on pose |A| = 2m + 1. Parle théoreme de Lagrange
Va € A,a € 2A. (2.38)

Donc A = 2A. En particulier, on pose
1. At =4
2. A= =LIA

Montrons que AT = Ker(l — j) et A~ = Ker(1+ j). En effet, soit a € A™. 1l existe un

élément a; de A tel que
1=y
2
d’ou (1 —j)a=0, car (1 + j)(1 —7) = 0. Inversement, si a = ja, alors

ay, (239)

a =

a=(14j)a—a, (2.40)

d’olt @ = a. On a donc bien AT = Ker(1 — j). De méme on montre A~ = Ker(1 + j).

Il reste & montrer que A = AT ® A~. Soit a € A. On a

1—y 1+
= j++Ja

92.41
g ‘T (2.41)

a
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d’olt Iégalité A = AT + A~. De plus, si a € AT NA~, alors a = ja = —ja, ie 2a = 0, ie
a =0, et on a donc bien

A=At @A~ (2.42)
0

On peut maintenant démontrer le théoreme suivant de Steiner :

Théoréme 2.1.5 Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs. Soit t = vo(p — 1) et soit
d = 2" Soit aussi f l'ordre de ¢ modulo d. Supposons que t > vo(q —1). Alors si q|h(K,)~
on a

o/ (K", (2.43)

ot K, est le sous-cors de degrés d sur Q du p-iéme corps cyclotomique.

Preuve Comme K, est une extension galoisienne de Q, dont le groupe de Galois est
un 2-groupe, et qui, parmi les premiers fini, ramifie seulement en deux. On en déduit que
h(K,)~ est impair. Soit A le sous-groupe du groupe des classes de K, formé de éléments
d’ordre 1 ou q. A est un g-groupe, et ¢ est impair. Par la proposition précédente

A=At @ A, (2.44)
avec
1. At =H2A
2. A= =L1A

En tant que sous-extension de Q((,), il existe o un élément d’ordre d, tel que

G =Gal(K,/Q) =<0 >. (2.45)

Le groupe G opere sur A~. Soit v € A~ et soit €2, U'orbite de v sous G.

Lemme 2.1.6 Si [Q,| < d, il eziste i tel que 0 <i <d, i|¢ et o' (v) = v.

Preuve (du lemme)

Comme |Q,| < d, il existe k < [ tels que o%(v) = o'(v) ie ¢'*(v) = v. Il existe donc un
plus petit entier i > 0 tel que o%(v) = v. En notant r le reste de la division euclidienne de
d par i, il vient o%(v) = v donc r = 0 car 0 < r < 4, ie i|d. Comme i < d et d puissance de
deux, en fait 4.0

Supposons qu’il existe un élément de A~ dont l'orbite sous G a au plus d — 1 éléments.

Par le lemme, il existe i tel que o'(v) = v, avec i|d et i < d. Comme d = 2', i|¢, donc
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02 (v) = v, ie j(v) = v. D’apres la proposition précédente, A~ = Ker(1 + j). Donc on a
aussi j(v) = —v. Finalement, j(v) = v = —v, ie 2v = 0 ie v = 0. Ainsi, l'orbite de tout
élément non nul de A~ a exactement d éléments. Soit (v;);c; un systeme de représentant

de ces orbites. Comme elles réalisent une partition de A=, on a

A7) =212,

el

. (2.46)

En particulier, |A~| = 1[d]. Supposons que |A~| = ¢™. On aurait alors ¢™ = 1[d|. Donc, f
étant 'ordre de ¢ modulo d, on aurait f|m. On aurait donc ¢/||A~].
Mais on a montré que lapplication norme 1 + j réalise une surjection de cl(K) sur

cl(K™). En particulier, on a
|[Ker(14j)] = hg. (2.47)

Si on restreint 'action de 1+ j a A7, on a

Ker((1+j)a) = 1%]14 =A". (2.48)

On en déduit que |A~|hy, d'ott ¢/|hy. O

Corollaire 2.1.7 Soit p un nombre premier et soit n = vo(p — 1). Soit K, le sous-corps
de Q((p) de degrés 2™ sur Q. Soit 0 < m < n, et soit ¢ un nombre premier tel que
q =1+ 2m2™*). Supposons que q|h(K,)~. Alors

@ hE,) (2.49)

De plus, si ¢*||h(K,)~, alors = 2"""1, ou | est un entier.

Preuve Sin =m, il n’y arien a faire. On peut donc supposer n > m.

On commence par montrer le lemme suivant

Lemme 2.1.8 L’entier q est d’ordre 2™ modulo 2".

Preuve Pour n =2 et donc m =1, il n’y a rien a faire. On peut donc supposer n > 3.

Montrons par récurrence sur n que

2n—m—1

=1+2" mod 2", ¢ " =1+ mod2™
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Supposons n = m+ 1. Comme ¢ = 1+ 2™ mod 2™, en particulier ¢ = 1 +2""! mod 2" et
comme ¢ = 1 mod 2™, on a ¢*> = 1 mod 2™ ie ¢ = 1 mod 2". Supposons le lemme vrai

pour n > m + 1 et montrons le pour n + 1. On a

n—m n—m 2
¢ " =1mod 2" = <q2 ) = 1 mod 2"},

2n+17m

d’olt ¢ = 1mod 2", 1l reste & montrer que ¢ = = 14 2" mod 2"*!. Or, par

hypothese de récurrence

2n—m—1

2n|q _2TL71_1

Y

donc
2n+1| <q2n*m*1 _on—1 _ 1) <q2"*m*1 Lonl oy 1) 7
ie
A — 2 1 — 222

Comme n > 3, 277122772 donc 2" |¢?"™ — 2" — 1.0J En particulier, comme ¢ divise
h(K,)~, par le théoreme de Steiner (théoreme (2.1.5))

@ hE,) (2.50)

Supposons que ¢*||h(K,)". ¢" est donc un facteur caractéristique primaire. Par le théoreme
de Kummer, 2"~ |u, ie il existe un entier [ tel que g = 2""™[. O

2.2 Une application diophantienne.

Soit K, le sous-corps maximal de Q(¢) de degrés une puissance de deux. Dans ce

paragraphe on commence par donner une majoration du nombres de classes relatif h(K,)
en fonction de p et de la valuation 2-adique de p que l'on note t pour la suite. Cette
majoration nous permettra de donner un exemple de couples de nombres premiers impairs

distincts (p, q) pour lesquels ¢ { A, .

2.2.1 Une majoration de h(K,)” en termes de ¢ et p.

Lemme 2.2.1 (voir [48] et [77])
1. Le nombre de classes h(—p) du corps quadratique imaginaire \/—p, p = 3 mod 4,

VP (2.51)

h(=p) < L (log(p) +c1)..

ot c; =42+ —log(m), v étant la constante d’Euler.

vérifie l'inéqgalité
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2. Soient N un corps imaginaire de degrés 2n > 2, N son sous-corps réel mazximal,
Wi le nombre de racines de l'unité dans N, hy son nombre de classes relatif, et Qn
son indice de Hasse. Soit Ay le quotient des discriminants de N et N*. L’entier hy

vérifie l'inéqgalité
1 a\”
hy < QNWnvV AN | —log(An) + — . (2.52)
4mn 4

Lemme 2.2.2 (formule du discriminant de Hasse) Soient K wun corps de nombres, de
groupe des caractéres Xg. Soient d(K) le discriminant de K, et 2ry le nombre de Q-

plongement complexes de K. On a la relation suivante :

d(K) = (-1 1] o

XEXK

ot f est le conducteur du caracteére x.

Ces deux lemmes permettent de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.3 Soit t = 14(p — 1), et soit K, le sous-corps de Q(C) dont le degrés sur
Q est 2, et dont le nombre de classes relatif est noté h;(p. St K, # Q(C), c’est a dire sip
n’est pas un nombre premier de Fermat, alors

_ 2 1
hy, < 2p? (—Wlog(p) + _w) : (2.53)

Preuve Appliquons I'inégalité (2.52) au corps N = K, n = 27! et Qy = @, l'indice de
Hasse du corps K. Comme K # Q((), 1 et —1 sont seules racines de I'unité que le corps
K contienne, c’est a dire W, = 2. L’indice (), vaut 1. En effet, on a le lemme suivant du a

Latimer :

Lemme 2.2.4 Tout sous-corps imaginaire pur K de Q(C) a un indice de Hasse Q) €égal a
1.

Preuve Soit H = Gal(K/Q), dont on note o un générateur. Soit n = [K : Q] (qui est
pair car K est imaginaire pur). Pour montrer que Qk, il suffit de montrer que si u est une
unité de K, alors il existe une racine de I'unité 7 telle que £ = n®. En effet, I'unité un est
alors réelle, et u = un - 7.

on/2

Posons v = uu? ... u° " ~! On a alors



et vU est la norme de u qui vaut donc 1 (—1 est impossible car cette norme doit étre
positive). Comme H opere trivialement sur le groupe des racines de 'unité modulo les
carrés, en particulier, le quotient % est le carré d'une racine de I'unité, disons n?. [J

Enfin, par la formule du discrimiant de Hasse (lemme (2.2.2)), étant donné que le
caractere principal est de conducteur 1, et que tout caractere non principal de K, est de
conducteur p (car K, C Q((¢)), il vient :

di, = (07 [ f=p"" Q).

xexeXKp

Pour le sous-corps réel maximal K\ de K, comme Gal(Kp/K;) = {1;4}, j conjugaison

complexe, on a

d- = (=17 ] A=p"""" (r=0).

xex(=1)=1

Le quotient A, = jii — p* . L’inégalité (2.53) de la proposition (2.2.3) donne :

Remarque 2.2.5 Si K, = Q(¢), c’est a dire si p est un nombre premier de Fermat, on
montre de la méme fagon (voir [34]) que

47

2.2.2 Un nouveau critére pour ¢ 1 h, .

Désignons par g l'ensemble des nombres premiers et par @' I'ensemble des nombres

premiers qui sont congrus a 3 modulo 4. On adopte les notations suivantes (A > 0 entier) :

2t

Ht:{pEQ: Ep’}, I, (A)={pell,: p> A}.

. . /12 . ~ -1 .
Si un nombre premier p est un élément de II; pour un certain ¢ > 1, on pose p = 5=, qui

est donc un nombre premier.

On peut maintenant montrer le nouveau résultat suivant :

Proposition 2.2.6 Soit t > 1 un entier. Il existe une constante effective C(t) ne
dépendant que de t (avec C(1) = C(2) =T7), telle que si p € II,(C(t)), alors, p1 h, .
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Preuve Soient donc p, ¢ deux nombres premiers impairs tels que p — 1 = 2lg et ¢ =
3 mod 4. Soit h,, le nombre de classes relatif du sous-corps Kyt de Q(() et de degrés 2" sur
Q. D’apres les théoremes (2.0.17), (2.0.19) et (2.0.22), il existe un entier hot, tel que

h_ = h:th
p 2 4 2.54
{ qlhatg < qlh. ( )

Supposons que g|h, . Ce qui précede montre que g|h,,. Comme ¢ = 1+2 mod 4, le corollaire
2.1.7) montre que ¢2 ' |h;,. Or on a montré précédemment que on peut majorer hi,
2 2

comme suit :

2t—1

_ — 1
hy < 2> 2 (E log(p) + cl) ,

oll on a posé ¢; = 2”2—?(”), v étant la constante d’Euler. Cette majoration montre alors :
1 2t71
q2t—1 S 2p2t—2 <_ log(p) 4 Cl) ’
Am

c’est a dire
2t71 1

p_l <2 ot—2 1 1 ( )+ 2"
— 10 C
5 <2p 17 os(p) + e ;

ce qui donne le résultat souhaité, cette inégalité montrant au passage que C(1) = C(2) =
7.0

2.2.3 Autre preuve de la proposition (2.2.6) si p =1+ 2¢q, ¢ pre-
mier.

Dans le cas out p = 1+ 2¢, on peut montrer d'une autre fagon que (g, h, ) = 1, quoique
cette facon puisse paraitre parachutée. Avec les notations de la preuve de la proposition
(6.1.3) £ est alors une racine primitive g-ieme de 'unité. Raisonnons par l’absurde et
supposons qu'il existe un facteur premier q de ¢ dans Q(() tel que i, = O(q). Par la
proposition (6.1.3), on a en particulier (en prenant a = 1 par exemple) E(p,1,1) = O(q).
Il existe un entier k de {0,...,r} tel que (notation de la preuve de la proposition (6.1.3))
Py 1(&%) = O(q'), ot ¢’ est 'unique premier de Q(¢, €) au-dessus de q. Le premier q étant
totalement ramifié dans 'extension Q(¢,£)/Q(¢) (voir le lemme 3.3.30 de [28]), on a alors
en notant par Tr la trace relative a 'extension Q((,£)/Q(() (rappelons que Tr(§) = —1) :

o 1
1-¢G 1-¢

(¢—1)Z +Tr (Z Z“’“gk> =0@), Z

k=1
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Comme

T T

(q-1)Z2-Y 27" =qZ2-> 2" =qZ— h(-p)V=,

k=1 k=0

on a donc
qZ — h(—p)v/—=p = O(q). (2.55)

La relation (2.55) montre g|h(—p), donc en particulier ¢ = 21 < h(—p). Comme p =

3 mod 4, le lemme (2.2.1) montre que c¢’est imposible. Le nombre rationnel E(p,1,1) est

donc premier a ¢, et la proposition (6.1.3) montre donc que (g, h,, ) = 1.0
Remarque 2.2.7 Lors de celte preuve, le fait que h(—p) intervienne est du a (2.54).

Notons que si l'on se fixe un entier ¢, on ne sait toujours pas si I’ensemble II; est infini.

2.2.4 Application & 1 +x + ... +2P 1 = pyl.

Soit donc m > 1 et p premier impair tel que p € I, (C(m)). Considérons 1'équation
diophantienne
l+z+...2P =py?, z,yeZ (2.56)

Si z # 1, alors le théoréme (1.1.1) montre que plh,, en contradiction avec la proposition
(2.2.6). Ainsi (2.56) admet x = y = 1 pour seule solution entiere.
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Chapitre 3

Etude de I’équation C X2+ p*"D =Y™

3.1 Introduction

On se fixe C, D deux entiers naturels premiers entre eux, avec D sans facteur carré et
premier a 3. Soit également b = 1 ou b un nombre premier. Dans la suite, on notera par
K le corps quadratique imaginaire Q(y/—CD). On désignera par h son nombre de classes.
On étudie I'équation diophantienne suivante :

CX*+bv"D=Y" (2X,Y)=1. (3.1)

On peut supposer sans perte de généralité que C est aussi sans facteur carré. Fixons nous
maintenant quelques notations pour la suite. On notera dorénavant, par ¢, (respectivement
¥y,) le n-ieme terme de la suite de Fibonacci (respectivement de Lucas). Rappelons que la
suite de Fibonacci est définie par : ¢g = 0,91 = 1 et @10 = dpy1 + Op, tandis que la suite
de Lucas est définie par ¥y = 2, Y1 = 1 et Y10 = Va1 + Un.

Si n > 2 est un entier, on note p(n) le plus grand de ses facteurs premiers. Dans ce
chapitre, on se propose de montrer d’abord le nouveau théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1 Soit n un nombre premier impair, tel que (n,h) = 1. On suppose n > 3
pour CD =3 mod 4. Si b > 2, on suppose que b|D ou que b # (—CTD) mod n. Si l’équation

(3.1) admet une solution en nombres entiers X,Y, alors n =3 oun = 5. De plus :

1. 8iC =1, n =3, alors de deuzr choses l'une :

~ soit il existe un entier A tel que A% = 1+ 3*™73D, et alors on a b=3,
X =+4A(9-8A4%),Y =44 -3 etm>0;
— soit il existe un entier A tel que 3A® = € + V*™D avec ¢ = %1, et alors

X =4A (3¢ —8A%), Y = 4A4% —¢.
2. 5iC>1,n=3, alors
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— soit il existe un entier A tel que A’C — e = 323D avec € = +1, et alors
b=3, X ==A4(9—8AC), Y =4A°C -3¢, m>0;
— soit il existe des entiers A avec € = £1 tel que 3A2C — € = b>"D et alors
X=+A (36 — 8A2C) .Y =4A%C — ¢

— soit il existe des entiers A et k tels que 8D = sb™ + 3¢ et A2C' = 3D — 3¢ avec
e=41,s==1, et alors X = +A3*, Y = 4D — 3F¢;

— soit il existe des entiers A et k tels que 8b*™D = s + 3k et A2C = 3b*™D — 3F
avec s = +1, et alors X = +A3%, Y = 4b*™D — 3*. Dans ce dernier cas, si b= 3,

alors m = 0.

3. 8iC =1,n=25, alors de deux choses ['une :
—soitb=5 m=1,D =10, X = +401 et Y =11,
—soitb™ =1, D =19, X = +£22434, Y = 55,
- soit ™ =1, D = 341, X = 42759646, Y = 377.
4. 51 C >1,n =025, alors Y = Vi, ou V désigne la suite de Lucas ou de Fibonacci.
L’entier k est de la forme 3l 4+ 1 ou 3l + 2, ou ’entier | vérifie

b+2 p(CD)+2 1 [v¥»»D 1 [bm 4 2
1< Sup |4 - Y A Ry o I
soup |\ b a3\ e eV s T *3

St b=2 et D impair, on a en fait

b+2 p(CD)+2 1\/4mD 1 42m+1p2 2
— +—+_

1
5 3 3\ ¢ "oVs 5 3

[ < Sup | 4,

Une fois démontré, nous illustrerons ce théoreme au paragraphe (3.4) en retrouvant les
solutions entieres de certaines équations diophantiennes.
En guise de premiere application du théoréeme (3.1.1), on obtient :

Corollaire 3.1.2 Soit S l'ensemble des solutions (x,y, m,n) de l’équation
2+ 3" =y"n>2x#0. (3.2)
On pose S; = {(z,y,m,n) € Sim =imod 3}. On a § =S5, US,, avec
Sy = {(£46 - 27 13- 9™ 4 + 6my, 3) : mo € N},

Sy = {(£10-27™0,7-9™0 54+ 6mg,3) : mp € N}.
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Ce corollaire compleéte un résultat récent de Tao Liqun (voir [75]) qui résout 1’équation
2?3 =y, (zy) = L

Definition 3.1.3 Soient m,n > 2 deux entiers. Soit z € N*. On dit que z est de type

(m,n) ssiil existe a,b € N*, tels que z = a™ — b™.

On peut énoncer le résultat précédent comme suit :

Corollaire 3.1.4 1. Le nombre 3™ est de type (3,2) si et seulement si m =4 ou
5 mod 6.

2. Soit m,n deux entiers tels que n > 3. Alors 3™ n’est jamais de type (n,2).

Le cas de I'équation 2P 4+ 3P = y9, (3,x) = 1 sera également étudié : voir le chapitre 6,
exemple (6.1.27) et proposition (6.1.28).

On donne également toutes les solutions a ’équation d’Aigner : si D est un entier sans
facteur carré et si p > 2 est un nombre premier tel que (h(—D),p) = 1, alors, on appelle

équation d’Aigner, I’équation diophantienne suivante :
X?4+4D =Y?, (X,Y)=1 (3.3)

Dans [25], les auteurs affirment que (3.3) n’admet pour p = 3 que les solutions suivantes :
1. 724+ 76 = 53, 1015% 4+ 76 = 1013
2. 1552 4+ 364 = 293, 106812 + 364 = 4853

Plus précisément, ils montrent pour p > 3, que I’équation d’Aigner n’admet aucune solution
et affirment que Aigner I’a completement résolue dans le cas p = 3, les seules solutions étant
dans ce cas, les valeurs précédemment citées. Ils en déduisent donc que ces valeurs sont les
seules solutions de (3.3).

En fait, dans [2], Aigner montre seulement que D = 19 et D = 91 sont les seuls
entiers pour lesquels il existe un nombre premier impair p, tel que (3.3) admet plus d'une
solution (X,Y) avec X > 0. Mais contrairement & ce qui est affirmé dans [25], on
peut trouver des entiers D pour lesquels il existe un nombre premier p, tels que (3.3) admet
au moins une solution (X,Y') avec X > 0. Par exemple, si D = 7, alors X = 225 et Y = 37
conviennent (h(—7) = 1). Comme autre conséquence du théoreme (3.1.1), on se propose

de donner la résolution compléte de (3.3). Commengons par poser la définition suivante :

Definition 3.1.5 Soit D un entier sans facteur carré. On dit que D est convenable si 3

3A241

est premier & h(—D), et s’il existe un entier A tel que D = 3A% — 16¢ ou bien D = 7

avec € = *1.
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On obtient alors comme nouveau résultat, la résolution compléete suivante :

Corollaire 3.1.6 Soit D un entier sans facteur carré. L’équation (3.3) n’a aucune solution
entiere (X,Y) si p > 3. Si p = 3, alors l’équation d’Aigner admet des solutions si et
seulement si D est convenable. Si c¢’est le cas, on a les relations suivantes : soit D = 3AZ+1,
X = +A(8A%+3), Y =4A% 41, soit D = 342 — 16¢, X = £A (A2 —6¢), Y = 4242 De

plus, D = 19 et D = 91 sont les seuls entiers convenables pour lesquels I’équation (3.3)

admet plus d’une solution positive (X,Y).

Par exemple, 7 est un entier convenable au sens de la définition (3.1.5). En effet, h(—7) = 1
et 7= 3'3?7“. Le corollaire précédent montre alors que I’équation X2 + 28 = Y admet des
solutions enticres vérifiant (X,Y’) = 1. Celles-ci sont données par : X = £3(8-3%*+3) =
+225 et Y =432 +1=3T.

On résout aussi I’équation suivante, en entiers strictement positifs X et n :
2X? +1=3" (3.4)

Il est affirmé dans [25], suite a une erreur de Maohua Le, que les seules solutions sont
(1,1) et (2,2). Néanmoins, Ming-Guan Leu et Guan-Wei Li remarquent que (11,5) est
aussi solution, et montrent dans [57] qu’il n’y en a pas d’autres. Ils utilisent pour cela des
résultats de Beukers (voir [6]).

Néanmoins, soulignons ici que ce résultat est en fait une conséquence du théoreme clas-
sique de Nagell-Ljunggren ; voir la fin du Paragraphe 3.7.2. On montrera que ce résultat est
aussi une conséquence d’une application séquentielle du théoreme (3.1.1). Plus précisément,
on va montrer le théoreme suivant (dont la démonstration et le théoreme (3.1.1) permet-

tront en particulier de résoudre (3.4)) :

Théoréme 3.1.7 Soit C > 0, C' # 1,3 un entier sans facteur carré. Soit h = h(—C) le
nombre de classes du corps quadratique imaginaire Q(v/—C). Soient m un entier naturel,
[ un nombre premier impair, b =1 ou b un nombre premier tels que | = C + b*™.

On considére la suite (by,), définie par by =1, by =b" et byyo = 20™b, 11 — lb,.

L’ensemble £ désigne l’ensemble des entiers n > 1, tels que les assertions suivantes
sotent vérifiées :

- b, = £b™,

- n =1 ou il existe un nombre premier p tel que p|n et (p,6h) =1,

- b# (_—bc) mod n si b > 2.

On désigne par £ l'ensemble des entiers n > 1 tels que b, = +b™.

On a alors € = {1}, sauf sil = 3. Dans ce cas, on a € = {1,5}. De plus, &' est effectif.
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La démonstration du résultat précédent permettra aussi de montrer la proposition suivante
(sans utiliser le théoreme des diviseurs primitifs) :

Proposition 3.1.8 Soit | un nombre premier impair. On pose | = C' + 1. On suppose
que C' est sans facteur carré. Soit (b,) la suite d’entiers définie par by = by = 1, et
bn+2 - 2bn+1 - lbn

Soit £ les entiers n > 0 tels que b, = £1. On a les assertions suivantes :
1. Sil =3, alors |E| = 3.
2. Sil=17, alors |E] = 2.

3. Dans les autres cas, on a |E| = 1.

On se propose également en guise d’application du théoreme (3.1.1) d’étudier les équations
de la forme

Ca®+q" =y", x#0,

ou m > 0 est un entier, ¢ > 2 est un nombre premier, C' un entier sans facteur carré.

Dans un premier temps, on étudie le cas ¢ = 2. On se propose alors de résoudre
complétement 1’équation si m pair et C # 7 mod 8; puis si m est impair sans aucune
hypothese cette fois sur la valeur de C' mod 8. Cette résolution du cas ¢ = 2 étend un
résultat tres récent (2008) de Muriefah qui montre dans [60] (théoreme 2.2) que ’équation
précédente, cas ¢ = 2, est sans solution entiere pour n > 3, m pair, m > 0 et (z,y) = 1.
Cela généralise également le théoreme 2.3 de [60] qui montre que le cas ¢ = 2, n > 3 est
bien sans solution entiére, mais uniquement pour C' premier impair.

On commence par redémontrer le corollaire suivant en tant que conséquence seule du
théoreme (3.1.1) et de sa démonstration. On retrouve ainsi, outre le résultat du théoréme
2.2 de [60], les résultats du théoreme 1.1 de [59] :

Corollaire 3.1.9 Soit n un nombre premier impair, m > 0 un entier, et soit C > 0 un

entier impair sans facteur carré. On suppose que (h(—C),n) = 1. Alors, l’équation
OX? 422" —y" (X,Y) =1 (3.5)

n‘admet aucune solution entiére sin > 5.
De plus, st n = 3, alors il existe des solutions si et seulement s’il existe un entier b

m+3 . 2m __ .
tel que Ob* = % et m est pair, ou Cb? = % Dans le premier cas, on a X =

+b (2m3’1),Y = HZ;RH, et dans le second cas, X = +b (8'42—“),}/ = &;’1.

Remarque 3.1.10 1. SiC = n, U'hypothése (h(—C),n) = 1 peut étre omise (voir [32]).
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2. Indépendamment des résultats, on peut montrer (voir [59]) que 'équation Cx?+2%™ =
Y (x,y)=1o0ouC >1,m >0 et (h(—C),n) =1, n premier impair, posseéde au plus

une solution (x,y) en entiers positifs.

Notons en particulier le

Corollaire 3.1.11 Soit C un entier impair sans facteur carré, soit m > 0 un entier et

soit n > 3 un nombre premier tel que (n, h(—C)) = 1. Alors, I’équation
O 4 22" =" (2,y) = 1 (3.6)
n’a aucune solution.

On peut maintenant résoudre de fagon complete le cas ¢ = 2, m pair et C' # 7 mod 8

comme annoncé précédemment, généralisant ainsi le théoreme 2.3 de [60] :

Théoréme 3.1.12 Soit n > 3 un nombre premier. Soit C' > 1, C' # 7 mod 8, un entier

impair sans facteur carré tel que n { h(—C'). Soit m > 0 un entier. Supposons que l’équation
Cx® + 2™ =y", x#0, (3.7)

admette une solution entiere. Alors on est dans l'un des cas suivant
2m+1

S C=1,m>0,n2m+1, (x,y) = (ﬁm,zT),

S C=1,3m-1,n=3, (z,y) = <ill - 2%25-4%’1),

- C=3,nm+1, (z,y) = (j:QmAm%l);

- C'>1,n=23, il existe un entier b et un entier u < m divisible par 3 tels que

1 2m—u+3
O = %, 2lm — u,
ou
22m72u 1
Ob? =
3
Dans le premier cas
2m - 2u 2u 1 + 2m_u+1
=4b ———, =23 .
¢ 3 Y 3
Dans le second cas
22m—u+3 + Qu ou 4m—u+1 -1
=4b —mM, =23 « —
v 3 4 3
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En particulier sin > 3 et C > 1, l"équation (3.7) n’admet aucune solution entiere.

Si on prend C' = n > 3, le théoreme précédent redonne le théoreme principal de [60] comme
annoncé précédemment. (Le nombre de classes de Q(v/—n) est toujours premier a n si n

est premier).

Exemple 3.1.13 Considérons 1’équation 85x% + 24 = y*, n > 2 premier. Si x = 0

convient, alors 2

=y" doncn =7,y =4. Si x # 0, comme h(—85) = 4 on peut

appliquer le corollaire (3.1.12). Nécessairement n = 3. Il existera une solution ssi il existe

des entiers b et u tels que

214—2u -1
3 )

85h% = lu, 0<u<7,

ou
14210
3 Y

Dans ce dernier cas, au plus u = 3 mais cela donnerait C' = 43. Dans le premier cas, on

85h% = Blu, 24u,0<u<T.

trouve u = 3 comme seule possibilité. Les solutions cherchées pour n = 3 sont donc

914 4 93 45 — 1
$:i(—i;—>:iMM,y:4- o = 1364

On s’intéresse maintenant au cas ¢ = 2 et m impair. On redémontre le théoreme suivant

comme conséquence du théoreme (3.1.1)

Théoréme 3.1.14 (Muriefah) Soit n > 3 un nombre premier. Soit C' > 1 un entier impair
sans facteur carré tel que n{ h(—C) et m > 0 un entier. Supposons qu’il existe des entiers
X, Y tels que

CX24 22t =y" (X)Y)=1. (3.8)
Alors, nécessairement n = 3. Il existe des solutions entiéres si et seulement s’il existe un

. 2m+1 .
entier A tel que A*C = % St c’est le cas, on a

4m+2 -1 22m+3 1
xoma(EEY) o

On en déduit le nouveau

Corollaire 3.1.15 Soit n > 3 un nombre premier. Soit C > 1 un entier impair sans
facteur carré tel que nt h(—C) et m > 0 un entier. Supposons qu’il existe des entiers x, y
tels que

Cx? 22" =9z #£0. (3.9)

Alors on est dans l'un des cas suivant :
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- n =3, il existe des entiers A et u tels que

A2C B 92(m—u)+1 +1
= —3 ,

et alors

gm—ut2 _ 1 u 22(m—u)+3 1
r = +A" (—> . y= g2 AL

3

- soitn=25,C =1, 5]2m+ 1 et alors

2m+1

r=42"11, y=2"5 -3

Exemple 3.1.16 Considérons ’équation 112% + 217 = ",  # 0, avec n > 2 nombre
premier. Alors nécessairement n = 3. De plus, il existe des solutions entieres s’il existe un
entier u < 8 divisible par 3 et un entier A tels que

217—2u + 1
3 .

On vérifie que seule la valeur uw = 6 convient, valeur pour laquelle A = +1. Les seules

11A4% =

solutions entieres de [’équation sont donc

44_1 7
= 45440, y:242 1

x = +26 = 688.

Muriefah s’est également intéréssée aux équations de la forme pX?+¢*™ = Y? (X,Y) =
1, avec p, ¢ premiers impairs distincts. Toujours dans [60], elle a montré que si p # 3 mod 4,
p > 3, m > 0, alors Pexistence de solutions (X,Y), Y n’étant pas de la forme pA% + 1,
n’est possible que si p = 5, Y étant alors un nombre de Lucas ou de Fibonacci (voir les
commentaires (3.12.1)), sans préciser toutefois de borne explicite pour les indices possibles
des termes de Lucas ou Fibonacci. Notre théoreme (3.1.1) nous donne plus généralement

Corollaire 3.1.17 Soient b, p deux nombres premiers impairs, p > 3, m > 0 un entier
et C' # Tmod 8 un entier sans facteur carré tel que p ¥ h(—C'). On suppose que b #

(77?) mod n si m > 0. Alors l’équation

CX2 0™ =Y? (X,Y) =1, (3.10)

n'a aucune solution (X,Y) si p > 5. De plus, si p =5 et s’il existe une solution (X,Y),

alors il existe un entier EE > 0 et un entier B éventuellement négatif divisant b™ tel que
bm

— +4B* = 5E°.
B +
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Alors Y = E + 2B? et il existe un entier k tel que Y = a1, G312, W3pr1 0U Ysppo. De
plus, cet entier k vérifie

b2 p(C)+2 1 [p2m 1 [om 4 2
k}< 4_ — - _ _ _b4m -
sSuwp |4 == =3\ m eV 5 TP T3

Ce corollaire contient le résultat de Muriefah précédemment cité (voir les commentaires

apres la preuve du corollaire). De plus, notre corollaire précise une borne effective sur k

dans le cas p = 5.

Exemple 3.1.18 Considérons un entier impair C' sans facteur carré et n > 3 un nombre

premier tel que n{ h(—2C). Supposons qu’il existe des entiers X, Y, tels que
20X*+1=Y"

Le théoréme précédent montre que nécessairement n = 5. On a pour cette équation B = £1
et +1 +4 = 5E%. On doit donc avoir B = 1, E = 1, Y = 3. On trouve alors que
20X?% = 2-11%2. On doit donc avoir C = 1 et les solutions entiéres sont donc X = +11,
Y =3.

Corollaire 3.1.19 Soient b, p deux nombres premiers impairs, p > 3, m > 0 un entier et

C' un entier sans facteur carré tel que p1 h(—C) et Cb # 7 mod 8. Alors l’équation
CX?+ " =Y? (X)Y) =1,

n'a aucune solution (X,Y) si p > 5. De plus, si p =5 et s’il existe une solution (X,Y),
alors il existe un entier £ > 0 et un entier B éventuellement négatif divisant b™ tel que

b
— +4B"* = 5E?.
5+ 5

Alors Y = E + 2B? et il existe un entier k tel que Y = papi1, G3pro, Y3pr1 0U YP3pyo. De

plus, cet entier k vérifie

b+2 p(C)+2 1 [pmt 1 [pm 4 9
EL< S8 4 _ [ B —pam+2 —
soup |\ 3\ e eV s T *3

Dans le cas ou l'on ne fait plus d’hypothese sur la valeur de b mod n dans (3.1), on
obtient :

Théoreme 3.1.20 On fait les hypothéses suivantes :
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1. Il existe X,Y €N, tels que C X% +b>"D =Y™, oun est un nombre premier, n > 5.
2. (2X,Y)=1.
3. (n,h) =1.

On a linégalité suivante :

1lmcoH? 4 log(86™)
log(v/Do/2)

n<1l+cH*+

ol on a posé

n n
=8.87, Dy= Sup(12,C + D H=H(n)="738+1 .
@ . Do=5up(12,C+ D), () log (68.9 T oon +10g(3))
On a aussi les assertions suivantes :
- 51 166™ < \/E, alors il existe une constante absolue effective Ny telle que n < Njy.
— Il existe une constante absolue effective No, telle que si n > Ny, alors X < 41’2%.

Remarque 3.1.21 On verra au cours de la démonstration que l’on peut prendre Ni =
139297, et Ny = 307451.

Par exemple, si on applique le théoreme précédent a ’équation d’Aigner, on obtient n <
139303. On obtient une meilleure borne que celle de Le, qui montre dans [43], que n < 10°.
Notons que Le fut le premier & montrer dans [43] que I’équation d’Aigner est sans solution
pour n premier et n > 10°.

Dans la suite, I’abréviation H RG signifie hypothese de Riemann généralisée. On appelle
conjecture GS (pour Granville-Soundararajan) la conjecture suivante faite dans [35] :

Conjecture 3.1.22 Si x est un caractere primitif modulo q, on a l'inégalité swivante :

> x(n)

n<x

< <% + 0(1)) Vqloglog(q). (3.11)

Enfin, si n n’est plus supposé premier et si C'D est encore quelconque modulo 4, on a

le théoréeme suivant :

Théoréme 3.1.23 Supposons qu’il existe X,Y € N tels que (3.1) admette une solution,
avecn € N, n>1,CD > 1, CD # 3 et (2b,Y) = 1. On définit Uentier t € {0;1} comme
suit : st C'D # 3 mod 4, on poset =1, et t =0 sinon.

Alors, on a linégalité suivante
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coH? <1l7r + Mlog (ﬁ)) +log <2Mbm\/5D>
n <
log(v/3)
ou M = m (1+0(1)) VCDlog(4'CD), avec o(1) infiniment petit lorsque CD tend

vers linfini. Sous HRG, on peut prendre M = W(Q;—ie(;)) (1+0(1)) VCDloglog(4'CD), et

sous GS on peut prendre M = W(Z;i—;e(;)) (14 0(1)) vVCDloglog(4'CD).

+ coM H?.

3.2 Paires de Lucas et de Lehmer.

3.2.1 Définitions et notations.

Une paire de Lucas est une paire («, ) d’entiers algébriques tels que a+ 3 et a3 soient
des entiers relatifs premiers entre eux et § ne soit pas une racine de 'unité. Si (o, B) est

une paire de Lucas, on lui associe la suite des nombres de Lucas (u, («, 3)) définie par

an_ﬁn

a—p3"

Une paire de Lehmer est une paire («, 3) d’entiers algébriques tels que (a + 6)2 et aff

Up, = Uy (a, B) (n=0,1,2...).

soient des entiers relatifs premiers entre eux et % ne soit pas une racine de I'unité. Si (a, 3)
est une paire de Lehmer, on lui associe la suite des nombres de Lehmer

a":ﬁ"

2_32

n__ n . . .
o®=B" & n est impair,
sinon.

Definition 3.2.1 Soit p un nombre premier et soit (o, 3) une paire de Lucas. On dit que

p est un diviseur primitif de u, (v, 3) si et seulement si p divise u, («, ), mais ne divise

pas (o — B)*uy ... up_y.

Definition 3.2.2 Soit p un nombre premier et soit (o, 3) une paire de Lehmer. On dit que
p est un diviseur primitif de U, («, 3) si et seulement si p divise Uy, (e, 3), mais ne divise

pas (& — )%y .. . Up_1.

Definition 3.2.3 Une paire de Lucas (respectivement de Lehmer) (o, [3) est dite n-
défectueuse si et seulement si u, (o, 3) (respectivement u,(c, 3)) n'a aucun diviseur pri-
matif.
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3.2.2 Quelques résultats classiques.
Proposition 3.2.4 Soient («, ) une paire de Lehmer et (4,) la suite des nombres de
Lehmer correspondante. On a les assertions suivantes :

1. Pour tout entier positif n, on a (af,u,) = 1.
Si d est un diviseur de n, alors gy, et <Z—Z, ﬂd> divise 7.
Pour tout entier positif m et n, on a (tm, Uy) = Ugm,n)-
Si un nombre premier p ne divise pas af3 (a? — 62)2, alors p divise Up_1Upi1.
Si un nombre premier p divise ., alors p divise 1;—’:5
Dans assertion précédente, si p > 2, alors p divise exactement! é—zp

ﬂZm
Um,

Si 4|y, alors 2 divise ezactement

o RS T e e

Si un nombre premier p > 2 divise (o — 6)2 alors p divise u, ; st p > 3 alors p divise

exactement Uy.

9. Si un nombre premier p divise (« —|—ﬁ)2 alors p divise gy, ; st p > 3 alors p divise

exactement Usy,.

Preuve On définit la suite 0, = 0, (v, 3) par

an+8" . . .
G, = e Sl n est lmpailr,
o™ + A" sinon.
Dans la suite de la preuve, Ag, Ay, ..., A, désignent des entiers algébriques.

— preuve de l'assertion (1) : On a

(a+ )" = o™ + 37 + aB Ay = van + aBAo.

Comme (af3, (o + 3)?) = 1, on a (va,, @) = 1. De méme

a2+l 4 g2+l 2n—1
a_i_ﬁ :a2n_’_ﬁ2n+z(_1)/604195271—19:”2”_}_@5141,
k=1

donc (vep 41, ) = 1. Soit alors n un entier impair :

Uy, = % =a" '+ 8"+ aBAy = v, 1 + afA,.

Lc'est & dire p le divise mais pas p2.
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Comme (v,,_1, () =1, on a (@,, @) = 1 si n est impair. Fixons n pair.

- a — 571 B an—l _i_ﬁn—l N aﬁ (an—Q _ 6n—2)

a2 -2 a+ 3 a? — (32
Oén_l—l-ﬁn_l
= —— + afA3 =v,_1 + afAs,
Oé‘i‘ﬁ ﬁS 1 ﬁ?)

d’out (@, ) =1 si n est pair.

L’assertion (1) est prouvée.

preuve de D'assertion (2) : Si d|n, en écrivant o = (3¢ + (o — ﬁd))%, il vient
n ﬁn %72 /d
am — n_, n n_p
ad_ﬁd :Eﬁn d‘l’(ad_ﬁd)Z( L )ﬁkd(a/d—ﬁd)d 2‘ (312)

k=0
Si n — d est pair, I’égalité précédente multipliée par o"~¢ devient

Up, n e 5
n_dﬂ_d = E (Oéﬁ) d + A4Ud,

a
et si n — d est impair (donc 2|n, 2 1 d), elle devient

U n - -

" (a+ B) = == (af)" " + Asilg.
Uq d

L’assertion résulte de ces deux égalités et du fait que (u,,a3) = 1.

preuve de 'assertion (3) : soient donc m, n deux entiers positifs. Il existe deux entiers

positifs r et s tels que rm — sn = (m,n). Posons k = rm et | = sn de sorte que

k —1= (k,1). On vérifie que
(o — 85) (o} + 8Y) — (o) — B) (o + %) = 2 ()" (ak! — g1
Comme k — [ = (k,1), si k — [ est pair, il vient
oy — wvg = 2 (f) dig_y,
et pour k — [ impair

(a4 0)* @pv, — g = 2 (af) Gg_; sil est impair,
v — (o + 5)2 v, = 2 (ozﬂ)l Up—; sik est impair.

Si 2 ne divise pas (g, %), l'assertion (1) et les trois égalités précédentes montrent
que (g, ;) |Ug—;. Supposons maintenant que 2 divise Uy et ;. Puisque %’“ = V), On

a, en posant d = k et n = 2k dans les deux equations suivant (3.12), que si k est pair
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alors 2|v;, (rappelons que (a3, i) = 1), tandis que si k est impair, alors 2|(a+ 3)%vy, ;
et la méme chose a lieu avec k£ remplacé par [. On déduit encore des trois équations
précédentes que (ty, ;) |tg_;-
Rappelons que
a" =B =[] ®u(e.B), (3.13)
dln

ou

n
()= J[ (a=¢n),
j=1,m)=1
¢ étant une racine primitive d-ieme de I'unité. On déduit de (3.13) que @, |ty et u,|d;,
donc que (T, t,) divise (i, %) ; comme ce dernier divise @ix_; = TU(p, ), on en déduit
donc que (T, Uy,) divise Uy, ). Comme (3.13) montre que Ugyn) divise Uy, et Uy,
I’assertion est prouvée.

preuve de 'assertion (4) : si p > 2, on a
(a=B)" (a+8)’ Uyl = 0 + 5% — (o + 5%) (aB)"".

Par le petit théoreme de Fermat, il vient

(v — 5)2 (o + ﬁ)z Up—1Up+1 = 0 mod p,
et 'assertion est prouvée si p > 2. Supposons p = 2. On a
lp—1lipyy = Uy = & + 7 + af.

Si 21 afus, alors il divise a? + 3% + 2a8 = (a + 3)?. L’assertion est encore prouvée
dans ce cas.
preuve de 'assertion (5) : De 1’égalité (3.12), on a pour p premier et m > 1 entier

2

bS]

aQmr — gme

— »Aam(p—1)

()o@ =mp e
k=0
Supposons d’abord p > 2. De (3.14), il vient
Uy m A —
a—p:pAG—i—(oz — gyt (3.15)
Comme A7i, = o™ — 3™, on en déduit que si p|t,,, alors p|% Supposons p = 2.
Dans ce cas, (3.14) donne
a2m . ﬁ2m

am_ﬁm
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a?m — g2m (a+ 3) 2= sim est impair,
—_—_— ~ m
am — [Gm “2m si m est pair.

Um

Si 2|ii,, avec m pair ou m impair et 2 { (o + 3)%, alors comme précédemment, on
déduit que 2|1~§—;” Si 2 divise (« +ﬁ)2 = 1y + 2a0, alors 2 divise g4, et donc par
'assertion (3) ne peut diviser 1, avec m impair. L’assertion est prouvée.

— preuve de l'assertion (6) : De 'égalité (3.14), on peut écrire pour p > 2

Um, m m m m\P— m(p— m(p—
Q=DM (om gy Ay — (o™ — G oD = p (af)™PD . (3.16)

m

S’il était possible d’avoir p2|am(p_1)% pour pl|i,,, alors (3.16) montrerait que p|a/3,
en contradiction avec 'assertion (1). L’assertion (6) est prouvée.
— preuve de Passertion (7) : C’est une conséquence facile de Iassertion (1) et de I'étude

faite dans le cas p = 2, lors de la preuve de I'assertion (5).
— preuve de Passertion (8) : pour avoir la premiere partie, il suffit de prendre m = 1

dans (3.15). Supposons que p > 3 divise (« — ﬁ)Q. De (3.12) appliqué avec m = 1,

alors
Uy, = pAP~! mod p?.

Par l'assertion (1), on a donc p||a,.
— preuve de l'assertion (9) : idem que précédemment en prenant m = 2.
O

Corollaire 3.2.5 Soit (a, 3) une paire de Lehmer et (u,) la suite associée des nombres de
Lehmer. Soit p un nombre premier ne divisant pas 3. Il existe alors un entier m tel que

p divise Uy,. Soit m, le plus petit entier jouissant de cette propriété. On a alors
DU, <= my|m, (3.17)

et

my, =Dp sip>2 etplla—P)?
my = 2p st p‘<04+ﬁ>2;
m,|(p£1) sinon.
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Preuve I’existence d'un entier m tel que p|t, résulte de la conjonction des asssertions
(4), (8) et (9) de la proposition précédente.

L’implication ” < ” dans (3.17) résulte de 'assertion (2), et 'implication ” = ” résulte
de (3).

Le fait que m, = psip > 2 et p|(a— 3)?, résulte de I'assertion (8). Le fait que m,|(p+1)
si pt (a2 — 32)° résulte de lassertion (4). Le cas p = 2 et p{ (o + )2 résulte aussi de (4).
Dans ce dernier cas my = 3. Il nous reste & montrer m,, = 2p si p|(a+ )% Sip =2, il n’y

a rien a faire. Supposons p > 2. Par la formule du binome
a? — 7 = (a — ()P mod p. (3.18)

Comme pgcd ((a + 3)%, (a — 3)?) divise 4, le nombre algébrique o — 3 est premier & p. Par
(3.18), il vient

i,(a, B) = (a — B)P" mod p. (3.19)

Comme le terme de gauche de (3.19) est premier a p, il en est de méme de @,(«, 3), ie
m, # p. Or par 'assertion (9) de la proposition précédente, p divise tg,(ca, 3) et (3.17)
montre que m, divise 2p. Comme m,, # 2 et m, # p, on a donc my, = 2p. |

3.2.3 Nombres de Lucas ou de Lehmer sans diviseur primitif.

Pour les paires de Lucas ou de Lehmer (a, 3) qui sont réelles, (c’est a dire a et 3 réels),
Carmichael et Ward ont montré le résultat suivant :

Théoreme 3.2.6 Soit n > 12 un entier. 1l n'existe aucune paire de Lucas ou de Lehmer

n-défectueuse.

Dans le cas général, la classification des triplets («, 3,n) tels que («, 3) soit une paire
de Lucas ou de Lehmer n-défectueuse a été obtenue par Bilu, Hanrot et Voutier : voir [12].

3.3 Démonstration du théoreme (3.1.1).

Considérons les idéaux principaux de K = Q (\/—CD) suivant :

z+:(cx+wm¢i65» z;:(CX—wm¢iEE)

D’apres (3.1), on a en termes d’idéaux de K

T.T_ = (C)(Y)". (3.20)
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Soit 0 = (Z4,Z_). On a
5= (c, \/—C’D) .

En effet, posons & = (C,v/—CD). On a §* = (C) car (C,D) = 1. Par définition de Z.
et de Z_, §'|6. Supposons que Z, 6! et Z_§'~! ne soient pas premiers entre eux. Comme
8% = (0), il existe donc d’apres (3.20), un premier p de O, anneau des entiers de K, qui
divise Z,, Z_ et Y. Il divise donc en particulier 2CX et Y. Mais 'entier Y est premier a
2X, et p divise donc C' et Y. Il existe donc un nombre premier p qui divise Y et C. Par
(3.1), il divise aussi b*™D. p ne peut pas diviser D car sinon (C, D) # 1. p ne peut pas
diviser b*™ car sinon b = p, vu que, si b # 1, b est premier, et donc b|Y ; alors, b|b™ et
b|Y, donc b?|C'X? par (3.1), donc b| X, car C est sans facteur carré, en contradiction avec
(X,Y) =1.Donc d = ¢ Les idéaux Z, 6! et Z_6~! sont donc premiers entre eux. Il existe
donc un idéal entier Z de Ok tel que

(OX + bm\/ﬁ) — 51", (3.21)
c’est a dire en élevant (3.21) au carré
(cx + bm\/—C—D>2 — (O)17,
ot Z; = Z?. Comme (n, h) = 1, il existe Z € Ok tel que
(CX + bm\/—C—D>2 —oz". (3.22)

(Si CD = 3, en particulier CD = 3 mod 4 et alors par hypothese n > 3; 'unité qui devrait
alors apparaitre dans 1’égalité précédente est une puissance n-ieme dans Oy ; quitte a
modifier Z, on peut la supposer égale a 1.) Comme n est impair, il existe donc U,V € Z

de méme parité tels que

7 — (U i V;/_C—D) 3 (3.23)

Supposons d’abord que C'D # 3 mod 4. Alors en fait U et V sont pairs. On note encore U
au lieu de % et V au lieu de % :

07 = (U + V\/—C—D>2 . (3.24)

Posons CU’' = U. Par (3.24), U’ € Z car C est sans facteur carré. En effet, comme on

se place d’abord dans le cas CD # 3 mod 4, il existe des entiers a et b tels que Z =
a+ bv/—CD. En identifiant les parties réelles dans (3.24), il vient

Ca=U?—-CDV?
= C2U" — CDV?,
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ie CU"? = a+ DV? € Z. Comme C est sans facteur carré, nécessairement U’ € Z. Il existe
donc U,V € Z tels que

- (vVG+vvD) . (3.25)

En reportant (3.25) dans (3.22), il existe donc A = £U’, B = £V tels que
XVC+b"/=D = (AVC + BY-D)"

Si CD = 3 mod 4, en particulier, C' est impair. En reprenant les calculs précédents, il existe
U',V € 7Z tels que

(3.26)

;- (U’\/@Jr V\/j>2
2

Comme CU" = U et C impair, U" et V ont méme parité. Comme précédemment, il existe

A=xU',B ==V tels que

XVC + /=D = (A\/U”BV_D) . A= Bmod?2.

2

Ainsi, que C'D soit congru a 3 modulo 4 ou pas, il existe des entiers A et B de méme
parité tels que I’équation précédente ait lieu. Notons que si B (et donc A) est impair, alors
nécessairement C'D = 3 mod 4.

On pose € = % V=D [’égalité précédente s’écrit aussi
XVC +b"V=D = ¢". (3.27)

En particulier €€ =Y, c’est a dire
4Y = CA? + B’D. (3.28)

De plus, (e + €)% = (AVC)? = A2C. Posons o = € et = € a, § sont donc deux entiers
algébriques (car leur puissance n-ieme en est un), tels que af, (o + 3)* € Z et méme
a+0eZsiC=1 Sia+ =0, alors A= 0. Or, en égalisant les parties rélles dans
(3.27), on vérifie que A divise X, donc que A # 0. On a donc bien « + 5 # 0. De méme
aff =Y # 0. Supposons qu’il existe une racine de I'unité ¢ de Q(\/U, V—D) telle que
& = § = (. ( serait alors en fait une racine de I'unité de Q(v/—CD). En effet, ¢ peut se

(e}
mettre sous la forme :

AVC+BvV-D AC+ BY=CD

¢= AVC — B\=D AC — B\/—CD

€@ (vV=CD),
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On a ¢ € {£1,+£V~1, £33} Si ¢ = +1, on aurait A = 0 ou B = 0. On a déja vu
que le premier cas est impossible. Si B = 0, par (3.27), on aurait nécessairement b = 0,
ce qui n'est pas. Si ¢ = +v/—1, AVC = £BvD. Comme 4Y = CA? + B2D, on aurait
2Y = CA? = B?D. Comme Y est impair, 2|C et 2|D, en contradiction avec (C, D) = 1.
Enfin, si ( = i%ﬁ (donc CD =3ie C' =3, D =1 car 31 D), on vérifie que cela donne
A = B =0 ce qui est absurde.

De plus, (af, (a+3)?) = 1. Eneffet, a3 =Y, (a+3)? = CA?% et (Y, C) = 1. Supposons
qu’il existe un nombre premier ! qui divise Y et A. Comme 4Y = CA% + B2D, il divise
aussi B2D, donc b*™ ou D. Si I|b*™, alors m > 0 et [ = b, donc b|Y, d’ott b*|C X2 Comme
(X,Y) =1, on a b?|C, ce qui est impossible car C' est sans facteur carré. Donc, | # b,
I|D et 1Y, don I|C X2 Comme (C,D) =1, on a I|X?2 Donc [? divise Y™ — CX? = p*™D.
Comme [ # b, I|D, ce qui est impossible car D est sans facteur carré.

On a donc bien (af, (a+ 3)%) = 1.

On vient donc de montrer que « et ( sont des entiers algébriques, tels que % n’est pas
une racine de I'unité et tels que a3, (a+ 3)? soient des entiers premiers entre eux. De plus,
a+ [ € Zsi C =1. Le couple (a, ) définit donc une paire de Lehmer (respectivement de
Lucas) si C' > 1 (respectivement si C' = 1). Posons

a” — Bn
Up = Un(aaﬁ) = Oé——ﬁ.
Si C' =1, c¢’est un nombre de Lucas. Si C' > 1 c¢’est un nombre de Lehmer. Dans les deux
cas
20™
Upy = —.
B

Si B est impair, u,, est alors divisible par 2. Comme Y = «af est impair, le corollaire (3.2.5)

montre que mz|n. Ce méme corolaire montre que

. 2 2
m2:{4 si2|(a+ 6)" = CA?

3 sinon.

Comme A et B ont méme parité, A est impair. De plus, B impair n’est possible que si
CD = 3 mod 4 et donc C' est impair. On a donc my = 3 divise n ie n = 3. Or on a supposé
que n > 3 si CD = 3 mod 4. L’entier B (et donc A) est pair.

Notons encore par B (respectivement par A) 'entier £ (respectivement U'entier 2). On

pose

a=AVC+ BvV—D, B=AVC—BV—D,
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de sorte que

XVC +b"V=D = a". (3.29)

et
Uy = —. (3.30)

On a la proposition suivante :

Proposition 3.3.1 L’entier u,, est sans diviseur primitif.

Preuve Sib=1oum =0,iln’y arien a faire car alors u,, = +1. On peut donc supposer
b>1etm>0.

Supposons que b = 2. Si u, = +1, il n’y a rien a faire. Sinon, comme o — 3 = 2Bv/—D,
et que le seul diviseur premier de u,, est 2 on a le résultat.

Supposons que b > 2 et que b|D. Comme o — 3 = 2By/—D, il n’y a rien & faire.

Supposons b > 2 et que b vérifie b # (’CTD) mod n. Comme a — 3 = 2Bv/—D, si le
premier b divise B, I'entier u,, est bien sans diviseur primitif. On peut donc supposer que
B = +1. Notons que 'entier A est premier a b. En effet, dans le cas contraire, en identifiant
les parties réelles dans (3.27), il vient

n—1

2

n n—2k—1
X = ATHCH(BY=D)"
> (a's1)
k=0
En particulier, A et donc b divise X. Comme m > 0, on déduit de I'’équation C X2 +b*"D =
Y™ que b|Y en contradiction avec (X,Y) = 1.

Lentier algébrique (a? — 32)° = —16A2CD est donc premier & b. Supposons que

(_CTD) = —1. Il vient

b

ot = AC*C + B(-D)%
= AC"TVC + B(-D)7 V=D
= 4+ mod b,

3

d’ott a**! = +af mod b. De méme (1 = +aB mod b (avec le méme signe). Comme
(a® — 32)* est premier & b, il vient @yyq (o, 8) = 0 mod b. Raisonnons par I'absurde et
supposons que b soit un diviseur primitif de u,. Avec les notations du corollaire (3.2.5), on
doit donc avoir m, = n. Comme 4,1 = 0 mod b, ce méme corollaire montre que my|b+ 1,

ienlb+1,ieb= (’CTD) mod n en contradiction avec les hypotheses du théoreme.
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Dans le cas (ﬂ) =1, on obtient

b
o’ = A'C"2 V/C + BY(-D) T V=D

= AC"TVC + B(-D)T V=D
= +a mod b,

d’ott a*~t = £1 mod b, car a3 = Y est premier & b. De méme 3*~! = £1 mod b (avec le
méme signe). Comme (a? — 3%)° est premier & b, il vient @_; (o, ) = 0 mod b. Raisonnons
par Iabsurde et supposons que b soit un diviseur primitif de w,. Le corollaire (3.2.5) montre
comme avant que l'on a alors b =1 = (_CTD) mod n en contradiction avec les hypotheses
du théoreme.[] Remarquons que dans le cas ou b = 2 et D impair, on peut montrer plus
précisément que u, = +1. En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 3.3.2 Sib=2 et si D est impair, alors B = £2™.

Preuve Supposons b = 2. Alors, d’apres (3.27)

n—1

gm _ i ( n >(A\/5)n_2k_1(—D)kB%+1. (3'31)

— 2k+1

En particulier, B|2™. Si m = 0, il n’y a rien a faire. Supposons donc m > 0. En particulier,
comme Y est impair, C' l'est aussi d’apres (3.1). Supposons que 2\%. La somme de droite
dans (3.31), divisée par B est donc paire. Comme Y = CA%?+ B?D = 1[2], et (D,2) =1, A
et B sont donc de parité différente. En effet, si 2| B, comme Y impair, alors A 'est aussi.
Si B = 41, alors, comme (2, D) = 1, B®D est impair, donc 2|CA?, car Y impair. Mais
(2,C) =1, donc 2|A.

Ainsi, A et B sont donc bien de parité différente. On a donc en particulier 2| AB. Comme

la somme de droite de (3.31) divisée par B est paire, il vient

2lnA"'C"T + (=D)"T B" Y,

ce qui est impossible car (2, D) = 1 et A, B de différente parité. Donc %
B=42" 01

On peut alors appliquer les résultats de [12] (complétés dans [1]). On trouve que le

est impair, ie

nombre premier n vérifie n = 3 ou 5. On est alors amené a distinguer les quatre cas
suivants (n =3,C=1), (n=3,C> 1), (n=5,C=1), (n=5,C >1).
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3.3.1 Cas(C=1,n=3.

Il existe alors des entiers mg > 0,¢y = *1,
e ==x1et k>0 tels que

2A = Moé€op;
4B%D = 3m? — 3% - 4¢;

Si k > 0, alors, comme par hypothese (D,3) = 1, on doit avoir 3|B, avec B qui est une
puissance de b, b = 1 ou b nombre premier. Donc b = 3, m > 0. Montrons que 1’on a aussi
k = 1. En effet, en utilisant les deux relations précédentes, on a

B%2D = 3A% — 3Fe.

Comme 9|B?, si k > 1, on a alors 3|A. On a aussi montré au paragraphe précédent la
relation suivante (relation (3.28)) :

Y = CA% + B?D.

Comme 3|A et 3|B, on a 3|Y, et donc 3|X car b = 3,m > 0, en contradiction avec
(X,Y) =1. Donc on a bien k =1 si k > 0. On a donc en prenant k = 1

B?D + 3¢ = 3A%
De plus, comme n = 3 et b = 3, en prenant la partie imaginaire dans (3.27), on a
3" =3A°B - B*D.

On a donc les relations suivantes :

3" + B3D = 3A°B;
B?D + 3e = 342,

On en déduit que B = 3™ ¢, et A2 — ¢ = 3*™3D. Comme dans ce cas (A4,3) =1, on a
A?2 =1mod 3, dott € = 1. Comme Y = CA? + B2D, on vérifie alors que Y = 44% — 3. En
identifiant les parties réelles de (3.27), il vient

n—1

< [ n e n—1_
X:Z(Qk)B%(—D)’“A Otk (3.32)
k=0

Comme C = 1,n =3, B?D + 3 = 3A% on obtient en particulier X = +A (9 — 8A?).
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Sik=0,ona
B?D + e =3A%

Comme avant

b 4+ B*D = 3A°B:
B2D + ¢ = 3A%

Il vient B = eb™, et 3A%2 —b*™D = €. On vérifie alors que Y = 442 —¢, X = £ A (3¢ — 8A4?).

3.3.2 Cas(C >1,n=3.

Supposons maintenant que n = 3 et C' > 1. Par [12], il existe des entiers ¢,k > 0 et
€ = £1 tels que

4A%C = q + 3F¢;
4B%D = 3q — 3Fe;

ou bien

{ 4A%C = 3q — 3Fe;

4B%D = q + 3F¢;

Remarquons, vu que Y = CA? 4+ B%D, que l'on a ¢ = Y. Etudions d’abord le premier
cas. Sik > 0,onak =1, b=3. En effet, si £k > 0, 3 divise 3¢ — 3*¢ = 4B%>D. Comme
(D,3) =1, 3 divise B, qui divise b™. Donc b = 3 et m > 0. Montrons que k = 1. Sinon
k> 2 et 9 divise 3¢ = 4B2D + 3%¢, donc 3|g = Y. Comme m > 0 et b = 3, 9 divise aussi
CX? =Y?3—3"D. C étant sans facteur carré, 3|X, en contradiction avec (X,Y) = 1.
Ainsi, si k>0, k=1,b= 3.

Comme 3™ = 3A%2BC — B?D, on obtient :

4.3™ = 3B.4A%C — B.4B*D
= 3B(q + 3¢) — B(3q — 3¢)
= 12Be.

On a alors :

B = 3™ l¢;
A2C — e = 3*™m3D;
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On obtient Y = 4A4%C — 3e. On vérifie X = +A (9¢ — 8A%C).

Si k =0, alors B = b™e et 3A%2C' — € = b*™D. On vérifie comme avant les valeurs de
X,Y.

Etudions maintenant le second cas. Comme Y = C A%+ B2D, on en déduit que g =Y.
De plus,

V" = 3A°BC — B*D = B(3A*C — B*D).

On en déduit

4b™
?=3(3q—3ke) —q— 3k
= 8¢ — 4.3%,
d’ou
8B%D = o + 3Ftle
= .

Supposons d’abord b # 3. L'un des entiers B? et %m est donc premier a b, ie B = s ou
bien B = sb™,s = +1. Supposons d’abord B = s. Les relations précédentes donnent
8D = sb™ + 3k Fle et A2C = 3D — 3Fe. Comme ¢ = Y, on en déduit Y = 4D — 3F¢ et
X = +£A.3F,

Supposons B = b™s. Comme précédemment, il vient

{ 8v2"D = 5+ 3ktle;
A2C = 30D — 3Fe;

Onaalorse=1,g=Y =40>"D — 3* et X = +A.3"

Supposons maintenant que b = 3. On doit alors avoir m = 0. En effet, supposons
m > 0. Comme 8B%D = 3= 4 3"!¢, on a 3| B et 3|25 Si k > 0, comme 4B2D = g + 3",
on aurait 3|¢g =Y. Comme m > 0 et CX? + 3*"D = Y3 il vient 3|X et donc (X,Y) # 1,
en contradiction avec les hypotheses. On a donc k£ = 0. On obtient :

3m
8B*D = 5+ 3,

c’est a dire

B2 3m—1
8—D —
3 B

= €.

Comme %2 est divisible par 3, on doit avoir B = £3™~!, donc 8.3 3D = e £+ 1, ce qui

est impossible. Donc si b = 3, on doit avoir m = 0, et 8D = s + 3**le.
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3.3.3 Cas(C =1,n=05.

Supposons maintenant que C' = 1 et n = 5. On trouve 24 = 2¢ et 4B?D = 40, ou
2A = 12¢ et 4B%D = 76, ou 2A = 12¢ et 4B?D = 1364, ¢ = 1. Donc A = ¢, B = +1 et
D=10,0u A=6e,B=d1let D=190u A=06¢,B=+1et D = 341.

Dans le premier cas, on a A> = B> = C = 1,D = 10. On en déduit que ¥ = 11 et
(3.32) donne X = +401. On a alors v*™ = 25, ie m = 1,b = 5.

Dans le second cas, D = 19, A> = 36, B> = 1, Y = 36 + 19 = 55; (3.32) donne
X = £22434. On a alors b*™ - 19 = 55° — 224342 = 19, ie b™ = 1.

Dans le troisieme cas, on obtient D = 341, Y = 377, X = 42759646, et b = 1 en
utilisant la relation (3.28).

3.34 Cas(C >1,n=0>.

Placons nous maintenant dans le cas ot n =5 et C' > 1. On désigne par Vi, le k-ieme

terme de la suite de Fibonacci ou de Lucas. Il existe alors e = +1 et un entier k£ tel que

4A2C - Vk—QE;
{ 4B2D = 4Vi — Vi s (3.33)
ou bien )
1BD = Vi 2.
{ LA%C = AV, — Vo (3:34)

On en déduit que Y = ¢, = ou ;. Mais Y est impair, donc £k = 3l + 1 ou 3l + 2. 1l
nous reste a démontrer la majoration de [ en termes de b, C' et D qui sera utile pour des

applications pratiques du théoreme. On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.3 Soit n > 12 un entier et V,, le n-iéme terme de la suite de Lucas ou de

Fibonacci. On a alors l'inégalité®

n—1<p(V,).

Preuve Commen > 12, le théoreme (3.2.6) montre que V,, a au moins un diviseur primitif
p que l'on se fixe. Par définition de m,, (voir le corollaire (3.2.5)) m, = n. La paire d’entiers
algébriques associée a la suite V est (o, 5) = 1_7*@, %) Comme (a + B8)? =1=—ap,
le corollaire (3.2.5) montre que m, <p+1,doun—1<p<p(V,).0

Dans notre cas, on a Y =V}, avec 442C = V,_9, ou 4B%2D = Vj,_o,, € = +1. Le lemme

précédent montre donc

k—2e—1< Sup(11,b, p(CD),p(A)),

2Rappelons que p(y) est par définition le plus grand nombre premier divisant I'entier y.
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d’ou
k < Sup(14,b+3,p(CD) + 3,p(A) + 3).

Par (3.27), en identifiant les parties imaginaires, on obtient

b= 22: ( ° )B%“(—D)’“(A\/E)“—%,

— 2k+1
d’ou

5A’C (A’C —2B’D) = % — B'D>.

On en déduit

d’ou

b*»D 1 [bm 4
k< 14 D — ==+ =bmDZ + 3
< Sup b+ 3,p(C )+3,\/ 8 +C’“ 3 +5 +

Si b =2 et D impair, le lemme (3.3.2) montre que B = £2™. On obtient dans ce cas

comme meilleure borne :

4mD 1 1 42m+1D2
k< Sup|14.6+3.p(CD)+3. /| — 4+ =y/=4+ ——— +3
< Sup | 14,b+ 3, p( >+,\/C+C5+ T

Le théoreme (3.1.1) est prouvé. |
On donne maintenant quelques exemples.

3.4 Exemples.

On illustre le théoreme (3.1.1) en retrouvant les solutions entieres de quelques équations

diophantiennes classiques.

3.4.1 Résolution de I’équation de Mordell 2> = 1> + k.

Soit k < —1 un entier. Soit h(k) le nombre de classes du corps quadratique imaginaire
@(\/E) On suppose que Uentier k est sans facteur carré, vérifie k # 1 mod 4, et est tel que
(3,h(k)) = 1. On considere ’équation de Mordell suivante :

2? =y + k. (3.35)

Mordell a démontré le théoréeme suivant :
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Théoréme 3.4.1 (voir [58]) L’équation (3.835) a au moins une solution en nombres en-
tiers, si et seulement s’il existe un entier a tel que k = +1 —3a?, et alors v = +a (a® + 3k)
ety =a®—k.

Ce théoreme est une conséquence du théoreme (3.1.1). En effet, supposons que (3.35)
admette une solution entiere (z,y). Comme k est sans facteur carré, les entiers x et y
sont premiers entre eux. De plus (3,h(k))) = 1 et £ # 1 mod 4. On peut appliquer le
théoreme (3.1.1). Le cas "C' = 1,n = 3” montre qu'il existe des entiers A et ¢ = +1
tels que 34% = ¢ — k. Toujours par le théoreme (3.1.1), pour de tels entiers, on a alors
r=+A (3¢ —8A?) et y = 4A? — e. Comme k = € — 342, on obtient x = +A (A% + 3k) et
y =A% — k.

3.4.2 Résolution de I’équation de Lebesgue X? +1 =YY", n > 1,
Y > 0.

Si n est une puissance de deux, on écrit 1 = Y™ — X? et on arrive facilement & X =
0,Y = 1. Si n n’est pas une puissance de deux, fixons p un facteur premier impair de n.
On pose Z = Yr. Supposons que (X,Y) ne soit pas la solution triviale (0,1). Comme
h(—=1) =1, et "CD = b = 17, le théoréme (3.1.1) montre que p = 3 ou p = 5. Si p = 3,
on obtient A = X = 0 : contradiction. Si p = 5, on obtient aucune solution. Donc, la seule

solution est la solution triviale X =0, Y = 1.

Remarque 3.4.2 On trouvera une démonstration plus éclairante, ie plus spécifique a l’an-
neau des entiers de Gauss Z[i] dans [64].

Remarque 3.4.3 Le théoreme de Lebesque démontre en particulier que les nombres de

Fermat ne sont jamais des puissances entieres propres.

3.4.3 Résolution de 22 + 19 = y".
Soit a résoudre ’équation d’inconnue (z,y,n)
202 +19 =y",n > 1,(n,6) = 1. (3.36)

L’entier 19 étant sans facteur carré, les entiers x et y sont premiers entre eux. Comme
h(—38) = 6, le théoreme (3.1.1) implique que le seul facteur premier de n est 5. Il existe
un entier A tel que y5 = 242 + 19 et il existe des entiers k et € = 1, tels que

8A2 = Vk*QE;
76 = 4V}, — Vi_oc;
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ou bien

76 = Vk:f2€;
8A? = 4V}, — Vioag;

ou V est la suite de Lucas ou de Fibonacci.

Etudions d’abord le premier cas. Dans le cas de la suite de Fibonacci, les seuls termes
qui sont le double d'un carré sont ¢ = 2 et ¢5 = 8 (voir [66]). Ici seul k — 2e = 5 convient
et A2=1.0Onaalorsk=7e=1o0uk=3,e=—1. On vérifie que seul k = 7 convient.
Dans ce cas, B = +1, d’ott y5 = 21. Donc y = 21,n = 5, et x = +1429. Dans le cas de
la suite de Lucas, seul les termes d’indice 0 et 6 sont le double d'un carré (voir [66]). On
vérifie que cela ne conduit a aucune solution (A4, B).

Dans le second cas, 76 = Vj_o.. C’est impossible pour la suite de Fibonacci. Pour
la suite de Lucas, cela implique k — 2¢ = 9, ie k = 7 ou k = 11. On doit alors avoir
8A? = dip; — 1pg = 40, ou bien 8A4% = 4¢h;; — ¢y = 720. On obtient aucune nouvelle
solution.

Dong, les seules solutions (x,y,n) de

222 +19=9y"n>1,(n,6) = 1.
sont (+£1429,21,5).
3.4.4 Résolution de 222 +1=y",n > 2.
Déterminons tous les entiers x,y,n avec n > 2 tels que
202 +1=9y"n> 2,2 #0. (3.37)

Soit donc (z,y,n) une solution de cette équation.
Si 4|n, on pose X = z,Y = yi et Z = 1. Les entiers X,Y, Z vérifient

vi— 2zt =2X7
L’équation (3.37) s’écrit alors
(Y2 —1) (Y +1) =2X" (3.38)
En particulier, les entiers Y2 — 1, Y2 + 1 sont pairs, et (3.38) peut s’écrire dans Z sous la
forme V21
(Y2 1) ( 2* ) — X2, (3.39)
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Supposons Y # £1. La différence de Y? — 1 et Y2 + 1 valant 2, les entiers Y? — 1 et %
sont premiers entre eux. L’équation (3.39) montre donc qu'il existe donc un entier Z tel
que Y2—1= 272 d'ouY = #£1 : contradiction. On a donc bien y = +1, et x = 0, montrant
ainsi que I’équation (3.37) est sans solution entiere.

On suppose maintenant que v5(n) < 2. Comme n > 2, n posséde donc un facteur
premier impair p. On pose X = z,Y = yr. Comme h(—=2) = 1, le théoreme (3.1.1)
implique que p = 3 ou p = 5.

Supposons d’abord que p = 3. Le théoreme (3.1.1) appliqué dans le cas "C' = 2,p = 3"
montre qu’il n’existe pas de solution (on trouve en effet uniquement la possibilité X =
0,Y =1, orz #0).

Supposons maintenant que p = 5. La démonstration du théoréme (3.1.1) montre que
I’'on doit considérer deux cas.

Dans le premier, on doit trouver tous les doubles de carrés dans les suites de Fibonacci
et de Lucas. Seul 8 convient, c’est a dire A% = 1 et k—2e¢ = 5. Seule I'égalité 4¢3 — ¢p5 = 4B>

n/5 = 3. Donc n = 5, et y = 3. On vérifie alors

est possible, soit B2 =1. On a alors Y =y
que x = *+11. Le cas des suites de Lucas ne donne que la solution triviale z = 0 qui est
exclue.

Dans le second cas, on doit trouver tous les entiers k tels que 4 = Vj, ou V est la suite
de Lucas ou de Fibonacci. On obtient 4 = ¥;_o., avec k—2¢ = 3 ie k = 5 ou k = 1. Comme
on a alors 842 = 41);, — 4, il vient A% = 5 ou A% = 0, ce qui implique que x = 0, ce qui est
exclu.

Les solutions cherchées sont donc (£11, 3, 5)

3.4.5 Résolution de 22 + 2" = y",n > 2.
Soit donc (z,y) une solution entiere de
42" =" n>2, x40

ou n n’est pas une puissance de deux. On peut supposer m’ > 0 car sinon, il n’y a pas de
solution par le théoreme de Lebesgue (voir le paragraphe (3.4.2)). On a (z,)|2™ . On pose

x = 2"z, y = 2%yy, avec (r1y1,2) = 1. On va distinguer les cinq cas suivants :
.m' =2m,u =m.

.m' =2m,u < m.

1

2

3. m' =2m,u > m.

4. m' =2m+1,m' > 2u.
)

.m'=2m+1,m' < 2u.
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Dans le premier cas, u = m,nv = 2u + 1 et x1,y; sont solutions de :

o]+ 1 =2y

2m+1

Par [64], 21 = £1,7; = 1. On doit donc avoir n|2m + 1,2 = £2™ y =27 .
Plagons nous dans le second cas. Par hypothese, il existe un nombre premier impair p
tel que pjn. On pose X = x1,Y = yf x1,y1 sont solutions de :

X2 + 22m—2u _ Yp.

Par le théoreme (3.1.1), p = 3 ou p = 5. Si p = 5, on obtient aucune solution. Si p = 3,
le cas "C' = 1,p = 3” montre qu'il existe un entier A # 0 tel que 34% + 1 = 22m~2¢_§j
m—u =1, A = 1 convient. Par la proposition (6.7.1), Péquation 372 + 1 = 2! n’admet
aucune solution entiere avec [ > 2. On a donc comme seule possibilité A = +£1 et m—u = 1.
Comme ici b = 2 et D = 1 impair, B = £2™% = 42 par le lemme (3.3.2). Comme A% = 1,
on a ylg =Y = A2+ B? = 5. On doit donc avoir n = 3,3, = 5 et 1y = £11. Comme
u=m—1et nv=_2u, 3|m — 1. Il vient alors x = £11.2"" y = 54"
Dans le troisieme cas 1, y; sont solutions de

(2""ay)? 1=y

Cette équation est sans solution par le théoreme de Lebesgue.
Dans le quatrieme cas, on pose X = x1,Y = y?. Par le théoreme (3.1.1), p = 3 ou
p=>5, et X, Y sont solutions de

X2 22mm = YP,

Si p =5, comme C' = 1, on obtient aucune solution. Si p = 3,

X242y = y?,
Il existe alors un entier A et e = £1 tels que
3A2 — €4 22(m7u)+1.

Sim —u > 1, alors 34% = € mod4. Comme A est impair, e = —1 et 34% + 1 = 22(m—w+1
Cette équation est sans solution.
Sim=uw,alorse =142 =1et X =45,y5 =Y =3, ie 1 = +5,41 = 3,n = 3.

2m

Comme 3v = nv = 2u et u = m, on doit avoir 3|m. On a alors z = £2™5 y = 273 3.
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Dans le dernier cas, nv =2m + 1 et
2(x 2™ 2 1 1 =yt

Cette équation a été résolue au paragraphe (3.4.4). On obtient n = 5,2 1z, = +11,y, =
3. On doit donc avoir u = m + 1, 5]2m + 1. Alors x = £11-2m+! y = 3.2%%5

On a donc montré :

1. Soit m' = 2m > 0, n|2m + 1 et alors (z,y) = (£2™,27%),

2. soit m' =2m >0, n =3, 3|m — 1 et alors (z,y) = (£11.2""1,5.4"5 ),

3. soit m' = 2m + 1, n =3, 3|m ct alors (z,y) = (£5.2™, y = 3.275"),

5.

4. soit m' =2m+1,n =75, 5]2m + 1, et alors (z,y) = (£11.2m*1 3.2

Remarque 3.4.4 On trouvera dans [17] une étude de I’équation diophantienne x? — 2™ =

+y". On pourra aussi consulter [18].

3.4.6 Résolution de I’équation de Brown 222 4 32 = .
Déterminons toutes les solutions (z,y, m,n) avec n > 2 et (z,y) =1 de
227 4 3™ = .

Soit donc (z,y,m,n) une telle solution. Si m = 0, on est ramené a une équation déja

étudiée précédemment. On peut donc supposer m > 0. Soit p un facteur premier de n. On

pose
1. X ==x.
2. Y :y%.

Si 2|n, en prenant p = 2, comme m > 0, on obtient modulo 3
2X? =Y? mod 3,
c’est a dire vu que (3, XY) =1,

2 =1 mod 3,

ce qui est impossible. Donc n est impair. Soit alors p un facteur premier impair de n. La

méthode de résolution dans le cas C' > 1,p = 3 donne m > 1 et
1. B=e3m 1
2. 2A? — ¢ = 32m3,
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Supposons d’abord que € = 1. Il existe donc un entier A tel que 24%2 — 1 = 3?™73. Si
2|A, on a 3?3 = Tmod 8 Mais 3*"3 = 3 mod 8. De méme, si A est impair, on a
2A% —1 =1mod 8 et 32" 3 = 3 mod 8. Donc en fait e = —1, et

242 +1 = 32m3,

Or on a déja montré avant, que I'équation 2X? + 1 =Y/ donne l =50oul=1oul = 2.
Comme 2m — 3 est impair, on a donc 2m —3 =1ou2m —3 =5,iem =2 oum = 4. Si
m =2, on trouve B=—3 et A2=1,doncys =Y =11.Onaalorsn =3,y =Y = 11.
On vérifie alors que x = £25. Si m = 4, alors B = —3%, A = +11 et y3 = 971. On vérifie
alors que z = X = £21935. On a donc montré que les solutions (z,y, m,n) de

22?4+ 32 = 4" (z,y) = 1,n > 2

sont

(£21395,971,4,3), (£25,11,2,3) (£11,3,0,5).

3.5 Sur I’équation z? + 3™ = y".
3.5.1 Etude d’un cas particulier.
Soit donc x,y, m,n € N avec n > 2 et m € N tels que
2+ 37 =y (x,y) = L. (3.40)
On peut supposer m > 0 car ’équation
X?+1=Y"

n’a aucun couple solution (X,Y) € N2 avec X > 0 (théoreme de Lebesgue). On commence
par considérer le cas oll 'entier n est sans facteur premier impair, donc de la forme 2¢. Dans
ce cas, comme 4|n, on est ramené a montrer que 1’équation (3.40) out n = 4 est sans solution.

On commence donc par montrer le lemme suivant qui se trouve également dans [75] :

Lemme 3.5.1 L’équation
2+ 3" =y (1,y) = 1,

n’a aucune solution en nombres entiers x,y,m € N, m > 0.
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Preuve Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe x,y, m € N, m > 0 tels que
2?4+ 32" =yt (2,y) = 1.
On peut mettre cette équation sous la forme
(v* +2)(y* —x) = 3*".

Il existe donc € = £1 et a,b € N avec a + b = 2m, tels que

1. v+ = €32

2. y2 —x = €3’
Comme z,y € N, il vient :

1. y? +x =32

2. y? —x =3

En particulier, on obtient
2y? = 3%+ 3°.

Comme (3,y) =1 car (x,y) = 1, on doit avoir b = 0 (car b < a), et on a donc
2y* = 3" + 1

Comme m > 0 on obtient modulo 3
2y? =1 mod 3.

Comme (3,y) = 1, > = 1 mod 3, ce qui donne par ce qui précede 2 = 1 mod 3, ce qui est
absurde. On a la contradiction souhaitée et le lemme est prouvé.[] Le lemme précédent
montre donc en particulier que n a au moins un facteur premier impair. Soit donc p un
facteur premier impair fixé de n. Pour la suite on pose afin d’utiliser les notations du

théoreme 1.2 :
1. Y= y%.
2. X =ux.
L’équation de Le se met sous la forme
X2 4 32m =YP.
On a donc p = 3 ou p = 5. Le cas p = 5 est impossible. Donc p = 3. On est dans le cas

C =1,n = 3. Comme ici b = 3, le théoreme (3.1.1) montre qu’il existe un entier A tel que
A? =14 3273 Cest & dire

(A+1)(A—-1)=3""3

Il existe donc € = £1 et a,b € N tels que a +b = 2m — 3 et
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1. A+1=e3%
2. A—1=e3"

On a donc 2 = €(3* — 3%). Comme A peut étre négatif, il y a deux possibilités, soit a = 0,
b=1,e=—-1, A= -2 s0it b=0,e=1, A= 2. Dans les deux cas A?> =4 et m = 2. Par
le théoreme (3.1.1), ona aussi y5 =Y =4-4 -3 =13et 2 = X = +2(9 — 8-4) = +46.
Donc, n =p =3, y = 13 et x = +46. |

3.5.2 Démonstration du corollaire (3.1.2).

Soit donc (z,y, m,n) une solution de 1’équation

22 +3"=y" n>22#0.

On a (z,y)|3™. On pose x = 3°r; et y = 3'y; avec (z1y1,3) = 1. Cela nous permet de
ramener la résolution de I’équation a quatre équations que l'on sait résoudre. En effet,
supposons d’abord que (2,m) = 1. Si m < 2s, alors m = nt < 2s et si m > 2s, alors
2s = nt < m. Dans le premier cas, comme m est impair, x1,y; et n sont solutions de

I’équation
3X?24+1=Y" (X,Y)=1.

Supposons d’abord que n ait un facteur premier impair p. Si p > 3, le théoreme (3.1.1)
montre que I’équation précédente est sans solution entiere. Supposons p = 3. Quitte a poser
Y; = Y3, on peut supposer alors que n = p. L’équation s’écrit alors

Y —1=3X"
Il existe donc un entier Z > 0 tel que
14+4Y +Y?=32%
Cette équation s’écrit aussi
2Y + 1) +3 = 1222,
Nécessairement, 3|2Y + 1. Il existe donc un entier 7' > 0 tel que 2Y 4+ 1 = 3T et

372 +1=(22)°.
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On tombe sur une équation de type Pell-Fermat. L’unité fondamentale de Q(v/3) étant
2 4+ /3, on vérifie facilement que la seule solution de 372 + 1 = S? avec S pair est T = 1,
S=2cequidonneY =7 =1,ieY =1, X = 0. Ainsi, '’équation Y3 — 1 = 3X? n’admet
que la solution triviale. On vient donc de montrer que si n > 2 n’est pas une puissance de

deux, alors I’équation
3X24+1=Y", X #0,

n’admet aucune solution entiere. Dans le cas ou ’entier n est une puissance de deux, comme
n > 2, on peut supposer que n = 4. Ce cas est traité en détails lors de la preuve de la
proposition (6.7.1) : I’équation n’admet pas non plus de solution entiére. Le premier cas

est clot.

Remarque 3.5.2 Plus généralement, on peut montrer le résultat suivant (voir [59],
théoréme 1.8) :

Proposition 3.5.8 L’équation diophantienne 3x*+2*™ =P, # 0 ot p est un nombre
m+1
premier impair, a une solution ssi plm + 1, et alors x = £2™ y =4 T

Plagons nous dans le second cas. Supposons d’abord que n soit une puissance de deux.
Comme n > 2, 4|n. On pose X =7 et Y =y;'. X, Y sont solutions de :

X2 + 3m—25 — Y4.

Cette équation est sans solution. (méme démarche qu’au paragraphe (3.5.1)).
Si n n’est pas une puissance de deux, soit p un facteur premier impair de n. Alors

(z1,yf,m — 2s,n) est solution de 1’équation :
X2 43" =YP (X,Y)=1.

D’apres [14], (21, y,m — 2s,p) = (£10,7,5,3). Doncn =p =3,y =7, s = m=> . Comme
m—>5

2s = nt, on doit avoir m = 2mod 3, donc m > 5, et ¢ = #=. Comme x = 3°ry, on a

m—>5

x =232 .10. De mémey:3mT75.7.

Supposons que 2|m. Si m = 2s, alors m = nt = 2s et on est ramené a I’équation de

Lebesgue qui est sans solution non triviale. Si m < 2s, alors m = nt < 2s et comme m — 2s
est pair, on est également ramené a 1’équation de Lebesgue. Si m > 2s, alors 2s = nt,
et on est ramené a I'équation de Le, que 'on vient de résoudre. Comme avant on a donc
(z1,y1,m — 2s,n) = (+46,13,4,3). Il vient s = %% et ¢ = 24 En particulier, m > 4,
m = 1[3], et = +3"% 46, y = 3"5".13. En écrivant m sous la forme m = 4 + 6mq si m
est pair et m = 1 mod 3 (respectivement sous la forme m = 5 + 6myg si m est impair et
m = 2 mod 3, on obtient les ensembles S; et Sy de ’énoncé.

Inversement, on vérifie que les éléments de S; U Sy sont bien solutions.
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3.6 Résolution complete de I’équation d’Aigner
(corollaire (3.1.6)).

Sip =D = 3, on obtient ’équation
X?4+12=Y3 (X,Y) =1,
qui n’a aucune solution entiere. En effet, on ’écrit sous la forme :
X2 44=(Y —=2)(Y24+2Y +4).

Les entiers Y — 2 et Y2 + 2Y + 4 sont premiers entre eux. En effet, s’il existe un nombre
premier [ qui les divisent, alors 1|12. Comme (X,Y) = 1, Y est impair, donc I = 3. Donc
Y = 2mod 3. Mais X? = X2+ 12 = Y3 = 2mod 3, ce qui est impossible. X? + 4 étant
somme de deux carrés d’entiers, on en déduit que Y —2 =1mod 4 ie Y =3 mod 4. On a
alors X? = 3 mod 4 ce qui est imposssible.

Supposons p > 3, avec éventuellement D = 3. Alors le théoreme (3.1.1) montre que
I’équation n’admet aucune solution entiere.

Supposons p =3 et D # 3. Si D = 3 mod 4, il existe et Ay, By € Z tels que

3
X+ 207D = (AT

Supposons que (B1,2) = 1. Comme Bj|16, il existe e = +1, tel que

X +2V-D= (%)3 : (3.41)

24D

En particulier, on obtient Y = 4 1 En identifiant les parties imaginaires dans (3.41), il

vient
16¢ = 342 — D,

et en identifiant les parties réelles, X = +A; (A7 — 6¢). Si D # 3 mod 4 ou si 2| By, il existe
A, B € 7Z tels que

X +2/-D = <A+B\/$)3.

Les entiers A, B précédents correspondent a ceux de I’énoncé du théoréme (3.1.1). Le cas
"C' = 1,n = 37 du théoréeme montre qu’il existe € = +1 tel que € = 34?2 — 4D. A étant

34241
1

impair, en se placant modulo 4, on obtient ¢ = —1, donc D = . Toujours par le

théoreme (3.1.1), il vient alors Y = 4A4% + 1, et X = £A (8A% + 3).
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Remarquons que les entiers D pour lesquels il y a deux solutions (au signe pres) (X,Y),

sont données par :

3B2+1
3A% — 16e = —+,
4
c’est a dire
124% — 3B* = 64e + 1.
Donc € = —1 et B?2 — 4A? = 21, ce qui donne A =1, ou A =5, ie D = 19 ou 91. |

Remarque 3.6.1 Sib =2, C =1, p =5, et m quelconque, on montre facilement que
2| Ay, By, sans hypothése sur D. Si D est impair, le lemme (3.5.2) montre alors que u,, =
+1. Si 2|D, on vérifie en identifiant les parties imaginaires de (3.27), que B = £2™, ce
qut donne encore u,, = £1.

En généralisant une remarque de Le (voir [43]), on peut alors également trouver tous

les entiers (z,y,m) solutions de :
2+ 22D =y (z,y) =1,
en appliquant le théoreme de Cohn suivant :
Théoréme 3.6.2 (voir [29].) Si ¢y est un carré d’entier, alors ¢, =1 ou ¢y = 144.
En effet, I’égalité u,(e,€) = +1 s’écrit aussi
(22D — 5A%)" — 204" = +1.

Autrement dit, le couple (22D — 5A2, A%) est solution de [’équation de type Pell-Fermat
suvante :

2 — 20y% = +1,

qui se résout via le corps Q(v/5) dont %5 est l'unité fondamentale. La résolution donne
qu’il existe un entier k tel que 4A? = ¢y,. Comme le terme de gauche est un carré d’entier,
le théoréme de Cohn donne A = £6. On obtient 2*°™D — 5A% = £161, ie 2*™D = 19 ou
22mD =341, iem =0,D =19 ou D = 341. Si D = 19, on trouve Y = 36 + 19 = 55 et si
D = 341, on trouve Y = 36 + 341 = 377.

En particulier, I’équation d’Aigner est sans solution dans le cas n = 5.
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3.7 Applications séquentielles du théoreme (3.1.1).

3.7.1 Démonstration du théoréme (3.1.7).

Soit ’équation suivante d’inconnue (X,n) € N? :

I" ="+ OX2.

On va montrer qu’il y a une correspondance entre les solutions (X,n), X > 0,n > 0, et les
éléments de &'. En effet, soit donc (X, n) une telle solution. Soit © = b™ ++/—C. On a alors
©0 = [. La décomposition en produit d’idéaux premiers de (b™ + X+/—C)(b™ — X+/—C)
dans le corps K = Q(v/—C) est donc

@M (0" = (1™ + XV/-C)(b™ — X/-0).

Comme [ est premier impair, (2b,1) = 1. Les idéaux (b™ + X+/—C) et (b™ — X+/—C) sont
donc premiers entre eux dans K. Quitte a changer les notations il existe donc un entier
n > 0 tel que

+0" =" + Xv/—C. (3.42)

On a le lemme suivant :
Lemme 3.7.1 Pour tout entier naturel n, il existe un unique couple d’entiers (an,by,) tel

que /—CO" = a, + b,0.

Preuve (du lemme) Pour n =0, il n’y a rien a faire. Supposons la propriété acquise au

rang n. On a alors

V—00"" = 0(a, + b,0) = a,0 + b, (=b"" — C + 2b™0O)
= —(b*" + C)b, + (a, + 2b,6™)O.

Pour 'unicité, il n’y a rien a faire.[J Par unicité, la démonstration précédente montre que

l'on a les relations suivantes :

pir = — (07" + C)by;
bn+1 =an + 2bnbmu

En particulier, on a

bn+2 = Un+1 -+ 2bn+1bm = _(me + C)bn + 2bn+1bm = 2bn+1bm — lbn
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De plus, par définition, by = 1 et by = b™. Par (3.42), on a
V=CO" = £ (4"V=C - CX)

=+(-CX +b"(©-0"))

=+(-CX — b+ Vo).

L’entier n est donc tel que b, = +b™, c’est a dire un élément de £’. A la solution (X, n),
on associe I'entier n. Inversement, supposons qu’il existe un entier n tel que b, = eb™, avec

e = 4+1. On pose alors
ea,, + b*™

C
Montrons que CZ? + b*™ = [". En effet, on a, vu que ©0 = [”, la relation suivante :
Cl" = (V=CO)(V=CO) = (an + bO)(an + b,0) = a2 + 2eanh®™ + H*™.  (3.43)
On a alors, en utilisant (3.43) et le fait que [ = C' + v*™
C?Z% +0*"C = a2 + b"" + 2¢a,b*™ + b*"C

= CI" — b*" + b*™ + b*"C

= ClI" — b*™(C 4 b*™) + b*™ + b C

=Cl",

Z = € Q.

c’est a dire
CZ? + p*™m ="

Comme C' est sans facteur carré, Z € N. De plus, si (X,n) (X', n’) sont telles que n = n/,
alors X = X', car X, X’ > 0. Donc on a la correspondance voulue entre les solutions (X, n)
et £'.

Soit p un diviseur premier de n, avec (p, 6h(—C)) = 1. Le théoreme (3.1.1) donne, pour
la solution éventuelle (x,1 b p) de

Ca? + 0" = 1",

p =5 et 5 est une puissance entiere propre de Lucas ou de Fibonacci si n # 5. Mais de
telles puissances sont 1,4,8 et 144. Comme [ # 2, on a donc n = 5. Comme C > 1, le
corollaire (3.1.9) montre que C' = 2,m = 0, c’est a dire [ = 3. On a donc bien & = {1},
sauf si | = 3, auquel cas & = {1, 5}.

Le fait que &' soit effectif résulte du fait que n est bornée par une constante C(m)
effective (voir le théoréme (3.1.23)). [ |
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3.7.2 Application : résolution de ’équation (3.4).

Soit (b,) la suite définie par

bo = b1 = 1;
bn+2 = 2bn—i—l - 3bna
La démonstration précédente montre que les solutions (X, n) de (3.4) sont en correspon-
dance avec les entiers n > 1 tels que b, = +1 (a (X,n) correspond n). Déterminons
d’abord les solutions éventuelles (X, n) ot n est une puissance de deux. On va appliquer le
théoreme de Strassmann (voir [28] par exemple). Considérons en effet le polynome suivant
f(X) = X?—-2X +3. Le corps Q7 est un corps de décomposition pour f. En effet, modulo
17, le polynome réduit de f s’écrit f(X) = (X — 11)(X — 8). Par le lemme de Hensel, il
existe donc a # 3, a, 3 € Qq7, tels que f(a) = f(5) = 0. En appliquant 1'algorithme de
Newton a ces racines, on obtient :
1. a =266 mod 172
2. = 25mod 172

Le terme b,, s’exprime en fonction des racines de f :

(B —a)by =a"(f—=1) = "(a—1).

Soit maintenant un entier n = 2¢ tel que b, = +1. Si t < 4, alors seul les termes t = 1 et
t = 0 conviennent. On peut donc supposer t > 4. En particulier, il existe s tel que n = 16s.
Par le petit théoréme de Fermat, comme v17(a8) = 0, a'® =1 mod 17 et 3% = 1 mod 17.

On pose a = o' — 1 et b= 36 — 1. Soit s € Z;7 et soit
B(s) = (6 — @) (bigs — 1) = (@'* = 1)(B = 1) = (' = 1)(a = 1).

Comme a = 0 mod 17 et b = 0 mod 17, ®(s) est bien définie car a'%* = (1 + (a'® —1))* =
expr7(slogy7(1 + a)) est convergente. Par définition de @, on a ®(0) = ®(s) = 0. On pose

+o00
O(s) = Z Cys.
j=1

OnaC;=0017)sij>1et Ci =a(f—1)—bla—1)mod 17? # 0 mod 172 On a donc
une fonction analytique au voisinage de 0, qui dans ce voisinage a au moins deux zéros
distincts, mais dont le coefficient C est le plus petit p-adiquement. On a une contradiction

avec le théoréme de Strassmann. Donc seules n = 1 et n = 2 conviennent parmi les n = 2.
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Soit maintenant une solution éventuelle (X, n) telle que n > 1 et n qui n’est pas une
puissance de deux. Soit p un facteur premier impair de n. Le théoreme (3.1.1) montre que
p=3oup=>5 Lescas C > 1,p=3et C > 1,p = 5 montrent que nécessairement
X =11,n=5.Sin=1, X =1 convient.

Ainsi les seules solutions (X,n) de 3" = 1+2X? (avec n = 0 possible) sont les suivantes :

(0,0),(1,1),(2,2), (11,5). (3.44)

Remarquons que ce résultat découle aussi du théoreme classique de Nagell-Ljunggren
(voir [64]) :

Théoreme 3.7.2 (Théoréme de Nagell-Ljunggren.)
A part les solutions

3 —1 -1 183 —1
=117, = 207, =17
3—1 7—1 18—1
I’équation
" —1
=y, wy>1, n>2q=>2,
r—1

n’en a pas d’autres si ['une des conditions suivantes est satisfaite :

- soit ¢ = 2,

soit 3 divise n,

- soit 4 divise n,

soit g =3 et n =5 mod 6.

Mettons en effet I’équation (3.4) sous la forme

3n—1
3—1

X2,

Le théoreme (3.7.2), appliqué avec ¢ = 2 montre que n = 1,2 oun = 5 et X = 11. Si
n = 1, on trouve que X = 1 convient, si n = 2, on trouve que X = 2 convient. La liste des
solutions (X,n),n > 0 est donc

{(1,1),(2,2),(11,5)}.
3.7.3 Démonstration de la proposition (3.1.8).

Soit (b,) la suite définie par
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bo = bl == 1;

bn+2 = 2bn+1 - lbna
La démonstration du théoreme (3.1.7) montre que le nombre de termes de la suite, d’indice
non nul, valant £1 est égal au nombre de solution (X,n), X > 0,n > 0, de

n—-1

= X>.
[—-1

Par le théoreme de Nagell-Ljunggren (théoreme (3.7.2)), on sait qu’il y en a trois si [ = 3,
qu’il y en a deux si [ = 7 et une sinon (si un nombre premier [ vérifie [ + 1 = Z2, alors
[ =3). [ |

3.8 Démonstration du corollaire (3.1.9).

Supposons d’abord que C' # 3 mod 4. Soit (X, Y, m) une solution de
OX2422m =y (X,Y) =1.

Comme m > 0, on a bien (2X,Y) = 1. On peut appliquer le théoréme (3.1.1). Il montre
que n = 3 ou n = 5. Supposons d’abord que n = 3.

Si C' =1, le théoreme (3.1.1) montre qu’il existe des solutions si et seulement s’il existe
un entier A et € = 41, tel que 342 = €+ 2*™. La preuve du théoréme (3.1.1) montre que A
divise X. En particulier, A est impair et donc 34?2 = —1 mod 4. Alors, si m > 2, on doit

avoir € = —1, ie
3A24+1=2"" 2m >2

Or 'équation 3X? 4+ 1 = Y™ est sans solution triviale pour n > 2. On a donc m = 1 et
3A2 = +1+4,iem =1, e =1, A2 = 1. Le théoreme (3.1.1) montre alors que X = +5,
Y = 3. Dans le cas C' = m = 1, les relations proposées dans 1’énoncé du corollaire donnent
bien ces valeurs.

Si C' > 1, le théoreme (3.1.1) distingue plusieurs cas possibles. Dans le premier, il existe
un entier A impair tel que 3A%2C = € + 2*™. Comme C' est impair et C' # 3 mod 4, donc
C = 1mod 4, on a 34A%C = —1 mod 4. Comme C > 1, alors m > 1, donc ¢ = —1 en se

am_1

placant modulo 4. Il existe donc un entier A tel que CA? = 5 et alors le théoreme

(3.1.1) montre que
S - 22m+3
3

m+1_1

:I:X:A(—3—8AQC’):A< ) Y:4A?C+1:T
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Dans le second cas, il existe un entier A impair (car divisant X), k et € = £1 tels que
A%2C = 3 — 3F¢c. Cette derniere égalité est impossible car sinon elle impliquerait que C'A?
est pair, ce qui est faux.

Enfin, dans le troisieme cas, il existe un entier A, k et s = +1 tels que

8.22m — g+ 31 A2C =3.22m — 3F,

Si k + 1 est impair, alors k est pair et donc s + 3*' = 3 + s mod 8 # 0 mod 8, et donc
I'égalité 8 -22™ = 54 3! ne peut avoir lieu. Ainsi, k£ + 1 est pair, et en se placant modulo

8, on voit que s = —1. On a donc

3% —1=2 3% +1=2""2
ce qui donne 2?™*! =1 : absurde.
Supposons maintenant que n = 5. Comme C' # 3 mod 4, la démonstration du théoréeme
(3.1.1) montre qu'il existe des entiers A, B tels que

XVC +2m/—1 = (A\/5+B\/—_1)5.

Avec les notations du théoreme (3.1.1), D = 1. Le lemme (3.3.2) montre que B = +2".
L’égalisation des parties imaginaires donne alors

+1 =5A4%C?% — 10 - 22mA%C + 2*™,

Comme m > 1 et C'A impair, modulo 8 cela donne +£1 = 5 mod 8, ce qui est impossible.
Pour terminer la preuve du corollaire, il reste a étudier le cas C' = 3 mod 4. Dans ce
cas, si C' > 3, la preuve du théoréme (3.1.1) montre qu’il existe deux entiers A et B de

méme parité tels que

XVC +2m/=1= (A\/EZB\/:) .

Si n > 3, la preuve du théoreme (3.1.1) montre que B est pair, et les résultats du
théoreme(3.1.1) s’appliquent. On retrouve les résultats précédents. Si n = 3 et B pair,
idem. Il reste donc a traiter le cas n = 3 et B impair. Comme B divise 2, c¢’est étudier le
cas n = 3, B = £1. La preuve du théoreme (3.1.1) montre qu’il existe un entier A impair

tel que

XVC +2m/=1 = (AmJ;B‘/__l> , B=x%4l1.
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L’égalisation des parties imaginaires donne
3A°C =2 £ 1.

Comme C' = 3 mod 4, seul le signe + convient : il existe donc un entier A tel que
3A°C =2" 4+ 1.

Nécessairement m est pair car sinon, 23 4+ 1 # 0 mod 3. Comme alors 4Y = C A% 4+ B2,

cela donne 4Y = ZW;ﬁ +1lieY = % L’égalisation des parties réelles donne 8 X =

ABC — 3A = A (B2 - 3) = A (B2228) e X = A (221,

Enfin, si C' = 3, le théoreme 1.8 de [59] montre que 1’équation

3X2 422" =YY", (X,Y)=1,

n’a aucune solution entiere. Le corollaire est prouvé. |

3.9 Démonstration du corollaire (3.1.12).

Si C' = 1, 'étude a déja été faite en exemple au paragrahe (3.4.5). On peut donc
supposer dans la suite C' > 1. Par (3.7), (z,y) divise 2™. Il existe donc des entiers u, v tels

que
r=2"X, y=2"%, (X,)Y)=1
L’équation (3.7) s’écrit
C2%" X% 4 2°™ = 2™Yy™,
— Supposons d’abord que m < u et 2m < nwv. Alors
C (24 X)* 1 = 2wy,

Nécessairement « = m ou nv = 2m.

Si u = m, comme C # 7 mod 8, on doit avoir nv — 2m = 1 ou 2, ie
CX*+1=2Y", ou CX*+1=4Y"

Lemme 3.9.1 (/45]) Soit A > 1 un entier sans facteur carré. Les équations dio-

phantiennes
A2 +1=2y", A=1mod4, Az’>+1=4y", A=3mod4,
n’ont aucune solution en entier positif tels que y > 1 impair, n > 2 et n t h(—A).
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Comme h(—C) est premier a n et Y impair, ce lemme montre donc que Y = 1, donc

que

no—2m=1,C=1,X==+1, ou nv—2m=2,C=3,X ==+1.
Dans le pemier cas, C' = 1, le premier n divise 2m + 1 et alors x = +2™, y = 2%
Dans le second, C' = 3, le premier n divise m + 1, et alors . = £2™, y = 475
Sinv=2m, on a C’(2“_’"X)2 + 1 =YY" Comme C est impair, cette équation est
sans solution (voir [61], théoreme 25).

— Supposons que u < m et 2u < nv. L’équation (3.7) s’écrit
CX2 + 22(m—u) _ 2nv—2uym}

Comme CX? est impair, soit m = u, soit nv = 2u. Si m = u, comme C # 7 mod 8,
on anv—2u = 1ou 2 et on est ramené a un cas précédent. Si nv = 2u, on est ramené
a I’équation

CX? 422 m=u) —ym gy — > 0.

Comme C' > 1 impair, m —u > 0 et C' impair, le corollaire (3.1.9) montre que n = 3,
donc 3v = 2u et que les entiers X, Y existent si et seulement s’il existe un entier b

tel que
1 2m—u+3
Ch* = +—, 2lm — u,
3
ou
22m—2u -1
Ch="———
3
Dans le premier cas, le corollaire (3.1.9) donne
om—u __ | om __ 9u . 1 2m—u+1
r=42"b —— =4+b- —, y:i—Q%-—i——.
3 3 3
Dans le second cas, le corollaire (3.1.9) donne
8 . ym—u 1 22m—u+3 qu " 4m—u+1 -1
xziZ“-b-—+:ib-—+, y:i22?-—.
3 3 3
— Supposons nv < 2u et nv < 2m. L’équation (3.7) se ramene alors a
022u7n'uX2 4 22mfnv —y"
Nécessairement 2m = nv ou 2u = nv. Dans le premier cas, on doit résoudre

C(2¢mX)?4+1 = Y™ cas déja étudié avant. Dans le second cas C X2+ 22m—u) — yn,
m > u, nv = 2u et on est ramené a un cas déja étudié.

Le corollaire est prouvé.
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3.10 Démonstration du théoreme (3.1.14)

On peut directement appliquer le théoreme (3.1.1), car (2X,Y’) = 1 et avec les notations
de celui-ci D = 2 et donc C'D # 3 mod 4. On trouve que n =3 ou n = 5.
Supposons n = 3. Si C' = 1, le théoreme (3.1.1) montre qu’il existe un entier A et

€ = +1 tels que
3A? = ¢+ 22mHL,

La preuve du théoreme (3.1.1) montre que A divise X. En particulier, A est impair, et

donc en se plagant modulo 4, on voit que e = —1 si m > 0, ie
347 +1=2""1

si m > 0, équation sans solution entiere car 2m+1 > 2. Donc en fait m = 0, e = 1, A2 = 1.
Le théoreme (3.1.1) montre alors que X = £5 et Y = 3.

Si C' > 1, il y a plusieurs possibilités. Dans le premier cas, il existe un entier A et
e = £1 tels que 3A2C = € + 22™*1 En se placant modulo 3, on voit nécessairement que
e=1,1e

A2C = w

3

Le théoreme (3.1.1) montre alors que

4m+2 -1 22m+3 1
xoea(EEY) o

3 3
Dans le second cas, il existe des entiers A, k, e = £1, s = £1 tels que
A2C =6 —3%, 16=2"s+ 3" e

Nécessairement, m = 0, et alors 16 — s = 3**1¢, ce qui est impossible.
Enfin, dans le dernier cas, il existe des entiers A, k, e = £1, s = %1 tels que

AQC — 3. 22m+1 _ 31{:’ 22m+4 — s+ 3k+1‘

L’équation 22+* = s+ 3! donne s = 1 en se placant modulo 3. Alors 2?™*4 —1 = 3k je
(2742 4 1)(27+2 — 1) = 3541 je 2mH2 1 =1, 2742 1 1 = 351, Comme m > 0, 272 —1 = 1
est impossible.

Supposons maintenant n = 5. On sait qu’il existe des entiers A et B tels que

XVC +27y=2= (A\/5+B\/—_2>5.
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En identifiant les parties imaginaires, il vient

2" _5(42C — 2B — 16B"

B
En identifiant les parties réelles, on voit que A divise X. En particulier, A est impair.
Comme C l'est aussi, I’équation précédente montre que I'entier % est impair, et donc vaut

+1, ic
+1 =5 (A2C - 2B%)" — 24+,

Modulo 8, il vient +1 = 5 mod 8, ce qui est faux.

3.11 Démonstration du théoreme (3.1.15).

Soit donc (x,y) une solution de I’équation (3.9), z # 0. On pose x = 2"X | y = 2VY,
(XY,2) = 1. Les entiers X, Y sont solutions de

C224 X2 4 22mtl — gnoy™, (3.45)
Si 2m + 1 est majoré par 2u et nv, on obtient a partir de (3.45)
20 (24 1X)% 4 1 = gmo-2mlyn,
Nécessairement, nv = 2m + 1 et
20 (2" 1X) 41 =Y"

Posons pour simplifier T = 24"~ 1 X. Pour résoudre cette équation, on va appliquer le
théoreme (3.1.1). On obtient n = 3 oun = 5. Le cas n = 3 ne donne aucune solution. Dans
le cas n = 5, la preuve du théoreme (3.1.1) montre qu'’il existe des entiers A et B = +1
tels que

5
TV2C + V=1 = (AV2C + BY=1) .
L’identification des parties imaginaires conduit a
+1 = 5A%(2C)* — 104%(2C) + 1.

On obtient (A # 0 car divise X) A?C =1, ie C = A? = 1. L’entier T est donc solution de
27?4+ 1=Y5% donc T = £11, Y = 3, ie

umm=lX — +11, Y =3.
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Onadoncu=m+1,50=2m+1, X = £11, Y = 3. Ainsi, 5|2m + 1, et alors

2m+41

r=42"T111, y=2"5 .3

Supposons maintenant que ce soit 2u qui est majoré par nv et 2m + 1. Les entiers X

et Y sont alors solutuions de
CX2 + 22(m7u)+1 — 2nv72uyn

Comme C'X est impair, on doit avoir nv = 2u et donc

CX2 + 22(m7u)+1 —Yy"
Le théoreme (3.1.14) montre qu’il existe des solutions entieres si et seulement si n = 3 et
s’il existe un entier A tel que
22(m—u)+1 +1
— 5

Alors, 3v = 2u et les entiers X et Y sont donnés par

gm—u+2 _ 1 v 22(m7u)+3 +1
3 A 3

A*C =

XziA(

On a donc 3|u et

gm—ut2 _ 1 2 22(m7u)+3 1
A (T T) s T
3 3

Supposons enfin que ce soit nv qui soit majoré par 2u et 2m + 1. Alors X et Y sont
solutions de

22u—nvCX2 4 22m+1—m) — Yn

Comme Y est impair, soit 2u = nwv, soit 2m + 1 = nv. Si 2u = nv, on est ramené au cas
précédent. Si 2m + 1 = nv, alors X et Y sont solutions de

2uICX? 41 =Y",
ie
20 (24 1X) 4 1=Y"
On a déja montré que cela implique que n =5, C =1, 2™ 1X = +£11, Y = 3. On a donc
X=+11, Y=3, u=m+1, 5Sv=2m+1,

et on retombe sur un cas déja traité.
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3.12 Démonstration du théoreme (3.1.17).

Soit donc (X, Y') une solution entiére de (3.10). Notons que Y est impair. En effet, sinon,
X l’est et modulo 8, on obtient (b > 2) : C'+1 = 0 mod 8, ie C' = 7 mod 8, en contradiction
avec les hypotheses. On a donc bien (2X,Y) = 1. Comme n > 3 et b # (=£) mod n, on
peut appliquer le théoreme (3.1.1). Celui-ci montre directement que n = 5 et une partie
des résultats sur Y. Il reste a montrer I'existence de E et la valeur de Y en fonction de F.
Pour cela, on revient a la preuve du théoreme (3.1.1) : il existe des entiers A et B tels que

XVO + by = (A\/5+B\/—_1>5.

En identifiant les parties imaginaires, il vient
bm
& HAB' =5 (40 - B =5E, E>0
avec £+ 2B =CA?24+ B2 =Y. [ |

Commentaires 3.12.1 La preuve du théoréeme 3.1 de [60] est fausse. L’existence des
entiers a et b de sa preuve ne convient que si p # 3 mod 4. Sinon, on aura une égalité de
la forme

p
byv/—1
z\/p+q" —12(%) , a=bmod 2,

et il reste a montrer que 2|a,b ce qui n'est pas justifié. De plus, deux lignes avant la fin de

la preuve, on devrait lire
(a” = 3°)" = —16apb® = —16papg™,

ou lentier j peut s’annuler. Or elle remplace j par m. Elle en déduit que (o — 62)2 est
divisible par q, donc que le théoréme des diviseurs primitifs s applique. Or, en fait on a du
q¥ et si j =0 on ne peut a priori pas appliquer le théoréme. Si j = 0, tout ce qu’on peut
dire c’est que Y est de la forme Y = pA? + 1. Donc le théoréme 3.1 réellement prouvé

par Muriefah est le suivant :

Théoréme 3.12.2 Soit p # 3 mod 4 un nombre premier. Supposons qu’il existe des en-
tiers x, y tels que

pr® + ¢ =P, (x,y) =1, m >0,

ot y ne se met pas sous la forme y = pa® + 1. Alors p=>5 ety est un terme de la suite de

Lucas ou de Fibonacc.

103



3.13 Démonstration du théoreme (3.1.20)

Supposons n > 5. Toute unité du corps quadratique imaginaire Q (\/—C’D) est une

puissance n-ieme dans son anneau des entiers. Il existe donc des entiers relatifs A, B tels

XVC +bv"/=D = (A‘/@ +23m> . (3.46)

que

En particulier, comme A, B # 0,
4Y = CA* + B’D > D,

ou Dy = Sup (C' + D, 12). L’équation (3.46) donne
20m

1Bl
avec € = % V=L On écrit (3.47) sous la forme

()

Soit log la détermination principale du logarithme. On a le lemme suivant :

(3.47)

l€" — €| = |e — €| —

20™
| B

= |e[”

a |

e =€ =7

Lemme 3.13.1 Soit z € C le corps des nombres complezes. Alors soit |e* — 1| > —, soit
il existe k € Z tel que |e* — 1| > 1 |z — /=1kn|.

Preuve Supposons que [¢* — 1| < 1. Soit Z = ¢*—1. Comme |Z| < 1, on a|log(1 + Z)| <
2|Z|. De plus, il existe un entier ¢ tel que [log(1+ Z) ] =lz—+v— €7T|.D
Posons pour la suite z = log ((£)"). Si |e* — 1| > 1, alors

Ve =" < —VY.
|B]

ie (n—1)log(v/Do/2) < log(8b™), et on obtient une inégalité meilleure que celle escomptée.
Dans l'autre cas, il existe un entier k tel que |k| < n et

log(86™) > (n — 1) log(v'Y') + log |nlog (E) V=T '

On pose A = |n10g (E) — km/—l!. Pour minorer log A, on va appliquer le théoréeme 3 de
[50]. Rappelons son énoncé et ses notations. Soit donc o € Q, de module 1 et soit by, by deux

entiers positifs. On note h(«) le poids de Weil de a.. Soit A = |b1\/ Im — by log(a | # 0 ou
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log est une branche quelconque du logarithme. Soit D le degrés de a sur Q divisé par 2

et solent

a = max{20,10.98|log(a)| + Doh(a)},

VD by by
o — 17. Y2 Dylog(22 + 22 4+ 2.35D, + 5.03
maz{17, 5=, Dolog(o -+ =2"0) + o +5.03},

ou h(«a) est le poids logarithmique de . Alors

log()\) > —8.87aH?.

On peut appliquer le théoreme 3 de [50], car on peut supposer k > 0, quitte & considérer
S (etvuque A#0care#€ car A#0.) Ici, on a b (£) < $log(Y), et on obtient

log(A) > —8.87(11m + élog (Y))(7.38 + log(n/68.9 + k/ (227 + log(3))))>.

On pose H = H(n) = 7.38 + log (ﬁ + #log(?))), et ¢o = 8.87. Comme |k| < n, on en
déduit
) 1lmcgH? log(8b™)
log(vDo/2)  log (\/57)
Si 166™ < /D, comme 4Y = C A% + B2D, on a donc 8™ < /Y, d’ou
11meoH?
log(v/3)

c’est a dire n < Nj, ou Nj est une constante absolue effective. On vérifie que 1'on peut
prendre Ny = 139297. Dans le cas général, on a
11meoH? + log(8b™)

log(v/Do/2)

n<l+cH*+

Supposons maintenant que %C@ < Vv X. Considérons

\ _‘10 ((JX—b"H/—(JD)'
LTS\ ex 1 omv=CD /|’

1 b™/D
Ona ;> \/C—X,donc

A <

=
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L’application du théoreme 3 de [50] donne
log <\/Y> < coH*117 + coH? log VY + log(2).

Comme CX?+b?™D =Y" et CX > 40*"D,ona Y™ < 2CX? ce qui donne la minoration
suivante

log(X) > nlog VY — %log(5C/4).

On a vu dans les démonstrations précédentes, qu’il existe des entiers A, B vérifiant 4Y =

CA? + B?D, donc VY > +/C/2. On obtient

22comH? + log (4 1 2
arH? +105(V5) | Tos(VO/2)

log(v/3) log(vVY)

c’est a dire

22comH? + log(4
n < 2297 + log( \/3)—{—260[‘[2—1—1.

log(v/3)

Comme H? est un infiniment petit devant n, pour n assez grand c’est & dire n > N,

I'inégalité précédente est impossible. On vérifie que ’on peut prendre Ny = 307451. Comme

, . m . . 2m .
c¢’est une conséquence du fait que vX > 2 \/5\5 , on doit donc avoir X < 2L g pn > N,.

c
|

3.14 Calculs généraux et preuve du théoreme
(3.1.23).

Il existe un idéal J de K = Q(v/—CD) tel que (CX — b™y/—CD)? = (C)J?". Soit
H = Gal(K/Q) = {1,j}, ou j est la conjugaison complexe. On pose N' = 1+ j. Soit
0 = e+ fj € Z[H] fixé de sorte que J? soit principal. On pose 6, la somme des éléments
qui composent 6 a coefficients positifs. Par exemple, si f > 0 et e < 0 on pose 0, = f7.
On pose _ = 6 — 0. On appelle norme de 6 que 1'on note dans la suite ||f]| la quantité
le] + | f] € N. Le poids de 6 est la quantité W (#) = e + f. On suppose que j# # 0, c’est &
dire # n’est pas un multiple de A/. On suppose aussi que W () est pair. Il existe un nombre
algébrique f = () de K tel que (OX_bmy/—CDP+ (CX —b"/—CD)* = cWO) 3

(CX_bm\/_CviD)729_
m )
c’est a dire (f)f__bfn\/iv_‘c?;)_;_ — (CX — b"/—CD)’ = +CW )25,

Soit Z = % Ona zZ" = % avec 7 = (CX + b™/—CD) % (CX — b™/—=CD)% entier
algébrique.
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Le poids de Weil de Z™, noté h(Z™), vérifie (n > 0) :

~ 1 0 0
ah(2) =1z = (7] < g1og) = " ogtr) + L g,

donc h(Z) < Wlog (v) 4 Wl1og(C).

Soit

A = |log (Z")| = |nlog(Z) — krv/—1|
pour un entier k tel que |k] <n. On a A # 0, car j0 # 6 par hypothese. Si %ﬁ > X, on
obtient
nlog(3) < log(5b°™ D),

et il n’y a plus rien a faire. On peut donc supposer % < % On a alors

[% —0_
| 4 b"/=CD\"* [y _b"/—CD m
A — |log ( + R % _ Al vD

bmy/—CD bmy/—CD
cX 1+ cX X\/6

Pour minorer A, on va appliquer le théoreme 3 de [50]. On a

log(A) > —8.87aH?,

avec
0 0
a=11m+ % log(Y) + % log(C).
n n
H=H(e, f) =738 +log [ —— + ).
(€, f) =T7.38 +log (68,9+2m)
On obtient
4/|6|[b™v'D 161] [10]] 2
- PP V2 <. al} al} :
log(X) — log ( Ve < 8.87(11m + 5 log(Y) + o log(C))H
Comme b;\/\/g < %, il vient
1
nlog VY — §log (%) < log(X),
d’ou
co(117 + ||8] log V/C) H? + log <2||9||bm\/5D>
n < + col 0| H?. (3.48)

B log(v/3)
On peut alors prendre § = 2h(—CD). Soit x le caractere de K. Si —C'D = 2,3 mod 4 (res-
pectivement si —C'D = 1 mod 4), c’est un caractere primitif modulo 4C'D (respectivement
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modulo C'D). On pose t = 1 si CD # 3 mod 4 et ¢ = 0 sinon. Dans la suite, la notation
Zl signifie que la variable décrit des éléments premier & 2!C'D. Par la formule analytique
du nombre de classes, on a

h(_CD> - 2 _1X<2) 0<x<;’5—1CD X(x)

Comme le caractere x est primitif modulo 4'C'D et que 4'C'D est libre de cube, ’application
du théoreme 7 de [35] donne alors

1 t
h(—CD) < R (1+ 0(1)) VCDlog(4'CD).

Supposons maintenant H RG. On a alors, par le théoreme 6 de [35]
2t+2 eV

NG

(1+0(1)) VCDloglog(4'C'D).

Sous G'S, on a
2t+16'y

e PG

(14 0(1)) VCDloglog(4'CD).

3.14.1 Un cas particulier.

Supposons maintenant que D = ¢ ou ¢ est un nombre premier tel que ¢ = 3 mod 4.

Le caractere de Q(y/—¢q) est alors le symbole de Legendre car il trivialise les carrés. La

T

g—1
formule du nombre de classes se met sous la forme h = ﬁ > 02 <5> et on pose dans
q

2
ce cas M = ﬁ Zﬁ <§> La formule analytique du nombre de classes fait intervenir
les fonctions L. Ici on va donner une deuxieme démonstration arithmétique de I'inégalité,
ie sans faire intervenir de résultats démontré de facon analytique.

En effet, dans le cas présent, 'extension K/Q est une sous-extension quadratique de
L = Q(¢,) ou ¢, est une racine primitive g-ieme de 'unité. Les éléments de Gal(L/Q) sont
notés o, avec o4(¢) = ¢*. Soit Z, son idéal de Stickelberger. Soit H = Gal(Q(¢,)/K). La
réduction de Z, modulo H’, notée Z, définit I'idéal de Stickelberger de K. D’apres [41],

-1

il annihile le groupe des classes de K. Posons ¢ = % 2;11 to; . Soit ) € I_q sa réduction

modulo H'. Soit C(q) les résidus quadratiques modulo ¢g. De méme, on note N(q) les non
résidus quadratiques modulo g. On pose # = (1 — j)J = (A — B)(1 — j), o1 gA = Y sect
et qB =), \t. Soit x = (5> le symbole de Legendre. Comme
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{QA Ztect_2 t1(1+X(t))
gB =Y cnt =300 (1= x();

on a )
1«
== x(t)t
193
Si j# = 6, alors A = B, donc Zf;ll x(t)t = 0. On aurait donc 2gA = q(‘g—_l), ie 2A = q;zl,

et donc ¢ = 1 mod 4, en contradiction avec ¢ = 3 mod 4. Donc A # B et jf # 6. On peut
donc appliquer (3.48) avec ||0]| = 2(A — B) = Zt L x(t)t. On a le lemme suivant

Lemme 3.14.1 Soit x un caractére de Dirichlet modulo m d’ordre 2, avec m impair et tel

que x(—1) = —1. On a alors

’

—2-2) Yt =m 3«

0<t<q 0<t<i
Preuve
= > ax(@) == > ax(@)— > (m—x)x(m—x)
0<z<q 0<z< o<z<®
S Y @ Y @
0<az<’y 0<z<
On a aussi

/ ’ ’

=) ax@)=— ) ax(@) - ) (m—z)x(m-z)

0<z<q 0<z<m,2|x 0<z<m,2|z
’ !
=—4 E zx(2z) +m E x(2x)
0<z<F O<z<F

/

=x(2) | 4 ) ax@+m Y x()

0<z< g 0<z< g
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c’est a dire

’

—X(2) ) ax(@)=—4 Y ax(@)+m Y x().

0<z<q 0<z<F O<z<

!/

On en déduit

/ /

—(2-x(2) Y wx(@) =m > x).

0<z<q O<z<

OJ
Remarque 3.14.2 Ce lemme est également vrai si 2|m mais on n’en a pas besoin ici.

Donc, si D = g avec ¢q premier et ¢ = 3 mod 4, on peut prendre ¢ = C(q) —N(q) et f = —e.

g—1
On a alors par le lemme ||0|| = 2|e| = #(2) Z:jl X (t). On retrouve les bornes précédentes.
|
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Chapitre 4
L’idéal de Stickelberger de Q(().

4.1 Quelques notations.

On se fixe p un nombre premier impair. On désigne par G le groupe de Galois de
'extension Q(¢)/Q. Si t est un entier premier & p, 'élément o; de G est défini par o;(¢) = ¢*.
On préferera noter par j la conjugaison complexe o_;. Le caractere cyclotomique w de GG

est défini par
w(oy) =t mod p.
Comme il est d'usage, la norme Zf:_ll o, relative & Q(¢)/Q sera notée N. On pose
ZIG]” = (1 = j)Z[G].
On vérifie que
ZIGI” ={z € Z|G]: (1+j)xr=0}.
Definition 4.1.1 Les éléments 6 € N[G]| sont les éléments dits positifs de Z[G].
Si 6 € Z|G] est en fait un élément de N[G], on écrit § > 0.

Definition 4.1.2 Soit 0 = ’;11 n.o. € Z|G). On appelle poids de 0, que l’on note W (),

Uentier défini par

L’application W ainsi définie vérifie les propriétés suivantes :
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Proposition 4.1.3 Soient 01,0, € Z|G]. On a
W (01 +6y) =W (01) + W (0y), W (6162) =W (6,) W (6s),
Definition 4.1.4 L’élément de Stickelberger de Q|G| est I’élément 9 défini par
9 ! § vo,?!
pe= "
On pose alors
Definition 4.1.5 1. L’déal de Stickelberger Iy est l'idéal de Z[G] défini par
Ty = Z|G) NVZIG].
2. La partie négative de Ly, notée I ,, est définie par
Ty =Ta NZ[G],

autrement dit, T, = {x € Ty : (1 + j)z = 0}.

3. La partie positive de T, notée I, est définie par

Proposition-définition 4.1.6 On a Z, = ZN. En particulier, si 0 € T, il existe un
entier ¢(0) tel que (1+ )0 = (0)N. L'entier ¢(0) est appelé poids relatif de 6. Il est lié au
poids de 0 par la relation

p—1

W(6) = <(0)"5— (4.1)

Preuve Remarquons d’abord que (1+ j)9 = N. En effet

p—1 p—1
jpi = toyl, =" (p =t = pN — po.
c=1 c=1

Ainsi ZN C T},. Inversement, montrons que Z;, C ZN . 1l suffit de montrer que Z; C QN
vu que ZN = QN NZ[G]. Pour § € Z; on a (1 + 5)0 = 26, d’ou

275 = (1+5)ZY € (14 j)Zy C (1 + jWZ|G) = NZ|G] = ZN,

d’ott Z,; € QN, comme voulu.
Soit maintenant 6 € Z. Il existe un entier ¢(6) tel que (1 4 j)8 = ¢(6)N. En passant
aux poids

2W(0) = W((1+5)0) = W((O)N) = <(0)(p — 1),
dolt (4.1). |
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4.2 Généralités.

4.2.1 Eléments de Kummer.

Soit g une racine primitive modulo p. Si v est un entier relatif, on désigne par g, I'unique
entier compris entre 1 et p— 1 tel que ¢g” et g, soit dans la méme classe modulo p. De plus,
si x est un entier relatif, il existe un unique entier [ positif, inferieur a p — 1, tel que z et
¢' soit dans la méme classe modulo p. On notera dans la suite un tel entier /, plutot par

Ind(z). Si 0 = 0,, remarquons que o, = ¢”. Soit 1 < d < p — 2. On pose
Iy = {V : I<v< pb— 1, Jr—v + Gr—v+ind(d) > p}

Definition 4.2.1 Les annihilateurs K4 de Kummer sont les éléments de R de la forme
Kd = Z ov.
vely

Lemme 4.2.2
9r—v + gTF—V+ind(d) = gﬂ_y+md(d+1) mod p.

Preuve En effet, par définition, on a

Gr—v + Gr—vtindd) = 9" = + g™ ) od p

=g¢" (1 4+d) mod p = gr—vtind(d+1) mod p.

[ |
Soit 1;, la fonction caractéristique de I; définie sur {1,...,p —1}. Par le lemme
précédant
Jr—v + Irn—v+tind(d) — Yr—vtind(d+1) = Plld(’/)-
Remarquons aussi que
Jn—v =P — G—v-
Il vient alors
G—v + G—vtind(d) — G—vtindd+1) = P(1 = 17,(v)). (4.2)

Lemme 4.2.3 Le poids de K4, qui est aussi l’ordre de 1z, vaut ’%1.
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Preuve On pose

De méme

1 1
B_{p;— 77p_1}_[d7 B+_{Z%77p_]‘}m[d

Soit v € A_. L'entier 251 + v est alors un élément de B;. En effet, en utilisant (4.2), on
obtient

Gr—(r+v) + 9r—(r+v)+Ind(d) = 9—v + G—v+Ind(d)

=P+ g—v+tind(d+1) > D,

c’est a dire m 4+ v € I;. Soit maintenant v € A, . Montrons que I'entier ’%1 + v est alors un
élément de B_. En effet, par (4.2), on a

9r—(n+v) + 9r—(n+v)+Ind(d) = G—v + G—v+Ind(d)

= J—v+ind(d+1) < D-
On a donc
A+ — _B_7 A_ — B+.

Mais [Ay| 4+ |[A_| = [B.| + |B_| = &+, dou |[Ay| = |B_| et |A_| = |By|. Comme |A,|+
|A_|+ |B+| + |B-| =p— 1, il vient

p—1
| At + By = 5
ce qu’on voulait.[]

Lemme 4.2.4 On a K; = Kor_g.
Preuve Soit d' =27 —d. On a alors
d=p—1-d=g;(d+ 1) mod p,
et
ind(d") = 7+ ind(d + 1) mod p — 1.

114



De méme,
d+1=gr- g™ mod p,
et
ind(d +1) = 7+ ind(d) mod p — 1.
Il vient alors

G—v+ind(d'+1) — J—v+ind(d’) = J—v+n+ind(d) — J—v+n+ind(d+1)

= 9—v+tind(d+1) — 9—v+ind(d)-

Ce qui précede et (4.2) donnent le résultat. [ |

4.2.2 Génération de Z,;.

Definition 4.2.5 Les éléments de Fueter de R sont définis par

8 (2] 2]

v=1

On pose

Alors 1 = ¢, et si2<d<p-—2,

Vg — Va1 = Qa.
Ceci donne

d

Lemme 4.2.6 Les éléments de Kummer et les éléments de Fueter vérifient 'identité

¢d:N_Kd7 1§d§p_2
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Preuve En effet, soit 1 <d <p—2.On a

dg—I/ — J—vtind(d) = 0 mod D-

Il existe donc un entier positif r tel que

dg—y = J—v+ind(d) +rp,
soit
dgfz/ g—u-l—ind(d)

= + 7.
p p

On a —g_”;”d(d) € [0;1[. Donc r = [d%] Soit s = [@]- On a alors

(d+1)9-1 = g—vtindda+1) + 50,  dg—y = G—vtind(d) + TP
On a donc :
p(S - 7") = J—v + J—vtind(d) — 9—v-+ind(d+1)-

Ceci, avec (4.2) donnent

p p

Par définition de ¢4 et ce qui précede, il vient

S ({(dﬂ)(p—u)} . {d@—u)]) o

{(d—l— 1)g,,} B {dgl,} _ -1,

v=1 p p

£ (-5
! p p Y
p—1

=Y 1- 1,0
v=1

=N — Ky,

ce qu’on voulait. |

Ce lemme, avec (4.2.4) montrent

Lemme 4.2.7

Pd = P27 (4.4)
On en déduit
Proposition 4.2.8 L’déal I est engendré sur Z. par la norme et les éléments de Fueter

D1y On
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Preuve Soit L le sous-groupe de R, engendré sur Z par la norme et ¢q,...,¢,. Par le
lemme précédent, £ est aussi engendré par la norme N et ¢y,. .., ¢, 2. Les identités (4.3)
et (4.2.6) montrent que L est engendré par la norme N et 9y, ..., ¥, o.

D’un autre coté, les éléments de Z, sont les éléments de R de la forme zv ol = =
ZV 1 2,0, € R. Posons

-1
x—qu o, —V)+y, y:pzle,y.
v=1

Soit v un entier, 1 <v <p—2. On a

p—1
uy HOy -1
v—o0,)0 = —_—— oo,
( ) Z(p p) g

Mais

On en déduit donc

p—1
V_O-Vﬁ Z[“V] —¢u 1,
pn=1

ou ¢y = 0 par définition. Par définition de Z, on en déduit que (v — 0,)9 =1, € Z. Par
conséquent, v} € 7 si et seulement si y € Z. Comme y est un entier, yJ est un élément
de 7 si et seulement si p|y. L’idéal Z est donc engendré par pd et ¢y, 1<d<p—2. Par
définition de ¥4_», on a

.S Do - S (-1 (4.5

p=1 p p=1
p—1
=> po,' =N =pd—N. (4.6)
(4.7)
L’idéal Z est donc engendré sur Z par la norme et la famille {¢1,...,1%4_2}.On a donc bien
=L |

Remarque 4.2.9 Au cours de la démonstration, on a montré que si n est un entier,
1<n<p-—2, alors ©, =>"", [”C} o' € Iy. Les élments ©,,, 1 <n <p—2, sont les

éléments Fuchsiens de L.
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4.3 Irrégularité et I’idéal de Stickelberger.
4.3.1 Idempotents orthogonaux de F,[G].

Soit 7 : Z|G] — F,|G] la surjection canonique. On pose

A=F,Gl=71(Z[G]), A =(1-J)A
On vérifie que
A" ={zxeA: (1+J)x=0}.
Proposition 4.3.1 On a la relation suivante :
T(Z7)=A"n7(I).

Preuve 1’idéal de Stickelberger Z est engendré par la norme A et les éléments ¢1, . .., ¢,.

En particulier, cet idéal est aussi engendré par N, ¢1, s — ¢1,...,0r — ¢1. Comme N =
(1+ J)¢1 et que 2 est inversible modulo p, on en déduit que 7(Z) est engendré par

(1+ JN),7(1 = J)N), 7(d2 — 1), ..., T(Pr — P1).

Parmi les générateurs précédents, tous sont des éléments de 7(Z~), sauf 7(N'). Donc,
si z est un élément de 7(Z), il existe un élément y de 7(Z7) et a € F,, tels que

r=ar(N)+y.

Supposons que x € A~. Alors, on a (1 + j)z = 0. Mais (1 + j)z = 2a7(N). Donc a = 0 et
z € 7(N)~. On a donc montré I'inclusion

A N7(Z)cr(Z).
Inversement, comme Z~ = Z[G]” NZT :

T(I7)Cr(Z|G])nT(Z) = A Nn7(2).

Rappelons la définition suivante :

Definition 4.3.2 La suite (B,,), des polynomes de Bernoulli est définie par :

B0<X) =1,
B, 1(X) = (n+1)B,(X),
[ By(X)dX =0 sin>1.
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On appelle alors n-ieme nombre de Bernoulli, que I'on note B,,, le nombre rationnel défini
par B, = B, (0).

Lemme 4.3.3 Soit m un entier pair tel que 2 < m < p — 1. Soit a un entier premier a p.

On a alors

p—1 . m+l _ m\B
amz {%} F (a @")Bin mod p.
=1 LP mn

Sur le F,-module F,[G], on définit la forme bilinéaire symétrique non dégénérée suivante :

(Z 100, Zyga> =Y .

ceG ceG ceG

Dans la suite du chapitre, toute notion d’orthogonalité dans IF,[G] sera relative a celle-ci.

Proposition-définition 4.3.4 Soit i un entier, 1 < i <p— 1. Notons w le caracére cy-

clotomique de G, qui d oy : ¢ — (' associe t mod p et posons

€ = — Zw(a)ia_l e F,[G].

oeG

Les éléments €; vérifient les propriétés
(61'7 Ej) = —(51'73', 6i€j = 52"]‘.
On les appelle idempotents orthogonauz de F,[G], dont ils forment une IF,-base.

Proposition 4.3.5 L’élément €, est un élément de 7(Z7). De plus, si n est un entier
impair tel que 3 < n < p— 2, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. lentier n est un élément de B ;
2. L’élément €, est orthogonal a l'idéal T(Z) ;

3. L’élément €, est orthogonal a l'idéal 7(I7) ;

Preuve Comme pd est un élément de Z; et que e, = —7(pd), on en déduit que €; € 7(Zy).
De plus,

Je, = (—1)",. (4.8)
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En effet :

p—1 p—1
Je, = ZW(Ut) o107t =Y wloy)o”}
t=1 t=1
p—1 p—1
=) wlo o' =Y wlo 1) w(o) ot
t=1 t=1
p—1
= (=1 ) _wlo)’o; " = (=1)"
t=1

Si v est un entier impair il vient, (1 + J)e, = 0, c’est a dire ¢, € A~. L'idempotent €; est
donc un élément de A~ N 7(Z;), donc un élément de 7(Z~) par la proposition (4.3.1).
Montrons maintenant les équivalences annoncées. Soit n un entier impair tel que 3 <

n < p— 2. On vient de voir que ¢, € A™. De plus, €,_; est orthogonal a A~. En effet, par

(4.8)
T = @]Fpei.

2%i
d’ott le résultat car p— 1 est pair. La proposition (4.3.1) montre donc que €, est orthogonal
a 7(Z) si et seulement si €, est orthogonal a 7(Z7), c’est a dire (2) < (3). Lors de la preuve
de la proposition (4.2.8), on a montré que Zy est engendré sur Z par la norme N et 1,
1 <d < p— 2. En particulier, 7(Z) est engendré sur I, par 7(N) et 7(¢4), 1 <d <p—2.
Comme (€,,7(N)) = 0, car 7(N) = —¢,-1, €, est orthogonal & 7(Z) si et seulement si

(€0, T(g)) = 0, 1 < d<p—2. Or, par le lemme (4.3.3) appliqué avec m = p — n, on

obtient :
p—1
o p—1—n
€n7¢d — |: :|

Jj=1

M

(d+1)pt"—d—1B,,
d p.
(d+ 1)p—n p—nmo P

Donc €, est orthogonal a 1, pour tout entier d tel que 1 < d < p — 2 si et seulement si
B,_, =0 mod p. Ainsi (1) & (2). [

4.3.2 Indice d’irrégularité.
Definition 4.3.6 Soit P ={1,...,p— 1} et
B={ie P;p|By_;, i=1mod?2}.
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On appelle indice d’irrégularité du nombre premier p, que l’on note 1(p), Uentier défini par
v(p) = |BJ.
Théoreme 4.3.7 Soit p un nombre premier impair. L indice d’irrégularité de p vérifie

i(p) = dimg, (T(R7)/7(Z7)).

Preuve La dimension sur F), de 7(R~)/7(Z~) est celle de I'orthogonal de 7(Z~). Or ¢, €
7(Z~) par la proposition (4.3.5). Par cette méme proposition, pour n entier, 3 < n < p — 2,
€, est dans lorthogonal de 7(Z7) si et seulement si B,_, = 0 mod p, d’ou le résultat par
définition de «(p). [ |

Corollaire 4.3.8 On a p‘(p)|h;. En particulier, le p-rang r, du groupe des classes relatives

du p-ieme corps cyclotomique vérifie L(p) < ry.

Preuve Le p-rang du quotient R~ /Z~ est la dimension sur F, de (R~/Z7) /p(R~/Z7).
Or
(R/I)/p(RT/I7) =R~/ (pR™+1")
~ (R™/pR™) / (PR~ +Z7) /pR")
~7(R™)/7(I7).
Par le théoreme précédent, la dimension sur F,, du quotient précédent est iota(p). Donc, le
p-rang de R~ /I~ est «(p). Or ce quotient a pour ordre h, (résultat d'Iwasawa, [77]). On
en déduit donc bien que p‘(p)|h; ) [ |

Corollaire 4.3.9 Soit p premier impair. Alors 1(p) < ’%1.

Preuve Sip =3, i(p) = 0 et il n’y a rien a faire. Supposons p > 5. Par le corollaire
précédent, il suffit de montrer que h, < ppTH. C’est une conséquence par exemple des
majorations de Keqin Feng données dans [33]. Dans le cas ot p = 3 mod 4, donnons en

une nouvelle preuve : on montrera au chapitre 6, I'inégalité

_ p—1 s
h, < 6h(—p)y/p (7) :

h(—p) étant le nombre de classes de Q(y/—p) ; l'entier h(—p) étant majoré par %\/ﬁlog(p)
(voir [32]), il vient alors

6 1\ ©
h, < —plog(p) (p—) <pT,
s
si p > 5, ce qu’on voulait. [ |
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4.4 Entiers de Jacobi, relation d’Iwasawa.

Dans la suite, on se fixe un nombre entier m > 2. Soit I le groupe multiplicatif des
idéaux de Q((») qui sont premiers a m. Soit p un premier de /. On note x, = <—> le
symbole de la m-ieme puissance résiduelle dans le corps Q((,). Soit a = (ay,...,a,) € Z"

de sorte que ., a; # 0 mod m. On pose alors

Ja(p) = (1) ZHXP )",

x; i=1
ou zy,...,x, parcourent un systeme de représentants de I'anneau Z[(,,] pris modulo p, tels
que 1 + ...+x,. = —1 mod p, z; # 0 mod p. Dans la suite, on notera pour simplifier par

s(a) = a; + ...a, la somme des composantes de a.

Remarque 4.4.1 Sia, =0, alors

Ja<p) = J(a1,...,ar_1) (p)

En effet, on a
r—1 r—1
(1) Ja(p) = > Do) = > > | J R SEDS
z14+...4z,=—1 mod p i=1 zr#0,—1 li;r_i_ +f:_ml_ lmodpl 1
+ me‘i)“
z1+...4+x,—1=0 mod p =1
Or

S [Dur - Z S L

z1+...4z,—1=0 mod p =1 Tr—17#0 11 + +IT 2 lmodpizl

= Z Z 95r 1 HXp yl

$r71750 Yy1+...+yr—2=—1 mod p

= Z Xp(xr—l)s(a) Z l:IXp(yz‘)al

zr—170 y1+...+yr—2=—1mod p i=1
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(a)

Comme s(a) # 0 mod m, xp" est non trivial, d’ot D e 10 Xp(7,-1)*@ = 0. De plus

Z Z ﬁXp(ZEi)ai = Z Xp(1 + ;)% Z 1:[Xp (1 izxr) |

Ty i _ T i
zr#0,—1 Tt 111: =—1mod p =1 zr#0,—1 Tt 1117{ =—1mod p =1

= ( Z Xp(1+$r)s(a)> Z l:IXp(?/z‘)ai

zr#0,—1 Y1+...+yr—1=—1 mod p 1=1

Comme s(a) # 0 mod m, on a Zxﬁeo,q Xp(1 +2,)% = Zxﬁeq Xp(1 4 2,)"@ — (1) =
—1, d’ou

™ T Muwer=— S o)

— T Tp—1 __ =1 _1=— =1
or#0,—1 2y 4 Tm=l= 1 mod p ! Y1+ tyr—1=—1mod p i

On obtient finalement

SR S R |

y1+..+yr—1=—1mod p i=1
’ 1 di r— r—1 a ,
c’est a dire J,(p) = (—1) 1 Zy1+..‘+yr,15—1modpni:1 Xp(yz') - J(al,...,aT,l)(P), ce qu'on
voulait. Par exemple, st m > 2, alors J ) (p) = L(p) = Xp(_1)2 -1

Par multiplicativité, on définit une application J, : I — Q({)*.

Definition 4.4.2 Soit G = Gal(Q((,)/Q). Le groupe G agit sur I et Q((,,)*. Cela munit
Jo d’une structure de G-module. On note J le sous-groupe de Homg(1, Q((n)™) engendré
par les J,.

Le sous-groupe de Q((,)* engendré par les images des J,, avec a r-uplet comme avant,
r décrivant N*, définit l’ensemble des fractions de Jacobi de Q((,,). Si on se restreint aux

images des idéauz entiers premiers a m, cela définit les entiers de Jacobi de l'anneau Z[(,y,).
Dans la suite, on montre le théoreme suivant du a Kenkichi Iwasawa :

Théoreme 4.4.3 Si m = p, p nombre premier impair, et si p est l'unique premier de

Q(¢p) au-dessus de p, alors pour tout entier de Jacobi 3, on a la relation
B =1mod p°. (4.9)

Remarque 4.4.4 Iwasawa montre méme dans [39] que 3 = 1 mod p® si p > 3, mais le

résultat précédent nous suffit.
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4.4.1 Relations de Well.

Pour chaque premier p de I, on se fixe un caractere v, additif sur le corps fini @.
On pose
Z Xp wp
2#£0[p]
ainsi que 7,(p) = —ga(p). On note J,(p) la somme de Jacobi associée aux caracteres
Xp's -+ Xp's 1€ )
= Z H Xp(2i)™
w; =1
ou xy,...,x, parcourent les représentants de I'anneau des entiers de Q((,,) pris modulo

p tels que =7 + ... 4z, = 1 mod p, z; # 0 mod p. Rappelons que la somme de Jacobi
précédente, et les sommes de Gauss g,,(p),i = 1,...,r pour a = (ay,...,a,) sont liées par
la proposition suivante :

Proposition 4.4.5 Si s(a) # 0 mod m, on a

9oy (P) - - Ga, (P) '

Ty == P

(4.10)

Preuve Calculons le produit g4, (p) ... ga.(p). On a

Gar (P) - - - Ga, (P) = Z Vp(z1 + ... 2r) HXp(ﬂﬂ

;70 mod p

- Z Z pl1 + pr (i)

a#0 mod p z1+...4+x,=a mod p

+ >, T o)

z1+...4+2,-=0 mod p i=1
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Comme s(a) # 0 mod m, la démonstration de la remarque (4.4.1) montre en particulier
que Zx1+-..+xr50 mod p [T;—; xp(xi)* = 0. On obtient

Jar(0) - ga ()= > Bl@@]]w @)%

a#0 mod p %Jr,,‘Jr%“zl mod p

:( ) wp<a>xp<a>s<a>> > ITe (%)

a7#0 mod p 4. +Z2=1mod p i=1

= Gs(a)(P)Ta(p),

ce qui était a démontrer. [ |
On peut reformuler cette proposition comme suit, en notant N (p) la norme du premier

p, norme relative a Q((,,)/Q :

Proposition 4.4.6 Soit a € Z" tel que s(a) # 0 mod m. On a

Tu(p) = xp(—1) @I /9\7(23)95‘“) ) (4.11)

Preuve En effet, on dispose de

Ys(a) (P) = Z Xp(x)_s(a)@bp(—x) = Xp(_l)s(a)g—s(a),

z#0 mod p

et de la relation classique gs(a)(p)3s() (p) = N (p). La proposition découle de la précédente.
|

On en déduit les relations de Weil suivantes :

Proposition 4.4.7 Soit p un premier de I, r > 3 un entier, a = (a,...a,) € Z" tel que
s(a) #0mod m. On a

Taq (P)-Tar (P)T—s(a) (P)
L. Jap) = = N(p) s

2. 51 a1 + ay = 0 mod m, alors

3. St ay; + as # 0 mod m, alors

Ja<p) = Ja1+a2 (p)JaLaz (p>Ja1+a2,a3m,ar (p)
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Preuve Commengons par montrer l'assertion (1). Par définition de J,(p) et la proposition
précédente, on a

Ja(p) = (=1 xp(=1)"“ Ta(p)
_ (_1)T+1Xp(_1)25(a) YGaq (p) -+ -Ya, (p)g—s(a) (p>

N(p)
= (=1)"* 9ar (P) - - - ga, (P)g—s(a) ()
N(p)
_ Ta(P) - T, (P) 750 ()
N(p) ‘

Prouvons assertion (2). On pose s'(a) = az + ...4a,. On a par (1)

Tar(P) - - - Ta, (p)T—S(a) (p)
N(p)

Tay(P)Tay (P)Tas (P) - - - Ta, (p)T—S’(a) (p)
N(p)

— Xp(_l)az |Ta2 (p)| Ta3(p?/\-/’-(i37)'ar(p)7'sx(a) (p)

= Jup(P)Jus....ar (P)N (p).

Ja(p) =

(4.12)

Prouvons 'assertion (3). On a par I’assertion (1) :

I (p>7—a2 (p>7—*a1*a2 (p) Tai+asz (p)Ta3 (p> - Ta, (p>T—S(a) <p>

Ja1+a2(p)<]a1,a2 (p)Ja1+a2,a3,...,ar(p) = XP(_l) N(p) N(p)
o XP(_l)al—FaQT*al*@(p>Ta1+a2(p)
= Np) Ja(p)
= Ja(p>
(4.13)
|

Remarque 4.4.8 L’assertion (1) montre en particulier que J, est invariant par permu-

tation des composantes de a.

4.4.2 Quelques lemmes.

Lemme 4.4.9 Soit m > 2 un entier. Le groupe J est engendré par les Jiy ).
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Preuve Par la proposition (4.4.7), on a pour a € [ :
J(17_171)(Cl) = J_1<0)J1(G)N(a>.

En particulier, N* € J. Soit J’ le sous-groupe de J engendré par les J., (v + v) #
0 mod m, (u,v) # (0,0). On a pour u # 0 mod m, J, = J,0 € J'. De plus, via les relations
de Weil, on vérifie par récurrence sur r > 3, que tout J, pour a ayant r composantes, est

dans le groupe engendré, par J' et /. Par la remarque (4.4.8), on a
Jaa,-1 = Ja,-1,1)
de sorte que par les relations de Weil
JoJande,-1) = Jo1 N,
ie N €J doncJ=1J.00

Lemme 4.4.10 Soit m > 2. Alors J est engendré par part 7_,7{,1 <r < m.

Preuve Sir € N* onnoter x 1 ler-uplet (1,...,1). Par la proposition (4.4.7), on a
Jr><1 == T—TT{N_la

de sorte que 7_,77 € J. Soit J” le sous-groupe de J engendré par les 7_,7,1 < r < m.
Comme 7_,, = 1, 7" € J”. On en déduit que pour tout entier r, 7_,.77 € J”. Soit (u,v) #
(0,0) tel que u+ v # 0[m]. Comme

J(u,v) = N_lT—u—vTuTv

=N (o) () (10 ?)

(4.14)

on déduit du lemme (4.4.9), que J est engendré par N et par J”. Comme m > 2, on a
(2,0) # (0,0) mod m. Le calcul précédent montre en particulier que Jz9 =N~ mod J”.
Mais si p est un premier de I, on a

J0)(p) = Ja(p) = xp(—1)* = 1,

ie Jio0) =1, et donc N € J".00
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4.4.3 Preuve du théoréme d’Iwasawa

Supposons que m = [, [ nombre premier impair. Soit (; une racine primitive [-ieme de
I'unité. Le nombre premier [ est totalement ramifié dans I'extension Q(¢;)/Q. On note [
I'unique premier de Z[(;] au-dessus de [. Il est principal, engendré par 1 — (;. Soit p un
premier de I (en particulier [ # p). Soit p le nombre premier en-dessous de p. Soit (,s une
racine primitive p/-ieme de I'unité, f étant l'inertie de p sur Q. Les sommes de Gauss 7,(p)
appartiennent a Q(¢;, (,r). On pose 7 := 71. Les éléments de Gal(Q((;)/Q) seront notés oy,
o, étant défini par 0,(¢;) = ¢, (¢,1) = 1. On note encore de cette fagon les éléments de

Gal(@((’l, Cpf)/Q(Cpf)). En particulier
Up(2)7 = p(), T =17

De plus, 77! = 7t = 7117941 Par le lemme (4.4.10), le groupe J étant engendré par les
homomorphismes 7_,7", 1 < r < [, pour montrer la relation d’Iwasawa, il suffit de montrer

les congruences
77t (p) = 1 mod [, 71771 (p) = 1 mod 2,

ol t est un entier premier a [. Montrons d’abord la premiere congruence. Soit £ un premier
de Q(¢,¢pr) au-dessus de [. Comme [ est principal engendré par ¢; — 1, il vient pour a

entier
G=01+¢-1)"=1+a({—1)mod L.

Comme xp(z) est une racine [-ieme de 'unité pour tout élément x € Z[(;] premier a [, il
existe donc un entier a, tel que y,(z) = (/. En particulier

Xp(2) — 1

ﬁ = a, mod £>.
) —

Il vient alors

) == > xpl@)ty()

x#0 mod p

—— Y - Y (6l - i@

70 mod p 70 mod p

e R D DR AEOE, St

x#0 mod p Cl -1

=1—-(¢g-1) Z azp(z) mod L2

27#0 mod p
=1+ ({— 1)y mod £°
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avec y € Q((yr). Comme le premier de Q((,s) en dessous de L se ramifie totalement dans
Q(¢r, Cpr)/Q(Cpr ), on en déduit pour ¢ entier premier a [ :

T(p)7 =1+ (G~ 1y =1—1#¢ — 1)y mod L%
De méme, de 7(p) = 1+ (¢ — 1)y mod £2, il vient
7(p)' =1 +¢({ — 1)y mod L,
d’ou
7(p)""* = 1 mod L2

Le premier £ de Q((,r, (;) étant fixé quelconque et [ étant non ramifié dans Q((yr, )/ Q(G),
on obtient

7(p)""* = 1 mod I*.

On montre de méme que 7(p)*17941 = 1 mod 2, ce qui clot la démonstration.H

4.4.4 Les fractions de Jacobi.

Definition 4.4.11 Les fractions de Jacobi, sont définies comme le sous-groupe des frac-
tions d’lwasawa, engendré par les J,,(a) qui vérifient en plus la condition uv # 0[m]. Si

une fraction de Jacobi est un entier algébrique, on dira que c’est un entier de Jacobi.

En particulier, les fractions, et donc les entiers de Jacobi, vérifient la relation d’Iwasawa.

4.4.5 Une application de la relation d’Iwasawa.
Rappelons le lemme suivant :

Lemme 4.4.12 Soient p > 2 un nombre premier, ¢ une racine primitive p-ieme de ['unité,
b un entier et € = +1. Si e¢® =1 mod (1 — ¢)?, alors e = (* = 1.

En ce qui concerne la génération d’un idéal principal de I'anneau Z[(], par un entier Jacobi,
on obtient alors la proposition suivante :

Proposition 4.4.13 (/41]) Soit o € Z[(] tel que a@ € Z. Si l'idéal (c) est engendré par

un entier de Jacobi (3, alors il existe un entier naturel n tel que
a==+x"-p. (4.15)

En particulier, Uentier algébrique (8 est unique.
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Preuve Soit donc a € Z[(] tel que @ € Z. Supposons qu’il existe un entier de Jacobi
B tel que (a) = (). Il existe donc une unité u de Z[(] telle que @ = u - f. Comme [
peut s’écrire comme produit de puissances entieres positives de sommes de Gauss (voir
[39]), en particulier 33 € N. L'unité u est donc telle que @ € Q. Comme 42 est un entier
algébrique, on a donc vuw € N, d’ott uz = 1 car u est une unité. Le théoreme de Kronecker
montre alors que u est nécesairement une racine de I'unité de Q(¢). Les seules racines de
I'unité de ce corps étant les racines 2p-ieme de 1'unité (voir [28]), il existe donc € = +1 et
un entier n tel que u = e¢”, d’ou (4.15).

Montrons 1'unicité de 5. Supposons qu’il existe deux entiers de Jacobi 31, B2 engendrant
le méme idéal de 'anneau Z[(]. Par la seconde assertion, il existe donc € = £1 et un entier
n tel que B3 = (™ - Bo. La relation d’Iwasawa montre alors 1 = (™ mod p?. Par le lemme
(4.4.12), e = (" = 1. On a donc f; = (2.0

4.5 Annihilation du groupe des classes et des racines
p-ieme de ’unité.

On va démontrer que l'idéal de Stickelberger annihile le groupe des classes de Q(()
(théoreme de Stickelberger). On montrera également que si [ est un idéal premier de degrés

relatif un sur Q et 6 € Z,;, @ > 0, alors [? est principal, engendré par un entier de Jacobi.

4.5.1 Décomposition primaire des sommes de Gauss.

Soit { un nombre premier tel que p|l — 1.

Proposition 4.5.1 [l y a une correspondance entre les caractéres d’ordre p de F* et les
idéaux premiers de Q(C) au-dessus de l : si x est le caractére associé a |, il est caractérisé
par

-1

VeeZ, x(zr)=xz7 modlLl (4.16)

Preuve Soit [ un idéal premier de Q(¢) au-dessus de . Comme [ = 1 mod p, [ est de
degrés relatif 1 sur Q. Il existe donc r € Z tel que ( = r mod [. En prenant la puissance
p-ieme, il vient 7? = 1 mod I, d’ott r* = 1 mod [. Il existe donc un générateur s de F; tel
que r = s7 mod [. Comme s engendre [}, il existe un unique caractere x de F* tel que
Xi(s) = ¢. Un tel caractere vérifie (4.16). Ainsi, pour tout idéal premier [ de Q(¢) au-dessus
de [, il existe bien y| € IFAZX vérifiant (4.16). Cette derniére propriété caractérise x. En effet,

si X' convient également, alors y(s) = x/(s) mod [. Comme x((s), x’(s) sont des racines
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p-itme de l'unité, et que [ # p, on doit avoir x((s) = x'(s), donc x; = x’ (car s est un
générateur de F}°).

On peut donc définir une application C' des idéaux premiers de Q(¢) au-dessus de [ vers
les éléments d’ordre p de IFAZX en posant

C ()= xe

Une telle application est injective. En effet, supposons qu’il existe deux idéaux premiers [
et I tels que C(I) = C(I') = x € F)*. 1 existe un entier a tel que ' = 7. Par définition de

X = X1, on a alors

X(s) = x(s)* mod I'.

Sia # 1, comme x(s) est une racine primitive p-ieme de I'unité, on aurait l'|x(s) — x(s)%,
ie [ = p I'unique premier de Q(¢) au-dessus de p, d’ou I = p, ce qui n’est pas. On a donc
a =1, ie I' = [ : 'application C est bien injective. Comme il y a p — 1 premiers de Z[(]
au-dessus de [ (car [ = 1 mod p) et p — 1 caracteres de F;* qui sont d’ordre p, I’application
C' est bijective (car injective entre deux ensembles de méme ordre). |

Fixons un caractere x de F}*, caractere d’ordre p. Soit @ € {1,...,p — 1}. Soit b I'inverse
de a mod p et I, 'idéal premier associé a X° par la proposition (4.5.1). L’idéal premier [,
associé a x sera simplement noté [. Par définition

X(z) = z 7 mod [, z€Z.
On a
Lemme 4.5.2
[Oo = 1[.
Preuve En effet, on a

b -1

Y(r)=27 modl,, z€Z,

X(z) = 2% mod (0e, x €Z,

c’est a dire C'(I) = C'(19), d’ou le résultat par injectivité de C.0J
Soit £ une racine primitive [-ieme de 1'unité. Le premier [, est totalement ramifié dans

Q(¢, €) 1 il existe un unique premier £, de Z[(, €] tel que [, = £'71. En particulier

(=2t ol
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Posons £ = L;. Soit a € {1,...,p —1}. Si 0, € Gal(Q((,€)/Q) est défini par (7 = (* et
£% = ¢, alors par le lemme précédent

Lo =L

Théoréme 4.5.3 (Kummer) Notons g (x,) la somme de Gauss associée :

-1
g, x) =) v(@)x(x).
=1
La décomposition de l'idéal (g (¢, x)) de Z[(, €] est

(g (¥, x)) = (L:1£5... LE71)

-1
P

(4.17)

Preuve y étant un caractére multiplicatif non trivial g (x) g (x) = . Les seuls facteurs
premiers de Z[(, ] divisant g () se situent donc parmi L4, ..., L,_1, la multiplicité de
chacun n’excedant pas [ — 1 :

gx) =Ly L, 0<s<1—1

Comme L% = L et x7* = x*, on a

sa = v, (9 (X)) = ve (g (X))

Par conséquent, le nombre algébrique

(1=
p="4"
9 (x)
est une L£-unité. Soit b un entier premier a l. Soit 7, € Gal(Q((,£)/Q) défini par
me( =g
Comme 5;%11 =bmod L et g(x)™ =xX(b)g (x), il vient
(=& _ 8 (1 - §b>s“ b
T = = = £ mod L.
X(0)g (x1)  x(0)* \1-¢ x(b)e

Comme [ est totalement ramifié dans l'extension Q(¢,€)/Q((), on a ™ = f mod L, d’ou
b =x(b)* mod L.
Or Y(h)* = b7 mod £, d'ot

11—

1
» mod [,

b% = b°
pour tout entier b. Il vient
-1
p
-1

Comme s, <[ —1, on donc s, = a5 [ |

mod [ — 1.

Sq = a
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4.5.2 Théoréeme de densité de Frobenius.

Il nous reste a montrer que toute classe d’idéaux, contient un idéal de degrés un sur Q.

On commence par rappeler quelques résultats généraux, sur la théorie de Galois des
corps de nombres. Soit £//K une extension de corps de nombres et soit L la cloture galoi-
sienne de E. Soit H = Gal(L/FE) et soit G = Gal(L/K). On pose :

t
G = U HO'Z‘.
i=1

Un élément o de G permute les ensembles Ho; par multiplication a droite.

Definition 4.5.4 Si les ensembles Ho;, ..., Ho,o'™" sont deur & deux distincts, et si
Ho; = Ho,o!, on dit que la suite (Hai,...,Haiol_l) est un cycle de longueur | pour
0.

Tout élément de G admet une unique décomposition en produits de cycles disjoints.

Proposition 4.5.5 Soit p un idéal premier de K non ramifié dans L/ K. Soit b un premier
de L au-dessus de p. Soit o son automorphisme de Frobenius. On suppose que la longueur
des cycles qui composent o estty, ..., ts. Le premierp se décompose alors dans E en produit

de s premiers de L, de degrés respectifs ty, ..., ts.

Preuve L’automorphisme o se décompose en produit de cycles a supports disjoints. Soit
H7 un représentant d’'un cycle de longueur [ pour o. On pose py = 7(b) N E, premier de
E qui divise p. Calculons le degrés relatif f(po|p). Soit H(7(b)) (respectivement G(7(b)))
le groupe de décomposition de 7(b) dans L/E (respectivement L/K). On a

H(7(b)) = HNG(7(b)).
Mais
G(r(o)=7-Gb) -7 =<7-0- 7" >.

L’entier [ est le plus petit entier strictement positif tel que Hr = H7ro'. On a alors :

l 1

HNn<t-0-7t'>=<71-0l- 771 >.

On a donc H(7(b)) =< 7-0' - 771 >. 1l vient alors

) (G [ <rooori>]|
TeolP) = Sy oe) ~ TEE(E)] <7 ol 1>

.
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Définissons une application C' d’un systeme de représentants R des cycles intervenant dans
la décomposition de o en produits de cycles disjoints, vers les premiers de L au-dessus de
p : & un cycle de longueur [ de o représenté par Hr, on lui associe le premier py = 7(b) N E
de E, qui est de degrés relatif [ sur K. Montrons que cette application est biunivoque.
Soient donc deux représentants H7 et H\ tels que

po=Ab)NE=7(b)NE.

Les premiers A(b) et 7(b) sont donc deux premiers de L au-dessus de pgy. Par transitivité
de l'action de H sur de tels premiers, il existe un élément v de H, tel que

L’élément 7719\ est un élément de G(b) engendré par o. Il existe donc un entier i tel que
YA = 10"
On a alors
Hro' = HyA = H\.

Ht et H) représentent donc le méme cycle, et sont donc égaux car éléments de R. L’ap-
plication C' est donc injective.
De plus, C' est surjective. En effet

S SN Ep) =S t=(G: H = [E K]
HreR i
Mais p étant non ramifié dans E/K @3-, f (po[p) = [E : K]. On a donc

S F ) N Elp) = 3 £ (solp). (413)

HTeR polp

Comme C' est injective, (4.18) montre qu’elle est surjective, donc bijective. |

Corollaire 4.5.6 Le nombre de premiers de E au-dessus de p de degrés relatif 1 sur K
est égal au nombre d’entiers i tels que o;G(b)o; ' C H.

Preuve Soit b un premier de L au-dessus de p. Soit o un générateur de G(b). Par la
proposition précédente, le nombre des premiers de F au-dessus de p et de degrés 1 sur ce
premier, est égal au nombre d’entiers ¢ tels que Ho,o0 = Ho;, d’ou le résultat. |

Dans la suite, on adopte la notation suivante : si f; et fy sont deux fonctions définies

sur {s: Re(s) > 1}; on pose f; ~ fo si et seulement si f; — fo a une limite finie en 1%.
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Definition 4.5.7 Soit G un groupe fini et o € G un élément d’ordre n. On appelle division

de o, l’ensemble des éléments de G qui sont conjugués a un certain o™, (m,n) = 1.

On peut maintenant démontrer le théoreme de densité de Frobenius :

Théoréme 4.5.8 (Théoréeme de densité de Frobenius.) Soit o un élément de G =
Gal(L/K), ayant t éléments dans sa division. Soit Sy le nombre de premiers de K qui
sont divisibles par un premier de L dont le Frobenius est dans la division de o. Cet en-
semble posséde une densité d(Sy) au sens de Dirichlet. Cette densité vaut d(Sy) = ﬁ

Preuve La preuve se fait par récurrence sur l'ordre de o, que 'on note dorénavant n.
Supposons d’abord que n = 1. S; est donc I’ensemble des premiers de K qui se décomposent
totalement dans L. Soit S* I’ensemble des premiers de L qui divise un premier de S;. Pour
chaque premier p de Sy, il y a exactement |G| premiers distincts de S* qui divisent p, et
ces éléments de S* sont de norme N g(p), vu qu’ils sont de degrés relatif 1 sur K. On a

donc :

ST No(0) ™ =161 Y Nijalp) ™

beS* peEST

Soit T' I'ensemble des premiers de L qui sont de degrés relatif 1 sur Q. On a T" C S*.
Un premier qui est dans S* mais pas dans T est de degrés relatif au moins 2 sur Q. Sa
norme sur Q est donc au moins le carré d’'un nombre premier. En particulier, la série

> bes—7Nrjo(b)~® est convergente au voisinage de 1 :

Z Nijg(b)~* ~ 0.

beS*-T

Comme T admet une densité d(T") au sens de Dirichlet, avec d(7') = 1, il en va de méme
pour S* et d(S*) = 1. On a donc

s 1
Z Nig(b)™* ~ ——:log(s — 1).
peST ’G|
L’ensemble S; admet donc une densité de Dirichlet, et celle-ci vaut % [’assertion est

G|
prouvée dans le cas n = 1.

Supposons maintenant que n > 1. Soit d un diviseur de n. Soit t4 le nombre d’éléments
dans la division de o?. Soit Sy le nombre de premiers de K divisibles par un premier de L,
dont le Frobenius est dans la division de ¢?. Par hypothese de récurrence, si d # 1, on a
d(Sy) = %'
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Soit E le sous-corps de L, qui est invariant sous H =< o >, le sous-groupe de G
engendré par o. Les premiers de K qui ont au moins un facteur premier dans E qui est de
degrés relatif 1 sur K, sont exactement les premiers de K, qui sont divisibles par un premier
b de L, dont le Frobenius 7, a un cycle de logueur 1, dans son action sur les co-ensembles
de H dans G (par la proposition 4.5.5). Par le corollaire (4.5.6), cela arrive quand il existe
un entier i tel que o;70; ' € H, c’est a dire que 7 est conjugué a une puissance de o, et
donc que p est un élément de S; pour un certain d, diviseur de n.

Soit. Sg 'ensemble des premiers de E de degrés relatif 1 sur K. Si p est un élément de
Sq, on note n(p) le nombre de premiers de E divisant p et de degrés relatif 1 sur K. Si p
est un élément de Sy, il est la norme de n(p) premiers de Sg. Comme Sg contient tous les
premiers de E de degrés relatif 1 sur Q, comme avant Sp admet une densité au sens de
Dirichlet, et celle-ci vaut 1. On a donc

—log(1 —s) Z NK/Q NE/K Z Z NK/@ )C. (4.19)

bESE din peSq

Calculons n(p). Soit donc p € Sy. Par le corollaire (4.5.6), n(p) est égal au nombre de

co-ensembles Ho; tels que o;0%; ' ¢ H. Comme H est cyclique, engendré par o, c’est

équivalent & o; € Ng(< 0¢ >). Donc, on a
n(p) = [Ne(< o’ >): HJ.

En appliquant ’hypotheése de récurrence a (4.19), on obtient :

HIY NG~ | =14 > No (<o >): H] t log(s —1)  (4.20)

peES] d|n,d#n |G|

Lemme 4.5.9 Soit o un élément d’ordre n d’un groupe G. Soit H le sous-groupe de G

engendré par o. Soit t le nombre d’éléments dans la division de o. On a alors :

t=p(n)|G: No(H)].

Preuve Pour deux éléments a et b de GG, on pose a ~ b si et seulement s’ils sont conjugués
(dans G). Soient C = {c'|1 <i<n—1, (i,n)=1} et @ le quotient de C par cette
relation d’équivalence, dont on note S un systeme de représentants. Soit Int(H) le groupe

des automorphsimes de H de la forme ¢(c) = g 'og, out ¢ € G. Ce groupe s’identifie a
Ne(H)
Cc (o)

. En notant ¢ la fonction d’Euler, on a

‘Aut(H)‘ _ p(n)[Ces(0)
Int(H) |Ne:(H)
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Aut(H)
Int(H)

est en bijection avec Q. En particulier, | S| = 219l goit D 1a division

Le groupe N ()]

de 0. On a
D=|J{geGlg~s}
ses
Soit m un entier premier a n; alors 'ensemble des conjugués de C(o) est aussi C (™).
Or, il y a [G : Cg(s)] éléments dans {g € G|g ~ s}. On en déduit donc
G eIGl
|Ca(o)l  |Na(H)|

DI = 5] p(n)[G : Na(H)].

0
Ce lemme montre que t; = ¢ (%) [G: Ng (< 0% >)]. Le coefficient du log(s — 1) de
I’égalité précédente devient :

e F o))

d|n,d#n dln

Toujours en utilisant le lemme, on obtient :

Zwmmmﬁmmw.

pEST
[ |

Proposition 4.5.10 Soit K un corps de nombres. Alors, toute classe d’idéauxr de K

contient une infinité de puissances entieres de premiers de degrés relatif 1 sur Q.

Preuve Soit en effet C' une classe d’idéaux de K. Soit L le corps de classes de K. Soit
o € Gal(L/K), associé a C via I'aplication d’Artin. On a
a
ac (< |iL/—K‘| =0
Comme l'extension L/K est abélienne, la division S de o est réduite aux puissances entieres
premieres a ’ordre de o. Par le théoreme de densité de Frobenius, ’ensemble des premiers
de K qui admettent pour Frobenius un élément de S, admet une densité au sens de Dirichlet

valant 2L, Comme les idéaux premiers de K ayant un degrés relatif valant 1 sur QQ ont pour

al-
densité| d‘e Dirichlet 1, on en déduit qu’il existe un entier [ premier a 'ordre de o, pour
lequel il existe une infinité de premiers premier de K de degrés 1 sur Q, disons p;, ayant
pour Frobenius ¢!, ot [ est premier a 'ordre de o. Il existe donc une puissance entiere de
p; qui admet o pour Frobenius. [ |

En particulier, pour démontrer que I'idéal de Stickelberger annihile le groupe des classes
de K = Q((), il suffit de le démontrer pour les idéaux premiers de K qui sont de degrés

relatif 1 sur Q.
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4.5.3 Annihilation des idéaux de degrés un et les fractions de
Jacobi.

Proposition 4.5.11 Soit [ un idéal premier de degrés relatif 1 sur Q. Pour tout élément ©
positif de l’idéal de Stickelberger, 1'idéal I® est principal, engendré par un entier de Jacobi.

Preuve Soit [ le nombre premier en dessous de [. Comme [ est d’inertie 1 sur Q, on a

I =1 mod p. Soit x le caractere associé a [ par la proposition (4.5.1). Comme
=1, L,=L,
la décomposition (4.17) s’écrit
(g(x)) = £7 (-t Dm),
c’est a dire
LY = (g(x)) -
Comme 1,1 = (b — 03)¥, il vient

L£0=Dde1 — (g(X)b—ob) .

L’idéal [® est donc bien principal. Montrons maintenant que si 6 est un élément de
I'idéal de Stickelberger de Q(¢), et si I est un idéal de degrés relatif 1 sur Q alors [? est
engendré par une fraction de Jacobi. Si s et ¢ sont deux entiers tels que rs(r+s) # 0 mod p,
alors on pose

p—1
Prs = Z SDT,S(t)O-t_l’
t=1
N _ |Gt rt| | st
ot oralt) = [ 5] — [2] - [,
On vérife que N = p,_1,-1 et ¢; = 1. Donc, il suffit de montrer que ¥+ € J. On a

Prs = 97"-‘,—5 - 97’ - 95-

Posons aussi g, = ¢°". On a

(Pre _ <9r98> — (T.() € T

gr+s
|

Corollaire 4.5.12 En particulier, soit a un idéal entier de Q(C), tel que sil est un nombre
premier qui divise N'(a), alors | =1 mod p. Soit 6 un élément positif de l’idéal de Stickel-
berger de Q(C). L'idéal a® est engendré par un entier de Jacobi.
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Preuve Soit [ un facteur premier de a. L’idéal [ est totalament décomposé dans le corps
Q(¢), car le Frobenius de [ est trivial vu que [ = 1 mod p. Le degrés relatif de [ sur Q vaut
donc 1. La proposition précédente montre donc que [’ est engendré par un entier de Jacobi
(60 >0). |

4.5.4 Annihilation des racines p-ieme de ’unité.

On peut également considérer I'action additive de Zy; sur le groupe des racines p-ieme
de I'unité :

Definition 4.5.13 On appelle quotient de Fermat, lapplication ¢ : T — F,, définie par :
C@) — §¢(®)~
Lemme 4.5.14 (Clausen-Von Staudt.) Soit k un entier divisible par p — 1. Alors

pBi = —1 mod p.

Preuve Soit a # 1 un entier premier a p. Considérons la distribution de Bernoulli

régularisée pu o sur Z,. Rappelons qu’elle est définie pour U compact ouvert de Z, par

1
Mo (U) = UBk (U) — J’uB’k (OzU) ,

o aU = {z € Q)| € U} et ol ppy est 'unique distribution sur Z, vérifiant

a
psi (a+@Y)) = p"*IB, (_N) |

A partir de I’égalité classique

on déduit que

I vient alors ppy = (Z,), donc ppp = (ZX) = By, — ppi (04 (p)) = By(1—p*'). On a
donc fuy (Z;) =(1- Oé—lk)(l — p*1)By. Cela s’écrit aussi

1
(1 — J)(l —pkil)Bk = / dﬂk’a.

Z

X
P
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En écrivant cette derniere intégrale comme limite de sommes de Riemann, on obtient

1 _
(1= D= B = [ =k [ fd (4.21)
« Zy Zy
ot f(z) = xP~!. Prenons maintenant plus précisément ov = 1+p. Alors, en notant d = v,(k),
il vient
1
——1=(1 +p)F — 1= —kp mod p®2,
a
d’ou a:ffl = 1 mod p. On en déduit

Comme p — 1|k, on a pour v € Z) f(z) = 27" mod p, ie

pBy = / x7 iy o (r) mod p = —1 mod p.
z

v
Pour montrer cette derniére congruence, on pose pour r € ZJ g(v) = #(x), ap(z) €
{1,...,p— 1} tel que z = ap(x) mod p. La fonction g est localement constante et vérifie
g(z) = 7! mod p. En particulier
p—1 1
/ e dpn o (2) = / gdpra =Y ~pi1q (i + (p)) mod p.
Zy Zp im1
Comme
Ny o L 1/{aa} 1
H1,a (CL"‘(]) )) - pN 2 o ( pN 2
1 [aa /o —1
Ca|pV 2
il vient P~} e (i 4 (p)) = —1 mod p. |

En particulier, le lemme précédent et le lemme (4.3.3) appliqué avec m = p—1 montrent

que

p—1

] B p __ B p_

= p—=1 p p-1 p

On en déduit immédiatement la proposition suivante, qui explique le nom donné a I’appli-

cation ¢ :
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Proposition 4.5.15

nP —n

(0, = mod p.

De cette proposition, découle le théoreme suivant du a Mihailescu :

Théoréme 4.5.16 [ existe au moins un élément Fuchsien 0 € Ty tel que ¢p(0) # 0.

Preuve Raisonnons par I’absurde et supposons que pour tout élément Fuchsien ©,,, 1 <
n <p-—2onait ¢(0,) = 0. Soit f(X) € F,[X] le polynéme de degrés p — 1 défini par

fx) = X 1),,p_ Xl

(—X)* mod p.

Par hypothese, 1 = (®» = (®»+1. De plus, par la proposition (4.5.15)

(On = (#©n) = C"p;n (Ont1 = (¢(On+1) — CW%

Y

Y

d’ou
LI e et ]
Le polynome f a donc pour racine au moins dans F,, 1,...,p — 2. Comme p est impair, on

a également f(p—1) = 0 mod p. Enfin, f(0) = 0 mod p. Ainsi f admet au moins p racines
distinctes alors qu’il est de degrés p — 1 : contradiction. |
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Chapitre 5

Arithmétique de I’équation
XP+Y) = BZzP

5.1 Introduction

Soit p un nombre premier impair. On appelle équation diagonale générale de Nagell-
Ljunggren, 1’équation diophantienne suivante! :
r+y

:pezp’ T,Y,% € Za (I,y,Z) =1 (51)

On dit qu’une solution éventuelle z,y, z de (5.1) se situe dans le premier cas si zy(z? —y?) #
0 mod p. On dit qu'une solution éventuelle de (5.1) se situe dans le second cas, si elle ne
se situe pas dans le premier.

Rappelons que si ¢ désigne une racine primitive p-ieme de I'unité, alors on note par h;;
(respectivement par h_) le nombre de classes de Q(¢) N R (respectivement le nombre de
classes relatif de Q(()), et par r,, le p-rang du groupe des classes relatif de Q(().

Pour I'étude des solutions de (5.1) se situant dans le second cas, Mihailescu se fixe

y = —1 et obtient le théoreme suivant (théoreme 4 de [53]) :

Théoreme 5.1.1 Soit p > 17 un nombre premier. Sl existe des entiers x, z vérifiant

P —1

r—1

=2 plz,

p—
2

alors |x| < (16]))71. De plus, si p*|x, alors p divise hy.

En fait, Mihailescu énonce un résultat plus général, mais sa démonstration dans le cas
plr? — 1 est éronnée. De plus, sa démonstration dans le cas p|z nécessite en fait p?|z : on

'Rappelons que e € {0;1}, avec e = 1 si et seulement si p|z + y.
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peut montrer que si p|z, alors p?|z. Par contre, de p?|z on ne peut déduire en général que

3_ . - 3_
B=L = 7% (seule solution non triviale de £=1 = ¢%).
- z—1

On montrera néanmoins que c’est vrai sous certaines conditions portant sur les facteurs

p|lr. En effet, on a par exemple

premiers de z : voir la démonstration du corollaire (5.1.6).
Dans ce chapitre, on se propose de développer 1'étude d'un certain F,-module (plus
précisément celle de A ; voir le paragraphe 5.2), et d’étendre les arguments de [53] au cas

ly| > 1. On obtient sur I’équation (5.1) le nouveau théoreme suivant :

Théoreme 5.1.2 Soient p > 3 un nombre premier, yo un entier fizé premier a p. S’il

existe des entiers x,z qui vérifient
- =Pp Zp) ($7y07 2) = 17 (52)

alors soit yo = £1, soit pour tout facteur premier r de vy, on a v~ = 1 mod p?. En
particulier, yg_l = 1 mod p®. De méme, si p{ x, alors pour tout facteur premier r de z,
on a r’~! =1 mod p?.

Supposons p > 3 et qu’il existe des entiers x, z tels que

Ay

—— =2 (x,y0,2) = 1. 5.3

. (z, o, 2) (5.3)
Si plz on a alors |x| < (16p)p7_1|y0|%. De plus, si p’|x et® |yo| < &, alors p divise hf .

Du théoreme précédent, on déduit immédiatement le

Corollaire 5.1.3 Soient p > 19 un nombre premier, yo un entier impair fixé premier a p,
lyo| < 5, a >3 un entier. Supposons qu’il existe des entiers x,z tels que
TP+ yy

%+ Yo

P

) (xvyOaz) = 17 2|£L' (54)

Alors de deux choses 'une, soit 2°~1 = 1 mod p?, soit plhy.

op—l_1
p

que plz®, donc p*|z® car a > 3. Comme |yo| < &, la deuxieme partie de ce méme théoreme

[En effet, comme x est pair, si p { , la premieére partie du théoreme (5.1.2) montre
montre alors que p|ht ]

Rappelons que si n est un entier non nul, |n| > 1, on appelle radical de n, noté Rad(n),
le produit de ses facteurs premiers. On pose également Rad(n) = 1 si n = +1. Soit ¢ la
fonction d’Euler. Si n est un entier, on définit alors W(n) par

U(n) = ¢(Rad(n)).

2En fait, on montrera que la condition légerement plus faible |yo| < E - suffit.

(2(1)71)161)2;1) p¥
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On adopte la terminologie suivante : nous dirons qu’un triplet d’entiers (A, B, C') est
primitif si C =0 et AB # 0, ou bien C # 0 et (A, B,C) = 1.

Pour la suite, on se fixe un nombre premier p > 3 et un entier Y; non nul tel que
[Yo| < {5. On note By le k-ieme nombre de Bernoulli. Du théoreme (5.1.2), on obtient les
nouveaux résultats suivant sur les équations diophantiennes de la forme X? + Yy = BZ9 :

Corollaire 5.1.4 Soit B un entier tel que (YoW(B),p) = 1. On se fize également un entier
a >0 et q > 2 un nombre premier. Si ¢ # p, on suppose que a est pair, q 1 h; et Yy = —1.
Si g = p, on suppose a > 3 et que les conditions suivantes sont satisfaites :

~1

1. (g)p # 1 mod p?,

2. ptB-h},

3. p By, i =2,4,...,p—3,

4. 1y < \/P—1 ou bien parmi les entiers 2p=L 1, 3771 — 1, l'un des deux n'est pas

divisible par p?, ou bien il existe un facteur premier r de B tel que rP~! # 1 mod p?.

Supposons qu’il existe des entiers X, Z tels que (X, Yy, Z) soit une solution primitive de
I’équation diophantienne
X% +Yy =Bz (5.5)

St q#p, alors X =+1, Z=0. Siq=p, on a au plus comme solution X* = =Yy, Z = 0.

Remarque 5.1.5 Les conditions 2, 3 et 4 du corollaire sont des conditions parti-
culierement faibles : il a été vérifié récemment que h; est premier a p si p < 7.105;
on congecture (conjecture de Vandiver) que h; est en fait premier a p pour tout nombre
premier p.

Sip < 4.108,la simultanéité des congruences 2P~1 = 1 mod p?, 3~! = 1 mod p? n’a pas
lieu. Notons que les entiers 1093 et 3511 sont les seuls nombres premiers plus petits que
125.10'% et solutions de la congruence 2P~1 = 1 mod p?.

Enfin, si p < 12.10°, aucun des nombres de Bernoulli d’indice pair compris entre 2 et
p — 3 n'a un numérateur divisible par p>.

On montrera a la fin de la preuve du corollaire, que la condition p { h;
et celle portant sur les nombres de Bernoulli peuvent étre remplacées par la
seule condition ((p) =0, «(p) étant l’indice d’irrégularité de p.

Corollaire 5.1.6 Soit B un entier tel que (YoW¥(B),p) = 1. Soient s,t > 1 deux entiers.
On consideére deux suites de nombres premiers fixés distincts dep : ly, ..., ls, et l},... 1.
On pose L =1y ...1ls. On suppose que pour tout i, on al; # 1 mod p, et que l'ordre de p
modulo L est premier a p. Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :
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-1
1. (8)" # 1 mod p?,
2. ptB-h},
3.1y < \/P—1 ou bien parmi les entiers 2=t 1,377t — 1, l'un des deuw n'est pas
divisible par p?.
Il n’eziste pas d’entiers X, ay, ..., as,a}, ..., a; tels que <X, Yo, 00" ... lg#;all e l;a;> soit une
solution primitive de
XP 4 YP = BIy e PP (5.6)

Enfin, la démonstration du corollaire précédent, permettra de montrer le corollaire

suilvant :

Corollaire 5.1.7 Soit p > 3 un nombre premier, yo un entier impair premier a p tel que
lyo| < 4&5. Supposons qu’il existe des entiers x, z tels que
P + b
ﬂ - Zp27 (xa Yo, Z) - 17 2|$ (57)
T+ Yo
Alors, pour tout facteur premier v de yp, on a rP~' = 1 mod p3. De plus, de deuzx choses
I'une, soit 2°~1 = 1 mod p3, soit p|h;. En particulier, p > 4.10°.

Comme application, on donne I'exemple suivant, dans lequel on applique le corollaire
(5.1.4) a une classe de nombres premiers distincts p, ¢ vérifiant toujours la condition ¢ { h,, :

Exemple 5.1.8 Rappelons que l'on désigne par ¢ ['ensemble des nombres premiers et
par @' lensemble des nombres premiers qui sont congrus a 3 modulo 4. On a adopté les

notations suivantes (A > 0 entier) :

2t

Ht:{pEQ: Ep’}, I, (A)={pell,:p> A}.

. . 1. . ~ —1 .
St un nombre premier p est un élément de 11, pour un certain t > 1, on pose p = ”z—t, qut

est donc un nombre premier. On a montré au paragraphe 2.2.2 la proposition

Proposition 5.1.9 Soit t > 1 un entier. Il existe une constante effective C(t) ne
dépendant que de t (avec C(1) = C(2) =T7), telle que si p € IL,(C(t)), alors, p1th, .

Fizons deux entiers t, B tels que t > 1. Soit p un nombre premier tel que p € 11, (C(t))
et (V(B),p) = 1. L’équation diophantienne

X* —1=BZP, (5.8)
admet pour seules solutions entieres X = £1, Z = 0.
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Autre exemple :

Exemple 5.1.10 Soient l,p > 3 deux nombres premiers impairs tels que p soit une racine

primitive modulo 1, a > 3 un entier, yo un entier impair premier a p tel que |yo| < &.
Supposons qu’il existe des entiers x, v tels que
%+ yp
—= =10 (r,y0,l) =1, x. 5.9
A @l =1 p (59

Alors plv. En particulier, p|h, donc p > 7.109.

Pour la suite, on se fixe un nombre premier impair p ainsi que ¢ une racine primitive p-
ieme de 'unité. Rappelons que p est totalement ramifié dans I'extension Q(¢)/Q. L’ unique
premier de Z|[(] au-dessus de p est principal, engendré par 1 — (.

5.2 Sur anneau F,|G].

Le groupe des classes de Q(() est noté C,. L'ensemble des éléments d’ordre divisant p
de C, est noté A. On suppose a partir de maintenant que p > 3. On a déja posé au
chapitre 4

P={1,...,p—1}, B={i€P;p|B,_;, i=1mod?2}.
L’ordre de B est I'indice d’irrégularité du nombre premier p, c’est a dire ¢(p). Posons
B={ieP;ieB ou p—iecbB},
puis

A=) aF[G),
ieP-B'

ote =—> ow(o)o ! €F,[G], w étant le caractere cyclotomique de Gal(Q(¢)/Q).

Montrons que A; contient au moins un élément de la forme €, ; ol [ est un entier
impair, [ # 1. Soit P’ les entiers impairs contenus dans P. Comme ¢(p) < 2 (corollaire
(4.3.9)),ona [P —B| > 1 — L = 23 > 95i p > 11, cest a dire [P/ — B| >2sip>T.
Il existe donc au moins un entier impair [ # 1 tel que [ € P’ — B si p > 7. L’idempotent
€p—1 est alors un élément de A;.

En effet, I'entier p — [ n’est pas un élément de B’ : p — [ est pair, donc n’est pas un
élément de B, et l'entier p — (p — [) = [ n’est pas un élément de B par construction. Ainsi,

I'idempotent €, ; est bien un élément de A;. Sip = 5 ou p = 7, alors B est I'ensemble
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vide. Comme P contient alors un entier impair [ # 1, il existe donc encore dans ces cas,
un entier [ impair, [ # 1 tel que €,_; soit un élément de A;.

De plus, remarquons, j étant la conjugaison complexe, que je,_; = €,_;. En effet, on a

—_

p— p—1

jepi = = S wlo oyt = = 3 wlon o)
t=1 t=1

p—1
= —w(P Y wlo ) oS = (1) g = g,
t=1

p — | étant pair. Ainsi, il existe un élément 0y = €,; de Ay, tel que jO, = 0y, et qui n’est
pas de la forme aN, a € F, (en effet N' = —¢,_; tandis que [ # 1). De plus, la norme
N relative a l'extension Q(¢)/Q est un élément de A;. En effet, si ce n’était pas le cas,
comme N = —¢,_1, entier p — 1 serait un élément de B, c’est a dire 1 € B, c’est a dire

p ’Bpfl'
Or cette derniere propriété n’a pas lieu par le lemme suivant due a Clausen et Von Staudt :

Lemme 5.2.1 Soit p un nombre premier impair et k un entier divisible par p — 1. On a

alors
pBr = —1 mod p.

Enfin, remarquons que ’élément €,_; annihile le groupe des racines p-ieme de I'unité. En

effet, comme je,—; = €,;, on a

p-l _ Cjep_l _ Cep_l’

=T

d’ont (?-t =1, c’est & dire (-1 = 1.

Pour la suite, on adopte la notation suivante : si 6 = Zi;i cxoy € F,[G], on pose

p—1
1) =) e,
k=1

Z

X
Le groupe (10_2) étant cyclique, il vient

p—1
[(6p) = Zt”_l = 0 mod p.
t=1
On a ainsi démontré le lemme suivant :
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Lemme 5.2.2 Il existe un élément 0y de Ay — {0} tel que jOy = 6y, % =1 et 1(6y) =
0 mod p. La norme N est également un élément de Ay. De plus, la famille (N, 0,) est
F,-libre.

Soit s la surjection canonique s : Z[G] — F,[G] qui consiste a réduire modulo p les
coefficients des éléments de Z[G].

Lemme 5.2.3 Il existe un élément © = S'~ 1 n.o, de N[G] — {0} tel que n. < p pour tout

c=

¢, s(0) € Ay — {0}, dont le poids W (©) est divisible par p et majoré par @. De plus,

© n’est pas un multiple entier de la norme N et il vérifie les propriétés

jO=0, °=1

Preuve Fixons un élément 6, € F,[G] donné par le lemme (5.2.2). Soit ©1 = ) n.o. €
N[G] l'unique relevement® de 6y par s tel que n. < p, pour tout c. Comme s(©;) est

invariant par multiplication par j, on a en particulier
Ne = Ny Mod p.

Comme 0 < ng,nyp— < p, 0N a ne = Ny, c’est a dire jO; = 0.

Par construction, le poids de ©; est divisible par p, puisque sa réduction modulo p, ¢’est
a dire 6y = s (0) vérifie [ (6p) = 0 mod p. Soit O] = pN — ©1. Comme les coefficients n,.
de ©; sont compris (au sens large) entre 0 et p— 1, on a ©} € N[G]| — {0}. De plus s (0)) =
—0y € Ay — {0}. Par construction, le poids de ©) est divisible par p, ©] étant somme de
deux éléments de poids divisible par p. La somme de ©; et de O} vaut p, de poids p(p—1).
Ainsi, les éléments O, et ©] ont des poids dont la somme vaut p(p—1). Nécessairement, 'un
des deux est de poids au plus @ : on note cet élément © € N[G]| — {0}. Cet élément
est de poids divisible par p (car les poids de O; et ©] le sont). Comme jO; = O et
jO) = ©}, on a aussi j© = ©. Si © était un multiple entier de la norme, il existerait un
entier m tel que © = mAN . En appliquant s & cette relation on obtiendrait que 6, serait
de la forme aN, a € F,, ce qui n’est pas. Il reste & montrer que ¢® = 1. Or, (% = 1. Par

construction, on a donc encore (® = 1. Enfin, comme s (0,),s(0}) € A; — {0}, on a bien

5.2.1 Nombres p-primaires et ramification.

Théoréme 5.2.4 Soit K un corps de nombres et soit p, le groupe des racines p-ieme de

l'unité. On se five « € K* — (K*)P premier a p et on pose L = K (a'/?). Soit v une place

3c’est a dire s(01) = g

149



finie de K au-dessus de p, et soit e, lindice de ramification de v dans K/Q(p,). On a

alors les assertions suivantes :

1. La place v est ramifiée dans L/ K si et seulement si la congruence

o = 1 mod IIP®
P

n’a aucune solution en x € K, I parametre local de K,.
2. Siv est non ramifiée, alors, elle se décompose totalement si et seulement si o € KP.

3. La condition précédente peul aussi se vérifier comme suit : posons
«
=1l =Qy

avec y € K*. Alors @ € KP si et seulement si Trp, jr,(7) = 0.

Preuve Le corps local K, a une unique extension non ramifiée de degrés p, qui s’obtient
naturellement de maniere cyclotomique comme relevement de corps résiduel. En fait, on
peut aussi la réaliser comme extension de type Kummer. Plus précisément, on a le lemme

suivant :

Lemme 5.2.5 Soit K = 1+ p(1 — ¢)n ot n est un entier de K,. Alors K,(k'/?)/K, est
non ramifiée. Elle est de degrés p, si et seulement si Trp, jr, (1) # 0.

xT

Preuve (du lemme) : Posons x = k'/? — 1, et soit y = racine d’'un polynome P de

§7
la forme :
& i p PI)
Pyt Y myis v _
a—qrt -0
ou les ; sont des multiples de 1—¢ dans Z[(]. En écrivant p sous la forme p = ?;11 (1— ¢,

on en déduit, en appliquant le théoreme de Wilson, que l'on a :

N
(1—=¢pt

Donc, en tant qu’élément de F,[Y], F, corps résiduel de K, ,ona P =Y? — Y + 7. Cest
donc un polyndéme d’Artin-Schreier. En particulier, si a est une racine de P dans IﬁTp, les
racines de P valent a + b, b € F,. En effet, on a

= —1mod (1 — ().

P(a+b)=(a+b"—(a+b)+7
=ad’—a+n+b -0=0,
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d’ott le résultat vu que P a au plus p racines. Le lemme de Hensel montre donc que soit le
polynoéme P est irréductible dans K, [Y], soit il y est scindé, cette derniere condition ayant
lieu si et seulement si P admet une racine dans F,, c’est & dire € {t? —t,t € F,}. Or

K@T(T‘I‘Fv/[gp) = {tp - t,t S Fv}

En effet, Trp, r, étant surjective, Ker(Trp,/r,) est de dimension d — 1 sur F,, avec d
degrés de F,/F,. Soit p = Id — F, F Frobenius de F,/F,. Le F,-espace vectoriel p(F,) a
pour dimension d — 1, le noyau de p étant IF,,. Comme p(F,) C Ker(Trp, r,), ils sont donc
égaux, ayant méme dimension sur F,,. Ainsi, P est scindé dans K,[Y] ssi Trg, /r, (77) = 0. Si
ce nest pas le cas, P est irréductible dans K,[Y] et 'extension K,(k'/?)/K, est de degrés
p, qui est aussi le degrés de 'extension de leurs corps résiduels; I'extension Kv(nl/ ")/ K,
est alors de degrés p non ramifiée.C] Donc, connaissant le corps résiduel F,,/F,, pour définir
I’extension non ramifiée de degrés p, il suffit de poser ko = 1+ p(1 —¢)n?, avec Tr(n_g) = 1.
Rappelons qu’un tel élément existe car la trace est surjective, pour une extension de corps
finis. Revenons maintenant & I'extension K,(a'/?)/K,. Par unicité, si cette extension est
non ramifiée de degrés p, alors les extensions K,(a'/?)/K, et K,(ry")/K, sont Kummer
équivalentes, c’est a dire qu’il existe z € K, tel que a = 2Pk avec n € Z, ce qui implique
que la congruence suivante :

«
— = 1 mod pm
xP

avec 7 = 1 — (, a une solution dans le corps K,,. Il n’y a rien & faire si K,(a'/?)/K, est
triviale. Inversement, si une telle solution z existe, alors, = = 1+ pmn, avec ) entier de K,
et le lemme nous dit que I'extension K (a'/?)/K est non ramifiée. Le théoréme est prouvé.

(Comme p = 7P~! & unité pres, on a pr = [P & unité pres).[]

Definition 5.2.6 Soit p un nombre premier impair, et soit K un corps de nombre,
contenant C, avec ( racine primitive p-ieme de l'unité. On pose m = 1 — (. Soit aussi
a € K* — KP, qui est premier a p. On dit que o est un nombre p-primaire si et seulement
st I’équation xP = o mod pm admet une solution dans K*.

En particulier

Corollaire 5.2.7 Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. Supposons que
K contienne le groupe des racines p-iéme de l'unité. Soit a € K un nombre p-primaire.

Alors Uestension K(a'/?)/K est non ramifiée en p.

Proposition 5.2.8 Soit p un nombre premier, K une extension finie de Q,, n un entier
premier a p et x € K*. Alors, lextension K(x'/™)/K est non ramifiée si et seulement si
x € UK, Uk étant le groupe des unités de K.
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Preuve Supposons que x = uy”, avec u unité de K. On a KC(z'/") = K(u'/™). Soit #’, le
corps de décomposition du polynome X" —wu sur le corps résiduel « de K. Soit K’ 'extension
(a isomorphisme pres) non ramifiée de K de corps résiduel . Comme (n,p) = 1, par le
lemme de Hensel, le corps K’ contient K (u'/™), qui est donc non ramifiée. Réciproquement,
supposons que I'extension K(x'/)/K soit non ramifiée. Soit £ = K(z/™). Soit 7 un pa-
rametre local de K. On pose x = un”. On a
1/n 1 T
ve(at/m) = ﬁl/;c(x) =€ Z,

c’est a dire n|r, c’est a dire x = uy™, u € Ux. En particulier, si K est un corps de nombres
et a € K tel que (a) = I", pour un certain idéal de K, alors I’extension K (a'/")/K est au

plus ramifiée en les diviseurs premiers de n.

Definition 5.2.9 Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. Supposons que
K contienne le groupe des racines p-ieme de ['unité. Soit a € K. On dit que o est un
nombre p-primaire singulier ssi o est p-primaire et si l'idéal (o) est la puissance p-iéme
d’un autre idéal de K.

Ce qui précede montre

Corollaire 5.2.10 Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. Supposons que
K contienne le groupe des racines p-ieme de ['unité. Soit o € K un nombre p-primaire

singulier. Alors lextension K(a'/?)/K est non ramifiée.
En particulier

Corollaire 5.2.11 Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. Supposons que
K contienne le groupe des racines p-ieme de l'unité. Soit a € K une unité p-primaire.

Alors Uestension K(a'/?)/K est non ramifiée.

Tous ces résultats seront utilisés sans référence particuliere dans la suite.

5.2.2 Notion de support.

Rappelons que A est I'ensemble des classes du groupe C, qui sont d’ordre 1 ou p. Le
[F,-module F,[G] agit naturellement sur .A. On pose :

Supp (A) ={ie P: A% # {1}}.

Soient E, le groupe des unités p-primaires de Z[(], et E], le sous-groupe formé des unités
p-primaires qui sont des puissances p-ieme dans Z[¢]. De méme, le F,-module F,[G] agit
naturellement sur le groupe quotient E,/ E,. On pose :

Supp (E,) ={ie€ P: (E,/E,)" # {1}}.
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Proposition 5.2.12 (Mihailescu, [53]) On a

Supp (A) U Supp (E,) € B'.

Preuve Commencons par montrer que Supp (A) C B'. Soit donc ¢ € P tel que A% # {1}.
Si i est impair, par le théoreme d’'Herbrand (voir [77]) p divise B,_;, ¢’est a dire i € B C B'.
Supposons i pair. Soit j = p — i. Comme A% # {1}, le p-rang de A% vaut au moins 1.
Par le théoreme 10.9 de [77], il en est de méme pour A%. Le théoreme d’Herbrand montre
donc que p|B,_j, c'est a dire p —i = j € B, c’est a dire ¢ € B'. On a bien montré que
Supp (A) C B'.

Montrons que Supp (E,) € B'. Soit i € Supp (E,). Par définition, il existe une unité
p-primaire u de I'anneau Z[(] telle que u® n’est pas une puissance p-ieme dans Z[(] : en
particulier u non plus n’est pas une puissance p-ieme. Soit L = Q((, u%) Comme u est une
unité p-primaire, c’est en particulier un nombre p-primaire singulier. L’extension L/Q(()
est donc non ramifiée en toute place. L’extension L./Q(() est donc une extension abélienne
non ramifiée, de degrés p, car u n’est pas une puissance p-ieme dans 'anneau Z[(]. Soit
L’ I'extension maximale non ramifiée p-élémentaire de Q(¢). C’est une extension de type
Kummer car son groupe de Galois est d’exposant p. Il existe donc un sous-groupe fini B
de Q(¢)/Q(¢)*P contenant la classe de u, tel que L' = Q((, B%) La notation précédente
signifie que " s’obtient en adjoingnant au corps Q((), les racines p-ieme d’un systéme de
représentants de B, systeme auquel v appartient.

Lemme 5.2.13 (voir [77], preuve du théoréme 10.9.) Soient i, jo des entiers tels que
io + jo = 1 mod (p — 1). On a lisomorphisme de groupes suivant :

A\ Yo
Bt ~ (ﬁ) , (5.10)

ot A est le p-sous groupe de Sylow de C,,.

Supposons d’abord que ¢ soit pair. Comme u“ n’est pas une puissance p-ieme de ’anneau
Z[C] et vu que u est un élément du systeme de représentants de B, le groupe B¢ est donc
non trivial. L’isomorphisme (5.10) appliqué avec iy = i et jo = p — i montre donc en
particulier que A% est non trivial. Comme j, = p — ¢ est impair car ¢ pair, le théoreme
d’Herbrand montre alors p|B,_j,, c’est a dire jo € B, c’est a dire p — i € BB, autrement dit
ieB.

Supposons maintenant que ¢ soit impair. Comme avant, le groupe A~ est non trivial.
Comme c’est un p-groupe, il est donc de p-rang au moins 1. L’entier p — ¢ étant pair, le

théoreme 10.9 de [77] montre alors que le p-rang de A% vaut au moins 1 : le groupe A%
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est donc non trivial lui aussi. L’entier ¢ étant impair, le théoreme d’Herbrand montre que
p|B,_;, c’est a direi € B C B'. [

5.2.3 Action de A; sur A.

Rappelons que p = (1 — () est 'unique premier de Q(¢) au-dessus de p. On démontre
la proposition suivante, qui servira lors de la preuve du théoreme (5.1.2) :

Proposition 5.2.14 Soit a un idéal de l'anneau Z[(], premier a p. On suppose qu’il existe
a € Z[¢] vérifiant a? = (a). Soit © = Y n.o. € N[G]| un relévement quelconque par
Uapplication s d’un élément 6 € Ay. Il existe alors une unité e € Z[(]* et v € Z[(] tels que

a® = P,

De plus, si o est p-primaire, il existe un unique v[©] € Z[(] tel que

{ a® =[O,
v[0] = a® mod (1 — ).

Preuve Supposons d’abord que 6 = ¢, © = ¢, € N[G] avec k € P — B et s(¢},) = €.
L’idéal a est d’ordre 1 ou p. Par la proposition (5.2.12), ¢, annihile les éléments d’ordre 1
ou p de C,. Par définition de I'action de € sur C,, cela signifie qu’il existe? v € Z[(] tel que
a% = (v). En prenant la puissance p-itme de I'égalité précédente, on déduit qu’il existe
une unité € € Z[(] telle que a% = ev?. Le cas général s’en déduit par linéarité : en effet,
comme 6 € Ay, c’est une combinaison linéaire de €, k parcourant P — B'.

Supposons que « soit un nombre p-primaire. Soient k € P — B’ et ¢}, € N[G] tels que
s(€,) = €. Par ce qui précede, il existe v € Z[(] et € € Z[(]* tels que

o't = e, (5.11)

Appliquons €, & I'identité (5.11) : comme €} = €, on a ¢ = ¢, mod p, d’ott I'existence de
v, € Z[C] tel que
o = Ryl (5.12)

Comme « est un nombre p-primaire, il en est de méme pour a. L’'unité €, par (5.11) est
donc p-primaire. Par la proposition (5.2.12), €% est donc une puissance p-ieme. La relation
(5.12) montre donc que o est une puissance p-ieme : il existe vy € Z[(] tel que a% = V4.

Par linéarité, on a donc montré qu’il existe un entier algébrique v tel que

a° =P,

4y est un entier algébrique et pas seulement un nombre algébrique car €, est & coefficients positifs.
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Comme « est p-primaire et p totalement ramifié dans Q(¢)/Q, il existe en particulier
oo € Z premier a p tel que a® = af mod p(1 — ¢), donc un entier o premier a p tel que

a® = ay mod (1 — €)% Soit vy € Z tel que v = vy mod (1 — ¢). On a alors
a® =8 = yymod (1 - ().

Comme a® = ap mod (1 — (), et vu que ag, 1y sont des entiers, il vient cy = v mod p,
donc oy = 1y mod (1 — ()%

Il existe un entier [ tel que ¢'v = o mod (1 — ¢)?. En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 5.2.15 Soit o € Z[(], o un entier premier a p, & = ap mod (1 — (). Il existe

une racine de l'unité u, telle que ua = ap mod (1 — ¢)%.

Preuve Soit a; un entier tel que a@ = ap + a;(1 — ¢) mod (1 — ¢)?. L’entier aq etant

premier a p, soit ¢ un entier fixé tel que ¢ = % mod p.
ag

¢C=(1-(1-¢)=1—c(l—¢)mod (-0
On a alors
Ca=(1-c1-0)(ap+ai(l—2)=ag+ (o —cag)(l —¢)mod (1 —¢)* = agmod (1—¢)?

par choix de ¢, ce qu’on voulait.[]

Comme v = vy mod (1 — (), le lemme précédent montre qu'’il existe un entier [ tel que
('v = vy mod (1 — ¢)% Comme oy = vy mod (1 — ¢)?, il existe bien un entier [ tel que
C'v = ap mod (1 — ¢)2.

Soit v/ = ('v. L’entier algébrique v/ vérifie, comme v, I'égalité 1P = o®

, mais vérifie en

plus la congruence

V' = ap=a® mod (1 - ()%

Ainsi, si @ € Z[C] est un nombre p-primaire premier a p, il existe bien un entier

algébrique 1y € Z[(] tel que

0® = i,
v =a® mod (1 - ()%

Un tel entier algébrique v; est unique. En effet, §’il existe un deuxieme entier algébrique

vy tel que



il existerait en particulier un entier a tel que
a
vy = (vs.

Comme v; = 1o mod (1 — ¢)?, on obtientrait ((* — 1)1, = 0 mod (1 — ¢)?, dou ¢* =
1 mod (1 —¢)? car « donc vy est premier & p. Le lemme (4.4.12) montre alors que (* =1,

donc que vy = vy. [ |

5.3 Equation de Nagell-Ljunggren diagonale générale.

Soit yo un entier fixé premier a p. Soient z,z deux entiers fixés tels que (z,z) soit
solution de
z? + yh

=pr, (z,y0,2) = 1.
i P (90, 2)

Rappelons qu’alors e € {0; 1} avec e = 1 si et seulement si p|x + yo. Supposons que lentier
zyo(z* — y2) soit premier & p. Alors, la proposition 1 de [53] montre que ' = 1 mod p?,
pour tout facteur premier r de yo si yo # £1. Il reste a étudier les trois cas p|x, p|x — yo et
plT + o

Supposons d’abord que p|z. Soit o = (x + yo. Soit 6 un élément positif (définition
(4.1.1)) de l'idéal de Stickelberger de Q(¢) tel que (% # 1. Un tel élément 6 existe par le
théoreme (4.5.16). Comme le poids de 6 est un multiple entier de ’%1 (voir la proposition
(4.1.6)), quitte & multiplier  par 2, on peut supposer que son poids est divisible par p — 1.

Comme p|z, il vient alors
o = (G +y0)" =y mod (1- ),

d’olt (Cz +1o)? = 1 mod (1 — €)% car p — 1|W(8).

D’un autre coté, par 'équation (5.2), il existe un idéal entier a de Z[(] tel que ((x+yo) =
a?. Le lemme (5.3.13) montre que les facteurs premiers de a sont tous d’inertie 1 sur Q. De
plus, (14 7)0 est un multiple entier positif de la norme relative & Q(¢)/Q : en particulier,
a?a’? € 7. On peut donc appliquer la proposition (4.5.11) : il existe un entier de Jacobi 3,
un entier n et e = %1 tels que

of =empr.

Mais o’ = 1 mod (1 — ¢)?, et par la relation d’Iwasawa (voir (4.9)) 3 = 1 mod (1 — ¢)?,
d’ou

e¢" =1mod (1 - ()
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Par le lemme (4.4.12), on doit donc avoir (" = 1 : il existe ainsi un entier de Jacobi [ tel
que

(Cx +y0)’ = 7.

Soit r € N un facteur premier de yo si yo # £1. Soit R un idéal premier de "anneau Z[(]
au-dessus de . Modulo R, 1’égalité précédente devient

(¢z)? = 5” mod R.

De méme, en travaillant avec 1'idéal premier R (conjugué complexe de R), on a
(¢z)? = 57 mod R,

d’ou

(Ca:)e = 3" mod R.

CQGE(

Lemme 5.3.1 (/53]) Soit r # p un nombre premier, R un idéal premier de Z[C] au-dessus

On en déduit donc »
) mod R. (5.13)

DU

Or on dispose du lemme suivant :

de r. Supposons qu’il existe un entier algébrique 5 € Z[(] tel que
¢ =/ mod R.

On a alors P~ = 1 mod p?.

Preuve Comme 7 # p, on a BP # 1 mod R. En effet, sinon, on aurait ( — 1 = 0 mod R.
Comme ¢ — 1 engendre 'unique premier de Z[(] au-dessus de p, on aurait donc (1—¢) =R,
d’ott r = p : contradiction. De plus, 3 = 1 mod R, car ¢(? = 1. Par le théoreme de
Lagrange, p? divise donc r/ — 1, ol f est l'inertie de  dans I'extension Q(¢)/Q. Comme
flp — 1, on en déduit que p?|rP~t — 1.0 Comme ¢ # 1, le lemme précédent appliqué i
(5.13) montre que r?~* = 1 mod p°.

Les cas ou p|lz — y et p|z + y se traitent de la méme fagon.

On vient donc de montrer que si yg # +1, alors pour tout facteur premier r de gy, on

a P! = 1 mod p?. En particulier,
yr~! =1 mod p. (5.14)
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Supposons que p t x et montrons que P~ = 1 mod p? pour tout facteur premier r de
z. Sipfx? —y?2, c’est une conséquence de la proposition 1 de [53]. Supposons que p|z — yp.
Soit 6 un élément positif de poids divisible par p — 1 de I'idéal de Stickelberger, tel que
¢? # 1. Soit @ = ZE¥  Par I'équation (5.2), il existe un idéal a de Z[(] tel que

14¢
(z + Cyo) =
Comme 1 + ¢ est une unité de Z[(],
(x + Cyo) »
—_— ) = a".
1+¢
Comme avant, il existe un entier de Jacobi (3, € = +1 et un entier [ tels que

T+ CYo 1 ap
1+¢ = e

Comme p|x — yo, yg_l = 1 mod p?, et que le poids de @ est divisible par p — 1, il vient
modulo (1 —¢)?:

0 0
(:c+<yo> E(yo+<yo) =y =y’ =1 mod (1 - ).

1+ ¢ 1+¢

0

24CYo = [P. On termine la démonstration

1+¢

N——

La relation d’Iwasawa montre alors que (
comme lors de I’étude précédente.
Supposons que p|x + yo. De 'équation (5.2), il existe un idéal a de Z[(] tel que

T+Cyo\
<<—1>‘“p‘

Soit § comme avant. L’entier p divisant z + yp, il vient modulo (1 — ¢)? :

T + (Yo ’
c—1

Il existe donc un entier de Jacobi g tel que

1 mod (1 —¢)*

Z/

z+CYo

0
i ) = (P. La preuve se termine comme

VRS

précédemment.

On se fixe pour la suite des entiers z, z qui constituent une solution de (5.3), avec p|z.

5.3.1 Séries de Mihailescu.
Definition 5.3.2 Soit © = S*" n.o. un élément de Z[G]. On appelle série de Mihdilescu
associée a ©, la série formelle notée f[©,T] € C[[T]] et définie par

p—1
F10.7) = (1+ 1) = [ (1 +T¢)"",

c=1

ot (14 T¢)"/” = 3055 (") (T¢e)-.
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Soit m > 0 un entier. La m-ieme somme partielle de f[©,T], sera notée S, (0,T") € C[T].

Definition 5.3.3 Soit © € Z[G|. On appelle reste d’ordre m, la série formelle notée
R, (©,T), et définie par

R, (©,7)=f[0,T] - S, (6,T).
Si© € Z|G] et z € C, |z| <1, la série f O, z] est convergente dans C. De plus :

Lemme 5.3.4 On a linégalité suivante :

—|@|/p>‘ ( |2

mA1 )| (1= sy (5.15)

muamsK
ot 8] = 371 nel.

Preuve Rappelons que si Y, A, T" (repectivement Y, a;T") est une série a coefficients
complexes (respectivement réels positifs), on dit que >, AyT"* est dominée par Y, a;T*
et on écrit Y, AyT" << >, axT* ssi pour tout entier k, on a |Ag| < aj. Soient s € C,
|s| <1, et 7 € R. Comme |(})| < (=1)*(7)) ona

(1+sT) = i (D sPTF << i (—1)’“(‘?)# =(1-7)"".

k=0

On en déduit que

[©]

1O,z <<(1-T)" %

En particulier,

_lel
p

— Sm(|2])],

10,2 = 5 (0,2)] < |(1 = J2])

_lel
Sm(|z]) étant la m-ieme somme partielle de (1 — |z])” 7 . L’inégalité de Taylor-Lagrange
montre alors

_lel
dm+1 (1 _ T) P

dTm—H

|Z|m+1

(m+1)!

|f 19, 2] = Sm (O, 2)] < Sup<)|

_|(-1el/» 2]
- m+1 (1— |Z|)m+1+|@\/p'
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Soit © = 3"~ n.o. € Z[G]. On pose alors

p(0) = S n e 7).

On pose également

“+00

f10,T1=> ar[0] T,

k=0

et

Les propriétés arithmétiques des coefficients a;, et b, sont rappelées dans la proposition
suivante :
Proposition 5.3.5 1. Sio € Gal(Q(¢)/Q), alors a; [O]° = ay, [00)] ;

2. a,©) € Z [C,ﬂ ; de plus, pP®a, [©] € Z[(], ou on a posé E(k) = k + v, (k) v,
étant la valuation p-adique ;

3. b, [0] € Z[¢] et

b, [0] = p (©)* mod pZ[(].

Preuve

— preuve de la premiere assertion : cela résulte du fait que o agit seulement sur (, pas

sur 7.

— preuve de la seconde assertion : on fait une récurrence sur le nombre de o €
Gal(Q(¢)/Q) intervenant dans l'écriture de © en tant qu’élément de Z[G]. S’il n’y en
a qu’'un seul, on peut écrire © = no. Alors

0 0] = nn—1)-- -k(!zk— pk — 1))sz7

d'ott p£P®a,, [©] € Z[(¢]. Soit maintenant © € Z[G] quelconque. Ecrivons le sous la
forme © = ©; +0,, le nombre de o € Gal(Q(¢)/Q) intervenant dans ’écriture des ©;
étant strictement plus petit que pour ©. En particulier, si [ est un entier, 0 <[ < k,

on a

1] an-s[62) 2 = (B + Bk - 1) = ~E() 43, ( (7)) = B0
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d’ou l’assertion.

— preuve de la troisieme assertion : supposons d’abord que © = no. On a alors

be [O] = p'Elag [O] = p - g <g _ 1) (g . 1))sz _

= p (n0)" mod pZ[(].

Comme pour la preuve précédente, si maintenant © = ©; + ©,, le nombre de o €
Gal(Q(¢)/Q) intervenant dans 'écriture des ©; étant strictement plus petit que pour
©, on a, pour [ entier

bi[0:] = p(©) mod pZ[(], i=1,2.

b [0] = b [O1 + O]
= pkk‘&k [@1 -+ @2]

k
=Pk @ [01] ax-i [0
=0
k

1 (ke
=PRI p RGO b

=0

1
(k—1)!

bi—1 [©2]

= Zk: (’;) p(01) p(02)" " mod pZ[(]

ce qu’on voulait montrer.
O
Rappelons que I'application E définie dans la proposition précédente vérifie le lemme

suivant :

Lemme 5.3.6 L’application E est strictement croissante et vérifie E(k) < k - z%‘
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Preuve Pour la stricte croissance de E| il n'y a rien a faire. De plus, par le théoreme de
Legendre, on a v, (k!) < 1%’ d'on E(k) < k+ 1% = %.D

5.3.2 Majoration de |z| en fonction de y, et p.

On peut supposer dans ce paragraphe que |z| > 2|yo|. En effet, dans le cas contraire,
la majoration donnée dans I'énoncé du théoreme (5.1.2) est immédiate.
De I’équation (5.3) on déduit qu’il existe un idéal a de 'anneau Z[(], premier a p, tel
que
(Cz + yo) = a”. (5.16)

Soit a = Cx + 1.

Proposition 5.3.7 Soit © € N[G] de poids divisible par p tel que s (©) € Ay. Il existe un
unique v [0] € Z[(] tel que

a® =v[eP, vie)= y(‘)y(@) mod (1 — ()2

Preuve L’idéal a est d’ordre 1 ou p. Soit © € N[G] de poids divisible par p tel que
s(©) € A;. Par hypothése, p|z. Admettons momentanément le fait que cela entraine p?|z.

11 vient alors

a® = ygv(@) mod p2.

Comme p|W(©), l'entier algébrique o est donc un nombre p-primaire de Q(¢). La propo-
sition (5.2.14) montre qu’il existe un unique entier algébrique v [0] tel que

{ a® =v[eF,
_ w®
v[0] = yi® mod (1 — ()2
Il reste & démontrer le fait admis que p?|z. Comme p|z et 3, premier a p, on a

2P + yh _
P = x+z/y()05yg ' =1 mod p.

zP+yb

_ 2
T = 1 mod p*. Comme

La congruence 2z’ = 1 mod p implique 27 = 1 mod p?, d’olt

Py -1 —1—k .
Tl = 2o (—=2)yg et p|z, on obtient donc

—zy? > + 77 = 1 mod p?.

Or d’apres (5.14) : yg_l = 1 mod p*. On doit donc avoir xyg_2 = 0 mod p?, c’est & dire
p?|lz.0
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Fixons pour la suite © € N[G] donné par le lemme (5.2.3). Soit v [©] 'entier algébrique
donné par la proposition (5.3.7). Comme j© = O, on a

a® =vI[Oe),
a® = af® = <V [@]j>p,
viel=v[e) = y(I)/V(G) mod (1 — ()2

Par unicité, on a donc v [0] = v [0}, c’est a dire v [0] € R. Posons © = ?_| n.0,.. Comme

p—_
© = jO, on a n, = ny_.. Soit Oy = 20221 n.o.. Comme n, = n,_., on a

p=1 p=1
(1+7)00 = chac—i—chjac incac—i—incap_c
—chac—i— Z Np—cOc = choc+ Z n.o. = 06

p+1 p+1

Comme |z| > 2|yol, la série f [@, @;—0} est convergente dans C. L’égalité © = (1 + j)Oq
montre que le nombre complexe f [©, 2] est en fait réel (voir [28]). Le poids de © étant un

entier positif non nul, divisible par p et majoré par ( L) , il existe un entier h, 1 < h < P5= 1
tel que W (©) = p - h. L’égalité a® = v [O) s'écrit alors

v[eP =¢° -z (1 + —Cyo) ,
x
c’est a dire

ver = a0, 2"

X

car (® = 1. Il existe donc un entier a tel que
v[O] =2l f [@,%}
Or on a montré précédemment que f [@, %} et v [O] sont des nombres réels. On a donc
(* =1, c’est a dire
s Yo
(O] =z f[@, x}
Soit 3 [6] = p"v [0] € Z[¢ + (]. Soit S} (©) la somme définie par

S/ (0) = hs( ) zh:xhz o a; [0,

=0
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et R} (©) définie par
R}, (0) = B[6] = 5,(0) = Ry (6,2 " - p".

Par la proposition (5.3.5), on a pa;[0] € Z[¢] si i < h. En effet, si i < h, comme h < p%l,
en particulier F/(i) = i. Par la proposition (5.3.5), on a donc p‘a;[0] € Z[(]. En particulier,
on a pour i entier, i < h le fait que p"a;[0] € Z[(]. La somme S} () est donc un élément

de 'anneau Z|[(]. Il en est donc de méme pour R}, (©). L’inégalité (5.15) permet de majorer

()

ce dernier élément comme suit :

[ol"*!

|$‘h+1 (1 __lgg|)2h+1'

|7, (©)] < |zl p"

—2h—1

Ona|(, ") = () < 2*~'. Comme |z| > 2yo|, on a aussi (1 —|£]) < 2201 On
obtient :
16 h h+1
LR%(@)‘< ( p)‘yd ]
]
Lemme 5.3.8 Pour tout élément o € Gal(Q(¢)/Q), on a
R, (©)° = R}, (00). (5.17)

Preuve On a v[0]” = v[00] : en vertu de la proposition (5.3.7), pour le montrer, il

suffit de prouver que

Or par définition de v [©)] :
(v[O]) =v[e]” = @[e])” =a™.

Encore par définition de v [O] :

d’ou
v[0)7 = 47" mod (1 - ¢)? =y ® mod (1 — ¢)*.

Comme W (©) = W (¢0), on a bien v [0]” =y "® mod (1 — ¢)2.
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Par la proposition (5.3.5), pour tout entier & positif, a; [0]” = a; [00]. En particulier,
ona S} (0)7 =5} (00). Des égalités
v[O] =v[oO], 5,(0)" =5, (00),
on déduit que R}, (©)7 = R}, (00).0
Soit o € Gal(Q(¢)/Q). Par (5.17), on peut donc majorer |R} (©)7] = |R}, (¢0)| en
appliquant également la majoration (5.15). Une telle majoration ne dépend que de |0O).

Comme |©| = |0©], on obtient la méme majoration que pour |R, (©)] :
, - 16 h h+1
vo € GallQ)/Q). IRy (0] < (51)

(16p)"[yol"*

Supposons que o]

< 1. Les inégalités (5.18) montrent en particulier que I'entier
algebrique R}, (©) est donc de norme (sur Q) strictement moindre que 1, d’ou R}, () = 0.
On obtient §[0] = 5} (0). On en déduit que 5u0) _ B8] _ ph-ty, O] € Z[(] (car h > 1),

p p
c’est a dire

ixh_i b - ph Tt a [0] € ZIC. (5.19)
i=0
Sii < h, p"!-a;[0] € Z[C]. En effet, soit i un entier positif, i < h. Comme i < p (car
h < p) la proposition (5.3.5) montre
p"Va; (0] = p'a; [6] € Z[(].
Comme ¢ < h — 1, en particulier
P a; 8] € Z[¢).
Par (5.19), on doit donc avoir yf - p"~1 - a;,[©] € Z[(]. Par définition de b,[O], on a
Yo - hL-p" - an [0] = yi - ba [O).
Comme y? - ph~1 - a; [©] € Z[(], en particulier, on a
Y- b [6] = 0 mod pZ[c].

Or, par la proposition (5.3.5), yf - by [0] = ! - p (©)" mod pZ[(]. L'entier yo étant premier

a p, on doit donc avoir

p(©) = 0 mod pZ[(].

Le lemme 1.9 de [77] montre alors que s (©) = 0 en contradiction avec le fait que s (0) # 0.
On a donc bien

p+1

p—1 p+1
|z < (16p)" [yol"*" < (16p)"7 |yo| = . (5.20)
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Remarque sur les calculs précédents : Pour obtenir la majoration précédente, il
est vain d’espérer utiliser un élément © positif non nul de Zy; tel que j© = O, p|W (),
W (0) < @ et p(0) # 0 mod pZ[(] : aucun élément de Zy; ne vérifie ces propriétés. En
effet, on peut montrer (voir [28]) pour © € Zy que I'égalité jO = © implique qu'il existe
un entier a tel que © = aN. Pour avoir p|W (©), entier a est nécessairement divisible par

p. On a alors p () = 0 mod pZI[(].

5.3.3 Minoration de |z| en fonction de p.

Dans ce paragraphe, on suppose que p3|z, et que l'entier |yo| est majoré au sens large

. v . i

ar z On va alors montrer que le nombre premier p est un diviseur de
~1\ pFL

(1r-n0e)"=" )’

hl‘f. L’idée de la démonstration sera de raisonner par 1’absurde : on supposera que p 1 h; ;

on montrera alors que Uentier |z| est minoré par une constante trop grande pour que

I'hypothese de majoration faite sur |yo| soit satisfaite.

Lemme 5.3.9 Soit p un nombre premier impair tel que p 1 h;. Supposons qu’il existe des

entiers A, B, C' premiers entre eux dans leur ensemble tels que

AP + B

—— =C" 2B
A+ B ¢ B
Il existe alors un (unique) v € Q(C) tel que
A+B¢ 5
= =P =1 mod (1 —()".
im0 (1-0)
A+B¢

Preuve Soient a = et L = Q(C, a%). L’entier B étant divisible par p?, en particulier

A+B¢
on a @ =1 mod p(1 — (). Comme (A, B,C) = 1, il existe un idéal entier a de Z|[(] tel que

(A + B() = a”. Le nombre algébrique « est donc un nombre algébrique primaire singulier :
I'extension L/Q(¢) est non ramifiée.

Comme p { ht et @ = o™, le lemme 9.2 de [77] montre qu'il existe 71 € Q(¢), tel que
A+BC¢
A+B¢
71 = 1 mod (1 — (). Par le lemme (5.2.15), il existe donc un entier a tel que

= ~¥. Le nombre algébrique ~; vérifie en particulier v/ = 1 mod (1 — (), c’est a dire

71¢* = 1 mod (1 — ).
Comme (¢*y;)" = ¥, il suffit donc de poser v = (%y;.00
En particulier, il existe alors un (unique) v € Q(() tel que

z( + Yo » _ 2
= P, vy =1mod (1 — ().
¢ + Yo
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|=
S =

Soit Z, 'anneau des entiers p-adiques. Comme p?|z, la série f(z) = (1 + C—x> ! (1 + Z—x> )

Yo Yo
converge dans Z,[¢]. On a

LNy
14+
Il existe donc un entier a tel que (*y = f(z). Comme p?|z, on a f(z) = 1 mod (1 — ()2
Comme v = 1 mod (1 —¢)?, on a ¢* = 1 mod (1 — ¢)? donc ¢* = 1, c’est a dire

SEDE)EE)) S

(O = <_}€/p) (nlipk> ¢,

k=0

ou

Soit d = ’%1. Pour la suite, on note par Tr Papplication trace relative a Q(¢)/Q.

Lemme 5.3.10 Soit n un entier, 0 < n < d. On a Tr((¢*™ = ()b, (¢)) = 0.

Preuve Soit k£ un entier, 0 < k <n. Comme n < d, on a |n —2k| < n<d, dou 0 <
d+1+n—2k,d+n—2k <p, dou

Tr (<d+1+n—2k o Cd+n—2k) — (_1) . (_1> — 07

et le lemme.]

Soit alors
A =Tr (¢ = (¢")vz) .

C’est un entier relatif. En effet, on a

(ayr = W0
¢ + Yo

et 2 + yo divise 2P dans Z[(], car

(mC+yO)...(mZ+yo) = 2P,

Ainsi (¢! — (Y)yz € Z[(], donc A € Z. De plus, A = 0 mod pP. En effet, rappelons
que p?*|z par hypothese. Notons v, la valuation usuelle sur Q,(¢) (en particulier v, (p) =
p—1,v,(¢* — (%) = 15sia+#bmod p). Soit k > d un entier. Si k < p, on a alors

e (€1 = Cbi (¢)2%) > 2k(p — 1) > 2d(p — 1)
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Si k > p, on a, en utilisant le fait que pour [ entier, v,(I!) < p+l :

e (G = ¢ (Q) ) > (Bh = k=~ )= ) > k(o= 1) 2 plp = 1) > 2d(p— 1)

On a donc v,(A) > p. Admettons momentanément que A # 0. Comme A = 0 mod p®, on
a p? < |Al. De plus, comme || = 1, il vient

Al <2(p —1)lz].

P+
2

Comme p|z, par le paragraphe (5.3.2) on a |z| < (16]9)1)2;1 [yo] *. Comme plx et |yo| < p,
en particulier |x| > |yo| et il vient de I'équation (5.3) que |z| < |z|, d’ou
p=l prl
PP <Al <2(p = Dfz| <2(p —1) (16p) = |yo| =,
d’ou

P

7 < ’y0|7

(20-Dae)=)"

en contradiction avec les hypotheses. On a donc bien p|h; . Pour terminer la démonstration,
il reste a démontrer la proposition fondamentale suivante admise plus haut :

Proposition 5.3.11 On a A # 0.

Preuve Définissons une suite d’entiers a;, [ > 2 :

6L2:3,
a1 =a;+ 1+ 1.

1(1+1)
2

On vérifie que q; = . De plus, par définition, on a
(1=p)(1=2p)...(1 = (d—1)p) =1 — ag_1p mod p*,
olt d = 1. En effet (1 — p)(1 —2p) =1 — app mod p?. De plus
(1—ap)(1—(I+1)p)=1—(ay +1+1)p=1—a;1pmod p*.
De la méme facon, on a

(14+p)(14+2p)...(1+(d—1)p) =1+ ag_1p mod p*.

Lemme 5.3.12 Soit T := T’f’((CdJr1 — ¢ bd(C)x—dz) On a

g

5 ((5)-(1)

168



Preuve Soit k& un entier, 0 < k < d. On a alors 0 < 2d — 2k < p avec 2d — 2k = 0 si et
seulement si k = d. De méme 1 < 2d — 2k + 1 < p avec 2d — 2k + 1 = p si et seulement si
k = 0. Ainsi :
(1—{2‘1) =p sik=0,
Tr (G2 — 92 = (=1) = (1) =0 si0<k<d,
Tr((—1)=—-p sik=d.

Par définition de b4((), on obtient :

T:=Tr ((gd“ ¢ ba() W ) — x—gzzd: ( Up) (dlfpk)ﬁ (QHI2 — g2k

0 =0

() (1))

d’ou le lemme. [J On peut donc écrire

xd

T= T (T=p)A=2p)...(A=(d=1)p) = (-1)'(L +p) (1 +2p)... (L + (d —1)p)),
ol

(1—=p)...(1=(d—=1)p) — (=) 1 +p)...(1L+(d—1p) =1 —ag_1p — (=1)* (1 + ag_1p) mod p*.
Soit v = v,(z). Si (=1)? = —1, c’est a dire p = 3 mod 4, alors v, (T) = dv + 1 — d, et si
p = 1 mod 4, alors

(1—-p)...(1=(d=1)p) — (=) (1 +p)...(1 + (d = 1)p) = —2a4_1p = —p(d — 1)d mod p?,
d’ot v, (T') = dv + 2 — d. Raisonnons par 'absurde et supposons que A = 0. On a alors

Tr <(gd+1 — ¢ bd(()ﬁz) = —Tr ( atl _ Z bi(¢ ) : (5.21)

0 k=d+1

Supposons d’abord que p = 3 mod 4, donc que vy_¢ (T) = (dv+ 1 —d)(p — 1). De (5.21),

en comparant les valuations (1 — ()-adiques, on obtient
(dv+1-d)(p—1)>1+((d+1)v—d—1)(p—1),
d’ou
dv+1—d>(d+1)v—d—1,

d’ott v < 2. Or par hypothese, p3|z, donc v > 2. Si p = 1 mod 4, on trouve v < 3, or v > 3.
On a donc bien A # 0.0 Le théoreme (5.1.2) est prouvé.
[ |
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5.3.4 Démonstration du corollaire (5.1.4).

Supposons d’abord que ¢ = p. Soit X, Z une solution entiere de (5.5), autre que la
solution éventuelle X* = =Y, Z = 0. Comme X® # —Y, on peut mettre 1’équation (5.5)

sous la forme

X 4 yP
<0 (X1Y,) =Bz
Xa+Yb ( + 0) )
avec (B,p) = 1 par hypotheése. On suppose dans un premier temps que Z est

premier a p. On a donc (BZ,p) = 1. Rappelons que si a, b sont des entiers premiers entre

P —bP
(%,a—b) =(a—0b,p).

aP —bP
a—b

eux, alors

aP —bP
a—b

Autrement dit, p divisera si et seulement si p divise a — b, et alors® p|| . Comme

BZ est premier a p

(Xap + }/Op

X+Y,| =1
Xa+Y07 +0)

La condition (¥(B),p) = 1 est équivalente au fait qu'aucun des facteurs premiers [ de B

ne vérifie [ = 1 mod p.

Lemme 5.3.13 Soient C, D deux entiers premiers entre eux. Soit | # p un facteur premier

CP+DP
de 755

. Alors I = 1 mod p.

Preuve En effet, comme (A, B,C) = 1, nécessairement les idéaux (A + B¢') de Z|(],
1=1,...,p—1sont deux a deux premiers entre eux. On en déduit que le nombre premier
[ se décompose totalement dans l'extension Q(¢)/Q. Comme de fagon générale, le groupe
de décomposition de [ dans cette extension est engendré par sa classe modulo p, on doit
donc avoir [ = 1 mod p.OJ

Par le lemme (5.3.13), 'entier B est donc un diviseur de X+ Yj, et on a donc dans Z :

X+ Yy X?4+YY _ (X“P+YO”

= X*4+Yy, | =1.
B X 1Y XotYvy +°)

Il existe donc des entiers Z;, Zs tels que

Xap + YE)p

= 7", X°+Y,=BZ.
Xety, U o 2

aP —bP
a—b

Sc’est & dire p divise mais pas p?.
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Si X (X% —Y{) est premier a p, les théorémes 1, 3 et la proposition 1 de [53] montrent
que r, > /p—1, 2271 = 3?71 = I mod p® et que *~! = 1 mod p® pour tout facteur
premier r de B. Les hypotheses faites montrent donc que 1'on est nécessairement dans le
cas p| X (X?* — Y{). Comme pt X+ Y, (car pt Z), on a donc p|X ou p|X* — Y.

Supposons d’abord que p|X. Comme a > 3, p?|X?. La deuxiéme partie du théoréme
XPLYP
Xa+vo
[Yo| < %) montre alors que p|h, ce qui n’a pas lieu par hypothese. On est donc dans le

p?
cas p|X® — Y.

(5.1.2) appliquée a ’équation = Z¢ (il est licite de l'appliquer car on a supposé

Lemme 5.3.14 Si p|X® — Yy, alors p*| X — Y.

Preuve Comme p|X® —Yj, il vient

X4 YP - —
o = S (PR T R 3 (N (4 X )
o k=0 k=2
p—1
= Yop—l o YOP—QXa + Z (-Yb)p_l_k (Yok + k}/ok—l (Xa - Yb)) mod p2
k=2
p—1
=2V = YPRX Y (X = Y0) ) (-1 k mod p?
k=2
1
=¥ —YPTXO VP TR(X - YY) Pt mod p?
=Yp_1+Yp_2(X"—Y)p_1 d p?
=Y 0 0 mod p-.
Comme ZP = i;—ﬁ = 1 mod p, il vient );:—E,? = 1 mod p?, d’olt
p—1 p—2 a p— 1 _ 2
Yy 4+ Yy (XY = Y) = 1 mod p~.

2

Or, par le theoreme (5.1.2), Y?~' = 1 mod p2 On a donc bien p?|X* — Y. Comme
X®+Y, = BZ}, la congruence X = Yy mod p? montre

2Y, = X + Yy = BZ mod p*.
Comme YP™' =1 mod p?,
o~ = 2V, = (BZ8)P™' = B! mod p?,

d’ou (%)p ' =1 mod p?, en contradiction avec les hypothéses.
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I nous reste a étudier le cas dans lequel la solution (X, Z) de 'équation (5.5) vérifie
p|Z. Posons Z = p*Zy, avec p t Z;. L’équation (5.5) s’écrit
XP 4 YP = BprZP.

Soit A = (1 — ¢)(1 — (). L’équation précédente s’écrit aussi

v
—1
XP+Y =B fpl APV 7P
Le quotient n = pp " est une unité de 'anneau Z[\]. Posons m = pvp%l > p. On vient
AP

donc de montrer qu’il existe n € Z[A]* (unités de Z[\]) et un entier m > p tels que
XP 4 YP = nBA"ZP, (5.22)
ou X, Yy, A et Z; sont premiers entre eux deux a deux.

Proposition 5.3.15 Supposons qu’il existe des entiers algébriques x,y, z de l'anneau Z[\],
un entier m > p, et une unité n de l'anneau Z[\] tels que x, y, z et X soient premiers entre

euxr deux a deux et vérifient
a? +y? =n\"B2*, B|B,|BY, (5.23)

avec By, N € Z, N > 1. Alors z n’est pas une unité de Z[N\]. De plus, il existe des entiers
algébriques x',y', 2" de Uanneau Z[\]|, un entier m’ > p, et une unité ' de l’anneau Z[\|
tels que ', ', 2/, X et vérifient les mémes propriétés. L’entier algébrique z' divise z
dans Z[C]. Le nombre d’idéauz premiers de Z[(] divisant 2’ est strictement plus petit que

celui de z.

Preuve L’équation (5.23) s’écrit

p—1

(x+y) H (x4 ("y) = A" B 2P

a=1

Comme Bj a les mémes facteurs premiers que B, on a comme avant B|z + y dans Z, ce

qui donne dans Z[(] :

T

-1

Y7 . .

B, H(m+( y) = nA"zP.
a=1
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En raisonnant alors comme dans le paragraphe 9.1 du chapitre 9 de [77], on en déduit
qu'il existe des unités réelles no, n1,...,n,—1 € Z[A]* et des entiers algébriques py € Z[\],
P1s .-y Pp—1 € Z[C] tels que

S

r+y=mnBA\"" 7 pp, ¢ =n0, a=1,....,p—1 (5.24)
Montrons que z n’est pas une unité. Comme p; divise z dans Z|[(], il suffit donc de montrer
que p; n’en est pas une, ce que l'on va faire. Posons o = Il%iy On a
T+
a=—y+ 1_35 = —ymod (1 —¢)*.

En particulier £ = 1 mod (1 — ¢)%. Raisonnons par I'absurde et supposons que p; soit une

unité. Alors, le quotient ’T;—f est une unité de module 1 de I"anneau Z[(], donc une racine de
1

'unité de cet anneau par le théoreme de Kronecker. Or, les seules racines de I'unité de Z[(]

sont les racines 2p-ieme de 'unité (voir [77]). Comme 'unité 7, est réelle, il existe donc un

entier [ et € = +1 tels que T%f = ’Tpl—f = €. 11 vient alors
1 1

a
— =
!

= 1mod (1 —¢)?, on a donc ¢! =1 mod (1 — ¢)?, d’ott e¢! =1, ie

R IRl

Comme =1, ie

Qe

x+Cy_x+Zy
1-¢  1-(’

car x et y sont réels. Cette derniére équation conduit a (> = 1 ce qui est faux. L’entier

algébrique p; (et donc z) n’est pas une unité. La premiere partie de la proposition est
prouvée.

Montrons maintenant l'existence de 2/, ¢/, 2/, ' et m/. C’est juste une adaptation des
calculs développés dans le paragraphe 9.1 au chapitre 9 de [77] dans le cadre du second cas
de I'équation de Fermat. Par souci du détail, on préfere redonner les grandes lignes. Soit
a€{l,...,p—1}. On pose A\, = (1 — ¢*)(1 — ¢ %). Par (5.24), il existe une unité réelle
Na €t pa € Z[(] tels que

r+ ('Y
1 _ Ca - napga
et en conjuguant (rappelons que z,y € R) :
x4+ (% e
1 _C_a ala -
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Ainsi

x4y = (1 —C")naph,
T4 = (1 = C")Napa’-

En multipliant les égalités précédentes, il vient
2y (G () oy = Ao (pua)’ (5.25)
L’élévation au carré de x +y = nyB; /\m_pT_lpg donne
2?4 P + 2xy = n2 BN 2P (5.26)
La différence de (5.26) par (5.25) et la division par A, donne
—xy = n; (paPa)’ — M BIN" PP AL (5.27)

Comme p > 3, il existe un entier b € {1,...,p — 1} tel que b # +a mod p. Pour cet entier
b, il vient de méme
—ay = n; (pops)” — iy BIAP" T g (5.28)

La différence de (5.28) par (5.27) donne apres simplification

12 (papa)? — ni (o)’ = A BINTPH 2P (AT = A1)

—b_,r—a a+b_1 , . .,
Or, comme b # +a mod p, on a \;! — )\b_l = (¢ C/\ )}\(bC ) = %, ol ¢ est une unité.

Comme \,, A, et A sont réels, 'unité ¢’ 'est aussi. Il existe donc une unité réelle 7’ telle

que

2
Na — __ —
(1) (i + (-pumy = B ()" (5.29)
ou 0 est une unité réelle. La condition imposée aux nombres de Bernoulli implique que Z—:
est une puissance p-ieme dans Z[A] (voir [77]) : = = &P, Posons

=800, Y =—popy, 2 =py m=2m—p.
Ils vérifient bien
2?4 y? =5/ BIN™ 2P,

L’entier B, divise B2Y. De plus, on a vu que 'entier algébrique p; n’est pas une unité de
Z[¢]. Comme pop; divise z dans Z|[(], le nombre d’idéaux premiers divisant z’ dans Z[(]
est donc bien srictement plus petit que celui de z. Enfin, m" = 2m —p > 2p — p = p. La
proposition est prouvée.[]
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Appliquons la proposition (5.3.15) a I’équation (5.22). Par récurrence, elle montre 1’exis-
tence d’une suite d’entiers algébriques Z; telle que Z;,1|Z; dans Z[(] et dont le nombre de
facteurs premiers dans Z[(] est strictement décroissant. Il existe donc un rang n tel que Z,
soit une unité. Or la proposition (5.3.15) nous assure que chacun des Z; n’en est pas une :
contradiction. La partie p = ¢ du corollaire est prouvée.

Remarque 5.3.16 Si (p) =0 (p est dit réqulier), alors tout unité de Z[(| congrue d un
rationnel modulo p, est une puissance p-ieme dans ce méme anneau (théoreme 5.36 de
[77]). De plus, Uentier h est alors premier a p (théoréme 5.34 de [77]). Ainsi I'hypothese

. + A ’ eg e
portant sur les nombres de Bernoulli et p { h} peuvent étre remplacées par la seule condition

v(p) =0.

Etudions maintenant le cas ¢ # p. Alors par hypothese Yy = —1 et a est pair. Si
(5.5) admet une solution entiere X, Z, autre que X = £1, Z = 0, alors il existe un entier
e € {0;1} et un entier Z; divisant Z tel que

X — 1

X1 e 5.30
Xe_1 V4 (5.30)

Comme ¢ { h,, le théoreme (1.1.1) du chapitre 1 montre que e = 0. Comme a est pair, le
théoreme principal de [50] montre alors que I’équation (5.30) est sans solution entiere. On
a donc bien X = +1, Z = 0. |

5.3.5 Démonstration du corollaire (5.1.6).
Comme lors de la démonstration du corollaire (5.1.4), il existe un entier Z tel que

X?+ Yy
— = 7" 5.31
X+Y, (5.31)

Le lemme (5.3.13) montre qu’aucun des nombres premiers [, ne peut diviser Z. On a |Z| # 1
sauf si X =Y, = +£1, auquel cas on a B = +2 ce qui est exclus. Il existe donc un produit
de puissances entieres de certains [; qui divise Z. Quitte a changer les notations, on peut
supposer que Z = [{*...[%" pour un certain entier n > 1.

Supposons d’abord que p|X. Soit @« = X( + Y. Par le lemme (5.3.13), chacun des
liyi = 1,...,n est totalement décomposé dans Q(¢). Pour chaque entier i = 1,...,n, il
existe donc un unique premier £; de Q(¢) au dessus de [;, tels que

(a) = L2 ... Lran,

175



Soit ¢’ une racine primitive L-ieme de l'unité. D’apres le chapitre 4, il existe des sommes
de Gauss g1, .. ., g, contenues dans le corps Q(¢, ') telles que ¢¥ € Z[(] et
E?pﬁ = (92}7)

)

¥ étant, rappelons le, I’élément de Stickelberger. 11 existe donc une unité u de Z[(] telle
que

a2p§ = ug%apo .. .gianPQ. (532>

L’entier algébrique a?*” est un entier de Jacobi. En effet, par (5.31), il existe un idéal a
de 'anneau Z[(] tel que (o) = aP. Comme tous les facteurs premiers de («) sont de degrés
relatif 1 sur Q, la proposition (4.5.11) montre qu’il existe un entier de Jacobi 3 et v € Z[(]*
tels que

a®? = ypP.

Comme (1 4+ j)pd est un multiple entier et positif de la norme (c’est une conséquence de
(4.1), chapitre 4) on a a*’a?? € Z. La proposition (4.4.13) montre alors que v = ¢
pour un certain entier b. Le poids de 2p vaut p(p —1). Comme Y = 1 mod (1 — ¢)? et
p|X on a

o™ = (X¢+Y0)"™ = ¥f*" = 1 mod (1-¢)?,

d’ot1 £¢° = 1 mod (1—¢)?. L'unité v vaut donc en fait 1, d’ot1 o**¥ = P. L’entier algébrique

a?"? est donc bien un entier de Jacobi. Comme g¢; est une somme de Gauss, ¢;5; € N. On

peut donc appliquer la proposition (4.4.13) a (5.32) : elle montre qu’il existe un entier b et
€ = %1 tel que u = €C®. Le nombre premier p étant totalement ramifié dans Q(¢) et ayant
g¢ € Z[(], il existe un entier a premier a p (car a l'est) tel que

G g = g mod (1— (),
d’ou
a®’ = e’a? = e¢’a mod (1 — ()2
Comme o’ =1 mod (1 — ¢)?, on a donc
e¢’a =1mod (1 — ()2 (5.33)

Soit Tr la trace relative a extension Q(¢)/Q. Par (5.33), on a p|Tr (eC®a — 1). Si ¢® # 1,
il vient —ea = —1 mod p, donc ¢* = 1 mod (1 — ¢)? par (5.33), ce qui est impossible avec
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¢® # 1. Donc ¢* = 1. Posons I = €gi™ ... g2* € Q((, (). Par définition des g;, II? est un
élément de 'anneau Z[C]. On a
o’ = 117", (5.34)

Soit d le degrés de l'extension Q,(¢,II)/Q,(¢). Comme II? est un élément de l'an-
neau Z[(], en particulier, IT? € Q,({), et l'entier d vaut donc 1 ou p. Comme II est un
élément du corps Q((, ('), en particulier il se situe dans Q,(¢, (). Le degrés de l'exten-

sion Q,(¢,¢")/Q,(¢) est donc divisible par d. Or, Q,(¢,(")/Q,(¢) a pour degrés I'ordre de
pmod L, qui est premier & p par hypothese. Il en va donc de méme pour d. Comme d|p,

on doit donc avoir d = 1, c’est a dire II € Z,[(]. L’égalité (5.34) montre donc que l'entier
algébrique a?P? est une puissance p*-iéme dans Z,[¢].

Lemme 5.3.17 Soit o € Z[(] premier a p, tel que o = gt B e Zy[C], k > 1. Il existe
alors un entier a, 1 < a <p—1 tel que

a = a” + modp*(1 — )2

L’entier a est le premier terme dans le développement de Hensel de 3.

Preuve Comme dans la démonstration du lemme (5.2.5), on a, en utilisant le théoréme
de Wilson :

1)t
p
et donc 777! = —p + O(pr). Soit maintenant 3 € Z[(], et écrivons 3 sous la forme 3 =

ap + my, avec v € Z[(], et ap € Z. Supposons que z soit une puissance p-ieme locale de
Q((), ie z = P, avec § € Q,((). Soit ag le premier terme dans le développement de Hensel
de (. On pose aussi = ag + my. On désigne également par ¢ le premier terme dans le
développement de Hensel de . On a alors, modulo un O(pn?), en utilisant la remarque

initiale :

2= (ag + 1)’ = d) + d  pry + 7P

= af + per + el = al) + per — per = al) (5.35)

ce qui prouve l'assertion pour k£ = 1. Soit maintenant £ > 1 un entier. Supposons mainte-
nant que z soit une p*-ieme puissance locale de Q(¢). En utilisant les mémes notations que

précédemment, on a z = (ag + 7)" . Rappelons que si v, désigne la valuation p-adique

() -s
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En effet :

it ) = K+l = 1)+ — (0= 1)

=k+v,((n—1)!) (5.36)

On a donc v, ((’:)) = k+v,((n—1)1)—v,(n!) = k—v,(n). On en déduit que si on développe

(ag + 7y)* k, les seuls termes qui ne s’annulent pas modulo p*m?, est celui d’indice 0,1 et p.

En effet, on a :

= () w)) 2 0= 0= 0 +5 2 Wp -1 +2
(5.37)

sij>2et(pj)=1Sipj,onav,>p*+(p—1)(k—2)>k(p—1)+2, car p > 3. Si
j=ponavy,=p+(p—1)(k—1)=1+k(p—1) <2+ k(p—1). Donc, seuls les termes
d’indice j = 0,1 et p, sont non nuls modulo p*m2. On a donc, a 'ordre pFzn? :

z =ah —|—a€_c7r+( ab Plem)? = a +em —cm = af mod pFr.
p

O

Il existe donc un entier a, 1 < a < p tel que
a®’ = g mod p*(1 — )2

L’entier a est le premier terme du developpement de Hensel de II € Z,[(]. Soit U (res-
pectivement Uj) les unités (respectivement les unités principales) de Z,[(]. Le groupe
Uy est d’'indice p — 1 dans U (voir [28]) et II € U car a est premier a p. Comme
1" = o’ = 1 mod (1 —¢), on a donc IT =1 mod (1 —¢), dotta =1 et

(X¢ 4 Yy =1 mod p*(1 — €)% (5.38)
Lors de la démonstration de la proposition (5.3.7), on a vu que p|X implique p*|X. On

obtient alors en développant
p—1
Q2 = Yop(p—l) + Yop(p—l)—lX Z thtF*Q mod p2(1 . C)z7 (5_39)
t=1
Comme 2p¥) est de poids p(p — 1) et Y2' = 1 mod p?, on a donc Y*” = 1 mod p?. Des
congruences (5.38) et (5.39), il vient alors

p—1
Y7O U3 20¢" ™ = 0mod pA(1 - ()%

t=1
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Comme ¢*"° =1 —t""2(1 — ¢) mod (1 — ¢)?, il vient

p—1
z:tftpf2 =(1-¢)mod (1 —¢)* #0mod (1 —¢)>.
t=1
On a donc X = 0 mod p*(1 — (), don p?|X. La deuxietme partie du théoreme (5.1.2)

+

appliquée & (5.31) montre® alors que p|h', ce qui n’a pas lieu par hypothese. Les autres

P Y
cas, c’est a dire p 1 X, se traitent comme dans la démonstration du corollaire (5.1.4).
Comme on ne peut avoir X* = —Y;, I"équation (5.6) n’admet donc aucune solution entiere
primitive. |

5.3.6 Démonstration du corollaire (5.1.7).

La démonstration du fait que 7P~! = 1 mod p* pour tout facteur premier r de 7, (si
Yo # £1) est semblable a celle éffectuée lors de la preuve du théoreme (5.1.2). Néanmoins,
comme l'exposant de z dans I’équation (5.7) est p?, au lieu de travailler avec des puissances
p-ieme d’entiers de Jacobi, on travaille avec des puissances p?-iéme, d’oll le terme plus
précis de p®. De méme, si p { z, 777! = 1 mod p? pour tout facteur premier r de z. En
particulier, comme z est pair, si 2?71 # 1 mod p3, alors p|z. Comme l'exposant de z dans

I’équation (5.7) est p?, avec les notations de la preuve précédente, on a
o =117, TP € Z[].

L’entier algébrique a?Y est donc une puissance p*ieme dans Z[(]. La preuve précédente

montre alors que p3|z. Ainsi, les entiers z, yo et z vérifient

P + yg P\P 3 p
= (z T, Yo, 2) = 1, x, < —.
La seconde partie du théoreme (5.1.2) montre alors que p|hf. [

5.3.7 Exemple (5.1.10) détaillé.

Soit @ = (x* + yp. Comme p|z, la preuve du corollaire (5.1.6) montre qu'il existe un
caractere mutiplicatif xy d’ordre p, un caractere additif ¢» d’ordre [, e = £1 tels que

o? = eg (x, )" . (5.40)

En fait, comme

-1
g06Y) = =14 (x(x) = 1) ¢(x)

®Rappelons que I'on a posé [Yo| < &.
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et a®” =1 mod (1 — (), on a € = 1. Posons

=y (1,?) (o’ = 1)" € Z,[q)

k=0

cette série étant bien convergente car p3|z®. Par (5.40), il existe donc un entier n tel que

("o = g (x,¥)*"

Comme o’ = g (x,¥)*” =1 mod (1 —¢)? on a (" = 1. Posons alors

2 i (1]ép) (0® —1)" e Z,¢],

k=0

cette série étant bien convergente car p®|z®. Par (5.40), il existe donc un entier n’ tel que
29

Mo =g(x.¥)".

En particulier, g (x,¥)* € Z,[¢]. D’un autre c6té, g (x, 1) € Q, (¢, (), ot (; est une racine
primitive [-ieme de I'unité. Soit 7 le générateur de Gal(Q, (¢, (;) /Q,(¢)) défini par (] = (/.
On a

2v

g0 =x(p) g (x.v)*.

Comme on vient de montrer que g (x, w)% € Zy[(], on doit avoir

—2v
x(p) =1,

donc plv car x est d’ordre p et p racine primitive modulo [. Ainsi p|v et les entiers 2%, [*/?
constituent une solution de I'équation diagonale. Comme p?|z?, le théoréme (5.1.2) montre
que p|h}.
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Chapitre 6

Arithmétique de I’équation
XP+YP=PBZY.

6.1 Introduction

xP+yP
T+y
tincts, on commence par montrer le théoreme suivant :

Sur I’équation de Nagell-Ljunggren générale = p°z9, p,q premiers impairs dis-

Théoréme 6.1.1 Soient p,q deur nombres premiers impairs distincts. Soit e € {0,1}.

Supposons qu’il existe des entiers x,y, z premiers entre eux dans leur ensemble tels que

a +y?

€29, : 6.1
Ty P a1y (6.1)

On a les assertions suivantes :
1. Siq|z, alors ¢*|x.

2. Siq ne divise pas hy, et siq < Sup (p, ’9(1”1;620)>, alors il existe un entier f € {—1,0, 1}

tel que
2
¢ |z + fy.

3. Supposons que p = 3 mod 4 et que q ne divise pas h,, . Si g|lx+y, alors en fait lr+y.

2_
4. Soient m ’ordre de 2 modulo p et € = (—1)pT1. Supposons que q ne divise ni h,, ni

1—e
(272 ~€). Sigle —y, alors en fait ¢*lz — .

Nous rappelons la définition suivante :
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Definition 6.1.2 On appelle fonction de Moebius, la fonction notée u et définie sur N*
par
1 stn=1,
u(n) =< 0 sin > 1 et divisible par le carré d’un premier,
(—=1)" sin estle produit de r premiers.

La démonstration du théoreme précédent, nous amenera a démontrer la proposition sui-
vante,

Proposition 6.1.3 Soit p > 2 un nombre premier. Soit (o = e%, a € F) et b un nombre

rationnel. Soit g une racine primitive modulo p, et soit o € Gal(Q(¢)/Q) défini par (7 =
2

¢9 . Soit E(p,a,b) le determinant circulant gauche, dont la premiére ligne est donnée par

11 11 1 B 1
b—¢f b—( " b= b—g(;“””'b_ggg”ﬁ? b_CO_M&?

Le nombre algébrique E(p,a,b) est un nombre algébrique de Gauss. Plus précisément, il
existe un nombre rationnel E(p,a,b) tel que E(p,a,b) = E(p,a,b)\/—p et E(p,a,b) = 0
sip=1mod4. Sib=0 ousib==+1, E(p,a,b) est en fait un entier. On a les valeurs
explicites suivantes :

ZP%P’ppTJh; . sib=1,
p—1
—1_.p=3 p— 1 € .
E(p,a,b) = —(—1)%12T3p77h; (2””27 — €> 2 5 (%) , stb=—1,
(2)p sib=0.

2_q
ot m est l'ordre de 2 modulo p, et € = (—l)pT. De plus, s’il existe un nombre premier

impair q tel que p =1+ 2q, ou bien st p =3 mod 4 et

41, (6.2)

alors E(p,a,b) # 0 pour tout entier b.

()
3 2ged(P5= k) . .
- > -~ = —1 si p =1+ 2q, ¢ nombre premier.
o
(29601 ,k))

O\ — =1 <
(25t

— En complément, on montrera (voir le paragraphe (6.53.8)), que sib # 1 est un nombre

rationnel, on a

E(p,a,b) = —% H (p_ly(z) <_bz—1 (p_ 1-Z ; 1) + bZT(O,b))).
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ol @, désigne le p-iéme polynome cyclotomique et 7(0,b) = % (voir le

lemme (6.5.13)).

Cette proposition admet le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.5 Soit C(p,a) le determinant circulant gauche, dont la premiére ligne est

donnée par

1 1 1

1 1—%”7“.1_ ggp%?,.

On a alors

Clp.a) =p"Th, (%) (4]2(_—;) i \/?)

On en déduit en particulier

p—1

he < 6h(—p)v/p (1’2;41> o (6.3)

Remarque 6.1.6 On conjecture que

p—1 p—1
- p—1\' 7T p—1 \ ©
~ 2 =2 _— .

& p( 4r? ) p(39.4784...)

En lien avec la proposition (6.1.3), on donne la définition suivante, qui nous sera utile lors

de 'énoncé du corollaire (6.1.20) :

Definition 6.1.7 Soient p,q > 2 deuxr nombres premiers, p = 3 mod 4. Soit b > 0 un
entier.
— On dit que le couple (p,q) est b-convenable si le nombre rationnel E(p,a,b) est non
nul et a un numérateur premier a q.
— On dit que le couple (p,q) est convenable, sil est b-convenable pour tout entier b tel
que 0 < b <gq.

On donne également la définition suivante :

Definition 6.1.8 Soient p,q > 2 deuxr nombres premiers impairs, p = 3 mod 4. Soit C
(respectivement N ) l'ensemble des carrés modulo p (respectivement [’ensemble des non-
carrés modulo p). Soit b > 1 un entier, b < q.
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— On dit que le couple (p,q) est b-sous-convenable, si l'entiert Qy, défini par

Q=Yg
ceC neN
est premier a q.
— On dit que le couple (p,q) est sous-convenable, s’il est b-sous-convenable pour tout
entier b tel que 0 < b < q.

Remarque 6.1.9 Si p,q sont deux nombres premiers impairs distincts, vu la proposition
(6.1.3), supposer que le couple (p,q) est 1-convenable, revient a supposer que q { h,. On
montrera au lemme (6.10.1), que si x1 et x5 sont dans la méme classe modulo q, et si
q # 1 mod p, alors E(p,1,21) = E(p,1,25) mod q. En particulier, si ¢ # 1 mod p, vu la
proposition (6.1.3), supposer que le couple (p,q) est (¢ — 1)-convenable, revient a supposer

1—c
qu’il est (—1)-convenable, c’est a dire q 1 h; <2m/2 2 - e).
Ces deux notions sont liées par la proposition suivante (voir le paragraphe (6.3.9) :

Proposition 6.1.10 Un couple de nombres premiers (p,q) convenable et vérifiant q #
1 mod p, est toujours sous-convenable, la réciproque étant généralement fausse. Néamoins,

sip—1=2q, il y a équivalence entre ces deux notions.

Ainsi, si p — 1 = 2¢, on pourra remplacer la condition de convenabilité par la condition
moins forte de sous-convenabilité (voir par exemple le corollaire (6.1.20)).

Donnons maintenant quelques corollaires, que ’'on déduit du théoreme (6.1.1) lui-méme.
On les énonce les uns a la suite des autres. On les illustre par quelques exemples. Les
derniers résultats que 1’on obtiendra a partir du théoréme (6.1.1), auront pour objet 1'étude
de l'existence de solutions de deux équations diophantiennes simultanées de la forme de
celle du titre (voir théoreme (6.1.18) et corollaire (6.1.20)).

Corollaire 6.1.11 Soient p, q deux nombres premiers impairs distincts, tels que p = 3 mod
4 et (q, h,

x,y tels que

)=1, oup =1mod 4, (q, h;) =1 et p > 181. Supposons qu’il existe deux entiers

P —1

=y ~1. 6.4
— =yl (6.4)

On a alors ¢*|x — 1.

Si (p,q) est un couple de nombres premiers impairs, on introduit les ensembles F, ,

suilvants :

1Un tel entier est non nul car p = 3 mod 4 : voir le paragraphe (6.3.5).
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Definition 6.1.12 L’ensemble F, ,, est l’ensemble des entiers I # 0, premiers a p, tels
que |F| > 1, et si |F| = LT ... L{* est sa décomposition en produits de facteurs premiers,
alors pour tout entier v tel que 1 < 1 <t, on a Lfifi # 1mod q, f; étant ordre de L;
modulo p.

Definition 6.1.13 L’ensemble G,,, est lensemble des entiers F tels que Fi™' #
1 mod 97t

Rappelons que si n > 1 est un entier, on appelle radical de n, que 'on note Rad(n),
le produit des facteurs premiers de n. Par convention, on posera Rad(l) = 1. Afin de

simplifier les notations, ¢ étant 'indicatrice d’Euler, on pose pour la suite :
¥(B) = ¢ (Rad(B)).

Enfin, si B > 0 est un entier, on note B* I'unique entier libre de carré tel qu’il existe un
entier C vérifiant B = B*C?.

Corollaire 6.1.14 Soient p,q deuxr nombres premiers distincts, avec p > 2. On suppose
que ¢ # 1 mod p. Soit B > 0 un entier. On se fixe également un nombre entier Yy premier
ap siq>2,etun entierl > 0. On notera r, le reste de la division euclidienne de | par 2.

Suivant les valeurs de p et q, nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :

1. siqg=2etp>"7, on suppose :
- Yy =1 ou Yy premier;
- Yy # (%) mod p st Yo > 2 et [ pair;
— Yy # 3 sil est impair;
2. siq=2,p=3 et B* =1, on suppose :
- Yy =1 ou Yy premier;
- Yy # (;—;) mod 3 si Yo > 2 et | pair;
~ Yy #3;
_ Ybl 7& 2.4 ;
~ Yy # 3 mod 4 sil est impair;
~1#2s1Yy>2;
— 50 (1,6) =1 et Yy > 2, il n'exite pas d’entier Ay tel que Y{ = 3A2 — 1.

3. 8S1q=2,p=3 et B* > 1 on fera les hypothéses suivantes :
- Yy =1 ou Yy premier;
- Yy # <%) mod 3 st Yy > 2 et [ pair;
— Yy # 3 sil est impair;
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~ s Yy =2 et 2|l,1 >0, il nexiste pas d’entier b tel que B*b* = @ si 4|l et il
n’existe pas d’entier b tel que B*b? = 217_1 ;
— 51 Yy =2 et 211, il n'existe pas d’entier b tel que B*b? = % ;
- B*Yy #3mod4 si Yy #2;
— 4l n'existe pas d’entier A et ¢y = 1, tels que A’B* = 334" 4+ ¢ 5i Yy =3 ;
— il nexiste pas d’entier A et eg = £1, tels que 3A2B* = Y] + € ;
— 1l n’existe pas d’entier A et k tels que 8Y] = SYOZ_TT + 3k*1ley, ou bien tels que
A2B* =3Y] — 3Fey, eg = 1, s =41, si Yy £ 2;
— il n'existe pas d’entier A et k tels que 8Y} = s + 3¥1 s = 41 ou bien tels que
A’B* =3V} -3k, si Yy #£2;
4. Siq=2,p=>5, B* > 1, on fera les hypothéses suivantes :
- Yy premier;
- Yy # (%) mod 5 st Yy > 2, [ pair, | > 0;
- B*Yy # 7mod 8; l

~ si2|l, BB|YY, E €N tels que 2 + 4B = 5E? ;
-1

~si241, 3BY!, E €N tels que 2o + 4BYY2 = 5E?;

5. Siq > 2, on suppose que l'on est dans l'une des situations suivantes, dans lesquelles
les entiers B et | vérifieront toujours les conditions (V(B),p) =1 etl=p :
(a) soit p|B, Yo =1;
(b) soit p|B, q||B, Yo € Fpq, Yo est un élément de G,4, p = 3 mod 4, ou bien
p=1mod4 etq<Sup<p,@> ;
(¢) soitq||B, Yo=1,p€G,,, p=3mod4, ou bien p=1mod4 et p> 181,

(d) soit q||B, pYO(p_l) € Gpgs Yo €Gpy, p# 1modq si Yy # £1, p = 1mod 4 et

p(p—20)

q < Sup (p, 1—6>, ou bien p = 3 mod 4,

Supposons que l’équation diophantienne
XP =Y +B71, X#=+1, (X,Yy,72)=1, (6.5)

admette une solution en nombres entiers X, Z. Alors, soit ¢ = 2, et on a p|h(—B*YY),

soit ¢ > 2, et on a q|h,, .

Remarque 6.1.15 - Siq=2,p=3, B =1,Y = 4, l’équation (6.5) admet
X = 11, Z = 5 comme solution, tandis que h(—1) = 1. On est alors dans le

cas particulier des équations d’Aigner.
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- Siq=2,p=3, B =1, Y =2, l’équation (6.5) admet X = £5, Z = 3 comme
solution, tandis que h(—2) = 1. On est alors dans le cas particulier des équations de
Muriefah.

- Siq=2p=>5 B=DB"=2cetYy =1, ’"équation (6.5) a pour solution Z = 11,
X =3, tandis que h(—2) = 1 est premier a 3.

Le corollaire suivant étend le théoreme 4 de [54] :

Corollaire 6.1.16 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts tels que
qg < Sup (p, plp— 20)) et soit e € {0;1}. Soit yo = £1 ou bien yo € Fp,, un entier fixé,
premier a q. On fait les hypothéses suivantes :

1. siyy = +1 on suppose que p?* # 1 mod ¢*, et gt Tr <_(1+g q)z1 g))

2. siyy # 1, et e = 0, on suppose que y(p DD £ 1 mod ¢2 et y(p Da=Dye-1 o

1 mod ¢?,
3. st yg # 1, et e = 1, on suppose que y(()p_l)(q_l) £ 1 mod ¢* et y((]p_l)(q_l) #*
p?~! mod ¢?.

Sl existe des entiers x, z tels que

o’ + yf
—yo :pezqv € 7é :l:la ($7y072') = 17
T+ Yo

alors le nombre premier q divise h,, .

En guise d’application a la théorie des groupes du corollaire précédent, on donne la pro-

position suivante :

Proposition 6.1.17 Soit n > 3 un entier, p un nombre premier, et q une puissance d’un
nombre premier. Soit G = PSL,(q). Supposons qu’il existe un sous-groupe H de G et un
entier a > 3 tel que [G : H] = p®. Alors n est premier, (a,n) =1 et h, est divisible par le
produit des facteurs premiers impairs de a.

Du théoréme (6.1.1) et de son corollaire précédent, on déduit le théoreme suivant :

Théoreme 6.1.18 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts, ¢ # 1 mod p
st p = 3mod4. Soit Yy = *1 ou Yy € F,, un entier firé. On supposera toujours
q < Sup <p, plp— 20)) si p = 1 mod 4. Soient By, By deux entiers premiers a p, tels que

(U(By),p) = (\If(Bg),p) =1, et tels que q|| By + YoBs. Soit S l’ensemble des entiers valant
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0 ou non nuls et ayant au plus un facteur premier valant 1 mod p. Supposons qu’il existe
des entiers X, A, Z tels que

XP =Y +B,Z20, Z>0, X>0,
AP = —1+ By 279, (6.6)
ZeS,Z=00u (X,Y,2)=1.

Si Z #0 et X # 1, alors on est dans l'un des cas suivants :

1. soit Yy = £1, p = 1 mod 4, et alors le nombre premier q divise au moins ['un des
trois entiers sutvants :

_oprt—1 1— e )
Ty T T’"((l+<q><l—<>’

2. soit Yy # £1, p = 1 mod 4, et alors le nombre premier q divise au moins 'un des

quatres entiers suivants :

. (YO(qfl)(p*l) _ 1) ((pyop—l)q_l _ 1) (e = po) |

D Y 9 I

q q q

3. soit p =3 mod 4, et alors le couple (p, q) n’est pas convenable au sens de la définition

(6.1.7); autrement dit le nombre premier q divise h , ou bien 227 — ¢ (m étant

P )
2_

lordre de 2 mod p, € = (—l)pTl) ou bien le numérateur de l'un des E(p,1,c), avec

2 S c S q— 27

4. soit p=3mod4, Y, = =1, et alors ¢¢ divise p?~! —1;

5. soitp =3 mod 4, Yy # +£1 et alors q? divise au moins ['un des trois entiers suivants :
Yo(qfl)(pfl) 1 (pprfl)q_l _1 qufl _ptl

Exemple 6.1.19 Prenons p =7 (donc hy =1) et ¢ =5. On vérifie que

7-41-919 .
= st c=2,

E(7,1,¢) = (%7‘29 , )
{ EIL o=,

ainst que m = 3, € = 1, soit 222" — ¢ = 7. Fizons deuz entier By, By premiers a 7, tels
que (V(B;),7) =1, i = 1,2. Fizons également un entier Yy premier a 5 tel que Yy = £1
ouYy € Fr5. St Yy # £1, supposons également que parmi les entiers suivants

%24 . ]_7 (7}/06)4 o 17 %4 _ 747
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aucun ne soit divisible par 5°. Le théoréme (6.1.18) montre que le systéme

X"=Y +BZ5 Z>0, X>0,
A" = -1+ ByZ®,
Ze8,Z=00u (X YyZ) =1

a pour seule solution entiere X =Yy, Z =0, A= —1.

Dans le cas ou p = 1+ 2¢, le corollaire précédent et la proposition (6.1.10) montrent en

particulier, que 'on a

Corollaire 6.1.20 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts, ¢ # 1 mod p si
p =3 mod4. Soit Yy = £1 ou Yy € Fp, un entier fixé premier a q. On supposera toujours

q < Sup (p, p(pl;;o); si p = 1 mod 4. Soient By, By deux entiers premiers a p tels que

(V(B1),p) = (V(By
0 ou non nuls et ayant au plus un facteur premier valant 1 mod p. Supposons qu’il existe
des entiers X, A, Z tels que

,p) = 1, et tels que q|| By + Yo Bs. Soit S l’ensemble des entiers valant

XP=Y'+BZ9, Z>0, X >0,
AP = —1 + B8, (6.7)
Ze8,Z=00u (X,Y,2)=1.

St Z #0 et X # =£1, alors on est dans l'un des cas suivants :

1. soit Yy = £1, p=1mod 4, et alors le nombre premier q divise l'un des deux entiers

pi~t—1 ( 1— ¢t )
£ - Tr .
g I+ -0/"

2. so0it Yo # £1, p =1 mod 4, et alors ¢* divise l'un des trois entiers suivants

suvants

Yo(qfl)(pfl) 1, (pprfl)q_l 1, qufl —pr

3. soit p = 3 mod 4, et alors le nombre premier q divise l'un des entiers QQy, b entier,
1 <b<q—1 (rappelons que les entiers @y sont définis en 6.1.8),

1—e
4. soit p =3 mod 4, et alors le nombre premier q divise (2m/2 2 - e), oum est l’ordre

—1

de 2mod p, e = (—=1)"5 ;

5. soit p=3mod 4, Yy = =£1, et alors ¢? divise p?~* —1;

6. soit p=3mod4, Yy # +£1 et q? divise l'un des trois entiers suivants :

Yo(qfl)(pfl) 1, (pYOpfl)q—l 1, quﬂ _prl
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Exemple 6.1.21 Fizons p = 11, ¢ = 5, ainsi que deux entiersl_Bl, By premaers a 11, tels
que (V(B;,11) = 1. Pour un tel p, m = 10, ¢ = 1, d’'ots 22 % — ¢ = 7. On se fize un
entier Yy € Fi15. St Yy # £1, on suppose que les entiers
)/040 o 17 (11Y010)4 o 1’ Yolo o 114,

ne sont pas divisibles par 5°. Les résidus quadratiques modulo 11, parmi les entiers
{1,...,10} étant 1,3,4,5,9 on a

Qy=b+b +05+b"+0"—1 -0 —b>—b* — 0%
On vérifie que Qo = 453 et Q3 = 16166 qui sont premiers a 5. Enfin, on a 5° 1 11* — 1. Le
corollaire (6.1.20) montre que le systéme

XU =14+B2% Z>0, X>0,
A = 1 4 By 2%,
Z eS8,

a alors pour seule solution entiere X =1, A= —1,7Z =0.

Dans I'énoncé du corollaire (6.1.14), aux assertions (5¢) et (5d), nous faisons I’hypothese
que l'entier B est strictement divisible par ¢. Dans la suite, on s’intéresse a 1’équation
(6.5), dans laquelle 'entier B est divisible par ¢* : on obtiendra le corollaire (6.1.23). On
commence par démontrer le théoreme suivant, dont la démonstration nécessitera une ex-
tension d’un théoreme de Bugeaud et Hanrot sur les idéaux de Mihailescu (voir le théoréme
(6.2.3)) :

Théoreme 6.1.22 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts tels que 3 < p < q
et q {1 hf,. Soient Yy € Z*, et B un entier divisible par q?, tel que p 1 V(B). Supposons qu’il

existe des entiers relatifs X, Z tels que
XP =Y+ BZY (X,Y,,2)=1
On a alors
2 1 1
X1 <8l (2wl )|
ot v est la valuation p-adique de Y.

Corollaire 6.1.23 Soient p, q deux nombres premiers impairs, 3 < p < q. Soient Yy € Z*,
et B, C' deux entiers tels que ¢*|B, pt BOV(BC), et

2 a0\
BC“’>8|Y0|(5%IQPP1+) ,
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ou v est la valuation p-adique de Yy. Supposons qu’il existe des entiers relatifs X, Z tels

que
XP =Y+ BZY (X,Y,,2)=1
Le nombre premier q est alors un diviseur de h;q. En particulier, c’est un diviseur de hy,.

De la démonstration du théoreme (6.1.22), on déduit le résultat complémentaire suivant

sur I’équation de Catalan :

Corollaire 6.1.24 Soient p < q deur nombres premiers impairs. S’il existe des entiers

_ e BT
non nuls x,y tels que x¥ — y? =1, alors q divise h,,.

Un autre cas particulier intéressant de (6.5), est celui ou B vaut 1 : on obtient I’équation
dite de Catalan-Fermat. Pour cette équation, on obtient le nouveau résultat suivant :

Théoreme 6.1.25 Soient p,q deuxr nombres premiers impairs distincts tels que 3 < p <

q< pP=20) ot g0t Yo un entier fixé, tel que

6
2 : 1
2 1 5a a(¢—=2)(p—2) "
<1 ’ ) B — ) 6.8
|y0| — ( f (pm+1 2pqm) QQ(P—1)+3(p — 1)qpp31 q P > ( )

Supposons qu’il existe des entiers relatifs x, z tels que

2P 4yp =29 (r,y0,2) =1, |x] > |yl

Le nombre premier q est alors un diviseur de h,,,.

Dans I'énoncé précédent, la condition ¢ < @ pouvant paraitre restrictive, on donne
une version bis du corollaire (6.1.25), ou la condition ¢ < p(pl;GZU) est remplacée par deux

conditions portant sur p et g :

Corollaire 6.1.26 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts tels que 3 < p < q,
p # 1 mod 8 et p > 358747. Soit yo un entier fixé, tel que

1

2002 =
Vg(gég(ﬁfi)l _16700(%4-7109(121;;1) )) 54 q(pq72p—13q+5) q
’ 2Pa—a+4(

pg -

, 1
|y0| < an P (2]9 + 1) Pq_
2 p— 1)ipr—1

pr-t
(6.9)

Supposons qu’il existe des entiers relatifs x, z tels que
g =20 (,y0,2) =1, |2 > |yl
Alors on a

qlh,,

pq’
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Afin d’illustrer les résultats précédents, nous donnons trois exemples :

Exemple 6.1.27 Soient p,q deux nombres premiers tels que ¢ > 2. Considérons l’équation

en entiers positifs x,y,m :
af +£3™ =yt (2,y) =L

On sait déja (voir le chapitre 3) que dans le cas p = 2, cette equation admet des solutions
seulement si ¢ = 3, et celles-ci sont données par v = +46, y =13, m =2.

Supposons p > 2, q < Sup (p, @) et que 3™ vérifie (6.8).

Le corollaire (6.1.25) montre que sous la condition (g, h,,)
strictement par 3™. En particulier, si on se fite m = 1, comme (6.8) est valide en rem-

= 1, l'entier x est borné

placant yo par 3, l'entier x vaut donc 2, le cas x = 1 étant exclus par le théoréme de
Mihdgilescu (anciennement probléme de Catalan, voir [28]). On a alors I’équation diophan-

tienne suitvante :

20 + 3P =y,
1€
y? — 3
-3 = 2P,
(y—3) 3
Comme y::gq > 1, c’est donc une puissance de deux. Or, c’est un entier impair. On peut

donc énoncer :

Proposition 6.1.28 Soient p,q deur nombres premiers tels que

M)

2<q<5up<p, T

St l’équation
al +30=y? (z,y) =1
admet une solution en entiers positifs (x,y), alors q divise Py

Exemple 6.1.29 (une version faible d’un théoréme de Bugeaud et Hanrot) Le corollaire
(6.1.24) donne une version faible d’un théoréme de Bugeaud-Hanrot sur [’équation de cata-
lan (voir [8]) : soient p, q deux nombres premiers impairs distincts tels que ¢ > p. S’il existe
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des entiers non nuls x,y tels que 2P — y? =1, alors q|h;q et donc q\h;q par la proposition
(6.16.2).

Le théoreme de Bugeaud-Hanrot qui étudie uniquement le cas yg = 1 montre plus
précisément que s’il existe des entiers non nuls x,y tels que x? —y? = 1, alors q[h; stq > p.

Ce résultat est plus précis que la condition q|h;q par le critere de Masley-Montgomery.

On donne maintenant un autre exemple. Le résultat qui y est énoncé généralise le

théoréme principal de [76] :

Exemple 6.1.30 Soient p,p’, q trois nombres premiers impairs tels que ¢*> + 1 = 2p. Soit
m un entier fixé tel que " vérifie (6.8). On pose :

. 1 sip =2,
| P sinon.

Considérons l’équation diophantienne suivante, en nombres entiers positifs x,n :

p’ em _ ,n
{ P +q Pt on>1, (6.10)

Rad(n)tq—1 sip' =2,2¢n.

- Sip' =2, alors elle admet une solution si et seulement si m = 1, et celle-ci est alors
r=p—1,n=2.
- Sip' > 2, et si elle admet une solution (x,n) telle que x > ¢™, alors soit n est une

25(n)

puissance de 2, soit Rad divise N poacn) -

23 (n)

On termine ce paragraphe, en montrant que la condition ¢ < @ n’est pas si res-

trictive :

Théoréme 6.1.31 Soient p,q deuz nombres premiers impairs distincts, e € {0;1} et |yo

. (r+1)% o
un entier tel que |yo| < ~—=——. Supposons que ’équation
Y 20 (z,y0,2) =1, |x| > 2|yo| (6.11)
T+ Yo p ) » Yo, ) = 4|Yo|, .

admette une solution non triviale. Il existe une constante effective Cy telle que si p > C,

alors
q<2p(p—1).

Dans le cas ou ¢ t h, , on obtient :
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Théoreme 6.1.32 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts tels que p > Cy,
-1

p
1\
q1hy,, yo un entier tel que |yo| < % et e € {0;1}. Supposons que l’équation

—— =P Zq7 (‘7;73/072) = 17 |‘T| Z 2|y0|7

admette une solution non triviale. Alors

(log [%o| + 31og(2) 610g(p))
log(2p + 1) log(3)

6.2 Idéaux de Mihailescu généralisés.

Dans ce paragraphe on se fixe deux entiers relatifs non nuls z,y et p,q deux nombres

premiers impairs distincts.

Definition 6.2.1 On appelle idéal de Mihdilescu associé au quadruplet (z,y,p,q), et que
Uon note Iy (x,y,p,q), lidéal de Z[G], défini par

Remarque 6.2.2 Si le contexe est suffisamment clair, on notera Iy, au lieu de

IM(xayapa q)
On pose également
Iy ={0€Zy;, WO) =0}, Zu(r)={0¢€Zy; 0] <r};

Ainsi, si § € Ty, il existe un nombre algébrique unique a = (6, z,y,p,q) € Q({)* tel
que (z+y¢)? = a4. L'unicité découle du fait que (g, 2p) = 1. En effet, si a et 3 conviennent,
alors (%)q = 1. Les seules racines de I'unité de Q(¢) étant les racines 2p-ieme de 'unité et
vu que (2p, q) = 1, on en déduit que o = 3. On énonce maintenant une version étendue du
théoreme 4.2 de [8]. La démonstration s’inspire de celle du théoreme de Bugeaud-Hanrot

donnée dans [§].

Théoréme 6.2.3 Soit € € |0;1]. Soient p,q deux nombres premiers impairs tels que p <
(2—€)g+1 et ¢ > 5. Soient x,y des entiers premiers entre eux. On définit e € {0;1}

comme suit

. 0 sipfz+y
Sl 1 siplz+y.

194



. 2_
Soient ¢ = €L

5— et v la valuation p-adique de y. Si les entiers x et y vérifient

64c2.2P 7 y|? e 2 1e !
> sup ((W) 8 (5qu1+ Iyl) , (6.12)

alors Ty (x,y,p,q)(2) = {0}.

Avant de démontrer ce théoreme, énongons d’abord un corollaire que I’on démontre ensuite :

X

Corollaire 6.2.4 Soient p,q deux nombres premiers impairs tels que 3 < p < q et soient
x,y deux entiers premiers entre eux. Si les entiers x et y vérifient

2 1, 1
ol 2 8l (20 (613
alors Ty(z,y,p,q)(2) = {0}.

Preuve Comme p < ¢, avec les notations de 1'’énoncé du théoreme (6.2.3), on peut
prendre € = 1. Pour avoir le résultat escompté, il suffit donc de montrer que si 3 < p < ¢,

64c2.2P 7 y|? 2 1
e WP g2 .
oo =3 (5w

) q 9 q—p+1 9 p—1 )
8( = >8( = -
<5q|yl) > (5q) <5q) ]
9 \3
25 (34) 2
5
cette derniere inégalité étant due au fait que ¢ > p + 2. Il vient alors (¢ > 7) :
2 a 2.\° 64c2.207 1|y |2
8( = >8 (=7 ) 2r |yl > ————=
(5q!y|) > (5 ) ly|® > e
64c%.2P7 1 |y|?
(p—1)?

alors

Or, on a

Preuve (du théoreme (6.2.3))
On commence par prouver quelques lemmes.
Lemme 6.2.5 Soient © € Z[G] et h((x 4+ y¢)®) le poids de Weil de (z + y¢)®. On a
ol +W(©
(e + %) < POIEW O o0 4 1y,

195



Preuve Posons © =0, —0_,avec ©,,0_>0.0On a

ACER 1 ) )
h((z +y()®) = h <($ +yC)9—) <3 ;}lt)g (Sup (|(z +yO)%|, |(z +5¢)°]))

< 3 Sup (W(60.), W(6-)) log(Ja] + Iy

oeG
© S}
< IO O g1+ 1y
0
En particulier, si 6 € Z[G] est tel que (x + y¢)? = a4, a € Q(¢)*, on déduit
e S}
nta) < PO g (o] + 1y, (6.19)

Lemme 6.2.6 Si |z| > |y| et W(©) =0, alors
ol
-1

|log((z +y¢)®)| <

z
Yy

Preuve Comme W(0©) =0, il vient :

log((x 4+ y¢)®) = log ((1 + yx_é) 6) .

Le résultat découle alors de la majoration |log (1 + 2)| < 1‘_Z||Z‘, pour z complexe, |z| < 1.00

Proposition 6.2.7 Si (z,y) = 1, |z| > |y| avec |x| > 2 si p = 3, alors (z + y()® # +1,
sauf si © = 0.

Preuve Soit p 'unique premier de Q(¢) au-dessus de p. Supposons que x + y( ait au plus
comme facteur premier p. Comme (z,y) = 1 et que p est engendré par (¢ — (¥ si a # b, on

a
(@ +y¢ x4+ y¢)p, (6.15)
d’ott (z + y¢) = p*, k < 1. En passant & la norme, on obtient
P +yP
e {1, £p}. 6.16
e (L) (6.16)

Lemme 6.2.8 Soient X >Y > 0 des entiers premiers entre eut.

XP4YP
X+Y

1. On a linégalité > p, avec égalité si et seulement sip=3,X =2,V =1.

2. On a X;:gp > p.
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Preuve Comme X > 2 et p > 3, il vient

XP 4 YP

iy (XPTH = XPPY) + .+ (XPYPP - XYPR) Y

> XP2(X —Y)+YP > 41 > p.

Si X;f;p = p, les égalités précédentes sont toutes des égalités, d’ott 2P~2 + 1 = p, soit
p=3,x=2et y=1, ce qui prouve la premiere assertion. De plus, on a

XP—yr 1 2 2 1 1

ﬁ :Xp— +Xp— Y++XYP_ +Yp— 2 2p— >p,

ce qui prouve la deuxieme assertion.[]
A partir du lemme précédent, on va montrer que 1’égalité (6.16) est impossible, ce qui
montrera que le nombre algébrique x+y( a au moins un facteur premier q # p. Distinguons

les quatres cas suivants :
1. z,y > 0,
2. x>0,y <0,
3. <0,y <0,
4. © <0,y > 0.
Comme |z| > 2 si p = 3, dans le premier cas, le lemme (6.2.8) s’applique directement et

montre donc que (6.16) n’a pas lieu. Dans le second cas, on peut écrire

byt gl

= > D
vty r—lyl
par le lemme (6.2.8). Dans le troisieme cas, on a
oy el Iy Pyl
vty —lel =l fel -yl
car |z| > 2 si p = 3. Enfin, dans le quatriéme cas, on a
R R
Tty 2] + [yl [ =yl —

toujours par le lemme (6.2.8). On a donc bien montré que (6.16) est impossible. Le nombre
algébrique x + y( a donc au moins un facteur premier q # p. Soit | = v4(x +y() > 0.
Posons © = ) __. a,0. D’apres (6.15), on a

Ve (x+yCT) =1 sio=r;
Ve (x+yCT) =0 sio #7;
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On en déduit que vqe <(x + yC)@> = la,. Si (z +y¢)® = %1, on en déduit que
Vo e G, la, =0,
d’oun © =0, car [ # 0.0J
Definition 6.2.9 Soit z € C*. I existe une unique racine q-ieme de l'unité £ telle que

I <arg(ze ) <
q

S

Un tel nombre complexe £ est appelé plus proche racine q-iéme de l'unité de z.

On a la proposition suivante (voir [10]) :

Proposition 6.2.10 Soit z € C* et £ sa plus proche racine g-iéme de 'unité. On a [’as-

sertion suivante :
1 1
log (2671) = =log (27).
q
On en déduit en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.11 Soient |z| > |y| deux entiers. Soit © € Iy et soit £(©) la plus proche

racine g-ieme de a(©) (notation que l'on garde dans la suite). On a alors :

-1 6]
’509 (a(@)f(@) )| < @

|yl

Preuve Par la proposition (6.2.10), et par définition de o (©), on a

fog (a(©)€(6) ") = 1og (a(©)") = log ((z+46)°).

La minoration annoncée se déduit donc du lemme (6.2.6).00
Avant de pouvoir enfin passer a la démonstration du théoreme (6.2.3), il nous reste a

prouver la proposition suivante :

Proposition 6.2.12 Soitr > 0 tel quer = (2—6)1%. Soit © € Iy/9(2r), tel que £(©) = 1.
On a alors © = 0.
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Preuve Raisonnons par I'absurde et supposons que © soit non nul. Soit a = «(0). Par
propriété du poids logarithmique d’un nombre algébrique :

h(a — 1) < h(a) + log(2).

Par la relation (6.14), on a donc

C)
o= 1) < Loy 1a] + 1) +tog(2)
Comme £ (©) = 1, le corollaire (6.2.11), montre
©
llog ()] < |x||—|| <2
(5 -1)
On déduit de I'inégalité précédente :
2
1
IO R

Pour celle-ci, on a besoin de la version suivante du lemme de Schwarz :

Lemme 6.2.13 Soit r > 0 un nombre réel, et soit z un nombre compleze, |z| < r. On a

e —1

le* — 1| < |z|.

Preuve On se ramene au lemme de Schwarz ”classique”. Soit D ’ensemble des nombres

complexes de module au plus 1. Soit ¢ la fonction holomorphe définie sur D par

rZ_l

p(Z) =

er—1°
Comme cette fonction est holomorphe sur D et vérifie ¢(0) = 0, |¢(Z)] < 1, le lemme de

Schwarz ”classique” montre que
[o(2)] < 1Z].

Comme % € D, on a en particulier :

’ <Z>‘ <‘ |
28 U = )
r T

qui est I'inégalité a montrer..J L’application de ce lemme, avec z = log («) et r = 2 montre

e?—1

-1/ <
a—1]<

|log (a)].
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On en déduit 'inégalité escomptée

la—1|<c¢ 1O}
e2—1

Sl a)
q<|y| 1)
=1

Rappelons le lemme suivant dont le résultat est classiquement nommé inégalité de

ouc=

Liouville :

Lemme 6.2.14 Soient K un corps de nombres, V un ensemble de places non équivalentes

de ce corps et a € K. On a alors l'inégalité suivante :

H |a|[Ku=Qv] > e~ [K:Qlh()
veV

L’inégalité de Liouville appliquée & K = Q((), a € Q(¢) et V = {j}, montre

lov — 1’2 > o~ (PDhla—1),
De cette inégalité, on déduit :
x c||© S}
stog (|| = 1) < 2100 (121 5= )Pl (a4 1) + 0 a2,

d’ou

(Q_M) log‘g‘g%g( [z/y| )+(p—1)\|@!!log(!x\+\yl)+(p_1)l0g(2)

2q lz/yl —1 2q lz/yl

+ 2log (M) .
q

Par hypothese, ||O|| < 2r, avec r = (2 — ¢)-L

d’ou [[©]|5- L<2 cet

p—1’
/Y] ) (r—DIO]l (!x|+|y|)
elo < 2lo + lo 4+ (p— 1)log(2
! y‘ g(\x/yr—l 2\ ey ) T

+ 2log (—CH@H)

< 2log <|’Zy: i > +2logly| + (p — 1)log(2) + 2log ( 4_01)

Comme |z/y| > 8-2° on a
|x/y[+1) (1+]:c/y|_1> (1—|—2_8>
lo log| —————— | <lo <log(2).
(r/\ Nippt) =\ ) =1
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On obtient donc
4
elog|z/y| < 2log(2) + 2logly| + (p — 1)log(2) + 2log (—Cl)

- <6402 2p—1’y|2 ) 1/e
- p—12) °

en contradiction avec (6.12). On a donc bien £ (©) = 1.00 Nous passons maintenant a la

derniere étape de la preuve. On se donne donc © € Z3,9 tel que ||0]] <2, © # 0, donc tel
que ||©]| = 2. Soit @ = a(O). Par hypothese

pP<(2—€q+1.

Posons r = @ > 1. On a donc © € Z,7(2r), et méme
p

c© € I3(2r), oe€d.

Autrement dit, comme 0© # 0, pour o fixé dans G, on a £ (6©) # 1 par la proposition
(6.2.12).

Lemme 6.2.15 Soit a un nombre complexe non nul, et soit & une racine q-ieme de l’'unité

distincte de 1. Supposons que

1

fog (a6 ™) < 71

On a alors | — 1] > %.

Preuve Comme £ # 1, onagze%, ke{l,2,...,q—1}. On a donc

. 7k ) T
sin (—)’ > 2sin (—)
q q

étant décroissante sur [0; 5

sin(mw/q) S sin(m/3)

€ -1 =2

sin(x)

La fonction z — } on a

/¢ — w/3
don n(7/3) 7 _ 5.1
sin(m/3) .
— 1| > 2sin(n/q) > 2————— > ——. 6.17
€ —1] (/q) B 1% 4 (6.17)
Par le lemme (6.2.13),
01101 _0.11
a— ¢ =lac —1] < & <= (6.18)
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De (6.17) et (6.18), il vient

5.19  0.11
a1z 20 0L
q q
[0 Par le corollaire (6.2.11), on a
- © 1
log (a(@)6(0) 1) —AL_ < L

lz| ~ 10q’
q(\m ) 1

car || — 1 > 20. On a donc par le lemme précédent

5
la” —1] > -, Vo edG. (6.19)
q
Comme © vérifie ||©]| =2 et W(O) = 0, il existe o1, 09 éléments de G distincts tels que
@ = 01 — 09.

Posons (; = (%. Par définition de «

T+ Cy

Soit q un facteur premier de Q((). Si q = p le seul premier de Q(¢) au-dessus de p, on a

a1 1+ (p—1)y(y) sie=0,
o ”‘{@—naw sie—1. (6:20)

En effet, si e =0, (p,z +y) = 1. Comme
r+Cy=x+y+(C—1)y=2z+ymodp # 0 mod p,

on a dans ce cas (rappelons que v = v,(y)) :

" (:i:_(g;y) =1 (G —G)+ v (y) =1+ (p— 1.

Sie=1, p|lzr+y. Comme (z,y) =1, 0on a (p,y) =1, d’on

pll(x + yC).

Par conséquent, si e =1, on a

Vy (i:__é;y) =1+(p-1v—1=(p—1).
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On a donc bien
vp(a?—1)=1-

On a également
1

e+ (p—1)v. (6.21)

1 1

a1

q N(q)uq(oﬂfl) =

> , 6.22
N(q)Vq(y) - |y‘p71 ( )

-1 vq(y) . se 4 oz
car [y[P~t =[], N (9)"". Si |a — 1], < 1, alors on a l'inégalité

1 _
\a—l]q < |oﬂ—1]CI

1

Comme
_ 1 1 _
h((a—1) 1) ] ZlogSup(l, la® —1]) + p— ZlogSup <1, (= 1) 1|q>
p= oeG p = q
1 1 _
< ] ZlogSup(l, la® —1]) + ] Z logSup (1, (v —1) 1‘q>
P oeG N lo—1[; <1
1 1 -1
< — ZlogSup(l, la® —1|) + — Z logSup (1, ](a? — 1)
p= 1 oeG p= 1 lo—1[, <1 ( q>
On déduit de (6.21) et (6.22)
-1 lylP~! siq 7 p,
|O./ - 1|q < { pl—e+v(p—1) si q=y. (623)
De (6.19) et (6.23), il vient alors
_ l—e+vp-—1
(o= 1)) < tog () +loglyl + == Diogp)
On en déduit
log g’ _ <§ :h<<z—C1 +C2)
Yy Yy al—1
< 3log(2) + qh (a)
< 3log(2) + qgh (o — 1) + qlog(2)
< 3log(2) + gh ((a — 1)™") + glog(2)
+ 1
<log(8) +q (log F) + logly| + ‘ _11(1]) )log(p))

On a ainsi obtenu

X

log y <log(8) + ¢ (log

en contradiction avec les hypotheses (6.12).
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6.3 Sur les déterminants £(p,a,b).

6.3.1 Forme générale de E(p,a,b).
On se fixe £ une racine primitive I%I—iéme de T'unité. On pose

1 1
b=¢f b—=G"

On considere alors le polynéme B, , (X) € C[X] défini par

Zb7a

p=3
Poo(X) =" 77, X",
k=0

Le determinant &£(p, a,b) étant circulant gauche, on a

p—3

E(p,a,b) = (=1)"T Pyu(1)Pya(€) ... Pra(€"7 ). (6.24)

En particulier, si p = 1 mod 4, on a £(p,a,b) = 0. En effet, dans un tel cas, —1 est un
résidu quadratique modulo p. En notant C' I'ensemble des résidus quadratiques modulo p,

il vient alors

p=3
2 1 1
Pbya(]‘) = a - —a
; b b-G

1 1
e Sk

ceC ceC

Plagons nous dans le cas ou p = 3 mod 4. Le determinant £(p, a,b) est invariant sous les
éléments de Gal (Q(¢)/Q) de la forme o., ¢ carré modulo p. En effet, rappelons que g
désigne une racine primitive modulo p, que o € Gal (Q(¢)/Q) est défini par 7 = ¢9°. Par
définition, la ligne d’indice i de E(p, a,b) est alors

) -3
gi—1 B il
(vaa L7 =17

ou L est la premiere ligne de £(p, a,b). L’action de o sur £(p, a, b) revient donc a multiplier

ce determinant par la signature de la permutation circulaire



c’est a dire 1. C’est donc bien un nombre algébrique de Gauss car il est o-invariant. De
p—1

plus, comme Zg’a = —Zpyq, €t (—1)72 = —1, il existe donc un nombre rationnel E(p,a,b)

tel que

E(p,a,b) = E(p,a,b)\/—p.
Dans le cas ou p > 3, et b = £1, on peut méme montrer a partir de (6.24), que E(p, a,b)
est entier, si b = £1, et divisible par h(—p) si b = 1. En effet, supposons d’abord que b = 1.

p—3
Comme >, 2, &% =0, il vient

RN 1 1
g(p, a, 1) = Pl,a (1) gkl (1 ack a0k>
=1 k=0 — G 1 =G
p=3 p=3 .
2 2 1 +
= L[S
I=1 k=0 0

Par le lemme (6.3.2) (voir paragraphe suivant) appliqué au symbole de Legendre <5), il

vient

c’est a dire

w

p—

Pa = () n I (1- &)

~

On obtient donc

et.0.) = () hop - [[ 3¢ (1ra) (-ar)

k
__ rao
=1 k=0 1 <0

O_l
Le quotient % étant une unité de 'anneau Z|[(], £lpa,l)

a h(fp)
0
du corps Q(y/—p). Comme p = 3 mod 4, il existe donc deux entiers A, B de méme parité
tels que €(p,a,1) = %h(—p). Comme &(p,a,1)’ = —&(p,a,1), on a A = 0. L’entier
B est donc pair, et E(p,a,1) = gh(—p)\/—p. Le nombre rationnel F(p,a,b) est donc bien

un entier si b = 1, divisible par h(—p).

est donc un entier algébrique

L’étude du cas b = —1 se fait de méme, mais est plus simple, car 1+ ( est une unité de

Z[¢].
Les paragraphes suivants sont dédiés au calcul explicite du nombre entier E(p,a, £1),
et de E(p,a,0).

205



6.3.2 Calcul de E(p,a,l).

On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 6.3.1 Soit x # 0 la classe d’un entier modulo p. On a Z?;% JjCiT = —I_LCZ..

Preuve On a
p—1 p—1 p—1
(1=¢7) Y _gce =2 a¢ =) actits
‘= ‘= =
= ZJC” Z — 1) =—p

j=2

O

Lemme 6.3.2 Soit p un nombre premier impair. Soit x un caractere du groupe F . Soil

S(x) la somme suivante :

-1

3

x(z)
1—

r=1

On a S(x) = —Bixt(x), ot 7(x) = S22 x(2)¢* et Biy est le nombre de Bernoulli
généralisé associé au caractere Y.

Preuve On a

—pS(x

i Mﬁ

p— p—1 p—1 p—1
1_@ Z D x(@)EFT = x06) Y xin)¢t
j=1 z=1 j=1 =1

:pBLYT(X)a

d’ott le lemme.[J Fixons un nombre premier p tel que p = 3 mod 4. Montrons dans un

premier temps que
E(p,1,1) =27 p"T b, /=p.
Soit G~ le groupe de caracteres impairs de G. Comme p = 3 mod 4, il vient

Ep,1,1) = (-7 ] St

XEG*
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Le lemme (6.3.2) montre donc

p=3 p=3 p=1l
£.1.1) = (-0 [ ~Buirr(o) = (02 I 2B IT 700,
XEG* XGG‘* XGCA?*
Onal] 4 7(x) = Mo 700" Par le théoreme 11.7.16 de [28], il vient :
=2\ . p2 P p=3
HT(X):(?>ZPQ7 HT(X)Z(E>194,
xe@ xeG+ 2
d’ou
-2 D\ . piL p=3  p-1
HT(X): — | = ip+ =(=1) 7 ip7T.
xeG- b 2

Par [77], on sait que [, ca- —iBix = Z—i. On a donc

_3 p_1 h” _3 pe _3 p_

E(p.1,1) = (~1)T 27 2L (=) Tp" T Vp = 2T Ty V.
p

Comme E(p, 1,1) € Q(y/—p), si a est un carré modulo p, ona &(p,1,1) = E(p, a, 1). Comme

p%l est impair, E(p, —1,1) = E(p,1,1)? = —&(p,1,1), d’ott la valeur de E(p,a, 1) dans le

cas général.

6.3.3 Calcul de E(p,a,—1).

Le calcul de E(p,a,—1) est similaire a celui de F(p,a,1). On commence par rappeler

successivement les trois lemmes suivants :

Lemme 6.3.3 (voir [47]) Soit x un caractére impair de conducteur f, # 2 mod 4, et soit

Sy la somme définie par

1<a<fy /2
On a alors
1
B, =———-5,.
Y 2-x@

Lemme 6.3.4 Soit Tr la trace relative a [extension Q(C)/Q. Soit n un entier, 0 <
n <p-—1. On pose
T, = T'r ¢ )
1+¢

-1 .
— 2
Tn:{p p sin>0, 2|n,

1 .
N sinon.

On a alors

3

| 2o

207



Preuve Sin=0,onar7,="Tr (1—J1rq> =1 & partir du polynoéme minimal de

=3
pour plus de détails la preuve du lemme (6.34)). Pour le calcul de 71 et 73, on a

S R I et
ﬁ‘ﬁ(um)‘“(11+9‘p'1“_ 2

B SR ?—-1+1
”_ﬁ&+a_“(1+c>
p—1

1
=Tr —1+—)=- =— —D.
(C +1+C) P+ To 5 p

Soit maintenant un entier m > 0. On a

B <m+2 B <m+2 _<m+Cm
e (£5) o (25525)

1

¢ (voir

et

car m > 0. On déduit donc la valeur de 7,,,, m > 0, de celle de 71 et 75.[]

Lemme 6.3.5 Soitp =3 11210d 4 un nombre premier, et soit m ’ordre de 2 modulo p. Soit
9 —1

également € = (5> = (—1)"s

. On a alors

IT @-x@)= <2m/2¥ —6)2 o

x€Fy

Preuve Rappelons le lemme 6, page 119 de [71]? : si G est un groupe abélien, et si g est
un élément de G d’ordre m, alors

[T x@T) =07

xe@

On obtient en appliquant ce lemme a T = % et G=F):

p—1

[T - -2 1 (1-v@y) -2 (1-5) "

X€Fy XEF,

2En fait, ce lemme est énoncé pour un groupe G' de la forme (Z/MZ)™, mais la démonstration de [71]
est valable plus généralement pour un groupe abélien.
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Comme 22 est impair, si on désigne par m’ 'ordre de 2¢ modulo p, on a

2
m' sie=1
m:

2m’ sie=—1

Supposons d’abord que € = 1. Toujours par le lemme 6 de [71], on a, en notant C' les

résidus quadratiques modulo p :

T @) e @=x(2) 1 e 2=x(2))
—x — _
. H Xt (2 - X(2)) eré (2 - X(2))
x€EF, x€Fp
op1 (1 - L) p-1
_ 1 ( 2"") = (2m 1)%
2= (1- )7
Supposons maintenant que € = —1. Il vient alors
II e-x@)= ] e-x(-2)=]]2-x(-2)
xery " xery " xeC
p—1 ]_ L;Ll p—1
-2 (1- — — (27 —1) ™
(- 3)% e
On a alors
2r=1 (1 — L e " p=1
IT e-x@)= £ 221 =(27+1) ",
N (27 _ 1 m
x€F,

ce qui conclut la preuve du lemme.[]

A partir de ces trois lemmes, on obtient le lemme suivant :

Lemme 6.3.6 Soit p > 2 un nombre premier et soit x € IFA;. On a alors

r S X v9) 2 - v(2) Bux.
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Preuve En effet, on a

Il
Ll P2
+
=
s|Ye
Il
=
OBk
/\J\r
il o
+1 N
T~ =
~__—

oll 271 est l'inverse de z mod p. Comme

S

I'application du lemme (6.3.4), et le fait que ) X(z) = 0 montrent

S (15 ).

z

p—1

T(X)I 1 1+Cz = —p;x = —pX(2)Sx,
ou Sy est définie au lemme (6.3.3). L’application de ce méme lemme & la derniere égalité
obtenue, termine la démonstration.[]
On peut alors, grace au lemme précédent, refaire le méme type de calculs que ceux qui
ont permis de calculer £(p, a, 1). En effet, par le lemme précédent, on a

Ep,1,-1) [ 70 = (0= I r®@ Y 1><+<=’2?
xeG- el =1 0
= (_1)17 p=1l,p=3 3pP*1 H X(Q) H H le
X€G XeG- xeG-
— R -2 @ [ @-x@) ] —%le
X€G™ XeG- xeG-

Remarquons que [] cs- x(2) = (=1)"» (rappelons que m est 'ordre de 2 modulo p). On
a alors, en utilisant le lemme (6.3.5) :

_ _ _ _ _ l1—e¢ Q h_
(i Tl 1,-1) = (<) @) T ) (20 o) e

2
ol € = (—1)pT1. On a donc finalement

p=1_p=3 p-T7. m/zlﬁ}e 2#m
Ep,1,-1)=—(-1)m22p1 h, (2 — V-

Pour le cas général ou a n’est plus égal a 1, on procede comme lors du calcul de E(p, a, b).

La proposition (6.1.3) est démontrée.

210



6.3.4 Calcul de E(p,a,0).

Comme avant, il suffit de traiter le cas a = 1. Soit (; = e . Ona

E(p,1,0)= (- = ] Zx )G = (1 I x-1) [ 70

xeG— =1 xeG- x€G—

= (- T (=) [ 70 = (-)F (-1 T ap'T

xeG-

-3
= ppT\/—p.

6.3.5 F(p,a,b) #0 si p=1+2q, ¢ premier.

Dans ce paragraphe, on montre que si p = 1 4 2¢g, ¢ nombre premier impair, alors

E(p,a,b) # 0 pour tout entier b. Raisonnons par I’absurde et supposons que F(p,a,b) = 0,

donc que E(p,1,b) = 0, pour un certain entier b. Vu les valeurs explicites de E(p,a,0) et

E(p,a,=£1), on doit avoir |b| > 1. Il existe un entier k parmi les entiers 0, ..., ’%3, tel que
Pl,b (fk) =0,
c’est a dire s
k 1 1
Z+;§kza =0, Z:b—cg_b—ggl’ (6.25)
ol 0 € Gal(Q(¢)/Q) est défini par ¢7 = ¢?°, g racine primitive de 'unité.
Si k =0, 'égalité (6.25) s’écrit
()
D 0 (6.26)
Comme [b| > 1, en développant en série entiere les quotients ;—~ C , on vérifie que
p1 <£) )
- (Z -> bn) VP (6.27)

=1 ceC neN

ou C (respectivement N) désigne les résidus quadratiques modulo p parmi les entiers

1
1,...,p—1). De (6.26) et (6.27), on obtient

IEEDIN)

cEC neN
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Montrons que cette égalité est impossible. En effet, si elle était possible, on pourrait écrire

p—1

1 1 1

D=t

b=1 ceC nenN

1
=2) =,
d’ou
To1=2) -t (6.28)
ceC

Comme ¢ < p, b|bP~¢. Comme p = 3 mod 4, —1 n’est pas résidu quadratique modulo p,
douip—1—c>0 (1 <c<p-1),clesta dire b|pP~17¢. Finalement le terme de droite
de (6.28) est divisible par b, et (6.28) est donc fausse. On a ainsi montré que (6.25) était
impossible si k = 0. Supposons maintenant que k € {1,..., 1%3} En appliquant la trace

Troce) o) & I'égalité (6.25), on obtient (Troce) /) (§) = —1 car ¢ premier) :

2

(q-1)Z-> 27 =0,

k=1

c’est a dire

1 1
(=g =) - (Z——an>bp_1¢—p (6:29)

ceC neN

On vérifie que Papplication de A/, norme relative a 'extension Q(¢)/Q, & (6.29) donne

=1\ _ p=3 . -1
" (b—1> -1t =p= ('Q)" (6.30)
ou bP1Qy =Y o P =0 v P71 Rappelons le lemme suivant

Lemme 6.3.7 Soient a,b des entiers non nuls tels que a — b # 0, et n un entier impair.
Alors

(CLZ : zn,a — b> = (n(a, b)" 1 a— b) )

En particulier, si a et b sont premiers entre eux et n = p nombre premier impair, alors p

divise Uentier a — b si et seulement si p divise Uentier =2

D aP —bP
—-, ¢t alors p||“=F
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Preuve En écrivant "™ = (a—b+0b)", la formule du binéme montre qu’il existe un entier
K tel que

d’ou

De méme, il existe un entier L tel que

aa :l; =na"' + L(a —b),

(a::zn,a—b) = (a—b,na"’l).

Soit d = (na"',a —b) = (nb" ', a — b) et soit g = (n(a,b)"',a —b). On a g = d. En effet

comme d[na™! et d|nb""!, on a

d’ou

d| (na" ", nb" ) =n (a" 1, 0"") = n(a,b)" .

Comme d|a — b, d|g. Inversement, puisque g|n (a,b)" ", glna™', et vu que gla — b, il vient

g| (na"', a —b) = d. On a donc bien d = g. En particulier, si (a,b) = 1, n = p premier et

g
(%JQ_Z)) :(a’_b7p)7

aP —bP
a—b

pla — b, de I'égalité

aP —bP
a—b

on déduit que pl| . Inversement, si p| , on obtient a? = b” mod p, donc a = b mod

p.d
En particulier, dans notre cas, comme p divise I'entier a droite de (6.30), et vu que

q # p, le lemme précédent montre donc que p divise b — 1 et p||b;';—_11 Posons
v=rv,(b—1), w=u,[H""'Q).
De (6.30), il vient en égalisant les valuations p-adiques
=3+ p- o= (- Du+ ",
c’est a dire
(P —D(w—-v) ==——,

ce qui est absurde. L’égalité (6.25) est donc impossible, ce qui montre que E(p,a,b) # 0 si
p =14 2q, q premier impair.
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6.3.6 FE(p,a,b) # 0 sous la condition (6.2).

En effet, supposons E(p,a,b) =0, p = 3 mod 4 (donc |b| > 1). En appliquant la trace
Troce) o) & I'égalité (6.25), on obtient :

p—3
Q)72+ 427 =0
k=1

ou on a posé ty = Troc.e) 0 (fk)

Théoréeme 6.3.8 (Ramanugjan) Soient n > 1 et k > 0 deux entiers. Posons d = (n,k) et

e = 4. Soit & une racine primitive n-ieme de 'unité. Alors
k

Tro/e(&) =

Preuve Soit @, (respectivement gq) I'ensemble des racines primitives n-ieme (respecti-

vement d-ieme de I'unité).

Lemme 6.3.9 Soit f l'application définie sur ¢, par f(z) = zF. Lapplication f réalise
»(n)
©(e)

une surjection de @, vers g.. De plus, pour 0 € @, les ensembles f~1(0) ont tous

pour ordre.

Preuve Soit z € p,. Comme n|ke, 2¥ = 1 et f(2) € p. : f est bien & valeurs dans ..
Montrons que f est surjective. Il suffit de montrer que pour ¢ € @, et [ entier premier a
e, il existe un entier I premier a n tel que f(&") = f(£). Or on vérifie qu’a [ fixé, I'entier
l' = 14ex]],4p P convient (le produit portant sur p premier). Enfin, si § € g, 'ensemble
f71(0) est constitué des z - u, avec f(z) = 0 et u racine k-iéme de 1'unité. En particulier,
les ensembles f~! () ont tous méme ordre, disons N. Comme ils réalisent une partition de
©n, on a p(n) = Np(e), d’ou le lemme.[]

Considérons le polynéme W(X) =[], (X — &*). Notons ®.(X) le e-itme polynéme
cyclotomique. Par le lemme précédent

=11 H = (@.(X) 55

O€pe Ecf!

Soit a(n) le coefficient de X*(™~1 du n-itme polynoéme cyclotomique, n > 1.

Lemme 6.3.10 On a a(n) = —pu(n).
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Preuve En effet, a(1) = —1 car ®1(X) = X —1. Sin > 1, comme X" —1 =[], ®4(X),
le coefficient de X"~ dans [] djn La(X) est nul. Mais ce coefficient vaut aussi ), a(d),
donc >~ a(d) = 0. Définissons I'application e : N* — N par

e(m):{l sim=1,

0 sm>1.
Ce qui précede montre que >, a(d) = —e(n). Par la formule d’inversion de Mdebius, il
vient
n
am) = (—e(d)u () = —e(Vu(n) = —pu(n).
dln

d’ott le lemme.OJ Le lemme précédent montre que le coefficient de X#™~1 dans (®,.(X))#®

est —a(1)2% = —i(e)2™  Dun autre coté, ce coefficient est celui de X! dans dans
ple) so(e

U(X), c’est a dire est —> . ¢*. On a donc

- = —u(e)g)((:)),

E€pn 90

d’out le théoreme de Ramanujan.[] En particulier, on obtient

Q)7+ Z <2g“§p11 )¢ Z7" = 0. (6.31)

¥ (2gcd(" ! k))

Appliquons maintenant a (6.31), 0%, i € {1,..., ’%3} et sommons les égalités obtenues. On

obtient :
w(q)H<L>+§N(m>w<q)T‘r( ! )zo. (6.32)

b—Co — g0(ﬁ7)> b— (o

On calculera au lemme (6.3.13) la trace sur Q de LCO, notée 7(n,b). En particulier, on a
7(0,b) # 0. L’égalité (6.32) montre donc

La derniere assertion de la proposition (6.1.3) est donc démontrée.
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6.3.7 Démonstration du corollaire (6.1.5).

Le calcul de C(p,a) est une conséquence directe de celui de C(p, a). Calculons plutot
C(p,1). Posons

. 1
Q(X) = 1 ok *
= 1 =G
On a par définition de C(p, 1) :
Cp.1) =[] Q.
k=0

p=3
Comme > ,%,&" =0,onasi0<k <22

Q") = 5P(E)

d’ou

ep.1) =27 LW T peeh.

OnaQ(l)=>. ﬁ, olt ¢ décrit les carrés modulo p. Comme Tr (2) (voir la relation
6.34), et comme

Z (5) e = VD)

on a

I p—1 h(=p-p
21—4’3_ 4 2 '

c

De plus, P(1) = h(—p)y/—p. On a donc

_ o2 (p—1  h(=p)y=p 1 I
Clon1) =2 ( T )h(—pw——pQ hyp VP

_oer, (p—1  Vp

=P Thy (‘lh(—p)Jr 2 )

Le traitement pour a quelconque est identique a celui de D(p, a).
Montrons maintenant l'inégalité (6.3). Pour démontrer 'inégalité, on va appliquer
I'inégalité de Hadamard a la matrice M(p,1). Pour ce faire, on va d’abord calculer la

somme ) ﬁ, ou ¢ parcourt les carrés modulo p. On a la proposiion suivante :
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Proposition 6.3.11 Soit p = 3 mod 4 un nombre premier, et soit C' l’ensemble des carrés
non nuls modulo p. On a alors

1 p?—1
> Toep= (6.33)
Preuve En effet, on a

Sty

ceC cEC

Pour calculer cette derniere somme, on va plutot calculer
e ) 5 ()
p p

p—1

r=1

(3)

P
r= 1 1 Cz)27

23;1(;) *=y/=p (p=3mod4):

r=1 y=

Pour calculer Y P~ on va faire son produit avec la somme de Gauss classique
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ou Tr est la trace relative a l'extension Q(¢)/Q. Fixons donc un entier z, 1 < z < p, et
calculons Tr ( ) On a

(1-

=
“(Tcll—f)““(aloz)

() (o)
2 (1C—l<) _“<<1—1c>2)'

Lemme 6.3.12 Soit ( une racine primitive p-iéme de l'unité et soit 1 < n < p un entier.
Soit Tr = Trg)/q la trace relative a Uextension Q(¢)/Q. On a

n 1
T’r(lc_c):n—l—pT. (6.34)

I
-

Preuve Raisonnons par récurrence sur n. Rappelons d’abord que Tr (%)
effet, le polynéme minimal Q(X) de l_ic sur Q vérifie Q(X) = 1Xp 0 ( =1), ol <I> est

le p-ieme polynome cyclotomique. On vérifie alors que la trace de T est donne par :

¢
1 12 1
Tr(— ) =—) —i= b=
1-¢ p = 2
Passons a la preuve de (6.34). Supposons d’abord que n = 1. On a

Ly

1=¢ 1-¢

d’ol en prenant la trace

Tr(L)z—(p—l)#’_l:—p_l.

1-¢ 2 2

Le résultat étant supposé vrai en n < p — 1, on a (rappelons que Tr({) = —1) :
Cn+1 (gnJrl - 1) + 1 1
Tr(>— ) =Tr =—Tr(-(1 )
(1—C ¢ (1+¢+ +§)+1_C

-1 p—1

= _—(p—1 Y

(p )+n+ 5 n 5
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I’avant derniere égalité étant due au fait que n < p.OJ
On a donc via le lemme (6.34) :

On a donc

() (75 - () S0 G- )

z=1
21 21 4 2 3 1 2_ 1
=Z P + (z><z——§z+l—p z—l—p )
D

cette derniere égalité étant due au fait que Z’;; (%) = 0. Comme le seul caractere du

corps Q(y/—p) est le symbole de Legendre, et qu'un tel corps ne contient que £1 comme
racines de 1'unité si p > 3, il vient donc pour p > 3

gx (g) = —ph(—p).

Or, si x est un caractere de Dirichlet, posons d,, = 0 si x est pair et J,, = 1 sinon. On a
alors

B, = 0,si n # 6, mod 2.

De plus, si F' est un multiple du conducteur f de x, on a la relation suivante :

oy a
Bun = F" Y x(@)B, ()
a=1

ou B, est le n-ieme polynome de Bernoulli. En particulier, pour le symbole de Legendre,

comme 5( )= 0, car p = 3mod4, on a

P



Comme B, (X) = X? — X + 1, on obtient

$ a’ (%) = —p*h(—p).

Q
—_

On a donc

p—1

() TR

Comme Tr ((1 7 ) = 1;;’ + 2=, on a donc

z=1

3 1 p—1 1—p2+\/—_ph(—p)‘

= +
= (1-¢)? 4 24 2
Comme on a aussi 2660#2%4—@;(7”),0nad0n0
1 1 1
P c 1 a2
_(p= V)Y (=l 1wt VERh(p)
4 2 4 24 2
-1
24

O En appliquant 'inégalité de Hadamard & la matrice M(p, 1), on obtient donc, via le
calcul explicite de C(p,1) :

1 — N\
p n VP, < -1 7
4h(—p) 2 |'? 24

=7

p 4
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d’ou

qui est 'inégalité voulue.

6.3.8 Une expression générale pour £(p,a,b).

Nous justifions ici la remarque une formule générale pour 'entier E(p, a, b) qui généralise
celle donnant la valeur de E(p,a, £1).

Lemme 6.3.13 Soient b,n deux entiers tels que 0 < n < p et b > 1. Posons

(n,b) = Tr(bc_nc).

{ e stn=0:
)

On a

@p(b)(1-b)?

n— n—1 1, 14+6P~ 1 (bp—b—p) .
—b l(p—l—T)—f—pr_b)Qp stnon.

7(n,b) =

Preuve On va commencer par calculer Tr ( ) Il s’agit donc de calculer la somme des

—<

p—1
)
Ce polynome s’écrit aussi
1 M bX —1 1 bX — 1
P(X)= ——Xxr! < — g’“) = — Xy (—) .
Wt U (Tx ERORRC
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On en déduit (a > 1) :

1 1 =
T‘"(b—c) = am

ol i=1
1+t (bp—b—p)
p(b)(1 = b)?

Calculons maintenant Tr (lf_—n<>, n entier, n > 0. On a

S
b
_ et ¢ A\ np (L
= —p Tr<1+b+...+(b) >+bTr(b_C)
o n—1 L1+ (bp—b—p)
= (p‘l‘ )“’ 2p(0)(1 — D)2

[J On peut maintenant démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.3.14 Soit p un nombre premier et x un caractere de Fy. Soit b # 1 un entier.

Posons

p—1

S(x,b) = Z X () .

On a alors avec les notations usuelles

3

HDS0LH = S %) (—b“ (p 1 %) i bzr(O,b))

z=1

Preuve En effet,

X (§> ¢v

TS(b) = e

-1

=3 I Y ),

z=1
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ot 2z~ ! est I'unique représentant de l'inverse de z mod p, tel que 0 < 27! < p. On a donc

TS 0) = p  X(2)7(2,b),

d’ou, via le lemme (6.3.13) :

T(X)S(x,b) = pzli(z) (—b“ (p 1z ; 1) + b7 (0, b)).

z=1

[0 On procede, a partir du lemme précédent, comme pour le calcul de £(p,a,+1), et on
obtient si b > 0 est un nombre rationnel :

E(p,a,b) = —]% 11 piy(z) (—bz—l (p —1- %) +b°7(0, b)).

X€é7 z=1

6.3.9 Sous-convenabilité d’un couple (p,q).

Dans ce paragraphe, on démontre les assertions enoncées dans la proposition (6.1.10).
Il suffit de montrer celles lorsque b est un entier fixé. Nous utiliserons dans la suite, les
notations de la preuve de la proposition (6.1.3).

Commencons par démontrer la deuxieme assertion. Fixons nous un couple de premiers
impairs distincts (p, ¢), ¢ # 1 mod p, qui soit b-sous-convenable, c’est a dire tel que lentier
@ soit premier a ¢. Raisonnons par I’absurde, et supposons que le couple (p,q) ne soit
pas b-convenable. Par définition, le nombre rationnel E(p,1,b) vérifie v, (E(p,1,b)) > 0
ou E(p,1,b) = 0. Supposons d’abord que l'on soit dans le premier cas : E(p,1,b) # 0, et
vy (E(p,1,b)) > 0. Lors de la preuve de la proposition (6.1.3), on a montré

E(p,1,b)v/=p = Pry(1)Piy(€) ... Py(€"7), (6.35)

ou £ est une racine primitive ’%—iéme de l'unité. Soit q un facteur premier quelconque de
Q(¢) au-dessus de g. Le premier q étant totalement ramifié dans I'extension Q(¢,&)/Q(¢)
(voir au besoin le lemme 3.3.30 de [28]), désignons par q' I'unique premier de Q((,€) au-
dessus de q. Comme ¢ divise le numérateur de F(p,1,b), la relation (6.35) montre qu’il

existe un entier k € {0,..., ’%3}, tel que

Puy(€F) = O(d"),

c’est a dire, en revenant a la définition du polynome P ,(X) :
p—3
2

1 1 &k &r /
= = =0(q). 6.36
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Soit Tr la trace relative a 'extension Q((,£)/Q(¢). Le premier q étant totalement ramifié
dans Q(¢,£)/Q(¢), en prenant la trace de (6.36), on obtient (rappelons que Tr(§) = —1) :

1 — 1
(¢—1) (b— CO b_ CO ) kz 92k - b_ Co,g% =0(q).

O

On en déduit donc que

S
|
w

.
—_

2% O(q)7

c’est a dire

5 1) _oq,

b—

=1

8

Comme b > 1, un développement en série entiere de chacun des quotients W’ montre

que l'on a

ceC neN

d’ou ((b,q) =1) :

d’out
@, = 0 mod q,

en contradiction avec le fait que (p, q) est b-convenable. Si p = 1+2¢, la b-sous-convenabilité
du couple (p, q) entraine bien sa b-convenabilité.

Pour finir de prouver la proposition (6.1.10), il reste & montrer que si (p,q) est b-
convenable et ¢ # 1 mod p, alors (p, q) est b-sous-convenable. Soit donc (p, ¢) un tel couple.
S’il n’était pas b-sous-convenable, alors il existerait par définition un premier q' de Q(¢, &)
au-dessus de ¢, tel que Py;(1) = O(q'). Comme N (b— () = 4=t dont les facteurs
premiers (autres que p) valent tous 1 mod p (lemme (5.3.13)), on a donc vy (Py4(€¥)) >0,

d’ou
Py(1)Piy(€) ... PLy(E7) = O(q),

d’ou q|E(p, 1,b), ce qui contredit le fait que (p, q) est b-convenable.
La proposition (6.1.10) est prouvée.
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6.4 Quelques éléments sur les corps de type CM.

6.4.1 Rappels succints.

Soit K un corps de type CM, Ik son groupe des idéaux fractionnaires, ¢ : K* — [k
'application canonique, j la conjugaison complexe de K (voir [77]), Kt son sous-corps réel
maximal et O 'anneau des entiers de K. On désigne par hy; le nombre de classes relatives
de K. On rappelle maintenant des résultats qui seront appliquées lors de la preuve de la

proposition (6.4.4) due a Schwarz (voir [70]).

Théoréme 6.4.1 Soit C* (respectivement C') le groupe des classes de K (respectivement
de K). Soit ¢ : Ct — C Uapplication canonique. Son noyau est d’ordre au plus deu.

Preuve Soit I € Ker (p). Il existe o € K tel que dans K, on a I = («). I étant réel, %
est une unité de K, donc une racine de l'unité. Soient W le groupe des racines de I'unité

de K, Uk son groupe des unités et soit Wy = {% o uE UK}. Un autre choix de o pour

I, laisse invariant le quotient % modulo Wj. On a donc

W

: Ker — —.

¢ (%) e

Une telle application est injective. En effet, supposons que ¢(I) = 1. Il existe alors une
unité u telle que % = % Le nombre algébrique ¢ est donc réel. Comme il engendre I dans
K, I= (%) dans K, c’est & dire est trivial dans C*. Comme W? C W, le quotient est
d’ordre au plus deux. [ |

Remarque 6.4.2 [l se peut que son noyau soit d’ordre 2 (voir [77]) ou d’ordre 1 (cas du
p-iéme corps cyclotomique).

On rapelle le lemme suivant, nécessaire a la preuve de la proposition (6.4.4). On trouvera
des preuves différentes dans [40] ou [70] :

Lemme 6.4.3 Soit K un corps de nombres, et Q un ensemble fini d’idéauzr de K. Toute
classe d’idéaux de K contient un idéal premier a Q.

Preuve En effet, soit C' une classe de K, et soit a un élément de C. Soient L le corps
de classes de Hilbert de K et G le groupe de Galois de l'extension L/K. Soit S les idéaux
premiers de K divisant les éléments de Q. Soit I3 les idéaux fractionnaires de K premiers
a S. Comme L/K est abélienne non ramifiée, par le théoreme de densité de Frobenius, le

symbole d’Artin réalise une surjection de I3 vers G. Par la théorie du corps de classes, le
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symbole d’Artin induit un isomorphisme entre G et Cx, le groupe des classes de K. Soit
g € G associé a C par cet isomorphisme. Soit aussi a’ € I3, un antécédent de g. Par la
théorie du corps de classes, on a a et a’ sont dans la méme classe de C et a’ est premier
a Q par définition. |

6.4.2 Proposition de Schwarz.

Rappelons et démontrons maintenant la proposition due a Schwarz :

Proposition 6.4.4 Soit Q un ensemble fini d’idéaux de K. Il existe un sous-groupe Iy de

I vérifiant les propriétés suivantes :
1. Les idéaux de Q n’apparaissent pas dans la factorisation des idéaux de Iy.
2. Le groupe I /(i(K*)Iy) a pour cardinal hy ou 2hy.

3. Si € est un élément de € K*, et si (€) € Iy, alors €' est une racine de ['unité.

Preuve Soit I} le groupe des idéaux fractionnaires de K. Soit I les idéaux de I, qui
sont une image par I'application canonique I; — Ix, et qui sont premiers & Q. Soit alors
(€) € Iy. Par définition de I, (¢/) = (€). Il existe alors une unité u de K telle que € = ue’.
L’unité u est alors de module 1. Par le théoreme de Kronecker, u est une racine de I'unité.
Les assertions (1) et (3) sont démontrées. Montrons I’assertion (2). Considérons le groupe
I /(i(K*)1y). Comme toute classe d'idéaux contient un idéal premier a Q (lemme 6.4.3),
ce groupe est le quotient de Cx par ¢(C}). Par le théoreme (6.4.1), ce groupe est d’ordre
hye ou 2h . ]

6.5 Démonstration du théoreme (6.1.1).

p(p—20)
16
(6.1.1) est simplement I’énoncé du théoreme 2 de [52]. Démontrons les trois autres asser-

2in

tions. On pose pour la suite ( =y =€ 7 .

Si ¢ ne divise pas h,, et si ¢ < Sup (p, ) , alors la deuxieme assertion du théoreme

6.5.1 Cas ou ¢|x + y.

Soit donc fixée une solution de (6.1) avec glx + y, ou ( = ( = e’r". Soient a #* b
deux entiers non nuls modulo p. Comme (z,y,z) = 1, on a (91: + 'y, + be) |p, I'unique

premier de 'anneau Z[(] au-dessus de p. Il existe donc un idéal a de anneau Z[(] tel que
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Soit 0 un élément de Zu(K), # > 0. Soit g une racine primitive modulo p, et soit o €
Gal(K/Q) défini par 7 = ¢¢". Posons ¢; = g%,k = 0,..., 22 Comme p = 3 mod 4, —1
n’est pas un résidu quadratique modulo p, et on peut donc définir des entiers ay, by, k =
o0,..., ’%3 de sorte que

=

0= Z k0, + bpo_g, .

k=0
On suppose que @ est choisi de sorte que pour au moins un entier k, la différence a; — by
est premiere & ¢ (un tel choix et sa validité seront justifiés plus loin dans la preuve). Par
la proposition (4.5.11), et la proposition (4.4.13), comme (gq,2p) = 1, il existe un entier

(i) -

Plus précisément, les propositions (4.5.11) et (4.4.13) montrent qu’il existe ¢ = £1 et (!

algébrique ~ tel que

une racine p-ieme de 'unité, tels que
0
< l"l’Cy ) :ECZ’}/q
(I—=¢)°

Comme (q,2p) = 1, e’ est une puissance g-ieme dans Z[(], et quitte & modifier v on peut

donc bien supposer que €¢! = 1. L’équation (6.38) s’écrit aussi
I N T i
y¢-1) yvoO

Par hypothese, ¢ divise z +y. Soit q un idéal premier de ¢ dans K. Si a, b sont deux entiers

distincts modulo p, p est engendré par (¢ — ¢b. Comme ¢ # p et y est premier a g (car

(z,y) = 1), on obtient donc :

p—3
THYN | W b, (1 =)Dy 2
11— = O(q”). 6.39
, ;1_§6k+1_§_0k g o) (6.39)
De méme, on a en prenant g’ au lieu de q, j étant la conjugaison complexe :
p=3
THYN | W b (1—¢)" Dyl 2
11— = O(q™). 6.40
y kzo 1— gak + 1— C_O.k yW(g) + (CI ) ( )
On en déduit, en faisant la différence de (6.39) par la conjugaison complexe de (6.40) :
p=3 _
oy 1 L\ _ -0y q ey
Yt () - e o

(6.41)
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—\ (e—1)6
. . . . 1- — (e=1)0 .
Il existe une racine p-ieme de I'unité r telle que EI_OW = (—( ) (U8 _ r9. Il vient donc

(L=t (10" (1=t e (L= O

yW(G) yW(G) - yW(G) yW(G)
(=g (1= )P
= YW o) -r Q)

D’apres (6.41), il existe donc vy, € K tel que

x+yLgé 1 1 (1—¢)feb )
<b—a>( - C,k)z (=) + 0. (642)

Le terme de gauche de (6.42) est un O(q) vu que gz + y et ¢ # p. On en déduit que
=1 =0().
Lemme 6.5.1 Soient L un corps de nombre, Q un idéal premier de L divisant le nombre

premier q. Soient a, 3 € L. Supposons que o — 37 = O(Q). On a alors o — 39 = O(Q?).

Preuve En effet, par la formule du binéme, on a
~ (q
ol — 39 = a— B)Fprk.
=3 (3) -0t

Comme o — 37 = O(Q) et ¢|(]) si 1 <k < g, on déduit que (a — 3)? = O(Q). Comme Q
est premier, « — = O(Q). On a donc

0=y (1)@= mt ot =010

k=1

De ce lemme, on déduit que v — v = O(g?), d’ou

x+y% 1 1
(b —a ) < ok _Gk) = O(qQ)'
y ,; ML=t 1-¢

S’il existe un idéal premier q de K au-dessus de ¢, tel que g%|z +v, alors, par transitivité de
I'action de G sur les facteurs premiers de g dans K (voir par exemple [69], chapitre 6), on
a ¢*|z + y. Supposons maintenant que tout facteur premier q de ¢ dans K soit un facteur
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premier simple de x + y, c’est a dire q|[z + y dans K, et montrons que g|h, . La relation
(6.42), montre que 'on a alors pour tout facteur premier q de ¢ dans K :

& 1 1
EQGM—bw<1_Cﬁ——1_CCw):cx®. (6.43)

Soient ¢; = a; — b; et posons

1 1

I O e

Soit q un facteur premier fixé de ¢ dans K. On pose M = M(p,1), la matrice carrée de
taille (1’;1)2 dont les lignes sont celles de E(p, 1,1). D’apres (6.43), le vecteur M X est tel

2
que sa i-ieme coordonnée notée (MX),, vérifie (MX), = O(q), pour tout i, 1 <4 < 1,

X:(%uﬂﬁgﬂ Z

En effet, pour tout facteur q’ de ¢ dans K, on a

71)

e .. . . _
Prenons q' = q° ol 7 est un entier, 1 <i < pTl. On a alors

S 627 = 0(),
k=0

c’est & dire (MX), = O(q), 1 < i < B2 Soit M’ la transposée de la comatrice de M.

Ona M, M e M, (Z [C, ﬁ} ) De plus, ¢ # p, et p est totalement ramifié dans K/Q,
dont le seul diviseur premier p dans K est engendré par 1 — ¢. On a donc

c’est a dire

Si (E(p,1,1),q) = 1, on a donc pour tout i, X; = O(q), c’est a dire a; — b; = 6; = O(q),
en contradiction avec le choix de 6. On doit donc avoir g|E(p, 1,1). Comme ¢ est premier
impair et distinct de p, on a donc par la proposition (6.1.3) g|h, . Il reste a montrer que
I'on peut choisir 6 € Zy(K) positif, tel que a # by, mod ¢, pour au moins un entier k, ol
on rappelle que

p—3

v ‘

SS
Il

apo® + bkjak.

il
o
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Prenons par exemple 6 = 1)5. 6. Si pour tout k, a;, = b, mod ¢, on a

0= aro® +apjo® mod ¢Z[G),

d’ou
(1 —74)0 =0 mod ¢qZ|G],
c’est a dire § — (2N — 6) = 20 — 2N = 0 mod ¢Z[G]. On en déduit que pour tout k,

ap, by = 1 mod ¢q. Comme il existe ’%1 entiers k tel que ap = 0 ou b, = 0, on obtient une
contradiction. |

6.5.2 Cas ou ¢q|lr —y.

La démonstration est identique a celle du cas f = 1. En effet, on a dans ce cas

(8 i (oo 5i)

L’entier algébrique 1 4 ¢ est une unité de 'anneau Z[(], donc est premier a g. De plus,
4+¢ _
1+¢
E(p,1,—1), d’ou le théoreme dans le cas ou qlz — y. [ |

¢, donc est une puissance g-ieme de Z[¢]. Néanmoins, le determinant intervenant est

6.5.3 Cas ou g|z.

0
A partir de 'identité (&”_%’) = 74, comme ¢|z, il existe deux nombres algébriques
7,71 de Q(¢), tels que pour tout diviseur premier q de ¢ dans ce corps

A (L0
; Z (ar — ap—i) ¢ = W (v =) + O(9?),

k=1

N ’ —1 — _ . . . .
olt on a posé 0 = > P_, ayoy, ' et k! l'inverse de k moduo p. S'il existe un premier q tel

que g%|z, alors ¢?|x par transitivité de I'action de Gal(Q(¢)/Q) sur les facteurs premiers
de g dans Z[C] (voir par exemple [69], chapitre 6). Si pour tout facteur premier q de ¢ dans
Z[(C], q||z, alors, par le lemme (6.5.1)

1

(ar — api) ¢ = O(q),

1

p

B
Il

230



d’ou dans Z[(], on a

Le lemme 1.9 de [77], montre donc

Vke{l,...,p— 1}, qlar, — ap_.

Prenons 6 = 1)5. On a alors ap-1 =1 et ap+1 = 0. Par conséquent, 'entier ap-1 — ap+1 est
2 2 2 2

premier & g. On a donc bien ¢*|z. |

6.5.4 Autre preuve dans le cas r, < 7%1.

Dans ce paragraphe, on donne une deuxieme démontration des trois dernieres assertion
du théoreme, basée, non pas sur I'utilisation du théoreme de Stickelberger, mais sur celle
de la proposition de Schwarz, et qui s’inspire de [70] (voir aussi [63]), article dans lequel
Schwarz 'applique a I’équation de Catalan. Néanmoins, cette seconde preuve ne couvre que
le casry < p%l, 4 étant le g-rang du groupe des classes relatif du p-ieme corps cyclotomique.

Elle est donc en particulier valable si ¢ > p. En effet, on a le lemme connu suivant :

Lemme 6.5.2 Soit p un nombre premier. On a h, < ppT_l.

Preuve Pour le prouver, on peut appliquer les majorations de [33]. Dans le cas p

IA

3 mod 4, c’est aussi une conséquence de l'inégalité (6.3), et de la majoration h(—p)

2. /plog(4p) (voir [32]).0
Les preuves étant similaires dans les trois cas, on ne détaillera que le cas g|z + y.

2im

Posons ¢ = e » . Il existe un idéal a de l'anneau Z[(] tel que

(L@/C) o
(1 =) '
Soit g une racine primitive modulo p, et soit o € Gal(K/Q) défini par (7 = ¢9°. Appliquons
le lemme (6.4.4) au corps K = Q(¢) qui est de type CM, et a Q I'ensemble des idéaux
premiers de K qui divisent ¢. Comme ¢ > 2, le groupe I /(i(K*)Iy) a pour ¢g-rang celui du
groupe des classes relatives, c’est a dire 4. Les éléments d’ordre divisant g de /5 engendrent

donc un F-espace vectoriel de dimension r, dans I /(i(K*)ly). Il existe donc des entiers
non tous nuls modulo ¢, ao, ..., a,, tels que

aao+a1o+---+arqg7”q c Z(K*>IO (644)
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Par hypothese, r, < ’%1. Donc, quitte a poser a, 11 = ...= ap-3 = 0, on peut supposer
que 'indexation des a; va jusqu’a la valeur r = ’%3. Prenons la puissance ¢g-ieme de 'idéal
donné par (6.44). Posons 0 = ag + a10 + - - - 4+a,0". Il existe deux nombres algébriques € et
a tels que (€) € Iy, v est premier a tout facteur premier dans K de g, et

(2 + Q)T = eu, (1 O,

ot on a posé A =W (0), avec u, unité de K. Il existe alors une unité u telle que

(1 T4y >0 ~eu(l = )AMeDaa
y(1=¢) yA '

Par hypothese, ¢ divise x + y. Soit q un idéal premier de ¢ dans K. Comme g # p, on

obtient :

r a, Py 0 B cu(l — C)A(efl)aq
1_(x+y)k2;1——§‘7k_ (1+m) = yA +(’)(q2). (645)

De méme, en prenant ¢’ au lieu de q, j étant la conjugaison complexe, on a :

"\ a c+y \’  eu(l—)AMeDa ,

En faisant la différence de (6.45) par la conjugaison complexe de (6.46), on obtient :

~oa ay eu(l — Q)ACNar eyl (1 — Al )
—($ +y) E ok ok A - A + O(q )
—1- 1-¢ y Y

Par le lemme (6.4.4), le quotient 5 est une racine de I'unité de K. Comme les racines de
I'unité de ce corps sont les racines 2p-ieme de I'unité et que (g, 2p) = 1, il existe une racine

de I'unité r; telle que € = erf. Si u est une unité de K, alors - est une racine 2p-ieme de

'unité. Donc, il existe une racine de I'unité 75 telle que u?/ = urd. Comme 11_;C§1 = —(, on
conclut de méme. Finalement, il existe 7 € K, tel que
i ay ay, eu(l — ¢)At=1) 9
—(z+y) - = (a? = 5) 4+ O(q).
kz:; 1 — Cak 1 — C—ak yA

La preuve se conclut alors comme les précédentes (par définition, au moins un des a; est

premier a q).

6.6 Démonstration du corollaire (6.1.11).

Si p = 3 mod 4, c’est une conséquence du théoreme (6.1.1) appliqué avec y = —1. Si

p = 1 mod 4, c’est une conséquence du théoreme 1 de [54].

232



6.7 Démonstration du corollaire (6.1.14).

Supposons qu'il existe une solution en nombres entiers X, Z fixée de I’équation (6.5). On
va montrer pour chacun des cas, qu’elle ne peut exister si le critere de divibilité qui porte
sur h(—B*Yy) ou h, n’a pas lieu, d’ott le corollaire. Pour la démonstration, on utilisera,
outre le théoreme (6.1.1), le théoreme (3.1.1), ainsi que son corollaire (3.1.9).

Pour simplifier, dans la suite, le théoréme (3.1.1) sera nommé théoréme A. Le

corollaire (3.1.9) sera nommé corollaire B.

6.7.1 Casqg=2,p>T"1.

Supposons que (h(—B*Yy),p) = 1 et montrons alors que la solution X,Z ne peut
exister. Si [ est pair, on peut apliquer le théoreme (3.1.1), qui montre que (6.5) n’a aucune

solution entiere. Supposons [ impair. On peut mettre (6.5) sous la forme
B*Z*+Y{ WYy = XP, (X,Z,Y)) = 1.

Yy est un premier autre que 3. Le théoreme A montre encore que (6.5) n’a aucune solution

entiere. Donc 'existence de la solution (X, Z) montre bien dans ce cas que p|h(—B*Y().

6.7.2 Casqg=2,p=3,B*=1.

Si Yy = 1, le théoreme de Lebesgue montre que I’équation (6.5) est sans solution entiere.
On suppose dans la suite Yy > 1.
Supposons d’abord que [ soit pair. Supposons que Yy = 2. L’équation (6.5) s’écrit

242t =X3 (Z,X)=1.

L’étude du paragraphe (3.4.5) montre que cette équation est sans solution entiere sauf si

[ =1 oul =2, valeurs pour lesquelles on a les solutions respectives
112422 =5% 5242=23%

Comme on a supposé Y{ # 2,4, I'équation (6.5) est sans solution entiere.
Supposons Yy > 2. Vu les hypotheses faites dans ce cas, le théoreme (3.1.1) montre qu’il
existe un entier naturel Ay et g = £1 tels que

Y = 3A2 + ¢ (6.47)

Comme [ est pair, Y{ = 1 mod 3, d’ot1 ¢y = 1.
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Proposition 6.7.1 Soit n > 2 un entier. L’équation diophantienne

3X2+1=Y" (6.48)
admet pour seule solution en nombres entiers X =0,Y = 1.
Preuve Sin possede un facteur premier impair p, quitte a poser Z = Y7 et se ramener
a 'équation 3X? 4+ 1 = ZP, on peut supposer n premier impair. De méme, si n est une
puissance de deux, on peut supposer que n = 4.

L’anneau Z[v/—3| étant principal, si n est premier impair, la proposition est une
conséquence du théoreme A. C’est aussi un cas particulier du théoreme 3 de [14]. Etudions
en détails le cas n = 4. Comme n > 2, remarquons que Y est impair. En effet, si Y est pair,
alors n > 2 donne 8|Y. D’autre part, 2|Y implique X impair, donc 3X? + 1 = 4 mod 8,

ce qui contredit 3X2 +1 = Y*. L’entier Y est donc bien impair. Les entiers algébriques

1+ Xv/—=3et 1 — X+/—3 sont donc premiers entre eux. Comme
(14+Xv=3) (1 -XVv=3) =Y,

il existe une racine 3-ieme de 'unité U, € = £1, et deux entiers A, B de méme parité tels

que

A+ By—=3\*
14+ XV=3 = eU (+TS> .

Comme U est d’ordre impair, quitte a modifier A et B, on peut supposer que U = 1.

Supposons A et B impairs. En identifiant les parties réelles, il vient
2 — ¢ (AT - 184287 + 9B") = + (A%~ 9B%)" — 72",
Comme on a supposé A et B impairs, on a A2 = B2 =1 mod 8, d’oit
A? —9B%* = (0 mod 8,

d’ott 2] (A2 — 9B%)*. On doit donc avoir 2472B%, ce qui montre que B est pair : contra-
diction. Les entiers A et B sont donc pairs, et quitte a poser A’ = g, B = g, on a

1+ XvV=3=+(A+Bv=3)".

L’identification des parties réelles donne

1= e (A* 184282 4 9B*) — + (42 - 9B?)" - 728",
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En se plagant modulo 3, on voit que seul le signe + convient. On est donc ramené a résoudre
I’équation

C*—712D" =1.
Soit donc (C, D) une solution entiere positive de cette équation, autre que C' = 1, D = 0.
On a

CcC+1C-1

2 2

Il existe donc des entiers S, T tels que D = ST, et

1. soit & =284 % =974,
2. soit &1 =251, EH =971,
3. soit S =185, =T
4. soit &1 = 1864, CH — T4
Dans les deux premiers cas, on a 25*—97* = +1, et dans les deux derniers, on a 185*—T* =

+1. En se placant modulo 3, on obtient que les équations 25% —97* =1 et 1854 - T4 =1

n’ont aucune solution entiere.

= 18D*.

Lemme 6.7.2 L’équation 185* — T* = —1a pour seule solution entiére S = 0,T = +1.

Preuve En effet, on peut aussi écrire cette équation sous la forme

(T? +1)(T% — 1) = 185*,
d’ott 2|T? + 1. De plus, 2||T? + 1 car sinon on aurait 7? = 3 mod 4, ce qui est impossible.
Supposons T # +1. Comme (%,T2 — 1> =1et (%) (T2 — 1) = (352)%, il existe
donc un entier Z tel que 72 — 1 = Z2, d’ou T = #1 : contradiction. On en déduit donc

que T'= +£1.00 Il nous reste a prouver le lemme suivant :

Lemme 6.7.3 L’équation 25* — 9T* = —1 n’a aucune solution entiére S,T.

Preuve On peut écrire cette équation sous la forme

372+ 1372 — 1 _8(5)4

2 2 2

Comme précédemment, il existe des entiers U,V tels que

S
Ut—8Vi==41, UV = 3
En se placant modulo 8, on obtient que seul le signe + est possible. On est donc amener a

résoudre U4 — 8V4 =1
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Lemme 6.7.4 (/58], page 208) L’ équation U* —8V* =1 a pour seule solution en nombres
entiers U =1,V = 0.

Preuve Soit donc U,V une solution entiere. Soit 6 = 2%, et K = Q(0). Comme U* —
8V* = 1, l'entier algébrique U + V3 est une unité de K. Le groupe des unités de ce corps
est de rang 2 sur Z, et admet comme systeme d’unités fondamentales

1+6, 1+6%
Il existe donc deux entiers x, y tels que
1+6)"(1+6*)=U+ Ve’

Comme 6* = 2, en appliquant la formule du binéme & cette identité, on obtient :

& 4+2k—i (T Y i
Z Z 271 <l)<2k>0:U+V03.

1=0 [+2k=7 mod 4

Le coefficient de 6 dans I'expression de gauche est donc nul. On obtient donc

(D)4 (G)ura(s)) ez ((5) ) 40 )

En particulier, I'entier x est pair. Supposons = # 0. Soit alors v entier défini par 2"||x. Si

(an—l— 1> - an—i— 1 <$2;1) (6.50)

L’entier, que 'on notera z’, auquel on ajoute x dans l’expression de gauche de (6.49), est

n > 1 entier, on a

donc divisible par au moins 2*"!. Comme z + 2’ = 0 par (6.49), on a donc 2""!|z, en
contradiction avec la définition de v. On a donc x = 0, d’ou

(1+6*)"=U+Ve

Le coefficient de 62 dans I'expression précédente s’annule. On obtient 1’équation

y+2<§>+22<‘7;>+...:0.

De la méme fagon que précédemment, en utilisant (6.50) avec y au lieu de z, on obtient
encore y = 0. L’entier algébrique U + V8 vaut donc 1, c’est a dire U = 1,V = 0.0
Comme S = 20UV, le lemme précédent montre donc que S = 0, puis 97% = 1, ce qui est

impossible.lJ La proposition est prouvée. |
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Comme [ est pair, la proposition précédente montre donc que [ =0oul=2. Sil =0,
les entiers X, Z constituent une solution non triviale de

ZP+1=X3 Z#0. (6.51)

Or, le théoreme de Lebesgue montre que cette équation n’a aucune solution entiere. On
doit donc avoir [ = 2. Or on suppose | # 2 si Yy > 2. Ainsi, dans le cas ou [ est pair,
I'équation (6.5) n’admet aucune solution entiere X, 7. Comme dans le cas ou l'on s’est
placé h(—B*) = h(—1) = 1, le corollaire est vérifié.

Supposons maintenant [ impair et 3 t h(—Yy). Si [ est premier a 3, alors 1’équation
(6.47) est sans solution par hypothese.

Supposons maintenant que 3|l. Si ¢y = 1, on conclut comme précédemment. Si ¢g = —1,
I'équation (6.47) s’écrit

Yl 41 =342 (6.52)

olt on a posé I’ = L € N*. On peut aussi écrire (6.52) sous la forme

, Y341
v} 1)0,—:3A2.
<0+ Yy +1

Il existe donc B|A tel que

Y3 41
}31,—:1 = 3B2. (6.53)
0

Montrons le lemme général suivant :

Lemme 6.7.5 Soit p > 2 un nombre premier. L’équation
1+T+T%=3B"

a pour seules solutions entieres T =B =1, etT = —-2,B = 1.

Preuve Le casou p > 2 est du a Nagell et est traité au chapitre 1. Etudions le cas ¢ = 2.
On va se ramener a la résolution d'une équation de type Pell-Fermat. L’équation se met
en effet sous la forme

(2T 4+ 1) +3=12B2
En particulier, 'entier 2z + 1 est divisible par 3. Soit Z = ‘%‘ €N.Ona

372 +1=4B>
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L’unité fondamentale de Q(v/3) étant n = 2 + /3, il existe donc un entier n > 1 tel que
9B+ Z\V3 =1".

Posons 0" = a, + byV/3, a,,b, € Z. Par récurrence sur n, on vérife que a,, est impair si
n>1.0nadoncn=1,7 =1, dou 2T + 1 = +3. On obtient donc T'= -2 ou T = 1,
qui sont bien solutions.[] Comme Yy > 0, le lemme précédent appliqué avec p = 2 et
T = —Y!, montre donc que Y = 2, incompatible avec (6.52). L’équation (6.5) n’a donc
aucune solution dans ce cas si 31 h(—Y)). L'existence d’une solution de (6.5) montre donc

bien encore dans ce cas que 3|h(—Yp).

6.7.3 Casqg=2,p=3,B">1.

Si Yy # 2 on peut appliquer directement le theoréme (3.1.1) qui montre qu'’il n’y a pas
de solution entiére si h(—B*Y[) est premier a 3.
Si Yy = 2 et [ > 0 pair (respectivement [ impair) on applique le corollaire (3.1.9)

(respectivement le théoreme (3.1.14)).

6.74 Casqg=2,p=5B*>1

Si Yo = 2, si 2|l (respectivement 2 1 [) on applique le corollaire (3.1.9) (respectivement
le théoreme (3.1.14)).

Si Yo > 2, si 2|l (respectivement 2 1 [) on applique le corollaire (3.1.17) (respectivement
le corollaire (3.1.19)).

6.7.5 Casq>2,q#p, p|B, Yp=1.

Supposons que l'on ait une solution X, Z de I’équation (6.5). Comme X # 1, on peut
mettre celle-ci sous la forme

XP—1

X-1

oun B=p'B (v>0), Z=p"Z avec (B'Z',p) = 1. Rappelons (lemme (6.3.7)) que si a,b

sont des entiers premiers entre eux, alors

g
(aa—b 7a_b> :<a’_b7p)

aP —bP
a—b

notre cas, on a donc p*+t~1| X — 1, p||

(X —1)=pt™B' 2",

aP—

. . o . P
si et seulement si p divise a — b, et alors p|| 2 . Dans

XP—1
~—7 et

Xr—1 X-1)_,
X 1) )
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Comme (¥(B),p) = 1, en particulier, (V(B’),p) = 1. Cette derniere condition est

équivalente au fait qu’aucun des facteurs premiers [ de B’ (si |B’| > 1) vérifie [ = 1 mod p.
XP—1
X—1

Or, par le lemme (5.3.13), si [ est un facteur premier de ,on al=1mod p. L’entier

B’ est donc un diviseur de X — 1, et on a donc dans 7Z :

X—-1 Xxr—1 p_
e (X ),
prtav—1B p(X — 1) p(X —1)

Il existe donc des entiers 2y, Z5 tels que

XP—1
X -1

=pZf, X —-1=p't 1Bz
En particulier, par le théoréme principal de [30], ¢ divise A, .

6.7.6 Etude des cas (5c) et (5d).

Comme précédemment, il existe des entiers relatifs Z;, Z, et un entier e € {0; 1} (suivant

que p divise X — Yj ou non) tels que

XP—YP

Yoy, P X Yo=ptteBzy (6.54)

En particulier, ¢|X — Yj, puisque ¢|B’. Raisonnons par I’absurde et supposons que ¢ t h, .
On peut alors en déduire dans différents cas qu’en fait ¢?| X — Yj.

En effet, sous les hypotheses de la situation (5¢) (donc Yy = 1), le corollaire (6.1.11)
montre que ¢*|X — 1.

Dans la situation (5d), les assertions (2) et (3) du théoreme (6.1.1) montrent que 'on
a encore ¢%| X —Yj.

Placons nous dans I'une des deux situations précédentes, qui montrent que ¢*|X — Yj.
D’apres (6.54),

q2 |pv+qw—eB/Z§1'
Par hypothese, ¢ est un facteur simple de B. On doit donc avoir ¢|Zs, c’est a dire

X =Y, mod ¢4t

X—Yo¢
(1=
que (X, Yy, Z) = 1 montrent qu’il existe un idéal entier a de Z|[(], tel que

Posons a = La factorisation de la premiere équation de (6.54) dans Q(¢) et le fait
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Comme ¢ { hy, il existe un idéal réel b de K et v € K*, tels que a = (7)b. L'idéal b? est
en particulier principal : il existe 3 € KT tel que b? = (). On a donc () = (796). 1l
existe donc une unité u de K telle que a = u39. Le quotient = est une racine 2p-ieme de

P'unité. I1 existe donc un entier [ et € = &1 tels que 5 = (eCl)q. On a donc en notant 1/2

a C2y q_ w\? .
= ems) = (@) =

Dans la suite, si 7 € K, on notera 1/ plutét 7. La suite de la démonstration consiste

I'inverse de 2 modulo p :

construire une unité ¢ de Z[(], a partir de u et a, qui sera telle que sa norme (sur Q) ne
pourra étre 1, ce qui est impossible. On en déduira donc que q|h; . Comme la forme de
cette unité dépend de la valeur de e € {0;1}, on commence par supposer que ¢ = 0.

On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.7.6 On a p =14 O(p), c’est a dire w = ew mod p.

o2

Preuve Supposons d’abord que Yy = 1. On a £ = €2 cest a dire eaw? = aw’. Le

LR
nombre premier p étant totalement ramifié dans I'extension K/Q, o = @ mod p. Comme

(a,p) = 1, on obtient
w? = ew? mod p.

Si w # ew mod p, (@ )

il existerait des entiers X, Z; et deux nombres premiers impairs distincts p, ¢ tels que

~ % aurait un élément d’ordre ¢, d’ott ¢|p — 1. Donc, par (6.54),

XP—1
X -1

=7{, p=1mody. (6.55)

L’équation (6.55) est sans solution entiere. En effet, posons p = 1+ ¢k. Les entiers X* 7,
sont alors aussi solutions de
XE?— (X —-1)F1=1. (6.56)

D’apres [4], cette equation admet au plus une solution entiere non triviale. Comme £ = F' =
1 convient, on obtient X* =1, donc X = —1 (car X # 1). Comme X — 1 = p**®=<B'Z]
on a en particulier —2 = p"t®=¢B'Z1 (C’est impossible, car q|B’ et ¢ > 2. Si Yy = —1,
on se ramene & Yy = 1, en posant X' = —X, 7/ = —Z, et on réitere le raisonnement
précédant.

On a donc bien w = ew mod p. Sous les hypotheses de (5d), si Yy # +1, alors p #
1 mod g. Le groupe F' n’a donc aucun élément d’ordre g, et p =1+ O(p).O
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Considérons le nombre algébrique suivant :

_ XN
6= gy =" (6.57)

On a lemme suivant :

Lemme 6.7.7 Le nombre algébrique ¢ est une unité de ’anneau Z[(].

Preuve Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que ¢ est un entier algérique, et qu’il
existe un autre entier algébrique ¢’ tel que ¢¢’ € Z[(]*.

Montrons d’abord que ¢ € Z[(]. Mettons I'idéal principal () sous la forme () = ab™?,
ou a et b sont des idéaux entiers de Z[(]. Par définition de u, on a (f:—;:g% = a’b™ % Les
idéaux (X —Yy() et (X —Yy() étant premiers entre eux, on a (X —Yy¢) = af, (X —Yy() = b,

D’autre part, il existe un idéal entier ¢ de Z[(], tel que (1 — 1) = ¢b~!. On obtient
(¢) = b 9c’b™(Yo) ™ = p~"c?(Yo) .

Le lemme (6.7.6) montre que v,(c) > 1. Si Yy = 1, I'idéal (¢) est donc bien entier, c’est a
dire ¢ € Z|[(]. Etudions le cas Yy # 1 : nous allons montrer que sous les hypotheses faites
dans (5d), I'idéal (¢) est encore entier. Dans ce cas, il suffit de montrer que v, (¢) > v-(Yp),
pour tout facteur premier £ de Yy dans K. Fixons nous un idéal premier £ de K, tel que
ve(Yy) = e > 0, et montrons que vz(c) > e. En effet, par définition de u, on a

X —Y
Nq:X—YE)%Elmodﬁe.
— 10

Le groupe (ZE[C]> " a pour ordre (voir [13], exercice 4, page 256) N (L) (N (L) — 1) =
1e=Df(1f — 1), ot f est I'inertie de [ dans Q(¢)/Q, inertie qui est aussi 'ordre de I modulo
p (voir [77]). Comme (X, Y, Z) = 1, Yy est premier a ¢ : sinon, comme X =Y, + BZ9, on
aurait ¢| X, puis ¢|(X, Yy, Z). Comme Y, € F,,, I/ — 1 est premier & ¢. Le groupe <%> "
est donc d’ordre premier ¢. Par conséquent, © = 1 mod £°. On a donc bien v.(¢c) > e.
L’idéal (¢) est donc bien entier.

Considérons également

o \g— qu_l !
¢ = (X = Y5() 1(M_1) -

En utilisant le fait que % =1+ p+...+pu%1 on montre comme pour ¢, que ¢’ € Z[(].
On a
(X — YQ)"

N _ 9_ 1) = — 1117
% 1 Ony (u? = 1) (€+1)
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qui est une unité de Z[¢]. Donc ¢ définit bien une unité de Z[¢].00 L'égalité p? = & = i:%%
s’écrit aussi |
X-Y X-Y, \

P <1 + —) (1 + —_) . 6.58

Yo(1-¢) Yo(1=¢) (055

1 1
On a montré que ¢?*1|X — Y,. En particulier, les séries <1 + %) et (1 + Yf(i%) !

sont convergentes dans le corps Q,(¢). Soit r I'inverse de ¢ modulo p (¢ # p). Dans Q,(¢),
'égalité (6.58) s’écrit aussi

ou & € Q,(¢) est une racine g-ieme de 'unité. On va montrer que £ = 1. On la tour

d’extensions suivantes :

Qg = Qq(§) — Qq(¢)-

L’extension Q,(£)/Q, est totalement ramifiée et Q,(¢)/Q, ne l'est pas. L’extension Q,(&)
est donc triviale, c’est a dire £ € ;. £ est donc une racine g-ieme de I'unité de Q,. Comme
q est impair, rappelons que le groupe des racines de I'unité de QQ, est exactement celui des
racines (¢ — 1)-ieme de l'unité. En effet :

Lemme 6.7.8 Soit ¢ > 2 un nombre premier. Le groupe des racines de l'unité de Q, est

celur des racines ¢ — 1-iéme de ['unité.

Preuve Soit p le groupe des racines de l'unité de @Q,. Soit € I'homomorphisme de
réduction modulo ¢ des éléments de p :

e p— Ty

Cette application est surjective par le lemme de Hensel. Montrons son injectivité. Soit donc
(=1+qt € Ker(e) (t € Z,). Soit n l'ordre de ¢. On peut supposer que n|q, quitte a

élever ( a une puissance convenable. Par définition de n :

(14qt)" =1,

t (q + (g) gt + ... —|—q"‘1t"_1) = 0.
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Cela montre que ¢t = 0 ou g|n. Si t # 0, on a donc n = ¢, et I'’équation précédente s’écrit
(g >2):

O:q+(g)qt+...+q” Lyn= 1—qmodq,

ce qui est absurde. On a donc ¢t = 0 et p est le groupe des racines ¢ — 1-ieme de 'unité.[]
La racine g-ieme de I'unité £ = 1 est donc également une racine (¢ — 1)-iéme de I'unité. On

a donc bien ¢ = 1. Comme ¢4 X — 1, il vient

p=—¢"+0(). (6.60)
En effet, comme ¢7"|X — Yj, on a
X-Y X-Y
2T o), =10 o). 6.61
mi-g O wma—g 9w (001

Si k > 2 est un entier, on a

v, ((i) (%)3 k(g 1) — k- %k — k(g %) >q (6.62)

(6.61) et (6.62) donnent bien (6.60). Comme X = Y, mod ¢?™, (6.60) donne

X -YC B
6= Yo —gn ¢~ 1+ O@)!
_YO(l_b T 1\¢ q+1
= Y=g ¢V o)
1

_ T q q+1
- g ¢ oW,

1+ (" et ¢ étant des unités de K, et la norme de 1 — ( valant p, on obtient en prenant la

norme de la derniere égalité :
Yo(q—l)(p—l)pq—l = 41 mod ¢+

En se plagant modulo ¢, on voit que seul le signe + est possible :

Yo(q—l)(p—l) ¢+l

p?™1 =1 mod ¢

Cela contredit une des hypotheses de (5d). On a donc bien montré que g|h, si e = 0. II
nous reste a étudier le cas e = 1. Dans ce cas, on reprend 1'unité que l'on avait introduit

dans [30], mais adaptée au cas |Yy| > 1. On pose (r inverse de ¢ mod p) :
a — !
o= g lerts o=t (St

0 0
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L’étude de ce cas est similaire au cas e = 0, et on obtient
Yo(q—l)(p—l) = 1 mod ¢!,
qui n’a pas lieu par hypothese. Le corollaire est donc démontré pour les situations (5c¢) et
(5d).
6.7.7 Etude du cas (5b).

Elle est identique a la précédente, cas e = 1, puisque p|B.

6.8 Démonstration du corollaire (6.1.16).

Supposons qu’il existe des entiers x, 1y, z premiers entre eux dans leur ensemble tels
que

P +yp

T+ Yo

= p°zi.

Sous les hypotheses de la premiere assertion, on a alors g|h, par le théoréme 4 de [54].

Placons nous sous les hypotheses de la seconde assertion, c’est a dire y, # =£1, et
e = 0. Raisonnons par I'absurde et supposons que ¢ { h;. Comme g < Sup (p, p(pl;(fo)>, la
seconde assertion du théoréme (6.1.1), montre qu’il existe f € {—1,0, 1} tel que ¢*|z + fyo.
Supposons dans un premier temps, que f = 1. Comme lors de la preuve du corollaire
(6.1.11), il existe p € Q(()*, tel que

aj
& e
o B
ol @ = x + yo(. On introduit alors I'unité ¢ = (f_?)?ziq (p—1)% Comme ¢*|z + yo, en
0
particulier
:u’q = _Z + O(Q)u
d’ou
p=—-C+0(),

r étant l'inverse de ¢ mod p. On a alors

(1= Q)ryg Yo (1= Q)
1 T q 2

¢ = (—¢"=1+0(q))"+ O(¢?)
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En prenant la norme, on obtient :

q—1
(py(()pfl)) = +1 mod ¢*

En se plagant modulo ¢, on obtient que seul le signe + est possible, soit

q—1
<pyép_1)> = 1 mod ¢?,

en contradiction avec les hypotheses. On a donc bien q|h; . Les autres cas se traitent de
facon analogue. [ ]

6.9 démonstration de la proposition (6.1.17).

Par le théoreme 1 de [37], on a

Lemme 6.9.1 (lemme 1 de [31]).

1. 87l existe un entier x > 1 tel que x;%ll = p*, alors n est premier, n # p et p # 2.
2. 8t x = r™ puisance entiere d’un nombre premier et % = p%, alors m = n° et

p = 1 mod n°t.

Preuve
— preuve de la premiere assertion :
Supposons n non premier. Il existe donc des entiers o > 1 et § > 1 tels que n = af.
Alors
" —1z%—1
o —1z—1"

a

p:

-1

d’ott z* — 1 = 0 mod p, d’'ou = =  mod p. On en déduit que p divise 3. Comme

ceci est vrai pour tout diviseur # > 1 de n, I'entier n est donc une puissance de p.
Supposons d’abord que p = 2. Si n est une puissance de 2, comme n > 2, il existe un
entier b tel que

xt—1
D(z?+1) = = 2
(z+1)(z" +1) ]

Comme 2% + 1 # 0 mod 4, alors 2> +1 =2 et 2 + 1 = 27! donc x = 1, ce qui n’est

pas. Supposons p > 2. Si n est une puissance de p, il existe un entier b tel que

P —1 :pb.

z—1
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Nécessairement b = 1 (donc p = 1 mod z) et plz — 1, don x = —(p— 1) < 0, ce qui
n’est pas.

L’entier n est donc premier, n # p.

preuve de la seconde assertion :

Il suffit de montrer que si m est premier, alors m = n. Supposons le contraire. Alors
o T —=1
Pt = ——— = D (r) P (r). (6.63)
rm—1
Sim # p, comme n # p par la premiere assertion, on en déduit que le polynome
X™ — 1 n’a que des racines simples modulo p. Or, de (6.63), comme ®,,(r) > 1, on
déduit que p|®,(r), donc ™ = 1 mod p et le polynéme X" — 1 aurait des racines
multiples modulo p. Ainsi, on a m = p. Si » = 1 mod p, en particulier x = 1 mod p
=1l = pmod p. Comme L=

contradiction avec la premiere assertion du lemme. On doit donc avoir r # 1 mod p,
soit 77 — 1 # 0 mod p. Par (6.63), on a donc

est une puissance de p, alors n = p, en

et alors

™ =1 mod p® = r" = 1 mod p* .

On a alors (m =p) :

mn— ] L _

pa:—i‘m—l = (g) (rp—l)k '= pmod p* !,
k=1

ie p»|p® — p, ie a < 2. Par (6.63), comme m = p, on doit avoir ®,,(r) = p*, i = 0,1

ou 2. Comme ®,(r) > 1, en fait i = 0 ou ¢ = 1. Supposons d’abord que i = 0. Alors

par (6.63)

(r"? —=1)(r—1)=0P=1)0"=1).

Modulo 72, cela donne r = 0 mod r? : absurde. Si i = 1, alors ®,,,(r) = p = ®,(r),
ce qui donne

1

r—1"~

D, (r)*®,(r) =
(r"? —1)(r— 1) = (r* = 1)(r" — 1)2

En développant le terme de gauche, on voit que si on lui soustrait 1, le terme obtenu

est de valuation r-adique au moins 2, tandis celui de droite auquel on soustrait 1 est
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de valuation r-adique 1 : absurde ; ’entier m, s’il est premier, est donc égal a n. Dans
le cas général, c’est donc une puissance entiere de n : m = n°.

Montrons que p = 1 mod n¢*!. Comme ¢ = ", alors

et —1=¢"—1=0mod p.
Si ¢ = 1 mod p, alors p* = q;_—11 = nmod p, donc n = p, ce qui n'est pas, par

la premiere assertion du lemme. Le premier r est donc d’ordre n°*t! modulo p, soit
p = 1 mod n¢*! par le théoréme de Lagrange.
O
En particulier, le lemme montre que n est premier. Si I'entier a est premier a n, alors la
proposition (6.1.17) découle du corollaire (6.1.16). Il nous reste a montrer que (a,n) = 1.
Supposons que cela ne soit pas le cas. Comme n est premier, il existe un entier m > 1 tel
que a = nm. Soit f = p™. Alors

—1
= q = 1 mod gq.
qg—1

On a f # 1 mod ¢, car sinon f" > ¢" > q;_—_ll. Comme n est premier, f est donc d’ordre n
modulo ¢. L’entier ¢ est par hypothese, une puissance d'un nombre premier : ¢ = r°. Par
le théoreéme de Lagrange, n|r®~!(r — 1). Si » = 1 mod n, alors

n
gt —1
= 0 mod n.
qg—1
. . . . . . 71/_
C’est impossible, car alors n divise une puissance d’un nombre premier et donc n? qq_—ll ce

qui est impossible.
On a donc r = n. Ainsi, f* = 1 mod n’, donc f = 1 mod n’~!. Il existe donc un entier
t tel que f —1 = ¢*. Alors

t "ot —1 t\" ny\"
g—+1) =1 = (¢—1) | ¢= <q”:>q—1<(—)-
n qg—1 n t

Par le lemme précédent, I’entier m est une puissance de n : m =n*. Si A =0, alors ¢ = n

et f=f"=1modn, donc f > n = ¢, et on conclut comme précédemment. On a donc
A>1et g>n" Alors

n?’L
n”§q<1+<?> .

Onadonct=A=1let f—1=n""1 Comme n est impair, f est pair, donc p = 2, en

contradiction avec le lemme.
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6.10 Sur le systéeme (6.6).

6.10.1 Démonstration du théoréme (6.1.18).

Fixons nous une solution en entiers X, A, Z de (6.6), telle que Z > 0, Z € S. Par la

premiere équation du systeme (6.6), on a

XP—_YP
(X = Y0) 5> = BiZ' = p™ B, 2",
— 10

ou w est la valuation p-adique de Z. Par le lemme (6.3.7), il existe donc e € {0;1} et des
entiers 77, Z), divisant Z’ tels que

XP_YP _ _er7lg

P, ,
X =Yy = pm=eB, 7y, (6.64)
7 =77,

SiYy = £1 et p = 1 mod 4, par hypothese ¢ < Sup (p, p(pl;;o)) Par (6.64), 1’équation
XP—Y7P
XY,
montre alors que le nombre premier ¢ divise au moins 1'un des trois entiers suivants :

U | 1—C1_q )
My T T‘f<<1+<q><1—<>'

Si Yy # 41 et p = 1 mod 4, I'équation );:Zop = p°Z;? admettant une solution le

corollaire (6.1.16) montre que le nombre premier ¢ divise au moins I'un des quatres entiers

= p°Z;? admettant une solution non triviale (car X # #1), le théoréme 4 de [54]

suivants :

. Yb(qfl)(pfl) 1 (pyopfl)q_l _1 Yb(qfl)(pfl) _pr!
- q ’ q ’ q

Supposons dorénavant que p = 3 mod 4.

Comme Z # 0, et Z € S, le lemme (5.3.13), montre que Z] vaut 1 ou est une puissance

d’un nombre premier. Les entiers X et Y} sont premiers entre eux. En effet, sinon il existe

un nombre premier [ tel que {|(X, Y}). Le nombre premier [ divise donc )_(Xp—__’—x = p°Z}?, donc

[|Z;. Comme Z] est un diviseur de Z, on a alors l|Z, en contradiction avec (X, Yy, Z) = 1.
On a donc bien (X,Yp) = 1.

Comme Z € 8§, Z = 0 ou possede au plus un facteur premier valant 1 mod p; or on
a supposé Z # 0, et si Z n’a aucun facteur premier valant 1 mod p, le lemme (5.3.13)
montre que Z; = £1 vu que Z{|Z. Comme Z > 0, X? > Y7, d’ou Z] > 0, soit Z] = 1.
En particulier )gjjé)p € {1,p}. Comme X # +1let (X,Yy) =1, 0na X >Y; >0, ou bien
X > —-Y; > 0oubien —Y; > X > 0.
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Si X > Yy > 0 le lemme (6.2.8) montre que 'on ne peut avoir );:;?p e {1,p}.

Si X > —Y; > 0, comme % € {1,p}, le lemme (6.2.8) montre que p = 3, X = 2,
Yy = —1, donc qu’il existe € = £1 tel que Z = €, B; = 9¢, en contradiction avec le fait que
(Bhp) = 1.

Si—Yp > X > 0, comme % € {1,p}, le lemme (6.2.8) montre que X = 1, en

contradiction avec 'hypothese X # +1.

On vient donc de montrer que Z; # 1. Comme Z € S, Z; est une puissance entiére de
[, 'unique facteur premier de Z valant 1 mod p : Z] = [". Par définition de Z}, on a alors
Zy = lZ—v,, ou v =y(2).

Ceci est également valable pour la deuxieme équation du systeme. L’entier | etant

unique, les facteurs premiers de ‘i‘:—jll valant 1 mod p (A # —1 car Z # 0), on a ‘fjll =
+p°l”. Comme ’i‘:—jll > 0, on a en fait % = p°l¥. On doit donc avoir A+ 1 = p?=¢B,Z,7.

On a donc montré qu’il existe un entier Z), divisant Z tel que

X =Yy +pti—eBiZy,
A= —1 4 prrrov—eBl 710,

On obtient

X + AYy = Yo + p™ B1Zy' — Yo + Yop™ By Zy'
= p? 7, (By + Yy By) = 0 mod ¢,

car q| By + Yy Bs par hypothese.
Il existe un idéal a de 'anneau Z[(] tel que

Comme pour le début de la preuve du théoreme (6.1.1), on obtient :
() -
o e ] T
(1 =)

(X + AYy + Yo(—A - Q)" = (1 = €)%y,

c’est a dire

c’est a dire

(1+_X+AY0 )9: (1— ¢y
Yo(—A—¢) V@A -y
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Désignant par q un facteur premier quelconque de Z|[(] au-dessus de ¢, on obtient :

X+AY = 1 1
(by, — — —
kz L) (—A—cﬂ’“ —A—ca’“)

(1—0 (,yq_(l—C) (—A-Q)°_

)+O(q)

YO A= ¢y (1=QF (—a—¢p
Comme % = p°Z, lidéal de Z[(] (—A — () (1 — ()~ est une puissance g-ieme. Le
0
nombre algébrique (2—_9 est donc une puissance g-ieme dans Q(¢)*, ainsi que le quotient

(1=Q _ (=) et il existe donc v; € Q(() tel que

(1-¢)<?
_ 0
1Ot (Ag)
(1= \-A-¢ 1
Le développement précédent s’écrit donc

X+AY7 1 1 (1 =9 ¢ 2
kz: (br — ax) (_A_Co.k __A_<0k> _YI)W(B)(_A_C)G (7" =)+ O0(@).

Comme ¢ # 1 mod p, 'entier algébrique —A —( est premier a q. On peut alors reprendre
la démonstration du théoreme (6.1.1), le determinant circulant apparaissant étant alors
E(p,1,—A). En particulier, soit ¢ divise le numérateur de E(p,1,—A), soit X + AY} est
divisible par ¢*. Dans le premier cas, il existe un entier ¢ € {1,...,q — 1}, tel que ¢ divise

le numérateur de E(p, 1,c¢). En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 6.10.1 Soit p un nombre premier, x1, o deux entiers, et soit ¢ un nombre premier
tel que ¢ # 1 mod p. Si 1 = x9 mod q, alors E(p,1,21) = E(p, 1, x2).

Preuve Comme z; = x5 mod ¢, dans Z[(], on a 1 + ( = ZL‘Z + ¢ mod ¢q. Comme q #

1
1+¢ — a2 +<
racine primitive p-ieme de I'unité. On a donc E(p, 1, 1) = E(p, 1, x5).00 Le lemme précédent

1 mod p, les entiers algébriques sont premiers a ¢, d’ou mod g, et ce pour toute

montre donc que ¢|E(p, 1,¢) avec c = —A mod ¢, ¢ € {0,...,q — 1}. Si la valeur ¢ = 0 était
possible, 'entier E(p,1,0) serait divisible par ¢. Or par la proposition (6.1.3), E(p,1,0) =

PT%\/—_, donc premier a ¢. On doit donc avoir 1 < ¢ < g — 1. Si ¢ = 1, la proposition
(6.1.3) montre que g|h, . Si ¢ = g—1 le lemme précédent montre que E(p, 1, —1) = 0 mod q.

La proposition (6.1.3) montre alors que q|h,; <2215€ — e> . Le nombre premier ¢ divise donc

h, , ou bien 2:7° — ¢, ou bien le numérateur de I'un des E(p,1,¢),2<c¢<q-—2.
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Si aucun des numérateurs des rationnels F(p, 1,¢), c € {1,...,q — 1} n’est divisible par
q, on a ¢?| X + AYy = p?v=¢Z)! (B + Yy By). Par hypothese, g||B; + Yo B,. L'entier Z) est
donc divisible par ¢, d’ott X — Yy = 0 mod ¢? (en effet, on a vu que X — Yy = p?~¢B, Z,1).
Si Yo = £1, comme X # 1, la démonstration du théoreme 4 de [54] montre qu’alors
¢Ilp?T'—1. Si Yy # +1, comme pour la démonstration du corollaire (6.1.11), en introduisant
Punité ¢ = 2208 (1 —1)7sie =0, et ¢p = 2204 (1 + ¢*)? (avec ug = 1 mod p), sie = 1,

T (1-09yy 1-0)Yy
on obtient que ¢? divise au moins I'un des trois entiers suivants :

yla- D=1 _ 1 (pyP~ et —1, o7t —prt

Le théoreme (6.1.18) est prouvé. [

6.10.2 Démonstration du corollaire (6.1.20).

Supposons que le systeme (6.7) ait une solution entiere X, 7, A, Z # 0. Le théoreme
(6.1.18) montre alors que 'on a cinq cas possibles : cas (1)a (5). Comme p = 1 + 2¢, la
proposition (2.2.6) montre que le nombre de classes relatif b, est premier a A, . Donc les
conditions (1) et (2) se simplifient en les conditions (1) et (2) du corollaire.

De plus, comme p = 1+ 2¢, la proposition (6.1.10) montre que si le numérateur de I'un
des rationnels E(p, 1,¢), 1 < ¢ < p—1 est divisible par ¢, alors I'un au moins des entiers Q.
(définis en (6.1.8)) est divisible par g. Donc la condition (3) se simplifie en les conditions
(3) et (4) du corollaire. Les deux dernieres conditions du corollaire et du théoreme sont les

meémes.

6.11 Sur I’équation zf + y? = 24

On se fixe deux nombres premiers impairs distincts p, g, ainsi que ¢ (respectivement
€) une racine primitive p-ieme (respectivement g-ieme de 'unité). On utilise la notation
suivante : si z,y sont des éléments du corps Q((, €) ou £ est une racine primitive g-ieme de
'unité, alors on pose x =, y s'il existe v, un nombre ¢-primaire de Q(¢, &), tel que x = ~vy.

6.11.1 Quelques lemmes.

Lemme 6.11.1 Soit € une unité de Z[(,&] telle que € =, 1. Si q1 h,, alors cette unité est

pq’
une puissance q-ieme dans Z[¢, &].

Preuve En effet, sinon, I'extension Q((, &, €'/9)/Q(¢, €) serait de degrés ¢. Comme e est

une unité et € =, 1, € est un nombre g-primaire singulier. L’extension Q((, &, €/9)/Q((, €)
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est donc abélienne non ramifiée. Etant de degrés ¢, la théorie du corps de classe montre
que q|hp, et donc h, : contradiction.[]

Lemme 6.11.2 Supposons q { h,, et p # 1 mod q. Soit € une unité de Z[(,§] telle que

€=, a ot a € Z. Alors € est une puissance g-ieme dans Z[,§].

Preuve Soit o € Gal(Q((,€)/Q) et §, = €77, Comme € =, a, a entier, on a d, =, 1.
Par le lemme (6.11.1), J, est donc une puissance g-ieme dans Z[(, £]. En particulier c’est
vrai pour [],cqa(c.e,g % Or ce produit est égal & +e®~D@=D. Comme (p — 1)(¢ — 1)
est premier & ¢, € est donc une puissance g-ieme dans Z[(, £].00

Enfin, on montre le

Lemme 6.11.3 Soit € une unité de lanneau Z[(] telle que € =, ¢(1 — (), ¢ € Q. Si

p # 1 mod q et m est linverse de p — 1 modulo q, alors

¢ ((1 — ¢!

€=, ——
1 p

o )mZVGZ[C]X-

Preuve Soit 0 € Gal(Q(¢)/Q) un générateur. On pose également

p—

Q:Z(p—z—i)aieZ[G},

7

de sorte que (0 — 1)+ p — 1 = N. Par hypothese
=, (1-¢)7"
Soit n = (1 — ¢)°~!. € étant une unité
+1=N(e) = P~ 1o =, P~

ie

6]7—1 :q 77_97
autrement dit
€ =4 n~m™e
Mais
Q _ (e—1)Q __ N—p+1 _ p
—(1— =(1— - v
W= (1) (-0 T
O
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6.11.2 Factorisation d’un nombre algébrique.

Dans ce paragraphe, on se fixe trois nombres entiers z, y, z tels que
?+y’ =2 (z,y,2) = (y.9) = 1. (6.65)

On suppose également que h,, est premier a g (donc hy, est premier a g), que ¢ # 1 mod p

p(p—20)
16

d’habitude par e € {0;1} Pentier qui vaut 1 ssi p|z + y. De I"équation (6.65), comme

et que ¢ < Sup <p, ) En particulier, ¢*|x + fy, f € {—1,0,1}. On note comme
q 1 hpg, 1l existe une unité e de 'anneau Z[(] et p, nombre algébrique de ce méme anneau,
tel que

x4+ Cy _ e
(1-0¢)
z+Cy

(1=Q)e"
— Supposons d’abord que e = 0 et f = —1. Comme f = —1, z = y mod ¢?, ie

Dans la suite, on pose a =

ep? = (1 + ¢) mod ¢°.

Soit 'unité 6 = ﬁ Par qui précede

0 =4 .

Le lemme (6.11.2) montre que § est une puissance g-ieme dans Z[(, £]. Il existe donc
p1 € Z[¢, €] tel que 6 = p{. Soit N, la norme relative a 'extension Q(¢, £)/Q(¢). Alors

<1jg)ql - (1j<)Nq = (ﬁ")q € Z[¢]".

L’unité Tic est donc une puissance g-ieme dans Z[(] (dans la suite, on omettra ce

type de détails et on se contentera de dire que c’est une puissance g-ieme dans Z[(]).

Quitte a modifier p, on a donc o = (1 + ¢)p?.

— Supposons que e =0 et f = 0. Dans ce cas, € =, y. Le lemme (6.11.2) montre que €
est une puissance g-ieme dans Z[(]. Quitte a modifier p, on a a = p?.

— Supposons que e = 0 et f = 1. Dans ce cas, & =, y(¢ —1). Le lemme (6.11.3) montre

Pq’
g-ieme dans Z[¢]. Quitte a modifier p, on a a = yp?.

que € =, 7. Comme ¢ 1 h_, le lemme (6.11.1) montre que 'unité < est une puissance

— Supposons que e = 1 et f = —1. Alors

a:x+§y5x<1+C) modq2,

1-¢ 1-¢
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. 1
ie € =, x(l Q) Lunité <€ vérifie done

1+¢
€

=210,

1+C —

Le lemme (6.11.3) montre que =, 7. Le lemme (6.11.2) montre alors que I'unité

IJ;C est une puissance g-ieme de Z[C] Quitte a modifier p, on a donc

= pq‘
~
— Supposons que e =1 et f = 0. Alors
T+Cy _ QY 2
a=- —¢ ¢ mod ¢
Onadonce=,a= C = T C Le lemme (6.11.3) montre que ey est une puissance
g-itme dans Z[(]. Quitte a modifier p, on a donc
1
a=—pl.
— Supposons que e =1 et f = 1. Alors
o= :Cltiy = 2 mod ¢°,

ie € =, . Le lemme (6.11.2) montre que € est une puissance g-ieme dans Z[(]. Quitte

a modifier p, on a donc
a=pl.

On a donc la proposition suivante :

p(p—20) 20)

Proposition 6.11.4 Supposons que p # 1modgq, q t h,, et ¢ < Sup <p,

Pq’
Soit (x,y,z) une solution de (6.65). Soient 0 < m < q linverse de p — 1modq et

v = (%)m € Z[¢]*. On a alors

r+Cy

“a—¢r Ut )ttt pt p e Z[¢).
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6.11.3 Une minoration.

Lemme 6.11.5 Soit p € Z[(] tel que dans Z,[C] on ait

p=a X (U we{o i) wem-m vee

le rationnel b vérifiant v, (b) = k > 2. Supposons qu’il existe un réel M tel que |o(p)| < M
pour tout o € Gal(Q(¢)/Q), et que

- — (1/q o 1
Vo € Gal(Q(¢)/Q), » amzzo( ) ; ME{CaH}
On a alors
-
M 4
—p—1 2r—2

Preuve On pose

p= (= 0)- { ey E=C

S11101.

Soit Tr la trace relative a Q(¢)/Q. Soit i € {0,1,...,p—3}. Sip= ¢, comme 0 <i+1<
1+ 2<p,ona

Tr (v-p') =Tr (¢ =) = (-1) = (-1) =0.

Sip= Elgv alors

Tr (v ) = Tr (= ¢) - (1£ P
B p—3—i (1)) (p - 3 - Z)Tr (2= ¢)¢F) =0

i=0 J
Ainsi, dans tous les cas,
Tr (v-p') =0, i€{0,1,...,p—3} (6.66)

Posons 6 = v-p € Z[(] et A = Tr (6) € Z. Par (6.66) et le fait que le développement de p”
s’obtient par hypothese en conjugant p par o, on a

A= a( 1/q )bp-2 (Tr (%) + O(0)). (6.67)

p—2
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De plus, comme v, ((gg)) =—(p—2)—y((p—2)!),ona
(1)) = ko= 2 - (-2 - -2

p—2
> (p—2) (k—l—q_%):(p—% (k—%)

On a donc (p —2) (k: — ) +1 <y, (A). Admettons momentanément que A # 0. On a

alors

q
q—1
20N <A < S o p)| <272 (p—1) - M,

d’ou le lemme. Pour terminer la démonstration, il nous reste a montrer que A # 0. Sup-

posons d’abord que pu = (. Par (6.67)

A= 7)o (1x((@ - 0 )+ 0w) =a

p—2

1/q
p—2

)b” (p+ 0O(q)).

Comme p # q et a(;fqz)bp_g £ 0, A # 0 dans ce cas. Si py = ﬁ, alors

= 1) (e - 0t + 0 ) = 1) (14 0 0.

Enfin, si 4 = 11, alors (rappelons que Tr <1—J1FC> = 1)
_ (V- 1
a=a ) (i -0+ o)

_ a(plg) 2 (Tr (g —24 %) + O(q))

= M1%)02 o+ Ot 0.

Le lemme est prouvé.[]

6.11.4 Un résultat de Mihailescu.

Dans [52], Mihailescu démontre le théoreme suivant, qui nous sera utile lors de la

démonstration du théoreme (6.1.22) :

Théoréme 6.11.6 Soient p,q deur nombres premiers impairs distincts tels que q 1 h,,,

p # 1 mod q, et Sup <p, p(pl;GQO)> > q. Supposons qu’il existe des entiers x,y, z tels que

P+ P =21 (z,y,2) = 1.
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1+(p-2)( =%

q
On a alors Sup |z, lyl) = Inf (5, 5 ) - (q2p24p4)>) Coul < m<qg—1,m

wnverse de p — 1 modulo q.

Preuve
— Supposons que f = —1. Par la proposition (6.11.4)

r4+Cy  1+C p "
(1—0¢ ve”"“+"(a—<w*) r

ie
Eem

Y T —y B P .
(1=0) <1+ y(1+C)> 1= O)Dem”

autrement dit

(1+¢)

Comme m est I'inverse de p — 1 modulo ¢, l'entier (1 — (p — 1)m)e est divisible par

r—Yy em —(p—1)m)e
y<1+y—> = p"(1 = ¢ mept,

q. Il existe donc p; € Z[C] tel que

e(g—m) r—y > _q
yp I+ ——= | =p1
( y(1+0) !

Lemme 6.11.7 Lentier yp®?=™) est une puissance q-iéme dans ZLy.

Preuve Supposons d’abord que e = 0. Par définition, il existe un entier z tel que
(x,y, z) soit une solution de (6.65). Comme e = 0, il existe en particulier un entier a
tel que z + y = a?. Mais f valant —1, on a aussi ¢?|y — z, d’ou

2y = a? mod ¢*.

Comme z” + y? = 29, on a aussi 2y” = 2? mod ¢?. On a donc en divisant les deux

dernieres relations obtenues
yP ! = 2% mod ¢°.

L’entier y*~! est donc une puissance g-ieme dans Z,. Comme ¢ { p — 1, il en est de
meéme pour y.
Supposons que e = 1. Il existe un entier z; tel que
— le .
r+y

257



Comme ¢?|y — x, on tire y?~1 = pz¥ mod ¢?, ie en élevant & la puissance m

q—m — 1_(p_1)m q

2™ mod ¢,

yp Y p~?

m)

ce qu’on voulait (g|1 — (p — 1)m, par définition de m).0 L’entier yp°@~™) étant une

puissance g-ieme dans Zg, il existe w € Z, tel que w? = yp?™ ™. Le nombre g-adique w
est unique, le groupe des racines de I'unité de Z, étant celui des racines (¢ — 1)-ieme
de T'unité. De 1’égalité

e(q—m) r—Yy ) . q
yp I+ ——— ) =p1,
( y(1+¢) '

on déduit qu’il existe une racine g-ieme de I'unité disons &, € Z,[(] telle que

oo (V) (55)

cette derniere série convergeant dans Z,[(] car ¢*|z — y. En fait & = 1. En effet, on

a la tour d’extensions suivante

@q — Qq(fO) — @q(()

Comme Q,(¢)/Q, est non ramifiée et Q,(&)/Q, l'est totalement, on a Q,(&) = Qy,
ie {y € Z,. Le groupe des racines de 1'unité de Z, étant celui des racines (¢ — 1)-ieme

de T'unité, on doit avoir §; =1 :

nn 2 (V) (i)

-3 () (i)

En effet, comme p = ypela—m) (1 + (1+C)> on &

n-on (V) (iv)

&o racine ¢g-ieme de 'unité de Z,[¢]. Comme avant, {, = 1, d’ou le développement de

Soit 0 € Gal(Q(¢)/Q). On a

p7. (Pour les autres cas, on omettra cette étape, les détails étant les mémes).
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Par ailleurs,

1/q
Cm)e T CY m [ + 1y’ e
| = ‘p(q ) m < plt=m/ae ( e (229 - Sup(|z], |y|))

car on peut choisir ¢ de sorte que |1 + (| > 1. Cette derniére inégalité est valable

pour tous les Conjugues de p € Z[¢]. On est donc en mesure d’appliquer le lemme
(6.11.5) avec M = (2pl7=™° . Sup(|z|, |y|)) et k =2, ce qui donne

L R

p—1 22

Sup (Jo).ly)) = 1( IR Y
up (|z|, |y - |-
2 2]) 2 ( _]_).pl_;

Supposons f = 0 ie ¢?|x. Par la proposition (6.11.4)

< (2p'™ - Sup(|z], [y]))"*

ie

r+Cy 1

4

e =
(1=¢e 1°
ie
z+Cy = (L= QU emmpmept,

autrement dit, vu que gle(1 — (p — 1)m)
L me
(1 + —C) Cy =p"pf.
Y
Comme ( est une puissance g-ieme, on obtient

(1 + g?) yp T = i, py € Z[C). (6.68)

Par définition de = et y, il existe un entier z tel que (6.65) ait lieu. Si e = 0, il
existe donc un entier a tel que z + y = a?. Comme ¢*|z, y = a? mod ¢* et est donc

une puissance g-ieme dans Z,. Si e = 1, par (6.65), il existe un entier z; tel que
2P 4yP
T+y
m, inverse de p — 1 mod ¢, on en déduit I'existence d'un entier 2z tel que :

= pz{. Comme ¢*|z, on a donc y*~! = pzf mod ¢*. En Pélevant a la puissance

yp?™™ = zd mod ¢°.
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L’entier est donc une puissance g-ieme dans Z,. Comme dans le cas f = 0, on va
appliquer alors le lemme (6.11.5) avec M majorant de py. Par (6.68), on a

|pa|? < 2p°=™) Sup (|, |y]).

On peut donc appliquer (6.11.5) avec M = (2pe(q_m)5up(|x], \y]))l/q et k = 2. On
obtient

1 q1+(p—2)(2—(;%1)

e(qg—m 1/q
S M= (2™ Sup (|2, [yl)) ",

donc la méme minoration que précédemment.

Supposons [ = 1, ie ¢*|x + y. Par la proposition (6.11.4)

T+ Cy _ d-e q __ (1 B C)(pil)(lie)m
1-¢r 1 7T puam

p?
ie
x+ Cy (1 _ O(l—e)((P—l)m—l)
1 — C - p(l—e)m

Comme ¢|(p — 1)m — 1, il existe p; € Z[(] tel que

pl.

pa-am Y

1 . g pl?
ie
(1—e)m 1_93+y — (—p)?
p y( ¢ (—p1)".
Comme dans les cas précédents, avant d’appliquer le lemme (6.11.5) & un majorant

(1—e)m

M de |p1], on va vérifier que p y = w? mod ¢? pour un certain entier w. Or par

définition de x et y, il existe un entier z; tel que
P +yP e_q
=D Zla
r+y

e ZZ;E (—y)kaP~1=F = pe2f. Comme ¢?|x + v, il vient

yp—om = 2! mod ¢*.

Le nombre algébrique p; étant majorer en valeur absolue par M =

1+(1—e)m 1/ 2
<p A Sup(|x|,|y|)) ! (en prenant ¢ = e», [1 — (| > 2), le lemme (6.11.5)

2 P
montre

1 q1+(p—2)(2—#) . <p1+(1—e)m

1/q
L S sup el b))
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ie

pm+1

9 1 q1+(p—2)(2—q%1
p—1 202

) q
) < Sup (|, |y])-

Le théoreme est prouvé. |

Remarque 6.11.8 En fait, Mihdilescu énonce le résultat précédent avec la condition q 1

h(p,q) ou h(p,q) est un diviseur de h,,, mais la condition précédente nous suffit.

6.11.5 Démonstration du théoreme (6.1.22).
Soient X, Z deux entiers fixés tels que
XP=Y?+BZ% (X,Yy,Z)=1, (6.69)

P, q premiers impairs distincts tels que 3 < p < g et ¢ 1 h;q. Soit w la valuation p-adique de
Z, et t celle de B (wv = 0 car (Yp, Z) = 1). On définit 'entier B’ par B = p'B’. 1l existe
des entiers Z;, Zy divisant Z et e € {0; 1} tels que

XP4YY ez4
v, =Pt (6.70)
X = Yo+ pteBZ{.

X+Yo¢
(1=0)e "

L’équation (6.70) montre qu’il existe un idéal entier a de 'anneau Z[(] tel

()=

Soient £ une racine primitive g-itme de "unité et g = (—=1)¢(¢()*'%. On a

Soit o =

que

g =1mod q(1—¢). (6.71)
En effet, ¢?| B, d’ou par (6.70), X = Y; mod ¢*. On a alors
o X+Y (1—2)62 1+¢ (1-2)6
ol X +Y(\1-¢) 1+¢\1-¢
d’ott (6.71). En particulier, g est un nombre g-primaire de Q((, £). Soit L. = Q((, €, g/9) =
Q(¢, ¢, (%)Uq). Raisonnons par ’absurde et supposons que

(—1)°¢'~ mod ¢,

2 a0\
X1 2 81300 (3 Wl ™)
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Proposition 6.11.9 Soient x,y des entiers tels qu’il existe un idéal entier ay de l’anneau

Z[C], tel que
o) - (St e)
- | = a5 |z| =8yl | lylgprT s
() =t 1ol =80l (20

ot v est la valuation p-adique de y. Soient oy = 24

(1=¢)¢”
Le nombre algébrique gy n'est pas une puissance q-iéme dans Q((,§).

ug une unité de Q((), et go = up<e.
@

Preuve Supposons démontré le fait que ce n’est pas une puissance g-ieme dans Q(().

Supposons quil existe Z € Q((,€) tel que Z7 = gg. Soit N la norme relative a I'extension

Q(¢,£)/Q(¢). Comme gy € Q(¢), on a
N(Z)T = g5, (6.72)

q
d’ou gg = ( NQ(OZ)> , en contradiction avec le fait que gg n’est pas une puissance g-ieme dans
Q(¢)-

Il reste & montrer que ce n’est pas une puissance g-ieme dans Q(¢). Raisonnons par
I'absurde et supposons qu’il existe un nombre algébrique z € Q(() tel que z? = go. Par

définition de ag, on a donc

a7 = ()",

ce qui montre que ay 7 = (z). L'égalité aj ™ = () montre qu’il existe une unité u de Q(¢)
telle que
4 1
2 =u-.
z

Comme a? = («), il existe une unité u telle que

, 1
2 =u-—,
z
d’ou A
. 1 ot
2 =yl— = y?—o. (6.73)
24 UL
Par définition de 2, 27 = ugZ;. De (6.73), on obtient uou{) = u?. Comme uy est une

unité de Q(¢), il existe une racine p-ieme de 1'unité ¢!, e = £1 et une unité réelle u, tels
que ug = €Cu,. On a donc u? = u?. Comme (q,2p), u,, donc ug, est une puissance g¢-
itme dans Q(¢). Comme 27 = w2, (x4 y¢)'™7 € Q(¢)*. Autrement dit, 1 — j est un
élément de taille 2 de 'idéal d’augmentation de Mihailescu de Z[Gal(Q(¢)/Q)]. Comme

—e\ 4
|z| > 8y| <§|y|qul7j> , cela contredit le corollaire (6.2.4).0J
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La proposition précédente montre en particulier que le nombre algébrique g n’est pas
une puissance g-ieme dans Q((, €). L’extension L/Q((, &) est donc une extension cyclique
de degrés q. Elle est également non ramifiée. En effet, elle n’est pas ramifiée au-dessus de
¢, car g est un nombre ¢-primaire de Q((, ) (on peut aussi montrer qu'un tel choix de uy
implique que la différente de cette extension est premiere a g). Il reste & montrer qu’elle ne
ramifie pas ailleurs. On rappelle la proposition suivante (voir le chapitre 5) :

Proposition 6.11.10 Si K est un corps de nombres et a € K tel que (a) = I"™, pour un
idéal de K, alors Uextension K(a'/™)/K est au plus ramifiée en les diviseurs premiers de
n.

En particulier, 'extension L/Q(({) est au plus ramifiée en ¢q. Elle est donc non ramifiée.
Soit z = (%)I/q. On a L = Q((,&, z). Soit 7 un générateur de Gal(L/Q((,&)), donné
par 7(z) = £z. Il existe J € Gal(L/Q((, &)™) tel que J(z) =1, J(&) =&, J(Q) =¢
En effet, soit j la conjugaison complexe de Q((,&). Par la théorie de Galois, il existe
J € Gal(L/Q(¢, &)™), qui prolonge j. On a
J(2)7 = J(=7) = (ﬁ)‘] = (2) = Ey

od

J_ 1

Il existe donc un entier a tel que z oz Sia =0, il n’y a plus rien a faire. Sinon, soit

o, € Gal(L/Q(¢,§)) tel que 0,(z) =&%2. On a
{ ot J(z) =1,

o, ace = J-

Quitte & prendre o, '.J, on peut donc supposer que J convient.
On a7J = Jr. Eneffet 7J(2) = 7(2)"! = ¢l = J(©)J(2) = J(&2) = J7(g). Le
groupe Gal(L/Q(¢, &)™) est donc engendré par J et 7. On a le diagramme suivant :

Q&) — L
1 !
Q(¢, &) — L=

L’extension L<7>/Q(¢,&)" est abélienne de degrés q. De plus, elle est non ramifiée. Les
places a l'infini y sont non ramifiées. De plus, si un premier fini ¢ s’y ramifie, comme ¢ est
premier, ¢ y est totalement ramifié, d’indice de ramification q. Comme ¢ > 2, ’extension
L/Q(¢, &) se ramifie au-dessus de ¢, en contradiction avec le fait qu’elle est non ramifiée.
L’extension L<'>/Q(¢,€)T est donc abélienne de degrés ¢ et non ramifiée. La théorie du

corps de classe montre que ¢ divise h;q, le nombre de classes de Q(¢, &)™, en contradiction

1 q
avec les hypotheses. On a donc bien | X| < 8|Y| (% Y] qpﬁ”) y |
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6.12 Démonstration du corollaire (6.1.23).

Si q 1 hy,, par le théoreme (6.1.22), on doit avoir

2 !
x| <8y (Zvlaptt)
Par (6.70), comme p{ BC, on a X =Yy + p™*BC1Zj3, d’ou (Yy, Zo > 0) :
2 a1 \!
sor<sivl(2la) |

en contradiction avec les hypotheses. Le nombre premier ¢ divise donc bien h;;q. En parti-
culier, par la proposition (6.16.2) ¢ divise h,,. [ |

6.13 preuve du corollaire (6.1.24).

Supposons qu’il existe des entiers x,y non nuls tels que 27 — y? = 1. On peut montrer
(voir [28] et [38]) que 'on a
¢z, Py,
[ > Sup (p? (g — 1) +1,q(2p + 1)(2¢"" + 1)),
lyl > Sup (¢~ (p+1)? = 1,p(g — ) (p*~ (g — 1)+ 1)).

Comme ¢%|z, la preuve du théoreme (6.1.22) peut facilement étre adaptée au cas de
'équation de Catalan. En particulier, si ¢ 1 b | on obtient

Pq’
PN g —1)" < Ju] <8-g" - prT,
d’ou
2941 5 15t > i1,
Pour les solutions de I’équation de Catalan, p,q > 43 (voir [28]). On a donc

23t > 43371,

montrant que ¢ < 5, ce qui n’est pas. On a donc bien q|h;{q. |

264



6.14 Démonstration du théoreme (6.1.25).

Soient donc yo un entier fixé et p, ¢ deux nombres premiers impairs distincts, comme

dans I’énoncé. On suppose que ces entiers sont choisis de sorte que

1
—2p—3q+5 Sq+1
5qth(W LR ) a p(p — 20)
< , 3<p<qg< —.
ol (4q+2(p — 1)pratt p=1q 16

Supposons qu’il existe des entiers (x, z) tels que
 +yy =21 (zy,2) =1, |z] = [yol-

On souhaite montrer que ¢ divise h, . Raisonnons par I'absurde et supposons que ce ne
soit pas le cas. Etant alors dans son champs d’application, le théoreme (6.11.6) montre

(puisque |z| > |yol) :
q—2 q
2 1 qH_(p_Q)(q—l)
I . < |xz|. 6.74
" (pm“’ 2pq‘m> (2”_2 =1 - o (674

Par le critere de Masley-Montgomery (proposition (6.16.3)), h, est premier a g. Comme

q 1t h,, il existe v € Q(()*, tel que % = ~%. L’idéal 739 (x,y,p,q)(2) contient 1 — j, et

est donc non trivial. Comme 3 < p < ¢, le corollaire (6.2.4) montre que x et yy vérifient :

2 Q-i—v I
|z < 8|yo| sap7! 1ol )

ou v et la valuation p-adique de yo. L’inégalité précédente et I'inégalité (6.74) donnent les

inégalités suivantes :

-2 q
2 1 g He-2(5) 2 i “
I — —— ) =] <|z| <8 Zgpr 1Y
" (pm“’ 2pq‘m> (2” o1y =k swel{gemTel)

d’ou

1

> ( 1nf (2 o . s
n ; ' . ’
v P ) a3 — 1)t

en contradiction avec les hypotheses, ce qui démontre le corollaire. |
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6.15 Démonstration du corollaire (6.1.26).

La démonstration de l'inégalité est une simple réecriture de la démonstration du
théoreme 5 de [19] adaptée au cas |y| > 1. En effet, sans perdre de généralité, on peut

supposer par exemple que |z| > |y|. Avec les notations de [19], au lieu de travailler avec le

quotient (( )) on travaille alors avec A((Z //yy))p . Dans le cas ou p # 1 mod 8, la forme linéaire
A considérée dans [19], se majore de la fagon suivante :
2
A< 2 (6.75)
|z/y]
De plus, on a
log|Al > —coaH (q)*, (6.76)
ol on a
_ 887, a—1lln+ ~loglyl, H(q) = Sup (17,21 L +9.73
Co = o.0f, a= 117 QOQ?Ja q) = oup ) 4009 297 ' 68.9 q . .
Des inégalités (6.75) et (6.76), on obtient
H(q)? [
<pg T “ 2((1) ) log|z| < log(2p) + log|y| + %@ + 1l7eoH(q)>. (6.77)

Si o4 — % < 0, on obtient

\/a S 17Cop

-1 1 1 P
H? H= 17,2 —+— (1
, sup( 7,2log ((22 +68 9) ( Tco

On vérifie alors que g < p(pl;;o) si p > 358747.

d’ou

qgcop

)Y o)

Dans l'autre cas, c’est a dire 13 — % > 0, comme |z| > 2p+1 (par le lemme
(5.3.13)), on obtient
1 11w 1 log(p))>
< 17¢ + log(2p) + lo + —1 |,
vas- )( O( log(2p+1 )> V5log(2p +1) ( o)+ logll p—1

(6.78)

car M = Sup,>3 < > < 167. Pour avoir g < p(p 20 , i1 suffit donc d’avoir p > 23 et

Va

1 \/Ezog(2p+1)(” (p—20%) 1700 (L4 Lz __ )
|y| < —e 256(p—1) ( log(2p+1)> )
2pr—1

(6.79)

On a donc bien montré que si p > 358747, alors ¢ < 2 (p 20)
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6.16 Reéflection cyclotomique et application.

Avec des notations usuelles, on a

Théoréme 6.16.1 (voir [77], théoréme 10.11) Soit p un nombre premier impair. Soit L
un corps de type CM, tel que , € L, t soit A le p-sous-groupe de Sylow du groupe des
classes de L. Alors, on a

Tp (A+) <1l+mn (A_)'
Soit W le groupe des racines de l'unité de L. Si l’extension L (Wl/p) /L est ramifiée, alors
rp (A%) <1y (A7).

On en déduit :

+

Proposition 6.16.2 Si le nombre premier q divise h,,

alors il divise également q|h, .

Preuve En effet, 'extension Q((,.2)/Q((pq) est ramifiée en g. Par le théoreme précédent,
le p-rang du groupe des classes relatif de Q((p,) vaut au moins 1, donc glh,, .00

6.16.1 Critere de Masley et Montgomery.

Proposition 6.16.3 (voir [49]) Soient m,n deux entiers tels que m|n. Alors l’entier h,,

divise h,, .

Remarque 6.16.4 On peut aussi montrer que si m|n, alors b |ht (voir par exemple [3]).

6.17 Exemple (6.1.30) détaillé.

Supposons d’abord que p’ = 2, et que m soit tel que I"équation (6.10) admette une
solution en entiers positifs z,n, n > 1. Si 2|n, alors nécessairement n = m =2 et x = p—1.
En effet, posons n = 2k. L’équation 22 + ¢™ = p" s’écrit

q" = (pk+x) (pk—x).
Comme ¢ est premier et (pk +x,pF — x) =1,0n a
" =pta, 1=p'-u,

donc
q" +1=2pF. (6.80)
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L’entier m est pair. En effet, la relation ¢? + 1 = 2p montre que ¢ est d’ordre 4 modulo
p. De la relation (6.80) précédente, on déduit que ¢*™ = 1 mod p, donc que 2|m.

L’équation (6.80) a pour seule solution m =2, k= 1si k < 3, car ¢>+1=2p. Si k > 3,
elle n’en a aucune par [46] et [74]. Le résultat est donc prouvé pour n pair.

Supposons n impair. Si ¢ = 3 mod 4, c¢’est une conséquence de [76]. Supposons ¢ =
1 mod 4. On peut alors appliquer le théoreme (3.1.1). En effet, si m est impair, on peut

poser m = 2k + 1, et I'équation s’écrit

On peut appliquer le théoreme (3.1.1), la condition "b|D” étant vérifiée. De méme, si m

est pair, la condition Rad(n) 1 ¢ — 1 nous assure de l'existence d'un premier I|n tel que
q# (‘71) mod .
Le théoreme (3.1.1) montre que 3|n et qu’il existe un entier A tel que

3A2 = e+ ¢™, e = +1.
En se plagant modulo 4, on voit que e = —1, et donc les entiers A et m sont solutions de
3A7+1=q™

L’équation diophantienne 3X2 + 1 = Y™ est sans solution entiere X,Y si n > 1. On en

déduit dans notre cas que m = 1, c’est a dire ¢ = 3A% + 1. Le théoreme (3.1.1) montre

n/3

aussi que les entiers p™/° et A sont liés par la relation

PP =4A% +1=(24)% + 1.

Le théoreme de Lebesgue montre donc que n = 3. On a ainsi montré qu’il existe un entier

A tel que

4A% +1 = p,
3A2+1=q.

Comme ¢ + 1 = 2p, 'entier A est donc solution de
(3A241)" +1=2(44%+1),

c’est a dire 94* = 242, d’ott A = 0, ce qui est impossible.
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6.18 Démonstration du théoreme (6.1.31).

Supposons que ’équation (6.11) admette une solution entiere non triviale. Il existe un

Soit # un élément de I'idéal de Stickelberger de Q((). Par (6.81), il existe n € Z[C]* et
v(0) € Z[C] tel que

idéal entier a tel que

(@ +50¢)" = n(1 = O)“v(0)".

En notant j la conjugaison complexe, on en déduit qu’il existe une racine 2p-ieme de I'unité
€(0) telle que

Soit f [0, x] la série de Mihailescu associée a 6 et a l'exposant premier ¢ (voir le chapitre
5). Ce qui précede montre qu’il existe () € Z/qZ tel que

v(0)
v(0))

BO) = e(0) = = €O [(1 =)o, 2]

L’application & : Z|G| — Z/qZ ainsi définie vérifie le lemme suivant :

Lemme 6.18.1 L’application k est additive ie
/1(91 + (92) = 5(91) + KJ(QQ)

et vérifie k(j0) = —r(0).

Preuve Soient donc 6y, 6 deux éléments de 1'idéal de Stickelberger. Les seules racines

de I'unité contenues dans le corps Q(¢) sont les racines 2p-ieme de I'unité. Comme

B0y + 05)7 = (z + yo¢) B0
= (v + ZIoC)gl(l_j) (x + y0§)92(1—j)
= [3(01)8(62)7,

on en déduit que
B(61 + 62) = B(61)5(62).
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11 vient alors

5,<;((91+92) _ B(01 + 05)
f [(1 —7)(01+ 62), ygo}
B(61 + 62)
=)0 2] F (1= 5)62, L]
86y 5(62)
I =5)61,%2] f (1 —4)02, 2]
_ 5*’6(91)5%(92)’

d’ou l'additivité de . La seconde assertion se montre de méme.[]
Rappelons que si a € {1, cee 1%1}, on note ¢, € Zy le a-itme élément de Fueter (voir
le chapitre 2). Posons

1:{¢a+¢b+¢c| a,b,ce{l,...,]%l}}.

Comme la famille des éléments de Fueter est Z-libre, en particulier

—1p—-3p—-5 —-1p-3 -1 —1)(p* -6 13
2 2 2 2 2 2 8

Comme |z| > 2|yo|, on peut reprendre la démonstration du théoreme 5 de [19] En parti-
culier, il existe une constante effective C' telle que si p > C, alors ¢ < M. L’application s
restreinte a I ne peut donc étre injective : il existe deux éléments de I, disons 6; et 6, tels

que
K(6h) = k(02).

Soit @ = 01 + j05 et considérons

Par le lemme (6.18.1)
k(0) = Kk(61) + k(j62) = K(01) — K(62) = 0.
On peut donc mettre 'entier algébrique sous la forme

cb:m(df))%—l) =) (f[p0-5). 2] -1).

~—
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Par I'inégalité (5.15) du chapitre 5, appliquée avec m = 0 donne?

\f[eu—j),%} 1< 3(p—1) %]

. o (6.82)
N
Comme k(j#) = —k(6) = 0, de méme
o W 3(p—1) 2]
01— ), L] -1 < : R 6.83
‘f|;] ( ]) 1':| ‘ q (1_’%‘)1+% ( )
Il existe n € Z[(]* telle que
(v +900)" =n(1 = ()"

En prenant la norme, on en déduit

IV (v(0))] < [2**0. (6.84)
Enfin, si 0 € Gal(Q(¢)/Q), o # 1,7

<2 (6.85)
Des inégalités (6.82) a (6.85), il vient
3(p=1) 2
v [30-1) w .
N @) < P00 | === e | Y (6.86)
(1)
Onal<|N sauf si ¢ = 0. Si cela était possible, on aurait (6 wo) 1, ie en élevant
v(0)

cette égalité a la puissance g-ieme

(z 4 o0 =1,
ie § = jO. Comme 0 € T, 'élément 6 est donc un multiple entier de la norme :

Ja€Z, 0=aN.

(6.87)
Rappelons que si 1 est un élément de Fueter (donc de poids pgl), (14 j)Y = N. En
particulier

705 = 3N — 05,

3rappelons que les éléments de Fueter sont de poids

2L donc |0] = W(0) =

3(p—1).
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Par (6.87), il existe donc un entier b tel que
61 - 92 == bN

Comme la famille des éléments de Fueter, avec 1’élément norme N réalise une Z-base de
Zq (voir le chapitre 4), cette derniere égalité n’est possible que si b = 0, ce qui implique
que 01 = By, ce qui n’est pas. On a donc bien ¢ # 0, et donc 1 < N (¢), ie

e 2
1+3(Pq 1)

T

3p—1) % 1
) 3(p—1) )

IV

On peut supposer ¢ > 3(p — 1) (sinon il n’y a rien & démontrer), ce qui donne :

. 9p—3

1< |Z|3(p—1) .

xT

- Yo

Yo

X

Yo

p+1 3(p—1)
2

<2"r |2 7. (6.88)

De 'équation (6.11), on déduit que |z|? < |z|", ce qui donne

3(p—1) p+1

272 < 2" |y,

Par le lemme (5.3.13), pour tout facteur premier [ de z, on a I = 1 mod p. On en déduit
donc

q_3(p—1)
P 2

p+1
(2p+1) <272 [yol.
Si ¢ > 2p(p — 1), on aurait
p-1 pt1
2p+1) % <272 [y,

en contradiction avec les hypotheses. |

6.19 Démonstration du théoreme (6.1.32).

Considérons 'ensemble J suivant :

p7—l
J = chac| n. € {-1,0,1}
c=1

Dans la preuve précédente, on a introduit la fonction x définie sur Z;. Comme dans 1’énoncé

-, en particulier, pour ¢ € Z[G], le nombre

du théoreme (6.1.32) on suppose que q 1 h
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algébrique (z + yOC)(l_j)e est une puissance g-ieme dans Q(¢). On peut donc définir la

fonction k sur Z[G], donc sur J. Soit k € Z/qZ. On pose
Jo={0€J; k(9)=k}.
Comme Y771 |Ji| = | J], il existe un entier k tel que |J;| > %. On pose alors
I = JL.
Notons que |J;| > % > 1 par le théoreme (6.1.31). Soit o € Gal(Q(¢)/Q). Posons
Jiop=1{0 € Ji; kK(cl)=1}.

Comme | |, |_|U7é1’j Jio1 = Ji, il existe donc au moins un entier Iy € {0,...,¢ — 1} et

oy # 1, j tel que |J1 5y 0,] > % > 1. On pose alors Jy = Ji 4,4, Soit H = Gal(Q(¢)/Q)—

{1,4,09,jo2}. De la méme facon, il existe un entier I3 et o3 € H tels que |Jagy] >
[J]

FoeD > 1
On construit ainsi de proche en proche une suite (o;), de Gal(Q(¢)/Q) et une suite

d’ensembles J; tels que

]|
¢(p—=3)---(p—2i+1)

J;, CJiq1...C Jl, |Jz| >

On répete le processus tant que i < 7%1 et m > 1. On peut supposer que p < ¢

car sinon le théoreme a prouver est en particulier vrai. On a alors

|J;| > /] > 1] .
T qp=3)--(p—2i+1) T ¢t
On peut donc au moins construire les Ji, ..., J, ou 'entier n est défini par
/] /] (p—1log(3) 1
>1> > 6.89
q2n—1 - q2n+1 =Nz 4l0g(q) 2 ( )

Soient alors ¢ # 6, deux éléments de J,,. Par construction,
Vi e {17 cee an}a ’{<0-i91) = I{(O-iQQ)v I{(.jo-iel) = H(jUiQZ)'

Par construction, les o; et jo; sont deux a deux distincts. On dispose ainsi d'une famille N
de 2n éléments o de Gal(Q(¢)/Q) tels que

k(oby) = k(abs).
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Avec les notations de la preuve précédente, on considere

¢ =2z(B(01) — B(6s)) .

Comme les coefficients de 60, et 65 sont —1, 0 ou 1, z((6;) € Z[(] car les facteurs premiers
[ de z se décomposent totalement dans Z[(]. Notons également que ¢ # 0. En effet, dans

le cas contraire
B(61) = B(02) = 61(1 — j) = 02(1 = j) = 01 — b = j (61 — 02).
On en déduit que
20, —05) =01 — 0+ (01 —03) = (1+7) (61 —0s) € (1+5)Z[G].

Un élément 0 = 3P~ n.o. € (1 + j)Z[G] ssi n. = ny_, 1 < e < 252 Or, les coefficients de

p—1

5— valent zéro. Par conséquent

01 et 6 d’indice strictement plus grand que
2 (91 — 92) S (1 —f-])Z[G] =0, = 927

ce qui n’est pas. On a donc bien ¢ # 0, d’'ou N (¢) = +1.
Majorons [N (¢)|. L'entier algébrique ¢ s’écrit aussi

=109 (i )

On a
B(60) = €0 [(1 = oy, 2]
Le lemme (6.18.1) montre que x((1 —5)61) = k(01) — k(—01) = 2k(6,) = 2k. Par définition
des 0;, k((1 — j)f2) = 2k. On a donc
B0 = €1 [(1- 00 2], Bo) = f [(1- )6, 2],
d’ou

B(61)
B(02)

Plus généralement, comme k(c6;) = k(06s), pour tout élément o de N, on a

Vo e X, (ggg;i)a _Bleb) _ (o1 = )6 - ), %} 1

= =7 - 02), %] ~1




Pour chaque o € N, on peut majorer ¢ comme dans la preuve précédente :

2B(06y) (5“91) - 1)' - ‘z <f [0(91 —0,)(1—j), %] - 1)‘

97| = B(oty)
2(p — 1) 2|

S |Z’ 2(p—1)
T
N 1+2(pq_1)
2(p — 1) m
S |Z| 1 2(p—1)
1 z (el T
Yo Yo
1
< 16|z —.

T

Yo

Si o n’est pas un élément de X, on majore |¢?| par 2|z|. On a donc

2n

1
1< NV (9)] < [P~ 7m2r 1720 | 16]2]—
Yo

S |Z|p—12p—1+6n 1

Comme |z|P > |z]? et |z| > 2p + 1, il vient
(2p_|_ 1)271%*(10*1) S |y0|2n2p—1+6n7
ie

loglyo| , (p—1+0Gn)log(2) ' (p—1Lp
~ log(2p+1) 2nlog(2p + 1) 2n

Mais

1 1

e D166 1 = @06
21og(q) 6log(p)

1
— <
2n —

en utilisant ¢ < 2p(p — 1) < p?, inégalité justifiée par le théoréme (6.1.31). On en déduit

(log lyo| + 3log(2) 6 610%(?))
log(2p + 1) log(3)
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Chapitre 7

Sur 1’équation X? — 1= BZY.

7.1 Introduction

On se fixe p et ¢ deux nombres premiers impairs. Soit B € N* tel que (p(Rad(B)),p) =

1. On s’intéresse aux solutions entieres X, Z d’équation de la forme

XP—1=DBZ%X #1.

BG4
pE
et e = 1 sinon. Toute solution (X, Z) pour laquelle en fait X — 1 = ig sera dite solution

Si une telle solution existe, alors X — 1 est de la forme avec e = 0si (p, X —1) =1,

particuliere éventuelle. On se propose de montrer les résultats suivant :

Théoréme 7.1.1 Supposons ¢ # p et p # 1 mod 8. On se fize un entier v tel que v = 1
—1

ouv #1 et H-|v. Siv=1 on suppose que B? =1mod q. Siv # 1, on suppose q1 B. I

existe une constante absolue effective Cy, telle que si I’équation
XP—1=B"Z% X # 1. (7.1)

admet une autre solution que la solution particuliére éventuelle avec p > Cy, alors de deux

choses l'une, soit q|h;, soit il existe au moins un diviseur premier r de X — 1 tel que

¥4 J
r? # 1q].
Corollaire 7.1.2 On garde les hypotheses précédentes. Soient de plus des nombres pre-
miers ly, ..., l;, distincts deuz d deux, premiers a p et tels que 2 = 1[q]. Supposons qu’il
existe des entiers X, aq,...,a; € N tels que
XP —1=B(f...[j")% (7.2)

On suppose X # 14 BL. q est alors un diviseur premier de h, .

1On peut remplacer cette hypothese par ”il existe i,tel que I; # 1[p].”
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Corollaire 7.1.3 Soit p # 3, p > 2 un nombre premier, p # 1[8]. Soient de plus des

nombres premiers ly, ..., l;, distincts deux a deux, et premiers a p, tels que (I;,3) = 1. Soit
B un entier premier a 3. Supposons qu’il existe des entiers X, aq,...,a; € N tels que
XP —1=B(I ... 1¢)3. (7.3)

Alors de deux choses l'une, soit 29 < p < Cy, soit p > Cy, et 3 est alors un diviseur premier
de hy . De plus p = 5[6].

Par exemple, si on prend B = 2°.52 et si on prend p nombre premier tel que p # 3, p # 1[8],
p = 2 y compris, alors, ’équation diophantienne

XP —1=2252(1¢ ... 19)5, (7.4)

n’admet aucune solution entiere (X, ay,...,a;) si p < 23, et 3|h, si p > Cp. Le cas p = 2

résulte d'un résultat de Ribenboim (voir [65]).

Corollaire 7.1.4 Soit B € N* tel que q| (B*—2) et (p,B*> — 1) = 1. Soient de plus

des nombres premiers ly, ..., I, distincts deuz o deux, premiers a p et tels que I3 = 1][q].
Supposons qu’il existe des entiers X, ay,...,a; € N tels que

XP—1=(B* = 1) ...1¢)1. (7.5)
Alors, q|h,, .

Corollaire 7.1.5 Soit t € N*, soit z € [2,20] — {11} un entier, soit I un nombre premier
tel que (I,q—1) = 1. On pose B = 2! —1 ou B = I* — 1. On suppose que q|B* — 1, et

(B,p) =1.
Soient de plus des nombres premiers ly, ..., l;, distincts deur a deux, premiers a p et
tels que 12 = 1[q]. Supposons qu’il existe des entiers X, ay, ... ,a; € N tels que
XP—1=B(}"...[}")"% (7.6)
Alors, q|h,, .

Théoreme 7.1.6 Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts tels que q >
8(p—1), p = 3mod 4, et q||B. Soient r # p, r < 10- qq% un nombre premier d’ordre
pair modulo p et v > 0 un entier. On suppose qu’il existe un entier i € {1, cee ’%1} tel
que p*|(i +1)P — 1 —4®. Soit j € {1,..., ’%1} On pose

o[-
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p—1 .
Supposons que Im( 21 #) £ 0.
S’il existe des entiers X, Z tels que
XP—1=B(@'2)!, X #1,

alors q|hy,.

Exemple 7.1.7 Pour p =17, lentier (i + 1)P — 1 — 4P est divisible par 7 si i = 3. De plus
€; =0 pour j =1 et 3, et vaut 1 sinon. Soit B un entier dont aucun des facteurs premier
ne vaut 1 mod 7. Soit ¢ > 2 un premier, ¢ # 7, q1 hzys q||B. Alors ’équation

X"—1=BZ1
admet pour seule solution entiere X =1, Z = 0.

Théoreme 7.1.8 Il existe un ensemble effectif C de couples de nombres premiers impairs

distincts (p, q), tels que si l’équation
XP—1=B@'Z)", X #1,

admet une solution entiere (X, Z), Uentier r vérifiant

. 16log(16) 1 dlog(3)
log(r?) > 17(\/1——7_1> +64log(q)[ %] + 17

alors qlh,,,.

7.2 preuve du théoréeme (7.1.1).

Il existe deux entiers C' et Y premiers entre eux tels que

XP—1 BC1
:peyq’ X—-1= y C%l
X -1 pe

Sie =1, le théoreme (1.1.1) montre que q\h;. On peut donc supposer que e = 0. Supposons
que q 1 h, . Raisonnons par I'absurde et supposons que pour tout diviseur premier r de C,
on ait 72 = 1[g]. Alors (X —1)? = 1[q], car B* = 1 mod ¢ vu que (¢, B) = 1 et ¢—1|2v (ou
v=1et B> =1mod q). g étant un nombre premier, on en déduit que ¢|X ou ¢|X — 2. Soit

a =X — (. Comme il existe un entier Y tel que );p_’ll =YY et que les entiers algébriques
X —(%c=1,...,p—1 sont premiers entre eux deux a deux, il existe un idéal entier Z de

Q(¢) tel que (a) = Z9. Comme (g, h, ) = (p,q) = 1, il existe v € Q(¢)* premier a 1 — , tel

q
que & = (% = p?. On pose (p) = ab™!, on a et b sont des idéaux entiers premiers entre

eux de Q(¢). Comme « et @ sont premiers entre eux, («) = a? et (@) = b
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Proposition 7.2.1 (/51], page 309) Soient p,q des nombres premiers impairs distincts.
S7il existe X, Y des entiers, vérifiant = X7 _1 =Y, tels que (X,Y1,p,q) # ((3,11,5,2)),
alors (¢,p—1) = 1.

En particulier, cette proposition montre que v,(pr —1) > 1, p = (1 — (). Soit

¢
(1—¢)
On a ¢ € Z[(]. En effet, il existe un idéal entier ¢ divisible par p, tel que (¢) = (cp~1)7.

Soit également ¢ = (X — ()9°! (%) On vérifie comme avant que ¢/ € Z[(]. On a

o = B (u? — 1)1 = (C C) qui est une unité de Z[¢]. Donc ¢ définit une unité de

(1-¢)e
Z\¢c].
On a vu précédemment que ¢|X ou ¢q|X — 2. Supposons d’abord que ¢|X. D’apres le

¢ = (n—1)". (7.7)

théoreme (6.1.1), ¢*|X. 1l existe donc une racine g-ietme de 1'unité £ telle que dans Z,[¢] on

ait 1
o 1—ax¢
= ¢ (1——x(—1) : (7.8)
ou rq vérifie rog = 1[p| (Rappelons que ¢ # p). En effet, soit 7o un tel entier. On a
a
R—
=3
_X-=¢
=x_t
1—-(X
¢ (=5) (7.9)

=5\ 1/4
Il existe donc une racine g-itme de Q,(¢), disons &, telle que p = £¢? (%

Comme Q,(§) est totalement ramifiée et se plonge dans Q,(¢) non ramifiée car g # p,
on en déduit que £ € Q,. Comme ¢ # 2, on en déduit que { = 1. On a donc

=\ V4
1— XC
— 2ro 1

= (5xe) (7.10)
On obtient

= (1 = oltela)). (7.11)

En substituant ce développement dans (7.7), on trouve, qu’il existe une unité ¢ de Z[(]

telle que
/ C%O_l - C
qb =1- (m) T+ 0((]27) (712)

280



On pose X, = Cgfj)—rzl Soit N I’élément norme de Z[(]. On a N (¢’) = +1. Comme g # 2 et
que ¢| X, on a en fait que N (¢') = 1, donc ¢|Tr(o,4(xs,)). Supposons d’abord que ry # 1[q].

Soit n € {1,...,p — 1} un représentant de ¢ — 2 modulo p. On a
Tr(0y(Xr,)) = @ — (n+ 1), (7.13)

ol a, = 0 si n est impair et a,, = p sinon. Supposons d’abord ¢ > p. Alors n =q¢—2—mp
avec m > 0. Si n est impair, alors par (7.13), Tr(o,(xy,)) = mp — (¢ — 1) = mp + 1[g] et
0<mp+1<gqcarn>0.5i2|n, alors Tr(oy(xs)) =p— (n+1) =(m+1)p+1—q avec
mp+ 14 p < 2q. Donc si q|Tr(o,(xr,)), on en déduit que mp+ 1+ p = ¢ et donc ¢ = 1[p).

s (Mo (). o

En prenant la norme, on trouve (p—1) (1éq) =0 (g—i) ce qui est impossible ¢g-adiquement

Alors rg =1 et

vu que ¢?|X et p # 1[g]. Supposons ¢ < p. Alors n = ¢ — 2. n est alors impair, et on a
Tr(o,(xr)) = 1 — ¢ pemier a ¢. Il reste le cas ot ¢|X — 2. On a le lemme suivant :

Lemme 7.2.2 Soient p,q deuxr nombres premiers impairs distincts tels que p # 1[8] et
(¢, h,) = 1. Il existe une constante absolue co, telle que sip > co, et si (X,Y,p,q) est une

solution de )){(p:f =YY, alors X = f[¢?], ou f € {—1,0,1}.

Preuve (du lemme) Comme p # 1[8], par [19], on a ¢ < plog(p)?. Donc, il existe une

constante absolue ¢y, telle que pour p > ¢, on ait ¢ < Sup (p, p(pl;GQO) ) =1,

>. Comme (g, h
on peut donc appliquer le théoreme (6.1.1), qui donne le résultat.[]

P
Donc en fait (¢, X(X — 2)) = 1. On en déduit qu’il existe un diviseur premier r de C
tel que 72 = 1[¢]. A

7.2.1 preuve du corollaire (7.1.3).

Supposons p > Cq. Alors, si h, est premier a 3, on déduit que X =1 ou X = 3. Le
cas X =1 est impossible et donc X = 3. On est donc ramené a une équation de la forme
3P —1=223 7 # 0, qui est sans solution par [50]. Donc 3|h;. De plus, par un théoreme de
Nagell-Ljunggren, on a aussi p = 5[6]. En effet, ils ont montré que si z,y, n sont solutions

de =1 = 43 il n’y a pas d’autres solution que z = 18,n = 3, si n # 5[6]. Comme ici,

—1
p # 3 et que l'on est dans le cas ou % = Y? admet une solution non triviale autre que

celle précédemment citée, on doit donc avoir p = 5[6], ainsi que p > 29 dans le cas général.

z"—1 __
z—1

déja connues, alors n admet au moins un facteur premier superieur ou égal a 29. Comme

En effet, il a été montré (voir [24]) que si y? admet une autre solution que celles

ici n = p avec p premier et p > 3, on a p > 29.[1]
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7.2.2 preuve du corollaire (7.1.4).

La démonstration est la méme que précédemment. En effet, comme X € N, si ¢ ne
D
de Nagell-Ljunggren

on a X = B2 En effet, comme (p, B) = 1, on a e = 0. Donc I’équation
XP—1
X—1
]

divise pas h

= Y7 admet une solution telle que X est un carré d’entier, en

contradiction avec [23

7.2.3 preuve du corollaire (7.1.5).

Idem que précédemment sauf qu’on utilise le théoreme 1 de [22].

7.3 Sur I’équation X? — 1 = B(r"E)".

Fixons deux nombres premiers impairs distincts p et ¢, ¢ > 8(p — 1). Supposons que

I’on puisse trouver deux entiers X, Z tels que
XP—1=BZ1,

Ientier B étant supposé avoir tous ses facteurs premiers ne valant pas 1 mod p, si B # +1.

Il existe deux entiers C' et D premiers entre eux et un entier e € {0, 1}, tels que

Xr—1 B
—pDI, X —1=—C"
~—1 = D% p

On pose u, = 5. Z désigne I'idéal de Stickelberger de K. Soit 6 € Z. Rappelons que

1
Pon définit le quotient de Fermat ¢(0) € F, via ¢! = ¢?®. Le module de Fermat I; est
défini comme les éléments positifs de Z, qui annulent le quotient de Fermat. Rappelons

quelques définitions.

Definition 7.3.1 Si © = ) . a,0; est un élément de l'idéal de Stickelberger de Q((), on
appelle poids relatif de © Uentier relatif noté ¢(©) et défini par

(1+7)0 =<(O)N, (7.15)

ou N =73 o0. Le poids de © est Uentier relatif noté W(©) et défini par W(©) = 3. a;.
La norme de 0, notée ||0|| est définie par ||0]] = >, |ail.

En particulier, on a 2W(0) = ¢(0)(p — 1).

Definition 7.3.2 Soit f(T) = >, axT* une série a coefficients complexes, et soit g(T') =
Son A" une série a coefficients positifs. On dit que f est dominée par g et on note f < q
si et seulement si Yk > 0,]ay| < Ag.
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Soit © € Z[G]. On pose

1 ©/q o .
1. f[0,T] = (1 + QT) = % au0)T*,
2. bpl0] = p"klq a]0],
3. P[Zc 77006] = Zc Nelle € Z[C]

4| 22eneoel| = X2 el
On a

Proposition 7.3.3 Soit 0 € Z[G]. On a les assertions suivantes :
1. Jal6]] < pF(=1) (1910,
2. bglf] € Z[(].
3. 0] = plB]Fmod|q].

Preuve Montrons d’abord l'assertion (1). Si § = no., alors a;[f] = —= (77/ ), dou le
™

résultat dans ce cas. On a alors f[0,T] < (1 —T)™"“. Une telle relation est stable au
produit des séries entieres. Le cas général s’en déduit.
Montrons 'assertion (2). Supposons d’abord que § = no.. Alors

blf] = - Wptanl] = L H ek

O

car Zic € Z[C]*. Raisonnons par récurrence sur le poids de . Posons 6 = 60; + 0, et
™

supposons le résultat vrai pour bg[f;],7 = 1,2. On a la relation suivante :

k
k0] = ailbr]ap—i[0s]. (7.16)
=0
On a alors

br[0] = ¢"k!p" Z a[01]ax—i[02]

=0

=30 () otwtaiele s~ 0ot < 2
(7.17)

par hypothese de récurrence.
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Montrons 'assertion (3). Supposons d’abord que 6 = no.. Alors

nle] = (L) o —a) .. (0 — alk — 1) = (wn)* [g]

TOc
Dans le cas général, on raisonne par récurrence sur le poids de 6. On pose # = 6, + 65. On
a alors
k
= qkk'pkzal [01]ax—1[02]
1=0
[k
:Z (Z) Mpta[01]¢" " (k — 1)'p" L ag_1[6,)]
1=0
= Z ( rC 'ld]
= p91]+,0 o))" = pl0])*
(7.18)
O
Soit a = (f{g Si p est premier & X — 1, ie si e = 0, on pose cx = ﬁ[p] et si

p|X — 1, ie si e = 1, on pose cx = 0. D’apres (1), il existe un idéal entier J de Z[(] tel
que ((1=9%q) = (a) = J9 Soit alors § € T+ (éléments de Z & coefficients positifs)tel que
2|5(0) (voir la définition (7.3.1)). Il existe B[] € J tel que ((C1=9%a)?) = (3[6]9). Par la
proposition (4.4.13), il existe un entier v et € = %1, tels que

(C0-92a)? = ¢l (7.19)
On a le lemme suivant :

Lemme 7.3.4 On a e¢” = 1.

Preuve Supposons d’abord que e = 0. Il existe ¢ = +1 et v € Z tels que

(¢=a)’ = ¢ B[0)7.
On a
(X =1+¢-1)% =(1+cx(¢C—1)+0O(n})).

On a alors
(Fa=1+cex(C=D)X =1+1-¢)+0O(r7)
=X —-1+1—-CH+ex(C—1)(X —1)+0(r})
=X —-1+0(m) (7.20)
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car cx(X — 1) = 1[p] et en particulier 1 — ¢ + cx(X — 1)(¢ — 1) = O(n?). On a donc
(¢xa)l = (X — 1)VO) 1 O(x2) = 1+ O(r?), car p — 1|W(#) vu que 2|s(f) par hypothese.
D’apres la relation d’Twasawa, on a aussi 8[f] = 1[n?]. Par conséquent, I'unité eC¥ vérifie
€C” = 1[r?]. Donc € = 1 et plv, ie €(¥ = 1. Supposons maintenant que e = 1. On a alors
a? = eC?B[9]?. Comme a = 1[7?] et B[0] = 1[x?] par la relation d’Iwasawa, on en déduit
eC’ = 1[r?], ie plv et e = 1.0

Donc, si 8 € Z de poids relatif pair, alors

(cU==a)’ = gl (7.21)
Montrons maintenant le lemme suivant :
Lemme 7.3.5 Soit8 €Z. On a

(1=¢)" = ¢>Op>@. (7.22)

Preuve 1l suffit de prouver (3.25) pour 6 = v, avec ¢ un élément de Fueter. Pour 1, on
a de maniére générale que ¢(¢)) =1 ie (1+ j)» = N. On a d’une part

(1= Q% = (1= =p2(1 =)™,

D’autre part
(1= Q% = (1= (7 = (P (=)0 (1 = ().

Donc
(1- O™ = PACORY) = W) 20(9),

O

Lemme 7.3.6 Le module de Fermat Iy du p-ieme corps cyclotomique contient un élément

positif de poids p — 1.

Preuve §Si Iy contient un élément de Fueter 1, alors 2i convient. Supposons que les
éléments de Fueter ne soit pas dans le module de Fermat. Soient 1), 19 deux éléments de

Fueter quelconques. Posons ¢; = ¢(1);) et

0= O-¢2¢1 + U—¢1¢2-

C’est un élément de Iy de poids p — 1.0J
On se fixe pour la suite # = 86y, ou 6y est un élément du module de Fermat de poids
p — 1 donné par le lemme précéent. On a

B100]53100] = v*. (7.23)
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En effet, on a
B[00]7B[Bo]T = a%0(+) — sCIN _ y2a.

Lemme 7.3.7 Soit 0 € TT, et soit 8’ € N[G]. Alors

B10'6] = B[o)”. (7.24)

Preuve On a

(7.25)
Comme (q,2p) = 1, on a le résultat.[]
Remarque 7.3.8 Le résultat précédent reste vrai si p = q via la relation d’lwasawa.
En particulier, avec ' = 2, et en utilisant (3.27) et le fait que 6y € I, on obtient

B[865]7 = 3[460)*

— 3[4,]1—2
S

s (C(lfe)cza)llao 8 (1

8¢

q

+ |+
TN
~L
~

S

(1+32)
(7.26)
la derniere égalité étant due au fait que (1 — )% = p* et donc ((11:5);:(; = 1. On a donc
X —1 4(1—=4)0o

Supposons que C' soit divisible par un nombre premier r # p. Soit K = Q,.(¢). C’est une
extension galoisienne de @, non ramifiée, de groupe de Galois noté D(r), d’ordre I'ordre
de r modulo p. On se place dans K. D’apres (7.27), il existe une racine g-ieme de I'unité £
telle que

X — 1)\ =9)b/q
) . (7.28)

860 = &y® 14+ ——
plstal = &5° (14 7=
La série précédente est convergente dans K car r9|X — 1. Soit £ = Q,.(£). On désigne par S

un systeme de représentants du groupe quotient G/D(r). On désigne par N, la norme de
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I'extension K/Q,. Soit S = Gal(Q,.(¢)/Q,(£)). Soit N(r,q) 'ordre de ce groupe. r et ¢ étant
fixés, on notera N cet ordre. On pose S = {04,,...,04,}. Soient 0; = 80,,(1 — j)0o,i €
{1,....,N} et 0, = 4(1 — j)og,00,i € {1,...,N}. On définit pour la suite, la matrice A

suivante :
A(o) = (br-110]) 1 <pi<n -

Posons 6 = 4(1 — j)0y. On a avec les notations de la proposition (7.3.3)
+oo
B[860) = &y~ ar[0](X — 1), (7.29)
k=0

Par la proposition (7.3.3), bi[0] € Z[¢]. Mais b;[0] = (pq)*k'ax[d]. Donc
v (k) + kb g + vr(ar]d]) > 0, (7.30)
ie, en appliquant le théoreme de Legendre
vy (axl]) > —2k. (7.31)

Comme C7X — 1 et 7’|C, on en déduit les minorations suivantes

v (ar[0](X — 1)F) > k(qv — 2), (7.32)
Soit L € N*. On a donc
L-1
62980] =) a[f)(X —1)F + O(rH2), (7.33)
k=0

Soit R(p,q) un entier tel que, A’, la sous-matrice de A formée des R-premieres lignes et
colonnes de A, soit inversible. p et g étant fixés, on pose R = R(p, ¢). Donnons un exemple

ou il est possible de choisir R > 1 :

Lemme 7.3.9 On suppose qu’il existe un entier i € {1, ce p%l} tel que

PG+ 1P —1— P

o[-

) # 0 et que r soit d’ordre pair modulo p. Alors on peut

Soit j € {1,...,1%1}. On pose

p—1
2 €j

Supposons que Im (
prendre R > 1.

J=1 1P

287



Preuve Comme (i+1)? —1—” = 0 mod p?, la proposition (4.5.15) montre que I’élément
de Fueter 1; est un élément de I¢. On peut donc prendre 0y = 2¢;. Si on ne pouvait
prendre R = 2 quelque soit le choix des a;, alors, vu que la premiere ligne de la matrice A
est constituée de 1, on aurait a;[4(1 — 7)0o] = a1[4(1 — j)oa,b] pour tout ¢. En particulier,
comme r est d’ordre pair modulo p, en prenant a; = —1, il viendrait
ar[4(1 = 7)o}’ = ar[4(1 — 5)bo).

Or, de fagon generale a1[4(1 — 7)) = —a1[4(1 — 5)6y]. On aurait donc a;[4(1 — 7)) =
c’est a dire Zm ]21 # = 0.0

Soit C(p,q) = det(A’). p et q étant fixés, on pose C' = C(p, q). Considérons le systeme

linéaire suivant R
Vk € {0,...,R—1}> Aibi[0i] = Opus, (7.34)

ou ¢; ; est le symbole de Kronecker en (i, j), ie 6; ; = 1 si i = j et ¢; ; = 0 sinon. Soit A; la
matrice de taille R? dont les colonnes sont celles de A’ sauf celle d’indice 4, qui est égale au

vecteur colonne correspondant au second membre de (7.34). Par les formules de Cramer,
\i = det . On pose

A; = det(A;) € Z[C]. (7.35)
et
R
6o) = Y NiB[80a,00). (7.36)
i=1
Comme o,, € Gal(Q,(¢)/Q,(£)), de la relation (7.29) on a
8% 90 — R(qu—2
Z ax[f b O, (7.37)

Dans la suite, le terme O, p désigne un O(rf@=2)). On pose aussi D = det(A’).

R R-1

1 " ,
@A(GO) = 21 @6[80%00]1\1- = i A ap[f](X —1)F+ 0,5

R— 1\k
= det(A)()k(k' 1) Op—1%x+ Orr
—~  (pq)
_ 1\R-1
_ det(A)(X — 1) L On

(pg) (R —1)!
(7.38)

288



Lemme 7.3.10 On a A(0y) # 0 dans les deux cas suivant
1. R=2, p=3mod4, q1h,, q||B;

2. R>1, B a un facteur premier r' premier a det(A) tel que

v (B) > 2R — v (R — 1)));

Preuve Etudions maintenant le premier cas. Supposons que 'on puisse avoir A(6y) =

0. Comme ¢|X — 1 (car ¢|B), p = 3mod4 et q { h, le théoréme (6.1.1) montre que

¢*| X — 1. Comme q||B, c’est donc que ¢|C et v,(X —1) > g+ 1. Le systéme linéaire (7.34)
q

est formel, ie que la combinaison linéaire des séries formelles ) . A; (1 + %) , a pour

premier coefficient non nul, celui d’indice R — 1. Les calculs précédents appliqués a ' = ¢
donnent (R = 2)

det(A)(X —1)
pq

— O (q2(uq(X71)72)) 7

ie
vy (D) +3> 1, (X —1) > g+ 1. (7.39)

L’inégalité de Hadamard montre que |D| < pl¢®. Cette majoration est valable pour les
conjugués de D sous le groupe Gal(Q(¢)/Q). On a donc

V(D) < (p'¢?)"".

En particulier, il vient (p < q) : v, (D) < 6(p — 1). L’inégalité (7.39) donne ¢+ 1 < 6p — 3
en contradiction avec ¢ > 8(p — 1).
Pour le second cas, A(6y) = 0 donne dans Q,(()

vy (X — 1) < 2R — v,((R — 1))).
dott
v(B) < (X —1) < 2R — v, (R — 1)),

O
Soit s un élément fixé de S,, systéme de représentants du groupe quotient G/D(r) .
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Faisons agir s sur A(6y). Comme b;[0]® = by[s0] et [[0]° = [[sb], on a

=y

.
I
_

-

det(A)*(X —
(pg)*k!

Z Ay [s07] + O, g

B
Il
o

=
-

det(A -
(pq) kkl Z)‘ "+ Onr

det(.A) (X —1)Et
— (po)* (R - 1)

ET‘
O

+Or.
(7.40)

On a donc en notant f, I'inertie de  dans 'extension Q(¢)/Q :

= [T a6

SES,

_ O( (qu—2)( 1)fT|ST‘)
=O(r (qv=2)(N— 1)(17—1))'
(7.41)
Si A(y) # 0, on en déduit

N(A(by)) > rlav=2E-DE=, (7.42)

Il nous reste a majorer A(fy). Majorons d’abord les b[¢}]. On a via la proposition (7.3.3)
sig=8(p—1):
b [0]]] < p**q" k. (7.43)

Proposition 7.3.11 (Inégalité de Hadamard.) Soit A € M, (C). Soit X; la colonne
d’indice i de A. Soit | X;| = \/X; X} la norme euclidienne standard. Alors

det(A)| < [T 1Xil- (7.44)
=1
Par (7.43), on en déduit
A = |det(A)] < (PP (R — 132D, (7.45)
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En appliquant (7.45), il vient

(R=1) L(R—9)(R—
A(Bo)] < RlyP(p?q)™ > (R — 1)z(-200, (7.46)

En combinant (7.46) et (7.42), puis en prenant le log, on trouve

(g=2)log(r)(R—1) < 8log(|D|) + (1 + %(R —2)(R— 1)) log(R) + R(R — 1)log(p(p — 1)).
(7.47)

7.3.1 démonstration du théoréme (7.1.6).

Supposons que g { h,,. En particulier ¢ { h,, donc p t X — 1 par le théoreme (1.1.1).
Comme r est d’ordre pair modulo p, en particulier r # 1 mod p. Le lemme (5.3.13) montre

donc que r?| X — 1. Il existe donc deux entiers C' et D premiers entre eux tels que

XP—1
X-1

X —1=B("0), Do

Les hypotheses du théoreme permettent de reprendre les calculs du paragraphe
précédent : I'inégalité (7.47) a lieu avec R = 2 et avec ces entiers r et D.

le théoreme (6.1.22) appliqué avec Yy = —1 montre que

2 1\’
| X] S8(gqpp—1) :

q
Comme ))((P_—11 =D%et p<gq,ona|D| <2/X|<16 (%qpﬁ> . En appliquant (7.47), on
en déduit

Comme ¢ 1 h,

pg’

_8q
r < 10-qd2.

en contradiction avec les hypotheses.

7.3.2 démonstration du théoréme (7.1.8).

Soit (p,q) un couple de deux nombres premiers impairs distincts tel que 'on puisse
choisir R > /2 + 1 (rappelons que ¢ < (p — 1)?; voir [54]). Notons C 'ensemble des ces
couples.

Supposons que ¢ { h,,- Soient X, Z des entiers tels que

XP—1=DB(r"2).
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Il existe deux entiers C' et D premiers entre eux tels que

Xr—1

X —1=B(r'C)
(C),

DI

avec |D| < 16 (%qpp%l)q. L’inégalité (7.47) montre alors

(w—QM%WXR—lké&@ODD+(L+;R—2MR—D)MMR%HMR—lﬁw@@—lm
qlog(r’)(R — 1) < 16log(|D|) + (2+ (R —2)(R — 1)) log(R) + 2R(R — 1)log(p(p — 1)).

On en déduit

161og(16) ( 1 R — 1) 41og(3)
log(r') < ——-28120) | 39 +5 + :
%0)_1ﬂ’ﬁ—1) 08(a) | 77 . T,

ie

. 16log(16) 1 4log(3)
log(r’) < m —|—64log(q)[ %} + T

d’ou le théoréme.

Remarque 7.3.12 Le choiz de la valeur R > \/g—i—l mainimise la quantité ﬁ + 5%

enR:[\/g]le.
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Chapitre 8

Deux nouvelles démonstrations de la
valeur de la signature du Frobenius
d’un corps fini; application.

8.1 Introduction et notations.

Si I est un ensemble fini d’ordre n et ¢ une permutation de I, la signature de o est
alors défini comme la signature de la permutation f~!'o f oo, ol f est une bijection de
{1,...,n} vers I. On vérifie rapidement que la valeur est indépendante du choix de f. Dans
ce chapitre, indépendant des précédents, on se propose de donner deux nouvelles preuves
de la valeur de la signature de 'automorphisme de Frobenius de F,, ¢ = p", p premier.

Théoreme 8.1.1 On pose n = 2°m ou m est un entier impair.
1. 8ip =2, alors la signature de F vaut 1 sauf st ¢ = 4.

2. Sip> 2, alors
-sis=0,¢e(F)=1;
- sis>0, etp=1mod4, alorse(F)=1;
- 518> 0, et p=3mod 4, alors e (F) = —1.

Notre premiere nouvelle preuve est beaucoup plus simple que celles déja données, en
ce sens qu’elle est directe, et ne fait pas appel par exemple au symbole de Zolotarev. Afin
de pouvoir comparer les différents démonstrations, on commencera par en rappeller deux
classiques. La premiere se base sur le symbole de Zolotarev. Elle aura pour but initial de
calculer la signature de la multiplication par n dans Z/mZ, m et n étant premiers entre eux.
Ce sera ce que 'on fait dans la deuxieme nouvelle preuve, mais on utilisera des arguments
locaux. On rappelera également celle utilisant le théoreme de Frobenius-Zolotarev. Cette

derniere ne se plagera que dans le cas p > 2.
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Enfin, dans un dernier paragraphe, en guise d’application du théoreme (8.1.1), on se
propose d’obtenir comme nouveau résultat la parité du nombre N(gq, D) de polynomes
irréductibles unitaires de degrés divisant D > 1, et a coefficients dans F, = F,». Le résultat
obtenu est le suivant :

Proposition 8.1.2 On a les assertions suivantes :
1. 8i2|n, alors N(q, D) et p ont méme parité;
2. 8i24n, alors

(a) Sip=2, alors N(q, D) est pair sauf si D =2 ;
(b) Sip>2, alors

—- N(q, D) est impair si 21 D,

~ N(q, D) est impair si 2|D et p=1mod 4,

—- N(q, D) est pair si 2|D et p = 3 mod 4.

Par exemple, si ¢ = p = 3 et D = 4, N(q, D) est pair. On peut vérifier qu'il y a 18
polynomes irréductibles de degrés 4 sur Fs, et 3 de degrés 2 donc N(3,4) = 3+3+418 = 24.

8.2 Démonstration via le symbole de Zolotarev.

Comme [}, est cyclique, calculer la signature de F revient a calculer la signature de la
permutation de Z/(q — 1)Z, qui multiplie ses éléments par p. S. Graillat se propose donc
plus généralement de calculer la signature de 7, ,, qui multiplie les éléments de Z/mZ par

n, ou m,n sont deux entiers premiers entre eux.

Definition 8.2.1 On appelle symbole de Zolotarev, que l'on note (n|m) la signature de

Tnm-
On va montrer le théoréme suivant :

Théoreme 8.2.2 (/56])

1. Pour tous entiers m impairs et n quelconques, on a (n|m) = (%)

2. Soit m un entier pair et n un entier premier avec m. Alors le symbole de Zolotarev
vérifie (n|m) = (—1)(%“)”T_1

Remarque 8.2.3 Le symbole de Zolotarev permet de donner une autre preuve de la loi de

réciprocité quadratique de Gauss.
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8.2.1 Trois lemmes auxiliaires.

Lemme 8.2.4 La signature de la permutation de Z/mZ qui a x associe x + r a pour

signature (—1)7m=1,

Preuve En effet, cette permutation est la puissance m-ieme de celle qui a x associe x+ 1.
Or cette derniere est un cycle de longueur m, donc de signature (—1)™~!. La signature
cherchée est donc (—1)"(™=1.0

Soit I un ensemble fini d’ordre n et ¢ une permutation de I. Soit f une bijection fixée
de {1,...,n} vers I. Soient a = f(i) et b = f(j) deux éléments distincts de I. On définit
sur I une relation d’ordre, en posant a < b si et seulement si ¢ < j. La permutation o
présente une inversion en (a,b) si et seulement si f~! o oo f présente une inversion en

(i,). En effet, si o présente une inversion en (a,b), alors par définition
i<j, f(o(a)) > [ (o(b)),
ie
i<j, fHe(f@) > fHe(f(),

ie f~! o 0o f présente une inversion en (i, 5). La réciproque se traite de méme. Ainsi, la
signature de o est également (—1)/™) I'ny(o) étant son nombre d’inversions. Dans le cas
ou on travaille avec un ensemble produit I x J, I, J finis, on peut prendre comme ordre,

I'ordre lexicographique droit ie
(i,j) < (i',j)Yyei<i ou i=4dj<j.

En effet, soit n (respectivement m) l'ordre de I (respectivement l'ordre de .J). Soit
Enm = {1,...,nm}. Soit x € E,,,. Soit ¢, (x — 1) (respectivement r,,(z — 1)) le quo-
tient (respectivement le reste) de la division Euclidienne de x — 1 par m. On définit alors

la bijection f de E,,, vers I x J par

f(@) = (filgm(z = 1) + 1), gs(rm(z = 1) + 1))

ou fr (respectivement g;) est une bijection de {1,...,n} vers I (respectivement est une
bijection de {1,...,m} vers J). Comme avant, si x = fr(a), y = f1(b), on pose que z < y
si a < b. Idem pour les éléments de J (avec gy au lieu de f;). Alors, si z, y sont deux entiers
de E,m, on a x < y si et seulement si f(z) < f(y) au sens lexicographique droit. En effet,

effectuons les divisions euclidiennes de x — 1 et y — 1 par m suivantes :

r—1l=gm+r, y—1=¢m+r".
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Supposons 2 < y. Alors ¢ < ¢’ ou ¢ = ¢ et r < 1’ (on ne peut avoir ¢ > ¢/, car alors
q>q +1, donc gm > ¢'m + r, d'ou x > y). Dans le premier cas, f;(q+ 1) < fi(¢ + 1).
Dans le second, on a fi(¢+1) = fi(¢ + 1), et g;(r +1) < g;(r' + 1). Dans tous les cas

flz) = (filg+1),9,(r) < f(y) = (f1(¢ + 1),9,(r")) au sens lexicographique droit. La
réciproque se traite de méme.
La signature d’une permutation de I x J va donc pouvoir se calculer en comptant son

nombre d’inversions pour l'ordre lexicographique droit. En particulier, on va montrer le

Lemme 8.2.5 Soient I, J deuz ensembles finis d’ordres respectifs |I| et |J|. Soit o (res-
pectivement T) une permutation de I (respectivement de J). Soit o X T la permutation de
1 x J définie par

o x71(i,7) = (o(2), 7(4)).
Alors

(o x 1) =€) le(r)1!.

Preuve La permutation o x 7 présente une inversion en (7, j), (', ') si et seulement si
(,7) est une inversion pour o, j, j' quelconques, ou bien i =i’ et (j, ;') est une inversion

pour 7. Le nombre d’inversions pour ¢ X 7 est donc
Inv(o x 1) = Inv(o)|J|> + Inv(7)|1]|.
Il vient alors
(o x 1) = (=17 = ¢(g)WVFe(r) = (o) le(r)1!.

0
Soient maintenant m,n deux entiers. On définit application A\ : Z/mnZ — Z/mnZ
par A\(T) = nj + i, ou i (respectivement j) est le quotient (respectivement le reste) de la

division euclidienne de z € {0,...,mn — 1} par m.

n(n—1)m(m—1)

Lemme 8.2.6 La signature de A est (—1) T

Preuve Calculons le nombre d’inversions de A. Soient x,y € {0,...,mn — 1} tels que

x < y. Effectuons leur division euclidienne par m

T =My + Jo, Y =My + Jy.
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Supposons que A présente une inversion en (z,y). Si i, = i,, alors j, < j,. Comme A
présente une inversion en (7,y), on a aussi nj, + i, < nj, + iy = nj, + iy, ie j, < j,. On a
donc i, < i, et \ présentant une inversion en (7, ), j, < j,. Inversement, si x,y sont tels
que i, < iy et j, < js, A présente une inversion en (7,%). On a donc

n(n—1)m(m —1)

Inv(\) =
() = TR,

d’ou le résultat.[]

8.2.2 Preuve du théoréme (8.2.2), cas m impair.

Dans le cas ou m est impair, on va montrer que le symbole de Zolotarev (n|m) coincide

avec le symbole de Jacobi (%)
Proposition 8.2.7 Le symbole de Zolotarev vérifie les propriétés suivantes
1. (nn'|m) = (n|m)(n'|m) ;

m2-1

2. (2[m) = (=1)" ¥,

3. (njm) =n"7 mod m si m est premier ;

Preuve

1. On a Ty m = Tpm © T/ - La signature étant un morphisme on obtient
(nn'|m) = €(Tpnm) = €(Tpm © Tprm) = €(Tpm)€(Tnr ) = (nm)(n'|m).

2. Comme m est impair : m = 2q + 1, ¢ € Z. La multiplication par 2 dans Z/mZ est

01 2---q g+1 qg+2---2¢q
0 2 4---2¢ 1 3 29— 1 )°

Le nombre d’inversions de cette permutation est donc 1 +2+---¢ = 55— = =5

3. Comme

e(Tnm) = H Tn,m (1) — Wn,m(j)’

i~

1<i<j<m
modulo m, on a donc

(Tnm) = H m _7.1‘7 = H n = nm(rg_l).

Z —_—
1<i<j<m T i<idicm

Comme n™ = n mod m on a le résultat.

297



O

Théoreme 8.2.8 Sin et m sont impairs et premiers entre eux, alors le symbole de Zolo-

tarev vérifie la loi de réciprocité quadratique

(nfm)(m|n) = (=1)

(n—=1)(m—1)
4

Preuve On définit les deux permutations o et 7 de Z/nZ x Z/mZ par
o(i,j) = (mi+j,j), 7(i,j) = (i,nj +1i).
Soit o; la permutation de Z/nZ définie par
0;(i) = mi+ j.
Par le lemme (8.2.4), n étant impair, la signature des translations est 1. Donc
€(0;) = €(Tmn) = (m[n).
Or 0 = 0, x Id. Par le lemme (8.2.5), on a donc
€(0) = (m[n)™ = (m|n),
m étant impair. De la méme fagon on trouve
e(1) = (njm).
Soit 0 : Z/mnZ — Z/nZ x Z/mZ ’homomorphisme d’anneaux du théoréeme chinois :
O(mi+j) = (mi+j,j), 0(nj+1i)=(,nj+1).
Soit A la permutation du lemme (8.2.6). On a

Aol loo=0"or.

m(m—1) n(n—1)

Mais par le lemme (8.2.6) onae(\) = (—1)" 2 = = (—1)"z "z ,metnétant impairs,

i
-
3
|

-

d’ol en passant aux signatures

|
—
3

|
—

ce qu’on voulait.[]
Lemme 8.2.9 Pour tous entiers m et m' impairs et n premier a mm’ on a

(nfm)(n|m’) = (n|mm’).
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Preuve

1. Cas ou n est impair : par le théoreme (8.2.8), on a

n—1m-—1

(nfm) = (m|n)(=1)"7 ", (nlm) = (m'|n)(=1)"7" "7
Par conséquent,
(n|m)(nlm’) = (mn)(m'In)(=1)"z "2 (=1)=2 =z

= (mm/|n)(=1) >

3
L
N
3
N
+
3\
“IL
SN——’

En appliquant le théoreme (8.2.8) a (mm/|n), il vient

(nlm)(nlm') = (nfm’) (—1) "% (22022

Comme m et m/ sont impairs, on am =2k + 1, m' =2k' + 1, et

m—1 m'—1 mm' —1

= 2k + 2k + 2Kk’
Tt + 2K + 2kK,

d’ou
(n|m)(n|m’) = (nfmm’).
2. Cas oll n est pair : n étant pair posons n = 2r, ¢ > 1, r impair. Alors
(n|m)(n|m’) = (2'[m) (2" |m") (r|m)(r|m’)
= ((2lm)(2m")" (rmm’),

car r est impair (cas étudié précédemment). Par la proposition (8.2.7)

m2+m/2 —2

(2[m)(2[m) = (=1)

2 2_ nN2_q1
m +7;1 2 et (mms)

Comme ont méme parité

(mm/)Qfl

(2Im)(2|m) = (1) = (2mm’).
Au final, on a

(nlm)(nfm’) = (2|mm/)*(rlmm) = (n|mm’),

ce qui était a démontrer.

[J On peut maintenant montrer que le symbole de Zolotarev et Jacobi coincident :

Théoreme 8.2.10 Soient m et n deux entiers premiers entre eux, m impair. Alors

(nm) = (=)

m
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Preuve Soit m = [[_, pi" la décomposition de m en produit de facteurs premiers. Par
ce qui précede, on a

(n|m) = (n| Hp H n|p;)™

=1

Mais par la proposition (8.2.7), (n|p;) = (;%)7 d’on

1) - ()
njm) = —] =(—=).
i =11(5) -G
[0 Le théoreme (8.2.2), cas m impair est donc prouvé.

8.2.3 Preuve du théoréme (8.2.2), cas m pair.

Lemme 8.2.11 Soit k > 2 un entier et n un entier impair. Alors la signature de 7, o1 est
n—1
(-1)*2.

Preuve Dans le cas k = 2, la permutation , o« est la transposition (1,3) si n = 3 mod 4
et est I'identité sinon, d’oti le lemme dans ce cas. Supposons k& > 3. Comme €(7,,/ o) =

€(Tp, 0k )€(Tp o1 ) €t (—1)71";_1 = (—1)%(—1)% il suffit de montrer le lemme pour —1 et
5 qui engendrent (Z/ 2’“Z)X
1. Cas n = —1; La permutation 7_; o« est le produit des transpositions (a, 2k — a),

1<a<2F'—1 dou
e(m_1pe) = (-1)* T = -1,

2. Cas n = 5; Soit ¢ € Z/2¥Z, ¢ # 0. Deux représentants de ¢ ont la méme valuation
2-adique et on peut donc poser v5(c) = vo(x), ot = est un représentant de c. Soit r

un entier, 1 < r < 282, Posons
={c€Z/2*L :vs(c) =1}
Comme 5 est d’ordre 272 modulo 2%, il est d’ordre 2¥~"=2 modulo 2", donc
V= {&25,. 225

De plus, V1 = {2¥7!}. Les ensembles V, sont stables par T5ok. S1 7 < k — 2, alors

75 or Testreinte a V. se décompose en produit de deux cycles de longueur Qk—r=2 .

(2’" ...2T52’“"“‘3) (—2’” ...—2T52’“"“‘3).

Enfin, restreinte & {0}, Vi_o = {2872}, ou Vi1 = {2F7'}, 75 9r est lidentité. On en
déduit que e(ms ) = 1.
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O L’entier m étant pair, posons m = 287, r impair, k > 1. Comme Z/mZ ~ Z/2*7 x 7.7,
le lemme (8.2.5) et le lemme précédent montrent

(nfm) = (=1)"7" (alr)*" = (=1)*=".
Si k = 1, la signature est 1 - (n|r)?" = 1. On a donc dans tous les cas

(nfm) = (1) (#+1)

8.2.4 Signature du Frobenius.

Calculons maintenant e(F). Il s’agit de calculer (p|¢g — 1). Rappelons que l'on a déja
posé g = p", avec n = 2°m, m impair. Supposons d’abord p > 2. Alors ¢ — 1 est pair et le
théoreme précédent montre que

o(F) = (-l

Si p =1 mod 4, on trouve ¢(F) = 1.

Supposons que p = 3mod 4. Si s = 0, alors ¢ = p" = —1 mod 4, donc 2\‘15—1 +1et
e(F)=1.51s>0, alors ¢ = p" = 1 mod 4, (Q;zl + 1)7’%1 est impair et ¢(F) = —1.

Dans le cas ou p = 2, on a par le théoreme (8.2.2)

(F) =R —1)=(-1)"%
(q o 1)2 o 1 — 2n+1(2n71 o 1)
Sin>3ousin=1,¢(F)=1.Sin=2 ¢F)=-L1.

Remarque 8.2.12 On donne dans le cas p = 2, un énoncé plus simple que celui de [36].

8.3 Démonstration via le théoréme de Zolotarev dans
le cas p > 2.
8.3.1 Théoreme de Frobenius-Zolotarev.

Rappelons le théoreme de Frobenius-Zolotarev :

Théoreme 8.3.1 Soient p un nombre premier impair et V. un F,-espace vectoriel de di-

mension finie. Soit w € GL(V). Sa signature en tant que permutation de V est donnée

e(u) = <de’;(“) ) .

Pour le montrer, on peut par exemple appliquer la relation de Cartier (voir [26]).

par
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8.3.2 Démonstration du théoréme (8.1.1).

Considérons F, muni de sa structure de Fj-espace vectoriel. L’automorphisme de Fro-
benius est un endomorphisme cyclique de cet espace vectoriel. Il existe donc un élément
z de F,, tel que {z,...,F""!(x)} réalise une F,-base de F,. En se plagant dans une telle

base, on a det (F) = (—1)""!. Par le théoreme de Frobenius-Zolotarev, il vient

((F) = <detm) _ (op) et

p

Remarque 8.3.2 En fait, dans [79], les auteurs justifient [existence d’une telle base, en

utilisant le théoréeme de la base normale.

8.4 Démonstration combinatoire.

Nous proposons ici la premiere des deux nouvelles démonstrations. Elle est plus simple
que les précédentes, car on s’intéresse directement a F, que 1’on va décomposer en produits
de cycles a supports disjoints. La méthode nous oblige a séparer les cas p pair et impair.

Les calculs étant similaires, on détaillera seulement le cas p > 2.

8.4.1 Cas ou p est impair.

On pose n = 2°m ou m est impair, et s > 0. Supposons d’abord s > 0. Comme m est
impair, F et 7™ ont la méme signature. Le corps invariant par G = F™ est F,m. Pour
simplifier, on pose ¢ = p™. Soit t un entier tel que ¢ € [1,...,s]. Soit x € Fpot = F o1
La G-orbite de x sous G est donc de longueur 2!. Comme qut — qutq est de cardinal

t t—1 . , ot ot—
¢* —¢* , la permutation G se décompose donc en T

G vaut I'identité sur F,. Comme la signature d’'un cycle de longueur [ est (—1)""!, on en

cycles de longueur 2¢. De plus,

déduit que la signature de G est :

t t—1
q2 *‘12
t

e(G) = (-1)X= " @2'-1)

t t—1
Il nous reste donc a étudier la parité de Y ;_, %(Qt — 1). La parité du quotient
t—1

t
? —¢

) ot=1 .
5t est, celui de ‘12—t1. On a le lemme suivant :

Lemme 8.4.1 Sia > 1 est un entier, alors on a ¢*° = 1 mod 2°+2,
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Preuve La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur a. Si a = 1, il n’y a rien a faire.

Supposons l’assertion vérifiée pour a > 1. On a alors :

¢ = (7)) = (14 227%2)% = 142079\ 42204432 = | mod 22,

_p"—1
==,

(] La parité de la somme précédente, est donc la méme que celle du quotient ‘1;—1
ie celle de p%l, car m est impair. Donc, si s > 0 :
—onae(F)=1sip=1mod4,
—onace(F)=—1sip=3mod4.
Sis=0,alors €(F) =¢(G) = 1.

8.4.2 Cas ou p = 2.

On suppose maintenant que p = 2, et on pose n = 2°m ou m est un entier impair. Soit
aussi ¢ = 2. Comme avant, si s = 0, ¢(F) = 1. Supposons donc s > 0. On a

ot t—1

(F) = (- T e,

Si s =1, on a en particulier

e(f) _ (_1)‘1(112*1) _ (_1)277171.
Sis =1 onadonce(F) =—-1sim =1 (cest adire ¢ = 4) et €(F) vaut 1 sinon.
(Remarquons que si ¢ = 4, F est simplement la transposition (j5%) ot 52+ j +1 = 0).

t t—1
¢ ;qf (28 — 1) est paire, c’est & dire F = 1.

Si s > 2, on vérifie que >,

8.5 Démonstration via des considérations locales.

8.5.1 Notations et quelques rappels.

On propose dans ce paragraphe, de donner une deuxieme démonstration, cette fois
formelle qui s’inspire des travaux de Zahidi sur les symboles quadratiques.( voir [81] et
[80]). On commence par rappeler quelques notations et résulats classiques.

8.5.2 Le symbole de Hilbert.

Soient k un corps de nombres, p un idéal premier de k et n > 1 un entier premier a
la caractérisique du corps résiduel de ky, le complété de & en p. On suppose dans la suite

que ky contient le groupe des racines n-iémes de 'unité ju,. Soit a € k,. Supposons que
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I’extension kp(al/ ")/ky ne soit pas ramifiée, donc cyclique. Soit oy son automorphisme de

Frobenius. On définit % comme suit :
n

a _
(_) = Y™ € o,
n
On a le lemme suivant :

Lemme 8.5.1

ot on a posé a = urn", avec ™ parametre local de k, el u unité.

Preuve Comme ky(a'/™)/k, est non ramifiée, on peut écrire a sous la forme a = ur® ot
w est un entier divisible par n, v une unité de k, et 7 un parametre local de k,. Soit w

le caractere de Teichmiiller de ky. w(u) est une racine (N (p) — 1)-itme de I'unité et o)

est une unité locale. En utilisant le lemme de Hensel, on montre en particulier que ﬁu) est

une puissance n-ieme dans k,. On a donc

a op—1
- = Yw(u) ST
).
Par définition de oy, il vient

(%) = w(u)N(ﬁr)_1 = "% mod p,

par propriété de w(u).Od

Definition 8.5.2 Soient a,b € k;. Posons a = apm@ et b = by ®). Le symbole de

Hilbert de a et b pris dans cet ordre noté (%b) est défini par

(a,b) B <_1)Vp(a)l/p(b) (ao)—up(b) (bo)l/p(a)
p P /. P/ P/n

On a la propostion suivante :

Proposition 8.5.3 Soit Kg/k, une extension finie. Soit a = N, i, (A). On a alors

(4)-(2)
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Preuve Il suffit de démontrer la proposition quand Kg/k, est non ramifiée et totalement
ramifiée. En effet, supposons la démontrée dans ces deux cas. Soit R la composante non
ramifiée de I'extension. On peut écrire a sous la forme

a = Nrr, (Nicy/m(A))

Comme R/k, est non ramifiée et K3/R totalement ramifiée, on a alors

(Tb) _ (Nn/kp (Nz;ﬁm (4)) ,b)

(- (4)

Il ne reste plus qu’a montrer que <%) = (%’) lorsque Kj/k, est non ramifiée, puis

totalement ramifiée. Supposons donc d’abord que Kjz/k, soit non ramifiée. Posons [Kj :

k,] = m. Le parametre local w de k, est donc également un parametre local de Kg. Posons
A =A@ Posons a = apm”(@. On a N, i, (Ag) = ao et vy(a) = myy(A) = mug(A).
D’apres le lemme (8.5.1), on a modulo (3 :

Ap N(B)—1 N(@p)™-1
(ﬁ = AO n = AO "
n
Np)—1

<A3+N(p)+~-+N(p)m—1> B

= (Nigyyiy (40)) 7 = (W) '

Ni (Ao) . N . N
Comme (%) et <%> sont des racines n-ieme de 'unité donc d’ordre premier a

(. 1ls sont donc en fait égaux :

(3)-(552)-3)

En particulier, pour by, comme Ng,/r, (bo) = b", il vient

- e

En revenant a la définition du symbole de Hilbert, et en utilisant (8.1) et (8.2), on obtient
la relation souhaitée.
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Supposons maintenant que 'extension Kg/k, soit totalement ramifiée. Soit II un pa-
rametre local de K. On peut prendre m = ./\/’Kﬁ/;Cp (IT). Posons A = A5 On a
ap = Nis/k, (Ao) et vp(a) = vg(A). On a modulo 3 :

m
A e W(@)-1) e W)=
? 0 0 :

Comme Kjp/k, est totalement ramifiée, il existe une unité z de k, tel que Ay = z mod f.
Soit A; un conjugué de Ay. Ay — x et Ay — = sont conjugués sur k,. En particulier, on a
Ay —x = Ay — rmod 3, c’est a dire Ay = Ag mod (. 1l vient donc :

A m WB-1) N P A
<EO> = Nk /ky (Ao)( = (%(0» - (%) .

B -E)-e)

De la méme facon, il vient :
7)-G)
—l=(—1. 8.4
<ﬂ p (84)

Soit ¢p P'unité de k, définie par m = ¢oII™. L'unité cq vérifie ¢ = (—1)™ ' mod S3. En effet,

On a donc :

soit P(X) le polynome minimal de II défini par
PX)=X"+a X"+ tam, @y = (—1)"Ng, s, (I1).

(Le degrés de P est m, car Kg/k, étant totalement ramifié, si d est le degrés de k,(II)
sur ky, on a vg (N, m, (1)) = dvg (1) = d = mu, (Ni,k, (1)) ; done d = m). Comme
a; =0 mod p et

a am,
L — 4o+ =0,

I1 1™
il vient :
% = —1 mod 8,
d’ou
T (—D)™ay, .
=—=———=(-1)" )
Co I I (1) mod [

Comme b = byr*(®) = bocgp(b)ﬂ”ﬁ(b), on obtient la relation souhaitée en utilisant aussi (8.3)

et (8.4).0
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Remarque 8.5.4 En fait, on appliquera la proposition lors du calcul de la signature du

Frobenius seulement dans le cas d’une extension non ramifiée.

Corollaire 8.5.5 Soit F'/E une extension de corps locauz, d’indice de ramification e. Soit

(), G,

Preuve Soit 7 (respectivement II) un parametre local de E (respectivement de F)).

u une unité de F. On a alors

D’apres la définition du symbole de Hilbert et la proposition (8.5.3), on a

(5, (4237,

Il existe une unité v’ telle que © = «/II°. On a alors
<u,7r) _ <u,u’H€) B (u,H)e _ (u )e
br Pr Pr pr/,

8.5.3 Le lemme d’abhyankar.

O

On rappelle et démontre le lemme suivant dit lemme d’Abhyankar :

Lemme 8.5.6 Soit K un corps local, et soient L,L' deux extensions finies de K. Soit
e = e(L|K) (respectivement € = e(L'|K)) lindice de ramification de LK (respectivement
de L' /K ). Supposons que e divise €' et que L/ K soit modérée. L’extension LL' /L' est alors

un extension non ramifiée.

Preuve Soit F (respectivement E’) la composante non ramifiée de L/K (respectivement
de I'/K). En particulier :

L/K  est totalement ramifiée
EE'/E est non ramifiée;

On a donc

[LE'/E) =[L: E]-|EE': E]
—¢(L|E) - [EE': E),
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soit [LE': EE'| = e(L|E). Comme
e(LE'|EE') = e(LE'|K) = e(LE'|L)e(L| E),
il vient

e(L|E) = [LE' : EE') = e(LE'|EE') f(LE'|EE")
— ¢(L|E)e(LE'|L)f(LE'|EE"),

et on obtient

LE'/L est non ramifiée;
LE'/EE' est totalement ramifiée;

Cette derniere est méme modérément ramifiée car e(LE'|EE") = e¢(L|E) = e. Remarquons

que par symétrie on a

L'E/L’  est non ramifiée;
L'E/EFE' est totalement ramifiée;

et cette derniere extension est de degrés ¢/.Comme LE/FEFE’ est modérée de degrés e, il
existe une uniformisante 7 de EE’ telle que LE' = EE'(x'/¢). Soit w une uniformisante
de L'E. Comme L'E/EFE’ est totalement ramifiée, il existe une unité u de L'E telle que

7 = w®u. Comme e divise ¢/, on a
LL' = L'(LE") = L'E(u'/*).

L’extension L/K étant modérée, L' L/L'E est non ramifiée. Admettons brievement ce fait.
Comme on a montré avant que L'E /L' est non ramifiée, il vient alors que L'L/L’ est non
ramifiée.

Montrons que L'L/L'E est non ramifiée. Soit en effet P(X) le polynome de L'E[X]
défini par P(X) = X¢—u et soit P(X) = X¢~u € Fpp, ot Fpp est le corps résiduel de LE'.
Soit D le corps de décomposition de P sur Fyg. Soit D I'unique extension (& isomorphisme
pres) non ramifiée de LE’ dont le corps résiduel est D. Comme la caractéristique de Fp g
ne divise pas e, le lemme de Hensel montre que P est totalement décomposé dans D. En
particulier, il contient LE'(u'/¢) qui est donc bien non ramifiée sur LE'.(]

8.5.4 Une relation quadratique.

Dans la suite on se fixe un entier e > 0 pair. Soit F//E une extension totalement et
modérément ramifiée de degrés e. Soit ¢ le cardinal du corps résiduel de E. Soit s la
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signature de la permutation de Z/eZ définit par la multiplication par ¢. On note pg 'idéal
maximal de 'anneau de valuation de E. On rappelle que si x est un élément non nul de

E on désigne par (i

pE) Ientier défini par

. 1 size E?
(—> =< —1 si E(y/x)/E est quadratique non ramifiée
Pe 0 si E(y/x)/FE est ramifiée

Il vérifie la relation suivante :

Lemme 8.5.7 S5 (i) et (i) sont non nuls, alors
PE PE

)~ Go) o)
PE PE PE)
Preuve Comme les symboles sont non nuls, en particulier 'extension E(\/z,/y)/E est

non ramifiée, et donc il en va de méme pour E(,/zy)/E. Si en fait cette extension est
triviale, xy est un carré dans E, et les extensions E(/x), E(,/y) coincident. On a donc

-@)-6) ()

Si E(y/zy)/E est quadratique, comme elle est non ramifiée et par unicité d’une telle ex-
tension, elle coincide par exemple avec E(y/x) tandis que E(,/y) est triviale. On a alors

()6

On montre maintenant le lemme suivant qui lie s au symbole précédent :

0

Lemme 8.5.8 Soit m une uniformisante de E. Il existe une unité u, de E telle que

_ — _ S

be br
Preuve Comme Uextension F'/E est totalement et modérément ramifiée de degrés e, il
existe une uniformisante w de E, telle que F = E(w'/¢). Soit N la cléture normale de F),
obtenue en adjoignant & F' une racine primitive e-ieme de 'unité . L’extension N/F est non
ramifiée car (e,p) = 1, ainsi que F(y/7)/F. En effet, sinon, 7 serait un carré dans le corps

résiduel de F', qui est celui de E. Le polynome X2 — 7 serait donc totalement décomposé

dans le corps résiduel de E. Comme ce corps est de caractéristique différente de 2, le
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polynome le serait aussi dans F', en contradiction avec [F'(y/7) : F] = 2. La composée de
N et F(y/7) est donc cyclique sur F. Soit 7 le Frobenius de 'extension N/F. En particulier,
on a 7(¢) = (. Soit 7" un générateur de Gal(N(y/7)/F) dont la restriction a N est 7.

. .\ 2
Soit ¢ la classe de (Hi<j wh/e (¢F - C9)> modulo E?. Ce représentant d est le discriminant

du polynome X¢ — w. Un tel discriminant est aussi donné par d = ee(—w)e_l(—l)@

Comme e est pair, il existe une unité u, de E telle que d = u,m mod E?.
Comme avant, on voit que les extensions F(,/u,)/E et E(vVwm—1)/E sont non ramifiées.
Donc, par définition, (%) (w;’;) #0.On a

(ﬁ)zlﬁﬂeEQ.
PE ™

Néanmoins, les deux extensions F'/FE et E((.)/E étant linéairement disjointes, il vient :

U d d
T _1<:>—eEe, — € F?
(PE) (Ce) m

On peut écrire d sous la forme d = w* ™" [, _; (¢’ — ¢9)?. Comme e est pair, il vient

LBy & Y e RGP

()~ (2)
PE() e /)
Comme wr™! est un élément de E, d’apres le corollaire (8.5.5), on a
() ()
PE©) PE ‘
Le fait que X72 soit un carré de F, est équivalent a 7 (\%) = \% Comme X € F, c’est

équivalent a (;.() TW/m — (pLF) L’élément 7, considéré comme la permutation de Z/eZ

7(X)
X

On a donc

. On a donc

qui multiplie ses éléments par qg a pour signature s =

()= () = =)

Comme F/E est totalement ramifiée, et F(vwr—!)/F est non ramifiée, ces extensions

sont linéairement disjointes. En particulier, (“’ ) ( ) En effet, d’abord, ces deux
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symboles sont non nuls. De plus, si wr! est un carré de E, en particulier, c’est un carré
de F. Inversement, s'il existe y € F' tel que wr™t = y?, alors E(Vwr~!)/E est une sous-
extension non ramifiée de F/E totalement ramifiée. Donc E(vVwn™1)/E est triviale et

y € E, c’est & dire wr ™! est un carré de E. On a donc bien <‘”§;> = (“gF > Comme w

est un carré de F' car e est pair, on a

(5)-G)-6)
(5)= ) =)

) on a s( > = 1. Supposons que
T
PF

Donc

Supposons donc que (“f) = 1. Comme s = (

[
<u7"> = —1. Si f est pair, alors on doit avoir s # (

nuls, il vient s (p%) = —1. Si f est impair, et si <1> = 1, alors on doit avoir s (p%) =—1.

, et comme ces symboles sont non

pPr
Supposons que f soit impair, et que (ﬁ) = —1. L’élément 7 est d’ordre f. En particulier,
f =1, donc s =1. On a alors s (i) = —1. On a donc bien dans tous les cas

_ — P S
PE Pr
(] D’un autre coté, on a le lemme suivant :

Lemme 8.5.9 Soit m une uniformisante de E. On a alors :

) -Go) )
PE Pr PE
Preuve Soit 7' un parametre local de E tel que F = E(n''/¢). e étant pair, 7’ est un

carré de F. Soit P(X) = X°® — «’. Son discriminant d est donné par d = (—1)z+etret,

Soit 0 la classe de d modulo les carrés non nuls de £. Comme e est pair

+1

N

§ = (=1)2"'7' mod E?.

Rappelons que 1'on a posé dans la preuve du lemme précédent 6 = u,m mod E%. On a donc
(o) - () - (55) - (5 (50)
PE PE PE PE e )
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Comme F/E est totalement ramifiée, les extensions E(vVn'nm—1)/E et F(Vn'n=1)/F sont

de méme degrés, et on a
't 't
< PE ) B ( br ) '

<7T/7T—1> (7T '1) < ™ )

~1\:*!
s=|— .
(PE)

Dans le cas qui nous intéresse, on a e = ¢ — 1 et ¢gg = p. On peut prendre ' = Q, et

Comme 7’ est un carré de F' :

O

F = E(p"/=1)). Comme p > 2, I'entier (;—;) est non nul et vaut 1 ssi —1 est un carré
modulo p. Donc

et on retrouve la relation de Graillat.

Remarque 8.5.10 Pour le calcul de <l>, on dispose de la relation suivante de Cartier

PE
(voir [26]) : soit F' un corps fini et soit V un espace vectoriel de dimension fini sur F. Soit

u un automorphisme de V.. On a alors :

w\  (det(u)
v) \ F )
FElle permet de montrer le théoreme de Frobenius Zolotarev. En effet, dans ce cas F' = F,,.

De plus, st E est un corps local dont ["idéal mazimal de l'anneau de valuation est pg, et si

x est une unité de E, alors on a

Si on prend £ = Q,, on a
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8.6 Application.

Notons par Z;(q) 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degrés d > 0 a
coefficient dans Fy. Soit i4(d) = |Z4(q)|. Soit F I'automorphisme de Frobenius de F,p. Com-
mengons par calculer e(F™). Si z et y sont deux éléments de [F,p, ils ont méme polynome
minimal sur F, si et seulement si y est dans 'orbite de = sous I'action de F". Donc, si P
est le polynome minimal de x, F™ restreint aux racines de P, devient un cycle de longueur

le degrés de P. On a donc :

e(F") = (—1)%ap (dHDiald)

Mais il est connu que 3, d - ig(d) = qP. 1l vient :
e(f)n = (—1>qD+Zd|DilZ(d) — (_1>qD+N(q,D).

Si 2|n, alors N(q, D) a la méme parité que p. Supposons n impair. Alors (—1)qD+N(q’D)

est la signature de F, automorphisme de Frobenius de F,.p. On va appliquer le théoreme
(8.1.1).

1. Cas p = 2; la signature de F est 1 sauf si nD = 2, ie N(p", D) est pair sauf si D = 2.
2. Cas p > 2; alors ¢(F) = (—1)N@".D)-1,

(a) Cas 21 D; alors €(F) =1, ie N(p", D) est impair.

(b) Cas 2|D et p =1 mod 4, alors ¢(F) =1, ie N(p", D) est impair.

(c) Cas 2|D et p=3mod 4, alors ¢(F) = —1, ie N(p", D) est pair.

La proposition (8.1.2) est prouvée.
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Résumé

Dans cette these, on étudie deux types d’équations diophantiennes. Une premiere partie
de notre étude porte sur la résolution des équations dites de Ramanujan-Nagell

Cz? + "™ D = y". Une deuxiéme partie porte sur les équations dites de Ngell-Ljunggren
ZPHyP
r+y
aux équations de la forme z? + y? = Bz9. L’équation de Catalan-Fermat (cas B = 1) fera

= p°z? incluant le cas diagonal p = ¢. Les nouveaux résultats obtenus seront appliqués

I'objet d'un traitement a part.

Mots clés : Nagell-Ljunggren, Ramanujan-Nagell, formes linéaires en deux logarithmes,
nombres de Lucas, nombres de Lehmer, diviseurs primitifs, théorie du corps de classe,
idéaux de Mihailescu généralisés, nombres de classes, idéal de Stickelberger, entiers de
Jacobi.

Abstract

In this thesis, we study two types of diophantine equations. A first part of our study is

about the resolution of the Ramanujan-Nagell equations Cz? + b*™D = y". A second part
oP+yP
T+y
case p = ¢. Our new results will be applied to the diophantine equations of the form

of our study is about the Nagell-Ljungren equations = p°z9 including the diagonal
aP 4+ y? = Bz?. The Fermat-Catalan equation (case B = 1) will be the subject of a special
study.

Key words : Nagell-Ljunggren, Ramanujan-Nagell, linear forms in two logarithms, Lu-
cas numbers, Lehmers numbers, primitive divisors, class field theory, generalized Mihailescu
ideals, class number, Stickelberger ideal, Jacobi integers.



