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Résumé. La majeure partie de cette thése est consacrée a l'inégalité de
Blaschke-Santal6, qui s’énonce ainsi : parmi les ensembles symétriques, la
boule euclidienne maximise le produit vol(K) vol(K*°), K° désignant le po-
laire de K. Il existe des versions fonctionnelles de cette inégalité, découvertes
par plusieurs auteurs (Ball, Artstein, Klartag, Milman, Fradelizi, Meyer. . .),
mais elles sont toutes dérivées de l'inégalité ensembliste. L’objet de cette
thése est de proposer des démonstrations directes de ces inégalités fonction-
nelles. On obtient ainsi de nouvelles preuves de 'inégalité de Santald, parfois
trés simples.

La derniére partie est un peu a part et concerne le chaos gaussien : on
démontre une majoration précise des moments du chaos gaussien due & Latata
par des arguments de chainage a la Talagrand.

Mots clés. Analyse fonctionnelle, inégalités, convexité, processus gaussiens.

Geometric and Functional Inequalities

Abstract. This thesis is mostly about the Blaschke-Santal6 inequality, which
states that among symmetric sets, the Euclidean ball maximises the product
vol(K) vol(K°), where K° is the polar body of K. Several authors (Ball,
Artstein, Klartag, Milman, Fradelizi, Meyer. . .) were able to derive functional
inequalities from this inequality. The purpose of this thesis is to give direct
proofs of these functional Santal6 inequalities. This provides new proofs of
Santald, some of which are very simple.

The last chapter is about Gaussian chaoses. We obtain a sharp bound for
moments of Gaussian chaoses due to Latata, using the generic chaining of
Talagrand.

Keywords. Functional analysis, inequalities, convex geometry, gaussian pro-
cesses.
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Introduction

Dans cette thése on travaille sur ’espace euclidien R". Le produit sca-
laire de deux éléments x,y de R™ est noté x -y et |z| = /z -z désigne la
norme euclidienne de z. La boule euclidienne {z € R"||z| < 1} est notée
By. La notation vol,, désigne la mesure de Lebesgue. L’exemple fondamental
d’inégalité géométrique est le théoréme suivant.

Inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik. Soient A et B deuzr sous-
ensembles compacts et non vides de R, on a

vol, (A + B)w > vol,(A)« + vol,(B)7. (1)

Cette inégalité a de multiples applications. Elle permet notamment de
résoudre le probléme de I'isopérimétrie sur R™. Soit A C R" et D la boule eu-
clidienne de méme volume que A. L’inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik
et I’homogénéité du volume impliquent

vol, (A + eBy) > (voln(A)% + evoln(B’;)%)n
= vol, (D + eBY),

pour tout € > 0. L’accroissement de volume est donc plus grand quand on
épaissit A que quand on épaissit D. En faisant tendre € vers 0, on obtient
I'inégalité isopérimétrique : parmi les ensembles de volume donné, la boule
euclidienne minimise la surface.

Soit A € (0,1), comme (Aa'/™ + (1 — A)p/")" > a*b!~* pour tous réels
positifs a et b, 'inégalité (1) implique

vol, (A + (1 — A)B) > vol,(A)* vol,(B)' . (2)

De plus, il n’est pas difficile de retrouver (1) & partir de (2) en utilisant
I’homogénéité du volume. L'inégalité (2) posséde en outre 'avantage de rester
vraie si les ensembles A ou B sont vides et de ne pas faire intervenir la
dimension. Elle permet également de deviner une version fonctionnelle de
I'inégalité de Brunn-Minkowski due a Prékopa [23, 24| et Leindler [16].
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Inégalité de Prékopa-Leindler. Soient fi, fo, f3: R — R, et A € (0,1)
tels que pour tous x et y dans R™ on ait

FsOa+ (1= Ay) > Ai@) )

/Rn I3 > (/Rn fl)/\(/Rn fz)l_A.

Naturellement si on applique ce théoréme aux fonctions indicatrices de
A, B et AA+ (1 — \)B on retrouve I'inégalité (2).

Donnons la démonstration de cette inégalité par récurrence sur la dimen-
sion. Si n = 1 on peut faire comme suit. Par homogénéité, on peut supposer
fR fi= fR fo =1, auquel cas il existe une fonction croissante x de R dans R

telle que pour tout ¢
z(t) t
/ fi(s)ds :/ fa(s) ds.
—0o0 0

Admettons que z est dérivable, en dérivant on obtient z/(t) f1(x(t)) = fa(t).
Posons z(t) = Az(t) + (1 — A)t. D’aprés Uinégalité arithmético-géomeétrique,
on a

Alors

Par conséquent

ce qu’il fallait démontrer. Dans le cas général, on peut se ramener au cas x
dérivable par un argument de densité.

Supposons que l'inégalité est vraie en dimension n — 1, on identifie R™ &
R" ! x R. Pour x € R" et i =1,2,3, on pose (f;)z: t — fi(z,t) et

Fi:zeR" s / fi(z,t)dt.
R



Fixons x,y dans R""!, on a pour tous réels s, t

(fs)retra—ny(As + (1 = A)t) > (f1)2(8)M(f2)y (),

En appliquant I'inégalité réelle on obtient
Fs(Az + (1= XN)y) > Fi(2) Fy(y)'

D’apreés ’hypothése de récurrence, il vient

[om=(f R m)
Rn—1 Rn—1 Rn—1

ce qui est le résultat par Fubini.
L’inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik est donc un cas particulier de I'in-
égalité de Prékopa-Leindler; laquelle se démontre trés facilement par récur-
rence. On voudrait copier ce modéle pour une autre inégalité géométrique
trés importante.

Soit K C R", le polaire de K est défini par

Ke={zeR"|Vye K, z-y <1}
Remarquons que B} = (B;)O.
Inégalité de Blaschke-Santalé. Soit K un corps conveze de R ayant son
centre de masse en 0, alors
vol,,(K) vol,(K°) < vol,(BY)?. (3)

Ce résultat est di a Blaschke pour les dimensions 2 et 3 et & Santalo [26]
pour le cas général. La démonstration de Santalé repose sur le calcul des
variations. Des démonstrations plus simples, par des arguments de symétri-
sation, ont été trouvées depuis par Saint-Raymond |25], puis par Meyer et
Pajor [20].

Il existe plusieurs versions fonctionnelles de cette inégalité, dues a Keith
Ball [3], Artstein, Klartag et Milman [2] ou encore Fradelizi et Meyer [11].
Enoncons le résultat de Keith Ball.

Version fonctionnelle de Santalé (Keith Ball). Soient f,g: R" — Ry
et p: Ry — Ry. Si pour tous x,y vérifiant x -y >0 on a

f(@)g(y) < p(v/Ty)* (4)

L[ o=(/[ stabas)”

et si f est paire, alors



Par exemple, si f = 1, g = 1go et p = Ly, alors (4) est clairement
vraie, ce qui montre que l'inégalité de Keith Ball implique I'inégalité de San-
talo pour les ensembles symétriques.

2

Artstein, Klartag et Milman s’intéressent au cas p(t) = e~ 7, qui pousse

a introduire la notion de polarité suivante. Si f est une fonction positive, sa

polaire est définie par

e Ty

f°:x— inf ) 5
Jof (Fy) (5)

De maniére équivalente (e_‘b)O = ¢ %%, ot L¢ est la transformée de Legendre
de ¢ :

Lo(z) = sup (z-y — o(y)).

yeR”

. . _1.2\0 _ 1.2
En particulier f° est log-concave, et remarquons que (e 2ol ) = e 2l
Dans ce cas particulier, I'inégalité de Ball s’écrit ainsi : si f est paire, alors

/n 1] s (/n e3P d2)? = (2", (6)

Cette inégalité permet elle aussi de retrouver Blaschke-Santalo dans le cas
symétrique. En effet, soit K un convexe et Nx la norme associée. L’inégalité

z -y < Ng(2)Ngo(y) < %]\Ur((ﬂ?)2 + %NKO (y)?

K)o — e 2Vke. Si K est symétrique on obtient

/ e_éNf%/ e 2Nk < (2m)"

1
. . - _=N2 . .
ce qui est le résultat, car en intégrant 15 et e 2% en polaire on obtient

_1n2 n 1 (K)
Nk — (9 VOla\ )
/ne = 7T)2voln(B§)

permet de montrer que (e_%
donc

et de méme pour K°.
Le barycentre d’une fonction f vérifiant 0 < [ f < oo et [ |z|f(z) dx < oo,

est défini par
B ff(x)x dx
[ flx)dx

Les auteurs de [2]| s'intéressent au cas non-symétrique de l'inégalité (6). Ils
démontrent qu’il suffit que le barycentre de f° soit en 0 pour qu’elle soit
vraie. Pour ce faire, il suffit de montrer qu’il existe z € R" tel que

[ 5] <

9
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en posant f.: x — f(x + z). En effet, comme (f,)°(y) = f°(y)e*?, en multi-
pliant l'inégalité 1 < e¥* —y - z par f°(y) et en intégrant en y il vient

[ rwas [ wrwa- [ wo2arm.

Si bar(f°) = 0, le dernier terme est nul et on obtient

L[ r<] ][
pour tout z.

Enfin Fradelizi et Meyer démontrent une version non-symétrique de 1'in-
égalité de Ball, dans le cas général (c’est-a dire pour n’importe quel p).

Dans ces trois articles [3, 2, 11], les preuves utilisent I'inégalité ensem-
bliste (3), soit en I'appliquant aux ensembles de niveau de la fonction f, soit
a d’autres ensembles associés a la fonction. Dans les chapitres 1, 2 et 3, on
démontre toutes ces inégalités, avec des preuves plus simples que les preuves
originelles, mais surtout directes, c’est-a dire ne faisant pas appel a I'inégalité
de Blaschke-Santal6.

On utilisera beaucoup l'inégalité de Prékopa-Leindler pour la moyenne
géométrique, ou inégalité de Prékopa-Leindler logarithmique, due a Borell [6].

Inégalité de Prékopa-Leindler logarithmique. Soient g1, g2,93: R, —
R, vérifiant g1(s)ga(t) < g3(V/st)? pour tous s,t € R,. Alors

/R+91/R+92 S(/R+93)2-

Cette inégalité s’obtient en appliquant Prékopa a fi, fo, f3, avec fi(x) =
gi(e”)e”. Pour d’autres démonstrations et applications, on peut voir |3, 8|.
Donnons le lien entre cette inégalité et I'inégalité de Santald. Soient f,g: R —
Ret p: Ry — Ry vérifiant (4). En appliquant deux fois I'inégalité précédente

on trouve
2
/ Fl g<( / p)
R, R, R,

/_f R_gé(/ﬂhp)g-

En additionnant ces deux inégalités, il vient

L1 ] o< =g (| oty
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ou f = M Remarquons que 46(1—#) atteint son maximum 1 quand 6 = %,
c’est-a diﬂie quand 0 est une médiane pour f. C’est en particulier le cas quand
f est paire, on a donc démontré 1'inégalité de Keith Ball en dimension 1. On
retrouvera aux chapitres 2 et 3 ce phénoméne d’équipartition, qui veut qu’il
se passe quelque chose quand on découpe ’espace en parties de méme mesure

pour la fonction f.
On présente ci-dessous nos travaux chapitre par chapitre.

Dans le Chapitre 1 on s’intéresse a la propriété (1), introduite par Mau-
rey dans [19]. Soit (X, u) un espace de probabilité et ¢ : X x X — Ry
verifiant ¢(z, y) = ¢(y, z) et ¢(x,z) = 0 pour tous x,y (on parlera de fonction
de coiit). Par exemple ¢ peut-étre une distance, ou le carré d’une distance.
On dira que le couple (u, ¢) vérifie la propriété (7) si toute fonction minorée

f vérifie
/e_fdp,/efmcd,u <1, (7)

ou f [c est 'inf-convolée de f et ¢ :

fBec(z) = inf (f(y) + c(x, y)) (8)
yeX
En prenant y = x dans cette définition on trouve f[c < f ce qui est raison-
nable pour espérer avoir (7) puisque par Jensen on a toujours f e~/ f ef > 1.
La propriété (1) est une propriété de concentration de la mesure. En effet,
soit (p,c) vérifiant (7) et A C X. Prenant pour f la fonction qui vaut 0 sur
A et 400 ailleurs, on a

fBe(x) =c(x, A) := inf c(z,y),

yeA

et (7) devient
1

/ec(x’A) du(z) < (A

Supposons que A est de mesure %, et que c est le carré d’une distance d. En
utilisant Markov, I'inégalité précédente montre que la mesure de I’épaissi

{z € X|d(z,A) <t}

. _ 42 . . N .
de A est au moins 1—2e~ . Ainsi, I'espace (X, u, d) posséde une concentration
gaussienne, au sens de Ledoux [15].

Maurey remarque que la mesure gaussienne vérifie la propriété (1) avec

un cofit quadratique. Soit N le carré de la norme euclidienne N(x) = |z|? et
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¢ le coit ¢(x,y) = N(x —y). Par définition de 'inf-convolée et en utilisant le
parallélogramme, on a pour tous x,y

(fBED@) = gl = fy) = 3lyl* < flo —yl* = 5l = Iyl

= 3(z +y)[*.
Ce qui montre que le triplet de fonctions
fi= /B3
fa= e i3
J3= o 2

vérifie les hypothéses de Prékopa-Leindler, avec \ = % Ainsi

/e‘f d%/efmz dy, < 1.

Autrement dit (7, §) vérifie la propriété (7). 11 est fait mention dans I'ar-
ticle [2] d’un lien entre la propriété (1) gaussienne et I'inégalité fonctionnelle
de Santal6. En effet si £ désigne la transformée de Legendre, on a

—L(f+ ) = (fOg - &

Soit f minorée et paire, en appliquant 'inégalité (6) a la fonction (paire)
e’f’%, et en utilisant 1’égalité précédente, on obtient

/e_f d%/efmg dy, < 1.

Ce qui signifie que si on se restreint aux fonctions paires, on a la propriété (1)
avec le cotit § au lieu de § (ce qui est mieux, plus le coit est grand, meilleure
est l'inégalité).

On obtient donc la correspondance suivante

Prékopa-Leindler «— Propriété (7)
Santalé fonctionnel «—  Propriété (1) paire

L’objet de cette deuxiéme partie est de démontrer directement la propriété (7)
paire pour la mesure gaussienne, sans passer par ’étape Santalé. I’approche
donne aussi une démonstration de la propriété (7) usuelle qui ne fait pas
appel & Prékopa.

La démonstration se fait en deux étapes, on montre d’abord une pro-
priété (1) pour des petites gaussiennes puis on tensorise. Le résultat pour les

12



petites gaussiennes s’obtient en faisant un développement de Taylor pour f
et fLJ5 et en utilisant I'inégalité de Poincaré : pour f suffisamment réguliére

de moyenne nulle, on a
[rans [wrpa.

On peut démontrer cette inégalité en remarquant que 'opérateur
L=A—-z-V

est auto-adjoint dans Ly(7), qu’il se diagonalise dans la base des polynomes
d’Hermite et que son spectre est N. Cette démonstration montre que si f
est de moyenne nulle et paire, alors il faut aller chercher la deuxiéme valeur

propre et on obtient
1
[ i< 195k,

Cette inégalité améliorée pour les fonctions paires (% au lieu de 1) se répercute
et explique qu’on obtienne une propriété (7) améliorée pour les fonctions
paires, avec 7 au lieu de 7.

Pour tensoriser la propriété (7) paire, on utilise un argument de symétri-
sation, méthode classique pour démontrer des inégalités ensemblistes, mais
peu utilisée pour les versions fonctionnelles. Soit K est un corps convexe de
R™ et H un hyperplan vectoriel. Soit Py la projection orthogonale sur H, et
v un vecteur unitaire orthogonal a H. Pour tout x € Py (K), I'intersection
de la perpendiculaire & H passant par z et de K est un segment, soit £y (x)
sa longueur. Le symétrisé sy(K) de Steiner de K est I'union de segments

sw()= | (a+[~2ula), Ya(@)).

zGPH(K)

C’est un outil trés important en géométrie des convexes. Comme son nom
I'indique sy (K) est symétrique par rapport a H, et il est facile de voir qu’il
est convexe. De plus, par Fubini

vol, (su(K)) :/HKH(:z:)dx:VOIn(K).

On renvoie & [5] pour une présentation plus détaillée et un certain nombre
d’applications. Dans [20], Meyer et Pajor montrent en utilisant I'inégalité
de Brunn-Minkowski-Lusternik que si K est symétrique, alors vol, (K°) <
vol, (sy(K)°). Par conséquent, le produit vol,(K) vol,(K°) augmente aprés
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symétrisation. Il est par ailleurs bien connu qu’il existe une suite (Hp)yen
d’hyperplans telle que la suite (K,),en de corps convexes définie par

Ky = sm, (- s, (s, (K)) -+ -)

converge (au sens de Hausdorff) vers la boule euclidienne de méme volume
que K. En passant a la limite dans 'inégalité

vol,, (K) vol,(K*°) < vol,(K}) vol,(K})

ils obtiennent 'inégalité de Blaschke-Santal6 pour les ensembles symétriques.

Revenons a la propriété (7). Toujours dans 'article [19], Maurey démontre
que la propriété (1) se tensorise : si (X, pu,c1) et (Y, v, ¢p) vérifient (7) alors
(X XY, u®v, ¢) aussi, avec ¢(z,y) = c1(x)+c2(y). Esquissons la démonstration
de ce fait. Soit f: X x Y — R. Pour tout y € Y posons f,: v — f(x,y) et

définissons ¢ par
e~ W) — / o~ fu(@) du(z).
X

En appliquant le propriété (1) & f,, on obtient

/ 1 ®) 1)) < o)
X
ce qui implique facilement
/ oS T) () < #Beatw).
X

En combinant cette inégalité avec la propriété (1) pour v :

/e—¢(y) dy(y)/ e (y) dv(y) < 1,
Y

Y

on obtient le résultat. Si on veut tensoriser une propriété (7) paire on est
confronté & la difficulté suivante. Rajouter I’hypothése “f paire” n’implique
pas que les fonctions f, et ¢ le soient. Cependant, remarquons que s’il existe
une fonction S f vérifiant d’une part

Sf(*ray) = Sf('ra _y> - Sf(—l’,’y)

pour tous x,y; et d’autre part

/ e‘fd(u®V)§/ e d(p@v),
XxY

XxY

| e < [ E s )
XxXY

XxXY

14



alors on obtient le résultat. Dans notre cas particulier, c’est a dire X et YV
euclidiens, i et v des mesures gaussiennes, c¢; et ¢y des cotlits quadratiques,
on exhibe une telle fonction S f en s’inspirant de la symétrisation de Steiner.

La premiére valeur propre du Laplacien donne (7), la deuxiéme donne
(7) paire, il serait tentant de continuer. A-t’on une propriété améliorée en
prenant une fonction orthogonale aux polynomes de degré inférieur ou égal a
deux 7 Nous ne connaissons pas la réponse a cette question. En effet si I’étape
“petite gaussienne” fonctionne de la méme maniére que pour les degrés 0 et
1, la tensorisation ne passe plus.

En annexe de cette partie on donne une preuve directe de I'inégalité d’Art-
stein, Klartag et Milman dans le cas pair, par récurrence sur la dimension,
en utilisant aussi un argument de symétrisation.

On démontre au Chapitre 2 l'inégalité suivante, qui améliore un tout
petit peu le résultat d’Artstein, Klartag et Milman. Si f et g vérifient la
relation de dualité

Vr,y € R", f(z)g(y) < e

et si f (ou g) a son barycentre en 0, alors

/nf 9= (2m)".

[amélioration par rapport a article [2] est qu'on ne suppose pas que la
fonction ayant son barycentre en 0 est log-concave. De plus la démonstration
est vraiment trés simple. On procéde par récurrence sur la dimension. Pour
tensoriser 'inégalité, on est confronté au méme probléme que dans le cas
pair : les marginales de f n’ont pas leur barycentre en 0. Il n'y a pas de
symétrisation dans ce chapitre, 'argument est plus naturel. Définissons les
marginales positives et négatives de f :

Fi:yeR" ! f(y,t)dt
. (9)

F :yeR" ' f(y,t)dt
R_

et définissons Gy et G_ de maniére analogue. En utilisant l'inégalité de
Prékopa-Leindler logarithmique, on a facilement

/ fff/ Gy < zeﬁ.ya
R, R, 2

pour tous x,y. Autrement dit F, et %G+ vérifient la relation de dualité, et
de méme pour F_ et G_. Si par chance on a les égalités suivantes
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0 [P [P —1ff
(ii) bar F'y = bar F_ =0,
alors d’aprés (ii) on peut appliquer ’hypothése récurrence a F et F__ il vient

/ Fo o oGo<
Rn—1 Rn—1

/ F. / G <
Rn—1 Rn—1

En additionnant ces deux inégalités, en utilisant (i) et le fait que fRn—l G+
fRn_1 G_ = fRn g, on obtient

/nf Rngé (2m)",

ce qui est le résultat. Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que
quitte & effectuer une transformation affine, c’est a dire remplacer f par
foT avec T affine, on peut toujours supposer (i) et (ii).

(2r)* !

(2m)" 1t

N oy

Au Chapitre 3 on démontre une inégalité plus générale, due a Fradelizi
et Meyer. Selon cette inégalité, étant donnée une fonction f: R™ — R, on
peut trouver un point ¢ € R” tel que pour toute g: R* — R, et p: Ry — R,
satisfaisant I’hypothése de dualité

Vr,y eR", 2.y >0= flc+2)g9(y) < p(y/z-y)* (10)

/]Rnf LIS (/ pllx]) d)*,

Dans la suite on appelle point de Santald de f un tel c. L’inégalité de Keith
Ball, citée plus haut, se traduit ainsi : si f est paire, alors 0 est un point de
Santald de f. On peut aussi s’intéresser a cette inégalité avec une fonction
p fixée et parler de point de Santal6 de f par rapport a p. Au chapitre pré-

on a

cédent, nous avons montré que si p(t) = e~z alors bar(f) est un point de
Santalé de f par rapport a p. Quand on prend un p général, il n’y a pas de
raison que le barycentre soit un point de Santald, on perd donc ce phénomeéne
linéaire qui nous avait permis de mener a bien la tensorisation au chapitre
précédent.

Rappelons qu’en dimension 1, nous avons vu que l'inégalité de Prékopa-
Leindler logarithmique entraine que toute médiane de f, c’est-a dire tout
réel ¢ vérifiant ffoo f= fc+°° f, est un point de Santal6. Essayons de démon-
trer I'inégalité de Fradelizi-Meyer par récurrence, en reprenant les idées du
chapitre précédent. On considére les marginales positive F, et négative F_
de f définies par (9). Supposons
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(1) fR"—l Py = fR"—l F_= %fR" /.

(i) II existe ¢ € R*™! qui soit un point de Santalo pour F, et F_.
Alors, il n’est pas trés difficile de voir que ¢ est un point de Santal6 de f. En
travaillant un peu plus on se rend compte qu’il suffit d’avoir une situation qui
soit une image affine de (i) et (ii) pour faire marcher les choses. Introduisons
donc la définition suivante.

Définition. Nous dirons que c est un centre pour f: R" — R, intégrable,
si 'alternative suivante a lieu. Soit n = 1 et ¢ est une médiane de f. Soit
n > 2, et il existe un hyperplan affine H séparant R" en deux demi-espaces
H, et H_, et un vecteur v non paralléle & H tels qu’en définissant

Fi:ye Hw~ fly +to)dt
Ry

F :yeHw— fy + tv) dt
R_

on ait

- H est médian pour f, au sens ou fH+f = [y, [=2%[ ]
- ¢ € H et c est un centre pour F, et [_.

Il est ensuite assez simple de démontrer par récurrence que si ¢ est un
centre pour f alors c est un point de Santal6 de f. Le théoréme de Fradelizi-
Meyer se raméne donc & montrer que toute fonction intégrable posséde un
centre.

Il se trouve que cette notion de centre a déja été étudiée par A.C. Yao et
F.F. Yao. Dans [29], ils démontrent que toute fonction continue, strictement
positive et intégrable posséde un centre. Si 'on fait abstraction des hypo-
théses techniques de continuité et de positivité (ce sera 1'objet du chapitre
suivant), toute fonction intégrable posséde un centre, et donc un point de
Santalo d’aprés ce qui précéde. D’ot le théoréme de Fradelizi et Meyer.

Il y a un moyen plus direct de voir qu’un centre est un point de Santalé.
Soient f,g,p vérifiant (10) et A un cone de la forme M(R") avec M €
GL,. En tensorisant I'inégalité de Prékopa-Leindler logarithmique, on obtient

facilement
| sesod [ away< ([ olzha), (1)

RY
o A* est le cone dual de A :

A'={yeR"|Vx e A, -y > 0}.

Remarquons que nous n’adoptons pas la définition la plus courante qui consis-
terait a remplacer “>” par “<”. Yao et Yao montrent que si ¢ est un centre
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pour f, alors il existe une partition P de R™ en 2" cones partant de ¢, qui
soient tous de méme mesure pour la mesure ayant pour densité f, et de sorte
que tout hyperplan affine évite (I'intérieur d’) au moins un des cones. De
maniére un peu plus précise la partition P de Yao-Yao vérifie

(i) les éléments de P sont de la forme ¢ + A avec A image linéaire de R’

(ii) pour tout Be P, [ f=2"" [o. f

(iii) l’ensemble {A*|(c+ A) € P} est une partition de R™.
On traduit la propriété (ii) en disant que P est une équipartition pour f. En
sommant U'inégalité (11) sur tous les morceaux de la partition, on obtient

> [ serain [ gway<2([ o)’
(c+A)ep 4 Ar R
D’aprés (ii), on a

/f(c+x)dx—2_” f
A Rr

pour chacun des cones A. De plus (iii) implique

S o= [0
/nf/n934”</]Ri

= ([ oleh ez’

ce qu’il fallait démontrer. Cette démonstration ressemble & la démonstra-
tion faite en dimension 1, prouvant que toute médiane de f est un point de
Santal6. Du point de vue Santald, le centre de Yao-Yao est donc la bonne
maniére de généraliser la médiane pour une fonction définie sur R".

On obtient donc

p(l=]) dz)

Le chapitre 4 est consacré au théoréme de Yao-Yao : étant donnée une
mesure finie y sur R™ ayant une densité continue et strictement positive, il
est possible de partitionner R™ en 2" coénes, qui soient tous de méme mesure
27" (R™) pour p et de sorte que tout hyperplan affine évite (I'intérieur d’)
une des régions. Plus précisément, les partitions de Yao-Yao sont définies de
la maniére suivante.

Définition. Si F = {c} est un espace affine de dimension 0, la seule partition
possible P = {c} est une partition de Yao-Yao et son centre est c.
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Soit E un espace affine de dimension n > 1. L’ensemble P est une partition
de Yao-Yao de E ¢’il existe un hyperplan affine F' de E, un vecteur v € E\F
et deux partitions de Yao-Yao P, et P_ de F centrées au méme point c telles
que

P={A+Ru|A€P }U{A+Rw|AEP.].
Le centre de P est par définition c.

Plusieurs remarques s’'imposent. Une partition de Yao-Yao P est une par-
tition de 'espace E au sens ot UP = E et ou les intérieurs de deux éléments
distincts de P ne se rencontrent pas (par contre leurs frontiéres peuvent s’in-
tersecter). Par exemple, 'ensemble {(—o0,0], [0, +00)} est une partition de
Yao-Yao de R, et son centre est 0. En dimension 2, les partitions de Yao-Yao
sont les partitions induites par deux droites non-paralléles.

On dira qu’une partition de Yao-Yao P est une équipartition pour p si
u(A) = 27"u(E), pour tout A € P. Yao et Yao se restreignent aux me-
sures finies ayant une densité strictement positive et continue. En dimension
1, trouver une équipartition de Yao-Yao revient a trouver une médiane ; les
hypothéses de continuité et positivité sont donc trop fortes, il est plus raison-
nable de supposer que la mesure est sans atome. En dimension supérieure, il
est naturel de considérer des mesures finies ne chargeant pas les hyperplans,
c’est ce qu’on fera dorénavant.

La notion de partition de Yao-Yao est suffisamment rigide pour vérifier
la propriété suivante. Si P est une partition de Yao-Yao de centre ¢, alors
tout demi-espace affine fermé contenant le centre ¢ contient au moins un des
éléments de P. Cette propriété, qui est facile & démontrer par récurrence sur
la dimension de F, est fondamentale. Voici un exemple d’application. Soit
une mesure finie ne chargeant pas les hyperplans et P une équipartition de
Yao-Yao pour p. Soit K un convexe vérifiant

W(K) > (1—2")u(E). (12)

D’aprés Hahn-Banach, si le centre ¢ de P n’appartient pas a K, il existe
un demi-espace affine H contenant ¢ et n’intersectant pas K. D’aprés la
propriété précédente, le demi-espace H contient alors un élément de P et
donc u(H) > 27"u(E), ce qui est contradictoire avec (12). Nous avons donc
démontré le

Lemme. Un convere K vérifiant (12) contient tous les centres de Yao-Yao
de 1.

Dans le chapitre 4 on démontre le résultat suivant, qui débarrasse le théo-
réme de Yao-Yao de ses hypothéses techniques (densité continue positive).
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Théoréme d’équipartition de Yao-Yao. Soit E un espace affine de di-
mension n. Soit u une mesure finie ne chargeant pas les hyperplans de F,
alors il existe une équipartition de Yao-Yao pour u, c’est-a dire une partition
de Yao-Yao P vérifiant p(A) = 27" u(E) pour tout A € P.

De plus, si p posséde un centre de symétrie c, alors il existe une telle
partition P centrée en c.

Siun hyperplan affine F' sépare F en deux demi-espaces Fy et F_ vérifiant
p(Fy) = p(F2) = $p(E), on dit que F est médian pour . Soit v un vecteur
non parallele & F', on définit la projection pp, de p par

ro(A) = p(A + Ryv)

pour tout sous-ensemble mesurable A de F'. Notons que si p est finie et
ne charge pas les hyperplans de E, alors pp, est finie et ne charge pas les
hyperplans de F'. Comme on I’a vu au chapitre précédent, un point ¢ € FE est
le centre d’une équipartition de Yao-Yao pour p si et seulement si ’alternative
suivante a lieu :

- si dim £ = 1, alors ¢ est une médiane pour u

- si dim £ > 1, il existe un hyperplan F', contenant ¢ et médian pour u,

et un vecteur v € E\ﬁ tels que c soit un centre de Yao-Yao pour pip,
et fp—o
En utilisant cette caractérisation des centres de Yao-Yao, on cherche a dé-
montrer leur existence par récurrence sur la dimension.

A partir de la dimension 2, méme en se restreignant & des mesures a den-
sité positive, ou plus généralement & des mesures chargeant tous les ouverts,
il n’y pas unicité du centre. Sans rentrer dans les détails, disons qu’en consi-
dérant une notion plus restrictive de centre (on parle de centre compatible
avec une base), on peut s’assurer de I'unicité du centre, pour une mesure
chargeant les ouverts.

Soit 1 une mesure finie sur un espace affine F de dimension supérieure ou
égale a 2, telle que p charge les ouverts et ne charge pas les hyperplans. Etant
donné un hyperplan F' médian pour u, on sait par hypothése de récurrence
que les mesures pp, pour tout v admettent un unique centre, il s’agit de
montrer qu’on peut trouver v tel que les centres de pp, et pp_, coincident.
Yao et Yao utilisent le théoréme de Borsuk-Ulam ; pour ce faire il faut avoir
continuité du centre de pp, en fonction de v et il faut comprendre ce qu’il
advient du centre de 1, quand on prend v trés proche de I'hyperplan F. En
utilisant le lemme énoncé plus haut, il est facile de montrer qu’il est rejeté a
I'infini dans la direction opposée a la projection de v sur F.

Notre démonstration reprend les idées de Yao et Yao, mais au lieu d’uti-
liser Borsuk-Ulam ou Brouwer, on montre que 'application qui & une direc-
tion v associe le centre de pp, vérifie certaines propriétés de monotonie, qui
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permettent de faire coincider les centres de pp, et pp_, en utilisant sim-
plement le théoréme des valeurs intermédiaires. On obtient ainsi le résultat
pour toutes les mesures finies ne chargeant pas les hyperplans et chargeant
tous les ouverts. Enfin, on enléve cette derniére hypothése par un argument
de densité.

Le chapitre 5 n’a rien & voir avec Santald. Il s’agit d’une réécriture de
'article [14] dans lequel Latala obtient une estimation précise des moments
du chaos gaussien, c’est a dire de la variable aléatoire

§ am,.“,ndgnl e gn,17

ol g1, 9o, ... est une suite de variables aléatoires gaussiennes standard indé-
pendantes. Le cas d = 1 est facile, puisque

(E|Zai9i’p)

=

1
= |al(E|g:]?)"
~ |alz\/p,

avec |al? = > a?. Dans le cas d = 2, il retrouve un résultat de Hanson et
Wright [12] qui fait invervenir les normes de Hilbert-Schmidt et d’opérateur
de la matrice a = (a;;) :

1
(E[Xai;9:9;17) 7 =~ /pllallus + pllallop-

Sans donner le résultat général, disons simplement qu’il mélange des normes
de Hilbert-Schmidt et des normes tensorielles injectives.

Dans cette estimation, c¢’est la majoration qui est délicate. Aprés quelques
manipulations, Latata se raméne a 1’étude du sup d’un processus gaussien.
Par exemple, si d = 3 il faut estimer

E sup > kY k-
(z,y)€BY x B}

Evidemment, la majoration grossiére

S

Esup Y aitiyigr < B, (3 ,aik9k)°)
1
~ (Za?jk)Q
ne donne rien d’intéressant. Posons

Px,y = Zaijkiﬁz‘ngk-
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Il est bien connu que I'estimation du sup du processus gaussien P se rameéne
a l'étude de I'espace métrique (BY x BY, d) avec
2 2
d((l’7 y)a (J’JJ y/>) = E(Pw,y - Pf'vy')
2
= > (000 (s — iy))) "

Pour estimer le sup du processus, on peut utiliser la majoration de Dudley :
il existe une constante C' universelle telle que

EsupP,, <C / V1og N (B x By, d, €) de,
0

ou le nombre d’entropie N(BY x BY, d, €) est défini comme étant le plus petit
nombre de boules (au sens de la distance d) de rayon € nécessaires pour recou-
vrir BY x BY. Renvoyons au livre de Fernique [10] pour la démonstration de
cette majoration et un certain nombre d’applications. Notons que l’estima-
tion de Dudley n’est pas précise au sens ou il existe des processus gaussiens
pour lesquels I'intégrale est sensiblement plus grande que 'espérance du sup.
Malheureusement le phénomeéne se produit ici : Latata parvient a estimer
précisément les nombres d’entropies, mais l'utilisation de la majoration de
Dudley ne donne pas le bon ordre de grandeur, il faut donc faire quelque
chose de plus fin.

L’estimation précise du sup d’'un processus en termes d’entropie métrique
a été trouvée par Talagrand, c’est le fameux théoréme de la mesure majo-
rante [27]. Depuis, Talagrand a simplifié son résultat qui ne fait plus interve-
nir de mesure. Sa théorie, qu’il appelle chainage générique, est présentée en
détails dans le livre [28]. Il se trouve que Latata n’est pas parvenu a utiliser
le formalisme de Talagrand pour résoudre ce probléme. Aprés I'estimation
entropique, il fait tout le travail de raffinement de I'estimation de Dudley a
la main. I objet de ce chapitre est donc de reprendre le travail de Latala
jusqu’a l'estimation entropique puis de bifurquer et d’utiliser le chainage gé-
nérique. On obtient ainsi une preuve un petit peu plus courte et surtout plus

lisible.
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Chapitre 1

La propriété (7) paire pour la
mesure (aussienne

The Blaschke-Santal6 inequality states that if K is a symmetric convex
body of RY then

volg(K) volg(K®) < volg(D) voly(D°) = v3, (1.1)

where vol; is the d-dimensional volume, K° the polar body of K, D the
Euclidean ball and v, its volume. It was first proved by Blaschke for dimension
2 and 3 and Santalo [26] extended the result to any dimension. K. Ball
in [3] was the first to prove a functional version of this inequality. Since
then, several authors found either improvements or other versions of Ball’s
inequality, for example Lutwak and Zhang [18|, Artstein, Klartag and Milman
[2], or Fradelizi and Meyer [11].

Ball’s inequality implies in particular the following : if F'is a non negative
even measurable function on R? then

jfﬁxx)dxjffﬂxx)dxfg(2wyt (1.2)

where F° is the polar function of F' :

e inf &
(z) = ylean F(y)

Let K be a symmetric convex body and Ng the associated norm. Defining
Fy = e_%Ni, it is easy to see that (Fx)° = Fgo. Besides, a standard compu-
tation shows that vy [ Fir = (2m)%?voly(K) and similarly for K°. Therefore,
applying (1.2) to Fg, we get (1.1). So (1.2) is a functional form of Santalo’s

inequality.
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In |2], Artstein, Klartag and Milman extend this inequality to the non even
setting : they prove that (1.2) holds as soon as the barycenter of F° is at 0
(which is true when F' is even). At the end of their paper is an interesting
remark on the property (7). This property was introduced by Talagrand and
named after him by Maurey in [19]. Here is the definition : let u be a proba-
bility measure on R? and w a weight (which is a non negative function equal
to 0 at 0). We say that (u,w) satisfies property (7) if for any non negative
continuous function f, the following inequality holds :

/ef d,u/efmw dp <1, (1.3)

where f [Jw is the infimum convolution of f and w :
fBw(z) = inf (fz+y)+wy).
yeRa

Clearly, we may replace “f > 0” by “f bounded from below”. Of course
fBw(z) < f(x) (take y = 0). In order to find f I w(zx), one is allowed to
move from z to some x + y such that f(z + y) is smaller than f(z), but the
displacement costs w(y).

Let 74 be the standard Gaussian measure on R%. For x € RY, we let |z
be its Euclidean norm and we define the quadratic cost c: z — |z|>. Mau-
rey remarked that (g4, ) satisfies property (7). It follows from the famous
Prékopa-Leindler inequality : let u,v and w be measurable functions satis-
fying w(ZY) < (u(x) +v(y)) for all x and y in RY, then

([erar)'([erar) < [eran (14

This is a reverse form of Holder’s inequality, we refer to [4] for a proof and
selected applications. Applying this inequality tou = f+5, v = —(f )+ 5
and w = § yields property (7) for the Gaussian measure.

It is pointed out in [2] that there is a strong connection between property (7)
and the functional version of Santald’s inequality. Indeed, applying (1.2) to
F = e /7% we obtain easily

/e_f dvd/efmg dyg < 1.

Hence, if we restrict to even functions we have property (7) for (v4,5) (we
gain a factor 2 in the cost). This is what we call the symmetric property (7),
and our purpose is to prove it directly. We will show that it is related to the
eigenvalues of the Laplacian in Gauss space. This will provide a new proof
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of the functional Santalé inequality, and this proof avoids using the usual
Santalo inequality (for convex sets), which was not the case of Ball’s proof.
From now on we denote by H f the function f[]7 :

Hf(x) = inf (f(z +y) + 5lyl")-

We restate the theorem we want to prove :

Theorem 1.1. Let f be an even, bounded from below and continous function

on R Then
/ef d’yd/er dyg < 1.

1.1 A “small ¢’ inequality

Definition 1.2. Let C' > 0 and € € (0, 1]. Let F(C,¢) be the class of func-
tions on R? satisfying the following properties :

(i) f is Lipschitz with constant Ce

(ii) for any z and h in R? :

fx+h)+ flz—h) —2f(x) < CEh>

This class F(C,¢) is stable under various operations. For example it is
clearly a convex set, and, if f is in F(C,¢) and u € R? then x — f(z+u) and
x+— f(—x+u) are also in F(C, €). Besides, if (f;)es is a family of functions
in F(C,¢€) and if for some xg, inf;c; fi(z¢) > —oo, then f = inf; f; is still in
F(C,e). Indeed, it is then clear that f is nowhere equal to —oo and that it
is Ce-Lipschitz. Let z,h € R? and let iy satisfy fi,(z) < f(z) +n; we have

f(x+h)+ f(x=h) =2f(z) < fi,(x + k) + fig(x = h) = 23, (x) + 21,

Applying property (ii) for f;, and letting 1 go to 0, we get the result.
Let X be a standard Gaussian vector on R? the expectation of a random
variable will be denoted by E.

Lemma 1.3. Let C > 0, for every € € (0,1], for every even function f €
F(C,e€) we have
Ee T EHIX) <1 4 Keé,

with a constant K depending on C' solely.

The proof of this lemma is based on a Taylor expansion and on a sym-
metric Poincaré inequality.
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Lemma 1.4. Let f be a smooth function in Ly(R% 7). Assume that f is
orthogonal to constants and to linear functions :

Ef(X)=0 and EXf(X)=0. (1.5)

Then
Ef(X)? < LRIV (1.6)

It is a well-known result, we recall its proof for completeness, the reader
can also have a look at [8] where a more general statement is proved.

Proof. We consider the sequence (H,)qene of the Hermite polynomials on
R<. Tt is an orthonormal basis of Ls(74) in which the (unbounded) operator

L:fs Af—x-Vf

is diagonal : for all & we have —LH, = |a|H,, where |a| = > «;. We refer
to |22, chapter 2| for details. Moreover, we have the following integration by
parts formula :

—ELf(X)g(X) = EV[(X) - Vg(X).

Let us write f = > foH,. We have —Lf = ) |a| foH, and (1.5) implies that
fo =0 when |a| = 0 or 1. Therefore

EVF(X)P=-BELf(X)f(X)=Y_lolf2>2E f(X)*,

loe|>2
which concludes the proof. Il

Proof of Lemma 1.3. In what follows, K1, K5, ... are constants that depend
only on C. Let € € (0,1] and f € F(C,¢), even. Replace f by its convolu-
tion by some even regular Dirac approximation (p,) (Gaussian for example).
Clearly p, * f is even and belongs to F(C,¢). On the other hand, since f
is Lipschitz, p, * f — f uniformly, which implies H(p, % f) — H f. Moreo-
ver, being Lipschitz, f is bounded by a multiple of 1 + |z|, and the same
holds for H f. Then e=*»*/ and e!(?»*/) are both dominated by some function
x — AePl”l. By the dominated convergence theorem, we obtain

E e (onxN(X) B oHonxf)(X) _, B o= f(X) Eer(X),
when n goes to infinity. Hence it is enough to prove the inequality when f
is C2. Moreover, the inequality does not change if we add a constant to f.

Hence we can also assume that E f(X) = 0. When f is C?, property (ii)
implies that Hessf(x) < Ce?Id for any x. Hence by Taylor’s formula
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(ii") for any z and h, f(z +h) < f(z) + Vf(z) - h+ S|
First we estimate Ee /%), We write

Ee /™) =N CEE p(x),

o)
k=0

To estimate the moments of f(X), we use the concentration property of the
Gaussian measure : if ¢ is a real valued, mean 0 and 1-Lipschitz function
on R?, then ¢(X) is close to 0 with high probability. More precisely, for any
t > 0, we have

Prob {|¢(X)| >t} < 2¢7°/2.

We refer to [15, theorem 2.5 for a proof of this statement. This yields that
there exists a universal constant M such that for any p > 1

(Eyd)(x)yp)l/p < M\/p.

Since f is Ce-Lipschitz, é is 1-Lipschitz, and it has mean 0 so the preceding
inequality applies. Thus, for k& > 3, we can bound |(—1)* E f(X)*| from above
by (MCVk)*e3. We obtain

Ee /M <14+ 1Ef(X)?+ Ké. (1.7)
In the same way, we have
Ee/M <1+ 1Ef(X)?+ Kie® and E|e/™) —1| < Kyé. (1.8)
We now deal with H f. Trying y = —V f(x) in the definition of H f, we get
Hf(x) < f(x = Vf(z)) + 3| V()
Applying (ii’) to  and h = —V f(x), we obtain
Hf(z) < f(z) = [V f(@)]* + 3V (@) + SV (@)

Remark that since f is Ce-Lipschitz, we have |V f(x)| < Ce for any z. We
obtain
Hf() < f(2) = YV F(@) + 103

Taking the exponential, and using |V f| < Ce again, we get

el f(z) < ef(:c)(l _ %|Vf($)|2 + K3E4) (1 + K4€4)
< ef@ — %|Vf(:c)|2 +3(1- TNV f(2)]? + Kzl @et,
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We take the expectation and we use (1.8), we obtain
Ee/X) <14+ 1E f(X)? - LE|VF(X)] + Keé. (1.9)
Multiplying (1.7) and (1.9) we get
Ee /M EeMN <14+ Ef(X)? - 1EIVF(X))? + Ké. (1.10)

Now we use Lemma 1.4 : since f has mean 0 and is even, it satisfies (1.5),
hence E f(X)? < 1 E|Vf(X)|?, which concludes the proof. O

Remark. Without the assumption “f even” the Poincaré inequality would
only say
Ef(X)* <E[V(X)P,

and we would be able to prove
Ee /X E/EDE® < 14 K3

In order to prove the symmetric property (7), we tensorize Lemma 1.3.
This requires various technical tools, most of which are well known to spe-
cialists. We begin with a very simple property of the class F(C,¢).

Lemma 1.5. Let Fy and Es5 be Euclidean spaces, and pu a probability measure
on Ei. Let f: F1 X Es — R be such that for any x € FE, the function
y— f(x,y) is in F(C,e). We define ¢ by

e¢>(y):/ e~ f@y) du(x).
Eq

Then, unless ¢ = —o0, ¢ belongs to F(C,e).

Proof. Property (i) is simple. We check (ii) : multiplying by —3 the inequality
flz,y+h)+ flz,y —h) < 2f(x,y) + Ce?|h|?, taking the exponential and
integrating with respect to u, we obtain

£y

ce o 1 1
5Ih? / e~ B =B gy )
Ey

Then we use Cauchy-Schwarz to bound the right hand side, we take the log
and we end up with the desired inequality for ¢. O]
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1.2 Symmetrisation

An important tool in geometry is Steiner’s symmetrisation, see [5] for de-
finition, properties and applications. In particular, it is the main idea behind
Meyer and Pajor’s proof of the Blashke-Santal6 inequality. It is thus natural,
and as far as we know this idea dates back to [2], to introduce functional
analogues of this symmetrisation.

Definition 1.6. Let E be a Euclidean space and f: E — R be continuous.
We define

Sf:x Hig}f}(%(f(u+x) + flu— 1)) + §|u|2).

The function Sf is even.

Let F,, Es be Euclidean spaces and g: F; x EF; — R. We define S;g and
Sog to be the symmetrisations of g with respect to the first and the second
variable, respectively :

Sig: - inf (5(f(u+@,9) + fu—w,y)) + Hul?),

ueln
and similarly for Ss.

Lemma 1.7. Let v be the normal distribution on E. For any continuous f

on E, we have
/e_fd'yg/e_sfd’y. (1.11)
E E

Let v1, 72 be the normal distributions on Ey and FEs, respectively. Any conti-
nuous g on Fy x Fy satisfies

/ e"9dy, @ dryy < / 5290y @ dry,. (1.12)
E1xE>5 E1xFEs5

Proof. Set f: & — f(—x). By definition of Sf, we have for every z and
u € R4

SF()+ 32 <Lf(u+2)+ L f(—z+u) + Lul* + &z

1

2
= 5 (f(ut2) + 5lut =) + 5(f(z = w) + 5]z — uf).
Let =,y € R, we apply this inequality to z = % and u = *5¥. We obtain

ShH

SH( 2 2

< L(f@) + Yz + L (Fw) + L),
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Applying the Prékopa-Leindler inequality we get (1.11).

Inequality (1.12) is the functional version of the following : if K is a centrally
symmetric convex body and K, its Steiner symmetral with respect to some
direction u then vol,(K,)° > voly(K°). This is the key argument in Meyer and
Pajor’s proof of the symmetric Santalé inequality, see [20]. Actually this idea
dates back to Saint-Raymond [25| although he considered a symmetrisation
of his own instead of Steiner’s. Let us prove (1.12). It follows from

Indeed, combining it with (1.11) we get for every y € E,

/eHg(wny) dy () = /e—(—Hg)(ﬂcay) dy ()

S/e—&( Hg(z,y)) d’h( )_/ HSag(x,y) d’Y( )

which implies (1.12). Proof of (1.13) : notations are heavy but it is straight-
forward.

2HS59(x,y) = 2nf{252g(x +u,y +v) + [u]* + v’}
:uirgi{g(x%—u,ery—I—v)+g(93+u7w—y—v)
+ |u? + |v]* + Jw[*}.
Since g is even, the latest is the same as

inf {g rH+u,w+y+v)+g(— x—u,—w+y+v)+|u|2+|v|2+|w|2}.

u,v,w

Whereas
—251(—Hyg)(w,y) = — f{(~Hg)(t + z,y) + (~Hg)(t — .y) + |t]*}
= sgp{Hg (t+z,y) + Hg(t —z,y) — [t|*}.
Hence we have to prove that for any ¢, u, v, w

Hg(t+z,y)+ Hg(t —x,y) < glz+u,w+y+v)+g(—x —u,—w—+y+v)
+ [ul® + [of* + [wl” + [t

which is clear : use twice Hg(a) — g(b) < 3]b — al®. O
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1.3 Tensorisation

Definition 1.8. Let n € N*, we define the class F,,(C, €) by induction on n :
let f be a function on (R%)", we say that f belongs to F,(C,€) if
- for every y € R% the function x € (RY)"! — f(x,y) is in F,_1(C,¢)
- for every z € (R%)"!, the function y € R? — f(z,y) is in F(C,e).

In other words F,,(C,¢) is the class of functions on R% x --- x R? that
belong to F(C,€) with respect to each coordinate separately. The crucial
point is that the class F,(C,¢) is stable under symmetrisation.

Lemma 1.9. Let f belong to F,(C,¢), set By = (RY)" and By = Re. Then
Saf also belongs to F,,(Ce).

Proof. Tt follows from the stability properties of the class F(C,¢€) that we
mentionned earlier : for every z € E; and u € Fs, the function

y= 5(fl@uty)+ flou—y)) + gl

is in F(C,€) so the same is true for the infimum over w, provided that this

infimum is not —oo, which is clear, since 1 (f(z,u +y) + f(z,u —y)) is

Lipschitz in w. Similarly, for any vy, u € Es, the function
v 5 (fl@uty) + flo,u—y) + 5luf
is in F,_1(C,€) and the same is true for the infimum over w. O

The next lemma is a tensorisation of Lemma 1.3, with the same constant

K.

Lemma 1.10. Let X4,..., X, be independent copies of X and let f be even
and in F,(C,¢€). Then

Proof. Tt is done by induction. When n = 1, it is Lemma 1.3. Let n > 2, we
assume that the result holds for n — 1. Let f: (R*)" — R be even and in
Fn(C,e). Set By = (RY" !, By =R%and X = (Xy,..., X,_1), it is a normal
vector on F;. We have to prove

Ee_f(XaXn) Eer(XvX'n) S (1 _|_ Ke)n

Let ¢ = Syf. We use Lemma 1.7, for every € E; we have : Eef(®Xn) <
E e %2/(®Xn) which implies that

Ee /X0 < g S/ (X.Xn),
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On the other hand, the second part of Lemma 1.7 gives

Eer()”(,xn) < EeHszf(X,Xn)_

Hence it is enough to prove that
Ee 9(XXn) B eHo(XXn) < (1 4 Ke), (1.14)

By Lemma 1.9, we have g € F,,(C, €). By definition of S, for every x € Ej,
the function y — ¢(z,y) is even. But as ¢ is globally even we have also
g(—z,y) = g(x,—y) = g(x,y). Hence, for any y € Ey, the function ¢¥: z —
g(z,y) is even and in F,,_;(C, €). By the induction assumption

Ee @)&) g oH(g)(X) < (14 K" (1.15)

The following computation can be found in [19], we recall it for the sake of
completeness. We define the operator H; by

Hig(w,y) = H(g")(w) = inf (9 +u,y) + 5[ul*).

We define a new function ¢ by
0 W) — Fo9(Xy)

For any = € Ej, the function y — g(x,y) is even and belongs to F(C,¢€). By
Lemma 1.5, the same is true for ¢. Hence we can apply Lemma 1.3 to get

Ee ¢Xn) el <1 4 K, (1.16)

On the other hand, inequality (1.15) implies that for any y and u in R? we

have )
EeH1g(X,y+u)+%|u|2 < e¢>(y+u)+%|u|2(1 + K€3)n71' (1.17)

Let (z,y) € By x Es. For any u € R we have Hyg(z, y+u)+3|ul> > Hg(x,y).
Hence, taking the infimum over u in (1.17), we get

E 950 < oHow) (1 4 Fed)" (1.18)
which of course implies that
EeHg(X7Xﬂ) S EeH¢(Xn) (1 + Keg)nil‘ (119)

Combining (1.19) with (1.16) yields (1.14) and the proof is complete. O
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1.4 Proof of Theorem 1.1

Let n € N, and f be an even function from R? to R belonging to F(C, 1).
Set

g: (RHY" - R
(1, ..., Tp) Hf(%ﬁ(ml‘i‘—i-xn))

It is clear that g is even and belongs to F,(C, \/iﬁ) Applying Lemma 1.10,
we obtain

E e 9(XimXn) B HolX0Xn) < (14 KLoym < 1+ % (1.20)
The convexity of the square of the norm implies that
Hy(xy, ... 2) = mlnfu f(\/LﬁZ(CCz + i) + 500 |wil?
> inf f( e+ 3w + 1LY

UL yeesUn

= Hf(\/iﬁle)

2
)

We combine this inequality with (1.20), since the random vector \/iﬁ > X
has the same law as X, we obtain

Ee /X)) R Hf(X) <1+ %’

Now we let n — oo and we get the result for f. Hence we have the inequality
for any even f in F(C,1). But this holds for any C, so we can take C' as
big as we want. In particular, we get the result for any even and C? function
with compact support. And a density argument shows that the inequality is
valid for any function that is even, continuous and bounded from below.

Remarks

It is also possible to derive the usual property (7) for the Gaussian mea-
sure from the Poincaré inequality. The function f is not assumed to be even
anymore, we use the non-symmetric version of Lemma 1.3 and then per-
form the tensorisation (just as in Section 1.3 but without the symmetrisa-
tion). Of course, this is a bit more complicated than the usual proof (using
the Prékopa-Leindler inequality) but we find it interesting to see that pro-
perty (7) has to do with the first eigenvalue of the Laplacian whereas its
symmetric version has to do with the second eigenvalue.

33



Unfortunately we are not able to go farther : what happens if f is orthogonal
to constants, linear functionals and polynomials of degree 27 Actually even
in the case of a function that is orthogonal to constants and linear functionals
our method does not give the result : we had to suppose that our function
was even, which is stronger.

Lastly, following Klartag [13], we explain how to extend the symmetric pro-
perty (7) to measures that are even and log-concave with respect to the Gaus-
sian. It is well known that property (7) is stable under 1-Lipschitz image.
Clearly, the symmetric property (7) will have the following stability pro-
perty : let p satisfy the symmetric property (7) and T" be 1-Lipschitz and
odd, then the image Tl i of p by T also satisfies the symmetric property (7).
For example, it was proved by Caffarelli (see |7]) that if a probability measure
1 is log-concave with respect to the Gaussian measure — this means that 3—5
is of the form e~V =2 for some V convex — then the Brenier map transporting
the Gaussian measure to p is 1-Lipschitz. Now suppose additionally that u
is even, the Brenier map will automatically be odd so p will be the image
of the Gaussian measure by a 1-Lipschitz odd map and thus will satisfy the
symmetric property (7). Hence probability measures that are even and log-
concave with respect to the Gaussian measure, in particular restrictions of
the Gaussian measure to symmetric convex bodies, satisfy the symmetric

property (7).

1.5 Appendix : an alternate proof of Santal6

In this appendix, we leave property (7) out and give a direct proof of the
following functional Santal6 inequality.

Theorem 1.11. Let f, g satisfy
Vz,y e R, f(z)g(y) <e ™. (1.21)
If f is even, then

|1 REos

Proof. We proceed by induction on the dimension. In dimension 1, the re-
sult follows from the following logarithmic version of the Prékopa-Leindler
inequality.

Lemma 1.12. Let ¢1, ¢o be non-negative Borel functions on R,. If every s
and t in Ry satisfy ¢1(s)da(t) < e, then

d1(s)ds [ pu(t)dt < =
Ry R4 2
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This lemma is an easy consequence of the Prékopa-Leindler inequality, its
proof is given in chapter 2. We apply this lemma twice, first to ¢;: s € R, —
f(s) and ¢o: t — ¢g(t) and then to ¢1: s € Ry — f(—s) and ¢o: t — g(—t).

We get
/ [l g<
Ry JRy

/_f R_gé

Since f is even fR+ f =[x f=3Juf Then adding the two inequalities

above we get
/f/gé%
R JR

which is the result in dimension 1.
Assume that the result holds in dimension n — 1. Let f,g: R* — R,
satisfy the hypothesis, let

[\3_|>1 o3

F(z) = f(z,s)ds

Rn—1

Gy) = /RM g9(y,t)dt.

Assume additionnally that f(x,t) = f(z,—t) for all z € R"! and t € R. Let
z,y € R" !, defining f,: t — f(z,t) and g,: t — g(y,t), we have

fa(s)gy ()™ < e

Since f, is even, the dimension 1 case yields

Fz)Gly) = / /. / gy < 2me",

for all z,y € R"~L. Since f is globally even, we also have f(—x,t) = f(z, —t) =
f(z,t), from which it follows that F is even. By the induction assumption,
we get

/ F G < 2m(2m)" .
]Rn—l Rn—l

By Fubini this is the same as

/nf Rngé(%)"
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which concludes the proof in this case. The general case shall follow from the
preceding one by a symmetrisation argument. Let

N

Sof: (x,8) e R x R sup(f(a:,s'—s)f(a:7$’+s))

s’eR

N

S1g: (y,t) ER™ ' x R ijﬂd—%ﬂﬂy+%®)~
y' ERP—

Since f is globally even, we clearly have

Sof(x,t) = Sof(x,—t) = Sof(—x,t) (1.22)

for all z,t. Moreover, the duality relation (1.21) yields

fla, 8" +8)f(x,s" = 8)g(y +y, )9y —y,1)
= (flz, s +3)g( +y,1) (f(—2, ="+ s)g(y/ — y.t))
S e—2m-y—23t 7

for all z,y,y, s, s, t. Taking suprema in s’ and y’, we obtain

Sy f(a)S1g(b) < e

for all a,b € R™. By the previous case, this, together with (1.22) implies
n Rn

On the other hand, by definition of S, f, we have

S2f(17’ ST—H)Q > f(x7 S)f(:E, _t)

for every z € R"! and s,t € R. Then the Prékopa-Leindler inequality gives

[ .= [0

for all x € R"!. Integrating again we get

/;fé/;&f

In the same way [;, g < [5. S1g. Thus the result follows from (1.23). O
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Chapitre 2

Une preuve directe de I'inégalité
de Santal6 fonctionnelle

Introduction

The Blaschke-Santalé inequality states that any convex body K in R”
with center of mass at 0 satisfies

vol,,(K) vol,,(K°) < vol, (D) vol,(D°) = v2, (2.1)

where vol,, stands for the volume, K° is the polar body of K, D the Fuclidean
ball and v, its volume. It was first proved by Blaschke for dimension 2 and
3 and Santalo [26] extended the result to any dimension. In the sequel we
use the following notation : if ¢ is a non-negative function on R" satisfying
0 < [g <ooand [|z|g(x)dr < oo, where |z| is the Euclidean norm of z,

then .
bar(g) = —fg(x)x *

-~ [g(x)dx
denotes its center of mass (or barycenter). The center of mass (or centroid)
of a measurable subset of R" is by definition the barycenter of its indicator
function.

Let us state a functional form of (2.1) due to Artstein, Klartag and Mil-
man [2]. They define a functional analogue of the polar body : if [ is a
non-negative Borel function on R", the polar function of f is

e Y
f°:x+— inf

vekn f(y)
Equivalently (e=?)” = e #¢, where £¢ is the Legendre transform of ¢ :

Lo(x) = sup (z-y— o).
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The function f° is in particular log-concave. Here is their result.

Theorem 2.1. If f is a non-negative integrable function on R™ such that f°
has its barycenter at 0, then

[ @y [ )y < (20

In the special case where the function f is even this result dates back to
Keith Ball [3]. In the present paper we prove the following :

Theorem 2.2. Let f and g be non-negative Borel functions on R™ satisfying

Ve,y e R*,  f(x)g(y) <e Y. (2.2)
If f (or g) has its barycenter at 0 then
flayde | glu)dy < (2n)" (2.3
R n

This is slightly stronger than Theorem 2.1 in which the function that has
its barycenter at 0 should be log-concave. We now derive from Theorem 2.2
an improved Blaschke-Santalo inequality, obtained by Lutwak in [17], with a
completely different approach.

Corollary 2.3. Let QQ be a star-shaped (with respect to 0) body in R™ having
its centroid at 0. Then

vol, (Q) vol,(Q°) < v2. (2.4)

Proof. It L is a star-shaped body in R™ we let Np(z) = inf{r > 0|z € rL}
be its gauge and
o v ER" —e” L(@)/2,

Integrating ¢ and 1, in polar coordinates we obtain

or(z)dr = ¢, vol, (L) (2.5)

R
for some constant c¢,, depending only on the dimension. Replacing L by the
Euclidean ball we get ¢, = (27)"?v;!. Similarly

/n xqﬁL(x)dx:c;/L:cdx.

Thus if L has its barycenter at 0 then so has ¢r. Let f = ¢g and g = ¢¢e,
then bar(f) = 0 and (2.2) holds since for any x,y € R" :

2y < No(2)Ngs(y) < §Ng(2)? + 5Noo(y)°.

Thus Theorem 2.2 applies, we obtain (2.3), which combined with (2.5), yields
(2.4). O
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2.1 Main results

We now state our main theorem. A similar result concerning convex bodies
(instead of functions) was obtained by Meyer and Pajor in [21].

Theorem 2.4. Let f and g be non-negative Borel functions on R™ satisfying
(2.2). Assume that f has a barycenter. Let H be an affine hyperplane, H, H_
the two half-spaces separated by H and let A € [0, 1] be defined by )\fRn f=
fH+ f. Then there exists z € H such that

(gt [ geray < g 26)

In particular, in every H which splits the space into two half-spaces of equal
measure with respect to the density f, there is a zy such that

R f(z)dx / . g(y)e’ 0 dy < (2m)". (2.7)

Theorem 2.2 follows easily from the latter.

Proof of Theorem 2.2. Let f,g satisfy (2.2). Assume for example that g has
its barycenter at 0. Then 0 cannot be separated from the support of g by
a hyperplane, so there exists x1,...,2,4+1 € R" such that 0 belongs to the
interior of conv{z,...,x,41} and g(z;) > 0 for i = 1...n + 1. Letting
|z|| = max(x - z;|i =1...n+ 1) we obtain from (2.2)

f(z) < Ce™ llzll

for some C' > 0 and for every x € R". We can also assume that [ f > 0,
otherwise the result is obvious. Then f has a barycenter and we can apply
Theorem 2.4. There exists zp € R"™ such that (2.7) holds. Integrating with
respect to g(x)dx the inequality 1 < e** — x - z5 we get

/n g(x)dx < /n g(z)e"* dx — /n(x . 20)g(x) dz.

Since bar(g) = 0, the latter integral is 0 and we obtain

fosaes Lo
R

which, together with (2.7), yields (2.3). O



In order to prove Theorem 2.4, we need a simple one-dimensional lemma,
sometimes called ‘Prékopa-Leindler’s inequality for the geometric mean’. Let
us first recall the Prékopa-Leindler inequality, which is a functional form of
the famous Brunn-Minkowski inequality, see for instance [4] for a proof and
selected applications. If f, g, h are non-negative and integrable functions on
R satisfying f(x)*g(y)'™ < h(Ax + (1 —\)y) for all z,y in R and for some
fixed A € (0,1), then

([ s ([ ) [ e

Here is the one-dimensional lemma :
Lemma 2.5. Let ¢q, ¢o be non-negative Borel functions on R,. Assume that
01(8)p2(t) < e for every s, t in Ry, then
T
Ry R,
Remark. Inequality (2.8) is to be understood with the convention 0 x oo = 0.
However, unless ¢; or ¢ is identically 0 on R, both ¢; and ¢, are integrable.

Proof. Tt is an easy consequence of the Prékopa-Leindler inequality : let
f(s) = ¢i(e®)e’, g(t) = go(el)e! and h(r) = exp(—e* /2)e". For all s,t € R we

have \/f(s)g(t) < h(%2), hence by Prékopa [, f [o9 < (Ju h)z. By change
of variable, this is the same as

- ¢1(s)ds . bo(t) dt < (/}R+ ot?/2 du>2, .

2.2 Proof of Theorem 2.4

It is done by induction on the dimension. Let f and g be non-negative
Borel functions on the line, with 0 < [ f < oo, and satisfying f(s)g(t) < e *
for any s,t € R. Clearly we can assume that [ f = 1. Let » € R and
A= [*f €0,1]. Setting ¢1(s) = f(s + r) and ¢o(t) = g(t)e™, we have
&1(8)2(t) < e for any s,t > 0. Applying Proposition 2.5 we obtain

/TOO £(s) ds /Ooog(t)e” at<’

hence

> 1
"t < —2r.
/0 g(t)e™d < o2
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Similarly, working with ¢1(s) = f(—s +r) and ¢o(t) = g(—t)e™"", we obtain

0
1
rt <
/Oog(t)e dt < T )\)277'.

Adding the last two inequalities we get (2.6) for dimension 1.

Assume the theorem to be true in dimension n — 1. Let f, g satisfy the
hypothesis, and again assume that [ f = 1. Let u be the probability measure
on R™ whose density is f. Let H be an affine hyperplane which splits the space
into two half-spaces H, and H_ and let A = u(H,). Provided that A\ # 0,1
we can define by and b_ to be the barycenters of iy, and py_, respectively.
Since p(H) = 0, the point b, belongs to the interior of H,, and similarly
for b_. Hence the line passing through b, and b_ intersects H at one point,
which we call z (see the figure).

by
H o 'lU+
N
/, Z H
H_ /!
b_
Let us prove that

Let L be the hyperplane parallel to H passing through 0. Let us choose an
orthonormal basis e1,...,e, such that L = ¢} and (by — 2) - e, > 0. Let
L,={zeR"|z-¢e,>0}and L_={z € R"|z-e, <0}. Set

b+—Z

T (b-l-_z)'en’

and

Fi:yelw— f(z+y+svy)ds.
Ry

If A is the linear operator on R™ that maps e, to v, and e; to itself for
t=1...n—1 then, by Fubini

/ Fi(y)dy = f(z + Azx) da.
L Ly
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Since z + AL, = H, and A has determinant 1, the latter is equal to fH+ f=
A. Let us check that F'y has its barycenter at 0. Introducing the projection
m with range L and kernel Ru,, we get

X bar(F,) = /

Ly

m(Az)f(z + Az)dx = 7'('(/

Ly

(Az)f(z + Ax) dx).
The same change of variable as before yields

/L (A2)f(= + Az) da = / (z — ) f(z) dz = A(bs — 2).

Hy

Hence bar(F,) = m(b; — z) and this is 0 by definition of . Let B = (A71)?,
since Ay, is the identity we have Be, = e,. Let us define

G,:yeLw— g(By + te, e By +ten) .
Ry

By definition Az - B2’ = x - 2’ for all z, 2’ € R", so
(y+svi) (By +te,) =y -y +st
for all s, € R and y,4" € L. Hence
f(Z Tyt SU+)g(By/ + ten)ez~(By'+ten) < e~ sty Y
Applying Lemma 2.5 to ¢1(s) = f(z +y + svy) and
Go(t) = g(BY + te,)e” BV Hen)tvy'

we get
Fe(y)Galy) < 5e v, (2.10)

for every y,y’ € L. Recall that bar(F,) = 0, then by the induction assump-
tion (which implies Theorem 2.2 in dimension n — 1)

La@@éamwz<mw. (2.11)

SE

We have already seen that fL F, = X and again by Fubini

/LG+(y) dy = /L+ 9(Bx)e* " du.
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So (2.11) is the same as

/L+ g(Bz)e* P dx < 4)\(27r)”. (2.12)

Ry
G :yel — g(By' — te,)e* By ~ten) gy
Ry
we obtain )
/ o(Ba)e e da < s (o) (2.13)

Adding (2.12) and (2.13), we obtain [, g(Bz)e” 5% dz <

yields (2.9) since B has determinant 1.
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Chapitre 3

Partitions et inégalités de Santalo
fonctionnelles

Introduction
If A is a subset of R™ we let A° be the polar of A :
A ={zeR"|Vye A, z -y <1},

where z - y denotes the scalar product of  and y. We denote the Fuclidean
norm of x by |z| = /z - z. Let K be a subset of R" with finite measure. The
Blaschke-Santalé inequality states that there exists a point z in R” such that

vol,,(K) vol, (K — 2)° < vol,(D) vol,(D°) = v2, (3.1)

where vol,, stands for the Lebesgue measure on R”, D for the Euclidean ball
and v, for its volume. It was first proved by Blaschke in dimension 2 and
3 and Santalé [26] extended the result to any dimension. We say that an
element z of R™ satisfying (3.1) is a Santalé point for K.

Throughout the paper a weight is an integrable function p : R, — R, such
that for any n, the function = — p(|z|) is integrable on R™.

Definition 3.1. Let f be a non-negative integrable function on R", and p
be a weight. We say that ¢ € R" is a Santal6 point for f with respect to p if
the following holds : for all non-negative Borel function g on R”, if

Ve,y eR", z-y>0 = flc+az)g(y) < p(\/x_-y)Q, (3.2)

then

[ty [ gty < ([ el ds)’ (53)
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Heuristically, the choice of the weight p gives a notion of duality (or
polarity) for non-negative functions. Our purpose is to give a new proof of
the following theorem, due to Fradelizi and Meyer [11].

Theorem 3.2. Let f be non-negative and integrable. There erists ¢ € R"
such that c is a Santalo point for f with respect to any p. Moreover, if [ is
even then 0 is a Santalo point for f with respect to any weight.

The even case goes back to Keith Ball in [3], this was the first example
of a functional version of (3.1). Later on, Artstein, Klartag and Milman [2]
proved that any integrable f admits a Santald point with respect to the
weight ¢ — e /2, Moreover, in this case the barycenter of f suits, as shown
in Chapter 2. Unfortunately this is not true in general ; indeed, taking

f =120 + 410y
g=1os50 + il(o,l)
p =11,

it is easy to check that f has its barycenter at 0, and that f(s)g(t) < p(\/§)2
as soon as st > 0. However

/Rf(s)ds/Rg(t)dt:g>4: (/Rp(|r|)dr)2.

To prove the existence of a Santalé point, the authors of [11] use a fixed point
theorem and the usual Santalo inequality (for convex bodies). Our approach
is based on a special form of the Prékopa-Leindler inequality and on a class
of partitions of R" introduced by Yao and Yao [29].

Lastly, the Blaschke-Santal6 inequality follows very easily from Theorem 3.2 :
we let the reader check that if ¢ is a Santal6 point for 1 with respect to the
weight 1 ;) then ¢ is a Santal6 point for K.

3.1 Yao-Yao partitions

In the sequel we consider real affine spaces of finite dimension. If F is
such a space we denote by E the associated vector space. We say that P is a
partition of ' if UP = FE and if the interiors of two distinct elements of P do
not intersect. For instance, with this definition, the set {(—o0, a, [a, +00)} is
a partition of R. We define by induction on the dimension a class of partitions
of an n-dimensional affine space.
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Definition 3.3. If £ = {c} is an affine space of dimension 0, the only possible
partition P = {c} is a Yao-Yao partition of F, and its center is defined to be
c.

Let E be an affine space of dimension n > 1. A set P is said to be a Yao-Yao
partition of E if there exists an affine hyperplane F of F, a vector v € E\ﬁ
and two Yao-Yao partitions P, and P_ of F' having the same center c such
that

P={A+Rou|AcP }U{A+R.0|AcP,},

The center of P is then z.

If A is a subset of E, the notation pos(A) stands for the positive hull of
A, that is to say the smallest convex cone containing A.
A Yao-Yao partition P of an n-dimensional space E has 2" elements and for
each A in P there exists a basis vy, ..., v, of E such that

A =c+pos(vy,...,u,), (3.4)

where c is the center of P. Indeed, assume that P is defined by F,v, P, and
P_ (see Definition 3.3). Let A € P, and assume inductively that there is a
basis vy, ..., v,_1 of F such that A = c+pos(vy,...,v,-1). Then A+ R v =
¢+ pos(v, vy, ..., Vp_1)-

A fundamental property of this class of partitions is the following

Proposition 3.4. Let P be a Yao-Yao partition of E and c its center. Let
¢ be an affine form on E such that {(c) = 0. Then there exists A € P such
that £(x) > 0 for all x € A. Moreover there is at most one element A of P
such that {(x) > 0 for all x € A\{c}.

Proof. By induction on the dimension n of E. When n = 0 it is obvious,
we assume that n > 1 and that the result holds for all affine spaces of
dimension n — 1. Let ¢ be an affine form on E such that ¢(c) = 0. We
introduce F, v, P,,P_ given by Definition 3.3. By the induction assumption,
there exists A, € P, and A_ € P_ such that

Vye AL UA_ ((y) > 0.

If {(c+v) >0 then {(z +tv) > 0 forall z € A, and t € Ry, thus ¢(z) >0
for all z € A, + R,v. If on the contrary ¢(c + v) < 0 then ¢(x) > 0 for all
x € A_ + R_v, which proves the first part of the proposition. The proof of
the ‘moreover’ part is similar. O]

The latter proposition yields the following corollary, which deals with
dual cones : if C'is cone of R” the dual cone of C' is by definition

C*={yeR"|\VeeC, z-y>0}.
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Corollary 3.5. Let P be a Yao-Yao partition of R"™ centered at 0. Then
Pr.={A"|AeP}
15 also a partition of R™.

Actually the dual partition is also a Yao-Yao partition centered at 0 but
we will not use this fact.

Proof. Let x € R" and ¢ : y € R" — x - y. By the previous proposition there
exists A € P such that ¢(y) > 0 for all y € A. Then z € A*. Thus UP* = R".
Moreover if x belongs to the interior of A*, then for all y € A\{0} we have
¢(y) > 0. Again by the proposition above there is at most one such A. Thus
the interiors of two distinct elements of P* do not intersect. 0

We now let M(E) be the set of Borel measure p on F which are finite
and which satisfy u(F) = 0 for any affine hyperplane F'.

Definition 3.6. Let p € M(FE), a Yao-Yao equipartition P for u is a Yao-
Yao partition of E satisfying

VAEP, uA) =2"uE). (3.5)

We say that ¢ € F is a Yao-Yao center of pu if ¢ is the center of a Yao-Yao
equipartition for u.

Here is the main result concerning those partitions.

Theorem 3.7. Let u € M(R"™), there exists a Yao-Yao equipartition for p.
Moreover, if i is even then 0 is a Yao-Yao center for p.

Up to some extra technical hypothesis on the measure, this is due to A.C.
and F.F. Yao [29]. We refer to the following chapter for a proof of this very
theorem.

3.2 Proof of the Fradelizi-Meyer inequality

In this section, all integrals are taken with respect to the Lebesgue mea-
sure. Let us recall the Prékopa-Leindler inequality, which is a functional form
of the famous Brunn-Minkowski inequality, see for instance [4] for a proof and
selected applications. If o1, o, ©3 are non-negative and integrable functions
on R" satisfying ¢1(7)*p2(y)* < ws3(Az + (1 — \)y) for all z,y in R™ and
for some fixed A € (0,1), then

(/n%y(/nw)us/n%.
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The following lemma is a useful (see [11, 3]) logarithmic version of Prékopa.
We recall the proof for completeness.

Lemma 3.8. Let fi, fa, f3 be non-negative Borel functions on R’} satisfying
2
fi(@) fa(y) < (f(\/%yl, oy v%%)) :

for all x,y in R?. Then

/ifl/ifzg(/mfﬂg)?- (3.6)

Proof. For i =1,2,3 we let

Then by change of variable we have

/ gi = fi-
n Ri

On the other hand the hypothesis on fi, fs, f3 yields

91(2)g2(y) < gs(5Y),

for all z,y in R™. Then by Prékopa

/ngl/ng2§ </Rng3)2_ 0

Theorem 3.9. Let f be a non-negative Borel integrable function on R™, and
let ¢ be a Yao-Yao center for the measure with density f. Then c is a Santalo
point for f with respect to any weight.

Combining this result with Theorem 3.7 we obtain a complete proof of
the Fradelizi-Meyer inequality.

Proof. 1t is enough to prove that if 0 is a Yao-Yao center for f then 0 is a
Santal6 point. Indeed, if ¢ is a center for f then 0 is a center for

fe:x— flc+x).

And if 0 is a Santalé point for f. then ¢ is a Santal6 point for f.
Let P be a Yao-Yao equipartition for f with center 0. Let g and p be such
that (3.2) holds (with ¢ = 0). Let A € P, by (3.4), there exists an operator
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T on R"™ with determinant 1 such that A = T(R%). Let S = (T!)*, then
S(R7) =A*. Let fi = foT, fo=goS and f3(z) = p(|z]). Since for all z,y
we have T'(z) - S(y) = x - y, we get from (3.2)

@) fa(y) < p(VT-y)* = (VT - VEaga)?,

for all ,y in R%. Applying the previous lemma we get (3.6). By change of

variable it vields
INIRE (/Rip(\xbdx)Q.
S [ a2 ([ stahas)” 7

AeP

Therefore

Since P is an equipartition for f we have for all A € P

/Af_2‘" ]Rnf‘

By Corollary 3.5, the set {A*, A € P} is a partition of R™, thus

> [o=]o

AeP

Inequality (3.7) becomes

Jot fo=e(l,

and of course the latter is equal to ([5. p(|z]) dx)Q. O

pllal)dr)’

n
+
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Chapitre 4

Partitions a la Yao et Yao

Introduction

In [29], A.C. and F.F. Yao show that for any probability measure p on R",
having a density which is continuous and bounded away from 0, it is possible
to partition R™ into 2" regions of equal measure for u, in a way that every
affine hyperplane of R™ avoids at least one of the regions. This theorem was
designed for computational geometry purposes but it turned out to be useful
in other areas of mathematics. For instance, the authors of [1] use it to prove
Ramsey type theorems and in the previous chapter we show a connection
with the Blaschke-Santal6 inequality.

The proof of Yao and Yao is by induction on the dimension and uses the
Borsuk-Ulam theorem. The purpose of this paper is to show that the Yao-Yao
theorem can be obtained in a much more concrete way, by applying the real
intermediate values theorem again and again. Of course this proof is longer,
but we believe that it gives a better understanding of the structure of the
Yao-Yao partition. Also we are able to get rid of the technical assumptions
(1 having a continuous density bounded away from 0) which are annoying for
applications. The article [29] being very sketchy, we intend to give (almost)
every detail.

The paper deals with finite dimensional real affine spaces; if E is such a
space, E denotes the associated vector space. We say that P is a partition
of E if UP = E and if the interiors of two distinct elements of P do not
intersect. For instance, with this definition, the set P = {(—o0, a], [a, +00)}
is a partition of R.

Definition 4.1. If F = {z} is an affine space of dimension 0, we say that P
is a Yao-Yao partition of E if P = {z} and we define the center of P to be
z.
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Let E be an affine space of dimension n > 1. We say that P is a Yao-Yao
partition of E if there exists an affine hyperplane F' of E, a vector v € E\F
and two Yao-Yao partitions P; and P_; of F' having the same center x such
that

P—{A+Rou|AcP JU{A+Rw|AeP},
and we say that x is the center of P.

When E has dimension 2, a Yao-Yao partition is just the partition defi-
ned by two non-parallel lines. From dimension 3, the picture becomes more

complicated.

If E has dimension n, then a Yao-Yao partition of £ has 2" elements and we
shall see in the following section that every hyperplane of E avoids at least
one of the elements of a Yao-Yao partition. Let us state our main theorem.
Let M(E) be the set of non-negative Borel measures p on E which are finite
and satisfy pu(F) = 0 for any affine hyperplane F.

Definition 4.2. Let u € M(E), a Yao-Yao equipartition P for p is a Yao-
Yao partition of E satisfying

VAEP, u(A)=2"u(E). (4.1)

We say that x € E is a Yao-Yao center of p if = is the center of a Yao-Yao
equipartition for u.

Theorem 4.3. Let p € M(FE), there exists a Yao-Yao equipartition for p.
Moreover, if i has a center of symmetry v € E, then x is a Yao-Yao center

for u.
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4.1 Main properties

If A is a subset of E we denote by pos(A) the positive hull of A, that is
to say the smallest convex cone containing A.
A Yao-Yao partition P of an n-dimensional space E has 2" elements and for
each A in P there exists a basis vy, ..., v, of E such that

A =x+pos(vy,...,v,), (4.2)

where x is the center of P. Indeed, assume that P is defined by F,v,P; and
P_1 (see Definition 4.1). Let A € P; and assume inductively that there is a
basis vy, ..., v, 1 of F such that A = x4+ pos(vy,...,vy—1). Then A+ R v =
x + pos(v,v1,. .., Up1).

Proposition 4.4. Let P be a Yao-Yao partition of E and x be its center.
Any affine half-space containing x contains an element of P.

Proof. When E has dimension 0, the result is obvious. Let E have dimension
n > 1 and assume that the proposition holds for any affine space of dimension
n — 1. Let ¢ be an affine form on F such that ¢(z) > 0, and let H =
{y € E'|{(y) > 0}. We use the notations of Definition 4.1. By the induction
assumption, there exists A, € P; and A_ € P_; such that

Vye Ay, l(y) >0 and VYye A, ((y) > 0.

Let ¢ be the linear form on E associated to £, if £(v) > 0 then £(z + tv) >0

for all z € Ay and t € R, thus A, + R v C H. Similarly if ¢(v) < 0 then
A_+R_v C H. In both cases H contains an element of P. O]

Proposition 4.5. Let i € M(E) and let K be a convex subset of E satisfying
u(E\K) < 27"u(E). Then any Yao-Yao center x of p is contained in K.

Proof. Assume on the contrary that there is a center x of y outside K, and
let P be an equipartition with center x. By Hahn-Banach there is a half-
space containing x and disjoint from K. By Proposition 4.4, this half-space
contains an element A of P. So on the one hand p(A) = 27"u(E) and on the
other hand A C E\ K, thus we get a contradiction. O

4.2 Center with respect to a basis

Let E be an affine space of dimension n and £ = (¢,...,¢,) be a family
of affine forms on E such that the map

v € B (t(x),...,0,(z)) eR"
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is one to one. We say that L is a system of coordinates. If € . and v € E
we write z; and v; for £;(z) and (;(v), respectively. We also let e!,.. ., e™ be
the basis of E satisfying e;'- = 0;;. Let us introduce a restricted notion of
Yao-Yao partition.

Definition 4.6. A Yao-Yao partition P of E given by F,v,z,P; and P_;
is adapted to Lif F = {y € F|y, = x1} and if P; and P_; are adapted to
(L2, - - - njp) (Which is a system of coordinates on F).

In the sequel, the vector v is called the azxis of P, and it is said to be
normalized when vy = 1. Since P has 2" elements, there is a one to one map
between P and the discrete cube {—1,1}". Let us construct such a map.

Definition 4.7. Let P be a Yao-Yao partition of F adapted to £, defined
by z,P1,P_1 and v (with v; = 1). Let P() = E and let (ey,...,ex) be
a sequence of +1 of size k € {1,...,n}. Recall that P, is a partition of
F, hence the notation P.,(-) is relative to F, for instance P., (0) = F. We
assume inductively that we have defined P, (2, ..., &) and we let

Pler,- - e8) = Pey(e2, .- se1) + Ri(e1v).
An easy induction shows that
P = {77(5) e € {—1, 1}”} (4.3)

Here is a picture in dimension 2.

P(1,-1) P(1,1)
Ti>2
P(—1,-1) P(-1,1)

We now give some basic properties of the sets P(-). It is easy to prove by
induction that if P is a Yao-Yao partition of F adapted to the basis £, then
for all £1 sequence ¢ of size k, there exists a sequence of vectors v!, ..., v*
satisfying vf = 0 and v} = 1 for all j < i < k (we call sub-diagonal such a
sequence hereafter) such that

P(e) = o + pos(ev?, ..., exv") + span(efth, ... ), (4.4)

where z is the center of P. Besides, the first vector v! is equal to the axis of

P (in particular, it does not depend on €). Let z,y € E and v',... o™ and

wl, ..., w" be two sub-diagonal sequences of E. Observe that if

x +pos(vt, ... v") =y + pos(w',...,w")

23



then x = y and v* = w' for all i« = 1,...,n. Let P and Q be Yao-Yao
partitions of E satisfying P(c) = Q(e) for some +1 sequence ¢ of length
k < n. Let P be the projection of E with range span(e,...,e*) and kernel
span(e™, ... e"). Using (4.4), the equality P(P(e)) = P(Q(e)) and the
observation above, we get

(x1,...,28) = (y1,...,yr) and

(v1,...,08) = (wy, ..., W),

(4.5)

where x and y are the centers of P and Q, respectively; and v and w are
their normalized (v; = w; = 1) axes.

If S is a set of affine functions on E (possibly empty), we let Bg(S) be
the smallest o-algebra of subsets of ' making all elements of S measurable.
When a set, A belongs to Bg(S) for some S, we say that A depends only on
S. Another simple consequence of (4.4) is that for any e of length k the set
P(e) depends only on ({1,...,0).

Let @ € R and F = {{; = a}. For any u € E\F we let Tpu: F+Ryu — F
be the projection which, for any € F and t € R, maps x + tu to x. Let
ACF, we let

Ay = (mpa) (A ={z € B|lz; >aandz — (2 — a)— € A}, (4.6)

Uy

Let P be a partition of E. Let K <n and €q,...,e; be a =1 sequence. There
exists an affine form ¢ € span(1, £y, ..., ¢;) such that

P(€1,...,€k,1) :P(Sl,...,€k>m{£k+1 26} (47&)
P(&l, ey Ek,y —1) = P(81, R ,€k) N {Ek—&-l < E} (47b)

Let us prove (4.7) by induction on k. When k = 0 we have P(1) = F+R v =
{61 > 21} and P(—1) = {l; < a1}. If kK > 1, let v be the normalized (v; = 1)
axis of P and assume inductively that

7)51 (52, R ,6k1) = Pgl (82, ce ,Ek> N {gk—&-l 2 ﬁ}
for some ¢ € span(1, /s, ..., ¢). Let us assume that e = 1, then

P(l,ea, ... e 1) = (mpe) " (Pilea, ..o e0) N {ls > 0})
=P(1,e0,...,61) N Ay,

where A = F'N{l;41 > (}. Using (4.6), we obtain

Ay ={zy > a}y N {1 > '}
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—

where ¢/ = { + ({1 — a)(vgy1 — £(v)). Since additionnally {x; > «a} contains
P(1,e9,...,e1), we get (4.7a) when £; = 1. The proof for e = —1 and the
proof of (4.7b) are similar.

From (4.7), we get in particular

P(er,...,ex) =Pler, . e, 1) UP(ey, ... ek, —1).
Applying this equality again and again, we obtain, for any ¢ of size k
P(e) = U{P(e,7) |7 € {-1, 1}"*’“}

where (g, 7) is the sequence obtained by concatenation of ¢ and 7. Therefore,
if P is an equipartition for u then

w(Pler, ... ex)) =27 u(E). (4.8)

4.3 Uniqueness

In this section we prove that, under reasonable assumptions, the Yao-Yao
center of a measure, with respect to a given basis, is unique. In the sequel, the
space E is equipped with a system of coordinates ¢4, ..., ¢, and all Yao-Yao
partitions are adapted to this system.

Lemma 4.8. Let a € R and FF = {z € E|z = a}.

(i) Let A C F depend only on by, ... L, let v,w € E satisfying v; = w; =
1 and (vg, ..., vx) = (we, ..., wg), then A, = A, .
(it) Let £ be an affine form on E, non-constant on F and let A= FN{{>
0}. Let v,w satisfy vi = wy; = 1 and £(v) > {(w), then A, C A,.
(iii) Again let A= FN{l >0}, and let (vP) be a sequence satisfying v} =1

—

for all p and £(vP) 1 +o0. Then for any u € M(E) we have
lim p(Awp) =0.

p—-+00
Proof. Point (i) follows easily from (4.6). For (i), observe that when A =
F N {¢ >0}, equation (4.6) becomes

A, ={z € E|z, > aand (z) > (21 — a)l(v)}, (4.9)
and similarly for A,. The inclusion A, C A, follows immediately. Besides,
since ¢ is non-constant on F', we can find x satisfying 1 = 1 + « and

—

I(w) < U(z) < ((v),

so inclusion is strict. By (ii) the sequence (A,») is decreasing, and clearly by
(4.9) the intersection NA,p is included in F, hence (44). O
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The key step is the following
Lemma 4.9. Let P and Q satisfy

Ver, .. 6k Pler, ... ex) = Qer, ... k) (4.10)
el €y, PEL s ghh) # QeY, - Ehy) (4.11)
for some k < n. If xp41 > yYri1, then there exists 0q,...,0r such that

P01, ...,0k, 1) is strictly included in Q(dq,...,0,1).
Proof. The proof is by induction on k. If £ = 0 then (4.11) becomes
P)={l >z} #{l >y} = Q1)

So 1 # y1, thus x; > yy, hence P(1) C O(1).

Assume that £ > 1. Let v and w be the normalized (v; = w; = 1) axes
of P and Q, respectively. Recall that (4.10) implies (4.5) : (x1,...,2) =
(Y1, yk) and (vy,...,vx) = (wi,...,wg). Also, intersecting (4.10) with
{l1 = 21}, we get

VEl,...Ek;, 7)51(52,...78k> = Qel(gg,...,ﬁk). (412)

There are three cases. If vy 1 = wy1, since for all €1,..., 11, the set A =
P.,(g2,...,€141) depends only on o, ...l 1, Lemma 4.8 (i) implies that

Per, - eri1) = Pey(e, - €41) + Ry (e10)

4.13
:P€1(€27"'a€k+1)+R+<€1’U}). ( )

Also Qley,...,ek41) = Qe (g9,...,6k11) + Ri(eqw). Therefore there must
exist (d1,¢€5,...,€},,) such that

P51(€/27 s 752-{-1) 7£ Q51 (5,27 s ’€;c+1)7
otherwise (4.11) would fail. Recalling (4.12), we remark that we can apply
the induction assumption to Ps, and Qs : there exists do, ..., 0, such that

Ps, (02, ..., 0kl) is stricly included in Qg, (d2, ..., 0x1). Then (4.13) shows that
P(d1,...,0k1) is strictly included in Q(dy, ..., dx1), which concludes the proof
in this case.

If vg+1 > wyiq, then by (4.7) and Lemma 4.8 (7i) we obtain

731(62, e ,Ekl) -+ R+U g 731(62, e ,Ekl) -+ R+w, (414)

for all eq, ..., e.. Therefore, it is enough to prove that there exists ds, ..., 0
such that
P1(02, ..., 0,1) C Q1(0a, ..., 0k1).
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This holds by the induction assumption applied to P; and Q; : either we have

equality for all s, ..., 0, or there exists 0, ..., d; such that the inclusion is
strict.

The case vgp11 < wyyq is similar, we just need to deal with P_; and Q_,
instead of P; and Q. O

We now let M*(E) be the set of measures u € M(FE) which satisfy
w(U) > 0 for every open set U. Here is the main result of this section.

Proposition 4.10. Let u € M*(E), then p has at most one center with
respect to the system L. Moreover the k first coordinates of the center of n
depend only on the restriction of p to Bg(ly,. .., l).

Proof. Let p,v € M*(E) satisfy v(A) = u(A) for all A € Bg(ly,...,0). We
can assume that p(F) = 1(= v(F)). Let P and Q be equipartitions for
and v, respectively, and let us call  and y the respective centers of P and
Q. We want to prove that (zq,...,2;) = (y1,...,y). If P # Q, there exists
k satisfying (4.10) and (4.11), we have in particular

(1, k) = (Y1, -5 Uk) (4.15)

and we may assume that zp,1 > yr1. By the previous lemma, there exists
(€1,...,€ks1) such that P(eq,. .., epy1) is strictly included in Q(eq, ..., e541)-
Since these sets are polytopes, their difference Q(e1, ..., 1)\ P(E1, .- Ers1)
has non-empty interior. Recall that the set Q(eq,..., 1) depends only on
O, lgr1. Soif k+ 1 <[, applying (4.8), and the fact that u(U) > 0 for
any open set U, we get

2 k-1 — M(P(gl, . ,5k+1)) < ,u(Q(el, . ,5k+1))
= I/(Q(&l, . 7ek+1)) = o k-1
which is absurd. Therefore | < k, and the result follows from (4.15).
The uniqueness of the center is obtained by letting v = p and [ = n. O]

4.4 Continuity

We now deal with the continuity of the center, for this we need a topology
on M(E). Let (4?)pen be a sequence of elements of M(E) and p € M(E).
The sequence (uP) converges narrowly to p when

[oaw— [odu (4.16)
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for any function ¢ continuous and bounded on E. A subset F of M(FE) is
tight if for every ¢ > 0 there exists a compact subset K of E such that
uw(E\K) < ¢ for all u € F. A converging sequence of measures is obviously
tight.

Recall that when T': €21 — (), is a measurable map, and u is a measure on
2y, the image measure Txp of p by T is defined by

Tyn(A) = p(T71(4)),

for every measurable subset A of €),. o
Let F' be an affine hyperplane of E. For any p € M(E) and v € E\F we let

Pry = (Tpw)sp, hence

Let (v7) be a sequence of elements of M(FE) converging narrowly towards
v € M(FE). Notice that if A C E is a polytope, then v(0A) = 0 and thus
VP(A) — v(A).

Let (v”) be a sequence of elements of E\F converging to v € E\F. Then

Vi — VEy, TAITOWly.

Indeed, by tightness of the set {v,”|p € N}, we can assume that all these
measures are supported by a compact set K. We can also assume that F' +
R v? = F+ R, v for all p. Then, setting ¥ = I/f;yvp and p = vp,, it is easy to
see that the supports of u and p? for all p are contained in a compact subset
L of F. Let ¢ be continuous on F, then ¢ is uniformly continuous on L, from
which we get ¢ o g — ¢ 0 TR, uniformly on K. The result follows easily.
In the same spirit, if (uP) is a sequence of elements of E converging to 0 and
if T, is the translation of vector u”, then (7,)x1? — v, narrowly.

The following lemma is an easy consequence of Proposition 4.5.

Lemma 4.11. Let F C M(E) be tight and such that {u(E)|pn € F} is
bounded. Then there exists a compact subset of E containing any center of
any element of F.

We now reformulate the definition of a Yao-Yao center. Let pn € M(E).
Then an element x € E' is a center for u according to (¢1,...,¢,) if and only
if letting F' = {¢; = x,} there exists v € E\F such that

- u(F +Ryv) = Su(B).

- the point z is a center for both pp, and pp_,, according to the system

of coordinates (lap, ..., ln|F).
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In the sequel, such a vector v, is called an axis for (u, F), and we say that v
is normalized if v; = 1. Here is a first continuity property of the center.

Lemma 4.12. Let (u”) be a sequence of elements of M(E) converging nar-
rowly towards p € M(E). If all the measures P share a common center x
with respect to ({1, ...,0,) ; then x is also a center of .

Proof. The proof is by induction on the dimension n of E. When n = 1,
the result is obvious : if x is a median for all the measures p? then it is
a median for pu. We assume that n > 2 and that the result holds for any
affine space of dimension n — 1. We can also assume that p and the measures
pP are probability measures. Let F' = {{; = x}. For all p there exists a
normalized axis v” for (P, F'). We claim that the sequence (v?) is bounded.
Indeed otherwise there exists ¢ affine on £ such that E(vp) — +o00. Let H =
{{ >0} NF. Let e >0, by Lemma 4.8 (iii), there exists w such that w; =1
and p(H,) < €. For p big enough £(v?) > ¢(w), applying Lemma 4.8 (1) we
get Hy» C Hy,. Also for p large, we have p?(H,,) < u(H,) + €. Thus

/’L%,UP<H) = pP(Hyr) < 2e.

Taking ¢ small enough, it follows from Proposition 4.5 that for any such p
the center = of y% , does not belong to H. Hence {(z) < 0. Let m > 0, the
same holds if we replace ¢ by ¢ + m, so we get {(z) < —m for all m > 0,
which is absurd.
Up to an extraction we can assume that (v?) has a limit, say v (which satisfies
vy = 1). Then

W — HEp narrowly.

By the induction assumption, z is a center for pp, with respect to the basis
Loy - - - ,lnir), and the same holds for pp_,. Therefore x is a center for
L. 0

Corollary 4.13. Let (uP) be a sequence of elements of M(E) converging
narrowly towards p € M(E). If every measure ;i has a center x,, with respect
to (01, ...,¢,) and if the sequence (xP) has a limit x, then x is a center of u
with respect to ({y,...,0,).

Proof. Let v? = o — 2P and T, be the translation of vector v?. Since v? — 0
we have (1,)xp? — p, and clearly x = T),(z?) is a center for (7},)xpP. Then
the result follows from the previous lemma. n
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4.5 Proof of Theorem 4.3

Let us start with an easy fact. Let V' be a vector space of finite dimension
n, with a given basis (e1,...,e,). Let T : V' — V be continuous and satisfy
the following properties :

(a) For k = 1...n and v € V, the k first coordinates of Tv depend only
on the k first coordinates of v.

(b) If f is a linear form and (v?) a sequence satisfying f(v”) — 400 then
f(TwP) — +o0.

Then T is onto.

Indeed, let w in V' and wuy,...,u, be its coordinates. By (b) and the
continuity of 7', we can find v; € R such that the first coordinate of T'(vie;)
is 1. Then we find vy € R such that the second coordinate of T'(vie; + vaes)
is ug, and by (a) the first coordinate of T'(vie; + vaeq) is still u;. And so on.

Proposition 4.14. Let E be an affine space and ({1, ...,¢,) be a system of
coordinates. Any element of M*(E) admits a unique center with respect to

(1, ... 0.

Proof. We have already proved the uniqueness of the center, we shall prove
its existence by induction on the dimension. If £ has dimension 1 then we
just have to show that any p € M*(FE) has a median, which is clear.

If n > 2, we assume that the proposition holds for any affine space of dimen-
sion n — 1. Let o € R satisfy p{; > a} = 1u(E) and let F = {{; = a}.
Let u € E satisfy u; = 1. By the induction assumption, for all v € F and
e € {—1,1}, the measure pp(u+,) admits a unique center with respect to
(Ca,...,0,) which we call 2(9)(v). If we can prove that there exists v such
that (M (v) = 2V (v), then we are done. We define

—

T:veF—az0w) —2zWw) eF.

If a sequence (vP) goes to v, then (i, » converges narrowly to fig .. Then
by Lemma 4.11, the sequence (x(l)(vp))p is bounded, and by Corollary 4.13,
any of its converging subsequences goes to the unique center of pp,4,. The-
refore 2™ (vP) — 2™ (v), and similarly for 2=, hence the continuity of 7.
If (vg,...,vx) = (wy, ..., wg) then, by Lemma 4.8 (i1), we have A, ., = Ayt
forall A € Bp(ls, ..., l), hence ppyiv(A) = ppurw(A). By Proposition 4.10,
this implies that for e = 2,...,k

L) =660 w).
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and similarly for 2(=1. Therefore T satisfies (a).

Let ¢ be an affine form on F, and (v?) be a sequence of elements of F such
that ((v?) — +o00. Then it follows from Lemma 4.8 (iii) that for any m > 0
and any big enough p we get pi, o (F N{¢ > —m}) < 27"u(F'), which by
Proposition 4.5 implies that ¢(z(V)(v?)) < —m. Hence

E(x(l)(vp)) — —00.

Similarly ¢(z(=Y(v?)) — +oc. Thus T satisfies (b). Therefore T is onto. There

exists v € F such that Tv = 0, then 2()(v) = ") (v) which concludes the
proof. ]

Lemma 4.15. If p € M*(E) has a center of symmetry z then z is the unique
Yao-Yao center of u, whatever the basis L.

Proof. Let x be the Yao-Yao center of u and s : E — FE be the symmetry
of center z. Then clearly s(z) is a center for syu, with respect to £. Since
sup = 4 and by uniqueness of the center, we obtain s(z) = z. Therefore
T =2z. [

We are now in a position to prove Theorem 4.3. Let E be an affine space
of dimension n and (¢y,...,¢,) be a system of coordinates. Let ~ be an
arbitrary element of M*(E). Let n € M(FE) and for k > 1 let p? = p + i’y.
Then obviously u? € M*(F) and p? — p, narrowly. Let 2P be the center
of pP with respect to (¢1,...,¢,). By Lemma 4.11 and Corollary 4.13, the
sequence (zP) is bounded and the limit of any of its converging subsequence
is a center for p, so v has a center.

If 1 is symmetric with respect to x, then we let v be an element of M*(FE)
symmetric with respect to . Then so is u”, by the preceding lemma we get
xP = x for any p, therefore x is a center for pu.
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Chapitre 5

Chainage et chaos Gaussien

Introduction, notations

Dans ce chapitre on note [n] 'ensemble {1,...,n}. Soient g,..., g; des
variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées selon la loi nor-
male, et (aq)acpn Une matrice & multi-indices, la variable aléatoire

Y = Z aagal o 'gan
aclk]™

est appelée chaos gaussien d’ordre n. On s’intéresse aux moments de cette
variable. Il est connu (voir [9]) que les moments du chaos découplé

? = Z AaGar,1 """ Gan,n

a€glk]™

ot (gi5)ijek ) st une famille de k x n gaussiennes standard indépendantes,
sont comparables aux moments de Y avec des constantes ne dépendant que
de n. Le but de ce chapitre est de démontrer une borne supérieure due a
Latata [14] pour les moments de Y. On suivra la stratégie globale de Latala
mais on prendra un raccourci en utilisant le chainage générique de Talagrand.

Pour éviter de trainer des multi-indices dans toutes les formules il est
commode d’utiliser la notion de produit tensoriel. Si X et Y sont espaces
vectoriels normés de dimension finie, on note X ®°Y le produit tensoriel
injectif de X et Y, de sorte que X ®°Y est isométrique & L£(X*,Y") muni de
la norme d’opérateur. Si X et Y sont euclidiens, on note X ®?Y leur produit
tensoriel euclidien. De plus on identifie dans ce cas X et X*, ainsi les espaces
X ®°Y et X®?Y sont isométriques a £(X,Y) muni de la norme d’opérateur
et de la norme de Hilbert-Schmidt, respectivement.
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Soient E,. .., E, des espaces euclidiens. Etant donné un ensemble non vide
I ={iy...i,} C[n], on pose

E=E,® - & E,,.
On posera aussi par convention Fy = R. On note [|-||; la norme de E; et
By ={z € E||zf; <1}

sa boule unité. Siz = (x1,...,2,) € EyX---xE, onpose 1 = 1;, ®- - -®x;, €
E[.

Soient A € Ep, et P = {Iy,..., I} une partition de [n], on définit [|Alp
comme étant la norme de A en tant qu’élément de I'espace

Ep, ® & Ey.

Par exemple si n = 2, on peut voir A comme application linéaire de F; dans
E,, on constate que ||Al|f13{2y est la norme d’opérateur de A et |[Al|(12) sa
norme de Hilbert-Schmidt.

Soient I C [n] et € E7 on note A-x 'image de x par A vue comme élément
de L(Ey, Ejpp\1). Pour toute partition P = {I;,...,[;} on a

|Allp =sup{A- (21 ® - @ x}) | z; € By, }.
Si @ ={Ji,...,J;} est une partition plus fine que P, alors
{t1®@---@x|z;€Bry C{y1 @ @y ly; € By, }
et donc ||Al|g < ||A||p. En particulier,

[All 3y < N Allp < ([ Al -

5.1 Enoncé des résultats principaux

Si P est une partition de [n], son cardinal card P désigne le nombre de
sous-ensembles de [n] qui la composent. Soient Fj, ..., E, des espaces eucli-
diens de dimension finie et A € E},). Soient X1, ..., X,, des vecteurs aléatoires
indépendants tels que pour tout 7, le vecteur X; suive la loi gaussienne stan-
dard de E;. Rappelons que Xp, désigne le tenseur (aléatoire) X; ® --- ® X,
la variable aléatoire (réelle)

A X

est appelée chaos gaussien découplé d’ordre n. Ci-dessous, le résultat principal
de Latala.
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Théoréme 5.1 (Majoration des moments du chaos gaussien). Il eziste une
constante «, ne dépendant que de n telle que pour tout p > 1 on ait

card P

(EJA- X)) < S ™57 | Allp,
P

la somme portant sur toutes les partitions P de [n].

Le théoréme suivant et son corollaire sont des résultats intermédiaires
dont on va déduire le théoréme précédent. Ils ont néanmoins leur intérét
propre.

Théoréme 5.2. Soient I, ..., Fiy, des espaces euclidiens, soient A € Fiyqq
et X un vecteur gaussien standard de Fy1. On a pour tout t € (0,1) :

BIlA- X[ yeqy < B Dt 4P| Allp,
P

la somme portant sur toutes les partitions P de [k + 1] et la constante [y ne
dépendant que de k.

Corollaire 5.3. Sous les mémes hypothéses, on a pour tout p > 1

card P—k

1/p
(BIA- X1y ) <8 > p™F | Alle
P

Démonstration. Posons f: x € Fq +— ||A - x||(1}..x}- Par concentration de
la mesure gaussienne (voir par exemple [15]) on a, en posant m = E f(X),

(ELF(X) = m|")'"" < & /) f 1o

pour une constante ¢’ universelle, et || |1, étant la constante de Lipschitz de
f. On aclairement || f|jip = || A|l{1}.--{e+13- En utilisant 'inégalité triangulaire,
il vient

(BIFOIP)? < B FX) + 8Bl All gty

Le résultat s’obtient donc en utilisant la majoration de E f(X) donnée par
le théoréme 5.2 avec t = p~ /2. O

Démonstration du Théoréme 5.1. Procédons par récurrence sur n. Sin = 1,
la variable A - X; suit la méme loi que la gaussienne de variance ||A|1)9.
Le moment d’ordre p d’une gaussienne standard étant de 'ordre de ,/p, on
obtient

(E[A-Xaf")? < a/pllAlly
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pour une constante o universelle, ce qui est le théoréme au rang 1.
Supposons le théoréme vrai au rang n — 1. Regardons X,,, qui est indépen-
dant de X{,_;), comme un vecteur déterministe et appliquons I’hypothése de
récurrence a la matrice A’ = A - X,,. On obtient

card P

p
B(1A" Xl |X) < ol (30714 p )
P

la somme portant sur les partitions de [n — 1]. En prenant 'espérance puis
la puissance 1/p, il vient

l cart p ;
(EIA - X P)" < any <E<ZP §P||A-Xn||7’> >
P

. (5.1)
<ana Y p™ 7 (B4 Xl) "
P

d’aprés I'inégalité triangulaire. Soit P = {3, ..., Iy} une partition de [n —1].
Posons F; = Ej, pour i € [k] et Fpy1 = E,. Le corollaire, appliqué a la
matrice A vue comme élément de Fj4q) donne
1 _k card @
(EIA- Xallp)"" < up72 3 p™ 5 Ao, (5.2)
Q

la somme portant sur toutes les partitions Q de [n] qui soient moins fines

que la partition {]1, oo Iy, {n}} Du coup, 'inégalité est encore vraie si on

fait porter la somme sur toutes les partitions de [n]. Reportons (5.2) dans
card P

(5.1), les p~ 2~ g’éliminent et on obtient le résultat avec une constante v,
qui s’exprime en fonction de ay,—; et des o pour k € [n]. O

11 suffit donc de prouver le théoréme 5.2, ¢’est ce qu’on se propose de faire
dans la suite.

5.2 Le chainage générique

Soient Fy, ..., Fyy1 des espaces euclidiens, soit A € Fj4q) et X un vecteur
gaussien standard de Fj.;. Pour i € [k] soit B; la boule unité de F;, posons
T = B; x --- x By. Rappelons que pour z = (z1,...,2;) € T on note
T =21 Q- @ T Remarquons que

E”A'X|’{1}~-~{k} =EsupA- (x[k] ®X). (5.3)
zeT

65



Notons aussi que (P)zer = (A - (2 ® X))IGT est un processus gaussien.
L’étude de Esup; P, se rameéne a 'étude de Pespace métrique (T, dp), en
posant

1
dp(x,y) = (E(Px — Py)2)§.
Cette distance se calcule explicitement, en effet A- (zp ® X) = (A-2p) - X
et donc
dp(z,y) = [|A - (zpg — yp)ll{e+1y- (5.4)
Le chainage générique, développé par Talagrand, permet de résoudre ce type
de problémes; rappelons les grandes lignes de la théorie, et renvoyons le
lecteur désireux d’en savoir plus au livre de Talagrand [28].
On se donne un espace métrique (7', d). On dira qu’une suite (A")neN de
sous-ensembles de P(T') est une suite admissible de partitions si les propriétés
suivantes sont vérifiées.
- Pour tout n, 'ensemble A,, est une partition de T
- La partition A,, est moins fine que A,,,;.
- Ay = {T} et card A,, < 2% pour n > 1.
Quand seules les deux premiéres conditions sont vérifiées on parle de suite
de partitions emboitées.
Si (Ap)nen est une suite de partitions de T" et ¢ un élément de T, on note
A, (t) I'unique élément de A, qui contienne t. Pour S C T', on note A(S,d)
le diamétre de S.

Définition 5.4. On pose
Y2(T, d) = inf <sup A n( 2”/2>
o oA
Iinfimum portant sur toutes les suites admissibles de partitions de 7'

Remarquons que vo(7,d) > A(T,d); en particulier si T n’est pas réduit
a un point alors (7, d) est non nul. Par conséquent il existe une suite
admissible de partitions (A,,).en telle que

su A 2”/ 2 < 2% (T, d
w3 a0 n(T
Rappelons le théoréme fondamental suivant :

Théoréme de la mesure majorante. Il existe une constante universelle
K telle que pour tout processus gaussien centré (X)ier on ait

Lyy(T,dx) < Esup X, < k7(T, dx),
teT
la distance dx étant donnée par la formule dx(s,t) = (E(X, — Xt)2)1/2'
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Suivent deux lemmes simples, qui illustrent la souplesse de la notion de
V2.

Lemme 5.5. Soit (T, d) un espace métrique. Soient a,b des réels supérieurs
a1, et (Ap)nen une suite de partitions emboitées de T' vérifiant pour tout n

card 4,, < 29102,
Posant S = sup,er Yoo A(An(2),d)2"2, on a pour un p universel
(T, d) < p(VabA(T,d) + VbS).

Démonstration. Soient p,q entiers minimaux tels que a < 27 et b < 2%

Posons
g 1T} sin<p+gq
" Apg1 sin>p+qg+1.

Sin>p+q+1alorsp<n-—1etdonc
card B, < 2212 < 92"

La suite de partitions (B, ),en est donc admissible. D’autre part, pour tout
teT

0o p+q
> A(B. A2 = 3 AT ¢ ZA
n=0
< 2 } AT, d) + .
De plus 2P < 2a et 29 < 2b, d’ou le résultat. O
Lemme 5.6. Supposons que [’espace T posséde N métriques d,...,dy.

Alors
’YQ(T> di + -+ dN) < pl\/ﬁ(Vz(T, dy) + -+ 7(T, dN))-

Démonstration. Pour tout i € [N], il existe une suite admissible (A?),en

vérifiant
o0

sup Z A(AL(t), di)2"? < 279(T, d;).

teT =2
On pose ensuite . '
B,={A'n---nAY|A'c A}

Il est facile de voir que (B,,) est une suite de partitions emboitées de T et

que pour tout n on a
card B, < 2V, (5.5)
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Par ailleurs, pour t € T et i € [N] on a B,(t) C A’ (t), par conséquent

A(Bu(t),dy + -+ +dy) <> A(AL(t), di).

i=1
En multipliant par 2/? et en sommant en n il vient
o0 N
supZA(Bn(t),dl+---+dN)2"/2SZ%(T,di). (5.6)
n=0 =1

D’aprés le lemme précédent, les équations (5.5) et (5.6) impliquent le résultat.
[

5.3 Démonstration du Théoréme 5.2

Procédons par récurence sur k. Pour k£ = 1 le théoréme se déduit du fait
suivant : soit A € F; ® Fy et X suivant la loi normale de F, on a

1
E||A- X < (EHA : XH%l})Q = [|All{1,23-

Supposons donc que k > 2 et que le théoréme est vrai au rang k — 1. Soit
A € Fji41). Rappelons que pour i € [k] on note B; la boule unité de F; et T

le produit By X - -+ x By. Soit I = {iy,...,i,} un sous ensemble non vide de
[k] et soit d; la pseudo-distance sur T définie par
d(z,y) = |A - (@1 — yo)llprapa- (5.7)

D’aprés le théoréme de la mesure majorante et les équations (5.3) et (5.4),
le théoréme 5.2 est équivalent au

Théoréme 1.2°. Pour tout t € (0,1) on a

YT dyg) < B Y 1P| Allp,
P

la somme portant sur toute les partitions P de [k + 1].

Supposons [ # [k] (donc p < k), pour j € [p] posons I = F;, et posons
F) 1 = Figpag- D’aprés Uhypothése de récurrence, le théoréme 1.27 est vrai
pour la matrice A vue comme élément de F[;H]. On obtient, pour tout t €
(0,1)

Yo(T,dr) < 8,) 72| All, (5.8)
Q
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la somme portant sur toutes les partitions Q de [k + 1] qui soient moins fines
que {ir},...,{ip}, [k+1]\1. L'inégalité reste vraie en faisant porter la somme
sur toutes les partitions de [k + 1]. Pour tout ¢ > 0, on définit la distance

5 = Z tkfcardldl.

0CICIH

D’aprés le Lemme 5.6 et ’homogénéité du s, on a

Wo(T,8) < pPVN S tEediny (T, dp)

0CICIH

ou N est le nombre de sous-ensembles de [k] qui soient différents de () et [k],
a savoir 2% — 2. En utilisant (5.8) il vient

Yo (T, 60) < mie Yt Allp, (5.9)
P

pour une constante 7 ne dépendant que de k.

Rappelons que si (T, d) est un espace métrique et € > 0, on définit le nombre
d’entropie N(T,d,€) comme étant le plus petit entier n tel qu'on puisse re-
couvrir T' par n boules de rayon €. Admettons le lemme suivant.

Lemme 5.7. Pour tout S C T, pour toutt >0 on a
N (S, dpg, 2A(S, 6¢) + 28| Al|jpyy) < 280+,
pour un p universel.

En substance, ce lemme est dans le papier de Latata (|14, Corollary 2|),
on en donne la démonstration a la fin de ce chapitre.
Posons t, = min(t,27/2). Soit (B,)nen une suite admissible de partitions de

T vérifiant
o0

sup Z A(Bn(),6,)22 < 27(T, ;). (5.10)

zeT n—0

On affine la suite de partitions (B,,) de la maniére suivante : pour tout n et

B € B, on applique & B et t, le Lemme 5.7. Il existe alors une partition
P ={BW,..., BM} de B vérifiant

N < ok(tetn®), (5.11)
A(BY dy) < 2A(B,6,) + 20| Al ey, Vi € [N]. (5.12)
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On pose ensuite A, = U{Pg|B € B,}. Il est clair qu’on forme ainsi une
suite de partitions de 7. Comme ¢,? < 2" + {72, on a par (5.11)

card A, < N card B,

< 2(1+Pk)2”+k(1+pt*2)' (5.13)

Soient z € T et n € N. Par construction, A, (x) provient du découpage de
B, (z) avec le Lemme 5.7. On a donc par (5.12)

A(An(2), dyy) < 2A(Bu(x),61,) + 260 | All 1y,
< 2A(By (), 6:) + 2t || All g1y,

car t, <t et donc §;, < &;. En utilisant (5.10) on obtient

ZA x), i) 2"? < 45 (T, 8;) +22tk2”/2||A||[k+1
n=0
On rappelle que ¢, = min(t,27/2). Soit ny le plus petit entier vérifiant

2% < t. On a facilement

[e¢) no—1
S e S S
n=0 n=ng
< 10t’“ 1.
En utilisant (5.9), on trouve donc
supzA 2 S T Al 200 Al

:JcET

< (4 +20) Y eI A .
P

Rappelons que le cardinal de A, est controlé par (5.13); en utilisant le
Lemme 5.5, il vient

Yo(T, dyg) < (7 TA(T, dygy) + Zt’“‘mdPHAHp).
P

De plus
A(T, d[k]) = QSugHA . IH{k+1}
xre

= 2|| All {13 fr+1y
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donc
Yo (T, dpg) < 1 (26 ANy tirny + Y 7P| Allp)
P

<3yt P Allp,
P

ce qui achéve la preuve du théoreme 1.2°.
Pour étre complet, on donne on donne la démonstration du lemme 5.7,
essentiellement due a Latata.

5.4 Démonstration du lemme 5.7

Soit © = (x1,...,x,) € F} X -+ X Fy, on note |z;| la norme de x; dans
F;. Soit X4, ..., X, des vecteurs gaussiens indépendants et tels que X; soit &
valeur dans F} et suive la loi normale.

Lemme 5.8. Pour toute semi-norme ||-|| sur Fy, on a
P<||XW —apll <E D) 4mY)X; @ a:[wn)z 93 Liilnil?,

0CICk]

Démonstration. Commencons par une remarque élémentaire. Soit x € R”,
soient X un vecteur gaussien standard de R™ et K un sous-ensemble symé-
trique de R, on a

Yulr + K) > %(K)e_%mQ. (5.14)

En effet, en utilisant la symétrie de K et la convexité de I’exponentielle on a

_ 11,2 _1 2 1.2
/ o 1lel dz:/ Lo bl 4 obleul?) gy
z+K K

> / o=+ gy
K
ce qui démontre (5.14).

On va démontrer le lemme par récurrence sur k. Pour £ = 1, en appliquant
(5.14) a K ={y € Fi|||lyll < 4E||X41||} et x = xy, il vient
P([X1 — 21| S4E[X4]]) > e 2P P(I[X0]| < 4E[|X4])).
De plus, par Markov P(||X;]| > 4E[|X1]) < 1 < 1, d’ou le résultat pour
k=1
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Soit k > 2, supposons le résultat connu au rang k£ — 1. Posons

S = Z 4cardl||X]®[B[k,1]\[®XkH
0CIC[k—1]

T = Z 4cardIHXI®ZL’[k_1]\I®$kH

0CIC[k—-1]
et considérons les événements

A= {llzp-n © (X — 2p)|| < 4E[|zpn @ Xi| }
B = {[[(Xp—1) — zpe—1) ® Xi|| < E(S| X))
C={E(S|Xy) <4ES+ET}.

D’apres I'inégalité triangulaire suivante
1 X0 — 2wl < lwp-y ® (Xi = z) || + [[(Xp-1) — 2pe—1)) @ X,
quand A, B et C se produisent on a

[ X — 2wl < 4E|zp-n @ Xil| +4ES +ET
:E Z 4card[||X[®l'[k]\[|l.

0CICk]
Supposons X, fixé, en appliquant '’hypothése de récurrence a Fi, ..., Fj_;
et a la semi-norme ||y||; = ||y ® Xi|| pour tout y € Fiz_1j, on obtient

|2

P(B|X;) > 2 Ftle 2 Zin I
Comme A et C ne dépendent que de Xy, il vient
P(ANBNC) >P(ANC)2 e 2 Zisl il
Pour y € F} posons
1yl = [lzp-y © yll,
lylls=E Y 4"Y|X @ zpqu @yl

0CIC[k—1]
De sorte que

A= {[IX5 — zill2 < 4E[[ X2},
C = {IIXxlls < 4B Xklls + l|lzxlls }-
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Posons
K={ylllylls <4E|Xkll2} 0 {y]|llylls < 4E| Xk},

alors ANC D x4+ K d’aprés I'inégalité triangulaire. D’autre part, on a par
Markov

P({IXull2 > 4B| Xullo} U {1 Xells > 4B Xlls}) < 3+ 1 =14,

et donc P(X;, € K) > i. En appliquant (5.14) on obtient P(ANC) >
2_16_%‘%'2, ce qui achéve la preuve du lemme 5.8. Il

On se donne maintenant un espace de plus Fj et un élément A € Fjiq).
Rappelons que pour I = {iy,...,i,} C [k + 1], on note

et ||-||7 1a norme (euclidienne) associée. Posons ||y|| = ||A - y||{x+1; pour tout
y € Fyy). Remarquons que pour v € Fy X - x Fet 0 C 1 C [k] on a

E|X; @ zpll < (EIX; @ zpp®)®
= ||A : l‘[k}\lHlu{kH},
ce qui est encore égal & dp\ (0, ), d’apres la définition (5.7). Si I = [k] on a

de méme

E[[A- Xl grr1y < Al gs1)-
Ainsi le Lemme 5.8 donne

‘ 2

1 vk )
P(dig(a, X) < Y7 459 dy(2,0) + 45 All ey ) = 273l

0CICIK]
En appliquant Cecia%x: (%,,%’“) pourt >0etx el =B X - X By
il vient
P(d[k}(xvt)Q < Ou(,0) + (4f)k\|AH[k+1]) > 9 ke skt (5.15)

Démonstration du Lemme 5.7. Soitt > 0,s0it S C T = By X---X By, comme
les nombres d’entropie pour une norme sont invariants par translation, on
peut supposer que 0 € S. Ainsi 04 (x,0) < A(S, d4) pour tout z € S. Posons

er = A(S, 04) + (40)")| Al -
D’aprés (5.15), on a pour tout € S

p(By) > 27Fem2M ™,
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ou B, désigne la boule de centre x et de rayon &; pour la distance d; et p la
loi de tX. Soit S” une famille 2¢;-séparée de points de S de cardinal maximal.
La famille S’ est donc un 2e;-réseau de S, en particulier

N (S, dp, 2¢¢) < card 5"
De plus les boules (B,)es sont deux a deux disjointes, donc
p(U{B, |z € 5'}) > 2 Fe=25 7 card §'.
Et comme p est une mesure de probabilité on en déduit
N(S, dyy, 2¢;) < 2%zt

En appliquant ceci a fl on obtient le Lemme 5.7. O]
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